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UvoD

KaZemo da Je f(x)éLp ako je £(x) periodina funikcija
periocde 27 4 koja Je

1) merljiva i za lgp< oo

2% 1/
”JCHF = (J; I}(x)}Po{x)Péoo
2)neprekidna i za ps o

11, =1 £, = max[fcal

Obeleiimo g8 ¢V (£, t)p modul glatkosti poretka k,
funkcije £(x) u metricl L,, t.J.

Wi (£,t), = Aup A5 £
e ) )P /A!fjt # O

| K
Af foy =5 (-1 7C FxrvA)
V=0

Obidno, Fourer-ov red funkcije £(x) Semo pisati u

xompleksnom obliku t.J.

r

L(x) ~ i 2,0 7%

Y= -00

gde Je
2%

1 — vl
cv—;ﬁl fct) e dt

Parcijalnu sumu Fourier-ovog reda runkcija £(x) obele-

3avemo sa Sp (x, £)y tede

S, (x, ) =)  c,e

V= -Nn




Oznadimo sa En(i')p najbolju aproksimaciju funkcije
£(x) trigonometriskim polinomima reda ne veéeg od n, t.J.

Enlf),= ,;;%; I £¢x)=Tn 0,

gde Je

n

T (x) = ) (u COSkX+ B ANEX),
K=o
a ol 1 /3, su realni brojevi,

U ovom radu tretiran je problem procene Fourier-ovih

" koeficijenata periodiéne funkcije
‘ O
V= -00

. (%)
Xoja pripada klasi B(p, k,'Y) 1ili klasi B(p,© , X)

Setimo se da za Fourier-ove koeficljente funkcije
£(x) iz klase L, vaie sledeta tvrdjenja (vidi [1], str. 211 &
2173 takodje vidi [18]):

Da bi funkcija

m *
j:(x) NZ <, e.wx
V= =00

pripadala klasi Lps dovoljino je da njeni Fourier-ovi koeficijenti

gadovoljavaju uslove:

ra L <fo<oo: Z’Culpf‘»’lp_z < oo
| Y= —O¢
sa 1 <p<2 Y oyt < oo
V= -0

a potrebno jJes da su ispunjeni uslovi:

Za ;aﬁéﬁjii co o :Ej; ’(:v’24£ co

(%) Definicije kxlesa H(p, k,¥) 1 B(p, O, ) date su u IT 4
III glavi.,
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za -'lz;}bf_-_-Z 2 Z ,C’vfpl\)’p_2< O

V= —20
Godine 1961, M,K. Potapov [2] je dao potrebne i do-
voljne uslove, preko Fourier-ovih koeficijenata, da bi funikeija
£{x) pripadala klasi Hgﬂ. Naime, kaZemo da periodiéna funkecija
£(x) periode 2] , pripada klasi Hg') s 20 Je l<{pgoo , TaT+X,
0<X & 1, T - ceo broj, ako f£(x) ima takav T - ti izvod da
£ x) €1, 4

- - - ol
”f (r) (x +h) -2 (F) (x)+r(”) (x-h) ”LP ‘élﬁl
Podto &éemo u nadem radu doéi do sliénih iskaza sa

druge klase funkcija i porediti ih sa dosadasnjim, navedemo

neke od teorema tog tipa.

U [3] dokazana sledeéa
Teorema A, Da bi £(x) € H(r) potrebno je 1 dovoljno da

P
Erll(ﬁ}P 5; )ﬂr

Prirodno bi bilo, ukoliko je red o periocdiénim funkcijama, pos=-

taviti pitanje o uslovima lstovremeno potrobnim'i dovoljnim da

bi £(x) ¢ H(;) ali ne preko E,:,(f)p veé prekoc FPourler-ovih koe-

ficijenata funkeije f£(x). Za parne i neparne funkcije takvi
uslovi izvedeni su u ([4] L [5]). Naime, ako je

O

_JC(X)NZQKCGSkx 111 -J:(X')'MZQKH?:EX 1 e '\LO;
K =1 K=1

tada da bi £(x) £ H(;), potrebno je i dovolJno da Je

C
Qe < rH - 2

1 éjb-d oD
P

Medjutim, iz niZfe navedenih teorema, vidl se da takvih uslova




u opiten sludaju nema (vidi [2]).
Teorema 1, Da bi periodicéna funkcija

m o
JC(X) g Z L« g rx
K=-~00
pripadala klasi H(g), 1 <p<goo, dovolino je da njeni Fourier-
ovli koeficijenti zadovoljavaju usloves

S Yo o,
za 2 <pgLoo Z_’fx < F 75+"E'=i

0o )
%a ’I,‘S._]:J_{:Z ' (Lle‘l)/iéﬂ%r

Teorema 2, Ako periodiéna funkecija

f(x) ~ ) exet®

K =~00

pripada klasi H(;), l < p g oo, tada njeni Fourier-ovi koeficl-

jenti zadovoljavaju uslove:

= fa
za 2 < [0 0% (Z"‘CK'Z) < T

| " N
za 4 << 2 (\_ ’Cglp)/’g(__g_ 4,1

Kao posledica teoreme 1 sledi

Teorema 3., Da bi periodiéna funkecija
O
£(x) ~ Z €, e kX
Kan-od

pripadala klasl H(;), 1 £ p < ooy dovolino je da njeni Fourierw

ovi koeficijentl zadovolJavaju uslove

C
< . 4
T (ki)

z8 1< phg2 |.CL |




C
4.

%8 Zépﬁ;mi !—Cs(,f:: -
(Il + 4} 7+ 1=

Teorema &, Ako periodiéna funkecija

J’(X) ~ i ¢, eikx

K= -0

pripada klasi Hcg), tada njeni Fourier-ovi koeficijentl moraju

da zadovoljavaju uslove

(H(H-'f)r

I'CJCI é 2 Ik‘:o; ’1,2,...

Ova teorema bila ved ranije dokazana (vidi, naprimer, [ 6],

str., 22).
Ako se pretpostavi da ! Ca;f J , tada vazi

Teorsma 5. Ako perlodiéna funkeija

= -0

pripada klasl H(;‘;), l<Lp<coo i LC;CI 2 , tada njeni Fourier-

ovi.kceficijanti moraju da zadovoljavaju sledede uslove

C

(mlw)mf;—_'

ga 2 < [o< oo Ice] ¢

za ] & FJ < 2 li:k] < C
| Cikl+4)r+d- %
Navedemo ovde jo¥ i to, da su 1950 godine A.F. Timan
i M.,Fe Timan u [22] pokazali iste dovoljne uslove da bi
£(x) € H(;) 28 2 < pP< Co, & 28 1 < p < 2 dall iste potrebne

uslove takodje da bi £(x) £ H(;).

Na-kraju, nekoliko redi o asdriaju pojedinih glava.
U prvom poglavlju dati su pomoént stavovi, koje demo




Sesto koristiti pri dokszu pojedinih stavova u ostalim pogla-
vlijima, |

U drugom poglavlju dati su posebno potrebni 1 dovoljni
uslovi koje zadovoljavaju Fourier-ovi koeficijenti funkcije £(x)
da bi ova pripadala klasi H(p, k, ‘¥ ). Primeéujemo da smo pri
dokazu tih iskaza koristili karakterizaciju klase H(p, k,'¥ ),
preko najbolje aproksimaéi,ja funkecije £(x) € B (p, k, Y.

U treéem poglaviju takodje su datl posebno potrebni
i dovoljni uslovi za Fourier-ove koeficijente funkcije f£(x) da
bi ova pripadala klasi H{(p, k, ¥ ). Za razliku od prethodne glave
ovde su dokazi izvedeni preko poznatih procena modula gladkostil.

U Zetvrtom poglavlju izvedeni su posebno potrebni i
dovoljni uslovi koje treba da zadovolje Fourier-ovi koeffcijentd
funkecije £(x) da bi ova pripadala klasil B (p, &, <)o

zadnje peto poglavlje, posveéeno Je problemu potrebnih
i doveljnih uslova za Fourier-ove koeficijente funkcije £(x),
da bl ova pripadale klasl B*ff. &, ). 2a razliku od detvrtog
poglavlja, gde su dokazi izvedeni pomoéu najbolje aproksimacije

funkeije £(x), ovde su, kao u tredem poglavliju, dokazi izvedeni
pomoéu modula gladkosti,




NEXI POMOCNI STAVOVI

Da bismo u ovom radu dokazall osnovne rezultate pot-

rebni su nam sledeés pomoénl stavovi -~ leme,
LEMA 1l.1. Ako Je £{(x) € I‘p ga neko p iz intervala 1 < p < 2,
tada ga proigzvoljan prirodan broj k vaZi nejednakost

Wi ($,L), < {Z VEER (1), |

medjutim, ako je p iz intervala 2 < p < co 4 tada vazi nejedna-
kost

T
O (Fr4), > T { S VEEL (4, |
V=4 ‘

Ovde su A} 1 A, konstante nezavisne od £(x) 1 n, Prva nejedna-
kost dokazana je u [7] a druga u ([8]; takedje vidi [9]).
LEMA 1,2. Neka Je £(x) & L, (1 < p <o) i neka Je

;(x) E CZqCSSVX gde Je 624"-}‘-'-19_ Zrer2 U2y gz 20,

Tada vaze nejednakoati

En(?ﬂ)pﬁ’: A,,{ " _f_[iaﬁ'vp;_]f/p}

Y=ne¢d

£, ()5 A5 ag yrs)
J

Yz1in




zda su Ay 14, pozitivne konstante nezavisne od £(x) i n.
Dokaz prve nejednakosti nalazi se u [10], a dokaz druge nejed-

nakoati u [11].
LEMA 1.3, Neka je f(x) neprekidna funkcija takva da Je

C-C,l
fix) ~ ) _aycosyx sa Dy >0,
V=4
Mada vazi nejednakost (vidi [12]):
| 00
vV=ln

LEMA 1.4, Neka su ol /b i Oy takvi brojevi da Je
Lol <[5« oo,Ayy0- Tada vail nejednakost (vidi 3/,

(i aji’,)/’/ﬁé (ia;ﬁ‘)%‘

V=1 v =4

0O
str., 43)3

LEMA 1.5. Neka su brojevi CL,;J é)v i Y; takvi da je

Q>0

2.ay =dnby
=1

Tada (vidi [ 14]):
1. z2a 1 £ p < oo va¥il nejednakost

oo 0o fo o |
?:,a” (@Zf éc,,) < " ;Q,(év&)’j

2. za 0<p < 1 vaii nejednakost

J_a ('Z: 6ﬁ)p 2P’ f_av (6, 50)

O
V=1 V=4

LEMA 1,6. Neka su brojevi Q, b, 1 /5, takvi da Je

a‘pzojés;},i?i Z:av = Qn /o,
Y=n - ' _
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Tada (vidi [15])
1, za 1 <p < oo vazi nejednakost
o v b Oa |
5 ay (2 ba) <2 av(byp)
V=4 (=1 Va4

2, 2za 0 «p< 1l wvaZi nejednskosat

oo |

7y (Zv— é’c‘f)P?’ )'(JPZM"*Lv({’w/-‘w)}'a

V=1 =1 Y= |
Po3to su procens Fourier-ovih koeficijenata funkcije £(x) iz
klasa H(p,k, ¢ ) 1 Bﬁ(p, 4, K) u tredoJ 4 petoj glavi izve-
dene pomocu modula gladkosti, naveiéemo ovde nekoliko iskaza
o modulima gladkosti i Pourier~ovim koeficijentima periodiéne
funkcije jedne promenljive, koje su dokazans u [16] s 8 speci-
jalno procenu modula glasdkosti sa donje strane za p=l (viai[17],
str.851). |

Primeéujemo da su pri dokazima u [16 ], izmedju ostalog

koriZdene i lema 1.1 i lema 1,3. Takodje &emo i iskaze, koji
daju vezu izmedju modula gladkosti 1 Fourier~ovih koeficijenata
funkeije f£(x), prikazatli u obliku lems,

LEMA 1,7 Neka je f£(x) € Lp, tada za 1 < pg @ vaZe
sledeée nejednakosti |

l, za 2<£<p< oo

ca L (3 e o) (5 1eu)? }< Dt 1), <

=1 tv|=nH
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2, za 1l <p %2

Cs f (Z e Py 2) Ks (m T ] )%j

L n¥ Ty

< Wi(fig), < C‘(”hi (Z’Cvlzl**’/ﬂ)%-kf Icvlﬂ)%}-

A

<

5.Zap=0‘9:

(o e (G )

¥ =4 Y-z

<y (sz _%)oﬂ < Cy {%—ﬂ (i ijg“\)!K) + i /C“’f}

l=4 [V[=req

L['-. 7Yz P‘-""-l:

C, el € Wi (F,£) < { (Z'Cvl"“”u) (ZJ’C ’2) }

1v]=1 Mizned

zde su konsbtante Cy 1 C, nezavisne od f{(x) i n.

Ako se posmatra parna funkcija

f(x)mzja,;mw?x gde Clq'l’o

=4

tada Je u.[l?] izvedena sledeéa teorema 5. Aljandica:

Ako Je
o)~ X @ casvx , VO, AP e
v=4

tada vazli nejednalio o 1
n—1 (/ p P2 P
(1) p—2Y P -2_ Y
4 e:lf 4 ’ ) ‘+( a"’ :
Y Ay ~




cde je konstanta o nezavisna od £fix) i n.
U [lﬁ] dokazano 2 Ja ista ta procena vazi 1 sa

donje strane, pa Cemo ovde navesti i pobtpuni rezultatb:
LEMA 1.8. Ako jJe

f£(x) ~ Zavmyx | a,bo 4<p<eo
V=1

tada postoje konstante Cy i C, nezavisne od f{x) i n takve da

vaZzi nejednakost

piL B 1 = N\
C {-i (Z a?‘)“ﬁm*z) /P+ (Z q: v’ 2) P} < Wk (f: jﬁ)P £
LU I L Ry V=N

‘ " | ) 4/ co A\
< C, {%—E (Zafvf“"""” ") P+(Za;i’ v’ “)/”}.
Y, v =n+4 ,

Na krzaju navedemo procenu modula gladkosti funkcije

£f(x) koja ima lakunarni Fourier-ov red
> ’
L)~ 2. aycos 27
Y =4

U [16] za ove redove data sledeéa procena modula

gladkosti:

TEMA 1.9. Ako Je

f(,)miavw:sz"x_ . A<pg oo
V=4

tada postoje konstante Cy 1 Gy nezavisne od f(x) i n takve

da vaZzi nejednakost
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G 4/2 b 4/1
A 1 \Jlk z 1
c 44 ( aty ) +( a ) } < L*)K('ﬁ — <
4 { ok ; . ;4 \ '} )P
4 1/2 = 1.
A 2,2k 2 Y\ /2
< Cz{?’((;"ay\) ) * (\J:Zm-!dv) }

LZMA 1.10. (vidi [21], str. 847 -848). Neka je £(x) € Ly,

1 {pgoo, 0 <B&<oa , oC(t) - funkcija tipa 6 ; tada
6

za proizvoljan prirodan broj k, koji zadovoljava uslov Kk >/:5'-— .

vazi nejednaltost

C, { Ef(#)f, +ES () + ; () E‘; (#’-’)1, } £
! o0
< &f (ot tt)ydt < Co | SR +E Fpr 5o E5 ), ]

cde su konstante C1 i¢C, nezavisne od f(x) i n, a
/Y
(V) = L(£)dt | V24 (M(e) =4,

Kayemo da funkcija of (t) zadovoljava & — uslov
ili da je funkcija tipa © ako je ona merljiva na [O, l],
integrabilna na [cf ) 1] za svako J ¢ (0, 1), postoji ta-
kav realan broj & , da za proizvoljno c'fe (0, 27) i za

proizvoljno pozitivno £ vaZe relacije

() £t = € () < 00
0

s _
{ <) 57 U = o0
O




- 1% -

i ako sem tos3za postoje pozitivne konstance Cq 1 C, takve da

za sve pozitivne d < cfo vaze nejednakostil: oC({-) }C4

za sve ¥ & [O, l] i
§ 25
(¢) Soc (4 todt < C Jgfo((f)di—
0 0

PEOREMA 1.1, (Paley). Neka je {‘f’n(x)} ortogonalni i

normirani sistem na [a, b] i \“fh(x)\ LM (n=1,2, ...),

a £ x £b. Tada, vidi ([}, str. 217):

1) Ako je f(x) € L_, 1 £ pP£L2 1 Cqy Cpyecey Cpyees

.

Pourier-ovi koeficijenti po sistenu (-Eh(x), tada

OO

( 5 I,anlplnlp'z)% < As T

[n]=4

mde konstanta Ap zavisi samo od p i M.

2) dko je q » 2 1 ¢q, c%,..., Cyves niz brojeva

za kKoJi

i lcal*n[*7 < oo

| =4

tada postoji funkecija £(x) € L9 (a, b) za koju brojevi c, Ja-

vljaju se njenim Fourier-ovim koeficijentima i

”7£”P < BE’, (f{c,,;f!,hﬂ-z)”/z

Inl=4 g

gde Bq zavisi samo od g 1 M.

mEOREMA 1.2. (Hausdorff - Young), (vidi, [1], str. 211)

1) Neka Je

f(+) € [F '(0, 1)
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i neka je

_2ient

1
oo =S @ T (nme, 2 %2,0)
O

teJs..cp, — SU Tourier—-ovi koeficijenti po normiranom i ortogo-

nalnom sistemu &eﬂhﬂf} na (0,1). Tada

(. E_ | ¢, lf)"/z < |l f “F’

. 1 1
Q“d Ip———— S——— — l.
Zae J¢e D + q

2) Ako je ¢ (n=0, £+ 1, £ 2,.-..) — niz brojeva 2za

koji Je

(Z_ lc-nip)4/P< °° )

tada postoji takva funkeija £(t) ¢ L% (0, 1) za koju brojevi

c, Su njeni Fourieruovi koef?cijenti i
| 4/
10, < (T ienl?)”
n

TEORENA 1.3 (Zyzmund), (vidi [19], str. 345). Pretpos-—

tavimo da Je 7’1@4/)7& >,~z>4 za sve k i da red
~ 2 2
2 (ag *6:*:)
i

konvergira, tako da je red

S (ax cosMxx + &, 5in X )
%

Fourier-ov red funkcije f(x), tada
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AP:?. { kz (CI,::' +éz)}4/2$ “'ﬁ”’a < B,u‘q_ { Z (a:-“"b:-)}}f,/z

za sve p > 0, gde se konstante A i B zavise samo od

P>q P-4
p i q.




+
"y

PROCEMA, POMOCU NAJZCLJE APROKSIFACIJE, FOURILI-OVIH

KOSMICITANADA PUNLCIJA KLASE H{p, k, ¥ )

DEFINICIJA 2.1. KaZemo da periodiéna funkcija f(x) perio-

de 2, pripada klasi H(p,k, \¢), (1 £ p g 00 ) ako je

o
1Y, f(:{)eLp

20, wk(f,J)FsC‘f’(c")
cde funkcija @ (dJ) ima .sledeée osobine
1) Y () nenegativna i neprekidna na [0,1] i Y(S)#o0
2y ()< C¥(8,) axo e 0<d, <d, <4
) F(24)<C,0(F) axoje 0<d <

sde su konstante C4 i Co nezavisne od J; 5 J; < d

U ovom pozlavliju se preko Fourier-ovih koeficijenata -

fex) ~ 3 et

K= - o9

funkecije

izrafava njena pripadnost klasi H(p, k, ‘¥ ).

Prvo se dokazuje teorema B, koju C¢emo pri dokazu
drugih iskaza &esto koristiti,

Primetimo da teorema 2.1 daje dovoljne a teorema 2.2
potrebne uslove koje treba da ispunjavaju Fourier-ovi koefi-
cijenti funkcije f(x) da bi ova pripadala klasi H(p, k,.'¥ ).

Ilao posledica teoreme 2.1, uz dopunski uslov (2.13),
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sledi teorem2 2.7. ecoremu 2.4 navedeno je ovde samo radi
kompletnosti rezultata; inace, ona je veé od ranije po=znata

(vidi, [19], stz. 75).

Ako se pretpostavi da za
O
E ‘ LV X
v= -03

Fourier-ovi koeficijenti zadovoljavaju uslov

2{-‘::#]2 ’C,,,-i-lC_,,'z,[C,_[—g-lC*il Z e,

TeJe 42 |<:kf\L , tada sledi teorema 2e5e

Posebno mesto zauzimaju procene Fourier—ovih koefi-

cijenata parne funkecije

G 2 aycmvx , Avbo
=4

odnosno funkclje

00
Y(x) ~ 2 eIV X,

V=4
sa koeficijentima by=a  » 0, ako je V= 20 i by=0, ako je
vy £ 20 (m-—prirodan broj).

Naime, da bi funkeija g(x) odnosno W (x) pripadala

kxlasi H{(p, k, ¥ ) dati su istovremeno potrebni i doveoljni
uslovi koje zadovoljavaju Fourier-ovi koeficijenti funkecije

z(x) odnosno YV (x).

TIORTMA 3. Neka je \F ( J ) funkcija koja zadovoljava

uslov

1
t
 (2-4) cfk_g f at <, ¥(d).

,t,K-l-fI
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Pada, da bi periodicna funkcija

o

}ti(x) "y Z C\;E’,‘Nx

V=wu®

pripadala klasi H(p,k, ¥ )y, 1 £ P €oo, potrebno je 1 do-

voljno da

22) (), <0 e( )

DOXAZ. Da je uslov potreban, neposredno sledi iz dobro

poznate teoreme Dzeksona [20], koja glasi:

Lo (4, ¢ ¢ o (£ 45),

 Ako je f(x) ¢ H(p, k, YY) po definiciji imamo

<C Y

"PH-A) 7—;.;-4)

e (£

te Je

'E (‘ﬁ)F CQLF(J:H)

Pristupimo dokazu dovoljnosti uslova (2.2). Uj[2d]
je izvedeno da, ako f(x) & Lp (1 <«p £ o0 ), tada za svaki

prirodan broj n vazi nejednakost

CSK {Eo (fJJP + vZ:o 2"“( Ezv (’f)f}

(2.3) Wy ('fl %)f’ <

Heka je isyunieno (2.2). Tada Je

E,. (4, <C

) 4 "Ea (?e)F < CS Ll0(4)

cdle je Y prirodan broj ili nula.




Ako ove procene stavimo u (2.3), uzimajucl u obzir da je
¢ () < c?(
2V A »

tada sledi

(2*4) | W (i:‘i’) = "%ﬁzﬂ( Z/ZQK(F('%’)

Dalje, primetimo da je

(2.5) 27 < Cof 2%

Za ))Lu/\ v +1 imamo 2\,“4-&-(—2’—\;:
a na osnovu drurce osobine funkeije P (d) imamo
A A 1

| Le ( 29-{-4) < C3 CF(EE) é C,,o @("—2—‘-\3‘)

Tako da, ako unesemo Lo ( —2-21;) pod znak integrala u (2.5) i

sumiramo integrale od O do n+ 1 dobijamo

D (£14), < G (o4 da

Stavimo 1li

iz (2.5) sledi
1
| C Yt 4 C Le (&
w“(’f"%‘*)f? < 2"&5 i z:’a’“’“f "?;%df
Ty Yoo

a na osnovu uslova (2,1) imamo

LLJK(‘f?'%ﬁ)P < Le(ziﬂ) s
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3to znali

(J.)K('ﬁl %;)P 4 C.(f)(*i-—;).

Zname da za svalko cS‘ poshoji takvo n da Je

<d< 2
z'r'l

z'ﬂ
t-jl

Ox (118 )p § Coy Ol ) € Co Uulh 3], <G 4)<ce(s),

a to znaéi da f(x) € H(p, k, ‘€ ).

TEOREMA 2.1. leka funkcija \QCJ) zadovoljava uslov (2.1).

Da bi tada periodicéna funkcija

fcx) " i‘ c,ﬁ‘:"x

vV =02

pripadala klasi H(p, k, ¥ ), (1 £ p & ©0), dovoljno Je da

njeni Fourier-ovi koeficijenti zadovoljavaju sledeCe uslove

za 1 €£p £ (M;“ICVIQ) £ C?(’,‘};})

za 2 £p <L oo (Z lﬁq,p’\”P_ )4/P C(f?(n.,.,,

MU

za p= OO0 . i ‘C\)I < CL?(H-M)

{VI=nt4

DOKAZ. Jasno je da Jje

(2. #) E, (,6’)),__‘,~ 2 14o) =S (x:£) o -




S

Crema -eoremne Felia (vidi, I glava) za 2 £ p< oo 1MAMO

(n3)  [He-5.0opll, < Ap (3 Teal®1vir) %

IV i=nd

Na osnovu (2.7) i (2.8) sledi da e

Eo8)y < Ap (S 1e0m

[¥]=n+4

Z

Ako pretpostavimo da Jje ispunjen uslov tecoreme za 2 L pL @0

(Z” PP P o e (L),

IV =n+d

tada sledi da Je
E.(4), < ce(3)

a1 na osnovu teoreme B, sledi da Je f(x) € H (p,k, ¥).

Znamo da za 1 £ p £ 2 vaii

2.9)  £.(4), < Ctn(f),

a sa druge strane imamo da.je
L.(t), < lIEe=8-(x 0,

Primenimo 1i dobro poznatu jednakost Parsevala,

5 feul?= IFI°
1800500 £)], = || 3~ e

Pl =nr 2

na 1zraz

dobijamo da Je




- 22 -

(240 Lo, < (3 te)”

[vi=n+q

Tz (2.9) i (2.10) sledi da za 1 £ P L2 vazi:

L.(8), < (Z cyl?)?

Ni{=n+A

Ako pretpostavimo da je ispunjen uslov teoreme za 1 ¢ p g 2¢

(> 1e)™ < ce(sh),

v i=nédg

tada sledi da Je
f A

2 na osnovu teoreme B, sledi da je £(x) ¢ H(p, k, ¥ ).

Znajuéi.da je

na osnovu teoreme Hausdorfa - Junga (vidi, I glava), sledi da Je

t00-5.00 Bl € (5 eol®) e, 4ot

W isn

otkuda za p= oo , dobljamo

” f(x) — S (x))c)”oa < ZQ:OI ’Cvl

l\?’::ﬂﬁl

Ako pretpostavimo da je ispunjen uslov teoreme za D= oo ¢




tada sledi da Je
E.(£), < C’C‘p('nﬂ)

2 pa osnovu teoreme B, sledi da je £(x) € E (p,k, ¥).

Time je teorenma 2.1 u potpunosti dokazana.

TEOREMA2,2 Neka funkcija @(J) zadovoljava uslov (2.1).

Ako periodicéna funkecija
o
Y
ODDN
V:-Oﬂ

pripada klasi H (p,k, ¥), 1 £ p< o0, tada njeni Fourier-ovi

koeficijenti zadovoljavaju uslove

za 1 <P < (ZJC" ,Pz)%"(“ CLF ;4:4)

Vi=ntd

za 2 4P £ o0 (Z JC,,} )'f/z< C(P(.,H_,,)

[vf= héd

Za p = 1l ICVI C%’(hH)

DOXAZ, Lako je pokazati (f23] , str.77), da za 1 L P < o<

vaZzi nejednakost

(2.4) | £6) = Sn (% ), £ C En(F)p.

Prema teoreme Pelia, za 1 £ p £ 2 1imamo
//
(2-12) (l?_ lcyl” VP 1)"’ Ap 1£(x) = Salx, ;:)N
V) =N+
Iz (2.11) 1 (2.,12) sledi da Je
(f ¢ l""lvlp"i)'{/’? ¢, En(#)
v _ S C, =N F

jvi=n+d

lla osnovu teoreme B, zakljudujemo da se kao potreban uslov

da bi f(x) € B (p,k, lf’) za 1 £p £2, javlija uslov




- Ol

0

(> JC*'P"”PHQ)VZ c ¢ (-

'V[:m.‘l

lieka Jje 2 €£p Lo «» Tada je

E,(f), < CE.(F)p.

B8ilo je (vidi str.23%)

£ )= Sa(x £), < CEE),

Na osnovu jednakosti Parsevala sledi da jJe

(f 'Cv{i)‘f/z <C gn(#),{e; )

NERE

otkuda, na osnovu teoreme B sledi da Jje uslov

(f feol?)? < ¢ ()

INl=ni4
potreban da bl f(x) € H (p,k, "'? )

Za p = 1, teorema je veé poznata (vidi,naprimer

[19], str. 79).

TEOREZMA 2.3 Neka funkcija Q(J)zadovoljava uslov (2.1)

p _
§ wi{) At <'ce(S)

i uslov

(2.43)

o

Tada da bi periodiéna funkcija
QO
LYX
Lix) ~ D Cve
V=~
pripadala klasi H (p,k, ¥ ), (1 < p< =), dovoljno je
da njeni Fourier-ovi koeficijenti zadovoljavaju sledele

uslove




(2.44) za. depc2: €))% /v'l""‘
y )

(RA5 Za 2¢ pe0 }fvl ¢ Y rvl-z

v[1-%

DCEAY . Ako posmatramo izraze
1/2 = P p—2 {4, S
(Z ]c‘.["') (Z [cylP V] . Z [cy
IW=n+d fVi=n1

[¥i=n#4
i stavimo 1i u prvi od njih procenu (2.14), a u drugom i

treéem procenu (2,15), dobijamo

e 2 A 172 P m(*yj
C(Z, Y (HIM Z‘e” 7\7?-_*,'— ; CZ_(W)

v

(v]=nt4 I=ht (Vi=npq

Transformidimo poslednje izraze

(5 et o (oG 1

[vi=nt4 VEnq
fo¥s { 4 00 A 4
o)\ [ b4 ‘{’(v)_ P
(2 ‘{G) — C4 k€ (ﬁ
N v |,
]\J]:HH V=ntq
0o 4 = A
Z %’(‘m') _ ?’ (<)
" Y
\v}=nH M V=ntd
Z‘” (<)
red NV konversira i1ili diverglira istovremeno
v
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X
3’intesralon ‘S > AXx

N+

lzvrsimo 11 zamonu i—= t, dooljanc
4/514
.t.

o

Na osnovu (2.13), poslednji intesral ne prolazi
&€( —iL—)- Stavimo 1i poslednju procenu u (2.15) i znajuli da

n+A4

po drugo] osobini funkeije \e(c?) vazi

k?(—;,{i;—,\-) sC?(—’%—)

prema teoremi 2.1 uvidjamo da su uslovi (2.14) i (2.15)
saista dovoljni da bi f£f(x) € H (p, k, \P).

PEOIEMA 2.4. Ako periodidna funkeija
O
f(x) o Z, L2, et
V- o0

pripada klasi d(p,k, ¥), 1 £pP< oo , tada njeni Fourier-ovi

woeficijenti zadovoljavaju uslov

"C\!, <CY (DLA) -

Teorema je od ranije poznata (vidi, naprimer, [19], str. 79).

TEORENA 2.5, Neka funkelija \f( d) zadovoljava uslov

(2.1). Ako periodiéna funkcija

OQ

JCO‘) ~~ Z Ly e’ivx , gde Iﬁv, { )

V=-00




oripada klasi H(p, k, ¥, (1 £ pg co ) tada njeni Fourier-

ovi koeficijenti zadovoljavaju uslove

0 ()

78 2 £ D€ oo }4;,\ <
v %
T
Y (MH _
za 1 €p K¢ I*C*'lé- '?”4-—-1'5

DOKAZ . Heka [Lv] Vo , Bede

2lco] 2l +lc ]y lealle,)> -,

Tada Je

n

[Cf | y 1 1V lenl+lc,]
Z_ 7 2'(“””]&"0'([’%]” e +2+”.+T)?’ 2

NEEIE

otikruda sledl

~ I\?ff-[—%JH
Primenimo 1i nejednakost Heldera, dobijamo
o0
y
= {Cyl N4 -2
[Cnf < = — [cvl-Iv]
’ H%!I]+{iv, L-—- [VIQ(’!_ %) S‘
2 HI=[—;_-]+4
= 4 ' [ . %’-}2 f/f
<) TPEgE) 2 (1evfv]
M=[3] ¢ NI=[2]¢1 7
~de je -%4-%;==1, Tl




= A ‘bﬁ‘ T g z-z'ivé
€l < (Z wl‘*’-) / [<o 71V / ¢
Ivi=[3 1 ‘Ivh[%]+¢

ieka je f(x) € H(p, %k, ¥). Tada, za 1 £ p £ 2,
teorema 2.5 sledi iz nejednakosti (2.17) ako se u nju stavlja
q = p 1 teoreme 2.2, a za 2 £ p< oo sledi iz nejednakosti
(2.17), ako u nju stavimo q = q" =2 1 takodje iz teoreme 2.Z2.

7a p=1 teorema 2.5 jeste specijalan sluda] teore-

me 2.4.

TEOREMA 2.5. lieka funkeija t{7(¢f) zadovoljava uslov (2.1)

da bi tada pericdilna funkcija
G(x) ~ ) QyeVx | Ay¥o
V=4 .

pripadala klasi H(p, k, ¥Y) (1 « p< oo ), potrebno je i

dovolino da njeni Fourier-ovi koeficijenti zadovoljavaju uslov

(3 ab )P o oo ()

Vant

DOKAZ, Da je uslov dovoljan, za 2 £ p< ©o, sledi 1z

teoreme 2.1.

ieka je 1 < p < 2, Tada, prema lemi 1.2 (vidi,

I zlava) imamo
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7’/P

’

- A >
ﬁh (?/\/J < C,,{Cih"}?/! P+ /\-‘ Cif p/’ﬁ}

v=[%}r{

1ko koristimo procenu (2.17) za a, dobijamo

- ARY Y 7p
QméCZ(ZQV\J |

v=[3]#
7amenimo 1i ovu procenu u poslednju nejednakost dobijamo

o 2 o\ e
cc(y ap
[~ n (j)fg gfg]ﬁf\’ &

lia osnovu teoreme B i poslednje nejednakosti, sledi

da Jje navedeni uslov dovoljan.

Doka¥imo da je on i potreban. Iz teoreme 2.2 sledi
da je uslov potreban za 1 £ p £ 2. Neka je sada 2 & p < oo

tada, prema lemi l.2, imamo
22 by p-t 1/p |
(Z Ay V écgh(?}g‘
y=2n
pa je, na oscnovu teoreme B i 2bog nonotonije funkcije LP R
N kP2’ (.’f_),; ._‘_1__.)
(f al v < Y5, ¥ =/,
V=1n |

odakle sledi da je navedeni uslov potreban i za 2 £ p < ©o

TEOREMA 2.7. Weka funkecija ¢ (4 ) zadovoljava uslove

(2.1) 1 (2.13). Da bi tada periodidna funkcija

Cj(x) ~ LJQVCO’G\)>§ , e A, ¥ O

V=1




L3
s
L
O
ey
Q
}-—
ol
fu
=
i
Ci.
c
pu
¥
}_...I
@]
<

volino da njeni Fourier-ovi koeficliienty

DOKAZ . Dokaz da je uslov dovoljan za 1 £ p< oo poklapa

se sa dokazom sludaja 2 ¢ p< o teoreme 2.5, samo 5to ovde

roristimo teoremu 2.5, umesto teoreme 2.1,

Da je uslov potreban, za 1 < D < oo , dokazacemo na

sledeéi nacin:

Y(4L) s E(g),

a prema lemi 1.2 imano

> 1
En(g), > C (Z ay v’:’"‘)/”

Znamo da Je

| = o jo-2 4/10 %ﬂ P b -2, {/f" 1’-—_{.
(Zav\) ) ;:( ay v ) > L, Y1 F
v=2on Vv=in 7 7

pa je za 3n =N
a {4 ~ .
N Péck?(i)*f_ 40
N v “,C1({7(';,,"‘/

Sto je trebalo dokazati.

1Y
L Jfoo

PEOREMA 2.9, Ileka funkecija Le((Jd zadovoljava uslov (2.

Da bi periodidéna funkeija o0

W(x)~ ) b, emvx

V=1




sa goeficijentina

"é | am },O , \) = Zm
v

9, v # 27

\_ b/ 3

zde je m- prirodan dbroj, pripadala kKlasi g{p, k, ) (1« p ~x
potrebno je i dovoljno da njeni Fourier-cvi koeficijenti za-

dovoljavaju uslov

= Y2 | \
o (L) ek ()

V=nedf

DOKAZ,., Da bi smo dokazali teoremu, koristimo teoremu

Zygmunda (vidi, I slava) za lakunarne redove:
— , 9
(2*49) (; é "//(XJ” S Cﬂ_ (Z é’\)
Yadq

Ako Je quén-{?m*'l ,{m - prirodan broj), tada je (1 ¢ D g == ):

)

(2.20) L[-’H(W)/J < / W(XJ '" (X LF)!/:J.-

lieka je ispunjen uslov (2.18); tada, na osnovu desne strane
nejednakosti (2.19), nejednakosti (2.20) i teoreme B sledi da

W(K) Gl“f(Pa- It Lp)-
Neka je W(x) € (v, %k, ¥), 1< p< oo, t.d.

E"‘ (q})/a < C \f?(nwf)

Prema relaciji (2.11), zaJQF_;<‘ n ﬁlﬁm (m - prirodan broj)

sl=d4i
i (x) Sm(x,w)!l < C£n (Y,

#




Ya osrnovu lave strane nejednakostl ‘2,10 i teorems 2, InaC

D0

(7 {35)4/2 c ¢ (757)

Vahntg

TEOREMA 2.9. Yeka funkcija Y (J) zadovoljava uslove

(2.1) i (2.13); tada, da b1 periodidna funkcija
0o
Y(X)~ D b, sV X
Y =4

$iji koeficijenti zadovoljavaju uslove teoreme 2.2, pripadala
xlasi- H(p, k, ¥) (1 < p € 00), potrebno je i dovoljno da

njeni Fourier-ovi koeficijenti zadovoljavaju uslov

ég. < - Lg(vjii)

y 72

DOKAZ. Analosan dokazu teoreme 2.7, samo 3to se ovde ko-

rigti teorema 2.8 umesto teoreme Sele

Ha kraju ovog poglavlja navedimo da procene Tourier-

=
ovih koeficijenata funkcije £{x) e;HWB), date u [2], dobijamo

ako se za funkciju kP(_i?) jzabere jedan specijalan slucaj,
n¢

ako se uzme da Je

1+ 4

ﬂ{?(_i_.“) _ A
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P2OJENA, PCHOCU wudDULA GLADKUSILL, FOURLER-OVIH

- I el A T 1 i A T ” ] Ty T Iy
KORFICITENATA FUNKCIJA KLASH (v, k, ¥ )

Procene Fourier-ovih koeficijenata funkecije iz kluasc
q(p, ky, Y ) dobivene u drugom pozlavlju, dokazane su posraeds-

tvom najbolje aproksimacije En(fﬁn} funkecije f(x). Taj postu-~

pak je zahtevao da o funkciji ‘{7(¢f) uvedemo suplenentarine
pretpostavke (2.1) i (2.13).

Medjutinm, za2 neka od tih tvedjenja, moju se dokazati
analosne procene koristeéi neke vel poznate rezultate o modu-
lima zlatkosti i tada nije potrebno za fuankeiju O (J) uvoditi
navedene suplementarne pretpostavke. iapominjemo da u ovom
sluéaju jedan od datih uslova poklapa se sa ranije navedenin

N31ovomoe

T4ORENA 3.1. Da bl periodi¢na funiicija
O
<

J{:(X)w L_/Cve

Vi ~Of

v X

pripadala klasi H{(p, k, ¥) (1 € p < co ), dovoljno je da

njeni Fourier-ovi koeficijenti zadovoljavaju uslove

N {/
. 2 2
(7 eI Cn® ()
f /‘ [91= 4 K1 44
ZGJ f;‘ '-{: \J-{‘_ 2
o=

Z, [cyl* f/’zg C ‘f’( ni,:}




(‘; W l“’“*”JJ-z“r P TR
AR s e
Yo o Kﬁ%71 / S e
Efjx J-{-‘ J “ lr o
2 = IP 2 1/ {
C V o
(}Zlv | ) <CY m—A)
|Vi=ntd
U AN
Sl < e ()
£, O = &0 (] =1
&2 . A\
T lcs = C¥ (5%
(V=111

DOKAZ. Za 1 < p < 2 (vidi lemu 1.7) bila data sledecda

procena: .
Wy (£, 4) <cit (}f fc\,r’imik)’/ﬂ(Z;cx,{f‘{’i’?;f
mp N ne 1vi=d ~[V{=n+y J.

Iz datih uslova teoreme za 1 £ p < 2 i prethodne procene zAa

modul glatkosti sledl da je
We (£,4 i
K ,Fﬁ;%b 5&(: {;,}q+4) 5

a to znaéi da f(x) & H(p, k, “P ) e

Medjutim, za 2 € P< G (vidi lemu 1.7) bila data
sledeéa procena:

| ' { L _ p(Ret)p-2 o [ ok ipes) /A?
wk(%%),fc{'ﬁz (2 feat %M"”'”“” J

=11

Takodje iz datih uslova teoreae 23 2 <« p< O 1 poslednje

procene za modul clatkosti sledi da je

wk()(,r%)/_} écl{){ }144—4)’

"a kraju dokaz teoreme za p = O2 takodje sledi iz procene




|
t\.ﬂ -
v\
|

1odula slackosti (vidl lemn 1.7) 1 datin uslovz t=ore

b
{“-
-3
o
&

P T A e KT -y 2 * ‘: N > =
Q50 EmA D.2. ko meriodidna funkelja

Y_— u)x

pripada klasi #(»,k, W) (1 ¢« » € <o ), tada, njeni Fourier-

ovi koeficijenti zadovoljavaju ucslove:

" RV .
( ) lcvlpwl‘“*””*z) <Cn (L)

za A< p< 2 . 19;1
N PP~ 'l 1
)ty ) gC‘f?( n-M)
9}=n+4 |

(_i ol [9) NN

tZ el z-ﬂfjiiOQ: 1Vi=4
= L\
(T.f(lvli) ¢ (i)
vf=nt]
A
Z 0 /354 {'Chléckp(m>

DOKAZ. Meposredno iz leme 1.7 sledl procena za 1 £ p <

—

e (%?}{_)P S ¢ {#{(Z/CV{P”I&H)PT)fﬁ_( hoi {Cv PMP“) /,}

V=14 jof=nig

1 2a 2 £0<4¢00 y
LK Z
Col® |V > ol
O (h 4], > (3 1) (1 )
1 \vi=1 la!l’]{—f
Iz datih uslova Teoreme i ovih dveju procena medula slatkosti

s1ledi do%kar teorene,




—

.T-‘- -,.-\. o~ _.- - ol - T.: ol - r _.: Ao
-k Sdlulld. ;J .i'i {J?OL‘O:ALI -'..‘:._*Jj JOOTGI"&& Low W / e ueoﬂ;..l...a u’3. 2 9

C

nemaju svoje analo me ako ne uvedeno 3uplenentarne uslove 0O
funkecijil ‘%7{c§}. U tom smislu ni za teoreme 2.4 1 2.0 ne
postoje analorn: i5%azi. Maveddemo ovde jo3 i analozom veorema

2.5 i 215.

TEOIENA 5.%, Da pi periodicna funkecija

?(7‘) N\Z‘avmv’x ) QWLO
y

pripadala kxlasi E (p, k,¥) (1« p< oo ), potrebno je

;. dovoljno da njeni Fourier-ovi xoeficijenti zadovoljavaju

uslove

n | 1/
( ;aﬁ \)(“*'4)/’“2) P“*- n" %(nwl)

ZCU"\)P 2 Vf’é ckfj(n_{_/f)

Y 2 n#A

__DOKAZ Prema leni 1.8 ( vidi I glava )} vaZzi nejednakost

o N1
R (Y apveir2) (3 /r

-2
Y']H. [_—a‘) VP <
Y=1 V=nd

o 7 7
A% f{ PRPYRY Lalacl et "’ -2

AR
Dovoljan uslov sledl nepos redno iz desne strane poslednje
nejednakosti i datih uslova teoreme, & notreban uslov takkodje

sledi iz ljeve strane poslednje nejednakosti i datih uslova

teoreme

TREORENA 3.4 Da bi periodidna funkeija

W(x) ~ ;_ 5_ cosy X

ey

.YI

sa koeficijentima




=ie je m - prirodan broj, pripadeala xlasi 3 ( o, k,(f’)

4

({1 & p< o), potrebno je i dovoljno da njenl Fourler-ovi

koeficijenti zadovoljavaju uslove

DOKAZ. Za lakunarne redove vaii slededla procena modula

slatkosti ( vidi lemu 1.9, I glava ):

4 'Ygl 2 2k\ — 2 \12 ,
C1{W(§7 by +(Z 6y> < c,o,{(;f,_{,-})fja

Y =Nt

", .' . N\ g 2
2 2 zz: VA

‘_é_ CQ_ ;K(‘Tévvk +( 6\)

V= A

Dovoljan uslov sledi neposredno iz desne strane poslednje
nejednakosti 1 datih uslova teorene, a potreban uslov sledi

takodje iz ljeve strane poslednje nejednakosti 1 datih uslova

tTedraeme.
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.f C:: H...L\&. E."i:.e‘i .‘JJU L-J.LJJCLJ:L i..n.. RS uIL ...}..;.l *'L J.L J....r ¥ #‘OL IJ.{ L-“u..f "IIEI

OEPTOTTECATA PULKCITA KLASE B (p, &, )

DEFLHICIJL 4,1. Kaiemo da je £{x) € B(o, &,X ),

ako je
1) £ € L £ pg oo
2) b Dron.zvolgan broj iz intervala 0< ’@3 < e
%) c((i-) ~ funkcija tipa ©
foﬁt) LD (5, v, at < oo, gde Jek
prirodan DIro ko;):j, zadovoljava usliov k > ——61-—
. St
Alto je funkecija o (t) =t"r"9'—1, cde jer >0 1

1 < < oo, tada dobijamo klasu Besova Bzﬁ" Q0 klasama
funkeiia B (o, , ot ) opsirnije moZe da se vidi u [a1] i [14],
dokx o klasama Bg& osim %to moZemo videti u mnogim radovima

3esova, %ao $Ho suU fan i [25], ondirnije mofe da se vidi 1 u

knjizi [25].

DI 4.1. Da bi periodidéna funkeija

JC(X Z_c e*

) o - 02

pripadale lasi b (o, B, <) za 2 £ <L oo, dovoljno Jje

da njieni Fourier-ovi xoeficijenti zadovoljavaju uslove:




(V=1
1/y | (14
»de su A (“*J) “":_gv X C%de < é@) :J ol ()t
4/0”4} !f/(wff)

DOXAT, Iz leme 1.10 {(vidi I <lava), sledi da Je

K
Gy T =(e)w? (ht),ae < ClESH)+E°) +Z(qmz_: St

O

Da bi smo dokxazali tecoremu dokaZemo najprije dvostirugLl ne-

jednakost |
oo o0 -
( S ES( £,
(h2) €, ) (OVEy (#), < ZA(»J ) Ey (Hp <G, ), OVE, )y,
vz A
tj. da je

o e . 9 w:;?i .
)N By (Fly X ) _AG) BV (F

Yz 4
Znano da je
R | O¢ .gmﬁ
7 A(_v)E'G'(i) / ) AW £S5 (4), <
vy=41 n=0 P= 37
“‘i QhH L
< mﬁ/ A(»') “Z_ (%)PZ f o« (£)dt =
=0 v=27 'f/(wﬁ
= s XY nes
N =S 21-1'4 JVQ”""

wier

e

:_—-Z Ezf'(f)/b (f-f(n+4) < 05?2; (% (n) Eif(’z}ﬁ),

n=0




Sar je ({(m+1) < C ),

U'ﬁ..id-

- o - . . L e ____"" » 7 I ey s = .-" L
Balkakimo druci deo nejednaxostl, L Slical nacin 0SLjuane

Tffi L -t ‘ ‘ = A
2“ A(v) Ey (?)P > C, -L('f(hff) E,,,M )F’ =
Y =4 =0

- cq;(w) Ey (4),.
= 4

Tz (4.1), (4.2) 1 teoreme Pelia za 2 £ P < oo , 1HAMO

o [ =) Am() termir)”

nf=V
Razlikovaceno dva olucaga.

1) ileka Je {}ag;p. Tada ako u (4.3) primenimo
lemu 1.4 (vidi I glava), dobijamo da Je

oG L 726

[ <y AW D_lead®nl"T P <
V=1 inj=v
= a2
= C, Z/Cn[ (1] P ) A(v) =
Inf={ V=1
oo 26 A
o G-—-—-—S . |
= c, 0 len®ml®T P [ xca)dlt =
inl=4 ‘7/(1?.!-4)
= 28
| & & ~ =< .
=50 el [T 7 é)(f'”/}.
Inf=A

2) ileka je & zp. Tada sko u (4.3) primenimo

lema 1.5 {(vidi I zlava), sledi da jJe

[ <« C, 7 A(wf [Y‘(M fc 171917 JG/P

V=
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A (1)
(V1= (1

TEOREMA 4,2, Da bi periodidna funkoija

:;(X) Ni’cvewx

Vz-go

pripadala klasi B(p, & ,X ) 228 1 < p € 2, dovoljno je da
njeni Fourler-ovi koeficijenti zadovoljavaju uslove

O

za L < 2 Z fCui&f)(w!) < &
(V] =1
49-—1
(iv)
- %kv, o1 {A(wf)} < ©°

DOKAZ, Neka Joe 1 L p < 2. Tnda Jo Jasno da Je

Ea(4), <CE(F),

a na ognovu Jednakosti Parsevala, sladi da Jje

Gy IeC, >' AG) (3 te.iz)

IVf=n
Kao u prethodno] taorami razlikxujems dva sluéaja:




1) Geia je 6 £ 2. Mda, axo u (4.4) primenine
lemu Ll.H, dosiizame da je
o0 > n
C Llc LA(v
[ < C%L__,j_\(v f J gl
ivi=n ini=4
o
""' &-
—_ Cl’) 2 ‘C. b(lnl)
ini=A4

2) Neka je & 22. Tada, ako u (4.4) primenimo

lemu 1.5, dobijamo da je

oo , .gi_
T <. > A v led?]

ivi=A{

i
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e S Aw) [¥Ew) )]

MER

= Cy D A{”ow) c,,, [°6 zm)

IVvji=1

|

fa e

Y &
N & bivy) {31

v =1

PRORZEMA 4,3, Ako periodicéna funkcija

oo~ ) e
V= -~00

pripada klasi B (p, 9 X)) za 2 £ p € co , tada njeni Fou-

}
rier-ovi koeficijenti zadovoljavaju uslove:

[
oo ;E:_[(fvl
22 G > 2
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- a i7 - . - ’ T com R \] 3 . 4
DOKAY, /mamo (vidi lemu 1,10, i =lava) aa je

. .,1 _ i | R E—ﬂ L, fc} ] }
[ = (il (i t)pedt > CLES R E Hp t 2 By (Flp )
=4
C
lieka je £(x) € 3(p, &, ). Tada, po definiciji ovih xlasa

funkeija, sledi da ge

A
= jo(('{) u_Jf[;.’,f)P dt < oo .
O

Neka je 2 ¢« D <« oo » Lada jJe

otkuda na osnovu jednakosti Parsevala sledi da Je

(45) ZA(V (L | <ol )f‘%‘

IV isn+d
1) Neka je & 22. Tada, ako u (4.5) primenimo
lemu 1.4, dobijamo da je

>z C, ZA(\’)L’CJ = C, Z‘C*‘l&ZA(")“

MEY T
Z tchl%cmo
In{=

2) lieka Je *EL<52; Lada, ako u (4.5) primenimo

emu 1.5, dobijamo da je

9
[ > LMMJ[M ] =
(V=1
= o4& @
:Cbzlcﬂ A 2’("”)62‘(1\1;):
[Vi=A1




JEO2S 0, 4., ako periodicdna lfuniceija
O
Jtvx
(x) ~ Cp &
Y
vz Do

pripada klasi B{p, & ,¢) za 1 <« p< 2, tada njeni Fourler-

ovi koeficijenti zadoveljavaju uslove:
28

oo o 268
' P é)(!uf) < Co

(vi=1

T | e .9._2_61 | 6(!\-’[) _%‘4
za @"-‘é/bi 2__.1(39, iv] Pé(’w){ﬂ\(:w')} < oo

DOKAY . 31idno kao u prebhodnoj teoremi, znajuci da je

[ £0x) = $u Gt ), < C Buct),

i primenjujuéi teoremu Pelia, za 1 £ p € 2, 1mamo

(4.¢) [ » ¢, iA(-,,) (i !CVIP/V[P'z)%
J=1

ivi=nr#¢+f |

1) deka Je fQ»;;ﬁ. Tada, ako u (4,5) primenimo

lemu 1.4, dobijamo

oo oo o
I ZC-'IZA(\J)ZIC‘;,& P o=
¥z 4 ivV]=nidg
oo , 8-
=,y led?ml” ) A =
Inj=4 vz 4
o0 N &_2_____3-
-c, Z e 18 miS® 6 ().
in|=1

2) Neka jJe {}-g v. Tada, ako u (¥#.5) primenimo

b

lenu 1.5, dobljamo
"




— CQZ{CQJ{H\){@M? ' (m)b (tvi}
V=1
x 26 ‘9'/-4
= clllcvlglvl& " 6(1\"){%%%%} ]
NI ER

PROLEMA 4.5. Da bi periodidna funkeija

9 (x) ~ Za\,cmw Ca,lo

pripadala klasi B(p, &, o(), za 1l < p< oo i 0K<E& <L 0o,

dovoljno je da njeni Fourier-ovi koeficijenti zadovoljavaju

uslove:

za O <o Zvaa P 46(v)<¢:>o
V4

za 13 Z Q Y, “ “ 4'6(\?){3;\21))}_‘4( oo

DOKAZ. Frema leni 1.10, znamo da Jje
b J

I < L, J:ﬁ E-f(ji)P +; (M(v) E;‘ (ﬁp}‘:
- C, {fﬁ(ﬂp + i (v +2) £2f:2.. (f{)/b}é.
V=0

< 0> apmea) Epmes (B + 115} <

m=z=o
o0 2m+;{
£ AL YT AWES B+ =
m=0 y=2"

= C S AMES () +IHE .

V=4




Kako je e N
1 1 f . S -l
Al < CRL ™ )
N4
Sledi da 3¢ S
T <, ) ,A(V)Z_: "
Ty h=V

Ma oonovu lane 1.5‘ za Gaap, dObijamO 17 pOSlednhiE Ile;jed--

nakosti

[ <, ) Amy[azvrirom]F =

s & b (V) .§1.4

. & —~— -4 b

a CL‘ 2_._J '“5 v F 66)){\)A(v)} ,
V=

Jruri siudaj, ti. za O «<p, dokazujemo na sledeci nacin:

37 jedne svrane imamo da je

3 3
et oo 27 00
S— aﬁ HP 2 — / /: C{f: nl’ -2 'é E szam Zm(p-,f)
..-——---'9 1 m .
M= ™ = h=2 2y

Tako da Je

[ <c. ) (”(v)(z_ al. 2"”("‘”){“
| V=4 m=V

Primenimo 1i u poslednjoj nejednakosti lemu l.4, za & <£p
doD1Jjamo
= = (b 4)6'
- Ny >_ O Mg
I < C€ / ,(z{( ) .alm =
Q;d m=V
o . m oo - {
=2 ay _ ,
“ & gme-Z) 5 U(v) éyQﬁﬂ 2" @-F ) etce) ot
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T%i \:{L— e .é},_.;ﬁ'}_{ {*‘{ g- .
<) O,y TP i) et = E as vy P b))
med 9y s

. L A I!! = K - 2 - w \_: , e - . L] -
[oidlmid e Dy alio periodicna funkelja

J(x) r~ ) aycesvx , Ayt
Ny
pripada klasi B{p,'@’,o('), 22 1 L p <L ool LG <K oo,

.

tada njeni Fourier-ovi koeficijenti zadovoljavaju uslcve:

oo py . &
o O~ -~ b(v) 1=-4
za A+ < /D : Vi Ly V & 6(\7){\),4(‘;)};9 < o
VvV = 4

= _e
za @Z/b: ZQ;}V& P fé(\))gm.

f/v
> Tty o0
[=> [ <l tlpdts p L (4 ’-’*4);“ , (‘occeyodt =
V=4 Mvey V=1 Y0 ¢4)
oo o0
— 22 A we ({1, )
—.;..u*“-(’{f \?+4)F (V) Cy ;A(V) (f fi] 1 >

a na osnovu leme l,2 sledi da je.

3 S -2)7p
NPy n=

U prvom sludaju, za & «p, ako primenimo u poslednjoj ne-

jednakosti lemu 1.5, imamo

TS C S A(y) [ al VErE () * _
1 2 3; (V[V | ]




R N N IO

'—l'..f

&
f.'.)

\---ﬂ-y"‘-n,l
a

3 u drugom slucaju, za & > p, prvo koristimo procenu

[ >c, \ H{V) Ezy(%’) CjLCQCvJ(T af, a"r- 4))

9: h=Vtq 3

2 gatim, lemu 1.4 1 dobijamo

[ >0 ) Gy apa"®DF =
V=4 n-=vti
i & pnP- ")‘F >Jl (V) =
= ?—fﬁ
— . 0"_’ QH 2,”(3’“ )fa’(é)d’t
3 ;—j 137
am ﬁ‘ *__
>0 Ay’ f oLCe)elt = Zﬁ n® P b e),
=gn-1

NAPCOMLNA 4,1, Ako funkeija K (t) zadovoljava uslov

b (V)
y Av) =

< C,

C, <

tada, da bi funkcija

D2
Y =4
pripadala klasi B(p, &, X)), 1< v < oo,y 0< B < O

potrebno je i dovoljno da Fourier-ovi keceficijenti zadovo-

ljavaju uslov
*523 a o -5 1
/ Ay Y P b(v)
V=1 -

tj. dobijamo jedan jedini zajednicki potreban i dovoljan

uslov da bi g( <) € B8 (p, &, o{)




- 49 -

aponenimo Jod 1 to, da su u [lﬁl datl potrebni i

dovolini uslovi za Tourier-ove kozllcijentve da ol funkelja
o0
Q(X%vi a,cosvx  ayvo
V=4

nripadala klasi 3§e>= ti. klasi funkcija koja se dodlja Xao
specijalan slulaj klase B(p, &, ), ako je funkcija

(,&):{_ h& -4

TH0ZEM A 4.7. Ja bi perlodlcna Tunkclja

W(x) ~ Z cly, Cot Y X
W

=1

~de q ;
Co . v#12

C[_ . 7
pripadala klasi B(p, &, ), LLp < oo 10 B < O
dovoljno je da njeni Fourier-ovi koeficijenti zadovoljavaju

uslove

Fay
oo — 1
] a2 Z 6(\”{ )}:2, < 0o
72 =z 7= 1
A 49’ z , (v) < 2
v=4

DUKATG. Tz (#.1) 1 (4.2) sledi da je

| < %EfTﬁ%“PE:/UN ﬁv(ﬁ)

Ey(t), < CIFCY=Sy O£l

prema Seoremi Zysmunda za lakunarne redove imamo da Jje
O

(h-9) [<c¢, ) AL (i qé—)’efi‘é
V=4

m=v i




Primenimo 1i lenu 1.5, za {9232, 12 posleini2 neijednalzost

sleda q?i B X 8
T <2 AM{a ¥y =
v =4
< b(v) 1z 1
_ & : Y 2
= ¢ L v 6(\)){ A(v)}
V=1

5 druze strane, ako primenimo u {(4.9) lemu 1.4, za € <2,

dobijanmo | |
S R P I
I QCQLA(V)LQM =/ U LJ
| Y =4 m=V m::!' V=0

Lo

‘ S
- i, 6(”").
e

TEOREMNA 4.8, Ako periodicna funkeija

Lo

W()() o~ E Ly CosyY X

J
V=

éiji koeficijenti zadovoljavaju uslove teoreme 4,7, pripada

¥lasi B(p,®, X)), L<p< oo, 0 < & < oo, tada njeni

Tourier-ovi koeficijenti zadovoljavaju uslove:

852 > _albw) < oo
V=1
> b)) T
<2 Zaf'é(v){“v)} < oo
5T

DOKAZ . Znamo da Jje

_:Z” Ji’(%)w (#:t)p &t Zw&(f’v 4) ALY >




j
NJ
l.._J
i

X
.}: 61 a /:’1(\3) ;3(-}{:)? ?

B SRR

V=4

odakle, prema teoremi Zyzmunda za laxunarne redove, sledi

[ >0y A(v)(fa:,,)%
V=4 m=

Dalje rasudjivanje sledi kao kod teoreme 4.7; tj. za 82 2
primenjujemo lemu 1.4, a za £ < 2 lemu 1.5.
TAPOL SHA 4.2. Ako funkcija o((%) zadovoljava uslov

o(v)
G < A(v)gc"'

tada da bi funkecija
O
Y (x) ~ > a,eesvx
V=4

pripadala klasl B(p,'@', X) l1l<p<oeoo, 0 <L o,
potrebno je i dovoljno da Fouricr—-ovi koeficijenti zadovolja-'

vaju uslov _
oo
> al b(v) <
V=]

Mapomenimo jos 1 to, da su u L16J dati potrebni i dovoljni
uslovi za Tourier-ove koeficijente da bi funkeija W(x),

pripadala klasi Bg@_.
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DI0CINA, POMOIU MODULA GLATKOSTI, FOURLZR-OVIH

- N o
OTATOTISHATA FUTKCITSA KDASE B (p, O, )

U ovom pozlavlju, kako funkecija o((t) ne zadovo-
1java uslov (3¢) (vidi, I slava, str. 1%), klasu funkcija

tipa B (p,®, o) obeleZavalemo sa B*(p, &, ).

PEORENE 5.1, Da bi funkeilja

fx) ~ Zﬂe

V= -0

oripadala klasi 3 “(p, &, ), 2 < p<oo, dovoljno je da njen

Fourier-ovi koeficijenti zadovolJavaju uslove

O

- 2¢
za O <[00 ZCJ vi© P62C1w)<oo
vj =
a G Z e, 1% 9’“%? 6,0) )7 1
- . T 52 Cf\’/){ A(h),)} < 0o

cde je

%.}_(n):éd(ﬂ)-;-é(n) Ke-f O{fé)ék {v+jo([{-)otf'

/(ﬂfu[)
DOKAZ, dnamo da Je
o v
[ = o(u_;c,o ®(4,4), M = Z J ) (F, B pert <
= /tht}

v
2 ZLL’K (ﬁ:““")pj‘ ottt = Z AR u')@ ('{’9)

4](¢f4




..5’5....

(4= Nj{=A
65”” st oo N
+Cy ) A (o«)[z leylPIviP 2] P
M= IWi=neq ’

Ako u poslednjoj nejednekosti primenimo lemu 1.4, 2za & <D,

zatim izmenimo poredak suma, dobijamo

i ivf
I :QCZIZ, lcyf /V} { lgkz A(E,(L +Z_A((q)} <
vi= (=4

=1 (4=1V|

2 . 26 %JWH 1
< G, vaIbNIG {NIMJ x () 1“"' At + S o (¢) cd-} =
vi=1 Aoi
= <6
= szlcvl&‘? P{fu(w} +5(n>|)}
(vi= 4

S druce strane ako je -O-zp i primenimo 1li lemu 1.5 u

nejednakosti (5.1), dobijamo

I < C, E - 'E‘{Tga {"CC,IP]("'“- 1) p 23); (m,)} /ﬁ—t-
1

jcul =
&.
+C, )_A(,m){ CalPlafP ™ (o) $7°
)= A
~de su
- 22 AQ) Sl
que-?_:& \):e— {' Y((‘J)— ‘>=_ A(\J}
() = ACe) ° A ()




| O, () - P ..
b/; (“) - __/1\('(1.;) ¢ %C(H) == A(.{:}‘ )

2 to znaléi da noZemo pilsatl

| oo 26 | .
. - dal~ fj_f(;cvj)_ ﬂ(f’vﬂ) 7
I < G2 Z AON){C@‘ e /g A (rei) A(mr) }

4| =4

S o2 A (m¢) '%5
< 0,3 et Fae { S5 1 -

[Ctl=

' 26~
- 6 &~ 5 2 (164l) ——-.4

= C, 7, leate Pézwf o

(4l =1

NAPOMEYA 5,1, Ako funkcija X (t) zadovoljava uslov (%)

(vidi, I glava, str. 13), tada sledi da je

é’z (V) £ CH6(V)

pa dobijamo tvrdjenje stava 4.1.

TEOREMA 5.2, Da bi periodicéna funkcija .

3CC><) ~ i ALy E':Vk

oripadala klasi B*(p, &, ), 1gp<2, 0<B < 09,

dovoljno je da njeni Fourier-ovi koeficijenti zadovoljavaju

uslove

Za

2 led Tl (v) < oo
- e
e Z (Cw’l&gﬂ,('v!) {éng"))} < oo

—
—




iz lene 1.7, =23 1L <X p < 2, dobijano
I - e 2 D oo t
= AW o 7 NP
(52) [<CD Kg,(Zm!zlv!“‘) Q+CZA(m)[L{C*”2)
(= c ivi=1 - TEY4L S|

U prvom sludaju, 22 2 < 2, a%xo primenimo lemu 1.4 i izmenimo
poredak suma, dobijamo

I < CLEEL'C”I {l\}l jz; {;ﬁi}-4-2L‘Adiv)j— =

Iy M=Vl =4

= C) eyl {JD (v1)+b v} = chcv 1?6, (m)

IVi=1 EYEY

a u druzom slucaju, za o 2 2, primenimo 1li u (5.2|)-'-lemu 1.5.

posle kraées raduna kao u prethodnoj teoremi, dobijamo da Je

<C, i A Gel) leg| { b, (""’)} -

= - b, (et} 1S —,
St 2.

TEOREMA 5.3. Ako periodidéna funkeija

pripada klasi B%(p, &, (), 2<4p < oo, tada njeni Fou-

rier-ovi koeficijenti zadovoljavaju uslove:

N

za A= 2 Z IC\;!@éz([v})éoo

I V=4

< B, B, (1v1) L
2 B <l oy leyl éz(wz){ A(m}}i <& oo

V=4




DOKAZ. Tnajusi da vazi

oo v |
[ =) «)OLt)pdt }_mé(ﬂe,w) gocaﬁ):if‘—-—
V=i Yoy P Yven)

<

_ ; Alv) WS (4, M) > gé AR) we (4, ;}-)F

ako primenino lemu 1.?, za 2 £ D < 0o, dobijamo

Tye, Y A fse (Seorvi)y (5 je, 241"
=

Wi={ ivi=nsdg

/

o5 A (et e Fac( e

&k [V]=ned
C‘H:,f h}l 1

U prvom slucaju, za 32, prinenimo 1i lemu 1.4, dobijamo

A () S
I 2> Gy <o Zl Vl + C ZA(C* Zlcv'

M=1 tvi=4 (VI

Posle izmene poredka suma i kradeg racuna sledi

I 2 G4 Z ‘C"‘Béz (wl) ,

(V1

=4
U drugom sluéaju, za 6;££2, primenimo 1i lemu 1.5, dobijamo

JZ A]S,TL&[ wl J},"(/(‘f!)j +C3LA(M)[C zy(m!-]g

1¢t]=4 [S1=1

Sto znadéi da Je

6. (Ie1t) ) 2
[ 5 S leal®b, con] )7

jC4f=1
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.y, - em o4 R . o o .- e Y I *
DEOREIA D, Ao periodicna funkeija

% , e s .
pripada klasi 3~ (p, &, ), 1 < p <2, tada njeni Fourier-ovi

kxoeficijenti zadovoljavaju uslove

oo '_9’___2_«2-
za = Z_, ey 171Vl > éz(wl) < oo
ivi=4
' . o, B~ 6, (i) %-4“‘
. TR :;.-f{cv, WiTF o] *Azm)} <o

Dokaz je analogan dokazu teoreme 5.5, osim sto u ovom slu-

daju koristimo procenu modula clatkosti leme 1.7 za 1 £ p < 2.

TEOREMHA 5.5+ Da bi pericdicna funkcija

% :
pripadala klasi B (p, B, (), 1 £pc oo, 0 L& < oo,
dovoljno je da njeni Fourier-ovi koeficijenti zadovoljavaju

uslove

oo 3
& L, —-—~—1
za  ©< P Z% Vo P b, (V) < o°

- e. o) 1€ -
e B3pr ) afy‘-""-?-féz@){ézcv)},a 4

ryay YAK) < ©°

DCKAZ,., Znamo da Je

T <c,> A@) OF (4 L),
V=4

Iz procene modula 3latkosti u lemi 1.8, sledil




i 1 v 5,'?’3 o< Ocx T?/
(53) [ <2 AG e (Y apneira) e yac (3 aknes)®
V24 ' =4 V=1 n =94

e

1) za & <p, postupamo na sledeéi nadin:

}_ZD‘? ]f‘f (‘ﬂ'f = 6"

e S A5 (5 anrdiSafs Yo

M=C p=gd v=1 4= [ty v}” =2

= A [T‘&ﬂzﬂﬂ '[c' )p=4] %f’ e = 7
T K+4)p =41y )

éC'f Z \)x&{ / CZ;;Z ’ f +C:f§ A(V){ E Qﬁ*fzﬁ(p% f
\):1 M=0 \):f (y=[£ojzv]

Ako u sledeéem koraku primenimo lemu 1.4, dobijamo

QO [ zvjfﬂ' o0 o<

A(V) o ALk}~ [ N e 6=l
[<c,y \;& Ty 2 2 +C, ZA(»"JZ__Q 27 P

2o

A} (Kfa‘]ﬁ--—-—*-—,( @._,ﬁ:__,’
<C, ; V”s“ Ed 7l +C, ZA(V Eaf‘n
n=

v

ke

Izmenimo 1i poredak suma, dobicemo

= e - & -
< Cy ;@f‘n P by () .

2) Za € >p, primenimo 1i u (5.3%) lemu 1.5,

dobijamo

odakle, uvodeli vrednosti za &;(~V) i }é&‘ﬁ)}vréeéi

potrebne opcecracije, dobljamo
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N a2 bo(v) |5 -
Ié_ Cy /Ay YV F él(v){v/\(v)

THOREMA 5.5, Ako DerlOdana funkeclja

Gx) ~ Zav cosvx , Ay Vo
y= 41

pripada klasi Bh(p, G, <), LL DL oo, C< & g oo,

tada njeni Fourier-ovi koeficijenti zadovoljavaju uslove

00 &

6________‘
za G 2P Za-?\) 7 69_(")4 >
V=1
i & S _4
- -1 b,(v) | P
za @é/‘ji \?— af v r '@_(ﬁ{;im} =
=4

Dokaz je analogan dokazu teoreme 5.5, tJj. znajuci da je

c;;\_@) WOF (L),

primenjujemo lemu 1.8 za procenu modula zlatkosti s donje
strane, a zatim, prvoe za & » p, koristimo lemu 1.4, a za

G- < p lemu 1.5,

THOIEMA 5.7+ Da b1 periodic¢na funkcija

W(x) NZ'_ ., sy X
V=4

~de Jje




»
pripada klasi B (o, 2, ), Ll<pcoo i 0< & < OO

dovoljno Jje da njenil Fourier-ovi koeficijenti zadovoljavaju

uslove
Foa=)
< e
za D4 /Ay */52<V){OG’
R
OO0 ..:é)'__;
T ERCNER
7,3, &G =4 o av 52(\2)[. ACV)JZ < oo

DOKAZ . Znamo da Je

I Z—‘A(V) wk (7{ Y //9

Iz procene modula alatkostl u lemi 1,9 dobijamo

[< C«Z iﬁ(La n )& C iA(vJ(iéi)%
V=1 |

U prvom sluéaju tj. za & <€ 2, teorema se dokazuje ako

u poslednjem izrazu primenimo lemu l.4, a u drugom sluéaju,

tj. za © 2> 2, primenimo lemu 1.5.

TEOREMA 5.8, Ako periodidna funkcija

oo
Y(x) ~ .Zav CosV X
'Y

iji koeficijenti zadovoljavaju uslove teoreme 5.7, pripada

klasi B*(p,@*, X)), lLpgoo 1 0<B < & | tada njeni

Fourier-ovi koeficijenti zadovoljavaju uslove:

& _
zZa Z:;QV 6 ( ){é?:gi))]’z 140‘3

3
s z a\,é(v) < O°




Dokaz je analoan dekazu teoreme 5.7, samo 3to u ovom slucaju
roristine procenu modula slatkosti iz leme 1,9 sa donje
strane, zavim; uw prvom sludaju za f;£52, primenjujemo lemu

1.5, a u drugom slucaju, za G =2, lemu 1.4,
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