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PREDGOVOR

U celokupnoj matematidkoj literaturi i svim discip-
linama koje koriste matematiku, preslikavanja (funkeije)
zauzimaju vidno mesto, pri demu se, najle8le podrazume-
vaju jednoznaéna.preslikavanjé, Cesto se javlja potreba
da se za dato preslikavanje posmatra i njegovo inverzno
preslikavanje, ali za mnoga preslikavanja inverzno pres-
likavanje ne postoji u smislu jednoznadénog preslikavanja,
Tako se viSeznadna preslikavanja prirodno quavljuju, pa
prema tome i potreba za njihovim proulavanjima. U Samoj
definiciji preslikavanja neki pisci ( na primer Dj.Kupe-
pa.[}91) ne pretpostavljaju jednoznacnost, ali'kod veli-
ne je to sluca].

Mnogi matematiari su se direktno bavili ili se jos
bave vifeznadnim preslikavanjima, a mnogi su viSeznadna
preslikavanja koristili u svojim istrazivenjima. Ipak,
sistematsko proudavanje vifeznadnih preslikavanja retko
se srede u standardnim kursevima topologije. Jedna od
knjiga u kojoj je dosta paZnje posveleno vigeznalnim pre-

slikavanjima je Topologija K.Kuratovskog ( {17] , {18] ).

Svi autori koji definisu videznadna preslikavanja
uvode, uglavnom, slilne definicije. Pristup neprekidno-
sti viSeznadnih preslikavanja, medjutim, bio je razli-
git. Tako se doflo do razliditih vrsta neprekidnosti vi-

Seznadnih preslikavanja. Pri definiciji neprekidnosti
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vifeznadnih preslikavanja najceSCe su koriSCene ekvi-
valentne definicije neprekidnosti jednoznacénih presli-
kavanja, koje za videznadna nisu vise ekvivalentne. Iz-
dvajaju se tri vrste neprekidnosti: poluneprekidnost
odozgo, poluneprekidnost odozdo i neprekidnost.

Ovaj rad ne predstavlja opStu teoriju viSeznacnih
preslikavanja, veé Jje posveCen proucavanju nekih klasa
tih preslikavanja. Skoro uvek se pretpostavlja da Je
uoéeno preslikavanje poluneprekidno odozgo, polunepreki-
dno odozdo ili neprekidno. Uolene klase viSeznacnih pre-
slikavanja su uopStenja odgovarajuéih klasa jednoznacnih
preslikavanja. Pri izboru klasa imalo se u vidu dobra
svojstva pri preno$enju vaznijih topoloskih osobina, a
time i uwopStavanje nekih rezultata, ukoliko je to mogu-
te, koji se odnose na odgovarajuée klase jednoznacénih
preslikavanja. Neke od tih klasa su dosta proulene (na
primer, perfektna), a neke znatno manje.

NajopStije govoreéi, u ovom radu razmatraju se sle-
deéi problemi vezani za teoriju viSeznalnih preslikava-
njas

(i) za uwodenu klasu viSeznacnih preslikavanja'prou-
Eiti opsta svojstva tih preslikavanja;

(ii) ispitati medjusobni odnos tih preslikavanja;

(iii)(jedan od vrlo vaZnih zadatska) uzajamna kla-
sifikacija prostora i preslikavanja.

Jasno da su ova tri opsta zadatka medjusobno tesno
povezana i predstavljaju vrio Siroku i vrlo znalajnu pro-

blematiku vezanu za preslikavanja (funkcije) uopsSte. U
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vezl uzajamne klasifikacije prostora 1 preslikavanja
javljaju se tri opdta zadatka, koji su predmet istra-
Yivanja i u ovom radu. To su dobro poznati zadacl ko-
jim su se bavili, a i danas se bave mnogl natematidari,
a ¢iji znacdaj istice P.S.Aleksandrov f §j  (videti tako-
dje A.V, Arhangel!skij [6] ). Ti zadaci su:
(I) U kom sludaju se svaki prostor fiksirane klase

,\.ﬂﬂ; moZe preslikati na neki prostor iz klase J’% pomodlu

preslikavanja koje pripada.klasijif?

(IT) Koja svojstva imaju prostori koji se dobijaju
)

kao slika prostora 1z Klase(

klase.gr?

pri preslikavanjima 12z

(III) Koja se svojstva Cuvaju pri pojedinim klasama

preslikavanja?

Ceo rad je podeljen u pet glava, koje su niUmerisane
arapskim ciframa. Glave sadrZe paragrafe, a ovi su obe-
leZeni dvema cifrema, od kojih prva oznacdava broj glave,
a druga broj paragrafa u toj glavi. Svi iskazi, bilo da
su to definicije, propozicije, leme, teoreme, primeri
ili problemi, oznadeni su sa tri cifre od kojih je prva
broj glave, druga broj paragrafa, a treda broj po redu
iskaza u tom paragrafu. Tako, na primer, %4.%.7. Teorema,

oznalava sedmi po redu iskaz u trelem paragrafu druge gla-

Ve,

Na podetku svake glave (ponekad i paragrafa) dat je,
kratko, radi bolje preglednosti, njen sadrzaj.
Kraj dokaza svakog tvrdjenja oznaclen Je sa.//. Pozna-

ti rezultati se po pravilu ne dokazuju, a ako je to slu-




daj razlog ¢e biti naveden.

Pri pozivanju na neke stavove iz samog rada, navo-
di se samo njihov broj. Brojevi u uglastim zagradama 0%Z-
nadavaju redne brojeve iz popisa literature.

Usvojena je standardna terminologija kao gto je, na
primer, u {17] , [e] , {16} , (19}, {22] :

Samostalan doprinos je uglavnom sadrzan u glavama
Z., &4, i 5. ovog rada. U ovoj tezi pored novih, nepubli-
kovanih rezultata,ukljudeni su i rezultati radova [ﬁé],
[44] & delimitno i |42] .

Mada je na podetku svake glave dat pregled njenog
sadr¥aja, ipek opiSimo, u najkraéim crtama, svaku od
tih glava.

Prva glava sadrzi uvodna izlaganja 1 dinjenice koje
su potrebne u daljem radu.

Druga. glava je posvelena neprekidnosti videznaénih
preslikavanja i nekim njihovim svojstvima. To su, sa ma-
lim izuzetkom, poznati rezultati. Neka poznata tvrdjenja
su dokazana na drugadiji nadin i zato se mavode dokazil
(zbog kratkoée ili kao model za'neké.druga dokazivanja).
U ovo]j glavi koriééen'je materijal sa Seminara z&a topo—
logiju koji je odrZan 1973. godine na Matematickom ins-
titutu u Beogradu pod rukovodstvom prof. M.Marjanoviéa,
Nekoliko stavova mogu se smatrati novim (videti paragra-
fe 2.2. , 2.3. 1 2.4.).

U tredoj glavi proulavaju se opsta svojstva kvocije-
ntnih vigeznadnih preslikavanja. Svojstva ovih preslika-

vanja, koliko je poznato, malo su proulena. Njih je de-~
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finisao Borges (yideti E9]). Pored ostalih svojstava
kvocijentnih videznaénih preslikavanja, istakmimo da

su ona skoro jednoznalna za dosta Siroku klasu prosto-
ra (paragraf 3.2.). Ova glava sadrzi dosta novih rezul-
tata, ukljudujuéi i rezultate iz rada 11453 .

U detvrtoj glavi proulavaju se perfektna viSeznac-
na preslikavanja i tri klase koje sadrZe otvorena vise-
znadna preslikavanja, a koje su uvedene propozicijama
4.3.1ey 4.%3.2. 1 4.3.3., DPerfektna viSeznacna preslika-
vénja.su dogta proudavana. Ovde je posvelena painja ne-
kim njihovim novim karakterizacijama (4.2.2. i 4.2.4.).
U ovo]j glavi daje se veza izmedju uvedenih preslikava-
nja u toj glavi, a takodje i veza sa nekim drugim. Tako-
dje se uopStavaju neki iskazi koji vaze za odgovaraju-

e Xlase jednoznalnih preslikavanja (videti 4.2.4.,
4,3.6. i druge). Paragraf 4.5. je posvelen proizvodu vi-
seznaCnih preslikavanja.

PrenoSenje nekih svojstava prostora pri razliditim
klasama videznalnih preslikavanja Jje sadrza] pete gla-
ve (ova problematika se sreée i u ostalim glavama). Prve-
nstveno smo se orijentisali na razlicite tipove kvocijen-
tnih videznalnih preslikavanja. 0d svojstava prostora
izabram je povezanost (koneksnost), lokalna povezanosvy,
k- prostori, kvazi-k-prostori, separabilnost, kompaktost,
lokalna kompaktnost, mefrizabilnost.

Slede¢i materijal ovog rada smatram samostalnim dop-

rinosoms:

Teorema 2.2.1. (2) i (%3)3 Teorema 2.3.2.




94 malim izuzstkom, cela Glava 3.

Paragrafi &4.2., &4.5. 1 delimicno 4.4. iz Glave 4.

Veéi deo Glave 5.

Ova] materijal iznosi oko 55 stranica.

Pretpostavke © separacionim svojstvima prostora se
uvek istidu, a ako to nije slucaj, tada se ne smatra da
prostor ima unapred neko separaclono svojstvo, mada su
prostori skoro uvek bar Tl- prostori,

Neki simboli i skracéenice dati su na podetku rada.

Spisak koriflene literature dat je na kraju rada.

Posebno ni je zadovoljstvo da se zahvalim prof. .
Marjanoviéu, pod ¢ijim Je rukovodstvon radjena ova teza,
koji mi je pruZio veliku pomoé svojim savetima i sugesti-
jema i pravilno usmeravao u Toku rada. Takodje se zahva-

ljujem prof. Dj.Kurepi na podrsSci i korisnim savetima.

Ni$ ,novembra 1975.8. Momir S.Stanojevié
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GLAVA 1,

OSNOVNA SVOJSTVA VISEZNACNIH PRESLIKAVANJA
I TOPOLOGIZIRANJE PARTITIVHIH SKUPOVA

U ovoj, uvodnoj, glavi daje se pregled osnovnih pojmo-
va i &éinjenica koje se odnose na viSeznalna preslikavanja,
sa prvenstvenim ciljem da se uvedu oznake i terminologija
koja &e se upotrebljavati u doenijim glavama. Nelemo se
detaljno baviti formlanim svojstvima visSeznadnih presliké—
vanja, nego éemo se zadrzati na najniZnijim. Ipak, ne mo-
Zemo mimoili neke osnovme rezultate, a da ih bar ne napo-
menemo, imajuéi u vidu njihov znadaj u daljem koriScenju.
Pored pojma visSeznalnog preslikavanja u paragrafu 1l.l.
definidu se i preslikavanja njemu pridruZena ( kopresli-
kavanje, malo preslikavanje, malo kopreslikavanje). U 1l.2.
daje se pregled nekih formula koje su u pojedinim dokazi-
ma vrlo korisne. Videznalna preslikavanja su usko vezana
za topologiziranje partitivmnih skupova, jer se svako vise-
ZNacno presiikavanje noze posmatrati kao Jjednoznadno ako
se mesto'koddmena,posmatra njegov partitivni skup. Para-

graf 2.3. je posvelen topologijama na partitivnom skupu.

1.1, OSKOVNE DEFINICIJE U VEZI 8A PRESLIKAVANJEM

Pojam preslikavanja je dobro poznat, mada prilaz tom
pojmi moZe biti razlilit. Ipak se uvek radi samo o pogod-

nosti ove ili one definicije. Mi se opredeljujemo za fun-
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kcionalnu notaciju i definiciju kao sto je u [l9j .

1.1.1. DEFINICIJA. Pod viSeznacnim preslikavanjem

skupa X u skup Y podrazumeva se svaki postupak F ko-
ji svakom elementu x&X prideljuje (pridruZuje) odre-
djen podskup skupa Y; ovaj podskup u zavisnosti od ele-
menta X oznadavamo sa

r(x).

Preslikavanje skupa X u skup Y oznadilemo uo-

bidajenom funkcionalnom notacijom

F: X—27Y.

Za preslikavanje f:X~> Y kaZe se da je jednoznac-

no ako je za svaki element x& X skup f(x) Jjednoclan.

Za BCY sa f'l(B) oznacena je inverzne slika skupa B.

Jednoznadna preslikavanja oznalavalemo malim latin-
skim slovima f, g,..., & ViSeznacna velikim F, G itd.
Razlidita svojstva Jjednoznaénih preslikavanja dob-

ro su poznata i mi éemo se njima koristiti ne naglasava-

ju¢i ih posebno.

1,1.2. DEFINICIJA. Ako je F:X—>Y vidSeznacno pres-

likavaenje i A 7. X, tada jJe

Y nihd

F(A) = F (L_S{_x: X €A

——

) = Uis): xeal.

Skup F(A) naziva se velika slika ili, krale, glika sxu-

pa A 8 obzirom na preslikavanie F.
Ako je F(X) = Y, onda se kaZe da je viSeznacno
preslikavanje F:X—> Y preaslikavanje skupa X na skup ¥;

reti éemo tada da je preslikavanje F na.
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Definicijom 1.1.2. Zelimo da istakmemo komutativ-
nost operatora F sa operatorom » , koji oznadava uni-
ju elemenata odnosnoc podskupova datog skupa, Sto nije slu-

¢aj kod svakog operatora.

1.1.3. DEFINICIJA. Neka je F:X—>Y viSeznadno pres-

likavanje.

(1) Kopreslikavanje F’ vifeznalnog preslikavanja
/

F Je viseznacno preslikavanje F' : Y-—=X definisano re-
lacijon
F/(B) = % x£X: Fx){ 1B £ @ } :

za. svaki BLCY ( B moZe biti i jednodlan skup).

(2) Mala slika skupa A{CX preslikavanja F Je

) ) _ “
F(a) =iyaY: Fi(y) C 4.

(3) Mala koslika skupa BC.Y presiikavanja F Je

% & X3 P(x) BE-.

H
o

rw"--u-&

Napomena. Ako je F:X ——2Y viseznadno preslikavanje,
tada "preslikavanje" F 1 7’ ne moraju zadovoljavati us-

love definicije 1.1.2. ( ne moraju komutirati sa unijom).
| o .
Mada se F i F’ ne mogu tretirati kao viSeznadna pres-

likavanja u smislu definicije 1.1.2., ipak se usvaja da

~

-

se F zove malo preslikavanje preslikavanja F, a da

)

se F' zove malo kopreslikavanje preslikavanja F (vi-
deti |36} 1 |37]). |
Ako je S8 dati skup, sa P(8) oznaden je skup svih

podskupova skupa S 1 naziva se partitivmi skup skupa .

Sa P2(S) oznalen je drugi partitivni skup;'Pg(S)= P(P(S)).
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Komplement skupa AT S u odnosu na O oznacavate-

mo sa CA ili 8 — Aj

.
CA = 8S—A =%4878: s§A;.

1.1.4. DEFINICIJA. Neka su Fl:X—*l:Y i F2:Y~"’3‘Z

vifeznadna preslikavanja. Kompozicija preslikavanja Fq 1

F, Je preslikavanje thiFl:X'*‘:‘?ﬂZ takvo da je
FFy (x) = Fz(Fl(x))_, za svako x & X.

Koristeli odgovarajule definicije moze se dokazati

sledee tvrdjenje (videti (36] i1i {33} ).

1.1.5. PROPOZICIJA., Neka je F:X—»Y viSeznacno pre-

slikavanje. Tada Je

(1) (") = F.
(2) B(A) = CF(CA) = T — F(X ~ A).
(3) F/(B) = GF/(CB) = X —F (Y—3B).

Sledeéa definicija pokazuje da se na jedan prirodan
nadin svakom viSeznadnom preslikavanju mogu pridruziti

dva jednoznacna preslikavanja.

1.1.6. DEFINICIJA. Neka je F:X—>Y viSeznadno pres-
likavanie. -
(1) Sa F:XmﬁP(Y) oznadeno je Jjednoznadno preslika-
vanje takvo da Je
rﬁ"(x) = F(x), za svako x &€ X ,
(2) Ba %:P(]{) ~>P(Y) oznadeno je jednoznacdno preslika-
vanje takvo da je

%(A) = F(A), za svako A& P(X).
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Napomena. Svakom viSeznacnom preslikavanju F:X—>Y

odgovara samo jedno jednoznacno preslikavanje F:X-—?P(Y)
i samo jedno jednoznadlno preslikavanje %:P(X)—-—-}P(Y). Me-
djutim, ako je f£:P(X)—>P(Y) Jednoznadno preslikavanje,
tada ne mora postojati viseznacno preslikavanje F:X—7Y
takvo da Je ,ﬁ‘ = f. To Je Jjasno iz Cinjenice da f(A) ne
mora biti jednako F(A) = F(A) =U{F(}c): x & A . za svako

AcP(X), 3to se moZe pokazati na jednostavnim primerima,

lek.7. DEFINICIJA. Neka je F:X—>»Y videznadno pres-

likavanje. Tada

(1) Grafik (graf) preslikavanja F je

gr(F) =4 (x,7)EXXT: y=F(x) i xeX.,
(2) Funkcije pX:gr(F)—-ﬁX i pyigr (F)—>Y definisa-

ne su formulama
pr(x, )= x 1 py(x,¥) =7, (x,7)¢er(F).

l.1.8. PROPOZICIJA. Neka je F:X~>Y viSeznadno pres-

likavanije, Tada za x«X 1 y & Y vaZi

F(x) = pyp}'{l(}e:) i F (y) = pxpgl(y)‘

Dokaz. Videti [37].

Primetimo da Je ova propozicija vrlo korisna i Zdesto
ée biti koriSéena. Zahvaljujuéi gornjem "kanonidnom" pred-
stavljanju viseznalnog preslikavanja F mnogi dokazi se up-
ros¢avaju i dolazi se do interesantnih rezultata u teori-
Jji viseznalnih preslikavanja.

Ako su X i Y topolodki prostori i F:X——>Y viSez-

nacno preslikavanje, &esto se zahteva da za svake x & X
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F(x) bude zatvoren podskup u Y ( !_'553 , [56}-; 5’“5'7!| 3
_l:il-oj ). Ovde se samo zahteva da slika tacke bude nepra-
zan skup, a svake druga pretpostavka bile posebno nagla-

Sena, Iz tih razloga uvodimo sledeéu definiciju.

1.1.,9. DEFINICIJA, Neka je FP:X-—=7Y videznacdno pres-
likavanje 1 sffi" neko svojstvo skupova. Kaze se da Je pre-

slikavanje F Y —f’??’( X ,fr'a ) ako za svako x€ X F(x)

.
]
!

ima svojstvo .

49

(ako za svako vy&Y F‘fy) ima svojstvo

Najcéesdte svojstvo i "bide: zatvorenost, povezanost
(koneksnost), kompaktnost, separabilnost i druga karakte-
ristidna svojstva prostora odnosno podprostora. Tako je,

na primer, viSeznacdno preslikavanje F:X—»Y TY-povezano,

Y-zatvoreno, Y-kompaktno (X-povezano, X-zatvoreno, X-kom-

paktno) ako je F(x) respektivno povezan, zatvoren, kompa-
ktan podskup od Y za svako x«X ( F/(y) povezan, zat-
voren, kompaktan podskup od X =za svako y&3Y).

121,10, DEFINICIJA. Viseznadno preslikavanje F:X— Y

je otvoreno (zatvoreno) ako je F(U ) otvoren skup u ¥ 2a

- svaki otvoren skup, < X (F(A) zatvoren skup u Y 2za sva-
ki zabvoren skup A C X ).




15,

l.2. CGPERACIJE SA PRESLIKAVANJIMA T KOPRESLINAYARJIM?

Neka su Fi:X —Y 1 Byt Y—>72 viseznacna
preslikavanja na. Tada je
/ P
(1) (F2OF1) = FloF2
":) L v
(2) (Faﬂ l) = FgaFl
o)

2 -
(3 ) (F,°F,) = FioF,

Neka je F:X—>Y +viSeznalno preslikavanje skupa X
na skup Y.
Za bilo koJja dva podskupa A i Al izX i B i B

iz ¥, vaZe donje relacije.
(4) FAINB AB &S F(BYNA £ B .

(5) As"lAl g = F(A)ﬂF(Al) g i

(5) BNB, 290 —> FE)INF(B,)) + 8
(obrnuto ne mora da bude tadno).

(6) ANF(BNF)) = ANTF/(B) i

(6") BARANF/(B)) = BIF (4).

ML

(7) F’(F(A))L.F (F(A))x.A " (F(A)); F/(FCL)) i
(71) F(F/(B))CF(F(B)) T BCR(F'(B))CF (F’(B))

(8) F(&)
. PE > ?
Ako sujzf; = § Az .é.‘i:{'frl ‘/j B Be C/

familije skupova iz X i ¥, resPek‘tlvno, tada Je

i}

C2F»C (4) 1 Ff(B) = CcFIC  (B).

"1_

(9) F( 1] A Az fi)= 114 ETAJ A& ﬁp,fﬁ
(9') F(Uf B: B& /i) ’,!«. r'(2): B¢ I3 ¢
(20) PCY, a: Az A ..’.h.___f'"w (&) az I

i’};

(107 )F(r—ll B B'Lu,)hn F (B) B«::"-/";l '}
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(11) F(“ SIS O F(A) A TL
e .
(11') F (V4 Bs B.—-‘;_,,) el F"(B) pe /o }

m

L

(12) F(U 7 AsAe 7+ Iy DU 1 F(A) -

~
..N""" ‘, q s
""1

(12') ¥/ () , B:B& 40 ; L.,:l’*F (B): B& A3 ¢

DOKAZ. Sve relacije mogu se rutinski proveriti

(videti |37 , str.516., takodje |33} str.[17}).

Formule (6) i (6’ ), koliko mi je poznato, nme nalaze
se u literaturi, a dosta su korisne, Jer pojednostavijuju
dokaze pojedinih stavova, te éemo ih dokazati.

Poito je F/(BMFQ)) ¢~ F'(B), to je

ANF/(BNF))C ANTF/(B).

Neka je =& ANFP/(B), Odatle sledi da je
F(xX)CFA) i F&)IYB £ @ , odnosno F(x) 1 (F(AYNB) £ &.
S obzirom na relaciju (4) sledi da je x&€F/(F(A)M B) i

po prefpostavei Je x% A, pa je

ACE (B AR (BN FQ)),
a time je prva formula iz (2) dokazana.

Druga formula se slicno dokazuje. //
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1.3, TOPOLOGIZIRANJE PARTITIVNOG SKUPA
DATOG PROSTORA (HIPERPROSTORI)

Svakom viSeznalnom preslikavanju F:X—>7Y pridru-
zena su jednoznacna preslikavanja F1:X--9P(Y) i
N
F:P(X) —=P(Y) (Def.l.1.6.), pa se proulavanje visSeznac-

nog preslikavanja F sto svodi na proucavanje Jjednoz-

Ce
nacnih preslikavanja F i F. Akosu X i ¥ topolos-
ki prostori i F:X—>»Y visSeznadéno preslikavanje, tada
slike tacaka odnosno slike podskupova iz X, sa nekim to-
poloskim svojstvima, mogu imati odredjena topoloska svoj-

stva., Ta svojstva visSe nisu dovoljno uocljiva ukoliko se

J"‘w

e
presliksvanje F zameni preslikavanjem F odnosno F,
jer se nidta ne zna o topologiji na P(X) odnosno na

P(Y). Iz ovog razloga, a i iz mnogih drugih, za dati

o
:fX) uvode se topologije na P(X) sa

topolodki prostor (X,
odredjenim zahtevima., Jedan od zahteva Je da X, kao pod-
prostor od P(X), bude topoloski ekvivalentan sa prosto-
TOom (X,!.ﬁ)-

Ako je (X, f}f;) dati topoloski T,- prostor, sa exp(X)
oznacen je skup svih zatﬁorenih nepraznih podskupova pro-
stora X, U literaturi je vela paZnja poklonjena topologi-
ziranju skupa exp(X), zbog boljih separaciomrih svojsta-
va,

Postoji dosta c¢lanaka, monografija i knjiga gde se
razmatra ova problematika ({171, ':18_] , ':2‘7;’ : E24] ).
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1.3.1. OPERATORT > i >« (videti {25] ). Neka je
X dati skup, P(X) partitivni skup, a P2(X) = P(P(X)) dru-
g1 partitivni skup skupa X. Za ACYH, oznaldilemo sa (A>
skup svih nepraznih podskupova skupa A (partitivmi skup
skupa A)., Znadi,

{AY = { 8EP(X): s8C 7.
Sa > A< oznalavamo sve skupove iz X, koji seku Aj
>4 < = {SE‘P(K): S(YA £ E}} .

Ako je C komplementarma operacija, pokazuje s8e da

dijagran
P(X) —ao—3 P(X)
<:%L, \L)"(
P2 (X) -—-é——}P2(K)
komutira.

Mogu se proveriti'sledeéa svojstva operatora i
(videti [25] ).

(1) ACBAYC(BY, AABIQY £ (B>,

(2) {a NBY = <A {BY,LAUBYTCAYUSBD

(3){3= CopKuC , Do =08 (<> cC

(Y > AL D LAy .

(5) ACB= A< >BC, 443k £ S B<.

()2 AL B = JAKUYBC , YANMBLCIA NI BL :

1.5.2. PROPOZICIJA. Neka je F:X—» Y vifeznadno pres-

~ /N
_]_,_:'I_.-kavanje na a F:iX "‘"}P(Y) i F[P(X)—%PCY) ngovara_‘jg_

¢a jednoznalna preslikavanja. Tada,
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F8) 15NCBY) - (BB,
F/(B) i 'ﬁ“l( >B<) >F/ (B)X.

(1) FHLBY)
(2) FH(IBC)

i
i

za sweko BCY,

DOKAZ. Gore navedene formule sreéu se u literaturi.
Mi navodimo dokaze koristeli materijal sa Seminara za to-

pologiju Matematickog instituta u Beogradu u 1972. godini.

(1) FLBY) -ixeX: Fx)c B _jr - F/(B).

1
-
o

p.4
FL(BY ) = {AcK: BA) < BI=GE'(B)) .
(2) ?'1(>B<) = {xex: F(x) {1 B £ g = F/(B).
FLl(yB¢) -{acx: 7)) M B £ 8] -
-.-.-{A.C'_;X: ANTI(B) £ ei:’; = }F’(B)(. //
1.3.3. DEFINICIJA. Prostori B,(X,7) i P (X).

Neka Je (X,ff%) topoloski T,- prostor i ,]?f familija sku-

- pova koja sadrzi sve otvorene skupove prostora X

(L.-r*?_;. JE};) ( topologizirajuéi sistem [25] ).

Prostor P}L(X,;ﬁ(.) je prostor ¢iji su elementi svi
neprazni podskupovi iz X  a subbaza za topologiju Jje

kolekeija oblika \

{/A"' 'Aij%L
i‘\ _ / . S _“ s
: _,,c Jj’"’ , i o .
Ako je . 7L = {/y , tada Cemo P}i(X,\‘; X) oznacavati
sa. PK (X) i kolekecija

{ (uy: ve A

J

je baza za tu topologiju.
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expx@,_jﬁ) i expk(}i) gu prostori ¢iji su elementi
neprazni zatvoreni podskupovi iz X , a koji su topologi-
zirani kao podprostori od E%(X,:ﬂ,f) i P%(X), respektiwno
( Ponomarev [56:}, Marjanovid E25] ).

1.3.4. DEFINICIJA. Prostori P.(X,#) i P, (X).
Neka Je (X,i?;) topoloski ‘I‘l- prostori_.jf familija sku-
pova koJji sadrzi sve otvorene skupove prostora X.

Prostor P%(Xﬁ(!‘f) je prostor ¢iji su elementi svi po-
dskupovi iz X a subbaza za topologiju je oblika

i

{ oae refF

AXko je,gf: .f;'lx, tada ¢éemo P,.A(X;:i":;,{;) oznalavati sa

P (X) i kolekcija

C L, 7
4 > Ul Uz -L-j_}(' r
L v
Jje subbaza za tu topologiju.
SE:T expk(X,ft) i exp Q(X) oznaceni su prostori c¢iji
su elementi zatvoreni skupovi iz X, topologizirani kao

podprostori od P?\(X,rjt) i E{,}\(X), respektivno.

1.3.5. DEFINICIJA. Prostori R (X) i exp (X).
Neka je (X,.-ff;{) topoloski Ty- prostor. Prostor PW(X) je
prostor ¢iji su elementi podskupovi od X sa subbazom obli-

r‘,*—. -‘?
\

ka | ’ { . oo

- FJ

Standardni bazni element prostora Pq__.(X) je oblika

: . ) L - .
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Sa.expwﬁx) oznacen podprostor od.Png) ¢iji su

elementi zatvoreni podskupovi od X (eksponencijalna

ili konadna topologija). Prostor exP¢£X) se joS zove
hiperprostor.

v [27], {27}, |18], detaljno se proutavaju prosto-

rl sa konalnom topologijom.

—



GLAVA 2,

NEKA SVOJSTVA POLUNEPREKIDNIH 1
NEPREKIDNIH VISEZNACNIH PRESLIKAVANJA

U ovo] glavi navode se osnovna svojstva polunepre-
kidnih i neprekidnih viSeznadnih preslikavanja, sa ciljem
da se uoci sliCnost i razlika sa klasom neprekidnih jedno-
znacnih preslikavanja. Pored poluneprekidnih odozgo, polu-
neprekidnih odozdo i neprekidnih preslikavanja, pominju se
jos 1 koneksna (povezana), monotona i k-preslikavanja koja
3 ne moraju biti poluneprekidna, Ovde se takodje daju 1
neki uslovi neprekidnosti wviSeznacnih preslikavanja. Raz-
matra se pitanje prenosenja kompaktnosti, prebrojive kom-
paktnosti, svojstwva biti ﬁindelaf-OV'prostor (paragraf

2.2.) 1 povezanosti (koneksnosti) prostora (paragraf

2:34).

2.1. VRSTE NEPREKIDNOSTI I NEKI EKVIVALENTNI USLOVI

Postoje razlicite definicije neprekidnosti viseznadnih
preslikavanja, koje nisu medjusobno ekvivalentne. Velina au-
tora zasniva definicije neprekidnosti viZeznadnih preslika-
vanja tako Sto neku od ekvivalentnih definicija, deo te de-
finicije ili kombinacije}neprekidnosti jednoznadnih presli-
kavanja generalise na.viéeznaéna preslikavanja. Na ta] na-

¢in doSlo se do razliditih definicija neprekidnosti viSez-
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naé¢nih preslikavania, koje nisu medjusobno ekvivalentne.

Mi se opredeljujemo za donju definiciju.

2.1,1. DEFINICIJA. Neka je TF:X—=T viSeznacno pre-
slikavanje, X i Y +topoloski prostori. Tada

(1) F Jje poluneprekidno odozgo ako je za svaki zat-

voren podskup BCY, F/(B) zatvoren podskup u X.

(2) F je poluneprekidno odozde ako je za svaki otvo-

ren podskup BC Y, F/(B) otvoren podskup u X.

(3) P je peprekidno ako je poluneprekidno odozgo i

poluneprekidno odozdo.

Primetimo da su uslovi (1) i (2) ekvivalentni za Jjed-
noznacna preslikavanja, dok za videznadna to nije slucaj.
Navedimo neke nazive koji se u literaturi upotreblja-

vaju za nazive koJi su usvojeni u Definiciji 2.1.1.

L. Poluneprekidnost odozgo.

- U literaturi na engleskom jeziku: upper semiconti-
nuous (usc) (videti 9] , l:il-bti , 141 )3 redje weakly conti-
nuous (videti Stroter [46]).

- U literaturi na ruskom jeziku : nepreryvno (videti:

Ponomarev \:36_} . I:3'7J, Arhangel’ skij !:5 , [6] }s polunepre-
ryvno sverhu (videti Kuratovski {:1‘7] ; :18] e

2. Poluneprekidnost odozdo.

- U literaturi na engleskom Jjeziku : lower semiconti-
nuous (lsc) (videti '[9], [f_—lro], {42[}); redje rezidually con-
tinuous (videti [46] ).

- U literaturi na ruskom jeziku: koso nepreryvno

(136], 137}); polunepreryvno snizu ([17], [18)).
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Sledeée dve teoreme (2.1.2. i 2.1.%.) iskazuju neke
ekvivalentne uslove poluneprekidnosti. Neki od tih uslova
se uzima u nekim radovima i za definiciju. Dokaze tih te-
orema izostavlijamo, Jjer su poznati i mogu se sresti kod mno-
gih autora., Ove dve teoreme su sakupljeni na jed_n.om mestu
poznati, a za nas vrlo korisni, rezultati (videti [3:_6], [5'7},

23], [17], f18], [&ol, i arugi).

2.1.2. TEOREMA. Neka je F:X--2Y viSeznalno preslika-

vanje. Sledeli iskazi su ekvivalentni.

(1) F je poluneprekidno odozgo.

(2) F/ je zatvoreno.

L4
(3) Za svaki otvoren podskup V7Y , F/(V) je otvoren

podskup od X,
Fa
(4) Preslikavanje F:P;{ (X) —> P:.':.(I) Jje neprekidno.

s
(5) Preslikavanje F:X-— PE(Y) Jje neprekidno.
(6) Za svaku talku x€ X i svaku okolinu V skupa

F(x) u Y , postoji okolina U talke x takva da je
F(U) V.

(7) Za svaki podskup BCY je B (B)F/ (B).

2.1.3. TEOREMA. Neka je F:X—Y viSeznaéno preslika-

vanie. Sledeli iskazi su ekvivalentni,

(1) ¥ Je poluneprekidno odozdo.

(2) ®! je otvoreno.

o
(3) Za svaki zatvoren skup BCY, F/(B) je zatvoren.

(4) Za svaku tadku x&X i svaki otvoren skup V u

Y ftakav da je F(x)MV #£ @ postoji okolina U tacke x
takva da je F(x') MV /A @ za svako x£ U,
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(5) Preslikavanje FiX—7P 7\('Jf) Jje neprekidno.

M

(6) Preslikavanje F:P ,}_(X)—-aPi}ﬁ(Y) Jje neprekidno.

(7) Za svaki podskup ACX je F(E)(:ﬁfzb.
(8) Za svaki podskup ACX Je F(A) = F(A).

(9) Za svaki podskup BCY je F/(B)C F/(E).

Iz Teoreme 2.l.2., 1 Teoreme 2.1.3. mogu se formulisa-
ti potrebni i dovoljni uslovi za naprekidnost viseznadnog
preslikavanja. Mi izostavljamo takvu formulaciju, a uvekx

cemo se koristiti tim uslovima ako se javi potreba za tim.

2.2. VISEZNACNA PRESLIKAVANJA KOMPAKTNIH (1 NEKIH OPSTIJIH)
PROSTORA

Prostor X Je kompaktan ako se iz svakog njegovog ot~

vorenog pokrivada moZe izdvojiti konalan podpokrivac. Pros-

tor X Je prebrojivo kompaktan ako se iz svakog njegovog

prebrojivog otvorenog pokrivada moZe izdvojiti konacdan pod-

pokrivaé. Prostor X Jje Lindeldf-ov ako se iz svakog nje-

govog otvorenog pokrivaéa.moie izdvojiti prebrojiv podpok-
rivac.

Poznato je da se kompaktnost, prebrojiva kompaktnost
i svojstvo biti Lindeldf-ov prenosi pri neprekidnim jednoz-
nadnim preslikavanjima (videti na primer [l?j i [}8]). To
nije sluca;j za videznalna neprekidna preslikavanja. Tako
na primer, videznalno preslikavanje F:X—Y takvo da Je

F(x) = ¥ za svako x <X Jje uvek neprekidno za ma kakav

prostor Y,




26'

U narednoj Teoremi 2.2.1. iskaz (1) je poznat (vide-
ti na primer ELLl] Pe2¢%.). Nad nadin dokazivanja je druga-?
¢iji od ostalih i u sustini Jje isti za sva tri tvrdjenja

(1), (2) i (3). Tvrdjenja (2) i (3) smatramo novim.

E

2.2.1., TECRE

. Neka je F:X—>Y vigeznadno presli-

kavanje na, X i Y <topoloski prostori.

(1) Ako je F poluneprekidno odozgo i Y-kompaktno,
tada_Je slika kompaktnog skupa kompaktan skup.

(2) Ako je F poluneprekidno odozgo i Y-prebrojivo
kompaktno, tada je slika prebrojivo kompaktnog skupa preb-
rojivo kompaktan skup.

(3) Ako je I"poluneprekidno odozgo i Y-Lindeldf-ovo,

tada je slika skupa koji Jje ILiindeldfov podprostor, Linde-

1lofov podprostor.

DOKAZ. (1). Neka je KX kompaktan podskup ii/;bo‘c-
voren pokrivai’i za PF(X)u Y;
'f"//’ 41 Y: V - otvoren, F(X) UV ; .

Oznacimo sa ’V / ’V‘/ kolekeiju svih konac¢nih podfami-

1ija familije (/ | |
N
(}4 /;/f’ ey y f&}:. ﬁse sastoji od konaénog broja

Cclanova iz W

Neka . je

i | 1..: T ' .f I o Vo d " YAV Y e
\-‘?/“’l =S U{v : ve (7 N 4 c N7

Ve {1 pre a0 (0))
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Jasno je da je |_g:§/]";:i_/£/7!0tvoren pokrivad za F(K) i ako
postoji konalan podpokrival iz U‘{q”ﬂ‘ , tada postoji i ko-
nacan podpokrival iz Uza F(X).

Neka Jje

o= wf' )T U QJV’KV)

Kako je F Y-kompaktno to je za svako x€&K, F(x)

kompaktan skup, pa postoji konadno Clanova iz W,

vl(x)a V2(X), ces vn(x)i

tako da Je

rGoC vy | U 1€ | U

Dakle, za svako XQ-K, postoal‘ L}U\ l,_/ff )'tako da Je
F(X)C!@X}, odnosno x&F Q{U;] pa Jedpokrlvaé za K.
Preslikavanje F je poluneprekidno odozgo, pa Je %’(W}«;l)
otvoren skup 1'2,4( je obvoren pokrivac.

Buduéi da je K kompaktan skup, neka je

(B0, PO%D, ... B0V
konalan podpok:elvac pokrivada é{ Ali Je, tada,

ARG ARSPRLIAY |
konalan pok:rlvac za F(K), izdvojen iz pokrivaca WC%)I

i time samo (1) dokazali.

(2) Neka je KX prebrojivo kompaktan i neka Je

e ™. n
7 - k
= .Jt, vl,VE, s s e g9 vn, " an j’

prebrojiv otvoren pokrivadé za F(K).

Kolekcij%;;i/'(iff‘), za ova]j sluda]j, Jje prebrojiv skup
(skup svih konadnih podskupova prebrojivog skupa je prebro-
jiv skup - videti £l9'] 7.
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FamilijalJfTif}!je takodje prebrojava

. . . o+ 2y ) ‘l,r.-—. y 2 1
KSR S UAN A PRI

i dokaz dalje ide kao i za (1).

(3) U ovom sluééju treba, umestoﬂf(?f), uociti ko-
lekcijuajﬁfpit)éiji su Clanovi sve prebrojive (i konadne)
podfamilije iz ZQF, i dokaz sprovesti istim rezonom kao
i dokaz za (1).//

Kao posledicti Teoreme 2.2.1. imamo dobro poznate re-

zultate za jednoznalna neprekidna preslikavanja.

2.2.2. POSLEDICA, gSvojstva prostora biti kompaktan,

prebroijive kompaktan i Lindelofov su invarijantna u_odno-

su na neprekidna jednoznalna preslikavanja (videti [18]
str.[}%] T.1. i [17] str. 205. T.5.).

Napomenimo da Teorema 2.2.2. neée vaziti sko se polu-
neprekidnost odozgo zameni poluneprekidnoiéu odozdo (mogu
se konstruisati jednostavni kontraprimeri).

Viseznacéno preslikavanje F:X— Y koje ima svojstvo
da je slika kompaXkXtnog skupa kompaktan skup i koslika tac-
ke prostora Y =zatvoren skup, ne mora biti poluneprekidno
odozgo ( X i Y su.Té- prostori). Za neke klase prostora
uslovi da je slika kompaktnog (prebrojivo-kompsktnog) sku-
pa kompaktan (prebrojivo-kompaktan) skup i koslika tadlke
zatvoren skup, dovoljni su da preslikavanje F bude polu-
neprekidno odozgo. Ova problematika razmatrana Jje od Arhan-
gel/skog (E2j Glava IT )« Mi ovde navodimo neke od ovih
rezultata sa nedto izmenjenim dokazima i sa neznatnim pro-
Sirenjima, a koji mogu korisno poslufiti u nafem deljem ra-

du. Potrebne su dve definicije.
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2e2e5. DEFINICIJA., Podskup A prostora X  je

k-zatvoren (kvazi-k-zatvoren) ako je AMNK relativno za-

tvoren u K za svaki kompsaktan (prebrojivo-kompaktan)

skup K prostora X. Prostor X je k-prostor (kvazi-k-

prostor) ako je svaki k-zatvoren (kvazi-k-zatvoren) pod-

T —

skup od X =zatvoremn u X.

{lasa k-prostora je dosta Siroka, ona sadrzi Xlasu

lokalno kompaktnih i klasu prostora sa prvom aksiomom pre-
brojivosti (i metrilkih). Razlidita svojstva k-prostora
proucavana su od viSe autora. Navedimo neke: Arhangel’ skij
(23, {3}, [61), Michael ({30], olson [34], Siwiec {38]
1 drugi. Kod nekih se zahteva da k-prostor T, uz navedenu
definiciju. Mi se opredeljujemo za gornju definiciju ne
pretpostavlijajuci T,-aksiocmu separacije, kao Sto je kod

Michael-a ([5@} str. 120).

2.2+4, DEFINICIJAs Preslikavanje F:X—>Y mnaziva se
K-preslikavanje sko za bilo koje kompaktne skupove KL X
i HCY skupovi F(X) i F/(H) su kompaktni (videti [2]

str. 11.).
2.2.5. LEMA. Neka je F:X—>Y visSeznalno preslikava-

nje na,

(1) Ako_je X k—prostq;, tada Jje F pdluneprekidnc.
odozgo tada i samo tada kada je F/K:K —3F(K) polunepre-

kKidno odoggo Za svekl kompaktan skup X u X,

(2) Ako je X kvazi-k-prostor, tada je F polunepre-

kidno odozgo tada i samo tada kada je F/K:K-->F(K) polune-

prekidno odozgo za svaki prebrojivo kompaktan podskup K u
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DOKAZ. (1)~—=—> : Ako je F poluneprekidno odozgo
jasno da je takvo i E/K.

— : Pretpostavimo da preslikavanje F nije polu-
neprekidno odozgo, pa postoji zatvoren skup B iz Y 1
takav da F'(B) nije zatvoren u X. Keko je X k-prostor
to postoji kompaktan podskup K (X tako da F'(B) K = Ay

nije zatvoren u Ko'

B

|

Neka je F/K_ = Fy:K —>F(K ). Skup BMEF(K,) 3

je zatvoren u F(KO) a pri tome je (videti formule (6) 1

(6') u paragrafu 1.2.).

4 * _ / N _ /
F/(B,) = FL(BNF(K)) = F/(BNAFE)DINE = F/(B)NK,.
Dakle, F{ (Bl) nije zatvoren skup u X, a By Je zatvo-

ren u F(KO) pa F, nije poluneprekidno odozgo.
(2). Dokazuje se slidno kao (1). //

Sledele dve teoreme Ponomareva i Arhangel skog, doka-

zalemo na nesto drugac¢iji nadéin, pa zato navodimo dokaze.

2.2.6. TEOREMA (Ponomarev [36] str. 202. T.4.). Ako

su X i Y kompaktni T,-prostori i FiX—>1X vifeznacno

preslikavanje takvo da je slika kompaktnog skupa kompaktan

skup, a koslika svake tadke zatvoren skup, tada je F ZzZa-

tvoreno poluneprekidno odozgo preslikavanje. I obrnuto.

DOKAZ. Ako je X . X =zatvoren to je A kompaktan pa
je F(A) kompaktan u Y i zatvoren, jer je I To- prostor,
1 F Je zatvoreno preslikavéﬂje.

Podto je T =zatvoreno to je F poluneprekidno odozgo
(T.2.1.2.). Za svako v&Y TF (y) je zatvoren pa i kompak-

tan skup uw X , i na osnovu Teoreme 2.2.1. za svaki kompak-
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tan (prema tome i svaki zatvoren)skup B{_Y, F’(B) je
kompaktan, odnosno zatvoren skup u X, te Je F polune-

prekidrno odozgo.//

2.2.7. TEOREMA (Arhangel’skij, {31P.2.1.). Ako su

X1 Y T,-prostori i X jos k-prostor, a viseznacno pres-

likavanje F:X —2Y <takvo da je slika svakog kompaktnog

skupa kompaktan, a koslika svake tadke zatvoren skup, tada

de_ F poluneprekidno odozgo.

DOKAZ., Ako F nije poluneprekidno odozgo, to na osno-
vu Leme 2.2.5., postoji kompaktan podskup K, u X takav
da Fy = F/Ko:Ko ———, F(KO) nije poluneprekidno odozgo. Zbog
Teoreme 2.2.6. to Je nemoguce, Jjer Fl zadovol java sve uslo-

ve te teoreme,//
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2.3. POVEZANOST I VISEZNACNA PRESLIKAVANJA

Dobro je poznabo da je slika povezanog (koneksnog) sku-

pa pri jednoznadnom neprekidnom preslikavanju povezan skup.

{lasa jednoznadnih preslikavanja koja ima svojstvo da

povezan skup prevode u povezan skup poznata su pod nazivon

povezana (koneksna) preslikavanja, a Cesto se jos i nazi-

vaju Darboux-ove funkcije (videti na pr. [20} 1 [35]).

Neprekidno jednoznadno preslikavanje Jje monotono ako Jje in-

verzna slika povezanog skupa povezan sKup.

Kod vigeznadnih preslikavanja, neprekidnost ne obezbe-
djuje prenosenje povezanosti skupova.

Cilj ovog paragrafas je da se navedu neki rezultati ko-
ji se odnose na duvanje povezanosti pri neprekidnom visez-
nacnim preslikavanjima. Takodje se navode neki uslovi da

povezano preslikavanje bude poluneprekidno odozgeo.

2.3,1. DEFINICIJA. Prostor X je n-povezan (n > 2)

ako se ne moze prikazati kao unija n otvoreno-zatvorenih

nepraznih disjunktnih skupova. Neprazni skupovi.Al,iﬂg;...“

s+, A, prostora X su medjusobno separirajuéi ako je

'Egiﬁlﬁj =@ =za i #£ j. Podskup A prostora X Jje n-pove-

zan ako gse ne moze razbiti na n nepraznih medjusobno se-

parirajuéih skupova. Prostor je povezan ako je 2-povezan.

2.3.2. TEOREMA. Neka je F:X -—»7Y neprekidno viSez-

nadno preslikavanje na i X povezan prostor. Ako je bar

za_jednu talku x, & X, skup F(xo) n-povezan ( n > 2),%a-

da je Y n-povezan prostor.
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DOKAZ. Dokazademo da za svako x&€X , F(x) sele svaki
neprazan otvoreno-zatvoren skup prostora Y. Stvarno, ako
je B otvoreno-zatvoren u I , tada je 1 (B) otvoreno-
zatvoren skxup u X (F je neprekidno), a posto je X pove-
zan, to je F/(B) =X, pa je F (x)VB # § za svako x £X.

Po pretpostavei postoji x « X tako da je F(XO) n-
povezan, kao Sto je dokazano, F(:}co) sele svaki otvoreno -
zatvoren skup prostora Y, to prostor Y moZe da se raz-
bije na najvisSe n-1 otvoreno-zatvorenih skupova, pa je

Y n-povezan prostor.//

Za n=2, imamo rezultat o prenofenju povezanosti pri
neprekidnim vifeznadnim preslikavanjima. Zbog znacaja for-

mulisimo posebno tu teoremu.

2.3.%. TEOREMA (Ponomarev [_56] str. 209. T.1l.).

Neka je F:X —>7Y neprekidno viSeznacno preslikavanje na i

X povezan prostor. Ako je bar za jedmu tadku x & X skup

F(x,) povezan, tada je Y povezan prostor.

Napcmena, U [26_3 Ponomarev dokazuje gornju teoremu na
sasvim drueadiji nadin koji je dosta duzi., Napomenimo jo§
da se neprekidnost u 2.3.2. i 2.3.3. ne moZe zameniti polu-
neprekidnoféu odozgo ili odozdo, 3to se moZe pokazati Jedno-

stavnim primerima. Medjutim, vazi tvrdjenje.

2.3.4, TEOREMA (videti [16]). Neka je F:X~>Y polu-
neprekidno odozgo ili poluneprekidno odozdo. Ako je F

PP wrri—

Y-povezano, tada je TF povezano, odnosno za svaki povezan

skup CCX skup PF(C) Jje povezan u T.




GLAVA 3.

VISEZNACNA KVOCIJENTNA PRESLIKAVANJA

Jednoznadno preslikavanje f:X=—> Y naziva se kvoci-

jentno preslikavanje ako je skup VY otvoren tada 1 samc
tada kada Je f"l(V) otvoren podskup u prostoru X (ekvi-
valentno ako se red "otvoren" zameni redju “"zatvoren'). Od
razliditih autora upotrebljavaju se razliditi nazivi za kvo-
cijentna preslikavanja: identifikacija, faktorno preslikava-

nje, obostrano neprekidno preslikavanje, kvazi-kompaktno

preslikavanje.

Kvocijentna jednoznadna preslikavanja su dosta prouda-

vana, tako da su u sadrZaju gotovo svih udZbenika i monogra-

fija topologije. Ona su u tesncj vezl sa kvocijentnim prosto-

rima (faktor-prostorima). Noviji radovi pokazuju da je izu-
cavanje .ovih preslikavanja jos uvek aktuelno 1 pruza 8iroke
mogudénogti za istrazivanja.

Evocijentna viSeznalna preslikavanja, analogno jednoz-
nadnim, uvodi i razmatra C. Bomges [9} i malo su proudena.

U ovoj glavi proudavaju se osmovna svojstva kvocijent-
nih vigeznadnih preslikavanja. U paragrafu 3.l. daju se neki
potrebni i dovoljni uslovi da visSeznalno preslikavanje bude
kvocijentno (3.1.3.). U paragrafu 3.2. dokazujemo da je kvo-
cijentno preslikavanje skoro jednoznadno ukoliko kodomen ne-

ma izolovanih tadaka, a zatim neke interesantne posledice
tog rezultata.
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3.1 DEFINICIJA T NEKI EKVIVALENTNI USLOVI

Koristeéi definiciju kvocijentnih jednoznadnih presli-
kavanja, a imajuéi u vidu dve vrste neprekidnostil viseznac-
nih preslikavanja, C.R.Borges ( [9] str. 457.) definise kvo-

cijentna vi8eznadna preslikavanja.

%3,1.,1. DEFINICIJA. ViSeznadno preslikavanje na F:X—>%

je polukvocijentno odozgo (polukvocijentno odozdo) ako je

F’(B) zatvoren podskup u X tada i samo tada kada je B
zatvoren podskup od Y ( FI(B) - otvoren u X tada i samo

tada kada je B otvoren u Y ). Preslikavanje F je kvoci-

jentno ako je polukvocijentno odozgo i odozdo.

3,1.2. PRIMER. Neprekidno polukvocijentno odozgo pres-

likavanje koje nije polukvocijentno odozdo.

Neka Jje XO = (O,l] (poluotvoreni interval sa uobida-
jenom topologijom), a x° disjuktna suma svih razliditih
opadajuéih nizova koji konvergiraju ka nuli, a ¢iji su cla-
novi manji ili jednaki-]g-'- zajedno sa nulom. Neka Je, dalje,
X disjuntima suma od X, i X° ; X = x 11x°.

Neka je Y zatvoren jedinidéni interval; Y = [0,11 .

Definifimo, sada, preslikavanje F:X—3>Y na sledeli
nacin:

[x, za X€X
F(x)=4 0, za X = (o;&)E-XtCXO
{CPESE I a3 X = XIEQXtCXO

MoZe se dokazati da Jje ovako definisano vieznalno presli-
kavanje neprekidno,
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Preglikavanje F nije polukvocijentno odezdo, jer je
F/(O) = XO, te Jje T /(O) otvoren skup u X, a QO}nije
otvoren skup u Y.

DokaZ?imo da je F polukvocijentno odozgo. Neka je
F{(B) zatvoren podskup od X. Treba dokazati da Je B
zatvoren u Y. Pretpostavimo suprotno da je B—3B £ &.

(a) Neka je x€B—B i x £ O, Keko je F'(B)NX, =
=B, tojex&B — B u X,paiu X i F’ (B) nije
zatvoren skup.

(b) Neka je B~-B = {0 Tada postoji niz
X
anB 1 x--—-—)O Postoji XtC X°, tako da je

x, — { (0, t)‘j { x,t)7 5 a odatle je F/(BINX, =5(Xn-..t):}

i (0, t)EF’(B)—-—F (B) pa PF!'(B) nije zatvoren skup,
sto Jje suprotno pretpostavci,

Sledeéa teorema daje neke potrebne i dovoljne uslove
da viSeznadno preslikavanje F:X -2 7Y bude polukvocijentno
odozgo, polukvocijentno odozdo ili kvocijentno. Uslov (5)
Sesto se uzima i za definiciju kvocijentnih jednoznacnih

preslikavanja (videti na prime E.Q]), pa na izvestan nacin
opravdava Def. 3%.1.1.

Z2.1.3. TEOREMA. Neka je F:X —3»7Y viSeznacno preslika-

vanje na, Tada su sledeCi uslovi ekvivalentni.

(1) F je polukvocijentno odozgo (polukvoc.0dozdo);

(2) Podskup BCY je otvoren (zatvoren) tada i samo

2
tada kada je F‘(B) otvoren (zatvoren) podskup od X

(3) 1 (LV>) Je otvorenjpdsmp X tada i

samo tada kada je V otwvoren u Y ( F'l ()V ) Jje otvo-

ren u X tada i samo tada kada je V otvorenu Y);

Ay Al |
(4) P~ (¢ V) je otvoren u P, (X) (F (3>VL )
Jje otvoren u P ,?\(X) tada i samo tada kada je V otvoren
LRSI
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(5) Za proizvoljan prostor Z 1 preslikavanie

G:Y—>%, G je poluneprekidno 0dozgo (poluneprekidno

odozdo ) tada i samo tada kada je GeF:X-~~> 7 polunepre-

kidno odozgo (poluneprekidno 0dozdo).

DOKAZ. Ekvivalentnost uslova (1), (2), (3) i (&)
sledi iz 1.3%3.1., 2.1.2. 1 2.1.3. ako se iskoristi od-

3 o N
govarajuée formule i definicije F', F i F.

Pri dokazivanju ekvivalentnosti uslova (5) sa ostalin
uslovima zadriademo se na sludaju koji se odnosi na polukvo-

cijentna odozgo preslikavanja - sludaj van zagrada.

(l)ﬁ (5). Neka je F:X—>Y polukvocijentno odozgo,
7 proizvoljan prostor i GiY——>%Z proizvoljno preslikava-
nje. Ako je G poluneprekidno 0d0Zgo, tada je 1 Gel polune-
prekidno odozgo preslikavanje, kao kompozicija dva polunepre-
kidna preslikavanja.

Neka je GwF:X—>Z poluneprekidno 0dozgo i neka Jje
B ¢ 7 zatvoren podskup. Tada je (GQF)/ (B) zatvoren u X.
Kako Je -(GDF)’(B)= F/(¢’(B)) i preslikavanje F Je polu-~
kvocijentno odozgo, to je G/(B) zatvoren podskup u T,
pa je preslikavanje G poluneprekidnoe o0dozgo. Time Jje im-

plikacija (1) ﬁ(B) dokazana.

(5)=—>(3). Pretpostavimo da uslov (3) nije zadovo-

1jen. Razlikujemo dva slucaja.

Siudaj (i). Postoji otvoren skup V€Y  takav da

'~ .
gl (LV> ) = F/(V) nije otvoren u X. U tom sludaju pres-
likavanje F nije poluneprekidno 0dozgo (videti 2.1.2.).

Neka je 2 =Y a G:Y-—> Z identidno preslikavanje, tJ.
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G(y) =3y za svako y&Y, koje je neprekidno, a preslika-
vanje GOF = F nije poluneprekidno odozgo, pa uslov (5) ni-

je zadovoljen.

Slugaj (ii). Pretpostavimo sada da je F - (VD ) ot-

voren podskup od X za svaki otvoren skup VY , a posto-
: _ .
ji skup B, Y koji nije otvoren, a pri tome je F'l((BO‘;)

otvoren u X.

Neka Je

. A "~ |
j& =iBCY: F1(<B>)-otvorenu X},
' 4 v .
i neka je 2 = P?C(Y"fj)' Familija.{fi; efektivno sadrzi sve

otvorene podskupove prostora Y pa Jje preslikavanje
L ¥

F:Xm>Px(Y,£) neprekidno. Neka je G:P}C(Y) —> 7 takvo
da je G(B) = B za svako BGP%(Y) (identiteta). Preslikava-
nje G nije neprekidno, a preslikavanje GEF:X——}Z je
neprekidno pa i u ovom slucaju uslov (5) nije zadovoljen.
Time Jje dokaz kompletiran.

Dokaz ekvivalentnosti uslova (5) sa ostalim uslovima,
a koji se odnosi na polukvocijentna odozdo preslikavanja,
je slidan ( treba uzeti za,f)f‘pBCY: P >B L) - ot-
voren u X , a za prostor Z -‘azeti- P,% (Y.j3) )Y/ /

Kombinujuéi uslove van zagrada i u zagradama, mogu se
iskazati potrebni i dovoljni uslovi da viSeznacdno preslika-
vanje FiXe==>Y bude kvocijentno.

Sada moZemo iskazati dve posledice, koje se mogu dokaza-
ti ako se iskoriste i kombinuju ekvivalentni uslovi (3) i

(4) iz prethodne Teoreme 3.1.3. Mi dokaz izostavljamo.
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2.1.4. POSLEDICA., DNeka je E:X-—'—‘}Y viéeznaéno_

preslikavanje. Tada su sledell uslovi ekvivalentni,

(1) P je polukvocijentno odozgo (polukvocijentno
odozdo).

(2) greslikavanje ’F\:Px (X)~—>7P (Y,J@) (presli-
kavanje f‘:Pz(X) P’?\(Y’ﬁ) ) Jje neprekidno tada i samo
tada kada je j’jc%} .

(3) Preslikavanje %":Xﬂ—? PX(Y,J/;B) (preslikavanje
EIF:X——)P,}(Y,.@) } Jje neprekidno tada i samo tada kada
o Jicks

(4R je topologizirajuéisistem u smislu (25] , vide-

ti paragraf 1.3.).

5+1le5. POSLEDICA. Da bi viSeznadno preslikavanje

FiX=—>Y bilo kvocijentno potrebno je i dovoljno da Je

ispunjen jedan od sledeéih dva ekvivalentna uslova.

: v
(1) Preslikavanje F:X-—> V’(Y"’%) je neprekidno tada

1 samo tada kada je%cg;.
i

(2) Preslikavanje ’/E\:Pq/ (X) > qu(Y,yj) je nepre-
kidno tada i samo tada kada je .?:BC(C];

Prirodno je utvrditi kako se s#ojstva viseznacnog
preslikavanja F:X ~» ¥ odrazavaju na odgovarajuta pres-
likavanja py: er(F)—>» X i Pyi8T (F) —> Y i obrnuto.
Slededa propozicija, donekle, reSava taj zadatak za slucaj

kvocijentnog videznacnog preslikavanja.

3.1.6. PROPOZICITA. ( [10] str. 457). Neka su X 1

Y topoloski prostori i ¥F:X —>7Y viSeznalno preslikavanje.

Tada
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(1) Ako je py 3zatvoreno i F polukvocijentno odoz-

g0, tada je Py kvocijentno preslikavanje.

(2) Axo je F polukvocijentno odozdo, tada je Dy

kvocijentno a py QOtvoreno preslikavanje.

(3) Ako je F Y-kompakino polukvocijentno odozgo, ta-

da ;e Py kvocijentno 1 Py perfektno_Preslikavanje.

i,

DOKAZ. Videti {101} , str. 457. //

3.2 SKORO JEDNOZNACNA I KVOCIJENTNA VISEZNACNA PRESLIKAVANJA

ViZeznadno preslikavanje F:X—2 Y takvo da je
F(x) = Y za svako x € X je uvek neprekidno viSeznacno
preslikavanje. Kakec je u tom sludaju F’(B) = X za svako
B<{.Y, to ée ovakvo preslikavanje biti kvocijentno tada i sa-
mo tada kada je Y diskretan prostor.

Tz ovog primera moZe se naslutiti da kvocijentna vige-
znadna preslikavanja ne mogu bilti ﬁkrupﬁa“ ukoliko slika
(kodomen) nije diskretan prostor. Od interesa je ispitati:
koja je to klasa prostora za koje Ce kvocijentna visSeznac-
na preslikavanja biti "bliska” jednoznadnim preslikavanji-
ma, Cilj ovog paragrafa Jje da refi ovo pitanje.

Poncmarev ( EB?J str.53%4,) definise skoro jednoznacna
preslikavanja za klasu preslikavanja kod kojih je slika tac-
ke zatvoren skup ( ¥ - zatvorena) (videti takodje-[ﬁﬁj). Mi

koristimo sledeéu definiciju.




41,

%.2,1. DEFINICIJA, Videznadno preslikavanje F:X-—2Y
o
je skoro jednoznacno ako Je F/(V) £ @ za svaki naprezan

otvoren skup V iz Y.

Sledeéa teorema vezuje klasu kvocijentnih viSeznacnih
i klasu skoro jednoznadnih preslikavanja i znacajna Jje za

proudavanje kvocijentnih viseznacnih preslikavanja.

3,2,2. TEOREMA. Neka je F:X—>»Y polukvocijentno

odozgo ili polukvocijentno odozdo viSeznacno preslikavamgje,

X Ty~ prostor & Y T,;- prostor bez izolovanih tadaka. Tada

je P skoro jednoznac¢no preslikavanje.

DOXKAZ, Pretpostavimo da je F polukvocijentno odoz-
go, a nije skoro jednoznaéno. Tada postoji otvoren neprazan
skup VL Y takav da je FQ’(V) = @ ili, sto je ekvivalentno,
F/(CV) = X. U tom sludaju za svako J,EV Je C {‘yo}‘_}(}v
1 odatle je F"(C {yo} ) = X, a kako je F polukvocijent-
no odozgo i X zatvoren, to je C {yo‘k zatvoren skup u Y.
Prema tome {yo} je otvoren skup (i zatvoren jer je X Tl-
prostor), pa je y, dizolovana taclka prostora ¥, Sto Jje su-

protno pretpostavci da prostor Y nema izolovanih tadaka.

Neka je, sada, preslikavanje F polukvocijentno odoz-
do, a nije skoro jednoznacno. Neka je VCY otvoren nepra-
zan . skup iz Y  takav da jJe %"(V) = @, Posto je F po- |
lukvocijentno odozdo i @ zatvoren skup to Je na osnovu
2.1.3 (2), sicu.p V zatvoren. Ako je yoev to Je
F/({FO} tJ ov) = X, pa je .\f yo'} \J CV otvoremskup, Sto je
suprotno pretpostavei da prostor Y nema izolovanih taca-

ka. Time je Teorema kompletno dokazana.//
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%,2,3, POSLEDICA. Neka je F:X——>Y viSeznacno kvo-

cijentno preslikavanje, £ 1 Y I;- prostori. Ako ¥y ni-

je izolovana talka prostora Y, tada postoji tadka =x&X

takva da je F(x) = 7.

70KAZ. Potrebno je, ustvari, dokazati da f’(y) £ D
za svaku neizolovanu tadku 7y prostora Y. Pretpostavimo
da Jje ?’(y) = @ pa, buduli da je F kvocijentno preslika-
vanje, to Je {y}otvoren ( i zatvoren) skup u Y, odnos-

no vy je izolovana taclka.//

3,24 . POSLEDICA. Ako je Fi:X~—> X videznadno kvoci-

jentno preslikavanje, X Ty~ prostor a X 1" prostor bez

izolovanih tadaka, tada postoji podskup XDC X, takav da je

preslikavanje F/Xo = F X p—> Y (restrikcija preslikava-
nja F) Jednoznadno neprekidno preslikavanje prostora X

na prostor Y.

L #
DOKAZ. Podprostor Xo je X, ={F’(y) : y& X B’.

Zbog posledice 3.2.3. f’(y) # @ za svako y&Y J//

Zbog Posledice 3.2.4. opravdano Je uvesti sledeéu de-

finiciju kojom &emo se koristiti v daljem radu.

%,2,5. DEFINICIJA. Neka je F:X—>Y vi%eznadno pre-
slikavanje. Skup X, = {X & X F(x) - jednoélan} naziva se

domen jednoznadnosti preslikavanja F.

3,2.6. LEMA. Ako je F:¥=—>7Y poluneprekidno 0dozdo

viSeznalno preslikavanje, X 1 I T2—prostori, tada je do-

men jednoznadnosti preslikavanja F  zatvoren podskup Pros-

tora Y.
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DOKAZ. Neka je X, domen jednoznadénosti preslikavanja
Poi xlé}{o. Kako F(Xl) nije jednoélax_l, to postoje ta-
Cke J1.7,€ ¥, ¥y # V5, takve da je {yl,yg}CF(}cl).
Kako Je Y Tz—prostor? postoje disjunktne otvorene okoline
V(yl) i V(yg) tataka yy 1 ¥5 respektivno. Podto Je
V(yi)ﬂF(Xl) L@ (i =1,2), a T je poluneprekidno odozdo,

to postoje otvorene okoline U’ i Ut taclke takve da

%1
F(x’)nV(yl) LA @ za svako x'€& vl i F(x")nV(yz) £ @
za svako . x" g U"., Neka je U = UhU" okolina. tacke Xq .
Tada je F(x) ;’“;V(yl) A P i F(X)ﬂV(yz) A @ , za svako
x & U, pa Je U("IXO = § . Prema tome X Je zatvoren skup

prostora X.//

2¢24¢7 . PROPOZICIJA. Neka je F:X—> Y viSeznacno nepre-

o ' .
kidno preslikavanje, takvo da je FI(y) # 8 za svako

L

y€Y¥, a X i Y T,- prosbori. Ako je preslikavangie

F/ X, =F 33X —> 1 kvocijentno jednoznadno (X, - domen je-

dnoznacnosti), tada je F kvocijentno vigeznaéno preslika-

vanje. Obrnuto ne mora da vazi.

DOKAZ . Neka Je F"(B) zatvoren podskup u X. Tada ;je-'
Fil (B) = F/(8) )X, zatvoren u Xj, pa podto je ¥,
kvocijentno preslikavanje, to je B zatvorenu ¥ 1 F Jje

polukvocijentno odozgo preslikavanje.//

Da obrnuto ne mora da bude tadno pokazuje sledeli primer.

%.,2.8. PRIMER., Modifikovan 3.1.2. Primer. Neka Je
X4 ='(O,1] , poluotvoreni interval sa uobidajenom topologi-

jom, & X  disjuktna suma razliditih monotono opadajucih
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nizova ¢iji su Clanovi 1z (0, %-.J i koji konvergiraju ka

nuli zajedno sa nulomj
N\ 1 , ,.*_'
X_O = (L(X , v T), X_t= {(}Cn,t) : O (Xnﬁ R Xn_l_l‘LXn U {44}

(topologija nizova uobilajena).

Neka je X disjunkbta suma od Xl i X7

3
X = %L1 E (X, : t € D).
Neka je Y = [O,l] sa uobicajenom topologijom.
Definifimo preslikavanjs F:X—>Y na slédeéi nacin:
X, zZa xEXl
F(x)< & O, za x = (0,t) &€ X

{Xn.n £ 110} 78, X

(xno,t)G_Xt

Mo¥e se dokazati da je preslikavanje F neprekidno.
Preslikavanje F Jje polukvocijentno odozgo. Pretpo-

stavimo suprotno. Neka je F/(B) zatvoren podskup od X,

a B nije zatvorem u Y, tJ. E-—-B}éﬁ .

Sludaj(i). XOEE-—-B 1 X Z 0. Kako je
57?5) =F (B) 1 F'@®NX
Ali kako je x, A0 i x & B—B, to imamo
xo¢mjﬁxl =B, a Xog'm)!'}xl - B, nemogude, jer
Je m‘jﬂ Xl = ﬂ)ﬂ}{l (adherencije su u odgovarajucim

prostorima). Odavde sledi da ‘g—-—-B ne moze sadrzati ni

B, to je F/(B)('X, = B.

jednu tadku razlicéitu od nule.
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Sludaj (ii). Neka Je B—3B = 1:05 . Tada postoji
{( ,t) .nEN\g’UrO}, tako da anEB n-N i
~.__>0 Posto Je F’(B)OX {_(x 1:)¢,1'1'¢;-BT‘___L .

0,0 ¢ B Nz, = FENX - { 0, o€ ¥ }

Sto je nemogule, Jer (xn,t)—a- (0,t). Time smo dokazali

da. je preslikavanje F polukvocijentno odozgo.

Preslikavanje F je polukvocijentno odozdo.
Koristeéi se uslovom (2) iz 3.l.3., pretpostavimo
.G, = . S, _

da je F/(B) zatvoren skup u X, F/(B) = F/(B), a B ni-
je zatvoren u I;j B ~B £ @ . Pod ovim pretpostavkama,uo-
davajuéi sludajeve (i) i (ii) kao u prethodnom dokazu, a

. < ©
imajuéi u vidu da je F/(B)N X, = B, =a takodje i F/(B)N X, =
{(x ,T) ne_'N}, ukoliko je '{xn, nE-N}CB, na slicdan na-

in moZ%e se dokazati da je to nemoguée.

Prema tome, preslikavanje F je kvocijentno visSeznac-
no preslikavanje.
Domen jednoznadnosti preslikavanja F sastoji se od

X; 1i svih tadaka (0,t), t& T;

X, = xlu Jt(o,t). te Ty .
Presglikavanje F/XO = Fox'XD-—-—? Y nijé kvocijentno, Jjer
Jje F;l(O) = {(O,t): t o T .:." , otvoren skup u podprostoru
a {0} nije otvoren skup u Y.//

%.2.9. PITANJE. Ako je F:X~——»Y, kvocijentno visez-
nadno preslikavanje sa domenom jednoznacnosti X , u kom
sludaju ( s obzirom na prostore X i Y ) Ce tada

F o= F/XO:XO.___% Y biti kvocijentno preslikavanje?
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KOMENTAR. Ako je X kompakfban prostor & Y T2'Pro"
stor, X, Je zatvoren i kompaktan i P Je zatvoreno pa i
kvocijentno preslikavanje. Pa odgovor na pitanje nemamo za-
sludaj kada X nije kompaktan prostor. Kao 5to se vidi iz
primera 3.2.8. prostor I ima dobra svojstva, a ipak F,
nije kvocijentno preslikavanje, Dpa pozitivan odgovor na

pitanje u mnogome zavisi od svojstava prostora X.

Dobro je poznato ( videti na pr. r_l'?] str. 125.), da
je svako otvoreno, ili zatvoreno, jednoznadno preslikavanje
kvocijentno preslikavanje. Ovo tvrdjenje ne vaZzi za visez-
nadna preslikavanja, pa ¢ak ni za skoro jednoznadéna, sto
se mose videti iz sledeéeg Jjednostavnog primera.

Neka je X, na primer, interval [0,1}, a Y proiz-
voljan prostor sa najslabijom topologiljom. Neka Jje presli-
kavanje FsX—=> Y +takvo da je F(x) =Y za svako X & X.
Preslikavanje F je skoro jednoznaéno, neprekildno, 2atvo-

reno, otvoreno i na a nije kvocijentno preslikavanje.

Prirodno je formulisati tvrdjenje koje bi obezbedilo
da zatvoreno ili otvoreno neprekidno skoro jednoznacno

preslikavanlje F:X—>Y bude kvocijentno.

%.2.10. TEOREMA, Neka je F:X—>7Y zatvoremo, X-kom-

p_akl;po neprekidno skoro jednoznacno preslikavanje na X, 1

Y T,-prostori. Tada je F kvocijentno preslikavanje.

DOKAZ. Na osnovu Leme 2. Ponomareva ( §37] str. 534.),
preslikavanje F:X —>Y je tekvo da za svako y & ¥ posto-
ii x€X teko da je F(x) = y. Domen jednoznacnostl presli-

kavanja F, X = {x-’-’-’_—_—_ X: F(x) - jedno?ilan} je na osnovu
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Z2.2.6., zatvoren skup. Jednoznacno preslikavanje
F/XO:XO~__3,Y je neprekidno, zatvoreno 1 na, pa je Kvo-
cijentno jednoznadno preslikavanje. Prema 3.2.7. presli-

kavanje F:X —> Y Jje kvocijentno viSeznacno preslikava-

nje.//

Primedba., U radu E/-l-‘f)] ( Teorema %.3.) gornja Teore-

ma je dokazana neposredno ne koristeti 3.2.6. i 3.2.7.
ali smo zahtevali da preslikavanje F bude jos i otvore-
no.

Ako je f:X—> Y mneprekidno jednoznacdno preslikava-
nje na, X kompaktan T,- prostor a Y T,- prostor, tada
je £ zatvoreno pa prema tome i kvocijentno preslikavanje
(videti na pr. [17]). Sledeée tvrdjenje ima sli&no znale-

nje za viseznalna preslikavanja.

3,2,11 PROPOZICIJA. Neka je F:X—>Y neprekidno

Y-kompaktno skoro jednoznaéno preslikavanje na, X kompak-

tan T,- prostor a ¥ T,- prostor. Tada

skl

(1) Y je kompaktan prostor.

(2) Preslikavanje F Jje kvocijentno preslikavanje.

DOKAZ, (1) Zbog Teoreme 2.2.1. (1), prostor Y  Je
kompaktan prostor.

(2) Prostor X Jje kompaktan i T,- prostor, a presli-
kavanje F Jje Y-kompaktno pa je F i zatvoreno preslika-
vanje, odnosno F/ je poluneprekidno odozgo preslikavanje
i, buduli da je Y kompaktan prostor, F Jje X-kompaKtno.
Prema tome, F je zatvoreno, neprekidno, X-kompaktno, sko-

ro jednoznadno i na, pa su zadovoljeni svi uslovi Teorenme
2.2.10, i F je kvocijentno vifeznadno preslikavanje.//
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3.3 7AVISNOST TOPOLOGIJA SLIKE I KOSLIKE
PRI VISEZNACNIM KVOCIJENTNIM PRESLIKAVANJIMA

Ako je £f: X —> X jednoznacno preslikavénje prostora
X na skup Y, tada se najjaca od svih topologija na I,
. takva da preslikavanje f Dbude neprekidno Jnaziva kvoci-
jentna topologija 1li topologija jdentifikacije mna Y.
Preslikavanje £ u tom slucaju je kvocijentno preslika-
vanje ( identifikacija). Topologija identifikacije na Y

Je e . -
‘/Y = {_ v C Y: f'l(V) otvoren u X Er

(f/? zadovoljava sve aksiome za otvorene skupove).

Situacija nije ista kada se radi o© viSeznaénim pres-

likavanjima, 5to pokazuje sledele tvrdjenje

3,3.1. PROPOZICIJA ( {10] str. 456.). Neka je

F:X—>Y vifeznadno preslikavanje na i X topoloski

prostor. Tada
. ' &
(1) Pamilija {V . X: F’(V) otvoren u X} Je

baza za neku topologiju na Y.

(2) Familija {V . F/(V) otvoren u X { ne

mora da bude baza za neku topologiju na Y.

DOKAZ. Mada je dokaz dat u {10} , mi dajemo ovde vrlo
& &
kratak dokaz. Naime, ako su E/(vl) i F’(V;;_) otvoreni
, o e o
skupovi u X, tada je F’(Vl).f 1F’(V2) = P! (Vl () V2) otvo-

ren skup u X, pa Jje vlﬂvg otvoren u Y i time Jje doka-
zano tvrdjenje (1).
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74 dokaz tvrdjenja (2) mogu se naéi jednostavni kon-
tra primeri ( primer je dat u D.O__\ str.457.//

T pored toga sto viseznadno preslikavanje _F:X——*—yY
nije podesno za topologiziranje skupa Y sko je X tTopo-
Joski prostor, ili skupa X ako je Y topoloski prostor,
ipak se nesto mo¥e reéi o problemima te vrste.

Poznate X - topologija, - topologija 1 9”- topolo-
¢ija na partitivnom skupu P(X) prostora X ( i mna skupu
exp(X) nepraznih zatvorenih podskupova prostora X ) mogu
ce formirati posredstvom vifeznatnog preslikavanja (unija

preslikavanjea) U:P(X) —> X, definisanog relacijom -
Uda) = A za gvako A€P(X).

Neka je X 4+ prostor (nije neophodno da je Tl) i
U:P(X)—>7Y unija preslikavanje gore definisano. Tada

je za sveki skup A, X

/e = 4 AERD: U@ A £ 7 Y-yal

i |
e
s,y - fLAeP(X): Ua) AO} ={&y7

Na osnovu ove dve relacije i definicija w. i - to-
pologije, baza za % - topologiju na P(X) Jje oblika

.0 -
{U!(G): G - otvoren u X 3 :

a za )\ - topologiju subbaza je oblika
{U’(G): ¢ - otvorenuli} :
X .

Preslikavanije U/exp(X): exp(X) —ue> X 1A jsti nadin odre- .

djuje prostore exp R(X) i eXxp R(X)-r
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MoZe se proveriti da Je U:P_%_(X);—-}X polukvocijen-
no odozgo, U:P O\CX)_—_&}X polu}fvocijenfcno odozdo i
U:PW (X)=—> X kvocijentno viseznadno preslikavanje.

| Primetimo da preslikavanje U:P(X)=——>X 1ima za

domen jednoznadnosti skup X(l) ={ {xl : X & X} i da
je U/X(l) identidno preslikavanje.

7a proudavanje vifeznadnog preslikavanja PiX—=—>X
Zesto se koriste odgovarajuéa jednozn&cna preslikavanja
Fx—>P(Y) i F:R(D)—>B(L) , gde su P(X) i P(Y)
topologizirani J} - topologijom, A - topologijom i1i ¥ - to-
pologijom. Tako se poluneprekidnost odozgo, poluneprekid=-
nost odozdo i neprekidnost viseznadnog preslikavanja F
mo¥e definisati neprekidnoiéu preslikavanja ? ili /ﬁ u
zavinosti od +topologiziranja P(X) 1 P(Y) (videti
2.1.2. i 2.1.3.).

0d interesa je prouditi kako se svVojstvo biti kvocis
jentno sa jednog od preslikavanja F, %‘J, i‘\ prenosi na
ostala dva. Jasno, da ako je F:X—3Y kvocijentno, to
ﬁ:P(X)-—%P(Y) ne mora biti preslikavanje na.

Mi sada formuliSemo sledeli problem.

3.%3.2., PROBLEM. Neka Jje F:X—>1Y vigeznadno presli-
kavanije takvo da je preslikavanje %:P(X)-—? P(Y) presli-
kavanje na. Da 1i su tada sledeCi uslovi (1) i (2) ekvi-
valentni?

('l)- Preslikavanje F:X~—>7Y Jje polukvocijentno 0d 0z~
go (polukvocijentno odozdo) (kvocijentno).

(2) Preslikavanje %‘:P%(X)—?P}L(Y)' (preslikavanje

A
FiP 4 (X) —5 P (1) ) (preslikavanje ﬁ:Pg’,(x)-——a-Pcch) )
je kvocijentno,
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Potpun odgovor na gorngji problem nije nam poznat 1

mi dejemo neka delimicna redenja ovog problema.

3,%,%. LEMA., Ako Je P:X~>Y viSeznaéno polukvoci-

jentno odozgo ili polukvoci jentno odozdo preslikavanije, X

T,~- prostor a Y T,- ppostor bez izolovanih tacaka, tada

A
je preslikavanje F:P(X) —> P(Y) preslikavanje na.

DOKAZ. Neka je BZY. Na osnovu 3,2.%., za svako y&B
postoji x€X tako da je F(®) =¥, *tJ. %’(y) A 8. Ako
je A ={XEX: P(x) =y za neko yeB}, tada Jje ﬁ(}&.) =
= F(A) = B, pa je-IfE“':P(X)——)**P(Y) preslikavanje na.//

3,34, PROPOZICIJA. Ako je FiX—>X _vifs_eznac‘:’:no pres-

A
likavanje takvo da je preslikavamnje F:P(X)->P(Y) pres-

likavanje na, tada vaZfe sledea tvrdjenja:

A
(1) Ako je F:Px(X)—QPk(Y) kvocijentno, tada je

F polukveocijentno odozgo.

. |
(2) Ako je F:P ?\(X)—)»P’?\(‘Y) kvocijentno, tada je
F polukvocijentno odozdo.

Ve
(3) Ako je F:P\P(X)-—%P@(Y) kvocijentno, tada Je
: !
F  kvocijentno.

DOKAZ. (1). Neka je BCY tekav skup da je F/(B)
otvoren u X. Kako Je 7t (B> ) ={§’ICB)? to Je
(E’(B)} otvoren u P}{(X) i, buduéi da je
ﬁ:P}{, (X) —> P:‘{'(Y) kvocijentno, ¢ B > Jje otvoren skup u

o+

ZE’,H(Y), odnosno B je otvoren u Y, pa je zbog 3.1.3. (1),

F polukvocijentno o0dozgo.
(2) Neka je BCY takav da je F/(B) otvoren u X.

Tada jo 1 (($B () =3F'(B)C otvoren u P, (X) i kako
| \
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A
je F:P.:)\ (X) —> P_(Y) kvocijentno, to je % B ( otvo-
LA
ren U P’A(Y)’ odnosno B Jje otvoren u Y, pa je pres-

likavanje F polukvocijentno odozdo.

(%3). Dokazuje se kombinacijom (1) i (2).//

NAPOMENA. Koristeéi se posledicama 3.1.4. 1 3,1.5.,a

4 vezi sa Problemom 3.3.2., more se zakljuditi sledece:
Neka je (X, ﬁ?;{) dati topolofki prostor, Y dati

skup i F:X—>Y takvo vigeznacno preslllcavange da Jje

%‘:P(X)-——}P(Y) preslikavanje na. Oznacimo sa- ; f’t t &« T

&
familiju topologija na Y uredjenu po inkluziji i sa
P (Y) ft (Y ’5" v ), P (1, /_zf Y) odgovarajute pros-

tore na P(Y) (v:u.det:. paragrai‘ 1.%.). Imamo sledele tvrdje-

nje w vezi sa nasim problemom.

Ako je F:X--> (X, 'LTE) polukvocijentno 0dozgo, tada
je TP, (X)— P (Y, i,/ Y) neprekidno tada i samo tada
kada Je "(Y ™ j Y . Medjutim, to jos ne znaci da je pres-
likavanje P Py(Y) > P‘S‘C(Y “/ f’) kvocijentno, jer to
ne mora biti najjada od svih topologija na P(Y) za koju
Se preslikavanje E:PK(X) ——> P(Y) neprekidno ( bar tako -
izgleda, mada je i to pitanje otvoreno).

Do istih se zakljudaka moZe doéi, primenjujuci slii-
an rezon, u sludaju kada je F polukvocijentno odozdo
ili kvocijentno preslikavanje. Dakie nas Problem 3.3%.2. Rl-
smo u mogulnosti da resimo.

Mogu se formulisati jo$ neka tvrdjenja koja su u ve-

zi sa navedenim problemomn.
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—

Z.%3,5, LEMA., Neka je F:X—>Y viSeznadéno pres-

likavanje takvo da Je F: B (X) — P (Y) preslikavanie

na, Ako :JeﬁCP 2 (Y) takav da je 'l (B) = _/(_L
otvoren skup u P'?r" (X), tada za svaki BE—ﬁ Je (B)Cﬁ .

DOKAZ. Neka je BE_HD i A -—L'{f"(b) : 5 & BF.
Kako Je %‘ preslikavanje na to (b) Z @ 1i jasno da
je F(A) F(4) = B, pa je A& F-l (P = A . Kako je
..j% otvoren skup u P , (X), to postoji otvoren skup U < X
takav da Jje A& ,(U)Cjﬂ? Neka Je B & B>, odnosno
B, CB i A =L;{F (b): bEBTCT A. Odatle je AELU>
i F(A) =B, &JB , odnosno (B> Eto je trebalo i do-
kazati.//

%.3.6, PROPOZICIJA. Ako je F:X—=7T obtvoreno

poluneprekidno odozgo viSeznacno preslikavanje takvo da e

Va
F'P(X) ——= P(Y) preslikavenje na, tada je preslikavanje
F P (X) —_— P)(( )  kvocijentno.

A
DOKAZ. Neka je BCR(Y) takav da je T+ (JA)
otvoren u P:K(X) i neka Jje BG}B . Ako Je
_ ¢ | A A o
L =U[F/(b): b€ BJ  to Je F(&) = B, pa je A€ F - ().
o AL
Postoii otvoren skup U C X tako da je ACLUY CF ™t (A),
A
ali tada je F(U) = ¥(U) & 5 i na osnovu 3.3.5.
(F(U)> CJ/_‘)) Kako Je F otvoreno preslikavanje to Je
skup <'F(U)> otvoren u P)('(Y) i B& LF(U)>pa je ,.’/—‘_:j otvo-

A
ren podskup prostora P, (YY) i, buduli da Je F:P;C(X) ——?P}((Y)

o . A . . . :
508 neprekidno, to je F kvocijentno preslikavanje.//
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PERFEKTMA (SAVRSEWA) [ TRI KLASE SLABC
OTVOREMIH VISEZMACHIH PRESLIKAVAIJA

U paragrafu 4.l1l. dat je pregled nekih klasa jednozna-
gnih preslikavanja, koje sadrfe kvocijentna, a sadrZana su
u otvorenim preslikavanjima.

Perfektna preslikavanja (viSeznadna i jednoznalna) po-
seduju vrlo dobra svojstva. Ona su dosta proulavana, te Ce
u ovom radu biti tek pomenuta neka od njihovih svojstava.

U paragrafu 4.2. daju se neke karaskterizacije perfektnih
videznacnih preslikavanja (4.2.2., 4.2.3., 4.2.4.).

Po analogiji na jednoznadna preslikavanja, koja su
pobrojana u 4.1., uvode se tri Klase viSeznacnih preslika-
vanja. Ove tri klase slabo otvorenih preslikavanja uvede-
ne su propozicijama &4.%.1., 4.%3.2. i 4.%3.3. Pored propo-
ziclija 4.3.1., 4£.%3.2. 1 4.3.3. u paragrafu 4.3. dokazuje
se Jedno tvrdjenje za viseznacna preslikavanja, a koje
je sli¢no sa jednom lemom A,H.Stone-a [?BJI(Pr. 4,3.4,)

1 uopstava se, donekle, Jedan rezultat V.J.Mancuso-a [?i]
(Prop. 4.3.7.).

U poslednjem paragrafu ove glave, govori se O proizvo-
du viSeznadnih preslikavanja. Neki poznati rezultati su ne-
Sto proSireni i dokazuju se koriSéenjem rezultata glave 3. |
(videbti #.4.3., 4.4.4,, 4.4,5,, 4.4.6,), Teorema 4.4.9.

odgovara teoremi koja vazi za Jednoznada preslikavanja.




05,

4 1 BI-KVOCIJENTNA, PREBROJIVO BI-KVOCIJENTNA 1
NASLEDNO KVOCIJENTNA JEDNOZNACNA PRESLIKAVANJA

U ovom paragrafu daje se pregled nekih klasa jednoz-
nadnih neprekidnih preslikavanja, koje su sadrzane u klasi
kvocijentnih, a sadrze klasu otvorenih preslikavanja. Pobro-
jana dole preslikavanja su dosta proucdavana u novije vreme 1
jos se proulavaju. Ona poseduju vrlo interesantna svojstva 1
od razliditih autora dobijeni su znafajni rezultati u vezl
sa ovim preslikavanjima. Navedimo neke od tih: E.lMichael
[28], [0l [32]; A.avhangerskij [2] , [}, [6]: F.si-
wiec [583, R,Olson ‘:54] . Interesantni primeri u vezi sa
ovim preslikavanjima dati su u skoro izdatoj knjizi Arhan-

gel’ skog i Ponomareva ['7_] o

4,1,1, DEFINICIJA. Neka je f:X——w->Y jednoznacno
neprekidno pré slikavanje,

(1) f Jje otvoreno (zatvoreno) ako je slika otvorenog

(zatvorenog) skupa otvoren (zatvoren) skup.

(2) f je perfektno (kvazi-perfektno) ako je zatvo-
reno i f']‘(y) je kompaktan {(prebrojivo-kompaktan) skup
u X za svako y &%,

(3) £ je bi-kvocijentno ( Michael {28!) (prebrojivo-

bi-kvocijentno) ako za svako y& Y 1 svaku familiju

(prebrojivu familiju) otvorenih skupova u X koja pokri-
va £71(y)., postoji konadna podfamilija &ija slika pokrive
neku okolinu tacke Y.

(4) £ je nasledno kvocijentno ako Jje za svaki pods-

kup S od Y, preslikavanje f/f'l(S):f'l(S)—-——éS kvocijen-
tno,
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(5) £ je pseudo-otvoreno ( Arhangel’skij [21)ako
2a sveko y€Y i svaku okolinu U za £ 3(y), £(U) je
okolina za 7y.

(6 f je kvocijentno ako za B CY, B Je otvoren
tada 1 samo tada kada je f'l(B) otvoren u X (ekvivalentno

ako se red "otvoren" zameni redju "zatvoren').

Sledeéa Sema daje relacije izmedju ovih preslikavanja

otvoreno
bi~kvocijentno -.’{ | perfektno

\‘L A4
prebrojivo <. | kvazi-perfektno

bi-kvocijentno

!

nasledno-kvocijentno &— j zatvoreno

]

pseudo-otvoreno

!

kvocijentno

Pojmovi nasledno-kvocijentno i pseudo-otvoreno su ek- -
vivalentni (videti Eéi Teroma 1.). Da su inkluzije prave

u gornjo] Semi, dati su primeri (videti [28] i 'EZQJ ).

Nekada je vrlo korisno da se perfektna, bi-kvocijentna
prebrojivo bi-kvocijentna i nasledno-kvocijentna jednoznac-

na preslikavanja okarakterisu posredstvom filterskih baza.
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o
4,1.2. DEFINICIJA. Filterska baza JC je neprazna

familija nepraznih skupova, tako da ako su Fl 1 F2 1z
“ , tada postoji Faé Jff‘da je FBCFlmFg (videti
[ﬁlj str.81.).

U topoloskom prostoru X tadka x Je tacka nago-
milavanja za filtersku bazu 0[ ako je x€& F za svako
FE‘ . a % konvergira ka tadki x  ako svaka okolina

3

tadke x sadrzi neki FE?T

4,1.%, TEOREMA. Neka je f£:X—>»Y neprekidno jednoz-

nacno_preslikavanje.
(1) ([ll] str. 157.) £ Je perfektno tada 1 samo
tada sko za ma koju filtersku baquéu X i tadku ye&X

takvu da je y ‘tadka nagomilavanija za filtersku bazu
e - =1
f gﬁ) = {f(A) : AE.# }, postoji x&€f ~(y) tako da je

x __tacka nagomilavanija za(?%

(2) (E28j , Prop.2.2. ) £ je bi-kvocijentno tada
i samo tada ako za ma koju filtersku bazuvﬁu Y i tacku

y§ Y koja je tacCka nagomilavanja za ﬁpostoji xéf'l(y)

tako da je x +talka nagomilavanja za filtersku bazu
f_"'i'_iﬂ) = {f’l(B):BE*.:{G} .

(%) ([58] ,Prop.3.2.) £ je prebrojivo bi-kvocijen-
tno ako i samo ako, kad god je {An:nEN} opadajuéi niz

.y wm— =

skupova u Y 1 yeIn za svako n€N, postoji xef:'l(y)

tako da je xéf“i(ﬂﬁ) za nEN.

(&) ( {:Bc:a, Tema 5.2.) £ Je nasledno-kvocijentno

(ekvivalentno pseudo-otvoreno) tada i samo tada, kad god
je yEB u Y tada je XEf'iI(B) za neko x € £71(7).
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4.2, PERFEKTNA VISEZNACNA PRESLIKAVANJA

4.2.1. DEFINICIJA. ViSeznadno preslikavanje F:X—>Y

je Y-perfektno (X-perfektmo) ako je zatvoremo, T- kompak-

tno i poluneprekidno odozgo ( zatvoreno, X-kompaktno i po-

luneprekidno odozgo). Preslikavanje F Je perfekino ako

je X-perfektno i Y-perfektno.

Perfektna viSeznadna preslikavanja su proudavana kod

Ponomareva }:5'7], Borgesa E‘B] ) Arhangel’skog EB] i dru-
gih autora koji su se bavili problematikom viSeznalnih

preslikavanja.

Perfektna jednoznadna preslikavanja mogu se okarak-

terisati pomodéu filterskih baza ( r__ll] , str. 156. ).

Slededa tri tvrdjenja karakteridu perfektna visSezna-

¢na preslikavanja.

4,2,2. PROPOZICITA. Neka je F:X-—>Y viSeznacno pre-

slikavanje na. Tada su sledeCi uslovi ekvivalentni.

(1) F je zatvoreno i X-kompaktno.

(2) Ako jefFfilterska bazau X i yE ¥ talka

nagomilavangja za F(g‘%), tada postoji x e ¥/ (y), tako da
Jje x tadka nagomilavanda z3 J‘% .

(3) PY=GI‘(F) —> Y Jje perfektno.

DOKAZ. Ekvivalentnost uslova (1) i (%) dokazao je
Smirnov (videti [37], str. 519., takodje [ 9] str. 453.).
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”

(L) ==>(2). Weka je L filterska baza u X i
v & ¥ tadna nagomilavanja za F(;}’?}), t3. & m)
za svako AE (JL. Kako je F =zatvoreno preslikavanje
to je F(A) CF(A), pa je vy CF(A) za svako A€c7%
i F/(y)ﬁﬂ £ @ , za svako At:ji Preslikavanje F
je X - kompaktno pa Jje r(y) kompaktan skup, a "% ae
filterska baza u X pa familija 4 ) ('y) ﬂA A& 7t
ima osobinu konadnog presecanja, te je presek svih cla-
nova neprazan. Neka je x«'{-n{F"(y) A AG } Sledi
da je x€F'(y) 1 x Je.talka nagomilavanja za 27%:1

uslov (2) Jje ispunjen.

(2) =>(1). Pretpostavimo suprotno, da uslov (1)
nije ispunjen.

Siudaj (2). F nije zatvoreno. U tom slucaju posto-
5i A=k CX 1itako da je F(A) £ P(A) i neka je
J%= {A } . Ako je ¥ EE@-—-F(A) to je F’(y)(’)ﬂ. = @
1 kako Je A = A, uslov (2) mnije zadovoljen.

SluSaj (b). F nije X-kompaktno. Tada postoji y €Y

tako da F/(y) nije kompaktan skup pa postoji otvoren po-
lcrivaéﬂza F’(y) koji se ne moze reducirati na kona-
dan podpokrivad (moZe se pretpostaviti da Je Uf?Fty) £ D,
za sveko UE ZL )

Neka e .ﬁfamlllaa skupova &iji su elementi kom-
plementi unije konalno elemenata 1z “ MoZe se proveri-
ti da je ﬁ'filterska baza u X. Za svako x& F(y) pos-
toji UXE ﬂtako da'jc & CU. vpani jedno xXE&F "(y) nije

talka nagomilavanja za /i . Medjutiﬁl, za svako A& JL Je
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F’(y)m AZ @ opaje v&FA) 1 y je tacka nagomllava-
nja za filtersku bazu F (J%) pa uslov (2) nije zadovoljen.

Time je Propowicija dokazana.//

4,2.%. PROPOZICIJA. Neka je F:X—>Y yiSeznacno

preglikavanje na. Tada su sledeli iskazi ekvivalentni.

(1) F je poluneprekidno odozgo i Y-kompaktno.
(2) Ako je /3 filterska bazau Y i x €X talka na-

gomilavanja 22 F/ (3, tada posigii talka yE€F(x) tako da

je v talka nagomilavanja za 53 ‘

(3) py:Gr(¥F)—> X je perfektno.

DOKAZ., Dokazuje se na isti naéi;} kao i 4.2.2. imaju-
i u vidu &injenicu da je iskaz " F poluneprekidno 0dozgo
i Y-kompaktno " ekvivalentan iskazu _“ F/ .Y —>X Je zat-
voreno i Y-kompaktno".//

Koristedi 4.2.2. i 4.2.3. imamo sledelu karakteriza-

ciju perfektnih viSeznadnih preslikavanja.

4,24, TEOREMA. Neka je F:X—=>Y wviSeznaCno pres-

likavanije na. Tada su sledeli iskazi ekvivalentni.

(L) F e peri‘ék'bno preslikavanje.

(2) Ako jeA-filterska baza u X i y€Y tadka na-

gomilavanja za F(;)%), tada postmii x &F /(y) tako da je

X tacCka nagmmilavanja za Jf', i ako je ,,'E)) filterska baza
u Y i xeX ta?:’:ka_ nagomilavanja za F’(ﬂ) tada postoldi Y&

«F(x) tako da je y kacka nagomilavanja za ,6 .

(3) Py i Py su perfektna preslikavanja.
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. 3, TRI OSLABLJENJA OTVORENOSTI
vISEZNACNIH PRESLI KAVANJA

Motiviguéi se definicijama pi-kvocijentnih, prebrojl-
vo bi-kvocijentnih 1 pseudo-otvorenih jednoznaénih presli-
kavanja (videti D. 4.1.1.), ovde éemo, na slican nadin,uve-
sti odgovarajuéa viSeznacna preslikavanja. Prirodno je oée -~
Kivati da takva videznalna preslikavanja imaju svojstva
slidne sa odgovarajulim jednoznalnim preslikavanjima, all
se sa njima, Jjasno, ne Mogu poistovetiti. Takva je situa-
cija skoro uvek kada se 82 jedne klase jednoznalnih predje
na odgovarajuéu klasu videznaénih preslikavanja (nepreki-

dnost, perfektna, kvocijentna presiikavanja 1 druga) .

4.,%3,1. PROPOZICIJA. Neka je F:X—>Y viSeznaCno pre-

slikavanje. Tada su sledei iskazi ekvivalentni.

(1) Ako je y&Y¥ 1 ﬂotvoren pokrivad za F/(y), tada

kog@éﬁ_gmnogp F(U) ¢+ Ue Z(p_olcriva neku okolipu ‘tacke

vy u Y.

(2) Ako je vE€Y Lacka nagomilavanja za filtersku

bazu ﬁ uw Y, tada postoji XQF’(y) tako daie x tac-

. 1’1 :
ka nagomilavanja za filtersku bazu T ( ,J) L F/(B):B& 4J J

(3) py:Gr(F) —> Y je bi-kvocijentno.

DOKAZ.,

(1) ::::.577(2). Pretpostavimo da uslov (2) ne vazi, tJ.
da postoji filterska baza fju Y i v tadka nagomila-
vanja za ,:B , a za svako  X&F {(y) postoji okolina U, ta-
éke x +tako da Je U {’\F (B Y = @, za neko B c.:(/? Famili-

jafL:{UX: X & T (y)} je pokrivad za 7’ (v).
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Neka je U_ , U_ 50.., U, @& Xoga konac¢na podfamili-
X, %o X,

/;
ja iz d . Tada je Ux_ﬂ F’(Bx‘) = @ odnosno
i i

zaa 1 = 1, 2, «.., 0, & odatle

2
0 "
(UFCU .) )F‘ (mBX‘)= ® . Kako postoji Béﬁ tako da
' S T |

a n

je B an to Je ( UF(UX )) ﬂ B = @ a kako je

A4 71N A 1 .

vy&€B 1 yvy& UF(UX‘) to y(%é' int ( U F (Ux, ))pa
T 1 .4

uslov (1) nije ispunjen.

(2) ::@(l). Pretpostavimo, sada, da (1) ne vazi,
pa postodi y &Y 1 otvoren pokrivad "/d Za F”(y), tako
da ne postoji okolina tatke y koja bi bila pokrivena sa
konadno mnogo F(U) : U& 2{ Neka Je 273 familija skupova
koji su komplementi svih konaénih unija F(U) : ve ﬂ
MoZe se proveriti da Je J@filterska baza u Y.

Neka je{Ul, Ug,... ] Un} ma. kojahkonaéna podfami-
lija familije u Po pretpostavel FGUF(Ui) i y¢int

(F(Ui)} , pa Je Y& C(L}F(Ui)) =’Z—§-— i to vazi za
svako BE& ‘73 i v Je tadka nagomilavanja za filtersku
bazu ﬁ . Ako je x{F’(y) to pestoji UXE@(tako da
x¢ CU_ = CU_. Skup B = CF (U,) je element filterske ba-
ze ﬁ i v& B. Medjutim, F(CF(U:;)) = Cﬁ“’]&I1 (UX) CCTU"X=

T-'CUX?_,éx, pa za svako XEF’(y) postoji Befgtako da
'—’CéFf(B) odnosno x nije tadka nagomilavanja za filter-
sku bazu F”(%), pa uslov (2) nije ispunjen.

(5)@(2). Pretpostavimo da uslov (2) nije ispu-

njen, odnosno da posteji filterska baza jau Y i y&i,
e 7 {
tako da je y& B, za svako BC—}cﬁ, a za svako x€F(y) po-
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stoji Bxéia tako da xéF"(BX). U tom slulaju postoji
otvorena okolina U, tafke x tako da je UpD P/ (B,) =
- pg Dy- (BON= B, a odatle je 7t (BINWUXY )= 8.
Kako je x &€ F/(y), to je (X,7) epil(y) a pri tome
.
(x,7)€ p-}l(Bx) i to za svako x€F/(y), odnosno za svako
(x,7) .{_:p§1 (v). Znadi postoji filterska baza u I 1
talka y Y koja je talka nagomilavanja za & pri tome
ni jedna tacka (x,y)gp-}l(y) nije tadka nagomilavanja za

filtersku bazu p3 (f3) i py:6r(F)—> T nije bi-kvoci-

jentno preslikavanje.

(2) ::#(5). Dokaz ¢&emo takodje izvesti negacijom.
Pretpostavimo da pY:Gr(F)-_—-aY nije bi-kvocijentno, pa po-
stoji filterska baza qﬁ u Y i vy €Y tako da je ¥
tacka nagomilavanja Zza ,.';'3 a pri tome za svako
(x,57) € pél(y) postoji BXE dea (x,y)¢p_}l (Bx) od_tlo_s-
no postoje okoline U; i V° tadaka x i y respe-

J
ktivno tako da Jje

(ngv;;)ﬂp;l(Bx) - 9.

Neka je ' 1
(’.ﬁ ﬂv v & ‘W' ., B& f .

gde Je (U' baza okolina tadke y & Y. Moze se proveri-
ti da Je JJ takodje filterska baza u ¥ i da Je J

tacka naoomllavanaa 7,8 £

Tmamo sledele relacije

(W X VD N p3 (B X VD) = 2,

02N Py (BXOV;) = @, ti. UNF/(B xﬂv;) = @,

a iz poslednje relacije sledi da X Q‘F’(BXHV;.)-
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Prema tonme, postoal filterska baza gig) u Y

i vy& ¥ +talka nagomilavanja za @a pri tome za

svako x & T (y) postoji B = B, (Y V E-Jf;)) tako da

X ¢F"(B;) odnosno nije tadka nagomilavanja za filter-

sku bazu F’({/B) pa F ne zadovoljava (2). Time Je

Propozicija komplktnno dokazana. //

Sledeée dve propozicije se slicno dokazuju kao pre-

thodna propozicija 4.3.1. 1 dokaz Ce biti izostavljen. .

4.%.2. PROPOZICITA. Neka je F:X—» Y viSeznalno

preslikavanje. Tada su sledeli uslovi ekvivalentni.

(1) Ako je vy&l {U n€N} niz inkluzivno ras-

tuéih otvorenih skupova u X takvih da je F “ty)e U(Un,ni-h\),

el i g

tada postoji n&lN ta%o da je y€int F(U )
(2) Ako jJe {B : nEl\T} niz nepraznih inkluzivno opa-

dajuéih skupova u Y i tatka y& Y takva da je 7 tB

ﬂ

za svako n € N, tada postoji x&F/ (y) tako da je xeF(Bn)

za Svako né& N.

(3) py:Gr (F) —>Y Je prebrojivo bi-kvocijentno.

4.3.%, PROPOZICITA., Neka je F:X—>Y viSeznalno presli-

kKavanje. Tada su sledeCi uslovi ekvivalentni.
(1) Axo je ye& Y i UCX otvoren skup takav da

de P37 C U, tada je ¥ g int F(UD.
(2) Ako jeye¥ 1 BCLCX takav da je ye_#ﬁ, tada

postoji x €F/(y) tako da je x&F/(B).

(2) py je pseudo-otvoreno (nasledno-kvocijent).
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7o razliku od bi-kvocijentnih, prebrojivo bi-kvoci-
jentnih i pseudo-otvorenih (nasledno-kvocijent) jednoznac-
nih preslikavanja (paragraf #.1.),  koja su sadrZana u kla-
si kvocijentnih preslikavanja, viSeznadna preslikavanja uve- |
dena preko &4.3.1., 4.3.2. i 4.%.3, ne moraju biti kvocijen-
tna vifeznadna preslikavanja ni uz dodatni uslov neprekid-
nogti, Sto se moZe videtl 1z jednostavnih primera, Iz tih
razloga nije pogodno ova preslikavanja, po analogiji sa
jednoznadnim, nazivati bi-kvocijent, prebrojive bi-kvoci-
jent, Naziv pseudo-otvoreno vifeznadno preslikavanje mogac
bi se usvojiti za preslikavanje iz &4.3.3.,, ali se mi opre-
deljujemo da, za sada, ne usvajamo nazive za ova preslika-
vanja, nego éemo reéi da su to preslikavanja sa uslovima
4,3,1., 4.3,2. ili &.3.5. respektivno.

Slededa Zema daje vezu izmedju pojedinih klasa presli-

kavanja.
otvorena perfektna
preslikavanja preslikavanja
preslikavanja 3 zatvorena

4,3.1, S I X-kompaktna

J

preslikavanja
L’f‘ 15 . 2 »

7

presiikavanja
Ll' L 5 . 3 -
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Formulacija sledeéeg tvrdjenja je istal kao 1 for-

mulacija Leme 1., A.H. Stone-a ( [581 , str.6%%. ) za Je-
dnoznadna preslikavanja. Naime, ukoliko se rec "vigeznacno"
u nasoj Prop. 4#4.3.4. zameni red¢ju "jednoznacno” i

F (yo) sa f'l(yo) ,do bija se Lema 1, Stone-a.

4,%.4, PROPOZICIJA. Neka je F:X—>Y kvocijentno vi-

Seznaino preslikavanje, X T,- prostor, ¥ T,- prostor
88 prebrojivom bazom u tacéki y, & ¥, 1 neka Je

R
{Un, nEl\Tj’ ragtuéi niz otvorenih skupova prostora X
takvih da je F’(yO)CU{Un, nEN}. Tada Je

7€ int (F(U,)), za neko n€& N.

DOKAZ. Ako Je yog:"’" Y izolovana tadka, tvrdjenje Je
jasno, pa se moZe pretpostaviti da je ¥, neizolovana tacka
prostora Y. Na osnovu 2.3.3. F’(yo) £ 9.

Kako je %’(yo)CF’(yO)CU{Un, n EN} i, ne umanjujuci
opStost, moZe se pretpostaviti da F’(yo)ﬂUn £ P za svako
n & N.

Neka je {Wn’ n¢e N} baza otvorenih okolina tacke
Yo takva da je wljw2:> ees DWW D.e. o Treba dokaza-
ti da je Wnc: 1) (Un)' za neko n & N. Pretpostavimo. SuUpro-
tno, da postoji za svako n€N talka y, & ¥ tako da je
I, e W --F(Un) i oznadimo sa B skup takvih talaka,

B ={yn, yngwni--.F(Un), n& N}. Posto je Y T,-pros-
tor, to je y0¢ B, a inace yegg, pa B nije zatvoren
skup, a takodje F’(B) nije zatvoren skup u X, buduci da

je T kvocijentno.
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G O Q, T, -
Neka je xEF (B)— F/(B). Kako je F(BYCFE'(B)
QL= j— -
to je x € FEB) odnosno F(x) C B, a kako F(x) ¢_B, to je
yOEF(x) odnosno XE&TF ’(yo) pa je x€U, , 28 neko n_.
o)
Dy
Dokazimo da Je :ce U. Ukollko X éU a’ buduci da je

XEUD‘O’ to Je xéF’( {yl’ ces ynol‘f') odnosno

F(x)({yl, S ‘, , a to je nemoguée, jer je T &7 (x).
0!
Dakle, x € U.

o
Doka¥imo da je UM TF/(B) = P, a to e bitl supro-

tno pretpostavei da Je XQ%’ (B), i time bi dokaz bio zav-
rsen.,
Ako je X G—U to je F(x )C F(Uno) pa
{F(x ) i F(x)CF (U,) za k3ng, $to znadi da
je F(x )& {3]{ k}no} @ . Ukoliko ;]e X, & F/(B) to
je F(x )C{_yl, cee 3 I } pa Je XOEF’({yl,... Ty )r),

$to je nemogule. Dakle, ako dje X GU to X ﬁ_é F’(B)a pa
je uN F’(B) = ,@3, a to Jje suprotno pretpostavc:. da je

x€ F/(8). //

4.3.5. POSLEDICA. Neka je F:X —> Y kvocijentno vi-

Yeznadno preslikavanje, X T,- prostor a Y T,- prostor

sa prvom aksiomom prebrojivosti. Tada preslikavanje F za-

dovoljava uslove #4.5. 2

Dokazaéemo tvrdjenje da se uslivi &4.5.1., 4,%3,2. 1
4.,3,3, prenose pri kompoziciji preslikavanja, a kao posle-
dicu nedto uopsteniji rezultat Mancuso-a ([25] Prop. 2.0.

str.32.),
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4.%.6. PROPOZICIJA. Neka su F:X —» Y i G ¥—> 7%

.

videznacna preslikavangja na.

(1) Ako F i G zadovoljavaju 4,3.1, to 1 GCF

gt ot i

zadovoljava #4.5.1.

(2) Ako F i G =zadovoljavaju 4.3.2. to i GOF

E = gy a

zadovoljava 4&4.3.2,.

(3) Ako F i G zadovoljaveju #4.%.3. to 1 GOF

zadsvoljava 4.%.5.

DOKAZ. (1). Neka jec filterska bazauw Z i 2z € 7
tadka nagomilavanja zaC . Kako G:Y —> Z zadovoljava
4.%5.1., to postoji yeG'(z) tako da je vy talka nagomi-
lavanja za filtersku bazu ,f8= G’( C ), a poSto Fi:X—>1Y
zadovoljava isti uslov, to postoji tacka x cF/(3y) +ako
da je x talka nagomilavaga za filtersku bazu F’( %) =
= F’(G’(C)). Posto Je yéG’(z) i x€F/(y) to Je
x € F/(G(2)) = (G—aF)" (z) i x je tadka nagomilavanja
2.8, F’(G’(C )) = (GOIF)" (G ), pa preslikavanje GeF:X—2Z
zadovoljava 4.%.1. (2), a time je dokazano (1).

Iskazi (2) i (3) dokazuju se na slican nac¢in

koristedi (2) u 4.3.2. odnosno 4.3.3.//

4.3,7. PROPOZICIJA ( | 23], P. 2.6.). DNeka su

f:X—>Y i g:Z—>Y neprekidna jednoznalna preslikava-

nja i F:Z2 —>X viZeznadno preslikavanje definisano rela-

cijom F(z) = f"l(g(z)).

(1) Ako je g Dbi-kvocijent, tada je pys6rT(F)—7X

bi-kvocijent,




69.

(2) Ako je & pseu;io-o_tvorepo, tada je py pseudo-

otvor €Nno.

DOKAZ. ViSeznadno preslikavanje F:Z2—>Y e ustva~
ri kompozicija preslikavanja g:Z —>Y i L.y —> X,

tje. F = i"']é z. Preslikavanje £ je neprekidno pa je

£~ stvoreno (i zatvoreno) pa ako je g bi-kvocijentno
i1i pseudo otvoreno to F zadovoljava 4,%,1. 1ili
4.%3.%, a na osnovu prethodne propozicije 4.3.6. 1 doka-

zano je tvrdjenje.//

v (231 P. 2.6. zahteva se da u iskazu (2) preslika-
vanje g bude kompaktno pored pseudo otvorenosti
( g"l(y) bude kompaktan skup u Z), Sto se, Xao $to se

vidi, moZ¥e izostaviti.//

4.4, 0 PROIZVODU VISEZNACNIH PRESLIKAVANJA

Ako su Xt i

ra, tada je sa

Y., tefT, familije topoloskih prosto-

X = nt Xt, odnosno Y =ﬁt pas

oznaden proizvod prostora X, odnosno Y, sa uobicajenon
topologijom (topologija Tihonova, videti [1’7] str. 154.).
Tacke pI'fc:'s‘t:fcar'a‘r[,G X, 1 Hi—,Yt’ oznacavamo sa

(Xt) i (yt), respektivno, xt{- Xt'-‘ yté Yt'-' t « T.

Sajz,}é i /“ Li oznadene su projekcije sa proizvoda

na odgovarajuée koordinatne prostore
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ar X \ ¢ X

Jii, bl oz —>% Sy () = %
Q O Q

gy A1 &7 Y _

F/L to . \ t Yto_-_% Yto 9 L/Z/ to((“gt)) = yto-

Ako su ft=Xt"_7>Yt’ t €T, jednoznadna presli-

kavanja, tada se pod proizvodom preslikavanja I, t& T,

podrazumeva preslikavanje
=iy Iy (1, z%,->TL %,

definisano sa
20 = (T, 20 (Ge)) = (20x)),  Gepdel |y %,

Neka svojstva preslikavanja f.:X, —> T, t & T,
Suvaju se pri proizvodu, a neka ne. Tako, na primer,proi-
zvod kvocijent-preslikavanja ne mora piti kvocijent-pres-
likavanje ( [10] str. 55. ,| 28} , [30] ). Proizvod bi-kvo-
cijent-preslikavanja je bi-kvocijent-preslikavanje (1;28],
T.1.2.).

Proizvod viSeznadnih preslikavanja se takodje raz-

natra (Kuratovski {18}, str. 67., Stroter (4o),P.1. 1
P.15.). |

4 4,1, DEFINICIJA, Ako Je Ft:Xt-—-:;-Yt viSeznacno pre-

slikavanje za svako t & T, tada se vifeznadno preslikava-
nje F =411, F: ﬂt Xt-r—-% ﬁt I, takvo da je za svako
T %, ) = (T2 G = Tl R,

naziva proizvod preslikavanja preslikavanja Fys t&T.

AKo Jje ﬂcnt Xt smatramo, kao i obiclro, da je

ra) = (Thy 7)) ) = U{T{t Pylxg): () € A} '
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4.4.2. PROPOZICIJA. Neka je za svako t & T,

Ft:th—-ath vigeznadno preslikavanje.i F = 1 F,

proizvod preslikavanje. Tada vaze formule!

1y ¥'- (T, 7' = T1F], odnosro
! _ f :rT
F ((xt)) = TT% Ft(xt)’ za svako (yt)C '+ Y.

w(T, &) =11, e 1 7 (A1) T, 7oY.
3 wefiy =9l eT 4 (I5H%r, -Fodky ) T

~

@) F((xg)) =11y Fylxp) - Q2F¢<xd,>xilt$ Ty |
. '
5! =11 v/ = (Mr! M, =t

DOEAZ. (1) (x.)EF/((34)) = (7, €F((x ) =TT FL (=)

:}th_Ft(xt), za svako t &T — xteFé(yt), za ¥ € T,

—> Gellr @) = P e Tl
(xt)%ﬂtFt(yt):} X, € F;(yt), za gvako t & T ==

=3y, €, (x) => el F(xy) = F(Gp))

=S e () @) DT G-

(2) Dokazuje se slicnim postupkom kao i (1),

pa dokaz

izostavlijamo.

(3) Treba uoliti da sledeta dva dijagrama komutiraju

Ty % —— >3l % Hy ,Yt——F--—-é s %y
Pl ~ 1
T l L&(&E;T W(ﬁ'fé)
X't H—#—-?Ei—% Yt Yt F——FT#_», X'b
t
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(4) Lako se moze proveritil. //

4.4.%, PROPOZICIJA. Neka su F :X —>T, viSeznacna

preslikavanja za sveko t€T i F =TI, Fo: {1y x> T,

proizvod preslikavanie. Preslikavanje F je polunepreki-
dno odozdo tada i samo tada kada je F. poluneprekidno |

odozdo za svako t&T.

DOKAZ. Kako je (videti 4.5.2. (3))
X Y

to, ako je F poluneprekidno odozdo, tada je i Ft‘:’/?}é
poluneprekidno odozdo, Jjer jej[ E neprekidno preslikava-
nje.

Preslikavanjejz% je neprekidno i otvoreno, znac¢li 1
kvocijent-preslikavanje pa prema tome 1 polukvocijent-odoz-
do, thfrf% poluneprekidno odozdo za svako t & T, pa je,
zbog Teoreme 2.1.3. (5), F. poluneprekidno odozdo pres-
likavanje. Time Je jedan smer propozicije dokazan.

Obrnuto, neka je za svako t&T, viSeznadno preslika-
vanje F,G:X_b——>Yt poluneprekidno odozdo. Da bi dokazali
poluneprekidnost odozdo preslikavanje F, dovoljno je po-
kazati da je koslika baznog skupa 1z X =TT,G ¥, otvoren
skup u X =.nt Xt’ jer je svaki otvoren skup unija baa-
nih, a kopreslikavanje prolazi kroz uniju.

Neka Je . ﬁ

We T vti)( tab, T,

tipi¥ni bazni element prostora Y.
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F/(W) = [—JF(V X | t-ﬂUXﬂX
L A Ty

i posto su F poluneprekidna 0dozdo preslikavanja, to
i
Ut. otvoreni skupovi 1 rf (W) je otvoren u X, te Jje
i
F poluneprekidno odozdo vieznacno preslikavanje.//

4.4 .4, POSLEDICA. [40] Prop. 1. str.97.). Neka su X

i Y topoloski prostori t&T, F:X~2 £ Ty vifeznadino

preslikavanje 1 F%:X-—-—?;Yt takvo viSeznadéno preslikava-

nje da Jje Ft(x) = projekcija F(x) na Y.. Tada je F po-

———

luneprekidno odozdo ako 1 samo ako je F. poluneprekidno

odozdo za svako % &« T.

DOKAZ. U ovom sludaju Je
fZX oF,

i) .t

t -_
pa ako je F polunsprekidno 0dozgo go je 1 ¥, poluneprekid-
no odozdo za svako t & T.

Obrnuto se slidno dokazuje kao i za P.4.4.3.//

44,6, PROPOZICIJA . Neka je za svako tET FoX, —> I,
vifeznalno preslikavanje i F proizvod preslikavanje pres-

likavanja Fy, t €7, Akxo je F poluneprekidno odozgo ta-

da je svako K. poluneprekidno odozgo. Obrnuto né mora da

vaZi (videti slican iskaz u [4:;3 , P.15.).

DOKAZ. Slidno se dokazuje kao i prvi deo dokaza Frop.
8.4.%. (koristi se Teorema 2.1.3. (5)).

Sledeéi primer pokazuje da obrnuto ne mora da vazi.,

Neka je X; = X5 = T = Y, = R (realna prava).

F,:X,~—>7Y,, definisano sa Fi(xy) = %9, Xy € X

FoiXy —2 1y definisano sa F2(X2) = Y5 = Ry X5 & %,
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Proizvod preslikavanje F = Fl)( Fot X1 % XZ—E’Y]_X T,
je takvo da je F(xl,xz)) = Xq X Y,.

Preslikavanja Fl 1 F2 su peluneprekidna 0do0zZgo
(ona su ustvari, neprekidna), a preslikavanje F nije takvo.

1 - : '
A= {Cyl,yg)efl)(‘fg: T2 = F7° 5’1/0} zagvoren je u I)X %5

P/a) =UfF Gpm) (71.72) €4} = { Grpxp) % X7
X, 50, X€ R} nije zatvoren.//

Obrnuto tvrdjenje za propoziclju 4.5.5, biée talno
ukoliko su prostori Yt, teT, kompaktni T2 - prostori,

Naime, vaZi sledeéi stav.

4.4.6. PROPOZICITA. ( (18] str. 67. T.6.). Neka Ju

Yis t € T, kompalktni T,- prostori i Ft:Xt""'"’\’Yt’ Y, -za-~

ftvorena vifeznalna preslikavanja. Ako su ¥y poluneprekid-

na. odozgo za svako t€&T, tada je i proizvod preslikavanje

F poluneprekidno o0dozgo.
Neka su Xg 1 T, t € T, topologki prostori,

X =TT1:X’G i Y = 'nth proizvod prostora, Ft:X.b-—-é Y'l;
viZeznadna preslikavenja i F = F.:X Y oproizvod
preslikavanja. Kao 1 obiéno (D.1.1.5.) gr (Ft) je grafik
preslikavanja F,, a oer(F) grafik preslikavanja F.
Dakle,

gr(Ft) = {(thfft)EXtXYt: yte F‘b(xt)} )

er(F) = §((x), GIEX XL ()€ F(Gxp)) b

PXt: gr(Ft)—-—} Xy s PYt:gr(Ft)—’%Y-}:

Dyt 8r(F) —> X, py:8r(F) —> 1.

(o svim ovim oznakama videti D.1.1.5.).
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4.4,.7. LEMA, Prostori er(F) intgr(Ft) su homeo-

morfni:

er(F) EOP ﬂtgr(?b‘t)'

DOKAZ. Prvo se moze videti da Je

Tz X ¢ Wth) op } Lx X 1),

Trazeni homeomorfizam je definisan relacijom

£((x0) s (7)) = ((xpr70))

Homemorfizam h za gr(F) i tler(F.) Je restrikei-

ja. homeomorfizma - f3

h = £/gr(F):gr(B) —> [ 8r(Fy).//

4.4.8. LEMA, Sledeéi dijagrami komutiraju

-1 _
Odnosno (TT pI Joh = Py i P ch = = ﬂtht

( o homeomorfizam iz leme 4.5.7.).

4,4,9. TEOREMA. Neka su F :X —> Y., 1 & T, vide-

anadna preslikavenja i F njihov proizvod. Ako 2a svako

t € F, zadovoljava uslove 4.%3,1., tada i F zadovoljava

te iste uslove.
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DOKAZ. Ako Ft:Xt_—-érYt zadovoljava 4.3%.1. tada

su Dy igr(FL) —> Y bi-kvocijentna preslikavanja, a oda-

t
tle Je preslikavanje qvxng bi-kvocijentno (E.Michael 28
t

Kako je (Lema 4.5.8.)

Dy = (ﬂtpyt )Oh ,

to je preslikavanje py bi-kvocijentno (kao kompozicija
bi-kvocijentnog preslikavanja 1 homeomorfizma), pa F za

dovoljava 4.3.1. (3).//

Dokaz se moZe izvesti i direktno ne koristeli rezul-

tat Michael-a u |28} , ali bi bio zmatmo duZi.




PREOSERIE EKTH SVOJSTAVE PROSTURR

PrenoSenje pojedinih svojstava prostora pri razlic¢itim
klasama preslikavanja je Jjedan od vaznijih zadataka opste
topologije. Proudavanjem takvih problema do8lo se do vrlo
interesantnih i znadajnih rezultata za pojedine klase jedno-
znadnih preslikavanja (perfektna, zatvorena, otvorena, bl -
kxvocijentna, kvocijentna). PrenoSenje metrizabilnosti pri
kvocijentnim jednoznadnim preslikavanjima posebno Jje priv-
ladilo pafnju pojedinih matematiCara. Tako imamo znacajne
rezultate A.H.Stone-a [38] . O0d drugih koji su se ovim ba-
vili pomenimo u ovom radu navedene ¢lanke E.Michael-a, AV,

Arhangel! skog, M.Cobana i drugih.

Problematika vezana za prenofenje pojedinih osobina pro-
stora posredstvom viZeznadnih preslikavanja srete se kod Po-
nomareva, Borgesa, Arhangellskog. U literaturi na naSem je-
zilku o nekim problemima te prirode mo¥e se nati u tezi M.IMi-
sica [33] .

Ova glava je posvelena gore navedeno] problematici. Pr-
venstveno se razmatraju razliditi tipovi kvocijentnih vise~
znacénih preslikavanja. Glavna svojstva prostora su povezanost,
lokalna povezanost, separabilnost, lokalna kompaktnost, k-

prostori, metrizabilnost.

Tabela na sledeéoj strani sumira rezultate ove glave.
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T ® l X Y T Y l “““ B
E kvocijentno | povezan T | T povezan ili
' ‘ S 1 diskretan .1.1.
i
i 4 L ) SO |
f :
L kvoclijentno lokalno pov. . lokalno pove |
4 T T 5.1-41
| L-zatvoreno | kompaktan T, | 2 Zaxn
|
kvocijentno | lokalno I T lokalno poves
: ] l 5.1-5- Fl
i L~povezano = povezan Tl Zan
| 4
— — ,_ i r —_— -
i polukv.odozyg k-prostor - k-prostor 5 5.2.1.(1#
1 Y ~kompaktno -
polukv,odozg kvazi-k-prost kvazi—k-prosl 5
;Y—prebr.komp.j. tor 5.2.1.(2)
t | 1 | |
| kvocijentno nasledno sepad T nasledno se-
| rabilan T, 1 | parabilan 5,2.4,
| .
zabtvoreno metricki T, sa pravon ' ' 5
kx-kompaktni prostor aks.prebr. metrizabilan | 5.2.9.
neprekidno |
) skoro jednoz. —
I T e , —
1kv001aento metricki T2 bez 12010% |
k-preslikava~ | prostor van.tac. metrizabilan 5e2sL0.
nje |
|polunepr.odozgj lokalno kompaj lokalno kompg- )
Y-kompaktno | ktan Ty To Ictan | 5.3.1.
4.%.1. b
- B! 1 | -
ikv001aentno lokalno kompaiTg sa prvom |lokalno komp&-
| L -xompaktno | ktan T2 aksiom.prebrkktan 55420
Y-Lindelof. |
y' R “L‘ I - J —_———n b
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5.1. PRENOSENJE POVEZANOSTI 1 LOKALNE POVEZANOSTI

U paragrafu 2.3. bilo je redi o povezanosti neprekid-
nih viSeznadnih preslikavanja. Imajuéi u vidu rezultate 1z

glave 3., dokaz sledeCe teoreme je vrlo kratak.

5.1.1. TEOREMA., Ako je P:X~>Y viSeznadno kvocijen-

tno preslikavanje, X povezan T, - prostor i ¥ T,-prostor,

tada je X povezan ili diskretan prostor.

i 4 —— el —

DOKAZ. Ako prostor Y ima bar jednu neizolovanu tac-
ku y, tada postoji x, & X tako da je F(xo) = yo(videtl
3.2.%,). Na osnovu Teoreme 2.3.3., poostor Y Jje povezan pro-

stor.

Prostor ¥ mo¥e biti diskretan, ali samo u tom slula-

ju ako je F(x) =Y =za svako xgeX.//

5,1.2., PROPOZICIJA. Neka je TF:X—>Y kvocijentno viSe-

znadéno preslikavanje, X T,- prostor sa konaénim brojem kocm-

ponenata i Y T,- prostor. Tada je skup izolovanih tacdaka

prostora Y otvoreno-zatvoren skup.

DOKAZ. Tvrdjenje je jasno ako je prostor T diskretan
ili pak nema izolovanih tadaka. Takodje je jasno da je skup

izolovanih tacska otvoren.

Neka je Y, skup svih izolovanih, a Yl skup svih neizo-

lovanih tadaka prostora Y( Y A% 1 ¥4 A @ ) i neka su
Cl, 02,...,0Il sve komponente prostora X.

Za svako y,€Y, postoji x,&X, tako da je ¥q= F(x, )
(zbog 2.2.3.). Ako je F(CON Y, £ f,%ada-za 7, & F(C) NIy
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Jje F'(yk),ﬂ C, #9128 X& F’(yk)ﬂ G, Je Tye= Flxy)
povezan, pa je zbog 2.35.h4. F(Ck) povezan. Zbog toga,
ako Jje F(Ck)ﬂ"fl A @, to je F(Ck)c Y, odnosno ako je
F(0)() X, #8 to Je F(Cy) (¥,

Neka su Ci 5 Gg,... . Q; one komponente prostora
X za koje je F(CP) (M ¥, #%,1i=1,2,...,m, odnosno
P(CI)C Y, . Tada je F (Y,)= C; (U cgu... Uc, pa e
F (YO) otvoreno zatvoren skup a, buduéi da je F kvocijent,
YO je otvoreno-zatvoren skup u Y, Sto dokazuje tvrdje-
nje.//

Prenofenje lokalne povezanosti pri vigeznadnim presli-

kavanjima srelemo kod Ponomareva EB'?] . Navodimo sledeéu

teoremu.

5.1.3. TEOREMA. (Ponomarev [ 37], str. 534. T.2.).
Neka je F:X—>Y neprekidno Y-zabtvoreno, SKOro jednoznad-

no preslikavanje na, X lokalno povezan kompaktan a_ I Tr-

prostor, Tada je Y 1lokalno povezan,

Koristeéi navedenu teoremu, mi ¥elimo da formulisemo
slidnu, koja bi se odnosila na kvocijentna viSeznalna pres-

likavanja. Tako imamo sledele tvrdjenje.

5.1.4, TEOREMA. Neka je F:X-——> Y kvocijentno Y-zatvo-

reno vifeznadno preslikavanje, X Jlokalno povezan kompaktan

—

prostor a Y T,- prostor. Tada je Y lokalno povezan.

DOKAZ. Ako prostor Y nema izolovanih talaka, tada Je
na osnovu 3%.2.2., preslikavanje F skoro jednoznadno pa Je

nale tvrdjenje neposredna posledica teoreme 5.1.%., Ponomare-

Va.
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Posto je X kompaktan i lokalno povezan to X ima
kona%’_:an broj komponenata (videti napr. D.B] T.7. str.
236.), pa je skup izolovanih tadaka prostora I otvoreno
zatvoren skup (Prop..5.l.2.). Prostor Y Je iokalno PO~
vezan u svakoj izolovanoj tacki.

Podskup neizolovanih taéaka.Yi.(; Y Jje takodje
otvoreno-zatvoren skup, a preslikavanje Fl:X—4%9Y1 defini-
sano relacijom Fl(x) = F(x)(ﬂ\'Yl je skoro Jjednoznacno ne-
prekidno, te su zadovojeni uslovi teoreme Al 1 Yl je
lokalno povezan, a odatle i X je lokalno povezan pros-

tor.//
5.1.5. TEOREMA, Neka je TF:X—->Y viSeznaCno Y-poveza-

no kvocijentno preslikavanje, X lokaino povezan T, - prostor

a Y T,-prostor. Tada je Y lokalno povezan.

DOKAZ. Dovoljno je dokazeti da je Y lokalno povezan
u svako] neizolovanoj tacki.

Neka je vy, & Y neizolovana tacka i V, otvorena oko-
lina tadke Yo+ Da bi dokazali da Jje Y lokalno povezan u
Yo dovoljno je dokazati da Jje svaka komponenta C podsku-
pa V_ otvoren skup (videti [18] 7.4 str.2%6.). Kako je 7,
neizolovana tacka to (videti 5.2.3.) postoji x & X ‘tako da

o .
je F(x_) = y,. Neka je U = F'(V,) otvorena okolina talke

o

. Q v .

x, i C komponenta skupa V,. Jasno da je F/(C)CU,. DokaZi-
s ef . O’ .

mo da je F/(C) otvoren skup. Neka je x€F/(C) i C,  kom-

ponenta U_ koja sadrzi tadku x. Kako je X lokalno povezan

to je C_ otvoren skup i naravno povezan. Pod3to je F IY-po-

vezano preslikavanje to Je F(CX) povezan (videti 2.3.4.), &

pri tome F(C_IMNC £ @ (jer je F(x) CC) pa Je F(C,) CC od-
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g .
nosno C (:F (C) i TF'(C) je otvoren skup. Kako je T
kvocijentno i F (¢) otvoren to je C otvoren(53 1.%.)

(2)). Znadi Y Jje lokalno povezan u gvakoj neizolovano]

tadki pa i lokalno povezan.//

5.1.6. POSLEDICA. Ako je f:X—>1 kvocijentno jeds

noznadno preslikavanje 1 X lokalno povezan prostor, tada

Jje Y 1lokalno povezan.

5 2 VISEZNACWNA SLIKA K-PROSTORA, KYAZT~%=PROSTORA
I METRICKIH PROSTORA

0 k-prostorima i kvazi-k-prostorina bilo je recdi u

paragrafu 2.2. ovog rada (videti D.2.2.4). Ovde e biti do-
kxazano da se svojstvo biti k-prostor 1 kvazi-k-prostor cu-

va pri nekinm vrstama kvocijentnih viSeznadénih preslikavanja.

Napomenimo da se u definicijama k-prostora i kvazi-k-

prostora ne pretpostavlija da su prostori T2. U tome se re-

zultati ovog paragrafa razl:l_kuau od rezultata mog rada D—I-Llr.]

Helols TEOREMA Neka je F: X‘%Y videznalno preslika-

vanje na. Tada vaze aledeéa tvrdjenja.

(1) Ako je P Y-kompaktno polukvocijentno odozgo i

X k-prostor, tada je X K-prostor.

(2) Ako je P Y-prebrojivo kompaktno polukvocijentno

odozgo i X kvazi-k-prostor, tada je i ¥ kvazi k-prostor.

TOKAZ. (1). Neka je B k-zatvoren podskup u Y. Treba

dokazati da je B zatvoren u X.
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Uodimo proizvoljan kompaktan skup K X. Kako je
F Y-kompaktno i poluneprekidno odozgo, to je F(K) kom-
paktan u Y (videti 2.2.1.), pa Jje BNF (K) zatvoren u
F(X). Definidimo preslikavanje Fl:K-—;?ﬂFCK) relacijama
F.(x) = F(x) za x€K iF{(y) =P (MNEK, za yeFE).
Preglikavanje Fl je poluneprekidno odozgo. Stvarno,ako
je Q zatvoren skup u F(K) tada postoji zatvoren skup
Q; u Y tekav da je Q = Q{) F(K). Ali tada Je P, (Q)=
F! QM FE) = FI(QNFE) NEK = F(§) N K (posled-
nja jednakost sledi iz formule (6), 1.2. ) i F{(Q) je
zatvoren u K, &to dokazuje poluneprekidnost odozgo pres-
likavanje Fl. Napomenimo da ovde nije od uticaja kompak-
tnost skupa K niti Y-kompaktnost preslikavanja F. Dak-
le, ako je B k-zatvorenu Y 1 K kompaktan u X ¢to
je BMP(K) zatvoren u F(K) i ¥i(BNF(K)) = F/(B)MN K za-
tvore u X, a posSto je X k-prostor 1 To vazi za svakli ko-
mpaktan skup K iz X to Je F/(B) =zatvoren u X pa Je
B zatvoren u Y, Jjer Je \F polukvocijent odozgo. Time je
dokazano (1).

(2) Dokazuje se slidno, eko se iskoristi definicija

Jvazi-k-prostora (D.2.2.4.) i odgovarajuée formule.//

5.2.2. POSLEDICA. Neka je F:X—> Y viSeznacno Y-kom-

paktno polukvocijentno odozgo preslikavange. Ako je X sa

prvom aksiomom prebrojivosti (posebno metridki) il1i lokal-

no kompaktan prostor tada je Y k-prostor.

DOKAZ, Svaki prostor sa prvom aksilomom prebrojivosti
(posebno svaki metridki prostor) ili lokalno kompaktan pro-

stor je k-prostor, pa je zbog 2.2.1. X k-prostor.//
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5-2.5. PROPOZICIJA. Neka Je oo Y PO];ukVOgijen-j-

tno odozgo k-preslikavanie, X Xk-prostor, a Y TQ'ETO“

stor. Tada je T perfektno presiikavanje.

DOKAZ. Preslikavanje F Je poluneprekidno odozgo,
X-kompaktno i Y-kompaktno (jer je k-preslikavanje D.2.2.4).
Na osnovu 5.2.1. Y je k-prostor. Znali Ff:.Y —> X je za-
tvoreno k-preslikavanje Xk-prostora ¥ na X, pa Je ¥
poluneprekidno odozgo (T.2.2.7). Prema tome, (F’)’ = F je

zatvoreno, pa je F perfektno preslikavanje.//

Prostor X je separabilan ako sadrzi svuda gust pre-

brojiv deo, a nasledno separabilan ako je svaki njegov pod-

prostor separabilan. Separabilnost i nasledna separabilnost
se prenosi pri neprekidnim jednoznadnim preslikavanjima na.

7a viSeznadna preslikavanja to ne mora da vazi.

Sledeée tvrdjenje, posle rezultata glave 3., dokazuje

se Jjednostavmno 1 kratko.

5.2.4, PROPOZICIJA. Neka je TF:X-—3> Y viSeznalno_ kvo-

cijentno preslikavanje, X T,- prostor, a ¥ T;- prostor

bez izolovanih tadaka. Ako je X nasledno separabilan, ta-

da je 1

Y nasledno scparsbilan.

DOKAZ., Iz pretpostavke u iskazu za preslikavanje

F:X~—> Y postoji domen jednoznadnosti X, X5

XO = { x&X: Plx) - jed_noélan} .

Preslikavanje F/X :X_ -——-% I Je jednoznalno neprekidno

i na (videti 3.2.4.). Kako je X, nasledno separabilan,to

je i Y nasledno separabilan.//
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5.2.5, POSLEDICA- Ako je X T,- prostor sa prebroji-

vom bazom (zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti), a ¥

T, - prostor bez izolovenih tadaka i viSeznadno preslika-

vanje F:X—>Y kvocijentno, tada je Y nasledno sepa-

rabilan.

Jedno od najinteresantnijih svojstava prostora je svo-
jstvo metrizabilnosti. Raszresavanje uslova prenosSenja met-
rizabilnosti prostora pri preslikavanjima privlacilo je pa-
nju mnogih matematicdara (A.H.Stone, Arhangel’skij, Coban,
Michael, Borges i drugi). Od mnogih rezultata koji se od-

nose na ovu problematiku ovde se navode samo neki od njih.

Navedimo dva znadajna rezultata A.H.Stone-a za jedno-
znadna preslikavanja, a zatim neke neposredne posledice Zza

viSeznadna preslikavanja.

5.2.6. TEOREMA (Stone [45] , T.1.). Neka je feX—>Y

zatvoreno neprekidno jednoznaéno preslikavanje, X metrilki,

a_Y T,~ prostor. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni.

(1) Y =zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti,

(2) Za svako y Y, f"l(y) ima kompaktan rub,

(3) Y je metrizabilan.

Neposredna posledica navedene Teoreme Jje ta da se met~
rizabilnost prenosi pri perfektnim jednoznalnim preslikava-
njima.

Drugi znadajan rezultat A.H.Stone-a je sledeCa teorema.
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5.2.7. TEOREMA (Stone [1-1-5}- , T.3.). Neka je

f:X—> Y kvocijentno Jjednoznadno preslikavanje, X loka=-

lno komapaktan separabilan metriclki prostor, a Y T,-pro-

stor sa prvom aksiomom prebrojivosti. Tada je ¥ lokalno

kompaktan separsbilan metricki prostor.

5.2.8. POSLEDICA (Stone [45] ). Ako je f£:X—>Y kvo-

cijentno preslikavanje, X separabilan metric¢ki prostor,

a Y regularan sa prvom aksiomom prebrojivosti, tada Jje

Y separabilan metricki prostor.

Koristeli navedene teofeme 5.2.6., 5.2.7. 1 5.2.8.
kao i rezultate paragrafa 3.2. ovog rada, mogu se formu-
lisati iskazi koji su neposredne posledice navedenih teo-
rema Stone-a, a odnose se na viSeznalna preslikavanja. Na-

vedimo neke od tih posledica.

5,2.9. POSLEDICA. Ako je F:X—=—>>Y zatvoreno X-kompak-

tno meprekidno skoro jednoznalno preslikavanje na, X met-

ridki prostor, a Y T,- prostor sa prvom aksiomom prebro-

Jivosti. +tada je Y mebtrizabilan,

DOKAZ. Na osnovu 3.2.1o. sledi da postoji domen jedno-
znacnosti preslikavanja Xo preslikavanja F. Podprostor Xo
je metridki prostor, a preslikavanje F/XO:Xow—JarY zadovo-
1ljava sve uslove T.5.2.6. pa je Y metrizsbilan.//

5:2.10. POSLEDICA, Ako je F:iX=——>7Y kvocijentno

k-preslikavanje, X metricki prostor, a ¥ T,- prostor

bez izolovanih tadaka, tada je Y metrizabilan prostor.
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DOKAZ. Na osnovu 5.2.3%. preslikavanje F Je perfek-
tno, a zbog %.2.4. postoji domen jednoznacmosti X, presli-
kavanja F. Preslikavanje F/XO:XO——farY je perfektno jJe-
dnoznacno a X  Jje metricki prostor,pa je Y metrizabi-

lan zbog 5.2.6.//

Navedimo dva rezultata Borgesa koJjl se odnose na pre-

nosenje metrizabilnosti.

5.2.11. TEOREMA (Borges [ 9] T.3.2.). Neka je F:X—>Y

perfektno viSeznaclno preslikavanje, gde su X 1 I T,- pro-

stori sa Gg dijagonalom. Tada je X metrizabilan tada i

samo tada ako e Y metrizabilan.

5.2.12. TEOREMA (Borges {9] T.4.4.). Neka je FiX—>Y

zna¢no Y-kompaktno kvocijentno preslikavanje, X lokalno

M

vise

kompaktan separabilan metricki prostor, a Y T,- prostor

il

sa prvom aksiomom prebrojivosti i sa Gg dijagonalom, Tada

je Y 1lokalno kompaktan separabilan metrizabilan prostor.

Prostor X Jje sa G§ dijagonalom ako je dijagonala

D = {(x,x)eX'){X: XGX}CX}-{X . GS skup (presek prebrojivo

otvorenih skupova).

5.3. SLIKE LOKALHNO KOMPAKTNIH PROSTORA HEKIH
KLASA VISEZNACHIH PRESLIKAVANJA
Lokalna kompaktnost se prenocosi pri bi-kvocijentnim jed-
noznacnim prcslikavanjima( E28] Prop.3.4.). Mi uopStavamo
ovaj rezultat za viSeznacna preslikavanja.

5.%.1., TEOREMA. Ako je X lokalno kompaktan Tl-_prostorj

Y T2— prostor i F:X-—»Y poluneprekidno odozgo Yngggpaktno
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viseznadno preslikavanje, koje zadovoljava uslove

4.3.1., tada je Y lokalno kompaktan.

DOKAZ. Neka je v proizvoljna taCka prostora Y.
Kako Je X 1lokalno kompaktan, to za svako xeF‘(y) po-

stoji kompaktna okolina K tacke x. Familija
- [ . [,
ﬂ = {mt (K ): x&€F ()}

je pokrivad za F!(y).

Kako je F poluneprekidno odozgo i Y-kompaktno, to
je F(Ki) kompaktan skup (videti T.2.2.2), a posto F za-
dovoljava 4.2.1. to konadno mnogo F(int Kx)’ pa i F(Kx)7
pokriva neku okolinu V tadke v. Znadi yigint(LJ{?GKxi),
i = l,...,n} ) =V, a pri tome jeU{F(Kxi), i=1;...,n}

kompaktan skup i sadrzi okolinu V tacke y i V Je kom-
paktan skup, to je Y lokalno komapktan.//

5.3.2. POSLEDICA. Lokalna kompaktnost premosi se pri

otvorenim poluneprekidnim odozgo Y- kompaktnim preslikava-

njima i pri perfektnim viSeznacnim preslikavanjima.

DOKAZ. Sledi na osnovu dijagrama u parégrafu 4.2.//

5.3.%. PROPOZICIJA. Neka Jje F:X—S»Y viéeznaénqi_Y-gom—

paktno X-Lindeldfovo kvocijentno preslikavanje, X lokalno

prebrojivosti. Tada je Y lokalno kompaktan.

DOKAZ. Podto je F kvocijentno X je lokalno kompak-
tan, a Y Jje prostor sa prvom aksiomom prebrojivosti, to

preslikavanje F gzadovoljava uslove 4.%.2. (videti Posle-

dicu 4.3.5,),
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Dokazimo da F zadovoljava uslove 4.%.1., a time
bi bilo dokazano nase tvrdjenje s obzirom na Teoremu
5.5.1.

Neka je y&€Y proizvaeljna tacka i'Zprroizvoljan poO-
krival za F*(y). Posto je F X;Liﬁdelﬁfovo to je F,(y)

Lindelofov prostor pa postoji prebrojiv pod pokrivad

(U@ neN b pokrivata ¢4 . Neka je V v, .3
in.n&}po ivaca . Neka je Il_q 5+ Jasno
da Je Vﬁ niz inkluzivno rastucih otvorenih skupova i

Ff(y) < U{Vn, I:LGN}‘ . Kako F =zadovoljava 4.2.2. to

Je ¥y & int (F(Vn) za neko n& N, pa konadno mnogo F(U))UE
pokriva neku okolinu tacdke ¥y, odnosno F =zadovoljava 4.2.1.

Time Jje dokazano tvrdjenje,//
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