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PREDGOVOR

Teorija igard se grubo mo¥e opisati kao matenatidka
teorija konfliktnih situacijd. Kako treba shvatiti ove
reci ? Jedan, dva ili visfe ucesnikid u igri (igrads) bi-
raju po jedan element odredjenog skupa (donose odluke,
vuku poteze) i kads je %o biranje zavrdeno, u zavisnosti
od toga u kojoj se zavrsnoj poziciji nalaze, igradi do-
bijaju odgovarajuée "isplate" (videti npr. [E2] ), Pri
tom se,razume se, interesi pojedinih igradd, uopite uzev,
ne poklapaju ; oni su, dakle, suodeni sa konfliktnom situ-
acijom. Izuzetak dine igre sa Jednim igradem - tada ge
odluke tog (jedinog) igrada usmeravaju naprosto na gtie
zanje u za njega najpovoljniju zavrinu poziciju. Imajuéi
ove u vidu, Jasno je da se svi ekstremalni zadaci u meste-
matici (dakle problemi linearnog i nelinearnog programi~
ranja, varijacionog raduna, optimalnog upravijanja i si,)
mogu shvatiti kao problemi u vezi aa igrama ga jedninm
igradem. Razume se, za teoriju igari, stricto gensu, su
od interesa prvenstveno igre sa dva ili vige igrada,

lgre se mogu klasifikovati na razne naéine: po broju
igreda koji mofe biti konadan, ali i beskonalan (razmatra-
Ju se dak i igre sa kontinuumom igradi - videti R 5] ),
Po prirodi skupovl iz kojih igradi biraju elemente (tzv,
slkupové strategijl) - naime, i skupovi mogu biti konadni
1 beskonadni, kompaktni ili nekompaktni, diskretni ili ne
(videti odeljak 1.1.). Spomenimo samo da se relativno je-
dnostavno (i prirodno) mogu pojaviti igre u kojima je broj
. strategijd vedi od kontinuuma, Pored toga, od znadaja je
da 1i igradi biraju strategije u diskretnim razmacima vree
mena ili neprekidno (u poslednjem sludaju dobijaju se tzv.
diferencijalne igre). Va’nu ulogu v igri igra i informge
cija tJj. koliko je igrad upoznat sa delovanjem drugih i-
gradf. Po ovom csnovu, igre mogu da se podele na igre sa
potpunom i igre sa nepotpunom informacijom (videti npr,

[42] )

A .
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Vazan kriterijum u klasifikaciji je i da 1i Je igra-
¢ima dozvoljenc da sklapaju tzv. koalicije radi uspedni-
Je igre, te imamo kooperativmu i nekooperativau teoriju
igarsa, Odredjenu ulogu igra i pitanje da 1li su dozvolje-
ne tzv. "bofna pladanja" (side payments) Zto pralktidno
znaci: da 1i jedan igrad sme drugima da d& deo svoje do-
 biti da bi oni uskladili svoju igru sa njegovim %eljama ?
U ovom radu &e biti posmatrane samo nekooperativne igre

(dobar pregled metodd i rezultati kooperativne teorije
igara mofe so nadi npr. u [0 4] . [R 5] J

Postoji, medjutim, jedna va¥na klass igarfd za koje
se pitanje kooperativnosti uopite ne postavlja - to su
igre dva igrada sume nula, ili kako ge Jos nazivaju, antg-
gonistilke igre. To su igre dva igrada u kojima je u sva-
koj zavrinoj poziciji zbir isplaté igradima Jednak nuli, .
Intuitivno je Jasno da u takvo]j igri igradi nemaju zasto
da se udruZuju u kosliciju - svakon uveéanju isplate jed~
nom od njih odgovara jednako unanjengje isplate drugomn, |

4naajan deo ovog rada je posveden antagonistidkim igraw
IR&

Od primend teorije igar8 van matematike pomenuéemo
samo primene w ekonomiji i voJnim naukema (videti npr.

M 7] ) y & zadrfademo se na nekim primename unutar dry-
gih matematilkih oblasti . Pokazade se da ge reznim mate-
matidkim problemima mo%e dati "igrovna® formulacija, isko
na prvi pogled oni sa teorijom igard nemaju nileg zajed-
nidkog. Naravno, time ne tvrdimo da Jge ovakvo "avodjenje"
uvek korisno i opravdano sa praktidne taflke gledista,

ali i sama moguénost svodjenjs opravdsva interes za teo=
riju igaré.

Sveki problem linearnog programiranja se svodi na (ma-
tri&nu) igru (i obrnuto - videti [D 3] v V1] D). I vide
od toga, svaki problem konveksnog programiranja moZe se
formulisati i kao problem iz teorije igarad, &to neposred-
no sledi iz teoreme Kuhn-a i Tucker-a (vidsti [P 1] ),
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Neka f ¢ R - R 3 posmatrajmo slededu igru: igrad
P, bira pozitiwan broj a, zatim igrad P2 (znajuéi Bta je

Py izabrao) bira pozitivan broj b . Posle toga igrad Py

bira realne brojeve x i y tako da je |x=-yl « b, Uko-
liko je |f(x)-f(y)l < a pobedio je P, ; inale pobedjuje

Pi' Nije tesko videti da igrad P5 moZe sigurno da pobedi

ako i samo 8ko Je funkcija f uniformno neprekidna na R.
Na slican nadin se "igrovno" mogu izraziti obidna nepre-
kidnosgt, periodidnost, monotonost funkeciji.

Neka je S neprazan skup i neka je F neka familija pre-
slikavanjé skupa 8 u samog sebe. Igral P, bira £ € F, a

Pz, znajuéi 8ta je izabreo Pl, bira x € S, Pobedjuje P2

ukoliko je f(x) =x , inade je pobednik Py« Jasno je da P,

moZe sigurno da pobedi sko i samo ako sva preslikavanja
iz familije F imaju fiksnu talku. To je npr. siudaj kada
Je 8 n~dimenzionalna zatvorena kugla, a P familija nepre-
kidnih preslikevanjd S u S8 (videti npr. [K 2] ).

Neks je [ neprekidns reslna funkecija definisansg na
‘zatvorenom intervalu I, Igrad Pi bira n+l brojeva

8,189 «se 48 8 igrad Pa,znajuéi za udinjen izﬁor, brogd
X iz intervals I. Tada igrad Pl plaée igradu Py lznos

.

- £(x) -8 =81X~.e0 =8 %X | o Vidi se da Je ovde optimal~

na strategija igrada Py ustvari birenje koeficijenaté po-

linoma ﬁajbolje (ravnomerne) aproksimacije za funkciju £,

dok Jje vrednost igre naprosto norma razlike funkecije £ 4
tog polinoma,

Razmobrimo sada slededu igru: igrad Pl bira prirodan
broj m. Znajuéi sta je P, izabrao, P, bira: prirodne bro-

Jeve x 1 y, prirodan broj n =3 i cele brojeve zZ4 4 oo ' 2.,

UVkoliko Je xn-&»yn- z‘{’ - oue ng = O pobedjuje P, , a
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inade Pl. Jasno Jje da Pl gubi ako izabere m¥ 1 : tada de
I:"2 uzeti npr. xﬂymzlazeul,nm,% 1 zau...uzmw{}.iﬁem
djutim, s8ta sko igrad Pl izabere m=17 Tada odgovor zavi-
8l od odgovora na cuveni Fermat-ov problem,

Navedimo jo8 samo jedan primer (ovaj primer pripads
fingkom matemstifaru J.Hintikka)., Neka je data slededa
formuls

(V X )(33’) H(x}'.?')

gde Jje H relscijsko slovo duZine dva. Interpretirejmo ovo
8lovo kao binernu relaciju H nekog (nepraznog) skupa 8 i
posmatrajmo igru u kojoj igrad Pl bira € 8 = Pny zng-

Juéi vrednost £, bira # ¢ S. Ukoliko % i'§ Jesu u relaci-
Ji i pobadjuﬁe”Pé, inade Pl. Tada je oligledno da igrad Pé

moze sigurno da pobedi ako i samo ako Je gornja formuls
istinita pri uolenoj interpretaciii. Nije tedko videti da
se slilna "igrovna" formulacija mo¥e dati i za druge for-
mule u preneksnoj normalnoj formi. Neke primene teorije
igaré u matematilkoj logici mogu Be nadi u Slanku B 1.

latorija teorije igard podinje praktiZno 1943, gadiné
kede je izadla monografija J.von Neumann-a i OMorgensterne
-a [N 4}, Pre tog vremena Jje bilo objavljeno samo nekoliko
radové iz ove oblasti (videti npr. [21] , [N 2] ), dok po-
sle 11 svetskog rabta interes za teoriju igard neprestano
ragte. Veé 1959, godine bibliografija teorijée igsra (vi-
deti [T 1] )broji preko 1000 naslov8. Danas izlazgi i poe
seban dasopis "International Journal of Game Theory" koji
objavljuje iskljudivo radove iz ove oblasti, pored mnogih

drugih u kojima se pojavljuje dosta dlanakd iz teorije i-
gars.,

Prve glava ovog rada ima uvodni karakter i tretira rage
na osnovna pitanja (egzistencija re¥enjl, nalaenje rede-
njé, kerakterizacija redenji) koja se u daljem izlaganju
dosta koriste. Uvodi se nelinearni i linearni problem kome
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plementarnosti i dokazuju neka svojstva redenja tog pro-
blema (uporediti npr. sa [B 1] ). Izlo%eni materijal se
moze naéi w reznim monografijama iz teorije igara. Med ju=~
tim, pristup Jje ovde drukdiji: istovremeno se uvode i
antagonisticdke i neantagonistidke (konadne i beskonadne)
igre i pojam ravnoteZne tadke (odnosno, kako se poneksd
kaZe, "resenja") se daje za obe klase igarad odjednom.
Treba spomenuti da se u celom radu razmatraju iskljudi-
vo igre dva igrada (izuzetak &ine odeljei l.l. 1 1e24) o
Primer l.2.3. je originealan.

Druga glave sadrZi definicije spektra lgre i kratak
prikaz ranijih radovd sa ovom tematikom (odeljak 2.4,) .
S obzirom da je pojam spektra igre definisan samo za
"kvadratne" igre u odeljku 2,2, se pokazuje da se takve
igre u odredjenom smislu "Zeato" javljaju kao "podigre"
bimatridnih igard. Pokazuje se takodje da skup svih bi-
matricnih igari koje imaju konadno mnogo ravnote¥nih
tadakf sadrii podskup koji je otvoren i svuda gust u
prostoru 8vih bimatridénih igars. Sli&no térdjenja se u
odeljku 2.5. dokazuje za klasu matridnih igaré. Dokagzi
ovih tvrdjenja su originalni ; dednestavniji su i u iz~
vesnom smislu elementarniji od postojedih (videti NPT

H2] i [M1 ,gde se za dokaz koristi teorija MOOFo~
strukosti) jer koriste jedino matridnu algebru i teori-
Ju polinom&, Na krsju glave se formuliZe problem &ija
refenja izloZena u daljim glavanma predstavljaju origi-
nalne rezultate aubora.

Treéa glave sadrii reSenje poestavljenog problema za
klase bimatridnib i matridnih igarf i predstavlja origi-
nalan doprinos autora. Dokazuje se takodje ds su zaista
nadjene sve veze izmedju spektra igre i njenog "resdenja',
Tadan smisao ovih redi sadrian Je u teoremsma 3.2.4. i

Z¢dede 0dnosno 3.3.4, 1 3,.3%,5,

Cetvrta, poslednja glava daje redenje postavljenog
problema za klasu igarf na jedinidnom kvadratu i to za
b B
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neantagonistidke (odeljak 4.2.) i antagonistidke igre
(odeljak 4#.%.). U sludaju neantagonistidkih igarf odgo-
vor Je potpun (teorema 4,2.2,) dok jedino za antagoni-
sticke igre na jedinifnom kvadratu nije dokazana potpu~
nost dobijenog odgovora. Kao i u treéoj, rezultati u
cetvrto] glavi su originaglni.

Na kraju dajemo nekoliko napomenéd o korisdéenim oz-
nakama. Radi kratkoée, izostavljamo objadnjenjas za Si-
roko rasprostranjene oznake (npr. za skup prirodnih
ili za skup realnih brojeva) kao i za oznake uvedens u
definicijama ili u tekstu rada,

- Kraj dokaza teoreme i kraj definicije oznadavamo

858 .

- Matricu dobijenu transponovanjem matrice A ozna-
cavamo sa A',

~ Btrategije (u konalnim igrama) zapisujemo u obliw
ku n-torke realnih brojevd., Ukoliko strategiju upotre-
bljavamo u matridnim formulams podrazumevademo da je
napisana u obliku vektora - kolone. U radu se razmatra-
Ju iskljulivo realne matrice i vektori i to se desto
ne naglasava posebno. | 4

- Sve matridne nejednakosti se podrazumevaju “poe-
komponentno” Sto znaldi da za matrice A= [ﬁij] i

B m [bij] istog formata A=< B znadi naprosto

aijﬁ bij 3& 8?3 i’a'

- Literatura (na kraju rada) je sredjena abecedno
1 numerisana po poletnim slovima prezimena autorf, Ta-
ko su npr. radovi sutord &ija prezimena podinju slovom
H numerisani [H1] , [H2] itd. Ukoliko ima viSe koa~
utord uzeto Jje podetno slovo prezimena prvog autora.

- Teoreme, definicije i primeri su numerisani po

odeljecima, Tako je npr. teorema 3.,3.4, detvrta teorema
u odeliku 3,3,

- Formule se numerissne u okviru odeljakd, ali bez
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oznadavanja odeljka. Time Je pisanje uproséeno, a ne gubil
se nista, jer su pozivanja na formule iz drugih odeljaké
veoms retka,
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l.1. Osnovne definiciie

Mada &e u najvelem delu rada biti redi o igrama dva
igraga, u ovom i narednom odeljku éemo se baviti i igrama
vise igradé, kako bismo ukazeli na slidnosti i istakli ra-
zlike koje medju njims postoje. Sem toga, u daljem lzlagaw
nju definisademo i rezmatralemo samo igre u normalnoi forw
mi. Svodjenje igard datih u poziciono] formi na normalnu
formu izloZeno je na primer w [A3] , K7, v 4.

D

| ]

FFINICIJA 1.1.1. Igra n igrada PiyeeeyPo (n=2) je ure-
djena 2n~torka (Al,..*,ﬁn,Kl,...,Kn) gde su Aj,¢00,A Dne-
prazni skupovi a Kl,...,Kn funkeije koje preslikavaju

AlX..xAn u skup realnih brojeva. Elemente skupa A nazi-
vamo &istim strategijama igraéa.Pi,'a funkeiju Ki funkci-

Jom isplate igrada Pse

Smisao ove definicije je u slededem: igraéi P,

i=1lysesyn biraju (nezavisno jeden od drugog i nelznajuéi
Sta su drugi igradéi izebrall) po jedan element im akupa

Ai. Neka su izabrani elementi A13ee0,8, . Tada isplata i~

Ex‘&au Pi iznoﬂi Ki(al,-..,&n), i Hl,--.,n;

U predgovoru je redeno da Je predmet ovoga rada ne-
kooperativna teorija igarl. Drugim redima, igradima nije
dozvoljeno da sklapaju tzv. koalicije radi uspednije igre.,
Nekooperativnu teoriju igard osnovao Je J.Nash 1951. [N 1] .

Neka je na svekom od skupova Ai dat neki O~prsten Hi
8a 8volstvima: Aisﬂi i Ri sadrii sve Jednodlane podskupo-
ve skupsa Ai.~0vo omoguduje da se na skupovims A; posmatra-

Ju razne mere ( videti [A2) ,[L 3,[B1 ,[v 2],[T1] ).

DEFINICIJA 1l.1l.2. MeSovita strategije igrada Pi J8 vero-

B
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vatnogna mera na skupu.Ai.
Neka je, dakle, R, neki O-prsten na A; (i=1,...,n)

sa navedenim svojstvims, i neka au;ll,...,;in megovite

gtrategije igradlé Pl,a..,?n. Primetimo najpre da se Eiste

strategije mogu shvatiti kao specijalan sludaj mesdovitih,
Naime, &isto]j strategiji aigihi cdgovara medovita strate-

gija lIi definisana na slededi nadin: Za SCA; e ‘_Ti(S)nO
ako a; ¢85 ; [1.(8)=1 ako 8, € 8. Jasno je da je na ovaj na-

¢in definisana Jjedna verovatnosna mera, dakle medovita
strategija. Da bismo izbegli usloinjavanje zapisa ubudube
neéemo praviti razliku izmedju distih strategijad i medovie
tih strategija definisanih na opisani nadin, jer &e iz
konteksta uvek biti Jasno o demu je red.

Pretpostavimo dalje da su funkeije Ki y L=l,..04n,

ogranidene i'marljive u odnosu na Descartes-ov proizvod
g-prstena Ry,...,R, (videti [H 3] ,[L3] ). Tada ima smisla

govoriti o matematidkom odekivanju sludajne velidine E; u
- 0dnosu na verovatnosnu meru [lejliX ..eX H,+ Oznagimo ovo

odekivanje aa'Ei(}ll,...,lln). Na ovaj nadin su funkcije

K, (1=1,.04,n) definisane na skupu KXo XA, gde Je

8a Zi (i=1l,...,0) oznaden skup avih-maéavitih gstrategi jé
igrada Pi‘ Ako se specijalno za sve igrsde uzmu &iste |
strategije (npr. B1yeeey8 ) ofekivanje isplate igradu P,

Jednaka Je, oigledno, uprave Ki(al,.,.,an).

U daljem &emo se zadrZati iskljudivo na sledeéa dva
sludaja: |

1° svi skupovi Al*""ﬁn' su konadni (ofakve igre na-

zivamo konadnim igrama).
2° n=2, A, =A, = [0,1] (tzv. igre na jedinisnom kva=-

dratu).,
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U prvom slulaju medovite strategije su potpuno odredje-
ne ako se znaju verovatnole pojedinih $istih strategijd. Na
primer, ako je Aluu{al,.*.,&k}‘cnda Je meSovita strategija

igrada P, odredjena sa (pl,...,pk) ; pjungl( {aj} Y 3 3=

= l,eseyk. Stoga se skup njegovih meSovitin strategliif no-

ze opisati i kao skup Sk=={(pl,..‘,pk)Ipf&ch...,pk;ao Y

'plub...-ppkanl} » Geometrijski, Sk je pravilan simpleks
dimenzije k- 1. Vrhovi tog simpleksa su tadke (1,0y40.,0),
(031y00e30)y0eey(0,0,.0.,1) koje odgovaraju redom ¢istim
gtrategijama 8198530008 U daljem éemo redovno koristiti

ovaj nacin zapisivanja meSovitih strategijd u konadnim 1w
rama., Sem toga, strategije éemo u matridnim formulema zae
pisivati kao [P «++ D]  umesto (pl,.,.,pk).

U drugom sludaju meSovite strategije su verovatnosne
mere na [0,l] . S obzirom da &emo se u daljem uglavnom ba-
viti sludajevima kada su K. neprekidne funkeije (dakle Bo-

rel-merljive) moZemo uzeti da se O - prsteni R, i R, pok-

lapaju sa U-prstenom Borel-ovih podskupova intervala [0,1] .

Mesovibta atrategija b Jo onda odredjena svojom funkoeijom
ragpodele F ¢ R~»R definisenom sa

F(B) =p({x | x=st})

(uporediti (I 1}, [Cc 3], [ 2] ). Vazi, razume se, i obrnu-
to: sveka funkecija raspodele koja jo konstanta na (~00,0) 1
na (l, +o ) definiSe jednu odredjenu mefovitu gtrategiju.

5 toga ¢emo (glidno prethodnonm sludaju) Cesto govoriti
"strategija F(t)" mesto "strategija &ija je funkeija respo=-
dele F(t)" i sl. Ako igradi Py 1 Pé odaberu redom medovite

strategije|l 1 V<&ije su funkeije raspodeld redom F i G onds
¢e olekivanje isplate biti dato formulama
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1.1
fi(}L,\f)-%& K,(5,5) dF(s)dc(t)
G0

1,1

S K,(8,t)dF(8)dG(t)
00

Hﬁzcuav)“

Napominjemo da JjednoSlani skupovi {0} i/ili {1} mogu
imati pozitivnu meru. Da bismo izbegli komplikacije sa tim
u vezi v gornjim formulama i u daljem uvek uzimamo da in-
tegral

1
g £ () (%)
O

ima smisao

-+ 00
S £(t)dr (%)

- O}

gdje Je stavljeno £(x) =£(0) za x negativno i £(x) =£(1) zs
X ol e |

l.2, Konadéne igre

dadrzetemo se najpre na sludaju konadnih igsrf. S obzi-
rom da su skupovi Al""'&n konadni, bez umanjenja opstosti
%ﬁé&mﬂ da j@ Alﬂ {lg;ua ,kl} yeeuy An“ {1,--1:3]{11} o« UkO=

liko igra& P; izabere atratagiju;iiau(pil,...,piki) s 1=

= lyeesynn Onda je olekivanje isplate igradu Pj,j-l,...,n

dato Ba
(l) KJ(HI‘."’ }lﬁ)ﬂznn- Z Kd($ljilt’an)plallilpnﬂ
8,°1 s =l "

Odavde je Jjasno da Jeo konadna igra odredjena sa nkl...kn
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realnih brojevsa Kj(al,...,an). Spacijalna, konadna igra
dva igrada Jje odredjena sg 2klk2 realna broja. Ove brojeve
moZemo "razmestiti" u dve matrice P [Pi.j] N, w[qij] formats
| klx ke tako da 39 pi:j ™ l(i,;j} ¥ qij #Kz(iid) s 1 '1,1##
""kl $ daul,.,.,kg. Stoga se obidno konadne igre dva A
- rada naziveju "bimatridne igre".

2 obzirom nsg receno, bimatridna igra se moZe i ovako

opisati: date su dve matrice istog formata klx ka, igrad
Py bira jedan broj iz skupa {l,...,kl} » @ igrad P, iz

skupa {l,...,ka} - Pretpostavimo da su Pl i P2 redom jizaw
brali s odnosno t. Isplata igradu Pi (i-yl,E) Jednaka Je
elementu na mestu (s,t) "njegove” matrice. Matrice PigQ

8e stoga obiédno nazivaju matricams isplate,

DEFINICIJA 1.2.1. Neka je data igra n igrads (Al,..ﬁ,An,
,Kl, - ’Kn) * Urﬁddﬁnu Il“tOI"k‘u (ij'l t I ’ﬁn) m@éﬂﬁtih Etra“
- %egija nazivamo ravnotesnom tadkom sko i samo ako za gvaki

i=l,.0..,n i svaku mesovitu atrategiju;ii igrads Pi vazis

Ki(gll##*’ ﬁiﬂli ’ii! ﬁi*‘l’*“’ ﬁn)é

M

= K3 figrenes fij_qs fis Bippoeees @g) C

a

Ovo znadi da nijedan igrad P; nema interesa da odstupi
od strategije ﬁi ukoliko se svi ogtali igradi pridrZzavaju
strategija ﬁl“ .oy ﬁiwl’ ﬁi+1””" ﬁn « Naravno, mo¥e sge

desiti da bi promena strateglji dvaju igrada (i11i vige ig-
rada) dovela do uvelanja isplate za te'igraﬁe. Padaeéama,
medjutim, da je ovde red o nekooperativnoj Yeoriji igaré

e da svaki igprad Samostalno donosi odluku o izboru svoje
strategije., Iz gornje definicije dakls 8ledi da je za 1gra-
de jedino razumno (uz odsustvo kooperacije) da odabery @
sovite strategije yseses i, tako da Cfigreeey i,/ bude



ravnotezna tadka.

Primer l.2.1. Posmatrajmo bimatridnu igru definisanu ma~
tricana

P = ’Q-m

Ova igra ima tri ravnoteZfne talke: to su ((1,0),(1,0)),
, (€0,1),(0,1)),((1/2,1/2),(1/2,1/2))« U prva dva sludaja
isplata je Jednaka 1l(za oba igradsa), dok u tredem slulaju
prvi igrad dobija -2 a drugi -1,

Sledeéa teorema potide od J.Nash-a [N 1j.

TEOREMA l.2.1. Svaks konaéna igra (Al,,..,ﬂ Kl""’K ) ima

barem Jjednu ravnoteiZnu tadku.

Dokaz : Neka je A; = {l,...,k;} 4, i=1,...,n i neka je

84 Ki"sk. oznaden skup meSovitih strategijé igrala P., Ne-
i

ka Jje (ul,...,LL ) proizvolina n-torka mesovitih atrategljs

pri demu Je W€ Sk s i=l,ss.,0 i neks Je skup
M(‘ll"""ln) podskup skupa Sk X ...a<5k dafiniaan Bas

M( “olgtiiy un) o
“{(Vl*.‘.‘vn) ﬁi(pljillgpimlﬁviiui+1!*"$un)#
w HAaX Ei( ulf"'? piﬁlig’ui‘*l’*." “n)t iﬁli**"n}

5 obzirom na neprekidncat K. 5 im l,..‘,n.na kompaktnom sku-

pu Skiﬁ eoo X8, skup M(}ll,,,.,;ln) Je dobro definisan i
n
uvek Jje neprazan, Imejuéi u vidu da Je funkclj& Ki linearnsa

po svako] promenljivoed ponaosob i da su skupovi Sk. konvek-

sni zakljulujemo da Je M(ul,..*,}Ln) takodje konveksan i
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zatvoren skup. PridruZujuéi tadki (Lll,..., Lin) skup
M(Lil,...,pln) dobijamo viseznadno preslikavanje skupa

S, X see X B u sebe (odnosno, "obidno" preslikavanje

k k

L n

tog skupa u njegov partitivni skup). Pored pobrojanih oso-
bind, ovo preslikavanje je i poluneprekidno odozgo, sto
neposredno sledi iz neprekidnosti funkcijé K;, i=1,...,n.

Po Kakutani-evoj teoremi o nepokretnoj tadki (videti [K 1},
[P 11 ) postolji tadka ( ﬁl""’lin) takva da (}11,...,‘In)e

EM( ﬁlt#tc, ﬁn)I NQ t&d& 28 i“l,'fﬂr’n V&ﬁi:

Ki( ﬁlgnug' ﬁn} “éﬁgﬁsﬁkxi( ﬁl,nt-, ‘Ii“l,g ¥ ﬁi+1,ltt' ‘i}'_‘l)
i

Bto znadi da je ( ﬁl"“’lin) ravnoteZna tadka,

Prethodna teorema (i njen dokaz) ne daju niksksv nadin
za (makar i pribliZno) nalafenje ravnoteZnib tadakd. Iz nje
se takodje ne moZe nidta zakljuditi o strukturi skupa rav-
notezZnih tadské, Slededée teoreme posvelene su ovim pitanji-
A »

DEFINICIJA l.2.2. Neka fi : R — R y b ml,eeeyiis FPod nelim

nearnim problemom komplementarnosti podrazumevamo slededi
problam:
Naéi realne brojeve Xyyeee Xy tako da vaii:
xl"-‘-‘_.:?: Oyoevee ,xm%O s
fl(:x:l,” 1%, )22 0400 ,fm(xl, eeeyx =20 ,

xifi(xl,ntt,xm)“e 9 i“l,rnﬁ’m -

U sludaju da su sve funkcije £, linearne, tj.

fi(}:l,”-,xm) ﬁailxl%---- "i‘Qimxm“}‘di T i“l,anu,m Prﬁblﬁm

ge naziva linearni problem komplementarnosti. Skup
{(xli’ﬁ*#j){m)! xi-:::"oy fi(xl”“,xm)&(), iﬂl,.”-,m} g9 Ny~
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ziva skup dopustivih tadaké posmatranog problema,

Naredna teorema pokazuje da se problem nalaZenjs ravno-
teZne tacke moZe svesti na nelinearni problem komplementap-
nosti. Mi Ccemo je formulisati i dokazati za slulaj igre tri
igracda ; dokaz u opstem slucaju Jje sasvim slilan, ali se i
inace sloZeno pisanje veoma mnogo usloinjava.

TEOREMA 1.2.2. Neka je data konadna igra tri igrada | =
= (A,85,45,Ky,E5,K5) gde Jo Ay ={1,...,U0} A, ={1,...,V} 4

ﬂaaz{l,...,W} i nelinearni problem komplementarnosti
(P) Naéi realns brojeve pl,...,pu,ql,...,qv,r1,¢..,rw,x,y,
z,v tako da vazi:

pl%ﬁ,...,rw%(), x=20, y=0, z2==0, v=0 ,

Vv W

(2) fi = & - Kl(i,j,k)quk—mi‘“:&ﬁ y L mlye..,U
J W

(3) gdﬂyﬂ E KECi,d,k)piI?k“’f:ﬁo 3 jﬂl,iti’v
lm; Kel .
U )

(4) hk"x“ E ; Ka(isjsk)Piqd“V;"-o y Kwlyeaa,W
), ="

E“Pl+‘*' +pUﬂl;&0 »
qu + 2o +{ “1%0 3
(5) . v
Gnrlar-.“-krw-l?ﬁo v
H"B-Pl“nun“‘?u“ql“-&a“qv"rl"iea“‘rwaﬁo v
pifiﬂo ¥ iﬂl,tn.,U
ng;j“o v J=Llyeee,V
zl"khkw() 'y k‘l,iil’w
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xE=Q , yF=0 , 26=0 , vE=0 , |
Tadsa imamo: |
(i) Neka Jo ( ﬁl’ ﬁe, ﬁ5) ma koJja ravnoteina tadka u igrﬁ[ﬁ,
neka je I3 =(ByseeesByls o= (Gpseeery)s Iz =(Fe0008y).
Tada su brojevi ﬁl,...,ﬁU,ﬁl,...,ﬁv,fl,...,fw,ﬁ,ﬁ,ﬁ,ﬁ refe—

nje problema (P) gde su ¥,%,¥,2 definisani sa:

J Vv W
Z Z ; K(i,3,00; 8,8 |
1 = a*..z =

U v W

(7) Z Z Ky(i23,00058,8
v W

(8) gm0+ Z IR NETEROI NI S

k=1

U V W
(9) 2ad +Z Z Z SICREDLEN

(ii) Neka je ﬁl"*'*§0’§1""*av fl,...,fw,ﬁ,?,ﬁ ¢ ma koje
regenje nelinearnog problema komplementarnosti (P). Tadsa
je ( 1.]_11 pgi ‘_L§) gde Je ‘_Ll'(pli*'*!ﬁu)i LLZ‘(qliiiﬁth)s
ﬁE“'(fl';"‘fw) ravnotesna tadka u iéril” .

(6) ¢ = max
| 8

e
ﬂ

Dokaz : (i) Nenegativnost brojeva ﬁl,,..,ﬁw,i,ﬁ,ﬁ,%,

trivijalno sledi iz formuld (6),(7),(8),(9) i 6sobin§ DI
sovitih strategijd (videti kraj odeljka 1.1.). Uzimajuéi
u definiciji ravnoteZne talke za igradéa Pl redom sve nje-

gove ciste strategije dobijamo, za i=1,...,0

E 1(1,3,k)q3:kﬁ§
del k=
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't:j » V&%i:

V W

te je ispunjen uslov (2). Analogno se dokazuje da su ispu-
njeni uslovi (3) i (4).

S obzirom da je f:1+...+f>uul ' al*'”*ﬁv“l .
i’-1+.”+:ﬁw-1 vidimo da jJe E=F =G =H=0 te su i uslovi

(5) ispunjeni, a vaZi, razume se, L L =P =8G=¢H =0 ,
Poka?imo da je P.f, =0 , i=1,...,U . Zaista, ukoliko bi

za neko i bilo $.£,>0 , onda bismo, mnoZeéi nejednakosti
(2) (za koje smo ved dokazali da su ispunjene) redom ga

ﬁl“"‘ﬁU i sabirajuéi dobili

U \i W

b2l o 2 st - 90
1= ™ 5

fto protivredi (9). Sliéno se dokazule da Je
q,jg,jug ) jﬂl,ili,v i

f‘khkﬂo Y k#l,tligw »

Time je dokazano da Je ﬁ,f,ﬁ,ﬁ,ﬁl,...,ﬁw resenje problema
(P).
(ii) Sabiranjem uslovid (5) nalazimo E+F+G+H=0 te Je

zbog nenegativnosti sabirak E=¥ =G =«H «0, Kako su, sem
toga, ﬁl,...,ﬁv,ﬁl,...,&v,ﬁi,...,ﬁw nenegativni brojevi

vidimo da su i‘j:l“ (ﬁl*#'!jﬁu) ’ tra“ (ng.”,qv), ‘I}“
- (ﬁl,.ﬁ.,fw) mesovite strategije igrads Pl*PE’P3 u igpil
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DokaZimo da Je (}11*}Igﬁ ﬁ_) ravnoteina tadka. MnoZeli ne-

jednekosti (2) redom sa ﬁl*"‘*ﬁU i sabirajuéi nalszimo,

51')08 ﬁifi-o y i’“l,li#‘U d.a Va%i

U V W
2 - Z ;_; ;xl(i*s.k)ﬁiajfkwuo
™ N -
te Jje
V W

(10 Z Z Ky (143,008, 8, <8 - 9 =
'ju Ko

U \ W
» Kl(i'j’k)ﬁiqu’k : | i Hl‘#iI,U *
lﬂ; ~ EE#; ;“; .

Neka Je sada Lllaa(pl,...,pu) proizvoljna medovita strate-

gija igrada P, . Mnobeéi nejednakosti (10) redom sa

PrrecssPy i sabirajuédi dobijamo

u v W
Z ; Z;Kl(i,a,k)piadfkﬁ
&, - .
U i W
SDIDIPILCRITLIN
oL - an o

ili,

Ky (s o 30 K1 Ty flps i3
za ma koju meSovitu strategiju {4 igraca Pl‘ 81iéno se
dokazuje da Je

Kz( l'.ll’ ;'LE’ “‘Z;)é KE’( p_lt Hei }.13)

0dnosno,
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za ma koju mesovitu ﬁtrategijuglg, adncsnol45 . No to zna~

i da Je ( ﬁl’ ﬁa, Q§) ravnoteina tadka u igri .

Ako se dokaz prethodne teoreme pailjivo razmobtri vidi
se da bi se u sludaju igre n igrada (Al,...,An,Kl,...,Kn)

halafenje ravnoteinih tadakf svelo ne nelinearnl problem
komplementarnosti sa n+ 1+ kl +eee + K, promenljivih, To

rnadi da bi veé odredjivanje ravnoteZnih tadaka u igri tri
igrada u kojoj svaki igrad ima samo po dve Ciste strategi-
je iziskivalo reSavanje nelinearnog problema komplementar-
nosti sa 10 promenljivih.

Izudavanje nelinearnog problema komplementarnosti, po
svemu sudedi, zapodeo je R.W.Cottle (videti [¢2] ) . Li-
nearni problem komplementarnosti se susrele 1 ranije

D 4 , [0 2 . Znadaj ovog problema se vidi iz &injeni-
ce da se veé na linearni problem komplementarnosti mogu
svesti problem linearnog programiranja, problem kvadratnog
programiranja, reSevanje sistema linearnih rejednadind
(videti [K 4] ). Sedmi tom Mathemetical Programming Study
(godina 1978.) Jje posveéen iskljuéivo problemima komple-
mentarnosti. Ovde neéemo ulaziti u direktne metode redava~
nja nelinearnog problema komplementarnosti nego demo samo
izlo%iti kako se on moZe svesti na problem resavenda sis-
tema nelinearnih Jjednadinf za koji postoji mnogo numerid-
kih metodd (videti mpr. [0 1], [0 2] ). Izleganje Je za-
snovano na Slanku [M 2] . Videti i (M4l .

TEOREMA 1.2.%. Neka je g : R -» R gtrogo rastute funkeija
i neka Je g{0) =0 . Tada Jje m-torka (xl,..',xm} reSenje

nelinearnog problama'komplementarnosti:

Naéi xl,u-,xm tako da vazi

xl% G, L B B ‘xm%()
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fl(xl,...,xm)Eﬁ.O yessy fm(xl,.*.,xm)za.ﬁ
xlfi(xl,“.,xm)wﬂ s Lmlyeen,m
ako i samo ako je ta m-torka reSenje sistema jednacind
g([fi(xl,...,xm)u-xii )uwg(fi(xl,..;,xm))-g(xi)=-O gde
L= ,00e,i &
Dokaz: Neka je (k‘l,...,i‘cm) reSenje nelinearnog problema
komplementarnosti. Za svako i=1l,...,2 jo ﬁi¥n0 ili
f. (xl,..i, Yy =0 . U prvom slucéaju je
gC | £; (xl,...,ic ) =%y | ) = e(£3(RyseeenRy)) - 8(R;) =
- g(fi(xl,...,xm)) - g(£, (xl,.,.,ﬁm))-no .
U drugom sludaju Je
8C | £5(Ryseeer®y) ~%. | ) =g(2(Ryyeees®y)) - g(%y) =
- 8(%;) - (%) =0 " ' '

te afega (il,...,im) zadovoljava i sistem Jednadind.

Neka Je sads (il,...,ﬁm) reSenje sistems Jednadind. Do~
kaZimo nsajpre da Jje ﬁizaolza 12 lyseesl o Zaista, ukoliko
bi za neko i bilo %i*ﬂ O 4imali bismo . '
0= g | %5 =3 (Ryseenny) | ) ma(%y) +8(85 (R0eens&y))<
-ﬂﬂg(fi(ﬁl,...,ﬁm))4
Jer Je g atrogé ragtuéa funkcija. Stoga Jje f.(ﬁl,...,% )0
i tekodje £, (il,...,ﬁ )mm]ﬁ=-f (xi,..¢,x )| Bto protivredi
pretpostavedl ﬁ <0 , Dakle, i =0 4, i=l,s0eym o DokaZimo

najzad da Je xlf (xl,...,x ) 0 . U suprotnom bi za neko i

bilo xlﬁwo i £, (xl,.‘.,xm)mwo « No tads bismo imali
g( lxi-fi(ﬁl,itt@ﬁm); )‘5:: g(ma}{ { igfi(xlgi#tgxm}} )

dg(ﬁi) + g(fi(:’&l, censk D))

i s8toga
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gl lii - fi(il’ voor ’im)l ) - g(ii) - gifi(ila ¢ o0 ?ﬁm)) < 0

tj. brojevi %l,...,im ne bi zadovoljavali i-tu Jjednaéinu,

Primetimo da se u sludaju kada su funkeije f. i g di-

ferencijabilne ipak mofe desiti da Je dobijena funkecija
nediferencijabilna zbog znaka apsolutne vrednosti. Ovu Je
neprijatnost, medjutim, lako izbeéi: dovoljno Jjs da se g

izabere tako da bude g'(0) =0 (mofe se npr. uzeti g(t) =
“.’:3) »

Iz dokaza teoreme 1l.2.2. jesno je da se naleZenje ra-
vnote¥nih talaka u konadnim igrama dva igrals (bimatrid-
nim igrama) svodi na linearni problem komplementarnosti.
S obzirom da u daljem bimatridne igre igraju vaZnu ulo-
gu pozabaviéemo se nekim osnovnim osobinama OVOg proble-
ma. Kako je veé redeno u definiciji l.2.2. linearni pro-
blem komplementarnosti se moze formulisati na slededi
naéin:

Naéi realne brojeve Xj,... Xy tako da vaizii

xlEaO,,..,meaO
cilxl**”*eimxm*di?”o' i@lyenayli
xi(cilxl*“'*aimxm*di)”o y Lmlyece,m
Uvodedi mx m mabricu ¢ i mx 1 vektor d ovaj se problem ma-
tridno zapisuje u obliku:
Naéi xe R" tako da vaZi

(11) x=0 , Cx+d=0 i x’(Cx+d)=0

DEFINICIJA 1.2.3. Neka je V vektorski prostor nad poljem
resinih brojeva i neka je KCV . Za tadku z kaZemo da Je
ekstremna tadka skupa K sko i samo ako z €K i ne postoje
tadke u,v iz skupa K tako da je z=(u+v)/2 .

TEOREMA 1.2.4. Ukoliko linearni problem komplementarnosti
uopite ima redenjd, onda on ima i reSenje koje je ekstrem-
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na tadka njegovog skupa dopustivih tadaka,

Dokaz : Neka je dat linearni problem komplementarnosti

(11) i oznalimo sa X skup dopustivih tadaks tog problema,
S obzirom da problem (11) po pretpostavei ima resenje za-
kljudujemo X #@ « Pretpostavimo najpre da je skup X kom-

paktan. Tada je svaka njegova tadke konveksna kombinacija
okstpemnih tadalkd skupa X (videti (X 5],[0 4] ) . Neka Je
& redenje prdblama komplementarnosti (11) 3 neka Je

(12) ﬁ_i )\j gj . ?\.l+--¢+ )\,p“l * }\3‘:""0 Y
. ;P

J=lseee,P

gde BU Zyyeesy? ekstremne tadke skupa X . PokazZimo da Jje

%
z, btakodje redenje problema (11) . S obzirom da z;€ X ima-
mo zl?.:“?-O i Czy+d=0 . Za proizvoljno i=1l,...,n je X, =0
11i C4q9%Xg +eee ""cimxm*di =0 ., U prvom slulaju je i
(zl)i-O (8a (zl}i oznadavamo i-tu komponentu vekbora zl)
jer bi u sludaju (z,),>0 zbog (12) bilo ;= A (zq); >0,
¥to je kontradikcija. U drugom sludaju je (Gzl*rd)i-yO s

5to se dokazule na slidan nadin, Stoga Je z8 iml,eesyd
ispunjeno

te Je
$to znadi da je ekstremna talke z, zaista refenje linear-
nog problema komplementarnosti (1l).

Preostaje sludaj kada skup X nije kompaktan. Uvedimo
novu promenliivu xméLi novu linearnu funkeciju

ﬁl"i’ .¢¢+ﬁm+l~xl—.w¢w1{mﬂ Iﬂ"!"l 9

gde Jje ﬁJ-(ﬁl,...,ﬁm) redenje problema (1l).
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Pomoéni linearni problem komplementarnosti formuliSemo
na slededi nadin:
(13) Naéi realne Drojeve X,,...,Xp,X .1 vako da vaii
X220y wae 3 X0, X5 920

Gilxl“f' ewe PO '.:C "i"'d :“":"O * i“l,o»n,m

im
- Ky = wee =Xy l+ﬁ +”1+Rm+PﬁO
X (cll g+ oeer ¥ Oy XKy +dy JwQ , Aml,eee,m
m+1(”xl wxmwxm+l+xl+”.+ﬁm+l)u0

Ovaj problem takodje ima resenja, npr. (ﬁl,...,&m,O) Je
redenje. Skup dopustivih tacaka ¥ ovog problema je ogra-
. wa - — - ’:::,, %
niden (zbog Xq = see =X m+14-ﬁlm».‘.-bﬁm~rlﬂﬂ0) i
zatvoren, dakle kompsktan. Kao u prethodnom sludaju do-
kazuje se da problem (13) imsa resenje w-n(wl,...,wm,e)

xoje je ekstremna telka skups ¥ i za koje Je wl-f;..-rwm
<Ry +eee % +1. No tada Jje v = (wl, .es,W ) resenje pro-

blema (11) Sto sledi iz (13). DokazZimo da Je v ekstremns
tadka skups X. Pretpostavimo da nije tako, nego da Jje

ve(y+u)/2 , yeX , ueX , um(ul,...,um),é(yl,...,ym)-

«y . S obzirom na konveksnost X moZemo pretpostaviti da
au tadke u i y toliko bliske Yadki v da vail

Uy +ooee + il i1+...+2m«rl

yl*'”'{'ym&ﬁl*”' +ﬁm+1
o tada su (ul,...,um,o) i (yl,...,ym,O) resenjs problema
(13), i stoga pripadaju skupu Y . Podto Je taked]Je

wa ((Uyyeeeyu30) +(Fyyeeesy,,0))/2

zakljudujemo da w nije skstremna talke skupa ¥ . Dobijena
kontradikeija dovrsava dokaz.

Prethodna teoreme daje nadin za nalafenje ravnoteznih
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tadaka u bimatridnim igrama: najpre se na osnovu date bi-
matridne igre formuliSe odgovarajuéi linearni problem
komplementarnosti, zatim se odrede sve exstremne tadke
skupa dopustivih tadalkid dobijenog problema. Bar jedna od
tih tadaka mora biti ravnoteZna talka. (Opisani postupsk
je efektivan Jer ekstremnih tadak@ u sludaju linearnog
problema komplementarnosti ima uvek konacno mnogo, &
njihovo odredjivanje se moZe svesti na resavanje sistenms
linearnih jednadinf). Znatno efikasnije metode mogu se
naéi u [P 1} ,[M 5] .

Ovde treba spomenuti da tvrdjenje analogno teoremi
1.2.4., ne va’i za nelinearni problem komplementarnosti
kao Sto pokazuje sledeéi primer.

Primer l.2.2. Nadi realne brojeve x i y tako da vazi
x=0,y=0 , (y-—-2)%0 y (Bex)(x=~1)=0

i x(y-2)°=0 , y(3-x)x=1)=0

Lako se vidi da su jedina reSenja (1,2) i (3,2). Medju-
tim, nijedna od ovih tadaka nije ekstremna talksa skupa
dopustivih tadsgka. (U ovom sludaju taj skup Jje

[.1:5] X [Os +© )

U daljem édemo ¢esto koristiti slededéu teoremu, koja,
izmedju ostalog, daje JjoB Jedan nadin za efektivno nala-
senje ravnotefnih talaki.

TEOREMA 1.2.5. Neka je bimatridna igra | definisana ma-
tricama Puu[pij] i Qan[qij] formata m n., Par mesovitih

strategija ( ﬁj ), ﬁﬁ=(ﬁl,...,ﬁm) . Q*ﬂ(?l,..ﬁ,ﬁn) je

ravnoteZna tadka u ovoj igri sko i samo ako postoje bro-
jevi a i b takvi da vazi:

I

(14) E pij?jﬁa 3 i“l,--tgm
J=l
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4]

(15) Z 4 %S0 5 Je=lie.en
L=
(16) Z Z(pwww [Fymard
am

Dokaz: Ukoliko je ( ﬁ, J) ravnoteina tadka dovoljno Jje

uzeti
111 141
= > E Pi 5%
3, m a::
m n
b g E 913%7 5
" "Jm

pa ée vaZiti (16). Ako u definiciji ravnobeine taéke uzinag-
mo redom sve fiste strategije igrala Py (igrada PE) dobile~

mo (14) (odnosno (15)).

Pretpostavimo da vaZi (14) , (15) i (16). MnoZenjem
nejednakosti (14) sa 2, i sabirenjem po i i mnoZzenjem (15)

88, ﬁj i sabiranjem po‘j, zakljudujemo, & obzirom na (16),

] ¢
&= E E P31 3%57;
- jm
E E 13 1
am

Neka 8u (Xyyeeey%y) 1 (yl,...,yn) proizvoljne mesdovite

da vazi

stratagija igradd P1 i Py MnoZenjem (14) sa - i. sabira-

njem po i i mnofenjem (15) s8 ¥ i gebiranjem po J dobija-
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mo nejednakosti

3to zbog prethodnih Jednakosti znadi da je ( ﬁ, U) zaista
ravnoteZna talka u posmatrancj igri. Ll -

Iz gornjeg dokaza se vidi i sledele: ukoliko za nexo i

vazal n

Z P'ijﬁ',j”'ﬁ a
J=

onda je za to i ispunjeno i %, =0 (inade bi bile narudena

i
jednakost (16)). Razume se, slilna primedba vaZi i za ne-
jednakosti (15).

KoriSéenjem ove primedbe i teoreme l.2.5. mogu se, u
principu, odrediti ravncteine tadke u svim dimatridénim
igrama. Npr., za igru iz primera l.2.l. imamo

xlexzﬁa yl~3y2ﬁb

Uzimajuéi u obzir razne mogucnosti za pozitivnost brojeva
Xq9X5371372 i imajudi u vidu gornju primedbu dobijamo sis-

teme
(%, =0, »=0)
-5Xq + Xy = a wﬁyl+yanb
Xq + Xy =l Jq+¥o= 1
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(x5 =0 4 y5,=0)
xl-5x2ua yl-?;yzmb
Xq + xzul ¥y + yeml
(xl,xz,yl,yg su pozitivni)
Xy=D0X,=8 Yq=35§p=D
-5%y + Xpma =37y +¥p=D
Xq * Xomwl Ji+ Fo=1
ReSenja ova tri sistema su redom :xy =0,X,=1l,y, =0,y,=1,
a=b=l, zajin :x:lnl, xamO, Y= 1, yo=0, a=b=11
Xy =Xp =y, =Jo=1/2, a==~2, b=~1 . Primenom teoreme 1.2.5.

uveravamno se da su ovo zaista ravnotezne tadke u posmatra-
noj igri. Preostali sistenmi koji odgovaraju moguénostima
(xluo, 32“0)’ (xzuo, ylmO), (J{luD), (’,}{2“0)' (ylm{)),

(ygamO) ili daju reSenja koJja ne zadovoljavaju uslove teo-

rene l.2.5. ili su protivrelni, te su nadjene tri ravnoteZ-
ne tacdke i1 Jjedine u ovoJ igri. Ovakav nacéin nalafenja ravno-
teinih tadaka ima, medjutim, ozbiljan nedostatak: broj sis-
temd koje treba reSavati raste eksponencijalno sa formatom
matrici.

Opisana metoda nalazenja ravnoteznih tadskf bimatpid-
nih igarg omoguéuje da se ove talke (&ije je postojenje
dokazano topolodkim metodamsa) nadju redavanjem sistemd li~
nearnib Jjednadiné. Nameée se pitanje: nije 1li moguéno eg-
zigtenciju ravonoteznih tadak8 dokazati "algebarski® tj,.
bez koriidenja topoloskih svojstavi polja realnih brojeva?
Prvi takav dokaz dali su tek 1964, godine C,E.Lemke 1 J.T.
Howson, Jr. (videti [L 2] ). Dokaz je "algebarski' u smi-
glu da bez izmenfl ostaje da vaZi u sludaju kada isplatne
funkcije uzimaju vrednosti uw proizvoljnom uredjenom polju.
Sem toga, ova] dokaz daje i nacin za efektiwno nalaZenje
ravnote’nih tadakd. Videti takodje [H 2], [W2] , [82] .
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Mreba napomenuti da se ovakav "algebarski' dokaz ne
mo¥e izvesti za igre sa tri i vide igrala, Sto pokazuje
sledeéi primer.

Primer l.2.3. Posmatrajmo igru (AI*AZ’AE‘KI‘KE'KB} gde
jo Ay =hy=Az= {1,2} =a funkeije Kq,K, i Kz su date ta-
blicom: “ | Ky Ka' K5

B e T

1

DR F
SO S (O VR S
OO R DD
O NN O O
O O MK O OIWN

2 2 21 1] 0|2

Iako su svih osam vrednosti isplatnih funkeiJ& racionalne,
Jedina ravnoteina talka Je (}11,1.12, LL3) gde su |, redom

(12- Vi’ﬁ“ﬁpffé"é-z) , (vio—a-ml’lgm «/Iﬁ‘ﬁ) *
G & 18 18

(11 - V109 viC9 - 3)
2 2

sto nije tesko proveriti radunom. Razume se, ova] primer se
moZe "dograditi" tako da se dobije igra sa n igradd, za
proizveldan n= 3% . Verovatno je da "privilegovan" poloia]
igara dva igfaéa potice prosteo iz linearmosti problema
komplementarnogti pridruZenog tim igrama,

1.3, Igre na jedinidénom kvadratu

| Kao 8to Je meceno u l.l. pod igrama na jedinidnom kva-
dratu podrazumevademo igre (Al,Ae,Kl,KE) gde Je Alsuﬁaau
= [0,1] . ZadrZademo se na slulaju kada su funkeije Kl i

Ke neprekidne Jjer nam to, kao sSto pokazuje sledeés teorema,

garantuje postojanje ravnotezZnih talaki.
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TEQREMA 1l.3.1l. OSvaka igra na jedinidnom kvadratu sa nepro-
kidnim funkcijama isplate ima barem Jednu ravaoteinu tseiku.

Dokaz: Neka su isplatne fmkcije Kl i Ka neprekidne ns

jedinidnom kvadratu [0,1] x [0,1] . Posmatrajmoe pomodnu
bimatridnu igru ,r%_ﬁa matricama isplate P, i Q, defini-

sanim sa a

o= (K (CL-1)/n, (5-1)/0)] 4 Q= [K((i-1)/n,(§ -1)/n)
iml,eeen+ly Jelyeea,n+lsne N .

Po teoremi 1.2.1. za svako n igra [ ima bar jednu ravno-

teZnu tadku. Neka strategija ¥ln‘“(°g!"**cn> i v, =

= (dg,...,dn) obrazuju ravnoteinu talku u r; i neka su

Fn i G, funkcije raspodele takve da su verovatnosne mere

koje one definisu koncentrisane u tadkeama 0,1/n,...,1 sa
verovatnodams Jednakim redon Cgvere1Cy odnosno da,...,d

Prems. Helly-evoj teoremi ( (¢ 3], [L 3] , G 2] ) nizovi
(F Yy i (G ) sadrie kanvergentne podnizove funkcmj& Neka

it

gde su F i G t&kadje funkeije raspodele, jer je F o (x) =1l

za x>1 | Fﬁ(xjxne za x negativno (i slidno za Gn) . Na-

My

ravno, ovi podnizovi konvergiraju ka.ﬁ, odnosno G u svae
koJ njihovo] tadki neprakidnasti (videti [C 2] , [L.3 ).

Dokazimo da 3trataglja i G ocbrazuju ravnoteZnu tadku

tj. da je za proizvoljne melovite strategije F i G ispu-
njeno

1rl lrl

(1) s S Ki(s,t}dﬁ(s)dﬁ(t)éﬁ g Kl(s,t)dF(a)dé(t)
00 ' Q/Q

. 8
11 | . . Ll .

(2) S Kz(s,t)dF(s)dG(t)Ea ﬂ S Ké(a,t)dF(a)dG(t)
Q0 .

G
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Neka je(H )niz funkecijd raspodele takav da su ispunjeni
uslovi: |

1° Hﬁ(a) —» F(g), n -»o0 u svakoj tadki neprekidnosti F ;

Y

2° Hn je deo po deo konstantna funkeija, sa skokovima u
tadkama O,1/Nyevresd o

Lako Jje videti da ovakav niz funkcijé postoji. Neka su
vrednosti skoka funkeije H u tackama 0,1/n,¢4+,n redom

oznafene sa b, By ,ee.yh . Jasno je da je tada
(hon""’hnn} meSovita strategija u igri f;h;poéto je

( s V) ravnoteina tadka imemo

n+l N+l
Z ZKJ_ ((i=1)/n, (§=1)/n)e;_jd; , =
- jﬂ |
n+l n+l

;3, l ((1 l}/ns (j l)/n)hl l:o. fw]
-, g

ili, zapisano pomoéu Stielijes-ovog integrala:

1 1.1
(5#?8 Kl(a,t)&?n(s)dGn(t)Ei 8 Kl(s,t)dﬂn(s)dGn(t)
o 0’0

Q

Ako u (3) stavimo n —»w uz n € L dobijamo, koristeéi dru-
gu Helly-evu teoremu (videti [A 2] , [L 3 , [©3] ),
upravo. najadnakast (1). Slidno se dokazuje da vaii i (2),
te F i G zaista obrazuju ravnoteZnu tadku.

Nije tesko videtl da se gornji dokaz moZ%e uz odgovara-
juée (nebitne) izmene preneti i na sludaj 1gara sa vide
igradf. Uporediti [0 3] , [B 4

Ukaliko Je bar jedna od funkeija Kl i K, prekidna, mo-

ze se desiti da odgovarajuda igra nema ravnoteinu tadku,
8to se vidl iz sledeéeg primera.
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FPrimer l.3.1. Neka je Kl(a,t)ua zga Bg<l, Hl(l,%)uo
i neka Jje Kz(a,t)==a~%t . Ova igra nems ravnoteinu taéku
Jer funkcija X, ne dostiZe najvedéu vrednost na Jjedinidnon
kvadratu. I

8to se tile efektivuog nalafenja ravnoteinih tadakd u
igrama na jedinicnom kvadratu, metode postoje samo za PO~
Jedine klase igard (videti [K 5] ) . Dokaz teoreme 1.3.1.
takodje sugeriSe jedan nadin pribli¥nog odredjivanja ravno-
teznih tadaka: pomodu aproksimacije konadnim igrama. R.G.
Underwood (U 1] je 1978. predlozio Jedan metod "direktnog”
resavanja ovih igars i medjutin, vaj metod zahteva relava-
nje Cauchy-evog problema za nelinearnu diferencijalnu jec-
- nacinu u Hilbert-ovom prostoru, te u praksi Jjedva da Je
upotrebljiv,.

Navodimo sada Jednu teoremu koja e se u daljem desto
koristiti., Ona je aenalogna teoremi 1.2,.5,
TEOREMA 1l.3.2. Neka je data igra ( [0,1] , [0,1] , Ky yK5)
ga neprekidnim funkecijama isplate Ki i K2 » Funkcije ras-

podele I i G obrazuju ravnoteinu tadku ako i samo ako po-
stoje brojevi g i b takvi da vaii:

1
(4) uts) = | K, (s,t)d6(%) <a , se 0,1
0
1 |
(5)  v(&) =1 K (s,0)dF(s) b , te€[0,1
0
1 ) L
(6) | (a-u(s))af(s) | (o=v()adce) -0
0 ‘ o " |

Dokaz: Ukoliko f 1 & obrazuju ravanoteinu tadku dovoljno
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Jje uzeti
~ * 1.1
(D a S % K, (s ,6)df ()ad(6)
0’0 | |
i
1.1
(8) ‘bug % Ka(a,t)d§($)d6(t)
00

pa &ée vaiiti (4) i (5). Ako nejednakost (4) integralimo po
funkeiJi F(s8) od 0 do 1, & (5) po G(t) 0d 0 do 1 dobijamo
(6).

Neka sada va¥i (4), (5) i (&) ; doka%imo da # i & obra-
zuju ravnoteinu tadku. Integracijom (4) po F i (5) po G i
uzimajudi u obzir (6) dobijamo jednakosti (7) i (8). Neka
su F 1 G proizvoljne medovite strategije. Intagracljam (4)

po F(s) 1 (5) po G(t) dobijamo

1.1
S \ Kl(a,t}dﬁ‘(a}daft} == &
0'o |

odnosnoe
1.1

S Ka(a,t)df(a)dG(t)ﬁﬁib
Q0

sto, 8 obzirom na jednakosti (7) i (8) znadi da F 1 G zai-
sta obrazuju ravnoteinu tadku. |

1z gornjeg dokaza se vidi i slededo: ukoliko je z& neko

B, u(sa)ﬁﬂ a onda je u nekoj ckolini tadke 8, funkecija

raspodele ¥ konstantna (inade bi Jednakost (6) bila narude-
na). Naravno, slidna primedba vaji i za funkeiju v .

l.4. Antagonigtilke igre

U ovom odeljku demo se baviti jednom znadajnom klasom
igars dva igrada - tzv, antagonistidkim igrama, ili igrama
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sbira nula. Lstorijski, ova klass igard Je prvo bilas raz-

matrana [N 4] +te i danas predstavlja najbolje izudenu
klasu igars .

DEFINICIJA l.4.1. dgru 4va igrada (AI,AE,Kl,Ka) nazivauo

antagonistitkom igrom ukoliko je K, = ~K, . Konacne anta-

gonistidke igre nazivamo matridnim igrama.

Imajuéi u vidu gornju definiciju, antagonistidks igra
gse moze definisati i kao uredjena trojks (ﬁl,AZ,K) (unesto

(Al,ﬁz,K,nnK)). Specijalno, matridéna igra je pobtpuno defi-
nisana matricom isplatve P za igrada Py, jer je vada matri-

ca isplate Q za igrala P, data sa Q= =P . Ubududée ée se
uvek podrazumevati da Je matridna igra definisana matricon
isplate za igrada Py o

TEOREMA l.4%,1. Da bi mesovite strategije {1 i ¢ obrazoe
vale ravnoteinu tadku u antagonistidkoj igri (4,,4,,K)

potrebno Jje i dovoljno da za svaku mesovitu strategiju |
igrada Pl i svaeku meSovitu strategiju v igrada Pé vazi

(1) RCy M=KC [y D<K, v)

Dokaz: Pretpostavimo da vaZi (1) i doksaiimo da jJe
( ﬁJ ) ravooteina tadka. Zaista, imamo

RC 1, MSEC {9
i K( s Q)ﬁK( 11’! V)
odnosno - K ( i, V)= K( Ly V)
te Je ( ﬁj ) ravnoteZna tadka,

Ukalikafja ( ﬁJ /) ravnoteina taedka imanmo:
KCH, M=K [, O
i -RC {1 VI=-FC [,
MnoZoecl sa =1 dabiﬁamo -

K( ﬁ! ’:’)ﬁ"ﬁ( ﬁt V)
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te sledi (1) .

TEOREMA 1.4.2, Neka su ( {1, y) i ( |1, V) dve ravnoteine
talke u antagonistidko]j igri (Al,Ag,K) o Tada je
E( ﬁv Q)“E( ﬁi G)
Dokaz: Poito je ( TORY, ravooteZna talke vaii
| RC 5y O=EC [, )
No kako Je i ( ily V) ravnoteina tadka imamo
R 1 WI<KC [T, 9

te Jo e = .
KC {1y D<K [, )

Nea analogan nadin ge dokazuje i obrnuta nejednakost,

Prethodna teorema opravdava slededu definiciju:

DEFINICIJA 1l.4.2. Neka je Fn(Al,Aa,K) antagonistidka igra

i neka je ( ﬁ, V) ravnoteZna tadks u toj igri. Realan broj
C veRC{, D)

naziva ge vrednost igra. i oznadavasa vall ., Strategije

H‘i v 8e, redom, nazivaju optimalnim strategijama igradé
P, i P, ,
1

Treba napomenuti da vrednosti igplatnih funkeija u rag-
liditim ravnoteZnim tadkama mogu biti pazlilite ukoliko ig~
ra nije antagonistidka (videti primer 1.2.1.).

TEOREMA l.4.3., Neka jo matridna igrs | definisena matricom
P o [pij] formata m x n. Broj v je vrednost igre | , & me-
govite strategije Llau(ﬂl,..ﬁ,ﬂ ) i Van(?l,...,ﬂ ) 81 Op=-
timalne u toJj igri ako i samo ako Je

I

, :}: piaﬁih 9 d#l,...,n
L. .



1l

P aya "':-v y iﬂl,--n,m
a;u; -

Dokaz: Doveljno je u teoremi l.2.5. staviti auv, buwy
i uzeti u ¢bzir da je P=-Q.

Ove teorema omoguduje da se u svakoj matridnoj igri

odrede optimalne strategije i vrednost 1gra Jednostavnin
resavanjem sistema nejednading

414

E Pi 3% =V }ti,_%c}, Jmlyeesynd
" |

xl+...+xmnl

i

E pijyj ﬁv 3 Sf'd_.:?-() ’ i“l,i#igm
"Jn

yl"]“ . e +ynﬂl

Sem toga, nalaZenje optimalnih strategiji i vrednogstl igre
moZe @6 svesti ns problem linsarnog progremiranja (videti
L1, P11 s[vi] ) . Videti takodje [B 4], [R 5
Iz redenog je jasno da Jje nalaZenje ravnote¥nih tadaka u
matriénim igrama daleko Jjednostavniji problem nego u bimae
tridnim igrama j; naime, linearni problem komplementarnosti
8e samo u specijalnim sludajevima moZe (dovoljno jednostave
no) svesti na problem linearnog programiranja [M 4]

TEOREMA l.4.4. Neka je data antagonistidka igra na jedini-
¢nom kvadratu sa neprekidnom funkcijom isplate (prvom igra—
du) K . Broj v je vroednost ove igre, a funkcije raspodele

F i G—au optimalne strategije 1grac§ P, i P, ako i samo ako

vaii:

1
{ K(s,t)af(s)=v , t € [0,1]
$ ,
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1
K(s,t)dé(t)=v , se [0,]1]
Q | .

Dokaz: Dovoljno je u teoremi l.3.2. staviti awv, Da-v
i uzeti u obzir da je Ky eK= ~K, .

Problem nalaZenja optimalnih strategijé i vrednosti ig-
re u igrama ve Jjedinilnom kvadratu se, uopSte uzev, moie
samo priblizZno reBavati. Izuzetak dine neke posebne klase

isplatnih funkecijd (npr. polinomi po & i ). Videti [ K 5]
G 1] . | |

y
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2SPEKTRI IGAREL

2.1, Osnovne definiciie

U ovoj glavi cemo dati osnovne definicije i navesti
neke osobine spektarid igard. S obzirom da je spektar ko-
nacne igre definisan samo za igre u kojima oba igrada
imaju istl broj distih strategijid, u odeljku 2.2. éemo
razmotriti jednu dovoljno Siroku klasu igaré u kojima se

prlrcdno izdvajaju ovekve podigre (videti primedbe na
kraju odeljakd 2.2. i 2eB4)

Prvi red u kome se razmatraju veze izmedju igara,
sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektors Je, po svemu
sude¢i, [R1 (videti takodje [P1 ). Kratak pregled

rezultatd pomenutog rada i radova drugih autord bide dat
R odeljku 2.4.

Pod spekitrom kvadratne matrice A reds n podrazumevamo,
kao sto je poznato, neuredjenu n-torku sopstvenih vredno-
8%l te matrice, pri demu se sopstvene vrednosti ¢ija je

visestrukost k pojavljuju k puta u toj n-torei. (uporedi-
ti [;32]’ [Eﬁja [Ll])

Neka Jje K(s,t) realna funkcija definisana i neprekidna
ne jadmnlénom kvadratu., Tada se moie posmatrati integrale
ni operator K _ ¢ije Je Jezgro funkeija X

1

(K£)(a)m| K(s,t)£(t)dt
Q

U daljem ¢emo pod spektrom funkeije K podrazumevati
spektar operatora ﬁ, tj. (konadan ili beskonadan) nigz
sopatvenih vrednosti tog operatora. Pritom éemo ovakve
nizove koji se razlikuju samo redosledom dlanovi smatpa-
t1 Jednakim (uporediti [R3] , [r3] )

DEFINICIJA 2.1.1. (i) Neka je bimetridna igra A definiw-
sana matricama isplate P i Q . Uredjeni par spektard ma-
tricd P i Q nazivamo spektrom igre A .
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(ii) Neka je igra na jedinidnom kvadratu A definisana funks
cijama isplate K, 4 Ky o Uredjeni par spektarf funkcija K,

i K, nazivamo spektrom igre A .
(iii) Neka Je matriéna igra A definisena matricom isplate
P . Spektar matrice P nazivamo spektrom igre A.

(iv) Neka je antagonistidka igra na jedinidnom kvadratu )
definisana funkeijom isplate (prvom igradu) K . Spektar
funkcije K nazivamo spektrom igre A .

Iz ove dafinicije se vidi da Jje spektar igre definisan
samo za igre dva igrala, i to (u konadnom sludaju) jedino
pod uslovom da oba igrada imaju isti broj distih atrategiu
J& (naime, tada ée matrice isplate biti kvadratne). Jasno
Je da bi proudavanje spektars igard vide igradf zahtevalo
razmatranje tzv. "prostornih” ili "viSedimenzionih" matri-
cd (videti (8 3] ) za koje postoji visde razliditih defi-
nicijd karakteristidnog polinoma ( [8 3], glava V).

Drugi uslov (jednak broj &istih strategija igradd P, 4

P, ) ne predstavlja ozbiljno ogranic¢enje : uvek je moguéno

igradu koJi ima manji broj distih strategija "dodati" nove
éiste strategije (i na taj nadin udiniti matrice isplate
kvadratnin) teko da pritom sve “"gtare" ravnotezZne tadke,
i samo one, budu ravnoteine i u "prodirenci" igri. Ogim
toga, teoreme 2.2.4. i 2.3.3. pokazuju znadaj "podigara”
s8a Jjednakim brojem &istih strategij8d za oba igrada, o

2.2, Igre sa konalno mnogo ravnoteZnih tadskg

U ovom odeljku razmatramo bimatridne igre sa beskonad-
no mnogod ravnoteZnih tadakd i1 pokazujemo da se takve igre
"retko" sreéu (tafan smisao ovih re&f sadrian Je u teoremi
ce2efe). Videti (L 2] , [H2], R4, M1l . Dokazi te
orema 2.2.4. i 2.3.3. su "elementarniji" od dokazs datih
W navedenim radovima Jer ne koriste ni konveksnu analigu
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ni teoriju mnogostrukosti, nego samo sparat matridne alge-
bre i tec>ije polinom& (videti mpr. [B 3], [ 1, [K &8,
1, [R2]).

DEFINICIJIA 2.2.1. Neka Je A matrica formata mxn . KaZemo
da je A F - matrica ako i samo ako su ispunjeni uslovi :

1° 2Za svaku njenu podmatricu B format# rx (r+l), r=
C 11;4»#: .jB |

Bl
det £ 0
U

L.~ 3

gde je U'= [1... 1] ‘e Rr'*‘l

2° 2Za svaku njenu kvadratnu podmatricu C redar , T =
= 1,*&1 ,j&

det | ¥ 0
v’ O]

8@3 Jﬂ v* = [1#:1.1] € Rr .

Primey 2.2.1. Matrica

Pe=

1 -5]  [-5 11 1 1 -5 1
1 1 T " i1 ’ ’
: 4L ool 9 {1 o

1 -5 1

-5 1 i

1 1 ol

rije singularna. Nije tegko proveriti da Je i matrica Q
(takodje iz primera 1.2.1.) F-matrica.

Sledeéa teorema opravdava uvodjenje F-matrica.
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TEOREMA 2.2.1. Neka je bimatricna igra [” definisana matri-
camna iapiata P = [p ] 1 6 o= [q ] formata m x n i neka gu
matrice P’ i Q meatrlce. Tada u igri [ postoli samo ko-
naéne mnogo ravnoteinih tadakd. Ukoliko je ( U—’ V) ravno-
teZna talka u toJ igri onda meSovite strategije ull Ry
imaju istd broj pozitivnih komponenata.

Dokaz: Najpre éemo da dokaZemo drugi deo tvrdjenja. Ne-
ka Je ( {1, ¥)ma Im;ja ravnotefna tadka u igri | i neka je
u (&l‘onu,ﬁ ) (?l’***’? ) « Neka Btl‘&tagida

(ﬁl,...,im) ima r, a (yl,...,ﬁ ) 8 pozitivnih komponenatd.

FPretpostavimo da su xl,...,xr odnosno yl,...,yﬂ pozitivni,

Stoga je ﬁ cse ™ :s::Iﬂ = Q, ?m-l vos nyn «Q , Pretpostavimo

da je r> s . Prema teoremi 1.2,5. (i primedbi datoj posle
njenog dokaza, str.l9) imamo

&
(1) Zpij?j-a s imlyeae,r
i =

3

Zpijﬁaﬂ&, iur«r—l',...,m
Jm
qidﬁ%'b 3 a‘lgtit:;a

; ;
i
1

L
oy
E qiaﬁ'ﬁb ] j"B"“l,i#i,n
-

Ako izdvoJimo prvih s +1 jednakostf (1) dobijamo

&

pijﬁj"aﬂo » i#l,.iu,ﬂﬁ-l .



t3. ?l,*ﬁ.,?a,-a zadovoljavaju homogen sistem &ija je de~

terminanta

¥ . L

Pgi11 - Pgil s 1

po pretpostavel razlidita od nule (matrica P’ je F-matrica).
No to bi znadilc da Je ;?l " . u:?a « -8 u( , 3to protivre-

&1 pozitivnosti brojeva ?1,...,§$ .

Razume se, dokaz ostaje slian (uz usloZnjavanje pisanjs)
ukoliko pozitivne komponente zauzimaju nekih drugih », odno-
sno 8 mestd u medovitim strategijama. Ulogu matrice

P11 s+ Pig

* "
" »

Pge11 Psels __

¢e tada igrati neka druga podmatrica matrice P . Na taj na-
¢in Je dokazenc da ne moZ¥e biti r>s. Sli%no se dokazuje
(koriséenjem &injenice da je Q takodje F-matrica) dsa ne mo-
Ze biti s>r . Dakle, ser , 5to znadi da u svako]j ravno~
teinod tadlki u igri I obe mesovite strategije imaju Jjednak
broj pozitivwnih komponenati.

Ostaje da se dokaZe prvi deo tvrdjenja. Pretpostavimo
da ono nije tadéno nego da postodi beskonadno INOZKO THVIAO-
teZnih telakd. Tada postoje dve razlildite ravnotedne tad-
ke ( ﬁﬁ v) i¢( (L s V ) takve da meSovite strategije ﬁ i

L & takodje i strategije ¢ i V imaju pozitivne komponen-
te na istim mestima. Osim toga, prema veé dokazanom delu

-~

 teoreme, strategije 1 i ¢ odnosno [1i -Vimaju jednak
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broj pozitivnih komponenatd. Pretpostavimo dakle da sve
Zetiri strategije imaju po r pozitivnih komponenatf8 i jos
da su to bad prvih r komponenatd, tj. da vazi

Oy ene y0) ﬁm(i&l,.”,ir, Oy eeey O)

iy,

u*(ﬁliv-'iiri
Gw(?l’“"?r’ Q4 oee 10)‘ y \7“(§11-”1§r’ QO 4oy 0)
(u sludaju drukéijeg rasporeda pozitivnih komponenata u
strategiji {1 odnosno u strategiji ¢ dokaz ostaje slican

uz odigledne izmene i neizbeino usloZnjenje pisanja.).
Koristeséi opet teoremu 1.2.5. i primedbu posle nje imamo:

I

Zpidgd g &HO ) i*l,-;#,r'
3=

r

?3 = 1

i

Ovo znadi da brojevi §,,...,¥,s -2 0dnosno ?1,.*.,§r,-§

zadovoljavaju isti linearni sistem jednaZina éija Je deter-

minantsa
Py e+ Pyp 4
Py s¢*+ Ppn ’




56 (2.2)

(s obzirom da je P" F-matrica) po pretpostavei razlidita
od nule (uslov 2° u definiciji F-matrice). Stoga je ?l-u§l,
veesf =¥, s~ &= -8 . Slidno se dokazuje (koriBéenjem &i-

Il;jﬁriiﬁﬁ da 39 1 Q F*matrica) da ja il “il«'tti’ﬁr

djutim, ovo protivredi pretpostavei da su ( 0y 0) 4
( E.i V ) razlidite ravnoteine talke. Stoga igra [T ne moZe
imati beskonadno mnogoe pavnoteinih tadaki.

L xr * M

TEOREMA 2.2.2. Za ma koje prirodne brojeve m i n posto-
Ji F-matrica formata mxn .

Dokasz: (indukcijom po broju vrstd). F-matrica 1xn posto-

Ji za ma koje n . Zaista, dovoljno je uzeti slededu matri-
cu ¢

L 2 ..e 7]

Pretpostavimo da imamo F-matricu A sa k vreti:

iy

811+ 81y

Posmatrajmo mabtricu D datu sa:

811 812 ere 84,

D " ® [ »
akl &1:2 e a}cn
L_x xg . e ew xn ]

i pokafimo da se x moje izabrati tako da B bude F-mabtrica.

Uzmimo ma koju podmatricu B formata » X {r+l) matrice D .
Ukoliko B ne sadrZi elemente iz (k+1) - ve vrste onda Je,
po induktivnod pretpostavei
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det [i]#o

gde je Us [1 ... 1] . Neka B sadrii elemente iz (k+l)-ve
vrste matrice D . Razvijmo determinantu

B
U
po pretposlednjoj vrsti (tj. onoj koja sadriZi stepene x) .

Dobija se polinom po x &iji su koeficijenti kofaktori ele-
menatd pretposlednje vrste determinante

v

i stoga oblika

gde Je Bl podmatrica matrice A, a T.Iln [1 vue l] s Prema

tome, nijedan od ovih koeficijenatf nije jednak nuli (zbog
induktivne pretpostavke), te ni polinom nije identidki je-
dnak nuli. Razume 'se, ovakvih polinomi ima konadno mnogo,
i %o uprave onoliko koliko ima podmatricéd trajenog forma-
ta matrice D koje sadrie elemente iz njene (k+l)-ve vrate.

Na potpuno analogan nadin se dokazuje da su determi-
nsnte oblika

det

(gde je C kvadratna podmatrica matrice D) ili konstante
razliéite od nule (na osnovu induktivne pretpostavke) ili
polinomi koji nisu identidki jednaki nuli. Tih polinomé
takodje ima konadno mnogo. Birajudéi realan broj x tako da
ne bude Jednak ni Jednom korenu ni Jednog od svih ovih

polinomd dobijamo, odigledno, Fematricu D . Time je dokaz
ove teoreme zavrden,
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U daljem ée biti dokazano da bimatriéne igre defini-
sane matricams isplate P i Q , gde su P’ i Q F-matrice
obrazuju svuda gust skup. Da bi ove rec¢i imale smisla u
skup svih bimatridnih igard definisanih matricama ispla-
te P i Q formata mxn uvedimo normu. Najpre uvodimo Jjed-
nu matridnu normu (videti [B 2] , [B 3], c 1,1 ..

DEFINICIJA 2.2.2. Pod normom matrice P = [pij] formata

m¥X n podrazumevamo broj

2 - Z Z P14

Norma bimatri¥ne igre [  definisane matricama isplate P 1
Q Je

Irt= Hel + fell .

TEOREMA 2.2.3%. Skup F-matricd formata mXn Jje otvoren i
svuda gust u prostoru svih matrica formata mxn.

Dokaz: S obzirom da je determinanta neprekidna funkcija
avojih elemenatd, prvi deo tvrdjenja je trivijalan. Neka
je A proizvoljna realna matrica formata mxn i neka je £
ma koji pozitivan broj. Po teoremi 2.e2s2+ postoji F-matri-
ca D istog formata. Posmatrajmo matrice At definisane sa

At «tD+ (L =%)A
gde je t pozitivan broj. Neka je ta pozitivan bro] takav
da se za tes(o,to) matfiﬁa At nalazi u g£-okolinl matrice
A . Az0 za matricu At jizradunamo sve determinante koje ude-

astvujn u definiciji F-matrice dobiéemo neke polinome po ¥
i pritom nijedan neée biti identilki Jednsk nuli. (Naime,
za t =1 sve ove determinante su razlidite od nule) . Sadse
je dovoljno izabrati pozitivan dbroj s teko da buds mandi
od tc i uz to razlidit od svih koren8 svih ovihb polinomé

(8to je moguéno, jer ih ima konadno mnogo) i dobidemo F-
~matricu Aﬂ u £ -okolini matrice A. Time Je dokazan i1
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drugil deo tvrdjenja.

TEOREMA 2,2.4, ©Skup bimatridnih igarf sa konadno mnogo
ravnoteznih tadak& sadrii ofvoren podskup koji je svuda
gust u prostoru svih igard datog formata.

Dokaz: Skup bimatricnih igars sa konadno mnogo ravno-
teZnih tadakd sadrii kao podskup skup svih igard &ije su
matrice P° i Q@ F-matrice (teorema 2.2.1l.), a taj skup je
otvorsen i svuda gust (neposredno sledi iz teoreme 2.2.3,).

Prethodna teorema intuitivno kazuje da se "najlessbe"
srefemo sa bimatridnim igrema sa konadno mnogo ravnoteinih
tadaka, i to (videti drugi deo tvrdjenja teoreme 2.2,1.)
takvim de strategije koje obrazuju ravnoteinu tadku imaju
isti broj pozitivnih komponenats. Drugim relima, ravaotei
ne tacke w takvim igrama mogu se dobiti razmatranjem "kva-
dratnih podigaréd" posmatrane igre.

cedy Matridne igre sa jedinstvenom ravnoteinom tadkom

Raymotrimo sada sludad matridnih igaré. S obzirom da
se ravnotezne tadke w ovim igrama mogu odrediti kao refe-
nja nekog sistema linearnih nejednadinf (videti teoremu
Lelhe3.,y 8br.28) Jasno Je da je skup ravnote¥nih tadaka
konveksan skup., Prema tome, matridna igra mofe imati ili
jednu jedinu ravnoteinu tadku ili beskonadno mnogo. U ovom
odeliku éemo pokazati da se prvi sludaj "najdedde” Javlja,
u smislu koji ¢e biti preciziran u teoremi 2.3.3.

TEOREMA Z2.341. Neka Jje matridna igra A definisana matri-
com isplate P i neka su P i P° F-matrdice. Tada igra A ima
Jedinstvenu ravnoteZnu tadku ( ﬁ_,{&) i pritom strategije
Q i ¢ imaju isti broj pozitivnih komponenaté.
Dokaz:5 obzirom da je matrica P F-matrica i matrica -P

je F-matrica. Stoga u bimatridnog igri definisano]j matri-
cama isplate P i ~P ima samo konadnc mnogo ravnoteinih

tadakd (taorama12.2.l.). No ksko je u matridnoj igri skup
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ravnotesnih tadaki konveksan skup zakljudujemo da igral
ima jedinstvenu ravnoteinu tadku ( g_, U ) « Prema teoremi
2e2ede Btrategije ﬁ i imaja isti bro] pozitiwnih kompo-
nenatd.

TEOREMA 2.3.2, Skup matricd P formata mxn takvih da su
i P i P° F-matrice je otvoren i svuda gust u progstoru svih
matricd formata mxn .

Dokaz  Otvorenost ovog skups opet sledi iz neprekidnosti
determinante, Neka Jje A proizvoljina realna matrica formats
mxn i neka je g proizvoljan pozitivan broj. U £/2 = okoliw-
ni matrice A nalazl se, po teoremi 2.2.%. F-matrica B .

S obzirom da je, opet prema teoremi 2.2.%., skup F-matricid
otvoren, postoji bro] M™>0 takav da su sve matrice u Y|~
~okolini matrice B takodje F-matrice. Bez umanjenja opsSto-

sti moZemo uzeti da Je M<g/2.U T-okolini matrice B’
postoji F-matrica C’. No kako je

IB* - ¢’|[= [B - Cl<m
to vidimo da se matrica C nalazi u 7=~ okolini matrice B,

pa Je i ¢ E~matrica. Dakle, i C i ¢’ su Fematrice i sem
toga Jje

A - Cll<<|]lA - B|| + |[B - Cli<e/2 +7 < €.

TEOREMA 2.3%.3. ©Skup matridénih igaré sa Jedinstvenom ravno-

teZnom tackom sadrizi otvoren podskup koji je svuda gust u
prostoru svih matriénih igar8 dstog formata,

Dokaz: Tvedjenje neposredno sledi iz teoremid 2.3.1. i

2e2.2., na is8ti nadin na koji teorema 2.2.4, sledi iz teo-
remi 2eldele 1 24243,

Na prvi pogled izgleda da Je teorema 2.%.3, specijalan
sludaj teoreme 2.2.4. Medjutim, nije tako: naime, matridéne
igre se ilzdvajaju uslovom P=-Q (definicija l.4.l. i prime-
dba posle nje, atr.26) kojim se u 2mn - dimenzionalnom pro-
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storu bimatridnih igarid izdvaja podprostor dimenzije mn .
Presek tog podprostorsas sa otvorenim svuda gustim skupom
ne mora biti svuda gust (ta] presek bi mogao biti i prazan!)
Stoga teorema 2.3.3. zahteva poseban dokaz (makar i veoms
slidan dokazu teoreme 2.2.4.)

Teorema 2.3.3. pﬁkazujé da se "najlesée" srelemo sa
matridnim igrama u kojima oba igrada imaju jedinstvenu op-
timalnu strategiju i pritom njihove optimslne strategije
imaju isti broJ pozitivnih komponenatfl. Stoga se 1 u ovim
igrama ravnoteZne tacke mogu dobiti razmatranjem "kvadrat-
nih podigara” posmatrane igre, MoZe se dokazati (videti

K 3] , [81 ) da jedinstvenost optimalnih strategi ja
z8 oba igrada u matridénod igri povladi da obe optimalne
gtrategije imaju isti broj pozitivnih komponenatd., Pomenu~
ti rezultat Jje na glucaj bimatridnih igara preneo V.l.
Kreps [K 6] .

2.4, Matridne igre i svojstvene wvrednosgti

Kao 8to Je veé redeno (str.30) ovad odeljsk je posve-
éen prikazu radova [R1], [T 2], kojima je polelo izulava-
nje vezd izmedju spektara matricid i matridnih igari koje
one definisu. Izlaganje Jje zasnovano na pomenutim radovina
(videti, sem toga, ﬁP}J R [Wiﬂ Ye

Pod Perron-ovom sgopstvenom vrednodéu kvadratne matrice
A sa pozitivnim slementima podrazumevamo njenu najveéu
(po apsolutnoj vrednosti) sopstvenu vrednost A( A ). Prema
Perron-~ovoj teoremi, ta sopstvena vrednost Je Jedinstvens,
realna 1 pozitivna, a sopstveni vektor koji JoJ odgovars
ima pozitivne komponente i Jjedinstven Jje sa tadnoddu do
skalarnog faktora (videti [B 2}, [ci , [K8 , [L1] ).Ra-
di kraleg pisanja ubuduée sa val A oznadavamo vrednost
igre definisane matricom A,

TECREMA 2.4.1. Neka je {A.| t€T}familija kvadratnih ma-
trica reda n sa pozitivnim elementima koja zadovoljava
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gsledede uglove @

1° AA =AA 22 ma koje s 1% iz skupa T;

t 7t
2% Za proizvoljnih n +1 matricd iz ove familije postoji

medovita strategija igrada Py koija je optimalne za svih
n+1 igari definisanih ovim matricamaj

39 Postoji meSovita strategija igrala P, &ije su sve kom-

ponente pozitivne a koja je optimalna za sve igre definisa-
ne matricama iz ove familije.

Tada za proizvoljne 8 1 t iz skupa T vaZi
val A /valh = )\ (At)/ A(ALD) .
Dokaz:Prinmetimo najpre da obe strane ove Jjednakosti ima-
ju smisla: desna s obzirom na Perron-ovu teoremu, & leva

zvog (trivijalne) &injenice da igra definisana matricom sa
pozitivnim elementima ima pozitiwvnu vrednost,

Prems. Haelly-evo] teoremi i zbog kompaktnosti skupa svih
me3ovitih strategija igrada Pl postojl mesSovita strategija

ﬁ koja je optimalna za igrada Py u gvim igrama iz posma-
trane familije. DokaZimo da sve matrice At* te® imaju za-

jednidki (desni) sopstveni vektor sa pozitivnim komponen-
tama koji odgovara Perron-ovim sopstvenim vrednostima ovih
matricd. Zaista, fiksirajmo proizvoljnc seT i neka je z
desni sopstveni vektor sa pozibtivnim komponentams matrice
A, koji odgovara sopstvenoj vrednosti }‘(A‘a)* Tada za pro-

izvolino t€T imamo:

AE(Atz) o At(haz) A ?\(Aa)z = l(Ag)Atz
td. Atz Je takodle sopstvenl vektor matrice Aa koJi odgo~
vara istoj sopstvenoj vrednosti A(A;) .Stoga je

Atz = K7
gde je k pozitivan broj. No to znali da Je k pozitivnas
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sopstvena vrednost matrice Ay . Dokafimo da je k= AALD .

Zaista, neka Jje u levi sopstveni vektor sa pozitivnim kom-
ponentama matrice At koji odgovara sopstvenoj vrednosti

)\(At) « Tada imamo:

ku'z =u ﬂtzu )\(I&t)uz

No kgko jeh u'z ¥ 0 zbog pozitivnosti komponenatd vektori
W 1z imamo k= A(A_). Prema tome, za svako te€T vayi

td. 2 Je 2zajednilki sopstveni vektor svih matrici Apy tem,
& obzirom na uslov 30 imamo: |
A(AL) Lz - Y Ayz =wvalA,

gde Je sa w oznalen zbir komponenati vektora z . Iz ove je-
dnaekosti sledi da je kolidnik wval At / )\-(At,) konstantan,

g8to zavrsava dokaz teoreme. |

Uradu ([R 1] je ovaj rezultat prenesen (uz odgovaraju-
Ce izmene) i na sludaj antagonistickih igard na jedinidnom
kvadratu.

U narednoj teoremi &emo koristiti Bledede oznake:

e= [1.,,1] , eecR®, I oznacava, kao obidno, Jedinidnu
matricu reds n .

TEOREMA 2.4.2. Neka je A realna matrica reds n . Realni
‘broj A Je sopstvena vrednost matrice A ako i samo ako u
matriénod igri [ definissnoj matricom

A~ \NT ( ANI=-A)e

aal

MCA) =

e (AL =4A) e" (A~ AIe .
postoje optimalne strategije ﬁ iy igrada F, 1 P, takve da

barem jedna od njih ima neku komponentu Jednaku nuli .
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Dokaz: Primetimo najpre da za svaki realan broj A\ vaii
val M()\ ) =0, 8to sledi iz teoreme l.4.%., uzimajuéi za
oba igrafa strategiju (1/(n+l)y...,1/{n+l)) . Neka je A re-
alna sopstvena vrednost matrice A i neka je x=

= [Xy eeex ] 7y 7= [F3000 ¥ ] levi (odnosno desni)

sopstveni vektor koji joj odgovara. Stoga Je

x (A= AI)=0 i (A= ANI)y=0

Ukoliko ni x ni y nemaju negativnih komponenatéd dovoljno
je uzeti ﬁ' = [%;/8 .. x./8 0] i v o=y /t ere ¥/t O

gde je B8 =Xy + se. *xn# QO i tayi+ v +yn;£ O i pozvati
se na teoremu l.4.3%. Pretpostavimo stoga da x ili y (i1li o~
ba) imaju negativnih komponenatsd. Neka Jje

X, ,1 = —min {0y Xq4 <o ,_:x:n}

yn"i"l“ ”min {O*yl, se e yn}
Neka Je dalje

xi*'xifPXﬁ*l ) i!ﬂl,...,n
i
nyiluyi'&yn*l 3 iﬂ“l1itu1n

i jos nel © %n+l 1 Tn41 ®Vna
J88no j@ da au.erjQVi il,n-tg§n+l,§lgttt;§n+l nﬁﬂﬁgﬁtivﬂ

ni i da Je bar jedan od njih Jjednak nuli, Sem toga imamo
Xy + ees +X = 0 (inade bismo imali x=0) i takodje

§l:b¢;.,+§nlb4l.5tavljajuéi i’ﬂ [§l con in*i] i

y. o [fy"l .o §n+l] i vodeéi raduna da Je '}Efu [x+ xn+le" xn+3]

a4

= [ +¥pn 0

’

T,.1 dobijamo

(A~ AL)y+(A=AI) Tpeq © t (}\IHA)yn+le i
MUAIT = '

e’ ( ALl =A) y+e'(AI-4A) Yo, +te (A- )\I)ym_la_d
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;- = [O * W O OJ g

S1idno se dokazuje da je x'M (A ) =0,Sada je dovoljno u-
zeti ﬁni’.‘/c , w=Yy/d gde je caXy+taeee ¥ X .9 9

dnyl+ eoe *+ ¥y 1 pozvati se na teoremu l.4,3.

Pretpostavimo sada da su za neko realno A strategije
Ij.f - [21 .. ﬁn+1] i V = [yl sh 0 ?Il*i"l] thimaln@

i neka npr. ¢ ime (bar jednu) komponentu jednaku nuli,

S obzirom da je valM(A)=0 i da je strategija =

= [1/(n+1) ... 1/(n+1)] takodje optimalna strategija
igrals Pl zakljudujemo na osnovu teoreme l.4,%, i primed-

be na 8tr.19 da vazi

M(A) u=0
Neka je 7 e R® definisan sa

7 91 -Fuay +or fa=Tay
tada jo $ = [F'+ 6’8, F,,.] te de O0=M()) (=
(A - %_I)§+(A-}\I)e§n‘*‘l+~(}\1mﬁ.)e N Y A

e (AI-A)F+e (AI-A)e §,  +e"(A-AI)ef, .

(A - ADF ]

(AL ~A)7,
te je, dakle, (A-AI)y = O , Ostaje da se dokaZe da Je
yA& O, Zaista, ukoliko je $,.7 = O onda je Fptoees +§, =
=1te F'= [§; ov. § J#0.Ukoliko Je pak § ,,#0,a

?d = 0 za neko jAn +londa je j-ta komponenta vektora y
jednaka mj?rn+1;f 0. Stoga ne moZe biti ¥=0, te jJe A sop-

stvensa vrednost kojoj odgovars (desni) sopstveni vektor

——

S -
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3K0NA5NE I GRE

S.1. Uvodne teoreme

Kao s8to Je vel releno, ova glava je posvedena izlaga=
nju resenja problema postavljenog ns kraju prethodne gla-
ve. SluCed bimatri¢nih igard obradjen Je u odeljku ®,2.,
dok se matridne igre razmatraju u odeljku 3.3, Izlaganje
poCinjemo pomoénim teoremama koje sadrie jednostavne &i-
njenice iz matridne algebre a koje éemo u daljem Sesto
koristiti. Prve dve teoreme su i same po sebi zaniml jive
dok su tredéa i Setvrta (teoreme 3.1.3. i 2.1.4,) izdvoje-
ne samo zato da bi se dokszl teoreméd 3.2.5, i 3.3.5., og-
lobodili od glomaznih radunanjga.

TEQREMA 3.1l.1. Bisten
(1) p’X=u” |, Xgaw

gde U p'=[p; «u. p ], q'= [dy vee q,] 5 v (U ees u ]
W' [wl .o wn] dati vektori i Py AOy ees p, £0 3
93 A0 5 vee 5 g A0 a X= [xij] nepoznata kvadratnas matri-
¢a reda n , ima resenje ako i samo ako vaii

(2) ug=p’w

Dokaz: MnoZedi jednadine sistema (1) redom sa q (sa de-

sne strane), odnosno sa p’(sa leve strane) i oduzimajuéi
dobijamo uslov (2).

Pokazimo da Je uslov (2) i dovoljsn za postojanie re-
senja sistema (1). Stavimo x:z.,j“O y A=l, se. , n=1y

.j‘l $ sre Nl i “%lﬂul/Pn, "o e g Enn__lﬂ unml/’pn ’
X1n * W1 /dpy eee peln *¥p-179, 1

?{n n " (un "lelfqn LN B Pﬂ,_lwn_l/qn )/Pn i pokaZimo da
je = [iid] resenje sistema (1), Zaista imamo

Plxld+*‘nl+pnxnjﬂpﬂxnjﬂﬁd ' ,j‘l 3 "o n -l

*
-
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#b -+ - + in b it HW- iﬂl - » Il""’l
A1%41 % »** "4 %n T Fin TV 0 yorrr

zatim

pliln*"“‘*“pninn”?lwl/qn"“”'*"pn--lwn--l/qn+

UL plwl’/qn T T pnmlwn.wl/qn =Yy

i najzad, imajuéi u vidu uslov (2),

Q3Xpy ¥ ees v % ™

= QW /Pp*eee +Qp Uy 1 /Ppt (QuUp = PyWy = eee =Py Wy )Py =
= (Qquy +eee + Q0 )/Dy = (PyWy + een + Py 3¥ 9 )/Pp =

Sto znadi da su sve jednadine sistema (1) zadovoljene,

TEOREMA 3.1,2, Neka su x= [X4 eee X ] "y =[yy «ve 7,1 °
=y oo u ], v= [vy cee v ] 7, n=2 dati vektori

takvi da Je x linearno nezavisan sa y & u linearno nezavi-
san sa v . Tada postodi nesingularns kvadratna matrica S
takva da parovi vektorsa

,

Su= [py ees pn]" 1 8v= [gy .+ Q]
odnosno

fo“l o |

= [1’!1 *ee I‘n] i y's = [Blirt 8

"
imaju slededle osobine:

1° Svi brojevi Pys +o+ 5 8 Su razliditi od nule

0 , .
2~ Sve determinante aij==piqu-qui i

bijmris;j"r,jgi s 1A 35i=1, e o0 3 3=l ees 40

gu razlidite od nule.

Dokaz: Neka jo B matrica &ije su prve dve kolone u i v
a ogstale su izabrane tako da bude det B # O, Neka Je V mabtri-
ca data 2a
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Ml 2 e n%l
1 22 .o n2
v“ * L | 1 ]

Neka je © o nVB"l +  imamo (uzimajuéi u obzir da su prve

dve kolone matrice B bad u i v ),
Squ - :1 L ove l] ‘
Sov - :2 2* . 211.] ’

S obzirom da su matrice V i B naaiﬁgulma gvakeko Je i
det SO f Q.

Neka je, dalje, C nesingularna matrica ¢ije su prve
dve vrate x“ 1 y° i neka Je 54 - Vo « Imamo

X*Szlﬂ [l 2 swe 'fl]

y’szl = [1 2210 . ng_]
Posmatrajmo matricu S‘l‘: w(l=% )Sc« +'bSl i odgovarsjuée funk-
cije pl(‘b), sos o ﬁn (t)a ai,j(t)’ bij(t) s1AJ s
fml, sse y 03 J=l, sus 4y neSve determinante aid(t} i
sve komponente vektora S.u i S,V su polinomi po t i nije-

dan od njih nije nula%palinoni (dovoljno Je uzeti t =0 ). De-
terminanta det St je takodje polinom po t koJi nije uvek

jednak nuli (moZe se opet uzeti t =0 ).8toga je za sve real-
ne vrednosti t, o8im za nJih najvide n, matrica St_nesingum

lam&. Komponente wvektoré X'S;l . y"S;l s kso i sve determi-
nante bij (t) su racionalne funkcije od t definisane za one

vrednosti € za koje Je matrica St nesingularna, pri'éemu
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nijedna od tih funkcijd nije identidki Jednaka nuli (do-
voljno je uzeti ¥ =1) . Sada Jje dovolJno izadbrati takvo
realno t  da sve funkcije pl(t), ses g an(t), det 8, ,

a;4(t), by 5(t) budu definisane i rezlifite od nule. Dobi-

jena matrica S =5, zadovoljavate sve uslove teoreme,
0

TEOREMA 3.1.3. Neka su a,b,c,d,u,v proizvoljni realni
brojevi koJi zadoveljavaju uslov

av-buf£0.,.
Tada sistem Jednadind

VX + VY =8
uz +vi = b
X+t =0
Xt -y =d

ima resenje.

Dokaz: Lako se proverava das Jje pri navedenom uslovu
resenje dato sa

« o Guv +ab - scv g w 8ou=a® - du®
bu -~ av bu - gy
2 2
zwb bev + dv t_bcu-ab-dmr
hu = av bu - av

te Jo teorems dokazana, |

TEOREMA 3.l.4. (i) Neka je xn(xl, ees 3X.) , N2 proizvo-

lian realan vektor éije su barem dve komponente razlidite

od nule, i neka Jg y= (;fl, e+s 3¥,) Proizvoljan realsn
vektor . Za svako i=1l, +.. 40 postoli realan broj §i.....<~:_'1'__, Ys
taksav da su vektori x i(yl, T gyiﬂliyi':fl_}_ly ry ,:‘f )

linesrno nezavisai .

(ii) Neks de 4L m (51 gy oo ,zn )1 Il:....:i'2 prﬂiz'\rﬁlj&n rede-
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lan vektor razlidit od nula-vektora i neka je y=(yy,..s
cos ,yn) proizvoljan vektor., Zs svaka dva prirodna broja
i,J takva da je i< j<n postoje realni brojevi §iﬁ£yi i
§jﬁgyj takvi da su vektori z i.Cyl, vor yi~1’§i’yi+l’
.« ‘ij1’§j’yj+1’ +es »¥,) linearno nezavisni.
Dokaz: (i) S obzirom da se istovremenim permutovanjem
xomponenatd vektord x i y ne menja linearna zavisnost

odnosno nezavisnost, dovoljno je izvesti dokaz za i=1,
Neka Je X4 £0,3#1 (takav j postoji zbog uslova da su

bar dve komponente x razlidite od nule) ; tada Je debtermi-~
nanta

a(t) = |

naekonstantna linearna funkcija od t . Dovolino Je izabra-
ti 3"?1 tako da bude ?lﬁ;yl i a(?l);‘o i tvrdjenje je do-

kKazano.

(ii) Kao i u prethodnom sludéaju, moZemo se ogranidi-
ti na slu€aj i =1, j=2.Ukoliko je z, = 2 = O dovoljno

je za 51:L§2 uzeti realne brojeve razlidite od nule i
manje od y, odnosno ¥, . Neka Jje npr. 31#0 : tads je de~

terminante

b(t) =

nekonstantna linearna funkcija od t te je dovoljno uze-
ti §1 =y, & ¥, izabrati tako da bude y, =y, 1 b(¥,)#

# 0.

3,2, Bimatriéne igre

Neka su date dve medovite gtrategije fi"(ﬁl* .os

-
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cow ,in) y U =(Fys oo y§,) i dva realna broja a i b,

Sta gse mole redéi o spektru bimatridne igrel (videti defi-

niciju 2.1.1. na str.30) ukolike je ( [, ) ravnoteina
tadka u A kojoj odgovaraju isplate a 1 b redom igralima
Pl i Péf? Cdgovor na ovo pitanje je sadrian u teoremama

Z.2.1ey Be2¢2¢ 1 3.2.5. dok teoreme 3.,2.4, i 3.2.5. poka-
zuju da je u izvesnom smislu dat potpun odgovor, Radi je-
dnostavnijeg izraZavanja najpre dajemo dve definicije.

DEFINICIJA 3.2.1. Neka su [h=(Xy, «vs sX )y V=(Jyy «.o
‘oo ,yn) meSovite strategije 1 neka su a i b realni bro-

jevi. KaZemo da uredjena Jetvorka ({.,V,a,b ) resava
bimatridnu igru ) ukoliko Jje u toj igri ({4 ,V ) ravno-
teina tadka kojoj odgovaraju isplate a i b redom igra-
dima Py i Py .|

S obzirom na teoremu l.2.5. Jjasno je da (UL,V, 8,b)
re$ava bimatridnu igru ()} definisanu matricama P i Q ako i
gsamo ako Prﬂjaﬁ xlg .o ,Xn, ylg *nn ,yn, &’b zadovo-
1javaju sistem nejednadin8 iz te teoreme (str.l?7 i 18).

DEF'INICIJA 5-21;2; Neka su ‘J. “(x}-’ “«on 1:{11) i V"‘(ylg > oo

e ,yn) , n==2 melovite strategije. KaZemo da Je strﬁ’ca-\-—

gija {L unikomplementarna strategiji V ako i samo ako
strategija | ima jednu jedinu komponentu razlicitu od
nule (i stoga jednsku jedan) i vaZi

xlyl"‘l‘ .o W +Xn3'nw0 ¥ xi+?i:>0 ;iﬂ]., e w ,Il; 1

Primetimo jo8 da relascija unikomplementarnosti nije
gimetriéna (osim, razume se, za n=2) ,Stoga de se u
gludaju n =2 javiti izvesne ogobenosti (videti teoreme
%3.2.4, (iv) i 3.2.5, (vii) i (viii)).

TEQOREMA 3%.2.1. Neka je bimatridna igra A definissana
matricama isplate P 1 Q i neka ( 11” Uy 8,0) gde Je
‘1 = (il, .. 1%), 'G “(?lQ “«n e ,?n) reéava igru&,
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Ukoliko Je a=0 a ﬁ nema komponenatd jednakih nuli onda
Je det P=0 j; ukoliko je pak b=0 a { nema komponenatd
Jednekih nuli onda Jje det QmO. | |

Dokaz:lNeka je npr. D=0 i neka su avi brojevi ?1, vee
.o ,ﬁ pozitivni . Tada .je, prema teoremi l.2.5. i primed-

bi pasle dokaza te teorems (s5tr.19)
[ﬁl *ee QHJQ = [0 e n O]

Medjutim, ova Jednakost Jje zbog ::’El + oo +ﬁn = ] moguéna je-—

dino sko Jje det Q« O, S1lidno se dokazuje i'dea tvrdjenis
koji se odnosi na mabtricu P.

TEOREMA 5.2.2. Neks Je bimatridna igra ! definisana matri-
cama isplate P i Q i neka ( ﬁ, 7y 8,b) gde jJe l-L"
= (Ryy o0 4R Ve (Frs vee g? ) reSava igrufl .
Ukoliko Je u(l/n, eee o1/0) a p nema komponenatf
Jednakih nuli onda Jje na sgopstvena vrednost matrice P

J
ukoliko Jje pak ﬁ“ (1/n, «+s ,1/n) & { nema komponenata
Jednakih nuli onda je nb sopstvena vrednost matrice Q.

Dokaz: Neka je npr. lfl = (1/0y «es 41/n) i neka su bro-"
Jovi §yy ¢« &, svi pozitivni. Tada, opet prema teoremi

l¢2n5t, Lmamno

1/0 eas 1/1] Q= [basab]

te je nb sopstvena wvrednost matrice Q a ﬁ gopstveni

vektor koji JoJ odgovara. Slidno me dmkazuje 1 deo tvee
djenja k'oj:. se odnosi na matricu P.

TEOREMA 3+2.3. Neka Jje bimatridna igra A definisena ma-
tricama isplate P = [pij] i Q= [q.j] ineka ( ﬁ, Uy 8,b)
gda ,ja LL “(il, 2o ’iﬁl) ’ “(yl; s ? ) rﬁﬁﬁv& i%ru

A+ Ako Je Fl umlcomplementarna 81:3:*&%33.31 v i b=0
onda matrica Q ima nepozitivnu reslnu sopstvenu vrednost,
Ako je pak { unikomplementerna strategiji ij_ 1 a=0 onda
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matrica P ima nepozitivnu reslnu sopstvenu vrednost.

Dokaz: Neka je npr. fju (1,0y wee 40) 4y O
= (0,F5y oo ,?n} (dokaz je slidan i u drugim sludajevi-

ma) « Prema teoremi l.2.5., i primedbi na str.l9 imano

d33=0 » 23520 » =2y eeo yn
tj. matrica { ima oblik |

phanly wirng

911 o
0 Q

o

qQ =

gde Je Qc o [qla ‘o qln] 8 Qq Je kvadratns matrica redsa

ne-1,¢.dJdasno je da Jje tada qy9 sopstvena vrednost matrice

Q 1 uz to Je 911 nepozitivan realan broj.L

*

U daljem &emo posmatrati karskteristidne polinome ra-
gnih matrica. Da bi realni polinom stepena n bio karakteri-
setiéni polinom neke realne kvadrutne matrice reds n potre-
bno Jje i dovoljno da koeficijent uz n-ti stepen pramenljlm
ve bude (=1)2 . Ovakve polinome dalje kratko zovemo stan
dardnim polinomina,

TEOREMA 3,2.4%4, Neka su a i b realnl brojevi a ﬁ » |
- (ﬁl, cos ,ﬂ ) i xjau(yl, »ea ,yn) medovite strategije.

™

(1) Ako ni jedna od strategijé PLJ' v nije unikom-
plementarna drugoj i pritom i stratagmja’iii; strategija
v imaju barem po Jednu komponentu Jednaku nuli onda za
proizveljne standardne polinome ¢ i d stepena n posto-
je kvadratne matrice P 1 Q reda n takve da ( Ll’ vy &4b)
redava bimatridénu igru definisanu matricame P i Q i da uz
to vaZi

(1)  det (P-AI)=c(A) , det (Q=AI)= d(AN) .

(ii) Ako Jje D40 = ﬁ ima komponensatd Jjednekih nuli
i ¢ nije unikomplementarna Ij(ili 840 a ¢ ima kom-
ponenatf jednakih nuli i (] nije unikomplementarna )
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onda za proizvoljne standardne polinome ¢ 1 d stepensa n
postoje kvadratne matrice © 1 Q reda n takve da

( {1’ O, a,b) redava bimatricénu igru definissnu matricama
PiQ idauz to vaii (1) .

(iii) Ako je a£0, DA0 i ﬁ;‘(l/n, ees 31/n) £ onda
za proizvoljne standardne polinome ¢ i d stepena n po~
stoje kvadratne matrice P i Q reda n takve da ( ﬁ, s
a,b) reSava bimatriénu igru definisanu matricama P i Q 1
da uz to vazi (1) .

F

(iv) Neka je, u sluéaju n=3, ﬁ unikomplementarna
i b#0 (ili Junikomplementarna i’l i a£0) .U sludajun=2
neka je ﬁ unikomplementarna v 1 a0 i b £0, Tada za pro-
izvoljne standardne polinome ¢ i1 4 sgtepena n postoje
kvadratne matrice P i Q reda n takve da (ﬁ, \Vy 8,D) To-
gava bimatridnu igru definisanu matricama P i Q 1 da uz
to vazi (1) .

Dokaz: Uslovi koji se aspominju u (i), (ii), (dii) i
(iv) ne mogu biti ispunjeni ukoliko je n=1 (8to znali da
su tada tvrdjenja trivijalno istinita) . Pretpostavimo
stoga n=2 , Prema teoremi 1.2.5., ako (ﬁ, Vo 8,b} relava
bimatriénu igru definisanu matricama P 1 Q onda vazZil:

(2) P{:}ﬂu ’ C‘L?Qm .v;

gde Jje

(3) u’ = :ul oew un} 3 ulﬁ.f.,a, ¢os ,unf..‘fga
(4') V’m :Vl PR Vn} ; ?lﬁb, e ,vuﬁ:‘:ﬁb

Sem toga, vodeéi raduna ¢ primedbi na str.l9, stroga ne-
jednakost u,<a (Vidib) je moguéna jedino ako je %; = O

(?iﬁo) »

Imajuéi v vidu primenu teoreme 3,1.2, biraéemo vek-
tor u tako da bude linearno nezavisan sa { ( vektor v ta-
ko da bude linearno nezavigan sa.ﬁ;).Razmotrimo u kojim
gituacijama takav izbor vektora u nije moguéan (rasudji-
vanje koje se odnosi na vektor v je potpuno analogno) .
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Ako je a #0 ondd se pri U A(1/n, eee ,1/n) mo¥e uze-
ti u =(a, «os 48) ¢ Ako Je U=(1l/n, «a. ,1/n) a ﬁ ima
komponenatf Jednakih nuli ( neka Je npr. J-bta komponenta
jednaka nuli) onda Je dovoljno u vektoru (&, ses ,a)
"smanjiti" Jj-tu komponentu (teorema 3.1l.4. (i)) . Dakle,
ako je a #0 ovakav izbor nije moguéan jedino ako Je V -

« (1/0, see 41/1) ,LL::»O.

Neka je a =0, Ako “_1ma barem dve komponente Jjednake
nuli (neka su to i-ta i j-ta) onda se "smanjivanjem" i-te
i j~te komponente vektora (8, ... ,8) moZe postiéi trafe-
na linearna nezavisnost (teorema 3.l.4. (ii)) . Ukoliko su
gve komponente vekbora ﬁlpazitivne trazeni izbor, ofigle-
dno, nije mogué . Neka je %, =0 i ﬁj#’O z8 JAK . Ako je
J5#0 za neko 8 Ak onda Je dovoljno uzeti W, = -1 YUy =
= O za J#k.Preostaje sluds] kada je 9k jedina od nule
razlié¢ita komponenta vektora  , tj. kada Jo v unikomplew

mentaran vektoru ﬁln tada trazfeni izbox opet nije mogu~
éane

Lako se vidi da su svi ovi sludsjevi iskljudeni pret-
postavkamd u (i), (ii), (iii), (iv), te @ preostalom de-
lu dokaza (koji Je dalje zajednidki za sva detiri tvrdje-
nja) pretpostavljamo da je y linesrno nezavisan sa u , a
[L 8a V. Sem toge, zbog nadina birenja u i v imemo i

ol n
(5) Z (a-ui)stino y Z Cbuvi)i‘riuo
| Lo | 1= |

Neka Jje 5 nesingularna kvadratna matrica reda n ta-
kva da vekbtori

S\j"z“[zllnl t&n]' SHHWH[WJ. s e Wn] ‘
odnosno

Ao # =l ’ sl ’
p_ S uI: = [pl " e Pn:l v s “q L] [ql R qnl

imaju os8obine 1° i 29 iz teoreme 3.l.2, (8tr.48) .
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Pokazimo sada da postoje kvadrabtne matrice G i H taw
kve da je Gz=w 1 p'Heq” i da uz to vaii

det (G~AI)=c(\) , det (H=AI)= d(})

Dokaz ¢emo izvesti za matricu Hj dokaz zs matricu G je
sagvim slican.

lzdvojmo Jjedan realan kvadratni faktor polinoma d tj.
napisimo ga u obliku
(6) a) = (A + ?A+ 8) 4, (A
gde je d, neki standardan polinom stepena n-2 . (U sludaju

n=2 polinom 4, ée se, razume se, svesti na konstantu 1),

Neka Je

gde brajevi hy, hz, h3, h, zadoveljavaju uslove

plhl * Ppbz =qy
P+l + Prhy, =g
Ti brojevi postoje po teoremi 3.1.3. Jer je Pqdp = Ppdq #0O

(osobina 2° iz teoreme 3e1le24) U sludaju n =2 dovoljno je
uzeti H-:HQ + Fretpostavimo stoga da Je n>2 , Neka je Hl ma,

koja realna kvadratne matrica reda n-2 diji je karakte-
risticéni polinom dl » Matricu H demo uzeti u obliku

(8) H =

gde je sa O oznadena nula-~matrica, a 2X({ n-2) matrica Hy

se bira tako da bude p H = q « U tom cilju vektore p i ¢
napisimo u obliku |
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p=[3",37 , q'=[37,7q]]
gde Je

p’= [Pl ng y D= [PE, oo Pﬁji a’“{.ql q2] vy Q= [Cl3 voe Q]
S obzirom na (7) imamo

E'HG - a#
te éemo H2 izabrati bteko da bude
(9) P HQ*P Hl“q

Ovo je lako postiéi ; moZemo na primer, za prvu vrstu ma-
trice H, uzeti (l/pl)(ﬁ’- fi'Hl) (pl,;éo zbog 1° , teo-

rems 3.le2.), & drugu vrstu ispuniti nulama. Tada &e va-
¥iti (9) %e iz (7) sledi da Je p'H=q’

Iz (8) je jasno da je karakteristidni polinom matrice
H jednak proizvodu karaktermstlcnmh palinom& matnmca H i

H, , odnosno, :Lma;}uéz. u vidu (6),
det (H=AI) =d(})

Slidno se dokazuje pastaj&nja matrice G s8a trazenim oso-
bmnama.(i@vakva konstrukeija de se, uz odgovarajuée izme-
ne, prlmangmvati i u narednod teorenmi, atT.62),

Uzmimo sada PnS“lGS y @ nS"'lHS « PozZnato Jje da su kae
rakteristidéni polinomi matricf P i Q Jednaki redom karale
teristiénim polinomima mabtricl G i H, tJ. to su (redom)
bad ¢ i d . Ostaje da se pokaZe da (L ¥y 8yb) reBava bi=-
matridénn igru definisanu matricama P 1'Q . Zaipba, imamo

Po= 8716857 2 =576z a5 W a
l’l'Q p’SS™LHS = p’HS mq’S = v°
t3. vazi (2). Sem toga je, zbog (5)

1

I}
ﬁr(P*Q)C’ “Z (ﬁiui +Vi§'i} HZ (&ﬁia-{-b?i) =0+ D
. 1o e

Imajudi u vidu nejednakosti (%) i (4) ovo, prema teoremi
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1.2.5., znac¢i da (ﬁ,{}, a,b) refava bimatridnu igru defini-
gsanu matricama P 1 Q, ¢ime Je teorema dokazana,

Prethodna teorema pokazuje da se u slulajevima koji
nisu obuhvadeni teoremsma 3.2.1., 3e2e2. 1 3.2.3, ne more
nista reéi o spektru igre [  ako se zna samo da data Get-
vorka (i}, ¥, a,b) redava tu igru. Ostaje, medjutim, otvo-
reno pitanje: da li Jje u sludajevima pomenutim u teorema-
ma 3.2+¢1e, 3.2.2. 1 3.2.3. tim teoremama redenoc sve Sto
se moZe refi o spektru igre o kojoj je red ? Da je to 28w
ista tako pokazuje teorema 3.2.5. U njoj su svi iskazi
formulisani za igrada Py 1 "njegovu" matricu isplate Q.

Rezume se, "simetricdni" iskazi koJi se odnose na igrada
Pl su takodje istiniti (i mogu se dokazati na vrlo slidan

nadé in.) .

TEOREMA 3.2.5. Neka su a i b realni brojevi a ﬁg-(ﬁl, ‘oo

tae ,fcn) i G' (?lg see ,?n) mesovite Btrﬁtﬁgi;jﬂw

(i) Ako je b =0, brojevi 91, .er ,?n pozitivni a ﬁ

ima komponenaté@ Jednakih nuli onda za proizvoljan stane
dardni polinom ¢ stepena n i proizvoljan standardni
polinom 4 istog stepena koji zadovoljava uslov d{(0) =0
postoje kvadratne matrice P i Q reda n tekve ds

({i» Vs 8,0) redava bimatriénu igru definisanu tim matri-
cama i da uz to vazi

(10) Cdet (P=~AI) mc(N) , det (Q-AI)=d())
(ii) Ako jﬁ b“O, brﬁjﬂVi f(l, PR gﬁni ?11 "ew '?n

pozitivni, 8 #0 1 ¢A(1/n, «..,1/n) onda za proizvo-
ljan standardni polinom ¢ stepena n i proizvoljan stan-
dardni polinom 4 istog stepena koJi szadovoljava uslov
d(0) =0 postoje kvadratne matrice P i Q reda n takve da
(fi*'G’ a,b) reSava bimatridnu igru definissnu tim ma-
tricama i da uz to vazi (10) .

(iii) ﬁkO 39 &'b‘G 8 bl"{}jﬁ‘?i il’ LI A gﬁn’ frl, LR N
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+e+ »§, pozitivni onda za proizvoljne standardne polino-

me ¢ 1 d stepena n koji zadovoljavaju uslov ¢ (0) =

= d(0) =0 postoje kvadratne matrice P i W reda n takve
da (Ij, Vs 2,b) reSava bimatridnu igru definisanu tim
matricama i da uz to vazi (10) .

(iv) ko Je ﬁm(l/n, vee $1/n) A O, brojevi j‘rl, “no
cee ,?n pozitivni i a#0 , onda za proizvoljan standapr-

dni polinom ¢ stepena n i proizvoljan standardni poli~
nom d istog stepena koji zadovoljava uslov d(nb) = 0 po-
stoje kvadratne matrice P i Q reda n takve da

( iy Vy a,b) reSava bimatridnu igru definisanu tim matyi-
cama i da uz to vazi (10) .

(v) iko Je I’lm(l/n, eve 41/D) A, brojevi Fps vee
cee ,j?"n pozitivni i a =0 onda za proizvoljne standardne

polinome ¢ i d stepena n koji zadovoljavaju uslove
¢(0) =0 i d(nb) =0 postoje kvadratne matrice P i Q reda
n takve da (E‘L, Vs 8,b) redava bimatridnu igru defini-
sanu tim matricama i da uz to vazi (10).

(vi) Ako Je ﬁ = v =(1/n, «.. ,1/n) onda za pmizﬁ/
voljne standardne polinome ¢ i d stepena n koji za-
dovoljavaju uslove ¢(na) =0 i d(nb) =0 postoje kvadra-
tne matrice P i Q reda n takve da (I_‘i, Vs 8,b) reda-
va bimatriénu igru definisanu tim matricama i da uz
to vazi (10) .

(vii) Ako je n=3, ﬁ unikomplementarna ( i b =0
ili n=2, !‘1 unikomplementarna {; ,b=0 i a A0 onda za
proizvoljan standardni polinom ¢ stepena n i pProiz-
voljan standardni polinom d istog stepena koJji ima ne-
pozitivan realan korsn postoje kvadratne matrice P 1 Q
reda n takve da (ﬁ, Vs 2,b) redava bimatridnu igru
definisanu tim matricama i da vz to va¥i (10) .

~

(viii) Ako je n =2, [j_ unikomplementarna ¢ i
a=2b=0 onda za proizvoljne standardne polinome stepena
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2¢ 1 d koji imaju barem po Jedan nepozitivan koren PO
stoje kvadratne matrice reda 2 takve da ( a, Uy 8,0) Te-

sava bimatridnu igru definisanu tim matricams i da uz to
vazi (10) . |

Dokaz: Bludaj n=1 je opet trivijalan, pa demo pretpo=-
staviti n=2 ., UveSéemo najpre oznake sliéne oznakama iz
pPrethodne teoremse,

Prema teoremi 1.2.5. ako (‘1, s a,b) redava bimge
tridnu igru definisanu metricama P iQ onda ver¥i

(11) Pﬁuu ’ D;’Q:: w’
gde Je | o |
(12) U 4y »es u.] 3 Uy =8,y oo u =<a
(13) V'*" [‘Vl s vﬁ.} ? Vlﬁb, e gvn%"::;b

U sludajevima (i) 1 (ii) vektor u biramo tako da by-
de linearno nezavisan sa ¢ , Takav izbop Je moguéan (vi-

deti diskusiju u dokazu prethodne teoreme 8tr.5¢ i teo~
rema 5-1*41-) »

Frimetimo de su u oba sludajs ne jednakosti (12) i
(13) zadovdljene i da sem toga vaZi; |

41 I

(14) Z{auui)ﬁi =0 Z(b-vi)j‘fi uQ
1 | 1

Po teoremi 3.1l.2. pestoji nesingularna metrica S takvs da
vektori

ﬂ'sﬂlup’u [Py esep ] SQnZu[zl...zn]’ i,

SUmwW e [wl...wn] *  imaju osobine

P1 A0, ve4 ,pn;‘O,zl;éO, cve ,zn;éfb,wlﬁ{}, sae W, AO,
zlwanzawl;é .

S obzirom da je d(}) = - 7\*'211(?\) gde je d, standardni po-

linom stepensa n =1 pomoénu matricu H Semo uzeti u obliku i

T
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H =

O Hl
gde je Hl ma koja kvadratna matrica reda n-1 ¢iji Jje ka-

rakteristiéni polinom d4, H = Doy e hn} « Brojevi h,,

..+ »h_ se biraju tako da bude p’H= [0... 0] - to je
uvek moguéno zbog pl;é O .

Izdvojmo jedan realni kvadratni faktor polinoma ¢ tJ.
napisimo ga u obliku :

c(A) = (AP zA +8)e;(N)

Neka je sada .

G =
© 53 &

gde 8118218318y zadovoljavaju uslove:

218y + Zp83z = Wy
418p + Zpby = W
§y + By =T
184 — 8233 = 3
Dalja konstrukcijas matrice ¢ Jje slicna konstrukeiji matri-
ce H iz dokaza prethodne teoreme (str.57) ; dobija se ma-

trica G takva da je Gz =w 1 da Je karaskteristidni polinom
matrice G upravo c ., Dalje uzimamo P = gL G3,Q = s™LES te

je
Py= 51685742 2576z a5 w =

IJPQ“P"SSHI'IIS mp’HSn [0 . ® G]S“ [O .o 0] uvf
n n

ﬁ'(P%—Q){}# E :}'Eiuiaa g i*i «sQa=a+hb
I

1=l

Po3to zbog sliénosti matricid P i G odnosno @ i H wvazi (10)
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dokaz je zavrsSen za sludajeve (i) i (di).

U sludaju (iii) polinomi ¢ i d se mogu napisati u
obliku
c(l) - }. -01 (}'«-) 3 d(}.) " “)\dl (}h)

te matrice P i Q moZemo izabrati na slededi nadin

P = !Q“ :

gde su Pl odnosno Ql proizvoljne kvadretne matrice reda
n-1 ¢éiji su karskteristidni polinomi redom ¢y 1 4y, =

matrice

#

Bo={Pp eea Pyl 7y Qu=[35 ove g ]
se biraju tako da bude Py = [0...0] " | 1'Q=[0 ... 0]
sto Jje moguéno jer je ﬁlﬁﬂ i j'*rl#O « Tako konstruisa-

nim matricema P i Q su redom karakteristidni polinomi ¢ i
d, a po8to imamo i

((P+Q))=0=2a + b
to je jasno da ({i, {y a,b) redava bimatridnu igru definisa-
nu matricama P1i Q.

U sludaju (iv) uzimamo v’ =[b ... b] , u' = [a... a]
vektori {y i u su linearmo nezavisni, te se matrica G, a

zatim i P moZe konstruisati kao i u tadki (i) - (ii) . Po-
linom d se mozZe napisati u obliku

d(A) = (nb = A)dy (M)
gde Je dl standardni polinom stepena n-l, Neka je Ql me

koja kvadratna matrica reda n-l ¢iji Jje karakteristilmi
pelinon dl e« Matricu Q uzimamo u obliku

. ~

nb QQ
G m

QO Ql

gde je Q = (T2 eve qn] « Brojevi g5 4 ees 4§, 86 biraju tako

41



Lako se ércverava da dobijene matrice P i Q zadovoljavaju
sve uslove (11), (12), (13) i (14) i da su njihovi kapak-

&4

teristidni polinomi basS ¢ 1 4.

U sludaju (v) éemo polincme ¢ i 4 napisati u obliku

c(N) == Aoy () 4 dA) = (ab=A)d; ()

& matrice P i Q uzimamo u obliku

P o

rakteristiéni polinomi redonm ¢y i dl ’ PQ* [52 n*ﬁn]'

Qoﬂ [62 ‘.*_an] * Brﬂjﬁvi 52' ves ‘En odnosno aa y o e

e

0

o

iy

0

P

1
gde su P, i Q. kvadratne matrice reda n-1 &iji su ka-

“1

Y

@ m

ses 4Q, Be biraju tako da bude

Pgm [8eeea]’= [0...0]" , I’Q= [basad]
sto Je mogudno zbog f?i:l# O, ?1;4 0. No Yo znadi da detvopre

ka (ﬁ, Vs 8,0) resava bimatri¥nu igru definisenu matricams
PiQ, te je dokaz za sludajl (v) zavrien.

U sludaju (vi) polinomi ¢ i 4 se mogu napisati u

obliku:

o(\) = (ma = A)eq(A) 4 AQA) = (b = A )dy (M)

gde su ¢4 1 dl standerdni polinomi stepena n~l, Matrice

P i Q uzimamo u obliku

P =

gde su Pl in kvadratne matrice reda n-l1 &iji su karake-

teristicni polinomi redonm 4y i

| n a

P

O

b

Q

P

1

| ¥

ot

Q

“os "En ge biraju tako da bude

AL T

4
QO - [&2 'Y R an] * BrOjQVi ﬁeg se s 9

e

L

L ]
?
P

Q

:

apanl

PO -, [Pg *e Pn] ’ ’

n QANOsNo do 9 eoe

| (3.2)
da bude ‘1" Q= [b..ab] , Bto je moguéno jer je Ry =1/n k0
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PGW[a L a]f 4 Q!Q# [brunb_]
Sto je mogudéno zbog ﬁl;‘f} , f}lﬁO 5

U sludaju (vii) se vekbtor u moZe izabrati tako da bu-
de linearno nezavisan sa \; (teorema 3.1.4,) pa se matrica
G a zatim 1 P moZe konstruisati kao u tadkama (i) - {(ii) ,
Neka Jje npr. Qy=(l,0, vee ,0) (dokez je slilan i u drugim
sludajevima) i neka je k nepozitivan realan koren polino-
ma 4 ;3 tada Je

d(A) = (kml)dl (A)
gde Je dl gtandardni polinom stepena n-l. Matricu @ éemo

uzeti u obliku

e by

k 0 g
Q =

R §
gde je-Ql ma koja kvadretna matrica reda n-l1 &iji je ka-
rakteristidni palinmﬁ dl .

U sludaju (viii) se polinomi ¢ i 4 mogu napisati u
obliku
c(A) = (ky = A)(ky=A)

A(A) = (g = M)y = \)
gde su, recimo, kl 1 k3 nepozitivni realni brojevi. Tada
su, razume sgse, i kg i k4 reglni brojevi pa ss matrice P i

@ mogu uzeti u obliku

k, O [k, ©
P = SQ =
_0 k2_; h.,.O ki
ukoliko Je ﬁ «{1,0) , ¢ =(0,1) , odnosno u obliku
kE O k§ O
P o= 3 Qm
L“O 1{%“ mO k4ﬂ

u obrnutom sludaju . Ovim je dokaz teoreme zavrien,
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Nije tesko videti da etiri sludaja iz teoreme 3%.2.4.
i osam sludajevd iz teoreme 3.2.5. (uz njima "simetridne")
"pokrivaju" sve mogule slucajeve te da stoga teoreme
Deeley 342424y De2eDey D24, 1 3.2.5. daju pobpun odgo-
vor na postavlijeni problem za klasu bimatridénih igara.
Haredni odeljak je posveéen resavanju istog problema u
klasi matridnih igard. Ovde je umesno napomenuti da,
ieko se matridne igre mogu tretirati kao specijalan slu-
¢aj bimatridnih (izdvajaju se uslovom P=-Q), teoreme
3eB3elhe i 3.%.5. nisu gpecijalan sludaj bteoremd 3.2.4, i
5«2e5. Joer igre Cije postojanje ove poslednje teoreme
tvrde ne moraju biti antagonisticke., Razlika je possebno
uodljive u sludaju n=2 (videti primedbu na str. 7% ). I
pored toga, 1z narednog odeljka ¢e se uoditi i mnogo
slic¢nosti kako u samim rezultatima, tako i u nadinu do-
kazivanja odgovarajuéih teoremi,

Lz izloZenog se vidi da se na osnovu poznavanja je-
dne cetvorke koja reSava bimatridnu igru mofe vrlo malo
reé¢i o spektru te igre: u najboljem sludaju se moZe od-
rediti po Jjedna sopstvena vrednost matricid P i Q, dok
ave ostale ostaju potpuno nepoznate (Jjedino Sto o njima
moZemo da ksZemo je da se, ukoliko nisu realne, javlja-
Ju u konjugovano~kompleksnim parovime, 8to je tadno za
proizvoljine reslne matrice! ).

3¢5, Matriéne igre

Prelazimo sada na sludaj matridnih igaré. Izlaganju
dajemo strukturu slidnu izlagenju u prethodnom odeljku-
~LaZUme 8@, Uz neophodne izmene.,

BEFINICIJA 3¢3.1. Neka su 1 =(xy, eee 3X ) 4 Va(Fyy ene
eee 3¥,) medovite strategije i neka je v reslan broj.

KaZemo da uredjena trojka (il, V, v ) reSava matridnu
igru [T ukoliko su u toj igri L i V optimalne strate-
gije i ve=vall .
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S obzirom na teoremu l.4.3. trojka (lyV,y v) redava
igru " definisanu matricom P ako i samo ako brojevi

Xis see 9% J1s »ev 3¥, o V zadovoljavaju sistem linearp-

nih nejednadind iz te teoreme (str. 28) .

Sledeta teorema je analogna teoremi 3e241,

TEOREMA 3.3.1, Neka je matridna igra I definisana matri-
com isplate P [pij] i neka (&,G y V) gde Je ﬁ "(ﬁl* .o

“ee ,ﬁn) Y m(;?l, sve »3,) rTelava igru ™. Ako jo v =0

a barem Jjedna od strategiji "'_1, y nema komponenatd jedna-
kih nuli onda je detP =0, |

Dokaz: Neka su npr. brojevi 57‘1, ces ,?n 8vi pozitivni,

Tads u sistemu nejednadind (str. 28) koji, prems teorenmi
Lette3., brojevi ﬁl, voos ,ﬂﬁ ' ﬁl, >ou 'ﬁn ¢ V 2adovolja-
vaju mora vaZiti i

¢

E Pijﬁi‘ 0 ; j“l, .- ew 111 »
1 ==

No kako Je zbog 5&1+ .%o +f&nm1 za barem jedsn i je

L

ﬂi;‘O te mora biti det P= O . Dokar Je s8lidsn i u sludaju

kada su brojevi ‘Ftl. "o ,ﬁn svi pozitivni.

TEOREMA 3.3.2. Neka je matridna igra A definisana matri-
com implate Pm= [pi,j] i neka (ﬁ, Vi V) gde je

"_"‘i- (ﬁl, ces ZR) O u(:’}l, seo 2§.) relSava igrud ,
Ako je ﬁ = (1/8, «ss 4,1/n) y & brojevi ?l, .o a ,;?ﬁ BU DPO=
zitivni ili § =(1/n, .. ,1/n) + & brojevi %., ... %, su

pozitivni onda Jje nv gsopstvena vrednost matrice P,

Dokazt Neka su nia:z:'. brojevi ?1, oo ,:?n pozitivnl a

:?.i «l/n L=l, ves ,n.Tada prema teoremi lethe3, imamo i
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te je nv sopstvena vrednost matrice P a (1, ... ,1) odgo-~
varajuéi sopstveni vektor. Dokaz je slidan i u drugom
sludaju, [

TEOREMA 3.3.%. Neka je matridna igra (? definisana matri-

)

com igplate P= [pij] i neka ( ﬁ y V 9 V) gde Je
ﬁ - (ﬁl% .ee ,in) ' \:,’ s (?1‘ ’»ae ??n) I’ﬁéa‘\?’& igru Q *

Ako je v=0 g strategija {1 unikomplementarna strategi-
ji ¢ onda matrica P ima nenegativnu realnu sopstvenu
vrednost. Ako je v=0 a ; Je unikomplementarna [l onda
P ima nepozitivnu realnu sopstvenu vrednost,

Dokaz: Neka je npr. Qu(l,o, ses 30) 4 U m(O,ﬁe, ‘oo
“ow ,?n) gde su brojevi ?2, “ve ,?n pozitivni (dokaz je
slidan i u drugim mogulim slulajevima), Tada je, opet
prema teoremi l.4,3%,,

P11=0, P1p=0y s ',plnuO

- te matrica P ima oblik

P11

PG Plﬂ

gde je P, kvadratna matrica reda n-1. No tada je P11

P =

sopgtvena vrednost matrice P i uz to Je pll§a=0.

Naredne dve teoreme pokazuju da je u teoremana
345edley 240542, 1 3.3.3, sadrian potpun odgovor na po-
stavljeni problem u sludaju matridnih igars. Teorema
5e5.4. pokazuje da se u sludajevima koji nisu obuhvaée-
ni u prethodnim teoremama o spektru matrice ne moZe ni-
sta reli ako se zna samo neka trojka koja relava odgo-
varajuéu igru, dok teorema 3,3.5., pokazuje da se teore-
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me 5'5-1-, 5.3-2¢ i SebeAe 1€ ngu’pojaaatin

TEOREMA 3.%.4. Neka Jje v realsn broj, ‘1 - (5‘:1, .o ’in-) i
v " (?11; coe ’§n) mefovite strategije i n=4 .

o~

(i) Ako Jje v#0 i barem jedna od strategijé l-l y VU
ima komponenatad jednakih nuli onda za proizvoljan standar—
dni polinom ¢ stepena n postojl kvadratna matrics P reda n
takva da ({1,V, v) redava matrifnu igru definisanu matri-
com P i da uz to vaii

(1) det (P-AIL) =c(A)

(ii) Ako Je v 40 i ﬁ;& (1/n, «vs ,1/n) # ¢ onda za
proizvoljan stendardni polinom ¢ stepena n postoji kva-
dratna matrica P reda n takva da (i, §, v) reSava ma-
tridénu igru definisanu matricom P i da uz to vazi (1) .

(iii) Ako Je v =0 a strategije ﬁ i vimaju svaka
barem po Jjednu komponentu Jednaku nuli i nijedna od njih
nije unikomplementarna drugoj onda za svaki polinom ¢
stepena n postoji kvadratna matrica P reda n takva da
({L+ ¥y V) redava matrilnu igru definisanu matrlcom P i
da uz to wvafi (1) .

Dokaz:Prema teoremi l.4.3., ako trojka (l-l"‘ vy V)
refava matridnu igru definisanu matricom P onda vaZi:

(2) Py=u , ;lp““

gde Jje |

(3) u’ = [u, e un: IS TR R

(4)  w'= [wy ..o W] b OWISEV , ees W =2V

Kao i ranije, stroga nejednakost U, << v (wimmwr) je mo-
-guéna jedino esko je f‘ti = 0 (;?i =0 ). Stoga imamo Jjedna-

kaat ‘1'11 =YV o Wf{; )

Né osnovu disxusije izvedene u dokazu teoreme 3.2.4.
(str. 56) Je Jasno da se u sva tri sludaja (i), (ii), i
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(iii) vektori u i w mogu izabrati tako da u bude line-
arno nezavisan sa y a W sa {j . Neka je S nesingularna
kvadratna matrica reda n takva de vektorpri

]

V=2 = [&eee 2] 5 Su=r= [r. )7
aea=l e , el ’
W =P = [Py eve P y WB T=g'= g ... Uy ]
imaju osobine 1° i 2° iz teoreme 3.1.2, (8tr.48) ., Ogim
togse, imamo

V - ﬁ"u - ﬁ'S"ISu =pT i

!

Ve w vm w'S™ s\"}u Q°z te je pr- q'z = 0.

Pokazimo sada da poatodi kvadratna matra.ca G reda n
takva da Je

G’Z w1 4 p ’G' ~t q’
i da Je karaskteristicéni polinom matrice G bad ¢, U tam
cildu ¢emo polinom ¢ napisati u odbliku

() o(N) = (AP aX+b)( N+ alh +b)a(A)
gde su a,b,al i bl realni brojevi, a d neki standardni

polinon stepena n-4.

Razmotrimo najpre sludaj n=5, antrwu G éemo uzeti
u obliku

-l il

Go G G
(&) G = | O (}3 Gy
0 0 Gg

gde Jje GZ? ma koja kvadratna matrica reda n-4 Iiji Je
karakteristicni polinom 4, dok su Go i G5 kvadratne ma-

trice reda 2 date ga :

G, = G

¢ ¥ Vg ®

gde brojevi €1 + +e+ 18g zadovoljavaju uslove:
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P18 + Ppbz = 4y
P18+ Poly = do

(7)
By + By = -8
glgq_ - %235 = D
odnosno
4n-18g t 8585 ® Ty
P18y T En8g = Ty
(8)

g5 tBg= - Bq
@538 - 8‘563? " bl
Ovi brojevi postoje po teoremi 3.1.%. jer je

PyQp = Ppdy A0 i z,_ T ~z.x . A0 (2% teorema 3.1.2.)

Vektor z moZemo napisati u obliku

A

s = [Zl 22 5# ﬁn“l zn] ’ gdﬁ ja Z’ L [53 s Znﬁ‘?] »
Analogne oznake &emo koristiti i w sludaju vektori »,p i
q « Matrica Gl se bira tako da bude zadovoljen uslov

(9) [Py Ppl G+ B'Gy=7°
sto Je mogudno Jer je plzéo (10, teorena 5.1;2;)I.Sliém
no, matricu G, biramo teko da vaii jednakost

sto Jje, opet zbog 10, teorema 2.1.2., mogudno. Na kraju,
izaberimo matricu G, tako da budu ispunjena sledeéa dva

uslova:
(11) G, [z3 25]° +GyZ + G, EN " = [y vy °

(12) [Py Po]Gp+B Gy + [y 3 Pu] Go= [a, 5 4]

Ovo ¢&e, prema teoremi 3.l.l., biti moguéno ukoliko vaii
jednakosgt ’

Py pp] ([rym]7 -GE-0 tzl ipl ") =

= ( [ap-1 9,7 - PGy = [Py Ppl G5 ) [z, 12,17
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11i, sto Jje iste, ako vail
(13') i:pl pej ( E:rl ra] ’ d G’lg - GQ Ezl 32] ’ ) —
- ( Ap-1 Il - 5’{}4" Pp-1 Pp] GB) Eznml Zn ] T =0

Uzimajuéi u obzir Jednakosti (9), (7),(10) leva strana (13)
postaje |

DTy +PpTp + P GzZ = Q2 2 =qy%y ~QpZp =~ Ay 12, 3 = A2, +P'T -
- ﬁ’Gag*PPnﬂlr -1 PP, " Plrl=ﬁp2r2-+5’5 + Py 1Tp.1 *
BTy =2y 9% - 0y 17y =Gy, =P - 0 4

Jednakost p'r-q’z =0 je ranije dokazana, te va¥i jednakost
(1%) . Stoga Jje moguéno izabrati matricu G, tako da vaZi

(11) i (12).

S obzirom da matrica G ima oblik (6) i imajudi u vidu
(5), (7) i (8) zakljudujemo da je ¢ karakteristidni po-
linom matrice G. Iz (8), (10) i (11) sledi da je Gz =1, a
iz (7), (9) i (12) da je p'G=q”.

Uzmimo sada Pwus”lGS..Karakteristiéni pelinom matrice

P je takodje ¢ ; sem toga vazi

P.g=S" 6ss™*z =546z = §"1r =y ’

ﬁ"’- P = p'SSHlGS =p’GS = q’S = w’
te imajuéi u vidu (3) i (4) na osnovu teoreme 1.4,3, zaklju-

dujemo da ( ‘1, vy V) redava igru definisanu matricom P.

Preostaje slucaj na=4 , Tadas se matrica G moZe uzeti u
obiiku

gde se G, 1 Gg biraju na isti nalin kao u (6),(7) i (8).

Matrica G2 ge bira tako da budu zadovoljeni uslovi

+

Go [2y 2] "+ Gy {25 2] " = [ry 7] 7
[?l pg] G2 + [?5 pq_] G5 = qu’ qQ,}
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¢to je morucno (na osnovu teoreme 3.1.1.) Jer je

P

- - , . 1Y ({ g 1 - I G
Py Do) U7y Tp] " -G T2y 25] ) - ( 4y a,] -lpg byl Go)

TPIT) T PRTp T A%y m A% = A3%5 < A%y t PxTy 4 DTy =
o p’r e q,z - O "
Balje~déka3 tecde isto kao i u sludaju n=5 .,

oledeci primer pokazuje da se u teoremi %.3.4, uslov
n==4 ne moze izostaviti :

Primer 3.3.1, Neka je ﬂm(lfﬁ y 2/3) 4 G = (1/8 , 3/4)
v=lic(A)=A -2\ + 5 . Ukoliko bi postojala kvadrat-
na matrica P reda 2 takva da (ﬁ, Vs V) re3ava igru defini-
sanu matricom P i da je ¢ karskteristidni polinom matrice
P imali bismo, stavljajudi

e ey

‘ a b
P =

c d

“rrich

sledede jednakosti:

8+ 2¢ = 3 ) a+ 3b =4
b+2d=3 , C+3d=4
a+ d =2 y ad~bC =5

Medjutim, ovaj sistem je protivredan pa trazena matrica P
neg postoji.

Uvaj primer pokazuje, pored ogstalog, da se problem u
slucaju matridnih igard bitno razlikuje od istog problems
za bimatriéne igre: podselamo, naime, da Jje teorema 3.2.4,
dokazana za sve prirodne brojeve bez izuzetka,

lzudavanje postavljenog problema za sludajeve n=2 i
n =3 ne predstavlja, u principu, veliku telkodu: za n =2
se¢ problem svodi na redavanje sistema od nekolilo linear—
nik i Jedne kvadratne Jednadine (videti gornji primer ),
doX se za n=3 problem moZe svesti na sistem od nakoliko
linearnih jednadind i dve kvadratne jednaline sa istim
nelinearnim delom te je refavanje moguéno (mada i veoma
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dugadko i glomazno !). Diskusiju ova dva slulaja éemo
stoga ovde 1zostaviti. Pa ipsk, primetimo da su neki mow
guti podsludajevi sludaja n=% sadriani u teoreni De5e5,

TECREMA 3.3.5. Neka je v realan broj, \1 u(ﬁl, “oo ,ﬁn)

1 Vv =(§ys «»v +F,) medovite strategije i n=3,

(i) Ako Jje v=0 a svi brojevi ﬁl, e ’in (ili svi
brojevi ?l, oo ,ﬁn) pozitivni onda za proizvoljini stan-

dardni polinom ¢ stepena n koji zadovoljava uslov
c{0) =0 postoji kvadratna matrica P reda n takva da

¢ s Vs v) reSava matridnu igru definisanu matricom P i
da uz to vaii

(14) det (P=AI) sc (A)

(ii) Ako je v =0 a strategija L Je unikomplementarna
strategiji ¢ (ili Je strategijs ¢ unikomplementarna
strategiji ﬁ ) onda za proizvoljni standardni polinom o
stepena n koji ima nenegativan realan koren (nepoziti-
van realan koren) postoji mabtrica P takva ds (ﬁ, Vg V)

resava matridnu igru definisanu matricom P i da uz to va-
i (14) . i

(iii) Ako Je ﬁm (1/n y «ee 41/n) & svi brojevi Fyr one
von ,?n pozitivoni (ili U =(l/n , «ve ,1/n) a svi brojevi

Riv oes ‘in pozitivni) onda za proizvoljan standardni PO-

linom ¢ stepena nkoji zadovoljava uslov c(nv) =0 poatoji
kvadratna matrica P reds n takva da ( s Vs V) relava
matricénu igru definisanu matricom P i da uz to vayi (14) .

Dokaz: (i) Neka je S ma koja nesingulsrna matricae reda
n takva da je

I"""lh ;oo o,
S vﬂ [lgwr: 0] luSH[Plnﬁu Pn]

gde Je plﬁO » Takva matrica postoji; dovoljno Je npr.

uzeti ¢ 2za prvu kolonu matrice S a ostale elemente ma-
trj.ca 8 izabrati tako da bude det S #0 . Prvi uslov Jje
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L L)

tada trivijalno ispunjen a sem toga je Py = v# 0.

Neka je ¢(h) = ~Ad(A) gde je d neki standardni poli-
nom atepena n-l, neka Jje G ma kojs kvadratna mastrica reda
n-1 ¢iji Jje karakteristidéni polinom 4 i neka je H kva =
dratna matrica oblika

H =

gde je G = [8s «os B,] < Karakteristiéni polinom matri-
¢e H je ¢ 3 brojeve Bpr vae 28, biramo tako da bude

Py +se p,] H= [0... Q]
8%0 Jje moguéno jer je plﬁ O+ Sem toga Je

5™ = H {1 0 vvs 0]° = [00en0]

Neka je P=SHS™™ ; karakteristiini polinom matrice P je o
1 imamo

’ ~r -] ~ ] -
('P= I"SES™ = [p) wo. D] B~ = [0 ... 0] 871w [0... 0]
P.j =8H8™ § =8 [0...0] * = [0...0]"

te (}11 V,(I)reéava matridnu igru definissnu matricom P,
<1i) Nﬁka de nprg “ (1 O LN 0) y (0,§2, il! ’yn)
gde su svi brojevi 32’ .o ,yﬁ pozitivni (dokaz je slidan

i u drugim moguéim sludajevima) . Neka Je k nenegativan res-
lan koren polinoma ¢ ; imamo

c(A) = (k=A)a(A)

gde je d standardni polinom stepena n-1 i neka je P, ma

koja kvadratna matrica reda n-1 ¢iji Je karakteristilni
pelinom 4 & koja jo& zadovoljavae uslov
Pl [?2 . ?n:] "";:: [Ocu- O_] ’ .Pc}ﬁtﬁj&ﬁj@

takve matriae lako Jje dokazabi: takve matrica reds 2

postoji po teoremi 3,1.3, Matrica reda 3 sa takvim o0sobie
nama ge moze uzeti u obliku
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L 0 &6 '&7,,1

gdje Je a; realan koren odgovarajuéeg polinoma, a brojevi
81858 i 8y se opet odredjuju po teoremi 3,l.3., dok se
brojevi a, 1 e biraju tako da budu negativai i dovoljno

veliki po apsolutnod vrednosti, Najzad, takve matrice re-
da 8 ,8=4 8o mogu dobiti kso blok-dijagonalne matrice
gde su na dijagonali blokovi reds 2 1 3 opisanog tipa .

Matricu P éemo uzebi u oblilku:

k 0
P om
QEQ Iaw

gde Je PO proizvolina kolona duZine n-l , Imamo
1“P=[k 0 ... 0]=[0 0...0]
- Py=<[0...0]"
zbog nadina biranja matrice Py e Dakia, ( E‘l, vy 0) relava

matridénu igru definisanu matricom P, a karskteristidni
polinom matrice P Jje odigledno ¢,

(iﬁ.i) Neks dﬁ NPL . {;‘"(l/n y ese 1.1/'11), a bejﬁVi
ﬁl, vee ,ﬁn svi pozitivni, Polinom ¢ 8¢ moZe predstaviti

u obliku

e{A) =(av-A)d(A)

gde Jje d standardni polinom stepens n-l . Neka je S ma ko-

Ja nesingularna matrica reda n dija je prva kolona ¢ ;
tads imamo 3 ‘

“l | ~ » » g
e - [1 0 >0 O:] R “S“ [platnpn]
F v - '
gde je p, w1l/n . Neka Jje
nv Ga"
[ H e ]
O G

L. el
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zde je G ma koja kvadratna matrica reda n-l1 8iji je ka-
ragteristidéni polinom d ’Go = {gg voa gnj gde se brojevi
Sy eee 48, biraju tako da bude ispunjen uslov

CL’SH**’“" {V . e V} S’
ovo je moguéno jer je p1=¥1/n;40i.Karakteristiﬁni polinom
matrice H je ¢ 3 stavimo PuSHS"l 1 imademo
ﬁ#Pﬁﬁ’.SHS“I“ [‘G"u‘n V:} Ssﬂlﬂ' [V " " a VJ 3

PG*SHSHI \T;:HSH [1 Oii#O] ’ #S [nV Oiﬂl O‘]J L
= nvS [1 0...0] " =nv ¢ = (v oo v]~

sto znadi da ({1,,6 y V ) resava matridnu igru definisanu
matricom P, Sem toga Je ¢ karakteristiéni polinom matri-
ce P, te je time tvrdjenje dokazano.

Na kraju ove glave moglo bi se josd dodati da zaklju-
dak sa strane 66 ostaje na snazi: znajudi samo jednu
trojku koja resgava matridnu igru o spektru te igre se moje
vrlo malo reéi ~ u najboljem sludaju moZe se odrediti jed-
na sopstvena vrednost.
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4IGRE NA JEDINICNOM KVADRATDU

4,1. Uvodne teoreme

Frelazimo sada na sludaj igarf na jedinidnom kvadratu.
U ovom odeljku éemo dati nekoliko definiciji i teoremd
koje &e dalje izlaganje udiniti Jednostavnijim i pregled-
nijim, Odeljei 4.2, i 4.3, posvedeni su redavanju proble-
ma postavlijenog na str.46 .

Kao sto je poznato, broj A se naziva sopstvenom vred-
noséu linearnog operatora K ukolike jednadina

Kx = Ax
ima redenje razlidito od nula-vektora ; pri tom se broj
‘linearno nezavisnih reSenjé naziva rangom sopstvene vred-
nosti. Mi ¢emo ovde posmatrati iskljuSivo integralne ope-
ratore ¢ije Jjeo Jezgro neprekidns funkeija. Razume se, ta-
kvi ﬁparatorl su potpuno neprekidni i spektar im se sagtoe
Ji od nule i konadnog ili beskonadnog niza sopstvenih vre-
dnosti (vmﬁatm w2 , [k 2] s L4 , R 3] ), pri
c¢emu Bvaka sopstvena vrednost razlidita od nule ima kona-
¢an rang. Stoga éemo u daljem razmatrati iskljudivo ne-
nulte sopstvens vrednosti . Smatrademo, sem toga, da Be u
nizu sopstvenih vrednosti razliitih od nule svika od njih
pojavljuje onoliko puta koliko iznosi njen rang.

U daljem izlaganju éemo &esto biti u situaciji da raz-
matramo funkcije definisane razliditim formulamg u razli-
¢itim delovima Jedinidnog kvadrata. Radi lakseg izrafaveg-
nja i jednastavnlaeg pisanja koristilemo sledede konvenci-
jes

Neka je:interval L [O,l] padeljen na npr. tri pod-
intervala I, = [0,¢] = [e,d] = (d,1] i neka

f : I > R Tada zapis f = (i‘l, 2,.{‘3) znaﬁ;;. da su funkei-

Jje fl,f2 i f3 restrikcije funkecije £ redom na intervale Il’
I, i 15,.Anélogn0 tome, zapis

1 2
i Km K, Kz Kg *
;K.? Kg K9.4
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gde K : I~ —> R, 0znacava da su funkcije KI’KE’KB’EQ’ oo

, e . : 2
...,Kg rastrikcije funxcije K redom ns pravougaonike Iy

2

Iy% Iy I 15,12 ERSTREE ,13 {(Podrazumevademo uveykx da

1
Je Jjedinicni interval 1 za obe promenljive podeljen na
isti nadin) . Ovad nadin pisanja podvladi slidnost sa ma-
tridnom algebrom i stoga olakduva "Zitanje" sloZenijih
formula (videti npr. dokaz teoreme 4,1,2, str.80 ) . Jew
dina neugodna strana ovakve nobtacije Jje u tome 3to ona
odgovara pomalo "neuobidajenom” polozZaju koordinatnih

OSal
-

&

3

Y

TEOREMA 4.,1.1. Funkecija K definisana i neprekidna na

1° - [0,1] 2 i funkcija L definisana na [a,b] 2 y 8 <D

formulom

K(s,t)=(b~a )L ({b~-a)s+a,(b-a)t+a)
imaju iste gopstvene vrednosti i to istog ranga,

Dokaz: Dovoljino je upotrebiti smenu t =(b~alu+a
u integralnoj jednadini

b
L(S,t)fi(t)dtu?\fi(s) syl =1, oss Kk

a
pa gse vidi da ¢&e sopstvene funkeije gﬁtjezgra K koje

odgovaraju istod sopatvenoj vrednosti biti date gs

gi(ﬂ)ﬂfi((b*a)ﬂ “i'&) ¥ inl, . e ® ,k

odakle je jasno da A ima isti reng i za X i za L,

TLOR=MA 4.1.2. Za svaku neprekidnu funkeiju definisanu
na jedinidnom kvadratu 17 postoji neprekidna funkcija L
definisana na istom kvadratu takva da je L(s,1) =0 = L(1,t)
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i da uz to K i L imaju iste sopstvene vrednosti i to istog
TENZA e

Dokaz: Podelimo interval I na dva podintervala Il =

= [0,1/2] 1 I,= [1/2,1] . Na osnovu prethodne teore-

me postoji neprekidna funkeija A& definisana ﬁa—I§ koja

ima iste sopstvene vrednosti (i to istog ranga) kso i X,
Neka Jje q neprekidna funkcijs definisana na IE koja ima

osobine q(l)=0 , q(l/2) =1 |,

a{t)dt= 0 tg{t)dt= O
12 Ia

(za q se mofe uzeti pogodno odabran polinom treleg stepe~
na) . Neka su, dalje, funkcije B(s,%) =A(5,1/2) q (t) .
C(s,t) = A(1/2,%)(2~28) , D(8,t) =A(1/2,1/2) q(’c)e(a - 28)
definisane redom na kvadratina Il X Ig ’ 12 X Il, 12 i new
ka Jje, najzad, L funkeija data sa 3

i, 4

-y

A B
I -
G D
Lako s8¢ vidl da Jje funkcijs L dobro definisana i neprekid-
na na 12, kao i da vaZi I(s,1) =L(l,t) =0, Preostaje da se

dokaze da A i L imaju iste sopstvene vrednosti.

Nekea Je

A(ﬁjt) fl(ﬁ )dt“ ?\fl(i:i) '
11

defini8imo f, sa £,(%) =£,(1/2)(2~2%) i neka je £ = (£1525) &

Pokazimo da je f sopstvena funkecija od L koja odgovara is-
toj sopstvenoj vrednosti A . Zaista, za s € I, Je

S L(a,t) f(';) dt = S A(s,t) fi(t) at + ﬁ(s,t) fz(t) dt w
I I, I,
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= | A(s,t) £, (t)dt = A f£.(g)
1 1
Iy

(koriséena je ortogonalnost (na 12) funkcije q na sve li-

nearne funkcije) 3 zs se& I, imamo :

L(s,6) 2 ()at= | O(s,) 2(0)db+ | D(s,0)55(t) ab -
I Iy 1o

= N£4(1/2)(2-28) = Af,(s)
sto je i trebalo dokazati.

Neka Jje sada

L(s,t) £f(t)dt = Af(s)

L
i neka Je f==(fl,f2)-;daka£imo da je f, sopstvena funkci-

Ja funkcije A koja odgovara istod sopstvenoj vrednosti.
Zaista, imamé pri 35512 3

7\1‘2(5) = S C(s,t) fl(t) dt + S D(s,t) f2(t)dtma(2ﬂ28)

Il I
gde je a konstanta. Prema tome, £, Je linearna funkcija.

28 8 & Il imnano:

AE,(8) = g A(s,t) £,(t)dt+ g B(s,t) £, (t)dt =
11 Iz

A(s,t) £,(t) at
1

to je i trebalo dokazati,(fj nije identidki jednaka nuli) .
"

I

Pazljivim razmatranjem ovog dokaza vidi se da se
(nebitnim) uslo¥njenjem postupka mo¥e dobiti i Jadi re-
zultat : za svaku funkeiju K definisanu na jedinidnom
kvadratu i neprelkidnu postoji neprekidna funkcija L de-~
finisana i neprekidna na istom kvadratu takva da Jje
L{Oyt) = L(8,0) = L(1,t) = I{(58,1) =0 i da K i L imaju isti
spektar.
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1z dokaza Jje Jjasno da sve sopstvene vrednogti obew
ju funkecija imeju isti rang.
Nerednu teoremu navodimo bez dokaza, Jjer se dokaz
(i to u opdtijoj formulaciji) mo¥e nadi u skoro svakod
monografiji o integralnim jednadinama, Videti npr.
ke, mel , [r 2 .
2

TEOREMA 4.1.3., Neka je K : I ~» R neprekidns funkecija
i neka je A realna sopstvena vrednost funkeije K i A £ 0,
Tada postoje realne funkeije K, 1 K5 definisane i nepre-

kidne na Jedinidnom kvadratu 1€ takve da su ispunjeni
uslovi

1° A je jedina sopstvena vrednost Kz razlid¢ita od nu-
le 3

2° Niz sopstvenih vrednosti funkeije K, se dobija ta-

ko 8to se iz nizsa sopstvenih vrednoatt funkcije K odstra~
ne dlanovi jednaki A . |

49 Fuﬁkcija KE je degenerisana, tj. mo¥e ae napisati

u obliku
)}

1 =
za nekl prirodan broj n,

Slededa teorema je unekoliko angalogna teoremi 3.l.1.
(ﬂtr#q"?) .

TEOREMA %4.1.4. Neka je I, = [a,b] , Io = [eyd] i neka su
f i & neprekidne realne funkeije definisane na Il' h 1k

neprekidne realne funkcije definisane na 12 takve da su
zadovoljeni uslovi:

(1) £(a) =h(e) , £(b) =k(e) , gla) =h(d) , g(b) =k(d) ,
Neka su, dalje, F i G nerastuée reslne funkcije definisane

s |
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redom na Il i i, koje unutar tih intervalil imaju barem

po jednu tacdku rasta, neka su,najzad, W i v neprekidne
realne funkcije definisane redom na i i.Zpl takve da vg-

%8 |

(2) g £(t) 4F (t) = ulc) , g g(t) dF () =uld) ,

(3) S h(s) dG (8) = v(a) , { k(s) a6 (8) =v(b) ,
12 IE

(&) S u(s) dG (8) = g v{t) dP (%)
12 | Il

Tada postoﬁi neprekidna realna funkeija K definisana na
Il X I, tekva da vaiZi

(5) K(B,a)-h(ﬂ) ’ K(ﬂab}“k(ﬁ) ’ K(Qst)"f(t)
K(d:t) “g(t) 3

s

(6) J E(s,t) aF(t) = u(s) , K(8,t) dG(s) = v(t) .
I, I, / |

Dokaz: Oznalimo sa A zajedniku vrednost integrald u
formuli (4). Uvedimo zatim neprekidne funkeije i

103 4
13 definisane na intervalu 11 1 neprekidne funkcije Jy
Jo 1 33 definisane na intervaly 12 koje zadovoljavaju
uslove |

i1(a) =ip(b) =1 , i,(b) =ip(8) =iz(a) =i,(b) =0

31<Q) - 32(‘1) =1 jl(d) e 52(3) . jafcj - d;(d) = Q

’

4

j 1, (%) dF(t) = 5 1,(6) AF(t) m O , 5 15(6) dF(8) w1,
Il ﬁ Il Il
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E
!

j1(s) dG(s) = jo(8)dG(s8) = O Jz(8) dG (s) =1,
1z 12 12

Ovakve funkcije postoje Jjer F i G imaju tadakl rasta
unutar intervals Il odnosno 12 - dovoljno je uzeti pogo-

dno odabrane kvadratne trinome po s, odnosno t . Neka je
dalje

K(s,t) =h(8) i) () +k(s) iy (£) + £(6) jy(8) + g(t) 4, (8) -
- 2(a) iy (8) §1(8) - £(b) 45 (%) 34 (8) -g(a) i) (£) §, (8) -
- 8(0) 15 (8) 3p(s) = v(a) 17 (8) 35 (8) ~¥(b) iy (£) 45 (o) -
= u(e) i3 (£) §(8) -u(d) iz (£) §, (8) +v(t) jj (s) +
+uls) iz (8) ~Adiz (£) §5(s8).

S obzirom na jednakosti (1) i osobine funkcijé iyy eee
«on ,35 neposredno sledi da K zadovoljava granidne uslo-

ve (5). Integracijom po F(%), odnosno po G(s) i uzimaju-
¢i u obzir (4) lako se proverava da va3i i (6)., Sen toga,
furkecija K je ofigledno neprekidna, [

Prethodnu teoremu je, kao 8to se vidi, tsaJe iskazati
nego dokazati. Ona naprosto kazuje da se funkcija defi-
nisana i neprekidna na rubu pravougaonika moie, pod od-
redjenim uslovima, dodefinisati unutar pravougaonika
tako da vaZi (6). Napomenimo jo3 da se ova teorema od
svog diskretnog analogona (teoreme 3.1.1,) razlikuje i
prisustvom granidnih uslovad (5).

DEFINICIJA 4,1.1. Neprekidnu funkciju K : I® —» R &iji se
spektar sastoji samo od nule nazivamo U~funkcijom.

Drugim redima, U-funkcijs nema sopstvenih vrednosti
razlic¢itih od nule, Kao primer U-funkcijéd mogu da poslu-
Z6 npr. Jjezgra tipa Volterra,

TRUREMA 4.1.5. Neka je F neopadajuéa nelinearna funkcijsa
definisana na intervalu J= [a,b] ,Tada za sveki realni

broj ¢ postoji U-funkcija XK definisans na J8 takva da
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Je
{ K(s,t)dF(s) wm¢c za svako t € J,
J

Dokazt: Postoji pozitivan broj h i tadka 5, takva da
tacks 8, = h 1 8, + h  pripadaju intervalu J i da sem {o-
ga vaii F('a°+h ) - F(ﬁa) #F(so) wF(aawh) « (U protivnom bi

funkeija F bila linearna ; videti npr. [A 1] ). PokaZimo
da postoji neprekidna funkeija g definisans na intervalu
J takva da Jje

(7) g; g(s)ds= 0 , ] g(8)dF(s) 40,

Neka ja najpre funkeija F neprekidna y posmatrajmo
funkciju g definisanu na J sa

g(s) = { ~1 | 8 € (8 ,,8,+h)

O , inade
Funkcija g ima traZena svojstva (7) ali nijec neprekidna 3
jasno je, medjutim, da se za funkeiju g mo%e uzeti “"dow
voljno bliske" neprekidna funkeija. |

Pretpostavimo sada da funkcija F ima skokovd u unu-~
trasnjosti intervala J. Neka je B Jedna tadka iz (a,b) u
kojoj ova funkcija ima skok i neka Je k velidina tog sko-
ka. Teda za svaki pozitivan broj p vazi F(8 +p) = F(8 ~p)>
= k. 5 druge strane, ako je 8 tadka u kojoj Je F nepre-
kidna sa obe strane onda se mole izabrati pozitivan broj
p tako da bude F(8 +p) ~P(8 ~p)< k . Pretpostavimo Jod
de je p izabran tako da je funkeija F neprekidne u 8+p,
B=DyS8+p,8~p (ovo je trivijalno moguéno) i neka je
g definisana na J sa

4

i

; i
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1 , s &€ (§~py,8+ p)
g (s)wm -1 4, 8 €(8§~p,5+ p)
Q¢ , inadle

Funkcija g ima trefena svojstva, ali nije neprekidna j
medjutim, kao i pre, za g se moZe uzeti neka "dovoljino
bliska" neprekidna funkeija. Ova konstrukeija se lako mo-

ze "dobterati" i za sludaj kada Jje a (i1i b) tadka skoka.

Neka je, dakle, g proizvoljna neprekidna funkcija de-
finisena na J koja zadovoljava (7) s tada se mo¥e uzeti

K(s,t)=qg(s) gde je q odabrano tako da bude

g K(g,t) dF(s) m ¢
id

PokaZimo da Jje K zaista U-funkeija. Pretpostavimo da jeh

neka sopsatvensa vrednost funkeije K razlidita od nule ;
imano

S K(g,t) £ (£) dt= AL (8)
J

za neku funkciju £ koja nije identidki Jednaka nuli. Me~
djutim, iz ove Jednakosti dobijamo

(8) g (s) SJf('ﬁ) dt = AZ(s)

8%o znadi da su funkcije g i f proporcionalne. No tada
bismo imalil

j £(t) db =0
J

s§t0 Jje u kontradikeiji sa (8) jer desna strana (8) nije
identickl jednaka nuli,]

Lz prethodnog dokaza se uolavaju i sledeée dve &inje-
nicet: Prvo, funkecija g(s) (a stoga i X) se mole izabrati
tako da se anulira ze s=a i s=b ukoliko je F neprekid-

na U tim tadkama. Drugo, ukolikeo su funkcije gy i g, orto-
gonalne na J, tj. ukoliko vazi ~
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g1(u) go (u)du =0
W
onda je funkeija K(s,t) ugl(s) g5 (t) U-funkeija - dokaxz
se u sustini ne razlikuje mnogo od zavrsnog dela dokaza
prethedne teoreme (gde je g (s) =g(s) ,gr(t)=q).U

daljem izlaganju'ée ove primedbe éesto biti od koristi,

TEOREMA &,1.6. Neka Jje F neopadajuéa funkecija definisa-
na na intervelu J = [a,b] i neprekidna u tadki a, F(a) #
#F(b), a ¢ realan broj. Neka je J, otvoren podinterval
intervala J. Tada postoji U-funkeija K definisans na J2
i funkeija v definisana na J tako da je K(a,t) =0 i

K(sy) dF(8) mv(t) , 8eJ
J | |

i sem togae, v(t)=c za t € INTq, v(E)<tc za t e Jq
Dokaz: Ako je funkcija F nelinearns na J onda moSemo
uzeti v(t) =¢c za svako t € J i pozvati se na prethodnu
teoremu. Pretpostavimo stoga da je funkecija ¥ linearna na
Jy tj. da Jjoe F(s) =ds +e .No tada se problem nalaZenja
funkcije K svodi na nalaZenje funkeijd v i r definisae

nih na J takvib da v zadovoljava gornje ngjednakosti i
da Je

d ris)ds= 1 r(w)v(u)dus ¢ , r(a) =0
J g |

Jer je dovoljnd uzeti K(s,t) =r(s) v (t) . (S obzirom na
malopredjasnju primedbu X ée biti U-~funkciija). Ovakve
funkcije ri v postoje ~ moZemo se sk ograniditi na ra-
zmatranje deo po deo linearnih funkeija.

4.2. Nesntagonistidke igre na djedinidnom kvadratu

DEFINICIJA 4.2.1. Neka su F i G me3ovite strategije, a i
b realni brojevi. Ka¥emo da uredjena cetvorka (F,G,a,b)
resava neantagonistidku igru ) na jedinidnom kvedratu
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46 (2.4)

lz dokaza fTeoreme 2.4.2. se vidi da se na isti nadin
moZe dokazati i "jale" tvrdjenje: realan broj A Je sopstve~
na vrednost matrice A ako i samo ako barem jedan igrad ima
optimalnu strategiju razliditu od [1/(n+l) ... 1/ (n+1)] "
u igri definisanoj matricom M( A ) U radu [T 2] je razma-
tran i sludaj kompleksnih matricd i to tako &to je najpre
matrice A=B+iC , gde su B i C realne matrice zamenje-
na sa

B C

-G B|

T S

a potom je primenjena konstrukcija slicéna prikazanoj u te-
oremi 2.4.2.

Prirodno je postaviti pitanje: &Sta se na osnovu pozna-
vanja jednog reSenja matridne igre I mo¥e redi o spektru
matrice koja tu igru definife ? Preciznije, ako su date mew
Sovite strategije ﬁ:i v i realan bro] v, kakav sve mofe
biti spekter matrice A pod uslovima da strategije ﬁ i vy
budu optimalne u igri definisanoj matricom A i da vaji
v=val A7 Jasno je da se ovo pitanje, mutatis mutandis,
moze postaviti i u sludaju bimatridnih igarf, kao i igara
na Jedinidnom kvadratu. Naredne dve glave su poavedens
ovem pitanju: u treéoj se razmatraju konadne igre, a u Je-
tvrtoj igre ne Jedinidnom kvadratu,.
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i za teoremu 3.2.%. Jer pojam unikomplementarnosti nema
smisla u slucaju funkeijd raspodele na I.

Sledeta teorema pokazuje da jo teoremom 4.241s redeno
save sto se moZe redl o spektru neantagonistifke igre na
Jediniénom kvadratu kad je poznata samo Jjedna detverka
koje resava tu igru. |

TEOREMA 4,2.2, Neka su a 1 b realni brojevi, a ¥ i G me-
Sovite strategije, I= [0,1] .

.,

(1) Ako barem jednsa od funkecija Pig nije strogo ra-
stuca, ili ako su obe strogo rastudse ali obe nelinesrne
onda za proizvoljne dve neprekidne funkecije Ly 1 L, de-

finisane na I2 pdstaje neprekidne funkeije Kl i K2 def] -

2

nisane na I takve da (ﬁ,@,a,b) resava igru (I,I,Kl,Ka)

i da uz to funkecija Kl ima isti spektar keo Li’ a funke

cij& Kg kao I.Jzn

(ii) Ako je F(s8) =g =& funkeija ¢ je strogo rastuda
nelinearna funkeija onda za proizveljny neprekidnu funk-
ciju L, definisanu na I® i proizvoljnu neprekidnu funlk—

ciju L, definisanu na I° koja ima sopstveny vrednost b
postoje neprekidne funkeije Kl i KE definisane na I2
takve da (E,@,a,b) redava igru (I,I,K;,K,) i da uz to
funkeija Kl ima isti spekbar kao Ll’ a funkedija Ky kao
LQ-

(1ii) Ako je ?(s)==a, G(t) =% onda za proizvoljne
neprekidne funkeije Ll 1 L2 definisane na I2 kKoje imaju

sopstvenu vrednost redom a cdnosno b postoje neprekide-
ne funkeije Kl i K2 takve da (ﬁ,@,a’b) redava igru

'(I,I,Kl,KE) 1 da uz to funkeija K; ima isti spekbtar kao
I‘l’ a funkei ja K2 kao L2 .

' :
Dokazi (i) Pretpostavime najpre da barem jedna od funke
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L I 2 ~ " r . . o
cija F,G nije strogo rastuta 3 neka je to npr. G .To znadi

- da je G konstantna na nekom podintervalu intervala I. Bar

jedan od intervald [0,1/2] , [1/2,1] sadr¥i tadke rasts
funkcije ¥ ; neka je to npr. [1/2,1] . Izaberimo broj c
(O<<e == 1/2 ) tako da interval cyl] sadrZi podinterval
na kome je funkeija G konstantna i da uz to funkeija § bu-
de neprekidna u ¢ . Interval I podelimo na dva intervals
I, = [0,c] 1 I,= [cy1] .Neka je M neprekidna funkeija
definissana na Ii takva da je M (8,¢) =M(c,t) =0 i da Jod
je spektar jednak spektru funkcije Lye (Takva funkcija po-

stoji na osnovu teoremd 4.1.1. i 4,1,2,) . Neka je V U-funk-

cija definisana na Ig takva da je V(c,t) =0 i

S V(s,t) AF(8) = v(t)
Ip |

gde je v(t)=<b (Postojanje v i V garantuje nam teorema
4.1.6. 3 2a podinterval Jl moze se uzeti neki podinterval

na kome je funkcija G konstantna) . Dodefinifimo funkei ju
v na intervslu I_.L na proizvoljan nadin tako da bude ne-

prekidna na I i da vaii v(t)=<<bv, v('t); b ukoliko jo %

tacdka rasta funkeije G,
Neka Jje

z2(t) ev(t) - S M(s,t) df(s) - v(e) tel,
I
i neka je J funkeija definisana na I, koja ima osobine:

J(e) =m0 i SI j(8)df(s) =1
¢

Neka je L(a,tq) «V(g,c) +2(t) j(8) funkcije definisana na
I, x-Il i neka Je najzad

Kzu
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gde Je sa O oznadens funkcija identidki Jednska nuli. Lg-
ko se proverava da je K2 debro definisana i neprekidna .,
Osim toga Je, za‘bEEIl

S Kz(a,t)dﬁ'(a)n S M(s,t)dﬁ‘(a)+§ L{s,t) df(g) =
i ” 1 Iz

= v(t) - 2(t) ~v(c) +v(c) +2(t) = v(t) :

a8 telz Je

I

S Ke(a,t) dF(s) = j V(s,t) aF (s) w v{t)
I , Ig '
5 obzirom da je v(t) «b u svim tadkama resta funkeije G

imano

S: (o-v(t)) dG (£) = ©

Pokazimo sada de funkecije M i Ko imaju isti spektar.
Neka Je fl sopstvena funkeija od M koja odgovara S0pBLVe~

noj vrednosti A #0, i neka je f5 (Jedinstveno, jer je V

U-funkcija) reSenje integralne Jjednadine:
oy .t
SI L(s,t) fl(t) dt + EI V(s,%) Lr(6) At = ?\.i‘g(t)
1 2

tada Je f-(fl,fg) sopstvena funkeija od K5 koja odgovara

18toj sopstvenoj vrednosti.

Obrnuto, ako je f sopstvena funkeija od K2 onda Je
jasno da ée £q (restrikeija funkeije £ na Il) biti

gopatvena funkecija od M. Jasno Je da ovakvs Koresponden-—
cija ¢uva linearnu nezavisnost sopstvenih funkeijad te
80pstvene vrednosti razlidite od nule imaju isti rang.

Razmotrime sludaj kada su funkcije F 1 & obe strogo
- rastuée i nelinearne, Tada je barem na jednom od podinw

tervald I, = 0,8] i I, = [C,1] funkcija F nelinearna :

¥

£
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neka je toO npr. 12. Mo¥emo bez umanjenja opstosti pretpo-

gtaviti da Je 7 neprekidna u ¢ . Uzimamo v(t) =1b za svako
£ e I i funkcije M,V i L kao i ranije (postojanje funkei-
je V nam sada garantuje teorema 4o1.5.,) « Ostatak dokaza
isti je kao i u uprave razmotrenom slucaju.

Ukoliko funkcija iy nije strogo rastula onda je na Jed
nom od intervald I, ili I, ona nelinearna j neka je to I,

tada se opetb uzima vit) =b i funkecija V konstruise na o8-
novu teoreme 4.1.5. Ostatak dokaza je isti kao i ranije.

Opisali smo konstrukeiju funkei je Ka’;jaamo je da se
i funkelja Kl mo¥e konstruisati na slidan nalin.

(ii) Funkcija K, se ronstruide kao u sludaju (1) ;
opisademo samo konstrukeiju funkcije K, Podelimo inter-
val I na I, = [0,1/2] i I,= [1/2,1] «Neka je M nepre-
kidna funkecija definisana na Ii koja zadovoljava uslov

M(1/2,t) » 0, M(8,1/2) =0 i &iji se spektar dobija tako
Sto se iz spektra funkcije L, izbace &lanovi Jednaki b .

(Ovde pretpostavljamo b £0 ). Postojanis funkeije M obez-
bedjuju teoreme 4.1l.34¢ 1 4,1.2. Neka je b sopstvena vred-
nogt ranga n . Neka su dalje hl' N *hn neprekidne funk-

cije definisane na I, koje zadovoljavaju uslove:
hl(l) ‘lt.ti ‘hrl(l) had hl(l/g)“ sHe W hn(l/g) L O ’

S hl(a)dﬁul,g hi(a)dauo,g h?(s)aaub', i=2,00e4n
I2 Ip T2

i hi y imly 4se 40 8U medjusobno ortogonalne na inter-
valu Iai.Ovakva funkcije postoje j; zaista, dovoljno Je
ogreniditi se na razmatranje deo po deo linearnih funk-
cijée. Stavimo

© V(8,t) mbhy(8) +hy(8) By (6) +eue +hy (8) By (¥)
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I{s,t) =z (t) hl(s) gde je

o) wb = | HCs,0) a(e) b= | (s, 0)as
Iy 11
Funkeija V(s,t) je degenerisana ; b joj je jedina sopstvena
vrednost (ranga zﬁ)kcjoj‘odgovaraju sopstvene funkcije
Dyy wes ,hnﬁ.Neka je Ky definisanea sa

M O

[

K?_‘
L Vv

hor it

gde je sa O opet oznadena funkeije identidki Jednaka nuli,
Begz trude se proverava da Jje funkeija K2 dobro definisana

i neprekidna., Imamo dalje, za ¥ E?Il

g Kz(ﬂ_,t) dﬁ‘(a)ns M(a,'ﬁ)\dﬁ*g I{(s,t)ds =D
1 Il 12

a za tE 12

| ky(a,8) dB (o) - S V(sy6) ds = b
I ' 12 g
$to se tile spektra K,, jasno je da sopstvenoj vrednosti
b Gdgﬁvaraju funk{'}ijﬁ fi = (O‘hi)’ i “l‘ LN ,n : (i EiaIHO

one, jer b nije sopstvens vrednost od M) « Ukoliko je A
neka sopstvena vrednost od M (& stoga ne od V) kojoj od-
govara funkcija g definisana na I,, onda je (g,g) sopstve-

na funkeija koja odgovara A za funkciju Ky, gde je g Jedin-
gtveno redenje integralne jednadine |
S I(s,t) g (t) dt + S V(ia,t)E(t)dt = g (8)
I 1
1 2
Stogs ¢ce spektar funkelje K2 viti Jednek spektru funkcije L2,
U sludaju b =0 konstrukcija je jos jednosbtavnija:
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za M éemo uzeti funkeiju koja zadovoljava uglove
M(1/2,5) =0 i M(s,1/2) =0 a ima isti spektar kao L,
(teorema 4.le2e) » Zatin uzimamo V=20 (identidki) i

- I{8,t) = - M(1-s, t) « Sve neophodne jednakoati ge onda leko
proveravajiles |

(iii) U ovom slulaju se i K, 1 K, mogu konstruisati

kxao funkcija K, u slucaju (ii), te je time dokaz teorems

ZavVISen.,

Nije tedko videti da sludajevi (i),(ii) i (iii) u
prethodnoj teoremi (kao i sluda] "gimetridant sludaju (ii))
“pokrivaju" sve moguéne slulajeve, te da tako teoreme
4,2.1e i 4.2.2. daju potpun odgovor na postavijeni problem
u klasi neantagonistidkih igaré na Jjedinicnom kvadratu,

Spomenimo Jod da su konstrukeije isplatnih funkcijé
date relativno detaljno samo u (i), dok su dalje samo ski-
cirane. Ovo je uradjeno stoga 8to bi zbog slicnosti kon-
strukeijd detaljan doksz bio u velikoj meri ponavljange
ranije redenog. Tako bi se npr. u sludaju (i), ukoliko bi
Iq sadrfac tadke rasta funkcije B (umssto, kako smo pret-

postavili, Ig) konstrukeijs izmenila utoliko Bto bi funk-

cije Mi V, a teskodje L i O izmenila mesta. U daljem iz=-
laganju éemo se pridriavati tog principa: detaljno te bie-
ti izlo¥ene samo pojedinosti koje se bitno razlikuju od
ranijih (videti npr. dokaz teoreme 4.3.2.).

4.%, Antagonistidke igre na jedinilnom kvadratu

Prelazimo na slude] antagonistidkih igarf na jedini-
Snom kvedratu. Za razliku od prethodne tri klase igara
postavljeni Prbblem je ovde, kao sto je napomenuto i u
predgovoru, samo delimidno refen. Po svemu sudeéi, iz~
gleda da teorema 4.3.l. daje najvise s8to se mozZe redi ©
spektru igre - medjutim, to ostaje otvoreno pitanje sve
dok se ne dobije dokaz odgovarajudeg tvrdjenja (ili ne
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npdje kontraeprimer !).Moguéno je, naravio, dokazati niz
parcijalnib tvrdjenjd, all sva ona zajedno ne “"pokrivaju”
sve mogudne sludajeve (keso 3to je to bio sluda] npr. sa
teoremamnd 4.2.1. i 4.2.2.)s Teorenma 4oeBe24 Je u tom smi-
slu analogna teoremi 4.2.2. (ii).

DEFINICIJA 4,3.1. Neka su F 1 G medovite sbrategije s v
realan broj. Kafemo da uredjena trojka (F,G,v) redava
santagonistidku igru A na jedinidénom kvadratu I2 ukoliko
su u toj igri F i G optimalne strategije redom igrada
Py i Py ive valld .

S obzirom na teoremu l.4.4. (8tr.28 i 29) jasno je da
(F,G,v) redava igru (I,I,K) sko i samo ako strategije F 1
G i broj v zadovoljavaju uslove

(1) K(s,6) dF (8)==v , t €I

i

(2) S K(s,t)ac (t)==v , 8 €1
1

TEOREMA 4.%.l. DNeka je antagonistidlba igra na jedinidnonm
kvadratu Ia definisana neprekidnom funkcijom isplate K i
neka (#,6,v) redava tu igru. Ako ja g) = 8 a funkeija

G strogo rastuéa 1ili G(t) =t a F strogo rastuéa onda
je v sopstvena vrednost funkcije K.

Dokaz: Neka Jje npr. F(s) =8 s B G strogo rastufa funk-
oija. Tada u (1) imamo znsk Jjednakosti te se vidi da je
v sopstvensa vrednost funkcije K kojoj odgovara sopstvena
funkeija identidki Jjednaka l. Ukoliko je psk G(t) t =&

# strogo rastuéa onda na isti nadin zakljudujemo 1z (2)
da je v sopstvena vrednost funkcije Ko definissne sa

Kc(s,t):uI{(t’ﬁ)g Medjubim, kako se radi o realnim funk-
cijama spektri funkeijd K i K, se poklapaju (videti npr.
T3] J.L
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o £

TEOREMA &4.%.2. Neka su F 1 G mesovite strategije, v realan
brod i L= ‘:G,l:[ . |

Ako Je F(g)=8 a G strogo rastuda nelinearna funkcija
111 G(E) =t = # strogo rastuda nelinearna funikcija onda
za proizvoljnu neprekidnu funkciju L definisanu na 12 koja
ima sopstvenu vrednost v postoji neprekidna funkecijs K de-
finissna na 12 takva da (ﬁ,ﬁ,v) refava igru (I,I,K) i da
uz to funkeije K i L imaju isti spektar.

Dokaz: Pretpostavimo npr. da Je f(g) =8 i da funkeija
& strogo raste. Na barem jednom od intervald 0,1/2} i
[1/2,1] Jje funkeija 6 strogo rastudéa i nelinearna ; neka
ie to npr. [1/2,1] . Izsberimo pozitivan broj ¢ - 1/2 ta-
ko da funkeija G bude neprekidna u ¢ ;3 neka je Iy = [O,¢]

I,= [¢,1] «Neka Je M neprekidna funkecija definisana na

I%tak:m da funkcije M 1 L imsju isti spektar i da uz to

- vazi, za te lq
g M(s,b)da= v
1

5 M(e,t) = 0, (Ova funkcija se moze konstruisati kao funlk-
cija Ky u tooremi H.2.2. (ii)) « Neka Je V U-funkcija defi-
nigans na Ig koja zadovoljava uslove Vis,c) =0 i

& V{g,t)dG (t) = v , 8€ I,
12 |

Postojanje ovakve funkcije V obezbedjuje Teorems 4alaDe
Funkeiju K édemo uzeti u obliku

o ey

M 8
(37 K=

O Vv

i sk

gde funkcija 8 , definisana i neprekidna na lix I, i zado-

voljava uslove: S(s,c) = M(s,c) ;5(c,t) = V(cyt) 3
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M(s,t) 4G (%) +
I R

(4) 3(s,5) G () =v , 8 €I

(5) S S(s,t)dm% V(s,t)ds=v , t €I,
I, I,

Postojanje ovakve funkcije B obezbedjuje teorema &.1l.He 3
proverimo da li su igpunjeni uslovi za njenu primenu.

Funkcije F(s8) = s i G(t) su strogo rastule i stoga
unutar intervala Ilpadnosna In imaju tadsk8 rasta. Ozna-

$imo sa x odnosno y funkeije

M(s,t) a6 (%)
1

(&) %w(g) mv =~

I

V(s,t) ds
2

(7) y(t) mv -
T

Integracijom (6) po 8 na 1y, & (7) po G(t) na I, dobijamo,

korigtedéi Fubini~evu teoremu

x(g)ds = ¢y =V é(c)

!

8 () aG(s) = v (1 ~G(c)) =v (L= o) mev-vG(c)
I, 1 | |

Sem toga je M(c,c) =0=V(c,c) i

M(g,c) ds =vay(e)
1

I

V(e,t) di(t) = v =x{c)
2

pa trafena funkcija S postoji. Sem togs, funkecije K 4 M
(dakle i X 4 L) imaju isti spekbtsr, sto se dokazuje kao

L
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u teoremi 4.Ce2s L

Na kraju, spomenimo da se problem analogan problemu
razmatranom w ovom radu moze postaviti i za druge klase
igarf, te da se stoga u OVOm Pravcu moze jo8 raditi,



99 | (1it)

LITERATURA

[A 1 Aczél,J.: Lectures on Functional Equstions and Their
Applications, Academic Press, New York, London 1966,

[A 2] Aljan8ié,S.: Uvod u realnu i funkcionalnu analizu,
GradJjevinska knjiga, Beograd 1968,

[A 3] ABid,M.: Karakteristilna svojstva matricad igard sa
potpunom informacijom, magistarski rad, PMF Beograd

197 1.

B 1] Bazaraa,M.S5.; Shetty,C.M.: Nonlinear Programming, John
Wiley& Sons, New York, 1979.

[B 2] Bellman,R.: Introduction to Matrix Analysis, McGraw-
-~Hill Book Co,, New York, Toronto, London 1960,

(B 3] Bellman,R.: Stability Theory of Differential Equati~-
ong, Dover Publications, Inc. New York, 1953,

[B 4] Burger,E.: Einflthrung in die Theorie der Spiele,
Walter de Gruyter & Co. Berlin 1950,

(C 1] Cherubino,S.: Calcolo delle matrici, Edizioni Cremon-
ese, Roma 1957,

[C 2] Cottle,R.W.: Note on a Fundemental Theorsm in Quadra-
tic Programming, J.Soc.Indust.Appl.Msath, 12(1964),
665-665

[C 3] Cramér,H.: Mathematical Methods of Statistics, Prin-
ceton University Press, Princeton,1946,.

[D1] Dantzig,G.B.: Linear Programming and Extensions, Prin-
ceton University Press, Princeton, 1963,

[D 2] Jlasumos,a.l'.: MOTOAH M MOLEAN TEODHH AHTAIOHUCTHUEC KX
nrp, M8l-BO MOCKOBCHKOT'O YH-TA , MOCKBA 1978.

[D 3] Diego,A.: Lecciones de Programacién ILineal, Notas de
Algedbra y Anédlisis, Universidad Nacional del Bur,
Bahia Blanca, 1977.

[D 4] Dorn,W.S.: Self-dual Quadratic Programs, J.5IAM Appl.
Mathe 9 (1961) 51l=54,



100 (Lit)

[E 1] Ehrenfeucht,A,: An Application of Games to the Complet-

E 2]

G 1]

[6 2]

(2]

H 2]

5 3]
I 1]

K1

eneas Problem for Formalized Theories, Fund.Math.,49
(1961), 129-141,

Evans,R.J.: Silverman’s Game on Intervals, The American
Mathematical Monthly 86 (1979),277-281,

Glicksberg,l.; Gross,0.: Notes on Games over the Squ-
are, Contr., to the Theory of Games Il, ed.by Kuhn, H,.
We and Tucker, AW, Princeton Univ.Press, Princeton

1953 (173-182).

'meneHko, B.B.: Kypc Teopu: B8poATHocTeft, NATNS NBNaHHe,
“Hayka" , Mocksa 1969. |

Halmos ,P,R.: Measure Theory, Van Nostrand Reinhold Co,
New York 1950,

Hargsanyl,J«.C.t Oddnegs of the Number of Equilibrium
Points: A New Proof, Int.J.Game Theory, 2(1973)
235-250,

Hewitt,E.; Stromberg,K.: Real and Abstract Analysis,
Springer~Verlsg, Berlin,Heidelberg, New York 1965,

Ivkovié,Z.: Teorija verovatnole sa matematidkom sta-
tistikom, Gradjevinska knjiga, Beograd 1976,

Kekutani,S.: A Generalization of Brouwer’s Fixed
Point Theorem, Duke Mathematical Journal 8 (1941)

457-459.

(X 2] Kamroposuy,l.B.; Arngos,l.Jl.: DyBruMoHARBAHY amanms

BTOpOe usnaHme, “Hayra" , Mocxpa t1977.

(K 3] Kaplanski,I.: A Contribution to von Neumann’s Theory

of Games, Annals of Math. 46 (1945) 474-479,

[K 4] Karamardisn,S.: The Nonlinear Complementarity Problem

with Applications I & II, J.Opt.Theory Appl.4 (1969)
87*88 i 16?“1811



101 (Lit)

[K 5] Karlin,S.: Mathematical Methods end Theory in Games,
Programming and Econcomics, Pergamon Press, london

1959,

K 6] Kreps, V.L.: Bimatrix Games with Unique £quilibrium
Points, Int.J.Game Theory 3 (1974) 115-118.

K 7] Kuhn,H.W.: Extensive Games, Proc.Nat.Acad.Sci.>6 (1950)

:Kiﬂ'Kurepa,E*: Vida algebra (I i II) Zavod za izdavanje
udzbeniks SRS, Beograd 1971.

[L]jiLankaatar,P.z Theory of Matrices, Academic FPress,
New York, Iondon, 1969.

L 2] Iemke,C.E. ; Howson,J.T.: Equilibrium Points of Bima-
trix Games, J.Soc.Indust. Appl. Math. 12 (1964)
AlA-423, |

[ 3] Zojesiewicz,5.: Wstep do teorii funkeji rzeczywistych
- (Wydanie drugie), PWN, Warszaws 1976,

L 4] Lovitt,W.V.: Linear Integral Equations, Dover Publica-
tions, New York 1950,

M1] Manapeen,0.A.: KoHEUHOGTH MHORECTBA DPABHOBECHHX CHTY-
annik s OeCrnalMUNOHHHX UTpaX, BonpoCH MeXaHwky 1 Ipo-

[eCCOB yNpaBlIeHus, BHMyCk 2, JdesmHrpay I978.

M 2] Mangasarisn,O.L.: Equivalence of the Complementarity
Problem to a Bystem of Nonlinear Eguations, SIAM J.
Appl.Math, 31 (1976) 89-91,

(M 3] Mangasarien,0.L.: Linear Complementarity Problems

Solvable by a Single Linear Program, Math.Programming
10 (1976) 263270,

M 4] Mengasarian,0.L.t Characterization of Linear Comple-
mentarity Problems as Iinesar Programs, Math.Progra-
mming Study 7 (1978) 74-87,

(M 5] Mathematical Programming Study 7 (1978)(Zvornik &la-
nskf posvedenih problemima komplementarnosti).



M 6]

(M7
N 1

N2

(3]

[N 4]
[0 1]

03]
03]
[0 4]
2 1]
R 1]
R 2]

R 3]

102 (Lit)

Muxnug, C.D.! Aoruns 0o INHEOAHHEM HHTOTPARBNHM YPABHSBHAM
fusmaTiua, Mockpa 1959.

Morgenstern,O.: Spieltheorie und Wirtschaftswissen-
schaft, R.Oldenbourg, Wien 1963,

Nash,J.: Non-cooperative Games, Annals of Math. 54
(1951) 286-295,
Harancos, f.01.: Teopusa QYyBKUMA BEUECTBOHHNQX MNepevMen-

Bnit, "Hayxka" , MocGiBa 1974.

Neumann,J.von : Zur Theorie der Gesellschaftsspiele,
MathoAnnalen 100 (1928) 295.320,

Neumann,J.von ; Morgenstern,O,: Theory of Games and
EBEconomie Behsvior, Princeton Univ.Press, Princeton

1944,

Ortega, J.M.§5 Rheinboldb, W.C.: Iterative Solution of
Nonlinear Equations in Several Variables, Academic
Press, New York 1970,

Ostrowski,A.Met Solution of Equations and Systemg of
Equatians, Acad. Press, New York 1960, -

Owen,G.: Existence of Equilibrium Pairs in Continuousg
Games, Int.J.Game Theory 5 (1976) 97-105.,

Owen,G.: Game Theory, W.B.Saunders Cos Philadelphis
1968,

Parthasarathy,T.; Raghavan,T.: Some Topica in Two -
Person Games, American Elsevier, New York 1971,

Raghavan,T,: On Positive Game Matrices snd Their
kxtensions, J.London Math, Soc, 40 (1965) 4e7-497,

Rédei,L.: Algebra (Vol,.I), Pergamon Press, Oxford
1967.

Riesz ,F'e§ Nogy,BeSze~? Lecons d“analyse fonction-
nelle, Akadémiai Kiad$, Budapest, 1968,



103 (Lit)

(R 4] RosenmiillenD.: On a Generalization of the Lemke -
- Howson algorithm to Noncooperative N-person
Games, SIAM J, Appl.Math. 21 (1971}, 73-79.

R 5] Rosenmiiller,J.: Kooperative Spiele und Mirkte,
Springer~Verlag, Berlin,Heidelberg, New York 1971.

S 1] Shapley,L.S,; Snow,R.N.: Basic Solutions of Discrete
Games, Contr, to the Theory of Games I, Princeton
University Press, Princeton 1950,

8 2] Skala,H.J.: Nonstandard Utilities and the Foundation
of Game Theory, Int.J.Game Theory, 3 (1974) 67-81,

(53] Cogonop,H.Nl.: BBefeHMe B TEOPI® MHOTOMEDENY MATDHI,
"Hayxnpa Jyu kK a® Kues 1972.

[T 1] Thompson,G,L,3Thompson,D.M.: A Bibliography of Game
Theory, Annals of Mathematics Study 40, 1959,

[T 2] Thompson,G.L.; Weil,R.L,: Further Relations Betwsen
Game Theory and Eigensystems, SIAM Rev,1l (1969)
597-602,

[T 3] Pricomi,F.Ge.: Integral Equations, Interscience Publ,
New York, ILondon 1957,

[U 1] Undexrwood,R.G.: A Functional Differential Equation
Approach to Solving Infinite Gaemes, SIAM J, Control
14 (1976) 251-267.

V1] Vajda,S.: An Introduction to Linear Programming and
the Theory of Games, Methuen & Co. London 1960,

[W 1] Weil,R.L,: Came Theory and Eigensystems, SIAM Rev.
10 (1968), 360~367,

(W 2] wilgon,P,: Computing Equilibris in N-person Games,
SIAM J, Appl. Math, 21 (1971) 80-87,

Z 1] Zermelo,E,: Uber eine Anwendung der Mengenlehre auf
die Theorie des Schachspiels, Proceedings of the

Fifth Intern. Congress of Math,,Cambridge 1913,



104

(Reg)

REGISTAR

B

Borel 3

Fermat iv
P-matrice 32
Forma, preneksna
normalna iv
Fubini 97

Helly 22425 ,42
Howson 20

I

'Igra, antagonistidka 26

e

beskonadna i, 2
bimatridna 5
diferencijalna i
dva igrada i
konadna 2
"kvadratna® 39
matridna 26

na Jjedinidnom
kvadratu 2
neantagonistidka 26
n igracd 1

58 nepotpunom
informacijom 1

Kakutani 7
Koalicija ii

Lemke 20

Funkcija, degenerisans 82
-~ igplate 1
- sopstvens 80
- U~ 84

Funkcije, spektar 30

Hintikka iv

Igra, sa potpunom infor-
macijom i

- u normalnod formi 1
- u pozicionod formi 1
-  zbira nula ii

Igrad i

Igre, norma 38
- spektar 30

- =  vrednost 27

Isplata i

Isplate, matrica 5
-~  funkcija 1

Komplementarnosti, pro-
blem ¥

Logiks,matematicka iv



105
M
- isplate 5
N
Nash 1 |
Neumann, von 1iv
O

Operator, integrslni 78

Perron 41
Podigra 30,39

Raghavan 41
Rang sopstvene vred-
nosti 78

Skup dopustivih ta-
Eaka B
Spektar igre 30
- funkecije 30
Stieltjes 23

Talka, dopustiva 8
-~ ekstremna 14
- ravnoveina 5
Teorema, PFubini~eva 97
- Helly-evs 22,2%,42
~ Kakutani-eva 7
- Perron-ova 41

(Reg)

Matrica, prostorne 3}
Matrice, norma 38

Norma igre 38
Norma matrice 38

Qperator, poitpuno nepre-
kidni 78

Polinom, standardni 54
Problem komplementarnosti 7

Refenje v

Strategija 1

- cista 1
- mesovitae 1
- optimalna 27

Teorije igars i

- - kooperativna ii
- - nekooperativ-
na ii

Thompson 46



106 | (Reg)

U
U ~ funkcija 84 Unikomplementarnost 52

v
Vektor sopstveni 41 Vrednost sopstvena 78
Volterra 84 : - - y Teng 78
Vrednost igre 27 - svojstvena 4]

- Perronova-
sopstvena 41



	001.tif
	002.tif
	003.tif
	004.tif
	005.tif
	006.tif
	007.tif
	008.tif
	009.tif
	010.tif
	011.tif
	012.tif
	013.tif
	014.tif
	015.tif
	016.tif
	017.tif
	018.tif
	019.tif
	020.tif
	021.tif
	022.tif
	023.tif
	024.tif
	025.tif
	026.tif
	027.tif
	028.tif
	029.tif
	030.tif
	031.tif
	032.tif
	033.tif
	034.tif
	035.tif
	036.tif
	037.tif
	038.tif
	039.tif
	040.tif
	041.tif
	042.tif
	043.tif
	044.tif
	045.tif
	046.tif
	047.tif
	048.tif
	049.tif
	050.tif
	051.tif
	052.tif
	053.tif
	054.tif
	055.tif
	056.tif
	057.tif
	058.tif
	059.tif
	060.tif
	061.tif
	062.tif
	063.tif
	064.tif
	065.tif
	066.tif
	067.tif
	068.tif
	069.tif
	070.tif
	071.tif
	072.tif
	073.tif
	074.tif
	075.tif
	076.tif
	077.tif
	078.tif
	079.tif
	080.tif
	081.tif
	082.tif
	083.tif
	084.tif
	085.tif
	086.tif
	087.tif
	088.tif
	089.tif
	090.tif
	091.tif
	092.tif
	093.tif
	094.tif
	095.tif
	096.tif
	097.tif
	098.tif
	099.tif
	100.tif
	101.tif
	102.tif
	103.tif
	104.tif
	105.tif
	106.tif
	107.tif
	108.tif
	109.tif
	110.tif
	111.tif
	112.tif
	113.tif
	114.tif
	115.tif

