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Dugujem iskrenu zanhvalnost prodegoru o Zlobodani
Aljandicu za podrsSku koju mi je pruzao prililkom

1

izrade ovop rada, kao 1 2o savebte 1 suseastije

L L

LOJima ml Je pomogao da ovom radua dom pobpuniji

fra

i precizniji konadan oblik,

Hriko Jnne
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¥ao osnivad teorije aprokeimaciia obidne se smatra musli
matematidar XTI vella P, L. Cebilev. n je izulavajuéi hod po-
jedinih mehanizama dozao do matematicdke foraulacije nroblema
u sledeéem obliku: za dabu neprekidnu funlieciju X(E) defi-
nisanu na segmenvu [&,8] odreditl polinom At =Qge+a,t+
+--.+Qn__4tn“", stepena ¢M~4 koji najmanje "odstupa" od date
funkcije (X)) . Kac meru ovog odstupanja Cebifev je posmat-
rao velicdinu

(0.1) max 1 E) — p .
ostsd

Polazeél od ovakvog problema Cebifev je dao mnoge znadaj-
ne rezultate. On je prvi dao tzv. alternansni kriterijum za
najbolju aproksimaciju u smislu (o.l), koja se u njegovu &ast
zove cebifevska aprokgimacija. Dokazao je, izmedju ostalog,
da za dabtu neprekidnu funkeiju O¢{t)  definisanu na [0 4]
u skupu & EO /ﬂ , odnosno Qmm&’ Al uvek poatojl bar jedan
element najbolie aprokgimacije. Pritom & EDJ{l oznacava
skup svih polinoma stepena SM , 2 Glmjm{i‘.’l,}a] slededi shup
racioralnih funkeiia:

Aot AL+ +Q k" 9,
Q.41 o= o A X :\c1~ . e .
R'“:‘”‘*[ ’] {%ﬂ.;. @b+ +8,t™ "’%“ o ’

telo il = &+ k4 + %m{m > O}*

Veliki broj ratematidara uwopstavao je rezultate Ceoldeva
u vide pravaca. Segment [0, 81 =zamenjen je proizvoljoim kone
paktrim Hausdorff-ovim prostorom T 1li &ak nekompaktnim pro-
storom, specijalno sa EQ;+00{L 111 R . Umesto realnih funk-
clja posmatrane su kompleksne funkceije 1lil Sak funkeije sa
vrednostima u proizvoljnom normiranom prostoru, specijalno
sa vrednostima u pred-Hilbertovom trostoru.

Uopstenja u drugom praveu isla su na mereaje odstunania
drugim izrazima, npr.
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(0.2) [ Shmed—g@Bax)™ § |50 G) — A

Netodl resavanja provlems teorije aproksimacija kada js od-
stupanje definisano kao u (0.2) bili su dosta drugadiji od
metoda koil su primenjivani xod Cebijevske nproligimaciie

Bitan korak ia jedno] ondtoj fteoriji u kojoj se anstra-
huju konkretne ogsobenostl oven 111 onog nacinn mereonis rase—
tojanja, udinjen Jje kada su funkeije pomodu kojin se aproke
simira, kao i funkceija xoja se aprokszimira podcle da 5o poge
matraju kao elementi apstraktnih rnovmiraonih ili éak sano me—
tridkih prostora. Rastojanje izmedjin funlieija ¢ i 4 ocada
se svelo ma rastojanje (u smislu wetrilkop prostora) d(y)
cdnosno na normu razlike: 190 - 4 (u normiranim prostori-
03 Y.

L

Kao opstl problem nelinearne Leorije anroksimaciia u nor-

miranim vektorskim prostorima obidno se smatra sledelia:

Neka Jje &éat normiran vektorski prostor X , nijecov pro-
izvoljan neprazan podskup VW 1 tadks e XNV . Traje se
tadke M9,V koje zadovoljavaju uslov

(0.3) X -l = Ang i~ =:d{x V),
g 1=aV
Tacka N koja zadovoljava (0.3) je najbolts aprolsi ija

taCke % elenentima skupa VY . To je ujedno tndno regenje
ovog arroksimacionoy; mroblema. Cno ne nora uvek soatoriati
ako postoji ne mora bitl jedinstvene, a w praksi ga je naj-
ceiée nemogule tadno odrediti. Zbog ovih ololnoshti od valilep
interesa je i vogmatranje pribliinih relenja gornis; aprolsi-

maclonos problema 1 o v glededem cnislu,

Mekn su normiran veldsorski prostor X , okup Ve X 1
talika eae¥~\N dati kao 1 gore 1 nera je £ 0 ("lovoli-
no mali' broj). Za svaku tadku V&N tdova da Je zadlavel den
usloy

(0.4) o — A9l € oo V) + 8

kazadeno da je & —avroksimacija todke 20 clenantiua chupn

mﬂw [T T LT R e T T

Y = preuna terninologliji koju uposrebliavra sincer ({}{])
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(0.74.1) T =1teT| &)~ pWH) =~ 0},
(0.74.2) T_,=3teT| 2®) ~p®) = - {f- o}
(0.54:.3)  Tio=iteT| #&)= eHEOY,

gg,faml%} T., = iteT] pB) = u@®},

(0345} =T, uT 0T UuT,,

Sa ovim oznakama on doxagzuje sledoda dva stavoas

1) Ao Je (TMUTW*)n(T__‘uT_,_Qrﬁ’Qﬁ , onda je £ najbolja
aproksimacija za £ .

2) Neka je £e€CM) i €K i reka je (T uUT INIT UT =g,

Tada su sledeéa tvrdjenja medjusobno ekvivalonitna:

a) £ Je najbolja aproksimicija za ~£ :

b) Koordinatni podetak prostora 'R lei’;i u kkonveksnon
omotadu skupa L&Y \tET.?} nde je GM)= za t€T_,uT.,
i ()=+4 za X€T,_ UT,, kao i T = (@qc&;} @, Y.

¢) Postodi m44 uzastopna badka i:,p( Aol onCkpia U
Tp , tako da je GCt)=CN"1E®), Usism),

Dalje, sko je (T T,.0T_D ulT N, =@, vaii stav o jakoJ je-
dinosti najbolje aproksimacije sa ogranicdenjima. NHaime, tada
postoji konstanta ¥ =¥ , takva da za svakeo g€ ¥ vaii
nejednakost j,

(0.35) -9 0> We—-pl+ SUp-20,

Taylor dobijene rezultate primenjuje na odredjivanje Ltzv.
€ ~interpolatora. Naime, ako je ®ECIM i tu<t,<¢ ... <k,
(ksm+4 ) i €50 dato, fTunkcija £ iz "h.-ud:s_mnumnog Haar-—
~0vog pobprostora V (u odnosu na Y,Q.}%] ) je E-=intsrnolator

za € u balkama Xgykagy-- By 4 8ko Jo
(Vae TN\ R@ERD-pNI L E).

Stavimo
(0.36) KE):i={peV] (WieT Y(1E )~ pEDIL V)

Ako onranidenja definiSemo sa

yoo, L2k, N s
‘L.L('hﬁtm{ ’ Q%) 1= EALR EJ t t*—

PEO+E b=t ~o, b#t,
imamo
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skup V veoma cesto se zadaje kao familija funkeilia
{Fla, )\ aeAY

ode zavise »d varametra Q. , blast definisanostl parameira

'\“

Janahovos o

ad

a. , skup A , obilno je obtvoren podsiup nelios
4

LR

. 2, .. )
ctora, speciialno ostora W . Sxup A obidno sze naziva

s 1 L *E!"- y N *‘: | b R Fo LY * s 2 .t,.‘!..-r
saracsbarsid skup, a axo )2 on sadraan u s, foamilija funde

A nkable s, S ol SN - Wy R

cija LF(@t) €AY rnaziva se M-pavazcbarska faniliia.
Problem E&~aproksimacije u ovom slulaju svedi se na odredji-
vanjs vrednosti parametra Q,€A tako da buds zadovoljena

nejednakost

£) ~F(Qy )€ Ame max 2@ -FO 4+ ¢ |
(0.5) ng;‘qc\#(‘) (20,001 a%i ‘c(—:—T\ V4 €

72 € =0 opet imamo najbolju aprokuimaciju funkcije € pomolu
parametarske familije {FCa)tstae AY.

Vreatimo se opet opdtod nelincornoj teoriji aproksimacija.
Prve rezultate opdte teorije u sluiaju aproisimacije konveke
snim skupovims u konadno-dimenzionalnom slucaju dali su 1934,
codine Bunt ([37]) 1 1935, Motzkin ({83], [841). Pecesetin
codina ovog veka u teoriiu aprokgimaclja prodire 1 funxcio-
nalna analiza, Frve rezultabe u beskonadéno-dimenzionalnim
prostorima dall su Klee ([66], tﬁ?], Eﬁé]) i wfimov i Jvelkin
(Tus), Tsel, (471, [28]). 1961. godine nadjeni su ekvivalenti
Yonveksnosgti Sevifevskih skupova u Hilbertovin prostorima 1
u prostorima L.,P { )p‘:'r'{ Yo 10 RKloe-u je ta] ekvivalent slaba

satvorenost, a po Efimevu 1 Stedkinu - aproxsimabivna Xompakb-

[Er————— R S L kgl WA AL MM Sl v AR ik bl Wi e sy b

nost., Pritom, skup NV u metridkon nrostoru X Je aprolsina-
tivno kompakton ako iz W&\ i d(‘r,ﬂﬂmﬁ'—}d{‘r}\ﬁ sledi posto-
janje podniza G@g;) niza (W8, koji konverzira ka nekon e-
lementu iz NV . Prvi primer primene opite geometrijske teorije
Gali su Efimov i Shedlin dokasujudi da ranije poswatiand akzup
inﬂngmn. racionalninh funkciia nide Cebidevski skup u Lﬁg
(>4 )

Aproksimativna kompaktnost blisko je¢ povezana sa nepre-
kidnoséu metridke trojekcije. Prvi je to uocio 3Singer, a kas-
nije su na tome radlll mnogi autorli kao npr. Brosowslki, Jeg-

I

mann, Deutsch, Wulbert, OSman, Berdylev i dr., O ovome e Jo
bitli redi kasnije,
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7o svako Q?E\quﬁ zde je skup V@g d~finisan 9a

(0.42) \J@;m fe eV (00) 29,E) > )Y O,EN AU =6, (B D V)<, 4.

Uslov (0.47) je o3triji od uslova (0.29)=(0.40), ali se zabo
dodasno pretpostavlia slabije svo'zbve (UB) m:t siun V. Si-
tanje nmoguénostl zamenc skuoa \/,{3 SE! Vw SAVANRT (0. 1) oubo-
je otvoreno. Prinerom je pokazano dn su stroge e jcd.. -noti
w definiciji skupa \L@ naophodne,

Cetvrta glava daje jedan algoritum za odredjivanje noje
boljih aproksimacija u prostoru C(T,H) . Ovaj algoritam je
jos Sire primenjiv za odredjivanje &E-aproksgimacija ako se
pritom koriste dovoljni uslovi za E-aproksimneiju izvedeni
u prved 1 drugod glavi. U osnovi metoda leZi alporibtam koji
je predlozio Krabs za redavanje problema diskretne linearne
aproksimacije (v. Y}§} t?;}), Tad alzgoritam Je prenet na
sludaj aproksimacije u prostoru C(T,H) neprekidnih funkeija
na kompaktnom Hausdorff-ovom prostoru U , sa vrednostima u
pred-Hilbertovom prostoru HW . Ol skupa V elemenata iz CCT,H)
kojima se aproksimira dota funkecija £eCCT,H) traii se da
bude kolmogorovsiti skup prve vrste, Uj. da za njega globalni
uslov kKolmogorova bude i necophodan za najbolju aproiisimaciju.
Mlasa ovakvih skupova je dovoljano Siroka (polklapa se sa kla-
som tzv, sunaca i obuhvata izmedju ostalog avezdaste slupove,

gpecijalno i konveksne skupove 1 poburostore). Po Brosowskon

({171) 1 Brosowskom i Wegmann-u ({52 ) navode sc jos neki
ekvivalenti uslova da Jje skup kolmopgorovsicl skup prve vraoste
-~ a1 obliku izvesnih uslova 'regularnosti'.

Osnova metvoda kodi Je ovde izloion sastojl se u slededen.
Ako Je plobalni uslov Kolmogorova ncophodan i dovoljan za noje
bolju aproksimaciju, a neki element A3 ne zadovol java ovaj
uslov, onda se moZie napraviti ﬂdbolj sanje, bi. odrediti (na
konstruktivan nadin) element M%‘ koji je volja aproksimacija
za ¥ nego Sto je to W . U ovom pogledu ognovni su stavovi
6. 1 7. koji u slucaju konveksnog skupa V daju metod pobolj-
savanja polazne aproksimaaijafg us odgovarajucu uvantivabive
nu ocenu stepena povoljsanja. Metoud se u principu moic pri-
menitl 1 uw sludaju nekonveksnog skupa N , ali %o iziskuje
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o AN (£E&) —~ Flae g7 (F! ()-8Y< 0O
i (3 7) tewtﬁmF(Qa}*‘n 2 2

sludaiu opdte nelinearne aproainacije u normirenin

ie FlQe,r) nojbolja aproisinasijs

yraﬁﬁarima nrve koraxe ka uwopstavianiu stava Lolmomoroava dao
je V. N, Nikoljski] 19€l, godine ([*‘]) 1965, odine {[”ﬂ)
uvodjenjem zundamentalnog sistema funkcionala, o njema skup
("(::X* jo Tundamentalan sisten furndeionala na K ake de {7
G(X* X)-ua"avo:'m nodskun Jjedinicne lurle K¥ = XX , takav

da za svako X & ¥ \{o} vostoii fwlzional el 35 2)={xll.

Ha osnovu ovoga nastao je tuve. (flobalnl uslov Kolaororova

denbirtl - ek sl e eyl gt rherPhiralnm. ol i mﬂ-ﬁ-m [T SO T R

kodim se naziva svakl od sledecs dva mediusobno ckvivalontna
uslova (v. Brosowski {17} ):

K:3 (WoeVil ~anim Re R
(0.8) W (:QQE@”'\’*;)HP FY- 1) < Chﬁ

(0.9)  (4weVI( mim Re £(19—-19,150).
LeTR-YINEpT

Pritom je stavlieno
(D i=4fe K| 2=ty (xeX)
o E/p [ de skup ekstromalih tadalia sckupa V0 .

Mikoldsizii je pokanao do Je wilow (0.3) uvel dove. . oa
D¢ E'PVC‘ZQ, A neophodan Je u slulau kada Je siup \ Lonvel-
gan. Dalje ou na ovomz radili Singer, Choqauet, Sariavi, o
vinson i dr, Uslove vod kojima jo (0.0) (odnonmo (0.9)) noop-
hodno 1 dovoijino o f\Slae?V(':ﬂ ann Jjo Brosowsii. Yooolharilo
se da u ovow nitandu Iljudnu ulcpn Lora pojasy Ysunea {(u aro-
jim razndn vardjantana) (v, olava f}:z;*u,;;u).

Unoredo g olobalnim uaslovos Kolnouorova, holii g Ltnlo zove

Jer u (0.8YA9 »rolazi celo WV, uvaden je 1 Iokalni uslov

Kolmomorova zn koJi se ispostavilo dn jJe uvel neophodnn s

G & P, . Pod lokalnin usloven Rholuogorova podn
svaki od slededa dva medjussobno elvivalantna uslova:

1 3
(0.10) (vheClw, V1) (fezc:n--wmr* Re 2RI 0

(0.11) (V&ecwmvl)(wimwm cpr RERE < oY,

! u.:l'
N
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e
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* + o W
funkeija definisana na otvorenom konveksnom skupu U =W,
AT xU->WR - data neprekidna funkcija, a eC(T) funk-
cijda kodu demo smabtrati parametrom. U nekim drupim varijon-

tana problema paramnetarske optimizacije za wmrametar se uzi-—
ma ciljna funkeija 4 , zatim fiksirano X&T 111 palk funk-
cija A na levo] strani nejednskosti-ogrenicenja. Ova vosled-

nja varijanta poliszala se najlkompliliovanijom 1 tu Jo do sads
veoma malo uradjono, Kao 3to Je wed redsno, ovée paraicehrom

smatranc nenrekidnu funkeiju & na desnod sitrani nejodnaizo—

sti-0zranidicena.

Cd posebnog interesa Je linearno paramebarska optinmiza-

U el el Sevrit R dei S g Pty WEARY MM VerPlt e, e iy L sy s bt U i AVimindaiati' et S A o

cija tj. sludaj kada je ciljna Dinkcija cblila

s
(X)) = Z. PyXy Cp,‘,.,t})pm')e@mi

w4

ACE, ) = {AM), )

L 3 m " o o
zde je At T —R neprekidna, o €+ ,+*» oznadava skalarni
proizvod u W . Vedinu rezultata koje ovde koristimo dao je

Brosowski (v. (191, Yedl, (oi}, Y22}, {27}, Usil).

Prvo se definidu skup 'Z& dopustivil tadaks 1 slup 'P&
minimalnih regenja

Zo=1xeUl (VteTIC(AG, )< b&N},
Pe, 1= 10,6 Zp, | Vo) = Am$ p(Zpd}
kao i minimalna vrednost
Eg := An¥ «p(?.'%\) ,

Doadavanjem tadke 0o @& T prostoru T (Lako da shkup {oo} bu-
de otvoren), dobijamo kompakiban Haundor{f-ov nrontor TH:=Tu
u{eoy, Uvodjenjem pomodnih Tunkeija
), *=00
(0uh) W (b= d T
A — B+ By, XET
i

45 ) P () 1= ronaxe W, (bx)
(O ® et/ ¢ 7

problen {(0.43%) sa ogranidenjima svodi se na slobodan eksbre—

+
fii
-
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¢ ~aproksinacija za X (bi. Yy E'-.’pv aC’-‘-ﬂ ) ko L osano alio pom
. » * » j_- » s
stoii funkecionzl R € KT ( K¥ je Jedinidna zabvorena kugla

w - &
Ionjugovanos prostora X ) takav da Je

IVY=0 A 2@X-V 2 WX~V ~E

Nedbto vise o ovome dao Je Buck (Eﬁél) razaabrajudl ri-
nene teorije dualnosti u teorijl anrolsinmacilia. 22 sludaj
najbolje avrorsimacije talke W elementima poturostora Vo,
on je dao sladedu karakterizaciju:

(0.12) Py =V 0{x +WY
cde Jje
(0.13) WS = UiWel REK¥ A (RIV)=0T,

& Wfﬂ{ﬁex\"e(ﬁj‘““%"{}* kako Je u (0.13) dovoljno ogranidi-
ti se na one Wp za koje je ¥ ekostremalna talka kugle K* .
od interesa Je karakberizacija takvibh funkceiocnala. Tu Tuck
daje ebvivalenciju po kojod Je $GEPK* allo 1 samo ako Je
skup W£MW£ iednak prostoru X . Da bi dobio anale 1 uuloe-
ve za E-aprolisimaciju (koju on zove ~ dobra avroksimacija)
uvodi skupove

(0.14)  HE:={yexX| 2N Uyt-%} (ReM)

1 pekazuje, modifikujuci jedan rezultat Phelps—-n ({9{5}) da e
funkcional € € K'N Vl'( V™ je anulator potorastora V ;
Tia V"'m{gax*l(a\\f)mo}) ekstrenalna tndka kurle X* ako
i samo ako za svako R elN vafi

(0.,15) - mV%‘(H?wHEI)*

) [ ] n » I [ 3'“ - UL
Dimenzija najmande strane jedinidne sfere S koja sadrii
funkcional £ Jjednaka je kodimenziji zatvorenos pobprositora

=~ O ARTY.
MM%DA(\H-H:?#-H__?)}

ko se u slucaiu £E‘.Ep\@" svodi na Codimm M=0 t]. M=K
Po analogijl sa skupom UF , Buck je definisao skup

(0.16) 1R ;e U{HEI £eBp(K NV}

Tada vazi slededéi stav:
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posebno trebolo peosmatratl kKlasu sLaoo Ok sualne Ko.., 'ionih
vreslikavanja zboy njinove osobine dn Je uslov (o.46) kod
niih neophodan 1 doveljan za minianlino resenio,

e

Sesta glava daje primer primenc nckih rozulbtata drogouskog
(v. [1§]) u problzou aproksimacije Twiclije susbine raspodele
verovabtnode linearnon kombinacijon datilh jusbina. Froblen Je

u ovom smislu prvi posmatrao Marsaslia ( 791) w vezi sa koo
pijuterskin generisanjen sludajnih promenliivih., On daje i ne-
tod refavanja postavljenos problema svodjengient nu dizkretan
problem linearnos programiranja. Aubor ovop rada se u ovo)]
glavi bavi pitanjem stabilnosti takvih refenja pri razlidi-
tim variranjima mrefe tacaka preko kojih se vrsil diskretiza-
cija, kao 1 pri poznavanju funkecije justine samo sa odredje-
nom relativnon gredkom kako u pogledu Vacnosti njenog argwaen—
ta, tako i u pogledu tadnosti poznavanja njene vrednosti.
Dobijeni iskazi o stabilnosti uglavnonm se odnose na polunepre-
kidnost odozdo skupa minimalnih redenda, obo dopulita nepre—
kidnu selekciju, tje. biranje pojedinih minimalnih reodenja koja
neprekidno zavise od nolaznin promendjivin,
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Py = eVl o~ i€ ()l D
tj. u odnosu na ovde ugvejene ocnake Jje g=v-dx,NV), n
ravnonernu neprekidnost Y -projelniic formuliZe u terminima
modula neprekidnosti

5% e N = w{g(fpi(m)?;ﬁ(gﬂ\ -yl €4 A Al 4Y

Pitanje karakterizacije elemenata E-avrcksinaciie u op-
$ben nelinearnom sludaju nije jog obradjivano, U ovoj glavi,
ausor rada dao je pre svega niz dovelinih uslova za @Oe'PV’E(m).
ni se baziraju na globalnom uslovu Kolmogorova za najbol ju
aproksimaciju (v. Brosowski ([;fl))i ved¢ pomenutom rezultabu
Singera u linearnom sludaju, U ovim razmabtranjinn bitnu ulogu
igra skup

S (X—9,,8) = {£& K| Re (- V) > W~ — &}
kao i skup njegovih ekstremalnih tadaka,

Prvo ge daje prefornulacija Singer-ovog stava za linearan
sludaj 1 to u obliku koji dopusta Zeljeno uwopitenje .. teli-
nearan slulaj - stav 3. Stav 4, daje Jednu varijantu ovop us-—
lova, ovog puta samo kao dovoljan uslov, ali tako da se u-

ki

mesto
(0.19) LU Re (WYL O (weV) .
£ & (@~ &)
posmatra minimum preko skupa ¢ija je struktura jednostavnija
$to moZe biti vaiZno pri numerilkim izrndunavanjima. U ovonm
sludaju za "9, EE‘"PV,EC'Q) dovoljno je da bude
(0.20) LN Re (M) <0 (veV).
REEPK N E(L-19,,8)
U daljen se daje dovoljan uslov za @GG"R%EC,#‘) oritem
tipa (za proizvoljno NV ) u obliku
(0,21) ce ;@TW}E) Re £(V-V )< o (we V).
Sstav 7. daje ocenu rastojania chx;J) odozdo, a nma ina
1 Jasno geonetrijsko tumadenje vezano za senaraciju tadke od
skupa ¥V posredstvom hiperravni. Toiito je primerom poXazano

L
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(prema terminologiji koju koris*zi Tiskovec u [76]) AKo Je
jasno © kojem se £ radi, reél édemo samo -~ kvazireSenje.

a obzirom na &injenicu da se u praksl tesko odrediuju
tadna redenja arroksimacionih problema, a ne retko to je 1
nemoguée, pribliZna redenja inaju veliki znacdaj. Posebno to
dolazi do izralaja u sludaju kada skup V »nije proksiminalan,
tj. kada za neke reX\NV ni ne postoji najbolja aproksi-
macija u V j pribliZna reSenja u smislu (1.2) uvek postoje.
Tsto tako, i problem Jedinostl reSenja kod kvazireSenja ob-
pada Jjer ovih, osim u "patolodkim" sludajevima, ima Cak beg-

konaéno mnogo.

'8a skupom svih refenja problema (l.1l) povezano Je Jedno
viZeznadno preslikavanje, tzv. metricka projekeija, Slidan
pojam uvedéemo 1 za skup svih redenja problema (1.2).

DEFINICIJA 1. Metricka projekcija elementa xeX\V na

AR sl TV iy el A Y i g i Vool RV il Al SR A

gkup V Je skup
1.3) P,@)={veV| fe-Vl= SECAVIL Y

Semo Py, Je viSeznadno preslﬂ:avanaa prostora X u 'POT(V)
(zbog trivijalnosti se u praksi ne posmatrajun X iz V ).

DEFINICIJA 2. Metridka E-projekcija elementa xaeX\V

wmm WA SUTRR sy VARl

na skup V Jje skup
(1.4) cf.m i={g,e V] 1%~ Voll < dlx N)+EY

p

Samo?v ;}e videznadno preslikavanje prostora X u ‘POT(V)
(gde oPet zbog trivijalnosti ne pasmatramo eV ).

Ako Je
Kix,¢l ={yeX| ly—xigg} (§20)

zatvorena kugla radijusa © sa centrom u tacki X, lako
mofemo videtl da vaZe sledeée formule:

- (1.5) B () = V n Kloe,d e\,
(1.6) Py O =V N Klxe, dix,V)+ e].

Specijalno, za £=0 metridka E-projekcija gvodi se
na obidnu metridku projekciju. Vise autora ispitivale je
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lien uslov
(0.23) teA = le®iy=4.
3amu signaturu on obelefava sa 2.(€) . Nukle,

(0.24) s) = {(teaN! te AY,

Toup A =1Mg naziva se baza sizmiture Z(€), "™ bi pojan
sipnature iskoristio za karaktericaciiu elesenata nninol’e
aproksimacije, Brosowski Je uveo 1 pojam exsiremnlne sijjna-
ture (kao generalizaciju nekih ranijin spscijalnin rezultata ).
Hoime, ako je A9, EVC:C(T,H) i ako je B{®) sinuibura no
CCT, ) , kaZeno da je ona ckstreualna za tocku ¥y u olnosu
na skup V ako za svako VeV vazl
(0425) run Re {elt), vt~ 9,8 < 0.
t € Me
28 fEC(T,H) i signaturu s(e) Koja Jje elobtromalna

za A9y W odnosu na V i za koju vazi jednokost
R (%) — 19,08 = &) 1Y — WV, (4) Hy, CEEMe),

vairl sledeéda dvostrana ocena

(0.26) i 1@ -6, &My £ d.¢ & W8 -9,
O ‘teg‘: £ H (f,\f) WL il

Ako se na skupu )
Mgl ={teT| gl =1lgl}
definise neprekidnoe preslikavanje
_ 3(&3
G'gCt) Y )
zbog l€qtMly=4 (teMigl), ovo je jedna signatura,

koju Brosowski oznadava sa 2191 . Odatle se izvodi slededi
stav (koriféenjem ocene (0.,26)):

Ako je signatura B{®-1,] ckstremalna za A9, u odnosu
na V , onda je A9, najbolja aproksimacija za ® u skupu V.

Polazeéi od ovih osnovnih &injenica o signaturama u CCT)H)
Brosowski razmatra pitanje acophodnosti uslova tipa "0.25)

J

uvodedl privom razne varijante ''regularnih shkunocva v .
) ¥
Sli¢no uvopstenje Brosowskil je dno i za sludai nroizvolj-

AL



(1.10) 3 (x,€) = T (Ep (3(0,80),

gde €6 (A) oznalava zatvoreni konveksni omotad skupa A,
a, EP(PQ — skup ekstremalnih talaka skupa A .

Sada moZemo iskazati globalni uslov Kolmogorova na sle-
dedi nadin: |

Element "S,&V zadovoljava globalni uslov Kolmogorova
na skupu V ako je za svako 8&V ~ispunjen uslov

| mi Re £(9~8,)<%0.
(1.11) £GZC’J:T:’\9£) e o

Minimum v (1.11) dostife se zbog 6" (X“ X)-—neprekn.dnogti
funkcije Re¥ na E’CX" X) ~kompaktnomn skupu =Z(C—).

Ovaj uslov desto se rasélanjuje na sleded¢l nadin: Element
9,V zadevoljava globalan uslov Kolmogurova na skupu V
ako za svako wa\ postoji funkcional ‘QWEX Lakav da su
ispunjeni slededl uslovi

1° fVeK®, | (1.12)
2° e“”(m--wsm =i~ Voll, - (1.13)
30 Re V(W -1,) 0. (1.14)

Uslov (1.11) ekvivalentan Je-sa sledeéim uslovom: za
sveko eV vaii

- i Re €09 -9 0.
(1.15) p LA = (0"9,) °

U ra3dlanjenom obliku, ova] uslov glasi: za svako vweV
postoji funkcional £PeX* sa

O | £®(mmq9¢\, — “m””q;“ 3 - (l 113)
39 Re $Y(v-v,) % 0. (1.1%)

Eevivalentnost uslova (1.11) 1 (1.15) posledica je sle—
deée leme, |

IEMA 1 (Brosowski ([1‘?1)). Neka su® 1 9, prolzvoljni
elenmenti normiranog vektorskog prostora X i 2 preoizvoljan
e (x* ,X)-—kompaktan podskup od X . Tada su sledeéa dva tvr-

dienlJa ekvivalentna:

e 2‘;
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\¥/ moZe da bude 1 nula 1 na netrivijalnin mestima, oni do-
pijaju stavove o karakterizaciji minimalnih resenja problema
(0.,29) koje primenjuju kod obilne lebiSevske aproksimacije,
kod Cebisevske aproksimacile sa ogranicenjima i kod optimi-
zaclje sa strogo kvacikonveksnim ogranideniina,

Pojam koji Jje analogan pojmu signature po svojoj nameni
za karaxterizaciju resenja aproksimacionih provlema je pojanm
tzve H-skupa koji je uveo Collabtz (v. Collatz i krabs ({59] J )
On posmatra aproksimaciju u Q(T,WD 1 skup DV noziva
H-gkupom za skup WC:CCT{WJ ako se T mofe predstaviti kao
unija dva neprazna skupa D4 1 D, tako da ne postoji par
funkcija w,ﬁ?EW 33t

teD, > WEY—~WHEI >0,
tED, D WHEI-WERI<O.

Pogebna varlijanta ovog pojma su tzv. H,-skupovi koje

Collatz posmatra kod jednostrane CebiSevske aproksimacije

. i
funkeije () iz C(T{ﬁl) . Ako Je W skup dopustivih funk-
cija za ova] problem, tj.

W = {weWw| (YEeTI) > 26N

1 € xﬁ*f?ﬁ) - funkcija greske, onda (3 dostiZe gvo]
meksimum na U . Neka je struktura posmatranih funkeija takva
da u talkama (Pae) (=42 ...,% ) vaii E(Pye) =0 , a u tad-
kama (Qu) (pr=4,2,..m)

Unija tadaka (’Pw*) i (Qp) obrazuje po definicijl jedan
Hy-skup alto u W nenma elementa W9 talivog da je

REI, > w@D-wWw@<o.

Dokazuje se da ako tatke (Pye) 1 CQtJ_j ¢ine H,-skup za
funkeiju AWEW koja Je dopustiva za $&C(T,R) , onda je
W nagbolja jednostrana debievska aproksimacija za £ .

Autor ovog rada u drugoj glavi uvodi M -kvazisignaturu

it
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Dokaz stava 2. Dokazademo samo implikaciju 1° = 2°, jer

obratna implikacija predstavlja samo oliglednu posledicu op-
stijeg stava koji ée biti dat za prolzvoljan skup V .

Neka Jje zato A9, e'PV EC’D?-'). Zbog pretpostavke da xaX\V
je S:=dlx,VI>0, Na osnovu posledice Hahn-Banach-ovog sta-—
va postoji funkcional :EE"—.X&' takav da je WRUN=4 , £N=§
g £ =0 za vaV , Zbog '19@6‘?%8(9&) imamo |

-V £ 34+ € = P(X—-0 )+ E
odakle sledl da vaZi 1 ¢).10

Kao pubokaz ka prenodenju globalnog uslova Kolmogorova
pa nelinearan sludaj E-aproksimaclje moZe nam posluZiti sle-
deéa preformulacija sbtava 2.

lllllll

| STAV 3. Neka je V vekbtorski potprostor normiranog vekt r-
skog prostora X , W,V ,‘MEX\V i 820 ., Tada su slede~
éa dva uslova ekvivalentna:

10 v EEPVJScm.)E . )

29 (dwveVI( wminm Re (W) < O). (1.21)

#EEPEC‘X‘-—‘\SMQ |

Dokaz. PrencSenje na slucaj kompleksnog normiranog pro-
stora ne predstavlja nikskav problem, take da je 1° ekviva-
lentno sa |

.. ) <
(1.22) (dveV)( _’?gggg_%@ Re £(9) £ 0).

Kako Jje skup 2({.{*-'19@,8“) Gfxﬂax)mkompaktan, toc je na osnova
leme 1. uslov (1.22) ekviwvalentan sa (1.21).11

U iskezu stava 3. figuriSe skup Ep2(X-,£) ekstremalnih
tadaka skupa ={X-" E)., Kako taj skup u mnogim za praksu
vaZnim sluCajevima ima relativno prosbu strukiuru, znadajno
je imati kriterijume za raspoznavanje elemenata iz EpZ(x-19, 8.

U sludaju najbolje aproksimacije, tj., za &=0 , moZemo
se pozvati na sledelu lemu.

- IEMA 2 (Singer (196])). Neka je M ekstremalan podskuyp
zatvorenog konveksnog skupa A u 1inearnom topoloskom pro—
storu X . Tada je

(1.23) EpM) =Ep(A NM.,
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4 kojima figurife Ceblievska alternansa, samo Sto ovde umesto
skupa kritidnih tacaka u kojima greika dostiie maksimum, figu~
ride skup talaka u kojima gredka po apsolutnoj vrednosti od-
stupa od svog msaksimuma za ne vide od & . Stavovi 8. i 9.,
iako u ovon slulaju direktno dokazani, predstuvliaju anplogo-
ne staveva 9. 1 lo., 1 orve glave.

Treéa glava se bavi nelinearnon <ebifevskum aproksimaci-
jom sa ogranidenjina tiva nejednakosti, ambijentni vrostor je
C(T,R.) , 2 na elemente proizvoljnos podskupa V kojin se a-
proksimira data funkcija € postavljena su dodabna ogranidenia

take da se formiras skup

(0.33)  V¥:={veV| (vteT) () S vE)$ uwNy

kao skup aproksimirajuéih elemenata. lritom se za funkciju £
pretpostavlja da je poluneprekidna odozgo, a za funkeiju Ak
da Jje poluneprekidna odozdo,

Ovakvim tipom aproksimacija bavili su se, izmedju ostalih,
Taylor (v. {103}, Ylﬂi]) i Dunham ({#2]). Ako je na &itavom
skupu T ispunjen uslov Q&) <auu®), onda se albernansni kri-
terijumi mogu preneti 1 na ovaj slucaj kako je to pokazao lay-—
lor, Sadrfajnu i bogabu rezultatima beoriju on racvija za slu-
daj kada je V n-dimenzionalan Haar-ov potprostor od Clo,&],
tj. pobtprostor u kome gvaka ne-nula rfunkcija ima najviie m-—4
nula. Pretpostavimo da funkeije W k) ,W,),... R (%) Zine bazu
za WV . Neka je dalje T kompaktan podskup intervala [a.,®]
koji sadrii bar m+4 tadku. Taylor deliniSe skup K:m{pe\“
CV%ET)(Q(&&@&')&L!.&))} zde se pretpoustavlja slededes

1° 2: T > -o0,4+00f

2% At T =% -0 +oo]

3° T u=WeTIeW=~o} 1 T, ={teTluw=+} su otvo-
reni podskupovi od YV

19 2 je neprekidna na T\Tﬂm , AL Je nevrelridna na
TN T |

59 (VeeT) (&)< meEd).

Pod ovim uslovima najoolja aproksimacija funkscije £ ele-
mentima skupa K uvek postoji. Taylor uvodi i sledede dalje
oznaxe

il
L



catka A me leZi u E((M,0M).

7oog toga ne mofemo da se pozoveno na lemu 2ey Lako da
axup E4 2(X-1%,8) ne moZfemo da zamenimo skupom Ep%{*nE(’x*wm&)
. da uslov (1.21) ostane neophodan i dovoljan. Medjutim, mo-
semo pokazabtl da vaZi inkluzija

(1.25) Ep K¥ N S (X~ &) < EpZ(X~1,E).
Formilidimo to u obliku sledeée leme, |

IEMA 3, Neka je ™M zatvoren konveksan podskup zatvorenog

L

wonveksnog skupa A u linearnom topoloskom prostoru X .
rada vaZi inkluzlja

(1.26) Ep(A) N M < Ep (M,

Dokaz. Neka Je ‘:néEpCM'). Tada postoje tadke a,beM
1 A&10,4L tako da je W=U-X)04+2®, No, kako O. 1 & is-
tovremeno leZe 1 u A , ¢ nije ekstremalna talka skupa A ,

te e Ep(A)NM, 1T |

Specijalno, za A=K¥ 1 M=T(X-"%,8), dobijamo inklu-

ziju (1.25)., Na osnovu toga, ako uslov (1.21) zamenimo sa
(1.27) (§gooeV( min Re (I < 0)
. LEEp ¥ N Z@-"5,8)

a stava 3, narusava se ekvivalentnost 1° ga 2°, Tako dobijamo
gledeéi stav &iji je rezultat nedto slabiji od rezultata sta-
va 3., all Je struktura skupa preko koga se racduna minimum
Jednogtavni ja.

STAV 4, Neka je V vekbtorski potprostor normiranog vektor-
skog prostora X , Y&V, xX&aX\V 1i £>0 , Tada, ako vail
uslov (1.27), onda je '\SQE'PVJ%’('JC).G

Dokaz neposredno sledi iz stava 3 1 inkluzi‘;jé (1.25).

Struktura skupa EpK¥NE60-19,8) relativno je jednostavna.
Ako uzmemo u obzir i (1.20), vidimo da Jje od interesa odredi-
t1 elemente skupa E,p (K*NV>). Rezultat iz koga moZemo nero-
garedno izvesti stav o karaskberizaciji ekstremalnih tacaka
skupa K*NVY dali su Buck i Phelps (v. Buck [36], Phelps
({9¢] )). Ovaj rezultat izloZiéemo prema monografiji Holmes-a
(fﬁ‘ﬂ) -~ prilagodjenc situaciji koja nas ovde interesuje.
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(0.57) K=K@)={peV| (VEteT) (LM P SuEN}.

grrlor dokazuje da za £ postojl jedinstven najoolji  &-ine
terpolator jednoznadéno odredjen proizvoljnim siupom od M+
tadaka iz T u kojima funkecija £—~4 alternira.

Dunham u [4?1 pasmabtra proizvoljan podskup VW u C(T.,?R)
(zde je T kompakban topololki prostor). Ya date neprelkidne
funkeije € i AL takve da je Rf< 4t definife skup V¥=LuveV|
£ <o s} i za datu funkciju traZi najbolju aproksir ciju
u V*. FEaoc vadno dodatno svoistvo skupa V Jjavija se szv.
svojstvo (B) ('betweenness property'). lo definiciji, familija
runkeija ¥V ima svojstve (B) ako za svaki par elemenaba I,
s, &V postoji preslikavanje (o, l20+> ;&\ , tako da je
za sveko Lt €T , 8->Vl 1ili strogo monotons neprekidna
funkeija, ill konstanta. On dokazuje sledecl stav:

e . . .
Dovoljan uslov da W,&V bude najbolja aproksimacija
sa ogranidcenjima za funkeiju € jeste da ne nostoji funkeija
Ase\  takva da Je

(0.38) te€MI£-v5] (@) ~ Vet TwE) -V, (8] > O,
(0.39) A9,(8) = Q&) = WE) 3 VW),
(0.40) AGo&) = 1E) = WE) £ V).

Ako skup V ima svoistvo (B), onda je navedeni uslov 1 neop-
hodan.

U ovom radu se u tredéod glavi posmatra slablje svojstvo
od svojstva (B), tzv. svojstve (WB) ("weak betweenness pro-
perty’'). Pre svega su stavovima 1,-4, dati dovoljni uslovi
za najbolju aproksimaciju i E-aproksimaciju sa ogranicenjina
koji su posledica odgovarajuéih sbavova za opsii slucdaj. Za-
tim se posmatra Jjedan neophodan uslov za najbolju aproksima—
ciju funkcije § elementima iz V*. Haine, pod dopunsiiim us-—
lovom da skup V ima svojstvo (WB), kao i ako je donje olra-
nidenje £ vpoluneprekidno odozgo, a gornje osramidenic AL DO~
luneprekidno odozdo, poxazuje se da zao svaku najbolju aprox-
simaciju "'GOEV* funkcije -8 wvaZi uslov tipa Kolmogorova

A1) arum W) ~ VoY 1 4am 2 &) —~ 19, &YV] %
(o )tEHt‘-?*@cﬂ{ o aml$ NGRS
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Da bismo dobili £ & Ep K, ostaje da dokaZemo R+R i
2R  leZe u kugli K¥, Heka je zato NXWNg4 i ol:=lxi—£0x),

Razlilujemo dva sludaja:

Sludaj 1: o0=0 , Ovde Je za svako A0 @ AxehAs na
je 1REIL AN, odalile Je elx)Y=0 ., Zabo je
(£ 2 N =18 =lxll g4,

Slugai 2: of>0 . Imamo fe'xl-f@ X =l *=4, saro da
Lime Ay , Paje i 1Rt g4 . Dakle, 12O € o= el —
-~ RCx) pa Je opet

(222300 € £ + 1RO € £ + el - £EN] = =il

Hem tome, uvek je WL RUS A , tako da £ nije exstremalna

tadka od K¥.

SPAV 5 (Buck-Fhelps). Neka je X realan normiran prostor
i V njegov vektorski potprostor. Funkecional 2evinx® je
ekstremalna talka skupa V""n K% ako 1 gano ako Je

Xm\/-i'ﬁl-_gmAf.

Dokaz. Neka je € seminorma definisana sa
G = dCﬁﬁ,V3 = imP L~y ge\f}

i neka je Kgi={xeX|s(@<4Y. ako je Ki={xeX|lxls4) -
~ zatvorena jediniZna kugzla prostora X , imamo Kg=V-+iK, Za

© i=faeXx™| 4 { PR
€ e Kgi={geX | 2P Q@O g 4y
(polara skupa Kg ) stavimo
Be={wex|l s@)- PEILAY,

Po lemi 4. Je ﬁGE,PCK;') axo 1 zmaono ako Jje 'Bg --’Bﬁ 3% 0
X . Iako se dokazuje da je Kg =V*NK¥. Fokaiimo suda da
je V4+Apg—~Ase gust u Be~Be. Enko jJe 6 (x4 Sl za yeV,
vidimo da je V+Ag<Be , pa dakle 1

V4 F’lﬁ"‘Aﬁ e 3#""%$ .
s :ne’Bﬁ gtavimo Ayi= («l-#:)ﬁ: {(meN ), Inamo
&Ly — bl = A=AV (e ~ e A~ A < 4

Zato postoje M €V  sa Wont Yall <A+ R =4+ R WU+ )

5%
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poseban nadin odredjivanja parametra A koji se javlja u
ovim OCenami.

Som opis algoritma annlogan Jo oncme Kod irabsa nn dlo—
kretnu linearnu aproxsimaciju,. la svadfon Zoralan pobtrebao je
redavabi jedan ovtimizacioni problen zoa odredjiivanie elenena—
ta pomodu kojih zse ostvaruwie sledeld korak v alrmeribmu, Poka-
zano je da nije neovhodno naéi tacno radenie tom problema kon-
velisnog programirania, ved Je dovoljno odgovarajudl meksimum
oérediti sa uwnapred datim osranicenjem za relativou - ik,

Ukoliko traZime samo £ ~resenje aproxsimaciono;; proble—
ma, na svakom koraku treba proveravati ispunjenost odgovara-
juéih dovolijnih uslova datih u prvo]j i drugo]d glavi, Ovi us-
lovi su posebno eflikasni ako je V tokvo da afﬁ(\ﬂ bude ra-
van oslonca na luglu K{®,dE VY, jer je tada odovarajuéi
uslov tipa Kolmogorova za £ -aproksimaciju neophodan i do-
volJan.

ko se tra¥i tadno reSenje (bar teorijski), moramo se
opranifiti sludajem kada je VW konveksan zatvoren slup u ko-
naéno~dimenzionalnom potprostoru od C(T, H). Tada stavovi 8,
-10o, pokazuju da je bar Jjedna tadka nagomilavanja konstruisa-—
nog niza.apmokaimanata.(ﬁ%}ﬁ:‘d najbolJa aproksimacilia za
£ u sxupu V . Pitanje brzine konvergenciije ovog poatunka
ostaje otvoreno.

Ma kraju ove glave dati su nekil primeri u Xojima se za nu-
mericko izsralunavande moZe primeniti ovae] metod (ti, koji ce
uklapaju u Semu ovog algoritma). Tu onada i nroblem aproksi-
maclje intesralnog operatora sa proisvoljnin neprekidnin jez-
grom integralnim operatorem sa degenerisoanim JeirOom - 00—
blem na kojli ukazuju Collatz i Krabs ({§§X).

Yeta glava bavi se pitanjem karakbterizacije relenja pro-

blera parametarske optimizacije. Osnovnl probles parametar-

TR R SR S iy ML S SR b

Rl SN P NI Wbl Vel e

sxe opbtimizaclje moZe se iskazati u sledecem obliliu:
minimizirati: ApC)
uz ogranifenja: (WieTICA,X) < &EY)

cde je U kompalitan Hausdorff-ov prostor, A;DU""""'R cilina

(0,43)
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Re £,(8 -5 0.
mada dobijamo sledeéi niz nejednakostl:

e -l > 12, (@~ 2 Re £,(¢~19) 2 Re £,0¢~19) 4

+Re £,(19-19,) = Re R, (- ) 2 o~ |8

Prelaskom na infimum po W&V dobijamo

d(=, V) = ,f;g% e ] B

odakle jJo &P, (). T1

U uslovu (1.28) javlija se A9-~A9, umesto O koje Je
figurisalo u anslognim uslovima u stavovima 2, 3 1 4., U slu-
daju kada je V potprostor 1 ¥V, €V vaii ¥v-Ye\l &S q&e\f,
tako da je globalni uslov Kolmogorova mogao da ima nedte Jed-
nostavniji oblik.

Pre nego 3to predjemo na razmatranie drugih varijanti
globalnog uslova Kolmogorova, dajemo jednu ocenu rastojanja
A (xN) odozdo. Specijalan sludaj ovog stava za prostor C(T)‘
neprekidnih funkecija (realnih 111 kompleksnih) na kompaktnom
Hausdorff-ovom prostoru | , dat je u knjizi Collatz-a i Krab-

s-a ({39}).

STAV 7. Neka je ¥V proizvoljan neprazan skup u normiranom
vektorskom prostoru X , Y€V 1D proizvoljan podskup je-
dinic¢ne kugle K* konjugovanog prostora X*. Ako Je ispunjen
uslov

(1.29) (duveV)( im€ Re £(B-19,)< 0)
£eD ’
onda vazZl nejednakost
inf Re X~ V9) & dlx V),
(1.30) £ED 3

%ﬂ. Pretpostavimo da (1.%0) ne vaii, nego da Je
d.(‘CC}V') < i’\"i% Re £EX~19,) =2 T
£

1 neka je T, tako odsbrano da bude Al V)<T,<T. Po de~
finiciji rastojanja d(xV) posteii W€V tako da Je d}V)s
% “m“'wdu'(r * Tﬂda im&mﬂ

Re FX-1) S IX-Vll < Ty < T § Re R0~ C:Ee”D”%
4%
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L
't

malnd provlem minimizaclje q&b nn O . Priton io sbav 5. i
njegova prefornulacija - stav 4. (prema Brosowslon) varijan-
ta globalnoz uslova Kolmogorova prenesenon nn sluliad para-

cija, 1 ovde se vosbavlja pitanje kada J2 ovaj uslor i nhon-
hodan za ninimilno relende. Frosowusiil de palnzana (v, detini-
ciju 5., 1 stav ©.) da je u sluaju kada Jje preslikavanie 4?5
slabo punktualno konveksno svako mininalno reasnnies 'GQE'P%
okarakberisano sladeé¢im uslovom: za svako W& U  vaii pejed-
vialkost

(0.46) i {p9)—pM), rim (A, 9)- AW} <0

#LEM%;\S{}

cde Jje sbtavljeno

Mg ng, = TEET| @, 190) = Yy, (& LUNE 3

Autor ovos rada dao Je primere l.-5. kojl bliic objwdnjo—
vaju klasu punkvunlno konveksnih prasliliavania, Loja su ujedno
1 slabo punktﬁalnm konvelisna., Osnovni raozulbtab jo obav 2. (4
njemu slilan stav 9.) koji daje Sire uslove pod kojima je bar
neko od minimalnih redenja okarakberizsano uslovom (0.48). Zah—
teva se da Je videznadno preslikavanie %MT’?Q nolunepre—
kidno odozgo; dn skup P bude komvpaktan za svako & , kao i
da familija funkeija AC 1'?%3 bude konveizna. Tokaz stiva jo
veoma dug i kordisti teoremu Ky Fan-a o nepokrebtnim tackama vi-
Seznacnih preslikzavania u loxalno konvekonos prostoru. Ideje
za konsbtrukciju odredienih funkciin w dokasw pobicu 0d 32030
sikog kojl Je siican metod prinenio u nelincarned toorijl apro-
Iisimacija v norniranonm proastoruw w vesl oo lwaidibecizicljon
raznily tipova sunaca’.

Na Iraju ove slave daje so prvesded Job nekih deliih rezul-—
tava iz parametarsiie optiidzacije EoJi priondaju Jrosousizon.
Pogbavlia se pitanje mopuénosti renosenja slidnily shavova
0 stabilnosti, kKoji su za sluda] skupa oininclninh rolenja
poznatl, na simup dopustivih tadlaka,

G posebnog inberesa Jje pitanje mosudnosti prenoienia
algoritma slilnog onom u debtvrto] slavi na odredjivanije mi-

T

nimalnih regsenja parametarske ophtimizacije. U tom posledu D
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'E,ﬁ*i"“?.z } - Jdediniéni krug. Holia Je dalje ﬁ:m(%}ﬁ) .

g =4/, V= (3 r:;) N =(4,0) . 3 obzirom na reprezentaciju
funkcionala iz (’RQ‘\)*' kao vektora iz TR i vrednosti R0
koo skalarnog proizvoda <{®,%) , lako se vidi da je u ovon

»

sludaiu

E(iﬁwﬁg,&\m{(ém‘)‘; B2t sd A £y i

Tnda Je {:ﬁ 9 -9, = za svako € & 2(%- “a,E\J: poounlov
(1.28) nije ispunjen im"m je N9, &P EC':@

Cvai prizmer je u izvesnon spinlu Xarakbteristilan 2o situ-
aciju u kojod uslov (1.28) nije unsophodan za %&,EETKﬁECﬁD.
Smetnja toj neophodnosti Je u "debljiinl” skupa V¥V u praveu
vektora H — VY, . U mnogin praktiine vaznim situncijama, kao
npr. kod linesarne aproksimacije sa opranidenjima (5to je pre-
ma usvojenod terminologiji prebtvara ustvori uw nelinearnu a-
proksimaciju), ova situacija se moze izbedil. U veni sa tim
dajemo slededi stav. Pre iskaza sanoi stava uvedino sledede

oznalie s

a$f (V) = afini omotad skupa vV,
Rim (V) = linearni omotad (lincnl) skupa V.

QCEAV §. Meka je X realan norndiran vekbtorski prostor, V
njegov proizvoljan podskup, Y., €V ,XeX\\N i &§>0.
Neka Je Jjos ismurnjen slededél uslov:

(1.31) Ravan a$f(V) je ravan e¢slonca na kuslu K[’:!:Jd,(?t;\’\ﬂ_
Tada Je V& P,e(X) ako i samo ako za svako A&V  vali
¥
Yy LT L(v-v) L0,
£ & (L~ &)
Dokaz. Dovoljnost vaZi 1 v opditew slulaju, bez usliova

il iaind. ikl vl indaint

(1.31), btako da nema 3ta da se dokaozuje.

Neophodnost., Bez umanjenja onstosti mozemo prebpostuviti
da je aff (V)= Rim (V) (inade bisme izvr3ili translaciiu za
proizvoljan vektor —19 gde je eV ). ila osnovu jodne od
posliedica Hahn-Banach-ovog stava, postolji zabtvoren hi »r-
potrrostor W o 2im (V) y K0J1 je hinerravan oslonca na
kuglu K[‘Il‘ A {x V)] Pretpostavimo sada do Jje A9 E.'PV E(m)_
Pokazino da je tada 1 ftﬁﬂe’P C d . Za to Je dovolgnm PO~

—
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“““m“““u—n”mmmmﬂu ikl Miaiile Vil R S

DOVOLINI USIOVI 7ZA E-APROKSIMACIJIU U NCRMIRANIM
VEXTORSKIM PROSTORIMA ~ |

Pretpostavimo da je X normiran vektorski prostor (nad.
poljem realnih ilil kompleksnih brojeva) i neka Je V proiz-
voljan neprazan podskup od.X . Neka je dalje xeX\V fik-
siran element prostora X ,

Osnovni problem opdte teorije aproksimscija (nelinearan
sludaj) Je Uadredjivmje svih elemenabta A9,&V takvih da Je
(1.1) X = Vil = AmL N -l = d(xe,V).
VeV
Sveki element NV,&V koji zadovoljaeva (1.1) zove se najbolja
aproksimacija elementa ¢ elementima skupa V . U ovom slu-
¢aju radi se o tadnom reSenju ovog aproksimacionog problema.

U specijalnom sludaju, kada je V vekbtorski potprostor (ili
semo linearns mnogostrukost) od X , imamo problem linearne

W Y I ) S

biema bavi se nelinearna teorija aproksimacija). U praksi,

narodito kod lzradunavanja metodima numericke analize, skup
V je najleSée familija elemenata od X koja zavisi od nekog
parametra (najéeddée iz an. )e Nelinearnost u problemu Eesto
nastaje usled ogranicenja elemenata potprostora dodatninm us-

lovinma -« obiéro u vidu nejednakosti.

Za. razliku od tadnog reSenja problema (1.1), od wvelikog
interesa Je 1 njegovo pribliZno redenje 1 to u slededem smis-

In, Neka Jje €>0 proizvoljan (dovoljno mali) realan broj.
Treba odrediti sve elemente MN9,&EN takve da je

Ovakvu aproksimaciju Singer (@6]) naziva E-aproksimacija,
a Buck ({36]) dobra aproksimacija ("good approximation’ nas- .

L L

pram "best aspproximation® za najbolju aproksimaciiu). Elemend
V&V koji zadovoljava uslov (1.2) je &-kvazireSenie
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(1e33) oL Re £(9~"Vs) S &
Dokaz stava 9. Neka je &€V i £, funkeional iz

e g i R

Exp 2(X-Up) takav da je ReHo(V- "9@“:5« . Tada imamo slede-
i niz nejecdnakostiy

foo— 0l > 1 $,0x~ | > Re £~ +[Re $,(V-V) - E]l=

="Re ‘%;Cm” Wy — & = foe—oll ~ E--,

cle poslednja jednakost vaii zbog $£ € Z(X-V), Prelaskon
na infimum po &Y dobijamo

d.(x V) = %"l“s'ie -l 2 Re- V- &

odakle je Wo&P ¢ C'Zlf}.. G

U opdtem sludaju uslov (1.32) nije neophodan kao dto to
pokazuje sledeéi primer.

PRIMER 3. Neka Je X"*?RQ euklidska ramn, V=4 mik= o},

A jubi dnkgl il T W

R=U0O, E=4/2 ,9o=(08) 1 ¥v=(0,-B). Tadn je
E{D ECT“'@.;J = 5_(‘1‘“ r‘_qoj - {(-.g ) “f—g)} mﬁ{ﬁ} .
Odatle se dobija

‘:?(@”q-pch == <£,@HWQ> — '}..im

tako da uslmr (1.32) nije ispunjen. Kako Je d.(’:.t: V=4 ,
hoe ~ Well=% , irak vaii 19,€P ve (0. 0O

Stavovi 8 4 9 mogu se kombinovabti teko da gse dobije sle—
deéi atav.

STAY lo. Neka je V proizvoljan podskup normiranos veke

PR P e T el

torskog prostora X , V.,V , xeX\V y €4,8,20 1 E=E 48,
Ako Je za svako &V  ispunjen uslov

1.34)  nim Refw-) < 8
REEp T(X~V 8 )

onda je A9, &P &C‘:X?)-D

Dokaz. Neka je eV i $,€Ep3(X-19, &) tako da je
Re £,(V~- V<&, . Tada imamo slededi niz nejednakosti:

fxe-wi> 1R (-] > Re £, (X-9) > Re £, (0~ 19) +
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svoJjstva neprekidnosti, poluneprekidnostl kao i druga topo-
loska svojstva viZeznadnog preslikavanja Py ¢ :X->POTV), kao

!
npr. Wuilbert ([ll%], [11{5}] ), Iiskovec ([’?6']) i1 Berdysev ([‘7]).

Pitanjem karakterizacije E€-kvaziredenja u linearnonm slucaju
bavili su se Buck ({56]) i Singer ([961).

U daljem ¢emo se uglavnom baviti pitanjem pPrenosenja tzv.
globalnog uslova Kolmogorova na E-aproksimaciju. Ovaj uslov

[ ]

A W L1

za slucCaj tacdnih resSenja problema opSte nelinearne teorije
aproksimacija uveli su V. N. Nikoljskij ([{86] ) 1 Brosowski
([1‘7] ). Dalje izlaganje u ovom odeljku Jje znatno proSirenje
1 upotpunjenje autorovog rada [63],

-DEFINICIJA 2. Feka je X normiran vektorski prostor, a

L L PR Y

)(* njemu konjugovan prostor (tj. prostor svih reprekidnih
linearnih funkcionala na X ). Za elament X=X stavimo:

(1.7)  ZE):={eX”| Lis4 A $x) =t}
(1.8)  Seo:={geX“ 114 A Re 20} Ixl-¢g},

S8, K*' oznalimo Jedinilmnu kuglu prostora X* tie
K¥={gex*| 12151}
asaQ jedinidnu sferu u X tJe
S :={2eX"| 1£ U=},

Posto Je K* G'(X*;X) ~kompaktan skup, a skupovi 3@ i
Z(m‘,E) G'O(t)() -zatvoreni podskupovi od K*, to su 1 skupo-
vi 2(X) 4 2 E) S'(X";X) -xompaktni. Iako se vidi da su
ova dva skupa i konveksna. Npr. ako £,9€3(X,€) i 0<A<A,
imamo

RA-D2 g0 S U-DULU+ANGUS U-D) 4 =4
Re[A-N£E)+AgO0)] = (1-2)ReL(X) + ARe q(ac) >
200 i-8) + (e li-8) = Uxell-&;

odakle sledi konveksnost od Z(20,£). Slino se dokazuje u
sludaju skupa 2(C). Na osnovu teoreme Krejn~Miljmana vaZe
sledete formule |

(1.9 S(x) = GS(Ep(Z(xXY),
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cije gde se izbor parametara &, 1 &, neposredno odraiava
na jednostavnost refavanja (u numerickom smisiu) avproksima-
cionog zadatka.

Neka je WV proizveljan vektorski potprostor normiranog
vektorskogs prostora X ’ '::cﬁx \V i &> Q ., Prema stavu % e
uslov

(NveV( min Re £(1¥) £ O)
‘-? EE:P E(m”-wc }ej

je neophodan i dovoljan za '\906'?%5(‘3@ . U ovom slucaju
najpogodnije je uzeti &,=& 1 &, =0 , Jer se pri ovogj
kombinaciii parametara &, 1 &, uslovom (L1.34) krrakteris
titav skup 'PVEC'&\) . Na osnovu primera 3. (u kome je skup
\YJ potprastcr), vidimo da za E,=0 1 Ez-—-E uslov (1,34)
nije neophodan za O G"’PVE(@ Kako je, 5 drusge strane, us-—
lov (1.34) uvek dovol;;zm, vidimo da je deo skupa ’Pvgﬂm')
okarakterisan sa {(1.%4) u ovom slucaiu strogo manii od onog
pri €,=€,8 =0,

Posmatrajmo sada sludaj kada je V konalno-dimenzionalan
potprostor normiranocg vektorskog prostora X . Tada Jje struk-
tura skupa ekstremalnih talaka Ep 2(X-1%) veoma jednosbavna,
tako da je najpraktidnije uslov (1.34) primeniti sa E,z=O
i €,=8& . Da bismo talno lskazall odgovarajuci stav, potred-
na nam Je slededa lema.

LEMA 5 (Singer ['96]). Neka je X normiran vektorski pro-
stor i Xg{ ﬁwd:x.mnzianalan vektorski potprostor od X . Ne-
ka je dalje €eX¥ 1 WRIXgMl=4. Pada postoje ekstremalne
tacke 1?4,'.?23,.;3‘?& jedinilne kugle K¥ (cde jJe fit%R za re-
alan prostor X 1 A $2%-A za kompleksan prostor X ) i po-
zitivni skalari XN ,Ag,...;Ag btakvi da je

%
(1.39) 2. AL =4
(1.40) (M eXg)($) = Z N # ().

Tada po analogiiji sa Singerovim stavom za tadénu aproxsi-
maciju (v. [‘96], str. 170), moZemo dobitl sledeéa dva stava.

STAV 11. Neka je X normiran vekborski prostor, V¥V mi-di-

LA



(1.18)  mmim ReR(VW—~91<0.

Primetimo da skup ekstremalnih talaka EZ ne mora da
bude‘ E(X&,X)“za*t;vc}raa, dakle ni G(X‘i X)mkompak'ban. Ipak,
minimum v (1.18) se dostiZe.

7nafai globalnog uslova Kolmogorova u opitoj nelinearno
teoriji aproksimacija ogleda se u sledeéem stavu,

STAV 1 (Brosowski ([17})). Ako element "9,€V zadovolja~

IR-ale g S W

va globalni- uslov Kolmogorova na skupu V , onda je N9, naj-
bolja aproksimecija za & u skupu V .

U sludaju kada je skup V konveksan (specijalno, ako Je
V potprostor od X ), globalni uslov Eolmogorova Jje neopho-
dan i dovoljan.

. Razmobtrimo sada slidan uslov kod karakberizacije elemenata
£ -aprokaimacije. U sludaju kada je V vektorski potprostor
od X , odgovarajuéi rezultat dac je Singer.

A VL PR il

torski prostor, V vektorski potprostor od X , W&V ,
xeX\V i £§20 . Tada su sledeéa dva uslova medjusobno
ekvivalentna:

O - .
1° Y &Pye )y

20 Postoii funkcional fe&X’ takav da je
a) e k¥,
b) (eI £ =0)3
¢) R~ 2 N0~V N8,

Uvedimo sada jo& slededéu oznaku:
(1.19) ~ V*i={fe X'l (VyeVI(RN=00}
gde je V proizvoljan podskup od X .

Iskaz stava 2. moie se sada dati i u sledééem sazetom
obliku

(1.20) 9,&P, (O &S ZR=%HNS NV,

Primetimo da stav vaii i v sludaju da se u preseku na-é.esna;j '
gtranl formule (l.20) izogtavi skup S*.'
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prostor, ali je skup S (e—-19,) sadrian u jedno] konacno-Gi-
menzionalnod strani Jjedinicne slere g¥ konjugovanog prostora
(ti. ako je SF kvazi-poliedralna (v. Amir, Deutsch [2])) i-
mamo situwaciiu sliénu onoj uw stavu ld., ali nc 1 onoj u svava
11, Preciznije, vaZzi sledell stav,

STAV 13. Neka je X realan normiran vekbtorski prostor, V
proizvoljan neprazan podalm@ od X , xeX\V | VeV i
E>0 . MYeka je dalje skup E(CC-"’I?JCZS* Yi-dironsionalan
(53, m@m (ZX-19,M=N). Tada je za Vo &Pyl Covoljno
da postoil A elkntremalnih funkcionnla %;ﬁza.,.}ﬁke Epﬁcw-wn)
(A€ h € ma+d ) i & realnih brojeva A ,Aa,...,2p>0 tako da

vaje uslovi (1.39), (1.43) i (1.44).11

U ovon slulaju, zbog specijalno Jednostavne shrukture
skupa Z(xX~V,), oligledno Jje da je za praktilnu upolirebu
najpogodniii izbor parametara: €,=0 1 E,p=§& ,

Na kraju ove glave dajemo primer primene stava 9. na slu-
%aj kada je X = C(T) . Na osnovu stava o reprezentacijl eks-
tremalnin tadaka Jjediniéne sfere konjugovanog prostorsa (dan)id
(v, npr. loran (’?‘7]) i odgovarajuéeg oblika globalnog uslova
Kolmogorova u prostoru C(T) (v. npr. Collatz, Krabs 1391
dobija se sledeél stav,

STAV 14. Neka je X =CCr) , V < CCT) |, Vo=,V &V,

mm':cCt)EX\v i §20 . Ako je za neko L.,€71 ispunjen
ugloy

(1.45)  amim  Red [t — Vo)) - fod) - 9,7 | <
temix-,]

< & 1) — w‘,(-ta‘)\)
onda je W,(E)E Py (x&). O

Pritom Je
MT-9,] 1= L eT| 1)~ = le—- W1}

skup tzv. kritiénih tadaka funkcije W~ Vp,

ittt SR il el Wt Sy VRN i S M-S

Detaljnije o siudaju prostora C(T) bide govora u dru-
god glavi.
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Pritom za podskup M zabtvorenog konveksnog skupa A u
linearnom topoloZkca prostoru kaZemo da Je ekstremalan pod~
skup od A ako su ispunjeni sledeéi uslovi:

a) M Jje zatvoren i konveksan;
b) Iz myeA [A-NX+AYyeEeM | 0< A <A | sledi aa
xueM |

Ekstremalne t_ai:’tké skupa A su prera tome njegovi jedno-
dlani ekstremalni podskupovi.

Na osnovu leme 2, Jje
(1.24) Ep 2(X-Ye) = Ep K™ N S(x-19,),

jer je =(0C-"%) ekstremalan podksup od K¥. Da bismo ovo
poslednje dokazali, pretpostavimo da je 0< A<4 ,#,QGK*
1 G=-NR+29€20c-,). Zbog £,geX® Je

P20~ Vo) € No-W | GU—Ye) < -Vl
fpa ako bismo pretpostavili da bar Jedan od £}g ne lezi u
2(x-"9%,), npr. g , bilo bi |

%(m--’l?@ < 1X~ %1,

Kako Je K* konveksan skup, vazi: (4-=2)% +>\% e\(" tako da se
u tom sludaju dobija ~

((A-22+2Ag) X -) = (- (X ~155)+ Aq X —~19) £ (A~ XY Ioe—~ 19,11+
+AG(X ) < (-2 NL= Wil + A R0~ Woll = YW, 1},

odakle sledi da
U=-N% + g ¢ Z(x-,),

gto Je suprotnoc pretpostaveci.

U slufaju &€>0 , skup Z(X-"9,E) ne mora biti ekstre-
malan podskup od K* kao sto to pokazuje slededl jednostavan
rrlimer.

PRIMER 1. Neka je X mm% tj. euklidska ravan snabde-
vena euklidskom metrikom, V={(o,M| 'QER‘} s, X = (4 >0,

Vp=(0,0) . U ovom sludaju je X¥=X pa Jje K“ﬂ{CE,ﬁzﬁlEn—l-Qzé-{}.
Neka je npr. £%4/2.. Tada tatke A(4-28,0) 1 B(L,0) leie |

u K¥, sredina duzi AB , tadka C(-£,0) le#i u =(C4,00) , a
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prostor W . Zo srafik
(2.2) r(e):={Ct. e teAy

xafemo da Je kvazigignaoura tadnostl M ili, krade, M=kvpzl-

bl Vil vy - A vkl ST A Y i - Feviiriiryy Yobinlgr cpetagl sl T

simnatura ako Jje ispunjen sledell uslov:

bt ol iy S S A S

(2.3) teA = 4-mglemiy A

ahliprojmipd gyl W

Seup A zZovemo baza ”lzwl-:‘wizisimﬁt re (€)Y 1 chelafavano
ga sa Me . -

Kolelcija svih 'Q«-kva::ifaiﬁ;na'tur::z (pri konstantnom N }
u C(TiH) na prirodan nadin snabdeva ze strulktuarowm porevra.
Stavimo, naime,

ded.
(2.4) I"(e;)-{Y‘C@Q &= Me&m Mez. Fa CEQ\MEA):: e,.
Neposredno se dokazuje da @D AT vail ako 1 samo wxo
je V(E’,,‘?CP(E'QD_

DEFIWICIJA 2. Neka Je \/ rroizvel jan nodskup prostora
C(T, H) i v, V. M -kvazisignatura ) na prosteu T
u odnosu na skup V ako za svie. "9€N

je ekstremalna za 9,

vazl: T T
(2.5 i Re e, wE)—V,()) £ 0.

te€Mp
Ao je TWE) ekstremalna za svako o€V , kafenmo dn je ona
ekstremalna M-kvazisignatura za skup V . ko je P'(®) els-
tremalra M-kvazisignatura za Vg, v odnosu na WV o, o ni Jed-
na u njoj strogo sadriana sisnatura nije ekstremalna za A9,

A TR B il S e e . Sl VAR M ‘il il WP YRR Wl SR A

:Q'mkvmisiﬁ:mtura za VY, u odnosu na V .

el Ak S ARl il vy, winiie). il P Y i it A

SPAV 1. ™M -kvazisignatura (@) na T Je ekstremalna
za A9, u odnosu na V ako i samo ako sadrZzi (u smislu inklu-
zije) bar jednu ekstremalnu M-kvazisignaturu za VY, u oc-

nosu na V .

Dokaz. Ako je ['(€) ekstremalna za 49, u odnosu na V ,

nema Sta da se dokazuje zbog trivijalne inkluzije ()« ).
Coratno, ako je ['(€,) ekstremalna za "9, u odnosu na ¥V i
ey e=T'(€) , onda je, prema (2.4), i ME’Q“::MQ pa va

sledeca relacija:

1

b«



Pre svega, 28 :?.EK" definigemo skup
(1.28) Agi={xeX| £() > el - 4Y.
primetimo da se Ag definife istom relacijom kao i skup

2("30,4) « Razlika je naravno u.tome sto je kod Ps;g fiksiran
punkcional £ , dok je kod Z(xA) fiksirano xe&X ,

LEMA 4. Funkcional ¥ e K" je ekstremalna tadka kugle
K¥ ako i samo ako je skup

A._g*-A*:m Ix—u1 :x:,aéeAg}'
gust u X ( X Je realan normiran prostor).

Pokaz. Skup A je konveksan. Zbog
Ag mixeXl| 2> ixei—- 4y D 0,

on je i okolina nule u X .. Neposredno se dokazuje da je ta-
da & Ap—Ax konveksan. Na osnovu teorere o strogoj sepa-
raciji, konveksan skup Mo X nije gust u X ako i samo ako
postojl funkcional %ax“'\{o} koji Je (odozgo) ogreanilen
na ™M,

Pretpostavimo prvo da % €& Ep K*. Tada postoili funkeio-
nal ge XN} takav da £+9,%-gq=K . Odatle je

{ (£ 4+ D@ € el (@~ I, (xeX).

Specijalno, dobijamo i relacije
q(x) £ el = £6), gE £ e+ £0), (ReX).

Kako je WA-_gm{ﬁteX\uﬁle-%-f(ﬁ)‘ﬂ; imamo za XEAg : g(gf)(.ﬁ
a zatim za & =X~ AéeAﬁmA¢ (g e A

QA = AN+ YN S 44+ 4 =2

pa je netrivijalan funkcional 4 na A$HA¢ addzgc ograni-
den. Prema tome, Ap—Agp nije gust u X .

?

Gbratno, pretpostavimo da Ap~Ag nije gust u X a~
da postoji Tunkeional %ex*\{ﬁ} koji je na Agp—Agp odoz-
go ogranilen, npr. sa 4 . Kako je ApcAp—Ap 1 skup
Agp—Ag uravnoteien, to je |

A IR0 ¢ 4.
e he



1L = A4

Stavimo
Me e {t%jt‘l}” 3tP’!f 3 QCt-‘;) e wv C‘\)EI?j,

Ukoliko M-kvazisignatura U(€) ne bi bila eks¥remalna za

\V , onda bl postojali kompleksni brojevi &, 1 Z, (t]. kon-
stantne funkeije na 1 sa vrednostima, redom, Z, 1 2, ) ta-
ko da Je

mim Re Lew)- (Z,~ 23] > O.
teMp

Mo, tada za svako Y G:-:I,p vazi

Relet,)- (2—2) = Re [w,,- (Z,=Z)] >0
Sabiranjem ovih relacija za razne GI,P dobi jamo
A J—— A2 )
o< & sty GFE = Re[(£10) GrE]=re0=0,

sto je kontradikeija.
Specijalno, moZe se uzetl dvollana ekstremalna N ~kvazi-

signatura ‘
L L
{Cty, xe" Y, Cty,~ ke V]

gde je A-mSixig4d , a X, %, dve proizvoljne tadke iz 1,
PRIMER 2. Meka je T={a 8l (a,6eR )i H=MW ., Proj-

U R el

tor CCT,H) u ovom sludaju svodi se na CCT\R). Za podskup V
uzmimo skup svih razlomska oblika

A) _ Gotat+..+ogth
BE K+ &+ + O XM

(2.7)

cde summ i fiksirani prirodni brojevi i
dg Asm A dgBsm A (dtelo g])(BEI>0).

Pretpostavimo, oazim toga, da je razlomak AM®Y/BE) reduko-
van (tj. da su polinomi AC) 1 BE) uzajamno prosti).

Neka je @¢(t3=mAc(t3/B¢&) element iz V takav da je dg A=

=My 1 &%%ﬁmfm_wp 1 neka je %:i= m+m+2~mm-ﬂp_>v}.
Uolimo niz tadaka i:“‘i:g),,.}‘t% takav da je

AL, << <Xy 80

1 stavimo €Ct,)i= m(v‘(ﬂ-ﬂv (\JG.I?Q J. Tritom neka je za svako

' '\"I..h
o
AT
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(poslednja Jednakost izlazl iz 'QGEEV’L), P& J& Mmt My EAs.
sliéno, za EE'E-g stavimo @%zm(&-ﬂ%\}‘z (meN ) i odredimo
Y €N . Tada je

(unn‘*” "‘é&:’” (:"U?m—&v‘ %%) = A:g “h£

0dnosNn0,, Up— Y EV + Ap—~Ap . Czin toga jo m&guﬁuwwm\wﬁ:wz,
pa je skup V +Ap—Ap gust u Be—Bs.

75 sada je dokazano da £ € EpCK*ﬁV'L) ako 1 samo ako Je
\ -+ P\-gmh:g cust u A . DokaZimo da je ovo poslednje olvi-
valentno sa V+Ae—Ape=X . Kako je Ag konveksna okolina
nule, +mk Ag je neprazan i konveksan. Odatle je i unubras-
njost skupa V+Ap—Ap neprazan i konveksan skup. Ako bi po-
stcjao element 'QCGX\CV-&-PE?-*A*}, on bi se mogao separira-
ti od V+ Ap-—Ag zatvorenom hiperravnil, 3to bi probtivredilo

Sinjenici da je V+Ap—Ap gust u X .0
7a O<ES$4 Je
tAe =1immeX] lel- £ < E})

£to se neposredno dokazuje. Na osnovu topa moiemo iskazati
sledeéu posledicu stava 5.

POSTEDICA. Punkcionzl % E\/‘Lnk(% je ekstremalna talka

el St i R el S AL Skl

skupa VA KY ako i samo ako je za svako MEN:
X T-*“V*’%A-g”;%plf.

Pogmabtrajmo sada nelinearnu anrolsimaciju, tj. opdtl slu-
daj kada je Y proizvoljan neprazan podskup normiranog vektor-
skog prostora X . Za ova]j slulaj mofemo da iskaZemo sledeéil
stav,

STAV 6. Neka je WV neprazan podskup normiranog vektorskog
progtora X , v, €V ,xeX\V i E20 ., ako za svako veV
vazi nejednakost

(1.28) LM Re VW~V < O,
fEE(‘x“@O}E}

onda je W, &P, g(x).

Dokaz. Neka je eV . Iz (1.28) sledi da postoji funk-
ciconal :EQE%ZC‘I-"%}Q takav da je
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Relacija (2.4) u A definige jedno parcijalno uredjenjis.
Posmatrajmo proizvoljan lanac = A Gije Cenmo elomente
oznaciti sa F(e{f} gde indeks {3 oprolazi linearno uredjen
skup B . Dakle,

(2.9) » = {TEp)l peBy.

Krathkode radi, stavimo Mﬁ':*::Meﬁ . Po definiciii indelsnog
skupa B iz B, Bo  sledi MEp> T E,) . 3tavino

(2.10) M:= () MB
ey

Pokasimo da ™M nije prazan skup. Ako bi, naime, bilo M=¢@
zbog kompekitnosti prostora | , nafao bi se konudan podskup
indeksa {{3,‘3{51}“.){5“'}4:2'3 takav da je

Mp, M Mg, e Mg =
7bog linearne uredjenosti familije 03 1 na osnovu (2.4) Dbez
unanjenja opitosti moZemo pretpostaviti da Je

MY:_.,‘:'.D Mﬁim oo 2D Mﬁ’"ﬁ.

No, odatle slecdl da Je M&mmﬁ , Sto nije moguée, Froma
tome, mora biti M=t b,

Neka je sada €, restrikcija preslikavanja € na M. ire-
slikavanje €, Je neprekidno preslikavanje zabvorenog ssupa
M u jedinidnu kuglu prostora W , takvo da Je

teM = A-mg \leﬁCt\:llHﬁ& A
Prewa tome, (el je jedna frzmlﬁvmziﬁi;_gmltura 1 njena baza
je skup MeamM,

DokaZimo da je (€ ekstremnlna M =kvazigisnntura za
"9, u odnosu na V . Ako to ne bi bilo talno, postojao bi e-
lement "€V takav da wvaZi relacija

teM = Re e {),wt)— 9,y > 0,

Posto je skup M zatvorsn, dakle 1 kompaktan, rostoiil renlan
broj K>0 takav da Je

teM = Rede ®),9t)—-,&)) = « > O.
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odakle Je
Re £(9,~ 1) = Re (- 13,) —Re £X~19,) > T-T_ >O

odnosno,

Amg Re RO~ Vo) 3 T~T,> O
€€D

$to je u suprotnosti sa (1.29). 01

Stav 7. ima Jednostavno gecmetrijsko tumalenje. Naime,
ze $ED posmatramo (realnu) hiperravan

Heo oo =igeX] Re £UY~V)=0Y,

Ako se pretpostavi da je infimum sa leve strane u (1.30) po-
zitivan (u protivnom tvrdjenje nema nikakvu vrednost jer je
uvek A(X,VI20), uslov (1.29) obezbedjuje da za svaku tadku
v eV postojl €£&€D tako da hiperravan H-g}q_% strogo raz-
dvaja tadke v 1 X , Po Ascoli-jevo] formuli za radunanje
rastojanja od talke do hiperravni tada imamo (fmajudéi u vidu

da je ®aeD=kK¥)
IRe £(x— v

im® RePC-Bg) ¢ AmP - -=Am$ A (o Hp ) ) S AlXV).
i A I LR
U specijalnom sludaju, kada je D = Z(X-,), imamo za svako

2aD

Re £ (X =-9) = 1~ Vel
pa Je, koriséenjem (l.30)

Al V) € I~ Y| = -;émi%m- 3
odakle Je 1\*:Izm‘\9ai\mcl.(:g‘w') t3. ﬁﬁﬂep\,(’ﬂ . Time Je na dru-
gl nadin dokazano da Jje globalni uslov Kolmogorova dovoljan
za to da tacka 9,€Y bude najbolja aproksimacija za 2 u

skupu V .,

Re £{0-19%) € dlxV),

Dok Je globalni uslov Kolmogorova i neophodan za najbo-
lJu aproksimaciju u Sirokoj klasi skupova - sunaca (&ime su
cbuhvadéeni zvezdastl skupovi i, specijalno, konveksni sku-
povi i linearne mnogostrukosti), u slulaju dobre aproksima-—
cije "ne-neophodnost"™ moZe biti i gruba,

AL
4"
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Neka je W« C(T,H), fec(T,\V i v eV .
Tada je W€~ BV U>0 . Stavimo

(2.11) Mg~ Vl:=1teT I IE@ ~ VOl > 1f - U~

Osim toga, neka je E&<U£-Wll i Mi=8&/UR-Vll, akup
Mel£-9,1CT je zatvoren, ra je grafik preslikavanja S
Mc (£~ Yol—>H definisanog sa
. £0¢) ~ »\99(«1:3

(2.12 ) e(t)i= - TEETR “
uzimajuéi u obzir (2,11), Jedna M-kvazisignatura. Pritom
je baza ove M-kvazisignature My =M £-1.]1.

STAV 4. Weka je V <= C(T,H), e CCT,HNY |, YoeV
g < lL—~0 11(E) gore definisana Y ~kvazisignatura.
Ako je T(€) ekstremalna za 9, u odnosu na V , onda je

9, &Py, ECﬁ‘L

Dokaz. Drugim recima, treba dokacati da iz

WA AnRppy ek e

(2.13)  (dveV)( %ﬁmﬂe(aCt} O -V, ) £ 0)

gledi @ﬂe"?v&@?) . Neka je zato & proiscvoljnn olcoument ginn-
3
pa YV . Po pretpostavei, postoji ty&My tako da jo

(2.14) Re { Blt,), Wty =~ Gl )Y 0.

Koristedi redom definiciju skupa MeTE -1, relaciju (0.14)
i definiciiv nreslikavenia E‘. s dobiinmo slede i piz nejod-

nakostis
NP~ Bl < B4 [ RCes) —~ Uyl 1 S E 4 12Cy) — B (bl T

WSl -
“ ?C’t@ TR Re{E () Sty =V (ko)) = & 4
2
" g ctmuHERe@ﬁ'@ o=V b)) ~Re (ElEg), 00k =0, D)
12 — 9,
“E+1\f?(t«93 wﬂ(t@mﬁe(e&ﬁ‘) (e~ (kD) <
b el Wl - UB ) -V, € € + 18-

N ey~ th“‘H
Prelaskonm na infimum po A&V dobiiano

12 — vl € &4+ dE,NV),
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kazatl da Je d(m}W)ﬂd(ﬁﬂjV’)* Zoog N =N/ je svakako d.(xW)
£ (V). Ukoliko bi bilo dlxMWI<AlxV) postojala bi tad-
ka wewW takva da je

A, W) € 1 — vl < ol(x, V),

na W ne bl bila hiperravan oslonca na kuglu Kim)d('rJV3],
Zato je oloew)=AlxN) pa je 1 A9 GE'?WE(T3. Primeninoe sadas
stav 2. Na ogaovu njega postojl i"ur@mio;ml %m}(*“mw*,
takav da je £,(X—9e) > \Xx-VM—-& ., 7bop VW e w-3~¢\/—j- |
pa je za 8,9,V dispunjen uslov

Fo(VW—19,) = £,(9) ~ £,(VW V=0~ O =04

£ (-9 2 X~ VWl — &,

Dakle, funkcional £, lefi u skupu E(mwwﬁ}&) pa e
™in RO~ V,) € RV ~19) = O
£ € F(0-19,, &) °7 = e °
Eto je 1 trebalo dokazati. )

Fosmatrajmo sada dovoljne uslove za dobru aproksimaciju
kod koje teret greske u odnosu na tacno refenje problemn pada
na samno nejednakost u gleobalnom uslovu Kolmogorova, dolr se
skup funkeionala uzima kao kod najbolje aproksimacije, tji.

Z (X~  ili Ep 2(X~V) . Pritom je od velilo: znadaja
za primenu &injenica da skupovi Z(X-V) 1 EpZ(-10)) i-
maju Jjednostavaiju strukbturu neso, respektivno, 20—, 8)

i Ep2(X-",,8) . ako je jedinidna ofera proatora X poli-
edralna, skup Ep 2(X-19,) ima samo konalno mnopo elemenata,
kao nrr. za3 Xm*ﬁ’f 1 X=Re .

STAV 9. Neka je ¥V proizvoljan neprazan podskup © ‘mira-

nog vektorskog prostora X , w,&V ,xXxa&X\V i £>0.
tko za svako veV  vaZi uslov
(1.%2) LUV Re £Cf19....’19 )&E
2EED T (-, ° >
onda Je A3, &'vag ().

Napomena. Primenom leme 1, uz translaciju &itave slike

za vektor 4 takav da je ReR{Yy,) =& , pokazuje se da se
uglov (1.32) mole zameniti sa
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Kao u primeru 2. £lave prve, suitina neicpunjencstl us-
lova (2.13%) leZi u "debljini™ shupa V¥ u praveun wvekbora -
™,

I"*‘ b = o oy et -’:'1. - [ it L3 = - -«
~ N3, ., Stav 2, slave Drve neposteand Se TTenodsl na oval] 31—

caj i dobijs slededu formu:

STAV 6, Neka Je H pred-Hilberitov prostor, V rtroizveljan
podsikup od C(T,H) , Y&V | LECTHNY 1 £€>0 . “aka
je dalje %J:Meiﬁm”&;]«%\-{ presiilavanje definisano s (2,172)
+ neka je a®f(V) ravan oslonca na kuglu Ki% &f NY1. Dpa
buce WQE'PV)EG?‘) , neophodno je i dovoljuo dooza svnalo g\

bude ispunjen uslov
(2.19) AU Re { EM) ,vE) — (&) < 0.

taMpl®-9,1
Napomena. U slucaju da jJe V vekborski pobtproshor od

C(T,H) (koji zbog :EGC(T,H‘)\”"J nije swvuda gust u C(T,HY),
imamo A9 —.&V ako i samo ako je &N | tako da se us-
lov (2.19) svodi na
(2.20} Animn Re (€W ,»&)) £ 0.
tEMEY}?-'WQ—I |
Tmajuéi v vidu (2.12) 1 (2.16), uslov (2,19) se u sludaju
prostora C(T,Q) mo¥e napisati u slededem obliku
(2.21) anin  Rel [ut)—0, &l 4gm 2@ - v, &T1T < O
tEM&{‘fﬂ-Wcﬂ
U sludaju prostora C(T,TR\) uslov (2,19) izrledn isto
kao 1 (2.21), samo odsustvuje oznaka renlnog dela "™,

Navedimo jof jedan dokaz dovoljnosti uslova (2.21) u pro-
storu CIT,R).

SPAV 7. Yeka je NV proizvoljan podskup prostora C(T,R),
goaeV , 2TeCrW\W 1 €20 |, Ako je ispunjen uslov

2,22 PO W) — 9, Aam, - 8. N &
( )tEMEEEm'\Sa] v o AaM IR~ 9, Y] €O

za svako V&N | onda je @GE'PVE(?).
’

Dokaz. Imajmo u vidu da Je ovde

(2.23)  MER-9.]={teT| 1@ -V,®\ 2 12— I~

Skup MU£-v,) raspada se na disjwidtnu uniju dva za-vorena
skupa:
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'+' [RQ fgc@”wajmgq:} = R :Et}(m"“ QQQ.)“EQ‘E
2 (UX-V i = 8) — & = L - V0~ &,

| aaaad

odakle prelaskcm na infimum po &€V dobijamo wae"Pv)EC:ﬂ,D

Formalno, stav lo. obuhvata stavove 8, 1 9. S druge
gtrane, on Je samo njihovo formalno uopStenje 1 objedinje~
nje tako da Je naveden posle njih,

Slidno kao u odnosu izmedju (1.%2) 1 (1.33), uslov (1.34)
mofe ge zameniti njemu ekvivalentnim uslovon

(1.35) M Re £(U-) < E, |
- £ 2 (R~ '\99_} E;)

Zbog ranije ustanovljene inkluzije
Ep K' 0 Z(X0-,8) @ Ep T(0~V0,55)
uslovy (1.34) je posledica uslova

(1.26) nim Re LW~ & &
L EEP KN Z(X~V &N

koji je, prema tome, tekodje dovoljan za vﬂe'?;{E(':f).
Definisgimo sada sledede skupove

(1.37) A&, B )= 1 veeVvi

(NweV)( rmim RefM9-ISE T
£EEPT (X~ D) ¥

(1.38) B, 8= Su,e V|

(dveV(  mim Re £(W-VI<EOY;
| PEEPKFN ZEX-Vg )

gde je €, 8,20 1 E=E&+&; , pri Cemu je £>O unapred
zadat realan broj. Zbog (1.25) Je

B(S,‘}EQ_) | 4 R(é‘*)gz.) -
Postavlija se sledeéli problem,

Froblem. Odrediti parametre £, €,20 koji zadovoljavaju
uslov &,+ &, =% (gde je £ >0 unapred zadato) tako da skup
ACELELY , odnosno B(E,,Ey) bude Sto je mogude vedi (u
gmislu inkluzije)., Problem ima verovatno pobtpuniji smisao

u konkretnim sludajevima zadavanja podskupa V .

U vezil sa ovim problemom razmobtrimo dve konkretne situa-w

v -
P
k
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(2.27)  ~vum T @) — 3, A If W) ~ Ve (] < €
. eM{F~9,]

onda je "9, E'P%Ef.fl

Dokaz., Analogno kao kod dokaza stava V., sxup b&fﬁuuﬁﬂgl

wirihemiariy. vavehisriingl S

raspada se na disjunktnu uniju zatvorenih skurova

M* (21,1 = LLETI 2E)- @) = 1R~ w, 1Y

MR-, l={teT] £G;‘)--"t9¢c-b3w-n£--mﬁu}}

tako da Je funkeija
t > Tl —19,E ] 4gn R E) -V, Yl

neprekidna na M-l Dalji tok dokaza se ne razlikuje od
onog u stavi 7.5}

Konbinacijom stavova 7. 1 8. nevposredno se dobija slede~
¢l stav,

STAV 9. Neka je V <= C(T\R), v,eV , ReCR\V |,
£,,6220 1 E,+Ep=E€ , Ako je za svako nvexN  ispunjen uslov
(2.28)  avum T — 0, & 1A gm @) ~ V@il € &,

"CEME'!E.?”’\?Q]
onda je W &R, (R). L1

Ba:

v
S
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menzionalen vekborski potprostor od X , eX\V , eV
i £>0 , Tada su slededla dva tvrdjienia ekvivalsnbna

1° 9y &Py ¢ ().

20 Postoii B ekstremalnih talaka jediniéne kuzle K kon-
Jugovanog prostora X* (zde je A$RALM+A  ako su skalari
realni, a A$R <$2m+4 ako su skalari kempleksni) 1 A vro-
jeva Ay Xp 4y , Ag >0 ta}ca da vaZzi (1.3%9) 1

(1.41) Owev‘}( Z 2 £.(9)=0);

(1.42) Z X8 (X—~) 2 NX—-Vo i -8, 1]

LA

STAY 12. Neka je X normiran vekborski prostor,V Medi-
menzionalan vektorski potprostor od X , XeXs\V , v.&V
i £>0 . Tada iz uslova 1° sledi uslov 2%

1° Postoji A ekstremalnih tadaka jedinidne kusle K',‘lf;om-
Jugovanog prostora X* (gde je ASREMI+A ako su skalari
realni, a A8 R €2m+4 ako su skalari kompleksni) i # bro-

Jeva 14,3\21*;*}39&)0 talm da vazi (1.39) 1
(1.43)  (¥weV)( z 2 $ () S &)

Ovi stavovi su ustvari preformulacije stavova 2. 1 9. na
sludaj kada je skup Y.-dimenzionalan potprostor. Broj
ekstremalnih funkcionala koil uCesbvuju v iskazima stavova
11. 1 12, Jje u realnom slulaju ogranicen dbrojemr za 1 vedin,

a u kKomplelgnon slucaju brojem za dva velim od onora o kome
ge govorli u leml 5. Ovo potide otud Gto je u uslovima aotavova
11, 1 12, ambijentni prostor

VO vem VD Qi"'f‘i.(':f.‘.\)}

koji je (m+d)~dimenzionalan. Talke iz XNV su za ovaj
problem irelevanine,

U uslovima stavova 11. 1 12. smo u mogudnosti da biramo
onu varlijanbtu koja najbolje oégovara konkretnom numeriikom

izradunavaniu. Ako skup V nije konalno-dimenzionalan pot-

[y

| -
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U ovol glavi dad¢emo neke dovoljne uslove za najbolju
aproksimaciju i Ew-aproksimaciju funkelije £ eleomeabima
arupa V*. Zatim demo dokazati do Jeo tald dovoljon uslov za
najbolju aproksimaciju i neophodan ako skup N (ne V*) 1 ma
tzv. svojstvo (7B) (ed sngleske kovanice "weok betizennessh).
Pre svega dajemo slededu definiciju.

DEFINICIJA 1. Podskup V prostora C(TY) inn svolstvo

WB) ako za svaka dva razlidita elementa A8 19 iz NV i sva-
ki neprazan zatbtvoren skup D« T takav da Je

um L) — w1 teDY > 0,

postoji niz (‘1.9,“') elemenata skupa V takav da su ispunjeni
gslededi uslovi:
0 . : -
B Vii= 0, .
1 mn w—Vlil=0 (3.5)
29 Za svaki vrirodan broj s vaii nojednakost
ariom, { fu (1) — 9, &1 1, () — VY] te DY > 0. (5.€)

Klasa podskupova (WB) obuhwvata izmedju osbalog kiasu podw
skupova sa svojstvon (B) (‘betweenness property") i klasu am
simptobtskil konveksnih skupova. Podslupovi gsa ovim svojstvima
su u teoriii aproksimacija mnogo istraZzivani, a njiihove defi-
nicije navedimo radi pobtpunosti (v. Iraess (Elél)).

DIFINICIJA 2. Podskup N «=C(T) ima svojstvo (B) ako za”

PR e Wil R HAT i el AP R Wil . TN shippi e

svaki par elemenata 9y VW, &V postoji preslikavanje
{0,128 +> Y&\,

takvo da je za svake tE€T funkeijia @1‘*’5!“39(1:) 111 stromo
monotona, ili konstanta.

DiFINICIJA 3. Podskup Y = C(T) Jje asimptotski konveksan

ako za svalki par elemenata "9, 9,& N postoji strogo pozi-
tivna funkeija Q e C(T) i preslikavanie

0,126+ v eV,

tako da vaZzi slededa asimptotska {ormula
(3.7)  NA-8g8)+ 89y — Vg ll= ’(8), 8-50.

U daljem dajemo prvo jedan dovoljan uslov tina Kolmogoro-
. . . . *
va za najbolju anroksinmaciju u V¥,
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NAJBOILJA I DCBRA APROESIMACIJA U TROSTORIMA NIPREKIDRTH
FUNECIJA

Jedan od prostora u kojima se najfeiée posmatraju pro-
bleni linearne 1 nellnearne fteorije aproksimecija je svakako
prostor C(T) neprekidnib realnih (ili kompleksnih) funkecija
definisanih na kompaktnom Hausdorff-~ovom prostoru 1 | snab-
deven uobicdajenom maksimum-normon

£ = max | LM, (feClm).
te T

¥ vezi sa karakterizacijom najbolje linearne aprc :ima-
cije u C(T,R) Rivlin i shapiro ({92]) uveli su pojam signa-
ture 1 ekstremalne signature. Brosowskl je u nizu svoiih ra-
dova ova] vrojam prvo uopdtio na prostor C(T) H) neprekidnih
funkeija na U sa vrednostima u pred-Hilbertovom prosbtoru, a
zatim 1 na proizvoljne normirane prostore. Odgovarajuda raz-
matranja vezansa za gignature 1 ekstremalne signature u pros-

toru C(T,H) data su u {18].

Deo rezultata ove glave obJjavljen Jje u autorovom radu
{62]# Posmatrademo jedno uopStenje pojmova signature i eks-
tremalne signature u C(T,H) , specijalno u C(T) . iodvu-
cimo da Je nornma Tunkcije R &C(T, H) definicsana sa

(2.1) 12 1= U1 gop 1y = o I1gEol,

Sa C(T) oznalavademo bilo prostor C(T,?{O sy DILO vIrOstor
C(T, C) . Dulu od ovih oznaka upebtr bidemo samo wko JE 0=
trebno naglasiti razliku izmedju realnoy i komploksnos siiie
¢nja,

Pre svega definidimo poldam kvagisirnature.

*‘“’”‘g_}:;gﬁ*}wg. Heka je 0O<£mM<A , A zatvoren podairup

kompaktnog Hausdorff-cvog prostora T 1 €:A~>H  proin
voljno neprekidno oreslikavanie skupa A u pred-llilbartov

i,
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-ge_Q(T) i slement Ve V¥, Protsostavinmo dn su ispunjeni
slededi ugslovi:

a) Skup V ima svojstvo (U3).

) Funkeida ¢ Je poluneprekidna o0dozgo, o Tanleciia A
poluneprekidna odozdo.

c) it je najboljs aproksimacljin =
Tada za svako V&V vali nejednaliost
(3.13) t%‘;} () - BElagmle) - ~-BEI 0.

Dokaz,., rretpos ttw:i.mf:} Ca btvrdionje sbava ne vawl, 2e,0 Wl

N . i AP

za neko A&Ng imamo
(5.18)  amin (0@ - daagmi2E®) - v&l > 0.
teMt~£ 9]
Poito je £ % '\.9 < AL, skupove N[Q“ ‘{31 L Nt&i-‘ 'G] Ut PRelale
napisati v slededem obliku
N{2~ 3] =SteT| @ -BEI2 07,

N~ 0] =iteT| UEY-VEIL O,

Nz osnovu pretpostavie b) i neprckidnosti funkelje A3 y Luni-
cija g - '{5‘ je voluneprekidna odozpo, a funkeija I — A3 pelels
luneprekidna odozdo, odakle sledl da su skupovi N{g-07 1
NTuw-0T] zatvoreni. Na osnovu definicije skupa Ng i zbopg
'\96\’.{3 , imajuéi u vidu da su skupovi NI~ BT i N[-u.# Wl

unkeije ® 1 shkupu V’V".

kompaktni, dobijamo nejednakosti 4
(3.15)  amim E) - B EYY > O
re N[ -] 4
i
(3.16)  amim __ L@ —~v@EYy > O.
e N~
Kako je

B — )l 2 (o)~ Bl sgm TRE) ~ V)
prelaskom na minimum po kompaktnom slhupu Mtfﬂ‘ﬁ'] Adoni jamo

(3.17) ~im |, \OE- 'ts(tﬁ\.}-m'v\ o) - D) 4an R ~ VG > 0.
teM{p- 0] eM[$-0]

Definisimo slededi zabtvoren skup

(3.18)  Di=MR-GluN[2-3]uNTu-3].

la osnovu nejednakosti (3,15), (3.15) 1 (3.17) imano
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i Re {elt), v) - Y, &) € mun Rele®) v&@&) -9, &Y < 0.0
taMe teMe
STAV 2, ko je "M ~-Kvazislznatura U(e) ekstrewmalnn za

Y&V u oénosu na V , onda je T(€) ekstremalna za "9

]

i u odnosu na adherenciiu V.

Doltaz. Pretyostavimo da ') nije ckstremalna za V.V

——

u odnosu na acdherenciju V . Tada za neko w,&V  vali

(2.6) (NteMg) (Re {e®),w,®~-9,&)) > 0).

Kako je skup Mg po definiciji zatvoren, a T kompakbtan, o
je i Mg kompaktan, tako da postoji realan broj ®>0 takav
da va?i relacija

(Nt €M (Re (o), 1,0 — B, (E)> = ok > O)

ZDog, '\9,&&"\7, postodi we\N tako da je \lwﬂmw\\‘:% . Tada
na osnovu fwvarcove nejednakosti sledi

|Re (o), 9E) -v,@N] £ el M) -V, < Wo-1v, < F,

odalle dobljamo

Re {e®), wit)~ 8, X)) = Re () 9, &) —15,&)) +

+ Ree®), VM~ 3 K~ F =25 o
Prema tome, '(€) nije ekstremalna za ¥, u cdnosu na V ,
tto je suprotno pretposbavei stava.

PRIMER 1. Neka je H=C 1 skalorno mnoZenje definisano

b SR

<Z‘t .‘Ez} e 24'?2‘

Neka je dalje V potprostor od CCT,if) generisnn konstantnonm
funkeijom 4, (tj. potprostor koji se sasboji iz svih funkeija
koje su konstante na "V ).

Jedna ekstremalna M-kvazisignatura za V moZe da se o-
pifie na sledeéi nadin. Neka je {t”’car“)tp'} proizvoljan ko-
nadan podskup od | , a .‘(w,‘;uph,.,wp} kompleksni brojevi koji
zadovol javaju slededi uslov



H
H
i
'S

tto daje drugi deo Jednalosti (3.,2%), Zn ove dnbe Mo 1 U

dobijamo i relaciju
(3.28) 1 RE = B = 12E) = BE = 1 B = VN L WL - U

cde znak < stoji zato &to Je winimum drUZOg Glana u srec-

njem izrazu pozitivan.

Ako je Mi£- "@'_\ﬂT, 1z (3.24) se¢ neposredno dobija nejed-

A -
nakost _\\ﬁ-—-@ml\é\\ﬁm%’“ . Pretposbavimo zabo da MR- 1s
7oog neprekidnosti leve strane U (5424 ) postoji obvorens 0lio=-
h i b r"}f "\-..J'_fq. -
1ina U skupa M€~V tako da (3.24) vail i za sve Tel,
] - A‘ P

Kako je skup W:i=T~NU kompaktan i MR- BINW =@ , vaii
ne jednakost

K,i= max Kf(ﬂw*@@c‘)\ <0 AL
e/
Odaberimo indeks My2m, tako da za M>M, pude (&to jo mo—

guée na 0snovu (3.,20))
(3.25) D — ol < J2—B il K, .
Tsko za M>M, i LeW dobijamo
L) = V(O] € 12—~ B 4 19 (E) = Ve (B <

K (IR =B = K) = \— B,

Kako ova nejednakost vaii i za telU , ona vail za sve LET,
te se konadno dobija, za M>My:
(%.26) g~ VBl < W 5 i),
Da bismo (3.14) doveli do konbtradikeije sa proetpostaviana
teoreme, dovoljno je joi da pokaicmo da ma ncki indeks m»>my
vazl: ﬂ%e\!*. Da bismo to dokazall, stavimo prvo

(3.27) K, 1= mmim [ — G0 .
2. th{ 1

Cvaj minimum se dosbife posto Je funkeija AL~ '8 , o osnovu
pretpostavke b), poluneprekidna odozdo na TV . oo - >0
dobijamo i da je Ko >0O . gnda éeno izabrati indelks My My

takav da za M>Ma vail

(3.28) NA® —~ Bl < K.

abog Ntawﬁliﬂ[&wﬁlmﬂ.‘) , (3.19) 1 (3.21) na skupovina
N
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veI%_ : Amnﬁla{v\'&'& i neka su svi ., istoy znaka. la-
da je [M(€) jedna ekstremalna M-kvazisigratura za AL/B,
u odnosu na V . Naime, ako bismo prebtpostavili da bto ne va¥i,
postojao bl element 9:=A/B iz N btakav da je zs svako
ve le,

ACty) AQgtJ} ~
E(‘ty‘) - {B {t?) -‘B{} (t};) > 0,

Zoog B Bs>0 , ove je ekvivalentno sa
(2.8) et ) LA BLAED) ~ AsENBED> O.

Isko je videtl da vazl ocena
cig (AB AR S mt+ m— muim Ay, (W = R-2,

tako da polinom AB,—ALP mole najviie R-2  puba da wenja
znak., S druge strane, zbog (2.8), on mora da menja znak bar
R4 puta, Zto dovodi do kontradikeije,

PRIMER 3, Na ovom primeru pokacujemo da ne mora za svaki
podskup VY od C(T,H) 1 svako ’IBQE:\/ da postoil ekstremalna
MN~kvazisignatura za VY, u odnosu na V . Naime, neka je =
m‘C(T,H} i pretpostavimo da je T{€) Jjedna "Yzw.-l{vazigignatura
na | . Na osnovu teoreme o produZavanju neprekidnih funkeija
Je Dugundji-a (v. npr. 3,-T7. Hu {Eﬁc}]}, postojl nemrekidno
preslikavanje €, T->H  takvo da je €M =€ | 75 t&eMg
tada lmamo

Re {e) g,&)) =Re (e) e@)) = o) E'f; > U= >0),

tako da ["(®) ne mo¥e biti skstremalna M -kvazisigne bura

za N .

Od interegsa Je redukovanje ekstremalne N -kvazisipnature
na £to manju vozu (u smislu inkluzije), U vezi on bin vasi
slededl stav,

Ay A lmamia iy S s

na M-kvazisignatura za A9, u odnosu na V , onda posbtoji
primitivna M-kvazisignatura ['(€,) ekstremalna za "9, u od-
nosu na WV , koja je sadriana u 1(€),

Dokaz. Oznacime sa eﬁ: familiju svih ’Q-kvaziﬂigﬂatura

L R

ekstremalnih za Ay u odnosu na V , kojo su sadriane u ["(R),

[



Odatle za teWwWw 1 m> ", imamo
ALE) ~ 9, &) = TU ) - BET] - [0, ) ~ B EN > K3~ 10,- VUS> 0

3 analogno
19 8- )= 1B @)~ 2@ - T8 - Vni)) > Ky — N9 BI> 0.

Dakle za te&W je L)<, EIKWUE), Sto zajedno sa nojed-
nakodéu (3.33) daje Wp&V™ za m>m, . 1

- . *' » * gt
Kako skup V'~ ne mora biti sadrian u skupu Vg , 50 dovo-
. 9" ¥ : ; . . s %
ljan uslov da vV~ bdbude najbolja aproksimaciin za € u V
ne mora biti necophodan uslov,

Stav 5. bio bi jadi kada bi se u njemu skup V‘G MOBa0 2 a-
meniti slededim skupom

(3.38) Vg:=1veV] (VteN[R-B1)(ww) > B A
A (VEeNTU-BD @ s BN .

Medjutim, sledeé¢i primer pokazuje do se to ne wofe udiniti.

IRIMER. Feka je T =T[-4,41 , V=11,V = ot , kERY,
RYy=~00 , u)=%* 3 £EY=4~-t | Tada je V¥ =10} pa
Jje "3 = O ujedno najbolja aproksimicija za £ u skupu Vi .
Dalje Je \/,@ = y & v” = . hakio jJe osinm fogn M[‘-?"’@]
ﬂ{“*‘}, nejednakost (3.12) ne vaZzl za I_, (&) = x, iako

je ’C?“AG:V,@ . Zaista, imamo
~ A
T N -BENIAgMEREDN-VEN]=4-4gn2 = 4> O.
Ova] primer, s druge strane, ne odgovara nn pitanje da 1i
se skup V,@ moZe zamenitili skupom V,g U V¥ . flje nam poz-

nato da 1i je to tacdno ili ne, tako da ovo pitanje ostaje
otvoreno.



Zbog neprekidnosti preslikavanje € 1 9 — "9y | slhup
of,
Ui=teT| Rede®),vE®) - V) > 5 T 0\ M,
je jedna otvorena okolina skupa M u Me . Stavine
C Ay Me\U
i za ,
Cﬁlmc ﬂMﬁ_ |

Slupovi € 1 Cp su zatvoreni i sa B By iz Mp, = Mp,
sledi i C@d’.‘:} Cﬁz (1‘54}{579‘33. Sada de

Cp = CNMp) == Ma)=CNM =
ﬁQ'B ¢ p@ﬁc P =Ch ([QB e) M=2.

Zbog kompaktnosti skupa Me postoji konalan skup indeliza
1B, Baye o Py B takav da je

Cp, D Cp, D - 2 Cp,

Cﬁ*ncpmn“' {‘\sz_,hmgﬁ.

Odatle je Cp, =@ , pa i CNMp =G , Sto znadi da jo
skup Mf”h sadrfan u U . Kako za sve Y&lU wva’i nejednakost

Re L&), i) = VWe(Y) > X,
zbog e)=ep (t) za teMg, 1 Mp U s5ledi nejednatost
Re{en (£),8&)— 1, {%) > 0O,

za sve T&Mp, . Zbos toga mM-kvanisignatura T"(E"ﬁn\ nie
ekstremalna za A9, u odnosu na V , 5Ho je u suprobnosbi sa
definicijon familije ot . Irema bore, M -lvasisionatura
'(€x) mora biti ekstremalna za N, u odnosu na NV .

Dokazall smo da svaki lanac B3 edt  ima minorantu, tako
da na osnovu Zorn-ove leme postoii bar Jedan minimalan ele-
ment familije e koji je odigledno primitivna ckstremalna
M —-kvazisignatura za A9, u odnosu na V.

Da bismo dobili jedan dovoljan uslov za dobru aproksima—

ciju funkeiije £ & CCT,H) elementimn datog podskupa VmCC’T,m}
definisimo Jednu specijalnu M-kvazisignaturu.
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i neophodan za @OQ'PVE‘«?}, iroolen neovhodnosti uslova (4.2
posmatralo Je visSe aubora, a osnovie rezultable dall gu Brosow-
ski 1 Vegmann ((351). Shop vaznosti plitanja Kayalberizacije
talovin skupova V , izloZidemo ulratlio csnovne rezultabe kojdl
se na to odnoese.

DEFINICIJA 1. Neka je V iproisvoljan slup u normiranon

vektorskom vrostoru X i W€V . ko za svako WEX  wvadi
implikacija

ﬁ P e N9 ) YL ‘REL(@“"@ 3&0
(4.3) 9,€P, () 2 (YVEV (LGEPZCT“@J) )< 0),

ti. ako Je globalni uslov kKolmopgorova uvslk nzopirodan, kaiemo
da je V kolmogorovski skup prve vrste.

iRl rrir A iR rib AP iyt il ST nmligl YR S W v b ik miavvill il eeie Al

DEFINICIJA 2. Neka Je V proizvoljan podskup normiranog
vektorskog prostora X . iko je "€V i za svako Xe&X
vazi implilkacija

(4.4) "9 EPYED 2> (YA2 ) (9P (06t AT- VN

kaZzemo da Jje 8, suncana taCka skupa N . ko za ckup N wvasi

AL el Aol

alededs formula

(5.5) (oegV)EGER GHVAY 039, BRI+ M- 19611)

kafemo da je skup V sunce. Ako je skup V proksiminalan i
s
ako vazi formula

(4.6) (Y@, P, NWAR 0) (9, &R [0+ A (x- 50 )

onda kafemo da je V strogo sunce,

Brosowski (t;?]) Je u sludaju normiranog vektorslkog nro-
gbora kolmogorovake gskupove prve vrsbte okarakterisao u heor-
minima sunaca. Preciznije, vaze slededa dva sbava.

STAV 1 (Brosowski (171)). vela je N proizvoljan podskup
nornirancg vaektorskoeg prostora X . Slup N je sunce ako i
samo ako za svako WE X , takvo da Je '?VC'.‘C')#ﬁGS , postoji
bar jedna talka 9o,EP,D takva da je

(4.7) Cw-\se\n(\.fgg& Cxﬂw;’Re Lvw-19.) € O).
STAV 2 (Frosowski ([if])). Ilelka Je V proizvol jan podskup

normiranog vektorskos prostora X . Skup V je strogo sunce

boy %
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0ANnosNe By Q(PVE‘:‘E)-D
4
Fosmatrajmo sada vaZfan svecijalan slulqj lada je W=0C
~ polije komnleksnih brojeva. Walarnt proizved v € defini-
simo formulom

(2'15) (24}E2‘> - 34‘32,
Osim toma, imajno u vidu da Je za Doapleisne brojeve &,
ot
L

razlicite of nuloe:s
(2.16) ,S%mm___z
\Z\

Tada lzrasz
Re B, — V(1)

gt

koji figuriSe u formuli (2.13) postaje

e A () = ‘£(‘h‘)--'19¢0¢2 — —
ReCEM®) W) = Vet = Re ( Tm—Te, v w.aacm}_..,

= A Re [ (2@ — 9, 1)) - (V&) — 5, )] .
Koristeéi oveko transformisan uslov (2,1%), mofrmo dati sle-
dec¢i gtav lao posledicu stnva 4,

SPAV 5. Weka je Ve C(T,C), $eCT,ONV 1 vV .

Da bude W,&Py¢®) , dovolino je du za svake &N  pos-
toji tadka T,g&€T tako da su ispunjeni slededi uslovi:

19 1R ) — Volhag| 2 WR — 9\~ &, 2,17)
29 Re L) — 9, Chagh) - (V0C4) — B (B, eV £ O (2.13)

Sa numerickog stanoviliita, ovaj Imiterijuns Jo narodito po-
desan Jjer ne zahteva odredjivanjis skupa talalia iz U w lLojin:
se norma funkcije X ~—~13, taéno dostiie, nepgo se pritoan do-
ruidta gredka &

Da uzlov (2.13) u opitem sludain nije ncophodan, »ouazuie
sledeci primer,

PRIMER 4, Heka je T Jjednodlan siup, H=RR i s
muno%enje isto Sto i obidno mno¥enie u W . Mda je CITHIER.
Neka je dalje VV=1-000l, =4 |, Yo=—~8& 6 I9=0 , "Fi-
gledno Jje da Je “aﬁ"-?\f&c‘ﬂ y Al ipak wvaZi nejednakosh:

P

(R~ "9)- (N8 —195) = (A+€)- £ > O,



IV - &

rovevey SARFTRETRL P P —— R S

C(T, H) Je C-regularan u tacki Y& N , ako za svoko W&V
~a koje wvaZi implikacija

teMiR-1,] =5 Re (BG&) — 9,5, VE) ~ Ge(x)) >0
i za sveki realan broj AD 0O , postoji W,&€VN toko da su
ispunjeni slzdeci usliovi:

(5.10) te ME?"‘“ = 2Re {__E:{gi_..@m&’})w)‘(f) w’iﬁﬂ('b‘5> - .“”L?}‘Gﬂ“ '3.90‘&:) ll?; ;

(,11) 10— Sl < A

20 skup V< CCT,HY je C-~regularan ako Jje C-regularan
v asvakoj svojoj tadkil,

STAV 5 ({52} Je Skup ‘Jc:C(T, H) Jje U-resularan ako i samo

ako je regularan (u smislu definicije 3, ).

je kolmogorovski skup prve vrste ako L samoe ako jo C-regulararn.
Pretopostavinoe sada da je skup t:‘::C(T,H) kolnoorovskil

sikup prve vrsbe., Radl kradeyn plsanja uvedimo slodedu osnnku
(4,12)  K&,0,00= Re (REY~ (1), )~ B Ed)
rde Je teT , f&CCT,H)‘»V ' ’193@8\/ . 58 OVIim novinm oz
nakana mozemo napisati sledecu ekvivalerciju
¥
(4.13) @BueVIVEteMI£- G (KEHBV)>0) 6> B &P, ().

» L 8 h * » L] - . - »
Druzim redima, element Avse\N nije naibolija nrrokaimanija zn
£  u skupu V ako za neko ~s&V  vali

(4,14 ) teMR-v] = KEWVB)>O0.

Iz praktidnih razloga umesto MU®-0] posmuitramo neki
e,
slup M, nedto Siri od Mtﬁ'*’iﬂ . opecijalno, mode ge uzeti
MﬁME[:E-%] zde Je E 20 dovelino malo.
Ako postoji realan broj K, > O , element A&\ i skup
Mo ML -49] tako da je ispunjen uslov

(#.15) teM D Ki,n,0) 2 Kq > 0,

A

onda AY nijc najvolja aproksimacija za

s Lo

b u skupu NV jor je

(4.16) O<Kgg im® Kk 90) € i K(E9,43),
te™M reMI$-0]
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(2.24) Mg$-Y]={teT| R~ Vlt) 2 If -V~ €}
i

2.25) Mg ®-uvl=1teT| £ ~ Vo) & ~ UL -Voli+ e},

Kalko je V koo kompaktan Hausdorff-ov ujedno i norunlan toro-
v . - - - ‘
logki prostor, skupovi Mg £-9.1 1 Ma‘[‘ﬁm'&?fﬂ MO 5O Tage
dvoiiti disjunltnin otvorenim okoilnama. Zato je fwuacias
| o
MR- 1Dt 2 AgmiBE)— V0 GT]
reprekidna, a sa njom Je 1 {funkel)a

£ > () — W & 4gm £ ) ~ W, &Y ]

neprekidna na sxugu Metﬁmw,ﬁl . Zato ge minimum u (2.22) za-
igta dostiie. Neka Je tOG.MEC'ﬁ'm Y1 Jedna od tadaka u koio]
se taj winimim dostiZe, t.i., neka je

T (o) = 9, (b V1 AgM RGN - S N £ O .
Tada dobijamo slededd niz nejednakosti

W=Vl € N — Vo Wl = [0k — VG 1 Ao [ (k) - Vo (i) €

£ (9o~ Vo ltal lagm £ () — 5, (o] + & — st )~ W i A9 n TR () ~ Wy Chy =

=(RR -GN TRED - W T + € S 1PED -V O+ E L -9l + &

Kako krajnja nejednakost Y-V 15U L-wUi+E vaZi za svuko
eV |, prelaskon na infimum dobijamo l’l‘-ﬁ’m'\%“écﬂ(tﬁ’}\{)—}- g,
tjo f\go e’pV)EC:Q).D

Analogno sa stavom 9, prve glave 1 ovde molemo taret
greske zamens najbolje aproksinmaciie pribliZnin releniem
prebaciti na btalnost s kojom je ispunjen globalni ualov ol
mogorova, Tri demu se minimum uzima preko skupa MUL-V,1 kri-
tidnih tadaka funkecije £,

(2.26) MR-V, ]={teT| |2E) ~V &) = -}

STAV 8. Neka je YV proizveoljan podskup mostora CC’T‘,R\)}

W il S A W

v, eV LeCT®W 1 €20 | ako je za svako €N ig-
punjen uslov



Ovo e kvadratni polinom po A oblika
(4.20)  POAY:i= ACNE — 2BEI X — Qi
gde je, radl kratkole, stavljeno

(.21)  AG):= o) - V@G |
(3.22) BE:= K, - F Ko,
(4.23)  CGY:= 12 —BIF — 1@ - BWNF .

Koreni polinoma (4.20) datl su sa

BA + JRENI+ AGCE

(4e2%) A
za one ¥ za koje je AXY£A0 i
C)
(4,25) Ko

za one ¥t za koje je A@)=0 (iz ARY=0 sledi, naine, da
je 4 K(t,@J@)mO Yo Zoog . BREY20 , CEY20O  zo svako teT,
u sludaju A SO (v.(4.24)) polinom PCX) imn dva realna
korena od kojih demo veci oznaditi sa AN . Tri A®=0 no-
stoji samo jedno reSenje, tako da moiamo abnviti

A (B +JBEITHAERICE) | | AW#0

AR
N =
(4.26) CE | A®=0

e

Ako je AM®Y#£0O , iz (4.24) se dobija da POV iwa jodan
nepozitivan koren (ako se uzme znak minus u (4.24)). Za A=
=0 je =2Bd=K >0 pa vaii formula

220 = (PNL0 & 2 S =3w),
C

Kako je pri A # 0O , ustvari AK®) >0 , zboz nepozitivnosti
manjeg korena polinoma PN vaii

(4.27) N0 =2 (PONLO & 2NEOW).

Preogtall deo dokaza sastoli se od toga da se ustanovi
da je AEID>O za svako te€T i da je funkeija b+ a)

vyl
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G LAVA TR B G

NP gy ket byl i vy ek el MM RAY M Frirr i drier et mimbr e v o ek kel g

Pl Womrs ek R S e Wbk gy g Hhle Lt Ol ke WS b by AR wluu S o emags s

NELINEARNA CEBISEVSKA ATROKSIMACTIJA PUILICIJAMA wUJS ZaDOV0-
LJAVAJU IZVESHA OGRANICENJA TIDA 130 <DIIAKOSTT

U ove] zlavi posmatramo prostor CCT) roadninh neprekid-
nih funkeija delinisanih na Kompalitnom Hausdorf feovom pros—
toru 1 , snabdeven uobidajenom uniformnom normom:

ol *
(3.1) 12 1= mazx 1$Co).

Za proizvoljnu funkeiju QT ~»W  (koja ne mora biti nepre-
kidna) definifemoc sledede skupove

(3.2) N{gl:={teT| gt)=0}

1
(3.3) Mlgl:= {£eTl] \gtrl=ugl}

pri Cemu je u poslednjem sludaju l\gk\m ﬁ&p{lgC‘\:ﬂ:tET'Be'ﬁ*

Heka su dalje date dve funkeije
T >R ={~00,+0d)

takve da Je
(Ve (@) < u®)).

Za njih cemo kasnije pretpostaviti poluneprelidnost ¢ VLG,
odnosno odozgo. Komadno, nska je ¥V pravi podskup od C(T),

Filw:’i@ranu funkciju Re&C(T) aproksimirademe elomontina
skupa V' definisanog na sledeéi nadin:

G.4) Vi={veV] (vieTI(L@®) € )  uENT.

Prema tome, za skup aproksimirajuéih elemenata ne uzimamo
unapred zadati skup Ve CCT) s Nego njegov podskup Siji
elementl zadovoljavaju dodatna ogranidenja. Ovakav Eip Cebi~
Sevskih aproksimacija istraZivali su mnogi aubori, medju njii-
ma Dumham ({421) i Tayior (11@5], {lﬂiﬂ) na ¢ije se rezulba-—
te neposredno nadovezujemo, U radu [1{)5] dat je pregled dru-
glh rezultata o ovakvom tipu aproksimacije.

Ve
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na osnovw asimpiotskos razvoia. tnko Je Blhy) =-— %K¢<O . DO-
stoji okolina U talke Te tokva dn vali implilacija
(telU A ABY>0O) = BRICO,
Odatle i iz (i@.:za-z), ~z telU 1 A®Y>0 imawo

5} ARG
X0 = Ao (B -4+ AR T -

_ B A C Y ACE) CCE) '} .
“A(ﬂp A S + ol : )=

e Clte)
==z a(CHEY) = " , -3

odakle je A neprekidna i za ovakvo ts -

Daltle, Tunkcija X+ AE) je nevvekidna i strozo pozi-
tivna na v, tako da je

(4,29 A= AU A®) > 0.
reT N
7a O € A$>, imamo PONKO , ti., vaii nejadnaxost u (4,180,
. N
Kako konveksnost siupa VW garantuje da A3 + A (- By e \

samo za O0%AL4 , stavimo
(4.30) A= i A, Y
Ao je A< A, iz (£.29) je Jasno dun Je g najveci orof
- & LY L) b 4 LY ’G’
o koji vale nejednaxosti (G.13).

Boz kvadrata w (4.17) tvedjenie prethodnos sboave oo Ui
varilo. Ipals 4w bom sludaju moZfe do se dobije slidna ocena.
U vesni sa tim vaiil slededi stav.

STAV 7. Mel:n je N konveksan slkun u proshoru C(T 'y

AL Tl e Syl spvrver sl

zn dabl elemont f\BE‘:\f i datl skur M‘DMB?“'\B] -.hf{)..,ﬁ:(},]l £
lement W€V 1 Kg» O tako da vali

(4.31) teM = KEv,0)2 K, >0,

onda za svako renlno Y. takvo da jJe

o
(4.32) R R
O < ¥ <EIaN’
postoji najvedi realan broj Np€10,4] takav da je

(4.33) KR~ (O+20-INN L UL ~DVl— D,
za sve A€Lo,N,].
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STAV l eka je e C(T) i B eVN¥ . Jeéan dovol jan uge
lov da % bude nag’bol;}a aproksimacija za £ u skupu Vit jeste
da za svake VeV vaii ne jednakost

(3.8)  Mmum {@(t‘)m VET 4gm B - B@1< 0. O
te Mif-0

Ovaj stav, kao i naredna Tri hwl daju dovol jne uglove za
& —aproksimaciju elemenbima skupa V¥ neposredno izlaze iz OD-
stih stavova datill w ﬁlmvm drugoj (stavovi 7. = O, ).

STAV 2. lizka je ®€C(M 1 B eV, Jodan dovol jan uslov
da A3 bude & -aproksimacija za £ u skunu Vi (pri e <\£-0l )
Jeste da za svako s aV* vari nejednakost

(3.9) {«\9&) VAR - B0, O
‘tEME\:ﬁ

Sfm__j. Neka je ®e&C(™) i veV . Dabi B bils £ it P
roksimacija za £ u skupu V¥ (pri £<W®L-VBU), dove 10 je
da varzi nejednankost:

(3.10) Aim |, (@ -BE4agn 2@ -O&)s . O
temig-~v]

STAV 4, Heka Je el i Y eV, leka Je dalje E=€,+E&,
sa £,,8,20 i E<U$~ VW, Da bi A bilo &-aproksimacija
za £ U skupu V¥ , dovoljno je da wvafl nejednokost

(3.11) avim, W&‘; ~V@lagniz® -vwlse,. 00
te gc‘g y

Kao &to Je ved reCeno, vazi u izvesnom smisliu i obratno
tvrdjenje onom iz stava 1. Da bismo iskazall odigovarajuli
stav uvedimo prvo Jedan shkup koji ¢e u daljen igrati kljulnu
ulogu. Za datil skup V i proizvoljan element g&VN stavimo

(3.12) Ng:=iveV| (vte NL-gl)(wi)> g A
' A (dteNu- gT) (eI < gDt

(oidnim redima, funkeija A9 lei u \/3 ako je u taXlkama gde
q dostiZe donje ogranidenje - funkeiju £ , 9 atrogoe vede
od % s 2 1 tackama gde % dostile zZornje o.granlhenje - funk-
ciju AL , V¥ Je strogo manje od Q.

Koristedl ozmnaku iz (3.12) moilenmo da iskebemo sledadi
stav.

oLAV 5, Neka Jje dat prolizvoeljan podskup \ C“-:C(T') funkelja
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(4.00) BENR= KL ) - pig— fwu
(3.51)  CLCe)= 18— BN = \RE) - mscm\H
(oi2)  DAENR=BIE) + ALEIC,K)

ne jednakost (4.38) svodl s¢ na
PN 1= AL X — 2B, (X - &S0,

51idno kao u dokazu prethodnoy stava definiiino

28,0

B FVDLE A ®F0,D,®) Y
AL CE)

(4,43) “iz(t.} 2

Ne ulazedéi u sve podrobnosti koje su analogne onima u dokazu
stava 6., dolazimo do |

s OYYLAN :’\ (’t‘)
DLEYZO

Da bi se obezbedila mmegatmnogi desne strone w (4.33), kao
i da bude AHq £4 , stavimo

(4,45 ) )\217-“-- W%{ﬁ;}:z}“f;’\?“ }'

Koriféenjem bilo kojes od prethodna dva stava moseno da
definifemo niz (A9, elemenata jkupa N tokav da niz realnih
brojeva (W —VmWmas opada. Predjimo na sam opis al -oritma
zn izradunavanje najboljih aproksimacija.

(4o 44) g

7a 8?.,0 stavimo

(4.46) Mglg-V]i={teT) “ﬂﬂ““("ﬂ“u 1~ BN~87F.
Skunp Matﬁ '\3] je kompalchan podskun od T i izrade ulopu
skupa ™M DMIR-V] iz (8.15).

Pretpostavimo da su "’a e\ i cS SO veé doti. Defini-
simo @d“"‘ &\ i 5 w20 . matkmc radi, stavimo

it e R Wity s

kacija

“.48)  teM; 2 K(t,9;,%) 2K >0.

SIUCAJ_I. Postoji A9 ﬁ\f i Ké)O tako da vaiil inapli-
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(3.19) i, 18 () — G > O
teD

Kako skup ¥V ima svoistve (¥B), nosteji niz (W) u N sz

glededin osooninana:
N
(3.20) Qi W~V l1=0,
N\~ 00

(3.21) M[t@m-fxs,,,,a:ﬂ»[@mec\--*%ml:~>o (meN).
& .

UoCimo indcks M, takav da za mOM, vall
~ ~
| 10— VA< £~ B,
Iz (3.21) dobijamo

(%.22) i 9, (&Y — VBEND>O .
teMt-ewale m ()

Haime, ako to ne bi vaZilo, za neko t@MI®-vleD  vilo
P

Vi Oyt =V (L), pa bi minimum u (3.21) bio £0 . Ja n>m.,

i teMiP-¥] inamo i

(3.23) AgniR®)~ BEN] = 4gm{RE) -9, @) = Agm i, &) - D] .
Zaista, za ove X 1 m je
Lo~ BN W00 Bl < 1= B | = 128 — Bty |
pa 13
2L — 9, @) = O~ B~ (9, () - 1Y) ’
sledi .
tam £ — 0, @] = sgmL$E - VEI],

tJ. vrvi deo jednakosti (3.23). Za fiksiromo t 1 o iz (3.21)
sledi egzistencijia broja P>0 sa

S(E) — Uy (B = BT, ()~ B Y]
Odatle Je

V(1) — W (&) = A RUCH BRI

te Je
3gmn [wm(t) - ﬁ(tﬂ = Agm {ﬂ&(t”) - '13(1:)] )
Zoog (B.14) Je

agm [oE) — V@il = sgm{ ) — DG
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mogu nasbtupiti. Dﬂta.}e problem odrediivanja "\.9 eV i Ké:h'f:)
tako da pri datom C.V i poznatom siupu M sl

y
4. l?.}u L] s ) - ?‘ *
(4.5%) teM; —°> K{E,9;,9;02 K > 0.
Uolimo, pre svega, da Jje globalni uslov Kolmogorova

(WveVI(C mim | KE,90) < 0O)
tEMIf~3

ekv:.valent an sa

(4.55) (voeVI( mim __Re{®- D), d,yle) - f@(tﬁ} <0),
t€ MIE-5]

gde Je day proizvoljan pozitivan realan broj koji mofe zavi-
sitl od WEV ., iko je 0<d$4d , mnoZenje drugoz faktora
u skalarnom proizvodu u (4.55) sa R4y woie sc geometbrijski
protumaditi kao zamena elementa A€\ konveksnom kombina-—
cijom
A
(A ~ hag) 9 + d,@*@ (&V)
elemenata @,@E\f . Zalsta,
M o, M
A o PO — B Y] = [y W) + U= ) B AT] — B,

tako da je
(4.56) KDY =K, U-dyd® + g9, D).
Iz (4.17) 1 (4.33) sledi dd je optimalno uzimati najvede

A e >
moguée Ké , Pod uslovom da vaktor "9-n9% ne moie da ima nro-
lzvoljno veliku normu, npr,., pod uslovom

(4.57) (e —-wis4) A (veV),

a taj nadin, problem odredjivanja W, 19 moze da se formu-
li3e kao optimizacioni problen

(4.58) K= mox!
(#.59) (veeMI( Kg— K{t,1,43)<0)
(4.57) (Mo -Bhg ) A (weV).
Kako za (K, ,\Qﬁm(@,'ﬁ) imamo dopustivu tadku u nroblenu (4,57 )
~-(4.59), maksimalna vrednost X5 ne moie biti nesabivan broj.
Kada Je skup
{vev) (-VugA}
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N‘:Q“‘{?] i N[&LM@I je "'Lﬂmfré‘ f3 o Koo Sto je gore iz (5 21)
izvedeno sledi za Tt E€D:

sanlee) - V@] = 1gm [0, &) — B,
Imajuéi u vidu da je 9 iz Vg 1 definiciju skupa V@ , do—
sijamo sledeée relacije. Za t €N~ je Q(‘t\m"@&3<ﬂ9{ﬂ,
toko da Je

(3.29) W) — L) = V@) ~ VDAY > O.
7a teNU-B] je UE) =@ >vE) pa je
(3.30) ALCE) = V) = 15 (1) — 19, (1) > O.

Dalje, za L €NIR-Bl i m>ma vali:
(3431) AR — 9, ®) = {URD) -V EY —- 19, ) — B =

={u®) - e] -1, @ - BEN > K, — e, ~ B> 0.

m&l(}ﬁﬁo, Za tEN{{.‘L"‘*'{;] i ’T\.}mg d(}blaw@
(3.32) V)~ RE) = LB @)~ N - [ V)~ Wy (8] =

=) ~ 2(—’6:] ~{BE -, &) 2 Ky~ 10, ~BL> O
Pakle, za teN[L-DJUNTU-V] i m>my imamo

(3.33) 2(6) € 19, (1) < ().

Ako Je TmN[?.“ﬂ?]UN[M“@], neposrednoe dobijamo "i.‘}.hEV*pa
je dokaz zavrsen. U protivnom, zbog poluneprekldnosti odozgo
funkcije £—"9y, i poluneprekidnosti odozdo funkcije AR—"Iy
rogtojli otvoren skup

U = N2~ 8] u N[a—-9] |

cakav da za sve t €U vari nejednakost (3.33). NHeka Je
wi="TN\U ., Poito ge blmkao*:zpw., ban , WNAINTE-91uNu-01)
= i funkcije Ak~ ¥ o1 8L poluneprekidne odozdo,
e na W dostiiu (pozitivne) minimume:s

(3.34) Kaq i m U@ -~} > o

1

Kiusz== maam 9@ — LY >
(3,35) B 3= 'tewt | > 0.

leka je M2MNq izabrano tako da za M>M, bude
(3.36) NG - By | < i LK K, ).
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* i,
je neprekidna, pod uslovom da je skup NUCT-AVARIGUTNLT N AY
rompaktan (dokaz neprekidnosti preslixavanja (4.7 ) potpunoe
je analogan dokasu stava 1, peve ~lave). Zbhos bHogn se u (4.856)

supremun dostiZe i konacan je

(4.68) K;=max{k;iveV Al - Vg Ay <+co
Dakle,
: K. = AMOLC i Kt A9,%: )
b6 ,\ " :
(.69) ° veV, 1e-vlisd tEM, T4

Za ﬁ.‘?df uzinmamo proizvoljan element is siupa

(&.70) iveVvi \\'\9“‘{55 W4 A ?ﬂéCﬂﬂmKé’x*

Praktifno, nije neophodno odredjivati tacno resenje K;
Ako je realan broj M>O dmf{}lgjna mali (svalako < 4), u-

mesto 'Ké mofemo uzeti neko K 35\
(4.71) (A-"K; £ K é < UrmI Ky,
pri Semu biramo ’\9{ tako da bude
(4.72) (4- Ky ~...\< oy Y% K

3 obzmirom na definiciju broja ('\5'3 , od posecbnom znacaja
za stabilnost odredjivanja W C'\ﬂ je Sinjenica da frankeldja
A9+ K (k,9 *\5" ') zadoval*:wa Iipiicov uslov:

K00 — K (0850 = | Re (R0 15, (), 9'(6) B, (b)) —
- Re'('?(t')-*@{t') ") -, AGHE me@(ﬂmﬁ(ﬂ RCHCIBR T EINIRS
& 1120 ~ 9, Ol Wo'@ - " My < WE - '19 -t — "y,

Prema tome, od konkretnih ockolnosti savisi da 1i ¢ sc
birati tadno rcienje (i{d:’\?é') ptimizaciono; problena (4.61)-
~(%,63) (koje, na osnovu stavova 6. 1 /. optimalno popravija

5 i

'\Sé Yy 111 samo pribliZno redenje prema (H.71) 1 (4.72).

Fretpostavime sada da je V konvel:son zabvoren podsiup
Lonadno-dinenzionalnog potprostora ¥ prostora C(T, HY .
Iako je ovakav skup NV c}rram'ﬁena konmpaliban, on jﬂ- i prolsi-
minalan. Zako ne mora biti cmrd.’Pv(ﬁ"}mi, niz (’19‘,1 ne mora
konvergirati, ali olekujemo da njerove tndle nafmmllwvanja
leXe u skupu F,(£).
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JEDAN IETCD ZA NUMIRICKO ODRUDJIVANJ S DOBRIH I NAJROLITH
APROKSTMACIIA

U 0?03 5lavi daje se jedan alg&riﬁam za odredjivanje tad-
nin i pribliZfnih refenja problema teorije aprokgsimacija u pro-
storu C(T.H) neprekidnih funkcija definisanih na compalktnon
Hausdorff-ovom prostoru | sa vrednosbtima u pred-Hilbertovon
prcstoru o, Ideja za ovakav algoribtanm pobide od hKrabg=g
([59] ’ [‘72]) koji ga Je primenio nn diskrebnu Sebifevsiky Lli-
nearnu aproksimaciju, Slicna ideja koriidena je 1 kod AP OKm
simacije kompleksnim funkcijama i primenjena na priblifno odw
redjivanje izvesnih konformnih preslikavanja (Krabs i Onfer
([741)). slucad lincarne Cebidevskoe aproksinacije u komplokee
noj ravni, kao i racionalmu &ebifevsku aproksimaciju u € ig-
pitivali su sa stanoviita ovakvos tipa algoritama Rllacotbts i

Williams ([49—1 ; {501 Je

Posmatraceno opiti problem teorije aproksimncija u C(T,H)
u slededod postavei, FNeka je dab proizvoljan neprazan skup
V prostora CCT,H) i funkcija '£ECCT,H7<V koiu treba
aproksinirati elementima skupa V . facnije, trale ze '19-::'5\!
tako da Je

(4.1) E€~ Yl = e IR-vli=d@\V) >0).
A9V

nacajnu ulogu u kovakterizaciji ovalrvin edool jin aproisince
cija (e € P, (Y ) igra skup kritidnih badala funkiel jo £-9,1

MIF- V1= L e T IR =@M = |~ 5, leer uy s -
Videli smo da je za Sq e’PV(:ﬂ uvell dovoline da za gval-o
eV vaii nejednakost

(4.2) mim Re (2E) — V&), vEY -9, &) £ 0O,
t e Mi-1,1

Algoritanm koji demo opisati odnosi se na onu Flasu SEUDOVA
V < C( I,H) y 28 koju je globnlni uslov Kolmogorovy (4,2
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majedno sa (4,7%) orofivreli ved doknn mad Sindaninag

(i“i"vi?@) gifm >»é K* rassen D*
4 Peo d
Fridikonm radunanje A q us kKoriiéanie ocenn 1o stava ©. inmamo
(4.80) Ay = AN A4, i }. Ct')'}
teT

ode Je “ié (Y definisano analopno so AEY W L 00). o
nal: koristimo ocenu iz stava 7., inas
(haB1) A *-z-*nmiﬂ{d, AT )\dit“) M]S
’b - (Y20
sde Je >\ () definis: 111{:* analosno oo }.3_{’53 u (L5 ) 4
K
0< \..de.\\ﬁ '@ N/

Razmobrimo ovde samo pryvu varijanbu ado ge prineniuje
stav 6. Drugl sluda] rasmitra se annlogno, ek j» Matoé,éw
Ako je 'tGEEMd , mora biti ﬁ!it\)}o . ladio Ge Céﬁ‘ﬂ?-o uvel,
to imamo

- B; (t“;-k-\[‘&wA e ‘) 2806
A= &") * 1\«9 - % 9, (6 W >

QK&:‘W Kxi N 84 a5 58
“'\9 *'giﬂi > \\'19&”%4“1 g ““96-“"3&“1 LT B

gde pﬁk.ﬁt*aoﬂl@dn a nejednakost vaii zbog \\Wéw'\&é W<A .

je T@&M; , imamo
L) — 9 m\\H«:. -9 1 — S,
taito do je .

CyE) = 1 - B P~ 1)~ B O = (U= 5; 1 —

~ 1R~ 8 M) (g —8; L+ ttﬁ(t}-—w’s‘g Oy )2

> & (g~ 4 126 — 9 N) 3 8- W - g,
Cdatle Je
_ C.CE) S _wmng\ ~
* q—A——-&-q A e Jra— *
)\d(ﬂ 7 ‘ﬂ; 2 1% 9, \2©>0.

Ta ta] nacin dobijamo sledelu ocenu:

mﬂn.)x ) = nvund AU A ), ?\ Y i LS gf&‘:so,
teT reM; d t@md

pa Jje i



ako 1 samo ako za svako WEX i svalio Y &P(XD) vali
@.7) (e (mim Re LOS—8,) < O).
LEEp S(Xx~"5)
Irugin redina, kolnogorovski skun prve wrshe Jo isto to
1 strogo sunce,
Jos Jedna karvaktverizacija kolmogorovskos skunn onve vrshe
data je u berminima “regularnosti” skupa V (LGroszouski 1 Jeo~

annn ((32] ).

DEFINICIJA 3, 1° Proizveljan neprazan podskiup V noruiro-

nog vektorskog prostora X Jje regularan u tudki ~,&V , ako
2a svako X & XNV , svako W€V , svaki realan broj A>0
i gvaki skup A c::Ep K* KoJji je zatvoren u relativizaciji

topologije G(X*,X) na Eﬂpl(* i koji sadrii skup Ep'é(ﬂt‘w’t%), iz
LEA = RelLW-VN>0

sledl egzistencija elementa Ay e N takvog da su ispunjeni
sledeti uslovi:

(4.8) LEA D ReL(9,~1)>Re L{T=19) — km~ 5,1,

#.9) W9, — %, <A,

2° Skup Vex X je regularan ako je regularan u svuko]

svojod tacki, ’

STAV 3 (Brosowskl i Wepgmann ([5;2-_] )J)e Proizvol jan neprazan

podskup Y normiranog vektorskog prostora X Jo repgularan u
tadki M€V ako i samo ako je N, sundana backa skupa \ .

STAV 4 (Brosowski i Jdegnann (E*}a] )J)e Proizvoljan neprazan

podskup V normiranos vekborskog prostora X jo sLolmogorovehi
skup prve vrste ako 1 samo ako je resularan.

Iako se dokazuje da su zvezdasti skupovi stroza Sunca,
tako da na osnovu stava 2. sledi da su, gpecijalno, afini pobt-
progtori, vektorski potprostori i konveksni skupaevi - kolmow—
gorovski skupovi prve vrate,

U sludaju prostora C(T,H‘) u [?f;'ﬂ uveden je jedan specija-
lan vid regularnosti skupova, tzv, C~regularnost.

DEIE'INIGIJA__&. 1¢ Proizvoljan neprazan podskup V prostora

i deisa gy, Aspe Warals Swwelt iy Srisit shivyh Wdery el
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- 3 p " § todl iniz \ mige p 7Y e
3g Ké S Sd . Otud postoji podniz (Kaxg‘) iza CK&V:} ta
av da Je

(4.,87) Qi Ki, = 0.

R -0
Da bismo izbegli 1«..{}:’:13}}_:’11&:1?:1:1;18 ornalla suvisnis 1InGe:lslimd, U-

vedimo sledadée nove cooapnke

(4.83) Mg =My, Ky "Kcm 8o “‘Sam

~0 M
y Ogy= Vg, .
Primenom globalnog uslova Kolmobermra dolozino do zalkljucka
M . " "y *
da je za 9 €PLR) dovoljno dokazabl da za svako seV  vali

(4.89) i, KG9 BILO.
temig-v]
Uotimo prvo da za proizvoljno €V imamo nejednakost

(4.90) K("Z,W;'{;) = K(t 1'\93%,53 + ‘Tz.; )

cde Jde

(4.91) é___}m ﬁqamo

Naime, imamo sledecde ocene

VKCE9,B) - K(t,9,%8)] = (Red2®) — VEY,VE) - VR —
~Re(RE) — ;@) @) =B @ = | Re (§,()- Bty o)) +
+ ReGEM, T -Ba); + 1VWIE ~ V8 el &
& W, — B0 QIg 4 Wl + WAS; = BU- (B + WB ).
Kalko '\96 i 13 pripadaju skupu (4.8%), to imamo
T I S R C I R E- RN B EA
RS L 1B - 2AHURN L N2 — B+ AR,
Odatle konadno dobijamo ocenu
(4.92) 1,1 & U~ BU- (AR U+ Wl + 212 -B, 1)

odakle sledi (4.91). Prelaskom na minimum u (4.90) po L&
e MR -8 imamo

(#.93) i KEMNS) € Ao KCE 900, _.
t e MEp-1Y] ’ reMie- 0] 3 'MQ -
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Pritom se egzistencija vozitivnog ¥, pretpostavlia zato &to

1

skup M ne mora da bude xoumpaktan u T Xkao Bto je to slula]

sa MUE. 4],

WA P aos koo -y "
Ako vaizZl uslov (4#,.1%) za element W kojl nije nnjbolja
aproksimacija za £ , moZfemo dati poboljidonie, ti. element
Fougd
g &V takav da Je

IR~ e~ 0Y

i to pod dodabnom pretpostavkom ca jo NV konvelizru slawp. Pro-
ciznije, vaiZl slededl stav.

STAV 6, Mekn je I konveksan skup u prostoru CCT H). Ako

B P AR N el el

za dati element W&V 1 dati skup MDMIL-D) postoji ele-
ment A€V 1 konstanta ¥K,>0O tako da

tEM D KE,0,0)3 K >0,
onda postoji najvell realan broj X, € 10, Al , takav da je

#,17) U2 -TB+a0e-BNN s 2~ O 12— ok,

za sve }\E.[O,f{].

Dokaz, Na osnowvu definicije norme elemenba prosbtora CCT H)

Wbl el dvininfl Wil TR,

nejednakost u (4,17) je ekvivalentna sa skupom nejednakosti
1206 - (B + 200 - BENIN; - 12~ 31 + 3K, < 0

za gvako Y €1 ., Transformidimo prvi ¢lan na leve] strani:

126 — B =201~ BEDN IR = 12~ Byl +

+ R M) - DAL ~ A<2E) - BE), 0@ - B ~
~ A4 - BE), R -BEY) = 126) - BN +
X - B~ 2 XRe <RI~ BE), 0t - BHY) =

= URE) - BT + X No@ - VWG - 22K E88)
Odatle, nejednakost u (4.18) dobija slededi oblik:

+.19) N fem-Bel], — 2k dy - 4 k] +

+ 2@ =B, - 12~B 12 <0



.......

““.—““mmm“ B sl T duinjy, WP ey itk Newtely AV RN
“mm“ﬂ“”“ gl bl S e bk Al P il walinly niipbl duiriseh

O KARAKTERIZACIJI RESENJA FROBLEMA PARAMITARSKE OFPTIMIZACIJE

U ovoj glavi posmatrademo problem tzv, parametarske opti-
mizacije i to u slededem obliku
minimizirati funkeijun

(5113) /PCm)
uz ogranicenja ..
(5.1b) (Wt eT)( A,X) & SEY)

pri gemu je T kompaktan Hausdorff-ov prostor; 4:'U >

Punkeija definisana na otvorenom konveksnom skupu U =TR™,

A:TxU~>TR neprekidna funkcija, & < C(T) - funkecija koju
éemo smabtrati parametrom (odakle potice i naziv ovog tipa op-
timizaclionih problema). Specijalno demo posmatrati 1 slucaj
tzv. linesrne paramebarske optimizacije kada je

PR kil TSN isele AT Ve, SRR e vy S s AN bl iy W i W i v A I i SR S fui Smail

N .
(5 ¢ 23’) @(&} = ,ZJ",{D&G:& t) (‘P"l b Mt 3’?’!‘!\3 eR’m-, L= (mq yrro )mrn\’ EE_UE
d.‘&‘-"—"

(5.2b) | Al ) = (ﬁ(ﬂ,m‘) :

gde Je A:T-=->R"™ neprekidno preslikavanje, a {* ,* P uo=-
bidajeni skalarni proizvod umm. | |

Za dabtu funkciju B e C(T) defini3imo
a) gkup dopustivih tadaka:

(5.3) Zg:={x Ul (Wee (AR < BEN};
b) minimalna vrednost funkeije o na skupu Zg:
(5#4) . — . (2!27'
, Bo= i, PO
¢) skup minimalnih re3enja:
(5.5) Py :={xeZgl P = Eal.

Da bismo mogli da iskaZemo neke stavove o minimalnim re-
Senjima, uvodimo jo3 neke oznake, Neka Jje oo proizvoljan ob-
jekt koji ne pripada skupu T . DefiniZimo skup T':=T uico}.
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L

neprekidna na 1 s 2008 Cega ona dostize pozitivan minioum.

DolaZimo mrvo da je AMIDO za svoako teT ., iko je
. * ™ -
ARY=0 , onda je 1 K&, 9,8)=0, tako da in pretpostavke
i
stava sledi da T &M . Zato je i t & MF-] , Lo

12&) - DN < 12-B W3
cdakle je CHY>0O . Eako je u ovom sludaiu “i(ﬂm*(l{t)/?(m 1
Ke? O , imamo AGY>O.

Pretpostavimo sada da je AMIYO ., ko jo joi 1 B> O,
iz gornjeg reda formule (4.26) neposredno se vidi da je N>
>0 . Neka je zato BYLO . Tada ovet t€M ijer bi u pro-
tivnom bilo

BE)=KE0,8) ~ LK, =[KE M - K1+ 2K, 2 :,_K >0,

protivno pretpostavei., Zato je i uw ovom sludajun CI> O,
Tbog AEISO, CEI>0 je i AGY-CEYSO pa je

VRO ARICE) > IB®Y,

tako da je A(®)> 0.
Dokazimo sada neprekidnost funkeije ’c'c-%mﬁCt} . Ao Je
t, &1 takvo da je A)>O0 , zbog neprekidnosti funkeije
L—>» A(t)  postoji okolina U talke To takva da je
teU = AMYS> O,

tako da je za sve ¥ iz U

@)= A= (B JEOErAG® |

A(ﬂ
pa je prema bome A neprekidna u t, . %a tadke iz unutrai-
njosti slupa Lre€T|AM® =0} stvar je takodje jasna jer

teInt{teTIA® =0} = =8

o
Ostaje pitanje talaka granice skupa 1t eT! A(’c‘}ﬁ-’(}} . hako
je taj skup zatvoren, za ’COEFr{‘bGTlA(ﬁ‘JWO} jo ARI=0.
zato - Je

(4. 28) mj:c.taﬂ) - C{'tcn )

o)
Za talke ¥ za koje je AMYDO nepreildnost cemo ustanoviti
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nam Jje jecina lema. U vezl sa tim defini¥imo viSeznadno presli-
xavanje M :U —>POT(T'Xgde je U gore pomenuti otvoren nepra-
zan podskup od R™ ) sa |

Mg p=iteT| Rt = %t}
Analogno definiSimo i M%:U%?UTCT') sa
Mg o= TteT| 00 = Yo tt, 1},

- Zbog neprekidnostl funkcija T'att—»%,(t x) 1 lmmpaktnosti
prostora T' skup M&m je neprazan za svako Xe U .

LEMA 1, l; Grafik T prasllkavanda'l]'ami—} Me’mc:‘r Je zabtvo-
ren skup u 'U'x'T’

Dokaz. Neka je (mQ;tQEEUKT'. DokaZimo da ako za svakl ot-
voren skup V koji sadrii tadku (Xu.to) vaizi VN , onda je
(Totd ST . Po definiciji skupa My postoji t'eMg sa

,'1'20 ‘ E’#ma

q’&(tﬁ -;m{;) & \{’& (t{;m(;) — L?Q'(maa) .

Ako bi bilo WalteX)=%(), sledilo bl t,&Mg o , td. (Roste)
& pa nema 5ta da se dokazuje. Pretpostavimo zato da jJe
Yoo, XY <Rl Tada je za neko E>0 1 Wulty X )+E < (xe)~
-8 , Uolimo dalje disjunktne obvorene skupove

W= PRIV (o2 +8 30} 5 W= {AeRI 2> B ()€},

Zbog neprekidnosyi preslikavanja (,X)->Ne (b, u tadki (Lo )
poatoji okolina @, tafke X, 1 okolina V, talke t’ , tako da
iz (X 0ECXNV, sledi W, CE NeW,., s druge strane, postoji
okolina @G, tadke X, 1 okolina V; talke L, tako da za ()&
€G.xV, vazi Yo (t,2)E W, . Pretpostavimo da je MN(G XV, # B,
gde je stavljeno G, :=G,NG,. Neka Je npr. tadka (T ) u tom
preseku. Dakle, vaii P (XI=Y&F) i YE,T)eW, . 8 druge
strane, (B V&G XV, = G XV, pa je tP&'(t',ﬁ) &W,., Tako dobijamo

P& F) < Yato)+& < o (£, ) < e (T,

pa Je Wo(t,X)<P(F) sto znalli da X ne lezi u M& & s odnosno
(X%) ne pripada grafiku [% , suprotno definiciji tacke (&, 0).
Prema tome, mora biti Wu(te, X=X tj. (Xost, Yel. (4

STAV 1. Ako su preslikavanja p, A, (v. (5.1)) neprekid-
na, onda je i preslikavanje B IU->R definisano sa (5.7) ta—
kodje neprekidno. '
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Dokaz. Bgzistencija ovalkvoeg Ag Cokuzuje se Loriileniem
nejednakosti (%.l?) prethodnog stava., Kovisztideme 1 nejedin-
1".,.08{3»

(4, 34) 04 WM< A B Jamx < A~ “CC

Ifa osnovu (4,17) 1 pretpostavke da Jeo d(£ VIS0 i-lasi
1£— B UE ~AKs> O , odnosno
AKo
O <. < A
W2— VIR .
o a Oﬁ)\ﬁv)\«. T (4,17) 3 (4,.24) L'la{) dobljano

(#.35) 12 =(D+2(o-DNY 42— B \[4 a “;‘K%;ﬁa <

£ ...._.,...._9_...... — %P .. .._._,,_)\K
he-B (1~ 2Meo o Vo pebi- 2o cig-Bi-ap

30 sve Qﬁ;\&ki.

Da bi se A, cksplicitno odredilo pogbupimo slidno kao u
dokazu prethodnog stava. Hejednakost (4.3%3) koju brebn dokazati
elkcvivalentna je sa skupom nejednakoghi

(4,36) 1RE-TOW+ A(as(t‘;m{"s(’cﬁ'l\\% SRR -V~ A
na svakoe T &T |, Kvadriranjem ove nejednakosti dolazimo do
(5.37)  ARE) =D @]+ Afew) - D@y, <
CHR-BUI* - 2o k- B L+ R,

Transformacijom leve strane nejednakosti, koo u dokazu preb-
hodnog sbava, dopljiamo
L2 = DA + 52 o) = BN - 22K (k19 D)
talko da (4.37) dobija slededi oblilk
4.38) (MO = BWNG ~ 12) 0% + 2T g - G-

~ KA+ (IR - BN - 12-B 1) <0,

Uvodjenjenm oznaka

(4.39) A, = o - BmIE - p&
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R, () > g (6,0 = Al )~ Ea(t°\+ Eg> Eg= B (0,
odakle Je "9, taéka minimuma funkecije Wa na skupu U (ne
samo na skupu Za<=U ).
"= ": Ako je xe&ly, imamo

Za X &Zg, kao i gore, dobijamo £, (aN>Eg Ito ukupno daje
nejednakost ‘P&Cm’)'?' E& za svako xe& U, Specijalno je i ‘?&C'\?g‘x?’
> Eg . DokaZimo da je ®a(Wo)=Eg. Ako bi bilo ¥ W )I>E, ,
postojao bi niz (@@wmmze, , takav da Je

(V) > Eq = w£ (XY, K—>CO.

ey
Kako je po pretpostavei ‘?&(wa”im'&mﬂ %, 0x), dobijamo

Poslednja nejednalcost proizilazi iz slledeéeg razmtfanja. Kam
ko V. &Ly, to je za svako Tt a1 : AL V) <BE), odnosno
Wt V)SEg . Zato mora bitd

"?% (‘1959 = ‘\\"@Cw ;'13‘.:) = ’?(“5‘{3-
Keko po prebpostavei apCﬂ?Q-—%E&, kad K-> , iz (5.10) dobi-
jamo Wel¥o)=tg. Dokaiimo da je 1 pPWI=Eg . Iz

“P&(’ﬁa‘) q)% (oo '\9@ @Cﬂg‘)

sledl 43(@03 $Eq, a iz WyoELp sledd P2 Eg , odakle se

dobija traZena Jjednakost, §to i znali da Je N9, minimalnc o -2
Senje problema (5.1). )

Po analogliil sa globalnim uslovon Kolmcgoréva u opsto] te~
oriji aproksimacija (koji Je uvek dovoljan uslov za najbolju
aproksimaciju) i ovde moZemo iskazati slican stav.

STAY 3, Neka za svako A€U vaiil

(5.11) amim. LW, (E,09%) — W (t, w1 £ 0
teMy

Tada je N9, btalka minimuma funkcije %, na skupu U
Dokaz. Neka je veU it GMQ’@ tako da je

Tada Je
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Tada stavimo
M

P
(4,49) S, 4 4 *---’\95 + 2y (8~ 9.7,

gde je Aj izradunato ili na osnovu (4.%0), ili na osnovu
(4.45), U svakon sluldaju unapred izaberinmo Jednu od ocena
- bilo onu iz stava €., bilo onu 1z stava 7. - 1 to jednu

istu za Citav algoritam., Dalje stavino

A
58: y K. %8;
(4.50) Séu”: 297 97
5 , K;>8;.
d d” 74

SIUCAT II. ile postoji €N niti ¥>0 +tako dn

nilsipuiojuisiog - PP ainiabl ‘W -bloklliakl iphuinll. SR S

"CE':M = K{t, ‘\9) K>0O
Drugim redima, za svako A€V  postoji teMé 50
K(‘t,'\ﬂ,“@é) £0

M

Tada je A9: Jedno 8‘5 ~paenje polaznog problema, 3.
(4.51) EEECH R ICADERY,

Ako Je é% dovolino malo w skladu sa zahtevima za talnoséu
reSenja, cild Je postignut. Ako 55 nije dovoljino malo ili

se palk traZi tadno redenje (u slulaju da Jje ono praktiéno iz-
radunljive ), sa algoritmom morar,s nastaviti dualje. Ovde se
Javljaju dva podsiucajas:

Podslucaj Ila. M = MU~ ’191 Tada Je proma gornjem

A e iy sl gk T P i

AN K‘cﬁs@- £
LT 5 KR8 <O

zo svake veV | Eto znaﬁ‘ii da je "Gé najovolja aprolisimacija
za % u skupu V i algoritam se prekida., Ako je U _Ecorm{’:ml
skup, za dovolino nmalo cS svakako so dostiZe jednalost M*m

""M{'ﬁ ’\9] , Tako da se na ovaj nadin dolazi do badnon “z:*f:a--

JSenja.
Podsludaj IIb, M. \M('f W]i@ U ovom sludaju staviao

(4.52) "’Gé*_& = N0

(4.53) ‘Sawm'ﬁiég*

Algoritam je na ovald nalin opisan u svim sludajevinma koii

i
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Pre svega dajemo primeré punkmialno konveksnih presliko-
vaniae |

FRIMER 1. Weka je cord T/=4. Tada u (5.1) nemamo ograni-
enja, nego samo ciljnu funkeiju. Ako je 4 punktualno konvek-
sno, onda za date W, W&U sa pOOY—PW>0 1 date A>0 , po-
stodl 8,&U sa W9-Ball<A 1 P9~ PL9>0, Zato postoji KX

OO — P9y = KNPy —pewil.

Poito je /0 nerrekidno, uzmimo A tako malo da bude KO <A,
Tada Je

Py =[4— KOO0y + KNP,
pa je (Y, konveksna kombinacija vrednosti A5 1 0 A)
(za dovoljno malo X ).

PRIMER 2., Neka je T = {X4yestmle Tada je zatvoreni skup
F oblika

¥ m"{‘ti.“._,,ftap} CosmMm),
Pretpostavimo da je

(5#13) A(Qté;\yg;’mA(té}‘w) > O (ém L,"}*‘” }LP 3"91@ .;\gev))
kao 1 da je A puktualno konveksno, Tada za A>0 postojl
g el sa W—TU<A 1 |

(5'111_) A(‘td}fﬁn‘) --.A(td}@;l}() (ém L&’“.)ipP‘).
Kako je 94>, kada A->0O i podto je A neprekidno, moZemo
izsbrati A tako malo da bude |

(5 ¢15‘) A(té;wuj — A(‘té,‘\?;) < A(‘td*;\?@” A(té }'\9) (ém LA > Rl }LP) »
1z (5.15); (5.14) 1 (5.15) sledl egzistenclija brojeva K(‘té.;\??)
sa O <KE; <A (=1 ,..,bp ) bako da Je

Al 155) — At o= Ket; 3 TACE; 196) — Act;, 0]

odnosno

Alt; 1) =A— Kt 0ITA; 0+ Kty O AL 9 (=i, bp).

T ovde imamo konveksne kombinacije, samo se koeficijent
K(t;;9) razlikuje od talke do tatke 3to i opravdava termin
-~ punktualna konveksnost. |
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kompaktan (tj. kada je NV ogranideno kompakbtan skup), gornji
optimizacioni problem svoakako ima relenje. Usnlov o -3 LS A
praktidne nije ogranidavajudéi, sto oo moic videui iz (4.55)
i (4,56) sko se stavi

A, N9-VlUg4,
(4.60) d@:m{ A
m;“’\? "@“)i

STAV 8. ﬁka je ¥V konveksan podslaap hon dno-cirenzionog
pot‘p“fjf% tora ¥ prostora C(T\H) 1 wio je M ivoisveljan ne-
prazan podskup od | , optimizacioni problem (4.57)=(4.59)

ima refenje. L}
M
Da bismo komplebtirali opis algoritma, »ri datomn - &\

4
i 53’> O redimo optimizacioni provlen
(4.61) Kémmami
N
(4.62)  (VtEM;)(Ky—KE,9;,9,9 % 0)

(2.63)  (W9; =9 N £4) A (B eV)

po nepoznato] (\(5 ,@é\i :

Teorijski, do redcenja problemn {+.561)=-(4.63) mogzli bismo
da dodjemo na sledecl nadin. Prvo, oo gvako

velveV) 1v- 84}
odredimo slup

(4,64 ) LKE,9,90) tem T
Stavimo

4, &5 C'L?D p= evon. X(E,,%;),

(4,65) rem; d

ade se na desnod strani minimum dostlie zbor kompalitnosti
slupa MéCZT . Dalje, stavimo

(.66)  Kj=sup (KNl veV A Wo—Blga],

Iz (4.61)-(4.63) jasno je da je K trafeno rejenje. Kaxo
je ‘l:%—‘-)-'r((twv) noprekidna funl*al,ja, A alam Md kompaktan,
i funkcija

(4.67) {weVi -6 14y 29 > K09,

1—"
Py
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PRIMER 5. (generalisa.ne racionalne funkcije). Neka su

Spnieanialy ‘v, Eag, it S

A Ta—-%-’ikm i'B T—-%“R neprekidna preslikavanja, Ao B, ER

i . e
Ti={xeR | (B, Y +Bo >0}

pretpostavimo da je skup U neprazan. Neposredno se vidi da
je on tada otvoren i konveksan., Stavimo

At m-—-—“ﬁy“m}u’thﬁ , &oeTxU.

PokaZimo da Je ovako &efinisam} preslikavan;je A punkbualno
konveksno. Kratkode radi, uvedimo sledeCe oznake

ottty :={ R), ) + Ag , PE,)s= {BE), ) +By,.
Pretpostavimo da je na zatvorenom skupu FeT  lspunjen uslov
Alt 9~ ACEWY>0, Stavimo opet V= A=A Y9+ 209 1 razmotrimo
razliku A, 9.~ A9

ACENS) | ot Ch0)
ACE, o)~ AL, 05} = (5(1: V) BEMAY

T P G 2O, Vo) Xy Gy

A
My

R RN b RCE,V,)
.. o (E%) (A--:x;;fb(t o) X Ct,90) ;x,dac{: n9) oL(t ,5)
TRENSD L &) BEAS - pE PR

Posto je U konveksan, a preslikavanje (b afino po OC, imamo
da je Ct,9,2>0 . Osim toga, ako stavimo

A pCens)
Hoat= Jfﬁt"-’p:’ (>0)

imamo
(U=~2)BCEN Vo) | MBEY | pCv) A
ﬁ(‘h @A') ‘B(t ;19;*) (5 ('t':'lﬂg:} 2
tako da Je

(4=, ),{) BN

Zato Je dalje

i ' 9. |

At -AE = SER) (L NRED) L, )

| ’ V= pEma T M EE TS T M am

- ot (t ;"9&‘) X (b :"\9') |
‘Lﬁ B *\.9‘,) P&,

‘takca ﬁa Jje

= P LAE) — ACE,wY]
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Lz stavova €, 1 Y. sledi da Je vez obzira na To da 1i je
pri svakom korelku algoritma birana ocena (4,17) ili (4.33),

Svaiialio

PR I2—8,, N h2-B. 0 (eN)

\re 4 -+ PR =y - d é =
tako da postoji granicna vrednost

(5. 74) Q1= Qm W — B\

a*’?m
Tokodie je i
(4.75) Livn 'A
é&m

Naime, iz (4.17), (4.73) 1 (4.74) sledi
J'\ 2 _ M 2“ ‘ *
€% < R — +4“ <if ﬁﬁd-i\ 3.de
odakle Je
0L UR= B~ 1 2-5;,, I® > ¢~ 62 =0 (j>um).

U daljenm Cemo protpostaviti do ni u jednom kooolu ne no-
stupa podsludaj IIa (v. opis alporibma). To ne wanjuje on-
stost rezultata, jer ako podslucaj IIa nasbtupl, dobijano, lu—
ko smo vel videll, tadno refenje aprolsimacionor; problens,
pa dalja dislusija nije pobtrebna. Us ovu pretpostaviu not o mo
iskazatl sledeld stav,

SPAV 9. Qm & = (1, 76)
gém

j&va (Sd) ne rasve, tako da p::mtt:a,_jl

(4.77) Qi ch : 8 > 0.
‘a%m

Pretpostavimo da je & >0 , Po konstrukeiji niza (cSé’) to j=
moguce samo ako postoji dindeks 44 , talav da se wa svako

g?:.. éa pri deliniciji 5 uves prinenjuje (4. 504 Yy B
é,g..{m ‘Sé sho omgovara SlL‘LQ&JIJ. K b CS . O M*L_*L,;L (it JQ
za 42730 ¢

(4.78) K>3, >8>0,

tako da Je 5 Jedna T?Omltlmﬂ minoranba niza (K Y.

Dolrnfimo da i niz (3\&‘) i ];w;::;:x;t:lmu minorantu, Lo

-
-
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oz |ACE)— A%l = WAG 87— AC Moy <.
=
Odatle Je za svako €T 1 ' ekly,sl:

At oN—-AGS) < mea;rqclA('C,w’)mA(ft,wa‘n <.
, T

Ostaje da se primeni pretpostavljena punktualna konveksnost
preslikavanja A , na osnovu koje se u kugll Klw,,8L moze
naéi tadka N9, takva da vaii implikacija

refE = AMI—AGWY>0. O

Tloga slabo punktualno konveksnih preslikavanja u vezi
sa neaphoanﬂséu uslova (5.11), odnosno (5 12), data Je sle-
dedim stavom.

STAV 6 (Brosowski ([231)). Neka 3u_A:TxU~%R i P
1J~>TR  neprekidna preslikavanja, takva da Jje pomoéu njih
definisano preslikavanje ‘Y& (v. (5.6)) slabo punktualno
konveksno, Da bl tadka n9,&1J bilas tadka minimuma funkeije
$ na Zg » neophodno je i dovoljno da za sveko e vaii

(5.16) Mim{plg)—p, rmim [AGM)-AR W} <O.

Dokaz. Dovoljnost uslova dokazana Je u stavovima 3. 1 4,

i W ARRINY il v

1 to besz ikakve dodatne pretpostavke o rreslikavanju \V&.

Neopnadnmt Neka je A9, tacka minimuma ciljne funkcije

H na skupu dopustivih tadaka Zg. Pretpostavimo da uslov
(5.16) nije ispunjen, tj. 4a za neko we&U wvaii formula

£ —PSY> 0 A (VEEMg 5 YA~ A1) > O).

Zvog kompakitnosbi skupa M&;% i ‘neprekidnosti funkcije'hi
postodli L >0 tako da Je |

teMyy S AtV —~AEW) 2 X>Q,
Pritom, broj o >0 moZemo uzetl tako malim da bude i -

Stavimo

W ={teT| Al AN > L %}
Skup Wd Je otwvorena okolina skupa M&‘,‘% y & 28& ‘tﬁﬂ\f@;
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A= mﬂ{a{}m MY 2zmim {4,8,9Y>0. O

STAV lo. Heka Je N szatvoren konvelgoan podsiup honodno-
~dimenzionalnog potprostora ¥ prostora C(T\H) i £&€CIT,HIN
\V . Padn vaZe slededa tvrdlenja:

1° iz {‘{é d'j <V konstruisan pomoéu opdsanos alogoibng
ima bar jednu tadku nascomilavania u AV

29 Svaka tadka nagomilavania niza (’@df‘j je najbolin noe
roksimacija za € uw skupu V .

36 Vazi jednakost {v. (&.74)):

(4.82) ¢ = d(,V).

F
Dokaz. Kako niz (\lﬁwﬁé\ﬁé ne raste, to se svi njegovi

i sl iy WA Al

¢lanovi nalaze u kugli
faec(T,Hl Ng-$h<ie- B},

S obzirom da je V zatvoren skup u lonadno-dimenzionalnonm
potprostoru ¥ , skup

(4.83) {vevl tv-£isig-5,1}

L4 et - - ﬁ
je zabvoren i ograniden, dakle - kompakbtan, tako da niz ('\93")
ima bar Jednu tadku nagomilavania. AKo dokazemo Jjodnaliost

o L] ﬁ » ", ﬁ
(4,82) 1 ako je (Wéx)f konvergentan podniz niza C"ﬁé) el

(4-.84) iy %AK “_:1.% ,
W~ OO
onda Je
(4.85)  §= Rim W2—-% N=Uf-Vl=d@RV).

h' * * L] X
tako da je A9 najbolja aproksimacija za ® u skupu ¥V . re-
ma toms, ostaje da se dokale da je gmd.(%\f), nri Cemu Je,
e

podsetino, Q definisano sa (#.74). Zbog ‘\93 <=V je W~ hé“'-'-}
> ARV) za svako 4 &N , tako da se prelaskon na liumes ne-

posredno doblja

(4.86) > di(f,V).

Kako je & -»0 , to i Sjx->0 (K->C0 ). T0 znudi da
se u definicijii CS&-Q..Q preko 155 beskonadno mnogo puba Hri-

menjuje (4.501}, tj.éduuméi& y b0 odgovara sludaiu kada
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odakle, zbog kompaskinosti skupa 1! , dobijamo
«21) W(@)m%&&*(ﬁwﬁf.‘?(w?}*
(5 G UN T DI TR »"%
Na osnovu stava 2., iz (5.21) sledi da "By ne moZze biti talka
mintimima funkeije o na skupu Zg, 5 §t0 se protivi pretpostav-
¢i ss poletks dokaza. ] '

Klasa slebo punktualno konveksnih preslikavanja u izvesnom .
smislu iserplijuje sve sludajeve u kojima je uslov (5.16) neop-
hodan 1 dovoljan za to da 9, bude tacka minimuma funkcije A
na skupu Zg . Odgovarajuéi stav samo navodimo; dokaz zbog nje-
gove dufine lizostavljamo.

"dopustivin” funkeija &&C{T) za koje je skup dopustivih tala-
ka Zg (pri fiksiranim funkeijama A 1 4 ) neprazan. Ako za
gvako &GéﬁAﬁp 1 svako N9, koje je talka minimuma funkcije 4
na Zg , za svako el vaii uslov (5.16), onda je preslika-
vanje Wy (definisano pomoéu A i 4 relacijom (5.6)) slabo
punktualno konveksno. |

Sada dajem@ stav koji pod dosta 3irockim pretpostavkama
garantuje egzistenciju bar nekog minimalnog reienja za A Ko~
je je okarakterisano uslovom (5.12), Dokaz je dug, a natin na
koji je primenjena teorema o nepokretnoj tacki Ky Fan-a inspi-
rigan je radovima Brogowskog 1z nelinearne teorije aproksima-

cija (v. 116}, (241). |
STAV 8. Pretpostavimo da su ispunjeni slededi uslovi:

-l P SRS

1° Preslikavanje AV x1J—->W Je neprekidno;
2% vigeznadno preslikavanje

ihma & +> Py € POT(U)

je poluneprekidno odozgo;
3° Za svako % E&A;p skup '?% je kompaktan;
4° 7a svako &G&Afp familija funkeija

A Pe)i= LAL )| v e}

Jje konveksna.
Tada za svako E"E‘gp.,p postoji W, &P, koje zadovoljava
sledeéi uslov: za svako WeU wvazi: |
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mm.\((t'@ﬂ&}—&-[ K(‘c'ms‘z W‘Y\K(t'i.?'w ﬂ-&-q‘z
te-.M tEMRm ] ““-EMa

7008 @' = A3 i 5(3**?0 s, aruzl Clan no desnoj ;‘b"*m; tadi
nuli., Dolc zimo da 1 prvi ¢lan tell nuli., Ibhog {R— '19 Ny e
postoji indeks fém takav da

(4. 9% ) 1230 > MR- 0gg+4.

e -is . e . ey P ﬁ " .
X0 se mozne videtld ¢o je za "9 E‘:‘.'pv(‘ﬂ dovoljno da (4.,.89)
vail za sve A9 iz kugle (u N ) |

#.95)  {oeVv] ho-Fjis20e- N}
Maime, zbog A VISOL L m’\?é“ vali inluzija
{gec(,Mlig-$usig-B; I} = {geCtr N ig-8;l ¢ 218~ \(},

tako da elementi A€V , alko ih izvan slupa (4.95) evenbualno

lna, ne mosu biti u ’PVC:?') . Zato na osnovu (4,.59), imajusi
i,

u vidu da Jjo tamo dabo ogranidlenje \\’\9“\9& Ngd, dobijamo

i KOS, < 20128 WKy S 208+ DK,
teM, 3

gde poslednJa nejednakost, na osnova (4,94), vali zn é‘?..ag .
Kako je %’?‘& ’t(* =0 (v, (&4.87)), %o je i

d
(4,96) Qum roran, WK OB 09 '\.9 35.‘5,0
300 teM;

bako da u (#.93) éitava desna gtrana beli nuli pri é—ym a

Havedimo na (raju nekoliko primera v Lojima so mols Jeral
menitl opisand algoritam. Razni oubori su dnoce Douchain o

todana recavall ovakve 1 clidéne prcblone.

FRIIER 1. (primena na intesralne Jodnadine) Probdlon ove TN

tipa postavljen je u {39} Telka Jo ouw opstaa aludaia (}( “ XD
normiran velcborsii prostor 1 ¥K,¥Kg® X-—’>X 0 ralt ‘_ lina-

arni operatori sa \Kl\.i“\(@“"i'l. Helin Jo notrobno raliibi jod-
nacinu

koja se zbog komplikovane strulibure oneratora ¥z 7 e e
jednostavnijom Jednalinonm
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| teMy o ALt ) — ACE9) 2 <> O,
7bog neprekidnosti funkcije A skup .
=ite T Al — Ak, >%7

je otvorena okolina skupa M@, n9, + Kako je za TeMy a,
ispunjen uslov ACtA9)-&,(t)= O, to postodi K>O  tako da Je

(5.25) mase [ACE, f\.s‘) &, &Yl € ~K<O.
teET\W, |
Odredimo )\“J-D tako da Je
(5.26) 2> A mae VAGES— AW,
K teT

Neka je ¥ E‘:WM . Tada imamo
ACt,8) — &,66) = At —AlE 83— 28, ®) - AlE )] < 0.

Naime, izraz u prvoj zagradi je <O zbog t €W, a izraz
u drugoj zagradi je 0. zbog Wﬁe?&d. Ako sada posmatramo
t € T\W,y , imamo, koriséenjem (5.25) 1 (5.26)

ACEAS) — &, 0E) = ACEN) ~ACE, V) = A[0, () ~ At 0] £
LA — Al 0] + AT, B~ AN < AK A M-K)= 0.

Prema tome, za svako €T wvazi
At — &, &< 0,

te je A9€Zg,. Dokaiimo da je 1 N,ELg, . Zbog @ae'%“c: Ze,
Je E’ Y - Al '\9*.;:3"0 tako da Je

ACE9) € ACE, 90+ AT, () ~ Al )] = %,pc)

Prema tome, talke \9 1 A9, leZe u skupu Zg , te zbog pre"t:-
postavke da Je MG >H0V) sledi da @aﬁ’%" . Preciznije, to
vaZi za sve A koji zadovoljavaju relaciju (5.26). No, ovo je
u suprotnosti sa pretpostavkom leme. [} '

. Navedimo na ovonm mestu i poznatu teoremu é nepokretno]
tadki Ky Fan-a (1521) koju éemo u dokazu koristiti.

TECREMA (Ey Fan). Neka Je X lokalno konveksan p:zéostor,
V Jjedan njegov neprazan kompaktan konveksan podskup i

AN —> POTV)
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lincoma Cebideva, fto dovodl do minimizacije dzrasa

(4.102) "‘an»m \'t““ (Q-m...f{tmﬂ*“}' et G.Q")\ .

U kompleksno] oblasti, nasuprot realnom sludaju, volinomi
Jebileva eksplicitno su poznati samo u nelim speciialnin slu-
Cajevima kada je maksimum u (4,102) uzet preko elipse ili
lemniskate (v. Faber ([5i3))-

U vezi sa algoritmon izvedenim u ovo] glavi istaioino
na kraju dva monenta od znafaja = nuvoricim praksu,. iovo,
u relavaniu opbtimizacionog probleoma (4.61)={4.062) no moramo
trazitl taéno redenjes; dovoljne Jje uzetbi pribliino roejenje
ako je samno poznata ocena tipa (4.71). Druro, i bez rozul-
tata stava lo. moiemo nalaziti pribliine relenja arrolisimo-
cionih problema, oslanjajucl se na dovoljne uslove date u
drugoi glavi,
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Na osnovu (5.28) neposredno gledi da Jje

(5)‘5.;‘9 —> ﬂﬁ(a\p’) ,'\9

(naravno u metrici prostora C(T)). Pretpostavimo sada da
ﬂ?@’vgy(@w . S obzirom da Je ovde ambijentni prostor ™
postoji otvoren skup J takav da je |

PBK(@),«BCU Aol

Podto je preslikavanie 291-—-*9-'?6 poluneprekidﬁo 0d0z2g0, POJe
toji M>0 tako da

\l;mﬁi("\ﬂ\ <M = ’pﬁ')‘

U
i.'s'w k

pri demu indeks A, definiZimo tako da 1z A 24, sledl

In; =A<, Dakle, za A3 Lo dobijamo da W&EPp, .,
5to je u suprotnosti sa dokazanom ¢injenicom da iz 05;14‘: 2.(9)
sledli "@G'Pﬁ‘&;w.

Prema tome, ustanovili smo da za @E’P&ﬂ postoji broj
ﬁ(’kﬂ)(} gsa sledeéim osobinana

(WelbXw))(vePy " ;@ A (\dpgl'ﬁ‘\m ool ) (v &P, o).
Posmatrajmo sada skup |
(5.31) - {K(’\B’) E-':R\ ‘\96_‘?&4}.

Sludaj 1. Neka je skup M neogranilen, Znamo veé da je
3:(&9) L4000  za gvako @&T-"QM o 8li pretpostavljamo da Je

AP A(O) = + 0.
nePy,

U tom sludaeju postoji niz (V= Pe, , takav da za meN
! "

bude A(W9,I)>M . Podto je P W' kompaktan {pretpostavka
30), to niz (Wy) ima ber jednu tacdku nagomilavanja, npr. ﬁéo@
F’-:'Pg;‘ . Bez umanjenja opitosti moZemo pretpostavitl da Ay >,
(inage bi bilo dovoljno izvriiti odgovarajulu prenumeraciju
dlanova niza). Zbog A(GO>M imamo *’ame-‘Pﬁm o  Bae jes PO
definiciji ith

(5.32) P, O=A®0D+ M, @) ~ACUL].

Neka je A>0 oproizvoljne i 'nat“-r-[.)\]-’c—i .' Za "n.wn:,(l)b je

tada ﬂﬂ‘m&?@h ©,, * Iz oblika funkcija {BA’”M 1 P o,
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Ako se za obtvorene skupove u T/ uzmu svi otvoreni skupovi u
T 1 skup {ooF (kao i odgovarajuée unije otvorenih skupova iz
T i skupa {oo} ), T/ postaje kompaktan Hausdorff-ov prostor
ga 1zolovanom tackom © , Stavimo
. (x), €=,

(5.8) Yo (8,20 = ﬁ(t,ﬁ'c.‘)m%(t)+E&,teT.
Jasno, ako Je » neprekidna funkcija, onda je neprekidna 1
funkcija "f'% . U daljem éemo bez posebnog napominjanja pret- |
postavljatl da je o mneprekidna. Stavimo dal je

(5.7) g (X 1= max Yo, (E,%0).
teT!

Pre iaegu to predjemo na ispitivanje svojstava funkcija
‘?& i ‘P% , uvedimo nekoliko pojmova,

Neka su X 1 Y topolodki prostori, a FiX—>POT() viie-
znatno preslikavanje, pri femu POT(L) oznadava partitivai
skup skupa Y .

DEFINICIJA 1. ViZeznadno preslikavanje Fi:X->POTR) je

Aiovisipinhbinigl ARk il Aol S

poluneprekidno odozgo u talkl Xo,eX ako za sveki otvoren

gkap V u Y , takav da je FxJ) <« V , postoji okolina tadke
o®c, takva da za svako xeU vaii F(XOY=V . F Jje polune-
prekidno odozdo u tadki X,&X ako za svakl otvoreni skup
V u¥ , takav da je FOXINV# E, postoji okolina U talke
x, takva da za svako XxelU vaili FIXNV=#=E . F Je ne-
prekidno u tadkl X sako je ono u toj talki poluneprekidno

1 odozgo 1 odozdo.

1

DE&‘;‘INIGIJA 2. ViZeznadno preslikavanje Fi:X—=>POTCY) je

A i Wil PR -sophiol. Vool Sl avioesh: vl slee ol

poluneprekidno odozge (poluneprekidno odozdo, neprekidno) na

- APAARfninl diinl. gy L

X , ako je ono poluneprekidno odozgo (poluneprekidno odozdo,
neprekidno) u svakoj talki prostora X . |

el i R i T

videznadna preslikavanja treba svekako razlikovati od (naZa-
‘las*b) istoimenih pojmova za funkcije sa vrednosgtima u R .

NN ARl il el SPTPIRMinly kel il iniil:

~» POT®) je skup |
P = U X FED) aXxY.

xaX .
Do blsmo dokazsalli neprekidnost preslikavania lP& potrebna

DEFINICIJA 3, Grafik viZeznadnog preslikavanja FiX->
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U:i 1 Ug_ tako da je
s, U, .

Za dovoljno velike indekse m. Je, 8 Jjedne strane, zbog polu-
neprekidnosti odozgo preslikavanja Q> Pg :‘P@)‘“ 0 = Uay
dok je, s druge strane, wmevg. Kako Jje ujedno ﬂmé'?ﬁ A5y
dolazime do kontradikeije. Dakle, lmamo ) Amatn

(5*54) | | ’wa (2 ‘pﬂi "9, *
Oyvox

Kratkoée radi, stavimo Q3= P, ., « Kako jo skup Pq R
kompaktan, za svaku okolinu U od T-"% postoji kompakitna pod-—
ckolina W : Pgq oW e . Zbog poluneprekidnostl odozgo pre-—
slikavanja Qm——-'e»”Pe, (ovde, specijalno, za =9 ), postoji
okolina V tadke Q (u relativizaciji topologlije generisane
normom prostora CCT) na podskup &£ 4 ) takva da Je

(5.35) heV = PpcoW.

Na osnova leme 2., preslikavanje vw>A(s,X) Je neprekidno, .
tako da se niime kompaktan skup W preslikava u kompaktan skup

AC W) ={AC DI eeW) c CT).

Kako je C(T Y Banahov prostor, on Je 1 kvazlkompletan (shiraéen
xao lokalne konveksan prostor) tako da je u njemu zatvoren kon-
veksnl omotad kompaktnog skupa 1 sam kompaktan., Otud je akup
€O A( W) kompaktan i konveksan u C(T).

Za *>0 ,re€R stavimo

(5.36) Kr:mv ‘-’r-‘:*g-*:‘*[%ﬂ co AC ,Wﬂ. I

Kao afina slika kompaktnog skupa O A W) i skup K, Je
kompaktan 1 konveksan u C(T). Ako stavimo L:m%m?ﬁAC' W),
slmp L Jje kompaktan 1 kao takav ograniden. To znadl da pos~
toji §>0 tako da L cV~Q (skup V-9 Je okolina nule).
Pritom se bez umanjenja opStosti moZfe pretpostaviti da &<A4.
Tada, ako stavimo ¥i=m 8~(d--—5)"4, imamo ,;:-.%:;LCI V-a £,
Ke <= V . Fiksirajmo tako odabrano Y .

Definidimo sada viSeznadno preslikavanje
ANV —>POT(K)
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nje ‘P% nije neprekidnc. Tada za neku okolinu W talke @, (%)
postoji niz Xy, —>X takav da je We(XWWEW za svako mealN.
1z svakog od skupova Me,m izaberimo po tadku LT, (aksioma
izboral). Kako Jje 'V kompaktan, on Jje i prebrojivo kompaktan,
te niz talaka (Lodmeny ima bar jednu talku nagomilavanja,
npr. © . Dokazademo sada da Jje ‘?{,(m)-—-‘?g,(‘b ), t:a.'b&M’ B, -

Na osnovu leme 1., grafik preslmkavanaa m"":’M&m Jje zatvow
ren, pa ako pretpostavimo da t %M&:m , onda pastaai okolina

G tadke & 1 okolina V talke X tako da
@xV) N My ) = 8.

Neka je M, takav indeks da 'J:,ne@ za M2M,, Kako je T talka
nagonilavanja nmiza (t.) , postoji indeks m,2m, takav da je
fm eV , Tada (m“"a.';t‘“ YeGxV pa (mna.,‘tnﬁ’}ér(f"ig, .} 3to je su-
" protn@ izvoru talke Ts, . Dakle, mora biti taM% & - Kako

Je Wy neprekidno u tadki (¥,t) , to postoji otvorena okolina
A tatke (X,T) , takva da je Wu(AYSW | Dalje postoji baz-
na okolina G XVp< A tadke (X,t) i indeks m sa (X,tOE
€G XV = A , Kako po definiciji tadke t, vaZi jednakost
o=ty X, dobijamo PXEW Bto je kontradikeija.(d

Sle'deéim atavorn daje se veza minimalnih resenja problena
(5.1) i tadaka minimuma funkcije “

STAY 2., Talka Wy&Zy Je minimalno reSenje problema (5.1)
eko 1 samo ako Je ®9, btalka minimuma funkeije ¥y na skupu U.

Dokaz. " =3 ": Neka je "9 &7y minimalno reSenje problema

ﬂmm“

(5.1). Tada je pPON=ty Eto daje
(5.8) ‘}’(m A3,) = PSy) = E&,.

Esko "9, € g, to Je za svako teT : At <BE), odnosno
(5.9 Yo, (b 55) = ACt, X~ B +Eg < E,,.

Tz (5.8) 1 (5.9) dobijamo

"?6('\9 ) = "2"5&0\-_1‘1}1 q’& (£,5) = W&Cm O )= &+
DokaZimo da je za avako xe&U : 4% C’CE")>L?Q,€”3”E9,- Neka Je

prvo XELy. Tada je
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rezonovanjem analognim onome u dokazu leme 5. dobljamo a9 a’Pg
Prema ranijem (v. (5,34)) imamo 1 relacije

(5.41) 9, &P g > q= AC: 9+ )\Q[{’sd-- AC ,0)] (o> 4).

Kako je po pretpostavei stave skup AC: JBy) konveksan, a a9,

179, iz Py , to Eitava dui izmedju talaka A( ;9 i

ACe N9 lediu 'P% . Ne pozivajuéi se -na geomebrijsku ocdi-
glednost (v. sliku - PaSova aksioma), tra’imo realne brojeve

t 1 ¢ tako da Je

(5.42) £>4 A AC B)= h+td,~R);

(5.43) 0<9<A A A(C,B)= A I+U-DAL 9,);
gde O leZi u 'Pg automatski, dim Jje zadovoljen uslov (5.43).
Tmajuéi u vida (5.40) 1 (5.41), dobijamo
| ¥ e X AL
CRY. ?“rhc,+7\°m4 <Tw, = <4
1
(5.45)

?

t o ?‘Q(i_""?.) — Ao(r'-’r«")
ro—A pY Cr+43md

>4,

Prema tome, imamo
(5.46) A= AC ,va)+--—-—-~[% ACG B Eova

Da bismo doZli do kontradikeije sa definicijom broja Ag (v.
(5.33)), uwolimo prvo da va?ii nejednakost

:t: Aplr+4) AL AY-A ..:
» '. - 'a ——
A

Stavimo N = t-(c~A) , tako da Je
e = A( w”)-&-?\[?s,.[ A ,‘lﬂ] qup-

o

CAG 9D

AC )

A(' )



L?&(‘G') p-1 Uc’q, (tg {"9) > q’.ﬁ, (t o {191:;) = '-P%('\?@,
Keko je el proizvoljno uzeto, sledi da je N9 talks mi~
nimima funkcije ¥ na skupu U .

Po definiciji preslikavania 4’6 imamo
_ o) —p(9) , T =00
Y0 —H () =7 Atk v — A9, tET.

Eoristeédl ovo razlaganje dobijamo sledeéi stav kao posledicu
gtava 3. -

STAV 4, Ako za VyeU vaii uslov

A S S-S -, VA

(5.12) (¥weU)( mim {p @) —pis),
mim [ACGPY—AR]} <0)
- teMy | .

onda je N,&Py (tJ. WEZg 1 pMV)=Ey).T1

Postavlja se pitanje neophodnosti uslova (5.11), odnosno
(5.12), Pokazuje se da ako Je ‘_1’& punktualno konveksno (v. de-
finiciju dole), odnosno slabo punkbtualno konveksno, imamo ne-
ophodnost uslova (5.11) 1 (5.12). Sta vide, pokazuje se da ako
Je uslov (5.11) 1li (5.12) uvek neophodan, preslikavanje o
more bitl slabo punktualno konveksno. Pokazademo da su mnogi
vainl primeri owuhvadeni u sludaju punktualne konveksnosti,
Ipak, 1 za znatno Siru klasu presliikavania ‘P& pokazuje se
da Je uvek bar jedno od minimalnih redenja problema (5.1) o-
karzkterisano sa (12). -. |

DEFINICIJA 4. Preslikavanje AT XU —>W | neprekidno

A g Yo Wl Dl S e i i

na TXU , je punktualno konveksno ako za svaki par elemena—

il AR Aok el i il - AN S SRV TN bl S B

ta vV, €U , sveki zatvoren skup F<T takav da
tefF = AG9—-AGCM>0

i svako A D> O s postoii Mhe'U' tako das Je
{9y, ~ Vg H< A
i

Eﬁrma WU\~ l moZe se uzeti npr. kao euklidska norma
a R . Jbog ekvivalentnosti svih normi na R‘m san izbor ove
norme nije od sustinske vaznostil. | |
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preslikavanje A1V —=>POT(V) koje zadovoljava sledeée uslove:
1° Za svako weV skup A () Je kompakban 1 konveksan.
2 Preslikavanje 2 +>A(9) Jje poluneprekidno odozdo.
Tada preslikavanje A. ima bar Jjednu nepokretnnr tadku, tj. po-
gtoji bar jedno v &V sa Y& N(V).

Dokaz je neposredan 1z slededeg razmatranja. Na osnovu
rezultata E. Michaela ({81}, [82)1) pod ovim pretpostavkama
preslikavanje A ima bar jednu neprekidnu selekeiju, tj. pos-
toji preslikavanje & :N~->V , tako da je © neprekidno i
da za svake eV vari e eNO), No, sada se na preslika-
vanje & moZe.primeniti Schauder-ova teorema o nepokretno]
tadkl, tako da postoji W,&V sa

N9, = (9, € A(.). [

U nasem sludaju Je X == C(T) -~ Banahov présto:r:', tako da
mo¥emo iskazati i slededi stav.

STAV 9. Pretpostavimo da su ispunjeni sledeéi uslovi:
1° Preslikavanje A:TxU—->MR Jje neprekidno;
2° ViZeznadno preslikavanie

Lap > &> 'P%e'm’r(v)

je poluneprekidno odozdo; v
3° Za svako e x’%‘P skup T’& je kompaktan;
4° za svako &E’:&P.A},p familija funkeija

AC \Pg) =1 Al )l vEPLT
je konveksna, |

Tada za svako VD E XL, o postoji "S,&P, koje zadovoljava
sledeél uslov: za svako W& U wvaZi:

o) <P Vv anin [AGV-AG <0, O
. tEMQg’ﬁQ .
Potpunosti radl, iznelemo ovde jos mekoliko rezultata o

gtablilnosti minimalnih reSenja linearne parametarske optimi-—
zacije. Posmatrajmo zato problem (5.2). U ovom sludaju je

Mg s, = Lt €T AW ,0)> = 8} (B,eZy).

Stavimo:
E& = D{M %;@Q\ '\QQQ‘P%}.



FRIVMER 3. Neka Jje A'T—%R neprekidno preslikavanje.

Za xeU stavimo

At ) ={RE), Y,
gde ‘( +» oznalava skalarni proizvod u E{m » PokaZimo da
je A pun}:r:bualnc: konveksno. Neka su zato dati Y, 0€U 4
A>0 . Za neko A,€]10,4l stavimo

’w‘\im (4“"’)\&3@0*' k,\"&*

Tada Je - ~
) At 9,) — A, = CAE) ,O,— V> =

=2 REY, 0~ 9 = A TAE9) — AlE,)0],
odakle Je ”
sgm TACEW) — ACE0,Y] = sgm A9 — At vl
Odaberimo Jos A, tako da bude W9s— VW< A . Posto je
A9y 0y=A (- imamo .
9 Wy 1= 2, 19— VU< A
ako Jje samo |

0< A, < mm{d,“wmw“

PRIMER 4. Neka Je skup U c:'R'm konveksan i preslikava-

AR AR VRIS Al S

nje U Xr»>AltX) konveksno za svako fiksirano L&V . Poka-
¥imo da je A punktualno konveksno. Neka su zato A9, 1 @ tad-
ke iz U 4 F zabvoren podskup o4V takav da Je

te¥F = AG,9)— At 0,
Opet za neko X,€10,AL stavimo W,:={A-A)V+2 0, Zbog kon-
veksnosti preslikavanja x> AltxX) imamo

AG, 9,0 € =2 DAE YN+ X ACEY).
7a £e&F treba da dokajemo pozitivnost izraza A 0,—ACY):

ACEAN ~ AN 2 AM90) ~ (A=A )AL — X AEY) =
=2, [AEV) ~ A > O,

Ostaje da se izabere dovoljno malo A, da bude WY9,— VY, 0N<A.

To se moZe uraditi isto kao u prethodnom primeru, te treba
wzeti |

O0<L 2, < ﬂntm{d.”m;;wa}.
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pitanje:
PLITANIS 1, HMNeka Je presliliavanje
M

poluneprekidno odozgo i neka je skup g kompokitan za svako
@Efp,g . Da 1i odatle sledi da Je preslikavanie O+ oy
poluneprekidno odozdo?

FITAIJE 2, I'a osnovu stava 3., oo 5a svako ve&lU vaii

ne jednakost
i L (8150 — Y SN <0

| teM% 9
onda je "V, tadka minimuma funkei je ‘?6 na skupu U . Ua os-
novu stava 6., ako je preslikavanje (t,=) HWQB(‘\:;:.C“) Lubo
punktualno konveksno, taj uslov Je 1 neophodan za to da "9,
bude tadka minimuma od Wg na U . rema tome, ako za neko

Se U gornii uslov nije ispunjen, tj. ako waii
I —
(¥t EM?D;\%\( W, (L9 — L‘c'%('t S8)Y>0),

tadka N9, nije talka minimuma od o, ra se onu moie pobolj-
Sati. Postavlja se pitanje do 11 Jo bo moguce uraditi na na-—
&in slidan ononme u glavi Cetvrvoj 1 da 1i se iy tad nadin
7za klasu slabo punktualno konveksnilh preslilkaovanja (11i bar
neku njenu sypecijalnu potklasu) mole odrediti alizoritam za
nalazenje minimalnih reSenja koji bl bilo slican algoritiua
izvedenon za rosavanje problema teoorije wwrwoisinnecija u

rostorn CCTLHY.

SIS
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sgm (A8 — ACE )] = 3gm TAG, YN~ AL,

Za. A4 moZemo kao u prethodna dva primera uzetl vrednost
koja zadovoljava nejednakosti

, 5
O<Aaq< "“"“{d”'imam w’i’i} '

&iri pojam od punktualne konveksnostl je tzv. slaba punk-
tuslna konveksnost. Prvo dajemo definiciju ovog pojma.

DEFINICIJA 5. Neprekidno preslikavanje A:rTx1TU —>R

ity bl T T i

je slabo punktualno konveksno ako za svaki par tacaka V9, V&

gyl AR . "ainiaply-mbuile A V- kil VMool Sy Nl el 'l

el , svaki zatvoreni skup F<=T takav da je
teF > AGRNYYI—ARNY SO0

i sveko A>O postoji n9,&U tako da vaze implikacije
telr = A(t‘jwu‘) - A(’t;@)b > OJ |

teT = AC"L:,@;)MACt«;@J)()\.

Pre nego 8to pokaZemo da Je svako punkbtualno konveksno
presiikavanje ujedno i slabo punktualno konveksno, dajemo bez
dokaza Jjednu lemu.

LEMA 2 ( Ioran ([’7'?]), atr. 38). Neka je 'V kompaktan to-
polodki prostor, a U< BR™ otvoren skup. Neka je A:TxU->W
dato preslikyavanje‘ Preslikavanie A Jje neprekidno ako i $am¢
gko su ispunjeni uslovi: |

1° Familija funkcionala (ACt,VieT , definisanih sa
Usxr>AlkX), je podjednako neprekidna na 1 ;

2° preslikavanje T2t +>Alt,X) neprekidno je za svako

fiksirano x&U . ‘
STAV 5. Ako je preslikavanje A:TxU~»W punktualno kon-

AR il -Saly S S

veksno, ono je 1 slabo punktualno konveksno,

Dokaz., Imajmo pre svega u vidu da Je punktualno konveksno
preslikavanje po definiciji neprekidno. Neka su dalje 9, vel,
F<aT zatvoren skup takav da jJe

teF = ACtV)—AEW>0

3 A>0 . Na osnovu leme 2., za dato A postoji broj S=80)>0
takav da iz Iw‘ww._.,uw,;c& sledi



(0, y Xy qnr ey W) = A= DY~ W= 0o = iy,
S obzirom na ogranifenja (6.3), vazl P00, X,...,. )30 pa
skup dopustivih parametara (X,,Xa4..yCq) leZl u simpleksu

(6.5) $0Cpy 2D €W (0,3 DA ALy SO (.. XS AY.
Sam skup dopustivih parametara - | |
(6.6) K={xeR X0 AR 2OA NEteR) (X £, msgcﬂ‘)}

:jé odigledno konveksan 1 zatvoren skup jer gaf Je moguéa pred-—
gtaviti v obliku

K =CR ;3“%@%{&&%2“\3:‘%@%. A4 LB < 9B

Geometrijski gledano, postavlja se sledele pitanje: gde hilperw
ravan X -+ X, =0 poslednii put dodiruje ova] konveksni
askup keda parametar .0 raste? Ovakav problem postavljen jeo i

u Dﬁﬂ.

Pre nego £$to predjeme na razmabtranje gore postavljenog
problema, izloZimo neke elemente teorije linearne perametar—
gke optimizacije koje éemo u daljem koristiti,

U radu: tlél Rrosowskl posmatra sledeél problem parametar—
ske optimizacije: |

minimizirati
m,
(6.7) P = 2 PyTy

Vx4
uz ogranidenja -

(6.8) (vteT)(¥prel,,) (?%o. PG IS %H(t))

gde Je Iwm{a;,z,“-,m‘} i PayPzye-- P U datl realni brojevi,
a t > Q,, ) 1t +>%, &) date neprekidne reslne funkcije de-
finisane na metrilkom prostoru | . Posmatrajuéi ovde T kao
parametar, z& fiksirano t &1 definisimo:

a) skup dopustivih tadaka: -
m AL
(6.9)  Zy={xeW | (HET)( Z 0=, < &,®)};

b) skup optimalnih reSenija:

Wil AN Al i -airiial Wil S S

(6.10) P ={x,eZ]| plxy = é@ifp@)};
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vazl
(5.17) ACE9) — A 2 T

— o
Ako bi, naime, za neko t &W, bilo ACEON—AR) <5 | zbog

neprekidnosti preslikavanja A bl postojala okolina Gy tad-
ke T u kojoj vasi ista nejednakost. Kako Jje G NW % 8
zbog t €Wy , za ‘i:’'EG,,..'ﬁ‘»:ﬁﬁ.;"ﬁ',‘L imali bismo kontradikeiju

A(t‘,@@-—-r A ) > %‘_ A A 9) — A 9L .22%..
Dalje, za t& M&.}@o imamo '
Yy CE,09) = ACE90) — QY+ B, = g, (9,).
7a t iz kompaktnog skupa T \NW,_ Je W&(t,®¢\<*?é,(ﬂ9¢7 te pog=—
tojli Y takvo da je -
teT\w, > Al -~ GCE)+Eq € WL < 9 (0,).

Uo&imo sada zatvoreni skup W, i relaciju (5.17) koja vaZi
za te& Wy « Zbog slabe punktuzlne konveksnosti preslikavanja

'\P& 28 ASO postoii @A@U tako da vaZe relacije
'hewﬁ_ =p [A(’t;\%\mﬁa(‘t,@fi)(} N 'P(@O\l“/pcﬂﬂ‘)o’) 5

teT = A — AR 9I<A,
'p(@;) - ’P("%Q < A

Uzmimo A ‘tako malo da bude O< A< R (W), Na osnovu de-
finicije skupa W, , za t €W, imamo

Yo, (b0 = We (8, 80) + [ A 8,190 — Ate0a)]. . <
(5.18) ' |
<Y G0 5 < Fp CE,%%) £ R ().
Za te T \W, Jje
o, (£,19,0) = W, CE 90 + [ W (E 105 — eyt '19&5] <

(5.19)
p.+>x<:1.:.+t?(a.9“) b= lP&('w“)

Za T=00 imamo |
(5.20) Wo(@,9,0)= P09, < P) = Y, (00,19,) & P ().

Iz (5.18), (5.19) 4 (5.20) dobijamo da Jje za svako 'ttE.T’
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3. neprekidnog preslikavanja 6?:T~%‘Rm s Lakvog da za
sveko X €T vaii 4,®)&Py, (v. Michael (te1l, 182]1)). Ne-
formalno govoredi, to znadi da iako déitav skup reSenja po—
stavljenog parametarskog optimizacionog problema nije nepre-
kidna funkecija paramebra (veé samo poluneprekidna odozdo),
za svako € €T iz skupa P, moZfe se odabrati po jedno rese-
nje dplt) koje te ved neprekidno zavisiti od £, Cvo je od
posebnog znadaja za piltanja gtabilnosti relenja u zavisnosti
od promene pocetnih uslova,

Jedan dovoljan uslov da © +>P, Dbude poluneprekidno o-
dozdo, jeste da preslikavanje Tt w>Z¢ bude jedno (P)-presli-
kavanje. |

DEFINICIJA 3 (Brosowski ([19])). Preslikavanje t+>Z,

L

je u talki t,&T Jjedno (P)-preslikavanije ako za svaki par

taleka B,x&Zy postoje Uy tatke ¢ 1 okolina Uy, talke To
kao 1 realan broj o>0 tako da Je

6.12) (VEeU )Wy eUpnZ)( 4y + x (e~ &Zy).

Kafemo da je t»2Z, (P)-preslikavanje na skupu T ako je

W Ayahi P A S S S

ono (P)=preslikavanje u svakoj tadki skupa T.

STAV 2 (Brosowski ([19] )). Neka je za svako teT skup
Zi kompaktan., Ako je tw>Z, Jedno (P)-preslikavanje u tad-
ki t,&7T , onda.je preslikavanje € +>P. poluneprekidno od-
ozdo u tafki T, .

POSLEDICA, Ako su funkcije 'ti-—-%-(lm,(t‘} konstantne, a

sk ioiiok svipirt. W AU Saliol e

skup Z; kompaktan za svako t&T , onda Je preslikavanje
t+>"P poluneprekidno 0dozd o, i *

Prema ovoj posledici, konstantnost koeficijenata Qupy Je
jedan dovoljan uslov za to da L+>2ZL bude (P)~preslikavanje.
Bol {[ll] ) je pokazao da je u sludaju konadnosti skupa T o0
vaj uslov i neophodan, | |

| Vratimo se sada problemu (6.1) sa ogranidenjima (6.2) 1
(6.3)., Jedan od najleféih metoda numeridkog reSavanja tog pro—
blema Jje njegova zamena diskretninm problemom parametarske l1iw-
negrne opbimizacije,

U tom cilju uwolavamo "dobro odabran” i "3to brojniji™
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(5.22) D0, w»pc@‘) v mim [ﬂ;(‘t 9,) — ACE,N] <
£&Mp, q_

Pre dokeaza razjasnimo uslov 4°, Eonveksnost familije
AC - P) eksplicitno znai sledede: ako su N9, 1 W9, iz Po,
1 0254 , onda postoji vwet, tako da je

teT = AM)=0G-N)AE,v0+ AA Ct,N9,).

Dokaz stava 8. izvesSéeno u ziekmlikc ebapa.

LEMA 3. Neka je &, € £A#’ 1 @QE'P% . Za A20 sbavimo
(5.23) &, 1= AC Vo) + AT, — AC ,00].
Pada za svako Ae€[0,4] vaii a9, €,

Dokaz. DokaZimo prvo inkluziju Ze, c::Z& rri 0L ALK A.

e T L T

Ako Je V€ Zg)‘, onda za svako t&T va:z.i A(t ,'9) £ 8,(k). Zbog
(5.23) 1 n9, G’Pe’%c: Zo, (odakle je AL ,)$Q,(t) za svako
teT ) imamo - |

EeT S AK€ B = A+ Al,@— Al =
= A=A+ A0, () € (A=) &, (1) + 2 8,5) = §,6),

tako da ’\962& .

| Dokammo sada da A9 G‘Ze, . Kako po pretpostavel 2, e'Pg (:Z.a.
to za teT vazi Ak KUSESH (t) odakle za OSAS4A  imamc

A, € ACEBD + ATE, () — A (1,5,)] = &, ()

pa Je zaista Ay, & Ze'x
Konadno, iz ,eZp <Zg, 1 V€V, imamo

("9, = ) £
PO = e, T S e, PO S h,

odakle jﬁ ’\9 E'Pg El |
LEMA 4. Neka je &, GRA i *\906‘?’&* . ko Je za svako

A>4  ispunjen uslov '\90‘5’?@ , onda vaZi relacija (5.22).

444444

takn da Je
(5.24) PLYON> PO A C‘thM% o, ) CACE V) -ACE w‘wo}

Kako je skup M%«;{\% kompaktan, pcfstaji A >Q tako da Je
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o |
t?*‘_(‘t’}m@. W sa podesno odabranim ci.‘,&:»O ( HQI-& ). Todimo
pritom da funkeije &pv(t:”f) ‘ne zavise efektivno od M.

Posmatrademo sledeéa 3 sludlaja: o
1° OPSTT SIUCAT: e el-4,41%xEo8o)=:T | Iretpostavimo

SRR DS R A W M SRAM Vi gy A T A

da su gustine Ov>P$,(6) i ©0+>Q(®) neprekidre funkeije. Ta=
da Je | N

(6.17)
¢ A+ QLR ETONY
N :
% = X = inf Y =ns
(6.18) Y {Toﬁzc-t;rp‘“?( o) ggz&m?( ) E(t,ﬂp}v

Za ova] sim‘iaj mo¥emo igkazatl sledeéi stav.

STAV 3. Ako Je (£ W>Zm(P)-preslikavanje u tatki (00,
onda je preslikavanje (t;\rz‘)w?& ) poluneprekidno odozdo u tal—
ki (0,0) . - _ _

Dokaz, Za svakoe (tmyelAAlxi-& Eol skup Zepyy Je koun-

AN Aiint b W

paktan jer predstavlja konveksan poliedar gadrian u simpleksu
(6.5), Tvrdjenje sada sledi na osnovu stava 2,011

Kada ¢e konkretno preslikavanje (EmIv->Z o biti (P)-pre-
slikavanje zavisi od gustina kojima se aproksimira kao i od
odsbranog nadina "neprekidnog menjanja" mrefe tadaka (Tyl).

20 SIUSGAT M =03 Ovaj sludaj odgovara situaciji kada Je
gustina Q. tacno zadaba, ali njen analiticki lzraz ne omogu~
¢ava Jednostavno izradunavanje njenih vrednosti za taCne vred-
nosti argumenata (Ty) , te se pribegava njihovoj aproksimaci-
ji. Stav 3. prenosi se na ovaj sludaj neposredno.

30 STHEAT £ =0: Ovde je Qpy= ApuypOm) =, T.)=%, T,
5o je konstanta u odnosu na v . Pritom Je &l_‘(o;rz‘)mc&—mzﬁg(fr@,
Ovaj slulaj odgovara prakticéno nmajvainijoj situaciji kada su
tadke (TW) odredjene unapred (obilno su na neki nadin karak-
teristidne za tip raspodele <ija Jje gustina G )}, dok su same
vrednosti funkcije Q(TWR) odredjene sa izvesnom relativnom

greSkom koja nije veca od M . Preciznije, u ovom sludaju Je

(6.19) Z, o~ {meﬁ?\ (\'IPGI%“) (g_“:?,,('tp}mv < A+mDY ('I:'P))} y
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dato viZeznadno preslikavanje. Pretpostavimo da su ispunjeni

sledeséi uslovis |
1° 75 sveko eV , skup ACV) je kompaktan 1 konveksan;
20 Preglikavanie 9 +> A@S) Je poluneprekidno odozgo.
Toda preslikavanje f\. ima bar jednu nepokretnu talku,

t3. postoji M,&V sa S,& N(%).

Dokaz stava £, Prebtpostavimo da m&jenje gstava ne vazl,
tj da postoji &,& x’A,{D tako da za svako "9 E‘-:'PQ, postoii
velU sa

(5.27) PORY> PMS) A (vt QM&M@Q(A(‘Q@Q ~ AG,) > O).

7a. ﬂ_.?E'U' stavimo |

(5.28) By o)1= ACEW) + 2[5, (6 — ACE,)],
Ako je A9 =19, dobijamo raniju oznaku: &, =P, g . Na osnovu
leme 4. za svako @EPQ, postojl A A, tako da '\3%?1'3}.'\9*

Dokazom pobpuno analognim onome 1 leml 3 (3 tagnodéu do zame-
ne 9, sa WV ) dobijamo slededéu relacijus

(5.29) wﬁﬂhv#’ A OLALED) D ®E?ﬁzp (A preR).
Mo znali da je skup |
9 wvwe?P
f {peRl 1?,‘_,';‘9}

(konadan ili ne) interval &iji je levi kraj U. DefiniSimo
gledeéu velidinu: | - ' .

(5.30) A 2= sup{peRl vePp, ¥
DokaZimo prvdda vazil relacija
’\SEFP% = ﬁi(’IS\)(%‘m

U protivnom, ako bi bilo ()= +00 , iz (5. 29) bi sledilo
da '\Be'Ptg o 28 svako @30 , suprotno pretpostavel,

Doka?imo sada da se supremum u (5.30) dostiZe, tj. da Je

Uo¥imo zato niz (\{) koji zadovoljava uslove
N .
Ny <XAD . A —> A (L->oo),
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STAV 5, Ako je realna fun;"eicija--'f 9’:—-’?3(@) poluneprekidna
odozdo, onda Je viSeznacdno preslikavanjie

=TAA X 86,81 DD >Pay  (Eo<4)
poluﬁeprekzdno odozdo u tadki Ctm)=(0,0).

Pod datim uslovima viSeznadno preslikavanje (t;lzﬁi—‘-b-'P&,.,z)
neprekidno je u svakoj tadki skupa T samo to, s obzirom na
prirodu problema, ovde nije od znalaja. Da bi se izbegao ne-
sporazum oko istolimenog ternina - Y“poluneprekidan 0dozdo’
za 4va razlidita pojma, eksplicitno Jje napomenuto kada se radi
¢ realno] fuzﬂfciji, a kada o videznalnom preslikavanju.

Dokaz stava 5. I n ovom sludaju je skup ‘E&m) konveksan
poliedar sadrZan u simpleksu (6.5), odakle sledl njegova kom-
paktnost, Analizom dokaza posledice stava 2 (Brosowski (119]))
neposredno se vidl da Je dovoljno pretpos’saviti poluneprekic-
nost odozdo funkcije t +>»8,(t) na desnoj stranl nejednakosti-
-~ogranidenja. Kako je mr>A+m neprekidna 1 strogo pozitivna
(za mel-£,8])), a funkeija £ +>Tputdt neprekidna, iz polu-
neprekidnosti odozdo funkcije 8+>Q(€) sledi poluneprekidnost
odozdo funkcije (tm)r> U+rmNQlTut oliut).

U praksi funkclja gustine raspodele Cesto, ako nije neprem
kidna, ima samo prekide prve vrste (njih kxonaéno ili prebroji-
vo mnogo). U takvim tackama, eventualnom izmenom vrednosti
funkcelje tako da bude

q) = mim {qtt-0),qt+0}

postifemo poluneprekidnost odozdo funkcije gustine, ne menja-
Judi pritom vrednost funkeije raspodele,
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lako se vidi, koriféenjem leme 2., da Py ny > Py,  kad
n->0 1 to u metrici prostora C(T) . DokaZimo da i V€
€Ppy n, » Ako DL bilo Wo&EPp, o, + 28 kompaktan skupPpy qy

i1 tadku A9,  van njega postojali bi obvoreni skupovi U 1V
tako da Je “

UnaV=9g A'P{az”ac:'lf A e\,
: ’

'Zbog pﬁlune-prekidnwti ocdozgo preslikavanja E9\—-‘->P& s DOSHEOw
Ji m M, tako da Je |

nrmy > P, =Y.

ZDOg  Na> Yy, POSEOJL My2M, sa VN za MBMy, Prema
ranijem Je qs'“e'?ﬁw\?m i za te indekse M., 3to je u suprot-
nosti sa diﬂjunkfwnn?séu gskupova U 1 V . Prema tcm_e,‘\?oﬁ?@%%.
Odatle sledi da ACONZN, a keko je A>0O Dbilo proizvoljno
izabrano, dobijamo “55(3\9:, =4+C0 , Sto Jje suprotno pretpcstavci
da je broj XA(VYS) konalsn. Dakle, slufaj l. ustvari ne moZe .
da nastupi.

Slulaj 2. Skup M je ograniden. Stavimo
(5.33)  Ag=oupM=sup XL vePy} (<+00).

Tada postoji niz ("9"'*)‘:;?%4 takav da Jje
At = WD) > Ay, M->0O.

Fiz (9, sadrian je u kompaktnom skupu Vg, , te ima bar
jednu tadku nagomilavanja koJju éemo oznaciti sa Vg . Eao
¥to smo veé ranije u 8lidnoj situaciji konstatovali, moZemo
bez umanjenja op3tosti pisati: 8,,~—> Vo (M->CO ). Osim
toga, po definiciji broja Ay, » vaii V,.&Pp, . leko se
vidi da za svako T&€ Tl imamo T

By, 19,8 = ACEL) + 2 [0, () — AL 0,0 >
> ACE) + 2 10, = AlE,¥0)] =B _ 4 By M—>C

'oc‘iakle na osnovu leme 2, zakljudujemo da @A%;@m“"’? ﬁ:"a;"o

u metrici prostora C(T). Da bismo dokazall da Je *ﬂoe?ﬁ% "
primenimo postupak analogan gornjem. Naime, iz wcé'?ﬁlop; o
sledila bi egzistencija dlsjunktnih otvorenlh skupova
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ns glededi nalin
(5.37) AR):i= § + = 4['_3 AC- PO, CaeW).

Pritom je ovo preslikavanje dobro definisano Jjer iz (5.35)
sledl Pp =W , pa Je zbog (5.36): N K.

DokaZimo..sada da je preslikavanje hk—%»_l\_(%) pclunepre--
kidno odozgo. Zbog afine strukture A(R) . oligledno je do-
voljno pokazabti poluneprekidnost odozgo preslikavanja Rv—>
> AC {Pg:) . Na osnovu leme 2., preslikavmjé 2> AC D)
je neprekidno, Ako je Uy otvorena okolina skupa A(-,Pe),
onda postoji otvorena okolina U, skupa Py , takva da je

%EUQ = Al ﬂé)EU,‘.

Zbog pretpostavljene poluneprekidnostl odozgo preslikavanja
> Pe , postoji okolina Ug talke K , tako da je

Prema tome, vaii implikaci:}a

%GU?, :'ﬁ?' ﬁ\( 'P3'3c:13'4.

Pcsmamaamo sada restrikciju preslikavanaaj\. na skup
Kes Ve

(5.38) A= (AIKY) 2 K> POT (K.

Ovo preslikavanje je takodje (kao restrikcija) poluneprekid-—
no odozgo. Za svako R e ¥y , skup A (R) je kompaktan i kon-
veksan, Eako se to sve odigrava u Banahovom prosioru C(T
(koji Je shodno tome i lokalno konveksan 1 kvazikompletan),
moZeno primeniti teoremu Ky Fan~a na osnovu koje postoji

A €Ky tako da je A e A (R) . Preciznije, o znadl da pos-
toJi w&e‘Pﬁ tako da Je |

(5-39) %m ,‘..4_4[% AC @“01
oé.algle Jje
- A
(5‘40) 3= *2‘—:+»\ R+ Q.r'-i-d AC 5%,

tj. § Je konveksna kombinacija od A 1 AC- W) . Zbog

14
Brid <4, WeT,
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DokaZimo sada da Ay &€ Pg_ . Ako to doka%emc, imademo
' B TN > g

$to je u suprotnosti sa definicijom broja Mg .

Pre svegsa, vaii Za‘:‘zk . Naime, ako Jje & Z%, onda

za gsvako L&l vazi ACE,X) 4%&) Kako je n,€V, imamo i
A(‘t;ﬁ?ﬂﬁ%&'} za svakoe t€7T . Prema (5.40) je sada

ACE,D € 9= AE2 R () 4+ 551 AE ) <

27y A
- gXH o)+ A6 =A@,

Q,v-.;,- 2!"4—4
pa je WEP, . Kako je @e?%c:zac:z& ; f\?o;\?h@e?g i
‘\.946-’?@_ 3 to j@

H(9) = A9 = /p(G) = é&ém; () = %u%; 0D,

Prema tome, vaii: 3 &Pp.

Ostaje Joi da razmotrimo trivijalan sluca] kada Je Y=
Iz (5.39) 1 (5.41) ddbijamo

(5.48) | P = AC ;N5 + 2:;‘2 )‘or-%dm Al ,"l%il >

pri demu Jjs, Sto Jje najvainije,

2ri+d
e Ao > Ao

Kako Jje N9y =€V , imamo

N 2044
3\(@3 A Ao ‘.‘:».‘)u

opet u suprotnosti sa (5.33). Dakle, ni sluaj 2. ne moZe da
nastupl, tako .da se pretpostavka da tvrdjenje stava ne vazi
mora o&baciti.

Analizom mesta u dokazu stava 8 moze se lako videtl da
ge zahtev za poluneprekidnoféu odozgo preslikavanja &r>Pp,
moYre zamenitli zahtevom da to viSeznalno preglikavanje bude
poluneprekidno odozde, Umesto teoreme Ky Fan-a 0 nepokretno]
tadki, ovde se koristi slededéa teorema o nepokretnoj talkl
(u obliku u kome je formulisao Brosowski u {1€]):

TEROREMA, Neka je X Banahov prostor 1 V njegov neprazan‘

ik nbiiy: A

kompaktan konveksan podskup. Neka je cialae dato viseznadno
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Ao Je % e &A),? , noie ne dekasmatli da Je E%qﬁ DL Lo
ka Je, dalje,

M= N {teT) (AK),®-"Ve) =0},
YEP

cde Je ‘15{36"9% proizvoljuo lzabrano. Pollazujoe se da J(\% ne
zavisi od izabrancg "9 € vy . Zelabivno Jednostavno dobija-
ju se relacije
Ao
E—"’% = Ny

gde ri (Pg) oznadava relativnu wnubtrafinjost konveksnog skupa

P (v. Rockafellar [93))

Kao rezime radova Brosowskog [351, téf}, [Eél,'iéﬁl navo-

dimo sledeée rezultate,
STAV lo., Neka je visSeznod¢no preslikavanje

Nl - W AN Sdaleball i

L ap2b > T ePOT(R™

poluneprekidno odozgo. Ako postoji obtvoren slup WelT ta-
ko da Jje

J‘Pegﬂ'm W — EQ’{;
i ako je skup Pp kompaktan, onda je preslikavanje
L]
B > Py

poluneprekidno odozdo u taliki B, .

STAV 11. Neka je B <« ig}p skup koijl imn sledede svoi-

Salull il PP WA Ariril

SLvo:
B €B APy 2P > bED.
ko je uz to preslikavanje

P B - POT(R™)

poluneprekidno odozdo, onda je za svako RHe®  skup Ny,
obvoreno-zatvoren.

Do 1i iskoz slidan stavu lo. vail za ¢itav skup dopuse—
tivih talaka, nije poznato. Fogbavija se, nainme, slodelce

AN N
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PRIMER TRIMENE IINEARNS PARAMETARSKE OPTIMIZACIJE -
APROKSIMACIJA FUNKCIJE GUSTINE RASPODELE VEROVATNOCE

-

U ovo]j glavi, sa izvesnin adaptacijaﬂza,'iznasi se autorov
rad [611,

U vezi sa problemom generisanja slucajnih promenljivih sa-
biranjem transliranih funkcija gustina raspodele verovatnole
sa uniformnom raspodelom na intervalu [o,41 , Marsaglia ([’78])

posmatrao je sledeél problem:

Zedata je jednodimenziona funkcija Q(Y) gustine raspodele
verovatnoée &ije su vrednosti dobijene bilo eksperimentalnim
putem, bilo ih je iz drugih razloga teskc izracunati., Osim
toga, datoje m, funkeija 2,8 (P=42,... M) gustine raspode-
le &ijim linearnim kombinacijama (sa nenegativnim koeficijen-
tima) Zelimo da aproksimiramo funkeiju %Ct'). Formalno, problem

se moZe postaviti na sledeél nadin:

meksimiziratis
(6.1) = R A e
rrd ogramicenjima |
(6.2) 2,20, 0,20, ... Xm0
(6.3)  (WEeRI(X,F, )+ TP+ ...+ Xyfy ) £ g@)).
Odredjivanje odgovarajuée funkciJe raspodele zahteva da pov:z*-;
Xins izmedju grafika funkeija t+> Q) 1 tv>2f,00+. +50%.0)

bude minimalna. To se svodi na problem Ll--ajproksimacije Jjer
treba da se minimizira funkcional -

4@ o>
(6u8) (e s () - X g, m]dE
| - O3 =5

wz ogranilenja (6.2) 1 (6.3), Nb, zbog
+

+CO x
(gdt =4 ; 4svsm = (2,04t =4,
Y ) )

funkecional ¥ svodi se na
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(6.11) Et,.m:zm% /PCDC).
€Ly

Ovde se JavlJaju dva viSeznacdna preslikavanja
Z:T>POT(R™ ; P:T—-=>POT(RM.

Poito éemo posmatrati razne tipove neprekidnosti ovih vi-
Seznadnih preslikevanja, dajemo prvo sledeée definicije.

DEFINICIJA 1. Neka je (X,d) metridki prostor, Fy(X) kla-

sa svih nepraznih zatvorenih ogranicenih podskupova metridkog
prostora X. Za A,B €@F(X) preslikavanje ﬁ:["&'&()(ﬂz-a»[o,—i-w[
definisano sa

A B)= max Sgg;;% d(m,au,m dxg,A)}

zove se Hausdorff-ova mebtrika 1li, krale, H-melrika,

APV Sini A S Wil VR Ml Winiie T N el el SR F -lipr. ks . - Fab vk

DEFINICIJA 2, Neka Jje t,e€T 1 F:"I"-—-%»G:%OO proizvaijno

T AT WU AR oy hiuiuils Sl v Sinniale T

viZezna&no preslikavanje, KaZemo da Jje ¥ Hausdorff-neprekidno
(H-neprekidno) u tadki t, szko je F u talkl t, neprekidno kao
preslikavanije metrifkog prostora T u metridki prostor (?6()5);?0.
¥ Jje H-neprekidno na T ako Je H-neprekidno u svakoj tackil

Ll L

prostora T .

ViSeznalna preslikavanja t+>2Z¢ 1 XL +>Py , keod
realna funkcija tw>E, imaju, izmedju ostalog, 1 slededa
svojstva koja éemo u daljem koristiti:

STAV 1., (Brosowski ([191))

1° ako je preslikavanjie tht H-neprekidno, onda Je
pre.sl‘ikavanj e 'tt-—-‘-a-E.t neprekidno, |

2% Ako je preslikavanje T !—-;»Zt H-neprekidno, onda je
preslikavanje Tv>P, poluneprekidno 0dozgo. -

30 Neka je skup Zt kompaktan za svako t&l 1 neka Je
Avit Zﬁoi'& @ ., Tada je preslikavanje Tt -=>'Pt poluneprekidno
odozgo u tadki T, , a realna funkcija T v>E,; neprekidna
u t,.

- 0d posebrniog Je interesa da se lspita kada je preslikagva-

" nje tr—>TP, poluneprekidno odozdo, Jer ta.oscbina, zajedno
sa zafvorenoséu skupa P, ( jasno je da je P, =M™ zatvoren
i konveksan skup) garantuje egzistenciju ngﬁ gelekclie,
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skup talaka -'!:Pa-'ﬁl (we Ih j, tako da Je 'E4<‘CQ_<,..+<"E’%
pa umesto (6.1)-(6.3) posmatramo problems

maksimizirati
(6.1) | o JER RSN
uz ogranidenja | |
- (6.2) W20, ﬁcz?:»b,... , Ty 2045
(6.5’) | (Vueiﬁ)(gﬁgwp‘)mv a%@@‘i,
U skladu sa oznakama iz (6.7) i (6.5) treba staviti me=kimn i
(6.13) ) 1= - Wy =Wy~ oo~ Ly 3
(T3 pmely vely,
e {“‘ Sgavy s H=REVET T, YVELm 3

g(T); pely
0 S A W)

(6.14)

(6.15) by =

gde Je S%Wv - Kronekerova delta. Ovakav problem mozie se Ire-

Savati metodama linearnog programiranja, ¢ime. se ovde necemo
b’&ﬁti- )

Pogledajmo &ta biva sa stabilnoSéu refenja ovakvog pro-
blema u sludaju da dopustimo odredjenu relativinu gresku pozna-
vanja velidine Q(TW) kao i ako pravilno "variramo™ mrezu bta-
Saka preko kojih je izvrsena diskretizacija polaznog problema.

Zato posmatrajmo izmenjene uslove (6.14) 1 (6.15) u gledeéenm

bliku
’ 2,0 ETWY, mely ,vEly

~ S av =RV al N1, VELn,

(6.16) B - {C'H-'Q? %wf,,ﬁ;')@p , w€TLg,
| t.m JHET, NI,

pri Semu su za YWETIg funkeije 9,04 AR neprekidne i zado-
‘voljavaju uslov ¥ (0'3--~d. dok je relativna greska m sadria-
ns u nekom intervalu 80,801 sa Eo<4.. Smisao uvodjenja funk-
cija W) je u tome da se odstupanjem parametra t od 0 moke
podesiti da se mreZfa talaka npr. homotetidno “Siri" ili "skape
lja™ ili se menja po nekom drugom pravilnom zakomui, npr. sa

Ly () 1=
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P =i el ( ;7m tmE ()= B .
(6.20) Com {% (o) \ P xeZ ‘Q;P (0,12‘)}

Zavisnost skupa redenja od relabivne gresgke n daba je
glededéinm stavon,

STAV 4. ViSeznadno preslikavanje "Z"‘:"‘pw,'rp je polune-
prekidno odozdo u tadkli M =0 , ~

A SRR Sy VR AT L

aj konstantnih koeficijenata na levo]j strani nej_ednakcstim
-~ogranidenja., Skup chmy Je oligledno kompaktan za svako Y
Kako je funkeija mw> &}LC{};Q) neprekidna, ispunjeni su svi
uslovl za vazéenje ove posledice,

Napomena. Ovde se nije traZila neprekidnost gustina gftt)

i $,() &to je i1 prirodno, jer je problem u pctpunosti SVe -
~den na diskretan sluiaj.

Posmatrajmo sada Jod Jjednu varijantu istog problema. Na-
ime, dopustimo moguénost da i argument funkcije t+r>Qlt) ima
neku grefku u odnosu na unapred zadate &vorove (Tyw) ., Tadnije,
posmatrajno sledeél problem psrametarske linearne opbimiza-
clje:

minimizirastl

u3~egraniéehja
(6.22) X4 >0, :cZ:»e.,....,':nm:;o
(6.23) (¥pale)( gdﬁ,,,(rcp‘m,, < A+ QTt ad},;t))
gde su o unapred zadate kongtante koje treba da utidu na

meru odstupanja argumenta T+ &L od Ty prl uslovute
[-4,41. Ovde, za razliku od (6.17) i (6.18) u odgovarajuéim
oznskama upcobrebimo +ildu, -

N ,
(6.24) Zt@"“"" fxeRLI(VREL,) (%iv@g)mv L A+MQTict dpﬂ)} 5

£":'>.2 Po =iz, 6Z (R} == M () =:E
(6.25) Peepn=1ToSZeepn | PXo me‘%ﬁ;} _ Eeepn T

Primetimo da ovde koeflcijentl na levoj stranl u (6.23) ne
zavise od parametra (‘t,ﬂ@ . Za ova] slula] imamo stav 53
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