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Glava PTrVa

1.1. TRIGONOMETRIJSKI I FURIJEOVI REDOVI

~

Teorija trigonometrijskih redova, mo¥e se reéi, potile
jod od Ojlera (1707-1783), jer je on 1753. godine prvi posta-
vio pitanje moguénosti predstavljanja date funkcije £(z} po-
modu trigonometrijskog reda. Kao ideja, za ovo mu je poslu%io
rad D. Bernolija (1700-1782): , O %ici koja tréperi”.

Trigonoyetrijskim redom nagivamo ilgrasg

(1.1) ' -g" +i(akcoskx + bksink.t),
s =1 . '

gde su realni brojevi a_, a, 1 b (k=1,2,...) koeficijenti

reda (1.1). '

Za datu funkciju f(r) postupak izradunavanj)a koefici-
jenata a_, a, 1 b reda (1.1) prvi je kompletno dao %. Purije
(1772-1837) 1 u njegovu Zast cela ova teorija se naxiva teo-
rijom Furijeovih redova. o

Preciznije releno: Neka je f(r) integrabilna periodi-
¢ka funkcija, periode 2% , Tada trigonometrijski red oblika
(1.1) nagivamo Furijeovilt redom funkcije f(x) i oznalavamo ga

promodu

(1.2) oo +§_(akcoskx + by einkz)

ako su koeficijenti a

ovim formulama

or 8y 1 0y (x=1,2,...) odredeni Furije-
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f(zr)dr,
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(1.3) f(x)coskzdr, k=1,2,...,

[~
=
]
Sip S Qe
5
I

f(z)sinkrdr, k=1,2,... .

o
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Jedno od osnovnih pitanja u teoriji Purijeovih redova
Je konvergencija reda (1.2) ka funkciji f(z), tj. konvergen-
cija ka funkciji iz koje je on formulama (1.3) dobijen.

Oznadimo pomodu

m

(1.4) Sn(f;x) = %’+%(akcoskx + bksink.r)

niz delimiZnih suma Furijeovog reda (1.2). .

Ispitivanje konvergencije reda (1.2) prakti¥no se sve-
d1 na ispitivanje xonvergencije niza delimidnih suma Sn(f;x)
ka funkciji f(x).

Poznato je da za proizvoljnu tadku zoé [-7,r] postoji
takva neprekidna funkcija f£(x) da njen Furijeov red (1.2) ne
konvergira u tatki z . Ako, pak, u neko} talki z € [-¥ ,%]
Furijeov red (1.2) neprekidne funkcije f(zx) konvergira, onda
on konvergira ka f(z ).

8injenica da Furijeov red neke neprekidne funkcije f£(x)
ne mora koﬁ%ergirati dovela Je do ideje da se stvore takvi po-
stupci zbirljivosti koji Purijeov red funkcije £(z) transfor-
mifu u red koji de konvergiratl u svako] talki neprekidmnosti,
kac 1 u tadkawma prekida prve vrste. )

Prvi rezultat ovoga tipa potide od FejJera. On je poka-
zao da je Furijeov red (1.2) neprekidne periodidke funkcije,
perioda 2% , (C,1)~ zbirljiv ka funkciji £(z) za svako
re[-¥.n], tj. da niz aritmetidkih sredina od Sn(f;x)

(1.5) <5n{x) = dn(r;x) = 4 +%§%(1— E%T)(akcoskx + b, sinkr)

konvergira ke funkciji f(z) u svako) tatkl neprekidnosti, kao



1 u talkama prekida prve vrste®. Formalno posmatrajuéi, (C,1)-
postupak zbirljivosti (ﬂn(f;x) dobija se 1z Furijeovog reda
funkcije f(x) kada se &lanovi ovog reda mnofe dvostrukim nizom

'S
- ‘ l'_m ’ k=0,,1,...,n
)\K, = N (n=l,’2,-.-)
Sama po sebi nametnula se ideja da se, sem ovog poseb—
nog, posmatraju i opdti dvostruki nizovi Nk (matrice) koji

bi dovodili do postupaka zbirljivosti slidnih osobina.

1.2. PERMANENTNI I F-PERMANENTNI POSTUPCI
ZBIRLJIVOSTI

Neka Jje dat red

(1.7) Euk

K=o

i matrica realnih brojeva { X%} , (k,n=1,2,...).

Ako pomodéu matrice {Xl} red (1.7) transformiSemo u nisz
redova

SC

(1.8) Xiuk (n=1,2,...),

”

tada on, ukoliko postoji 1im an;fpredstavlja profireni
n—

S =
n K= O

A —gbir reda (1.7). Ovaj metod 2birljivost1 definisan pomodéu
(1.8) ubuduée demo nazivati A—-postupak zbirljivosti reda (1.7).

Za A -postupak zbirljivosti ka¥e se da Jje finitan ako
svaki red formiran pomoéu matrice {Aﬁ} ima gamo konaéno mnogo
¢lanova, tj. ako je .

. v
A= 0 za svako k » N(n).

U protivnom, XA —-postupak Jje infinitan.

* Ako jJe z, talka prekida prve vrste, tada on konvergira ka

% ff(x0+o) + f(xo~o{] .
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Za M\ —-postupak zbirljivostli ka%e se da je permanentan
“ako je svaki konvergentan red (1.7) istovremeno i MA-zbirljiv
isto) sumi, tJ. ako redovi

- x m
2. uy 1 bm 3 Xowy

K=o R0

imaju iste sume.

Potrebne i dovoljne uslove za permanentnost jednog
A\ —postupka dali su Teplic~-Sur [7]. Oni su dokazali da su
uslovi

(1.9) 1limAx= 1 za svako k=0,1,2,...
n— o
i
o2 ~m
(1.10) z:JXn—>M*:I ==QQ(1) za svako n=1,2,...
’ K= O

potrebni 1 dovoljni da bi X -postupak bio permanentan.
Iz uslova (1.l0) sledi da postoji kl%cmx’: , pri demu
on moZe biti nula 1l1i broj razlidit od nule. Ako jJe

(1.11) lim Nk =X £ o,

tada izraz (1.8) nema smisla kadgod red (1.7) divergira. Zna-
%1, kada su ispunjeni uslovi (1.9), (1.10) i (1.11), tada taj
A —-postupak moZe sabirati samo konvergentne redove 1 ne moZe
se prodiriti na divergentne redove. Dakle, da bl pomenuti
N —postupak eventualno sabirao i divergentne redove, potrebno.
je da i
(1.12) lim hg= 0.
ks e0

Primenidemo sada A -postupak zbirljivosti na Furijeove

redove ne pretpostavljajuéi a priori ni¥ta o matrici {Ni} .

Neka je f(z) I~integrabilna periodiZka funkcija, peri-
nde 2t , 1 neka Jje

»
(1.13) £(z) = %°+ D aycoskr + byxeinkz

=14

njen Furijeov red.
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Matricom {‘xﬂJ (k,n=1,2,...) realnih brojeva mo%e se
Furijeovom redu (1.13) formalno pridru?iti niz
' Ny
o Ao m
(1.14) Un(f;x) =~ +§zikk(ak003kz + bksinkx), (n=1,2,...).

K=

Ao u nekoj taZki z postoji Un(f;x) za svako n i ako postiji
lim Un(f;x), tada kaZemo da X\ ~postupak sabira Furijeov red

n-—»oC

funkcije f£(z) u toj tadki.

Za X~postupak ka%emo da Je F—rermanentan* ako sabira
Furijeov red funkcije f(z) u svim talkama u Xojima je ona ne-
prekidna 111 ima prekide prve vrste 1 pri tome Je

(1.15) 1im U (£52) = £(z)
n—» oo

1

Q?taékama‘neprekidnosti, a

(1..16) lim U_(£;z) = f(z+0) Z £(x-0)

N—>30

u talkama prekida prve vrste.

%Za A -postupak kazademo da je L-permanentan ako sabira
Furijeov red funkcije f(z) skoro svugde, tj. za svako
z€[-T, ], osim moZda na nekom skupu nulte mere,

Sto se tife uporedivanja permanentnih i F-permanentnih
postupaka, poznato je da oni jedan u drugil zadiru, 5to moZemo
videti iz slededeg primera:

Postupak Lebega definisan koeficijentima

I
x { h’m 0 )

- Je P-permanentan { o ovome ée biri viBe redi kasnije, u glavi
treéo}l), a nije permanentan jer ne zadovojava uslov (1l.1lo)
(videti [1]).

Postojil i postupak koji je perﬁanentan, a nije F-per-
manentan jer ne sabira Furijeov red svake I—~integrabilne fun-
kcije u tadkama neprekidnosti, odnosno u tatkama prekida prve .

»# Naziv F-permanentan je dat u &ast Felera,



‘vrete. Naime, S. M. More [8] je pokazao da postoji neprekidna
funkcija &iji Furijeov red nije B-zbirljiv, gde Je B-postupak
Borelov postupak definisan koeficijentima

m ~ o
Mg = E& I e~ b t¥ay (n—> o0 ),
*

Znadi, B-postupak je permanentan, a nije P-permanentan.

Kako za fiksirano z ¢ [-T ,T] Un(f;x) predatavlja niz
linearnih funkclonela definisanih na prostoru C, to Je na os-
novu kriterijuma slabe konvergencije Jjedna od bitnih pwetpo-
stavki za postojanje limesa (1,15), odnosno (1.16) da niz no-
rmi bude ogranilen, tj. da je '

(1.17) lu (25|l ==(Z?g1)' (p=1,2,...).

Znati, ogranidenost normi bide jedna od bitnih pretpostavki u
formulisanju potrebnih 1 dovoljnih uslova za F-permanentnost
jednog X\ —postupka zbirljivosti.

Precizno formulisan stav koji daje potrebmne i dovoljne
uslove za F-permanentnost A -—postupka je:

Neka su za svako n=1,2,... koeficijenti A -~postupka
zbirljivosti Ne (k=0,1,...) Furijeovi keeficijenti u (o0,J )
L-integrabilne i u (£ ,%) £>o0 ogranidene funkeije K (%),
t). neka Je ‘

" O
Kn('t) o %’ +Z£‘xcoskt,
x=1
i .
(1.18) lKn(t)l<Mn za o0 < £ <t , .

" Da bi N-postupak bio P-permanentan, potrebno je i dovoljno da

(4) 1im Xk = 1 za svako k=o0,1,...
n—s =0
i da
5 I
» ; . N
(B) llu? | =ﬁ_g 1K (£)lat = (1) (n=1,2,...)

( videti J. Karamata i M. Tomid [1] ).
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Zza finitne A -postupke zbirljivosti neke pretpostavke
prethodnog stava automatski su ispunjene. Tako je S. M. Niko~
1jski [16] za finitne X\ -postupke zbirljivosti definisane tro-
ugaonom matricom

(1.19) {Aﬁ} (k=0,1,2,...,n; n=1,2,...)

pokazao da su wuslovi (A) 1 (B) potrebni i dovol)ni za F-per-
manentnost A -postupka.

Kako je kod finitnih i kod infinitnih A\ ~postupaka us-—
lov (B) najsloZeniji i najteZe se proverava, tj. ograniSenost
normi HUJ vrlo se te8ko direktno utvrduje, to se uglavnom
tra%e dovoljni uslovi za koeficijente Ak da bi uslob (B) bio
ispunjen.

Praktilno, ovde je najvaZnije utvrditi ogranilenost
norme, tj. uslov (B), jer je uslov (A) dosta jednosté#an,_pa
su se problematikom uslova (B), odnosno nermama trigonometri—
jskih polinoma bavili i mnogi posznati matematidari, kao Zto
su: Fejer, S. M. Nikoljski, B. Nad, J. Karamata, M. Tomié, 8.
B. Stedkin, A. V. Jefimov, A, F. Timan i drugi.

U ovom radu proudavaju se PFP-permanentni finitni A\ -po-
stupci zbirljivostl Furijeovih redova definisani trougaonim
matricama. Zato, s obzirom na uslove (A) 1 (B) S. M. Nikolj-
gkog, odnosno ne vaZnost ogranifenosti formi, glavu drugu
ovoga rada posyetiéema upravo prouduvanju ogranilenosti normi
trigonometxijskih polinoma, gde demo dati neke nove kriteri-
Jjume za utvrdivanje ogranicenosti L-norme parnog trigonomet-
rijskog polinoma. Kori¥éenjem rezultata glave druge, formuli-
sademo 1 dokazademo nove rezultate, koji se odnose na finitne
F-permanentne X -~postupke zbirljivesti Furijeovih redova,




Glava druga

1~NORME TRIGONOMETRIJSKIH POLINOMA

2.1, UVODNI DEO

2.4.3. efinicija normj trigonometrijskih polinoma

Neka je f(r) I~integrabilna funkcija i
a. <>
(2.1) 5 +Z(akcosk.t + b, sinks)

njen Furijeov red.

Za r» 0 i realno o posmatrajmo red

(2.2) | —gn +§Z:k ( kcos(kx+1r) + bksin(er ﬂ

gde je & =cos%; za r=0 1 parno o, a § =0 u ostalim sludaje-
vima. -

Ako je (2.2) Purijeov red neke L-integrabilne funkeije,
nju éemo oznaliti pomodu fr(x) U sludaju a=r, funkcija fr(x)
Je Vejlov izvod reda T funkciae f(x). Pomodu Gl* oznaéimo kla-

su funkcija f(x) za koje je skoro swvugde !fz(x)l < 1.

Pomodéu nmatrice
(2.3) X} (x,n=1,2,... ;%= o0 za kjn+tl)

svakoj funkciji £(z)€ Wa korespondirajmo trigonometrijski
polinom reda n



"

(2.4) U (£;2) = % +) Xi(agcoskz + by sinkz).

K= 4

Supremum normi (2.4) pri r=o, tj.

(2.5) Un(uhf) = gup HUn(f;x)“ ¢ = 8up maxlUn(f;x)l,
fewa fe ,

za a-parno je (videti S. A, Teljakowski [211)

T
72} a1l
1 o Na m
U (wW2l) = sup fl gtfa(x+t)(3r +k§1X&coskt)dt| =

{e0d
(2.6) I n
: Ao
= _]% L‘T- 4‘; A.:COBijt‘dt = ”U;;" ’
a za o-neparno je |
. K m
. o 1 0 e :
U (w = = h ¢ t A 8inktdt] =
260 = | | gglerrp Wotmerar]
(2.7) T
= 2 g |2 X\ sinkt|at = U .
o x=14

Prema tome, izradunavanje veliZine U (W) svodi se, u
zavisnosti od toga da 11 je o parno ili neparno, na izraluna-
vanje normi kosinusnog, odnosno sinusnog trigonometri]skog
polinoma u prostoru L.

Normama trigonometrijskih polinoma, s obzirom na njliho-
vu vaZnu ulogu u teoriji zbirljivosti Furijeovih redova, bavi-
1i su se mnogi matematicdari.

Tu su od interesa moguénosti izradunavanja 1li procene
normi trigonometrijskih polinoma, tj. procene izrawa (2.6),
odnosno (2.7), zatim nalaZenje asimptotskog ponaSanja normi
(2.6), odnosmo (2.7) ili, pak, utvfdivanje uslova dovoljnih
da bl ta norma bila ogranidlena, ne ulazeéi u njenu procenu.
Zna&i, treba utvrditi dovoljne uslove (kriterijume) da za no-
rme trigonometrijskih polinoma vaZi

Lom o
(2.8) lorll= & g) |3 +3 Atcoskt|at =(1), n=1,2,...,

W=t



R

oanosno

2.9 Iyl -3
0

:rc Yo
| > Xisinktlat = (1), n=1,2,... .
=1

Specijalno, ako je Xy = 1, tada norma (2.6) postaje

o [ sin28Ls
(2.10) L = llull= dt
: L

i nazivamo je Lebegovom kostantom, odnosno
X n+l
(2.11) L, =|lu_, M= _2_§ —E|at
¢ Il/z n/z .][ 0 '2s ’

$#to nazivamo uopstenom Lebegovom konstantom.

]
Cay

2.1.,2. Pregled pognatih rezultata koji ge odnoge
na norme trigonometrijskib polinoma

Ispitivanjem svojstava i procenama Lebegovih konstanti
Ln i Ln/2 bavili su se : A, Lebeg, G. Sege, G. Vatson, G. Har-
di, S. B. Stedkin, P. V. Galkin i drugi.

Op8tepoznat rezultat Je

L =5l + (J(1).

Interesantne su procene konstanti Ln i Ln/2 navedene u
radu P. V. Galkin [17] ( koje demo kasnije 1 koristiti):

(2.12) ey < Ly/p - nnln(n+l) < 1 (nfo,l,Z,.f.),
(2.13) ¢, - iirmz <Ly - J-frg-ln(n-»z) (e, (m=o,1,...)
1

{2.14) c, < L w‘ﬂlln(2n¢l) ¢ 1 (m=0,1,...),
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(2.15) 14 L In(n+l) < 1,8724 (mn=0,1,...)

n = iz
gde je CO = 0,98970-. -

U daljem radu biée nam od interesa pre svega rezultati
za norme kada Ak nije identilki jednako jedinieci.

. S. M. Nikoljski [16] je pokagao da je za ogranidenost
norme, tj. ispunjenje uslova (2.8), trigonometrijskeg polino-
ma votrebno da bude: )

(O() >\~’;‘C = @(1) (k"'o;lvz,”»'n $ n=1,2,...)

1 .
(B) ;E: n}& =()(1) (n=1,2,...).

K~

U tom radu on Je jo3 pokazao da ako je ni x:,x;};gqu.,xz,o
kxonveksan 111 konkavan po k, tj. ako su-druge diferenecije

A% = N = 2N + Xirn

stalnog znaka pozitivne, cdnosnov negativne, tada su uslovi (L)
i (/5 ) potrebni i dovoljni za ogranienost normi parnog trigo-
nometrijskog polinoma,

Ovaj rezultat S. M. Nikoljskog B. Nad [5] je pro¥irieo
ne ogranilavajuéi se na konveksitet niza A% pe k, pekasavii
‘da-jes za ogranilenost normi {2.8) dovoljne da bude

(2.16) | Z(nwk)ln-ﬁ%fm’“ﬂd = )
K= O ® .

Da je rezultat S. M. Nikoljskog stmarno sadr¥an u rez-
ultatu B, Nada, vidimo iz slededeg:

Ako je A"\ stalnog znaka ( A% konveksan 111 xonkavan
niz), tada Je

2

M-

Yo

(xr-k)lmlﬁs w,] = (n-*k)lx%m%é AQX"K .-

s

y k=0

i

!

Zatim, kako je (videti [1])




]2

Z (n"'k)ln'i-YA A-K = A-0 ->"m - Z —T“;I’

odigledno je da je uslov B. Nada (2.16) ispunjen ako su ispu-
njeni uslovi S. M. Nikoljskog (X ) 1 (P ).

Prodirenje rezultata S. M. Nikoljskog, koje ne iziskuje
konveksitet niza A% 1 koje sadrZi 1 ‘rezultat B. Nada, dali su
J. Karamata 1 M. Tomié [1]. Oni su pokazali da je sa ispunje-
nje uslova (2,8) dovoljno da pored uslova §. M. Nikoljskog (Q)
budu ispunjeni i

(2.17) Am = (1) (n=1,2,...),
m-2

(2.18) 2 QUL =(1)  (n=1,2,...),
K=d

gde Je

(n—k)lxg—f—ff zé. o<k<n~vn ,

(n~X)In(n~k) =a n-Vn< k2.

Uslov (2.18) jJe slabiji od uslova B. Nada (2.16) jer ne sadr-
#1 pretposljednju nepotpunu diferenciju A* X, .

M. Tomié [3] Je pokazao da ako je niz \x kvazi-konvek-
san® po k za svako n, tada potreban i doviljan uslov da norma
Hﬂg” trigonometrijskog polinoms bude ogranilena je

(2.20) X lnn = (D(1) (nml,Z;...).

- Sada demo navesti neke poznate rezultate ko)l se odno-—
se na procenu veliline norme trigonomeirijskih polinoma, kao
i na odredivanje¢ njlhovog asimptotskog ponadanja.

XS m
Ako je 2? +§;_Axcoskt > © za svako te [o,T] 1
X=4

n=1,2,... , tada je norma HU H-ﬂkg, Je ogranidena kadgod
“je ogranideno X . -

»* niz 2% Je kvazi-konveksan ako je j: (k+l)34xkx!<co .

h«ﬂ
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Zanimljivi su sludajevi procena normi kada polinomvni—
je pozitivan za svako t € [o,X].

A. V., Jefimov ({18],[19]) je pokazao da za proizvoljnu
matricu {(\%} (k=0,1,2,...,n+1; Xi=1;Xn,, = 0) za parne trigo-
nometrijske polinome vaZi

M1 i
T (erl) (p=k) | 4 Xk,
(2.21) “U;M<§ Cq + 02223 - KX + C32E T

K20
gde su Cq, 02 i C5 konstante. Ako Jje A% konveksan ili konkavan

niz po k, tada se mo%e pokazati da je za ogranidenost normi
l\U;‘lﬂ u (2.21) dovoljno da budu ispunjeni uslovi S. M. Nikolj-

skog (ol ) 1 (B ).

Za norme neparnih trigonometrijskih polinoma A. V. Je-
fimov [20] Jje pokazao da vaZi

m

(2.22) | @ < ( XS AEL Z““‘l) n*kn&m).

£ n=k+1

S. A. Teljakovski [21] je dao asimtotske obrasce koji
su precizirali poznate rezultate A. V. Jefimova (2.21) 1
(2.,22), Naime, Teljakovski je dokazao da 2za norme uﬂgn i “ﬁ;“
vate gledede procene: :

m m -1
(2.23) o ll - “ﬁbﬁfl‘I o (‘ X +ng+1)§n-k)mz )
- *’ ¥=o
(2.24)  |ljw;] J(Z Z Z L)X ),
=) K& k,»-g .
(225) INU;N - izgﬁ‘% < (\KZ G Z (k+111£j(n~k)lA1A1 E) .
Tk =1 k=0 - v

Ao se jo® pretpostavi da je Xkl > X m-xl, tada se u izrazu
{2.24) gubl

SuE
41~ n-k+1 :
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$. A. Teljakovski [22] je dao i procenu za norme tri-
gonometrijskih polinoma oblika

m-1
%ﬁ + zi_(akcoskx + bksinkz).
[
Za njih Je pokazao da vazi:
.l. T m-{ - m l 2 2
ISI'-Q— +§( akcoskrfbksinkx)‘dz - JE%Z -.;E( bk;\/an“k+bn~k
(2.26) < C(Ia | +Z—§-’-1:*£)- 1Na_ 1+ iA%k_ll)

| £

A

gde jJe an=bo=bn=o i

T4 za IBIgIal,
JREREY ”{ A 2_ 2
: lAlarcsinlgl +\[—B ~ A° =za Al <|B}l.

&5

Specijalno, za_bk=o Je

2

5 (s Gpog * oy ) = lagyl,

pa za parne trigonometrijske polinome procena (2.26) se svedi
na (2.23), a za a,=0 zadnji rezultat poboljSava procene (2.24)
1 (2.25).

Za integral

(2.27) “ +Za coskt|at,

tj. za norme parnih trigonometrijskih polinoma, S. B. Stelkin
[35)] 1 A. F. Timan [3%6] dali su asimpbotski obrazac koji je.
davao procenu norme do velidine ostatka, tj. dedli su do toga
da se norma asimptotski ponasa kao

m-1
(2.28) %2%{% .

K= Q0

S. A. Teljakovski [23] je takode dao asimptotsko poné~
Sanje norme parnog trigonometrijskog polinoma oblika (2.27) 1

Es

e
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xazao da vazZi

S po
fz_a' §1 2 i la, ! |
°+ > a, cogkr|dr - £ - | <
O .2. K,=1- k X K=
(2,29) -2 s
a -~ a
i-k i+k
(}_mau +z ‘i - |) ,
K=o A= K= /
gde Je

1) ro—if;
9y = min (51, 553)).
procena (2.29) vaZi pod uslovom da koeficijenti a teZe nuiil

ilAakl 1 i ) %]: Ik ; vl

N

RS =1

4 da redovi

konvergiraju.

A. P. Timan [24] je pokazao da ako je Ax £ C uniformno
za svako m 1 k, tada za norme trigonometrijskih polinoma vaZi

m~1 m
”U;ln>]§>;4 e, O (maz1xul).

x

Ako je niz XRXZ,X;.H,Azq)o monotono opadajuéi i kon-
veksan, B. Nad [6] je pokazao da za neparne trigonometriljske
polinome vaZi

m-|] .
EAREYE

K=Q

2.2. DOPRINOSI TEORIJI O NORMAMA TRIGONO—
METRIJSKIH POLINOMA

U paragrafu 2.1.1. navedeni su poznati rezultati koji
se odnose na norme parnih, odnosno neparnih trigonometrijsk-
ih polinoma. Sada demo formulisati i dokazati neke nove re-
zultate za pomenute norme. ‘
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U odeljku 2.2.1. daju se majorantni igrazi za norme par—
nih, odnosno neparnih trigonometrijskih polinoma. U odeljku
2.2.2., daju sa uslovl dovoljni da norma polinoma definisanog
matricom{kﬁ} ={«&W3$} , (k=0,1,2,...,n; n=1,2,...) bude ogra-
niena. U odeljku 2.2.3. daju se uslovi dovoljpi da norma po—
linoma definisanog matricomSiI}z{i?i@Q} (k=0,1,2,...,n; n=1,
2,...) bude ogranitena. U odeljku 2.2.4. daje se norma za po-
linom kod koga Je matrica {A\%x} definisana sumatornom funkcijom
\P(z—) I na kraju, u odeljku 2.2.5. daju se uslovi za ograni-
¢enost norme trigonometrijskog polinoma ko)1 su pozitiwvni =za
svako t_é(o,g), gde je o0 < d < I.

2.2.1., Procene normi u slulaju monotonih
koeficijenata

U ovom odeljku se daju majorantné procene ga norme tri-
gonometrijskih polinoma, gde se za koeficijente X% uvode izve-
sne pretpostavke. s

SPAV 1. Ako je niz AW (k=o,1l 2,...,n, n=1,2,...) posi-
tivan nerastuéi po k, tada za norme trigonometrijskih polinoma

vazis
Bfﬂ. AT
N m K
(a) 02 < X3+ Aty
i
—_— Z ~m 8 m AT
> ’ ) K
(b) “Un” S IN, + 5?5:'5- T -

Za dokaz ovoga stava bide nam potrebna:

Lema 1. Za norme trigonometrijskib polinoma vaZi:

m-1 B
(a) H'U;ﬂsa‘%-(y AN In(21c+1) + !Xf,‘,lln(Zn-!-l)) +

S

=0
w-1 m
+ > 1AXK] + 1A%,
K=o

(v) “55”‘5 ﬁ%(

/13

-1
IAXNY | 1n(k+1) + Kﬂﬁln(nﬂ-l)}

X
“g
Q
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™ -1
22 1AXW] + 2127,
K.:’w
Dokaz leme 1. (a): Ozna®imo pomodu

m m ’

(2.30) K (t) = 52‘1 +Z Xicoskt.
K-
Tada je prema (2.6) !

loxll = 2 {“Kn“) lat.

~

Abelovom transformacijom jezgro Kn(t) dobija oblik

m-1

(2.31) K (t) = Z (XX =X&n )D, (£) + XaD_(t),
‘ _ K= 0
gde Je
(4) singg;lt
Al = 281an ’

t.z.v. Dirihleovo jezgro [28].

Integracijom i majoracijom lKn(t)I dobijamo

| x
(2.32) \luy | = -flx (t)lat < ZlAkKlLk + Xl ,

k=0
gde su

2\'[
= f}LIDk(t)Idt

Lebegove konstante za koje je (videti. (2. 14)) P. V. Galkin
[17] pokazao da va¥i ,

(2.33) | Iy & JI,Lln(:zma) + 1.

KoriBéenjem (2.33), nejednakost (2.32) postaje

m-1
(2.34) ol g %‘( 2 1AXY |1n(2x+1) + lA"Hln(Zn—rl)) +
K=o

M-\

+ D AN+ G

K= g

i time je lema 1. (a) dokazana.
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Dokaz leme 1. (b): Za neparne polinome norma je

X
(2.35) llﬁg\\z]—%fomn(t)ldt,

gde Je
N (%) ~Z A%sinkt.

Abelovom transformacijom jezgro Nn(t) postaje

m-1 '
(2.36) N (t) =-K}:Amk(t) +20D (1) - XD (%),
a
gde Je
— singilt sin%}
D (t) = — T .
Sin:z

Kako je Do(t) = 0, imamo
A

I e
“l—f;“ = ]%[m (t)lat < ZlAM | ;%folbk(t)ldt +

(2.37) m, 2
+ >l U-i_lmn(t)ldt'

Integracijom IDk(t)l, uz kori¥éenje majoracije, dobija-

mo

]C JU ik
lle(t)ldt\-]-'[ -—--,c-—sn 'dt—-Lk.
T Jo k o Sin? /2

Za»uopéteﬁe Lebegove konstante Lk/Z Galkin je pokazao (videti
(2.12)) da Je

(2.38) Ly = Hin(ier1) + 1.
Majoracijom (2.38) izraz (2.37) postaje

7t
(2.39) ”U*“ %( 2 14Xk 11n(k+1) + ;xmln(ml)) +
K=

'ﬂi

+ 24 A + ZSX":\‘,
=~

8to predstavlja dokaz leme 1. (b).
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Napomenimo da iz leme 1 sledl da su uslovi

m-1

(2.40) > AN a(2es1) = 0(1) (n=1,2,...),
K= A1
(2.41) Xnin(2n+1) = (1) (n=1,2,...)

dovoljni za ogranidenost normi HU;" .

Dokaz stava 1 sledi direktno iz leme 1. (a): Kako je
niz X« nerastuéi i pozitivan, znadi da je INu=Xysl=Xk=Aues
1 1A% =)%, te zamenom ovih vrednosti u (2.34) dobiljamo

n-1
HU" I < ( Z AXK 1n(2k+1) + X5 1n( 2n+1)) + O A+ X =

K=o
m

Ax

odnosno tvrdenje stava 1. (a).

Dokaz stava 1. (b): Kako je opet niz \'x positivan i ne-
rastuéi, analogno prethodnom dobijamo

(YRS %(Z A 1n(k+l) + X3 1n(n+1)> + 2ZAX.< 4200 =

K=
xe kel 8 < 2%
"') .4

= grg Nl v 25 20 ) ¥
K=1

3

X
i

5to predstavlja dokaz stava 1. (b).

STAV 2. Ako je niz Ax (k=0,1,2,...,n; n=1,2,...) neo~
~padajuéi po k 1 X3 2 o, tada za norme trigonometrijskih poli-
noma vaZi:

. n=1
(&) HUQN \( %‘nln(‘th*l) — XFY; + 21':‘)“ 8 -xb&
A | < Zk+T
(v) “E;H S %%J&ln(n2+n) - 2271 + 427 - %% %fr .
K= 9
Dokaz stava 2 (a): Kako je IAXkl = =AXk 1 DA =A%,

to zamemom ovih vrednosti u lemi 1 (a) dobdijamo
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”U | < ( Z Miln(2k+1) + 2% 1n(2n+1)) - ;AXQ + 25 =

K= 0

-5[( Z N 1ngErd + X1n(2n-1) + X';,ln(znﬂ)) X2 X &

'n'\ q—.

$ Fo0ia(4n®-1) - o + 2X5 - =3 L
K= 1

~

onosno tvrdenje stava 2 (a).

Dokaz stava 2 (b): Sada je ALl = =ANL 1 X =
pa zamenom u tvrdenju leme 1 (b) dobijamo

I« & (>

k=4

Xkln(k-kl) + A»,,ln(n‘i—l)) - ZZAXK + 220 =

K= {

n-1
= -]% (-—Z ’an-]'%}- + Anlnn+ Al‘,ln(ml)) - 2X% + A% =
K=1 ;
4 g
Bm‘ Ak
L KT 0
k=1

1n(n +n) + 45 - 225 -

%lm

8to predstavlja dokaz stava 2 (b).

Napomenimo da odgovarajuéi rezultatl stava 1 1 stava 2
imaju asimptotski istu vrednost ako je X'k = 1 za svako k. Ovi
rezultati inafe se jedino tada i mogu uporediti. Za Xi= 1 kao
specijalan slulaj dobija se pognati rezultat za Lebegove kon-
stante ~ '

oyl = 1, = Fann s Q).

Napomene uz stavove 1 1 2.

S obzirom da majorantni lzrazi za norme ||U}|| u stavo-
vima 1 1 2 ne moraju bilti qgraniéeni, od interesa Je ispltati
uslove koje treba da zadovbljavaju koeficijenti Xk (pored on-
ih veé naveddanih) da bi t1i izrazi bili ogranileni za svako n.

Da bi norme HUQH-, odnosno MG;H u stava 1 bile ograni-
¢ene, dovoljno Je da sume

(2.42) é%éim odngsno zz_%§

W=7 Ka 1
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budu ogranidene za svako n=1,2,... . Da bl norme u gtavu 2 bi-
le ogranidene, pored (2.42), neophodno je da bude Xiln nogra-
nideno (n=1,2,...). Drugim redima, najbitnije je ispitati sumu

2 A
(2.43) -

K= 4
Jer Je ostalo oligledno.

Posledica 1. Da bi suma (2 ,43) za A< >0 bila ogranidena,
dovoljno Je da bdbude

K

(2.44) Z )\,, 20(“1—%;)’ p>1 (k=0,1,2,...,n3n=1,...)
n

Dokaz: Abelovom transformacijom (2.43) postaje

m-1 m
,(:quk' VT LY

=3
3 obzirom na (2.44), dobijamo
M m m-1 1
A %
L M el - = (O,
2 ® < 12; (1+1)1nPk Y2 ToPx 9

e=2 M
Jer redZ (k 1)1 By , P>1, kXonvergira, a 1 gk - 0, N,
+ n n*

Posledica 2. Da bl suma (2.43) =za 3(130 bila ogranide-
na, dovoljno je da dude -

zzgk=67(ka), a<l, (k=0,1,...,030=1,2,,.,).
V= |}
Dokaz: Abelovom transformacijom (2.43) postaje
-1

5_“ qu IR

odnosno

- A oMx* wm,n”
P <D mEy = O,
=1

K& MQnu
136 T2] konvergira 1 =y -> 0, n—» oo ,

r\43~ihv13

-Jer red

K=

-
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2.2.2., Ogranidenost normi kada su koeficijenti
razloZeni na faktore |

U ovom paragrafu -ispltademo norme parnih trigonometrij-
skih polinoma zadatih pomodu matrice{Nu] 3iji su koeficijenti
izraZeni u obliku proizvoda, tj.

Nk =old B (k=0,1,2,...,n; n=1,2,..,).
U ovim gtavovima dademo dovoljne uslove za koeficijentec%? i

(OX da bi norma HUQH bila ogranidena.

SIA.V 3. Heka je A,': :d;‘ (5: (k::o,l,z!,...,n; 11«11,2,...),
tada su uslovi

n-~1

(I) 2 1AdRI =O@) 1 «ff=O) (n=1,2,...);
K=o
T o
(11) S.I%'+;§:ﬂmcoskt|dt = (D(1) =a svako mgn=1,2,...
o K= 4 .

dovoljnl za ogranidenost norme HUﬁN za gvako n=1,2,... trigo-
nometrijskog polinoma.

Dokaz: Neka Je

H

I :
(2.45) lloz ) J%j;lxn(t)ldt,

gde Je

K (t) = °(°Gw Zo( fecoskt.
n & i
Abelovom transformacijom izraz Kn(t) postaje

-1 m K
K (t) => AO(Q"'(%“ +Z‘ (Jcosvt) + o(:(” +Z pJcosvt),

o NP . - 5
$to zamenom u (2.45) daje
iy Ko ox
(2.46) HUQ“ < 1AL j?;g !2" +-\,Z=: o cosvt|ads +

=0

3

ol

T
+ Jolml %,gl +‘§T Ahecosvtlat.
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Kako je po pretpostavei (II) integral

g X
12 = S }%’+;§_nﬂcoavttdt = 67(1) za svako Xk ¢n,
0 =
to Jje tada

<

™

m-9
o »,..Nn " n
Il ¢ > 1ARITE + 1dRl D

K= 0O

n-q "
< (maz 17) > IAdkl + a1l
k k=0 ) n
odakle na osnovu (I) 1 (II) dobijamo tvrdenje stava 3, odnesno
ogranicenost norme, tj.

ier = Q@) (n=1,2,...).

m ham .
STAV 4. Neka je.lw=dnpk (k=0,1,2,...,n; n=1,2,...),
tada su uslovi ' '

m-2
(1) > (eeD)IAR =0(1) 1 nlAelgyl =T(1) za svako n,
< |

S

=0
JC o ™M .

(11) 5 lj‘ +Z Prcoskt]dt =»'0(l) za svako m¢n=1,2,...
o =1

dovoljni za ogranilenost norme parnog trigonometrijskog boli—
noma.

Dokaz sledi neposredns iz Sinjenice da iz uslova (I)
sledi ispunjenje uslova (1) stava 3, 8to vidimo iz:

™ n- .
STHALE =5 (er 1) (1T = 1A %) + nlAdTL| <
K=o K=o

m-2
< Z‘(k+1)|Aq‘d7'<l + nlAdmal,

=0

$to je ogranifeno s obzirom na uslov (II). Dalje dokaz gledi
na osnovu stava 3.

Napomena uz stav 4.

Ako je A= o (to je, na primer, sludaj sa Fejerovim postup—
kom, kod koga Je du= 1“5%1 ), tada je uslov (I) automatski is-
punjen, a umesto uslova (II) doveljno je da bude



LR
5+ Glcosktldt = k1) (n=1,2,...),
=1

Ju
o

odnosno, da bude ogranilena norma UUgl. Znadi, ne mora biti

ogranifena za svako m< n, veé samo za m=n.

~ M AT
STAV 5. Neka je Xu=dif3x (k=0,1,2,...,n; n=1,2,...).

Oznadimo pomodu

¥ 2
(2.47) \P(m,n) = 5t ﬂl é:_akcoskt,dt

K=

gde je m¢ n=1,2,..., tada su uslovi
m-14 o
~
(1) > 1AL 1IN (k,n) = Q1) (n=1,2,...),
K= o

o
(I1) dm(n,n) = @(1) (n=1,2,...)
dovoljnl za ogranidenost norme HU;ﬂ”, n=1,2,... trigonometrij-—
skog polinoma.

Dokaz: Ako u dokazu stava 3 u izraz (2.46) uvedemo

(2.47), dobijamo
-1

el & > 1A (e,n) + 1631 P (n,m),

k=0

2

8to je, s obzirom na uslove (I) i (II), ogranieno, tj.

Il = @ (1) (n=1,2,...).

Kako su stavovi 3, 4 1 5 viBe teorijskog karaktera, to
se oni, uz izvesne vrlo slabe dodatne pretpostavke, mogu gve-
sti na jedan za primenu vrlo praktidan stav.

STAV 6. Neka jJe P =<IQCC (k=0,1,2,...,n; m=1,2,...),
tada -su ‘uslovi '

-4

(1) > 1Iaduiink =O), oo =D(1) 1 ML=C(1), n=1,2,...,

K:"

(11) W) = Il = D) (m=1,2,...)

dovoljni za ogranidenost norme HUQH (n=1,2,...) trigonometrij-




skog polinoma.

Dokaz: Kako je za k=n \ﬁZn,n) = UU;“ , to se mo%e de~
siti da‘fa(n,n) bude ogranileno za sgsvako n a da‘{f(m,n) ne bu—
de ogranicdeno za m< n. Zatim, kako jJe po pretpostavci norma
luell = (D(1), n=1,2,... to je prema uslovu (a) S. M. Nikoljsk-
og (videti st. 11)

~

(2.48) 00 = (1) za svako k i n.

Kori%denjem (2.48) u (2.28) dobijamo da jJe

p -\ (5':
(2.49) Plam & &2 oy = O (1nm.

Sada dokaz stava 6 sledi 1z stava 5 jer zadovoljava

uslove (I) 1 (II) stava 5. Naime, koriBdenjem (2.49) uslov (I)
stava 5, uz pretpostavku da je AoD= (1), svodi se na

m-4 - g

> 1Al = O (1),

=1 .
odnosno na uslov (I) stava 6. Zatim, uslov (II) stava 5 je .
takode ispunjen jer je dm = (J(1) 1 %ftn,n) = NUS“ =(£>(1),
to je na osnovu stava 5 1 norma HU;H ograniena. Samim tim je
dokazan 1 stav 6.

Napomene uz stavove 5 i 6.

1. Ako su uslovi (I) 1 (II) stava 5 zadovoljeni 1 ako je .
\P°(k,n)w lnk za svako k& n=1,2,..., tada je klU;ll =(9(_1)
(n=1,2,...), 8to sledi na osnovu leme 1, tj. iz uslova
(2.40) 1" (2.41).

2. Ako je u stavu 5 oy = 1, tada je za ogranifenost norme HN;H
dovoljna -ogranienost norme “Ugﬂ, jer je “U;“ = HUQ“ .

3. Ako je u stavu 5 (k = 1, tada se on svodi na tvrdenje lemel
(a), odnosno na uslove (2.40) i (2.41)..

Napomenimo da se stav 5, odnosno 6 mogu formulisati i
na sledeéi nalin:

Ako je dat parni trigonometrijski polinom Tn sa ogra-—
pitenom normom, definisan koeficijentima A« (¥=0,1,2,3,...,n;
n=1,2,...), tada ogranilenu normu ima i svaki trigonometrij—
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ski polinom koji je dobijen iz polinocma Tn na taj nalin &to mu
¢lanove niza X'k po k pomnoZimo sa odgovarajuéim &lanovima niza
¥« (k=0,1,2,...,n; n=1,2,...), gde niz ¥< zadovoljava uslov
(1) stava 5, tj. gde jJe '
~m -1 TN
> IAY P (k,n) = D (1)
kat
faq] " A .
il1i gde niz ¥« , s obzirom da za Xk = C?(l) je \fik,n)=(9(1nk),
zadovoljava uslov (I) stava 6, tj. mslov .
-1
S mddink = Oy, n=1,2,... .
W=
Ako je ogranidlena norma “Ugﬂ trigonometrijskog polino-
ma definisanog koeficijentims Ak =difx (k=0,1,...,n3n=1,...),
tada Je ogranicena i norma polinoma definisanog koeficijenti-
ma Ok , ako é% zadovoljava uslov (I) stava 5 ili uslov (I)
stava 6.
' Dokazademo Jjo8 nekoliko stavova o ogranifenosti norme
HUQH ; no, za, razliku od prethodnih, dovoljni uslovi za to
bide ovog puta 1zloZeni direktno preko faktora dx 1 (AR koe-
ficijenata A« . U tom cilju potrebna nam je sledeéa lema.

Lema 2. Neka je A% = ok (3% (k=0,1,2,...,0; n=1,2,...),
tada za parne trigonometrijske polinome vaZi

m-1
HU;“ £ {T{Zl(ngo&mlrl(Zk—bl) + Ia('l(flJln(Zn-i-l)} +
K2 0O

m-12
+§{Z(k+1)(xo(z,&(sm + 1Ay AB%il) + nld%“A/&:.‘.,l} +
. -0 et

+ S IpRAR] 4 ldafnl.

%= o
Dokaz: Norma HUQH je

I
2.0 , .
5 S; IIln( t)latg,

#

(2.50) “U;”
gde Jje . m
M (t) = f2 4+ S aloskt.

Kom A

Primenom Abelove traniformacije na Mn(t), dobljamo
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(2.51)  M_(t) ~Z (ebol D, (1) +Zotmu& D () +om@nD (1),

L ¥

gde je 2k+1

Ponovo primenom Abelove iransformacije, samo na drugu
sigmu u (2.51), dobijamo

m-1 m-2 '
" _ m Lam M m
(2- 52) K'E_o 0(0"«) MKDk(.t) = ';:b (O(KH A /’:‘K + AO(n-HABKM)Fk(t) +

¥ odmABay B (%),

gde je
1 sinx§lt 2
F (t) =
X A
sini
Fejmrovo jezgro.
Integracijom Mn(t), tj. izralunavanjem izraza (2,50),

ukljudujuéi transformacije (2.51) 1 (2.52), dobijamo

e m-1 I
2 g PROIL R RVAHERGNOIELE

ol =%
(2.53) +Z‘dx+oA &Q*‘AO(uMAde S k(t)!dt +
k=0 o)
Jc

IR ABY |2 2 Smn L(B)at + ao\m(z\ml gln (t)lat.

Kako je na osnovu (2.12)

X

D (t)lat £

2
T &Ij ln(2 1) + 1,

]‘[2.

a za Fejerovo Jjezgro znamo da je
5 I
= (17, (%) lat = x+1,
[4]

to zamenom ovih rezultata u (2.53) dobijamo

K..

HUQU RS %%{ lﬁmA&xlln(2k+l) + }Jmﬁmlln(2ﬁ+1)}
m-2

(2.54) +

nx%

{ (ki’l)( !‘lkﬁ (’5; “* A‘i&\"! A(X*“H ;) + n!dﬁiAB’h 1!} +

K:o
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m:A
+ D_I0TATL + 1R En,

k= o
odnogneo tvrdenje leme 2,

STAV 7. Neka Je P =<X:@§ (k=0,1,2,...,n3 n=l,2,...),
tada su uslovi

m-1 -
(1) S aad2t =0@) 1 v=0(1) ua evako k i n,
K=0 . .

() S e)1fert =0 1) 1 aldeid=00) (a-1,2,..),
(I1I) Minn= O(1) (n=1,2,...),

m-1

(1IV) > 16k AT |1n(2k+l) = «9(1) (n=1,2,...)
Kacgy .

dovoljni za ogranidenost norme “U;H parnog trigonometrijskog

polinoma.

Dokaz: Prema lemi é, norma je

K= 0O

Hlf;lll £ %{3 e AL In(2k41) + lom(a‘z,lln(zm—l)} +

/

=0

~

m-~2
+ 3 ;Z(ka-l)( I 8RR T + [Ady, ARV 1) + nm::Aa:-,a} +

) m-1

+ S IBTAATL + L3Rl
K=o

Iz uslova (III) i (IV) sledi da je izraz u prvoj veliko] za-
gradi ogranifen za svako n=1,2,... . Zatim, iz (II) sledi da
je kIARR]l = “)(1) za svako k 1 n, kao 1 da kKIARY I— o po k
5to zajedno sa (I) 1 (II) daje ogranilenost izraza u drugoj
veliko]j zagradi. Iz uslova (IV) sledi da je 1

m~4 ‘

Z 1pR AL = D (1), n=1,2,... ,

K= O

“a iz (III) sledi ogranilenost izraza lom@%| za svako n —>°Q ,
5to sve zajedno predstavlja dokaz stava 7.

Napomene uz gtav 7.

W
0<pet Gnbam= 6(1)
P
1. Ako je #PRt = CMX)\V (x=0,1,2,...,n; n=1,2,...), tada
stav 7 sadrZi stav 6 jer ig uslova (IV) stava 7 gledi
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ispunjenje uslova (1) stava 7 kao i uslov (I) stava 6. Za-
tim, uslovi (II) i (III) stava 7 sadr#ie uslove M. Tomida
2.20), pa iz njih sledi uslov (I1) stava 6.

2. Ako'je el =0 (in(2k+l)_p>, p:>1,.tada'u stavu 7 iz us-
lova (I) sledi ispunjenje uslova (IV), dok u ostalim slua-
jevima iz uslova (IV) sledi uslov (I). Znadi, oba uslova
(1) i (I¥) stava 7 moraju figurisati u formulaciji stava 7.

3. Ako-je dx = 1, stav 7 prodiruje rezultat M. Tomida (2.20).

4. Ako je % = 1, stav 7 se svodi na lemu 1 (a), ﬁé je norma
ogranitena ako su ispunjeni uslovi (2.40) 1 (2.41)

STAV 8. Ako je X% =dup% (k=0,1,2,...,n; n=1,2,...),
tada su uslovi

m-1
(1 2 IAdRI =0 1) 1 & =0, n1,2,...),

(11) ?(k‘*l)'&({xl -’-'-@(1)7 n=l’2a"°:9

5

(111)  Spinm=¢/(1) mgn=1,2,...

dovoljni za ogranidenost norme [IU} I trigonometrijskbg polino-

ma.,

Dokaz: Iz uslova (II) i (III), na osnovu rezultata M.
Tomida [3], sledi da je

|

0\.’-\%]
oLy

m
+§Z:G?cosktldt ='@7(1) za m<n=1,2,...,

Kz=1 .

.2
X

pa se dokaz dalje svodl na gstav 3. Znadi, 1z stava 8 sledi
stav 3. Obrnuto ne mora da vaZi.
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2.2.3. Ogranidenosgt normi u slufaju razlaganja
koeficijenata na sabirke '

U ovom odeljku posmatrademo norme trigonometrijskih
polinoma kod kojih su koeficijenti dati u obliku Xk =di 2p3%
(k=0,1,2,...,n; n=1,2,...).

Na osnovu dobro poznate nejednakosti

(2.61) sl = nogi] < fog?ing [iogi + g

sledi: ako je norma ||U}|l ograniZena, tada se i norme “Uga” "
~4lU;H isto ponadaju. Naime, ili su obe ogranilene ili obe ne-
ogranidene.

Praktiéno, to znadi da ako imamo trigonometrijski po-
linom definisan koeficijentima «% (k=0,1,...,n3 n=1,2,...),
tada se ogranifenost njegove norme ne menja ako koeficijenti-
ma ok dodamo 1li oduzmemo koeficijente pX (k=0,1,2,...,n; n=1,
2,...), tj., dobijamo trigonometrijski polinom sa koeficijen-

m

tima BZ,=cLTt(ﬁZ(k=o,l,2,...,n; n=1,2,...), ped uslovom da je
norma HUS” ogranidena.

U praktiénim sludajevima mi cesto i ne znamo da 1i Je
norma datog trigonomatrijskog polinoma ogranidena. Naime, mi
tu ogranilenost 1 ispitujemo. Stoga se moZe ié1l na sledede :
Ako je dat polinom sa keeficijentima «x 1 ako su koeficijen#i
o'« nepogodni za ispitivanje ogranilenodti nerme UU;" , tada
mo%emo, u nekim sludajevima, izvr3iti ,korekcije" koeficije-
nata ofk koeficijentima A% , tj. dobiti nove koeficijente ¥ =

<+ A% , gde je norma HUgﬂ ogranidena. Na ovaj na&in dobije-

ni koeficijenti Yf’mogu biti pogodniji za ispitivanje ograni-
¢enostli norme “Ugﬂ trigonometrijskih polinoma definisanih ko~
eficijentima ¥. (k=0,1,2,...,n; n=1,2,...). Samim tim, utvr—
dujemo 1 ogranilenost norme HU;H . Ova &injenica biée o0d zna—-
gaja kasnije, u Glavi tredoj, kada budemo utvrdivali F-perma—
nentnost > ~postupka zbirljivosti, 8to demo ilustrovati i pri-
merima. '

Inade, od interesa su dovoljni uslovi da bi gornje &i-
njenice doSle do izraZaja 1 s tim ciljem formulisademo i do-
kazademo sledede:

Ed
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STAV 9. Ako je norma ﬂUﬁ[{trigonometrijskog Polinoma
definisanog koeficijentima ¢} (k=0,1,2,...,n; n=1,2,...) o-
granifena, tada je ogranifena i norma [|U7 |l polinoma definisa- :
nog koeficijentima o (k=0,1,2,...,n; n=1,2,...) ako je: :

(1) Nx=olk~P% nerastuéi konveksan nig Po k za svako n,
(II) h=dn-02 =0, =3 =(XN1) (n=1,2,...)."

Dokaz: Norma HU;H = HU:AH polincma je

» o
-6
el = = (olxn(t)id-t,

gde jJe
Ay — (5
2

”
K () = + E (A% ~(3x) coskt
K=1

njegovo jezgro.

Kako je dx —(k konveksan merastuéi niz po k i kako je
M:~(£3= o, to je, na osnovu poxznatog rezultata Fejera, Jezgwo
gn(t)z.o i iz njegovog pozitiviteta sledi

N . (% m
fluzell = ifolxn(t)ldt =% goKn(t)dt = o3 - o .
Kako je prema (2.61)
e s |l - g .

to uz pretpostavku ols = B3 = 69(1) dobijamo

< Murll=ag-00=D(1) , a=1,2,... .

Hogiy - gy

Kako je po pretpostavki nq;maﬁ“ﬂ%”ggraniéena, sledi da je i
norma polinoma definisanog koeficijentima «x (k=0,1,2,...,n;
n=1,2,...) ogranilena, tj.

ol =0y (w1,2,...).

Napomena: Nekada je iz praktidnih razloga korisno keeficije-
nte AL razbiti na sabirke A% =dQ+fx tako da norme UUg{l 1
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[!Uﬁ” budu ogranidene za svako n=1,2,... .

PRIMER: Neka Je dat trigonometrijski polinom sa koeficijenti-
ma

k-1
m _k +(-1)
Ak =1 ntl

L) k=O,1,2,...,n; n“l,z,...,)::= 1’
odnosno
1: 1- 2 1~ 1 . 1- 4 . 1- __}T. } 1 __?.(__1)1’1""'1

1T i 2 om T owmr T owrree o TR .

Ovde se A\« mo¥e napisati u obliku Nk =dik +pk , gde su

k-1
OC:‘—'l-‘m, do = 1 i @rzi——]ﬁ_ﬁ-—, (5'3=o.

Norma HUQH je ogranifena Jer je to poznati postupak Fejera, a
HUQH je takode ogranifena, &to vidimd iz

2 * [54R! m m - 2 X m -1 k-1 .
ol = ﬁg |37+ S @coskt|at = i“zi—g}r— coskt|at ¢
) [+ 2. K= 1 I o K=4
2 1 2n
< ik milcoakﬂdt \Sm(z,
=4 P :
Znati, norma |

NoAll = ot g ol + flusll = )

jer su norme HUiN i HU;H ogranidene.

Napomenimo da u ovom konkretnom primeru ograniZenost
norme MU;H pomodu stava S. M. Nikoljskog, ne mo¥emo utvredi-
ti. Glavna poenta ove metode i1 nije razbijanje koeficijenata
X% na sabirke, veé njihova ,korekcija" nekim novim koeficije-
ntima ¥, tako da ogranidenost norme uugu ostaje nepromenjena.

2.2.4. lzralunavanje norme kada gu koeficijenti
odredeni sumatornom finkcijom

Posmatrajmo sada norme trigonometrijskih polinoma zada—
tih pomodéu koeficijenats Xk definisanih sumatornom funkcijom
P(u), odnosno, pomodu
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N = \P(§%§ (k=0,1,2,...,n; n=1,2,...),

gde je sumatorna funkcija ‘P(u) neprekidna, definisana na
[o,i; , takva da je (o) =1 1 \P(%) = o. Normu éemo za pome-
nuti sluéaj izracunati pod pretpostavkom da je \p(u) nerastu-
éa konveksna runkcija.

STAV 10. Neka su koeficijenti Xp= ‘(£ ), (k=0,1,...,n;
n=1,2,...) dati pomoéu sumatorne funkcije \P(u) Ako je \P(u)
nerastuéa konveksna funkcija na [o,z_ , tada Je za odgovaraju-.
ée trigonometrijske polinome

2-1,8519....

vl < &

Dokaz: Kako je ‘P(u) neprekidna funkcija na [o,{”—] 1
V(o) = 1, \P(g) = o, za procene pomenute norme |U> |l dovoljno
je igradunati ' '

(2.55) 1, () = o3l = £ g i%%E \P(EX) coskt | at.

Stavimo redom

(2.56) K (t) = +;Z_\P( L) coskt,
s
(2.57) 1,(P) = 2 (Ix () lat,
' oo T}i }
(2.58) L) =:% g' g\P(u)costuduldt.

Za velidine (2.56), (2.57) 1 (2.58) s. B. Ste¥kin [24]
je dokazao da uz uslov L(W’)::C?(l) imamo

(2.59) L () € L(¥), n=1,2,... 1 I_(P)-Lf)—> 0, n>o0,

8to znadl da Je za procenu gore pomenute norme dovoljna pro-
cena integrala L(M ).
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Kratkoée pisanja, gstavimo
K~

L(VY) = J% 5, fh(t)ldt,
gde je

h(t) = | P(u)costudu.

G \_-——.p\::

Kakovje po uslovu'\P(u);ap, nerastuéa 1 konveksna funkcija na
[o,%] i.‘P(g) = 0, to na osnovu moga rada [26] sledi da je

h(t)> o za svako t> o,

pa jJje -
L(Y) =;%.(‘ (‘P(u)costuduldt =

= J% Of ({k{?(u)costudu)dt = 1im = fl\{)(ﬁ) _(costudt)du =

0 p—ym

= 1im 2 (\pm 510U 4y

P—bw o

5to je ekvivalentno sa

L(Y) = 1im £ (\P( i) %—’ﬁ at.

p-> oo %

Kako je ‘P(u) nerastuéa i pozitivna funkcija, to je po
teoremi o srednjoj vrednosti

s P
(YY) = kP( )fsm dt, o g 3(p)<¢ o,

Kako je za svako \5(P) nezavisno od p

1 (P) I
f sint 4. < fﬁ%?ﬁ at = 1,8519...,
v [0}

to je .
2
L(Y) < £1,8519...

sada, s obzirom na (2.59), dobijamo

lorll = 2, (¥) ¢ L) € £-1,8519...,

Hin

odnosno dokagz stava lo.
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2.2.5. Ogranifenost norme pozitivnih polinoma

Videli smo da se 1z pozitiviteta kosinusnog polinoma na
[0,7¢] moZ%e utvrditi ogranidéenost norme. Za pozitivitet kosi-

pusnog reda na [o,7L] Fejer je pokazao da je dovilina dvostru-

xa monotonija (konveksitet) niza x'% po k.

Sada déemo pokézati'da se do ograniéénosti norme mo¥e
doéi 1 pomodéu pretpostavki koje su slabife od dvostruke mono-
tonije (konveksiteta), t]. dademo dovoljne uslove za poziti -
vitet polinoma na nekom razmaku [0,80], 0<d < %, po tako i
dovoljne uslove za ogranifenost norme UU;H .

STAV 11. Da bi norma HU;H trigonomatrijskog polinoma -
definisanog koeficijentima X\ (k=0,1,2,...,n; n=1,2,...) bi-
la ogranidena, dovoljno je da za neki priredan broj p budu
ispunjeni sledeéi uslovi:

(1) >\m|K—Pl - ’\”lu»p N O po k,

(11) ST1axe -0 (w1,2,...),
K= ©

(TI1) X =0@) (n=1,2,...).

Dokaz: Neka je & pozitivan broj (<¥), takav da je

p8<IC . Tada normu HU*H mo¥emo predstaviti u obliku
X

(2.60) llv2)l = % f IX_(t)lat = £ ([lxn(t)ldt + glKn(t)ldt) =

2
i( Il + ];2)9

gde je
: o
Kn(t) *—E ~Kucoskt

K= g
Odavde neposredno sledil da ogranicenost integrala 11 i

I, povlaéi ograndfenost i mnorme [[U 1l .

Ogranilenost integrala I, proistile iz slededeg:
Primenom Abelove transformacije na Kn(t) i megovom in ~

tegracijom dobijamo

i

B

cosktldt

qv
¢ 3
?f?\/*
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s sin(k+ -2-)1; m sin(n+ %)t
B ( D A —— ¢ X, T at <
i o 2sing ZSin?
T — v
m- " sin(k+3)t ) gin(n+ 1)t
< ZlAKUfI % ‘d‘t+ P ( ‘ tz ’cl{ <
P, : 7 281n2 5 25tn2
m-1{ J T"—
<o AT gty m‘“mf :rr(zomx.d + bWE
K=o 5 Kz )

pa je ogranilenost integrala 12, 8 obzirom na uslove (II) i
(I11), otigledna.

Igspitivanje ogranidenosti integrala Il je znatno sleo-—
Zenije od ispitivanja ogranilenosgti integrala 1.

Ogranidenost ihtegrala 14 dokazademo koriséenjem pogi-
tiviteta polinoma K (%) na [0,8 1, t3j. utvrdivanjem usleova za
koeficijente X'k dovoljnih da bi

n
m
K (%) =3 +> Xkeoskt 3 o

k=4
na razmaku [o,d ].

Kako je p§< JT , to je sinpt > o na [o0,d ], pa poli -
nom Kn(t) mnoZenjem sa sinpt ne menja znak, tj. izraz

(2.61) ( zko +Z Xk coskt) sinpt

ima igti zZnak kao i polinom Kn(t).

Kako je Ak =o za svako k>n, to, radi jednostavnijeg
dokaza, umesto polinoma (2.6)) moZemo formalno preél mna red,

ra je

- oo
" <
(Xu 41 *kc°bkt>viﬂpf = (%f +§E¥X¥coskt)sinpt =

=4
e -, 1 < ~ \
= =~ sinpt + > lu(sin(kw&»p)t - s:!.n(k-p)’f;,=
K= 1
)\2 [l
= 7Tsinpt + %:i;xzsin(k+p)t'~ Zz_lubin(k“P)t =

k= K 4
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100 =
A -
= — sinpt + 3 E X,p sinmt - %E )\LP sinmt =

oo /m=P+I : ’m:-—P.;’
- %"‘-sinpt + %Z (fm_P'~};+P )sinmt - % Ay o Binmt =
"""1:f’+l v '?)I:‘P-fj

= 208 -0 dstnpt + 32 (Nop-Xa,p)siome —

1 M=p+1
- o ‘
-1 " - 1 ™ =
2Z>~m\+,o sinmt 3 myp B1DME =
(m=‘P+] rmz,’ ‘
oo . p-1 p-1 :
1 WS ! - lz . -
= 5 ('}’”"P, )kwp )sinmt + QKZ.XP_K sinkt 5 _}\MP sinkt =
’M:P =1 K= |
oo p-1
= 3> O -)X" einkt + 12()\M - X" )einkt =
= 2L YT Ty 2 - e =
: [= =
1 n
(2.62) . =3 b, sinkt,
. k=4
gde je o ”
Mok = Auwmp 5 L&k DAL,

(ﬁ\
b}fcl.P = )““.Pl ")'Hp 2{

) ~M
A‘L_p “)k;(.rp y P{k< oo .

Na osnovu rezultata M. Tomida [4!, gde je za pez_i‘tivi—
tet meda Ligne ‘ '
g b.sinkt ma [o,51
K= 4

dovoljno da ka, o, proizlazl s obzirom na uslov (I) stava 11,
da je i red (2.62) pozitivan, a odavde je i suma

o2 m+p

,‘ . n - n 4
(2.63%) 3’: bk,Psinkt = :S_ bk’Psinl-.ct > o,
=1 K= 4
jer je p = 0 za svako k> nt+p. Eako je sinpt> o na [0,53,

k,p
to je 1 polinom

3

A’aj’— +Z>:ZCOS kt»o na [o,d].

K=}




Ogranlcenogt integrala e sledi 1z:
x
o o ™
I, = g:lﬂf +£Zixxcoskt\dt =
. =4

(o]

X‘
(= +Z A% coskt)dt =

K= 4

0\/‘\-‘,

X% < X2 -
= 524 +> Heinkd,

pa na osnovi (2.60), sledi da je i norma HU;H ogranilena za
svako n=1,2,... .

NaveSéemo neke speclijane glulajeve niza b

| X,p’
1. Za p =1 niz b{c‘lge
D VISP VIED WA i L N VA =X 5 AN, AT
2., Za p = 2 niz bﬁ o Je ' )
P R R N S . D .G
Ny Masa ) N, N "

3.280 p= 3 niz b 3 je

Ovde vidimo da su svi ovi uslovi koje zadovoljava niz

bﬁ P slabiji od konveksiteta.
b
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G1lava treda
FINITNI POSTIPCI ZBIRLJ;VOSTI FURIJEOVIH REDOVA

U Glavi prvoj su definisani N-postupcl zbirljivosti
Furijeovih redova, dati matricomi)&}(kzo,l,...,n; n=l,...).
U isto}j giavi su definisani permanentni i F-permanentni po-
stupei zbirljivosti Furijeovih redova.

Videli smo da su uslovi S. M. Nikoljskog [16] za P-per-
manentnost finitnog A —postupka |

(A) lim lq.'g: y k—'-‘-'o,l,...,

m - O

(B) ”U;H =,§ (lTT +> Nxcogkt|at = (1), n=1,2,...
o .

potrebni 1 dovoljni.

Kod permanentnih X —-postupaks smo umesto uslova (B)
imali uslov (1.10), tj. uslov

T
" m
(3.1) S Xk =Nm 1 =01)  (nm1,2,...).
. ) K= i ’ .
Odigledno je da je za‘proveru uslov (B) znatno sloZe-
niji od uslova (3.1) (odnosno (1.10)), pa su zato i F-perma-
nentni postupci za proudavanje sloZeniji od permanentnih.

Kako je za F-permanentne postupke najkomplikovaniji
uglov (B), odnosno ogranilenost norme parnog trigonometrij-
skog polinoma, to éemo kori3denjem rezultata iz Glave druge
koji se odnose na norme parnih trigonometriiskih polinoma
formulisati i dokazati stavove koji dajin dovoljine uslove za
F-permanentnost \ —postupka definisanng trougaonom matricom
{XQ}'(k:o,l,Z,,q.,n; n=1,2,...).



-.4_0..

Pre nego 8to predewo na formulisanje 1 dokaz stavova
kojl se odnose na pomenute F-permanentne postupke zbirljivo-
gti, prvo édemo dati pregled poznatih rezultata iz ove oblas-—
ti.

3.1. PREGLED POZNATIH REZULTATA KOJI SE ODNOSE
NA F-PERMANENTNE POSTUPKE ZBIRLJIVOSTI

Jedan od najpraktiénijih i najjednostavnijih stavova
koji daju dovoljne uslove da bi jedan A .—postupak bio P-per—
manentan je da postupak ima pozitivno jezgro Kn(t), jer je
tada norma

T T
° e’

te je za ogranieno Ao uslov (B) ispunjen, odnosno norma po-
menutog postupka Je ogranidena. Ako je uz to ispunjen 1 us-
lov (A), tada je ta] postupak i F-permanentan. Nedpstatak
ovoga stava Je u tome 3to Je mali broj postupaka'sa pozitiv—
nim jezgrom, pa je i broj A ~postupaka koji podpadaju pod ta}
stav malil. '

Tipidan primer ovoga stava je Fejerov A-postupak defi-
nisan koeficijentima Xi= 1 - =& (k=o0,1,...,n; n=1,2,... ),
koji obidno nazivamo (C,l)-postupak. Jezgro ovoga poestupka je
pozitivno, 8to gse vidi iz &injenice da se ono mo%e napisati u
obliku ) ‘

sinn+lt 2
o ok
09 = |\ TR 2

Znadi, kako je ispunjen 1 uslov (A), to je na osnovu gorapo-
menutog stava ovaj postupak i F-permanentan.

NaveS8éemo jo3 neke F~permanentne postupke sa pozitiv-
nim jezgrom:
1. Lebegov postupak definisan koeficijentima
n
A= Au(h) = §%%¥Q

., b = - O

B
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pored toga 5to ispunjava uslov (4) ima i pozitiwvmo jezgro.
Ovo vidimo iz

[o=]
K (t,h) = % + S ginkh coskt _
K=

Xh
gi za |tl<h |
1(n § inkh Kt 1/ % '
= =~ 4 Ln cos ) = —L za -t = -I ‘
h (2. K1 k h 4 h, ' j
) ga h<itigTT |

Znadi, L-postupak jJje F‘permanenfan (videfi 1.

2. Rimanov postupak Je dat koeficijentima

koefiotdents
wﬁh(h)m(a%m) nelo o,

te “mu Je jexgro

- _ 1
Rn(t,h) = ;?

B

{f{(zk—-t) za o< t<2h,

0 za 2h¢<tgsTC .

Ono je, zna%l, pozitivno. Kako vaZi i (A) ova] postupak je
P-permanentan (videti [1]).

Kod prethodna tri postupka utvrdili smo njihov poziti-
vitet na taj nain 8tc sme njihovo Jezgro-kosinusni polinom
umeli da prika¥emo u zatvorenom obliku., Medutim to nije uvek
moguée, pogotovu ako ne posmatramo neki konkretan postupak
ved Cltavu klasu postupaka. Zato su od initeresa stavovli koji
utvrduju pozitivitet kosinusnog polinoma{ 1li reda) ns ogno-
v ogsobina njegovih koeficijenata,

Fejer je pokazao da Je za pozitivitet kosinusnog reda

—2- + z ’\KCOBkt )\1‘""? 8] n—» o0
dovoljno da je niz Xk dvostruko monoton, tj. da Je

(3.3) AQ$J=XT-}ﬁ“473 o (k=0,1,2,...),

(3.4) Xy = Xe= 22ny + Xkea  (%=0,1.2,...).




N

Kod finitnih A -postupaka, gde je A% = o za gvako k>n,
jezgro Jje oblika

ul
2o 4 g: Ak coskt
2 M:,

i kod njega se javlijaju dve nepotpune diferencije

~ _
A?Xl,.zdlgq-:zxx

KXy <20,

Da bl se na finitne XA -postupke mogao primeniti ovaj
rezultat Fejera, tj. uslovi (3.3) 1 (3.4), potrebno je da 1
zadnje dve nepoipune diferencije budu pozitivne, tj. treba
da budu konveksni i nizovi o

X"Oy ->\~i: m2’-~-9 )\Mnr Qo

Xy >C1’ 7f%,..., )Pn, o, 0.

Posmatrajmo sada (C,®)-postupak za 64 1 ( pri €= 1
ranije je ispitan). Kod njega su koeficijenti \U dati pomoéu

P ()

M n-k

K = k=0912 * o np
IPanz, H » » [

gde Je

P®) = gﬁ;:l)j01+2)...¢9"+g) Cp a1,
n! -3

Jezgro definisano na ova] nalin nema uvek isti znak, Sak za
o ¢#<1 manja n-puta znak u razmaku (o,IT).

Kod ovoga postupka pretposlednla 1 poslednja difere—
ncija su
P,(8) - 22 (&) o _

AN =X, - 2 = =
P, 6 ?,(8)

£ = =2 > o,
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odakle se vidi da je 4225 ,> 0 za $31, a &%, <0 za o<f< 1.
Znadi, za ¥>1 (C,H)-postupak je F—permanentan na osnovu sia-
va Fejera jer zadovoljava uslove (3.3) 1 (3.4).

Kada jJe o<8<1, tada je A2X7., <o, pa se na taj slu-
¢aj ne moZe primeniti Fejerov gtav. Kod qhga su diferencije

P, #-1)
" = n-k . P 1 ;
AK""“‘““""’"‘"“'"’ Pn(;) > o A ) > o

n

~

'9' (6' -1 ) Pn“k“‘z (9_)
(n~X) (n-k~1)P (&)

4+ -1
v &)

2
AN Xk = £ o, ¥=0,1,2,...,n~2,

AZX',’(:X:-‘M - 2/\':‘“ =

AN = L5
P &) '

odakle se vidi da je ' -

™ “ g L, ]
A‘D, ')\1’ Kz, LA ] /n’ O » O

monotono opadajuéi niz, a niz

>?0, Xy, A%, .., A, 0 Je konkavan, pa se na njega ne
mo¥e primeniti Fejerov stav. Ova] postupak je ipak FP-perma—

nentan, Bto je dokazao M. Ris [9].

C. M. Nikoljski je posmatrao finitne A-postupke zbir-
1jivosti nezavisno od toga da 11 jezgro menja znak. Naime,
on je u radu'[16] za pomenuti Zinlini »-pogtupak pokazao da
ako je niz

(3"5) X‘“Q, ’/\'.hl? X"Z""" X, 0

n’
konveksan 111 konkavan, t}. ako su druge diferencije
BXh= \%- 2Nust +\rra  (Xk=0,1,2,...,n~1)

stalnog znaka, tada su uslovi

e oty s e A "B = R ]
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(A) lim Xi= 1 (k=0,1,2,...),
n-—»oo

(o) Xk = (J(1) za svako k i n,
n "

(8) ‘:El 3%ﬁ¢I = (D(1) za svako n
K= 4

potrebni i dovoljni za F-permanentmnoast X~postupka.

Ovaj stav proSiruje stav Fejera, jer ako je niz

(3.5)

konveksan ne mora biti i monoton, niti, pak, mora biti niz

m
X'

ﬁl’ ,“é, ey 3rn, o, o konveksan.

B. Nad [5] je prodirio rezultat Nikoljskog ne pretpo—
stavljajuéi konveksitet niza 2k . On Je pokazao da je dovolj]
an uslov da bi finitni X -postupak bio P-parmenentan da pored

-mglova (A) bude ispunjen uslov

(¥)

"n-1{
- L. l&iﬂl = @ 1), .
;;S(n ) Inz=plA Ax (1) @*w

J. Karamata i M. Tomié [1] su dal? ®ovoljne uslove za
matricu {X&} da bi finitul A-postupak bio F-permanentan. Poka-
zali su da je pored uslova S. M. Nikoljskog (A), (o) 1 (8)

dovoljno da bude ispunjen uslov

m-2
(3.6) K};OQQ I = O(1)
gde Je

n _
Qk“'

{ (n~k) lni§E za

(n-kX)In(n-k) =za

%8 gvako n,

o{kgn -vyn ,

-

n ~vVn k< n-2.

Ovaj rezultat sadrZzi rezultat Nikoljskog 1 pro3iruje
rezultat Nada jer ne sadrZ?i pretpoglednju diferenciju. U is~-

tom radu, J. Karamata 1 M. Tomié¢ dali su jod jedno prodirenje
stava Nikoljskog, oslabiv81 uslov konvekgiteta, dokazavsi

stav:

Finitni A -postupak je F-permanentan ako Je niz

Xt‘o’ AM]_P Xﬂz,v.-. 9 lﬂn

za avako n

konvekgan 111 konkavan, zatim ako su lispunjeni uslovi



(A) 1im Ak = 1, k=o0,1,2,...,
n-> o
(3.7) 4 = Q?(l) za svako n,

m

(3.8) EZ'Eéﬁii = 01), n oo

i ako je: _
1° Ay = 220 > w(ﬁ) , (odnosno < (O(I%l—n-) L.

zavigno-od toga da 11 je gornji niz konveksan ili konkavan
i11 2°

(3.9)  Xh= ),
(3.10)  V¥AX =D (1),

(3.11) > & -0
Kz=M+)

gde je N =[n+1-Val.

M. Tomié [3] je dokazao da ako je niz X'k (k=o0,1,...,n;

n=1,2,...3 X5 =1 ; X, ,= o) kvazi-konveksan, t). ako Je

OO

(3.12) > GDIBAR =D (1) 28 n—> oo
K= o
da je tada za ogranilenost normi
X
Hox it = 2 §11 +f? Mpcosktidt = (J(1), n—> oo g
n 3{ 3 .g 'K‘:_n Wi - ‘ * . e 4 ) -

potrebno 1 dovoijno da bude

(3.13) 2inn = (D{1), n-» oo,
Ako je uz po ispunjen unslov (A}, taj > -postupak je i P-per-

nmanentan,

Problem infinitnih X -postupaka prvi su kompletno po—

stavili i resavali J. Karamata i1 M. Tomié. Iz te oblasti onit
au dali dogta rezultata. NaveBdemo neke od njih.

U radu [2] oni su dokazali da je za F-permanentnost
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infinitnog postupka definisanog matricom {A%] (k,n=1,2,... )
dovoljno da vaZi:

(3.14) Xe = 1 kada n=> oo za svako k,

(3.15) Xx ==«7(I%E) , kw00 za gvako n

i da postoji ceo broj m,‘konaéam 111 koji teZi begkonalnosti
zajedno sa n, takav da je

(3.16) Z I k| In B K N = (D(1), n» o= .

U istom radu [2] J. Karamata i1 M. Tomié su dokazali 1
slededéli stav.

Da bi jedanﬂk~postupak definigan pravougaonom matric-—
om{)«}‘bio F—permanentan, potrebno je i dovoljno da budu is-
punjeni glededi uglovi:

(4) 1im3%= 1 2a svako k=0,1,...;
n->co

da za svako n postoji broj M_ (koji zavisi samo od m) ta—-
kav da Je za gvako m

. w
m
(3.17) 152 +2 Alcoskr|ar & M ;
K= 4 m

da je niz
def

(3.18) F{E) = 1lim 3—2~+2>\ cosks|dt =

n =

m M

—

ol
]

TN

uniformno ogranifene varijacije, tj. da je
T R

(laxTeTl =0 (1), nv oo .

Naveddemo jo8 1 rezultat S. A. Teljakovskog [23] koji
se odnoai na infinitne A —postupke zbirljivosti. Neka matri-
ca = (XNk) zadovoljava sledede uslove:




- 1
|

(3.19) S 1A = 0 (1);

K= 0

(3.20) za svako n postoji taukvo m da jJe
" 1,3’"1&%« AN, 2
=9

, + S-IZAX'»\H- A>\.n,,+(,+k

i=7 k=4

=0,

i

gde Je | |
Y g = min([%]; [Q§$]) ;

(3.21) za gvako n postoji broj M (kxo03ji zavisi samo od n) da

Je
A% in(k+2) € M,
tada su
(A) 1im X = 1, n—> oo za svako k
n—» co _ :
Ak = N : |
2 m-k " mrk @(1). za svako n
K= - ,:

pdtrebni i dovoljni uslovi da bi X —postupak bio F-permanen— 5
tan za sve neprekidne funkcije. ;

3.2. DOPRINOSI TEORIJI FINITNIH POSTUPAKA S
ZBIRLJIVOSTI FURIJEOVIH REDOVA | i

U ovom paragrafu formulisaéemo 1 na osnovu nadih rezu- .
ltata 1z Glave druge ocdeljka 2.2, dokazademo neke gtavove ko-
ji daju dovoljne usiove‘za"matricu{XQ}(k=0,1,2;...,n:n=1,..)
da bi jedan finitni 2 -postupak dio F-permanentan.

3.2.1. Uslovi F-permanencije dobijene razlaganjem , 5
koeficijenata na faktore !
|

STAV 12.Ako je X —pogtupak definisan koeficijentims
A% = ok AR (k=0,1,2,...,0} n=1,2,...), tada je za F-perma-
nentnost X\ —postupka dovolino da budu igpunjend slededéa tri
uslova:




—48—

(4) 1im X'« = 1, k=0,1,2,...,
n—» °<
m-1

(1) 2 und -0y, o =0, ma1z,..

X
(11) J%g‘ I i(& coskt'dt = 0(1) za svako m<n=1,2,... .
o K=1
Dokaz: Kako je uslov (A)-dtava Nikoljskog ispunjen, a
uslov (B) sledi iz stava 3, tj. iz pretpostavke (I) i (II) ,
proizlazi da je A.-postupak F-permanentan.

STAV 13. Ako je X\ -postupak definisan matricom (XY =
={X A7} (k=0,1,2,...,n; n=1,2,...), tada su uslovi

(4) 1im X} = 1, k=0,1,2,...,
n-» o
(1) Y-(k+l)|A9‘ w =0(1) i nle('n_‘l z(Q(l) za svako n,
k-
(11) g ’%’ +Z(~”ncosktldt = (0(1) za svako m¢n=1,2,.:.. .
o K=

dovoljni da A -postupak bude F-permanentan.

Dokaz je oligledan jer je uslov (A) pretpostavljen, a
uslov (B) sledi iz stava 4, odnosno iz uslova (I) i (II).

Napomene uz stav 1. Shodno napomenama uz stav 4, moZemo redi
da ako je  —postupak F-permanentan sa svojastvom da jejdkg-o,
tada uslov (II) ne mora biti ispunjen za svako m<n veé samo
za m=n. Zna¢i, jedan d(® —postupak je P-permanentan ako je (® -
postupak F-permanentan i Aﬁ@? = o 1 ako je uglov (I) ispunjen
za svako n=1,2,... kao i da ox ~»1 kada n—> oo za svako k.

s - 8TAV 14. Ako je A —~postupak definisan koeficijentima
.
Xl:uiﬁﬁy,(kzo,l,Z,...,n; n=1,2,...), tada je za F-permanen -
" tnost A —postupka dovoljno da bidu ispunjena slededéa tri uslova:

(4) 1im Xk = 1, za svako k,
n—>» oo

m-1
(1) Sk on) = Day, nera,.. .,
K= O



(11) 'O(mn\P(s(n,n) =o(”

v |
n
gde Je 4 . JC
S,

67(1), n=1l,2,...,

i(‘a,‘cosktl at.

Dokaz sledl 1z &injenice da je uslov (A) pretpostadljen,
a uslov (B) sledi 1z stava 5, tj. 1z uslova (1) 1 (11).

\Pp(m.n)

~ STAV 15. Ako je A —postupak definisan koeficijentima
)ﬂl==dﬁ@2 (x=0,1,2,...,n; n=1,2,...), tada su uslovi

(4) 1im Xk = 1  za svako k,
n—-> oo ' . s

ZIA«(xllnlns(O(l) o(.,=(0(1) 1 8= (/X1), n=1 2,....,

(1) WAn,m) = W8l = D(1), ==1,2,...

dovoljni za F-permanentnost datog X —postupka.

Dokaz sledi iz &injenice da je uslov (A) dat, a uslov
(B) sledi iz stava 6, tj. iz uslova (I) 1 (II).

Napomene uz gtav 15.

1. Uslov (I) nije potreban za F-permanentnost, 3to pokazuje
primer postupka definisanog koeficijentima o = 1 - E%I
kojl jJe F-permanentan a ne zadovoljava uslgv (I)ﬁstava 15.

2. Uslov (I) nije ni dovoljan za F—‘permanentnost 8to vidimo
iz primera dy= 1 - EI%E: koji zadovoljava uslov (I) stava
15 a nije F-permanentan jer ne zadovoljava uslov (®) Niko-

1jskog (videti str. 44).

Na ognovu stava 15 mo%emo, 2znadi, pri utvrdivanju F-per—
manencije pretpostaviti da je norma ogranilena samo za jedan
faktor koeficijenata Ak=du (3}, odnosno da samo za njega va¥i
nekxi dosada poznati kriterijum za utvrdivanje ogranidenosti
norme, dok za drugi faktor treba samo pretpogtaviti da zada-
voljava uslov (I) stava 15. Odavde sledil da jedan F-permanen- !
tni >.-postupak ostaje F—permanentan kada mw koeficijente po-

el L] R
s B — I =
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mno%imo nekim drugim koeficijentima koji zadovoljavaju uslov
(A) i uslov (I) stava 15, pa se oni mogu shvatiti kao mno%i-
telji kojl ne narusavaju F-permahentnost X\ —postupka.

Sada ¢emo na nekoljliko primere pokazati moguénosti
stava 15.
PRIMER 1.

Neka je dat > -postupak definigan koeficijentima Xj=
=l fx (%k=0,1,2,...,n; n=1,2,...),gde Je ‘ :

k
nlnn

AR =1 - (k=0,1,2,...,n; n=1,2,...),

(A% = cosggr (¥=0,1,2,...,0; n=1,2,... .

Ako F-permanentnost ovoga postupka utvrdujemo pomoéu
stava 15, dovolgno je pokazatl da on zadovoljava uslove (A),
(1) 1+ (I1).

Uslov (A) je ispunjen jer o("&(3”‘l->l kada n—» oo za z
svako k. = ‘
Uslov (I) sledi iz

ZlAddlnk i-—-r—-—-lnk O, n=1,2,...,

K= 4
kao i iz &injenice da su o 1 Aole takode ogranieni.

Na kraju i uslov (II) je ispunjén jer je to poznati
postupak Rogozinskog koji ima ogranidenu normu HU;H . Odavde
sledi da je L[> ~postupak F-permanentan.

Utvrdivanje F-permanentnosti ovoga ™ —-postupka pomodéu
drugih poznatih kriterijuma nije ovako Jednostavno, naravno,

ukoliko je uopSte i mogude.

Napomenimo da smo u _primeru 1 umesto koeficijenata

OR = cosggf mogll uzeti koefluijente bilo kog F--permatentnog‘w
postupka.

PRIMER 2.
Neka je dat X —-postupak definigan koeficigentima :kK_-
= du @ (k=0,1,2,...,n; n=1,2,...), gde su
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1 za k-neparno,

m
dr =
coé% - za k-parno,
i
B = coskd
Q?Z"ﬁ .

Koeficijenti X&.mogu se predstaviti 1 na sledeéi nalin:

COS£ 3 COS;% 5 §(l+°°S§§) ; 008%5:; %(c°87§,+ cosyn) 5 .-

. 3 cos(2k—1)g% 3 % cos(2k~2)g% + cos(Zk»Z)E% Seev .

bakle, ovaj postupak je dobijen iz postupka Rogozinskog na
taj natin $to mu &lanove Nk za parno k2 zamenjujemo aritme—
tid¢kom sredinom najbliZih parnih d&lanova, tj. sa

A ; v I
% ( GOS(k—Q)g% + cos(k+2)2—Lﬁ) .
Koeficijenti na ova] nacin de{inisanog‘).—postupka nisu ni
konveksni ni konkawvni, tako da ne zadovoljavaju uslove stava
5, M, Nikoljskog (videti str. 11), pa se pomoéu toga stava ne
moZe utvrditi F-permanentnost ovoga postupka.

Na ognovu nabeg stava 15, odnosno uslova (A), (I) i
(II), F-permanentnost je oligledna: :
Uslov (A) je odigledan, a uU%n =(£7(1), n=1,2,... jer

je to poznati postupak Rogozinskog. Treba JjoS8 dokazati vaZnost

uglova (1), koji gledi iz

m-1 "1 -
1 X .

> AdRiink =2 |(-1)¥(1~cos2)|1nk = 2sin’3s Z lnk —> o,

K= K= A ) ) . W= 4

kada n=> o< , kao i 12z ograniéenosti c(': i AO(g . Znati, nave-

deni o> -postupak je F-permanentan.

PRIMER 3. -
Neka je dat A —postupak definigan koeficijentima Ak =
=<i2(§l (k=0,1,2,...,n; n=1,2,...), gde su

k
-1
°(”2$1‘+LTLT\Vn ’ Y(n)— oo , n—>r oo ;

m X
B }(, ey 1 o m .
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Prvo éemo F—permanentnost ovoga postupka utvrditi pomo-—
du stava 15, odnosno uglova (A), (I) i (II).

Uslov (A) je odigledan; uslov (II) je ispunjen jer je
> —~postupak poznati Fejerov postupak pa mu je norma HU;llo—
granidena. Ostaje jedino jo3 da dokaZemo vaZnost uslova (I),

koji sgledi iz:

m- 4 m-14
- . . N 2
ALl Ink = 2 :>: (-1)7%. Ink = -—T—y(ﬂ((n—l)ln(n—l))
;ék Kzal . i:n}l Win !
8to je ograniceno za

4
(3.22) W(n) > ;n lnn, n>oo i H21,

gde je C, neka pozitivna konstanta. A kako su i dm 1 Ao
ograniteni, gledi da je uslov (I) stava 15 ispunjen. Na kraju
moZemo zakljuditi da jJe d@ -postupak F-permanentan kada funk-
cija W(n) zadovoljava uslov (3.22). Za sludaj # < 1, pomoéu -
stava 15 nidta ne moZemo zakljuliti. '

Ako na ovaj A —postupak primenimo neki drugi poznati
kriterijum za utvrdivanje F-permanencije, ne samo da ée ispi-
tivanje bitil zZnatno sloZenije nego éemo dobiti 1 slabiji re~
zultat od onoga koji smo dobili pomoéu naleg stava 15.

Kod ovoga A ~postupka druge diferencije su

(3.23) AN= (-1)* Gy (- E5).

F-permanentnogt ovoga postupka ispitademo prvo pomoéu
kriterijuma M. Tomida [3] (videti (3.12) 1 (3.13)).

Uslov (A) je ispunjen. Zatim, kako je
j Oerd ) LA XL -Z(k+l)l( 1k Tyl - kﬂ){
K= 0

- ——‘é—-ﬂiwﬂ)@ -k - @& -Oa

kada funkeija \V(n) zadovolgava uglov

Vin) 3 o, 832,

a kako tada A —> 1 kada n-» 0o 1
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Amlnn = (1 + i_(_.g_.,)(]_.. —-—T)ln n= (1 + W(}l)) 1nn (O(l),

to na osnovu krlterijuma M. Tomiéa moZemo zakljuliti da je o-
va] A —-postupak F-permanentan kada funkcija tU(n) zadovoljava
uslov

(3.24) Wn) > Czng— , gde je ©3 2.

Za sludaj © < 2, pomodu ovoga stava nidta ne mo¥%emo
zakljuciti. Odigledno, (3.24) je slabije od prethodnog (3.22).

Ni kriterijum B. Nada [4] u ovom sludaju ne daje pre —
ciznijl rezultat. Naime, gada demo vid?ti da je on jo3 i gla-
biji. | ~ |
Kako je uslov (A) proveren ranije ‘“treba jod utvrditi
da 11 je igpunjen uslov :

&) Ej_(n—k)lnﬁmkul (O(l), n=1,2,... .

Na osnovu (3,23), uslov (X) (v;det; str. 44) je

m-1 :
> (a0l | (-1¥ iy @ - B9
(3.25) 1o . |
:;qﬁ%;ygzg(n—k)ln~§g(l - 5.
Kako je . '
zlnz > -1 za x;>o,;(v1det1 [141),
to je ﬁ
(n-10)Inz2y = (gfgzk? 1nnfk 2>
(3.26) | ,
(mk)( 1) = n{n-k)
n n-x - n
1 |
{n=X) 1nﬁ§2 = (n~k)lnn - {nek)ln(nfk)_éz
{3.27)

(n~k)lnn-—(nrk—1§.

Znadi, iz (3.26) i (3.27) sledi

E&%;EQ‘ £ (n—k)'lnggg & (n-¥x)lnn - (n-k-1).
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Ako se u (X); odnosno (3.25) uvede ne jednakost (3.26),
dobija se

m\
(3.28) m / (n»k)ln-uk-( 1 - k+l kly
- m-4
4 k(n~k k+1 4 2
2 \y(n); oG- 59 - sty g—k(n‘k)

Primenom Abelove transformacije na zadnju sigmu dobiga se

0_’)-1
> k(n-k)® = S en2x-1) § v + Zv -

K=o Y=o V= 0

2
= g_(n-k—é-)k(lwl) + O(n ).

Ponovo primenom Abelove transformacije dobija se

m—__i_ n-2
' K(n-k)? = Z(n-k—%)k(]ﬁl) + 0 (x®) =
=° -3 K K=o m-2,
=Z 2 v(v+l) + ZV(V+1) + (0(112) =
Keg V20 V=0
- S + O + i) = D).

Odatle sada sledi da je (3.28)

™y
4 e+l 4 (Oé 2.
Yj. '("')'n ‘[ZB (n“k)ln‘ﬁ{"}?(l" ‘ﬁ"}‘i’) }/ n(n_*_l‘;\vrn) (0 (Il ) = II; '

Kako
QQ 2
Tapt > ==
za
(3.29) W) = O @), <2,

to pomodu kriterijuma B. Nada za %<2 ni3ta ne moZemo zaklju-
¢iti o F-permanentnosti pomenutog postupka.

Ako se u (¥), odnosno (3.25) primeni nejednakost (3.27),
dobija se " ’ R ’

”"T“Tj; (n-k)1rgBp (1K) < -~r—72Z:r(n~k)1nnr(n—k—1)}(l )=

= (n+1)\P(nT 1nn O (7). - am—lwm O ).

Zadnji izraz je ograniden za
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W(n) % 0y 1nn), 972

éfﬁéénaéi da je i1 X -pogtupak F-permanentan za

(3.30) Vin) 2 cy(n® 1nn) pri 632
: Uporedenjem (3.29) i (3.%0) mo¥e se zakljuditi:
1 Ako je W(n) = (O(na), 6«2, pomoéu stava B. Nada ni3ta se

‘ ‘ne moze utvrditi o F-permanentnosti postupka.

5 %o je \V(n)'2-03(n lnn), 32, pomoéu stava B, Nada mo-

- %e ge zakljutiti da je X\ —postupak F-permanentan.

,,;L Na kraju, nije tesko zakljuéiti d4a je u ovom sludaju naj-
vefikaonlﬁi bio stav lS,pomoéu koga smo zakl1uéilx da je ovaj
X ~postupak F-permanentan za

VY{n) > Cl(n lnn)} pri €% 1.

. STAV 16; Neka Je X —postupak definisan pomoéu matrice
) ={«inpuY (k=0,1,2,..,n: 0n=1,2,...). Tada su uslovi:

(A) mj;,i:okl =1, 'k::o,l,2,... ’
M- q

(D > et = V1), &2 = D), n-1,2,...,

K= 0

(11) T (x+1) 0% = (9(1) i niAGRa = (1) yne1 2, ...,

ka

(111) Minn = D(1), n=1,2,...,
r';;i

(IV) 2 1pRAdE tin(2eel) = (1), n=1,2,... |
LS ’ .

dovolini da > —-postupak bude F-permanentan.

Dokaz: Kako je uslov(A) ispunjen, a uslov (B), odnosno
bgraniéenost norme sledi na osnovu stava 7, to na osnovu sta-
va Nikoljskog (videti str. -39 ) sledi da je postupak F-perma-
nentan.
) Specijalno za o = 1, stav 16.profiruje rezultat M, Tomi-
Sa {3].

Sada demo na prethodnom primeru 3 pokazati 4ds stav 16,

Predatavija stvarno prodirenje pomenutog stava.



Kod tog primera A -~postupak je definisan, kao ¥to gmo
videli, koeficijentima Xy=o (7 (k=0,1,2,...,m; n=1,2,...),

gde Je
= _S:('_l_;_ \y( —> — Oo
w = n) oo , n ,

" X
P =1~ = .

[

Iséitajmo pomodéu stava 16, F-permanentnogst ovoga \—-po-
atupka: ' _
Uslov (A) je ispunjen, 3to je ranije utvrdeno. Uslov
(I1) je ispunjen jer je A2BR= o0, O¥igledno je da je ispunjen
i uslov (III) jer

-1)™ 1nn
[14-&-(—5];;1:-—90 kada n —>» o<,

Kako su (% ogranileni, to iz ispunjenja uslova (IV) sledi 1

ispunjenje uslova (I), pa je dalje dovoljno 1spifati uslov (IV).

m-1 m-1 k
ZIPQAo(:ﬁlln(Zkﬂ-l) =Z'(1-— ﬁ%‘q)% jin(2x+1) <
(3.31)
-V(—)-Z 1n(2k+1) = Wln(Zn-l) 1,

Kako je (2n-1)!! < n?  za ny1l, to zamenom u (3.31) dobijamo

?u(s AdZn(2iel) < gy alen = @), n=1,2,...

za L

~

(3.32) Vi(n) 2 04(n6'1nn3, 421

Odavde sledi da Je pomsnuti A -postupak gigurno F-per-
manentan za W(n) koja zadovoljava uslov (3.32), dok smo u
prethodnom igspitivanju za ovaj A —postupak, pomodéu stava M.
Tomida [3], utvrdili da je F-permanentan za

(3.33) Yin) 2 o, (x¥), o322

Iz (3.32) i (3.33) moZe se videti da stav 16 nije samo
teorijsko prosSirenje stava M. Tomida i da skup postupaka 2za
koje to prodirenje vaZi njiie prazan.
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STAV 17. Ako je A —postupak definisan koeficijentima |
XN =dw Px (k=0,1,2,...,n; n=1,2,...), za F-permanentnost (
> ~postupka dovoljno je da budu ispunjena slededa Cetiri us-—

lova:
(4) 11w D% = 1, =0,1,2,...,
n—» oo f
m-1{ 3
(1) Zle("i (0(1) i o2 =00, n=1,2,..., ;
K=o ) i

(1I) __gf(m) LA Bl =(O(1), n=1,2,..., |

|
) |
(I1I) &mlnm = O(l) za gvako m{ n=1,2,... . ]

Dokaz sledi nepogredno iz stava 8.

3.2.2. Uslovi F-permanencije dobijeni razlaganjem
koeficijenata na sabirke "

U ovom odeljku posmatradéemo A —postupke kod kojih su |
xoeficijenti Xy dati u obliku XP=doi* (3% (k=0,1,2,...,n; -
Il—-l 2,..0)0 |

STAV 18, Neka Jje A —pogtupak definisan koeficijentima
(k=0,1,2,...,n; n=1,2,...). Tada je za F-permanentnost
dovoljno da budu ispunjena sgledeéa tri usglova: -

(A) 1im X, = 1, k=0,1,2,...,

n-> oo .

(1) da postoji niz A (kéb,l,Z,...,n; n=1,2,...) sa ograni-
enom normom nUgH,ttakav da je X} ~olp nerastuéi kon -
veksan niz po k, -

(11) X‘m—dﬁs@@, >i?,--o(?=(9(1),'n=1,2,... )

Dokaz: Uslov (A) je'ispunjen;'a s obzirom na uslove (1)
i (1I), na osnovu stava 9, ispunjen je i uslov (B).

U gvom Tradu [l} (str. 124) J. Karamata i M. Tomié su
dali primer jednog A~postupka zbirljivesti koji nije potpa—
dao ni pod jedan od vrlo opdtih atavova pomenutog rada, a

je F~-permanentan. ~

3 A
Fo32
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Napomenimo da se na taj X —postupak ne mofe primeniti
stav S. M. Nikoljskog, kao nl stav B. Nada.

Ovaj X —postupak definisan je koeficijentima X'« na
slededéi nalin:

k
2K‘ = ).ZK = - 'H;I (k=0,1,2,...,n; n:‘:l’z,ao.; ‘A_"_‘_'z‘)).

F-permanentnost ovoga postupka pomodu gtava 18 dogta se jedno—~
stavno utvrduje.

Koeficijente X} napiSimo u obliku niza

l._.l.—ll 2.4—2. l-.n-l'- .
sl go g "so "m0 17 o 17t s

... -_ n
RS LR
111

1 -1... 2 .1... 2 -1._. 4 ol.. 4' . »
IR ieTaniibal-ic oLl Je s p At T LR

1- 2{m=1) . j_ 2(n-1) . _2n__ . ,_ _2a&
SE Hm 3 1= sTmeIy 3 1T ZtmIy -
Oznadimo pomodu

§T%$IT za k—parno
(3-34) O((ytz (k=0,1,2,...),

o] za k—-neparno

tada oduzimanjem koeficijenata o}, od A7, dobijamo koeficije-
nte X, tj.

s~

2m ~~ m . .
Xo= N -Ky, -
koje moZemo napisati u obliku

— . k , ) -
Xo=1 - = (k=0,1,2,...,2n; n=1,2,...),

Trigonometrijski polinom definidan koeficijentima ol
ima ogranidenu normu jer je '

”U;“ —*—52-[ i&" +Zo(mcosktldt =

- S’ % +4§f CObZkt)ﬁTE%I7!dt =), n=1,2,... .
a

K=



Kako je niz %K.konveksan i nerastuéi po k, a kako je o= o
i > = 1, to na osnovu stava 18 sledi F-permanentnostst po-
stupka. ’

STAV 19. Da bi A -postupak definisan koeficijentima X'
(k=0,1,2,...,n; n=1,2,...) bio F-permanentan, dovoljno je da
budu ispunjena slededa tri uslova:

(A-) lim >\’h\6=~‘ 1)' k=0,1,2,...,
n—b
(1) ‘3—69(1), Nk nerastuéi, konveksan niz po k
(k=0,1,...,n42), tj. konveksan je niz X >¥1’
x" ag}

29 s A np
(I1) Xlln n= (0(1), n=1,2,3,... .

Dokaz: Neka je niz

gde je

Kako je niz XNk konveksan za (k=0,1,2,...,n#?), tada je
konveksan i niz ¥xa &, = o, tj. ¥ je konveksan za (k=o,1,

2,...,0).

m
Norma polinoma definisanog koeficijentima 3§ je

ol Il = jg_g | TS’ Y coskt|at.

<Q

obzirom na monotonost i konveksitet niza ¥< , na
osnovu Fejerovog stava o pozitivitetu jezgra, polinom pod
modulom je pozitivan, tj.

I T
Ng 2 XO 2 &',," 2 m ’ .
ol = ﬁS ‘ L&cosktidt = j-\__((ﬁ *rgxf;_coskt)dt =57
_ o -

Sa druge strane)
I[ .

v “U | = J%g +§(AK )cosktldt >

. K=y
0 s ; \ Y .

=

-
I v

g % +§? SN coskt'dt - %?gl(g +§§f§2cosktjdt

[o]

Q K= 4




—6 0~

Q,gkcosktndt‘ | o= w3y |

i}
- | -2

Kako Jje Sx==%?k neopadajuéi pozitivan niz, na osnovu

nafeg stava 2 (a) je
20150 T o
il = 2§ |5 Z\choskt‘dt <

"1 m
£ ‘3‘,%28.::111(41'12“1) - g: + 28m -~ --1 z-é—-I

k=1

m
odakle, s obzirom na to da Je Ow = —-k dobijamo

e,

o} | ¢ shXarn(an®-1) + zw,,,__a% .ﬁ_mg{ -
Y S . 8)5_"'“‘ X
__mzlmln(4n -1) + 22X - = =

Kako je po pretpostavei XZinzlz C?(l) i kako Je

m-A1
X"Zm < 2
to je
el - Oy, n-1,2,... .

Sada iz ‘
S | o - el
proizlazi

ol = “)(1), n=1,2,... .
Na osnovu prethodnog, sledi da je i A —~postupak F-per-
manentan, 8to je trebalo i pokazati.

Napomenime da je u ovom stavu za konveksitet potrebno
da druge diferencije budu pozitivne samo do A2),_, , #to znali

daAEXLqE=XT-4»>@n 1 A% =2 mogu biti proizvoljnog znaka,

a to u stavu S. M. Nikoljskog nije bio slulaj (videti str.43).
U gtavu Nikoljskog konveksitet niza Xy bio je sa nulom, tJ.

kxonvekasan je bio 1 niz

m ieg] G m
P\O,XI,KZ,... A o.

» n_.__l ’
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3.2.3. Uslovi F-permanencije postupka definisanog
| gumatornom funkcijom

Ovde déemo dati dovoljne uglove za F-permanentnost datog
X -postupka ako je matrica {Xk) definisana pomodu gumatorne
funkecije. '

S TAV 20. Dovoljan uslov da bi X -postupak definisan
sumatornom funkcijom \P( ), t). koeficijentima X} = \9(5%3
X=0,1,2,...,n; n=1 2,...), blo F—~permanentan Jeste da funkcija
\P(u) bude konveksna na [o;%].

Dokaz sledi nepoasredno iz stava lo jer uslov (A) gledi
iz \P(o) =1, a uslov (B) iz stava lo.

3.2.4, Uslovl F-permanencije postupaka koji
imaju pozitivno jezgro

R
.y

Videli smo da .jJe finitni A -postupak F-permanentan ako
je jezgro pozitivno na [0,JT]. Sada éemo dati dovoljne uslove
za F-permanentnost 7\ ~postupka koji ima pozitivno Jezgro na
[o, d], gde je 8 konaZan broj 0 <9< J.

STAV 21. Da bi finitni > —-postupak definigan koefici-
Jentima X% (%x=0,1,2,...,n; n=1,2,...) blo F-permanentan, dovo—
1jno je da budu ispunjeni sledeéi uslovi:

(A) 1im X% = 1, k=o0,1,2,...,
n—? Sl _

(1) A N \L o ok
. |k~p| k+p : P ’

(I1) ;‘1 m@(l). n=1,2,...,
= ) )

(I1I) X = @?(1), n=1,2,... .

Dokaz sledl 1z sgtava 11 jér je uglov (A) pretpostavljen
a uslov (B) sledi iz uslova (I), (II) 1 (III). "

NavomPnimo da su uslovi (I), (II) 1 (III) slabiji od
konvekgiteta. ‘
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