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G 1 а v а р r v а 

1.1. TRIGONOМETRIJSKI 1 lURIJEOVI REDOVI 

Teor1ja tr1gonometrljak1h redova, ао!е ве re61, potl~e 

jo~ od Oj1era (1707-1783), jer је оп 1753. godlne prvl posta­
vio p1tanje lВogucnostl predstav1janja date :f'UDkcije :f'(з:} ро­

mocu trigопошеtriЈskоg reda. Као ldeja~ za оуо mu Је poslu!10 

rad D. Berno11ja (1700-1782): " о zlcl koja treperl". 

Trlgonometrljsklm redom nazlvamo 1.~az 
\ 

'О 

(1.1) ~ +! (4k COak:r' + Ьkslnkж), 
." 1(,=1 

gde su rea1nl brojevl (10' (lk 1 bk (k:=1,2, ••• ) koef1e1Jentl 
reda (1.1). 

Za datu :f'unkciju :f'(x) postupak lzra~unavanja koe:f'1cl­

jenata ао, 4 k 1 bk reda (1.1) prvl је kompletno dao ~. lurlje 

(1772-1837) 1 u njegovu ~ast се1а оуа teorlJa ае D&slva teo­

r1jom Furljeovlh redova. 

Prec1znije receno: Neka је :f'(x) lntegrabi1na perlodl­

cka funkclja, periode 2Л. Ta.da trigonometrij sk1 red obllka 

(1.1) nazivamo FurijeovjJd redoDl fu.nkcije f(.r)- i ozna~vamo ga 

pomocu 

(1.2) 
OQ 

!(х) f'V t + ~ (4k coau + .~81nk.r) 
1(,"1 

ako au koe!icijenti 40' 4 k 1 bk (k=1,2, ... ) odredenl Furlje­

ovi:m :f'or:mulama 



(1.3) 

-2-. 

јј 

ао :: ~ f f(.x)dx, 
-.Ј[ 

1 ]ј 
ak = jf !f(.x)oosk.xdr, k=1,2, ••• , 

-ЈГ 

JI 

bk :: k [:f(.x) sinkxdx t k::1 ,2, • •• • 
-Ј( 

Jedn~ od osnovnih pitanja u teoriji Furijeovih redova 

је konvergencija reda (1.2) ka furikcljl ~(x), tj. konvergen­

cija. ka funkciji iz koje је оп !oraula:m.a (1.3) dobijen. 

Ozna~lmo рошоси 

tr\. 

Sn(f;.r) :: r + L(ak C08kr + bk 81nk.r) 
1(,:1 

niz dellmi~nih вuшa Furljeovog reda (1.2). 

Ispitlvanje konvergencije reda (1.2) praktl~no ве ето­

di na ispitivanje konvergencije nlza dе1iшlсnlh 8~ Sn(f;x) 

ka funkcijl Х(х). 

Poznato је da za prolzvo1jnu tacku хоЕ (~,JГJ postojl 

takva neprekidna :funkcija f(.r) da njen Furljeov red (1.2) ne . 

konve~'gira u tacki х о. .A.ko, pak t u nekoj ta~k1 х о Е [- r ,УЈ 
Furijeov red (1.2) neprek1dne :funkc1je f(x) konvergira, onda 

оп konvergira ka [(хо ). 
Cinjenlca da Furijeoм red neke neprekidne [unkсlје f(z) 

ft 

пе mora konverg1rat1 dove1aje do ideje da ве stvore takvl ро-

stupcl zbirljivosti koji Fur1jeov red fu.nkciJ8 f(x) transfor­

misu u red koji се konverglrati u svakoj tackl neprekldnost1, 

kao .1 1..1. tackama prekida. prve V"rste. 

Prvi rezu1tat ovoga tlpa poti~e od Fejera. Оп је poka­

zao da је Fur1jeov red (1.2) neprek1dne period1~ke !unkoije, 

perloda 2 Је ~ (с, 1) - zb1r1j i v ka :funkc1j i f(z) za вуalcо 

х Е [-]г,Д Ј, tj. da niz ar1 tшеt10kih aredina od ВN (! ;z) 

konverg1ra ka funkciji [ех) u 8vakoj ta~ki neprekidnostl~ kao 
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1 u ta~kama preklda prve vr~te*. Forma1no posmatrajucl, (0,1)­

роэ tupak zbir1j i vostl d п (f;x) dobija ае lz Furlj eovog reda 

funkclje f(x) kada эе ~lanovi ov~g reda mnoze dvostruklm nlZ0Ш 

k 
1 - п + 1 ' k= о ,1 t • • • , п 

(n=1,2, ••• ) 
о , k=n+1,n+2, ••• 

Заша ро веЫ nametnu1a ае' ldeja da ае, зеm ovog роаеЪ­

nog, posmatraju i opsti dvostrukl nizovi ~~ (шаtrlсе) kojl 

ъ1 dovodl11 do postupaka zbir1jlvostl в11аnlЬ овоы1a.. 

(1.7) 

1.2. PERМANEHTHI 1 P-PERМANEHTHI POSTUPCI 

ZBIRLJIVOSTI 

Neka је dat red 

1 matrlca realnlh brojeva {A~} , (k,n=1,2, ••• ). 

Лkо рошоси matrice (л:} red (1.7) trans!ormiAemo u nl. 

redova 

с.с 

(1.8) S = Z л: u. ( n=l , 2 , ••• ) , 
п /(;о о ЈС 

tada оп, uko1iko postoji 11ш I ,Грrеdзtаv1ја proslrenl 
,..,,--->00 П 

Л -zblr reda (1.7). Оуај metod zbir1jivosti de!lnlsan pomo6u 

(1.8) ubuduce сешо nazivatl л-роstuраk zЪirlj1:vostl reda (1.7). 

Za л -postupak zbirlj 1 vosti kaze ве d.a је flni tan "о 

8vaki red formiran рошоси matrice {л~} iмa зашо konacno шnоgо 
c1anova, tj. ako је 

1')'1 

ЛI(. = о za svako k ~ N(n). 

u protivnom, Л -postupak је inflnitan. 

*. Ako ј е х о tacka prekida pr've vrste, 'tada оп konverglra ka 

~ Г :f(xo+o) + :f(xo-o)] • 
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zв. л -po:::;tupak zbir1jivosti ka~e ве da је Рlfrш.а.nеntan 

ako је Bvaki konvergentan red (1.7) lstovremeno i~-zbirljlv 

lstoj sumi, tj. ako redov1 

со 

2_ 1 
~" с> 

1maju 1ste вuше. 

Potrebne i dovoljne иэ1оуе za реrшаnеntnоst jednog 

Л-роstuрkа ~11 su Teplic-Sur [7]: Оn! ви dokaza11 da 8и 
uslov1 

(1.9) 

1 

(1.10) 

о7\-

1imл" = 1 za svako k=o .. 1 .. 2, ••. 
n~OC 

= ~(1) za svako n=1,2, ••• 

potrebn1 1 dovoljn1 da Ы л -postupak Ыо реrшаnеntаn. 

Iz ив10уа (1.10) аlеаl da postojl 11.~~, pr1 ~e.u 
k-+oc 

оп П10zе Ы ti n"а1а 111 broj razll~1 t od nule. АЈсо Је 

(1.11) 
,." 

11ш >"11:.. =::: 1= о, 
k--+ OQ 

tada 1zraz (1.8) nеша вш1е1а kadgod red (1.7) d1verg1ra. Zna­

~1. kada зu ispunjeni uslov1 (1.9), (1.10) 1 (1.11), tada taj 

л-роstuрak moze sab1rat1 вашо konvergentne redove 1 nе .o~e 

ве pro~1rlt1 na divergentne redove. Dakle, da Ь1 pOJDenut1 

~-po8tupak eventua1no sabirao 1 d1vergentne redove, potrebnor. 

је da 

(1.12) 
"... 

1im A..IC.= о. 
k~QQ 

Prlmenicemo эааа >..-postupak zЪir1јivозt1 па Fur1jeove 
redove ne pretpostavljajuci а prio:l'i nista о matrici {л~) . 

Neka је :f(x) L-1ntegrabi1na per10dlcka !unkсlја, perl­

ode 2ГL , 1 neka је 

'х:> 

(1.13) f(.r) = ~ + L akcosk.r + bJcsinkr 
iC=1 

nјеn Furljeov :red. 
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Matricom [>-.':} (k,n=1,2, ••• ) rea1nih brojeva moze ве 
Fux-ljeovom redu (1.13) formalno pridruzitl nlz 

(1.14) 
'1'1 с.о 

Un(f;x) = ~ +~Јл:(аkСОSkx + bk s1nkz), (n=1,2, ••• ). 
,,:: 1 

Ako unekoj taoki х postoji Un(!;x) za svako п i ako postljl 

lim Un(f;x), tada kаzешо da ~ -postupak sabira Furijeov red 
n.-?OO 

fWL~clje [(х) u toj taoki. 

Za л.-роstuраk kazemo da. је F-"permanentan* ako sabira 

Furlj ео" red funkolj е ,f( х) u svlm taoka.aa u koj lma је ona nе­

prekidna 111 1ша prekide prve vrste i pri to.e је 

(1.15) 11m U (f;x) = f(~) 
n~oO п 

.. '. 
и·· taokam.a neprekid.n08ti, а 

(1..16 ) 1im U (f;x) = [(%+0) + f(x-o) 
n----,оа п 2 

u tackama prekida prve vrste. 

Za ~ -postupak kazacemo da је L-permanentan ako sabira 

Furijeov red funkclje !(х) skoro svugde, tj. za svako 

х Е (- Ј[ ,Је ], osim mozda па nekom skupu nul te· mere. 

Sto 8е tioe uporedivanja permanentnih i F-permanentnlh 

postupaka, poznato је da oni jedan u drugl zadiru, йtо mozemo 

videti lz sledeceg primera: 

Postupak Lebega definisan koeficijentima 

~ sinkh 1 
Лl<.. ==. kh' (Ь;"'n ----7" о ) 

је' F-реЈ.~аnеn tan ( о Qvame се biri vi~e re 01 ka8nlte, u glavi 
trecoj), а nije permanentan jer ne za.d.оvЩјаvа uslov (1.10) 

(-vide ti [1]). 

Postoji i postupak koji је permanentan, а nije F-per­

manentan jer nе sabira Fu:rijeov red svaJte L-integrabilne fun­

kcije u tасkаша nерrеk1dnоэti, оаnоэnо 11 tackama prek.ida prve 
-----------------------~-_.------------------------------

* Naziv F-permanentan је dat u ~ast Fejera. 
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vrste .. Naime, S. М. More [В) је pokazao da postoji neprekidna 

funkclja cij1 FQrijeov red n1je B-zbirljlv, gde је B-postupak 

Borelov postupak definisan koeficijentima 

(n~ OD ). 

Znaci, В-роэtuраk је permanentan, а nlje F-реrшаnеntаn. 

Kako za fiksirano :r Е [-11 ,ЈГ) Un(f;:r) predstavlja niz 

linearnih !unkcione1a definisanih па prostoru О, to је na 08-

nO'vu kriterijuma slabe konvergencije jedna od bitnih petpo­

stavki za postojanje limesa (1,15)p odnosno (1.16) da niz по­

rmi bude ogranicen, tj. da је 

(1.17) 

Znaci J ogranicenost normi Ысе jedna od bitnih pretpostavki u 
.fоrшulisапјu potrebnih i dovoljnih uslova Еа P'-реrmanеntnQst 

jednog л -pos·tupka zbirljivosti. 

Precizno fоrшulisаn stav koji daje potrebne i dovoljne 

uslove za P-permanentnost л -postupka је: 

Nek:a аи za svako n=1,2, •.• koe.ficijenti л.-роstuрk:a 

zbirljivosti л~ (k=o,l, ..• ) Furijeovi koeficijentl u (о,д ) 

L-integrabilne i u «( , 1i:) t. > о ogranicene funkclje :КП (t) , 

tj. neka је 

.1 

(1.18) I Кп ( t ) I < Ј4n za о < € ~ t ~]Г • 

Da Ь! "Л.-роstuраk Ыо F-permanentan, potrebno је 4. dovoljnQ da 

(А) 

i da 

(В) 

lim ~K = 1 za svako k:o,l, .•• 
n-? <>о 

11 

;:;; Kf Ј I к (t) I d t == (() ( 1 ) (n-=l ,2 , ••• ) 
lO П 

( v1deti Ј. Каrашаtа i М. Тошi6 [11 ). 
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Za flni,tne л _·postupke zbir1jlvostl neke· pretpostavke 

prethodnog stava automatskl ви lspunjene. Tako је s. М. Nlko-

1jskl [16] za 11nltne Л-роstuрkе zbir1jlvostl de!lnlsane tro­

ugaonGm matrlcom 

(1.19) fл.:~ (k::o,1,2, .•• ,n; n-1,2, ••• ) 

pokazao da ви ~slovi (А) i (В) pot~ebni i dovoljnl za F-per­

manentnost л. -postupka. 

Kako је kod flnltnih 1 kod ln!lnltnlh л -postupaka из­

lov (В) najslozenijl 1 najteze ае proverava, tJ. оgrаПlбепоst 

norml IIUJI vr10 ае te~ko direktno utvrduj е, to ве ugla.Vn08 

traze dovo1jnl uslovl za koeficljente A.~ da Ы uslob (В) Ъ10 
iBpunjen. 

Praktlcno, ovde је najvaznije utvrdltl ograni?enost 

поrше, tj. uslov (В), jer је uslov СА) dosta jednostavan, ра 

ви ве problematikom uslo'va СВ), odnosno nermama trl'gonom.etrl­

jsklh pollnoma bavl11 1 mnogl poznatl matematlcarl, ka-o 6to 

эи: Fejer, з. М. Ni:toljski, В. Nad, i. Karamata, 11. TOJn16, s. 
В. Steckin, А. V. Jef1mov, А. Р. Timan 1 drugl. 

U ОУот radu prouoavaju ве F-permanentnl :f'lnl tnl л.-ро­

stupci zblrljivoBti Furljeovih redova deflnlss.nl trougaon1m 
matr1cama. Za'to, s obzlrom па uslove (А) 1 СВ) з. М. N1kolj­

sk,og, оdnоапо па vaznost ogranlcenosti i!Orш.l, glavu drugu 

ovoga rada posveti6emo upravo proucavanju ogranlcenoetl norai 
ft 

trigonome't~ijskih ро1iпоша, gde сето d.atl neke nove krlteri-

јuше za utvrdivanje ogranlcenosti L-norme parnog trlgoBomat­

rijskog polinoma. Kori~6enjem rezu1tata glave druge, formull­

эасешо i dokazacemo ПОУе rezu1tate, kojl эе odnose па finitne 

F-permanentne л. -post~pke zbirlj i vosti FurlJ еоУ1Ь redova. 
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G 1 а v а d r u g а 

L-NORМE TRIGONOМETRIJSKIH POLINOМA 

2.1. UVODNI DEO 

2.t_i. pefinicija normi trigono.etrijskih ро11nоша 

Neka је f(r) L-integrabilna :t'unkci,ja i 

<:>с 

(2.1) ао + L(akcoskz + bk s1nk.r) 2" 
"""1 

nјеn Furijeov red. 

Za r ~ о i rea1no tX posmatrajmo :red 

оо 

(2.2) ~ + bkr [akcos(k.r+~) + bksin(k.x+~)J ' 

gde је & =COB~ za r=o i parno <х, а & =0 u osta1im slucaje­

vima. 

Лkо је (2.2) Furijeov red neke L-integrabilne funkcije, 
nји сето oznaciti рото6и :fr(.r). U slucaju a=r, funkcija fr(z) 

а r а 
је Vejlov izvod r~da r funkcije f(z). Рошосu (J~ oznacimo k1a-
зu funkcije. [(х) za. koje је skoro s'vugde Ifr(.r) I ~ 1. 

ех 

Рошо6и m.atrlce 

(2.3) -f )..~} (k,n::;1,2, ••• ; л~= о za k~ n+l) 

'(' 

svakoj :funkcij i f( х) Е- (~)<:(. ko:r-espond1rajmo trigonometrij ski 

polj_nom reda п 
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(2.4) 
m 

aoA.~ y~ '" U (f;x) ::-: """"'7'\'"""' + L A1t (akcosk.x + bk s1nk.x). 
11 t:: /(:.1 

Supremum normi (2.4) pri r=o, tj. 

(2.5) Un(WJ) :::: вир \lUn(f;x) 11 с :::: sup m.a.rIUn(f;z) 1, 
fE- (.)::.. :f" (J~ 

za cx;-parno ј е (v1detl s. А. Te1jakovski (21]) 

(2.6) 

JL 
<1'1 I'Y\ 

un(w~) = sup ~ I ~_ f~(.r+t)(~ + L )..~coskt)dtt :::: 
-tt':c.v~ ~ JL 'IC.= 1 

Jl 'у\. 

:::: f Ј 1+ ... L X~coskt Idt :::: Ilu~ tI , 
о Х:1 . 

а za <Х-nе раI'Л о ј е 

U (w~ ) 
п 

Jl f'J\. 

:::: sup i I ~ f~(x+t)~ л:slnktdtl :::: 
fc~ -Jl 1(;" -1 

(2.7) 

Prema tome, izracunavanje ve1ic1ne Un(UJJ) svod1,se, u 
zav1snosti od toga da 1! је. о: parno 111 neparno, па izracuna­

уanје normi kosinusnog, odnosno зlnusnоg tr1gonometr1jskog 

po1inoma u prostoru L. 

Normama trigonometrijskih po11noma, s obzirom na njlho­

vu va~nu ulogu u teoriji zbirlj1vosti Furijeovlh redova, Ьауl-

11 ви ве mnogi matematicari. 

Tu ви od interesa mogucnosti 1zracunavanja 111 procene 
normi trigonometrijskih polinoma, tj. procene 1zraza (2.6), 

odnosno (2.7), za tlm na1aZ81lj е asj:m~~.otskog роnaаanја nоrшi 

(2.6), odnosno (2 .. 7) ili~ pak; utvrd1vanje uslova dovoljnlh 

da Ы ta norma bila ogranicena, ne ulazeci u njenu prooenu. 

Znac1, treba utv-rdi ti dovoljne иа1оте (kr1'ter1jume) da za no­

rme trlgonometrijsklh polinoma ya~! 

(2.8) 
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OQnQSno 

(2.9) 

Specija.lno, ako је Ах s. 1, tada norma (2.6) postaje 

(2 .. 10) 

Ј[ 2n+l 
2 ( I s1n 2' t I 

Ln :: Ilun\l::: јЕ ), ~ dt 
о 2B1n~ 

i nazivamo је Lebegovom kostantolD., odnosno 

х n+l 

Ln/2 =llun/211 = ff ~ ',s1n~t t dt, 
о 2B1n~ 

,~to !laziva.mo uopstenom Lebegovom konstantOJD. 
I 

. '. 

2.1.2. Pregled pozВA~!4 rezultata koj1 ве odn0le ... 
na norme ;trigоnоmеtr1је!сih.ро11nо:ша 

Ispi.ti уanјеш аУОј stava i procenama LebegoT1h konstant1 
Ln i L1V2 Ьау111 BU ве : А. Lebeg, G. Sege, G. Vatson, G. Har­
di, S. В. ste~kin, Р. У. Galkin i drug1. 

Op~tepoznat rezu1'tat је 

ulteresantne ви procene konstant1 Ln 1 Ln!2 navedene u 
radu Р. V. Ga1kin [17] ( koje сешо kasnije i kor1st1ti): 

(2.12 ) СО < Ln / 2 - ~'ln(n+l) ~ 1 (n:::o,1,2, ..... ), 

(2.13) со - 1r-1n2 ~ Ln/2 - ir1n(n+2) < со (n=o,l, .... ) 

i 

(2.14) СО < Ln - ~ln(2n+l) "' 1. (n=o,l, .... ), 
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(2.15) 1 ~ Ln - #r1n(n+1) < 1,8724 (n=o,l, •.• ) 

gde' је СО = 0,9897 •.•• 

U daljem radu bi.6e nam od lnteresa pre svega rezu1tatl 

za norme kada ~~ nlje ldenti~ki jednako jedlnlcl. 

З. М. Nikoljskl (16Ј је pokazao da је za ogranloenost 

norl.le, tj о. lspunj enj е us10va (2.8), trlgollometrij skog ро11Ј1.о­
та potrebno da bude: 

(О( ) л.~ = (!J(l) (k=0,1,2, ••• ,n ; n=1.2, ••. ) 

1 

~ ~i L n-H1 ::: V (1) (n=1,2, ..• ) .. 
1(", f 

. \ 

U t d ј ј х k d k ј 1"'...... ",.., ).... о от ra u оп е 01:2 ро azao а а о е п 'z >-.~ ;)..1. "'" ... ) ~ 1 
Ј Ј 4-} 

konveksan 111 konkavan ро k, tj. аЖо 8u'druge d1!ereneije 

.2 /)1, "\ ')1 "\ ~ "\ "1'\. ... 

А Л 1с.. = 1\..1<. - 2. /\.1<.+1 + /\.. Ki'2.. 

stalnog znaka poz1tivne, odnosno negativne, tada su uslovi (~) 
i (~ ) potrebnl 1 dovo1jni ZQ ogranloenost noral parnog trlgo­

nometrijskog po1inoma. 

Ovај rezu1tat S. М. Nikoljskog В. Ва4 r5] 3е proj1r10 

ne og:ra.n1oavaju6i ве ШL konveksl tet nlsa. л.~ рс Ж, реАиnt 

. daftje za ogranioenostnorml (2 .. 8) dovoljno da bucle 
r 

т-1 

(2.,16) ~ (:tl-k)lnn~kl~!l.А11 := V<l) 
K~ о ~ 

Da је rezu1tat s. М. Nikoljskog s~arno sadr~an u rez­

ultatu В. Nada, vidiшо iz slede6eg: 

Лkо ј е /::.1).,>,.], stalnog znaka ( А ~ kсшvеksa.n 111 konkavan 
niz) ~ 'tada је 

111-1 
__ ~-_ в A~},'h 

L (n-k)lnn=к Ll /\.~ • 

ZаtiШ t kako је (v1deti [1]) 
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o~igledno је da је uslov В. Па~а (2.16) 1spunjen ako su 1spu­

njeni uslov1 В. М. N1kolj skog (d...) i (~ ). 

Pros1renje rezultata S. М. N1koljskog, koje nе 1s1akuje 

konvekei tet n1za л. ~ 1 koje eadrzi l' 'rezul tat В. Nada, da11 su 

Ј. Каrашаtа 1 М. Тош16 [1]. Оn1 B~ pokaza11 da је $а 1spunje­

nje uslova (2.8) dovoljno da pored usloтa ,_ х. N1ko1jskog (~) 

budu 1spunjen1 1 

(2.17) .л: = () ( 1) (n=l, 2 , ••• ) , 

tn-2 

(2 .. 18) L Q~ lL1/ А ~ I = О( 1 ) ( ]1=1 ,2 , ... • ) , 
1<'" d 

gde је 

(n-k)lnn~k za о ~ Ж..$ n- vn , 
(2.19) Q~ = 

(n-k)ln(n-k) sa. n-Vn ~ k' n--2. 

Us10v (2.18) је аlаЬ1ј1 od us10va В. Нааа (2.16) jer nе вadr­

zi pretposlj ednju nepotpunu. d1!ereneiju А! Л~-'\ . 

М. TOIDi6 (3) је pokazao da ako је n1z л~ kYas1-kоnтеJt­
Ban~ ро k ~a атаКо п, tada potreban 1 dov11jan U8~OV da nоrшa 

Ilп~ 11 tr1gonometrij s:kog po11noma bude ograniaena Је 

л.~,-lnll == ()(l) (n=1,2, ..... ). 

Sada сето naves·t1 neke pozna.te rezul tate koj1 ве odncr 

ве па procenu velicine norme trigonometrijsk1h ро11nОша, цо 

i па odred1vanje nj1hovog as1mptotskog pon&sanja • 
• 7) ,." 

A.ko је 4-- + ~ .\":tcoskt ~ о za svako t Е: [о, Х] 1 
~"4 

n=1,2, •.• , tada је norma 1\ U~ 11 ::::: л.~ , ра. је ogran1~ena kadgod 

је ograniceno л.~ 

"* 1" ,,1)"\ i П .... Л~ .. е kvаzi-kоn:vеksэ..n аЈсо је 
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Zanim1jivi зu еlисајеу! procena norml kada ро11поа nl­

је pozitlvan za svako tE[O,J\.J. 

А. У. Jef1mov ([18),[19]) је pokazao da za pro1zvoljnu 

matr1cu tA':'r (k::::o,1,2, ... ,п+1; л~:::1;),:~+1 = о) za parne tr1go­

nometr1jske ро11поте ya~! 

(2.21) 

gde ви C1 , O~ 1 0з konstante. Ako је л~ konveksan 111 konkavan 

nlz ро k, tada ве moze pokazat1 da је za ogranicenost noral 

11 U~ 11 u (2.21) dovoljno da budu lspunjeni uslovi s. М. Nikolj­

akog (~ ) 1 (~ ). 

Za norme neparnlh tr1gonometr1jskih polinoaa А. У. lе­

fimov [20] је pokazao da vaz1 

(2.22) 

s. А. Teljakovski [21) је dao as1mtotske obrasce koj1 

8U precizira1i poznate rezultate А. У. Jef1mova (2.21) 1 

(2 .. 22). Naime, Te1jakovsk1 је dokazao da za поrше lIп~Н i IIп~.I1 
vaze sledede procene: 

(2.23) IIIU~ 11 - ~t, Јјl! I ~ с (1 >-"11 + ~ (k+~~n-k) I&~ 1). 

(2.24) IIIU~II - it ~ I ~ с (~ ~~~! + ~ .\k+lHn-kј 1t.·~I) , 

(225) I \lun>-II - ~lt I~~ I I ~ с (Е. \л~1 + f i~+l)~n-flIА2.л.~ 1) . 
л п 1ё+1 ·\v .. ~""k... п+ . 

1("" '" , ... '"' о 

"tI" 1'1'\ Ako ве ј оа pretpostavl da ј е 1)..1<.1 'l' I лtn-кl, ta.d.a. ве u 1zrazu 

(2.24) gubi 
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s. А. Teljakovski [22] је dao 1 procenu za norme tr1-

gоnошеtriјskih polinoma oblika 

Za njih је pokazao da ·va.zi: 

gde је а =Ь =Ь =0 i 
1'1 О П 

1" ~ { Iл za I в I ~ I А I , 
L СА 'В) - Г:-
. ' - IAlarcsinltJ +~ в2_ А2 za JAI < IBI • 

... 
Specijalno, za bk=o је 

1(bk ; Ј a~_k +--b~_k ) = lan_kl, 

ра za parne trigonometrijske polinome procena (2.26) ве svodi 

па (2.23), а za ak=o zadnji rezultat poboljsava procene (2.24) 

i (2.25). 

tj. za norme parnih trigonometrijskih polinoma, s. В. Steckin 

[35Ј i А. F. Timan (36} dali ви аsiшрёоtski obrazac koji је, 

davao procenu norme do velicineostatka, tj. dof§li su do toga 

da ве norma аsiшрtоtski ponaf§a kao 

(2.28) 

эа:а;ј е 

З .. А. Teljakovski [23Ј је takode dao as1.mptotsko pona­

normB pa.rnog trigonolAet;rij skog polinoma oblika. (2.27) i 
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(2,29) 

gde је 

ртосеna (2.29) vazl pod uslovom da koeficljentl 4 k teze null 

1 аа redovi 

i 

konvergiraju. 

", 

А. Р. Timan [24] је pokazao da ako је лк ~ С un1forDUlo 

za svako п i k,tada za norme trigonometrijsk1h po11noD18. vazi 

'"rI '"'" \""> \"1 Ako је niz >'-\;)....2.)"'-3)" .)"-'11-1)0 

veksan, В. Nad [6) је pokazao da za 

polinome vazi 
[~IJ 

lIu~ll=lL 
1("0 

monotono орааајис! i kon­

neparne trigonometrljske 

• 

2.2. DOPRINOSI TEORIJI О NORМAМA TRIGONO­

МETRIJSKIH POLINOМA 

u paragrafu 2.1.1. navedeni эи poznati rezultati kojl. 

ве odnose па norme parnih, odnosno neparnih trigonometrijsk­
ih po1inoma. Sada сето formulisati i doka.zati neke nоуе re­

zultate za pomenute norme. 
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u ode1jk~ 2.2.1. daju ве majorantnl lzrazl za norme par­

nlh, odnosno neparnlh trlgonometrijskih pollnoma. U ode1jku 

2.2.2. daju еа из1оУl .dovoljnl da norma pollnoma deflnisanog 

matriсоm{л~} =(<:<'I~(3~}, (k=o,l,2, ••. ,n; n=1,2, ••. ) bude ogra­

nlcena. П odeljku 2.2.3. daju ве uB10vi dovo1jni da поrша ро-

11noma deflnlsanog matrlcom fлil == {о<; ± ~~} (k=o,1, 2, .•. ,П; n==l, 

2, •.. ) bude og1·anice~.. П ode1jku2. 2.4. daj е ве norJDa, za ро-

11nom kod koga је matrica {Al} det1nlsana suniatornom funkcljoll 

Ч>(~). 1 'па kraju, u ode1jku 2.2.5. daju зе uslovl za ogran1-

cenost norme trigonometrljskog роl1поша жој! su pozitivni za 
svako t Е ( о, ;;- ), gde је о < д < ЗL. 

2.2.1. Procene norml u slucaju monotonih 

koef1cijenata 

u оуош odeljku ве daju majorantn6 procene иа norme tri­

gonome~rljBklh ро11поша, gde ве za koefic1jente л~ uvode 1zve-

sne pretpostavke. Q 

STAV 1. Ako је niz >-.72 (k=o,1,2, •.• ,П; n=1,2, ••• ) роиl­

t1van nerastuc1 ро k, tada za norme trigonometrijskih pollnoma 

vazl: 
'у1 

IIU~ 11 л.~ 
8 - л.~ 

(а) ~ + j[ТL 21С-I 
~1 

i 
ft 

8~ (Ь) 11 u>-II {.: 2.л~ + л~ 
""' il_ к · п 

1<~1 

Za dokaz ovoga stava Ысе nam potrebna: 

Lema 1. Za поrше trlgonometrijsk1h polinoma va~i: 

(а) IIп~11 ~1r(~~ I.6.Л~llп(2k+l) + IЛ~ll~(2П+l») + 
1(,.:. О 

,1'1- 1 

+.") IД).~ I + IA~I, 
1<.:::. о 

(Ь) 
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т-ј 

+ 2 L I L1 л~ 1 + 2 I л.~1 • 
\(.=: .'1 

Dokaz 1еше 1. (а): Oznac1mo рошоси 

л'У1 fY\. 

(2.30) Kn(t) =: + +~ Л':соskt. 
ТаФа је prema (2.6) 

\.(::1 

(2.31) 

gde је 

t.z.v. 

(2.32) 

gde ви 

]с 

11 u~11 = ~ { IKn < t) I dt. " 
о 

Abelovom trаnsfоrmaсlјош jezgro Kn(t) dobija obllk 

1'1-1 

Кn ( t) = L (л~ - л.~-rt )Dk ( t) + ~Dn( t) , 
К=- о 

1 2k+1t s п 2 
~(t) = ---i--

2S1n! 

Dlrlh1eovo jezgro [28]. 

, 

Integracljom 1 majoracljom lKn(t)I dobijamo 

i
X 11"1-1 

Ilu~11 = ~ о lKn < t) I dt ~ 6 1 .Ал.: '~ + Iл~ ILn , 

Lebegove konstante za koje је (vldetl (2.14) P.v. Ga1k1n 

[17] pokazao da vazl 
ft 

(2.33) 

Koriscenjem (2.ј3), nejednakost (2.32) postaje 

(2.34) 1\ u,>, 11 ~ з&( ~ IL\.Л,"< Iln(2k+l) + IЛ";.lln(2n+l») + 

IY\- \ 

+ 2 Iдл~ I + '~I 
1<.=0 

i t1me је 1еша 1. (а) dokazana. 

,-.-'."''1"-



(2.35) 

gde је 

(2.36) 

gde је 

Kako је 

(2.37) 

шо 
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Dokaz 1еше 1. (Ь): Za neparne ро1iпоше norma је 

i
J[ 

Ilu>.\\:~ Iп (t)ldt, 
п о п 

1)1 

Нп( t) == ~ A~sinkt. 
1<.-. I 

АЬе1оуот transformaeijom jezgro Nn(t) postaje 

m-1 

Nn < t) = L Ll">:I\( t) + ~ Dn < t) - л~ Do< t) , 
\(:а. f 

1\:( t) := 

Do(t) = о, iшamо 

sin~t Sin~ 
t 

эin'2' 

Ilu,;.11 =j[~n(t)ldt ~ ~IАЛ":.I ~.f~(t)ldt+ 
Ј[ 

+ 1:>::'1 llID-п-(t-) Idt. 

Integracij ош I Dk ( t) 1, uz koris6etlj е аа.ј oracije, dobija-

Za uopetene Lebegove konstante ~/2 Galk1n је pokazao (v1deti 

(2.12» da је 

(2.38) ~/2 = ~ln(k+1) + 1. 

Majoracijom (2.38) 1zraz (2.37) posta.je 

(2.39) 

'1\-1 

+ 2 ~ IAA~I + 21A~ I , 
1(:: 1 

sto predstav1ja dokaz leme 1. (Ь). 

-
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Napomenlmo da iz 1еше 1 sledl da su uslovl 

'У\-1 

(2.40) L IAX: Iln(2k+l) == 0(1) (n=1,2, ••• ), 
1(::: -1 

(2.41) 

dovo1jnl za ogranlcenost normi Ilu~ 11 • 

Dokaz stava 1 eledl dlrektno lz lеше 1. (а): Кako ~e 
'у1 '\'\ '\'" '>'1"\"" 

nlz.л. .... nerastuci i pozltlvan, znaci da је ·I).:k.-Л~Н 1= Л"-ЛI(." 
i IA~I =~~, te zamеnош ovlh vrednostl u (2.34) dobijamo 

11 u~H 4 ~ ( :;:. 1IЛ-:: ln( 2k+l) + x::.ln( 2n+ 1») + ~ f,A":. + Ло':, = 

odnosno tvrdenje stava 1. (а). 

Dokaz stava 1. (Ь): Kako је opet niz л~ pozltlvan 1 ne­

rast'ucl, ana10gno prethodnolD dobijamo 

Ilu~ 11 ~ ~(:r д>.."'.ln(k+l) + x;,ln( n+l») + 2~ 4:"''':. + 2л~ = 

~-1 ~ '>'1 

::: 8 ~ '\ "" 1 k+ 1 2 ,\'1'1 < 2 ,\'" + Ј!.. ~ ). к 
Ј{I L "'1<. nх- + """" ""'1 Jl2.L r ' 

К::: I 1<.::.1 

sto predstavlja dokaz stava 1. (ъ). 

'у\ 

STAV 2. АЈсо је niz л.к (k=o,1.,2, •.• ,п; n=1,2, ..• ) пво-
. padajuci ро k i л~ ~ о, tada za norme trigоnошеtriјskih po11-

nоша vazi: 

Са) IIU~II ~ ~~ln(4n2-1) - A.~ + 2A~ - F ! 2~~I ' 
к .. f 

11"1-1 

(Ь) Ilu~l\ ~ ~~ln(n2+n) - 2)"'~ + 4A.~ - ;. L ~\ . 
1(-1 

Dokaz stava 2 Са): Кa.ko је I.АЛ11 =: -Ь"А: 1 I\~ I == X~ , 
Lo zamenom ovih vrednosti. u lemi 1 (а) dobijamo 
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Ilu~11 ~ ~(-I:::Ь\~ln(2k+l) + X~ln(2n+l») - LАл.:: + ~~ := 
зr ЈС.,. о 1<.: О 

= ir (-[ л.":, l~~f + л';',ln(2n-l) + >.."';,ln(2n+l») -X':+2~m '= 
1("1 

onosno tvrdenje stava 2 (а). 

Dokaz stava 2 (Ь): sada је I дл.i I = -А-л..1.. 1 I ~ I :::: >.~ , 

ра zа.ш.епоm u tvrdenJu 1еше 1 (Ь) dobljamo 

Ilu~1I ~ F (-~ A~ln(k+l) + ),,~n(n+1») - 2~~л.~ + 2~~:= 
1<=1 1(:.. 

( 

~-I ) ::: ';2. -L .x~lnkkl + ~ln n+ Л~lп(n+l) - 2)"~ + 4.).%:: 
1(::; '1 

tn-.f "\ '"' 
8 I"t) (2 "Y'I 2 "\ lJ1 8 "'\ '\.1<. 

= 'jfi' ~ ln п +п) + 4Л1? - А.о - '5f! L i+J' ' 
"'=1 

~to predstavlja dokaz stava 2 (Ь). 

Napomenlmo da odgovarajuc1 rezultatl stava 1 1 stava 2 

imaju a.eiaptotskl lstu vrednost ako је лl'Yll( :::: 1 za svako k. OV1 

rezul ta"tl inace зе jedino tada 1 mogu uporedltl. Za л.~:::: 1 kao 

specljalan slucaj doblja ве poznatl rezu1tat za Lebegove kon~ 

stante 

Нарошеnе uzstavove 1·1 2. 

S obz1rom da majorantni 1zraz1 za norme lIu~11 u stavo­
vima 1 i 2 ne moraju biti ogranicenl~ od lnteresa је ispitatl 

uslove koje treba da zadovoljavaju koe!ialjentl л.~ (pored on­
ih уес na:vedtinih) да Ы t1 izrazi bili ogranicenl иа svako n. 

Da Ы norme Ilu~H , odnosno l1u~1I u stavu 1 bile ograni­
оеnе, dovolj110 је da вuше 

(2.42) A.~ 
2k-l , odnosno 



-21-

budu ogranicene za svako n;1,2, ..•. Da Ы nоrше u stavu 2 Ъ1-
1е ogranicene, pored (2.42), neophodno је da bude А:Ј.n п ogra­

niceno (n=1,2, •.. ). Drugim rе~iшa, najbitnije је 1sp1tat1 suau 

'YI 
~ л.~ 
L Т' (2.43) 
К'" t 

jer је ostalo ocigledno. 

Posledica ~. Da Ы suma (2~43) za),,: ~ о bi1a ogran1oena, 

dovoljno је da bude 

1(' 

L :\у =131- k p \. p>l (k=o.1.2 ••••• n;n=1 ••.• ) 
\1=1 \: ln k "} 

(2 .. 4·4) 

Dokaz: Abelovom trans!ora&c1jom (2.43) posta~e 

21 ?\ј = ~ k(~+1't.).~ + ~t,Л"'v. 
s obzirom па (2.44), dobijamo 

fJ)- 1 1 
М ~ + 
lЬ- (k .... l)lnђc 

ос:> 

јеЈ:' red L 1. , Р > 1, konvergira, а. 
К=1 ( k+ 1 ) l.n рзс 

Posledica .. 2. Ва 

dovo1jno је da bude 
к 

? )..".,= СЈ (k(X) , 
V:. , 

ы зuшa (2.43) sa. ::x..~~o bila ogra.nlce-
./11 

(х <1~ (k=o,l, .... ,n;n=1,2, .... )~ 

Dokaz: Abelovom transformacijom '(2 .. 43) postaje 

odnosno 

= 0(1), 

konverglra i ~ о, n-4>С>О. 
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2.2.2. Ogran1.cenost norml kada вu kое:tiсlЗеnti 

raz1o~eni na faktore 

u ОУОШ paragrafuispltacemo nоrше parnih trlgоnошеtrlј­

skih po1inoma zadatlh pomocu matrlce{A~J 01јl su koeflcljentl 

lzra~enl u obllku рrоlиvоdа, tj. 

"" f"'I (\".. .:\1(. = о( 1( \-1(. ( k=o, 1,2 , ,. .• ,п; n=l .. 2 .... ,. ) • 

U ovim stavovlma dacemo dovo1jne us10ve za koef1cljente o('~ 1 

(?>~ da Ъ! nоrшa lIu~1I bila ogranicena. 
tђ -,tђ ().. 'у) ( 

SТAV 3. Neka је л.к ;:;:~J( \"к k::o .. l,2 p •• ,:n; 11.=1,2, ••• ), 

ta.da зu uslovi 

")"1-1 

(I) .LIAo(~1 =б(l) 1 ~:,=V(l) (n=1,2 •••. ); 

3[".., ntI 

(II) r I~ +L,(.>';:.oosktldt = V(l) za svako lI~n=1,2, ••• 
о 1<"'1 

dovo1jnl za ogranl,cenost norme IIU~ fI za svako n=l ,2,,. •• trigo­
nometrljskog po1inoma. 

Dokaz: Neka је 

Ј[ 

(2.45) 11 и~ 11 = 1 S Ј Кп ( t) I d t , 
о 

gde је 

Abelovom transformacljom lzraz Kn(t) postaje 

~to zamenom u (2.45) daje 

'\1-1 

(2 .. 46) flU~11 ~ L IДC{~ I 
1(.::0 

+ I~I 
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Kako је ро pretpostavci (1Ј) 1ntegral 
1[ ~ 

I
n

:::: ~ '~ ' .. ~ ~СО~З'гttdt == <?J(l) za svako k ~n, 
k о 2 V"l 

to jetada 
'УЈ - 1 

lIu~1I ~ L I д o(~ I I~ + 1d.:'1 1~ ~ 
'~. О 

odakle па о:зпо-ifU (1) i (1I) dobijamo tvr<tenje stava 3, odnosno 

ograrlicenoB t поrше, tj. 

1\1 CI.. 'h А 'ТI STA.V.i. Neka је Лк,= 1<.,- ..... (k=o]Jl,2, ••• ,n; n=1,2, ••• ), 

tada 811 uslovi . \ 
""-~ 

(1) ~ (k+l) IЬ~с(;1 :::: 0(1) i nlAcl:tl ;::: (Q(1) za svako п, 
":;0 

.0> 

ј[ "" I'W\ 

(11) S I~" + 2. ~~cosk·t'dt ='0(1) za svako m~n:::l,2, ••• 
о ц=.. 

-
dovoljn.i za ogran1cenost norme parnog tr1gonometr1jskog po11-

пота. 

Dokaz sledi neposredno 1z c1njenice da 1z и81оуа (1) 

sledi ispunjenje ualovl::L (1) stava 3, ~to vidimo 1z: 

""-, 'h-!L 

~ IAJ~I =L(k+I)(lbl:1 - jD..d.~"HI) + nt~d.~-I~ ~ 
1(;..::; о 1<=0 

'11-'1. 

~ 2. (k+l) I.t:Ld.~ I + nl~o(':-\I, 
1(,"'-0 

~to је ograniceno s obzirom па из1оу (11). Dalje dokaz sledi 

па osnovu stava 3. 

N~pomena uz stav 4. 

Ako je..ћ.\I.:'~ о (to је, па pr1mer, slucaj ва Ji'ejerovim postup­

kom, kod koga је <1;':::: l-п~I ), tada је uslov (1) automatsk1 16-

рплЈеn, а 'IJ.mesto uslova (11) dovoljrlo је da bude 
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~ I ~ + i (1)~ coskt I d t = С)( 1) (n=1.2 • • • • ) • 
о к,:: 1 

odnosno Ј da bude ogra.nicerl8. norma 11 U~I\. Znacl, ne mora Ы tl 

ogra!1i cena za svako m ~ п, уео sашо za ш=п. 

"" "1 1') 
STAV 5. Neka. је А ц,= JI{~I( (k=0,1,2, •.• ,п; n:::l,2, •.• ). 

Оzпасiшо рошоси 

(2.4Т) 
ћ 2 

'-Р(ш,п) ::: ј 

g<ie ј е m s. n=l, 2 , ••• , tada ви uslovl 

'11-1 

(1) L '~J: l'f(k,n) ::: «)(1) (n=1,2, ••. ), 
К:: О 

( 11) СЈ.: 'р\->( П , П ) ::: V ( 1) ( n=l ,2 , ••• ) 

.\ 

dovoljnl za. ogra:!:llcenost norme Ilu>-. 11' , п:::1 ,2, ••• trigonometrij­r.1 
skog pollnoma. 

,О> 

Dokaz: Ako ц dokazu sta..va 3 u izraz (2.46) uvеdешо 

(2.47), dОЬ1јашо 
1)}-1 

Ilu~lI,{ ~ IДС(~I'-f(k,п) + lo(:I'fP(n,n), 
"=0 

eto је, s obzirom na uslove (1) 1 (11), ograniceno, tj. 

11 u~11 ::: (9 (1) (n=l, 2, .... ) • 

Kako эu stavov1 3, 4 i 5 viee .teorijskog karaktera, to 

зе оп1, uz izvesne vr10 еlаЬе dodatne pretpostavke, mogu зуе­

sti па jedarl za primeIlu vr10 pra.kt1can sta..v •. 

6'. ...."" _/rt'I (\'" ( ) STAV Neka је "\.1<. = О\К \"К k=0,1,2, ••• ,п; D.=1,2, ••• , 

tada'suuslovi 
'У\-'\ 

(1) .-г= lD.d~llnk =<0(1), J~=cQ(1) i АЈ..:=(()(l), n=1,2, ••• , 
1<:: 1 

(11 ) '~~(Il,n) ::: lIu~1I :=; (Q(l) (n=1,2, ... ) 

dоуоlјп1. za og::eanicenosthorme II~II (n=1,2, •.• ) trigопоmеtriј-
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skog poll!loma. 
t> 

Dokaz: Kako је za k=n "P(n,n):: lIи~ 11 , to ве moze de-
п 

siti da ~~(n,n) bude ogranlceno za svako п а аа ~(m,n) nе Ьи-
de ograniceno za m <. п .. Zatlm, kako је ро pretpostavcl nоrшa 

I\U~\l = (t)(1), n=1,2, ••• to је prem.a uв10vu (ех) э. М. Niko1jsk­
og (videti st. 11) 

(2.48) •• (:;~ :с: со ( 1) za s vak о k i n. 

Коrlзсеnјеm (2.48) u (2.28) аоЪiјашо da је 

(2.49) 

sada dokaz stava 6 sledi 1z stava 5 jer zadovoljava 

uslove (1) i (11) atava 5. Naime, kоriзсеnјеm (2.49) uslov (1) 

stava 5, uz pretpoetavku аа је Ad.d:c: f() (1), svodi ве.щ:L 
<)1-1 

.. , 

~ I Acl~ 11nk = \о (1) , 

." 
odnosno па uэ10V (1) stava 6. Zatim, ив1оу (11) stava 5 је 

takode lspunjen jer је Ј: := «Ј(1) i 'ff>(n,n) :; IIU~II =: ()(1), 
to је na osnovu Btava 5 1 nоrша IIU~II ograni~ena. Saa1m tim је 
dokazan 1 Btav 6. 

Napomene UИ st~vove 5 1 6. 

1. Ako ви us10vl (1) i (11) stava 5 zadovoljeni i ako је ' 

\f(:)(k,n)rv lщ.<: za svako k~ n=1,2, ••• , tada је I\~I\ a::J!J(l) 
(n=1,2, ••• ), sto sled1 na osnovu leme'l, tj. iz uвlova 

(2.40) 1'· (2.41). 

2. Ako је u stavu 5 с(;;. == 1, tada је za ogran1lSenost nоrше IJB~II 
dovoljn.a.--ogranicenost norme \lU~\I t jer је lIu~11 = IIU~/I • 

3. Ako ј е u s tavu 5 (Ъ~ == 1, tada ве 011 evodi na tvr~enj е l.еше 1 

(а), odnosno na. usloVe (2.40):1. (2.41) •. 

Napomenimo da ве stav 5, odnosno 6 mogu formu11satl 1 

па slede61 nacin: 

Ako је da·t parni trigonometrijskl po11nom Tn за ogra­
..uiСеnош normoIll, definisa!l koe:ficijentima /\':;. (k=o,1,2,3, ••• ,п; 

n=1,2, .•. ), tada ogranicenu'norml1 ima i svaki trigonometrij-
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sk1 po1.1nom koj1 је dobijen 1z ро11nоша Тn па taj naс1n eto шu 

С1аnоуе nizа:Л-: ро k pomnoz1mo ва оdgоvаrајuс1ш c1anov1ma n1za 

'l{'~ (k=o,1,2, .•. ,П; n=I,2, .•• ), gde n1z t: zadovo1java иэ1оу 

(1) stava 5, tj. gde је 

"" - \ >. L. I Ј.\ '{: I "р ( k , П) = со ( 1 ) 

111 gde n1z ?t; , s obz1rom da. za ~~:= 0(1) је '-f:(k,n)= O(lnk), 

zadovoljava ив1оу (1) stava 6, tj. аз1оу 
",,-1 

2: IA l; 11nk :' со (l), п=l, 2 , • .. • 
"'" 1 

Ako ј е ogran1cena norma IIU~ 11 trigonometrij skog po11no-
.... <VI')'I( ) ma de~in1sanog koeficijentilD8. Лk =d.il.~--. k=o,1, ••. ,п;п=l, •••• 

tada је ogranicena 1 norma po1inoma def1n1sanog koef1c1jent1-

та ~~ , ako ~ zadovo1ja'va из1оу (1) stava 5 111 uslov (1) 

stava 6. 

Dokazacemo јо! neko11ko stavova о ogran1cenosti norae 

\lU~1I ; по, za, raz11ku od prethodn1h, dovoljn1 uslov1 za to 
Ысе ovog puta 1z10zen1 d1rektno preko .faktora d.':. i (З~ koe­

ficijenata А: • U tom с11ји potrebna nam је sledeca lema. 

Lema 2. Neka је л..~< := ti"k~:" (k=o ,1,2, •• ~ ,П; n=1,2, •.• ), 
tada za раrnе trigonometrijske polinome ya~! 

IIU~1I ~ ~{% 1(.I';AJ"~lln(2k+l) + 1.i.:,(!.":.lln(2n+l)} + 

~ Ђ-~ { 

+~) ~}k+1)(lo(:'1~.2.~~1 + I~c{~, A(3~ .. ,I) + пlо(~А~:-flf + 
, ')1-1 

+ s= I~~ h~~1 + Icl~~ 1. 
10("0 

Dokaz: 

(2.50) 

gde је 

Рг1шеllОШ Abelove trап;зfоrmасiје па bln ( t), dobijamo 
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,",,-1 ~1 

(г.51) Mn(t) =2.~~~o{:Dk(t) +~~;'1r:.~~ Dk(t) +o(;:"I1:Dn(t), 
К.о ~O \" 

gde је 
B1n2~+lt 

281n} 

Роnоуо рrimеnош АЬе1оуе 'transformac1je t sашо na drugu 

81.gmu u (2.51), dobijamo 

gdt: је 

Fej8rovo jezgro. 

Integrac1jom Mn(t), tj. 1zracunavanjem 1zraza (2.50), 

uk1jucuju6i transformacije (2.51) 1 (2.52), dоЫјашо 

7[ /)'\-1 :Је 

11 Un>' 11 == ~ ( I м (t) I d t ~ ~ I f.>~~~~I~ S I п. (t) I d t + ~~ п ~O U~ o-k 
~-2 ~ 

(2.53) + -S= ic{:H A.~(t>~ + 6.J~Jj А ~:+11 i ~ IFk ( t) I dt + 
~~O . о 

Је 'Ј( 

+ I...(~ A~':\ I ~ ~ I Fn- 1 (t) I dt + Id~i:.li) IDn < t) I dt. 
о о 

Kako је na osnovu (2.12) 

r i ~o I Dk ( t) I d t ~ 1r ln( 2 k+ 1) + 1, 

а za .Fe ј erovo ј е zgro znamo da ј е 

тt 

~ ~IFk(t)ldt = k+1, 

to z~noUl ovih rezultata u (2.53) dobijamo 

11 u~ \1 ~ ~C6 I "'~M~ 11 n( 2k+ 1) + Id:'. (>7;, 11n( 2n+-1) } + 

(2.54) 
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"(1- 1 

+ 2_ 1r./~6d;1 + Ich~ ~ I , 
1(:00 

оdnоэnо tvrdenje lеше 2. 

STAV 1. N~ka је А': =cA;!3~ (k=o,l,2, ••• ,n; n=1,2, ••• ), 

tada su uв10yl 
",,-1 

( 1) ~ I 6 cl1} I = LO ( 1) 1 cl~:= (() (1) иа вУаЈсо k 1 п, 
f>t-It 

(11) ~ (k+1)1&f.>';i1 =Ю(l) 1 пIА~-II=V(l) (n:::l,2, •• ), 
ко: <о 

( 111) ~ ln п = (СЈ ( 1) (n-l, 2 , •.• ) , 

111-1 

(IV) ~ I~~L\~~ Iln(2k+1) :: <И(1) (n=1,2, ••• ) 
к-о 

dovoljnl za ogranicenost nо:rше lIu~1I pa.rnog tr1gonometrijskog 

polinoma. 
I '. 

Dokaz: Prema 1еш1 2', nOrIRa ј е 

11u;.11 -~ 1r! ~ 1", А';; Iln(2k+l) + '~ ~lln(2n+l)} + 
I 

+ ~ !~: (k+l)( I ,,::.Д- (0;'2 I + I A"~" t\ ~ ';;+1 1) + п I ",::.6. ~-1 '} + 

'Уј-1 

+ ~ I~~ дti:i I + 1d.;;'~~I. 
к"о 

1и uslova (111) i (1У) эlеdi da је izraz u 

gradi ogranicen za svako n=1,2, •••• Zatlm, 
је klt:.~~1 = () (1) za svako ]с 1 п, kao i da 

i!3tozajedno ва (1) i (11) daje ograni(Senost 

vellkoj zagradi. Iz uelova (IV) sledi da је 1 

prvoj vellkoj za-
1,. (11) sledi da 

]с ILl (3 ~ 1-+ о ро k 

lzraza u drugoj 

'»-1 

~ I ~ ~ ~d-'; I :: (() (1), n=l ,2 ,. •• • 
1(::. О 

а iz (111) sledi ogranlcenoet lzraza I~;~~I za svako п ~OO , 

sto ауе zajedno predstavlja dokaz atava 7. 

Nарошепе uz etav 1. ~<P~' ~(k<rt= 6(.,) 

1.. A.ko је ф"~~ t- :::: ~~o,1,2, ••• ,П; n=1,2, ••• ), tada 

stav 7 sadrzi 8"tav 6 jer iz пвl0уа (IV) etava 1 aledi 
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ispunjenje uslova (1) stava 7 kao i uвlov (1) stava 6. Za­

tim, uslov1 (11) i (111) stava 7 sadrle uslove М. Tomiea 

(2.20), ра iz njih sledl иэ10у (11) stava 6. 

2. A.ko· је IfJ~ I = ([) ( in(2k+l )-р), р"> 1, . tada . u stavu 7 iz иа-
1оуа (1) s1edi ispunjenje uslova (IV), dok u osta1im s1uca­

jevima lz uslova (IV) sledi uslov (1). Znaci, оЬа us10va 

(1) i (гr) stava 7 moraju figurisati u formu1aciji stava 7. . . 

3. Ako~je J~ - 1, stav 7 prosiruje rezu1tat М. Tomica (2.20). 

4. Ako је ~~ - 1, stav 7 ве Bvodi па lemu 1 (а), ра је nоrшa 

ogranicena ako ви 1spUnjeni иэ1оУl (2.40) 1 (2.41) 

STAV 8. Лkо је л.~ =~;f=>~ (k:o,1,2, ••• ,n; n=1,2, ••• ), 

tada su ив1оУl 

'ђ~ 1 

( 1) L I~ <J~ I =(Q (1) i r.I..~ = со ( 1 ), n=1, 2 , ••• ) , 
~ '> '. 

( 11) n=1,2, ..• , 
." 

( 111) m ~ n=1,2 , •.• 

dovol jrli za ogranicenost norme lIu~ 11 trigonomatrijsk8g p01ino­

та. 

Dokaz: 1z us10va (11) i (11I), па osnovu rezultata М. 

Тошlса [3), s1edi da је 

I "'" 
2 {I~ +~(~iCOBktldt::;: 0(1) za. m~n=1,2, .•• , 
Ј( ,,) 1(" 1 • 

ра 8е dokaz dalje svod1 na stav 3. Znaci, iz stava 8 sledi 

sta v 3. Obrnu·tlJ не mora da vaZi. 
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2.2.3. Ogranicenost no~l uslucaju raz1aganj~ 

koeficijenata. na д:abirke 

11 ОУОШ odeljku posmatracemo norme trlgonometrljsklh 

po1inoma kod kojih ви kooficijentl datl U obliku А1 ~d~~~~ 
(k=o,1,2, ••• ,n; п=1,2, •.• ). 

На osnovu dobro poznate nejednakostl 

(2.61) 111 и~" - l,и~1I1 ~ II~~ 11 .:::; l"и~1I + "ПriIЈ ј 

sledi: ako је norma IIU~II ogranlcena, tada ве 1 nOrIDe "~{ы�� 1 

""1 f~11 isto ропаеаји. На1ше, 11! BU оЪе ogran1cena 111 оЪе пе­

ogranicene. 

Prakt1.Cno, to znaci da ako 1шашо tr1gonometr1j sk1 ро-

11nom def1n1san koef1cljent1ma ~~ (k=o,l, ••• ,n; ·n=1.2, ••• ), 

tada ве ogranicenost njegove поrше ne шепја ako kDeflcijent1-

ma 0('; dodamo 11! oduzmemo koef101jente f.1':l. (k=o,1,2, ••• ,п; n:::l, 
2, ••• ), tj. dobijamo trigonometrljaki po11noa ва koerlcijen­

tima ?!::. = с{Х,"" :t (З~ (k=o, 1,2 t ••• ,П; n;;;:1,2, ••• ), pod uslovoa da з. 
norma 11 u.; 11 ogranicena. 

U prakticnim slucajevlma ш! cesto 1 пе иnamо da 1! је 

norma datog trigonomatrijskog ро11поша ogran1cena. Naime, ш1 

tu ogranicenost i isp1·tujemo. stoga ве шо~е 161 na s1edece : 
ф7 

Лkо је dat pollnom ва keeflcljentima ~K 1 ako sU koericijent1 

ct."k nepogodni za 1,sp1 ti уаnје ograniceno(ti nerme IIU~ 11 , tada 

mozemo, u nekim slucajevima, izvr~iti nkorekcije- koeflc1je­

nata OI.~ koeficijentima (!>~ , tj. dobi ti nOTe koe:f1cijente к;: = 
«.~" ~ r-.~ , gde ј е norma IIU~II ogranicena. Ва отај nacin dobije­
п! koeficijent1 Ук."" mogu Ъ1ti pogodniji za 1spitivanje ograni­

cenosti norme /lu~1I trigonometr1jskih po11noma def'in1sanih ko­

e.ficijentima '{::: (k=o,1,2, ... ,n; п=1,2, •.. ). SaDlim tim, utvr­

<1ијешо i ogranicenost поrше IIU~II • Ота cinjen1ca Ы6е od zna­

саја kasn1je~ u Glavl trecoj, kada budemo utvrdivali l-реrшa­

nentnoat :>... -ров tupka zbiz'lj i vosti, sto сешо ilustrovati i pr*­
mer1ma. 

lnace, od interesa эи dovoljni иэ1от! da Ы gornje ci­

njenice dos1e do 1zrazaja i в tim ciljem f'оrmullвасеШQ 1 do­

kazacemo sledece: 
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SТA V 9. Ako ј е norma IIU~ \1 trtgonometrlj skog роllnоша 

definisanog koeficijentima (3~ (!c=o,1,2, .•• ,п; n=1,2, ••• ) о­

graniCena. tada ј е ogranicena 1 norm.a IIU~ 11 po1inoma deflnlsa-
п . 

rJ.og koeficijen"t.1ma d...':. (k=o,1,2, .•• ,n; n=1,2, ••• ) ako је: 

( 1) nerastucl konveksan nlz ро k za 8vako П, 

( 11) = о, (n=l , 2, •.• ). " 

Dokaz: Ноrшa lIu~ 11 == IIU:;ЉII po11noma је 

Је 

11 U;;~ 11 = * f ~ Кд ( t) I d t • 

gde је 

njegovo jezgro. 

КаЈсо је ot;'- r>~ konveksan nerastucl n1z ро k 1 kako је 
" А 'УЈ 0/.1," - [Jf\'i ::: о, -to је, na osnovU poznatog rezul tata lejera., jezg!!!o 

К (t)~ о 1 lz njegovog poz1tiv1teta sledi ·n 
.Ј[ .х.. 

11 ~'"' 11 ::: 1 ( I Кп ( t) , d t ::: ~ ) Кп ( t) d t = ol~ - (?Ј; • 
о О 

Кako је prema (2.61) 

to uz pretpostavku 0/.;- r->~'1 = О( 1) dobijamo 

Illu~lI- IIU~III:(. IIп~-i->II=ос-~~=О(l) , n=1,2 ••••• 

Кажо је ро p.retpostavkl nоrпш," 11u~1I C?,graniCena., sled1 da је 1 
norma po11noma definisanog koef1cije:rltimaot~ (k:::o.l,2, ..• ,n; 

п::::: 1 , 2, .•• ) ogran'icena, tj .. 

IItFlI :: 0(1) 
п 

(n=l,2, .... ). 

Napomena: Nekada је lz prakticnlh razloga korlsno kee~lcije­

ntе:л.: razbiti па sabi1.'ke л"~ =d..~+C>~ tako da norme t!UiH i 
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11 U~ Ilbudu ogra.nicene za svako n=1,2,... • 

PRIМEH: Neka је dat trigoJlometrijski pollno.D1 ва koeficijentl­

ша 

k +(_l)k-l 
л~ == 1 - n+l ,k=o,1,2, ••• ,П; n==1,2 •••. , л': = 1, 

odnosno 

1-, 1- ~. }- ~. 1- ~. 1- .5.. ! 1 _{!l)n-l 
n+ Ј..' .. 11-1- Ј.. ' n+ Ј.. ' n+I" • • • t n+ • 

Ovde ве).. ~ шо~е nap18R t1 u obliku л.~ = cl';; + ~~ , gde эи 

oc~ == 1 - n~l' cL';; = 1 1 

Nоrшa Ilu~11 Је ogra.n1cena jer је to poznatl postupak Fejera, а 
IIU~II је tako<te ogranlcena, fito vidlmb lz 

~ . ~ 
( РЈМ, IY) ( 'п ( \k-1 

II~II :; ~ ) 11:'+ ~ ~coskt Idt = i Ј I L -;~! eosktt dt ~ 
о 1(= I Х t) 1(=-1 

~ ~ ~ n;I ~ I cosktl dt .$ n~I < 2. 
1(-.:. f t) 

Znaci, norma 

jer эи nQ.rme 11 П~II i lIu~H ograniCene. 

Napomenimo da u ovom konkretnom primeru ogranicenost 

norme IIU~/I рошо6и stava З.)I. Niko1jskog, пе mozemo utvrdi­

tl. Glavna poenta оуе metode i nije razbijanje koe~icljenata 

л~ па sab1rke, уес njihova иkоrеkсiјаИ nekim поуlш koe~iclje~ 

ntima 't; tako аа ogranicenost norme IIU~P ostaje nepromenje:aa. 

2.2.4. lz~acunavanje norme kada ви koeficijenti 

odred:eni sumatorhiill- !\uUccijo, 

Posmatrajmo sada norme trigonometrijskih po1inoma zada­

tih pomocu kоеfiсiјеnаtал~ de~1nisanih suшatоrnоm funkcijom 

'f (и), оdnОЗnО, ротоси 



-33-

"\ ~;;;:; '- о (gnL ) ( ) Л" Ј ~ п k;;;:; о , 1 ,2 , ••• , п ; n=l, 2 , • •• , 

gde је suшatоrna funkcija '-Р(и) neprekidna, deflnieana na 

(o,~], takva аа је 'Р( о) -1 1 '-р (~) = о. Nor1Du оемо za роше­
nuti slucaj izracunatl роа pretpostavkom da је f (u) nerastu­

са kопvеkзпа !unkc1ja. 

STAV 10. Neka BU koeficijenti л~:= \f(~~), (k=o,l, ••• ,п; 
п=1,2, ••• ) dati рошоси зumatоrnе [иnkсlје \р(и). Ako је \P(u) 
nerastuca konveksna funkcija na [o,f1 ~ tada је za odgovaraju­

се trigorlometrljske po1inome 

11 u~ \1 ~ i· 1 , 8519 • . • • 

Dokaz: Кako је '-Р(и) neprekidna funkcija na [o,tJ 1 

'Р< о) = 1, 'P(~) = о, za procene ~pmenute norae "u~ 11 dov.oljno 
је izracunati 

(2.55) 

stavimo redo:m. 

(2.56) 

]с 

(2.57) Ln ('f) ;;;:; ~ ! I Кп ( t) I d t , 
о 

(2.58) 

оо Ј>-2. . 
L{ 'р) = ft {, ('f(u)costUduldt. 

(') rJ 

Za veliclne (2.56), (2.57) 1 (2 .. 58) з. В. Steckin ~4] 

је dokazao da uz uвlov L( ~) g о (1) lшашо 

(2.59) 

8 to znaci d.a је za prooenu gore pomenute norm.e dovoljna pro­

cena integrala L( '-р ) • 



.. < 

~34-

Kratkoce pisanja,stavimo 
.с.о 

L("-P) = ~ { Ib(t) Idt, 
о 

gde је 
л . 
~ 

h(t) = ! ~(u)costudu. 
\3 

Kako је ро uslovu 'Р( и) ~. Р, nerastuca 1 lIonveksna :fun.kclja па 

[о, ~ Ј i 'P(~) == о, to na osnovu moga rada [26] sled1 da је 

ра је 

Ь( t) ~ о za svako t> о, 

оо ~ 
L(tp) = ~ f I r 'f(u)costuduldt = 

о о 

<:>о :?I: ј[ .ор 

= ~ {( r:l\.jJCu)CostUdU)dt := lim ffit (f(u).r costudt)du = 
Q О р"" '1:><) а (1 

К 

== 11m g f2~(U) si~PU du , 
р-"? оо 1l с> 

sto је ekvivalentno эа л 

1,( 'Р) = Нт ~ (~( :Ji
p

) 
p~ ос> Је Q 

sint t dt. 

Kako је 'Р(и) nerastuca i pozltivna :funkcija, to је ро 

teoreml о srednjoj vrednosti 

ft 1 (f') 

L( '-.р) == & ЧЈ ( ,,) [ s\n t d t , о f. Z ( р) < о<) • 

. v 

Kako ј е za svako 1 (р) пе zavisno оа р 
~(p) Ј( 

f s\nt dt ~ f э\пt dt =: 1,8519 ••. , 

и о 

to је 
L( 'f ) i 

~ Д" 1 , 8519. .. . 

~ada, s obzirom па (2.59), аоЫјашо 

odnosno dokaz sta~ 10 . 
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2.2.5. Ogr-8.llice,nost norme pozi tivnih P<?1inoma 

Videli ато da ве 1z poz1t1v1teta kosinusnog polinoma па 

[o,Jl] moze utvrditi оgrодiсеnоut norme. Za pozitlvltet kosl­

nusnog reda па [o,~J Fejer је pokazao da је doviljna dvostru­

ка monotonija (konveksitet) niza":~ ро k. 

Sada сето pokazatl da ве do ogranicenostl nоrше шо~е 
doci i рошоси pretpostavki koje ви э1аЫј'е od dvostruk:e mono­

tonije (konveksiteta), tj. dасешо dovo1jne us10ve za pozltl -

у! tet ро1 inoma па nekom razmaku [о, &'), о < ;S <. Л, ро tako 1 

dovoljne ив1оуе za ogranicenost norme l!U~1I " 

ЗТАУ 11. Da Ы norma IIU~II trigonomatrljskog po1inoma 

de.finisanog koeficijentima л.~ (к=о,l,2, •.• ,п; П=1,2, ••• ) ы-

1а ograniaena, dovo1jno је da za nekl prirodan broj ~budu 

ispunjeni sledecl us1ovl: 

(1 ) 
'1"1 A~ 
л ,к-р, - 1<..+ Р Ј.- а РОК, 

'"- 1 

= 0(1) ( 11) L IЬл~1 (n=1,2, .•• ) , 
1(= с7 

( 111) л~ == () (1) С n=l, 2, ••• ) • 

Dokaz: Neka је Б pozi tivan broj « ЈС) , takav da је 
p~~ ТL. Tada norxnu IIU~ 11 шо~ешо predstavl ti u obliku 

Ji. (Е: r 
(2 .60) IIU~ 11 = ~ f IKn< t) Idt = ~ ! IKn< t) I,dt + ~ IKn< t) I dt) = 

2 
= јС 11 + 12)' 

gde је 

Odavde neposredno sled1 da ogranicenost integrala 11 i 

12 povlaoi оgrашhсеnоs t i norme 11 U~ \1 • 

Ogranicenost integrala 12 proistice iz sledeceg: 

Primenom Abelove transformacije па Kn(t) i ~govom in -

teg:r';J.cijom dobijamo 
:Ј[ 

12 =: Ј 2;f +i_ ).~cosktldt = 
д 1("'1 



I -, 

... 

1 sin(k+ ~)t 

t 
2B1~ 
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.1\'1 sin(n+ ~)t 
+ .л~ t 

2в1П1 
dt < -

тt I 1 i I~ I ( в1п(п+ 1)t d.t 
~ 2в~ 

~-1 

o:IГ(L I.AXkI + Iл~1 )ln~ , 
К.::о 

ра је ogran1~enost 1ntegra1a I 2 , s obz1rom na us10ve (II) 1 

(III), oclg1edna. 

Isp1t1vanje ogran1cenosti integra1a I 1 је znatno 910-

zen1je od 1spitivanja ogran1cenosti 1ntegrala 12-

Ogran1cenost integra1a 11 dokazacemo kori~6enjem poz1-

t1viteta ро11поша Kn(t) па (о,Ј 1, tj~ utvrdivanjem us10va za 
koef1c1jente А1 dovo1jn1h da Ы 

<>1 11 

Кп( t) = ~ +L >..1coskt ~ о 
1<:1 

па razmaku [о, Ј ) . 

Kako је p[;~ Ј[ , to је s1npt ~ о па [о,д], ра ро11-

пош Kn(t) mnozenjem ва s1npt ne шепја znak, tj. 1zraz 

(2 .. 61) 
'tI 

( ~A~ +~ A~coskt) s1npt 
К=-1 

ima lsti znak kao 1 ро1iПОШ Kn(t). 
rt'\ 

Kako је AI( ,=0 za svako k> п, to, ra.d1 jednostavnljeg 

dokaza, umesto po1inom.a (2.61) mozemo formalno pre6i na red, 

ра је 

ск) 

(-% + L).~ coskt) s1npt == 
1(::: 1 

оо 

>.,..tY) 1 - ( \ 
= -{ slnpt + '2' L ).': sin(k+p) t - s1n(1c-p )"tj = 

t=.1 
оо оо 

л::; 1 1 
- Tsinpt + 2I.)..~ sin(k+p)t - 2 ~ л:siп(k-р)t = 
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)..~ 
с 2 sinpt 

tYn: Р+ I 
ос 

- ?fsinpt + ~ ~ (~:_p~' )..:+-р ) sinmt 

1 ,'" ",.." ) == те "о - ""2.pslnpt 

-1 

- 1 ~ л ~ slnшt 
2 L I)ђ+Р 
mt=--P+1 

р-, 

оо 

l~,ttJ . '2 L A.fYrн..p sinmt = 
Iђ7 .. -p-l I 

- ~ ~.л::::..." siшаt 
f'tJ1::; -РТ1 

p-i 
OQ 

:= ~L (~_p -~':p )вlшnt + ~ L ~P-~ s inkt 
/( ... I 

~ L >-~p s1nk:t = 
1»1:::: р It- I 

= 

C:><:I 

(2.62 ) 
.0> 

:: ~ L. b~, Р sinkt , 

k:=ч 

gde је 

-~:+P , р ~ k < 0.0 • 

Na osnovu rezultata М. Tomica [4Ј, gde је иа poz.itlvl­

te t ЈИ ща ~1tL 

na [0,8] 

dovolj 110 da bk-t о, proizlazi s obzirom na uslov (1) stava ~1, 

da је i red (2.62) pozitlvan, а odavde је i эuшa 

С:>О t't1.-t-p 

;> bk~Pslnkt == L b~,psinkt ~ о, 
К=1 ~~1 

jer је b~,p == о za svako k> п+р. Како је ainpt ~ о па [о, б"], 
to је i polinom 

'уј 

~ т +~ .л~соs kt:} о па [0,6" Ј. 
1("'-1 
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OgrsJl16enost integra1a 11 sledi iz: 

Ј[ 

11 = ~. '~ + i. A:coskt\ dt 
~=1 о 

_ A~ \" 
- 2 CI 

:ра na osnovU (2.60), в1еа! da. је i norma Ilu~1I ograni~ena za 

svako n=1,2, ...• 

Naves6emo nek:e specijane еlисајеуе niza bn • 
k,p· 

1. Za р = 1 п 
niz bk,l је 

2. Za р = 2 niz 

3.Za р :::: 3 п 
niz bk ,3 је 

I ,,., _ ,." .. 

) A~_ ~. ...\.,,) 

.. 

):2. - ~ч ~ >:'1 - >--~) ~'" 0- л.,; Ај - ~+ ~ х 2. - Х,; .. ·;4G-J.:; 

) Ј 
х 

) "". 

i.t.d. 

Qvde vic1imo da ви ву! оу! ив1оу! koje zadovoljava niz 

b~,p slabiJi od konveksiteta. 
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G 1 а v а t r е с а 

1!-'n\fТГfNI POSTIPCI ZEIR.LJ.):VOSTI FURIJEOVIH REDOVA 

U Glavi. prvoj ви definisani -л.-роstuрсi zbirljivoetl 

Furij eovih redova, da ti та tricom i~(~ (k=o, 1, ... ,п; n=l, •.. ). 

п istoj glavi ви definisani permanentni i F-permanentnl ро­

Btupei zbir1jivosti Furijeovih redova. 

Videli это da BU uslovi S. М .. Nlkolj,ekog [16] za F-per­
manentnost flni tnog .л. -postupka. 

( А.) 1 im л..i<. = 1, k= 0,1 , •.• , 

СВ) 

potrebni i аоуо1јпl. 

Kod permanentnih ~-postupaka sшо umeeto uelova (В) 

imali иэ10у (1.10), tj. иэ1оу 

~ 

(3.1) L I л~ -- л ~+ 1 I =.~ ( 1) (п=1,2, •.• ). 
1(. .... 1 

OCigledno је da је za proveru uзlоv (В) znatno sloze­

.niji oduslo"IТa (3.1) (оаћОВПО (1.10», ра BU- zato i Р-реrша­

neatni postupci za proucavanje s10zeniji оа permanentnih. 

Kako је za F-permanentne postupke najkomp11kovanlji 

uslov СВ), оаnовпо ogranicenost norme parnog trigonometrij­

skog polinoma, to сето koriscenjem rezllltata iz Glave druge 

koji .ве оdпоэе na norme parnih trigonometrijskih po1inoma 

fO.rmulisati 1 dokaza ti stavove koj 1 daju dovo1.jne uslove za 

F-permanentnost Л -postupka definj_sax1ogt,r()1.lgaonom m.a tricom 

{ A.'~} (k;:;: о, 1 ,2 , ••• ,п; n==l, 2 р .. о " ) " 
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Pre nego sto рrеdешо па formullsanje 1 dokaz stavova 

koji ве odnose па pomenute F-perma.nel1tne postupke zbirljivo­

sti, prvo сето dati pregled poznatih rezultata lz ove оЫае­

ti. 

3.1. РRБGL.ЕD POZNA'fIH RE2,UL'rA~rA KOJI ЭЕ ODNOSE 

NA F-РJiЖМ.А.NЕNТNЕ POSTUPКE ZBIRblIVOSTI 

Jedan od najprakticnljih i najjednostavnljih stavova 

koji daju dovoljne us10ve da Ы jedan ~-postupak Ыо F-per­

manentan је da postupak lша pozltlvno jezgro Kn(t), jer је 
tada norma 

(3.2 ) 
Ј[ -:те 

l\u~1I :: i i IK1/ t) Idt ::: ~ ~Kn(t)dt =~~ , 

te ~e za ograniceno л.~ uslov (В) ispunjen, odnosno norma ро­

menutog postupka је ogranicena. Ako је uz to lspunjen 1 иа­

lov (А), tada је taj postupak i F-permanentan. Nedpstatak 

ovoga stava је u tome ~to је mali broj postupaka ва poz1tiv­

n1m jezgrom, ра је i broj л -postupaka koji podpadaju pod taj 

stav тa11. 

Tlpican prlmer ovoga stava Је Fејеrоvл-роstuраk defl-
"'1 k ( nlsan koeficljentima л.к= 1 - n+l k=o,l, .•. ,П; n=1,2, ••• ), 

kojl оЫсnо nazivamo (C,l)-postupak. Jezgro ovoga postupka је 

pozltlvno, sto ве vldi 1z cinjenice da ве опо шоzе naplsat1 u 
obliku 

1- (61nn;lt) 2 
хn( t) ;: ~n+!) t·.? о. 

s1D2 . 

Zna~i7 kako је ispunjen i uslov (А), to је na osnovu gorapo­
menutog stava оуај postupak i J!'-·~реrIl1а.nепtап. 

Науевсеmо јоэ neke F-permanentne poatupke ва pozltiv­

nim jezgrom: 

1. Lebegov postupak def1niean koe~lcijentima 
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pored. toga ~to ispunjave. иеl0У СА) lта 1 pozltlvno jezgro. 

Оуо vidlшо lz 

C>G> 

_ ~ + 2:.fill~coSkt 
~=\ 

= 

Је 

2 za I tl < ћ, 
оо 

= 1 (ћ + L эinkh COSkt) ::! 
h:r ј{:>.1 k h 

za t = :!:Ь, 

о za h < I t I~:тe • 

Znaci 1 L-postupak је F-permanentan (videtl [1)). 

2. Rimanov postupak је dat koef1cj.j ent1aa 

\.;. = л.. (ћ) ~ (!\~) 2 1 
'.1 h=ii"""7 о, 

.. \ te :'JD,U је jesgro 

... { 

Ж(2k-t) 
1 4-

= ћ2 о za 

o~ t ~ 2Ь, 

2Ь ~ t ~ "1с • 

Опо је, znacl, pozltlvno. Kako vazl i (А) оуај postupak је 

F-permanentan (videtl [1]). 

Kod prethodna trl postupka utvrdi11 змо njlhov pozltl­

vitet na taj nacin ~to sшо njlhovo jezgro-koslnusnl po11noa 

uше11 da prlka~emo u zаtvоrепош obl1ku. Medutim to пlје иуеж 

шоgu6е, pogotovu a..ko ne posmatra:mo neki konlaieta.n postupak 

vec с1 tavu klasu pOBtupaka,. Zato sU od i11teresa stavov1 kojl 

utvrd:uju pozl tivl tetkosinusnog polilloma ( 11;. reda) na овпо­

';,'")1 osobina. njegovih koeficijenatae 

Fejer је pokazao da је za poz1tlvltet koslnusnog reda 

оо ).-: "'""" + L Л:СОSkt, л~~ о 2 1<,"'1 

dovoljno da је niz л.'1 dvostruko monoton, tj. da је 

(3.3) ( k== о , 1 , 2 , • • • ) , 

( ,).4) ( k:::: о , 1 t 2 , • • • ) • 



r 
if 

"" 

--

-4')-.-

Kod flnl tnlh л -postupaka, gde је /\.:~ ::: о za ··svako k > п, 
jezgro је oыkaa 

i kod njega ве javljaju dve nepotpune dlferenclj~ 

~'2.~_, :: л~-I - 2.:t~ 

1 

Da Ы ве :na !lnl tne "х -postupke IDogao pr1menl tl отај 

rezultat Fejera, tj. uslovl (3.3) 1 (3.4), potrebno је da 1 

zadnje dve nepotpune dlferenclje budu pozitivne, tj. treba 

da budu konveksnl 1 n1zovl 

).~, л.l, )..2'···' ~"'n' о 
• "1 

1 
~"'o' )(1 ' 

'')Ј 

л.'"п' 1~2 ' ••• , о, O~ 

... 
Роsшаtrајmо sada (C,.€t)-postupak za.{}-~ 1 ( prl~= 1 

ranlje је iap1tan). Kod njega ви koeflc1jent1 A~ datl рошоси 

k=o,1,2, ••• ,П, 

gde је 

Jezgro dеfiл:tsапо па отај na(Sin пеша uvek isti znэ.k, cak za 
о <it-< 1 me.nja n-puta znak u razmaku (о, Ј[") * 

Kod ovoga postupka pretposlednja i poslednja dl!ere­

ncija ви 

i 

1 > О, 
р (~) 
п 
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odakle ве vldi 

Znacl, za -tj. > 1 

уа Fejera jer 

Al ~1 ~ ~~ 
da ј е д А.'ђ-! ~ о za v~ 1, а 0"-'11_' <. о za о < ~ < 1. 

(C,&)-postupak је F-permanentan na osnovu sta­

zadovo1java ивl0уе (3.3) 1 (3.4). 

Kada је о <{}.( 1, tada је A2A.~_1 < О, ра ве па taj в1и­

сај пе moze prlmenlti Fejerov stav. Kod чеgа ви diferenclje 

РП k(-tt-l) 
д~1 = - > о ; 

р п (.f)--) 
'> О' ; , 

1 

<: О , 

.\ 

odakle ве vld1 da је ." 

л""о' A.~, /"'2' ... , ~~, О , О 

monotono opadajucl niz, а nlz 

...... "1 п) ,,\'?Ј "' .... '"\. о' А.. 1 , "'\. 2' , ..-\. п' О ;је konkavan, ра 8е na njega пе 
moze primenitl Fejerov stav. Оуај postupak је 1ри F-perma­

nentan, sto је doka.zao М. Rlз [9Ј. 

С. М. N~koljskl је posroatrao flnltne л-роstuрkе zЪir­

lj 1 vosti nez,avi8no od toga da 11 ј ezgro menja znak. Naime, 

оп ј е u radu [16Ј za pomenu·ti fiпl tn1 А -postupak pokazao da 

ako је niz 

:('0' A.l, "1 '11 
~2 , ••• , х п.' О 

kопvеkэап 111 konkavan, tj. ako ви druge diferenclje 

( k== о ~ 1 Ј! 2 , • • • , n-1 ) 

s ta1nog znaka p tada 8U. uslovl 



(А) 11ш Л'Ј(= 1 
n~C>O 
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(k==o,1,2, .•• ), 

(а) л1 == (Q(1) za svako k 1 п, 

tn "" 
(В) ~ n~i+! == (] (1) za svako п 

IC:: ., 

potrebn1 1 dovo1jn1 za :E'-permanentnost ).-post'upka. 

Оуај stav proe1ruje stav Fejera, jer'ako је n1z (3.5) 

kопvеkэап ne mora b1ti i monoton,. nit1, раЈС, mora bit1 n1z 

:Л~о' Al' ',;t2' ... , ~"'n' о, о konveksan .. 

В. Nad [5] је pro~ir10 rezultat Nikоlјэkоg пе pretpo­

stav1jajuc1 konveksl tet nlza ')..'1 ~ on је pokazao аа Је dovolj' 

an uelov da Ы fin1 tni л -poetupak bio Р'-Р6rшanеntаn da pored 

~~эlоvа (А) bude iэрunјеп uslov 

'YI- t 

(f) 2- (n-k) lnn~kl&л.~1 = (0(1), n~c.o. 
Ii.=- () 

Ј. Karama ta i М. Тошј.С [1] su dal!"1tovoljne uslove za 

matr1cu {).~} da Ь! :f1n1 t:tli л-роstuрak bio F-permanentan. Роц­

zali ви da је pored uslova s. М. N1koljskog (А), (<<) i (В) 

dovoljno da bude 1spunjen uelov 

(3.6) 

gde је 

'\1-1 

L Q~ 1~2A1.1 = <0(1) za svako п, 
1(::0 

п 
Qk = { 

(п-Јс) ln:n::k 
( п-k ) ln ( n-k ) 

za if) -.{ ]с ~ п - гn , 

za. 11 -Vn ~ k~ n-2. 

Оуај rezu1tat sadrzi rezH1tat Ni.koljskog 1 prosiruje 

re zul ta t Na<'1:a ј er nе sadrzi pretposled:rlju di:ferenciju. U 18-

tom radu, Ј. Катг,mаtа i М. Tomic дLаli 80. јое jedno pro~1renji! 

stava Nikoljskog, оаlаЬ1ув! uslov ko:nveksiteta, dokazavsi 
stav: 

Fini tni л. -postupak је F-реrIJlапеr1tаn ako је niz 

za вуако п 

konveksan 111 konkavan, za'tim ako ви lapunjeni uslov1 
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( А ) 11m Л ~ == 1 ,k:::: О, 1 ,2 , • • • , 
n-';> (;).о 

( 3.7) za s~ako п, 

(3.8) 

1 ako је: 

>.;:.., - 2 ~ > (!Ј ( JO~) • (odnosno < (1< 1~) 

zav1sn~-~d toga da 11 је gornj1 n1z konveksan 111 konkavan 

111 2 С 

~ = (Q(1), 

(3.10) 

(3.11) 

gde је N =(n+l-гn]. 

.. 

М. Tomic [3Ј је dokazao da ako је n1z л~ (k==o,l, ••• ,п; 
n==1,2, .... ;л~=1; ::\.':+1= о) kvaz1-konv-eksan, tj. a.ko је 

<:>о 

(3.12 ) L (k+1) IA2.)..~ I = (ј) (1) za n~ <::><::) 

!( '" t> 

da је tada za ogranicenost norml 
тt 

2 (1 'у\ 
ltu~1i =ј ј 1,-" +Lл-;:соsktldt--

о К- ~ .--"'. 

potrebno 1 dovoljno da bude 

"\"" . 'n·· """'"" 1nn == v (1) t n-·" с>о .. 

Ako је uz 110 ispunjen lls10v (А), i:;aj л -postupa.k је i F-per­

шапеntап. 

Problem infini·tnih .А. -post'upaka pr-vi sU komp1etno ро­

stavili i resavali Ј. Karamata i М. 'l'omic. Iz te oblasti oni 
ви dali dosta rezultata. Nave~6emo neke оа nj1h. 

U radu [2Ј orli ви dokaza.li (.1.8. је za. F-permanenrtnost 
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infin1tnog postupka definisanog matricom {.A~J (k,n::l,2, ..• ) 
dovoljno da уа!1: 

( 3.14) za svako k, 

(3 .. 15) za svako п 

i da postoj1 сео broj т, konacaa 111 kojl tezi beekonacnost1 

zajedno ва п, takav da је 

(3.16) 
оо 

~ m+k :m+k '1.. "\'" f/) ( ) 
L m+llm-kllnlm-kIIА ЛI( I ;:;: v 1 , n-. ~ • 
/(= О 

u lstom radu (2) Ј. Кaramata 1 М. Тош16 ви dokaza1i 1 

sledeci stav. 
Da ы1 jed.an л-ровtuрak: definlsan pravougaonoll1 ma·trlc-

\ 

от f л."':t} bio F-permahentan, potrebno је 1 dovoljno da budu 18-
punjenl sledeci uslov1: 

(А) 
." 

1im:\."k, = 1 za svako k=o,l, •.• ; 
п7с.о 

da za 8vako п postoji broj Ма (koj1 zavisi вате od а) ta­

kav аа је za svako m 

da је nlz 

(3.18) 

).,~ :::: -х 
2 

unifО~'liШО ogranicene varijacije, tj. da. Је """ 
1l 

) IdКnctJl = (Q (1) , n~ 0..0 .. 

о 

Navescemo јое i rezul tat s. А. Te1jakovskog (2зЈ koji 

ве odnos1 па lr1:finitne л -роstпрkе zbirljivosti. Neka ma.tri­

са ~ == (>-.1) zadovoljava. sledece u..slove: 

l' 
Ј! 
,1 
1,1 

.~1 

11 ! 
'ј' 

1·. 

" i 

ii 
!I 

11 !I " 
ј!1 
1. 
![ 
'1 
1I 

l' I Ј 
!i[ 
1,ј; 

ii li I , 
\1 
!! 
~I r ., 
! 

:·f' 
~ ~ 
1~ 

.( 

"'" 
';1' 
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C;:>Q 

(3.19) ~ IЬ)~J = ((J(l); 

gde је 

Qi,m == mln( [~); [~~]) ; 

(3.21) za svakon розtојl broj Mn (kojl иаУlвl вашо od п) da 

је 

tada ви 

(А) 11ш Л': = 1, 1:1 ~ с:::>с:;;) za svako k 
n~oo 

i \ . , 
f'n') 

л~-k -
"'t 

L A.m+k = ()( 1) za svako п 
'<;. 1 k 

.00 

potrebni i аоуоlјn! ив1оу! da Ы л -postupak Ыо ]'-perma.nen­

tan za вуе neprekidne funkcije. 

3.2. DOPR.INOSI TEORIJI FINITNIН POSTUPAli 

ZBIRLJ IVOSTI FURIJEOVIH REDOVA 

U оуош paragrafu !ormu11sacemo i na osnovu na~1h rezu-

1tata 1z Glave druge odeljka.·2.2. dokazacemo neke I3tavove ko­

ј! daju dovoljne uвloye za matricu ()...~} (k=o,1,2,"". ,n:n=I, •• ) 

аа ы јеааn :fin1tni А. -postupak 010 F-perm.anentan. 

3.2.1. Ueiovj F-pe~nenclje dobijene razlaganjem 

koeficijenata па ~aktore 

STAV 12.Ako је л-ровtuрak de:flnisan koe:flcljentima 

л'"";;. :::::: o(~~"J. (k=o,1,2, •. o ,п; 11=1,,2, •• з), tada је za Р-реrшa­
neIltnost л -postupka. dovoJ. jrio da bl~dl1. ispunjeпa sledeca. tri 

ие1оУа: 

, 
r ~ 

::) 

':~ 

::~ 

:1 ., 



( I) 

( 1I) 

11-1 
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1 iПl ~ к :::: 1, k:::: о , 1 ,2 , .•• , 
П--+' с)о 

~ IAd~1 = (Q ( 1 ) , O(~ = 0(1), n=l, 2 , • •• , 
I(~ о 

za зуио m ~ n=1,2 , . •• • 

Dokaz: Kako је uslov (А) 'stava Niko1jskog ispunjen, а 

uslov (В) sledl iz stava 3, tj. 'iz pretpostavke (1) i (11) , 

proiz1az.i da је Л-роstuраk F-permanentan. 

STAV 13. Ako је ~-po8tupak de:finisan matrlcom \~'\~:::: 
::::{~(!~} (k=o,1,2, .•. ,n; n=1,2, ••• ), tada еи uslovi 

(А) 11m >---1.::: 1, k::::o,1,2, .•• , 
n~OO 

1)J-1 

(1) ;:- (k+l) I&~~I =О(l) i nlдc{/1I:'tl =V(l) za svako п, 
/(.::: О 

:д: м'\ 

(11) 5 I~ +LIЗ"Ј.соsktldt ::: ([)(l) za svako Ш~ n::::l,2, ••.• 
() /(.:: . 

dovo1jni da л-роstuраk bude F-permanentan. 

Dokaz је ocigledan jer је uslov СА) pretpostavljen, а 

uslov (В) sledi lz stava 4, odnosno iz uslova (I) i (11). 

Napomene uz stav l~. Shodno napomenama uz stav 4, mozemo re6i 
da ako је r.. -postupak Я-реrmanепtап эа svojstvom da je.A'iA~ ::::0, 

tada 11s1ov С I1) пе mora Ь! ti ispunjen za Bvako ш ~ п vec вашо 

za ш=п. Znaci, jedan d..~ -postupak је F-permanentan ako је ~­

postupak F-permanentan i д~ = о i ako је uslov (1) !spunjen 

za svako n=1,2, •.. kao i dac1.~ ----'1 kada n~oo za svako k • 

. ;, .". &ТАУ 14. АЈсо је A-рО.stupak de:finisan kJ)eficijentlma .:ј -с. 
Л,.,., -"" р.. "r) (. • к ::::ql(,"j<..k=o,1,2, ..• ,п; n=1,2, ••. ), tada Је za F-реrшa.пеп -

tnost л-роstuрkа dovoljno da bidu ispunjena slede6a tri uslova: 

(А) 11m л.'l:= 1, za svako k, 
п-? о<> 

tYI-1 

(1) LIДо(~I'f~(k,n) =V(l), n=1;2, ..• ~ 
К,,=-О 
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( 11) 

gdeje Је 

~(Пl,п) = i ~ '~~ + f ~';cosktl (\,t. 
о 1<..=1 

Dokaz sledl lz ~injenice da је us10v (А) pretposta~ljen, 
а us10v (В) sledi lz stava 5, tj. lz uslova (~) i (11) • . . 

_ STAV 15. АЈсо је л. -postupak detlnlsan )c;oeflCljent1ma 

Л:~.=оСr.>: (k=o,1,2, ••• ,n; n=1,2, •.• ), tada ви us1o~1 

(А) "" 11m Лк = 1 
n-+ QO ! 

za evako k, 

( 1) ~ IA.{:lln k'; cQщ • ~~ = (Q(l) i (\.(" .... ~ 1) • n=1,2, .•• , 
1( ... .f 

(11) - 'fr.>( n,n) = Ilu~JI - <? (l), n=1,2 , •.• 

dovo1jn1 za F-permanentnost datog ~-роstu~ц. 

Dokatsledi lz ~1njen1ce da је uslov (.) dat, а uslov 
-/ (В) sledi 1z stava 6, tj. 1z us10va (I) i (IХ). 

Napomene uz stav 15. 

1. Us10v (1) nije potreban za F-permanentnost, ~to pokazuje 
- , .r"" k 

primer postupka de.f1nisanog koef1cijent1ma ~K = 1 - n+l 
koj1 је F-permanentan а ne zadovolJava us1Qv (1)~stava 15. 

2. Us10v (1) nlje ni dovoljan za F- permanentnost, ~to vid1111D 

1z pr1mera~~= 1 - D1~n koj1 zadovoljav~ uз1оу (I) stava 
15 а n1je F-permanentan jer ne zadovoljava us10v (~) N1ko­

ljskog (v1det1 str. 44). 

Na osnovu st'ava15 mozemo, zna~i, pr1 utvrtЗ:1vапјu F-per­
manenc1je pretpostav1ti da је norma ogranicena sашо za jedan 
faktor koeficljenata л':.=~~~,:, odnosno da зато za njega vazi 

пеk1dозаda poznat1 п1 terijum za utvr<!i.vanje ogran1cenosti 
norme, dok za drug1 .faktor treba--заmо pretpo~·tiav11;i da zada­

voljava uslov (1) stava 15. Od.avde sledl da j61dan F-реrlDliпеn­

tn1 л. -postupak os-taje F-permanentan kada JD.1i. 1c:oe.f1oijente ро-
~ ..... 
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mnozimo nekim drugim koeficijentima koji zadovoljavaju uslov 

(А) i uslov (I} stava 15, ра эе оп! mogu shvatiti kao mnozi­

te1ji koji пе narusavaju F-реrmahепtпоstЛ-роstuрkа. 

Sada cemo па neko1jiko primere pokazati mogucnosti 

stava 15. 

PRIМER 1. 
Neka је dat ).... -postupak def'inisan koeficijentima. 

==~~~ (k==o,1,2, ••. ,n; n=1,2, ..• ),gde је 

~I 'п 1 _ k 
сл к == -no;-'l-nn- (k=o,1,2, .•• ,n; n=1,2, ..• ), 

(l'YI kJ[ 
\-'к= coszn (It=o,1,2, •.• ,n; n==1,2, •••• 

" ..... -.А 1<.-

Лkо F-permanentnost ovoga postupka utvrdujemo pomocu 

s-tava 15, dovo1jno је pokazati da оп zadovo1java uslove (А), , 
(1) i (11).""· 

Uslov (А) ј.е iвpunjen jer ct.~(3:~1 kada п ...... ос::. za 

svako k. ... 
Uslov (I) sledi 1z 

kao i iz cinjenice da эи с/..."::. i -Лс/.;- takode ograniceni. 

Na kraju i uslov (11) је ispunjen jer је to poznati 

postHpak Rogozinskog koji ima ogranicenu поrши II~ 11 • Odavde 

sledi da је J..~ -postupak F-permanentan. 

lJtvrdi уапје F-permanentnosti ovoga 'А. -postupka pomocu 

drug1.h poznatih kriterijuma nije ovako jednost-avno, naravno, 
uko1iko је uop~te 1 mogu6e. 

Napomenimo da эшо 
-, l~JiIIIi't 

"'" lY\-~K == соэ~ mogli uzeti 

u primeru 1 umesto koeficijena.ta 
~.' .<:~" -

koef'icijente bilo kog F-permatentnog 

postupka. 

РН1МЕН 2. 

Neka је dat л. -роstнраk de.finisan koeficijentima л ~ =: 
ј"\ flrv'l ( =Ц\L\->1С: k=o,1,2, ... ,n; n=1,2, •.. ), gde ви 
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za k-neparno, 

kJl 
COB~ 

с.п 

za k-parno, 

Koeficijenti л~ mogu ве predstaviti i па 81edeci nacin: 

соэ~ ; cos~ ; ~(l+COBg) 

Ј( 1 Ј( Је 
... , cos(2k-l)~ ; 2 cos(2k-2)~ + cos(2k+2)!n ; ... 

Dakle, оуај postupak је аоЫјеn iz postupka RogOZ~8kog па 

taj na.cin ~to ти С1а.поуе >-1 za parno k~2 zamenjujemo aritme­

tickom B'redinom najblizih parnih с1аnоуа, tj. ва 

1 ( ,'( ) Тt,. ( ) 1L ) ~ С:(>В k-2 2n -f СОВ k+2 2ni. 

Koeficij enti па оуај nacin definisanog л -postupka nis .. u п! 
. ." 

konveksni ni konkavni, tako аа nе zadovo1javaju us10ve 8tava 

s. М. Niko1jskog (videti str. 11), ра ве pomocu toga Btava пе 

moze utvrditi F-permanentnost ovoga postupka. 

Na оэпоуи naseg stava 15, odnosno иэ1оуа (А), (1) i 

(11), F-permanentnost је ocig1edna: 

Us10v (А) је ocig1edan, а II~\I =0(1), n=1,2, •.• jer 

је to poznatl postupak Rogozlnekog. Treba јоэ dokazati vaznost 

uslova (1), koji sledi iz 

'УЈ-1 '»-1 ~ ~.- , , k JL I 2 л -L_IЬ~11nk =L (-1) (1-соэn) 1nk ;::: 2sin 2~ 1nk ~ о, 
1<='1 К-:." 'С:=1 

kada n~ с:х::; , kao i lz ogl'anicenosti d~ i 6..ct.6 • ZnaCi, naуе­
deni J,~ -роэ tupak ј е F-perrnanentan. 

PR1Ml~R 3. 

Neka је da. t л -РОБ ttlpak definiBan koeficij entima л':. == 

=Ј7:..(): (1{=:o,1,2, ... ,n; n=l,2, ..• ), gde ви 

ci.;' 1 + i-t)~ , 't'(n)~ ~ n-il" с>о . - 't' п , , 

~: 1. k -- .-
n+l 
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}'rvo сето .F-permanen tnost ovoga postupka utvrdi ti рото­

си stava 15, odnosno ие10уа (А), (I) i (II). 

из1оу (А) је o~igledan; uslov (11) је ispunjen jer је 

(:' -postupak pOZH&ti Pejerov postupak ра ши је norma fllP 11 о­
п 

granicena. Ostaje jedino јов da dokazemo vaznost иэ1оуа (I), 

koji sledi iz: 
т-1 (1'\-1 .~ 

L IДс~::llnk = 2~ I(-l).~ 'P1nJ11nk = ЧЈ~П) G\(n-1)ln(n-1»), 
K~1 ~;~ 

sto је ograniceno za 

( 3.22 ) 

gde је C1 neka pozi tivna konstanta. А kako зu i d..: i д d.. ~ 
ograniceni, sledi da је uslov (1) stava 15 1зрunјеп. Na kraju 

mozemo zaklju~iti da је ~~ -postupak F-permanentan kada funk­

cija 'V(n) zadovo1java иэ10у (3.22). Za в1иеај ~ < 1, ротоси 

stava 15 nista пе тойешо zak1ju~1ti. 

Ako па ovaj л. -postupak primen1mo neki drug1 poznat1 

kriterijum za utvrdivanje Р-реrшaпепсlје, ne вато da 6е ispi­

tivanje bitl znatno slozenije nego сето dobiti i вlaЪij! re­

zu1tat od onoga koji это dobi1i ротоси naseg stava 15. 

Kod ovoga ~-postupka druge diferencije Su 

(3.23) л'l,..,"" k 4 k+1 
1..1""'1<= (-1) \џ(п) (1 - ri;'I)· 

J!'-permanentnost oyoga ров tupka ispi tacemo prvo рошоси 

kт-i-tеriјumа М. Тошiса [зЈ (videti (3.12) i (3.13». 

Uslov (А) је i(зрunјеп. Zatim, kako је 

== (!)( 1)' 

kada funkcija ~(n) zadovoljava uslov 

'v (п) ~ 

а kako tada л~ -? 1 kada rl~ 0.0 i 

.. 
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to па osnovu kriterijuma М. Tomica mozemo zak1juciti da је 0-

уај A-postupak F-permanentan kada funkcija tЏ(n) zadovo1java 

uslov 

(3.24) , gde је ff 4 2. 

Za slucaj ~< 2, рошоси ovoga stava- nista ne шо~ешо 

zak1juciti. Ocig1edno, (3.24) је эlаЫје od prethodnog (3.22). 

Ni krlterljumB. Nada [4] u оvощ slucaju ne Фаје pre­

cizniji rezultat. Naime, sada сешо videti da је оп јое i 81а-

biji. 

Kako је us10v (А.) proveren ranl~je,·treba јое utvrditl 

da 11 је ispunjen uslov 

Kako је 

to је 

(':5 .. 26) 

i 

~ п 2. '" /n : (п-k)lnп_1ёf.tlЛ~1 == V(l), n=1,2, •.•• 
~O " 

Na оепоУи (3.23), uslov сеГ) (v1detl str. 44) је 
111-1 -

~'<П-k)lnn~1{I(-l)k '-VtI\Ј (:1 - ~5) i == 

'YI-4 
4 '( п ( k+1) == qJ(n) L n-k)lnn ':"k 1 -п+I • 

1("0 

xlnx ~ х-l za х> о, :(videti 114Ј), 

2 • ( k ) 1 п ( п-k) п ln п > 
n-nn_k::: n( n-k)' П-К/' 

2 
~ ~n-k)_( п _ 1) ::: n{n-k) 
v п n-k п 

(n-k) lnп~k :::: (n-k)lnn - (n-k)ln(n-k) ~ 

~ (Il-k)lnn - (n-k-l) .. 

Zna6i, iz (3.26) i (3.27) sledi 

}с (п--kЈ 
п 

( п-k)" ·lп...1!.­
п-к 

.( (n-k)lnn - (n-k-1). 



. : ~ 

• <> 

-54-

Лkо зе u (f), odnoano (3.25) uvede nejednakost (3.26), 

do"bija ае 

(3.28) 
"'-, 

4 '( k) 1 п ( 1.. - kn++i ) ~ 'v (п) .(0 n- nn-1ё ' 

Рrimеnош Abelove transformacije па zadnju sigmu dobi~a ве 
"11-1 /)1-2. ~ 11-1 L k(n-k)2 = ~ (2n-2k-1.)2:. v + 2. v z: 

1<:: ь 1(= о >1 .. О ":"0 

",,-2 

= ~ (n-k-~)k(k+l) + t!) (n2 ). 
1(;::: О 

Ponovo primenom Abelove transformacije dobija ае 

'>'1-1 ")\-2,. 

2_ k( n-k) 2 = 2. (n-k- ~ ) k( k+ 1.) + (() (n2 ) = 
\(,,:::. о 1(:: о 

'\'1-3 1< '))-2. 

= I ~ У(У+1) + ~ L v(v+l) + (() (n2
) = 

ILco V::::o -Ј=о 

:= t@<nЗ ) + СО(n3 ) + (ј)(n2 ) = (ј)(n4 ) • 
К=о 

04atle sada sledi da је (3.28) 
rn- , 

'Р(n) L_ (n-k)1.nn::k(1.- ~:f) ~ 
IU::-о 

(Qfn~) ~ ~ 
\vn 

Kako 

za 

(3.29) 'fJ( п) ;::: ([) (n-tf-) , -1Ј-<2, 

to ротоси kri terijwna В. Nada za -\}-.с:..2 nista nе mozemo zak1ju­

citi о F-permanentnosti pomenutog postupka. 

Ako ве u Of), odnosno (3.25) primeni nejednakost (3.27.), 
dob1ja ве 

""-\ I}t-f 

'V(nJ Zo (n-k)l!)1~Јё(l-~:f),~ \fI(nJ ~ ~n-k)lnn-(n-k-l)] (1 ~:f)= 

= Сn+ltq:эСnЈ lnIl V(n31 - (n+l)ф сп) r!J (n3
). 

Zadnjl izraz је ogranicen za 
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~t()"znaci da је i л -postupak F-permanentan za 

(3.30) 'У(п) ~ с з (п+ lnn) pri 8-?!;. 2. 

Uporedenjem (3.29) i (3.30) шо~е ве zak1ju6iti: 

1 о .АЈсо ј е 'tJ (п) == (() (n~) , -&<.. 2) рошоси stava В. Nada nis ta эе 
nе тo~e utvrditi о F-permanentnost1 postupka. 

2 О :,А1со ј е 'р (п) ~ С З ( п-&- 1п 11), -э. ~ 2) рошоси stava В. Nada шо­
ze эе zak1ju6iti da је >- -postupak F-pe,rmanentan. 

На kraju)nije tesko zak1juclti аа је u оуот slucaju пај­

~'fi~а:зпiј i Ь10 stav 15, рош06и koga. ето zaklj~llcl1i da је оуај 
л -postupak }!'-permanentan za 

'+' (п) ~ C1 (Il~ 1n nJ) pri .g. '# 1" 
\ , ., 

. " ' .. ~. 

STAV 16. Neka је .л.-роstuраk defin1san pomo6u m.atr1ce 

t~'1} =={.,(~~~) (k:::o,l,,2, •. ,n: п=1,2, •.• ) .. Tada su uslovi: ... 
'" .;: ,', (А) 1iaл~ ;:: 1, k==o,1,2, .•• , 

~~O.o 

·~-1 

(1) L 1~d.i(I= (ј (1), d..:< = ((J(l), n==1,2 , .. " ~, 

(11 ) 

( 111) ~ 1п 11 ~:: () (1), П::: 1 ,2, .... , 

( IY) П;;:; 1,2 , ... 

doyoJ.j n1 ја. )"-ров tapak. 'bude }'-permanentan. 

Dokaz: Kako је uslov(A) isрџ.nјеn, а uslov (В), odnosno 

ogranicenos"t nO,I"me sledi па osnovu stava 7) to па osnovu sta­

Уа Nikoljskog (videti stJ.~. "39 ) sledi da је postupak F-perma­
nen"tan. 

Specijalno za ~~ = 1, stav 16_pro~iruje rezultat М. Тош~­
са [~~]. 

Sada сето па prethodIlom primeru 3 pokazatj~ de. stav 16, 

p redstavlja stvarno prosirenje pomenutog g"t;аv:э.. 
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Kodtog primera Л·_роstuраk је definisan, ka.o sto ешо 

videli~ koef'icijentima Л'1(::::о(~ f.>~ (k=o,1,2, ••• ,Ja.; n=1,2, ••• ), 

ейе је 

d.: := 1 + ( -1 ) k, 'f' (п) -+ оо , n~ с.о , 
тprnг 

~~ ::; 1 - n~l . 
. 

ISP.11;ajmo рошо6u stava 16, 'F-реrmaпепtIlоst ovoga 'Л.-ро-

stupka: 

Uslov (А) је ispunjen, sto је ranije u·tvrdeno. Uslov 

(11) је iepu.njen јет jeLi!lB~= о, Ocigledno је da је ispunjen 

i uslov (111) jer 

r 1 + {-t)~] lnn ~ о kada п -+ ос:. • l п ,п+! 

Kako ви r.>~ ograrliceni, to lz ispunjenja uslova (Џ') sledl i . 
ispunjenje uslova (1), ра је da.lje dovoljno isp1tat1 uslov (IV). 

Kako је (2n-l)!! < пп 
~~1 

2 __ I(~~Д <:(~I Iln(2k+1) 
к.:::о 

za. ft 

( 3.32 ) 

za п'7 1, to zamenom u (3.31) dobijamo 
• 

( 9'{nJ nlnn = (1(1), n=1,2, •.• 

Odavde sledi da је pomenuti А -роstuраЈ;с sigurno F-per­

mапе.lltап za. ,+,(1)) koja zadovoljava uslov (3.32), dok вшО u 

рrеtl10dлоrn i;зрi tj.vanjtt za оуај A-postupak, рошо6и эtаvа М. 

Tomi6a [зЈ, u·tvrd11i da је F:;:рщ:-щапепtап za 

Iz (3.32) i (3.33) moze эе videti da stav 16 nije вашо 

tеоriј.:зkО prosire!1je sta.va .м.. Tomica i da skup postupaka .za !!' 

koje to p:r."osire.nje vazJ. rljie px"azan. 
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STAV 17. Ako је л-роstuраk definisan koeficijentima 
"" Ј"" ~ . >-,(. ;;::; q 1( ~~, (k= 0,1,2, ••• , п; n::::l,2, ••. ) t za F-permanentnost 

").... -postupka dovoljno је dabudu iSpU!ljena sledeca cetirl иа­
lоуа: 

СА) 1iш А.-"'>к:= 1, 1t=o,1,2, ••• , 
n.-? ос> 

IYI- t 

( 1) L IдсС I :: со (l!. 1 d.':.::::: CQ (1), n=l, 2 , •.. , . 
11.=.0 

( 11) 

~ . '. 

<::LOI '2 "" (/1 L (k+1) I~ ()кl :: V (1), n=1,2, ••• , 

( 111) (?>: 1nш :::: с? (1) za svako m ~ n=1,2 ,. •• • 

Dokaz 'sledi neposredno lz stava 8. 

3.2.2. ~slovi F-permanenclje dobijeni rаzlаgаnјеш 

koeflcijenata па Babirke 

u ОУОШ ode1jku posmatracemo л-ровtuрkе kod koj1h su 

koeficijenti л~ dati u obliku л~::::: o(~± ~~ (k=o,1,2, ••• ,П; 
n::::.1,2, ••• ). 

STAV 18. Neka ј е л. -postupak deflnisan koeficijentima 

/~: (k=o,1,2~ .•• ,n; n=1~2, ••• ). Тааа је za F-permanentnost 

dovoljno аа Ьиаи ispunjena sledeca tri ив1оуа: 

(А) 11ш л. :. :::: 1; k= о , 1 ,2 , • • • , 
n-'> ()с::) 

( 1) dapoetoj i niz O(~ (k:o, 1,2, •.• ,п; n=1,2 Ј ••• ) ва ograni­

сеnат normom IIU~I\, 'takav da је )..~ -tX~ nerastu6i kon -
veksan niz ро k, 

(11) A.~-o(~= ~ (м, л":- J..~:: (!) (1), n=1,2, .•.• 

Dokaz: Uslov (А) ј е isp'unj en, а в obzirom па иэ1оуе (1) 

i (11), па oenov~ stava 9, ispunjen је i ив1оу (В). 

U вуот radu [1) (etr. 124) Ј. Karamata i М. Tomic ви 
da.li primer jednog л..-роstuрkа zbir1jivlisti koji nije potpa­

dao ћl -pod jedan od vrlo op~tih stavova pomenutog rada, а 
kO;jJ_ је F-permanentan. 

... 



-58-

Napomenimo da ее па taj A-postupak ne moze primen1ti 

stav з. М. Nikoljskog, kao п1 stav В. Nada. 

Ovaj л. -postupak definisan је koefic1jent1ma ~""I<. па 

sledeci na~in: 

. '\.~ - \"" - 1 k 
A2~_1 - ,.1\-2,К - - п+ 1 (k:= 0,1 ,2 , .•• , п; n=1, 2 , ••• ; л.. '\'\ ::: о) • 

-1 

F-permanentnost ovoga postupka pomocu stava 18 dosta ве јеdnо­

stavno utvr<!uje. 

Koeficijente л~ napi~imo u obliku n1za 

1 1 2 2 n-1 п-1 
1 ; 1- n+I; 1- п+l; 1- n+l; 1- п+l;···; 1- n+l; 1- п+l ; 

. 1 n. 1 п , - n+l' - n+l 
111 

2.24 
1 ; 1. - 2 ( n+ 1 ), 1- 2 ( n+ УЈ; 1- 2 ( n+ ! Ј ; 1 4 • • - 2 (n+f) , •• • , 

1- ~t~:i~ , 1- ~f~~ij ; 1- 2(~~1) ; 
2.n 

1- ~(n+l) • 

О~Јшсimо ротоси 

(3.34 ) 

1 

{

2 (n+l) 

O(~ == 

о 

za k-parno 

(k=o,1,2 , ••• ) , 

za k-neparno 

tada oduz1manjem koeficijemata d.~ od л ~~ dobijamo koef1cije-

nte ,"1.'>'1 tj 
,-'1-. ~, • 

koje mozemo napisat1 u obl1ku 

(k=o,1,2, •.. ,2n; n=1,2, .•• ). 

Тrigоnоше't.t'iј ski polinom defiIlisan koe.f1cijent1m.a o(,~ 

ј.та ()g1"al1.i6enu normu jer је 
-t:;~ '-~' 

-'l't\ 

I~ + L~~coskt Idt == 
к::о1 . 

Jl 'у) 

=Ј ~ '(~ + 2. соs2kt)2Тп~I)ldt == (Ј(1), п=1,2, •.•• 
.. Jl (} 1(.;: I 
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'"'"ј;@ 

Kako је niz )...,<. konveksan i nerastuci ро k, а kako је л..\.~ ::: о 
• ,,'L.'"YI 
l ro ~ 1, to па osnovu stava 18 sledi F-permanentnostst ро-
stupka. 

STAV 12. Da Ы А -postupak definisan koeflcijentima. л.'У~ 

(k=:o,1,2, •.. ,п; п=:1,2, ••. ) Ыо F-permanentan/dovoljno је da 

budu iSРШiјеIlа slede6a tri ие10уа: 

СА) 1 im )... ~::: 1,' k= о , 1 ,2 , • . • t 

n-

(1) л"':.., ~(!]( 1) ,A~ nerastu61, konveksan niz ро k 

(k=o,l, •.. ,n~), tj. konveksan је niz л..~, Al' 
л.. ')1 ""\ ""у\ 

2" •. , л.. n~' 

( 11) ~ln п= (Ј(1), 11=1,2,3,. .•• 

I 
'О 

gde је 
.0> 

Dokaz: Neka је niz 

(-')") ~ 
01<.. ::: - k. 

п 

Kako је niz A~ konveksan za (k=o,1,2, .•• ,n~), tada је 

konveksan i niz '{K~a r5rr,?yJ:.:: о, tj. /{~'1l је konveksan za (k=o,l, 

2, ••• ,n). 
,r'YJ 

Norma pollnoma definisanog koeficij entlma <5 к је 

те r)'1 

lIu~ 11 =: i ) I ~~ I ~ ~ђ1СО8kt \ dt. 
о К::. \ 

s obziI.'OI!l па monotonost i konveksi tet niza '6;' , па 
оэnоуи Fejerovog stava о pozltivitetu jezgra, ~olinom pod 
modu~om је pozitivan, tj. 

!lп~iI = 411 [:, f !«coektldt 
о 1<.='1 
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1l ", 11'\ 

== 1 U и>' 11 - ~ ~ I~ + 2-=J;-;coskt I dtl ::: t Ilu}. 11 - Ilub I 1-п l О К:: \ t п п 

Kako је 5:::: ~k neopadaju6i pozitlvan niz, na osnovu 
п 

naeeg stava 2 (а) је 
1l ,.., 'у\ 

IIH~\\ == * ~ t~t-\$:cosktldt ~ 

4 (VJ ( 2. ~ ., :;~ 8 ~ ~ ~ 
~ Jt.l O",ln 4n -1) - ОО + 2 "" - Jt.t.L 2F-I ' 

К=:.1 ,...1tI л..,... 

odakle, s obzirom па to da је ок::: n~k, dobljamo 

/)'\-1 

"u~ 11 ~ ~X~ln(4n2-1) + 2 л~ - ~~ ~ 2kЭ:1 = 
1(-= 1 

4 2 8),,"'" ~-, k 
::: -~ln(4n -1) + 2Х')" - -rгn"" ~ ~-I · 

"Jf2. .Ј\. 1( .. 1 

Kako је ро pretpostavci ~in п::: (Q (1) 1 kako је 
~-1 

л~, k 
п L. 2Iё-! <. A~ , 

1(.:::,.1 ,ОО 

to је 

Ilu~ 11 ::: ([Ј( 1), n=1,2,... • 

Sada iz 

proizlazi 

lIu~lI == (J(l), n=1,2, ..... 

Na osnovu, prethodn.og, sledi da је i л. -postupak F-per­

manentan, sto је trebalo i pokazati. 

Napomenimo da је u ОУОШ stavu za konveksitet potrebno 

da druge di.ferencije ·budu pozitivne samo do 1.J.'lx:._2.. ' sto znaбi 
da д'2~~'.1-= X~-1 -A.~ i д'l.~ =: л..~ mogu Ь! ti proizvoljnog zna.kЗ. t 

li. to u stavu s. м. Nlkoljskog nije Ыо slucaj (videti str.43). 

U stavu Nik6J.jskog konveksi tet nlza :х:'1( Ыо је ва nulom, tj .. 

kODveksan је Ыо 1 niz 

..... "" л"'" л 'А,."" 
..... '-. О ' l ' 2 ' . . ., n-l' о . 
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3.2.3. Uelovi F-permanencije postupka definlsanog 

sumatornom funkcijo~ 

оуае сешо datl dovoljne uslove za F-permanentnost datog 

:л -ров tupka ako ј е rnа trlca {).. ""'I(} definlsana рош.оСu аuшa torne 

fwikcij е. 

STAV 20. Dovoljan uslov da Ы А -postupak deflnlsan 
. k~ k~ 

sUIna't;ornom f~cljom 'P(гn), tj. kоеflсiјеntlша >-'1= '{>(~n), 
k=o,1,2, ••. ,n; n=1,2, •.. ), Ыо F-permanentan jeste da funkclja 

'Р(и) bude konveksna па [o~]. 

Dokaz s1edi neposredno 1а stava 10 jer uз1от (А) sledl 

iz 'Р(о) = 1, а uslov (В) lz stava 10. 

3.2.4. Us10vl F-permanenoije postupaka koJl 

iшaји pozltlvno jezgro 
\ 

"О 

Vldell ето da .је flnl tnl л.. -postupak F-permanentan ako 

је jezgro pozitivno na [о.Је]. S8da 6ешо datl dovolj~e uslove 

za F-permanentnoet ~-po8tupka kojl lша pozltivno jezgro па 

[о,д ], gde је ~ konacan broj о < д < :к. 
STAV 21. Da Ы flni tni .А. -postupak def1n1san koeflcl-

ј er.l.ti:ma л'~ (k::::o Jt 1,2, .... , П; n=1,2, •.. ) Ыо F-permanentan, dovo-

1jno је da budu ispunjerJ.1 в1еаес1 us1ovi: 

( А ) 11m ')... ~ :::: 1,. k= о , 1 ,2 , • . • , 

( 1) л~ _~ ~ 
Ik-pl k+p о ро k, 

~~ . . 

( 11) ~ }(ј.л.~1 ::: с:) (1), n=1,2, .... , 

( 111) л~ ::; (о ( 1), n=l, 2 , . •• • 

Dokaz sledi iz stava 11 jer је uslov (А) pretpostavljen 
а uз10У (В) sledi iz us10va (1), (11) 1 (11Ј). 

Napomenimo da SU uslov1 (I), (11) 1 (II1) slabijl od 

kon:veksi teta. 
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