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Konturni problemi teorije analitilkih i drugih funkcija pred-
stavljaju problem odredjivanja funkcije ili neke njene osobine na
osnovu funkcionalnih veza koje postoje na konturi. Iz toga bi se
moglo zakljuditi da se radi prvenstveno o problemima teorije funk-
cija kompleksne promenljive, kao i da se uglavnom koriste metode
kompleksne analize, Sto nikako nije slucaj. Sirinom pitanja koja
obradjuju i mno3tvom rezultata do kojih se do%lo, oni su se namet-
nuli Sirokom krugu istraZivada. Mnogi novi rezultati teorije inte-
gralnih, diferencijalnih 1 parcijalnih jednaclina, funkcionalne ana-
lize, topologije i numericke analize omoguéili su da se metode ovih
disciplina obilato koriste u teoriji konturnih problema 1 obrnuto,'
razvoj ove teorije doveo je do nekih novih rezultata u navedenim
disciplinama, Sto ukazuje na organsku povezanost koja je ovim pu-
tem ostvarena. Konturni problemi se mogu formulisati i1 u najragli-
$itijim oblastima teorijske fizike, mehanike i tehnike kao Sto su:
nidrodinamika, dinamika fluida, teorija elasticénosti, tedrija elek-
trostatidkog i magnetskog polja itd. i svaka formulacija oﬁgovaraéé
specifidnostima odgovarajude discipline. Ma kako se ove formulacije
razlikovale od formulacije konturnog problema u teorijl analitic¢kih
funkcija, izvesne fundamentalne metode koje se na isti nalin svuda
pojavlijuju u reSavanju ukazuju na jedinstvo problematike konturnih
problema, ma kako ona na prvi pogled izgledala heterogena. Bogats-
~tvom problema koje tretiraju, Sirinom primena u drugim granama i
moguénoddéu korifdenja najSirih aparata raznih disciplina teorijske
matematike, klasifikacija konturnih problema je jako oteZana. Ipak
opredelidemo se za podelu konturnih problema u dve velike. grupe 1
to: konturni problemi tipa Riemann-a i konturni problemi tipa Hil-
bert-a, bez obzira koliko ova podela imala uslovni karakter. U prvu

grupu spadaju problemi u kojima treba odrediti deo po deoc analiti-
¢ku funkciju

+ @+(Z) | z €D
¢-(Z) - z&D"
na osnovu date veze izmedju konturnih vrednosti funkcija &F(2). 1

*¢sz). Druga grupa sadrzi probleme u kojlma treba odrediti funkci-
ju @(z) = u + i v analitidku u datoj oblasti D, ako je data funk-




cionalna veza izmedju konturnih vrednosti realnog i imaginarnog dela;

Podnimo sa izlaganjem prve glave u kojoj je navedena poznata ma-
terija iz teorije konturnih problema za analiticke funkcije a koja de
se koristiti pri obrazovanjy novih metoda refavanja konturnih proble-
ma i dobijanju novih rezultata u toj oblasti,

LI glava

Konturni problemi Riemannw~a, Dirichlet-a i Hilbert-a

1.,1. Uvodni pojmovi
Formula Cauchy-ja je formula

+
1 rf(T (£(z) z€ DV 7} |

dT = 'r 1-111#
zflj - Z ! 5 ze D J ( )

.gde je f(z) analiticka funkecija u D* a neprekidna u DYWL i gde Je L
glatka zatvorena kontura koja deli ravan na unutrasnju obhlast p* i
spoljasnu D~ . Ova formula omoguéava izralunavanje vrednosti funkeije
u svakoj tadki oblasti ako su poznate njene vrednosti ns granieci, da-
kle ona refava kxonturni problem za analiticke funkcije.

Integral tipa Cauchy=-ja Jje integral

¢ (z) = 21351 J{J_-%)- ar (1.1.2.)
gde je L glatka zatvorena ili neéZtvorena kontura a €(T ) neprekid-
na funkecija tadaka konture. Ovaj integral predstavilja analiticku
funkeiju u celoj ravni osim tadaka same konture. Zato kaZemo da jJe
linija integracije L singularna,linija za funkciju d(z),

Uslov Holder=-a: Neka je L glatka kriva i ¥ (t) funkcija tadaka te
krive, Funkcija ‘¥(t) zadovoljava na krivoj uslov Hflder-a, ako 2a

ma koje dve talke te krive vaZi nejednakos?y

Pe(t,) -~ (b)) alty - byl (1.1.3)

gde su A i A realni brojevi i O < A& 1, Za 7 = 1 imamo Lipschitz-
ov uslov. |

Glavna vrednogt i@jegrala t;pa Cguchg-ja: Neka je L glatka kontura,
T i t kompleksne koordinate tadaka konture, a 1 deo konture L koJi
iseca krug sa centrom u tadki t, poluprednika .®.. Glavna vrednost in-




tegrala tipa Cauchy-ja definise se igzrazom:

fp-l
I-= mJ’ —;f.,-(-__ﬁ—% at . (1.1.4.)
F20 L-1

MoZe se pokazati da je u slulaju zatvorene konture

T - % = T - T - (1.1.5.)

gde integral na desnoj strani postoji ako funkcija ¥(t) zadoveljave
uslov Hblder-a. |

Formule Plemelj-a: Jedno od osnovnih pitanja u teoriji integrala ti-
pa Cauchy-a j& ispitivanje. ponasanja ovog integtala na konturi integra-
cije, Ispitivanja koja je nasS matematidar Josip Plemel] izvr8io u toj
oblasti dovela su ga do fundamentalnih rezultata koji su izra¥eni u

t zv. formulama Plemelj-a i &iji je smisao u ovome: Integral tipa Ca-
uchy-ja sa gustinom ¥ (7T ) koja zadovoljava uslov H51lder-a ima nepre-
kidnu granidénu vrednost pri pribliZavanju ka konturi integracije sa
bilo koje strane, ali te granilne vrednosti su razli&ite, tako da pri
prelazu prekc konture ova]j integral pravi skok. Oznatimo sa 43+(t) i
¢?—(t) graniéne vrednosti analitidke funkcije ¢ (z) kad z teii tadki
t na konturi iznutra i spolja a sa ¢ (t) vrédnost funkecije u tacki t.
Tada se moie pokazati [44] da vaZe sledede formule Plemelj-a:

6T (0 = 3 ¥+ S (1) (1.1.6)
d(t) = - 3€(t) + & (%)

gde je |
¢ (t) = g}.—l-f—;g:t—% av . (1.1.7)

Oduzimanjem formula (1.1.6.) dobijamo formulu

b (t) - ¢7(t) = F(t) (1.1.8)
koja pokazuje da funkcija ¢ (z) pri prelazu preko konture pravi skok
velidine T (t).

Indeks: Na glatko] zatvorenoj konturi L zadana je neprekidna funkci-
"ja G(t) koja na konturi ne uzima vrednost O. Indeks ¢ funkcije G(%)

na konturi I je prirasta] njenog argumenta pri obilasku konture u po-
zitivnom smeru podeljen sa 2% . On se oznafava na sledeli nadin:

W = Ind G(t) = 5%5 {arg G(t)]l_. (1.1.9)




Koristeéi slededu 6¢iglednu relaciju
1n G(t) = 1u G(t) + i arg G(t)

moZemo docé¢i do izraza za indeks:

= 2;;:, [111 G(t)} : | (1.1.10.)

Navodimo ovde sledede osobine indeksa koje se lako proveravaju:
a) Indeks funkcije koja je neprekidna na zatvorenoj konturi 1
nigde se ne anulira je ceo broj ili O.

b) Ind [F(t)-G(t)] = Ind F(t) + Ind G(t)

¢) Ind %%%} = Ind F(%) - Ind G(t)
d) Ind tx= XInd t = 3.

Teorema o analitidkom produZenju: Neka su u oblastima D, 1 D, koje se
granite du¥ neke glatke krive I zadane analiticke funkcije fl(z) i

f (z) i neka su pri z~»t, (t€L) graniéne vrednosti tih funkclja na
konturl L jednake. Tada funkcije 1(z) if (z) predstavljaju analiti-
¢ko produZenje jedna druge. |

UopStena teorgma Liouville-a: Neka je funkcija f(z) analiticka u ce-
loj ravni kompleksne promenljive i neka je jedinstveni singularitet
funkcije pol reda m u beskonadno dalekoj tadki. Tada je funkcija £(z)
polinom stepena m t.J.

2 | .
f(z) = Cy + CqZ + Cp2°7 + ... 4 cmz¢ - (1.1.11.)

Konturni problem skoka: Neka je na zatvoreno] konturi koja deli ravan
na oblasti DT i D~ data funkcija P (%) koja zadovoljava uslov H8lder-
a. Treba nadéi funkciju ¢ (z) deo po deo analitickm, oblika

d"_l-(Z) - . ze DT l
P(z) = } (1.1.12)
L®™(2) z&E D _J
koja pri prelazu preko konture pravi skok ¥(t) t.j. takvu da je
¢r(t) - @T(t) = ¥(t). (1.1.13)

Na osnovu formula Plemelj-a (1.1.6) i (1.1.7) traZena funkcija ce bi-
ti data izragzom:

‘f’ (z) = m M ir . (1.1.14)




Xonturni problem Dirichlet-a: Konturni problem Dirichlet-a se formu-
1i%e za t.zv harmonijske funkcije u(x,y) t.j. takve za koje je

3%y . 2y
3 x oy
Napomenimm da kod proizvoljne analiticlke funkcije F(z) = u(x,y) +

+ 1 v(x,y) zbog ispunjenja uslova Cauchy - Riemann-a

du _ 3v . 3u _ 3

AU = = 0. (1.1.15)

dnbi jamo

3 %y 3211_ 3% 8%
>t n oS .2t 32
3x Sy Adx oy

= 0, (1.1.17)

t.j. realni i imaginarni deo analiticCke funkcije su harmoni jske funk-
cije, Formulacija konturnog problema Dirichlet-a glasi: Neka Jje na
na granici ¢ oblasti D zadana neprekidna funkcija F( 3 ). Treba naci
funkeiju u(z) neprekidnu u D,(D = DUC) i harmonijsku u D;koja na gra-
nici C uzima vrednost £( 3 ).

Refenje problema mo¥e se na jedinstven nacin predstaviti u ob-
liku

u(z) = o2 Ju(3) 26(2.2) gy (1.1.18)

gde je G funkcija Green-a koja na konturi C uzina vrednost 0 a n unu-
tra¥nja normala. U specijalnom slucaju, kada je xontura C krug, for-
mula (1.1.18.) prelazi u poznatu formulu Poisson-a

2k > 5

1 R™ - 1
w(z) = === u(3) de (1.1.19)
2?{6;‘ R® + r° - 2Rr cos{(e - )

gde Jje 3 = Rey% s 2 = reif ’

Primetimo da je problem Dirichlet-a reSiv i za viSedimenzionalne ob-
lasti pri odredjenim uslovima koje mora da zadovoljava granica obla-
sti, a koje je ustanovio M. V. Keldis u radu [83] . Za n dimenzionu
kuglu B = {XéiRn; | x| é;R} konturni problem se reSava pomocu inte=
grala Poisson-a

ulx) =

o -2 2 2
j u(y) w (1_1.20)
OB

——
6 n ly - x}?




gde Jje d 4 element povrSine n-dimenzione sfere 2B a cela formula se
dobija iz formule Green-a.

Operator Schwarz-a S za funkciju u(s), definisanu i neprekidnu na

konturi C, koja ogranicava prostu, jednostruko povezanu oblast D, je
operator koji definise analitiku funkciju F{(z), Cija je konturna vre-
dnost realnog dela jednaka u(s) t.j.

Su = F(z) = ul(x,y) + iv(x,y). | (1.1.21.)

1z teorije harmonijskih funkcija poznato je da je reSenje konturnog
problema Dirichlet-a funkcija u(x,y) &ija je data granidna vrednost
na konturi u(s); da se ta funkcija odredjuje jednoznalno i da se pri
tome koristi formula (1.1.18). Koristedi funkciju u(x,y) i jednaline
Cauchy ~ Riemann-a, moZemo izradunati harmonijsku funkeciju v(x,y)
spregnutu sa ﬁ(x,y) sa tadnosdéu do imaginarne konstante. Zbog toga je

F(z) = Su + i.ﬂzo . (1.1.22.)

U slucaju da je kontura C jedinidni krug, operator Schwarz-a
prelazi u t.zv. integral Schwarz-a,

Zh id
F(z) =ﬁfu(d)' e{g +-—-§ dd + iv . (1.1.2%.)
e
o

o
- Z

Konturni problem AO: Data Jje prosta, glatka,zatvorena kontura L koja

ogranicava jednostruko povezanu oblast D. Treba odrediti funkeiju
F(z) analitidku u D, osim tadke z gde ima pol i &iji realni deo uzima
na konturi L vrednost 0. Ako je oblast D jedinidni krug u Cy =¢££ +

+ iﬁjk’ resenje ovog konturnog problema dato je formulom:

n
R (z) = i, + é;% ckzk - Okz*k . (1.1.24.)

Za proizveljnu oblast reSenje dobijamo konformmim preslikavanjem
w = w(z) oblasti D na krug i tada vaZi formula

n | K k.
(=) = im, + {0 (w2} - o [wz)] . (.1.25.)

Konturni problem A: Data jJje prosta, glatka,zatvorena kriva L koja o-
granicava jednostruko povezanu oblast D. Treba odrediti funkeciju F(z)
analiticku y D, osim tadke 2z, u kojoj ima pol, i &iji je realni deo
funkecija koja na konturi I uzima datu vrednost u(s).




Da bismo redili ovaj konturni problem posmatrajmo funkciju F(z)-
- Su( Z3). Ona oéigledno zadovoljava uslove zadatka A  pa Je

F(z) -~ Su = Q(z), (u = u(s))
t3.
F(z) = Su + Q(z). (1.1.26)

Regularizacioni mnoZitelj: Proizvoljna funkcija G(t) = GE%(SI} =
= a(s) + ib(s), definisana na prostoj, glatkoj, zatvorenoj konturi L

ne mora u opStem sludaju da bude graniéna vrednost neke funkcije, a-
nalitidke u oblasti D ogranilenoj konturom L. Regularizacioni mnozi-
telj R(t) je funkecija konture L takva da je proizvod db+(t) =

= G(t)*R(t) granidna vrednost neke funkcije analitilke u D. Kontu-
rni problem odredjivanja regularizacionog mnoZitelja za datu funkciju
o8igledno nije odredjen jer redenje ( ukoliko postoji) uvek moZemo
umnoziti proizvoljnom analitickom funkecijom u D.

Realni regularizacioni mnoZitelj je takva realna funkcija p(s) da
izraz p(s)la(s) + ib(s)] predstavija graniénu vrednost analitidke
funkcije X *(z). Funkcija %7(t) mora jo¥ biti nultog poretka svuda
osim koordinatnog poletka gde ima indeks ¥ . Pri ocdredjivanju regu-
larizacionog mnoZitelja moramo razlikovati sledeéa dva slucaja:

a) 3= 0.

Tada se regularizacioni mnozZitelj javlja u obliku:

e-wl(S)

Va2 (s) :- b2(s) |

oji se dobija iz oligledne relacije:

p(s) = (L.1.27.)

p(s)[a(s) + ib(s)j =:taﬁei}#(t), (¥ (z2) = w + iwl), (1.1.28,)

izjednaCavanjem modula leve i1 desne strane.
) H=o.

U tom sludaju regularigzacioni mnoZitelj se javlja u obliku:

¥ v (s)
o(s) = wie = . (1.1.29.)

VaZ(s) + 12(s)

gde je X T(z) = - X eir(z) .




Konturni proovlem Riemann-a

Data je prosta, glatka, zatvorena kontura L koja deli ravan kom-
pleksne promenljive na unutrasnju oblast D" i spoljadnju D, i dve
funkecije G(t) i g(t) koje zadovoljavaju uslove HSlder-a, pri Cemu
funkcija G(t) ni u jednoj talki konture ne uzima vrednost O. Treba
naéi funkcije ¢ (z) i #7(z) analitidke u DT i D koje na konturi L
zadovoljavaju linearnu vezu

¢ (%)

G(t) ¢ (t) (homogen konturni problem)
ili

<$+(t) G(t) b (t) + g(t). (nehomogen konturni problem)

1.2, Homogen konturni problem Riemann-a

Pretpostavimo da je homogen konturni problem Riemann-a

dT(t) = G(t) (%) (1.2.1.)
refiv, da su reSenja ¢ 7 (z) i #7(z), i da broj nula funkcija d:+(z)
i ®7(z) w DY i D7 iznosi NT i N~. Iz poznate relacije

——

Nt + N” = Ind G(%) =28 (1.2.2.)

zakljudujemo da indeks homogenog problema Riemann-a mora da bude ne-
negativan, Razlikovademo 2 slulaja; |

Tada je funkcija 1n G(%t) jednoznalna a funkcije 1ln & T (z) i
1n d7(z) analitidke., Logaritmovanjem relacije (1.2.1,) dobijamo:
In ¢t (t) - Ind7(t) = 1n G(t) , (1.2.3.)

Sime prelazimo na zadatak odredjivanja deo po deo analiticke funkci-
je po zadanom skoku.

Na osnovu formule (1.1.1%.) imademo reSenje

In¢(z) = zélj%‘%l at . (1.2.4.)
_ : |
Ako uvedemo oznaku ind(z) = fT(z) imadéemo:
d;"i-'(z) = A ep-l-(Z) , (b-(z) = A er *(Z), (1,2-5-)

gde Jje A proizvoljna konstanta.

b)  ¥>0.




Pretpostavimo da koordinatni poletak lezi u DT i napi$imo konturni
uslov (1.2.1.) u obliku: '

$7(t) = tgeEt”xG(t)] d7 (%) , (1.2.6.)

gde funkcija G, (%) = t~9€6e(t) ima ofigledno indeks O. Ako je na o-
snovu (1.2.4.) i (1.2.5,) predstavimo u obliku:

) O ()
G, (t) = =————— gde }
1 T gde jJe
>
M (o) = iy (2200 ot (1.2.7.)

L

dobidemo konturni uslov u sledecdem obliku:

dr(e) _ () . (1.2.8.)

4y _
() (%)
+ -
Jednadina (1.2.8.) pokazuje da su funkcije Jﬁ_éél i 2% HZ) .
T (2) S (=)

analitiéke u DT i D i jednake na konturi, te prema tome predstav:-
1jaju analitidko produZenje jedna druge t.j. predstavlijaju grane je-
dne jedinstvene analitidke funkcije, koja u celoj ravni nema drugih
singulariteta osim pola reda 2¢ u beskonalnosti. Prema teoreml Liouvi-
lle-a ova funkcija de predstavljati polinom reda € sa proizvoljnim
koeficijentima, pa ée redenje konturnog problema biti sledece:

$*(z) = o (D), ¢7(2) = o (P Fry(2). (1.2.9.)

Vidimo, dakle, da reSenje konturnog problema definisano formulom
(1.2.3.) sadrii ?6+1 proizvoljnih konstanti i da je potpuno odredjenoc
ako je data funkcija (P * (ili d')“) i njenih & uzastopnih izvecda u ne-
koj tacki.

Spomenimo jod da se u teoriji konturnog problema Riemann-a cesto
sredemo sa pojmom kanonske funkcije. kanonska funkcija homogenog pro-

blema je deo po deo analitidka funkcija nultog poretka u celoj ravnl
osim beskonadno daleke tadke, gde joj je poredak 2¢i koja zadovoljava
konturni uslov {(1.2.1.). Ako taj uslov napiSemo u obliku

by = t 2 [t %6(1)] (1), (1.2.10.)
lako vidimo da se kanonska funkcija X(2z) odredjuje izrazom:

+ bt b
o) = ef (2) x=(p)e %" (2], (1.2.11.°

§




1C

OpSte reSenje homogenog problema mose se tada za 2¢€ >0 pomoéu kanon-
ske funkcije izraziti u slededem obliku:

P (2) = X(2) Py(z) - (Lzazy)

1.3, Nehomogen problem Riemann-a

Ako podjemo od uslova nehomogenog problema

(1) = G(t) ¢7(t) + g(t) (1.3.1.)

i gamenimo funkciju G(t) sa koli&nikom graniénih vrednosti kanonskih
funkcija t.j.

a(t) = X(8) (1.3.2.)
X" (%)

dolazimo do konturnog uslova

D) _ (), _a(t) ' (1.3.3.)

X (t)  xT(t)  XT(%)

Kako funkcija —Eé%l; zadovoljava uslov HElder-a, moZemo Jje na 0OSno-
X (t

vu (1.1.8.) napisati u obliku razlike graniénih vrednosti analitickih

funkcija t.3.

&8 wr(t) - ¥T(t) (1.3.4.)
x (%)
gde Je

Y (z) = Zﬂli{% —;ng-f—z : (1.3.5.)

Tada konturni uslov dobija oblik

S BT(E) oyt - QL;LEl - Yo (1) (1.3.6.)
X7(t) X7(%)

pri ¢emu funkeija %%:%5% ima u beskonalnosti pol a za ¥ « 0 nulu re-
N (Z

da 2.
‘Rasudjujuéi kao i u predhodnom poglavlju pri reSavanju homogenog
problema dolazimo do sledeéih rezultata:

a) '}3250

Tada jJe

$Y(2) _ wr,) - 22 oy, - 1.%.7.
X" (2) (z) X~ (2) ¥Y7(z) = Py (z), ( 7.)
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odakle dobijamo resSenje

¢ (z) = X(2z) ["P(Z) ¥ P}g(z):g : | (1.3.8.)
b) # <O

Tada je nehomogen problem takodje rediv osim za €L -1 kada je za
refivost konturnog problema potrebno i dovoljno da slobodni dlan g(t)
gadovoljava ~3f~1 uslova oblika:

_E.g_’;_)_ 'gk“l it =0 . (k
XH(T)

1,2...-%=1)(1.3.9.)

Konturni problem Hilbert-a

Neka je data prosta, glatka, zatvorena kontura I, i realne funk-
cije luka s konture a(s), b(s), c(s) koje zadovoljavaju uslov HOl-
der-a. Treba nadi funkciju f(z) = ulx,y) + i v(x,y), analitidku u o-
blasti DV i neprekidnu na L, ¢iji realni i imaginarni deo zadovolja-
vaju na konturi L uslov:

a(s)u(s) + b(s)v(s) = c(s) .

Ako je c(s) = O imamo odgovarajuéi homogen konturni problem a
ako je a(s) = 1, b(s) = O konturni problem Hilbert-a prelazi u kon-
turni problem Dirichlet-a.

1.4, Homogen konturni problem Hilbert-a

Konturni uslov

a(s)u(s) + b(s)v(é) =0 (1.4.1.)

moZemo delenjem sa V;2(s) + bz(s) dovesti na oblik kod koga je za-
dovoljen usliov

ai(s) + b%(s) =1 (L.4.2.)
gde Je |
al = a'(S) — 1 bl = T—ﬂmi)___ﬂ-
Va2(s) + b2(s) Va2(s) + p2(s)
Tada je |

:183 ++iivb:|s_ - = [u(s) + 1 V(S)]- [al(s) - 1 bl(s)j =

(alu + blv) + i(alv - blu)
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t.3. konturni uslov (1.4.1.) moZemo pisati i u obliku

Re { a;(s) E(Pbi'('g')'} 0, (F(t) = u(t) + i v(t)(1.4.3)

Ako podelimo jednakost (1.4.3.) sa regularizacionim mnoZiteljem
(1.1.28.) dobidemo

Re {?ﬁ%—{y} =0 , | (1.4.4.)

Sada moZemo razlikovati sledece sludajeve:
a) 3= 0

Uslov {(1.4.4.) predstavlja uslov konturnog problema Dirichlet-a
a zbog jedinstvenosti toga problema imademo

Re {?j;%%é%gi}= 0. (1.4.5.)

Na osnovu relacije (1.1.22,) imamo da je

eir 7Y = Sou + i@)o
t. 3. |
F(z) = 1A et X"(;) (1.4.6.)

gde jefao proizvoljna konstanta.

b) ¥>0

Uslov (1.4.4.) predstavlja uslov konturnog problema L ReSenje
se Javlja u obliku

R(z) = 2% 2 ¥(2) q(z) . (1.4.7.)
Zadatak tada ima 2% + 1 linearno nezavisnih reSenja.

c) <o

U ovom slucaju moZe se pokazati da vaZi sledeéa

Teorema: ReSenje homogenog konturnog problema Hilbert-a ne postoji u
klasi analitickih funkcija.

1.5, Nehomogen problem Hilbert-a

Konturni uslov

2, (s)u(s) + by(s)v(s) = c,(s) (1.5.1.)

mozemo napisati u obliku
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[ F
Re 18,1_(-.8_) +(;:C%1_(E)']= Cl(S) (1.5.2-)
gde je
ay(s) = ——2080 ___  p(s) - —2&)
: MéZ(s) + bz(s) V;Z(s) + bz(s)

cy(s) = —megl8)

ag(s) + bﬁéﬁ(s)

Ako obe strane (1.5.2.) podelimo regularizacionim mnoZitel jem dobide-

mo relaciju -
Lt ‘ ( =
Re [Tty | = I+ % vy (s)e_(s) . (1.5.3.)

Opet moZemo razlikovati sledeéa tri sluéajas
a) ¥ =0,

Konturni uslov (1.5.3.) je uslov problema Dirichlet-a, ReSenije
problema moZemo predstaviti pomoéu operatora Schwarz-a u obliku:

F(z) = eir(z)[S{ewl(S)cl(s)} + 1{30] : (1.5.4.)
b) 3&:-0 . ’

Konturni uslov (1.5.%.) je uslov konturnog problema A i njego-
vo se reSenje na osnovu formule (1.1.26.) moZe predstaviti u obliku:

P(z) = 2% ¥ (2) 3:5, {Iti-}aewl(s)cl(s)} + Q(z)} : (1.5.5.)
c) <o

Analogno predhodnom razmatranju dolazimo do sledele formule:
P(z) = z%i’/eir(z)[s {.i‘tl'}eewl(S)ql(s)} ¥ i!bo] (1.5.6.)

Vidimo dakle da je za ¥ =0 homogen i nehomogen problem Hilber-
t-a bezuslovno re3iv i homogen ima 2¥+1 linearno nezavisnih redenj-.
7a 3 < 0 homogen problem nije refiv dok nehomogen ima re$enja.

1.6, Veza izmedju konturnih problema
Riemann-a i1 Hilbert-a

Uprkos razlic¢itih formulacija moZe se uspostaviti veza izmedju
konturnog problema Riemann-a 1 Hilbert-a. Veza se moZe uspostaviti
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ili metodom sravnjivanja reSenja ili uspostavljanjem veze medju kon-
turnim uslovima. U sludaju proste konture {prava, krug) postoji jed-
nostavna veza izmedju operatora Schwarz-a i integrala tipa Cauchy-ja.
Za druge konture veza se moZe uspostaviti pomodu konformnog preslika-
vanja oblasti na krug ili pravu.

Pri tra¥enju veze medju konturnim uslovima mora se zapaziti sle-
dede:

Kod konturnog problema Riemann-a tra?i se analiticka funkcija
definisana u celoj ravni a kod problema Hilbert-a, traZena funkcija
definisana Jje samo u D" dok nas njeno ponafanje u D pije intereso-
valo. Da bi se mogla uspostaviti veza medju konturnim uslovima mo-
ramo profSiriti oblast definisanosti funkeije 4}+(z) ko ja predstavlja
reSenje konturnog problema Hilbert-a u D”. Ako je kontura L bilo prava
bilo jedinidni krug,produZenje ¢emo vrSiti u odnosu na pravu sime-
triéno a u odnosu na krug kao inverziju. MoZe se doduSe desiti da u
sludaju neispunjenja uslova za princip simetrije produzenje ne bude
analitidko. Ali to nije ni potrebno veé samo da produZenje ¢ (z)
bude sa cF+(z) povezano preko konturnog uslova Riemann-a.

Podjimo od konturnog uslova

a(s)u(s) + b(s)v(s) = c(s) (1.6.1.)

i napisimo ga u obliku

Re {[a(s) -~ ib(si]-[ﬁ(s) + iv(s)]}'= c(s) . (1.6.2.)

Kako je ‘ L
2Rea{f(s)} = f(s) + f(s) = 2c(8) (1.6.3.)
(£(s) = [a(s) - ib(s)]:[uls) + iv(s)] to je _
[a(s) ~- ib(s)]¢+(‘t) +[a(s) + ib(s)} m*) = 2c¢c(s) (1.6.4.)

gde je ¢+(t) = + iv.

Kako za jediniéni krug i realnu pravu vazi relacija <?+(t) =
= d7(t) to je

+ a{s) + ib(s - 2c(s (1.6.5.)
¢ (t) = - als) - ib(s () + als) - ib%sf

ime je reSavanje konturnog problema Hilbert-a svedeno na odredjiva-
nje funkcije <ﬁ+(z) konturnog problema Riemann-a.

1.7. UopStenja konturnih problema Riemann-a 1 Hilbert-a

Moguénosti uops8tenja konturnog problema Riemann-a Su velike i na
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ovom mestu ne mogu biti obuhvadene., Spomenimo zato samo neke od njih,.

a) U konturnom uslovu problema Riemann-a, umesto vrednosti funkcije
mogu Se pojaviti vrednosti izvoda a takodje 1 lanovi integralnog
karaktera.

b) Umesto linearnog mo¥%e se razmatrati nelinearni konturni problem
Riemann-a (o ovome ée vife redi biti u II glavi)

¢) Oblast ogranidena konturom L mo¥e biti viSestruka a kontura L mo-
e se sastojati iz proizvoljnog broja otvorenih lukova 1 kontura.

d) U postavei konturnog problema umesto analitickih funkcija mogu se
pojaviti funkcije opstijeg vida.
Navedimo ovde samo radi ilustracije jedan primer iz a)

Konturni problem sa konturnim uslovom koji sadrsi izvod

Neka je data prosta, glatka, zatvorena kontura L koja deli ra-
van kompleksne promenljive na oblasti DY i D”. Treba odrediti funk-
cije ¢ *(z) i ¢ (z) analitidke u D* i D~ koje na konturi zadovolja-
vaju sledeéi uslov:

; {ak(t) 9%%)- +‘_£Ak(t,"t’) d—}-{iz%kil at] -

k=0

P - .k -
- Zbk(t) %ﬁ) + SBk(t,f’) g—‘f’ﬂ—é%’-—l it = £(t) (1.7.1.)
L

gde su ak(t) i bk(t) zadane neprekidne funkcije a Ak(t,if) i By, (t,%)

Fredholm-ova jezgra.

Ovaj konturni problem redio je W . M, Krikunov u svome radu £3éL'
On je najpre pokazaco da funkecije ¢ (z) i & (z) mogu biti predsta-
vljenje slededéim formulama:

. n=: ¢
+ -1 1 ~ -1 — k Kk
d " (z) = 'E_L)'n-l | T ‘[‘M(T)( T -z )" ]_11(1-7.-.—-Z } AT o+ 1; T 2

(1.7.2.)

(na isti nadin i & (2)).

Funkcija _M predstavlja reSenje singularne integralne jednacine:

il T - 1

a(t) M(t) + M_’Flf:’l‘iﬂ W 4 K5, TIM(T) aT = (1), (1.7.3.)
' L L
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Na ovaj nadin problem se svodi na resSavanje singularnih inte-
gralnih Jjednacina.

-/ -

Moguénosti uopStenja konturnog problema Hilbert-a mogu se kre-

tati u istom smislu kao i kod konturnog problema Rieminn-a i to:

a) Mogu se razmatrati konturni uslovi sa izvodima i &lanovima inte-
gralnog karaktera.

b) Oblast D moZe biti viSestruko povezana i Sema resavanja je done-
kle slidna reSavanju problema za Jjednostruko povezanu oblast.

¢) Mo¥e se umesto linearnog razmatrati nelinearni konturnil problem
Hilbert-a (o ovome ée jod biti redi u IV glavi).

d) U postavei konturnog problema umesto analitikih funkcija mogu Se
pojaviti funkcije opdtijeg vida ( o ovome ée viSe refi biti u IIl.
glavi).

Razmotrimo neke moguénosti iz a).

I) F. D. Gahov [245] je formulisao konturni problem na sledeéi na-
in: Odrediti funkciju <& (z) = u + iv analiticku u oblasti D' koja
je ogranilena prostom.zatvorenom konturom L i koja zadovoljava na
konturi uslov:

m

< k K 17

P [ () S v (e) SgB] - x(e) , (LTe4l)
k:OL | ds ds

pri &emu su koeficijenti ak(s); bk(s); f(s) realne neprekidne funkcije.

II) I. Vekua [20] je razmatrao konturni uslov u obliku

m r |
Re ;o[ak(t)cb(k)(t) +Jhk('b,1}) b6 (1) d’t'] = £(t) (1.7.5.)
N L

gde su ak(t) i hk(t,1f) gompleksne a f(t) realna funkcija, hk(t,1f)

Fredholm-ova jezgra a ¢b“k)(t) granidne vrednosti izvoda k-tog reda
funkcije ¢ (z).

III) D. I. Serman [82] formulisao Jje  konturni problem za harmo-
nijske funkcije na slededi nacin:

Odrediti harmonijsku funkciju w{x,y) u oblasti DY koja na konturi
zadovoljava uslov:
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m k
4 Z:El-(S) ' E}F = - = f(s) (1.7.6.)
k=0 j=o X FxEIgyd

pri &emu su koeficijenti aka(s), f(s) realne neprekidne funkcije,
MoZe se pokazati da je konturni problem (1.7.5.) najopsStiji i
da se ostala dva problema mogu svesti na njega.
Pri reSavanju problema IJ, konturni uslov (1.7.5.) moZe se sve-
sti na integralnu jednadinu Fredholm-a oblika:
n-3e
() + JK(s, Sl g) dg = 28(s) - ReT One(e). (1.7.7.)
I, L

gde je K(s, ) jezgro Fredholm—a.auwkﬁs) poznata kompleksna funkeija.
Ovo se medjutim dalje svodi na sistem oblika

Zgjk‘ﬂ(=f' (J

gde je potrebno posmatrati rang matrice J'gjk’i . Va%i slededa

Il

1,2 vuoeee G) (1.7.8.)

Teorema: Da bi nehomogeni konturni problem II bio resiv neophodno je

i dovoljno da se rang r matrice.;tgjkjf sistema (1.7.8.) ne povecdava
ako matrici dodamo kolonu slobodnih &lanova.

1.8, Neki momenti u istorijskom razvoju
teorije konturnih problema Riemann-a i Hilbert-a

Konturni problem Riemann-a formulisan Jje jo& u XIX-om veku, ali
se sistematski podeo izudavati tek u XX-om veku uporedo sa izuclava-
njem osobina integrala tipa Cauchy-~Jja. Prvi znaéajniji pokuSa]j re-
Savanja udinio je Hilbert (za sludaj g=o0) a prvo potpuno i efektivno
refenje dao je F.D. Gahov (1937) za slulaj kada je [' zatvorena, glat-
ka linija a funkcije G{t) i g(t) zadovoljavaju na konturi uslov HOl-
der-a., Posle fundamentalnih radova J. Plemelja o izucavaniu ponasa-
nja integrala tipa Cauchy-ja na granici, postao je ovaj integral o=~
snovni aparat reSavanja konturnih problema., Dalji razve] konturnog
problema Riemann-a mastavlijen je u svim mogudéim pravcima. Navedimo
sSamo neke od najinteresantnijih radova u ovoj cblasti:

B. V. Hvedelidze (1941) u svome radu r72a1 nopdtio je redavanje
na videstrukopovezanu oblast,

F. D, Gahov (1941) u svojoj doktorsko] disertaciji [24] razmo-
trio je sludaj kada funkecija G(t) ima u konaénom mnoStvu tacaka ra-
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zreze prvog reda.
L.G. Magnaradze Jje u svojJim radovima fBS} i {40} razmotrio slu-

&aj kada funkcije G(t) i g(t) umesto uslova H&lder-a zadovoljava-
ju uslov oblika:

ji‘gﬁ- inT] P af < @
O

(gde je w t.zv. modul neprekidnosti).

D. A. Kvesglava je u radu fZT] razmotrio sludaj kada se linije
koje obrazuju I medjusobno seku ili kad na konturi postoje druge sin-
gularne tacke. |

A. V. Mesis redila je konturni problem Riemann-a za sluca] kada
su G(t) i g(t) viseznalne funkcije koje pripadaju nekom polju
algebarskih funkcija.

Konturnom problemu Hilbert-a posvedéeno je srazmerno manje rado-
va nego problemu Riemann-a. Najvedi razlog tome je Sto u sluCaju jed-
nostruko povezane oblasti problem moZe biti lako sveden na problem
Riemann-a,

ReSenje ovog problema prvi je kompletno dao Hilbert 512] , (1905)
koristedi redenja problema Dirichleta pod pretpostavkom da je I’ li-
nija Ljapunova a a(s), b(s) i c(s) funkcije koje zadovol javaju u-
slov HOlder-a.

Najinteresantniji radovi u ovo] oblasti vezani su za imena F.D.
Gahov-a, I.N. Vekue, N.I. Mushelidvili-ja, D.A., Kveselave i drugih.

N.I. MusheliSvili je izudio konturni problem Hilbert-a u sluca-
ju kada funkcije a(s) i b(s) mogu imati rarreze prvog reda.

F.D. Gahov je, koristeéi Hilbert-ove formule koje povezuju gra-
niéne vrednosti realnog i imaginarnog dela funkecije, sveo problem na
gsistem singularnih integralnih jednacina.

7a razliku od konturnog problema Riemann-a gde se sluCajevi raz-
matranja jednostruko i viSestruko povezane oblasti malo razlikuju,
konturni problem Hilbert-a za viSestruko povezane oblastl ispltuje se
sloZenije. Do prvog suStinskog rezultata doSao je D.A. Kveselava
(1945) u radu [28] utvrdivdi da u sludaju negativnog indeksa (o€ < 0)
homogen konturni problem nema netrivijalnih resenja a u sludaju € =
=0 ima ¢ - r linearno nezavisnih resenja.

I.N, Vekua u svojo] monografiji [3] je ispitaoc konturni problem
za. redenja sistema parcijalnih’ jednalina eliptickog tipa. Isti au-
tor je prvi kompletno ispitao u radu EQO] t.zv. uopSteni konturni
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problem Hilbert-Poincaré-a koji se sastoji u nalaZenju holomorfne
funkcije & (z) u nekoj oblasti ¢ na osnovu konturnog uslova:

K ~ - ;
Re Z__ {raj(t)géﬁ(t) +jhj(t,'t) 4>c J(ft:') dc’} = f(t), (t€ 7).
j=0* | r |

Postoji joS mnogo drugih vaZnih radova preteZno sovjetskii: autora
koji doprinose da razvo] teorije konturnih problema dobija sve vedi
zamah i sve novije impulsé tako da se viSe ne moZe sa sigurnosdéu
predvideti kako ¢ée se odvijati dalji raszvoj.

Zakl juclak

Prethodna izlaganja u ovo] glavi ukazuju nam da metodolngija
istrazivanja navedene problematike iako raznovrsna, ipak Jje standard-
na u osnovi i oslanja se na integrale tipa Cauchy-ja, formule Pleme-~
lj-a, operator Schwartz-a i singularne integralne jednadine. Anali-
zom postupka reSavanja i formula (1.3.8.) za konturni problem Riema-
nn-a kao i (1.5.4.), (1.5.5.) i (1.5.6.) =za konturni problem Hil-
bert-a mozZemo zakljuciti sledece:

Teorija konturnih problema Riemann-a i Hilbert-a vrlo je Siroko raz-
radjena a resenja se izrazavaju u zatvorenom obliku preko integrala
tipa Cauchy~ja i operatora Schwarz-a. Medjutim, u opStem sludaju ne
postoji prost algoritam za izracunavanje navedenih integrala pa je u
praksi potrebno koristiti neke pribliine metode integracije. I samo
izraCunavanje operatora Schwarz-a moZe.u praksi da stvara velike tes-
koce, Osim toga, koeficijenti konturnih problema Riemann-a i Hilber-~
t-a moraju da zadovoljavaju uslov H8lder-a (ili neki drugi), jer se

u protivnom éitavoirazmatranje ne moze primeniti. Zbog svega toga Jja-
vlja se Jjasno izraZena potreba da se pronadju i istraZe neke nove
metode resSavanja konturnih problema Riemann-a i Hilbert-a koje u po-
jedinim sluéajevima olakSavaju i skradéuju postupak nalaZenja reSenja
a sa druge strane omogudéavaju resavanje i u nekim slulajevima kada
nisu ispunjene pretpostavke za redavanje standardnim putem.

U narednim glavama biée izloZena dva metodski nova pristupa pro-
blematici konturnih problema i to, metoda primene diferencijalnih i
funkcionalnih Jjednacdina.

U drugo]j glavi razmatra se nelinearni konturni problem Riemann-a
koji je u odnosu na odgovaraju¢i linearni, srazmerno malo istraZivan,
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Razmatra se zatim jedna klasa diferencijalnih Jednacina 1 ukazuje ka-
ko reSenje takve jednaline moZe biti uzeto 1 za reSenje odgovaraju-
Seg konturnog problema. Metodika istraZivanja sastoji se dakle u to-
me da se uporedo posmatra konturni uslov i odgovarajuca komparativna
diferencijalna jednadina i da se na osnovu refenja diferencijalnih
jednadina ili nekih njihovih osobina izvode odgovarajuéi zakljucci

za reSenja konturnih problema.

U tredoj glavi dat je drugi aspekt metode primene diferencijal-
nih jednacina. Ovde se pre svega posmatraju t.zv. areolarne diferen-
cijalne jednadine, t.j. jednaline kod kojih se umesto obicnog pojav-
ljuje aseolarni izvod nepoznate kompleksne funkcije. U ovoj glavi da-
to je nekoliko priloga teoriji areoclarnih diferencijalnihjednacCina.
Refenja ovih jednalina su klase funkcija koje mogu biti opitije od a-
nalitié¢kih, pa se i za njih mogu formulisati i resavati konturni pro-
blemi, A time se otkriva i smisao drugog aspekta metode diferencijal-
nih jednadina., To je ispitivanje svojstva areolarnih diferencijalnin
jednadina i redavanje konturnih problema za ove jednaline (ili bolje
redeno za refenja ovih jednalina).

Jedan od aparata za reSavanje areolarnih diferencijalnih jJjedna-
dina su areolarni redovi. Oni su uvedeni kao prirodno uopSternje pojma
areolarnih polinoma sa jedne strane i c-potencijalnih redova sa druge
strane., Raspravljeno je pitanje konvergencije ovih redova 1 ukazano
na mogucnosti primene. |

Jedno poglavlje posvedeno Jje pitanju egzistencije i jedinosti
refenja areolarne diferencijalne jednadine I reda. Pokazano je da u
sludaju ispunjenja odredjenih uslova va?i teorema analogna klasiéno]
Picard-ovoj teoremi i da n-tu sukcesivnu aproksimaciju predstavlja
areolarni polinom n-tog reda.

U specijalnom sludaju areolarne jednaline se Svodé na elipticki
sistem parcijalnih jednadina I reda. Opd&ti slulaj ovog sistema Je de-
taljno ispitao I Vekuvua u monografiji [3} . Ukazano je i na neke rado-
ve S. Fempla, J. Xedkidéa i D. Dimitrovskog. U daljem razmatranju dati
su neki prilozi reSavanju ovih sistema a posebno Je ukazano na vezu
izmedju reSavanja opfteg eliptilkog sistema I reda i problema Mitri-
novicéa.

U ovoj glavi dat je i poseban osvrt na konturne probleme za are-
olarne diferencijalne jednaline a posebno za elipticke sisteme. I. Ve-
kua je konturni problem tipa Hilbert-a za eliptilki sistem resSio svo-

djenjem na integralnu jednalinu sa singularnim jezgrom Cauchy-ja.
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Medjutim, kada je kontura ! predstavljena w.obliku z = g(3),{g(z) =a-
naliti®ka funkcija), refen je konturni problem tipa Dirichlet-a za
neke klase eliptickih sistema.

U avej glavi dat je i originalan nadin reSavanja konturnog pro-
blema Hilbert~a za neke klase neanalitickih funkcija i to a) za T-
nalitidke funkcije D) za (p,q)-analitiBke funkcije <¢) za reSenje
areolarne diferencijalne jednaline n-tog reda. Konturni preblemi za
sve klase funkcija refeni su svodjenjem na problem Hilbert-a za ana-
litic¢ke funkcije.

U Setvrtej glavi se pokazuje kako se do reSenja konturnih proble-
ma moZe dodéi metodom primene funkcionalnih jednad¢ina., Ideja nije nova
jer pnstmjeda metnda Winer-Hopf-a daje redenje konturnog problema Ri~-
emman-a za sludaj kada je kontura L prava paralelna sa X oSom., U ove?
glavi je medjutim razmotrena i funkcionalna jednaCina tipa Hilbert-a
i pokazano kako se, koristeéi njeno reSenje moZe resiti i odgovaraju-
¢i1 konturni problem Hilbert-a.

-/ -

U daljem izlaganju definicije, leme, teoreme, njihovi dokazi,
primeri kao i pojedini odeljci, koji predstavlijaju originalne rezul-
tate autora, bide oznaBeni dvaput podvulenom linijom. Ukolike se u
nekim odeljcima, odn. u dokazima nekih teorema autor koristio pozna-
tim &injenicama, bidée narodéito naglaseno.
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11_glava

Veza izmedju diferencijalnih jednacCina

i konturnog problema Riemann-a

2.1. Linearni konturni problem Riemann-a za poluravan i

linearna diferencijalna jednacina I Teda

Posmatrajmo uslov konturnog problema Riemann-a u obliku

$*(t) - 6(t) P (t) - &(t) =0, teL, (2.1.1.)
i linearnu diferencijalnu jednacinu I reda
y' + p(x)y + a(x) = O, (2.1.2.)

gde je L prosta, glatka kontura a funkcije G(t), g(t) kao i p(x),
q(x) zadovoljavaju na konturi I odnosno na x osi uslov HOlder-a.
OpSte reSenje jednadine (2.1.2.) kao 5to je poznato dato je formu-
lom

g = ofP(0 [ | (el P ] L () (2.1.3.)

Neka je o[(x) diferencijabilna funkcija za svako X, osim mozda konac-

nog broja talaka prekida 1 neka je njen izvod

y* o= oL (x) = Bx) . (2.1.4.)

Vrednosti (2.1.%.) i (2.1.4.) dobijene iz diferencijalne jednacine
(2.1.2.) mo¥emo koristiti za reSavanje konturnog problema (2.1.1.).
Zaista, neka je kontura L x~-0sa a pt i D7 gornja i donja polura-
van. Koeficijente p(x) i q{(x) diferencijalne jednaline moZemo u-

zeti -za koeficijente konturnog problema (2.1.1.) t.].

p(x) = - 6(t) = - 6(x), qlx) = -g(t) = - g(x). (2.1.5.)

Tada, uporedjujuci jednacinu (2,1.2.) i konturni uslov (2.1.1.) vi-
dimo da funkciju y =ef(x) moZemo uzeti za graniénu funkciju trazene
funkcije ¢ “(z) a funkciju y’ = & (x) za granicénu funkciju traZe-
ne funkcije @ “(z). Najzad, analitifkim produZenjem funkeije e (x)
u donju poluravan i funkcije /2 (x) wu goranju poluravan, dobljamo
funkcije ol =el(2) = ¢ “(z) ia =n(z) = é T(z) koje predstavlijaju
reSenja konturnog problema (2.1.1.). Na taj nadin, koristeéi dife-
rencijalnu jednadinu (2.1.2.) i njeno opSte reSenje (2.1,%.), moZe-
mo dodi do reSenja odgovarajuleg konturnog problema.

Jednadinu (2.1.2.) nazvademo komparativnom jednalinom za kon-
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turni problem (2.1.1.). |
Primer: Odrediti funkcije <P+(z) i ;ﬁ-(z) koje na x osi zadovo-
Ijavaju sledeéi konturni uslov Riemann-a

6 (x) = LLgT(x) + x. (2.1.6.)

Formiraimo odgovaraijudu komparativnu diferenciialnu jednadinu
J J J

y' - %y -x=0. (2.1.7.)
Njeno opSte reSenje na osnovu formule (2.1.3%.) Dbide
v = oL{x) = cx + x°, (2.1.8.)
a prvi izvod resenja
v? = A(x) =c¢c + 2x . (2.1.9.)

Analitidkim produfenjem funkecija (2.1.8.) i (2.1.9.) u oblast D~
odnosno D7 (donja i gornja poluravan) dobijamc funkcije

A(z) = cz + 2° = $7(z)

(2.1.10.)
gﬁ(z} - Cc 4+ 27 = éf(z)

koje predstavljaju reSenja postavljenog konturﬁog problema Riemann-a.
lapomena: Linearni konturni problem Riemann-a za poluravan moZe se€
reSavati standardnim postupkom, koristeci integral tipa Cauchy-ja 1
formiranje kanonske funkcije Y (z). ReS8enje problema javlja se u obli-
ku |

| X (z) [\{J(z) TER L ANCES (Z’ 3 =0 , ...
¢ (2) ={ (Z“) (2.1.11.)
X(z) [z} +C}, R=0,
gde je %iz} polinom sa proizvoljnim koeficijentima a
() - j5(+ g S (2.1.12.)
(T)

Iz gornjeg izlaganja vidimo da koriscéenje diferencijalne Jedna-
Sine (2.1.2.) bitno skraduje postupak refavanja konturnog problema,
najvise zbog toga $to Je u praksi izbegnuto izradunavanje integrala
tipa Jauchy-~ja. ledjutim, primenljivost navedene metode jJe ogranice-
na iz sledec¢ih razloga:

1) Razmatra se samo sludaj kada Jje kontura L realna osa.

11} Navedena metoda daje resfenje onih problema kod kojih izmedju
funkeija JL(x) i A(x) postoji veza oL?(x) = RA(x).

III) Reenja konturnog problema koja se oslanjaju na formule (2.1.3.)
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i (2.1.4.) sadrZe samo jednu proizvoljnu konstantu dok opSte rese-
nje definisano formulom (2.1.11.) za 8 > O sadrZi ® +1 proizvo-
1jnih konstanti., Navedena metoda dakle ne obezbedjuje uvek nalazenje
opSteg resenja vec samo jedne klase redenja konturnog problema.

2.2, Nelinearni konturni problem Riemann-a

U svome radu f60] A. Susea Jje postavio nelinearni homogeni kon-
turni problem tipa Riemann-a u sledeéo]j formulaciji: Neka je data
kontura I, koja predstavlja skup glatkih, zatvorenih krivih L _, L

O l*.
.« Lp i koja deli ravan na (p+l)-tostruko povezanu oblast D* i o-
blast D”. Treba odrediti funkcije ¢ *(z) i & ~(z), analitilke u
D" i D7, koje na konturi L zadovoljavaju uslov
| oL - 3
[6+(£]° V) < o(o) [67 ()] (8, (2.2.1.)

gde je G(t) data funkecija, koja zadovoljava uslov Htlder-a, a ekspo-
nenti oL (t) i A (t) predstavljaju konturne vrednosti nekih anali~"
ti¢kih funkcija uw D¥ i D .

Autor je u ovom radu udinio nekoliko pokuSaja u reSavanju pome-
nutog konturnog problema, ali izlisna opStost u formulaciji zadatka
nije mu dozvolila da dodje do sustinskih rezultata.

Zaista, oznatimo sa N 1 N_  broj nula traZenih funkcija
c$+(z) i $7(z). Ako potraZimo indeks leve i desne strane uslova
(2.2.1.) i pri tom koristimo osobine indeksa B) i 4) iz 1.l. dobi-
¢emo |

N o£(t) + N_(t) = 3¢ . (2.2.2.)

Jednakost (2.2.2.) predstavlja konturni uslov problema Riemann-a 2za
odredjivanje analitiCkih funkecija ¢ (z) i A(z) u oblastima Dt i

D”. Kako su koeficijenti ovog (linearnog) problema konstantni, njego-
vo opSte reSenje se lako nalazi i dato je formulama
ol (2) = % . Az) = &L, (2.2.3.)

N N
+ -

Na taj nadin do31i smo do sledeleg zakljudka: U konturnom problemu
(2.2.1,) eksponenti £ (t) i A(t) mogu biti samo konstante koje
se odredjuju formulama (2.2.3%), pri femu je C proizvoljna konstanta.

U radu {80] G.P. Cerepanov je razmo*rio slufaj kada eksponenti
o i A uzimaju vrednosti « = 1, A= -1, Opstiji sludaj, kada je je-
dan od pokazatelja jednak celom pozitivnom broju a drugi jedinici ra-
zmotrio je G,V. Arzanov u radu [15].
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Najiscrpnija istraZivanja sproveo je F.D. Gahov u radu [25] ,
gde je razmatrajuéi sluda] kada su L1 A celi pozitivni brojevi do-
sao do slededih rezultata:

a) Za refivost problema (2.2.1.) potreban i dovoljan uslov jJe
da neodredjena jednacina

LN, + PN_= 28 (2.2.4.)

bude rediva u skupu celih nenegativnih brojeva.
b) Ako je L prosta, glatka, zatvorena kriva koja deli ravan na
oblasti DY i D~ od kojih prva sadr?i koordinatni pocetak a druga

beskonadno daleku tacku, resenje problema ima oblik

;]if‘ *(z) 4
$'(z) = & [pa)}*, (2.2.5.)
1l na- 1
=" (z) =
P (z) = /> [Z_‘}E P(Z)]“'5 .
Pri tome je '(z) funkcija data izrazom
1 leﬁf"'G-Qf ]
M (z) = 5o j "E_:-“ZL—-L art” : (2.2.6.)
L
a P(z) polinom oblika
- - 15
P(z) = [PN (2)] .[PN (z)] (2.2.7.)
+ —
gde su Py 1 Py_ proizvoljni polinomi stepena N 1 N _ ¢ije se

nule nalaze u oblastima D+ odnosno D

¢) ReSenje problema (2.2.1.) ukoliko postoji, zavisi od N_ +
+ N+ 1 proizvoljnih parametara.

d) Sludaj kada su eksponenti o i /> racionalni brojevi moZe se
svesti na ragmatrani i ne predstavlja tesSkodéu za ispitivanje.

U radu [35} i.I. Komjak je razmatrao slucaj kada je bar jedan
od pokazatelja of i s» iracionalan i pokazao sledece:

a) Neodredjena jednadina (2.2.4.) moZe imati samo jedinstveno
resenje.

b) Ako je H =0 a o 1 A iracionalni brojevi, problem je re-
sSiv ako i samo ako je ispunjen uslov

/{y:x—];(aﬁ-p&) (2,2.8.)




gde su O« p=<x f%- i g > 0 cell brojevi,

Ispitivanja ovog problema su novijeg datuma i sa izvesnoSéu se
mogu olekivati novi rezultati. Oni se pored ostaleg megu odnositi na
razna wopsStenja u odnosu na konturu L , pokazatelje o 1 /& , uslove

koje treba da ispunjava koeficijent G(t) i sam konturni uslov.

—

2.3, Jedna klasa diferencijalnih jednacina i njihova veza

iy Sl

sa nel;nearn;y konturnim problemom Riemann-a

Posmatrajmo diferencijalnu jednacinu oblika

y = f.{’f) (2.3.1.)

.

i pretpostavimo da je funkcija £ neprekidna i strogo monotona u
intervalu [a,b] . Ako stavimo %’ = z tada u intervalu | f(a), f(b)]
postoji funkcija z = g(y) inverzna funkciji y = £(z), koja je i
sama neprekidnd i strogo monotona. Iz relacije

_ | |
= g(y) (2.3.2.)

razdvajanjem promenljivih dobijamo:

FEGy T

2 integracijom leve i desne strane

;Y§r§%§7 = G(y) = x + ¢c. (2.3.3.)

kelacija (2:3.3) predétavlja opste reSenje diferencijalnu jednaci-
ne (2.3.1.).

U praksi je medjutim Cesto nemogule odrediti inverznu funkciju
g(y) Jjer se jednadina (2,3,1) ne moZ%e uvek efektivno resSiti po z.
Zato je potrebno koristiti neke posebne metode u pojedinim slucaje-
vima.

a) Ako je jednadinu (2.3.1.) mogude rediti po y’, ona e se
odmah svesti na jednacinu koja razdvaja promenljive.

b) Ako se¢ jednadina .(2.3.1.) moZe svesti na oblik ¥y = hiy’)
t.j. reSiti po y, onda za njeno reSavanje moZemo koristiti sledecu
teoremu ( E. Kamke, . Differentialgleichungen, s. 51) [7]_ ]

Teorema: Neka je u nekom intervalu (% t2), koji ne sadrZzi nulu,

l ’
funkcija h(t) strogo monotona i neprekidno diferencijabilna. Neka je

zatim t, < t, < t,, ¢ proizvoljan realan broj, d = h(to)r i neka je
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a infimum a b supremum izraza

t
-
— F H
L=ro+j 2li%) 44 | t € (tyqt,) . (2.3.4.)
+ t 1?7 72
o
Tada postoji jedna i samo jedna integralna kriva y = “(x) jednadi-

ne {2.3.1.) koja prolazi kroz tadku {(c,d), definisana u intervalu
a =~ X <« b. Ona se moZe parametarski predstaviti na slededi nadin:

£
:e::cJrfll-’=--1§:-J°-l dt , v = h(t). (2.3.5.)
.t

O

Ako nije mogué nijedan od nafina reSavanja navedenih pod a) i b), po-

trebno je koristiti neke specijalne postupke. Posmatrajmo na pr. sle-
dede diferencijalne jednacline

(Z-)Fi. (2 g5, o
vy
(yy'_’ "’Qy -V , (11)
) 2 ’
':]2:'111 [l * (iY_‘,;i) J + %Larc tg(l%i) = ln%— . (I1I)

MozZe se pokazati da su one nastale iz homogene linearne diferencijal-
ne jednacCine II reda sa konstantnim koeficijentima

y*? + ay’ + by = 0 . (2.3.6.)
Zaista, smenom vy =9p, ¥y’’’ =p %% jednalina (2.3.7.) svodi se

na homogenu diferencijalnu jednadinu I reda

p d P _
v E% ta g+ b =0, - (2.3.7.)

Smenom % = u, %ﬁ =u 4+ y %% jednadina (2.3.7.) svoCi ce na je-

dnac¢inu koja razdvaja promenljive:

udu__ _ _ Gy
u2 + au + b y
odakle je
f_é___}_l.@se__. I B (2.3.8.)

u- + au + b Cy
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Integral na levoj strani relacije (2.%.8.,) izradunava se po formuli

t .

f 1 {8 = p)P 2 (a® = 4b) (2.3.9.),
|

|

-a+\nfai -4% -a-—)a/az —‘4b)
2

(p = 2+32 =40 .

udu -

J ulrausd ﬁ In(u -¢l) - Ei{'o[_ (a® = 4D) (2.3.9.),
| a |
i (QZ—= — -2-'
I SR A L B u-el , (a° .« 4b)
g ?111 }'l+< 7y /j + Z arc ig 72 ’ (2.3.9-)3
] Vib“-_-_..ﬁ
.

Ako vrednosti integrala (2.3.9.)1, (2.5.9.)2 i (2.3.9.)3 redom za-

menjujemo u relaciju (2.3.8.) s*avljajuéi pri tom
= %l , ¢ =1, zaista demo dobiti diferencijalne jednadine (I),
(II1) i (I11).
Poznato je da su redenja diferencijalne jednaline (2.3.6.) da-

ta formulom:

- ,
| olepX + 02eqx . azzb 4D . (2.3.15.)1
L e“dx}:clcos HX + ozsin f":k:};] ) 324: 4b (2.3.10.)3'

IotraZimo redSenje diferencijalne jednadine (I) u obliku (2.3.10.)1.
Zamenom vrednosti (2.3.10.)1 u jednadinu (I) i izjednalenjem leve

i desn: strane dobijamo vezu:

B P
ey = (- c )% . ()% . (2.3.11.)

Na isti nac¢in dobijamo 1 veze

:?czlnﬁiz

Cl a (2-3-110)2

I

e 2

- tg 5o (5 + c5) (2.3.11. )

°2
Cq
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koje moraju biti ispunjene da bi funkecije (2.3.10)2 i (2.3.10.)3
bile resenja diferencijalnih jednadina (II) 1 (JII).

Zadr?imo se sada na diferencijalnoj jednadini (I) i uporedimo
je sa konturnim uslovom (2.2.1.). Kontura L je realna osSa pa se ko-
ordinatni pocletak i beskonalno daleka taéka'nalaze na njoj. 4bog to-
ga nije ispunjen uslov da kontura bude zatvorena, koji Gahov posta-

vlja u svom radu [25} . Koeficijent G(t) konturncg problema uzima
vrednost |

G(t) = G(x) = clepx + czeqx . (2.3.12.)

gde konstante c; 1 ¢, zadovoljavaju relaciju (2.3.11.)1. Ekspo-
nenti oL i /A gu odredjeni vrednostima

= e /Y =

b~q b=q
U radu [35} I1.I. Komjaka pretpostavlja se da su &£ i A pozitivni, dok
ovde to ne mora da bude sliluca]. Prena tome, moZemo da formulisemo
siedeéi konturni problem:

e

. (2.3.13.)

Problem: Odrediti funkciije 49+(z) i ¢ (z) koje su analitidke u
celoj poluravni D' odnosno D~ (osim u moZda prebrojivom mnodtvu
talaka ravnomerno rasporedjenih du¥ neke prave paralelne imaginarno

0si) i koje na konturi L (x osi) zadovoljavaju uslov:

oL
[“V (X)] = &(x) ;[‘#"(Xﬂ_a (2.3.14.)

X
epx + C eq

gde je G(x) = cq > i = =g * = 555

Koristedi diferencijalnu jednadinu (I) odmah vidimo da je

pPxX qQx
c,pe + C,Qe
bt (x) = 2 S %X— - q
cq€ + coe
(2.3%.15.)
pX op ¢ |
$7(x) = Clp:x : _sz:e{ - .
cqe + coe
Tada trazZzene analitic¢ke funkcije imaju oblik:
Pz qz
c.pe + c,Qge o
$t(z) = =& e _ g, (zeD) (2.5.16.)

PZ qz
Cle + 02e
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Dz 4z
pe + czqe -
—— — ———— p (ZGD ). (2'3416.)
eP? 4 czeqz ’ |

C
$(z) = —=
©1

Napomena. Lako se mogu konstruisati dovoljno opSte klase komplek-

snih funkcija, deflnlsanlh jedinstvenim analiti¢kim izrazima, koje
pretstavljaju reSenje konturnog problema (2.3.14.) ali ne moraju Dbi-
"4 analitidke. Takve su na primer funkcije oblika:
P2 qz
pe + c,Qe r
¢ (z) = -1 e [ ¥(x,y) - ¥(x,0) + 1‘l+

P q
cq€ + Cpe

iEq—-g arc tg [¥(y)] - E—;—'—q: ,[d'(x,y) - 3(x,0) + 1} (2.3.17).

gde je W(y) proizvoljna realna funkecija koja ispunjava uslove

1lim Y{(y) = + ©

y>+0 (2.3.18.)
lim WY (y) = - @

N dad®

a BP(Z) = §~(X,Y) 1 ﬂ?(z) = :f(x,y) proizvoljne neprekidne kom-
pleksne funkcije.

-/ -

Zakl judak

Navedeni primeri iz poglavlja 2.1. 1 2.5, ilustrovali su meto-
du primene nekih diferencijalnih jednacCina na reSavanje linearnog i
nelinearnog konturnog problema Riemann-a, kada je kontura I realna
X - osa. DLinearni konturni problem Riemann-a reSen je koriScenjem
komparativne jednacCine (2.1.2.) dok je za nelinearni problem kom-
parativna Jjednacina data formulom (I). Videli smo da osnovni nedo-
statak metode predstavlja ogranicenost njene primenljivosti Jer nam
ne garantuje dobijanje opSteg reSenja. Sa druge strane moZe se dACgo-
diti da nas ona i ne mo¥e dovesti do reSenja iako ono postoji 1 mo-
e se realizovati standardnom metodomn.

Med jutim, treba ukazati i na odigledne prednosti kKoje nam ~.na
pru?a. One se sastoje pre svega u velikoj jednostavnosti postupka e-
fektivnog nalaZenja reSenja. Osim toga, do redenja problema je mogu-
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de dodi i u nekim sludajevima, kada nisu ispunjene pretpostavke za
reSavanje standardnim putem,

U vezi sa tim, osnovno pitanje koje se javlja jeste problem iz-
bora komparativne diferencijalne jednadine., Ovaj problem zahteva da-
1ja detaljna istra¥ivanja ali je jasno da komparativnu jednalinu
treba birati tako da nam ona omoguéi nalaZenje Zto Sire klass resSenja

cdgovarajuceg konturnog problema,
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LII glava

Areolarne diferencijalne jednaCine i konturni
problemi

3,1. Uvodni pojmovi

a) Operafor Kolosov-a D Na skupu kompleksnih funkcija

kel —

wiz) = u(x,y) + iv(x,y) , 2z =x + iy (3.1.1.)

gde su u(x,y) i vix,y) diferencijabilne funkcije, G.V. Kolosov
E32] ’ [35} 3 f341 uveo je operator T definisan jednakoScu

U ¢lanku 5353 autor je ovaj operator oznacio sa ny i koristio ga
za integraciju raznih sistema parcijalnih diferencijalnih Jjednacina
koji se pojavlijuju u matematidkoj fizici, narocCito u teoriji elasti-
¢nosti. Kolosov je najpre dokazao u {32} izvesne formule (Kolosov-
ljeve formule) koje su mu omoguéile da radi sa D kao da je izvod a
zatim ih je primenjivao u'[34j inspirisudi se odgovarajucim diferen-
cijalnim jednacinama.

D. Pompeiu {5{? i EEBE traZzedi formulu koja bi bila analogna
Cauchy-~jevo] intégralnoj'formuli za analitidke funkcije, dosaoc je do
izraza

Y

D SIS S DR
N30 I M

gde su G 1 f“n redom nizovi oblasti, odnosno kontura koje su u-
pisane u oblast G odnosno konturul . On je taj izraz nazvao areo-
larnim (povrSinskim) izvodom neanalitidke funkcije w(z). Za anali-
tidke funkcije taj izraz odigledno postaje nula. Znatno kasnije A.

Bilimovié Ll?} i {19} uveo je pojam odstupanja analiticke funkcije
w(z) = u(x,y) + iv(x,y) od analitiénosti kao vektor

| N
T = grad u +[k9 orad vJ (3.1.4.)

-> [~ -
gde je k =(¢,¥,] vektorski proizvod jediniénih vektora EA:A

ortogonalnih pravaca. Dilimovicev operator B se poklapa sa XKoloso-
vljevim operatorom D. Bilimovié je medjutim radio u drugom pravcu -
ispitivao je geomeirijska svojstva operatora. Sa "druge strane, 1axo




se moZe pokazati da 1 areolarni izvod Pompeiu-a predstavlja izraz

Lo Dl S

proporcionalan operatoru D. 4Dbog toga nema sumnje da Jje Kolosov taj

koji je prvi uveo operator D 1 primenio'ga na integraciju sistema
parcijalnih jednadina. Zato je Sudno da njegovi rezultati nisu dovo--
1ino poznati i da ga Zak i ruski matematidari ne pominju (na pr. I.
Vekua u svojoj monografiji 531, koja se bavi tim pitanjima, nigde ne
navodi Kolosovlieve rezultate). B

Paralelno sa operatorom D Kolosov je uveo i operator D defi~
nisan izrazom

BT — au'. ......__..av 1 M@v -—-—-—a-u = -#——-aw .1-61
Dw = 5= + 55 * & ( ~ 37 ) 2 57 (3 )

i koristio ga za refavanje odgovarajucih sistema narcijalnih jedna-
¢ina.
Napomenimo da se na ognake (3.1.5.) i (3.1.6.) <cesto naila-

- , : . . 3 ,
zi u literaturi. Medjutim uvek se tvrdi da se sa 1izrazima -Fz 1

3 dZ
&;z mo¥e operisati ‘"kao- da su izvodi, pa se negde cak i daju ne-

o i o

ki dokazi njihovih osobina. U stvari jesu parcijalni

o Z 3z
izvodi po promenljivim 7z, -« Koje se mogu smatrati kao dve nezavisno
promenl jive. U prilog takvom shvatanju navodimo sledeée Cinjenice:

1) Za dve realne funkcije u{x,y) i v(x,y) kaZe se da su nezavi-
sne ukoliko ne postoji diferencijabilna funkcija -3¢ takva da Je

u = €v) . (3.1.7.)

Kao &to je poznato, potreban i dovoljan uslov za nezavisnost pred-
stavlja relacija

i ou DU
22X DY |
I = £ 0, (3.1.8.)
oV 2V
99X By

Uvodeédi odgovarajudéu definiciju nezavisnosti dve kompleksne funkeci-
je od po dve realne promenljive, vidimo da potreban i dovoljan uslov
ogtaju nepromenjeni.

Razmotrimo sada funkcije

1
rS
-+
t:;g-h
Il
N

u(x,y)
(3.1.9.)

il
P4
;
I;‘:I:‘
i
&y

vi(x,y)
Za njih je |
S L S SR

1
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te su one, saglasno gornjoj definiciji, nezavisne.
2) Iz poznate Riemann-ove formule za izvod kompleksne funkcije

Qg_;[au BV .’av; duy licu 5V
dz%_21_5x+§!y+l(\ax ay.j+2[ax'ay+
(DY Bu"‘] ~2ifP -
+ i Lérg + ——§) e | (3.,1.10.)

gde je dze = £ - el?s (&
se dobija izraz koji je analogan totalnom diferencijalu funkcije sa

{ dz! ), mno%eéi je sa dzy neposredno

dve nezavisno promenljive, naime

_ oW W =
dw = = 4z + 33 4z . (3.1.11.)

Na osnovu definicije (3.1.2.) vidimo da je za egzistenciju o-
peratora D potrebno da funkcije u i v imaju neprekidne parci-
jalne izvode prvog reda pec x 1 y. Sada ¢emo medjutim ovu defini-~
¢ciju prosiriti i pokazati da gornji uslov nije neophodan.

Neka je U(z)
+ iy u nekoj oblasti ”Fﬁ i neka ima neprekidne parcijalne izvode
I reda po x i y. Tada za svaku oblast T' (Tc rVO) ogranidenu

prostom, zatvorenom, rektificibilnom krivom £ vazi formula Ostrograd-
skog

u + iv neprekidna funkcija promenljive 2 = X +

i

HUU@T = 1£U(t)dt. (3.1.12.)
A

(Ovde se pod DU jo$ uvek podrazumeva izraz D = s Fi =2 = 2T?§

a 4T Jje povrSinski element oblasti T ).
Ako pustimo da kriva . smanjuje svoju duZinu i saZima se u jednu ta-
Eku 2z = x + iy, formula (3.1.12,) prelazi u formulu:

DU =£i§ ﬁ{é}(t)dt (3.1_.13.)
pri Semu | T} oznaava merni broj povrZine oblasti T, a oznaka of -2
kazuje da se kriva J smanjivanjem svoje duZine sazima u tacku z.
Relacija (3.1.13.) izvedena je pod predpostavkom neprekidno-
- sti parcijalnih izvoda funkecije U po x i y. Medjutim mogucle je
da desna strana relacije (3.1.1%.) postoji i za takvu neprekidnu
funkciju koja nema neprekidne parcijalne izvode po x i ¥y, Stoga
demo sada definisati DU wu talki z ¢ T, preko relacije (3.1.13.),
ukoliko izraz na desnoj strani egzistira i nezavisan jJe od nalina
sa¥imanja rektifikabilne zatvorene krive 4. u &ijoj unutrasSnjosti le-
zi tadka z.
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Ako DU neprekidno egzistira u svakoj tadki oblasti T kazemo

| 0°
da je U funkcija klase CE(TO). 08igledno, svaka funkcija U, koja
u oblasti T ima neprekidne parcijalne izvode prvog reda po x 1
vy, pripada klasi CE(T)'

OCigledno je da jJe

ol(1) ¢ co(m)e o(1), (3.1.14.)

gde je Ck(T) skup neprekidnih funkcija koje imaju neprekidne par-
cijalne izvode do k-tog reda u oblasti T a. ¢°(7) = ¢{T) " skup
svih neprekidnih funkcija. u T,

Jasno je da svaka neprekidna, analitidka funkcija f(z) u obla-
sti T jeste funkcija klase CE(T) i da je za nju ispunjena jedna-
ina |

Df = 0 (svudau T). (3.1.15.)
Lako se moZe pokazati i obrnuto: (Vidi na primer [3] str. 11): Uko-
liko funkecija f(z) pripada klasi CE(T) i zadovoljava jednalinu
(3.1.15,) +tada je ona neprekidna, analitidka funkcija u T.

Jedan, za praksu vrlo vaZan potskup skupa OE(T) pretstavljaju
funkcije oblika

U(z) = -%{If £ A5 A% (4 23 4 im (3.1.16.)

gde je f(x,y) neprekidna, integrabilna funkcija u T. U monografi-
ji [3] str, 11 pokazano je da je U(z) neprekidna funkcija u ce-
loj ravni i analitidka izvan Tud , da u beskonadnosti tezi ka
nuli, da U(z)€ CE(T) i da je

DU = 2f . (3.1.16a.)

Funkcije oblika (3.1.16.) nemaju uvek parcijalne izvode po
X i y. Posmatrajmo na primer funkciju
2i'P : |
fx,y) = = T (reip = Z) (3.1.17.)
log T

a za oblast T izaberimo krug izl « R <1l. IzraCunavanjem integra-
la (3.1.16.) dobijamo:

21
U{x,y) = - %u[[e £4ap df = - 22 log log % + 22 log log %.

ip T
7 (Pe™ - 2)log 3 (3.1.18.)

Parcijalni izvodi funkcije (3%.1.18.) po x i v su:
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~ if
%%% = - 2 log log % -2 = 10;D§TF + 2 log log % i
i SN (3.1.19.)
é%% = = 21 log log % -‘2 E"Tﬁgigi" + 21 log log % ’

pri Semu se odmah vidi da oni ne postoje u koordinatnom podetku. Me-
djutim, areolarni izvod funkcije (3.1.18.) je
821?

DU = - 2 7o

(3,1.20.)

t.J. egzistira svuda y T 1 neprekidan Je.
b) Inverzni operator Fempla f

Rumunska $kola pod yodjstvom D. Pompeiu-a, narocito G. Caluga-
reano [73] - [75} , M. Nikolesko [43] i N. Theodorescu [61] - [64]
utvrdila je veliki broj vaZnih osobina areolarnog izvoda kao i inte-
grala

| X -2
G

koji Jje inverzan tome izvodu.

Nezavisno od njih S. Fempl je u radu [681 uveo integralni o-
perator ‘f po kome

W = f f(x,v) (3.1.22.)

oznafava funkciju za koju je Dw = f(x,y). U istom radu on je pokazao
da vaZze sledece osobine ovog operatora:

I, £ 1(2) ¥ (x,y) = f(Z):rr P (x,y)

II.  §f(z) = 2 £(z) + P (z)

III. | FY¥(x)£(2) = £(z) [P(x)ax + P_(z)
IV, $9(y)£(2) = -if(2) f¢(y)ay + P (z)
V. £¥(2)E(2) = 5 £(2) f¥(F)az + P (z)
VI.  f£(w)Dw = [ f(w)aw + P_(z) ,

Pri gemu su f(z) i Po(z) proizvoljne analiticke funkcije. Nave-
dene osobine pokazuju da operator Fempla j: ima sva svojstva inte-

grala pri ¢emu ulogu integracione konstante igra proizvoljna anali-
titka funkcija P _(z). |

c) Areolarne diferencijalne jednaline: Pod areolarnim diferencijal-
nim jednadinama podrazumevamo jednacine oblika
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P {z, %, w, w, Dw, D%, Dw, D°w,...,B%, D%, D" } = O, (3.1.23.)

t.]. takve u kojima se javljaju areolarni izvodi nepoznate funkeije
w. U Sirem smislu shvadeno, u areolarnim diferencijalnim jednacCinama
moZze se o0sim operatora D pojaviti 1 operator " D kao i neki drugi
diferencijalni operatori opStijeg tipa,
Sigurno je da se areolarnim diferencijalnim jednalinama prvi ba-
vio G. Kolosov. On je uolio da se areolarne diferencijalne jednacine
oblika

F {z, w, Dw, D°

Weess, Dwl=0 (3.1.24.)

mogu refavati po analogiji sa odgovarajudim diferencijalnim jednaci-
nama oblika

PIX, ¥y, 729 T 2 0esus y(n)} = 0 . (3.1.25.)

Pri prelazu sa obilne diferencijalne jednacCine na areolarnu, u-
logu promenljive X ©Ppreuzima promenl jiva % , umesto obiénog izvoda
pojavljuje se operator D a proizvoljna konstanta biva zamenjena
proizvoljnom analiticékom funkcijom. Zaista, posmatrajmo mna primer obi-
¢nu diferencijalnu jednadinu

ag ¥ + ayy’ + a5y =0 (3.1.26.)

i pretpostavimo da su o i /2 dva razliéita reSenja odgovarajuce ka-
rakteristiéne kvadratne jednacine
2 _
aot + alt + a, = 0. (3.,1.27.)
Tada opSte reSenje diferencijalne jednadine (3.1.26.) kao Sto je po-
znato ima oblik:
e‘?nx

y = c &% v ce® | (3.1.28.)

Ako zatim posmatramo odgovarajucéu kompléksnu jednacinu

2
a Dw + a;Dw + asw = 0 (3.1.29.)

ona ée po analogiji sa (3.1.28.) imati opSte redenje

Z zZ
a5 >5
W = Fl(z)e + F2(z)e (3.1.30.)
gde su Fi(z) i Fz(z) proizvoljne analitidke funkcije {vidi na

pr. [2§}). OCigledno je da se formula (3.1.30;) moze dobiti iz for-
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mule (3.1.28,) formalnom zamenom konstanti c, i c, _proizvoljnim

analitickim funkcijama a promenljive x promernljivom % .
U svojim radovima [67] - [71] S, Fempl je reSio neke jednacline

tipa (3.1.24.). On je zapravo posmatraoc odgovarajuée sisteme parci-
jalnih jednacina po realnim promenljivim koji se mogu svestli na neku
areolarnu diferencijalnu jednacinu pogodnu za resSavanje a zatim Je
reSiv8i ovu jednadinu, razdvajanjem realnog i imaginarnog dela rese-
nja dosao do regularnog resenja sistema parcijalnih jednaclina.

U svojo] tezi {26] D. Pimitrovski je razmatrao areolarne jed-
na¢ine oblika

Dw = f(z,2) (3.1.31.)

i naSao reSenje jednadine (3.1.%31.) =za razne oblike slobodnog &la-
na f(z,z).

Zanimljivi prilozi teoriji areolarnih diferencijalnih jednacdina,
dati su u tezi f29] J. Kelkida. Pored ostalog on je razmotrio dife-
rencijalni operator X koji predstavlja uopsStenje operatora D i
D i definide se izrazom:

Kw=A%—E—-B_—g—%+i(}L%;+Bau}
gde w(z) = u(x,y) + iv(x,y) a A i B funkcije od x i y. Upo-
redo sa tim on je razmotrio neke uopsStene diferencijalne jednacdine

u kojima se umesto areolarnog izvoda pojavlijuje operator K.

Teorija areolarnin diferencijalnih jednalina jos je Sira od te-
orije obic¢nih diferencijalnih Jjednadina i sigurno je da na ovom me-
stu ni izbliza ne moZe biti obuhvaéena. Zato su u ovo] glavi dati
samo neki prilozi izucavanju ove teorije i to:

a) Areolarni redovi i njihova primena na reSavanje areolarnih
diferencijalnih jednacina.

b) Bgzistencija i jedinost reSenja areolarne diferencijalne
jednadine I reda. |

¢) Prilozi teoriji eliptidkih sistema parcijalnih jednadina ti-
pa Vekue.

d) Konturni problemi za reSenja areolarnih diferencijalnih je-
dnalina., |

d) 0 ¢ - analitidkim funkcijama

U svome radu [30] 0 analitic¢kim i ¢ - analitic¢kim funkci jama,

KeCki¢ razmatra najjednostavnije areolarne diferencijalne jednaciner
Dw = O (2.1.33.)
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Dw = O. ._ (3-1-34-)

Kao Sto klasa analitidkih funkcija predstavlja resenje jednadline
(3.1.3%.) tako pod ¢ - analitickim funkcijama autor podrazumeva one

koje zadovoljavaju jednadinu (3.1.%4.). U istom radu on dokazuje i
sledeéu teoremu.

Teorema T : Ako f(z)€ A tada f(Z)€ A gde je A klasa analitidkih
a A klasa ¢ - analitidkih funkecija.

Poznato Je da se funkcije, znalitidke u nekoj oblasti D, koja

00
sadrzi koordinatni podetak, mogu razviti u potencijalni red $f'c .V

=0
u okolini taCke =z = 0. Zbir tog reda je analitilka funkcija unutar
kKruga konvergencije reda i moZe se diferencirati &lan po ¢lan,
Kao prirodna analogija pojmu potencijalnog reda moZe se uvesti
pojam ¢ - potencijalnog reda. To je kompleksan red oblika

0
E C 2" (3.1.35.)
V=0
gde su € konstante. Kako je iz/ = |Z! +to je poluprednik konver-

gencije reda (3.1.35.,) 4isti kao i poluprelnik konvergencije odgo-
varajuceg potencijalnog reda i mo¥%e se izradunati po formuli

R S (3.1.%6.)

1im -VﬂC |

Il

Lako se pokazuje da za ¢ -~ potencijalne redove vare teoreme, analo-
gne teoremama za potencijalne redove. Va®i i slededs

T
P—

Teorema T : Svaki ¢ =~ potencijalni red z Gvﬁv definise jednu c -
V=0
analiticku funkciju unutar kruga konver%encije.

Dokaz: Odgovarajudi potencijalni red _Ovzv definide neku anali-

V=0
ticku funkeciju f£(z) unutar kruga konvergencije t.j.

Cu * €12 + weven v C 2 4 ... = f(z) . . (3.1.37.)

Na osnovu teoreme U, f(z)EA&ESF(z)e & . Ako to primenimo na
(3.1.37.) imademo

- - -2 ~V
f(Z) = Co * C1Z2 + ChZ + c0e + C2° + .00, (3.1.38,)
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7aista, zemenom 2z sa 2z u (3.1.37.) dobili smo da c~potencija-
lan red na desnoj strani relacilje (3.1.%38,) predstavija cmanalitié—;
ku funkciju f(z).

Mo¥e se pokazati analogno kao za analiticke funkcije i obrnuto: oSva-
ka funkcija, c-analitidka u oblasti D, koja sadrzi koordinatni pole-

tak, moZe se u okolini tacke Z 0 razviti u c-potencijalan red

@
E ,Cvﬁv . Koeficijenti Ov reda se raCunaju po formull
V=0 .

v {5 |
7, = A (5.1.39.)

v
v 2 V!

gde je D = 2~j$§ veé spomenuti diferencijalni operator Kolosov-a.
Primer: Funkcija e? je c-analitifka, pa se moZe razvitli u red ob-
lika {3.1.%8.). Kako je

Dvw = 2vez 1 DVW('E-;:O) = 2?
to je: _ ®
E W 3.3.40.
v
V=0

e) Areolarni polinom

Jedno od prirodnih proSirenja klase analiticékih funkcija pred-

stavlija klasa t.zv. areolarnih polinoua t.j. funkcija oblika
n

zz: v
gde su “Fv(z) proizvoljne analitilke funkcije. U svom radu l62j .
Theodoresco je definisao areolarne polinome n-tog stepena kaS*reéenje‘

areolarne diferencijalne jednacline,

pPtl - 0 (3.1.42.)

a zatim pokazao da se ovo reSenje javlja u obliku (3.1.41.).
Areolarni polinomi osim teorijskog imaju 1 praktidan znactaj jer

se javljaju u raznim granama primenjene matematike. Na primer areo-

larni polinom I reda w =“{%(z) + 7 ™{z) predstavlja klasu Goursat-

ovih ili bianalitikih funkcija 1 javlja se u teoriji elasticCnosti

a t.zv. funkcija napona predstavlja realni deo Goursat- ove funkcije.
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%3,2. Areclarni redovi i njihova konvergencija

Kompleksan red oblika
Q0

> 2V P (z) (3.2.1.)

V=0

gde su 1}(2) analitidke funkeije, nazvademo areolarni red. Ako su
funkcije hfv(z) ogranidene u celoj kompleksnoj ravni, onda su one
konstante, pa je red (3%3.2.1.) jJjedan ¢ - potencijalni red. Ako Je
za neko k ispunjeno

£, (2) =0 (¥ v > k) (3.2.2.)

onda izraz (3.2.1.) predstavlja areolarni polinom. Vidimo dakle da
areolarni redovi sa jedne strane predstavljaju uvopStenje ¢ - poten-
cijalnih redova {(umesto konstanti, koeficijenti su analiticke funk- |
cije) a sa druge strane uopdtenje areolarnih polinoma (umesto konal- |
nog zbira imamo beskonadan).

%7a areolarni red (3.2.1.) kaZemo da konvergira u nekoj oblasti
D, ako konvergira u svako]j tadki oblasti D. U praksi medjutim, za
ispitivanje konvergencije areolarnih redova moZemo da koristimo sle-
de¢u oliglednu teoremu: |

Teorema t: Areolarni red Efi EV'y’(Z) konvergira u oblasti D ako
V=0
konvergira majorantan ¢ ~ potencijalan red E:: -V , gde je nejed- |
= !
nakost
¢, = max IY”(Z)[ - (3.2.3.)
z€D

ispunjena za svako 0 v < @,
Ukoliko dakle areolarni red (3.2.1.) konvergira u nekoj obla-
sti D, onda on u opStem sluéaju definiSe u toj oblasti neku komple-

ksnu funkciju w = w{z,Z). PokuSajmo sad da damo odgovor na obrnuto

pitanje t.j. da 1i se i pod kojim uslovima neka kompleksna funkeija
w = w(z,Z) moZe razviti u areolarni red (3.2.1.).

Neka je {Wiw = w(z,%)} skup svih kompleksnih funkcija koje
su diferencijabilne proizvoljan broj puta po promenljivoj z u neko]
konadnoj, zatvorenoj oblasti D koja sadrZi koordinatni pocetak
1 neka Je ﬂgilymL= 41(2)} skup svih analitidkih funkcija u oblasti
D, Uvedimo preslikavanje oL.D skupa W na skup Q na slededéi na-
¢in, Pod LU = u%w podrazumevacdemo funkciju koju smo dobili iz funk-
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cije w = w(z,%), ako smo vrednost 2z zamenlll sa 0 a promenlji-
vu 2 ostavili nepromenjenu. Za funkciju {d= o W igpunjen je u-
slov (3.1.33.) Jjer se u njoj} ne javlija promenljiva Z .pa je ona u
opStem sludaju analiticka.Na primer ako je w(z,Z) = Z *2B L gy

+ 32Z 50 4 2, tada. Je Ll = =AW = e? + z° 1+ 2.

Lako se wvidi da nL presllkava skup W mna skup Q i da sva-
kom originalu w odgovara jedna i samo jedna slika Lk dok obr-
nuto u opdtem sludaju ne vaZi. Jasno je takodje da se svaka analiti-
ka funkcija skupa W preslikava u samu sebe.

PokuBajmo sada da formalno razvijemo funkciju w=w(z,2) U are-

oralni red.

w(z,z2) = ﬁ%(z) + E‘fi(z) +'Ez WE(Z) frees + 27 1%(z) T ovees
(3.2.4.)

Ako primenimo operator D na obe strane formule (3.2.4.) dobija~

mo
Dw(z,z) = 2 ﬁYi(z) + 22 ?;(z) T eeaes * vzv'l f’(z) + aee ]
? erw ( +2.5.)
Odavde je o Dw = 2 Ta(z) pa je My (z) = =-§——- .

Ako ponovo primenimo operator D na formulu (3.2.5.), dobijamo

DZW(Z,E) =.22[2 VE(Z) + 342 f%(z) Z 4+ eae. + v(v—l)ﬁvi%%(z) + .J

(3.2.6.)
cdakle jJe
of DW= 27.21 2(z) i, Y;(z) 2&
- 2 2.
Na isti nacdin produ%avajuéi postupak dobijamo da Je
..‘} k
D
o () _ T2
2R (3.2.7.)

Formula (3%.2.7.) predstavlja uopstenje formule (3.1.%39.). Sada
mo¥emo formulisati sledecu teoremu:

Peorema & : Neka je w = w(z,%) neprekidna funkcija u oblasti D
kKoja sadrzi koordinatni poetak i neka ima neprekidne areolarne iz-
vode poretka n, (n=1,2,%....) u D. Tad se ona moZe Trazvitl U areo-

larni red oblika (3.2.1.) wu okolini D
- ®

, koordinatnog podetka (D1

je oblast konvergencije reda éz_ivjzé(z) i ch;D). Koeficijenti
V=0 v




reda se dobijaju po formuli (3.2.7.).

_22

Primer: Razviti funkeciju w = e2? u u areolarni red u okolini D ko=
ordiiatnog pocetkal
2
Kako je Dkw = Zkez'z « Z K to Je gﬁDkw = 2k-z2k. Trazeni ra--
zvo] ¢e tada biti
—— oV 2V
we )y Bzl (3.2.8.)
lo . v
V=0

3.3. Primena areolarnih redova na resavanje areolarne
diferencijalne jednacine n-tog reda

Mogucénosti primene areoclarnih redova su velike, narodéito kad se

radi o reSavanju nekih tipova areolarnih diferencijalnih jednacina.
Neke od njih bide razradjene i u kasnijim izlaganjima. U ovo]j glavi
cemo metodu arelarnih redova ilustrovati na primeru areolarne diferen-
cijalne jednadine n-~tog reda sa analitidkim koeficijentima.

U svome radu {71} S. Fempl je ragmatrao areolarnu diferencijalnu
jednac¢inu n-tog stepena sa konstantnim koeficijentima

-1
an + alD W + sees + an-lDlw + anw = O (3.3.1.)

i nasao njeno tzv. opsSte resenje.
U radu [31] J. Ke®kié je razmatrao opitiju jednadinu &iji su ko-
eficijenti analitilke funkcije i pokazao da je njeno resSenje dato iz-

razomnm

r
v

n "V - |
W = Z::tf%(z)e 27" , (3.%3.2.)

V=1

gde su %; (v = 1,2,...,n) preoizvoljne analitidke funkcije a
rv(z) koreni karakteristidne jednadine

3 A 1 {n-l o 32 Znuz + veee + A ?-1- a = 0. | (3-3-34-)

ReSenje jednacine (%.%3.1.) sa koeficijentima analitickim funkeijama
mi ¢emo sada potraZiti u obliku areolarnog reda t.jJ.

S A tfv(z) ’

-
e o (3.3.4.)

o

gde su ‘#%(z) zasad nepoznate funkciije.

Ako na red (%3.%3.4.) primenimo n puta operator D imademo:
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Zamenom gornjih vrednosti u jednadinu (3.3.1.) dobijamo:

m-—-
on i v(v-l)....(v-n+1)z" " Wv(z) + al(z)2n_1 Z__;ﬁr(v-l)....(v—n+
v=n

v=n-1
0
+2)z7" 0w (gye ik o (2)-2 J v vy (2) ¢ o ,
M -l v=1 v
®
+a (2) ;jé" ¥ (z) = o. (3.3.6.)

Medjutim koeficijenti al(z),..., an(z) mogu se izraziti preko ko-
rena rl(z),rz(z)....rn(z) na sledeéi nadin:

a;(z) = - [r;(2) + v5(2) + rz(z) +....s r (2)] ,
az(z) = (-1)2 [rl(z)'rz(z) + rl(z)ra(é) tooeet rn_l(z)rnﬁz)]s

a3(z) = (-1)° [rl(z)rz(z)ra(z) taeeot rn_z(z)rn_l(z)rn(z)] ,
(3.3.7.)

--ﬂ-—---ﬂ--——ﬂ——ﬂﬂ_——u—————i-l—i-—-—-ul——nu-—lﬂ.-——-aw——--—-—"“-u'h-—ﬁ--l-—

a. (z) = (-1)% rl(z)rz(z);f.. rnil(z).rnﬁz).'

Ako vrednosti koeficijenata ay,...,a, 1z (3.3.7.) gzamenimo u
(3.3.6.) i sredimo tu jednakost po sStepenima, anulirajuci pri tom
odgovarajuce Clanove, dobijamo:

21.1‘11! \i;‘n(z)_(rl.}.rz-f,,‘.+rn)2n_1(n—l)i Wn_l(z) + eses T (3.3.8‘)1

+(—1)n"1‘2[r1r2....rn_l+...+$2r3...I}J}%ﬁ(z)+(nl)nrlr2....rn*?O(z)=0

22 (n+1)n.. .. 4-%:2 %%ﬁl(z)—(rl+r2+....+rn)2n_1-n(n-l)...4‘3'2’Fn(z) +.

-----—--_““-H-—-_-“_-t‘—'-'-l_-“_l-'—_-—-‘-ﬂ—l—_--ﬁ#*“--—_--ﬂu_—__“_-ﬂ_-—ﬂ-!—_-”_“
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Ako jednakost (3.3.8.)1 redimo Ppo irn(z) dobijamo

o AL At es s +L (PP AT Logte oot AT )

\y/ (Z) _ ___g_ 2 o n Y (Z) _ _‘_‘l 21 1 b, n-1n g (Z)+...
ol 2n - 22n(n—l) Nn-2 |
.f\ﬁfT}(—l)n-l ﬁl_rg_'_;r_rn_l"' +I'2 Z 'i (-—l)n 1 2'1-:-311_:]:_1'_1}. Lt_.! (z)'
| | 2 n(n—l) 473 2n'n (3.3?9')

Uvedimo slededéu smenu funkcija
w(2) = =5 (z) + F,(2) + fz(2) +..... + P (2)
| r,(2) r,(z) r (z) ¥
¥i(z) = %—T L 12 1 (2) + 22 H,(2) +...+~-§—-—- “-ﬂn(Z)‘_l
_____________________________________________________ (3.3.10.)
e (270 ENCI s
¥p-1(2) = Tﬁf%TTLJ 12‘ } ¥1(2) + ( 22 ) folz)+. .o
r, (2) n=l T
s B XY

Sistem {3%.%.10,) definiSe n novih analitidkih funkcija ¥a(z),
%E(z)....,‘fﬂ(z) xoje se izraZavaju linearno preko ‘+’(z),....,

- W%.l(z)’ jer je njegova determinanta D ‘£ 0., Ako sad zamenimo vred-
nosti funkeija M/ s;ee-s Yhoq iz (3.3.10.) u (3.3.9.) i izvrsimo

potrebna skra01van3a i grupisanja Clanova doblcemo sledec¢i izraz

( rn)k
1 2 L
1 (2) = 1 17 TR o FTesreet 73 'Pn .

(3.%3.11.)
Ako najzad koeficijente (3.%3.11.) zamenimo u red (3.3.4.) dobile-

mo s 0. . (m 1/ © Lu- Ty 'z} v
W = E:hEV1W%(Z = ji_-v(z:jhﬂhim“ w}(ZZ) éimrjlﬁh 3@”“' ) $§(Z) =
V=0

V=0 i=1 =14v=0
r.(z)

Z (Z)e

Dobijeni rezultat je identidan rezultatu (3.3.7.) iz rada '31 ..

| ( rqy |k (€2yk
Wo(g) = 2l A2 LF

Z

N R e, W, - — il el .

3.4, Egzistencija i jedinost reSenja areolarne

dlferenclaalne jednacine 1 reda

U ovom poglavliju dokazaclemo stav O egzistenciji 1 jedinosti re-

Senja areolarne diferencijalne jednacine I reda.
Uvedimo najpre pojam areolarnog odredjenog integrala. Ako je
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Fu(x,y) = P(x,3) = W(z,5), (3.4.1.)

tada se odredjeni areolarni integral ili areolarni integral sa gra-
‘nicama definife formulom:

b
) =y def 5 = _
j-w(z,z) === W(z,z)§=b— W(z,z)géa = aéﬁw ~ {%,W
a (3 4.2.)
Ovde je a(b operator koji se definiSe slilno operatoru flb- u po-

glavlju (3.2.) t.j. izrasz aib W pokazuje da smo kod funkcije W
promenljiva 2z ostavili nepromenjenu a promenljivu 2 zamenili sa b
(isto vaZi i za czé). Jasno je da desna strana definicione jednako-
sti (3.4.2.) u opStem slucaju predstavlja jednu analiticku funkci- .
Ju.

Za areolarni odredjeni integral vaZe mnoge osobine analogne oni-

ma za obidan odredjeni integral. VazZe 1 sledele leme:

Lema 1: Neka je w(z,%Z) neprekidna funkcija u prostoj, konacnoj ob-

Z
lasti D, Tada je i 5;y(z,ﬁ) neprekidna funkcija u oblasti D 1
postoji konstanta K takva da je

B3

| [ iz e xiE-al. (3.4.3.)

=]

Dokaz: Kako je na osnovu definicije

el

VA

fw(z,2) = w(z,2) - W(z,3), (3.4.4.)

Z=a
a

to je dovoljno dokazati neprekidnost funkcije W(z,Z) po promenlji-
voj 2 u D, Ova funkcija medjutim izrazava se na osnovu formula
(3.1.16.) i (3.1.16.a) preko dvosirukog integrala sa jezgrom Cau-
chy-ja,. a za isti vagi:

H__(_L_’LL). dg a7 - j. dﬁ d* =
D

”!w(? LONSTES ’*L)) . 4

iw(zl,zl)-w(z29§2){=

‘t-sz

x:|f21~42} o
= ‘j}ﬂ T Zlmld; dw | . (?.4-5-)

)

(O8igledno je da iz z,~> %, sledi i zl—ﬁlze).

Iz toga sledi da je funkcija W a samim tim i {'w neprekidna u D.
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Podto je funkcija W neprekidna u oblasti D, to postoji ogra-

nidenje njenog modula u D T.j.

iwl =< K. (%3.4.6.)

Kako za dvostruki integral iz (3.4.5.) vaZi ocena

- E ‘
l.llw E-E dz dm| < lff‘"?}f 7~ 4% an | (3.4.7.)
D _

D

to iz (3.4.6,) sleduje

e

‘J?W \ﬂz\szf= K{z-al | (3.4.8.)

a a,
3to je trebalo da se dokaze.

Tema 2: Areolarna diferencijalna jednacina

bw = F(z,w) (3.4.9.)

sa poCetnim uslovom

Lw(z,2) = w (2) ' (5.4.10.)

gde je wo(z) data analitidka funkcija, ekvivalentna Je slededo] are-
olarnoj integralnoj jednacini:

Wil

<

W= W, o+ {:F(z,w). (3.4,11.)
0

Zaista, ako na levu i desnu stranu jednacCine (3.4.9.) prime-
nimo operator ,f dobidemo

w= FF(z,w) = P (z,2) + g(z), (3.4.12.)

gde je D& = D;fF(z,w) = F(z,w), a g(z) proizvoljna analitilka
funkcija. Ako zatim na (3.4.12.) primenimo operatorela imademo:

aéow = WO = c#(z,"é)%:o-i- g(z). (3-4-13-)

Oduzimanjem relacija (3.4.12.) i (3.4.1%.) dobijamo

W - W_ = <#(z,§) - h(z,2) = j?F(z,w) (3.4.14.)
0

t.3. integralnu jednadinu (3.4.11.).

Obrnuto, ako na jednalinu (3.4.11.) primenimo operator D do-
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bidemo jednacinu (3.4.9.).

Teorema (o egzistenciji i jednakosti refenja)

“Neka je data areolarna diferencijalna jednacina

DW — F(Z,W) (3:4‘-15;)
sa podéetnim uslovom

oéow(z,%') = W, ‘ (3.,4.16.)

gde je W

o wo(z) data analitidka funkcija a F(z,w) Jje nepreki-

dna u oblasti

{zl<a

(1 (%3.4.17.)

|w - wofﬂéb

i ispunjava uslov

]F(z,wl) - F(z,wz)fﬁzKlwl - w2I . (3.4.18.)

Tada postoji broj h > o, takav da u krugu lzi=h postoji jedno 1
samo jedno reSenje jednadine (3.4.15.) koje zadovoljava poletni u-
slov (3.4.16.).

Dokaz: Kako je funkcija F(z,w) mneprekidna u oblasti N, to je

ona u toj oblasti i ogranilena po modulu, pa postoji konstanta M
takva da Je

fF(z,w)fEQM. (3.4.19.)

Na osnovu leme 2, jednalina (3.4.15.) sa poCetnim uslovom

(3.4.16.) ekvivalentna je areolarnoj integralnoj jednalini
7

W= W, +'§TF(z,w) . (3.4.20.)

0
pa je dovoljno dokazati egzistenciju u jedinost reSenja ove druge.

Izaberimo broj h tako da jJe

h <

e e

i n<min(a, 3 ). (3.4.21.)

Neka je Co prostor kompleksnih funkeija, neprekidnih u krugu {zlsh
a d rascojanje definisanc izrazom

-

dlw, ,ws) = maxtw, - w .. (3,4.22.)
17727 gren 2}

Lako se vidi da izraz (%.4.22.) ispunjava sve aksiome rastojanja i
da je (Oo’ d) metricki prostor.




Neka je E podskup skupa OO za koji Je

max |w - wO} <b. : (3.4.23.)
{zleh

U odnosu na metriku (3.4.22,) skup E je zatvoren jer relacija
(3.4.23.) odredjuje zatvorenu kuglu sa centrom u w,.

0
Uvedimo preslikavanje
Z
Y(w) = W +f Flz,w) , WE€ Ec< C . (3.4.24.)
0

Kako je w neprekidna funkcija u krugu |z} <£h, to je na osnovu le-

me 1 i Y neprekidna u istom Krugu. Na osnovu iste leme je
Z

(Y - w_] If Flz,w)| € MIZ1 = M{zi g M.h
0

b .
Mﬁ= b- (3-4-25')

A

To znali da operator Y preslikava skup E u skup B .
Neka je dalje w,,W €& E. Tada jJe
oz 7
Y, - ¥,] = Hj [F(z,wl) - F(z,wz)][ < H: Kjw, - woli< Kh[wl - W, .
0 e

(3.4.26.)
Kako je na osnovu (3.4.,21.,) Kh = g=XK % = 1 %o ogperator XY
predstavlja kontrakciju kompletnog metrilkog prostora E u prostor
K.

Time su ispunjeni svi uslovi za primenu Banach-ovog stava O ne
pokretnoj tadki pa u krugu {zj<h 2zaista postoji jedno i1 samo je-
dno redenje jednadine (3.4.15.) koje ispunjava pocetni uslov
(3.4.16.).

-/ -

3,5. Eliptidki sistemi parcijalnih jednacina

Posebna, veoma vaZna grana teorije areolarnih diferencijalnih
jednadina, koja se samostalno razvijala jeste teorija eliptickih sis-
tema parcijalnih jednadina t.j. sistema oblikas

.%H%._.%E% = a(x,y)u + b(x,y)v + £(x,y)
- (3.5.1.)
au , B3V

DY + 3x C(XsY)u + d(X:vY)v + g(x,y).

Ispitivanje sistema oblika (3.5.1.) ima veliki teorijski znacaj
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jer se pokazuje da postoji tesna strukturalna 1 kvalitativna veza iz-
medju refenja sistema (3.5.1.) 1 analitidkih funkecija kompleksne
promenl jive. Spomenimo na primer radove {31} i {38} . M. Lavrenti-
jeva o kvazikonformnim preslikavanjima u kojima je pokazano da pre-
slikavanja ravnih oblasti pomodu refenja jedne klase sistema oblika
(3.5.1.) imaju mnogo zajednidkog sa uobifajenim konformnim presiika-
vanjima,

. Proudavanije klase funkcija koja zadovoljava sistem (3.5,1.) dima
i veliki praktiéni znafaj jer se mnogi problemil mehanike neprekidnih
sredina svode na takve sisteme jednalina.(Vidi na primer rad {78§ U
kome je autor nafao jednu klasu reSenja diferencijalne jednadine sta-
nja napona elasticéne 1juske). |

Izulavanjem sistema (3.5.1.) bavili su se mnogi strani a 1 ne-
ki nadi matematidari. Navedimo samo neke od njihs:

L. Bers [16} ispitivao je svojstva funkcija koje zadovoljavaju
slededi sistem:

& ' =

5% - SY) Iy : )
3:5.2,

311__c7(x )EW'

Ty - ¥) 3% -

Ovaj sistem koji se pojavljuje u gasnoj dinamici 1 teoriji elastic-
nosti pretstavlja specijalan sludaj sistema (3.5.1.). Zaista, ako se

uvede smena v = 4w dobija se
su _av _ _13d
IX oy s By

(%3.5.3.)

t.j. sistem oblika (3.5.1.). |
G.N., PoloZii u svojoj poznato] monografiji !101 i radovima E}ﬁ],
{46] i [}f] razmatrao je sistem parcijalnih jednacina

2u._ 1 v

?X D @Y |
(3.5.4.)

2u _ _ 1 9¥

3y P BX

koji definife t.zv. p - analitidke funkcije, kao i opStiji sistem o-
blika

21U eu _ 3V _ g
p + g v ay
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(3.5.5.)
- 24 Q48 2V _
4 8X+I}Byﬂ'@x'fo

koji definife klasu (p,q) - analitidkih funkecija, Ovde su p 1 ¢
diferencijabilne funkcije promenljivih x. 1 y 1 p= o. PoloZii je
giroko razvio opstu teoriju ovih funkcija ukazujuéi na mnoge analo-
gije sa teorijom analitidkih funkcija. Pored ostalog znalajna su nje-
gova istraZivanja na konstrukciji integralnih predstavljanja p - ana-
1itidkih funkcija sa karakteristikom p = xk(k const. - o). Sa dru-
ge strane PoloZzii je dao veliki doprinos primeni p i (p,q) - ana-
1itid¢kih funkcija u mehanici. Na primer u radovima tﬁaj ; [4@] i

[5@] on je razradio nove metode resSavanja problema osnosimetridéne
teorije elastiCnosti. Znacdajni su mu i radovi EBi] i [52] iz teorije
filtracije i rad [5j] iz bezmomentne teorije elastidnih 1juski,

Medjutim i sistemi (3.5.4.) i (3.5.5.) -predstavlijaju siste-

me oblika (3.5.1.). Zaista, ako u sistem (3%.5.5.) uvedemo smenu

U =pu , V=v - gu (3.5.6.)
igti se svodi na
2,24
U _ B8V _9dx 2Yy
@x vy p (3.5.7.)
8p _ 24
oy X P

t.j. na sistem oblika (3.5.1.)

Najiscrpnija istraZivanja ove problematike data su u poznatoj i
. mnogo c¢itiranoj monografiji [5] T. Vekue. Autor je kroz mnoga znaca-
ina poglavlja konsekventno izgradio jednu teoriju funkcija koje imaju
mnoga zajednidka svojstva sa analitidkim funkcijama jedne kompleksne
promenl jive. Zrnatno pojednostavljenje positapka on pcstize kompleksnim
predstavljanjem sistema (3.5.1.). Naime, ako se druga jednaclina- ovog
sistema pomnoZi sa 1 i sabere sa prvom dobija se

Dw = AW + Bw + F (3.5.8.)

t.j. jedna areolarna diferencijalna jednacdina I reda. Ovde Je

A = % (a + & + ic - ib) B = % (a - 4 + ic + iDb)
F=-]2;(f+ig).

Medjutim jednadina (3.5.8.) se smenom




w o= Vow (3*-51!-9:)

gde je W jedno partikularno redenje jednadine

Dw = Aw , (3.5.10.)

DV = C(z)V + H(z) | (3.5.11.)
gde Je .
ng n
C =~y H=-—=m . (3.5.12.)
Q Q '

Vekua je razlikovao dve vrste redenja sistema (3.5.1.) odnosno

jednadine (3.5.8.). Regularno reSenje sistema (3.5.1.} Jjeste par
funkcija w,v, za koje kompleksna funkcija w = u+iv pripada klasi
CE{T) i zadovoljava jednalinu (3.5.8.) pri ¢emu se 2za koeficijente
a,b,c,d,7,g, pretpostavlja da su neprekidni. Regularno resSenje sis-
tema (3.5.1.) naziva se potpuno regularno, ako ima neprekidne par-
cijalne izvode 1 1reda po x 1 y u oblasti T.

Svako regularnc refenje sistema (3.5.1.) ne mora da bude i
potpuno regularno, Zaista, posmatrajmo sistem

-é;% - %%% = au + bv
(3.5.13.)
'%%% + %}% = - bu + av

sa neprekidnim koeficijentima koji se moZe predstaviti u kompleksnon

obliku
Dw = Aw (3.5.14.)

gde je A = a - 1ib i w = U + 1iv. Regularno resSenje jednadine
.

(3.5.14.) (vidi |3! str.17 - 19) moZe se predstaviti u obliku

A
r -i
'2%-,. ”‘A—(f 1”;.)d.adﬂa_i: (3.5.15.)
w = Plg)eec™ 7
Neka Jje na primer
2ie N
Alx,y) = = T (relv =2 = X + iy). (3.5.16.)
10g T

Tada funkcija (3.5.15.) pripada klasi ﬂg(t} i ima areolarni iz-
vod u celoj oblasti T (vidi 3.1.2C.), Ali parcijalni izvodi funk-
cilje




w po x i y {vidi formule 3.1.19) mne postoje u koordinatnom pocet-
ku, pa redenje (3.5.15.) jednadine (3.5.14.) nije potpunc regular-
no.

Jedan od najvaZnijih rezultata teorije eliptickih sistema par-
cijalnih jednadina predstavlja formula za opSte reSenje JednacCine
(3.5.11.) koja se javlja u obliku: ( [5] , str.33).

¥(a) = d(2) + [[F ()¢ ®ar + [[(z, 9 (n)at -
T T

- o JJ (2, 0)E(Dar - g [fa,(z,) B(t)ar (3.5.17.)
T T
gde je
(z, &)
., (z,t) - H 1-Z arg .
| (3.5.18.)
(z, 6)
SOBENIE & sy
Ovde Jje jos |
Q0
[ (2,%) = Z_ Kpy(2,1), [ (z,t) = ZK23+1(z,t) (3.5.19.)

Kl(Z,‘t) = - 2_7%(}1(:1;2- Z_h)# R Kn(z,‘t) = ffK (Z,G)K 1(6' t)dTé

(n=2,%...) (3.5.20.)

Formula (3.5.17.) svakoj neprekidnoj u T + o{ i analitickoj u T
funkeciji ¢ (z) dodeljuje jedno y T regularno resSenje jednacCine
(3.5.11.). Svako takvo reSenje Je i potpuno regularno ako koefici-
jenti ({z) i H(z) ispunjavaju uslov Hslder-a.

xE

Spomenimo najzad i doprinose dvojice nadih matematidara ovoj
problematici.

U radu [CQ] S. Fempl je razmatrao ona] eliptitki sistem koJl se
moze predstaviti u obliku areolarne diferencijalne jednaline

Dw + f(x,yv)w + g(x,y) =0 (3.5.21.)
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gde su koeficijenti £ i g neprekidne funkcije u oblasti T. On je
pokazao da se opSte reSenje jednadine (3.5.21.,) javija u obliku

Vs {Q(z) - fg(x,y)eff(x’y,j}E" F£(x,y) , (3.5.22.j

gde je Q@ (2z) proizvoljna analitidka funkcija.
U tezi [?Q] J. Kelkié je pokazao kako se moZe doci do opSteg
redenja jednadine (3.5.8.) ako je ispunjen uslov
2% 2 ==

7
B_B - BB, - B°A, + B°A_ + BB =0 . (3.5.23.,)

p. 3

Formula (3.5.17.) pored velikog teorijskog znalaja praktidéno
je neprimenlijiva. Jedan od razloga je i taj 85to se dvostruki inte-
grali sa jezgrom Cauchy-ja u opdtem sludaju ne mogu resiti elementar-
nom integracijom. Sa druge strane formula Fempla (3.5.22.) ogranidena
je na jednadine oblika (3.5.21.) gde se pojavljuje samo funkcija w
i njen areolarni izvod. Medjutim principjelne teSkoée nastaju onda,
kada se u jednadini pored funkcije w pojavi i funkcija w.

Zbog svega ovoga javlja se jasno izraZena potreba da se ga resa-
vanje eliptidkih sistema iznadju nove metode koje ¢e skratiti postu-
pak reSavanja i u pojedinim slulajevima dovesti do reSenja u konacC-
nom obliku.

Bez ogranilenja opStosti moZe se umesto areolarne diferencijal-
ne jednadine (%.5.8.) razmatrati jednadina (3.5.11.). U poglav-
1ju 3.6. pokazademo kako se metodom areolarnih redova moZe naci jed-
na klasa resenja odgovarajuée homogene jednacine

DV = G(z):V . (3.5.24.)

Dobijeni rezultat demo zatim koristiti u poglavlju 3.8. gde Cemo
ustanoviti vezu izmedju redavanja jednadine (3.5.8.) 1 problema Mi-
trinovida za analiticke funkcije.

5.6, ReSavanje jedne klase eliptickih sistema

S i [y ———— Saral it oo by callele s

K

Neka je dat eliptidéki sistem parcijalnih jednacina oblikas

%}% - é%% = ¢y (x,7)u + ¢ (X,5)V
(3.6.1.)
%—;}- + % = CZ(X,Y)H - cl(XSY)va
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gde su koeficijenti cl(x,y) i cz(x,y)” neprekidne realne funkcije
u prostoj, zatvorenoj oblasti T. Ako drugu jednacinu (3.6.1.) po-

mno%imo sa 1 1 saberemo sa prvom dobidemo areolarnu jednacinu

Dw = C(Z,E)ﬁ, (3.6.2-)

gde je Ww

u+iv i C(z,z) = cl(x,y) + i cz(x,y).

Ispitajmo kakav treba da bude koeiicijent ¢{(z,z) pa da resenje jed-

nadine (3.6.2.) bude predstavljenc u obliku areolarnog reda
®

we=o 7 Y (2), (3.6.3.)

V=0

gde su 9@(5) zasad nepoznate analitidke funkcije. Zamenom vredno-
sti (%3.6.3.) i vrednosti

a0

Dw=2 ) vi ¥ (2) =2

- v=l

;e

(v+1)z l(z) (3.6.4.)

u jednadinu (3.6.2.) dobijamo:

o) ®
2 S (v)E" W, (2) = 0(z,B) ) 2" ¥ (2) (3.6.4,.)
V=0 v=0

a izjednadavanjem odgovarajucih ¢lanova na levoj i desnoj} strani

2(v+l)§v‘P;+l(z) = C(Z,ESZV\;;(Z)

odakle je v
Yor1(2) - olz.2)E Yulz) _ (3.6.5.)
2(v+1)Z"
Iz formule (3.6.5.) imamo:
&i{ C(Z’Z) \'F (Z)
j(2) = ——g— _
0(2,0.5 () g7 rgy Folo)
oo - ZETINE 5T ) o
2
Ce 25 ¢ ﬁé(z) 025 {2 *+sz)
NV%(Z) B 3!.32 = T30 Qﬁfﬂ 23"
___________ B
W%nﬂz) %E%ji(: _ Zzﬁm (3.6.6a)
| on+lgn n :;rf;) (3.6.6b)
a1 (2) = Ty ) —Em




Nadjimo sada uslove konje treba da ispunjavaju funkcije %B

bi se moglo naéi reSenje jednacine (3.6.2.)

u obliku reda
Da bi koeficijenti (3.6.6a) i (3.6.6b) areolarnog reda
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C da
(%.6.3.)

(3.6.3.)

bili analitidks funkciije, moraju biti ispunjeni sledecéi uslovi:

¢-C_q(z) ,  (a(z) #0)

c- ¥(2) = R(z) , (R(z) #0)

(3.6.7.)

(3.6.8.)

gde su Q(z) i R(z) proizvoljne analiticCke funkcije. Uslove
(3.6.7.) i (3.6.8.) razmatraemo kao sistem dve jednadine sa dve

nepoznate C 1 ‘PE.

Kako je iz jednadine (3.6.8.)

, (¥ (2) # 0)

i

o\ %

to zamenom ove vrednosti u (3.6.7.) dobijamo:

IDRACEE yp

Kako su leva strana i brojioc desne strane jednacline

(%.6.9.)

(3.6.10.)

(3.,6.10.) re--

alne funkcije to i imenioc desne strane mora biti realna funkcija t.

5.

Im {Q(Z)'E] = XQZ - le = O 9 (Q = Ql + J-Qz)-

Diferenciranjem jednacCine (3.6.11.) najpre pd

dobijamo sledeée jednacline:

09, G
Q + X 5%~ - ¥ 3% =0
o2Q 20Q
> 1
Sy - QY By T

(3.6.11.)

a zatim po ¥y

(3.6.12.)

Zamenom vrednosti Q, 1z jednadine (3.6.11.) i vrednosti iz Cau-

chy:-- Riemann -~ ovih jednacina

Q, 20, 2 Q, 20Q

ax ~ o2y '’ dx DY

u sistem (3.6.12.) dobijamo sledeci sistem:

2Q JQ
1 i _ ¥
Yy 3% T * 7oy =x 4
3 o

(3.6.13.)

(3.6.14.)
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Iz (3%.6.14.) dobijamo Q, = kx gde je "k proizvoljna realna kon-
stanta, pa je Q(z) = kz. Analitiéka funkcija ‘$%(z¥ uzima tada
vrednost |

W (z) = BL2) (3.6.15.)
© Vk.z
a zamenom iste u formulu (3.€6.8.) mnalazimo vrednost funkcije C t.j.
Fy ’ -
C(2,2) = yk@iﬁl'z : (3.6.16,)
R{z)
Daljom zamenom vrednosti (3.6.15.) i (3.6.16.) u formule

(3.6.6a) i (3,6.6b) i sredjivanjem dobijamo

¥, (2) = 2" . R(z)  gen-l
A

{ZH)' 2n
2n+1
o= ol R(z /2N :
2n+1( - I2n+li§' . ,20+1 Vi to Jest
IL“' (Z) = ! ﬁ(n 1 . (3-61171)
© gt

Najzad, zamenom vrednosti koeficijenata (%3.6.17.) wu areolarni red
(3.6.3.) dobijamo

® m>__w,v, wﬁn o tgL ’z .2 jv
w2 W (z) =) EEeVieRe R(g) 5T U2 )
V=0 - v=o vi.z.2' Vk V=0
Vsz
" R(z)
Vk %

- Prednja izvodjenja omogucavaju nam da formuliSemo sledelu teore-
mu.

Peorema T: Neka je koeficijent C(z,Z; jednadine (3.6.2.) diferen-

cijabilnaukompleksna funkcija u nekoj oblasti T koja se moZe pred-
staviti u obliku |

C{z,z) = M , (3.6.15.)
R({z)
gde je R{z} proizvoljna analitidka funkcija u 7T. Tada se jedna
klasa reSenja jednadine (3.6.2.) nalazi po formuli

| YkzZ
w o= Rlz) 2 , | (3.6.19.)
Vkz

gde je k proizvoljina realna konstanta.




58

%,.7. Problem Mitrinoviéa za analiticke funkcije

U svome radu (41} D. Mitrinovié je postavio sledeci problem:
Data Jje jednakost

Plu,v,x,y) = O, (3.7.1.)

gde je F realna funkcija realnih promenl jivih wu,.v,x,y. Ireba na-
éi konjugovano harmonijske funkcije u 1 v promenljivih x 1 ¥
za koje identilki vazi jednakost (3.7.1.), ukoliko takve funkeije
postoje. |

Iz jednakosti (3.7.1.) dobija se

2F  QF su  oFf BV _ g
g X 22U 33X Aav X
. (3.7.2.)
9F 2JF Bu  3F B3V _ 4
oY du oy OV N )

Kako se trafe funkcije u i v koje ispunjavaju Cauchy - Rie-
mann-ove uslove

gu _<2Y Qv _ _ 2V
2x vy '’ 3y 2x ? (3.7.3.)
jednakosti (3.7.2.) postaju
2F 3y F 3v , BF _
oV 2x © Bu ay+ DX O
OF ov _ BE 2v _ 22X _ |
ou X - oV ay - ay - O' (3-7-4—;)
Odavde sleduje
2F 2F _9F o9f DF 2F . BT DF
%_15:_3}: 2V 2y du _®v=_§x'§_§*+f§3§r3ﬂy_
ey ey U e
u SV} -3_‘ AV
(3.7.5.)
t.d. |
%; = gl(xry’u’v) ? %;- = gz(x’y,u?v) (3-7161)

gde su . 84 i &, poznate funkcije, ako je funkcija F data,

Da bi izraz u + iv, gde su u 1 Vv vezani jednakosSdcu
(3.7.1.) , bio analitidka funkcija promenijive 2, potrebno je i do-
voljno da jednadine (3.7.6.) i (3.7.1.) imaju jedno zajednidko re-
Senje u i v, pod uslovom da suu 1 V realne funkcije.




A
O

Ako izrazimo funkciju v iz jednaéina (3.7.1.) i (3.7.6.)
eliminidudi iz tih jednad¢ina funkciju u dobicemo:

P>, oV

‘a; = fl(vgxsy) y “"‘”""'By = f2(V,X,'y). (3.7.7!')

Svako reSenje koje zadovoljava obe jednaline (3.7.7.) zadovoljava
tako isto i nove jednakosti

22y _°%, _ 2H 27w 22, 2% (3.7.8.)
’§xray-“';3y- 2 Bv ? dyeox X 1 9v e
i prema tome i jednakost
?27F of of of.
1 1 _ 2 2

Mogu nastupiti sledeéa tri sludaja.
Sludaj 1. Jednakost (%.7.9.) Jje identidki zadovoljena. Skup jedna-
8ina (3.7.7.) tada ima beskonadno mnogo resSenja izraZenih funkci-

jom koja sadrZi jednu proizvoljnu realnu konstantu. U ovom slucdaju

za skup (3.7.7.) kaZe se da je potpuno integrabilan.

Siudaj 2. Jednakost (3.7.9.) nije identidki zadovoljena. Za v se
mo%e uzeti samo ona funkcija koja je definisana jednakoddéu (3.7.9.).
Probom se ustanovljava da skup relacija (3.7.7.) ima zajednilko re-
Senje., Ovo resenje je partikularno, t.j. u njemu se ne pojavlijuje
integraciona konstanta.

Slulaj 2a., Jednakost (3.7.9.) mnije identilki. zadovoljena a pro-
bom seustanovljava da skup relacija (3.7.7.) nema zajednilkog reSe-
nja. U tom sludaju kafe se da jednakost (3.7.1.) ne definiSe ni jed-
nu analitidkn funkciju.

Kada se navedenim postupkom odredi jedna realna funkcija v 1
kada je odgovarajuda funkcija u, odredjena jednakod3déu (3.7.1.) ta-
ko isto realna, dobija se Jedno reSenje (u1 s vl) postavljenog pro-
blema.

Skup svih parova {(u,v) Jje op3te redenje navedenog problema.

3.8, Veza izmedju reSavanja opSteg eliptickog sistema
parcijalnih jednadina i problemz Mitrinovida

Neka Jje dat opSti elipticki sistem parcijalnih jednacina

s
FJ
o

a(x,y)u + b(x,y)v + £f(x,y)
| (3.8.1.)

SR
Y
4 «

Y
Ced
h]
?flm
Il

c(x,y)u + d(x,y)v + g(x,y),
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$iji su koeficijenti neprekidne funkcije u T 1 koji se moze pred- -
staviti u kompleksnom obliku

(vidi 3.5.)
Ako je poznato jedno partikularno reSenje W, (v, £ 0) odgova-
rajute homogene jednacine

Dw = Bﬁ 9 | (3-8-3-)

potraZimo refenje jednadine (3.8.2.) u obliku

w=w_ + H (3.8.4,)

gde je H = H{x,y) zasad nepoznata realna funkcija realnih promen-
ljivih x 1 vy. {Partikularno reSenje W jednacine (3.8.4.) na-
lazi se koriZdenjem teoreme T iz 3.6, ako je ispunjen uslov
(3.6.18.)). Zamenom vrednosti (3.8.4.) u jednalinu (3.8.2,) do-
bijamo

W' DH = Aw H + F ili
(3I8I5i)

DH - AH - = 0,

|
O =" O

Regularno reSenje jednadine (3.8.5.) na osnovu formule (3.5.22.)
je

w - H4e) ¢ fE o HH (3.8.6.)
te]do
H = M(Q + N)
gle v M = Ml(X9Y) + ng(XSY) = egﬁ
| P -3
N = N (x,3) ¢ N05Y) = f e

Q = Q(z) = Q(x,y) + 1Q,(x,7)  (Q(z) Je proizvoljna
analiticka funkecijaj.
Kako H mora da bude realna funkecija realnih promenljivih X,y
to izjednalavanjem imaginarnog dela relacije (3.8.7.) sa nulom
dobijamo |

M,Q, + MyQy + MpN; + M.N, = O, (3.8.8.)

172

Jednadina (3%.8.8.) pretstavlja neku vrstu karakteristiéne jednali-
ne za jednadinu (3.8.2.).
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Time je nalaZerje refenja sistema (3.8,1.) odnosno jednacine
(3.8.2.) svedeno na problem Mitrinovidéa. Iz relacije (3.8.8.) mo=~-
emo koristedi postupak Mitrinoviéa da odredimo harmoni jsko konjugo=- .
vani par Ql(x,y) i Qz(x,y) ukoliko takav postoji i‘zameniti do-
bijene vrednosti u (3.8.7.). Vrednost. (3.8.7.) zamenjuje se za-
tim u (3.8.4.) J&ime se dobija jedna klasa regularnih reSenja jedna-
dine (3.8.2.).

Primer: Nadi reSenje slededeg sistema parcijalnih jednaclina

e

X2+ 2
ji% - %%% = (2 + X)u + yv + 28 2
(3:.8.9.)
AU v

l
|

=5 = yu + (2 - x)v.

Ako drugu jedna&inu iz (3.8.9.) pomnozimo sa 1 i saberemo sa
prvom dobicemo:
% 7

Dw = 2w + 2ZW + 2¢e 2 ‘ (3.8,10.)

ReSidemo ovu jednadinu sprovodedéi u potpunosti postupak koji smo
predhodno teorijski lzvelli.

PotraZimo najpre jedno partikularno resenje odgovarajuce homo-
gene Jjednadine

Dw = 2ZW . (3.8.11.)

Kako se koeficijent 2z na desnoj strani moZe predstaviti u obliku
(3.6.18.) t.J.

. R(z)-Z
7z = e ? = RZZ 2 (R(z) = z), (3.8.12.)

to je na osnovu teoreme T iz 3.6. Jednoc partikularno reSenje jed-
nadine (3.8.11.:)

2 Z 7 7
W, o= Béﬂl e 2 =g ° (k = 1). (3.8.13.)
Uvedimo sada u jednacinu (3.8.10.): smenu
Z Z
W o= e 2 H , | (3.8.14.)

gde je H zasad nepoznata realna funkcija., Kako je

=~ — [ = SS—.

Z Z 2 4

Dw = ze 2 H + e 2 *DH , (3.8.15.)
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to se zamenom vrednosti (3.8.14.) 1 (3.8.15.,) u jednacinu
(3.8,10,) 4ista svodi na |
zZ Z Z 7 Z

7
e 2 .DH = Ze < H + 2e 2 ili
DH - 2H - 2 = O, (3.8,16.)

Refenje jedna&ine (3.8.16.) na osnovu formule (%2.5.22.) Jje
H = e% Q(z) - 1. (3.8.17.)

Kako je H realna funkcija realnih promenljivih x,y to imaginarni
deo desne strane relacije (3.8.17.) mora biti jednak nuli T.j.

Im [eth(z) w— 1] = Im[@x_ly(Ql + 1Q2) -1] =

= ex [@os Y Q2 - 8in y Qi] = 0
odakle je
Jednadina (3.8.18.) predstavija problem Mitrinoviéa za odredjiva-
nje harmonijski spregnutih funkeija Ql(xgy) i Qz(x,y).
Diferencirajucéi relaciju (3.8.18.) najpre po x a zatim po Yy do-
bijamo jednacine

29, 30,
siny - 3% cos y =0

oX
(%3.8.19.)
99 99 .
3y sin y + Qlcosy- 37 cos y + Q, siln y = O.
Zamenjujuéi vrednosti iz jednalina Cauchy- Riemann-a
2 Q 2@ =1® 2Q
L. 22, === (3.8.20.)
DX QY BY GRS
u jednaéihe (3.8.19.) dobijamo:
99 Q)
3% 08 ¥ - 35 sin y = O
(3.8.21.)

2Q, 2Q
—‘BTE"Siny"F 37 CoS ¥

a zamenom vrednosti Q, iz (3.8.18,) i sredjivanjem

3% - % 57 = QCte v . (3.8.22.)

H

Qlcos vy + stin vy
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Diferenciranjem prve jednacine (3.8.22,) po y a druge po X na-
lazimo da je |

3°q, 3, 2°Q,

X9y 0y = Qctg y = o yax

t.j. da se radi o prvom sludaju problema Mitrinoviéa, ReSenje siste-
ma (3.8.22.) jJe

Q, = Ce'sin y . (3.8i23.)
Harmoni jska funkcija Ql spregnuta sa Q2 je

Q, = geXcos y (3.8.24.)

a traZena analitidka funkcija Q(z) ima tada vrednost

Z

Q(z) = Ce™ , | - (3.8.25.)

Zamenom vrednosti (3%3.8.25.) u (3.8.17.) nalazimo realnu funkciju
H t.j.

H = c.e?"%- 1 = ce?® - 1 (%.8.26.)
a daljom zamenom vrednosti (3%.8.26.) u (%3.8.4.) dobijamo
2z -
w=e [;ez+z - i] (3.8.27.)

S$to predstavlja jednu klasu redenja jednadine (3.8.10.).
-/ -

Konturni problemi za areolg?ng_diﬁg;encijalne
jednadine
ReSenja areolarnih diferencijalnih Jjednadina su klase funkcija
koje u opStem sludaju mogu biti Sire od klase analitickih funkcija.
Stoga je sa teorijskog stanovidta opravdano razmatrati konturne pro-

bleme za ove klase funkcija. S druge strane, mnogi praktidni proble-
mi primenjene mehanike (problemi dinamike fluida, teorije elastic-

nosti, teorije elektrostatidkog i magnetnog polja i dr.) svode se na
reSavanje konturnih problema za navedene klase funkcija.

Na ovoj problematici su radili preteZno sovjetski autori i meto-
dologija reSavanja se uglavnom sastoji u svodjenju navedenih problema
na odgovarajude konturne probleme za analitiCke funkcije. Navedir.o




samo radi ilustracije- radove [57J ) LSB] , [591 I. Sokolova.

U radu {5{] razmatra se konturni problem tipa Riemann-a za poli-
analitidke funkcije u sludaju kada je kontura I krug i problem svo-
di na n problema Riemann-a za analitiCke funkeije.

U radu [58] razmatra se konturni problem tipa Riemann-a za bil-
analitidke funkcije i proizvoljnu konturu. P:obiem se svodi na dva
problema Riemann-a za analiticke funkcije i pokazuje da broj linear-
no nezavisnih reSenja zavisi od oblika same koniure.

U radu [59} razmatra se konturni problem tipa Riemann-a Sa pome-
ranjem za polianalitidke funkcije, ako je kontura 1 krug. Problem se
svodi na n konturnih problema Riemann-a sa pomeranjem 2za analiticke
funkcije.

Konturnim problemima za eliptilke sisteme parcijalnih jednacina
posveden je veliki broj radova. M. Lavrentijev Jje 0voO pitanje razma-
trao sa geometrijske tadke gledifta u vezi sa teorijom kvazikonfor-
mnih preslikavanja. Na isti krug ideja odnose se 1 radovi B.V. Saba=
ta.

Konturni problem Dirichleti-a za eliptilke sisteme prvi je razmo-
trio Hilbert [ﬁZ] . On je pomodéu funkcije Green-a sveo problem na
integralnmi jednalinu Fredholm-a ali nije ispitac njegovu red8ivost.

Konturni problem Hilbert-a za areolarnu jednadinu oblika

Dw = AW

prvi je ragmotrio M.XK. Usmanov {65] i {66] G.N. PoloZii Jje ostvario
dosta Ziroke rezultate u ispitivanju konturnih problema za p-analiti-
ke i (p,q)-analitidke funkcije. Medjutim ova problematika najsire je
razradjena u citirano] monografiji.[ﬁ},l.?ekue. Tu se nalazi 1 najé
kompletnije ispitivanje pitanja reSivosti problema Hilbert-a.

Spomenimo najzad i rad [ﬁé} L.G. Mihailova u kome Jje resen kon-
turni problem Riemann-a za eliptiCke sisteme.

U ovoj glavi dati su neki prilozi reSavanju konturnog problema
Hilbert-a za areolarne jednadine. U tadki 3.3. razmatra se konturni
problem tipa Hilbert-a za jednu areolarnu diferencijalnu jednacinu
n-tog reda i svodi na n problema Hilbert-a za analitiCke funkcije.
T 3.10. reSava se konturni problem tipa Dirichlet-a za neke elipti-
ke sisteme. U 3.11. pokazuje se kako se konturni problem Hilbert-a
za p-analitidke i (p,q)-analitidke funkcije moZe svesti na problen
za analitidke funkcije. Najzad u 3.12. razmatra se konturni problem

Hilbert-a za opSti eliptifki sistem parcijalnih jednacina.
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5.9, Konturnl_gyoblem tipa Hllbert—a za jednu areolarnu

e ——————— g

dlferen011alnu J dnacinu n—tog redé

Problem: Neka je L zatvorena kontura 1T = x(s) + iy(s) ¢&ija Jjed-
nadina dopu$ta nalaZenje izvoda do (2n - 2)-og reda koji zadovolja-
vaju uslov Héldere~a. Ireba odrediti regularno resenje Ww = u + iv
areolarne diferencijalne jednacine

Dl'w = O ‘ (3.9.1.)

¢iji realni i imaginarni deo zadovoljavaju na konturi L sledece
uslove

P N 2
83 2 -+ 9 2 ; (k - O-,l.-.n-l)

% Iy (3.9.2.)
i gde su ak(s) . bk(s) i ck(s) realne funkcije luka 8 konture

koje zadovoljavaju uslov HOolder-a i uslov

ak(s);ﬁku + bk(s) éFV = ck(s); o=

aﬁ(s) + bi(s) = 1. (3.9.3.)

Potrafimo reSenje jednadine (3.9.1.) wu obliku areolarnog reda
00
= Z WV(Z)’ZVEV ’ (3;9--4-_:),
V=0

pri demu treba odrediti nepoznate analiticke funRCLJe kao koeficijen-
te %;(z) (v = 0,1,2,...). Areolarni izvodi funkcije (3.9.,4.) su
93]

Dw = 2 Zwv(z)z"avz“"l

w.
= 222"" (z)z’ Ve (v-l)zv"2
v=2

CD.
By = 2% D ¥ (2)27 v (v=1) -+ e (vonsl)E T (3.9.5.)

V=N

Ako vrednost (3.9.5.) zomenimo u jednadinu (3.9.1.) dobicemo da je

Q0
Ezjq;(z)zv'v(v—l)' (v-n+l)“ v-n _ ¢
v=n

$to je ispunjeno, ako je

?}(Z) =0 , {v =n, n+, n+2....;.) (3.9.6.)
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gamenom vrednosti (3.9.6.) u (3.9.4.) dobijamo
n-~1

-7 Y (2).2"%" (3.9.7.)
V=0

odakle se vidi da je regularno resSenje areolarne jednacine (3.9.1.)
areolarni polinom (n-1)-og reda &iji su koeficijenti proizvoljne
anaglitic¢ke funkcije ‘F (z), Q) (z\....?) 1(z)

(Napomena: Formulu (3.9.7. ) izveo je Théodoresccu u radu (EZ] ali
na sasvim drugi nadin.)

Podto se radun za ma kakvu konturu jako komplikuje, izabracemo
u naSem konturnom problemu za konturu L realnu osu. (Tada je ob-
last D gornja poluravan).

Konturne uslove (3.9.2.) na osnovu (3.9.3.) moZemo napisati
u obliku

Re{I?k(s) - 1bk(s)]£>*w(t t)}- = ck(s) | (3.9.8.)
gde je w(z,z) = u + iv*=f§__ “VHJV(Z). Iz relacije. (3.9.7«)  moZe-
V=0
' . o ' --:.2 2 y
mo doéi do,izraza za &kw('z,i) Ako u operatoru = __g__ g 5

predjemo sa realnih na kompleksne koordinate 2z = x+1iy ; Z = X-1iy
dobidemo da je

8w . 4 D%
- dzaz 2k
Indukcijom se moZe pokazati da je .ﬁhkw = 4k Jﬁ—EHw-E. (3.9.9.)
- ST aake L
Ako operator AE primenimo na formulu (3.9.7. ) dobicéemo,
' 2k=2
. k - EZ o jﬁ av—l[”v
Awl(z,2) = 4 S A —— b ot (z):l}-
’ 32 a k=1 a-k 1L
-1
cenee. = 45 Zv(v-l)....(v-k+1)§""k[zv%fv(z)] ko, (3.9.10.)
v=kK

Na§ je cilj da svedemo konturni problem 2za areolarne polinome na kon-

turni problem za analitidke funkcije. Zato je potrebno konturnu vred-

nost neanalitifke funkcije Z zameniti konturnom vredno$éu neke ana-

1itidke funkcije. To je medjutim jednostavno, Jjer Je na realnoj pra-

VO] t = t, |
Uvedimo sada novu analiticku funkciju

B (2) = 7_ v(v-1)...... (v-ce) 2 K Y (] (50.010)




Tada édemo na realno] nravo] imatl

Na osnovu ovoga konturne uslove (3.9.8.) moZemo napisati u obliku
o, (1) ]
1§: l f - s
Re [‘ " " —_— -——-——C i\S}- (;}.9-13‘}
*akis) : 1bk(sf 4k k |

Time smo dobili n "konturnih problema lLilbert-a za odredjivanjie a--
nalitid¢kih funkeija Gk(z).

Napomena: Xonturni problem se vrlo jednostavno refava 1 u slucaju
kxada je kontura L jedinidni krug (vidi [6] str. 291-293). Tada je
za tatke kruga ispunjen uslov

=g (3.9.14.)

Nova analitidka funkcija koju uvodimo imace oblik
) %Tl 1) ( LZV\PQ(Z}z(k) ;
Q’k(z = " V(V""l, e v 2 s (\V“k'{"l) vak (3-9-15 . )

o na slidan nadin se i ovaj problem svodi na n konturnih problema
Hilbert-a. |

Najzad ﬁroblem se mo¥e uopdtiti i na sludaj bilo koje proste,
glatke, zatvorene konture I <¢ija se jednadina moZe predstaviti u
obliku

z = g(z) (3.9.16.)

gde je g(z) analitilka funkcija. Pomocna analitidka funkcija Qk(z)
imaée tada oblik

n-1

-Gk(z} = ;;;_v(vul)..... (vuk+1)[g(zi]VHKEFV‘FY(Z?](kz (3.9,17.)
./ -

3.10. Konturni problem tipa Dirichlet- a za neke - -

L
-

el T e —

eliptilke sisteme parcijalnih jednacina

Neka Jje dat sledeéi sistem parcijalnih jednalina eliptickog

tipa
2% - 22 ¢ alxyiw + blx,y)v o+ elx,y) = O
| (3.10.1.)
U v ,
2L 4 2% 4 a(x,y)v - b0,y + dlx,y) = 0
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cde su a,b,c,d neprekidne funkcije u nekoj oblasti D. Za sistenm
jedpadina (3.10.1.) formulisalemo sledec¢i konturni problem:
Problem: Neka je 1L prosia, glatka, zatvorena kontura Kkoja ogranica-
va oblast D i 8ija je jednacCina

Z = g(z) (%.10.2.)

cde je g(z) analitidka funkcija. Neka je data funkcija tadaka kon--
ture

koja zadovoljava uslov HOlder-a

[ (t,) = w (t)] =< Alt, - tl;" L 0= A<l (3.10.4.)
i uslov 1 ()
- _?wo(t) .2—7-5-— f—T arx = 0. (3-10-5-')

L

Treba odrediti regularno reSenje W = u + 1V sistema (3.10.1.) ko~
je na konturi L =zadovoljava sledeci uslov

w(t) = w (%) . (3.10.6.)
Poznato je da je integral tipa Cauchy-a
5 () W \Qf)
¢ (2) = 757 ) 4T

analitidka funkcija u oblasti D+ , ogranidenoj konturom 1L, i da
vaZze formule Plemel j-a

+ 1 1 -jw (T)
$7(t) = 5w () + z==7 T T at
y (,g) (3.10.7.)
g:l;‘”('t) = - 5 W ('t; +- E?L--I aT
kao i formula
‘#’—:-{'t) . {b”(-t) = wo(‘t:i . (3-10.8.)

Uslov (%.10.5.) mna osnovu druge formule (3.10.7.) oznacavsa
da je ¢ (t) = 0, pa je tada na osnovu formule (3.10.8.)

wo(t} = 4;":'(‘1:‘), (3.10.9.

t.3. wo(t) je graniéna vrednost neke analiticke funkcije wO(z).

(Analitic¢ka funkcija woiz) mobe se nadi na gslededéi nadin: Ako

J & wo(t) = u (t} + ivo(t}, (3,10.10.;
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tada se refavanjem obicnog Xonturnog problema pDirichlet-a moZe na je-
dinstven . nadin naéi funkcija u_(x,y.. Zatim se odredjuje harmoni j-

ski spregnuta funkcija v _(x,y) ¢&ija se granicna vrednost na kontu-

0
ri L zbog uslova (3.10.5.) mora poklopiti sa vrednoSéu v _(t) iz
formule (%.10.10.3}).

Ako drugu jednadinu iz (3.10.1) pomnoZimo sa i 1 saberemo Sa

prvom, dobidemo slededu areolarnu jednacinu

Dv + £(x,y)w + g{x,y) = 0O, (5.10.11.)
gde jJe
w=u + iv; f=-a—%-ig;' g:g—%&‘l. (3.10.12.;

Refenje jednadine (3%.10.11), koje je dato formulom (3.5.22.),
oligledno je funkcija oblika

w = w(z,z, 2z)). (3.10.13.}

Na konturi L funkcija' (3,10.1%3,) na osnovu relacilje
(3,10.2.) i konturnog uslova (3.10.6,) uzima vrednost

w = wit,g(t),a(t)) = w (£}, t€l . (3.,10.14.;
ReSavanjem jednaline (3,10.14.) mnalazimo funkciju Nlt) t.3.
Q(t):Q(wO,g,t) , tel (3,10.15.)

a odavde i trazenu analiti®ku funkciju Q{z). Najzad, zamenom vred-
nosti 0(z) u relaciju (%.10.1%,) dobijamo reSenje postavljenog
konturnog problema.

Problem se u praksi mnogo lakSe reBava ako Je unapred poznata
analitidka funkcija w (z), &ija se konturna vrednost nma L poklapa
sa konturnom vrednoScu trazene funkcije w. U tom sluCaju mogu otna-
sti pretpostavke (3.10.4.) i (3.10.5.) koje su sluzile za to da
obezbede analitiénost funkcije wo(z).

Napomena: Navedeni postuvak refavanja konturnog problema moze Se pri-
menitihi_anda ako funkcije g{z) i 0(z; dimaju u oblasti D kona-
¢an bro]j polova.

Primer: Nadi regularno reSenje eliptickog sistema

2
QU @Y 4 oxu - 2yv + e % Y )2 0 , .
d X 8y \
(3,10.16.
2V, 24 _ -
3% 4 3y + 2XV + Z2yu O
koje na konturi L (gedlnlcnl krug 2 = %—) zadovoljava uslov
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18--1

W o= e (3.10.17.)
(t.j. na konturi 1L ima istu vrednost kao 1 analiticka funkcija
Z
o T % )-

Ako drugu jednadinu sistems (%.10.16,) pomnoZimo sa i i sabe..
remo sa prvom dobidemo —

Dw + 2zw + e 2% = Q. (3.10.18.)
Na osnovu formule (%.5.22.) reSenje jednadine (3.10.18.) je
W o= [Q{z) - %]e"ZE. - (3.10,19.)
Na jedinicénom krugu 2 = %— funkeija (3.10.19.) uzima vrednost
rQ(t) - -2'--_ e”1 = -E- , t€L (%3.10.,20,)
odakle je oty = B2l (3.10.21.)
Tra¥ena analitidka funkcija Q{(z; ima tads vrednost
a(z) = 21 (3.10.22.)

Zamenom vrednosti (3.10.22.) u (3.10.19.) dobijamo reSenje kontu-
rnog problema

w(z) _(22 r 1 - %)eﬂzz . (3-10.23.)
-/ -

/

3,11, Konturni Eroblem Hlilbert-a za p—analltlcke

i (p,g)~analitilke funk011_

u veé'oitiranoj monografiji [10] G, Polo%i-ja nalaze se sledece

definicije uvop&tenih analitidkih funk013a prve i druge klase.
Definicija 1: Funkcija f(z,Z2) = u + iv naziva se uopStena analltl—
8ka funkcija prve klase ili p-analiticka sa karakteristikom p=p(x,v)

u oblasti D, ako je ona u toj oblasti definisana, jednoznaCna i njen
realni & imaginarni deo imaju neprekidne parcijalne izvode po X 1 ¥y
i zadoveoljavaju sistem jednacina

gu_lev ou_ 1 gv
ax -p 'ay 2 ay p aX * (3-11-11)

Definicija 2: Funkcija f(z,Z)=u+iv naziva se uopStena analiticka

funkcija'II klase ili (p,g)-analitika sa karakteristikama p=p(x,y)

i g=q{x,v) u oblastl D, ako je ona u toj oblasti definisana, jedno-

znadna i njen realni i imaginarni deo imaju neprekidne parcijalne 1iz-
vode po X 1 y 1 zadovolgavaau sistem jednacCina

q—a_-"" ; q_%_ _g—'—" "'".'a""%- (3111-2-)

P N ay

s:l“
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U istoj monografiji dat Jje poseban osvrt nagp-analltlche funkcije sa

“qKsVJ {o{ = harmonijska

karakteristikom ©p = x5 (k> 0) i 7p
funkcija) i reeni su neki konturni problemi za ove klase funkeci ja.

U ovom poglavlju posmatraju se one uopdtene analitilke funkci-
je prve i druge klase C¢ije su karakteristike 1 = p(x,y) = p(z) 1

q(x,y) = q{z) analitiZke funkcije u oblasti D . 2a te klase

funkcija reSava se konturni problem :ilbert-a svodjenjem na problem
za analiticke funkcije.

Problem: Data je prosta, glatka, zatvorena kontura L 1 realne funk-
cije iuka s konture I: a(s}), b(s) 1 cis) koje zadovoljavaju u-
slov [8lder-a.Treba nadéi funkeiju f£(z) = ul(x,y) + i v(x,y), p-anali-
ticku u oblasti D ogranidenoj konturom L , &ija je karakteristi-
ka p = p(z) data analitidka funkcija u oblasti D 1 koja na kon-

turi L ispunjava uslov
a(s)ul(s) + b{s)v(s) = c(s) . (3.11.3.)

Jednadine (3%.11.1.) moZemo napisati i u obliku

au _3av _1l-p 3av
°x 9y P 9 | (3,11.4.)
_@-ll- . -éj- — l:—Ln-—-Bn ljl—l -
QY = IX p 3X
Ako drugu jednadinu (3.11.4.) pomnoZimo sa i pa saberemo sa pPrvol

dobidemo jednacinu

ili |

PDf “+ i(l"p)Dv — O 9 (p # O)- (311115-)
U monografiji EiQ] , P Jje svuda realna funkcija'realnihppromenljivih.
Ovde medjutim uvodimo predpostavku da je p = p(z) kompleksna analiti-
&ka funkcija. Kako se analiticke funkcije prema operatoru D odnose

isto kao konstante prema obidnom diferenciranju, to jednalinu
(3,11.5.) moZ¥emo napisati i u obliku

Dipf + i{l-p)v] = O,

odakle sledi da jJje
pf + i(l-p)v = ~(z), (3.11.7.)

gde je ‘¥(z) proizvoljna analitidka funkcija. Razdvajanjem realnog .
i imaginarnog dela jedna&ine  (3.11.7.) dobijamo da je
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pju = ‘£
/P . o |
pou + v = ¥, E=y e €55 P =Dy + 1py), (3.11.8.)
odakle je
T :% T izpl";i‘p‘z‘\e*l- : (3.11.9,)

Zamenom vrednosti (3.11.9.) u konturni uslov (3.11.3%.) dobijamo
a(s) ¥, (s) + b(s) €,(s)pys) ~ vls)p,(s)¥(s) = c(slpy(s)
teje

\ r . ﬂ ! ’
e (s)[als) ~ b(s)py(s)] + €y(s)[b(s)py(s)] = C(S)pl(sga.ll.lo.}

dime je problem sveden na konturni problem Hilbert-a za analiticke
funkecije. |

Na slidan nadin se redava i konturni problem Hilbert-a za {p,q)
analitidke funkcije ako su karakteristike p i q analiticke funk-.
cije u D, Sistem (3.11.2.) moZe se tada dbvesti na oblik

D{pf ~ i(p=1)v + iqu} = O (3.11.11.,;
cdakle je
pf - if{p-1)v + iqu = "€{(z). (3.11.12.)
Razdvajanjem realnog i imaginarnog dela dobijamo da Je
LE]_ ql -+ p2 ’ -
e Y =, - S (3.11.13.)
11 Pl — q2 ) \62 pl ., (12 \'el kj 3

4 zamenom vrednosti (3%.11,1%.) u konturni uslov {(3.11.3.)

[@ - blgy + pofeq + b{p1 - q2}‘€2 = c(pl - q2). (3.11.14f)
Na taj nadin problem je opet sveden na konturni problem za ana--

litiCcke funkcije.

3,12, Konturni problem Hilbert-a za elipticki sistem

L S A ——

parcijalnih jednacina

U svojoj monografiji [i] I Vekua je izvrsio detaljno istraZiva-
‘nje problema odredjivanja neprekidnog refenja jednadine

Dw = Aw + Bw + C (3.12.1.)

koje na konturi I ispunjava uslov (3.11.3.) IHilbert-a. On je sveo

problem na integralnu jednalinu sa singularnim jezgrom u obliku




L
zde Je ] ’
K(to,t) = Re ﬁla(‘to).. lb(to)_! 1:(to,t)}
: . t &€ L
n(t,) = - Re {[alty)= ib(t))] Up(x)}

(vidi na pr. {3} str. 5% - 56) , pa zatim utvrdjivaoc osobine 1 svo-
istva refenja analogne osobinama koje va¥e za odgovarajuéi konturni
problem za analitidke funkcije. NajvaZniji rezultat . sadrzZan je u
slededéoj teoremi.

Teorema 1: Nehomogeni konturni problem Hilberte~a je resiv tada 1 sa-

mo tada kada su ispunjena n uslova oblika

jvc{t)ﬂj{t)ds = 0, (3
L

gde su Kl"""Kn refenja odgovarajuée homogene integralne jedna-
¢ine {(/3h{t ) + c(t))

samo konafno mnogo f(m) linearno nezavisnih reSenja.

1,2,...-,1'1) | {.3#12-2-)

0). Homogeni konturni problem moZe imati

Kao posledica ove teoreme moguéi su sledec¢i slucajevi: l. m = 0,
n > 0, Homogen problew nema reSenja a nehomogen je reSiv ako je ispu-
njeno n uslova oblika (3.12.2.)
>, m =0, n=0: Homogeni problem ima m redenja {linearno nezavi-
snih) a nehomogeni je uvek resiv,

U ovom odeljku ukazademo na neke slulajeve kada je resavanje
xonturnog problema Hilbert-a moguce sprovesti jednostavnijim nostup-
kom, bez koriSdenja komplikovane aparature teorije singularnih inte-
gralnih jednacina.

I sludaj: Razmotrimo elipticki sistem oblika (3.10.1) koji se moZe
predstaviti i u obliku aredlarne jednacine

Dw + £(x,y)v + glx,y) = O, (3.12.3.°

gde su flx,y: i g{x,y) mneprekidne funkcije.
Regenje jednadine (3.12.3.) , kao $to je poznato, dato je formulom

14 .
W = {Q(Z) i ch(x,y)efkaay)}e-ff(x,y; y (3.12.4."
pa se mofe napisati i u skradenom obliku
W= {Q(Z) o T{Z,E}}K(Z,E] (3.12.5.)

gde Je




T4

>/ N
D=1y o+ i, = falx,yletTIHV

_£f(x,-
K = X g~ E1x, 7

i

1K

1 7

Razdvajanjem realnog i imaginarnog dela funkcije (3.12.5.} dobijamo

o o Tl
2! LKl + 1K2i =

-

f-' L
— - - - :_ "':' ] {’ ) . A4 3 L. "':" ,T::‘ e dk ‘,‘
€0y~ PRy =(Qy = 2K, ] + & [(0y = 2K, (5, 12,K1] :

Tela

F
W o= U + iv = LQl -+ iC‘J'Z . Tl - 17

u o= (0, - 2%, - (9, - T,)K

— - o | -
v = (Ql Tl)K2 - {Q, T2)K1.

Ako vrednosti (%.12.6.) gzamenimo u konturni uslov Eilbert-a

als)uls) + b(s)vis) = c(s), (3.12.7.)

imacéemo na konturi L

r—— -

o "
~ T —~ - + (n. - {n {0, ~ To K, 1 =
al(ng = 1K =(0p = 1)K |+ b{(9) - T, (0, - TK] =,
odnosno posle sredjivanja i grupisanja &lanova
A% . Y oo ¥ o a8k -~ - (. — L 5 + DT,K,.
*l‘aﬁl ; sz, 1 t;),e(’lm1 ahz} C TlIl a®, X, leL2 4 bfzKl

(3.12.8.)
Time Jje formulisani problem sveden na konturni problem Hilbert-a za
analitid¢ke funkcije.

1l slucaj. Posmatrajmo eliptidki sistem oblika (3.6.1.) gde su koe-

Y SR ref S R

ficijenti cl(x,y} i cz(x,y) neprekidne funkcije. Ovaj sistem mo-
ze se predstaviti u obliku sledeée areolarne jednaline

w = C{z,z)W (3.12.9.)

gde je C{z,z} = clix,y) + i cé(X,Y). Koristedi rezultat teoreme
T iz 3.6, moZemo formulisati slededu teoremu:

Teorema 2: Neka je data liontura I Jjednadinama

— ———

x = x{(t) , v =y{t) (3.12.10.)

i neka su date funkcije konture a(t), bl{t) i c(t), pri demu je

funkcija c{t) proporcionalna funkciji

a(tisq(t) + b(t)s,(t), (3.12.11.;
gde je
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2 (%) + y2(%)

£) = &2 R (8)x(t) + Ry(t)y(t)
54 () 20 = o2 [ Ry (B)x(t) + Ry (t)y( )}

] (%3.12.12.)
2 () + yoE)
: e 2 ' N QN *
s, (t) = & — [Ry()x(t) = R (03 (0)] .
x(t) + yo(t)
Tada funkcija ‘ %ﬁ o |
W = iﬁlzﬁaza (3.12.13.)

predstavlja refenje konturnog problema Hilbert--a za jednadinu -
(3.12.9.) gde je K koeficijent proporcionalnosti za funkcije c(t)
i (3.12.11.).

Zaista neka jJe

: Ry + 1 R '
R{z) _ "1 2 _ 1 s ,
Z T X +1iy - Xé -+ %E_' &Rlx +-32y) -4 (R2X - Rly}] *

Tada je na osnovu teoreme T iz 3.6,

- g ' 2 ) 2
E§E - x~ + y°
— Ke R.(Z) - Ke 2_ | F(R R ) '(’F{ - {] _
w — w——— Z — 1r2 + 3?.2 L 1}:‘] 2y I + l - 2X bl I"“lJ ’:. -

= K(Sl +- 182), (3.12,14.)

funkcija koja zadovoljava jednacCinu (3.12.9. ). Ova funkcija na kon-

turi 1L ima vrednost

w{t) ='K[S {(t) + is (t)] (3.12.15.)
1 2\ %)

gde su slit) i sz(t) date formulama (3%.12.12.).

Po pretpostaveci teoreme jJe
() = Kla(t)s (1) + blt)s,(t)], (3.12.16.)

te odavde vidimo da funkecija (3.12.13,) zadovoljava konturni uslov
Hilbert-a (3%.11.3.) ¢&ime je teorema dokazana.

Napomena: Teorema 2 oimogucava nam nalaZenje reSenja konturnog pro-
blema Hilbert-a u specijalnom sluBaju, kada koeficijent c¢(t) zavi-
si 0d leve strane konturnog uslova (3%.12.7.). Jasno je da u opsStem
sludaju kada su koeficijenti a(t; , b(t) i c{t, mnezavisni, gore

nja razmatranja ne dolaze u obzir,
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III slulaj: Razmotrimo elipticki sistem oblika:

& U a1l ad .
X oy S &L 3y T

(3.12.17.)
su , 2an 1 a8l
DY 2x L 9x ?

gde je o =A(x,y) data neprekidna funkcija. Smenom

v =l 52, t.]. _n_=§- (3.12.18.)

sistem (%.12.,17.) svodi se na sistem

.g_E -1 gV
x oL aQy
Ju _ _1luvv (3.12.19.)
Y A OX |
koji definiSe p-analitidke funkcije sa karakteristikom p = ol(x,y}.

U sludaju da je oL(x,y) = o£(2z) analitidka funkcija, Onda se mogu
primeniti sva razmatranja iz 3.11. na redavanje konturnog problema
Ililbert-a za sistem jednadina (%.12.17.)

IV sludaj: Sliéno sludaju III mogu se razmatrati i oni elipticki si-

stemi koji se pogodnom smenom svode na sistem koji definise (pyq )=~
analitidke funkcije. U sludaju da su karakteristike analiticle funk-
cije, mogu se opet primeniti razmatranja iz 3.1L.

-]

72kl judak

Tzlo%eni materijal u ovoj glavi obuhvata 3irok krug ideja koje
su bile predmet istra¥ivanja velikog broja stranih a i nekih nasih
matematidara. Iako vrlo razgnovrsan, on je jedinstven u sv0ojJoJ] 0OSnov-
noj svrsi. da ilustruje i razradi metodu diferencijalnih jednacina
za reSavanje konturnih problema.

Videli smo da je jo3 Kolosov ustanovio analogiju izmedju resava-
nja obidnih diferencijalnih jednacina oblika
. ‘ n ""L, ‘
I(X,ygyygy*’.....y( ) = 0 (17
i areolarnih diferencijalnih jednaclina
P{o, W, DW,DWeerees . DMWY = O . (2)

o ;. e . 74 ,
Po o70j analogiji promenljivoj X odpgovara promenljiva s a pProiz-
voljnoj konstanti proiz-
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voljna analiticka funkecija. Ako medjutim dalje razvijemo ovu ideju,
vidimo da pocCetnom uslovu oblika

|

< \’ vy
yix,) = v, (3)

za jednadinu (1) moZe odgovarati podetni uslov

w(z,E% _ g(z] = wo(z) . (4)

gde su g(z) i wo(z} analiticé¢ke funkecije. Razdvajanjem realnog i
imaginarnog dela relacije

dobija se sistem
x = g, (x,7) .
. (g = g1 igz}* | (6)
Iy’_ = = gz(}cry)

Sistem (6) moZe odredjivati jednu ili vife tadaka, ali sa druge
strane moZe predstavljati i jednaéinu konture., Samim tim uslov {4
predstavl ja jedan konturni uslov, tako da odredjivanje resenja areo-
larne jednaline (2) sa poletnim uslovom {4) predstavlja reSavanje
konturnog problema. Time se medjutim otvara jedan nov aspekt proble--
matike konturnih problema. Ova ideja je ilustrovana u {(3.10.) ali
ona zahteva dalju razradu, Sto c¢e nesumljivo dovesti do novih rezul-
tata.

Navedimo pored vedé snomenute, joS neke moguénosti daljeg istra-
zivanja:
1, Ispitivanje i dalje ragradjivanje teoriie areolarnih redova {(po-
red ostalog ispitivanje moguénosti usvostavljanja veze sa redovima
Hartogs--a vife kompleksnih promenljivih}.
2. Istrazivanje dal jih primena axeoclarnih redova u teoriji areolar-
nin diferencijalnih jewnadina i sistema parcijalnili jednadina.
5. ReSavanje konturnih problema za razne klase neanalitidkih funkci-
ja (posebno onih koje se javljaju u primenenjoj mehanici).
A Palja istrazivanje pitanja egzistencije, jedinosti i stabilnosti
reSenja areolarnih diferencijdlnih jednadina prvog i viieg reda.

o/ -
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1V glava

Funkcionalne jednacine i konturni problemi

SadrZaj ove glave posvelen je refavanju konturnih problema pri-

menom funkcionalnih jednaclina. Osnovna ideja ove metode Jje da se u-~
mesto konturnog uslova posmatra odgovarajudéa funkcionalna jednaclina
u nekoj oblasti koja sadrZi datu konturu, pa da se zatim resavanjem
te funkcionalne jednadine dodje i do reSenja postavljenog konturnog
problema. Na ovoj problematici je srazmerno malo radjeno i od poznat-
ih ¥injenica navedena je samo metoda Winer-ilopfa sa primenom na resa-
vanje konturnog problems Riemann-a u poglavlijima 4.1. 1 4.2,

U poglavljima 4.%3. i 4.4, razmatra se funkcionalna jednali-
na Hilbert-a a u 4,5. se navedena razmatranja koriste za reSavanje
linearnog i nelinearnog problema Hilbert--a u slulajevima kada je ©o0
moguce,

-/ -

4.). Metoda Winer - Hopfa

NaveSdemo najpre dve pomoéne teoreme, neophodne u daljem izla-
ganju., Njihovi dokazi nalaze se u monografiji [9] B. Nobla.
Teorema A: Neka je f(z) analitidka funkcija (z = x + iy) , regula-
rna u pojasu y <y <Y, - Neka jJe

If(x + iy}fﬂﬁ-cjxl"pr {(p == 0) ' (4.1.1.)

kad x - ® i neka je nejednakost (4.1.1.) ispunjena ravnomerno
pofev od nekog x, > 0. Tada se funkcija f(z) 2za y <c oy <dx

..:-

moze predstaviti u obliku

£{z) = £,(z) + I_(z), (4.1.2.)
gde Jje
axic( )
1 AR 1
Y ’
f+(z""7ﬁ,—i ‘J juzd?”
- Q0H.C
| m-+id ( \
1 O O 4 C
{ e - o= /. {
fu~_Z) - ‘z;ﬁ:—lj 3___‘ Z d3 \4‘111-.7)-.-'
atid

i gde je funkcija f (2z) regularna u poluravni y =y_ a funkcija

T

f {(z) regularna u poluravni y <y, .
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Teorema B: Neka je funkeija RK(z)} regularna i bez nula u pojasu
(Y. <Y «¥, 3= ®<X < @w ) i neka K{(z)-1, kad x-—+ ® u istom
DO jasu., Tada se funkcija X(z) moZe predstaviti u obliku

K(z) = K _(2).X_(2) , (4.1.4.)

gde su funkeije K+(z) i K _(z) régularne, ogranitene i bez nula za
Yy > y_ odnosno y < Yo

Predjimo sada na razmatranje metode Winer - Hopfa.

Neka su date funkcije A(z), B(z), C(z), regularne u pojasu (y_<
<y €y, ;} -~ ®<X < +o ) pri demu A(z) i B(z) nemaju nula u tom
pojasu., Treba naéi funkciju ¢>+(z) regularnu u poluravni y > y_ 1
funkciju ¥ (z) regularnu u poluravni y < y,, tako da u pojasu
(y_<«y <y, =00<x < @ ) bude ispunjen uslov

A(z) $,(z) + B(z) W _(2) + C(z) = O. (4.1.5.)

Osnovni problem pri reSavanju jednaline (4,1.5.) Jje u tome da
se nadju funkcije K+(z} i KX (z) regularne i bez nula u poluravni
N y_  odnosno ¥y < V. tako da jJje

B z - m » 4- * Ve
Teorema B omogudava nam medjutim da koliclnik —%%%%- predstavimo u
izra¥enom obliku. |
Koristedi relaciju (4.1.6.) , jednadinu (4.1.5.) moZemo napisati

u obliku X (Z)G(Z)
K, (2) ¢ (2) + X_(2)¥_(2) + ——grz7— = O. (4.1.7.)

Medjutim, slobodan ¢lan u jednacCini (4.1.7.) moZemo na osnovu teo-

R

reme A predstaviti u obliku

K (z)C(z)
—rz7 = C.l2) + c(2), (4.1.8.)

gde su funkcije ¢, (z) 1 0 (z) regularne u poluravni y > y_ odno-
sno  y < y,. Uvedimo sada novu funkeiju I(z) definisanu u pojasu

y_<y <y, na sledecé¢i nacdin:

I(z) = K+(z){$+(z) + C+(z} = - K (z)¥ (z) - C_(2). (4.1.9.)

Kako su medjutim funkcije K+(z)f?+(z) + C+{z) i K_(z)t%;(z) + C _(2)
regularne respektivno u poluravnime y > y_ 1 ¥ < ¥V, » to se funk-
cija I(z) mo%e definisati u celoj ravni, pri &emu ¢e u celoj ravni

biti i regularna,




Pretpostavimo da vaZe sledecCe ocene:

|k, (2) ¢, () + c (2)] < JzlP, 220, y>y_ (4.1.10.)

K (2) Wiz} + ¢ (2)i < [z21%, z o, yay, .

Tada je na osnovu uopStene feoreme Liouville-a funkcija I(z} poli-
nom stepena ne vedeg od celobrojnog min{(p,q) *t.J.
XK (z) (z) + C, (z) = P(3z)

o2 P + ‘" (4.1.11.)
K_(z)‘+L(z) + C_(z) = ~ P(z;.

Iz jednadina (4.1.11.) mogu se odrediti traZene funkcije sa tacno-
Séu do proizvoljnog polinoma t.j. do konadnog broja proizvoljnih
konstanata, koje se mogu odrediti ako su dati i neki drugi uslovi.

Najzad éemo redéi da je reSenje nekog problema zasnovano na meto-
di Viner - lopfa, ako se pri reSavanju koristi faktorizacija t.].
razlaganje oblika (4.1.6.).

4.2, Veza izmedju konturnog problema Riemann-a

i metode Viner - Hopfa

Posmatrajmo konturni uslov problema Riemann-a

dF (%) = 6(t) (1) + g(t) (4.2.1.)

i funkcionalnu vezu Viner - Hopfa

a(z) P, (2) + B{z) w_(z) + ¢z} = O, (4.2.2.)

koja je zadovoljena u pojasu (y 2y «y,; ~-®<x<m. Predpostavi-
mo da je funkecija G{z; iz konturnog uslova (4.2.1.) repgularna u
celoj kompleksnoj ravni, da je Giz) ~ z= {m je ceo broj) kad z=
i da G723 +te%i konadnoj granici kad =z teZi ma kojo] talki C.
Izaberimo neko yq , S yla:y+) tako da na pravoj :y = ¥y
(-0 « X <« @ ) funkcije A(z) i B(z) nemaju nula. Smatracemo tu
pravu konturom L i tadke na njoj oznadavademo sa t. Tada jednali-

na (4.2.2.) na konturi L ima sledec¢i obliks:

ACE) P, () = BIE)W_(t) + C(t) = O
odnosno ‘
$H, (1) = - %E%—}gb_(t) ~ %%Jj . (4.2.3.)

Na taj nadin pre3li smo na konturni problem Riemann-a pri Cemu je
kontura 1 prava paralelna xnosi}funkcije-;¢%(z)- i(ﬁi(z) u potpu-
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nosti omogudéavaju formiranje funkcije <H(z) konturnog problema
Riemann-a. | |

Glavna razlika igzmedju konturnog problema Riemann-a 1 metode
Winer - Hbpfa je u sledecem:

a) U konturnom problemu Riemann-a uslov (4.2.1.) mora da bude
ispunjen samo na konturi a ne i u pojasu konacne Sirine.

b) Za funkciju G(t) iz (4.2.1.) postavlija se manje zahteva
nego za funkcije A(t) 1 B(t). Funkcija G(t) +treba da bude defi-
nisana samo na Xonturi L i da zadovoljava uslov HSlder-a, dok ona
ne mora predstavljati granicénu vrednost neke analiticke funkcije,

Za razliku od nje, funkcije 4(t) i B(t) moraju biti granicCne
vrednosti neke funkcije, analititke u pojasu (y_ <y < y,; ~® <X <@).
U slucaju da funkcija G(t) ipak predstavlja na konturi L grani- |
¢nu vrednost neke analitilke funkeije, konturni problem Riemann-a
mo¥e se refiti metodom Winer ~ Hopfa dok su u protivnom potrebne dru.-
ge metode resavanja.

4.3. Tunkcionalna jednacina Ililbert-a

—

Neka je data prosta, jednostruko povezana oblast D 1 realne
funkcije a(x,y), b(x,y) i c{x,y), neprekidne u oblasti D za~
jedno sa svojim parcijalnim izvodima prvog i drugog reda. Treba od-
rediti funkciju.

F{z) = u(x,y) + ivix,y) (4.3.1.)

analitic¢ku u D, <&iji realni i imaginarni dec zadovoljavaju u D
slededu funkcionalnu jednadinu tipa Hilbert-a:

a(x,y)ul(x,y) + b(x,y)vix,y) = c(x,y). (4.3.2.)

Ako jednadinu (4.3.2.,) diferenciramo najpre po X a zatim
po y dobicemo:

X X 3X
(4.3.3.)
-5ﬁ§11—b g;iELE jigrv + %&%-b —'€¥% = 0
Zamenom Cauchy -~ Riemann - ovih uslova
LL .. 22 <L - - 27 (4.3.4.°
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aa 2V 2b .. B8V . _ B8C _

axu+aya+axv'axb 3 X 0 |
(4.3.5.)

B8a dv _ ., 8b ., 8V,  9C _

Ssu-3xat 3y Vi ey P 55 = Y

Iz jednadina (4.3%.5.) moZemo izracunati vrednost parcijalnih izvo-

da =5 1 ¥, i TO:
28 22 . 2b . 8b\.  2C _ 5 8C
=--(1:}1::“{__'»*3,&y)u (b 5% - 25y, ¥ b -5 2 5y
:&-vn - ——— st ssntier ettt it - ‘ a i
X 22 12
(4:5.60)
(s 22 38N, _ (g 2B, 1, 20 2C 2c
Kako je iz jednadine {4.3.2.)
u = c - bv {4-5-7-)

L

) / ) - ( \' - { ’ - » -ll\
2¥ . Alx,yiv + BiX,y) , = v . CX,y)v D(x,y) (4.5.8.)
. .2 |
gde Je b~ aa _ 3a _4. Db b
a 3IXxX o 3y b X e DY
A(X:Y) = - 2 5 - 3
a~ + b
be a a8 3C _ 3 C
) - Hx T ° 8y+13831 =
B{X,y) = et
32 + 5?
(4.3.9.)
2
1 3a b 3 a 3b 2D
5% T 3 Yy R b DY
C(X,}") = - - " .
a~ + b
2c ., B¢ 22 _¢b e
3ax DY 2 X g 3y
DX, ) = e e
a + b

Diferenciranjem prve relacije (4.%.8.) po y 1 druge po X na-
lazimo vrednost meSovitih parcijalnih igvoda, s obzirom da su u(x,y)
i wv{(x,y) harmonijske funkcije;

2 2 |
a°v _ 3A LDV LA J v _ al L oV 4, _BD
3X 3y ayv a3y A oy 2y @X 88X v §XO - ax ?




a njihovim izjednaCavanjem dobija se

A 3V, 2B _98C_ . 3av,, 2D .
a.yv'!ayﬂ'ay—~XV-“*-"BXO'1MBK.(4-D.11.)

Zakljudujuéi na isti nacin kao u 3.7. mo¥emo razlikovati sledece
slucajeve:
I) Jednadina (4.3.11.) je identidki zadovoljena. Jednacline
(4.3.8.) imaju beskonadno mnogo reSenja izraZenih preko funkcije
koja sadrZi proizvoljnu konstantu.
I1) Jednadina (4.%.11.) nije identicki zadovoljena i za resSenje Jjed-
nadine (4.3.2.) se mo¥e uzeti samo ona funkcija koja je definisa-
na ovom jednakoddéu. Probom se utvrdjuje da jednacine (4.3.8.) imaju
zajednidko reSenje. |
ITI) Jednalina {4.%3,11.) nije identicki zadovoljena i probom se
utvrdjuje da jednadine {4.3.8.) nemaju zajednicko reSenje.

Kada se navedenim postupkom odredi realna funkcija Vv, & zatim
na osnovu (4.3.7.) harmonijski spregnuta funkcija wu, dobija se
refenje funkcionalne jednacCine Hilbert--a.

A.4. Punkcionalna jednacCina Hilbert-a sa
harmonijskim koeficijentima

Razmotrimo sada mogudnost refavanja funkcionalne jednacine IIil-

bert-a (4.3.2.) pod pretpostavkom da su koeficijentl a(x,y),b(x,v)
i e(x,y) harmonijske funkcije u oblasti D.

Jednadinu (4.3.2.) moZemo predstaviti i u sledecem obliku:

Re [(a(x,y) - 10(x,y))¥(z}] = c(x,¥). (4.4.1.)

cde je F{z) = u{x,y) + ivix,y) analiticka funkcija.
Jasno je da funkcija ZRe{(a - ib}F{z)} u opStem slucaju nije
harmonijska. Zbog toga moZemo razlikovati dva slucaja:
I slucaj: Funkcija
wiz) = alx,y) - ib{x,y} (4.4.2.)

je analitidka. Tada je 1 leva strana jednaline (4.4,1.) harmonijs-
ka funkcija. funkeciji c{x,y) moZemo dodeliti harmonijski konjugova-
nu funkciju cl(x,y) sa tadnoddu do proizvoljne konstante pa Ce reSe-
nje jednadine (4.4.1.) imati oblik

C{z)

va N
Bla) = w23 (4.4.3.)

gde jJe
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C{z) = c(x,y) + icyix,y) . (4.4.4.7

II. sludaj : Funkcija (4.4.2.) nije analitidka a leva strana jed-

nadine (4.4.1.) mora da bude harmonijska funkcija. U ovom sluaju
pokazacemo da vazi slededa |
Teorema 1. Ako funkcija (4.4.2.) nije analitifka, leva strana u

(4.4.1.) Dbide harmonijska samo kada jJe
F(z) = ki [0z} ~¥W(2)] +d+ i, (4.4.5.)

gde su M{(z) i Y(z) analitidke funkcije koje se odredjuju iz us-
lova
Re ¥(z} = alx,y), ImWiz} = - bix,y), {4.4.6.)

a k,ol, A proizvoljne realne konstante.
Dokaz: Neka je

Wiz = a(x,v) + ial(x,y)'
analitidka funkcija 8iji je realni deo data funkcija a{x,y! i
W(z) = b (x,y) ~ ib(x,7)

analitidka funkcija ¢iji je imaginarni deo data funkcija -~b(x,y; 1
neka Je
Y(z) ¥ (z) = m{x,y) + in{x,v). (4.4.7.)

Levu stranu jednaline (& 4.1.) moZemo predstaviti u obliku

Re |(alx,y) - lb(x,yw(nﬂ L re [ (2) +W{2))W(2)] + % Re[(P(2) -

-

u‘+(z;)E{z,J = i Rer-‘P‘Z\ *‘V(Z))Wi ] + %-Re[(‘?(Z) WWZ)) (Z)I
o %

s bbby i i

( ¥ (2) —‘1(2))1VJ Re W iz)1{

§ r——y

+ R :} + Vi, (4'-4-8'-}

Kako je YY(z)PF(z) analitidka funkcija, to funkcija vix,y) n\x,y‘

mora biti harmonijska t.j.

> (v n) Ehzfv -1 )

. T . . QE Vv 6nﬂ\ =

ocdakle je
22 27 oL =0 - | (4.4.9.)

X A X ay 3V
a osnovu uslova Cauchy -- Riemann-a, jednacina (4.4.9.) prelazi u

slededu parcijalnu jednacinu

QL 2V gt 2V 0. (4.4.10.)
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Ksrakteristidna jednadina za parcijalnu jednadinu (4.4.10.) Je

dx  _ _ _4d¥
1M A M
ey o X
ili
2n . onm - 1.)
= dx - 55 dy = O. (4.4.11.)

Lako se vidi da funkcija m = m(x,y} predstavlja prvi integral jed-
natine (4.4.11.) pa ée opite refenje parcijalne jednaline (4.4.10)
imati oblik

v{(x,v) =cb[m(x,y1] , (4.4.12.)
gde je <« proizvoljna, dvaput diferencijabilna funkeija.
Rako je
[ ' -‘ _ O
adg (m{x,y)s =
to < mora biti linearna funkcija pa je
vix,y) = k-m(x,y) + . (4.4.13.)

Iz (4.4.13.) 1lako nalazimo da Je

u(x,y) = - k n(x,y) +eof (4.4.14.)

pa je
Pz) = ik [‘f’{z} H"i"{z)} ol 1A (4.4,15.)
5to je trebalo i dokazati.
(Skicu ovog dokaza dao mi je sovjetski matematiar R. Bancuri.)
Na osnovu gornjeg izlaganja moZe se formulisati sledeca

Teorema 2: Neka je koeficijent c(x,y) funkcionalne jednadine Jil-

bert-a harmonijska funkcija koju je moguce predstaviti u obliku
c(x,y)=La(x,y)+ Ab(x,yi-k [a(xiy"% alfx,y)-kbix,y}bo(xgyfr] (4.4.16.)

gde su alx,y) 1 b(x,y) harmonijske funkcije u oblasti D. Tada
je refenje funkcionali.z jednaline (4.4.1.) dato formulom

F(z) = 1{i["€(z) H“f’(z}}+d.+ ifh (4.4.17.;

gde su “~f(z) 1iWY(z) analitiéke funkcije odredjene uslovima
(4"4-6!)-

Dokaz: FPunkciju (4.4.17.) na osnovu uslova (4.4.6.,; moZemo pred-

staviti i u sledecéem obliku

!

I(z) = ol - k(al +b) i[&:- k(a ~ 1:)(_}):1i . (4.4.18.)

——



gde je
u(xiy\} = C"E_ k(a’l " b) ; V(X!Y) =" f:'f.‘*" k{,a i bo)i (4’!4419-‘.

Neposrednom zamenom vrednosti (4.4,19.) Xao i vrednosti c(x,y)
iz {(4.4.16) u jednadinu (4.3.2.) proverava se da je leva sirana

identidki jednaka desnoj.

4.5, Veza izmed ju funkcionalne jednacine

Hilbertfa i konturnog problema Hilbert-a

i Tl

Konturnom problemu Hilbert-a izloZenom u 1.4. 1 1.5, moze
se pridéi i sa asPekta funkcionalne jednadine liilbert-a. Zaista ako
je kontura Y sadr¥ana u oblasti D, resenje funkcionalne jednacCine
predstavl jade istovremeno 1 resenje konturnog problema iiilbert-a za
konturu &€ . lazmotrimo pri tom sludajeve I, I1 1 TIl 1% 4.3,

U I sludaju reSenje funkcionalne jednacine (4.3.2.) sadrii pro-
izvoljnu konstantu i predstavlja jednu klasu reSenja konturnog pro-
blema liilbert-a.

U IT sludaju redenje funkcionalne jednaline (4,3.2,) predsta-
vlja jedno partikularno reSenje konturnog problema.

U IIT sludaju nije mogude rediti konturni problem navedenom me-
todom funkcionalnih jednadina veé su potrebne druge metode reSavanja.

U konkretnim sludajevima konturnog problema Hilbert-a date funk-
cije a(t), b(t) i c{t) mogu se na jednostavan nacin harmoni jski
produ¥iti u oblast D ({reSavanjem obilnog konturnog problema Diri-
chlet-a). Zatim, ukoliko se radi o jednom od dva navedena slucaja u
A.4. mo¥e se reSavanjem funkcionalne jednacline Hilbert-a doéi i do
refenja konturnog problema Iilbert--a. |
Primer 1: Nadéi analiticku funkciju

£(z) = u(x,y) + iv{x,y)
koja ne krugu
X = cos 1t , y = sin ¥
zadovoljava sledeéi konturni uslov:

u(t) gin t ~ v{t) cos t = 3sin t , te L. (4.5.1.)

F

Ovde je a(t) = sint , b(t} = - cos t , c{t) = 3 sin t. Larmonij]-
skim produfenjem koeficijenata dobijamo
a(x,y) =y, blx,y)=-~-x%, clx,y; =73y

i problem se svodi na reSavanje sledeée funkcionalne jednaCine Ililibe-

rt-a:
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uy - VX = 3y. (4.5.2.)

Primenimo najpre na jednadinu (4.5.2.) razmatranja iz (4.3.).
Diferencifanjem jednadine {(4.5.2.) najpre po x a zatim po

y 4obijamo

> 1 oV
L T TR e — —_— O
¥ a X x o X v

(4.5.3.)

y 2% Ly - x =2 =3

Ako u sistem (4.5.3.) zamenimo vrednosti iz jednalina Jauchy-

Riemann-a
2Fu_8v 21 _ _ 2V (4.5.4.)
X B8y S o X |
i vrednost |
u =.2&{¥;E§ (4.5.5.)

iz jednadine (4.5.2.), nakon kradeg sredjivanja dobilemo:

BV, _ BY . Y 5.6,
=0 » Sy=% . (4.5.6.)

Diferenciranjem prve relacije (4.5.6.) po -y 1 druge po X nala-
zimo vrednosti meSovitih parcijalnih izvoda t.j.
2 - 2

S V. _ av 1 3v _ | ( B
2 -0, oarc-FEr-oO (4.5.7.)

Iz (4.5.7.) vidimo da je sistem {4.5.6.) potpuno integrabi--
lan t.j. da se radi o prvom sludaju iz 4.%. Integracijom sistema
(4.5.6.) nalazimo, s obzirom na Cauchy-Riemann-ove jednacCine,da je

*
w=¢x +4d , v = cCy (4.5.83.)

a zamenom vrednosti {4.5.8.) u {4.5.2.) izralunavamo vrednosd

d = 3. Trarena analitidka funkcija je

f(z) = cz + 3 (4.5.851)
Sto predstavlja jednu klasu reSenja wnostavljenog konturnog problema.
-/ -

Primenimo sada na jednacinu (4.5.2.) razuatranja 1z (4.4.).
Kako je c(x,y; = 3v = 3a(x,y} to je ispunjen uslov (4.4.16.)
pri Semu je of= 3, A= 0, k = 0. Tada je na osnovu teoreme 2 12z

4.4,
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Pz} =3 (4.5.9.}
partikularnoc resenje funkcionalne jednac¢ine Hilberi-a kao i postav-
1jenog konturnog problema (4.5.1.}. ReSenje (4.5.S9.) odigledno je
sadrZano u reenju - (4.5.98.)

Napomena 1: Iz navedenih razmatranja vidimo da harmonijsko produZenje

- T B

koe%icijenata a(t), b{t,, c{t® nije neophodno za resavanje kontur-
nih problema metodom funkcionalnih jednadina. Dovoljno Jje da se na
pogodan nadin izaberu funkcije a(x,y), bix,y) i c{x,y) koje ima-
Ju neprekidne parcijalne izvode prvog i drugog reda a na konturi
uzimaju vrednosti a(t), b{t), c(t).

Napomena 2: IzloZena metoda funkcionalnih jedna&ina omogudéava u nekim
slucajevima i reSavanje nelinearnog konturnog problema Hilbert-a pri
¢ijem se razmatranju javljaju principijelne tedkode posmatrano u od-

nosu na linearan konturni problem,

Problem: Data je prosta, glatka, zatvorena kontura I 1 realne funk-

cije a(t), b(t) i ci{t) konture I. Treba odrediti analitidku -
funkciju

f{z}) = u(x,y) + ivix,y)

koja na konturi 1L zadovoljava sledeéi nelinearni konturni uslov

. el 2
a(t) [uis)] + p()[vit)] = c(t) (4.5.10.)

gde su £ 1 B realni brojevi,
Primer 2: Odrediti analitidéku funkeciju £{z) koja na konturi

il i gl
-

x =x(t) , v = y(t; (4,5.11.)

zadovoljava sledec¢i nelinearni konturni uslov

02(8) - v(8) = x2(8) 4 ax(t) - y(t) + 4. (4.5.12.)

I ovaj problem moze se resiti metodom funkcionalnih jednacina.
Koeficijente funkcionalne jednacine Hilbert-a izabracdemo na sledi na-
cin:

a({x,y) =1, b(x,y) = -1, clx,y) = %% + 4x - v + 4.

Diferenciranjem jednacine Hilbert-a

u2 -V = X2 + AX -~y + 4 (4,5.13.)

najpre po x a zatim po y dobijamo:

211‘%;—;'”%: 2X -1-4 y 211*—%—%-4%'=“1 » (4¢5tl4o>




Ako sada u (4.5.14.,) zamenimo vrednosti iz jednadina Cauchy .- Rie-
mann-a mozemo izracunati parciljalne izvode funkecije u, t.j].

2 U 4xu + 8u -+ 1

°x 1+ 4u§ \
(4.5.15.;

pu _ 2x -~ 2u + 4

° 7 1+ 4u2

Diferenciranjem prve relacije (4.5.15.,) po y 1 druge po X, izjed-
natavanjem drugih parcijalnih meSovitih izvoda i sredjivanjem dohija-
mo 3

(4u2 + 1) [u? -~ (x2 + 4% + 4i] = 0. (4.5.16.)

Relacija (4.5.16.) nije identidki zadovoljena i jednaline (4.5.15.)
nisu potpuno integrabilne u smislu definicije liitrinovidéa. Regenja
jednad¢ine (4.5.16.) su:

- L - - &k I R )
111 = 2 9 u2 — 2 9 U.B = X 2 9 u4 = X _2. (4-5;17-}

Probom se utvrdjuje da samo vrednost Uz zadovoljava jednaline
(4,5,15.) +%.j. da se radi o drugom sludaju iz 4.3%.,. Tada je harmo-
nijski spregnuta funkcija

vV = :}T (4-5;16-}
i traZena analiticka funkcija ima oblik
f(Z:! = Z -+ 2. (405119-)

Vrednost (4.5.19.) npredstavlja nartikularno reSenje postavljenog
nelinearnog konturnog »nroblema Hilbert-a,

Zakl jucak

U ovo] glavi videli smo kako Je izloZena metoda funkcionalnih
jednadina bitno skradivala postupak reSavanja konturnih problema i
dovodila do resenja u konac¢nom obliku. Sa druge strane medjutim uveri-
1li smo se da su moguénosti njene primene ogranicCene. Metoda Winer -
Hopfa mogla se primeniti samo ako je kontura L prava paralelna rea-
1noj osi a koeficijenti A(t) 1 B{t; predstavlijaju granidne vred-
nosti analitic¢kih funkcija u pojasu (uﬁjazx < ® y_g:y.ﬂ;y+}. Funk.-
cionalna jednacina Hilbert-a takodje nije uvek resiva, a ako su koedfi-
cijenti harmonijske funkcije reSiva je samo u dva sludaja navedena u

4.4.. Osim toga koriscenje funkcionalne jednaCine Hilbert-a ne garan-
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tuje nalaZenje svih resenja konturnog problema,

1 pored navedénih ogranienja, metoda funkcionalnih jednacina
svakako zasluZuje dalje istrazivanje 1 moZ%e da omogudéi dobijanje no-
vih rezultata. MFavedimo samo dve mogucnosti na kojima se dalje moze
raditi: |
1. Metoda Yiner - ilopfa izloZena je za sluéaj kada je razmatrana o-
blast pojas (~w~<x< @, ym{:y-{;y+) a kontura 1 paralelna sa
realnom osom. Hole se medjutim razmatrati slufaj kada Jje oblast D
kru¥ni prsten a kontura L Dbilo koja prosta, glatka, zatvorena Xri-
va sadrzana u tom prstenu.

2. Dalji razvo] teorije funkcionalnih jednadina a posebno onih Tipo-
va koje svojom strukturom asociraju na uslove konturnih problema
mogao bi dovesti do rezultata koji bi doprineli daljem razvoju teo-
rije konturnih »Hrobhlema.

LY |
L]
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