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Izudavanju problema potpunosti sistema sopstvenih funkcija diferen-
cijalnih operatﬁra,posveéeni su brojni radovi mnogih istaknutih matema-
ticara.Poznato je,da su jos D? Alembert,Euler i D.Bernoulll u svonme
znamenitom sporu o prirodi funkcije,razmatrali istovremeno i moguénost
Tazlaganja funkcija u trigonometriske redove na intervalu ( 0,7 ),

( Luzin NeN., [23]).T0 pitanje Jje,znatno kasnije,ponovo tretirano u ra-

dovima Fourier-a,u kojima su izudavani problemi sprovodgenja toplote.‘

Tom prilikom,Fourier je foggulisao postupak izradunavanja koeficijenata

trigonometriskog reda 2_ AnAtnmx pri zadanoj funkciji - F£eaey ’

ostavljajuci otvorenim.pi%ggﬁe dali ta] red konvergira ka pomenutoj fule

keiji. ( Bari N.K.,str. 53, CxJ )eNa toj osnovi tokom vremena,zahval ju-
- Juéi pre svega Cauchy—u,Dirichlet-u,M;V.Ostfogradskom i V.A.Steklovu,

precizno je formulisan i strogo obrazloZen metod sopstvenih funkcija 111,
.kako se jo3 maziva,Fourier-ov metod koji ima Siroku primenu u savremeno J

matematici.Pojmovi potpunosti i ortogonalnosti niza sopstvenih "funkecija
u odgovarajudem funkcionalnom prostoru predstavljaju bitne elemente'ﬁoga ;
metoda.Medjutim,pri reSavanju sloZenijih graniZaih problema nestaciona-

rnih parcijalnih jednaZina viSega reda,pojavila se potreba generalizaci-
Je pojma obidne potpunosti.To uopstenje,poznato u matematiZfkoj literatu-
ri kao viSestruka ( n-to struka ) potpunost sistema sopstvenih i pridru-
Zenih funkeija,dao je M.V.Keldi u svom poznatom radu [43] .Opravdanost
uvedjenja tog pojma ilustrovademo na slededem primeru, |

Neka Jje data linearna parcijalna jednadina sa konstantnim koefici-
:j_en'bima Q"ﬂ/ yOblika - '

0 L=y D% =0

IPI¢m

i neka su dati granidni uslovi

a0 Uir=g [PDE], s+ 657DE| oo, Cim anseieim)

IPlem

*-',, . (J.) ] |
pri cemu su: Ap t i e?p(” realne ili kompleksne konstante,




- 2 -

P = (Ps,p,) vektor sa nenegativnim celim koordinatama, |p)= P+ 12,
leal_(%+)f°1(%c_)1°¢1 L= Z(x,%t) (0% xXx&e7T , get « < ),Neka
8u dalje,zadani i podetni uslovi

1

A -
(III) z’! = (ﬁs(x) (5=0,4,..., m-4 ; mam)
- 0t* | €=0 | | | At
PotraZimo reSenje parcijalne jedna¢ine (I) u obliku Z=€ Y(x) ,
zahtevajuéi istovremeno da zadovolja?a i granilne uslove (II).Smenom,
8 zatim deobom sa e T 91z (I) 4 (II) sledi -
| Pa (P2) |
% - IpPig™m

“
L, :

(') ) (5:’ (P-‘L) . : : ,

(my 2 N[a @ edy om0 (o na .. ,m,
: - Iblsm | o - |

Sve vrednosti parametra A ,za koje grani®ni problem (I)l-(II)l ima

netrivijalna redenja y(vc, A) 28U 80pstvene vrednosti,a funkei je |
‘y(x:, NJ odgovarajuéa"sopst?ena reSenja.Podto su koeficijenti obiZne
diferencijalne JednaZine (I):,~ i graniénih uslova (II), polinomi po
promenljivom parametru A\ - svazi sledede tvrdjenje:ili -Je skup sopstve-
nih vrednostihéjvi% prebrojiv skup,ili je svaki komplek&an broJj 'Sow ."
- pstvena vrednost (Najmark Medo,siry- 24, [24] ). Uzmimo u obzir prv’i |
sludaj.Neka svako] sopstvenoj vrednosti A=A ( R= 4,2, 4 040 , )~
odgovara saniontjﬂedna sopstvena funkei ja gm('x_):y(x,kv().%raznjmo sumu,
oblika - | %

Z(‘«'l'.';é)::'Z' Cm @ y;n(x_) R
| S | |

R=1
pri &emu su: Cm ( m= 4, B, « « -,?C ) proizvoljne konstante, 9‘(:
proizvoljan prirodan broj.Zbog linearnosti parcijalne jednadine (I)

i granidnih uslova (I1I),funkcija = (2¢,€) Je resenje grani¥nog pro-
blema (I)~(II).Naredni zadatak sastoji se u izralunavanju koeficijena~-
ta Cm ( m=1,2,.,.,% ) ‘tako,da budu zadovoljeni podetni
uslovl (III),ili da se bar aproksimativno odrede. sa Zeljenon tadno- '

!

§éu iz skupa nejednakosti

' 0% \ ) &
3:,(‘:{)—- %{-’gﬂ =.-l ﬂ(x)_;cﬂ)\qym(ﬁl < \/,’1—7—1_"' ’ V X € fC?_,T)

pPri cemu je £ proizvoljno mali pozitivan broj, 9”(= 9"{(6) prirodan
broj ( v=o,4, . .. y=1 ) Primetimo da koeficijenti oCm ( Reg,2
.» A ) ne zavise od indeksa 73 «U tom cilju formirajmo direlktnu
h—oirtogonalnu sumu prostora <§C‘z (0,7) ,oblika | |

""..




< AN
021, (O, 7 )= U@ iaz(?f‘ﬁz') N S

Stavljajuéi
Tx)= -( fo(2), 760, o v vy Prest0) F , Fae N “co, 7

?ﬂb&):{yﬂ@:); xﬂfg«n('x), L )\’{:-1?/&(3&)}

i, s obzirom na poznatu definiciju skalarnog proizvoda u prostoru
cﬁ’.‘:@‘CO,T) »y12 prethodnog skupa nejednakosti sledi

I (f(ac)—q;zchﬂﬁgﬂ%(x)” <&

Odatle proizilazi slededi zakljucak:niz funkecija g/oe () (R=4,2,...,
mora biti potoun u prostoru c&af—; (0,=J) .U vezi sa tim, M. V.Keldis
J€ U pomenutom rady 93_'_1 definisao pojam n-to struke potpunosti,koja
u naSem konkretnom sluc¢aju -glasi:niz funkecija yae_=y(x, Am) (R=1,2,...,)
J& n=to struko potpun u prostoru oE2ro,7) ako Je niz funkcija %(x)
(R= 4, 2, 0 00 )_ potpun u prostoru c%ﬁ-,, (0,7, .Treba istadi, da ovaj
fundamentalan pojam nije ranije uoden uglavnon zbog toga,S$to su ispi-
tivanja granidnih problema vrSena nezavisno od nestacionarnih parcijale-
nih jednadina., - - | \
Keldid je dokazao n-to struku potpunost niza Sopstvenih i pridru-
Zenih vektors apstraktnog operatornog polinomnog Pramena

L()\)= E__"Té__)‘_H rT‘a_"- .o o ")\m-iHm-im—i-Am}—!m (1)

zZadanog y proizvoljnom Hilbertovon prostoru,pri demu su: '_f; ( 3= O,1,
*+*y M=1 ) potpuno neprekidni operatori; M potpuno neprekidan i
normalan operator konadnoga reda 1 H i samokonjugovani operator .
 (Gohberg I.C. i Krein MeGepystr.328, [37 ).Pored toga,li,G.Krein i G.X,
Langer dokazali su dvostruku potpunost niza Sopstvenih i pridruenih

vektora_ kvadratnog Samokonjugovanog operatornog pramena

sLy= E+mBenic . (2)

pPri slededim pretpostavkama: ( pozitivan i potpuno neprekidan ope-
rator; I3 nenegativan,ograniden i samokonjugovani operator i
-@@%Am((:):o,pri cemu su sa An(C) oznadene Sopstvene vrednosti
operatora C (Gohberg I.C. i Krein MeGaystr.353, [+] )Probvlenm viSe-

8trule potpunosti tretiran je 1 u monografiji Rasulova [23] yali samo
kada su granini uslovi regularni,

2




I pored navedenin rezultata,nitanje viSestrule notnunocti ostalo je
'ri

0
eno za Sirolu klssu granidnih problema.Ilusiracije radl,navodino
st1 obifna diferencijalna Jjednacina

7”—!—)\&?%/54\2/5(:0 . (5)

»elo su dati nulsi craniéni uslovi

gl e N it g e

".
-.‘
)
bt b
ri
(3
e
{J
DJ

e

Y(0)= 0, Ylr)=0 (4)

pri Zomn je A pareneter,i 4’/3 0[.2'70 . 0znalino sa .ﬁ‘ diferenci-

LY d L

ainl operator odredjen diferencifjalnim lZI‘&aOIﬂ —é’ry)—-g/# 1 grani-

.;
3 i
énin uslovina (4).Yeposredno se DIOVEeTava Jd sledele Cinjenrice:
gt Flapiato, Fom A%
j: = Y=o, (K, y)= lf'jI ik, o=,
Caatle sledl egzzistencija 1nve“znor oneratora STt yX0J1l Je S8m0%0-
riuzovan i potpuno neprekidan.Sopstvene vrednosti operatora AT sSus
: -1,
Arn = ”ZL (m=4,2, ..., }.Primenon operztora A /2 sa leva 1 de-
sna ne jednacinu (3),dobijamo
-
oQanosng
. . 2,2 | .
L()‘)ﬂj‘: (E""'/\ Hﬂ"'/\ H)f}j—_:o ' (5}

2ofto operator 73 nije potpuno neprekidan,to operatorni vpramern L&)

oc¢redjen jednaikoSéu (5) ne pripada KeldiSevo] klasi operatornih prame-
nova (1) |

o o A 2 — & . .

Comenjuiuéi A= T 6 u jednadini (5),nalazimo

F o i

L(wjy= (’E+f"zB+"aa(’.) =0 (7Y
_ . 2 - * a=tl2, f ~7,
sLe ges L —'ﬁ?% £ i D=-dt ”’*"d‘c;q ” (/7270 ).Sopstvene vrelro-

sti overatora C(C su: "IZ(C)—' Ar (Mm=2,2,-.., )Y,Kako je M3 (Ci=1
T

orni pramen L("}LJ iz jednakosti (7) ne pripada Xklasi samo-

zonjugovanih operatornih pramenova (2).
Aezultati Rasulova se ne mogu primeniti na ova] primer zovog to
ST0 su datl granidni uslovi (4) neregularni.licdjutin,dvostruica po-t=..

nost niza sopstvenih i pridrudenih funkeija izloZenog primera nosioji,
Sto ce u ovor radu biti i doXkazano,

[ 8

. H -4 Y & cl _a-7
zri demu jes _}/5,& k’, Hz'—_—ﬁ-‘?_ 2 1iT= f{%"a&ﬁ < (Br0,:LE0 ),



U 1965 gode. bio san na desetonesecno] specijalizaciii w Ioslvi kod
A.G.XostjuCenka 1 Blll.levitana,profesora il-a.liz njlnov predlog pristu-
Pio san ispitivanju visestruke poipunosti sopstvenih i pridrulenin fun-
Keija jedne xlase linearnih diferencijalnih operatora,ne ograniavajuéi
graunidne uslove svojstvonm regularnosti.Pri tome sam koristio klasidan
nostuﬁak vezan za teoriju analitidkinh funkcija, koji se inacCe veoma festo
srete 1 radOV1ma Levinsona,Winera,Levina i drugih autora.

Ulratko o sadrZzaju rada. |
1.U prvor delu izloZena su neka ovSta spektralna svojstva diferenci-

jalnog operatora Lm(h) sk0ji Je definisan linearninm diferencijalnim izr:

20

'5(’53'- () Z’a”'ﬂ)‘“’y (-~K)

R=41
i granicnim uslovima .

(=117}

L pe—— -K-ﬂ
Usigi=) _ fﬁjxfywwéﬂ"y (%) | =0 (3=1,2, ... ;)

- gde sus /ajac ’ 15;}'«: i Ux ( J,ma:- 1,2, «wvp ™) konstante,a A
Kompleksni DarametaxaPomoéu indikatornih dijagrama celih funkcija ekspo-
nencijalnoga tipva,dat je pregledan raspored sopstvenih vrednosti oPe*;-
tora L (A) u kompleksnoj A -ravii.Uspostavljena Jje veza izmedju 1zvod—
nih lenaca i odgovarajuéih sopstvenih funkeija posmatranog operatora,
Dato je uopsStenje poznatog stava ( Levin B.,str.90, [191) o odsedcina
indikatornih dijagrama celih funkcije.SaZ%eto je 1zlozen pojam regularno-
stli granicénih uslova,

Ovaj deo ima,uglavnom,pripremni karakter u odnosu na dalji tok izla~
ganja, |

20Drugi deo posveden je detaljnom ispitivanju operatora LQCA) o 0dg0~
varajuci linearni diferencijalni izraz je.oblika

Ay)= g"—:—zawy#éﬁg . ( 6-a®z 0 )

a Xoeficijenti granininh uslova su,u opStem sludaju kompleksni brojevi,
Dati su potrebni i dovoljni uslovi regularnosti granidnih uslova.Dokaza-
na Jje dvostruka potpunost niza sopstvenih i pridruZenih funh01da 0PET Qe
tora L 2(») ,pri veoma opStim granidnim uslovima.Pri tome su ioriSdena
dva metoda paralelno:i:prvi,zasnovarna koriSdenju teorema Phra asmen-a i
Lindelof=a 1 drugi,koji se temelji na Laplase~ovin tr“nsiormaC¢1aHa i
formuli inverzije Stleltges-a.ﬂa kraju su navedeni neki poznati rezulta—
Tl 1z domena obilne potnunostl,xodl iz ovog rada proizilaze kao speciw
Jalni slucajevi,




5.U trecen delu izlaZe se analogna problematika operatora Lq (N .
-Pretﬁostavlja se,da su koeficijenti toga operatora reazlni brojevi.lspi_
tivanja su vrSena u dva pravca,l to kada su koreni karakteristidne jedm
nac¢ine | | |

Gj #"‘L‘ szfas‘f'aa@z'f‘ UsW+Uy==0

Xompleksnl i razliditi,odnosno kompleksni i Jednaki.Dati.su votredbni i
dovoljno uslovi regularnosti graninih uslovao.Dokazana je Zetvorostruka
potpunost sistema sopstvenih i pridrufenih funkeija pomenutog operatora,
U izvesnim sluajevima taj sisten Je dopunjavan najvise sa tri funkecije
specljalnog tipa,koje smo nazvali funkecijama defekta.Dokazano je,da tako
prosireni sistem sopstvenih i pridruZenih funkeija poseduje svojstvo
Eetvérostruke potpunosti.Pri tome je koriSdem metod indikatornih dijagra-
ma celih funkcija.Zbog svoje spevificnosti,posebno je izudavan slucaj
 kada Je linearni diferencijalni izraz oblika

€ (2))= fy'ﬁzax"y’# AN (6-a%70)

4¢Svi numerisani stavovi,definicije i primeri su originalni.Za kori-
§éqn¢ teoreme i pojmove navedena su imena autora,ili izvorna literatﬁra;i

S.Na kraju je dat spisak literature,koju sam man je-vise .efektivno ko-
ristio pri pisanju ovog rada. | |

Zelim ovon prilikom da izrazim svoju duboku zahvalnost profesorinma:
AeGoKost judenku,BeM.Levitanu i B.Rasajskon Ra pruzenoj pomodi u vezi sa
brojnim pitanjima iz ove teme.,




1. HOMOGENI GRAVNICHI PROBLEN (Am) I KARAXTERISTICNA DETEAINANTA ACA)
_iit 2 UGRANIONI PR ) ot DLTrl INANTA A(A)

Neka je data obi&ne linearna diferencijalna:jednaéina

24

(I) ,e(,%)_____ 7(’7?.)_‘_ Z/dﬂkﬁ?ﬂj(ﬂ-’ﬂ;oi

=1
sa granidénim uslovina:

{"R=1)

. {(R-1)
(1I) UJ(’%)—' - [/ayny COH— 6.7@"? (72')]-__-0
Tm=1

pri femu su: Aw ( R=4,2,..., 7 ) realne, @imi Gim (Fm=14,2,...,m)
v op3tem slucagu kompleksne konstante, A kompleksni parametar, N=231m3j
Uslty) (F=12,2, ... *» M ) linearno nezavisne forme . Problem odredjivan ja
svih resenja diferen013a1ne 3ednac;ne'€hy) 0, koja zadovoljavaju granidne
uslove UJ(‘W=0( I=1,2 . .., m ), naziva se homogenim granidnim probvle-
mom, o - '

DEPINICIJAIZL.L. Homogenl granlénl problem (I)-(II) zvaoemo
kratko PROBLEN (A a ) i plsacemo

LnNy=0

Ty

gde Je LﬂL(A) DIFERENCTIJALNT OPERATOR odredjen llnearnlm diferecijalnim
izrazom -e(”j) 1 graniénim uslovima UJ(’%)"" O (J=42,2,...,Mm )
Nelta su svi koreni jednadine | |

Q) -l"'aquﬂ:{i- « ¢ e aﬂ-iqj"“ a’%:o

kompleksni i med jusobno razliditi, Zbog pretpostavljene realnosjl koefici=

Jenata Aw ( R=4,2, ...,Mm ), gvakon kompleksnom korenu “p odgovara-
* ¢e Xonjugovano kompleksan koren QJp (P=1,00s;, M M=2m )

. Zamenjujuéi’
opsSte redenije

A Gy o

m
j/== ZE:fCB£2
| A=1
jednatine  €(y)= 0 u (I1I1), dobi jamo

U; ('g)-r-ZG:, Usa N =0 S T=4,2,0 00,7 (1.1)
A=1 |

| - AQJTT'
i Cemu je Uj’fb(x)—_-g%jd'()\)-I-Bjd()\)@ ?

J%]éo\)—' ZQJ"R ()\wﬁ) -i Byﬁ(k)"" ZéJ’R(‘\%Jm-‘i

L m=4 =1 (1.2)
7}6""'1 2’1 .« = L ’n )
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U skladu sa poznatonm teiminologijom, matricu

o’D(%)—':“ U35 (] m,m.

zvademo KARAKTERISTICNOM NATRIC O , & determinantu ‘

FAN (N\) = defc@()‘-)

KARAKTERISTICHON DRTERMINANTOM problema (Am). Imajudi u vidu strukturu
elemenata Ujs(a) , dete“mlnan bu A(A) mo%emo napisati u obliku

A= Z Pg (x)e 3

pri demu smo s= ’729 oznac:LlJ. korene We ( ®=%4,2,...,M) O i sve sume
tih korena koje se dobijaju pri razvijanju determinante, a sa 79¢ (A po-
linome po A , &iji koeficijenti zavise od koeficijenata granidnin uslo-
va (II). - e

vy

DEFINICIJA 1.2, ollnode 793&) (5=0 1,..+,G)  Xarakte-
ristic¢ne determinante A= Z?’gf)\)é ’79 gvacemo A ~POIINON TiA.
=0

Da bi sistenm linearnih algebarskih Jedna01na (1.1) imao netr1v13a¢na
resenja po C),g,( V=4,2, « o ey, T ), potr=bno Je i dovolano da pri fl;C&lI‘anC
vrednosti A=Ao , determinanta sistema. nude jednaka nuli ( A (e)=0 ).
Funkei ja &(A} je cela funk01ga, $to zradi da je skup njenih nula najvise
predbrojiv (drugu moguénost kada je AMN=0, iskljuéujemo iz razmatranja).

Raspored nula funkcije A(A) moZe biti prikazan pregledno u kompleks-
noj A =ravni pomoéu njenoc indikatornog dijagrama. Oznadimo sa "734; naj-
manji konveksni mnogougaonik koji sadrii sve taékeT”z3 (g=0,1,..:, ”M:‘: o
Temena toga mnogougaonika su upravo te tacke,sve ili neke od njih. Posto
je A(») cela funlcc:LJa eksponencijalnog tipa, to je na osnovu teoreme Poly=-a
indikatroni dJ.Jagram funkecije A(A\),u oznaci fa, , Simetric¢an mnogougaoniku
af’a U odnosu na realnu osu (Levin B., str. 114, [78]).

Neka suT°Z 17791 ma koja dva susedna temena d4dijagrama f S wim
da stranica ? [_‘7{"72% 791] ne sadrzi nijednu od preostalih tacaka |
7Z‘039 -Konstruisimo ugao ¥, proizvoljno maloga otvora sa vrhom u koordi-
nantnom podetku i simetralom . &, upravaoj na pravo] koja sadrzi stranicu ?
Neka je dalje, sa O(¥%) oznelena uglovna gustina nula finkecije &N, koje
Se nalaze u unutrasnjosti ugla Yo . Uvedimo u razmatranje oblast

D={Xx; re%, n>R)

pri tému je K dovoljno veliki pozitivan broj (sl.1.).




Js1.1

Postoje slededa tvrdjenja:

levan kruga ‘:7%:-_ IAl ynule funkcije A() nalaze se iskljuéivo u unu-
tra3njosti oblasti tipa D, ,i odredjuju se pomodu formule |

.

_ 2T [, 1, .
-)\m‘o 75-%::?:?%[14—0(1) , = oo, L=V,

(Lidski V.B. i Sadovnidij V.a. [2&] ),

2.uglovna gustina nula funkcijeA(h),budlléi da je funkcija A(A)cela
1 potpuno regularnoga rasta,izradunava se po obrascu

clf(%)='g‘fﬁ'zaf' @J

(Levin Ba,stf=99 [13]).

2, SOPSTVENE I PRIDRUJENE FUNXCIJE_DIFERENCIJALNOG OPERATORA L (M),
OSNOVINA FUNXCIJA 7 (¢, A) I FUNKCIJA POTPUNOSTI _F(A) .UOPSTENJE STAVA
O OLSECKU INDIKATORWIH DIJAGRAMA CELIH FUNKCIJA EKSPONENCIJALNOGA | i

. K _'_E'L:==‘

4
1
-

Neka jednalinsg
Lﬁn(}W)fj=;C) |
gde Je A=A¢ fiksiran kompleksan broj,ima netrivijalno reSenje "3/;,'—‘—“2/,(:@.
Kao sto je poznato,broj A=A, naziva se SOPSTVRNONM VREZDEOSEU a koresypo-
dentno resSenje o f:C} SOPSTVENOE FUNKCIJO operatora L, (A),




F

Pod RANGOM SOPSTVLIE VREDIOSTI  A=MXo podrazumeva se broj odgovaraiu-

]

01h 11nnarﬁo nezavisnih sopstvenih funkcija.U ovon »radu bide uvek kori-
en ﬁeulvlcnl rang svih sopstvenih vreanostl operatora l«n(lo ,0dnosno
uslov

t}:

/'uaf/bi 3(’\@): MN=4

i ¢injenica,da A= © nije sopsivena vrednost.iko sa J\ .0beleZino
skup svih sopstvenih vrednosti operatora Lm,'(}\J ytada moZemo pisati

A‘-‘-‘{/\ﬂ; AR F0Q, fﬁﬂ*’:’z-g@(mej—-:m-i, Alr)=0, =4, 2,, ..,}

Nekn je A=A proizvol;jna sopstvena 'vrednost, Az () odgovaraju-
¢a sopstvena funkcija i"ﬂfﬂ= P’ red korena A=Am jednadine ACA)—-Q o
Po Keldisu ( I.C.Gohberg i M.G.Krein,str.325-328, 31 ) ,funkeije ¥tz
| (P=4,2,,..,pr-2 ) koje zadovoljavaju skup jednadina

12
A ?...éﬂ.‘.’l’,’ff‘m))' — O | (P=14,2, . ..,pa-21) (2.1)
£— VI Bav (e Iamrse .
obraﬁuju LANAC PRIDRUZE.IH FPUNKCIJA sopstvene funkcije Mi’ fya-ac
a funkcije ‘:-;_“'” ydefinisane formulon | .
q/rvp Al r'a)m.-&/ o) -(:- rau_}_ R X £+P S;'crau)] - (2.2)
d-é*’}_ \ P T a7 -2 P T +=0

(.V':: Osd, 000,41 Ph=0,4, ., e 3 P-4 ), IZVODNI LATAC prethodnog lanca,
Istaimimo da se skup jednaina (2.1),s obzirom na to da graniini uslovi

Do pretpostavei ne zavise od kompleksnog parametra A ,ustvari svodi na
sa.s*cem jednadina oblika ‘

P |
: . |

Z 1 0% _roomy| o U (oo
vi oAV \lp-v A= rm ? ivTp ) O
V=0 - ~

J.?
" C) "{" b “r o S Y, oy
(T=4,2,.4.,7  P=2,2, .., ) ,pri emu Swr Y} oznalava diferenci-

jalni iZI'aZ,ClJJ. su koeficijenti izvodi reda ar PO A odgovarajudih
xoeficijenata linearnog dlferenca.aalnog 1Zraza 43'.?", (Fajmark M.A.,str.

22, [241 ). .
Nelka Je gornjim postupkom, svako ] soustveno;; funkeiji 0/ St (R=d,ee0,)

f'u"OJ
dodelgen niz vektor funkClJ i‘%’ 2 J; (’o OsdyoeepgTra=d ) 7= 2, 0 00, ),
( uz -~ F-\

1 neka je I 3{0,7j= /2.0 .ﬂ"z'; direktna ortogonalna sumna, sastavlijena od

s

prostora <{&, %) ,Po definiciji Keldia (I.C, Gohberg i I.G.Krein,str,
528, {+ 1 ),sistem sopstvenih i pridruZenih funkcija operatora Loasn, je

11-70 S’"“RU-Q POTPUN u prosioru 55:.::: “U0,7C, ,ako je niz funkeija {J """‘”J-""
7 ~ ' oy
potpun u prostoru ol %, (o,

,,.r o

-1
walllie




- 11 -

Sopstvene funkcije operatora _Lm. (™) odredjuju se iz opSteg resenja

y___: ZCA ,5'-"(' | | (21:3:

diferencijalne _jednacn.;_le €(Y)=0 ,i zadanih granisnih uslova

o
Uit} Cljamo, Fmtmem)

S=Aq
u zavisnosti od kompleksnog.parametra A .Pri proizvoljnoj sénstveno,]
vrednosti A=A ,buduéi da je %@(Ax)ﬂm_i,konstante Co (4=2,00.,
moragu biti pr0porclona1ne kofaktorima elemenata neke vrste determinante

sistema (2.4).Sopstvena funkcija moZe biti napisana u obliku .

AQ A&
e 4x L » -» e mx

u“f (‘\) ) . 9 z“lﬂfk)

» 9 & L

(2.5

luﬂ"’;(m « ¢ o uﬂ-i*nf’\) | A= Ax

pod pretpostavkpm da je bar jedan minor elemenata prve vrste razlidit

od nuleju protivnom sludaju,treba uzeti u obzir druge vrste determinante

A (N) taxo da bi pomenuti zahtev bio ispunjen,Ukoliko bi bar jedan minor
elemenata prve vrste determinante (2,5) bio razli&it od nule kads A==Ar
prolazi éitav skup sopstvenih vrednosti AN ,tada se iz funkeije .f"j(ﬂc A)

Bogu dobiti sve sopstvene funkcije putem zamene A= Ar ,dalle yn(ac;—-ry{x,\ﬁ
( R=14,2 ce, JePri ispitivanju viSestruke potpunosti,pomenuta funkei-
Ja Y (e, A) imace fundamentalnu ulogu.

DEFINICIJA 1.3. Funkeija Y (x,2) iz koje se puten
Zamene sopstvenih vrecnosti A= Ax , Vieed\ mnogu dobiti sve SOP S~
tvene funkcije diferencijalnog operatora L,,,_ (A) ,zove se OSNOVNA PUNKCTI
JA problema (4)), '

DEFINICIJAILM, Funkc:LJu "‘J(TAa),prJ. Cemu je A= Aa Proi-
zvolaan kompleksan broj razlidit od nule i svih sopstvenih vrednnsti,a
y(x A) o0snovna funkcija,nazivamo FUNKCIJOI DEFEKTA problena (A,).

22 FINICTJ A5, Neka je v i) ( V= 4,2, ... m ) proizvo-
ljan niz furkcija iz prostora L2 (o, ) i Y (x, &) osnovna funkcija
problema (A, Funkeiju

g0 " .
FN:E A Offy('x',.\) for(xida (2.6)

zvatemo FUNKCIJO POTPUNOSTI problema (4.

&




e _L"’- -

Predjimo na izvodjenje dokaza nekih stavova,koji ¢e imati konkretnu
primenu w drugom 1 tredem delu ovoga rada.

ST AV lol. Neka Je soPS'tvené vrednost = A, operatora L,-,a_()‘j ,

koren jednatine AM)=O reda P= P Tada _je

(y;.p) ‘BP( ‘y) (20?)
o . rv:.m
pri Semu: je " ( P=%,2,..., Pr-23 V=0 1,...,%-4) izvodni lanac

sopstvene funkcije ’7—? (xX) »

D 0O K A %. Po pretpostavei,sopstvenoj vrednosti A ==As odgovara
sano jedna sopstvena funkecija Af= ofw’(cc) .Veza izmedju sopstvene fur-
kcije i njenih pridruZenih funkeija ‘ff, Rtx) (P=252;5 4« o 3 Pt ) izra-
Zena je u obliku

(42) 4 9% ()

*

(Najmark M.A.,str.22, [24] ).Iz definicione formule izvodnog lanca (2;?.),
sledi '

Qj{w, Z( ) " q;(-f:) | (2..9)

Uzimajudéi u obzir (2.8),imamo

V' (-‘Ri Y-4 | 'ap' !
A . 4 Z
) ""5 (d) (D=8l DAP-3 la=>nr
= 4(P) A 2(x) Py
- pLAe N> @Aﬂ-ﬁ A=A

(2,10)

Zamenjujuéi izraz (2.10) u Jednakostl (2 9),koristedi nrl tome Lelonitz-
ovu fornulwu, konaéno na1a21mo

Ay 2P-3,
Ty /Lo

Srimetimo,da su sopstvene 1 njima pridruZene funkcije medjusoosno ili-

. % (N 5 ‘
N i T

nearno nezavisne,i da samim tlm induciraju poaorosuore cije su dimzuzije
Jednage redu odbovara.auélh sopstvenlu vrednosti-korena jednaline ;A=

¥




- 13 -

S 2 AV Ye2, TNeka je osnovna funkcija problema ( A,,) odrediena
relacijon (2.5) i neka je Pq(A) == O (g=0,2,2,.. ., G ),zde su
/P? () A -~ polinomi.Tada je indikatorni dijagram funkcije vnotpunosti

) sadrzan w indikatornom dijagramu karakteristidne determinante A
{(») S .

D 0 1{ A 7, Imajuéi u v:.du strukturu fumccm;]auﬁ(ax) (3....4 22ene M
A= 4,2 m- 1) razvijeni oblik determinante (2.5) glasi
-— p o ¢ - ,

AGLXC (ng-f-’?g?]

/y(x A)== Z [%, nNe &+ Z 243 NE€

A=4 <g) _
pPri Cemu su Za(A) i 2@5 (AJ)  polinomi po parametru A ,Funiciia

(2.11)

potpunosti F{a) (str.ll) je cela i eksnonencmalnoga tma.ﬂ;jena aS0-
cma.na f’un..cc:.;]a ima oblik |

-©¢ |

V()= 56 “Faidz ; z=ne , 730
pri cemu je = proizvoljan ugao;Na osnovu teoreme Poly-z,indikato-
rnl dijagranm @ funkcije F N gimetridan Je indikatornom dijagramu

"Pp funkei je ¥(A) u odnosu na realnu osu (Levin B.,str,. 114,[43’1)
- Prema tome,tvrdjenje stava de biti dokazano ako nokaZemo da se indiya-
torni dijagram funkecije WA} sadris 0 konjugovanon dijagramu qjg
funkcije A (A) (vid.str.8).U spoljasnjosti indikatornog dijagrama ‘fp),,
funkeija ‘;‘/(A) ae analitic¢ka i moZe biti predstavljena u obliku

‘!’(h)“ 2__ laf’v(ac) 2 (X A)dor.'

pri demu ae

ra oo Tz m
Z(CLZ=A) 2(W4x+?3 P
y,‘lf(x M= Z-. IZ Ego (z)€ + o Vi (z)€ _Zdl' --6 s (26,7)
%=1 O (2) =4

PoSto su fa(z-) i fég (z) polinomi po =z sa koeficijentima koji
zavise od koeficijenata granidnih uslova (II),%to putem integracije dow.
bijamo '

& -445?;) |
B g
v/‘lré (x 4\)"— Z (‘Q,dx_‘\)e ~+ Z tw°x+‘2 JZ'-}\)M
7
€g,m)
e :
gde su: L9 4 ﬂ,,, konstante, € i1 #  npenegativni
celi brojevi.Stoga je
. ' CsV " Z 4'5 _ : k.
Yo (X, 0) = 2_ (wsn—n) € 7 T

& .x-f"* Tamd )R
¢,e) (4»',,5]‘,4*:':}IL 2T g
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Singularitetd funkei ja ¥, (XN (Ve 4,2,000,M;0£X 47T ) pogu biti
samo tacke u kompleksnoj A =ravni koje pripadaju segmentima, oblika
Ef'l.a '3 (GJ¢+”29)T]. Krajnje tacke tih segmenata, su ustvari tacke Mgl (9=
JJZ‘,..',.G ) koje pripadaju konjugovanom dijagramu 758 funkcije A L) .
Zbog konveksnosti toga dijagrama, i svi pormenuti segmenti moraju biti
sadrzani u dijagramu dj’DA . Otuda zakljucujemo, da je dijagram @w sadrzar
u dijagramu @a , Sto je trebalo dokazati.

U teoriji celih funkcija postoje stavovi o takozvanom otsecku indike
tornih dijagrama celih funkcija eksponencijalnoga tipa. U njima se preipc
stavlja da su nule tih funkcija prirodni, ili op3tije pozitivmni brojevi,
koje ispunjavaju odredjene uslove (Levin B., atr. 90, £19]). Podto

¢emo u ovom radu koristiti fukcije iz pomenute klase, ¢ije nule ne mora;

biti samo pozitivmi brojevi, to se namece potreba za generalizaciju navec
nog stava. | |

ST AV 1.3. Neka je f_(o\) cela funkcija eksponencijalnoga tipa, &ije
nule A=Am (Mm=1,2, . « ¢+ » ) zadovoljavaju uslov

-

\
Tada postoji prava (£ ), parzlelna imaginarnoj osi na kojoj se nalazi
stranica indikatornog dijagrama funkcije #(A) , ¢ija duZina nije manja
od 2?fd. Pomenuti dijagram lezi u levo]j poluravani u odnosu na pravu (€)

/&m-;\-;l—-— DR ( ov0 )

m~ 0

DOFKA Z. Obra*ujmu sledede funkcije

_ F)
?(A)-.n[l( --——- 1 (A= 7 (%)

Funkei ja ga\) je cela, eksponencijalnoga tipa 1 potpuno regularnoga résta
(Lev1n B., str. 287, [18] ). Indikatorni dijagram funkcije g-()\) je otsecdak
imaginarne ose duZine 2W ¢l . Podto je 7{(4\) cela funkcija eksponencijalnoga
tipa po pretpostavei, i kako je FlOwm)= GOm)=0 ( m=12,2,. . ., )
to je funkecija (A takod je cela i eksponencijalnoga tirm . Na osnovu

poznatog stava (Levin B., str. 208, [18]1) izmedju indikatora tih funkci
posotji slededa veza. - |

1{{_(@)?-'- f,,(@)-f-ﬁz? (®), 0¢<®¢ a7
111 |

B= R+ R

gde Jje sa @ oznac¢en indikatorni dijagram odgovarajude funkcije. Konstru
Simo pravu ( € ) paralelno imaginarnoj osi, koja sa d4dijagramnonm ﬂlayr




ina bar jednu zajednidku tacku A = Xo ,5 tinm da se dijazran % |
nalazi u njenoj levoj poluravni.Bilo koja talka A=Ag dijagrgma@; od.
redjuje se pomodéu jednakosti A;-’\w-f- Mg ; Ay € f , )\9 eﬁ? . Kako

dije gram"jg leZi na imaginarnoj osi,to 'l:ac.u:e A= do+Ay Ageﬁ? , 0D 1i-
suju dus koja leZi na pravoe] ( € ),i istovremeno pripada dijagramu “333-;

DuZina te duZi ignosi 27T Imajuc¢i u vidu izbor tadke A=Xxo ,zaklj
Sujema da se indikatorni dijagram funkcije £(A) nalazi u levoj polura
ni u odnosu na pravu ( € ),3ime je dokaz zavrSen.

STAV 1.4, TNeka je osnovna funkeija 4 (X,\) problema (A,) o'.dredje.
na relacijom (2,5),1 neka je funkcija potpunosti F(x\) identidki jedna.
ka nuli ( F(N =0 ).Tada je £, (x)=@ S.S. u intervalu ( 0,7 ),
(V=142 ... m ). | |

DOXAZ, Polazec:n. od (2, ll) ,fankciju F(A\) moZemo pred¢staviti u
obliku

oL

Fin) = Z%m (m-»Z 2 Dag 3 Fag () (2.12]

S=1 ﬂ‘})

pri cemu su 27,:, (N 1 gf’? (A) polinomi poA,i dalje

AGJ :("
(A)—-ZX‘”‘ e }v(ocjd,x

’*"?9

Fi‘ag(%)“ F;.,()\)

Neka je A== fze ( O/l «4 00 ), @ fiksiran ugao.Na to] polupravoj
svi sabirci desne strane jednakosti (2. 12) mogu biti grupisani u sunme
Cfp (AN) (Mm=21 »2,.-.M) po brzini rasta.Radi odredjenosti,uzmimo da fun.
keija (EZ)' (X) ima najbrZi rast na posmatranoj polupravoj, Nap:.slmo funxe:
ju FK» u obliku

F\) =Py [1+ ey)

gde jJe , /M) | - | R

YN =t D PonlV e
C’bd( ;44".2 ‘ |
Zza dovoljno velike vrednosti realne promenljive R '( L7R ) ,funkeiia

r0Ze se ucliniti dovoljno malom velidinom po modulu.Po3to Je funkeijs
¥
t—ﬁ {7) cela,to na polupravoj A=~ (777 ) nofe imati najviSe

nrebrojivo mnogo nula.Iz pretpostavke ~ (A==  ,sledi




P, (e [_1+‘*”(’1€@')1'f—:o , fer R,

| . o -
Kako je A4+ ¥(xe L):;':O , 50 mora biti C_‘,_Bj_(fze 3_:._;0 na poszuatrant .
polupravoj.Posdto Je Qﬁi (A} cela funkcija,to je C_Z)-,_. (Ai=0 ,odn'osnb-'*'i"’%
P20 ( m=2,3...,M).Nastavljajuéi $im putem,dobidemo

F,:,()\)'_'_-:_ O)L ( D= A, 2, o 'am)

Stavijajuéi AU=% u skup identiteta

- L T\ |
z -4 oC
F.'»a(h)::qr )\ Ofe Ggqr(x)p{x—.___:_o“

dobijamo sistem jedna¥ina po /& ,oblika

Cry V-1 . o |
‘VZ IQ:H] y"-v-(/Z):—' O) (/5: '_1_,,2’.‘ - ) | .(2:..13)
=1 ‘

‘pri Semu Je

ard [ K | '
Yar ()= 2" [ €7 ap (o) x - o
L &

Kako je po pretpostavc'i C%-:,éw.t ( St=2,2...,m At ) to je de=-
terminanta sistema (2,13) razlidita od nule,Sto znati da sistem ima sa-
mo trivijalna reSenja |

y"u'ffz)z@, ( Qr:d‘p‘?')‘."ﬁo?).

Ko/ moZe biti ma kakav kompleksan broj.Stoga je

'
Prle)=0 =% [e*"f, xyefx=0
o

ili oo
‘ b
‘-'.-_-—- l"}'}t ¥
Iz (vJ ~ (v’ ~AIYL
| Z_ "‘:";L”}' m J*-:_—"-'O = t./;zan = ,(R.. —fn,,-(svc/e?/x-—.-.—-. O
MmM=0 T - o =0
- b E ] —
Konadno,zbog potpunosti niza funkcija { OC“""} u prostoru &9 ({,j ,'(,) ,
dobijamo | S - - Q .
| ﬁ}f (’JC}-::. —_

( V=42,2,..0,M ) 8.8. u intervalu (0=
Tine je stav u potpunosti dokazan,.




3 REGULARNOST GRAWICNIH USLOVA HOMOGINOG GRANIBIOG
PROBLENA (Anm), “

Pri izucavanju grupe zadataka graniénih problema(asimptotika sop-
stvenih vrednosti i sopstvenih funkeija,razlaganja po sopstvenim fun-
kcijama,funkcija Grenn-a i dr.),pojan regularnosti granidnih uslova
Predstavlja jednu od bitnih pretpostavki.U konkretnim situacijama.niz
autora kao na primer:Najmark l.A. [24] (str.51),Zdanovié [471i Rast 3 w
[23] definiSu regularnost graniénih uslova,koristedéi pri tome" jednu
specijalnu klasu graniénih uslova koja je detaljno opisana u TONO g T A
fija Tamarkina [29] (gl.IV).Treba odmah istadi da Tamarkin tu klasu gra-
niénih uslova nije nazvao regularnom,ma da se u savremenoj terminologi-
. J1 ona tako i naziva.Koristeéi postupak Tamarkina,definisademo regular-
nost granicénih uslova homogenog granlcnog problema (4. Prethodno uvedl-

mo sledeée oznake:
~ _ | (3.1)
| j‘:‘?*o(j),z\ﬁm . '

| A m r’ Mg AQ/MT.
det || A;5+B;,6 xli = [_45-:+B§4€A L Rim+ Bjme J (3.2)

pri cemu Je g* | lconstanta,ili' opStije funkcija od A |

U kompleksnoj A - ravnikonstruifimo prave Ll ( <=4, 2y eee,C )
‘koje prolaze kroz koordinatni podetak,i na kojima se nalaze sve talke
W, ( #=2,2, ... , M ).Neka na pravo] Law lefe tadke % T“’&z ":‘f” @.s(:
i neka je o¢m ugao koji ta prava zaklapa sa pozitivnim delom realne
ose.Xonstruisimo dalje,sektor fﬂg prolzvolano maloga otvora (sl.2) &ijs

simetrala zaklana sa pozitivnim delom realne ose ugao //343 po formuli

?-OJM : O‘i'oéﬂ"‘y{‘a
/3m= 3T _of o .
Z-%% ] Ziode T

U daljen toku izlaganja, jednadinu AN=0 posmhuﬁgcemo w sektoru X o
Elenente determinante A (N mo¥emo ‘napisati u oblilu

4}@"‘33‘46 Eﬁ” -}-_L_;j.ée J | (3.3)

I P,s najvecl gtenen pollnoma A7) 5 B34 (N) .Sve brojove Wy




& ..r"'\_

. o VR 43 (7)) . Sy
toji su rasli®iti od @) @, Upn bodelimo u dve gr 1

N PPt
F

- L - .J' el

je su okarakterisane relacijama:

A, (.Re («\QJ')'—":OJ Cim Re (A W)= oo (3.4)
/\ESxJ)s——?m Aeb-"ﬂ)}s""”m |
pri cemu su w! i @' reprezenti tih grupa. Uzimajuci u obzir

(3.3) i (3.4) determinantu A(A) u sektoru .5'4;;, moZemo napisati u ob-
C lixm M

| f'_:fz’*s AT

A= "1 ¢ Ao(r) , A€ Sk

pri demu determinanta D, (A) ima slededu strukturu
A= Foeo Bt Bis€ © - . Gim] | AeS
dﬂz *
Zamenom A€ =3 a zatim razvijanjem determinante Do (M) ,dobijamo

~ (W3~ ary €% ~ .rmc..(“’
r) ey 3 (R 2 3 &8 ® D -
AoAN)=H, (3)=Me " 7M. 4+ ..iMg e  Zgo (3.5
pri Semu je: M Wim .., cmgl , M= ML o (1) 3—a
i f“/:mj ML M}:’ xonstante.
Svakon sektoru Sk ( m = 1, Ry o o e, U ) gornjinm postupkem ko-
respondira se jednadina oblika (3.5).Na taj nadin vidimo,da se reSenja
jednadine A= koja pripadaju sektorina Se  nalaze puten resa-

vanja jednagina H, (3)=0 ( m= s Ry v oty I

L7

X

Sle?

- Laccijalnu klasu granidnih uslova,o lojo] je u poletimu ovog para-

&
»

sroia bile reli,Tomariin je odredio pomodu sledecin uslova:s
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A XKAR) A H(R) | |
M4 ql:o, MG‘&'—":O ( 4Q=1,2,,.,’6v) (3.6)

To su wustvari pretpostavke,kdje pomenuti autori ( str.1l7 ) koriste pri
definisanju pojma regularnosti granidnih uslova (istina u konkretnijem
obliku zavisno od granilnog problema koji se proudava)., Na osnovu
izlozenog, a u cilju terminolodke preciznosti u daljem radu, definisader
regularnost granidnih uslova na slededéi nadin.

DEFINICIJA 1.6. Ako su ispunjeni uslovi (3.6), tada
cemo re¢i da su graniéni uslovi homogenog granidnog problema (Am )
regularni po Tamarkinu, ili jednostavno regularni,
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IIDEO

1. DIFERENCIJALNT OPERATOR .o (N . SOPSIVENE FUNKCIJE I
KARAKTERISTISNA TRTERMINANTA DN ,

Ovaj deo posveden je izulavanju homogenog granidnog problema (1),
koji je odredjen skupom jednadina: |

(1) f&y;fy 2aAy 4 6N*y=0

. 42 42 . - '
(II) uj(’*j)"; [am’{j ¢o)+ G5y ’?7‘{-‘.’;]_- ( 7=1,2 )
ili krade jednadinon (M/ﬁ{"' ,egde je L, (A) diferencijalni owewa-

tor definisan linearnim diferencijalnim izrazom ffﬁyy i granlénlm uslo—
vima (II)o.Koristidemo sledede pretpostavke:koeficijenti Afnz i 6 7%

( 7= 2,2 ) su u opSten sludaju kompleksne, KX i 6 (5_@370‘)
realne konstante i A je kompleksni parametar.
» . ’ ~ nr . *Q’fx }‘Q’ax . v
Stavljajuci opSte reSenje Y = Cir€ C. € d1¢eren013a1ne

jednaéine efﬂﬂ%—- u (II),dobijamo homogenx sistem linearnih Jedna-
gina po (s ( ’5‘-"-4 2 ),oblika

: Céujo(-")"—'-'-‘o - ( J'"= 2,2 )
liatrica toga sistema | | =
D™= Wizl z
ima elemente
. - : Ay
ujtﬁ (M= ijf:,‘i'B;;,ﬁ_e
cde Je
- T
pl— £ e i’ K=-1 I " o e . T— .

J - ——

1
t3




puten raclaganja,dobija se karakteristidna determinanta u razvijenomn
obliku,dakle

NI = A, Newyrey, ) |
A= Po(n)+prive o Pve  apsoe 0 )7 ©(1.1)

pri cemu je:. -
Po O\)—-zp fzo)“' Palrr= Hsled*2%, (JL;QJ,-,:-AJ @2 )N+ 72,

Ps(z\)~—2/3»‘£sxr- Pa ()= ..fzf!w”;\._.:(:fig%.;,,gw,))\_& (1.2)

Ho=[05:03], A= [5j223), Aom D532 ;, Av= sz
/'i?,, [Gv;d_?,] Ae= E"Jig] B=V3

Neka Je A skup svih sopstvenih vrednosti operatora L (7 .Svaka SOT

stvena vrednost je istovremeno nula cele funkcije &) ,dakle
A":{/\%'} AO\R)::O R=4d,2 .., }

Pretpostavlijamo da A=QO nije sopstvena vrednost,i da je /Z’aﬁz/?&aa‘rq)_
Vined\ oPod tinm pretpostavkama moZe se odrediti osnovna funkcija
problema (A) koja je definisana u prvom delu.DokaZimo to itvrdjenje,

S LT AV 2,1. Neka su sve sopstvene vrednosti A=A=x ( =1 q,;.j)
operatora L, (X)) , jedininog ranga.Tada postoji funkcija (X, A)

1z koje se mogu dobiti sve sopstvene funkcije toga aperatora putem Za=
rene A—Aﬂ.

D.O K A Z. Uvedimo nove graniénelﬁslove,oblika

Fame "]

(Tr) Welopr=tty)r LUetg)=0

e

(273 ()= U (1f}=0

i odredimo broj AXF 0 tako,da bar Jedan izrag

(Z/{ﬂb (’\)—- u-!j (A + o 24-2.5 ()\ / ("5‘-'-'1{, <,/

bude razli¢it od nule pri ma kojoj vrednosti A= 2% , A c-./k. .
Da je to uvek mogude postici,moZemo se uveriti na slededi nadin.PoSto
Je po pretpostavcisza proizvolinu sovstvenu vrednost A= A

to bar jedan element Uss (Ar) ( F,5= 1 - Tkarakterist sidne. nat-
oo
rice o {Amx)

- = - W - - ﬂ/ Fi ) .
mora bltl razlicit od nule.lieka je lis Q)= (-5=2,2
Tada je jedan od brojeva (lrs(x) ( 3= 2,2

R, vaz ?“if Jong=1

) razlidit od nule pri Zemw
je ¢ proizvoljan dbroj,%to znadi da je {ls(A)E0 LUkolil o Je s Dw :

o
(%= 2, < ),tada pri ol =k~ “2lr2 govijamo s Gw,ﬁ* 0 .




Drucim redima,parametar oé ++aha izabratl taiko da bude razlidit od nu-

le i svih brojeva oblika -~ Mes (r) ,za koje je Uas(re)==0 , dme N\

WUzs (Xm)
( A=2,2 )o

Iz identiteta

| Uge N+ L Uzg () Uz (M) +L U2 (A) Waa ) Uz (M)

AN = = Ax)

I

Uy (M) | Uz (N) Uz N) E(fza(")

sledl ekvivalentnost, graniénih uslova (II) i (II) Obrazujmo funkciju
Q}’C‘U!DC ekw‘,&x |

Y= | | _ - (1.3)
Uy N bl Uag(n) 1N+ Uz (D)

J
Pri promvol;]no,j sopstvenoj vrednosti )\"")wz ,funkcija ”’/ (X, Ae) e
netr1v13a1no reSenje Jjednaline (-'y —Q ,koje zadovoljava granicne
uslove (II),atO znadi i granidne uslove (II).Prema {ome,sve sopsivene
funkcije operatora L, (A) dobijamo iz funkcije 1/(x,a) ,putem zamene
odgovarajuéih sopstvenih vrednosti A= A MR=1,2,« 4+, )sPo definici-
ji l.3,funkecija ?(:x? A) je osnovna funkcija problema (&),S%o Je 1 treba-
1o dokazati. - .
e ogranidavajuéi opStost,mi cemo ubududée koristiti funkciju \
e’*@f.ﬂ: 63504:2{_‘ | |
/lg_(’-‘C,AJ'--'

U M) Ugz (N

u svojstvu osnovne,pretpostavljajuéi da je lu“(h“‘*”""}i&a(wjyo) Vo e A
Njen razvijeni Obllk 51a31

o <

A (s LTI i
Y (%, 2) = ZQ»:.(M _ Z Zsq(x€ . T o (1.4)
% 7=1 | |

p:l cemu Je
Q,b(;\)——-(-f) (Ciﬂ'*@ma{.;")
Gag =0T (Gag+ 620 N) (%9=1,2; 5%F7)

2, INDIKATORNI DIJAGRAMI I CARAKTDAISTICHE DETIRMIBNANTE D (M.
REGULARNOST GRANICHIHN USLOVA .

Uvedimo sledede oznake: Ae=2 , Ay=T 3 AasioeT L Az=-RQY
% pre mosuu.vma da je <O JPolte singularitetl asoclrane funkcije
"*’(k)“‘f RERRaRN ‘A(L)d e Funkeije (X)) ,mogk biti samo talle Ay (4= ”*-’f_; J
to temene indikatornos dijscrama funicije A (M) Sing,uprave telke x\,.:, ( Ve

:1i ndke od njih).Vrsita indikatornog dijagrana,oCeviano Z&v visi od toz

ioli nexi <\ -polinom i8lezava u Iunkcijidi{r).




Pred jine sada, na klasifixkaciju indikatornih dijasrana.
3

Le ﬂ P5(2) == O -Romb sa temenima Ay ( =0, 4, 2, 3 )
4=0 '

Primexr 1. e[fg)-..-_-o; 'Z(;:/y(c)f-/y(:w.—:o Z(a,=?*(o;+gj’(r)=o_

DN =-280(1+¢ Q"j._e'w”"ﬁ. e 4T
L ' |
A

A2

Sle3

2. éﬂ Pul™EO0 , Pr=¢ -Trougao l4 sa temenimaAs ( &= o,4,2

SA)= -2ﬁm NN Ao T Ay e’“‘"’“

Se n Paln)z= 0 *Pa(A/EO « Lrougao T, sa temenimaA.,, _( A= d._,z:B ).
?r;;ur 3

Cy)=0: U= YT)=0, Us= (0 )7 YT )=y

A
A= eXuT e’ T asine” RRTA

4, 4’]07% N 00 , biN=0 .Trougao 73
oEd
Pricer 4,

sa tenenimaAs (.»5:_-0_, 24,3 ).

6’(4/) ? 2,\;;/-.&.2.\‘?' =03 ?f{f—-'?-”f-“»‘i-!-*;/(-ﬂ'/-
A= 2A+ 2)\6*?0- RN

Uz=c o)+ Y Ti=0,
2xce

H Palrhiz= O |, P20=0 o« Trougao T, sa Temenima Ay ( A#=0,2,3 ),

4‘5-‘#2 |
Primer 5. €(Y)= s zanyl, on2 0
— — - )t L f — L '_—_-:‘? '.f ¢ - A i . .H‘ . ‘
. =Y .‘ YN =0 3 U= Ylortyiz)=0, Usmtf Cop iy i)
| A= 20N +2A(1_g;g*“ff+f;ﬂ_2Ae 27T |

6o PyNEO, P2 O ',bﬁwfo Py o= 0 - 02sedal J= A, 21

Primer 6, f(&j}-—-o - , = .-tj o, -—-Cp Wi__/y’r/_
| N )= 6)\50 2 2T e g\m,

Za glucaj kada Jje =0 ,i:qdi atorni dijeosram je odseda .:Lfi [0l s
100D

.}l_,,.i-_
( /3= /6,670) ,dok se za @7 dodvijsin simetriini ¢ijagrani konstrui-
nlw U 0dnosu na inacincrynid ocl. Lol

-
% 'h'-t_'\.-‘-

{'u

®

k-

L O
r_) I_J

fte

Ay

i 1—

~-
-h-

0 da

L

)
[’1
{
F {
by
Ca
-4
(7
i3
{3
-
€3
N
)

..115:3013:3. obunvata sve mogude dijagrame funkcije AN ,Priw

iy

[} L
1-‘
ULl

(D
c_3
D

i




n svinm datinm prinerima 1-46: A(O):.—o i &'{o)¢ O .

2ri lspitivanju regularnosti graniénih uslova u smislu definicije
1.6 { I deo ),razlikovademo sledede slulajeve: Re (Ce) == O i
Reltwe) =0 o

ST AV 2.2, Granidni uslovi homogenog graniinog problema (4,) pri
uslovu Re (@) =t0 ,regularni su tada i samo tada,kada su svi A “DO=
linomi karakteristi®ne determinante A (A) prvoga stepena.

L O K & Z.Radl odredjenosti,pretpostavimo da je O <4 Qtoln= @< 3
U kompleksnoj A - ravni konstruiSimo oblasti oO¢ i D4/ (C=212)

na slededi nadin: ' - ~_:
D, lRGA- (T3} <€, In]7 R
0, lmga-(’*’}z-}@;u{, IA]7R

ﬁ'

bl °"~;>2+£ simetridne oblastima ‘aé (e= d,-?, ) u odnosu na }cordinatni
pocetak,pri Cemu Je €0 proizvoljno mali,a R dovoljno veliki pozitivan
broj. | | |

Sl.4
Ocevidne su sledede ne jednakostis
 Relrwyro,aed, i Pe (Aew)co, A€ D, (2.1)
U oblasti C@i na priner,funkciju Alr) polazedi od (2.1),mo0%eno napi-

sati pri dovoljno velikom 9% u oblilu

o [' ' Al Atz ory M -—E- N o
— ; - 7 7Y . T “en - e . [

7o ....-’-;rm i
.y __e}’cd-’u'."" j f"ﬁ - iy e e A“;*F“sp‘ ""Qiﬁjrz’ et ~ AL, e
— ¢ v M TL )l e ) “ — 2 oA . R XSS
J i g _‘,J, i - e - £ o
L - JT T z ©RTIBC J

sde je
‘13::.:‘7”;(?\)-#0(4) 5_..79 _ \ )
> T IHNNC), K 00, )\ € oy




I
g
i

!

Odatle proizilazi

~ AGuR - |
&(7\)'—0@' ’f->4+793e ___0, Aeg()i. ('202)
Slidénim postupkom,dobijamo
A A NG
'E_O'f'Pz =0, Aéca.e |
AN=0 &> ‘D.:-#-fo; ’“:"L@J A& Dy | (2.3)

’p"'f'P3e 4__0, A&CZQ_

Uslov je dovoljan.Neka su svi polimomi 2, (A) ( #4=0,4,2, 3 )prvoga
stepena.Tada je ' |

Py = PaN+o ()= A[Psro )] =ATS (3=0,2,2,3 )

pri Semu su svi koeficijenti 9, ( #=0,4,2, 3 ) razliditi od nule.
U tom sludaju skupu jednadina (2.2) i (2.3) ekvivalentan je sistem jed-
~nacina,oblika

Po definiciji loG,graniEni uslovi problema (4,) su regularni.
Uslov _je votreban.Ukoliko su graniéni uslovi regularni,tada postoje
sledece relacije:

IN‘PS o |
M“’-}-M “’e =0, A€ ¢

A(J\)=O<=‘} : @,
) | 4“-1- a.“’e* T AE°2)-2+¢ (¢=2,2) (2,4)

pri Cemu su 7, NG A = c P& ]

Y s , N ( ¢, 5= 4, 2 ) konstante,yazlidite od
‘nule.Drugim reima,siup jednadina (2.2) i (2.3) moZe biti sveden na
sistem jedna¥ina (2.4).S obzirom na strakturu polinoma 24(A) (s=4,3, 3}
to je mogude samo onda ako su svi prvoga stepena, |

ST 4V 2.3.6ranidni' uslovi homogenog granicnog problema (4,)pri

uslovu Reltos) =0 sregularni su tada i samo tada,kada je ispunjen ma
koji zahtev oblika:

1). Ay=+o0,

2) e &:C’J, 42_--‘?.5'#0)

5)e Ay=o0, Aa- R3=0, Ao+ Re=0, Aodo
pri Cemu su .12,5 ( 4= Qa,d,) R,3, 4,5 ) determinante iz (1.2).




DO X A Z.,P05%0 je po preipostavci Q-’4=ﬁfo i Qig,-..—..-—/:’ac (ﬁ:VE?O),
te je odgovarajuéa karakteristiéna determinanta oblika -

Ar)= ~2/3 (Aot A IN+[R, LA =A5) A MHA :J; [-3;' -4, "ﬁ(ﬁa—;{g,w'-,aﬂ'é'\%z .5)
Uvedene oblasti u prethodnom stavu,u ovom slucaju svode sSe na dve ob-
lasti 1 to: |

D4t lagal <€, IR 3

Dt langa-mice, IAI7 R,

Zbog toga Sto je funkcija A(M neparna ( A N)=-B(r) ),dovoljno
Je ispitati regularnost granicénih uslova u oblasti 5'04, «Ukoliko su gra-
niéni uslovi regularni tada mora hiti

~ - A . i f.‘/3)|. . _ _
AO\)'—O << M4 (/j Mo+ Nig€ ? /\é@i (2.6)

pri gemu su M,;" (A=4,2,3 ) konstante i 'Mz"“‘,Mg‘*‘,;,o +X20 u prethod-

nom sludaju,uporedjivanjem jednadina (2.5) i (2.6),d0bija se tvrdjenje

stava.

Do DVOSTRUKA POTPUNOST SISTEMA SOPSTVENIH I PRIDRUYHNIH PUNKCIJA
OPERATORA L2 (N U PROSTORU &€ *(o,7) .

Uzmino iz prostora c%’a(@ Z) ma kakve funkcije o (2C) ('?-"-"i 2 ),
i obrazujmo sledece funk01ae.

Fin)= Z,\Viffgfq: s B (ocyctoc
=
F(A)

Pir)= A A

pri Semu je (%A} osnovna funkcija problema (4,),a A(A) karakte-
risticna determinanta,Funkcija potpunosti F(») mofe biti predstavlje-
na u ovliku

2 . |
F.(A)_— ZA 15(4\)an05) +L)\ 7D (A)F"ﬁ 'U-(A) | : (3‘"1)
S,V *55'?}' 4 2?? 7
gde je - T
| TACU o’ '
Fv;'v‘ (A)== Ie = o (e)clsc | T e2)
v LA ==

ACUTZ"

E&gv (r=¢ Fav (N (s=Eg)




- 27 =
ST AV 2.4. Neka je [n= E:})
noj A-ravanl postoji b-r Jjedna prava A na kojoj vaZi jednakost

Y =00y Aee

pri éemu 4° moZe biti O i1i -1 .

D O KA Z, Polazedi od date klasifikacije indikatornih dlaagrama,
sve moguce oblike funkecije A(N) moZemo podeliti wu dve grupe i to : kad
je PsNs=0 (4=1,2 ), odnosno PMEFEQ ( #=0,3 ). Zbog toga
demo u dokazanom postupku razlikovati ta dva slulaja. |

1). P,-,-,(A)éo { A= 41,2 ), Pokazalemo da se za pravu—?/moﬁe nze=-
ti imaginarna osa. | |

Kako je %e(Am,1=-¢ﬁ,¢7L’e(A®3)—fzﬁ, A= ’5"' Gy = L+ ‘/5; = @y
to funkeciju |AMO] ( -o0 <44 o0 ), za dovoljno velike vrednosti
'|a¢,| , MmoZemo né.pisati u obliku |

cela funkcija. Tada u kompleks-

- % : ' |
6_473 OXCTAITES Oif'l)] , =t

{ACO=< |
€ ? 'P4[’GE) “'f'o.z(‘”l ? =y — ©O

(3.3)

Neka je W dovoljno veliki pozitivan broj. Primenom nejednakosti Holw-
dera na funk013e iz (3.2), nalazimo | )
TR e
| Far (2id] | | Fogrr (203} éWl%l e, inira (Beay ™=
Neka je dalje, sa Z(N oznalen ma kakav polinom tipa (X i Qsg)
(A,9=4,2; G ). Polinomi PsN=E0 ( = %52 ) su uvek istog,
i ne manjeg stepena od polinoma ¢ (A). Stoga postoji nejednakost

(2 |, a P ‘
24(%‘0]5“}\1[@' L R 2 | - (3.5)

gde je M neka pozitivna konstanta, a {2 moze biti samo © ili -4 .
Na osnovu (3.3) - (3.5), imamo

p+ia
l‘f’("ml llzz::.)'l = [aw——' Z I fv“]lfcl , iz
111
|(\"('u.JI*-'O(lfr.lpw‘z , ==
gde je O« M < 4+ o (1] (B=2,2  12]7 %)

>

Kako jJe (f’(}\) po pretpostavei cela funkecija, to konalno dobijamo




I . i
P (ri)=0 P (-0 craoo ) (5.6)

2) ‘PA(}.) = O ( A=0,3 Y. U tom slulaju,dokazuje se sliéno

kao u nrethodnom,aa realna osa ima svojstvo prave € ,dakle
’ | f/n |
99(12):0(/649.* fh) . ("'""‘-.-0 < L &4 ) - (3-7)

POS8SL=EDICA Ako Je funkecija potpunosti oblika

npriii———

a
Fon= | aytze,r) £(csctoc
‘ ¢

tada vazi: YPIr)—= o ,kada AN < , Ae&€ .Taj rezultat sledi
neposredno iz stava 2.4,pri specijalnin sludajevina: £x)zo, £40x)=Flzx) .

'Reéi éemo da je zadovoljen USLOV (B) j,ako je u formuli prethodnog
stava P=~4 Predjimo sada,na lzvodjenje stavova dvostruke potpunostio

5™ AV 2.5.Neka svako] sopstvenoj vrednosti Am=FO (M=12,2,.e0,)
oyera'tora L, (») ,odgovara samo Jjedna sopstvena funkeija A (X,Anm) ,1
neka su zadovoljenl sleaec:. uslovi: (B) lAi’oJ-Tl-auJ.ada je sisten sopstve-
nih i pridruZenih funkcija toga o-oeratora dvostruko potpun u nrostoru

L2o,7c)
- . 2 . X | s 4 |
DO XA Z.Neka je £ = {fqr(cc)}i proizvoljna vektor funkcija,orto-

gonalna na skupu svih vektor funkecija,oblika
2

(Pn) (V=1 1) |
j { (..;: Aﬁ"l) : ( PA,L'::O, d,...JWm—i;GI=‘1‘it.J),

u prostoru c%z (o, 7) ,pI‘.‘L cemu je

Pn
{v- ar -4
(7R ei_ e n (%, Am) 7:/ (i, pmd 4 J (Ny)

A (3.8)
T Pal DAP A=Am

I.-..I

/’j = "fj("‘: A} osnovna funkcija homogenog granilnog problerﬂa (A4
S obzirom na definiciju skalarnog proizvoda u orostoru o 5 (0,%) ,uve-
. denoj pretvostavei o ortogonalnosti, ekvivalentan je skup Jednaxosti:

2 T
_ RS Pm) | |

Obrazujmo funkc iju -

Fexy=) X “‘nyf RVESNC T
f, =1
Na osnovu (3.8) i (3.9),imamo




F( 2 3,272 PER R A,
- re HL R S W B A A R P e e ﬂ(ﬂ)f'.'t "'C}""‘ -
sree © “ veg Y ’ ’ (3,10)
1 2 /2
= -"2 Ya'pm ﬁ,’:—,ﬂ g /
~— ATy \ 7 1 CT=2pm) o .
F(i“) .:2__ - (p%"*) fartzc)elot= / BN (:_-5;;.,51);-}{%}5{&::@ (3.11)
r ( ":‘1) \ ﬁf:,‘ .o GA A: L ﬁ“-;_-'z o o

(Pa=4,2, ..., 0t ] Bisdeee, ),gde je 47, red korena A=As; jed-
natine Alr)= ¢ { stav 1.1 ).-;enosrearo se proverava da Jje: OLH{0)=0
i F(0)= @ - ,nezavisno od vrste granicnih uslova (II) i izbora fun-
Xxcija Sortzz) ( V= 1,4 ) e | |

. 1 . ' --‘- = - 1 . ™ - Y 9 hod -~ -

Podto je A(0)=(0 po preipostavei,to na osnovu svega iziozenoj zak-
1judujemo,da su-sve nule funkcije A (A} ,istovremeno nule ne manje vi-
Sestrnkosti i funkcije F{A) .S obzirom na to,da su funkeije A(A) i
F(A) cele i eksponencijalnoga tipa,sledi da je funkcija

?(M: u ' (3.12)

, . AN SN S | |

takodje cela i eksponencijalnoga tipa.Xako je funkcija &Q{» potpuno

regularnoga rasta,to na osnovu poznatog stava (Levin 3., str. 208 L2381 )
\
izmedju indikatora funkcija u formuli (3.12) postoji sledeéa veza

TP= 2p=y , 0422w (3.15)
Pokazacemo da Je 'rf,zf":: fy(@)ao ( 0o ® &« 277).U zavisnosti
od tina indikatornih dijagrams funkcije A(A),dokazni postupsk bide iz-
veden u nekoliko etapa.
' Frin
3 .- s w . > .
1).‘.,.,_4:&1 je indikatorni dijagrsm ronb ili odselal J:;, . POST0O Je

Pz e ( 4=0,4,2,3 ) u cludaiu romba,odnosne 2.4
h.-Oll’:O je rc€ o odsellm 7 ,to na csnovu stave 1.2(I deo, indikator-

"""'\

l

A)zz20 ('5=4"3*3 )

)

ri dijagran funkecije F(A) mora leZatl unutar odgovarajulesg dijegrame
funkecije (A} . 0tuda rezultira sledeca nejednakost

2

2
'};’FE""{& » O s 8o
Za cele funkcije eksponencijalnogza tipa(u naden slula]

keiji Fin)), indikatori zadovoljavaju ne jednakost

T? 70 -i-f 2 - = ity
\ v;?,-.-"h-) i {Ft'-.:'}‘ﬁ"'}?) :7(:; o} t‘_fﬁ& ‘E::r":' v O
(Levin Be,ctra84, L1871 ).icvintedi rojednnlosti (Z.14) 1 (5.18),1iz
(3.13) slodi
. ) q
:
= ApP)=s ) O wa (Z.2e
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) «Protpostavino sada la je indikatorni dijagram funkcije A()\) .
jedan od trouglova '7,'.'5 ( Ad=4,2 },11i odsedak ﬁ o Nela je To tro-
ugao 777, Jnutar ugla proizvoljno maloga otvora,sa temenom u koordunat-

-.'.'_} “t

(D
I:M

‘nom podetku diju simetralu &ini pozitivni deo realne ose,koreni jedna-
Sine A(A)=0O ,izradunavaju se po formuli

Am:%{d+a('f}3,m—vw ( A70 )

odakle, sledl
/f%ﬁﬁ/::? m-—ﬂ ( Bnro0 )

(vide,str.9).Po8to je A QGml= FOmnl= 0 ,to primenon stava 1.3
na funkciju F‘(A} ,nalazino da indikatorhi dijagram te funkcije ima
stranicu upravnu na realnu osu duZine ne manje od -272% ;1 da se nala..
zi u levo] poluravini u odnosu na pravi koja sadrZi pomenutu stranicu,
S druge strane,taj dijagram ogranicen je rombom (s1.3).2bog toga,stra-
nica o kejoj je red moZe biti samo odsecdak ? g & CO Je ustvari' strani-
ca trougla 'T;_ o 2rema tome,indikatorni dijagram funkcije F(r) lezi u
indikatornom dijagramu . 77 = funkecije A{r) .Cdatle slec'ii-f (@)4{; {(9)
O L @ ,a;vg- ,i dalje slidnim postupkom kao @ prethodnom slucaju i iden-
tic¢nost m:;(@J_:.:CD_, O £ )« 277 JAnalogno se dokxazuje 1 za Js:f:*a::tu.,g,,;::u:r"i
77, , odnosno odsedak & , s tim 3to se u poslednjem slufaju dva pu-
ta primenjuje stav l.3. | |

3).Najzad,neka su indikatorni dlgagraml funkcije AA)preostali tro-
ugiovi '775 ( A= 3, 4 ) o Dokazni postuvak je isti kao pod tadkom 2),
s tim $to se jod koristi smena A= &¢ .

- Prenma tome,u svim posmatranim slulajevima 1)-3),dokazana je identid-

nost fq(@)—__z_@ O« @£ 27 .Poito se tip funkeije PlA) ,u oznac*‘?t;

.
odredjuje pomodu jednakosti: U’\n} f??'&a.zi& (JJ Ocws 27 (Levin B.,str.G8
137 ),to je u naSem sludaju fy = O GD”ug:L*" redima,funkcija ‘Pra)

£ ninimalnoga tiva.

PoSto Je po pretpostavel zadovolgen uslov (B) ( o==~2),%to iz S'ba-
va 2.4,sledi

Lf(“"_—‘?’o kada N\~ <2 i AEEC

-

Kako je funkcija FPirn) minimalnoga tivna,to po Teoremli Phragnena-~-Linde-

= v

LoTa mora biti YPiay= o ,odnosno F{A)= & .Funkcijo potpunosti i
cadovoljava uslove stava l.4 ( g =i, ) .Ee osnovu too stova,sleddi

oy ( AN —

- » L - - » - -y - - " {pf:) &9
Otuda zakljudulenazo da je niz vektor funkeija -{ \, /1 vothrun- u
' e f

’ *1




-
L

n prostoru ¢,§(}3 7T) ,1 Xonalno po definiciji wvisesiruke poipunosti,

idryuzZenin funkKcija operatora L. G%)Je avostruxo
(0,7T) «

tav Je u potpunosti dokazan,

-
sisten sopstvenin 1

T
[T 7Y
nla

”~
s

¢
notpun u prostoru L

KoriZdenjem prethodnog stava,moze se poxkazatl da Je sistenm sonstve—
nin i pridruzZenin funkcija operatora i.{hd obiéno potpun u prostoru fb'

za Siroku klesu graniénih uslova (I1I).FormuliSimo taj rezultat.

ST A V 2.6. Neka svakoj sopsiveno]j vrednosti An==0 ( m=4 e,...,)

operatora L, (A) odgovara samo jedna sopstvena funkcija YWl Amn) , 1

neka je A(C)z£0 .Tada je sis uEL. sopstvenih 1 Urldruaenlh funkcija toga
operatora potpun u prostoru ﬁany

DOXAZ., U formulanciji stava 2.5,pored pretpostavki stava 2.6,
nalagi se joé uslov (B).Zahvaljujuéi tom uslovu bila je moguéa relacija

o A - _
i (A)= A, ~7 O xada A-voo 1 Aef (3.17)

a sanim $inm 1 primena teorenme Phraﬂmenaﬂblnaeltn;a.*ostuna3u01 kao u
dokhzw prethodnog stava dolazimo do funkcije potpunosti,oblika

F(a)= frj«( fswrcioe | Frx)e (o), \

U tom slulaju,relaciju (3. 17) obezbedjuje posledica stava 2.4.Drugin re-
Eima,svi uslovi na kojima se zasniva dokazni postupak stava 2.F% .postoje,
Primenom tog stava na slucéa]j Kada Je: a{’,,(pc)-:__— £lz) i Ffolxi=¢p ,dobi-
Ja se tvrdjenje o obiénoj potpunosti. |
Primetimo,da je uvodjenjen uslova (B) ustvari izvrdeno rsciijanic
posmatrane kKlase graniénih uslova na dve pocdklase oqkarakterisane sa:£=0

i ]

f=-4 .Dokazana je dvostruka potpunost za sliuda] kada Jje P=-2 ,Pi%a-
nje dvostruke pvotvunosti u drugom sludaju ( P=0 ) bide kasnije razmatra
no primenom drugih metoda,u kojima se ne koristi teorema Phragmens+Lin-
deli>fa.Sada éemo izloZiti nekoliko prostih primera,u 01lau ilustracije
stava 2.5

Primer 1. f(ry;: fj’f.z;.?i;.gx?’:?—.:o

Uy = ytoj=0
(2,1{;3, —_— Fj'(?{;:@.

l:/ - - - -ﬂ + ’ ﬂ
B E":- = = 'E - 1 e f’--‘? Fre, - LI + 74 -’
DLz s Teselije jJecrnucllile '-..A:’l:;) — G -’c,;} — i L-..t': P
1_ e T el iy v b e S M - N . a B
Noarosiveristicona acternminonvs LadA), siond
. : L]
E : - L . o
N .i‘_. o Lt
; z g o A L= 30T A {1+
\ F B e : .' ’ H 5. "‘ . e - * - I —r g Q 4 X 1" ..I--"- . * )]
t & (’J\} ——— ',..- * PP I ‘*-':“'zf-}ﬂ‘ E,’EI "—‘-1 Y ——— i JJI? - sv j T —— ‘:\ {'i’h},— :_ j 1::-::

; r';"""";sf" ' SIL PN
Al h,lu’ - )‘g‘j“u}'ﬂ.

i - -




. e . 7
Iriikatornil dijasran IJunicclije ARES je odsecak ./"" F*f-f-} L, (d+E57 J,
$to znedl da su granicéni uslovi. neregularni, Sopstvene vrecnostd su: \,,
=N~y ( M= 0,+1+2 ),a to su proste nule funkcije £& (N

v ¢ ¥
(A
nesti A == A, ,odgovara samo Jedna sopstvena funicija oblika f}/(':g)‘%,;

I

O nije sopstveha vrednost).Prema tome,svako] sovsivenoi vred-

I

A . L ) . A
& I,jwz;im;c ,bez pridrufenih funkecije ( L {Asi==0 ),

S ovzirom da je Ln,‘.{m.gw. potounosti F{») , oblika

Foum 3 A X M0 2 oyt
V=1 e

to,oc¢evidno vaii -
CD 4ol F("t',t:) G/
L

( ()= S~ O,
Pored toga je: A(O)—-._:_.-o s, F(o)=0 1 :ﬁ'(OJ*:;:O . Prema tone,sve pret
postavike stava 2.4 postoje.Sledi,niz sopstvenih funkcija

{ S 7773 S A= T iy,

- )

obrazuje dvostruko potouni sistem funkeija u vrostoru & (0,77,

—r = oo

Primer 2. €(y)= 2y f".;.;c"’:y:o
‘Z-.-ff,, = "";/(0)‘::0
Uy = /;/"(C?}-:‘—g)”(’ﬁf)r—"o

Indikatorni dijagram karakteristidne determinante

[
Z 4 i . —
Q(}-.)_—-_;—i e | TAE (4+E€E777)

[ A (1+e™H — Ai(a+€77Y

je odsedax 6,_70 E"?(- TC J ,5to znadi da su granidéni uslovi regula,?-

nl.Sopstvene vrednosta Am=dm+4 ( M= 0,24, Xyeeo, )s rTe-

ni drugoga reda jednaline A= ,pri Semu je fﬁ_r?:-3§-.. a-x)::}_ S A

( A=0 13ﬂ 303u‘5"¢ena vrednost) . Svako

odsovara samo jedna soostvhna funkcija *’;’;f{ﬂ Asi = AliAL T 1 jedna pri-
C

-ll"'hd--'-.--" ot

drufena funkcija o0, Am)= 5CCo5Az 08  «Da Dl"ld‘”u ene funkecije zadovo-

ljavaju diferencijalnu jedanacinu

Ag R
".- . gt :
f —!'" e — ¥ L A s "
| £ {#) (J)}A______;# {-«"-' Aoa J=- A FUT0,Am )+ 2 Ao J(’-’%M—:}"‘"--O
i granidne uslove,provarava se neposredno.Pclazeci od funkecije netnunos.
T1
J— L “ :‘\'-.:_:; 3 e S
r.-t i enm - — F L . L] I-F"qll'l: ’ f’_“
‘H {,f"}} " #.r‘* ’ {. — —— T, j K . j""u"h




lako ge vrdiniu sladece dinjenice: '?T@i}*— el : =y

.-,«_L-‘...O AT Lli. : PR I et RN ‘:‘_\‘(HL;:_} —r G 5 /Z _— OO s
Atoy=0 » Aoy =0 1L ~{©)=0 .la osnovu stava 2.5,niz sopstvenin i
vridruZenin funkclja obrazuje dvostrukxo notoun sisten u prostoruéL“1Qﬁ¥7

Predjimo sada na sludaj,kada nije zadovoljen uslov (3).Red Je dakle,
o rornulil

Pin)= O N2y, Ael

- | - .- L) - ‘1 -y » - {;‘ - ‘ - - o L
12 steva 2.4.K80 5to Je pouxaszano,funkcilja Z{N) je cela, jedinicnoza reda

y)

U E
o
3. -2
i
(0
|
o
s
4F

1]
O
L]
~y
1 rl
{3
{p
3

7
i minimalnoga tina (stav 2 5). pod tim px etnostavgasﬁ Do
S

menuta funkcija svodi na konstantu.

ST AV 2,7. Neka Je £(x) cela TunKCTJa,JedlnlcnO“a reda ( Pe=2

-

i minimalnoga tipa ( Oz = O ),1i neka na pravo] € koja prolazi kroz

‘koordinatni p ocetak vazi Jjednakost
F =0 XY

. . ' .y - . - . . R .
pri cemu je <X pozitivan racionalan broj.Tada Je funkclaenrfﬁ) politionm
s A
stepena 4L &£ L .

DO X A& %, Bez ogranidenja opitosti,mofemo uzeti imaginarnu osu u

L2
svojstvu date prave <.
Heka je |
A FN R0 A 7O
= - 200 % 2
L (A= = 5 e A 20

Polazeli od Jedne fiksne grane funkcije G(r)= C1+A}% y1 imajudz
u vidu osobine funkcije £(A) ,zakljudujemo da je funkcija <4{A) anali-
tiéha,jediniénoga reda ( Fb =4 ) i mininalmoga tipa ( %z =0 ) u
poluravai Tea 7 O ,J. da vaZi nejednalost

!wml M, e A=0
pri demu je: 12001 « MINE , Re A= 0O , > /™ pozitivna kensia:
ta 1
. - -
} "1 -r == == ! / - f?., e "! f'f -~ e
- F Bl e - & - - A . Pk A —_—
d j / 3'-!&;5 B 7% 1ol ~ 2 jﬂ T
wa osgnovu poznate teoreme {Levin B.,str.70, &787 ),sledi
A foo» . 1 o - = i
Siicno nalazino
- i
oo “ oy "; -'T:_ r, -5
A -'.E' - !3 -..-r*-__,f o —t (""-._._'::!)




iz nejednakosti (3.128} 1 (35.19), cobijano
| AL
f FON| & M1+ +MM-AI
e S
Neka je Mz= Tffailfml' i, FO) = ZF_ om AN | Posto je
' _— m=Q

lem| & Zon Me = O, My

(7’1 .
£ ()= ZC'mkm_, m &K
R=0

Sto je trebalo dokazati. Napominjem da u literaturi moZda postoji slid
vvrdjenje, ali meni nije poznato,
rrimenjujuéi prethodni stav na nad konkretan siudaj (G??ﬁ%), nalaz

Plro) = Co , odnosno Fir)= Co (X)) . (5,20)

pri éemu je Ce konstanita. ﬂ

Neka je N bilo koji indikatorni dijagram funkcije A}, Na osn
stava 2.5, indikevorni 4ijagram @;_— odgovarajude funkcije potpunosti I
mora biti sadrZan u dijagramu 6?3& . Pri tome, za osnovnu fimk_ciju upim:

E : E 3

7(1'_,)\)::

[ N

odredjenu u stavu 2.1, Heka je, dalje
OO0 7. o=
- - - N\"Z.
Aqu)-fech(xJoék Fi(z)= € Fudx

0
m (3.21)

gde je A= fe (0 £t42® ) j @,proizvoljan fiksiran ugao.

~Asccirana funkeija D, (Z) Iun]«:hl;je (o A(z), posle integracije glasi

Do B

Z2 (2+ea‘rj?-+ Z [ = cz—aﬂr)ﬂ* Z—T I

"C/Cm (N +L Uz () Uszn W)+ oL Uzz (2]

Aq (z)=

pri Semu su: Do, Dy s m, DB ( R=4,2,3 ) konstante. Funk
N (z) je geanoznaéna i analiticCka sa moguéim singularitetima tipa
polova konalnoga reda u taldkanma: Lo=0; ZTy= @ zg,—cui’r <5=-3QT, PO

a:'+-

‘] "'."' . — | R =2 o -y - S S PP, - = . .
201 (IEV.’L“. B., StIe 11 3 L’fc?,.i) s LG LIZUTRIL Gl jagram 673&_ ;]e NG JHnaen

:‘-F- - .,,..! ..‘I’_G*

-
i
- . ek ¥

1

-

sna obl:

O

‘.:La- >

3 2 o man m e - S R o e Y
DLWl Tombh s& oon animo Ll vl LaCuanin

{‘_F - = . -

Y = i - T
4 L'l..-'--i.q "1 \ “_J L‘L \n.". "'-‘---.:——l-.d..i—“




4
Fizy=S oz

=4

a zatim inﬁegracijom,dobijamo

- Fiix)dzx ’ﬁ--( x)elx fa(2)elx -f-'a( co) Ve S
Chi(z)= J‘Z?fjc‘_,x 2 + @ J(cuac-'z)% + A4, [(Cux g 2,@&&,[(@9{_2)3 L Sae=
chD, t21= ff(-‘::)dfx._ = #’z(x)dx —fz.(:(}c‘;/x _;f’a(g)‘/{x - 3,00

P‘LL } ﬁff[ - '7?48 [(QJI-Z-)Q' ?% [(Cox-z.)&-+ fZ‘ Q?[(,@x_z)z ( )
5 T -
C S %(ff”’ — -fff-?t‘d;( | fe(:t’)c?f{ — ( Falx)efx
x4 r/an
ch,(z)="B,, [ -f-’ (x7AX R 110002 B [ f,z,(x,u@( B Lo 00 )l
" Ttz IR 4 Co+oTT~2)2 (Co-”(-f-&.:.z(—zﬂ 12l J (entwir-z)-

| 0
pri Cemu Je: ,j&,,___,cz,,.,z.ouau, J(Z',;g__/cz.fz-f-od&iag > Bﬁ_éﬂq—o&@aa i
Bp=—06n+L 622 (parametar o, definisan je u staw 2.1).Svi integra-

1i u sistenu (3,22) su oblika

Ve (z)= f - xff’”g"f{ , Fexredd o), - .
b

}Az:z_crj ( O<2x&7C )

Neka je: .Ix-z)7d , Ix-z-azl7zel i
pri demu je <¢f fiksiran pozitivan broj i cP proizvoljno mali pozi-
tivaen broj.Iz nejednakosti -

Y (Z+A2)=¥ (2) 1 Az feod YTl £
I — Z _%(ZJI—I Y (DC—Z.JZ(T-Z"&Z) S R ,ﬁ‘l‘

sledi \1’«1’(2)—-—5"’(1) y85t0 znali da je funkcija ¥(z) analitidka van
segmenta S= Lo, 7] .Pokazademo dalje,da su singulariteti Tunkeije
Z4 ( 4= 0,2,2,3 ),U tom cilju,

u oblikn

F. (z) 'samo pomenuti polovi
napi$imo na primer funkeiju CPg(z)

a4
Py (z)= I—_,_,_(-z_)_éc:fbv (Z) (3.23)

Sve talke segmenta [ 0, @71 mogu biti singulariteti funkcije

c:f]), (z.) ,4ok za desnu stranu jednakositi (3.23) ta svojsiva mogu ima

t1 samo njegove krajnje talke.Podto je funkcija Cb:r._(‘z.) analitidka

FON 2Llikanransd segnenta,zekliudujeno da su jedino talke o= 0O i
= @7 njenl mogudl singulariteti.SliZno se polkazuje i za preoss
funkeije CPar(z; { V= 2,2 ,4 ),Prema tome,mogudi singuleriteti
- zbg.rr.u.e funicije My {2 su isiijudivo talks s ( 4= 0,2,2,3 ),




) 2= W, 2= QBHL T, 2= LBrlT

? ] - -
respektivno u funkcije €GP (z2)( = 21,2,3,4 ),a zatin i

(3.23)

e H=42* L --i’-czf..... ., A
SO - - 2.7 2 J" & oI5 “ ’3.’/*‘5;"}*‘;""’5';

‘._l
£
~
\H
]
R
o
i

posle prostih uranSLOvmaCLJa,d001gaﬂo sledec¢i sistenm diferen-

-

nih jednacina:

o
fos
Ut
£,

T ———

CpRy = - ﬁw4@% +/€m¢o4£g
iy - ! | .
Cpy = Aut i~ iz f, (3024)

.
-y
"‘r'

L - Bpew it -+ Bl it
C}‘J;, = OMCD i — E’.’.s.. AR 2!
pri cemu su cf-')r,_ ( Y=24,2,%, 4 ) jedpoznaéne analiticdke funkcije
sa mogudim singularitetima tipa polova konatnoga reda u tackama 3= 0
i 5=7T ‘
Keka je sa ""O oznacen deo kompleksne 3 ~ravni,iz KkKoje Je isklju;-
den sesment S= [o, 7] .Uvedimo u razmatranje determinantu,oblika

! ;E«M' J'i‘.'f.z,i z a.(f-ﬁo{@,;i @4&-7-&!5 ian,
Ce)=; = | tf .
VB Bl e ol Caa - Genal Bz (3.25)
BM --ﬂ'.'::,j; I 98] 4 V22 - VILAK as.:a:.i o .
|

OZevidno,razvijena determinanvca C}{ {) je kvadratni trinom ,8iji koefi-
cijenti savise od koeficijenata granidnih uslova (II).Neka je bar jedan
voeficijent trinoma C(®) razlidit od nule,i neka su <fa i <% nule tog
crinomc,feka je dalje, ol=clo 5o, iz s tim-da broj <= s ima svojsivo
definisano u stavu 2.l1l.lla taj nacin doblijame,da je Cicsi=tpy .

£ ™

Reéi demo da Je zcﬁdovolgen JSLOV (C),ako Jje bar Jjedzn keoceficijent

kvadratnog trinoma < 4 R,y razlidit od nule.

S 2 AV 2.8, Neka svalto] sopstvenoj vrednosti A:n%522 (7= 4,2 . )

—-)"u_}l'l#,

operatora L, {») ,ocdgevara sano jedna sopstvena funkeija - f{w, Anj i
'S

: , ' , .
i neka su zadovoljeni slededéi uslovi: (C) i ....f.'.\;... {O)==0 ,Tada je sisten
tor

sopstvenin 1 prld“uven¢h unlcija toga overatora avostrulo potpun u

0 i . fe 0™ ’ o iy y
‘ - r‘L - - 'f"'\- - ' . ' [ - . B ) . r?' e SR CF _.‘.n. 5 3 ™ -
_L.: .Illq C L ..L.q. _L -LALJ:].-. L: 'Ll-l i ..J..n-i-.d.AH_..-l O rT \ l-r) :-‘-I. O L — LA b} N LR ;.ll-,...l‘.,} - S k]. -.L ‘-'..1
-'.I .L..-- O

5 Ty g Ty Z'br} " '{"D b O B T L LA B L T 9, B R R T LT B -t(\ T e ey
O ;rot-. 6 I I W R AEAPRN W ooy - Se LI . L.-'-J.,‘“;'J . v_..'-4ULi.~.J-L A IR S L P W LSRR I E O sy by 7
Hrerhoh Loma oval o.udal Yoo AAoNVAn loacntelyusim reiin Al e
_-LJ....'L--'- 2 b e ki VY '-'-hu U*-"-"-“"‘“-.;j ' b oad amiin wushis f emed  me aid d Ly 0 ke e Wi -I-M *uhﬂmbhb" Uﬁeo'hu v e Wy

,-!yl-lI-

ti da jJe Yorl)=0 ( U=2,& ) s.s. uw intervalu ( 2.,77 ) ne koriste-




[ ] r o » -
N 3 -lu'h.r T e T - ) - L -1 e -
33 Honromu Dhrcoensalindeloln.U Tom clliu,moci cenn od sistaens dife-
1 - \ ™~ - . -~ ey o wlm - - - - A
PTANCITNANIN dIeGnNaesLna (Jﬁzz’l)ﬂo conlron na yrethostovlienl usliovw {C;
- — - --d-—L;! ] b - il J ’
'l-. -y - a - r - _L. r-ulii r-"l_"-h'l.-n‘d" - - -y [ i -L""ﬁ -: -T}-i ...: q-i -r-h r? e :_;l .Y] - . r?-'ﬂf-\ - -.-;-.- - - o
ﬂf_}]__iogerll o slLauenl b[‘;‘}z-‘?, S1Egellls 1l So10 LiITL LY .:.ea.o-..acu. LRSS O DN UO‘__‘” Nl
. B
. o - o —— - 3 04 — — A - ey 1 . = -"E i I ] i¥e s
reSenie U=AL{3) i W=w(s) nenorcaenoy cistema (3.241); lincarne konmbiraci-
o .l':\.

- * _* 2 - T - - — T ) ' -y ey
nieija C}i?., (3 ( V= 1,2, %, % Yyrepularnin u oblasti & I u unu-

<
L=
trasajin tolkama segmenta § = f o ,73 .UzoviEil v obzir smene (3.22),

nalazine o
:’J _.:0’ .\"ﬁ#):"‘f"f:"
o 1 (yat-Grr)=) e
‘-‘4 — T, wi - “ e _ ,..__,q._*-a-'
‘6/3‘ O i -
T P, e )elor
” 7 !{{)]2' o1 . g ?-_g(":f)ﬁ-ﬁ.
= e (A= WT = ) —mT
3/9& C "{"3)
Fuﬂﬁc;4:f1§m{§iwi‘1 jf(x),budu01 da su lineerne kombinacije funkcija
2= IN3) ] Y =" {3} ,mogu imatli singularitete u vidu polova samo u tallama
5 =0 i :#5 = 7 &
tieka Je
oC
.pf(?f)—"-' !'7"'#(9\’-')0{':'5} = T+t 5; O el &0 2of o7 i
a
Primencon formule inverzije utleltwes—a (Najmark Le.A.,str.3%39 [2{} pote)
b
funkeiju Y1 {3) ,nalazino o - -
P / -_ \
Si ()= Fpla)=~_A 0572 | [ (0407 )mitt, (5= 21 A=
I Q—?ﬁﬂ -
a odatle
S loc) e L, rehy | - | |
e €50 7o (%) = & S.S., U iuntervalu ( O, 77 ).
Rezvijanjen funkecije %f, (:;/’ u Laurent-ov red u prstenu © <« 13) <277 ,a
zatin integracijom,dobijamo
R
§ Falxjclic Z (<
— —_— Fon . ; -y 25 >
a 9{.-3 -_ ﬂ-l‘r’gslf ‘L{q}/ . D
. . . 7 _— . Vi - . :
pri cenu Jje v¢ Tfiksirana konstanta, (9} regularna funkéija 1 O
integraciona konastanta.Uvodedi Funkeiiu
L
anzlogno xXao- U prevhodnonm cluuagu,r lazino
(-{j-—ﬂ {aj ! ‘f?“‘“" { Ny Lar e DO r e AL fien s e eyt
J.;:. f——-"':“'" A R RPAMETL A E ROS BT S Ery ot A T N Bl GO RO PR A,
3: n..:)a :!'}' - )
0CNOSNOo
fﬁ o= 5 s ! ey 1“':
_:':a_‘.._ —— i i
1 xonzino
i“: e G0 e O .3e, w intervalu ( O, T ),
| Y =~ - e

o —— — e - .. = r—r




Kako je karakteristicna de termlﬂanta oblika
4 4

L’B(}‘J = ! e - - ;f. ;'1 1-.’_':.___.-,

1 n)""{"?? ,-.}5':"0 <} Wi =L Wisg ’_rj..":' RS

RS < {7 2 E

¥

i - ) MmNV T T SN
= f‘-;‘f’:ﬂ:&,n--, Jof e W AP e

to su sve sonmstvens vrednositi Aa= o7

i jednaline A(A)==0 .0Cevic
Isto Taxo, X = © nije sopstvena vre

| S el

=
O
{1
t D
o
3
£
O
O
e
B M
<
o
>
)
0
i_l
L
o
P
O
-
G
F3
o

ati funkciju _

f?f { '25}3) =

Wl g b L -l W e Ll

S
b

- 3 ; : : = £y =i .
Uslov (C) je ispunjen,jer je C{0)==0 .
stave 2.8 postoje.Sledi,sisten sopstvenih Funkel

U J
U prostoru &fzﬁriﬂjgbhpomenimo,da je ova] plrimer

1u i da su njecovi granidni uslovi neregularni.

vogtruko potpun
en u uvodnon de

_P::*_.jmer &, r...(j_}_-_-; ;.-'Tn'-’_;.;,{,.,?, R 5};“j=3

e = L&)+ ) =0
J
Ap = ’;/H'IZ' -r-:j"f&" =i,

Tule karakiteristilne determinante

k:}:?- .—:&1{)::?- - . i T . .
! . - o s T Ty e s £ £ SATE T o e Y 1
A= (d+20){1+AI(C —C 5, Qo= —aasL, T emRS
: A XL A \ £ _ Ty “ r P,
ot - [ ) o ’ (:_E; rha e _,"fr H Tty P -
. Voo reda,predstavlijacde sopstvene vrednosti jedinicnogd rangd.vasi us:id
AN I uslov (C},jer je Clw) == .Prexa toneg,stav 2.0 &2

i ,all ne 1
e tema sonstvenih Iun-

e
nroveriti aio se z=

-
- - - e
. o~ b A e
- " -
{ oo Al e
- | ¥
-« o d
- g s f
Jd? 5 "
/? 4 ” 1 rc) .
s < f—*ﬁ" -
j o A G of i
' r
— . r - M = r} - 1 [, - “5--;4-.1-...“‘..\-'-4;-- g - - - - -
e T e e F i B §adht TF ot S S e St ol 0+ T Sl e R AP - L - Lo "1 T e o . ?
-lhma.u'u:}'iihnf-r— W —1"&.‘_ L.‘:'..al'lj-‘{:"'l'..t e W - - 1‘? g bt —_— — - bR e | IS~ - J"-..LJ-.-......L..- - Fuin h"f
- - - - - e - . - -— - ) __"_I_H"__\{.__"\jq ‘r“"_‘q
Bt Bt IS S o Ty I g T I - T ‘h -‘hf‘ - -"li T AR - * Yo z v [ i 3 ] P‘ !
T-).—l‘l—:. -—1-.-_'... l'.) JL.-L;-{:I L.:,.}Lr -:r--n-'-.-l-—:l-e S -_: .l.f.- '-'Hn.:.- (W b mod b _—— L ko e - - i LA Aemd - - [ A a--L—l-.il el e i e ‘(i 1-_-1.-
e
a ! * 1 e~ nl s b R T - - - P T e o i Tt T, aranis fhutin Thr i H
'-'- - Lot S S amy A TR - = e . . i ST =~ LT o o A R > ; - ; <
F‘Q’ﬁ.]_m ‘l (.‘-Z‘ﬁ. ..-:.J'(-.... - a-_:'.-"!. -i-}',_,..'l a LJ :} '.-; -?... LW . Lt Lo L, .'t' - J* L S W o e ey e g #a b T UU-L}L_,] U“{I M o e mlem a -
n R e AN L tamiiota Al mpoioinihe ohavoTe
N [ : . : 5 ' : . h \ . : . L -t ' Sy 4pE : J o
' - S PRV HS S S Li.-.'-.A-AI-'»-#q.LL::‘.». LY Ao WAy e de i LT PRI SR S L o e AL L et b (. 3
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nokagadeno da tu Zlasu cronidnih wslova delinifu sledec¢i usloviisve zorp
b - - ¥ l “-u-t'-.
svene vrednosti su jediniZnoga ranga 1 L0020

S ™ 4V 2,9, Neka svako] sopstveno) vredrnosti AmAmn=0 (0= £,%,...,

operatora L (x) odgovara saio Jedne sopstverna iunkeilja f'l*'f*.?;,An:.
i neka je &A'0IED .Tada je sisten QODSuveﬁlﬂ i pridruZenih fun: 013ﬂ togs
overatora dvosiruko potpun u prostoru  « (07T,

D C K A7, Prethodno istakmino,da je uslov (3) ispunjen u tom siule
ju ako su svi polinemi & {»J; osnovie Iunkelje It nanjega stepen
0d stepena har.dva O -polinona funkcije A{A).Ta Zinjenica bice xorléée

na U ovon dokKazZle
Podjimo od gr

..L
ﬂ ] h' . ,'r. 4 ra a4 o ! ey » "..1- i f 1 I3 -l':! :
U"{ {'1 ;’: ﬁ‘l’ﬂf' 4 -'})'?- {-—u!é".. ':";:’ ifu".;"r" “""’-f"d.j/;i 77 ~ e i/ t!}? - G

Sy . !':"4"'1,'7:- FF-
FANRY t‘:, - A u-;.}) ™
j" r o Y . ,.-h r - . ,’f ’ \ r-?‘ L P -qu

1.1*.*@}::1 Je 7oy 0 .Tada su polinomi B, (A ( ©= 2,4 )
su drugoga stepena,istovremeno 1 viSega stepena cd bilo koji

-~

2 {AN)  osnovne funkeije 3 {7

i"“"\
\}*

>} ,bez obzira na to kzko se
Prena tome,zadovoljen je uslov (B) i vaZi stav 2.5.

. S B o . . , . - - oy
2.,Pretpostavimo da je A= 0 1 { o} +1 55170 ,Redi odredjencsti,

nelka je Hos=¢ .U tom sluéa'u,relavh3101 sistem (II) po :fu- i ;;;fﬁj

doblijamo ekvivalentan sistem granilnih uslova,oblika

s
n - \ P - ;o3 F
e Tyt 01 Bur =0
T"' - I d"ﬁ .I’
(..a....l. o ’ o
- -
Pl 4 ] o I ’ - £ 4~
WA {-:f']':':: A COY LW LY R AP o T Bk ST )
& o I
- n . - L p ' - - # ,
- LW [ ’ - Y - . - - - -
e - . - —— i f’-- —— i {7 ;L L Y T - R AT AT T s
1
Trak erlstlcna deterninanta e bpiti
' : Rt !
: .}\JJ*;’ A LT
e } ’; e f-"'ﬁ"‘f fus /] —‘Lff o SR | N
L e o A lpris N\, T
A in)=, i — U2
- . 5...-“1 - . . ' - A P A -
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i t
]
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Rl Lene 4va 3ilulZadic. . . T
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;s SO0 Og LoorT g T i sl e
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IR L L L e v T _;_J . _“ A N e 3 o " :'_: CRVRTEC RSN o VI IRl D ul o ] & L tmnin 3 i

0 SIOVInL ¢aﬂnvlda, oZegmo uzeti Ifunkeiju oblika




i Bermu je olevidno ispunjen uslov (B),odnosno moguéa Jje primena sta-

DT
va 26D
b).Ako se na primer,pri sopstvero] vrednosil A==Jp ,0ba pomenuta

.

- o
tada éemo koristiti uslov (C).*HKLClJa C), defin

&
L] - \:: -
lzraza ponastavalu

r

niSﬁna relacijon. (3.25) u ovom sludaju glasi: (?ﬁh)-— f%/ﬁ ol { B Paq;.

Uxeliizo bi bilo, (=0 ,dakle Soa=0 1 3 ---',-""3;::,-;_, ytada bi svi
oy

elementi determinante  Z{Areo) Dbili jednakl nuli,sto znaci da sopstve-

}....I

na vrednost A=MNg nije jedinidnog ranga,a to je suproino pretvosievei,.

e ? . .
Prena -tome’mozemo odrediti bI‘OJ o= <o takav da Je C xc-'-’cj::*:o o VT
. 4
redima,vafi uslov (C) i primena stava 2.8,

- 7 . - .1
Z.heka je sada a=¢C ( a= G,4, 5 Yy 1 1%
mino na prizer,da Je e

Conijamo
~ o e {Y)= Y =0 |
2Lz (Jj:‘ -'-7..:.4 J(:?)""’j (7T)=0 B S

-

pri cCemu Je /3, ,__.Q;”E «Za oshovnu funkciju,moZe se uzeti funkecija
s . . .
~ }\C{;gﬁ AL oL
YURA) =€ &
J :
Keko su O —pollnoml karakteristiéne deternminante AHB W) ,prvoga ste-
pena,to egzistira uslov (B),dakle mogulsc je primena stava 2.5,

S - — a” o ; 71, =t~
LoNajzad,neka Jje sAas=0 ( x‘.’:;__.._ Dy, 4,82, 8, & ) i Aloy=i O
Silicno £ao u prethodnim slucajevima,dobiljamo ekvivalentan sistem granid.

nin uslovsa

Time Je stav u potpunosti dokazan. =

L
HE ‘:“_ LB | -1' Ll e ""'-'ql.]"{"‘j = ke o “f} /-0-1 l f"‘o -w,-:} R S T - -'; "1 ' 1‘C¢ I = »tr‘l e - 1 = \r.“ - N N h__l'_ ‘;
R a " L 'n,l...l..x 2 i - UL sAlen bl LOSII LTS oDIoens ‘JO JLL.LIG olving
- . : 1 | .
T r o i P e R s E oty R A i T - < . e -~
< S it W DIOSBOTU oL T oL el 31000 80 0o ClECLJ_C:tE SOV 2600
.~ .
- L]
4 “'.I"-E Fan ""E‘L*T '\""I.-‘:-.--C L - ..‘:i _""."":'__l - ‘-" -Iq:l - T - - e oy ey LTe -t m oy oL R LI oo
I A e L R L Sl S BODSTVYVOLNE LTNKCLIe dillerenil-
A b :
gttaand D i NIV, ON D :




*‘:‘ f'r Pt e .'.j : '::l
- | ;fj"-:‘:: P )!. =y
L.y . J J
~ - wod i.i"d':f J= O )=1

P el ( e y o oe y [ikand = )
o I £ - ‘ . o~y \
2olilz funkecija & S s me (a-realan nerametar).To c
tr ] - WAt - hed J.‘? e
L ]

constvene funkeije diferencljainog operatora

3y ; .« .8 .2 -
)= -g” l-zaac)gia ‘?-H,JA":-? =1
Us ()= (0)=0
ola ()= AL J=T
) o

301z sopstvenih funkcija granidénog problema

Teorena XZostjudenka A.G. (Izgvia B., [193

Teorema DZavadova M.G., {407 .Cinjenica,8to granidni uslovi zavise

parametra A ,nema bitnog znadaja za primenu stava 2.6,

od



1. HCLCGERTI GRANICHI 220BIZNM (Ax)e

Leke je data obiéna linearna diferencijalna jednalina
(I) /6(‘:’,{)= /'Z'-f <5 ,‘1/ -J-f? )\ < -,-u.,g}- -fd? —,i- Ly A.’?c/"ﬂ

1 nexa su dati graniéni uslovi

_ ) ¢ =~ £ , fa . 1 4 {12=a}"
(II) u:; *c#?:L [/af‘:’"" j {00+ ”?4‘1"’? G0 {=C - { 57—“’- 1,2, 3

i
M

4

. P | . L ® -~ \
pri emu su: L , Afw 1 Vim  (F,m=24,2,%, 2 ) vealne konstanie
e

¢ d ~ -
,47-{;;-;) ( 7=4,2, 3,4 ) linearno nezavisne forme,i A kompleksni pa-

6!

H
)
=
')
el
3
o
»
-

Sxup Jjednafina (I) i (II) zvademo HOLOGZHIN CRAWISHNIN PROZIELCL (s

11i kxradle problem (Aq),i'pisaéemo
LyMy=0

de je #&~,(A) ,linearni difer en013a1n1 operator o
renciialnin izrazom gf}} I granidnin uslovima (II).
Stavljajudi ondte redenje

=) ,
- _:4_-‘ - - n\r‘ -~ _::_ﬁ ) o - __.. — L - L - F o
Ciferencijalne Jjednaline suﬁg?._{ﬂ 4 granicne uslove (II),1 vodedi ra-
- - - 1 ": = PR T A J 4 L :“""1'. ; A" ) o ) ‘ b
cuna o-linearnostl formi Wil ( 7= <,2,3,% ),dobijano sisten lirew
[ - —— !E - | LI - W dlr',:‘ . — -
arnin argedarskin jednadina po Ca ( A= 4,2, 3, ,0bliks
! |
50, *
o ""t,;|F 'ﬂ___ ( — 4 i} x h 4
7 Calizati=0, =275 8 ), (1.0)
A=
v X . 2
A= ﬁﬁl S e s v,f:, ALY Junli ;7 {""I':'_;} ( ‘: £ —— ] = - ! 3 S T R oo et (_‘ T e
4 - —- oy - NER S '..i..-.:‘l -“"...} - 3 Lo ;nb-_ube.ti. \...La.i_ 2
- Ay e TP R — e -y A - A P o e — oL ey - by
‘_--:'j L:.Lﬁfldku*ila I.t:bd—,td . 4 _:. -i-.-rq-h.p-'—‘-.: L!: —— H‘H'...-LILG#-J !u--l-q: "J" — :}k:} ? u(’:ﬁua‘-:i -L EC:-LO :J?‘._:._f:—w
LSO I
1 - v v F
s ,'.‘a:'\-. ! . S M - e I.--u. : - i - m— T
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ratora L-"CA) mOTa

1 q ~ nf g
ama, sve soncivene vrednostl operas u biti nule

C_..

2le funicije (karantor¢ﬁ+lunL deterninante) A(A) 2retpostavlijano da

o
su sve sonsitvene vrednosti jedinidnoga ranga,1 da A:=C3 nije sopstve-
na vrednost.Skup sopstvenih vrednosti oznatidemo sa /N ,dakle

A= {ams Abwmi=o, amg Dml=d Am=+0] m= ¢ 2,200, S

sde Jje o (A} karakteristidna matrica problema (As).

AV 3,1, Neka su sve sopsivene vrednosti A=Asm ( m=4,2,.0.,
ocperatora L, (A} ,razliite od nule 1 jedinidnoga rahga,LQda postoji
funkeija 4f (e, A} ,iz koje se putenm zaemene A= Am moru dobiti sve so

U2
La

tvene funkciie toga operatora..

DO X A Z. Uvedimo nove graniéne uslove

il

'LL ('g)-- Us )+ & Uyi=0

(II) af:g(f"‘j)— s (f’y)-;} cl &fg (f;;)_
‘%- ()= Us tof)+ L ey ()= C

. "'L-ff ()= ¢ :.r(-”j)""
pri dermu ée parametar ol Dbiti kasnije Urec1zlran.0g“301 10 88 z&IAJ

imrakte¢lstlcnu determninantu problena (Aq) korespodentnu graniénim uqlo
vima, (II).Heposredno se proverava identilnost

dﬂ}JEEZTbU

GﬁeVLQﬁo svako reSenje diferencijalne Jedﬁgelnef'ﬁy7- koje zadovoljava
cranidne uslove (II),zadovoljavacle i granidne uslove (IL) i oa“nuto Dru
cin redima,graniéni uslovi (II) i (Li) st ekxvivalentni.

Neka su HUa (6,00 ( #=12,2, 3,4 ) linearno nezavisna refenja dife
__:r:encijalne jednacine €(y)= O . funkcija

i Ada(e, A) A2 (98, A) Y3 (98, A) e, A)
% Uas {AJ-}CJ%,M (X} Glgn (X1 5{-??’-{32{3] (}!”h\)_';d f-..,,g {A) "'1-.{4#(&)4%7: é*t..a:;

MOEN=" oo m.;ez-;:-zmm_ Blaz (M+ e Usz () A2 )+L 3500 Ghan ()+d il

nlsa (A4 s (n) 733 (a)+]Uns iy r;‘:r:,;,..:,(,u,m:.f;:xim

)
% Aoy (A)+ LUus (N)
i

je takodje reSenje te jednaline,pri svalion A==0 .Nien razvijeni obl:

i
"’.\‘ f}-ﬂf_ ;\"' . e .
A= p ) T (N 22, h)
- = |
) ( H 3 | L] - »
sri Bemu su . M, (0 A=2,2, % 4 ) minori elemenata prve vrste razlc

. . 3
Tene Q8 evm1n1ﬂte.




- 44 -
Lalito ée izvode sledede jJjednakostl

ﬁm = ﬂm (njot) = Mas (3) i.%*Mz»: G\)o."i‘- Mis(r)cl+ Mays(al (1.2)

gde su M,:.f:,,g (A ( 72&,8= 41,2, 3, £z ) minori tredega reda karakte-
ristidne determinante A&(A) .

eka je A= Amm proizvoljna sopstvena vrednost iz sxupa /\ .KaXo
je po pretpostavel mm@g'c@()sm)=3 ,to postoji bar Jjedan minor
Min m) ( AR, A= 4,2, 3, & ) razlicit od nule.Drugin redima,posto-
ji bar jedan polinom 1z (1,2),u oznaci Man (Anz,el) ,k0ji nije identi-
glzi jednak null po promenljivom parametru <& .Obrazujmo skup & na

sledeéi nac¢in
~ , o~
ti?:": 'id'.; Mis A, t)=0, M=4,2,,. u}

Posto _Je gf’ prebrojiv skup,to postoji broj & = o éc% , takav da
je ﬁ46(1\m,a(o) == Q, YA €N ( 24 4 <& Y }.Za tako odabranu vrednos
o =ole ,funkcije 7 (s, An) ( #=2,2,+0¢5 ) su netrivijalra resenja
jednadine -L;!()\az)/":{=0 ,odnosno sopstvene funkcije sopstvenih vrednosti
A= Nl m=4,2,...,) operatora Z,(r) .Po definiciji 1.3,funkeija '
g (26, 2) ( = e ) je osnovna funkcija problema (A,:,)_,éto je i treba.

1o dokazati,

U cilju uproiéavanja daljeg izlaganja,a bez ogranicenja opStosti,ni
éemo ubudude stavljati ofo= O ,naravno pod pretpostavkom da se 0Snov-
na funkeija moZe formirati na pokazani nacin pomoéu karakteristic¢ne dete:
minante AA) o

=

Nela jednadina
o+ Q2003 0+ Q=0 (1.3)

452 ) Zbog pretpbstavlje-
ne realnosti koeficijenata Qwr ( R =d,2, 3, ),izmedju tih korena
postoje sledele veze:

ima samo kompleksne korene Wwa ( A= %4,2,3,4
3,4

= Y | y .
w,f::a/-b, CU;z,':-"G/,:, | ( Qg = 054,+(.ﬁ¢;’ /3/5"#‘3‘.,6':-' 2,2 )

Pri tome postoje dve mogudnostd: g =F Cfug i @y = &, i deno
w ovom radu ispitivati 4-~-struku potpunost sistenma sopstvenih 1 pridruie-
nin ;'unlccija u oba slucaja,s tim $to ¢e oznake za operatore bitis Ly (N
ako je Cezbty, ,i Ly (A) ukoliko Je g = LUy o




2, TIEARNI DIFERBECIJAINI OPERATOR La(A),

- -

PoBto su linearno nezavisna reSenja diferencijalne J@dnaCl“E g(j)—
AL,

oblika ‘y-s('x Ao € ( A= 2,2,3,4 ),to je
77 AU | ; #
Usn= Ftys+ Bis€ ( TLo=4,2,3,2 )
zde je ,
- C pRed PR —
#.fé':zaf w (AWs) i Yja= 05 e (Als) ”“"4.
wR=4 =4

tenm razlaganja karakteristidne determinante

-KQ/ rig AT
A(A) [7'53-!*33_7 . 7{1'1.'3!;‘7“63‘7:;6 J
dobijamo s
QAT (dg4dy) o £ AT{.,:%.;._ L )
A(A)-_ 45 (A )+ 7!9,()\)8 + 2 Psng -*" 4 e € +
AE(W.:,-PQJ{.M.:;) . |
-+ Z-pdtu(f\) : ‘
b - 4 . A
pri cemu je
~ -
"]'Oa (A)= Oa:. jAga A7e Afa Qf:fj,\i
- ) 2 » . s 2. |
Ps(A)= ‘35 [""J'r G2 673 Gjx ])\6.:.
| (2.1)
S .«:-a+€+:::z+fr~z-f,-
s (0= Y A @y S Wiy, Uy [ Gim e Ajom O]
c?\ ~ . R+E0+ N4 e 2., | ‘ -
Pat (r)=4y [ A sy, gy [ 570 ©Fe Aon Ao |
o ~ .rxz+8lrwz+f‘d-ﬁf . e
p:ﬁt,% (A)= "K’-dtq‘:{,z/\ | CU.;-, E,— Ay, ‘-&ﬂz_s Ldgf‘z 6]&' .:J;' "'z*-'?';? -rz_l
-r’ v Ny . .
(': &7, 4% > ¥ H;"Z., Y= 4,2,3, “3 BFELTHLL akig 2 %) Do ) S5
D, Dse i Dsez  konstante razlidite 0d nule.Izrazi
U uglasti? zagradama predstavljaju determinante cetvrtoga reda sa ozna-
| cenom  J ~—ton vrstom,3iji su elementi koeficijenti granidnih uslova
(II).U 4O -polinomima (2.1),suniranje se vrii po indeksima ¢ |,
| v 1 M, | I
A7

IZO."IOJJ.’*IO 3.z funkcije ADIr) na koja dva sabirka,oblika 4o(a}€

A

1 72 {A)e ( Tin 57 = O ) o




- . . . ..;.,c’ . -
ST AV 5.2. Prelaz od polinoma 40(A) ka polinomu §57(A; ,ver3i
oncéu konjuzacije koeficijenata polaznog polinoma /20 .

D0 X A Z, Uznimo na primer,polinome s (X i 422 (X ,
1L neka je A=+<¢ realna promenljiva.Ti polinomi u obliku determinante,

 Pet= [ Biate) Ara ) Ajste) By e)]

5 tt)= [’%jg (¢) 72 (£) B 5 (£ Aoy (49 ]

Posto su koeficijenti granidnih uslova (II) po pretpostaveci realni bro.
jevi,toe Jje

{87*’ ()= QBJ 2 ("9.) ﬁ:.a (€)= 4]11 ( "‘"'.) '4_7:; &)= 1{73 (& )

Stoga Je

Putrz| Brute) Rrate) Bist) Apatei] = o 4.

Slidno se dokazuje i za ostale sludajeve.U vidu prosledice proizilazi
slededa relacija

P(A)-'-'_-..—_O > pw(A)E_.O' . (2.2)

Obratimo sada paZnju koeficijentima A\ -polinoma.Uzmimo na pricer,
nolinone fﬁlg(k) oSV1 1} OeflClWGPtl tih polinoma su linearne konmbinsaci-

e I

] i £’ ~ ® - . . i T:— "
Je lzraza . g 'Qca,g, CU% ‘z C7ye@imAi] d2K1le proizveda realnih i kom-
nlexsnih b"‘(‘J-’:’V"{nOuEV no,alco Su sve determinante oblika fﬁ;aga&jga;'m 247
jednake nuli,tada su svi polinomi B(A) identidki jednaki nuli.S cbzi-
‘rom na ctrukturu keoeficijenate,va%i i obrnuti zakljulak, izuzev 1 nekin
o ododk b

retkin slucajevina,Slidna analiza vaZi i za druge A -polinone,Na osn
vu 1lzloZenog,uvodimo sledede relacije

'7:.)4 (M=o > fquq Qe Agnn &ij]-_—.o

| \ - | 203
Pse =0 =» [65% Gje Ajom aj'm_]-.-_—o | (2.3)
p“!!'fﬂ-ﬁ {A) 0O & r(-" TR gjf.' G]’ e Jr"ﬁ =0 |

(6-& R, €, n,;,%zzc,-_:a,g’ 3)4?; Ak artt),

DEFITICTIJI A3, Klasu granidnih uslova (I1),=x koje vals

il ,u«.a‘.

ra1991¢m (2.3), zvateno klasom granidnih uslova (G).
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2.1, INDIKATORNI DIJAGRAMI FPUNKCIJE L0,

Svi indikatorni dijagrami funkcije A {») su mnogougaonici,dija terem
na nripadaju skupu talaka: O , T s | (erivg) 1 ?Z'(a;b:ﬁ+w¢.+::y%)
( Bstyot= 2,2 3,4 4% tF2) Hedjutin,ukoliko je talka 7 teme dijagra-
na,tada je na osnovu relacije (2. 2) i tadka 'f'i"“'z, takodje teme odgova-
rajudeg dijajrama.Otuda zakljudujemo,da su svi indikatorni dijagrani
funkcije A(A) simetridni u odnosu na realnu 0SU.

- Skup svih indikatornih dij'agrama razbidemo na potskupove s":”-:'):. (R=L,2
2556 ),koje karakteridu sledeéa svojstva:

4:. .

7P N . .
(Y4 ): Potrizto, s, Potor(A)0

(92 ) Patr)z% 0 Pt (r)=0; 11)
(93): Ptz 0, PstIs0; - o
(D)2 Prge (ayes FO, Pa=0, Psta Wi=0;

(@): 'PaéO\)“O PaNZEQ; | . . !

( JG)' "-Déf(l\;"'@ 4@5*4‘0\}-—1’-0- \

( Ayt L= 4, 2,8, 4,5, G’ & = £ 4L )mgza.stencn.aa svih navedenih skunova
indikatornih dlgagrama, lako se moZe utvrditi pomoéu konkretnih primera
Neka su

i

.

(1) "’{J("J} Z_Lazaec}(?éj}+5' j(z;?j-_::o (I=4,2,3,4 )
2=

graniéni uslovi problema (4y,dobijeni iz datih graniZnih uslova (II),

puten reSavanja sistema linearnih jednadina uj(“g{) O ( F= 1, 2, |

po ma kojoj &etvorci promenljivil: 4f(a) y ST g( "*‘j’ i Pik .;-f’

( =R, B, H ) o O8evidno, gI‘aIllCIll uslovi (II) ekvivalentni su 'rranlc,nlm

uslovima (II).Neka ,je sa ALA) ,0znacena karakteristilna determinanta

grani®nin uslova (II).

ST AV 3,3, Ao su granic¢ni uslovi (II) klase (G),tada vaZle slede-
¢i iskazi: -

L

1'0 C-’;b —— ; ¥ = h
(92 )==> 'Ps'u\):_-@ ot (?\)—E@;

e -
2. (R )= Pala)= O, Pu A= O;
50(75) 5 5
| .')n i .:::, -?9;;\)\7*—: ' 5 Jj.,_ &)Eﬁ) ?’;)
4—-(-"')"'"'7 {-).5-(:.3'\7 =0, "Dﬁ:,ﬁ (A)=m 5

5, (R V= Do ()= O, Pat(ar= O, 35 (=0 »




! e - _ . p ' P - - - e .
(9T, 0= 4, L,8, ¢4 ¢ S TR ),pri Senmu su sa 4O(AJ oznateni no-
linoni funkcije A A) o

DO X A Do

1,Po3t0 Je fupnjmo (A = 2,2,13, 473 attu),50 iz (2,3)
sledi da su sve determinante oblika 'L_'u;.-«:.a, Gje G;m f:?,nq,_l , Jednake
nuli.Kako je dalje po pretpostavei s (M) »To mora postojati bar
jedna determinanta tipa [fgﬂjﬂ Gie Qo Afm | »Tazlilita od nule.U tox
slucaju,reSavanjen sistema jednalina Uy (Y)=0 ( 7= 2,2,3,% )
po ‘?;zfj G, 7 &';_éfj , .fng'gj i jm Ch) sdolazimo do ekvivalentnii
granidnih uslova (II),u kome je

~Gim =0 - ( T= 2, Ry mR=12,2,3, 4 )

™

Otuda sleﬂql da sy sve determinante [f;.?f?’ 538 \f;rn: Q..;ml (R, 6mn=z 2, 3,
i L—534 972 Gjo 07 & 1 Jednake null.S obzirom na strulkturu koeficijena-

ta pollnoma zp,_:,.f%ca\) pl ps- (;\) (vid.,2.1),nalazino ’?’55'(?\9%0
1 jb,,,.;,,c f-’\)*—*O (6{-‘&4_4,2}3) ¢+ AFEEM)o

2oDokazuje se na potpuno isti nadin kao u prethodnom sludaju. \

BuS]-Edi iz 11 i 2.

4sPo pretpostavei i na osnovu (2.3) proizilazi,da su sve determinan.
Ca;,z@;eajmﬂjmj (RGmm = 4,2, 3,4 ) jednake nuli,a da je

bar jedna oblika [ 6702 Qfe Qjm.ﬁ;ﬂ] razllﬂlta od nule.Rec8avajudi

sisten jednac1na %(fy} © (7F=4,2,3 4 ) po a/(f?"” , ‘&z(,g ‘?{3/, ’

_—

f ’”C"é'; i fij (@/ ydobijamo ekvivalentan sistem granidnih uslova (I
u kome ée biti

Gig =0 Rt J=-‘12.3':—,_,3, )
Zbog toga_su gve determinante: l-g;r ia;.re 633071 52377_[ ]__6_74.2 Gr a u},«p 53',. _!
i sz" (9]2_, U‘J’ﬁ bf‘f'l Jeanake null,OdnosnO 4:5-(‘&)'_ P Péi_c‘sz.}
I Patuln=0 ( A, d= A,2,3,%; SFt+3% ),

5.Dokazuje se analogno prethodnon.

Prinetimo,da iz pretpostavke: Buln=o , PaelN/=6 4 Pontie (A ==
slede ekvivalentni granidni uslovi Tipa: "y“:”(c?}={9 ili ’35/”‘:2{-;3;-):(—}
( "=C,4,2, 3 ) +Poito u oba sindaja ne postoje sopstvene vr_edn:o-
ctli raslicdite od nule,to talovu mogucnost odbacujeno.

U,narednom izlaganju umesto granidnih uslova (IT1),koristidemo kad
god je to nogude ekvivalentne granicne uslove (fﬁ),ne zmenjajuci nri tome

oznake karalteristidne determinante, indikatornih dijagrama iA-polinona.
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Predjimo sada na konstrukciju indikatornih dijagrana.Prethodno,iz-
dvojimo iz kompleksne A ~ravni sledede tadke: )\ozo y Ag=T&u ,
Ay=TWy + Ag= Tl wy+y) s My=T (gt Cogt Wy) s Ag=TT( ntloz+vy)
/\g'=2?Z'(d4+afg}y A= R_RTds , A =TT (w+;) L Ag =27z ,code jeiézg?ew,j
(A=4,2 F).I{ao Sto je ranije istaknuto,temena indikatornih dijagrana
mogu biti samo tadke As 1 As ( 4=0,4,...,9 ).Na osnovu date
klasifikacije @,_ (Ae=dy o ee, & ,),sltava J0J¢,1 pri pretvostaveci

O < WG g & BLGU s Y |
“na primer,odgovarajuéi indikatorni dijagrami prikazani su na slikama
'5-8, | |




Indikatorni dijagram,u kone su sadrZani svi ostali indikatorni dijagra-
ni,u ovon slucaju je osmougao' dija su temena tadke: Ap ;" As 1 Aa
i _Xa ( 5= 2, 3,&)0‘1‘&3 specijalni- dijagram nazvaéemo OSHOVHIL INDIFATOR~
w Lhl DIJALrhAIiOIE,l obeleiidemo ga sa .‘f"?;-, sUkoliko Je oz.w.,y@‘,-: Qg %”"
P, je roub,za © & GRGLs <@y =T7y 72 ée piti Sestougao,dok

je za RRg v = ara= “, 92 odselak imoginarne ose.lNajzad,ako Je

e

O <L, ¢ Tp & ALY 2 je PONOVO OSMOULA0.

2.2.RECULARKOST GRANICNIH USLOVA.

AT -
fleka je P E ma koji sabirak u funkcijl EN(A) Ao je talk

=T teme osnovnog indikatornog dijagrana &=, ,tada demo korespo-
dentni polimom P(¢A} zvati TENENIN PCLINQNO.liedjutin, ako pomenuta <Ta

dka leZi na konturi dijagrama G"'J-’% a nije njegovo ‘teme tada demo reli
da je @ (x) GRANICNI POLINONM o

ST AY 3,3, Grani&ni uslovi homogenog graniénog problena (ié),.,re ,

1arn1 su tada i samo tada,kada su svi temeni polinomi istoga,l ne manJ;
ga stepena od stepena ma kog granitnog polinona.

¥

., - DOKAZ, Bez ograniclenja onstostl,moze se poc¢i od pIEtPOauaVnG

L

O < awgar, '&@"-'ﬁwa £ _1_7_' -Pri tome,postoje tri moguénosti: O<cavyg g«
zQﬁg@;;%’_’, O « QG vy 2 ARG = T, i 0Lk Cog =Ly ‘5..--:'?/-,; 0

1.lieka je ©@<QWr < AL V2 £ 77, 1 @egus=Cs ( A= L,

U kompleksnoj A =-ravni,konstruiSimo oblasti Caﬂ. ( iR= 4, ..\,J 3, ..;. )

*

+~;

slededi nacdin:

Dae 1 1 HGA=(Tp=Tan) | < E, mr‘? A=

G@:}z: ]w&g}.-(%-&@ﬁ)l(s’ le‘;’;’ " =34

pri demu je £ proizvoljno mali,a R dovoljno veliki pozitivan oroj.
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U oblastina O’Z)f& ,vaZe slededle nejednakostis

c@g: %g}\wqu, 6?@)&@3 70, ‘.'r?e)taz.ﬂo; |

Dy Reray»0, Rertyr0, Rerw,>0 ; (2.12)

633: %?3%“’4(0_, cj?e)\((/g(o’ @E')\a’e rd '
‘@q: 6:?83@;40_, Rertv; <0, Rerts; <0 5
Kako je

'\Qf'.fﬂ AQ/HW

A(‘\J“[ﬁjé + 874 < ¢ 7%::,1’-637':; €

to za /\6«:@4 ,imajudi u vidu (2.,12),dobijamo
AT (3t Gy . AT
A()\j=e [fé 4""!3346 3'1...7-* 63]3 @fé]:: O
0dnosro

Awgir

lﬂ.j; QJMG (33-:,] - rfaygd'a]q. ‘(333 J.rjr? 0 —_— CJ | . | ;.}1

Prema tome,u oblasti 094_ vazi relacija

~ — ACvT | : '
A(A)::O &7 ps&;'f"}@qg,?e """—"O, AEC@L‘. | | (2‘“13)

pri emu je korifdena oznaka = fD{A)+6('7);A—? <2 oU ogtalim oblast:

na, N sli¢an nadin nala'?lmo

~ AT
4'943?-5- Ps€ =0, A€ <D,
- ~ A.QJ-“ oa
A=0 &> Pv + P48 “=0, A€ (2.14)
~ AQ’L::T '
q’?o -~ pffe @ ACC 4-?
\
Skun jednalina (2.13) i (2.14) oznadimo sa E,

Uslov je Eptrebann Alto su graniﬁnifuslovi regularni u smislu defin
cije 1.6 ( I deo ),tada mora biti:

i
v ~ }\Q}:{ﬁ" '
na {4} n A {59 d S
' # - '"“"} o - -
A!‘s‘:\j o( v S M -;’- ! o ot "..“:...."“Oj f\ic- e (‘f?.-:?_‘,.e._‘;}’,;u ) (Eolj))
) g
o st (A ), o
Dri o Cenu su 77y i i ( "t=4,2, d, & wensivante,razlicite od




S ohzironm no strukturu jednalina iz situpa I,polllcumi: '?fga S 7'3_.;-(;\)
Py (X P.M (n) 1 ’1043:;(»\2 ;,noraju biti istoga stepena.Xo u tom slu-
Saju,na osnovu relacije (2.2) sledi,da su svi polinonmi u funkciji D¢

i1stosa stepena,

Uslov je dovolisn, O8evidno,ako su svi temeni polinomi istoga step

L]

na,tada se iz jednalina skupa E dobijaju ods covarsjuce Jjednacine siupa

2ePosmatrajmo slucaj 0O < ﬁ'w;? &y L 61’/”57 Wo= /2 .Dodto  je
g,‘f},}wz o ( /’?ew#-—o ),...G craz fne A UV ( 62{3 A LU ) E“Oblastl
{£)4 ( <04 ) nena stalan znak.Stoga ée no primer,u oblasti ol biti
AT(GMJ—«U_:;,J o AT~ AT —
A(}\J__ _ ‘7334 J@_jz'ﬁ‘“%_j}ee 5:333 7{....7 .;f'?‘"jjj ! < "'_"O
odrnosno |
}\"UH*”* A };CU;:}?' ,\‘

AN=C = ’?343-:-195--’-7%3:,8 -+ 238 =0, AETa,

S1idno postupamo i u sludaju A E?@é%. Prema tome skup E obrazuju
sledeCe Jednaline:

’f:’sd'?‘j-’f;wc ....o = ;
Ao, '
AoI=0ey P Pu€ =0, red:
, ;' hL@ﬂrn. _AWRT f«
o3+ Pst Prsa€ o Prag€ o, r&-0
K, p ~ ﬁawﬁfﬁﬂ #hwe AQJA?
‘P"‘}'/b*?'"‘"}” CAE 2 A -;G,Aé'ﬁp,}

Ukoliko su ﬂranicnl uslovi regularni,tada je Jjednalini A A =0 u
oblastina c{).r:-'a ( R=4,2,3,% ) ekvivalentan skup jednadina F,odblilka

MR [ g |

.~ e o~ Py y »

}‘FT {GEL r‘,}‘ {:ﬂ':?{:? W‘.!fi. fiu? c y:j;‘i A-_: '{,}--} ‘8 /,
k, f’"‘ . I D - -

% N Y, o B 2 e . AA L) mr (w) ey
vri denmu su A7 ( ‘#=2,% ) konstante,i /i y 1 ( "R=2,%,3, 2 )
konstante razlidite od nule.Otuda sledi,polinomi: 2, () 5, 0,5, ()
Pz CA) s 7 A i G2 lA) soraju biti istoga stepenz,i
nanjega od stepena ostalih polinoma u Jedna01nama slapa LDe.Puten Xonsiz:
Kcije osnovnog indikatornog dijagraue Eﬁé ,1ako se utvrdijuje da su i«

temeni polinomi.

Jalicka je naizad f“335¥f2=€?ﬁjﬁ}t4=:fé « 5 CDIITOD NG To,0a je o F
e - ’ - -
i ;ézf:-f¢ scoltazr se lgvodi anclogno prethodnonm za siuwlaj oblasti
"Iz dokrzanog stava prolisiiaozi glededd zellivdnlsrosularnin granil:
uslovina nomogenoz graniinog problema (ﬂﬂ,oéﬁovar:ju specijalni coniicl
osnovalin indikatornih dijagrama _}é , Karakteristidne determinante ..~




pr R

{CIJA QPERATORA L4#CA) U PROSTORU & <*{:,77),

|.~—+

U stavu 3.1 odredjena je osnovna funkcija YA u obliku ded L=

VOROST - Undy POTZUNCST SISTuXA S0°250VE: I'-i I PRIDRUZENIN
UL

rninante.Razlazuéi je po elementima prve vrsie,vodedi raduna prl tome

da je ‘:/éf-c ’\J-E‘ ( A= 2,2, 3, ) ,dobijamo

AL 2:.'
fju:'«\)._zg,_.,(;\) ?

A=L
gde Je

A Q/-&—T AT (& Watdae)

Z.-_,CAJ-- Yso (A)+ Tf@ﬁ-(ﬁ}u - Z_ Qs ME — 2__ (st A )‘:’

(2.15)

Fao(A)  , Qag(a) féé-%fi\) i F@éruvihj polinomi no A
(D, %, U =21,2, 3, & ¢ Az tEUF ) « Ukoliko je karakteristidna determinsn

ta oblika ,
7 AT
ANz Palr)+ ) Ps(VE
D=4
tada se za osnovau funkciju moZe uzeti,funkcija
| “ A 2C
A, M= ) Qao(nIE
Ao

pretpostavlijajuéi da se bar jedan polinom f:aa (A ( A=2

(2,16)

3% 3.!'5;‘-') Il DO

nistava pri proizvoljno] sopstvenoj vrednosti AN=Axn.Isto tako, ako

je karakteristicna determinanta vida
Mg +lpe+ e )
A()\)—- @5‘(?\)-}- L“’be&f‘t()\)
tada de lcorespocientna osnovna funkcija biti

AT We+eet@ar) Ay o

”‘;j( E— Z%g,w(z)é’ B

Istalnimo,da je u oba specijalna sludaja (2.186) i (2, 17),
( S,+= 4,2, 54 1 A4 vid. S'L‘:a.v 3.3 ).,

2.17)

PatAl=0

Ileka jJje /\"3 najvedi zajednmkl delitel]j svih 4 - _polincmz, a ,\""
najvecirzajednicki delitelj svih polinoma u 08n0vVHOj funkeiji f (50,7

dakle . | -
AN = D), LA = N Yo loe,A )

W

PosSto po pretnostavcl A =0 nije sopsitvena vrednost,to ubudude moZemo

Ko1 1st1tl Dy {r) u svojstvu karakterisiilne determinante

, 1 funkeciju
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Ja %ﬁtﬁﬂsk) u u1OZl osnovne funkcije. Da ne2 bi opteredivali izlasan
uvodjenjem'HDV1h oznaka, zadrZademo stara obeleZavanja polinome u %im
funkcijana,

Wela su Fv-(x) ( V=14,2, 3,% ) proizvoljne funkeije i
prostora éfa(o 7?7 . funkcija potpunosti

F(a) = ZX"“ I JRCACRNES (x)dac

V=1
mozZe bltl‘predstavlgena u obliku

F(X)-‘-‘ .Z?/SOESO +Z%¢¢ E5f+ Zf«a ¢ };51&2{ +Z§5ﬂw Fi—o{@t'b" | (2 .18).

gde je
. RQJ:C
s Z%Tife "'ﬁ,csuoéoc
Y=

- NV o
Fot= €7 ° Fao

- N T
Fotw =€ Fat
— | NWUNTT '
Fatur= € Fatu

2,,2 pemd ’?az' (N) - polinonmi PC A ( ’5.:-&1 HJW-: 4, 2, 3,4 r&#f:ﬁru?&?'{f)_

F(x)
S T AV 3.4, TNeka je ‘f’(’\)‘“—"é {(AJ cela funkeija.

Y i)=0 (,z‘”*-”l) ,

Tada vazi jednalkos

SUBS
pri cemu Jje 42 ceo broj, ne vedi od 2.

DOKAZ. Raglikovademo dva sludaja: Pat(N==0. i Pt (XN)=0O
( b,t=4,2,3,4 35 szt ),

e Par(N)=% O . U funkciji Do(N) , naibrii rast

- na imagi

rnoj osi imaju slededi sabirci: p‘w(m)e?m“’-’%’"“ kada T —=» 4+ o© i
T (Q.q-f-@,z,)(_ .
Dia (i) @ kada 4 —» —o0 . Stoga imamo
7?.-"&(/31'!'/33,) '
| Pau(rOl] 4+0(1)] , 7 —>+ oo
JAO (’I'»U"“‘ 73:"2 (34+32) 2.19
]}’D,m_(fac}ljd-‘#o{ffii, L —> — 2 ( )
\

( A= Tom Cun SO 5 s= 4,2 ). Ta svojstva u funikeiji F(A) ilmajo-
Fau (8l Fy, (2 Kada =¥+ 20 i G (O Rl kaca - SoE
Frimencn nejednakosti H0lder




— s, R TR (PR L=
! )‘42(*1'.&); é!\/‘:?\;!‘bi 8 f
.a+_"f~ T { LarfPR) (2.20)
]F;Ht‘u.J] Mﬁ"q
R
N e _
za dovoljno velike &) ,gzde jJe Mf‘.)""‘*;";"":: L fil il ( 6=2,2 ),Poli-
nomi e (M) 1Py, (xa)  moraju biti istoga stepena (stav 3.2).kKcrespo-

dentni- nolinomi a2 (AJ i Gay (A}  ,s obzirom na to 1{:.1-{0 su dobi]
ni,ne mogu biti vedega stepena od stepena pomenutih polinoma.Zboz tODa,

postoje sledeée asimptotske relacije:

ezt
~ P! |
/J;.w») \)C ) AT
i | (2.21)
347 CM) ’
;’s:f&}_ow AT
)

pri demu je ceo,nepozitivan broje
Nz ognovu (2.19)—(2.21),imam0

e
(20 .;;2)

pj:i dovoljno velikom el ( /= - co ),gde Je ./e.]g pozitivna konstant
i QL w7 O kada 4-—w-eo '
Slidno dobijamo |

p e+

|5"("L£-)j .44191 | | ‘ - (2,23)

za dovoljino veliko }J2] ( M=+ez).
Uzimajuéi u obzir nejednakosti (2.,22) i (2.23),konadno nalazino

V(nis= O PR

:*-q J

.

—

{1] —> <o
gde je /o= -er'-;-;a ceo broj,ne vedéi od 2.
2.lekka je sada PPat(A)=OQ ( 6-6.._., 3,%% A<+t ).U ton sluda-
T

ju Xoristi se osnovna funkecija (2.16),0dnosno (2.17),a dokazni nosiupai
slican je prethodnons,

POSIEDIC A.A% jJe J (3¢)=0 ( V= 2,3,4 ),tads vaii

(e t,_)--— "':’,, f*‘ti--—“‘-? R




S AT 5.5, delkn ./:" pilo koji indikatorni dijagranm funkciie
Ay i "’.73; indi }c torni dijagram odgovarajuce funkcije potpurosti

FIXN) Jueka je dalje
F(xm)=0, Van e N

Tada o Gljagran 6/:,_. cadrzan u dljagranu f@. o

DO K A Z. Ukoliko je red¢ o osnovnom indixatvornom dljagramu Of?g

f‘d

tvrdjenje nevosredno rezultira iz stava l.2.Za preostale slulajeve

doha? cderio izvesti u dva dela,

1. Pas(A) == 0 .0Oznalimo sa G = [Ar,%=] bilo koju stranicu
dijagrana C’ﬁi ,C1ji su krajevi tadke Az i Y oUnutar ugla proizvo-
jno maloga otvora,sa temenom U koordingtnom pocetlu 1 siretralom upra-
noj na pravu koja sadrzi stranicu 5’7,,@ ynalaze se koreni )\fn_'aq jecna-
gine A(A)=Q ,koji se izradunavaju po formuli

)\m",k__ 2-7:'/3[' [/’, 0(4) M= SO

/\f,q-
(0,-&)¢ o
(vid. str.9).Neka je A=4XE€ AR p(f )= cptz) ,zac je'

@-':w'bi}(’“ﬁ'?%) .J tom slacaau,posie&nja Jednalcost dobija oblik

/z-@)t

27
I Nz -9 fﬂ)

anJz:g-:— E'f-ro(d)] ra-—,vw |

" Po pretpostavecil je F_(A;,;,‘;R}:'_O , 0410 8N0o Cb(’t‘b’@ﬁ):{) «Po8to je funkei
ja ij(k) ,cela 1 eksponencijalnoga tipa,i kako je

2" 'es) A
A5y ——— LA |

to na osnovu stava 1.3, 1ndllcatornl dijagram funkecije C/J(Z) nora inati
tranicu 7 [Aw= %] ,koja je wpravna na realnu osu.Odatle sledi da
indikatorni dijagram funlkcije F(X») ima stranicu paralelnu stranici Ja

i &ija je dudina » [Amr- x| o Druzim recima,dijagrani qi i '@;—
su slicni mnogouglovi.& najzad,posto Je fpjj.&(,\)':-‘-: i &Qase(A)=20
to su tadke A3 i Az zajednicCla temena oba dijagrama.Prenz tome
dijaeren Y=  sadr¥an je w dijasromu  Gon .

20 Paeln)= O .Radi se o dijegranina tina &;‘; i {5? .
U clufaju dijasrama 617?- yodgovarajuéa osnovna funkeija cdredisrna Jo
vGUQCLJOm (2.1%5).0devidno, irdikatorni dijagran funkaeije notnunosti moro

Znti w trouglu,fija su temena tacke: O y Ap 1 Az e D0ljl Ezc-

L

X2z tele xao U prethodno] tacdli.SliZno se pokazuje i za dijesrame o e




Taotnloiimas van }{_‘}j;_ﬁ_auiaa 17 OO EUAVII W vVicu T cledice "Q“th:llﬂ.ﬁl SN

deca nejeanokest:

4{;(@) < /f;(c-n , O & DL 2T

pri Semu su {F (@) 1 ’r‘f&(@; indikatori funkcija F (A y0dnosno ﬂu’»

Yeka 3o A=As ,proizvoljna sonstvena vrednost gedinilnog ranga i
eka je A(‘D"")( m)=0 1 éfmﬂJ A )EQ (Po=0,2. .+ 53 Pt ) ,Izvodni lo-
nac, lanca pridruZenih funl:ca.;j'1 sopstvene fu*ﬂcc:.ge ’"*-ja (#¢,An) ,0dredjsn
je fo:muloﬁ

| b
/L/ (v-1, Pm) P M)\ f"j,,}%

(¥Y'=4,2,3,4 ; Pm= 0,4, ...,7x2 ),gde je ™Moz 5{%XA) osnovna funkecija.Za
Vg ,iz joo:::*nule (2.24) dovijamo niz pridruZenih funicija.
Lkeka je dalje

() (on) PR
A (0)=0, B t0)k0, S5, =0 (2.25)

( P=0,4,2, +..,72),pri Senu je LolA) karakteristidna determinanta,
i (HXCWY odgovarajuéa osnovna funkcija,

De T 3 ICIJATISZ?2,. Ukollﬁo kKlasa graniénih uslova (¢) irma EVO J=

—

stva izraZena relacijama (2.25),tada demo redéi da je zadovoljen USLOY (D)

Pogtupalk odredjivanja pridruZenih funkcija,kao i egzistenciju uslo-
va (D),ilustrovademo na slededem prineru,

- . £
Priner 1, -g(/?.(/}:.-_—- /j "\-‘;‘-5-(@3}%:]”-{- HCAA) fj?:'-.:@ , L70.
{lo)= 0, -'y'(e )=0, YMo)=0, YT )= o) ~

Kargxﬁeristiéna determinanta jJe

C«\)-—- R AL QAT =i R ANTT e
a osnovna rfunkcija
o (22, M &AL ARSE = AL RAA
a ‘-._.J ‘f._._. et s -
M

Y {p) (22 oty
r.a i :]FE: Ag (Jjﬁo 3 A{J (G}:S‘_':O 1 f—.,‘;’\"i:"i')f—;:o (’}D= GJ i ), +'ﬂ T

i AT aa= -
ismunien uslov (D).

Sonstvere vrednosti su: A= .i’:. (= 2,2, 4 o s J.looe-

sredno se Jroveravagu sledece Cinjenice:




!
i
{,AJ

l

Al f‘;’ "'i:’—l—éi i /*t (::’Z_ 2 1 {3; ‘).r'-'*i ' — - v ' I P Fl - 3
o\ 7 )'1"'0_; —Jﬂ( E}:@J.‘fkg :.:::_*-):;;O ( -’P-— o I KA - PR L N
o T .
. . . l"é fO f';:: f.‘:'__'j,:i‘_i‘ 1 -y o q.T_u?_.:_ i
Odatle proizilazi da sopstvene funkcije Joi~vs "¢ nemaju pridruze-
. . Ay o £ —
nih, dok sopstvene funicije JG{ZL 2% inaju no dvo pridrufene fun

iccije,oblika

A
(f«f {:C #%h}: *a (Pﬁ?j‘e;::-ﬂc c?-«' 5 ’; ::f-

3 - ,‘:‘ ‘-.:r! -~ 3 . K .y - - rf"' :r. .a- -y
t{g (r{:‘? --;i—'):_"_ (me)*'{/w.“:lﬁ'nﬂ s sy 2 L "'l-iw

Te funkecije,ocevidno zadovolj 4vaju date graniéne uslove a takodje 1

sisten Jean Cina

- TNAT .
Y P Ry I P
A O 1 T '.f - A —— _
'e(‘ffi"‘ 7.6";("1’:'{- i’j-:_ " +.,:1£ "Q":\,{.; o= @ . ( g — 0, o2 P
(r Ay

]
Precdjizo sada na izvodjenje stavova o potpunostli sistems sSOpsSTVell
i pridruZenih funkcija operatora idyéhj °

ST AV 5.6. Neka su sve sopstvene vrednosti A=A =0 (M=

-

iﬁg:‘_“}

(D

operatora L,(a) Jjedinilnoga ranga,i neka postojl uslov (D) - Tada

' -y

stem sownstvenih i pridruZenih furnkcija Toga operatora cetvorogsiruio pot

-t

? W L] L L b -
DUl U Drostoru atzbw, ) ;111 se moZe uciniti cetvorostruko potpuninz
puten dopune najvise sa ftri funkcije defektse,

#
SR

= 1 . ~ . -
DO K AZ, Leka Je = {“gq:ﬂ; proizvoljna vextor Tunkecija,orto.

gonalna na skupu svih vektor funK013q,oblika

; - ~ &
\ (3’2;1 i f‘_*-l:- (?"--:,'_g }-’-1@3 ;ﬂ ( J,?:} — e I R - )
R ﬂ'} A ':c} A :_) + e R L I P e Y A
LV )
4 ;
. | l y _ T/ f.*-::J 1Yo ]

u prostoru {J )= :j.u_- :'&‘,“" GNITL cemu su funkeije E; (<05 A 00
date fornulom (2.24) S obzirom na definiciju skalarnoz vnroizvoda u pro-

storu _@ﬁ “{2,7) ,uvedeno; pretoostavei o ortogonalnosti elvivaolenis
je gltup Jjednacina

;:_.-lf N
-lr:::—-"' . - . ='r.¥l‘- ,_: -1.1.} ___“}
1 S v " 'y -~ \‘
: ] '} E L - g : S '! -t . 3 LN N
SR N R NS St 2020)
i-— gt i o, !’
o o, A hal
f’ B 3 o - " P e )
S, ] 3
W T - . J L
\ A 3.--? l‘l) '::'"_J H,..-..S.)*u', L X" i




b o
- T~ 3 ‘{'—i ..'F’ o~ F-’,-p
F'-lA)"—_—' Z_ g/\ o {ZZ,A) s 2NPE ¢ of Eolliod
v=¢ © - -
Diferenciranjen furkcije  F(A) i uzimajuéi u obzir (2.24) i (2.25),n:
lezino
(Pmx) \ |
(An) = QO (Pa=0,2,, s ,mnm2 ;05825000 (2,27

XKako vaZi uslov (D),zakljulujemo da su sve nile funkeije Lﬁgﬂhitakodje
nule i funkcije iste visestrukosti.Zbog toga je

: FAs

YT“J==*Z&DQQ

cela funkeija.Pofto su funkcije. F{A) 1 AL 00 celec i ~mamonenciial

L T

roga tipa,i uz to funkcija A, je i potpuno regularnoga rasta,to na
osnova poznate teoreme ( Levin B.,str 208 {1&] ), sledi

}, ot N I f
D) = fz.-f’..?)—rz. (.::) O &L (2,2

pri Cemu Jje n = /. (@) indikatorana funkeclj«JS druge Strane,indikatorn

L |
=1

Tuneeija A, (@) cele funkcije ¥ (A) eksponencijalnoga + ipa,zado

voljava slededu nejednakost ' . | | l
__':1{; - o ’ .
@)= ( T+ O, @ & D& 25T - (2.2

e = - .*J‘: o ” f“? .
PoSto Je A4 (&)%4, (o) ( stav 3, 5) to iz (2.28) i (2, 29),ulea1
o o
-
Nz, 0L AL LT
Sto znali da je funkcija YA} mirimalnoza tina. A
U daljen izlaganju koristidemo formulu
e
‘,-' ¢ Fi
Cel)= 000 | i oo

1zvedeni u stavu 3.4.Razlikovadenmo dva slucaja: 72 <0 i P e s o.

) # e o

( 4> ceo broj).

ST .
loitelka je 2 £ 0 ,Tada odevidno vazi: i) kada {72!~ o=
Polto je funkeija (N} cela i ninikalnoga tipa,to po teoremi Phroome
na-Lindelofa mora biti -
"f#’t I~:'-wh-;....----- - y - _.r"""f'" ~
AN E=E O OanoOsno T AA G TT
Lo comovu stava l.4,rnalacinmo
. :._ T } r ) \i v e M
Foeteed R U W D, L 50 ) SeS.,u dntervelu (o :




N P )
- . - g, . - - - . - . T n N . ':I':"_‘. . e
Ta o acdin je dokazano ,da Jje nim funkeije " notHuUn U Pro-

{' b - . - () a N ' = 3 +
storu migifbﬂv .20 definiciji visestrulke Uotuunostl niz sonsgvvenin 1

. . (o2
ridruienin funkcija je detvorostrulke poipun u prostoru <£ *(0,7) |

D o

.nelka Je sada Oz P& <L ( p ceo droj).lProdirimo sistem sonstve
nih 1 pridruzZeninh funkcija one atora Ly (A) ,puten uvodjenja Funkcija,
oblika “Y,(z=, Xs) ,gde su A fiksirani womplelksni dbrojevi razli-
&iti od sonstvenih vrednosii, e nNa =0 , d4&h s P4 i So (5,0
osnovna Funkcija problema (A).Taekve funkcije smo JjoS w prvom delu naz-

. £
_,;’9 ” . 1 e ,
vali funkcijara defekta.leka je wvektor funicija :r--{rv¢£13 ortogonal

na 1 na vekior funkcijanma

Polazeéi od te pretpostavke,imanmo

FRA)=0 , 126<pr2

Funleija

Fix)
(A=A o) A=Dpu) Do (A \

Y(r) =

o : : v . . e Y e
je cela ,minimalnoga tipa i za nju ofevidno vaZe relacije: Flee)—70U
Xxada _yﬁf-d?aap .Primenom teoreme Phragnenaslindelofa,zzakljudujeno da
Je ¥Y{A)= 0O odnosno. FXN=0 c.P""'e:r:u_a tome,slic¢nin postunkon kao u
zavrSnom delu prethodne talke,nslazimo da je tako dopunjeni sisten so-

, o P - -y . / . . .
pstvenih i pridrufenih funkcija operatora L.y (A) ,Eetvorostruio potrun
w-x . . . - ’ - s v . .
u prostoru & “(0,7%7) .Broj funkeija defekta,pomodu kojih se prodiruje

pomenutl sistem,nije vedi od tri.

Stav Je u potpunosii dokazan,

-

Na osnovu posledice stava 3.4 i stava 3.0,sledi obidna potpunost,

g |
0

mulisimo taj rezultat.

ST AV 3,7, Neka su sve sopstvene vrednosti A= ;\f.q,-,-o (N=d, 2000y

oneratora quﬂA) jediniénoga ranzga, 1l neka je zadovoljen uslov (D).
Tada je sisten sopstvenih i pridruZenih funkcija toga overatora voirun
u prostoru  &Z (2,7 .

LS

wr - . a4 f L] . L]
Wa kraju nosvetimo pazZnju Jednenr specijalnom vidu onaratora g (A

koil Jje aefiﬁlsan'graﬁicnim uslovinia {(II) 1 1linearnin diTferencijalnin
lzrazon

£ ()= fj’fﬁzaszy”—;-{:,"/\‘? ( -aa*>0 )




T mr - "’ - .. 'j" 3 1. -y - Pt ': -‘1H.—~1:{. 3 -
':": O'}L'_":.T;u.ﬂ DO LCE0 D s \,;\ o LG JLI LoD enNE 1aeCiliclns

400z , Yy
. Pore AQ"@‘»T-*' p. -2 A
i1 . Pardl. * LR S . 4 , A - ‘ P
vy (A= _._...5 Clam{iNG]™ "4 & SO ALy T = tigy (A
=31 Ln=4A
i Alform &
ﬂ » ‘:, . ,ﬁf-i o -~ h‘;— S, . r?"-'z L2 S
Ugafa)= ) Qg rzy € J Oy (AL) " o Uge (=)
. TR =il
{ 7= 4, 2,3, .0tuda zaiiljulujewn ¢z Jje karakteristidna delermina-
rva

- - - o . - ' . .
nerna funkeija no AN (& [A) = L{A3).51idno se vokazuje daz je i
odgovarajuca osnovna funkeija,talkodje parna funkeija po A -«“.-,j{:z;.k]-_-:

7
Razvijeni ovlik }:ara}:‘ istidne deterninante A (GJ,zlesi
Ay 2 AT (Waps )
A= P+ Z%m)e -+ 2

A= A ess

E?
¢l
3
s
{o
o
|
i~
i
£

-

rﬁ-
Kelko Je JLQW‘"O"“"‘O .U tom sludaju,nmogula su dva indikatorns dijezra-

ma funlieije AA) ,i to:
-~ l.romb,alo je  PselA)zhk
uzaonix,ukoliko je ’P-'b'é (XN=0

"J
3
H
oy
<
O

(B,2=d,2,9 4 ; |a-%]==0 ).Pri preicostovei ReW=d=0 ,dobijano
dva odsedka ne imaginarnoj osi [-2}”::32"& 2/7"'(_}3_ [—/.‘:a??'t. pITLd,

wl,10




Umeste FTunleiio AN L AL 00 Jcoristidemo  LolA) 1 fflzc,A)
u svojstvi karalteristilne determinante,odnosno osnovne funicije,ioje

1w odredjene nonocu jednakostl

ARy= A Ay i 77, A)_A‘*fy (.ﬂ.,

- Lond . - . * = - '-_,,-...-.. PR . i 3 " - __- A :I"‘
(vidostr.53).U zavisnosti od eksponsunata 2 L 7 ,funkcije Lol

L™}

L

o

s (3¢, A) mOgU piti varne ili neparne vo A Lle umanjujudi opsStost
rommatranja,pretnostavidemo da je s (sc,A)  parna funkcija.Ucevii u
obzir parnost sopsivenih funkeija,iz (2.24) sgledl

i
o

i -A *
3 7 /W ::':’-‘-%.-z.:% M=t gy s V=2, P
(/ (X hey) =(=2) (=4} S €T, Aan)

(I
4

( ‘f_"-"; i"a,s' Zy ; D D, s et ,Q-;_,j’g, e s e 3 ).Z&l’l‘ffaljuju.
tome,relacija (2.27)

8
—{2n) PR L E NP PUR
[Feam)y= ;..,;-.,fz gg’/ f'ac A} FeAR )= 0O | (2030,
Z4 A=-An ,Glasi
r'? . T
. fpﬂJ N Y4 ”7;13 '
Y=4

Sobiranjem,a zatim oduzimanjem jednakosti (2. 30) i (2, 31),doblﬂqm

| K — .
1 {9, Pl (3,Pa) ‘ ” =
Pro! i—g Y e, Am)f-«(’cmi“c-!-} G/C'C an) iz 0z |=0 (2.52)

1

-7 jp { ) $a ol | =
Lo .

Uvedinmo funkcije

ra
R ~ .y 7
. RiousiTrieosa™ g s o, nd
: ' o | -
* 7T
- ‘rl_ . } .’F :_‘* " e ’ ‘-r
| v ;"’p - %
3 3 — ™ . L7
Leve strane u jednakostima (2.32) i (2.33) su respektivno 4 cra.) i
(R
i AP . I
g - W e A2.50 -
o (Fd & / '
{ # < 1] , —~ 2 et}
=- -*-“'-'J--:- CARJ S Aa 2 (g ) 70T (A n)




7~ (P ()
‘4}{'&;‘!"*1)—_0 E{-"i;\m —_

4203 proisvolinosii u izboru Tunicija Fov(x) { v = L, 2y B,y ) iz m
P, v . i i ST
stora ol (0,707 ,funkcije F(ny. i L (A moZemo moi . sovetiti. .

l...

ja

il smo na tad nadin nokaz ali,d
- : (P
Uledl F:' Cf\ 71)—" o "‘ fp"}:-:{:} 'ﬂ- * v o9 G _","4 . #iz ‘1""’) -.LI'O“-L_H -[.»Olﬂa Er&t-'fox':}—-
struka potpunost sistema gopsitvenih 1 pridruZenih funkcija operaio
. .
L. (A) ,postojade u tonm slucnju ako iz uslova  Fy, i;:ﬂjzﬂj N0 i~
-zllau Fvx)=0 ( v 4,3 ) S.8. U intervalu: ( Q7T j,
Tg- » . »  m . . .
Kako je funkeija Fetx) specljaian oblik funkcije potpunosti i~ IA)

( i'.a(x)g-;_- o, f;.f(.ar)—- ), to asimntotska formula iz st ava 3.4 u ovon o=
kretnom sludaju glasi R |

: Fe(zi) il
Y;’_(’Z )= *Anm?_,-._O(& ), 1) eo

Pri cemu 42 moZe biti ceo broj ,ne vedéi od jedinice.
H& osnovu svega izloZenog,i koriidenijem dokaznog postupka stava 3,.
dolazinio do sledeceg rezultata.

- ~
ST AV 3080 Neka su sve sonstvene vrednosti A= AcF O (
'!"\_"y‘,—:.-r‘-l -y -
yeratora ’\;Jedinlcnoga ranga,l neka postoji uslov (D).Tada e si-
054

ty U7
Svenn sopstyenih i pridruZenih funikclja toga operatora EEEVO“

PR &?’F.a a9 P O S S TPV
oru (©,7r) ,1li se moZe udiniti CETVOIosSTIuUko poitounin

-
?
-
-2
<
“ 3
H
O
)
t

ZWUUCI aopune najvise 'sa dve funkcije defekta,

aoreiteristidna determinanta je

e ;o :
J ‘ir';_... '_"L Y }:. h::":'_'f
1 )
b
M L
»f ' Ui i }'5 -~ I-E‘.«"e" ? ""l oo
' - L . ]
K ‘.I e
;"‘.’“ -rir\-l_ I“)\) .-1..-:. - - 3
- E} - .? L}‘j e Ef .,
~ey Az | > e
o 3 i - —— -
5 NI o AL 5 AT 8 AT
Lt .3 - L= - . r -t ’
ad-Findes} Join ~ e AT L Jek Ao
r
- =+ '.-1'1,. - 1 ....’_‘ y -
o f L i j :I'
! re . N ! e
] S . L - :
[ ) r E
. - !
. ;:.'-J\ .“._1 i




.

Linori elenenata Cetvrite vrste deterninanite Ao\, ns
WA,
LTS

A 1 svi su xasliici 0C¢ Nule.frema Tome,sve sopstvene vrxednosti su

L

inidénogza ranga.ikako Je A (0)==0 ;50 je ispunjen uslov (D).Primenom s;

d FLPIR g} 4 [ |
va Jed,dobijamo: (i) -3 0O Kada -7 <o ,Na osnovu stave 3.6,v0s%0j:
cetvorostruka potpunost.

-y

Erimerl D e {(’Ej}:fy"v&ﬁga,\%’y:{.;. G)."-"ﬁjﬁoj —{.’:-9-..270

Kerakteristicna determinanta jJe
I y |
N Wy 773 o ~r -~ &,
Qﬂ“‘):—" | _ . "
I G oy ® R |
o - By - - ., e,
(1ea%wd)e  Caeraiie S (aa¥eR)E (Aaye |
a osnovna funkcija | |
i, - -— }tw‘ 5{ H
| Cup o Apaze =AU ~7 |
c AL, 20 o . o 5
i o '
Yooy = | o ¢ =2 | \
s 7 Q/f_ 6{)& -"wﬁ- — wa i
Cog % wa* an® T |
| | |

Sopstvene vrednosti su jedinicnoga ranga.lNeposrednon proverom,nglazimo:

A% APw)0 ERT NS u
o (O)=0, £o0)F0, —=op™—| =0 | R=0,4,2,

Ocotle zakljucdujemo da postoji uslov (D).Iz stava 3.4 sledi ¥z
tada L - £ oo ,Fa osnovu stava 3.8,postoji Setvorosiruksa potpounos’t

-




3. LINGARNT DIFRRENCIJALEI opEraTon Ly,

S ¢biliron na definiciju operatora A;,(A) 0 20ja je data u poldeitku

- ovog Gela (w“ﬂrf’u,l”rﬂeaau korena “Wa ( A= 4,2,3,4 ) sednadine

WU Qe Ay Qo r =0

os*f'me sledede veze: (Cuy,

“f

| ' .
= Wy (=m=sd+p 5 B70), WUssly=qc
. . A . .
Zormenjujuéi osnovni sistem relenja s (e A )= C WX (A=4a,5

\
J
oy . Ao . “ .
S5 (2 A)=XCT " (=2, 4 ) ulfprranclw'ile jednadine ~C0Y/ = u
granidnin uslovima (II),dob 1jamo |
A 7w
'3 7€ |
A = -
M]’:’(} JT]{,""‘{B} _ : ( ’5-..4.,3; 7T=4d,2,3, & )
~ ~ e Aly a
[ ] .
Ujs (= Hj-+ s ) r
| (A= 2,45 7= 2,2,3,%)
k.
~ée de 4 v
74- ) a » W"i ‘zf Pe
Y77 L MRTR CAQ/,,) @ '-:,= {53:% (A, );:re--z
A=y ’ .
N Vi ~ & 4
-.’l':.-.:E R=d ’ e . R-2
7T 74 : (2 )ﬂrjﬁﬂ (AQ},:,) s %-y-é:; .;:-2‘_“ ujﬂ:l (}\50.5} -2~ (:'-,-4’}5’7,;;1(;5_
Gl | YA | R
Stoga ¢e karakteristidna determinanta biti
My 7
3 * *
Aﬁ(f‘-)-fuga [A) an;. () 4N Lifs CA?J
cdnosno,u racviienon obliku
| A‘U'{{ L LY S i IR ;
ZAUT A2 o BN
(A )= (A) 4D -L 42, 7
A ) Pa )‘BL‘ fi JO‘)‘L -"jb (A)@ . e ?’35 (,\]:f ~L ?:‘.; (A}f -5
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DO X A%, Usmimo na »rimer,polinome P2 (A) 1 Pia(A) Unesto

onpleokonos porametra A uvedino realan pararnetar 'f'.Poamatrani,pc

linemi w oblilw determinante, glase

7’3,3 &)= [‘33;4 £ 6354 (£) J%jg () fﬁjq (-é)]

i
M ()= [)454 (<) Fi2 (£ 5‘353 <) ‘Bj’e('é}j
PoSto su koeficijenti graniinihn uslqvar(II) po pretnostavei realni bre
v1,to je | | |
i1 (8) = Diaet), DBiattr= Bialt), i3z Az (+), %54 ()= #i7a ()
-S+0#a Je
'P.a ('&}—'[28 se (£ %32('5) d‘ggg €Y, Jgjix (‘é)_i._ [‘373 C‘f‘) ijf; (..,] ,,_J:; ):‘f_;., (%JE ;"9,;3.

Sliéno se~p0kazuje i u ostalin sluéajevima,U vidu_posledice,dabijamo

PN=0 == p =0 - C(3.1)

3.1, INDIKATORNT JJIJAGRA,..J ‘PU'TKCIJE AN,

U klasifikaciji 1ndlkatorn1h dijagrama,bitnru ulozv imade polinom
A, (N) .0Oéredinmo najpre, strukturu ﬁoellclgenwta toga. polinona.Kako

Je
~ “

Vs €73, -y | iR=2 |
"‘)Jd (A)_—:.l?'E'JJJ,, (A}t / D753 (R=4) (AN&) ( | f:: 4, 2, 3’ i ) |
R=2
to Je
l_ flf '&-? ‘!: jf 2
Y. ¢ '(5 R=a s X =2 '?_ n=d o
Por)= - JR(AW) Z___ (€~4)bga (Aw) 2 g5z (A} ) & "-f}"?';::& &
’1"" €=2 nn=4 , = '
odnosno,nosle razlaganja deterninante
e (ORI G ARAC 4 o
"rufl 3 '{b CU | r-:".' ’ .-’f:' . ’ el | .
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csto talko noZe se pokazati,da su koeficijenti polinonma 7*34 (A) ¢ 23 (A,
Lineorne kombinacije determinanti L_@Jaa deaymct_,ml ( L63rc65¢ 6Fom Bgm ]
Ocevidno,pomenuti polirnomi bide identidki jednaki nuli ale su sve odro
varajuée determinante jednake nuli.VaZi i obrnuto tvrdjenje,izuzev Moz
u nakim retxinm slucajevima.li demo u narednom lzlaganju smatrati,da su

polinoni () ( A=4,2,3 ) identicki jednaki nuli tada i sano tu.da,
kada su sve odgovarajude determinante Jednake nuli,dakle

/PA (M=o > L_Gj'm@feizjmajm]':o

if
PN =0 <= [ 6= 63¢Ajom Ajm |=0

PN =0 &=> E@jﬁ §7e65m Rim =0

(R, € m,m=4,2,3, &#),Drugin redima,uzimamo u obzir klasu grani&nit
uslova (G), Xoja je ranije uvedena (s8tr.46).

Slkup svih indikatornih dijagrama xarakteristidne determinante A
. klase graniénih uslova (G),razbidemo na podskupove C/’P&. (ft=42,2,3 ),
koje karakteriSu slededa svojstva: \

(B Poony=o
(F2); Pa A= Q, Pu (A)_a;-ﬁ_*.-b

(93 ) 2 (M=0, POk 0.

S T ALB‘,IO., Indikatornim dijagremima | @m ( #=2,2 ),odzovara-
Ju sledede karalcteristiéne determi-nente: |

DN, AW AT

l‘? ( vz AC;\)—— Pg()\)'f" 'Pi()\)e -t pﬁ (,\)e |

2. (%) s a(m—— (e R Mlhsw) EATeB)

D OXK AT,

LePoSt0 je po pretnostavei 7’3,;_{)\)::;; O ,to mora postojaii bar edns
determinanta oblika [ 67sc @, 2; 0, Ijnd reslifita od nule.Redavaiudz
7 Y IR Y e * - t’" Y - r—-:‘“f.}
sigten jednalina lilifi=0c ¢ - = A2 n po I DY A

e ‘ﬂ_g;] o e J/ : :’. \? ~ -2 j ) :“‘ S e | A

| -E.{-}) L0 ey 71 VOGSCL racuna o tore da su sve determinant
[ wyar Gie dysn d5e 1 Jednnke nuli, dobhi e elovivolentan sigten granicnin
'R '1{:,‘-:#-- .:. ‘ N '

St
”( e (fﬁ“—-_-‘i?f,i,@’;j )0




Prena tome,u sasiavu karakteristidne deterninante mogu biti

Sano eksp:
. . Ty Ty
nencijalne funkcije e'\ e A lw

i

L

2. Analogno prethodnom,

Istakninmo,da u slucaju Pul=o , P:(N=0 i P3A)=0 ne postoje
sopstvene vrednosti razlidite od nule. | |

Predjino sada na konstrukciju indikatornin dijagrame funkcije A (;
Radi odredjenosti,pretpostavlja.mo O < am;;w £ /s JIzdvojimo iz ko-
mpleksne A- rami sledede tadke: Ag=0 y M= Tw , Az = 27 )
As=TTRW+T) yN,= 27l 1 'As-=ﬁ’?o<’- Pri uslovu © < arg w < 7y,
dijagrami su prikazani na slikama (11) i (12).

S1.11

ol.12

U sludaju @rge =-’-3"(

= /3¢, /270 ),dijagrani e biti odshcci-na
1mag1narnog osi i to:

= [-27T3(, zar3i] i ‘Z-[—""’ﬁf— T3 |
Pod OSNOVNIN IuDIhAIORrIm DIJAGRHAOM nodrauumevecemo sledede dija
remb (s, ll) trouglove (Sln12) i1 odsedak 67

bijaju se iz osnovnih,koji s obzirom na (3.1)
odnosu na realnu osu.

L

Srane
ooV1. 08tali dijagrani do-

moraju biti sinetridni u

Tyl LVORTH T PRIDRUSENIY

3.2. CHTVOROSTRUKA 'DOTPUNOS'"‘ SISTRLA sov ]
- IKCIJA OPERATORA Lo,

Kao i 1u silucaju oneratora ﬁﬂgﬁkﬁ_,preta

28tvene vrednosti raslidite od mule i JodiniZnora Tansn. U

O o - B —~—
o kUL oa ::ITJFO :: 3 (TLTES i:: W i
Ve Lu“u91?e,nnr1”tzxum}jﬁ* '3 g
i lﬂ* —— . & --Lurﬂ_-
PRI Rt PARE S St PR 7 i v
‘- -y R
et ""-‘\ .-Hll' 4 + s
L
3 Na - °; b ~ £
o e - . - ¥ = ~ .
: T :}J‘ j:.:- ' } i";k} * _.,-;' * "q;f _,.-"' L% % 4 i 'f"'? - ; I{H f}‘i
b i ~— . - -
. . : NS el
Wi - [ ]
o erariAy Ean g ey () Ve (N
i Py
4 o,




- 0Y -

nri uslova da je brr jedan ninor elemenata prve vrste razlicit od nule
za proisvoljnu sopstvenu vrednost A=Am .Ukoliko to nije sludaj,fada
nmose xoristiti osnovna funkcija ,odredjena u stavu 5.1, |
Raslaganjen determinante (3.2),dobijamo
Awse s Al

~ . Ay oo
fij(x,:a)_ Ge(N)C + G A XE + F3(VE -+ P A€
gde je | | R
| Awr Mo e > 2 7o) TAL25 4.
LsN)= CpoP)+Zee{N)E + Zo28M)E + '?—ssf-’\.’e + YsalA)E 2'55‘0‘){:
| At Ao AeTH A 27T o TTA(<v#

CZ:»CAJ—waAHQu(A;e + 252 00)C FLagWC +Goy(ME 4 F55(A)€

( »= 3,4 ).Specijalno,kada je karakteristiéna determinanta obliks

% SN
A (A) = PolA)+ PalA€ + Palie

tada demo Za osnovinu :E‘unkciju uzeti

awZC AL Aluat sizae
/’/(*c A= Q.m(.x)e + ZroN)20€ _;..-.fw (M€ 4 Gy, (A)CE
Axo Je )\P ( A% ) hajvedéi- zajednicki faktor svih polinoma'
u funkeiji AW ( ﬂ-j (2¢, A) ),dakle | | "

. Z(ﬁ):)\pzio(h) "?(xg;’*?: "‘Q/‘*}o(@c.&a}

tada demo korlstltl zﬁu()\) u svojstvu Karax’cerlstlcﬂe determlnante,

0dnosno ’_’/a (X,A) 1 uloz:. osnovne funkcije (A=0© po pretpostavei ni
.sopstvena vrednost).

Neka ae
~p2 o~ () ﬂj’o i | .
o (OJ O au c@)#:@) ‘“ca— A__OO | (393
( fo=0,2,,,,, am-a),

>
an'

5 P I HICTJ A 3.3, Ukoliko klasa grax ﬂlonlh uslova (G) ima
svojstva izrafena relacijom (3.3),tada demo redéi da postoji uslov (D).

Radi ilustracije,navodimo_jedan prost priner.

Priner 4, | é{f‘?j):_—

4-!- '- ’ - F ] ' 1 - T " oo .
TGO, GOl D )= 22T =0
- ':'_g ,- -
- A [ _‘. L I Y : - _ ] _— _._.-i_ — - '.I
Lereicberisticne determinanta is :
.
. 1 : o a .
- ; ... - .g Ll e ] re
i . 2 et AT
% 3 J Ly - o AT L Tk P
v ¢ . i . - [ B
s - IS e A2 {m Sy e LAY L




o osnovna Iunkcija
3 At ALK At AW
|

2 e 2 xe 1 _!
- i - Acﬁ'x }\Eﬁt
~e¢,0ﬁaho== 4 © ﬂ;_ O { = §7ﬂ )e+_+.5ﬂf(143¢=
A 4 AL 3
AW zw AT 2B |

- gde Je
- %,(x:c)-_-.—xca' (2| wei¥+2(0-15), %(M‘hmt(-21503%6055‘3)1‘-%(5-@)-

s . AT C e s | : s
Minor elementa € 'ne zavisi od parametra A i razlidit je od

nule.Prexa tome,sve sopstvene vrednosti A=A~ imaju jedinidni rang,
a Yo (X, An) su korespodentne sopstvene funkcije.Heposredno se prove-
ravaju sledede €injenice: |

o B ‘?
D (0)=0, A (0)=0, A (0)-,-0 Ja(-ac 0)=0, ‘f“ ]A 0,
Otuda zz2kljudujemo,da postoji uslov (D).
Funk013u potpunostl | | - :'
-1 | I
Foy= Z)\ f CACRVE WS
mozZeno predsrav1t1 u obliku
Foa= Z PsN) B, (0
A=d |
pri Senu je P | |
Vel Aw.ﬁ: Lo~ Ved T Aze
h (A)= Z)‘ {e ¢-'*’-U“’5’-’- E.(r\)r-“z)\ fﬁ-"e Folx)eloc
Vhi
- B 4’ T N2 . ﬁ;, /
—~ v-4 ~ - e oL T
F:_.,(A)-:Z e Fv ()X, T (‘?‘)“Z‘\ {‘ce FulRIeE.
V=4 < V=4
ST AV 3,11, Alio je funkcija potpuncsti F (A) igentifiei jeﬂngiﬁ
nuli,tada je Flo) = O (v=12,2,3,% ) 5.5, u intervalu (o, )

i . riil T s,
o o T3 kixYa L B Bk e WA Sl TAANTA AT VY (e o= - '1
l-.m:—..- :h'.....q.l,_-._._-... - o O{:‘ L -]."‘t io . 'L"_‘ —— L ")- . kS W J ;_} -1 i { _‘13 -L 'v‘--o.t-a.h.C o
)
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* . I\' b4 = L - - "q.F
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il 4 - * - el o
: ML 'I-!. t YT, Yar . ER R - o [ P
' £ : ] L & * Ty o F : ~ T A4 ~ 1
- 3 A i, i = L) - » - - .
- ‘L } ~ '}H'r * -4 o A= i"'-"! {'-—-1 ) - -~ 7 L Lol e LJ-L [ f‘ﬁ iA A .r':; "‘u--"
{r f"."' i o LN rr "" o r S ' " b - - A :‘: -y - -
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T

eksporencijalnoga tina,Xoje se mogu poreditl po vrzini rasta,Uvedi, s u

-—r

rocnatranice polupravu .
| ('K?_z-@)(: . _
(€) A=7e (two, © « O=agw ¢ 2 )
OEe_vlidne su relacije: Re (rw) = O i Re (N&)= Rl snzg %0

elka je dalje
. Frn ety Ch (%)= Chuln)+Chatx)

. | o
emu sura CPi () Sine svi oni sabireci iz SP{%) [%oji imaju brii

vri
rast od bilo kog sabirks 1z Cﬁ-g, (2) »a nolunravod ( -ﬁ ) o
Iz uslova |
FM=0 = BlrI=0
sledi

} Chua (ve) | E:" [ Ch2 (%]

Medjutim,poslednja jednakost je nemoguéa za dovoljno velike pozitivne
vrednosti 2 .Drugin rec¢ima,uvodna pretpostavka je netadna.Otudz sled:

£ ()= O (ve=12,2,3,4) 8.5, u intervalu (C,7 ).

S 2 AV 3,124 Heka je ‘;f)& bilo koji indikatorni dijagran fun-
keije A(AM  ,i  %Pg  indikatorni dijagram odgovarajude funkcije

potpunosti F(A) .Feka je dalje

it ¥

FAn)=0
gde je A=An proizvoljna sopstvena vrednost operatora L‘f (r) ,Tada e
dijagran @?F sadrzan u dijagramu Q?Z; o

DO K A 7, Ukoliko je red o osnovnim indikatornim dijacraminz funke

je  IA) ,teda tvrdjenje neposredino rezultira iz stava 1.2.0 svim oo«

1im slucajevims,s obzirom na to kako Je definisana Xorespodenitnna osnown
funkelja,dijagran ¢unk013e potpunosti mora bitl sadrian u neiom CENOVH

. '-T -Iq.,| - w " m
Cijasrandeleljl dokazni postupak z.a.snlva Se na prmenl stava 0 odsediay
1ndiltatomnin 4l arrana, kako < o vad wadiene 4 atavie T
e DI 4L SOAEWRE, KAKD g TO O WEC DN SeNo W S8TAaVR TeDoe
o
! rl‘ Fi rr ) ' o LT Y ot ir’f LJIT - o ow e ; -jﬁha:-:‘:‘: '1 l""l - -
i.)__: i.. i‘u _i'r _,.r: 1% Lj:_ .Jl"-*-.:..h'u:!. dn_'.‘ # ¢ 7 e E N 1 II-::IJ -l-:-‘i: ..-fru. {Iﬁ.i.‘t o . fl.if.[..uw :.]O
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e “ g 21
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Dokas je sliden dokacu stava 3.4,1 mato ga ne novodimo,

PO0SL2DIC A, Ukoliko je funkeclja potpunosti oblika

o T~ 2
Fones ) Yo (e M) F(e)slot
Q

P~ . .
tada vati: Wile) —7 0 kada ML E =

Predjimo sada na stavove o potpunosti.Dokaze necemo izvoditi zbog
toga,3to se formalno ne razlikuju od dokaza stavota 0 potpunosti opera
tora Ly (N .

ST AV 3.14. Neka su sve sopstvine vrednosti A= An=F0 (f=<,...

.p-u

oﬁerdﬁora L, (N dcdlnlcnova ranga., i neka nostoji uslov (D).Tada ie
sistem sopstvenih 1 prldrquPlﬂ funkcija toga operatora cetvorostruko
potpun u prositoru “(0,% ,111 se moZe uciniti cetvorOSuruko potnu-
nim putem dopuiic najviﬁe sa tri ¢unk013e defekta, |

ST AV 3.15. Heka su sve sopstvens vre C.I'lOS'tl A== A0 (Fl=1,...
cperatora L, (A) Jedinicnoga ranga,l neka postoji uslov (D) Tada je

*1ate1 u0pstven1ﬂ i pridrufenih funk013a togo operatora potpun u pror

‘storu L% (0,77, . | - s

Prinmer '5_¢ €(ry)=o‘_ ,
| Y(0)=0, r;("(@):-_@__ fi;{”"{a)-..:c;_, ?’(0)1'- ?”’f T)=0,

Karakteristidna determinanta je

| 4 - 0 1 o
A fo? 2w A= - L
A= | - ' .._..3' o —a
| 3", | -y 3)..1’?;‘}" a1 TN T f w
A+ (A3 € A+E3fam-s-zz'm;jﬂ Ao R ARIE A+ L3]S

a osnovna funkcija

ACorse Awoe AX f‘)sfu}{. !
& & < o0 T i
! | :
; A L .,:. {.F , t
11 f;-: :*11"“"' - .
- 1 F B - ‘,‘: v
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.
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1
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Sve sopstvene vrednostl su Jedlnlcnoga ranga, jer je na primer mlnor

elementa AW - (,\cu) e “ determinante AQC?\) s konstantan 1 razlidit od
nule.Ofevidno, A =0 nije sopstvena vrednost.Neposrednim putem,na-
lazimo

AO=0, X @=£0, 4, (x,0=0

Sto . nacdi da postdji uslov (Bb.Razvijeni'oblici karaikteristicne deter.
minante i osnovne funkcije glase

AT NG T
, A o (N= P N+ P (e +79.=..o~)e

A Awoe N
’g(m)_gme +fz(>~J-’{'e +Zae g, ooxe”

pri demu su polinomi f,(A) ( »=42,2 ) Betvrtoga stepena,a poli-—
nomi Q.4 (N) ( A=4,2, >, 4 ) naav:u.se prvoga stepena.la osnovu

stava 3,13 sledi: W (4l)— O kada Z—> % oo .Prema tome sve pretpo-

stavke 1z stava 3.15 postoje u ovom slulaju.Otuda zakljulujemo,da ie

. sistem sopstvenih i pridruZenih funkcija posmatiranocg granidnog Pro~

blema ¢etvorostruko potpun.u prostoru ¢§?e(o,vzj.J

Istaknimo na kraju,da je operatorom 'L.g()\) ( sludaj ﬁe =0 )
obuhvadena i diferencijalna jednaéina - - -

I - '
| /5(?)—_—;. y b.';..g)\"e/gﬂ_f_)\-‘? —0
koja je dobijena iz biharmoniske Jednaéine
| LX) L)
D 4‘axzata 2€s -0

puten smene /L{,—_—_—e fg/{x)u |

!
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Axnaxee p'x 1 e B L.O0e.,0 MoAHOTE cHCTCMU COCCTBCHHAIX H
NMPHICOCHNHCHHEX CAEMEHTOD HECANQCONPRARENHUX ONeDR . TODOB, O BXUXL
X KOopMa thx,AAH'119,h°2 1657,

AXueasepHdle alxasuMar Hd,,Teopusa JuHEeRHNKX Onepa-
TODOB B Trna6epTOBOM NPOCTpancTBE, "HAYKA",1965.

B apu H.K., [pATOHOMETPHUECKES DIKH, H3MaTIU3, 1961,
B 6epb6ax . ARamrraeckoe NpofoLeHze, "HAYKAM, 1967,

BruzepH uli oxg P.lipeo6pasopanue B KOMIJIGXCHON oGxacty
”ﬂAJHA“ 1964,

IPTeasn dare g Hdi. = h OCTHUE HKO n.i.,Paanomexue Lo

|
COGCTBEHHNM QYHKUUAM IUQGEPEeHUHANHHIX U xpyrnx_onepamopos,ﬂAH,

Fox6epr Hol.zKpe i 8 M.,BRefesne B Teopub JuHEHHNE
HECaMOCONDIXEHHNX ONePaTopos, "HAVKA",1965. | _:_
T ypeung A, Ky pa H T P.,Teopua ¢y Hxmu, "HAYKA", 1968,

Lanod o D ZH. un Il Bapuylx., HHeinmye onepamopﬁ¥MHP",1966;

I=aBaygosil,O0noriore HeXOTODPHNX YACTH COCCTBEHHUX QY-

HKUUE HECaMOCONDAZREHHOrO Iu($.oneparopa,ilH,159,H%4,

“ I a H OB X U-B.@.,PemeHEE METOLOM Pypbe HECAMOCONDAREHHHX
CMEMaHKXX 3afavu LIS IUIepSoJNuecKHX CHCTEM Ha IIJIOCKOCTH,liaT.CC.

47,1959,

EBsIr pad 03B Medoe, ACHMOTOTHUECKHUES OUCHKH X LenHe QY HKIHH,

'Pccmexzsnam,1962.

Keaxpguml.B., O coBcropeunux SHAYEHENAX 4 CO6CTSeHHIIX @yyxﬁaﬁr
HEKOTOPHX KIACCOB Hecamoconpqcednﬂx ypaBHedHH,AAH“QT 1951,

dinrngtonisds Levingon i.,fhicory of crdinary
. |

1
O »
1055

"1 - -L - - - - - oy - -y
! rentlial equ ns, Lew Yok Toronte Londcn, o
T r -q' a ‘l T -‘- L] - - ”:‘q ﬁ "‘ - L b:\- Lol - - -
E OJ 3 0T 0D 03 A.H, @ 0w 8 Cobl.,SHCHEHTI TEODPHH OYHRINH
L S - — — T -1 -!..u. . - ..J-\_".!: .":.
1 QYEKOHOHRISHOTO auadnea, "HAVEAT, 15060,
-:". -3 - TH i - - £ L ' E-" ﬁﬁﬁ - a
& W ? Q -"": li I -ﬁ- '-!'- it i I‘ {.: E} - . R in ? '-325 P .‘..Bajf,p . t‘LI‘i I-"\. qunoﬁ

—“ iwi ¥ T S P L - W . N SR R P
R L M LR N R RS D VLS TS




- — “-'. -1 - - s il w 4
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bextraun, at. Acad.Sci,Hung., 12,1961,
Jl e rmu u B.l.,Pacupeneierre KopHeik Helux QyHrnui,locrexusiar,
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