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Mnogi zadaci funkcionalne analize pripadaju klasi nekorektnih
sadataka. Osnovna karakteristika takvih zadataka je ta sto 1
male gredke u zadavanju poletnih podataka mogu dovesti do bi-
tnih gredaka u rezultatima.Dugo vremena se smatralo da izucla-
vanje takvih zadataka ne moZe dovesti do sadrZajne matematiclke
teorije, a uslovi korektnosti su smatrani potpunoc privodnim,
Takve gledanje na nekorektne zadatke Jje ostalo rasnrostranieno
sve do podetka 60-tih godina ovog vijeka, kada su se pojavili
mnogobrojni prilozi, koji su oznalili poletak brzog razvoja
teorije nekorddnin zadataka.

Mumeridko refavanie nekorekinih zadataka Je posebno oteZano,
s pbzirom na to da se mnoge radunske oneracije realizuju sanmo
nribliZno, a umjesto taénih pofetnin podataka poznate su samo
njiihove anroksimacije. No, takvi zadaci se €esto javijaju 1 u
fizici 1 u tehnici 1 u ekonomiji 1 znadaj razrade algoritama
za njihovo numeriféko redavanie je ofigledan.

Smatra se da su osnovne ideje na kojima su kasnije razvijani
metodi refavanja nekorektnih zadataka izloZeni jod§ 1943. qod.

u radu A.N.Tihonova "0b ustojcivosti obratnih zadal"”, objavije-
nom u DAN S$SSR., Poletkom 60-tih godina poJavili su se funda-
mentalni radovi A.N.Tihonova, M.M.Lavrentjeva, V.K. Ivanova,
2.L.Lionsa 1 mnogih drugih, koji su omoqudili formiranje opste
teorije nekorektnih zadataka 1 konstrukxciju algoritama za nji-
hovo pribliZno reSavanje. U okviru op3te teorije pojavili su

se mnogi rezultati 1 ideje koje su se mogle koristiti za ispi-
tivanje 1 refavanje nekorektnih ekstremalnih zadataka. Posebno
razmatranje tih zadataka se prvi put javija u radovima A.N.Tiho-
nova [823] m[BZﬁ]*_U tim radovima je predloZen jedan opd$ti me-
tod {Tihonovljev metod reguiarizacije), koji se pokazao veoma
pogodnim kako za teoretska ispitivanja tako 1 za praktidno re-
Savanje nekorektnih ekstremainih zadataka., Metod se inale sa-
stoji u tome da se pocetni zadatak minimizacije funkcionala
J{u} na mno$tvu U snabdjevenom topologijom T;zamijenﬁ famili-
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jom korektnih zadataka minimizacije funkcionala Te(u), koji
zavise od pozitivnog realnog parametra ol , na familiji mno-
Stava U«SU, pri Cemu je T (u)=d(u), U =U. Za fiksirano ol >0
zadatak minimizacije funkcionala T (u) na mnoftvu U se re-
fava sa odredjenom tagnoicu & = & ()20, pri cemu se dobija
tatka ue € Ue, tako da je |

Tow = inf Tot(u) & Ted{uad & Totx + & (o).

ue Uy
Pokazuje se da za Siroku klasu nekorektnih ekstremalnih zada-
taka funkcionale Tof{u) mozemo izabrati u obliku Tw{u)=d{u)+
+ okl S (u), St(uyz 0, u€el, tako da kada parametri of 1 £(K) sa-
glasno konvergiraju ka nuli, familija tadaka u., konvergira u
smislu topologije ‘C ka mnoitvu tafaka minimuma funkcionala J{u)
na mnostvu U,

Ideja Tihonovljevog metoda regularizacije nekorektnih ekstre-
mainih zadataka je kasnije razvijena u radovima B.M.Budaka,
F.P.Vasiljeva, VY.,A.Morozova, V.G.Karmanova, A.B.BakuSinskog,
B.T.Poljaka 1 mnogih drugih.

Termine "iterativna reqularizacija” i "princip iterativne re-

qularizacije” je uveo A.B.Baku3inski u radovima [B2] i [B3] .

Naime, u tim radovima su razmatrani metodi regavanja nekorekt-
nih varijacionih nejednacdina na mnoltyvu U iz Hilbertovog pro-

stora H 1 predlofen je sijededi postupak: za fiksiranu vrije-

dnost parametra regqularizacije ok =%Xyna funkcional Tihonova

Ta (u)=Ty{u) se primjenjuje Jjedan algoritamski korak nekog od

metoda za reSavanje varijacionih nejednadina, a ratim se raz-
matra sljedeéi funkcional Tihonova Tv+1(u), Ve 1,2,... . Pri
tome parametre reguiarizacije {}L?} treba usaglasiti sa para-
metrima metoda, tako da se dobije niz tafaka iz mnofStva U koiid
konvergira po normi prostora H ka mnoStvu reSenja razmatranog
zadatka., Izlo?eni postupak se zove iterativnom regularizaciionm
odgovarajucden metoda. U pomenutim radovima A.B.Bakuinski je
razmatrao iterativnu regularizaciju Njutnovog metoda 1 metoda

projekcije gradijenta za relavanje varijacionih nejednalina,
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U ovoj disertaciji se jzuéavaju nekorektni zadaci minimizaci-
je funkcionala J{u) na mnoitvy

— -
= cq.fuy< 0. 9= -, =0 4 =
U uELUO gq(u)mnO,x 1,r; gi(u} y r+1, S

1 mogudnosti njihovog refavanja iterativnom requliarizacijonm
metoda minimizacije. VaZan rezultat za dalje izufavanie ova-
kvih zadataka je teorema 1.2.2. F.P.Vasiljeva [B8] .

Sam rad je podijeljen u dvije gqlave. U prvoi glavi se navode
primjeri nekorektnih ekstremalnih zadataka {1 formulidy pozna-
te teoreme, koje se kasnije koriste za izvodjenje dokaza teo-
rema iz druge glave. Navodjeni su i poznati primjeri (ponekad
uz neznatne modifikacije) sa ciljem da se pokafe koliko je
klasa nekorektnih ekstremalnih zadataka £iroka. Primjeri 1.1.4
1 1.2.4. s5u orginalini.

L

U drugoj glavi se razmatraju iterativne requiarizacije nekih
metoda minimizacije. 1z%1aZu se, kolike nam je poznato, svi
rezuitati postignuti u ovoj oblasti. Sa izuzetkon teoreme 2.1.1.
i lema 2.2.1. 1 2.2.3.{koje su dokazane u veg pubiikovanim ra-
dovima,, svi rezultati iz druge alave su izlo3eni sa dokazima.
Teorema 2.24. i njena posledica - teorema 2.72.5 pripadaju F.P,

Vasiljevu., Ostali dokazivani rezultati iz ave glave pripadaju
autoru.

Od rezultata do kojih je do3ao autor, posebno treba istacdi sle-
dede:

a) U teoremama: 2.2.2. 1 2.2.3. se razmatra iterativna
regularizacija jedne nove varijante metoda uslovnog gradijenta,
samu varijantu je inace predloZio autor u radu [B16]. U njoj
se duiZina koraka, u poredjenju sa drugim varijantama metods
usliovnog gradijenta§odredjuje na veoma jednostavan i za nume-
ri¢ku realizaciju pogodan nadin. Pored toga, njena iterati-

vna regularizacija pruZa vece moguénosti za izbhor koeficijena-
ta regularizacije.
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b) Iterativna regularizacija Njutnovog metoda minimi-
zacije omogucava da se pogodnim izborom koeficijenata regula-
rizacije {}Au} rije3i i problem izbora poetne aproksimacije,
5to 1naCe predstavlja slabost Njutnovog metoda. Uslovi za
izbor koeficijenata regularizacije pri proizvoljnom izboru po-
Cetne aproksimacije su dati u teoremama 2.3.1. 4 2.3.2. S obzi-
rom da je uslov za izbor pofetne aproksimacije formulisan tako
da se lako provjerava, isti postupak se mo3e koristiti i pri-
Tikom reSavanja korektnih zadataka minimizacije Njutnovim me-
todom. Naime, u tom sludaju metod iterativne regularizacije
se koristi sve dok ne bude ispunjen uslov za direktny primje-
nu Njutnovog metoda. Ista ideja moZe biti iskoridcena i kod
nekih modifikacija Njutnovog metoda. Iterativna regularizacija
Jedne takve modifikacije je razmatrana u teoremama 2.4.1. 1 2.4.2.
Pokazano je da se istovremeno sa regularizacijom metoda mose
izvr$iti i regularizacija izbora pcietne aproksimacije. Slifan
metod je razmatran u radu [B11] ali se tamo pretpostavlja da
Je prostor H konalne dimenzije, a umjesto operatora T, {(u)
koriste se operatori podijeljenih razlika gradijenata T7,(u}.

c} U teoremi 2.5.1. se razmatra iterativna regulariza-
cija metoda linearizacije. Za razliku od metoda Cija je itera-
tivna regularizacija ranije razmatrana, ovdje se za ucéitavanje
ogranifenja tipa gi(u).g 0 ne koriste penalni funkcionali. Do-
bijeni rezultat pokazuje da su uslovi za izbor parametara me-
toda (duZine algoritamskog koraka) dovoljno §iroki i da dozvo-
tjavaju razliCite moguénosti. S obzirom na Lo, posebno je raz-
motren sluCaj kada metod linearizacije prelazi u metod proje-
keije gradijenta.

Jedan dio rezultata ovog rada je dobijen za vrijeme mog naucnog
usavrsavanja u Moskyvi tokom Zfkolske 1978/79.g0dine. Za postavku
zadataka i korisne savijete iskreno se zahvaljujem rukovodiocy
F.P.Vasiljevu, docentu Moskovskog univerziteta.



G LAVA I.

REGULARIZACIJA NEKOQREKTNIH EKSTREMALNIH ZADATAKA

1.1, © nekorektnim ekstremalnim zadacima

Neka je U zadano mnodtvo iz metrickog prostora M i neka
funkcional J{u), definisan na mnodStvu U, dostiZe svoj infimum
Je=inft J{u)} na tom mnodtvu. Razmotrimo sljededi zadatak mini-
mizacije funkcionala J{u) na mnoStvu U! nadi tacku (ili tacke)

u,.€U tako da bude

J{uwg = inf J{u) = J,. (1.1)
uel

MnoStvo svih taCaka mnostva U koje zadovoljavaju relaci-
ju {1.1) oznaicemo sa U,, tako da je U*={uEU:d{ujxd*} .

Za reSavanje zadatka {(1.1) najfeSfe se koriste metode
iterativnog tipa pomolu kojih se konstruise niZ»{uv}(tzw. mi-
nimizirajufi niz) takav da uy,elU, V=1,2,...1 ,J(uv}ﬂawd* kada
) ==, Ako se mnodtvo U, sastoji iz jedne talke u,, posta-
vija se pitanje: da 14 Uy~ iy Kada Vewsdoo(u smislu metrike
prostora M 111 nekom drugom smisliu)? Ukoliko je odgovor na
takvo pitanje pozitivan, tada kao pribliZno rjeienje zadatka (11)
moz emo uzeti tacku u,, sa dovoljino velikim indeksom v . Ana-

logno pitanje se moZe postaviti i u slucaju kada mnodtvo U,

sadrZi vise od jedne talke.

Definicija 1.1.1. Zadatak minimizacije funkcie-
nata J{u} na mnodtvu U iz metrickog prostora M je korektan

u smisiu metrike prostora M ako:



1) mnodtvo U, m’”(UJEU} J{u) = 1nf J{ul= J } gé
UE
2} svakxl minimizirajudi niz {uv} ¢ U konvergira u

smislu metrike prostora M ka mnodtvu U,, t7j.
’?(uw{j*}minf ?(u,q, u) —- 0 kada V--+oc,

Ako je naruSen bar jedan od uslova 1) i 2) zadatak mini-~
mizacije funkcionala J(u) na mnostvu U je nekorektan.

No, veéd na prostim primjerima se pokazuje da je odgovor
na postavlieno pitanie negativan, tj. da mnogi zadaci minimi-
zacije pripadaju klasi nekorektnih ekstremalnih zadataka.

Primjer 1.1.1. Neka je U = {u&aﬂl:um;O}-, J(u)= u-exp{-u).
Ofigledno je u,=0, J{u,)=0, Niz {u\}} : u\\}m\) yN=1,2,00.0, de
minimizirajuéi a ?(uv,u*)m‘dwﬁ'w.

Primjer 1.1.2. Neka je U = {uﬁf(t}EEing,i] :iu(tﬂﬁgl

v, N S S |
skoro svuda na [O,ilf i J{u)= 1\ ju(t)dﬁ) dt. QCigledno je
.f :
J*mlni J(u)=0 a mno$tvo U,= {uEt}:J(u)mJ*} sadrzi samo jednu
UE
tacku - u,=u {t}=0 skoro svuda na [@,i}. Za niz {uv}: Uy =

&. ¥
= uy(t)=Y sinVt, Ve1,2,...,06t<1,0&d €1 imamo da je

Qi l 2 (ek~4)
OﬁJ(u\)M‘é \) gilﬂcos*&t) At L 4N e kada \) et o,

G
Iﬁmle,niz-{gvl je minimizirajudi. Istovremeno je

1 2+ A 26k
by - \} m SR et ﬁ“‘“g{l*m 2‘}t)dt“*\} {1~ --iwsm 23
hu U. 2 55 2 ?\}
i o
. 2_ } — AL _ —
vlflnﬂuw;““*l[ = 5 za A= Q; %}__mmllu‘u mﬂ,li =400 za oL > 0.

Mi feme dalije razmatrati neke klase nekorektnih zadataka

minimizacliie, pri gemu de biti narufen samo uslov 2) definiciije



t.1.1., 5> druge strane, ofigledno je korisno izdvojiti i neke
kiase korektnih ekstremalnih zadataka.

T eorema 1.1.1. (3%6}, str.6) Neka je U kompaktno
mnostvo iz metrilkog prostora M i neka je funkcional J(u) ko-
nacan 1 poluneprekidan s donje strane u metrici prostora M.
Tada je zadatak minimizacije funkcionala J{u) na mnodtvu U

korektan u smislu metrike prostora M.

Teorema 1.1.2. ({ggﬂ, str.7) HNeka je U konveksno,
zatvoreno mnodStvo iz Hilbertovog prostora H,i neka je funkcio-
nal J(u) poluneprekidan s donje strane i jako konveksan®) na
mnosStvu U, Tada je zadatak minimizacije funkcionala J{u) na
mnostvu U korektan u smislu norme prostora H.

Kao ilustraciju primjene teoreme 1.1.1. mofemo navesti
zadatak minimizacije funkcije J{u), gdje ue UCR" pri Cemu je

mnostve U zatvoreno i ograniceno.

Primjer 1.71.3. Razmotrimo zadatak minimizacije funkcio-

nala

[

§1 Uz ) 2
J(u)xd x{t,u)-y(t) ndtOIX (T u)-yll o+ Wiu :

pri usiovima

imA(t)mB(t)wf(t),toﬁté_T, x(ty)=x,

ioak P g
na zatvorenom konveksnom mnodtvu UQQL?[fg,T] . Pri tome su mo-

menti vremena Lools poletno stanje sistema xaiaRT vektor-funkcija

*) fungciona? J{u) definisan na konveksnom mnoftvu Hilbertovog prostora
Je jako konveksan na tom mnoitvy ako postoji konstanta H>0, tako da

je J(oiu-z-(‘iwo()v)ﬁofd(u}ﬂ1wﬁ}d(v)quci(1-e:;{)Huww y28 sve u,v e U i
svako c:!e?—;[{),ﬂ.



y(t)é&L?&}a,TJ i tafka yeERn zadani; A{t),B{t),f(t) su za-
dane matrice reda nxn, nxr,nx!, i3 su elementi dio po dio
neprekidne funkcije na cdﬁja&ku{}a,f].

Za ol >0, [5;-;0, X‘?G funkcional J{u) je jako konveksan,
pa Je, prema teoremi 1.1.2., zadatak minimizacije funkcionala
J(u} na mnoitvu U koretan.

Za mnoge vaine zadatke optimalnog upravijanja uslovi

teoreme 1,1.2. nijesu ispunjeni. -
r 2

}x(t,u)"y(t)%Q@-,gdje je
r; [to,'lzg,, ako je x{(t,u)

Primjer 1.1.4. Neka je J{(u)=
y{t) zadana vektor-funkcija iz prostor

resenje sistema diferencijalnih jednadina

X = A(t)x+B(t)urf(t),x(t )=x, .
pri tome su A(t),B{t) i f{t} matrice reda nxn, nxr, nxt, ¢iji
su elementi zadane, dio po dio neprekidne funkcije na zadanom
odsjedku [tﬁ,Tj%, t L TL oo,

PokaZimo da funkcional J(u) nije jako konveksan na Dro-

r
storu LZIEO,T]. Jednostavno se pokazuje da je dati funkcional

P
jako konveksan na prostoru Lz{}O,T] ako 1 samo ako gﬁstaji re-

alan, pozitivan brgj_}Qtakav da je Ik(t,U)“i*| l j{ i LJ{?Q*]
2 i’”‘:’:

gdje Je z{t,u) redenje sistema diferencijalnih jednaéina

z = A(t)z+B(t)u(t),z(t )=0.
~ Ay |
Neka Jje uﬂ(t)m((twta) ,O0,...,0) nge Je {C{v}
strogo rastuci niz realnih brojeva i iumfi Tada
N
r = —
t)aszﬁ’th ”a{tlz ) w@”ts e 73 KB A Y m

Lﬁz HJ:}ET] {I“ 20{\}

5 druge strane fmamo da je



5.

(tuy(t))= () d (8B (8 )uy(e)dt,

ta

!
gdje je (O(t) fundamentalna matrica sistema diferencijalnih
jednacinag 7 = Az, tj. gdje j&(b(t} resenie matricéne difere-

ncijaine jednadine

D= ad. O

Eiementi matrice Cbsu neprekidne, dakie 1 ograniCene funkcije

na odsjelkuy {}G,Tl , Da Je
2 T
E
i

%Q,T]

z(t,ug(enll

i

L
V(D “S (£)B(t)u,(t)dt) dt &

T & h
..,éc S qd(t}B(t)u\){t)dt)zdt, C1== constz0 1.2.)
t':} w

Oznalimo vektore-vrste matrice Ej)(t ! ly{t *,\ﬁkt),

a vektore kolone matrice B(t) sa b y(t). b (t),,..,bn(t}.Tada je

2.5 v
@ (6)B(t)uy (£)at)?=2 ((/\{-’(t t)>Rn(t«-tG) atylg

ty T - | C “3\\? o T -D{a,)
| ES< (t), b1(t)>dt {t-t, dt.l
b 4. “‘c

2 . S iy

r 2 -
= L,y{1-0y) (t~t0)2 dk,CZzCﬂﬂst;;G. (1.3.)

1z relacija {1.2.) 1 {1.3.) slijedi da je

1
¥

Dakle, llu,(t)-+oo, kadaV=seo, a sup [lz(t,uy(t))]] <t eo,

; $q
pa relacija Hz(t,U)Hz;af{HuHZ nijex%atﬂa, odnosno funkcional
J{u) nije jako konveksan na prostoru L;{Fa,f] i uslovi teoreme
1.1.2, nijesu ispunjeni.

Primjer 1.1.2. pokazuje da je u opétem slufaju zadatak

minimizacije funkcionala J{u) nekorektan.



U praktiinim zadacima minimizacije problemi korektnosts
se Cesto uslofnjavaju i time %to sy umjesto taénih vrijedno-
sti funkcionala J{u) i mnodtva U poznate samo njihove aproksi-
macije dolu) 1 Uy. Tada umjesto pocetnog zadatka minimizacije
imamo zadatak minimizacije funkcionala Jy(u) na mnodtvy Uy

Mi Cemo razmatrati takve zadatke v kojima se mnostvo U

zadaje u obiiku

. [ . T 2 5=
U = U euﬁ,gi(u)éﬁ,h‘!,r,gi(u) 0,1 r+1,5} s
a mnosStvo Uy u obliku
Uvﬁaféaua:giv(”}ézo’ i=1,r;giﬁ(u)=0,i=r+1,5}.

Pretpostavlja se da se mnodtvo Ua zadaje dovoljno prosto
(npr. UOmM) 1 da je tafno poznato. Moje se dogoditi da mnodtvo
U, bude prazno iako je pofetno mnodtvo U bilo neprazno. Dopu-

stimo, ipak, da je Uy #{¢31 neka je Jvﬁxxﬁﬁ J{u) za sve VY =

U‘E‘W
= 1,2,c... MoZemo 11 olekivati da je 1im Jyx =de, ako je
N ol
Liﬁﬂ‘d(u)~dg(u}l: 1im max 1gig(u)~gi(u)t=ﬁ Za svako uaEUG?

Vol A€ 14
Da 11 Ugr—~ty kada V==0u smislu metrike prostora u kome se z3-

datak minimizacije razmatra? Pokazuje se da je odgovor ve¢ na
prvo pitanje negativan €ak i u slu€aju kada je zadatak minimi-
zacije sa tacnim J{u) i U korektan. inadi, zadafak koii je ko-
rektan u smislu definicije 1.1.1. (korektan po argumentu) pri
tacnim U 1 J(u), moZfe biti nekorektan pe funkcionalu ako su
umjesto U i J{u) poznate samo njihove aproksimacije Uy 1 Jdy(u).
Primjer 1.1.5. TraZi se minimum funkcije J{u)=u na mno-
Stvu U= {ua§R1zg(u):}ul+]u~1{-lmO} . 0O&igledno je da je Uzﬁhf]

i da je J*-zinfUJ(u}-:j’l, pri Lemu se mnoStvo U,= {u QU:J(U)#-J*} sastoji
[ER=



iz jedne talke - u,=1. Pretpostavimo da je umjesto funkcije
g(u} poznata njena aproksimacija gw{u)ﬁ{1+aﬂ)\u\+\uﬁ1}~1,

\
gdje je 1im ay=0 i ay#0. Tada je mnoStuo uvm{gegﬂ:gﬁunaojn{§},

w24}

pa je Jdy.= inf J{u)=0, pri Cemu se infimum dostiZe u tacki
VE el

UM}*:D i 1im Jﬁ:*ﬁﬁfﬁid* = “"‘”14

St

Na slican nalin se moZe analizirati prethodni zadatak

kada je U = {u&R1:g(u)£0} ;

Primjer 1.1.6. (EﬁZﬂ) Neka je J{ul=d{x,y)=z~x-y, U =
= {(x,y)gﬂgzaﬁxﬁi,xwﬁﬁ,y*x?ﬂ}. 0¢igledno, Jye=inf Jd{u)=-2,

ney
pri Cemu se infimum dostiZe u jedinstvenoj talki ue=(1,1).
. _ r ) P j:“ ) ) wi P {
Ako je Ugy= K(x,y}.ﬂéxﬁt,{Hﬁ)x y<£0,y-{1 \)}x.ﬁ,OJ, tada

se mnodtvo Uy, sastoji iz jedne talke u=(0,0), tako da je J,,=0,

u'k."‘*zog ]im J*y}*ﬂ %‘:J*ﬂmz*

Navedeni primjeri pokazuju da priblizno zadavanje po-
Taznih velidina moZe ozbiljno oteZati nalaZenje redenja zada-
tka minimizacije.

Pritikom redavanja zadatka minimizacije funkcionala J(u)
na mnostvu U, ¢esto je ¢ilj nadi onu talku iz mnostva U, u
kejod neki funkcional gz(u}, definisan na U,, dostife najmanju
vrijednost na tom mnoStvu. Na primjer, u zadacima optimalnog
planiranja, funkcional E?(g) moZfe izraZavati troikove organi-
zacionih 1 tehnoloSkih prestrojavanja pri prelazu iz postoje-
Ceg stanja u novo, optimalno stanje, i tada je prirodno izme-
dju svih optimainih stanja U, traZiti ono koje zadovoljava

uslovy.

QY (uyg)= infSou) (1.4.)
uell,
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Oefiniciijia 1.1.2, Tadka u, se nazivagz-nnn
rmalnim rjeSenjem zadatka minimizacije funkcionala J(u) na
mnostvu U ako u,& U, 1 ako je talna relacija (1.4.).

Mno3tvo svih $2-normainih redenja oznaticemo sa Uk w s
Specijalno, ako je g?(u}nihnz, Cl-normalno resenje cemo zvati
normalinim resSenjen.

Jasno je da zadatak nalaZenja g?wnorma1nug resenja moie
biti nekorektan zbog pribliZnog ralunanja funkcionala J(u)

i u sluaju kada je poCetni zadatak minimizacije korektan.

Primjer 1.1.6. (&32%) Neka je J(u):{Au~b%2,§:2{u)x!uiz,
gdje uEERn,Awmaﬁriaa reda nxm,b-matrica reda mx1. Ako sistem
jednaCina Au=b ima beskonalno mnogo refenja i ako su matrice
A 1 b poznate samo pribliZno, tada malim greikamea u zadavanju
matrica A 1 b mogu odgovarati takva relenja sistema Au=b(tj].
takva reSenja zadatka minimizacije funkcije J{u)) koja su proi-
zvoljno dalako od normalnog redenja u,=0.

Razmatrani primjeri pokazuju da su mnogi vaZni zadaci
minimizacije funkcionala nekorektni. Numericko resavanje takvih
zadataka u smislu odredjivanja tacke uel za koju je ?(ﬁ,U*)ééﬁ
(111 g}{u,u*)ggﬁ*, gdje Jje u, taclka iz mnodtva U, sa odredienim
svdjstvmm) Je posebno teSko 1 zahtijeva razradu specijalnih me-
toda. Jedan od takvih metoda je Tihonovljev metod regulariza-

cije nekﬁrektnih ekstremalnih zadataka,

1.2, Tihonovlijev metod reqularizacije

Razmotrimo zadatak minimizacije funkcionala J(u) na

maostvu U iz metridkog prostora M. Neka je zadatak nekorektan



1 neka je

U =w{ Us J{u)=inf J{u)=J }:ﬁié,
x= A UG (){AEU()* :

Tihonovijev metod regularizacije nekorektnih zadataka
minimizacije se sastoji u tome &tg se umjesto pastav1jenag1
zadatka razmatra familija zadataka minimizacije funkcionala
T« {u) koji zavise od realnog parametra (>0 na mnoZtvima
U{e )& U, pri €emu je za ol =0, Tﬁ(u)=d{u), U(0)=U. Dalje se
pomocu odredjenog metoda minimizacije (za fiksirano o) re-
Sava zadatak minimizacije funkcionala Tcflu) na mno3tvu U{(c()
sa taCnolScu &(ol) u sljedecem smislu: odredjuje se tacka

u, & U{cd) tako da bude

T x=inf T (WET (U )& T n # € (k).
Uely

Kazemo da je zadatak minimizacije funkcionala J{u} na mnoitvu
U regularizovan po Tihonovu ako su familije To{u), Uel),8()

(e{>0) takve da Q(u,,U )= inf Q(u,,u)—0 kada of —o( .
? . u@u*§ i

Za regularizaciju nekorektnih ekstremalnih zadataka naj-

ceScCe se koriste funkcionalid Tihonova oblika

T {u) = J(uy+olQ2(u),
gdje je gl(u) nenegativan funkcional sa nepraznom obladcy

definisanosti Ua C U,

Specijalno, ako je mimﬁiv,“J:O,i,E,..., umjesto Ty, (u),
Uy}, € (efy) pisacemo Ty(u), Uy, &y .

Ako je mnod$tvo U oblika

U= {ueu g (u)<0,i=Tr,g, (u)=0, TS L (2

tada cemo ogranicenja tipa gi(u)ﬁéﬁ,gj{u)mﬂ uCitavati pomocu
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penainih funkcionala tipa

A
P(w)=2_ (g5 (w))7s v el

gdje je g?(u)x max{(}; gi(u)B 22 i#m;g;(u)migi(u)tza izm,p}[},
PribliZne vrijednosti {tJ. aproksimacije)funkcionala J{u},

§2(u) i gf(u) oznalavaceme sa Jy{u), Qéﬂ(u) i giv(g)’ Tada fu-

nkcionali Tihonova sa tag&nim funkcionalima J{uy,{u), gilul,

P

i=1,s imaju oblik
T (u)=d(u)+AgP(u)+ elyST(u), vel, (2.2.)
a funkcionali Tihonova sa aproksimacijama Jy{u)s glﬂ(u},g$§u)

Tﬁ(u)xdﬂ(u)+Aqﬂg(u)+d&£l¢(u), uel,, (2.3.)
gdje je N
R“UP*Z:( (u))P, uel, .p>0,

a oly>0,Ay>0,N = 0,1,2,..

Pokazuje se da za $iroku klasu nekorektnih ekstremalnih
zadataka funkcicnal g?(u mofemo odabrati tako da ako niz
{&wj konvergira ka nuli saglasno sa koeficijentima regulari-
zacije ofy, i sa reciprolnim vrijednostima penalnih koeficije-

nata Ay, tada niz {?ﬁ} odredjen uslovima

1nE T\){ﬁ) T\}* T\J(V‘Q}&T\) *+£\} ,v\)wug EQ:}G, (2.4-)
ue

ima slj&deéa svojstva: 1)J(VQ)MWJ*:LEE}J(U) kada -t o0 ;

2) g{vv,u L )—=0 kada V-~reo, @ UZ neke dopunske uslove niz

{ ﬂ} konvergira ka glﬂnorma1nmm riedenju zadatka minimizacije
funkcionala J(u) na mnodtvu U. Naime, vazi sljedefa teorema:

Teorema 1.2.1 ({B&]) MNeka su ispunjeni slje-

dec¢i uslovi:
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1) funkcionald J{u), 91(u), gg(u),...,gr(u), \gr+1(u)l,,,.,
!gs(u){ , Q (u) su poluneprekidni s donje strane na mnodStvuy

UO u metrici prostora M;

2) Jumint J(u)> -o0, U -{uaU: MORNESOR

3) Q(u >O za svako ueU

4} mnostvo Qcm{_u eUG:Q(u)é c} je kompaktno za svako ¢ 20;
5) funkcional Lagranza o€ (u,A)=d(u)+ fz: A9 (u) ima sedlastu

tacku (v“?\} na mnodStvu U x/\a, /\ {7& ?\.ﬁj?x%.-t e}_;kf) }
P N0, A 20 ”,7’\5303 u sledecem smislu:

I(Vw?\)éx(?“?\*}éx{u,}*) Z8 SVako Uéuﬂ,lﬁ'éj\g;

6) aproksimacije funkcionala J{(u), P(u), Q ., zadovoljava-
ju uslove: |
|3y (u)=d(u)l< &;(HQ(H)) Py (n)-P ()& & (1+Qu) )
1 G u)- Sk W1+ Q) )5 ueU Vv =0,1,2,..., &20,0< (41

7) nizovi {&;},{AQ} ,&EQ},{(S\J},{K}} zadovoljavaju usiove:

hmd =1im €y --hm5 =1im f‘ =1im A\K} =0,

R N T i o o o

~¢
1 im & = 11im 0\;1‘5\9“ hm{;«{gﬁ\\;u G,

\?ww’:}f’t‘é Voo ol Vs

gdje je ptq = pq.

Tada niz {v\;} cdredjen uslovima (2.4) ima sljededa

svajstva:
Hm o d{vy )=ds, th(m}*Q “mf Q y Him %(v WUag )=
N e Nl DD

gdje Je  Uew={ uc Uy QUu)=C2, 7.
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Primjer 1.2.1. (ﬁ%Z?p Razmotrimo zadatak linearnog pro-
gramiranja, tj. zadatak minimizacije funkcije J(u)mcﬁc,ufp,

m .
C &R na mnosStvy

U=« uﬁﬁm:uigﬂ,im1w§1;§ai ,u::wb,iéi},iﬂ ,r;aai,u>“bi={),i-=r+1,s} ;

L™

gdje je Ju,v > skalarni proizvod vekiora u i v. Ovdje je
_ fi | 0 1217 !

UG““ UQR nu,{;}p g.!'"‘" 3m"; .

Neka Je J,. > — >0 1 U*mgﬁ . Pretpostavimo da su umjesto
talnih vrijednosti kojeficijenata u funkcijama J{u) i gi(u),

i=1,s, poznate njihove pribliZne vrijednosti i da je:

max{}c C"}i m' . ib.wb*\} }46’\; , 1=1,2,...,8,
gdje {L;MW-O kada ~y— =2, Neka je dalje §2 U= f 12”1

Lako je pakazati da su usiovi 1}-5) teoreme 1.2.1 zado-
voljeni 1 da postoji jedinstveno normaino rjedenje u, posta-

vijenog zadatka minimizacije. Dalje je
| LI ye
ldv(u)w\]{u){ < !cﬂch ' {U\g‘? 0,‘}(14- (ui ).
Na siican nalin se utvrdjuje da je za p=2

lp(“)“P\;(”)!ﬂj’tgg (‘H-!u{z}, )-L= const = 0,
pa je ispunjen uslov 6) teoreme.

Treba, dakle, minimizirati funkciju Tihonova

T (u) (ﬁ\},u;--fﬁh (Emax{<aw,u>—~bw; 052-1-

o

' f& )<a$§u?*“bﬂ{ +(i?§”§2*

i:?+§

b

na mnoStvy Ugm{uﬁﬂm:uig ﬁ?‘iﬂ,mg . Kako je funkcija Ty{u)

diferencijabilna, to se za redavanje zadatka minimizacije

te funkcije mogu koristiti metode gradijentnog tipa. Na ta]

L
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naCin se dobija niz tacaka ﬂ{ QB koji zadovoljava uslove (2.4, ).

Ako Ly—0, oy =0, Ay==+00, ofy Ay—s+ 00, E‘*‘*j“"SWWG kada
Y

\ w00, tada !mb-u*ywmﬂ.

Primjer 1.2.2. (ESS]}, Neka Je J{u)=< Cu, u:>p?x+<ic u>.w\
gdje je C pozitivno definitna matrica dimenzija mXm, C~m- d1ma"
nzionalni vektor, gi(u)m*iai,u)>nbi, U -zatvoreno, konveksno
mnoStvo iz prostora R™ | koje je talno poznato {na primjer, Uumﬁn,
9 Up= {020, 1=y ), U= {ueu o, (0)€0, 127775 o, (u)=0,
j=r+l,s & . Neka je dalje ”C-»C\}”g &ys le-c i< 64 ;lai"ai\)iégﬁ;
lbi“b?ﬂfgggﬁ; g?(u}zkmﬁl 2. 51i¢no kao u prethodnom primjeru
mozemo utvrditi da su, pri pogodnom izboru nizova *65§ } ,{fiﬂ}gﬁ
{Ax,} ,{‘5\;} ispunjeni svi uslovi teoreme 1.2.1., tj. da se
moZe primijeniti Tihonovlijev metod regularizacije za redavanje
ovog,u opStem sluéaju, nekﬂrekinﬁg zadatka

Ma s1iCan nacdin se moZe izvrditi regularizacija nekore-
ktnog zadatka minimizacije funkcije J{u}wlﬁ\u*-blz iz primjera

T.1.6,

Primjer 1.2.3 (ESEQﬂ Razmotrimo integralnu jednacinu

*&Kmthdﬂdsnfﬂﬂ, agtgb,

kKoju u Operatarsksm obiiku moZemo pisati kao Aus= f, gdje je

E;K (s,t)u{s}d

Umgesto postavijenog zadatka moZemo razmatrati zadatak
minimizacije funkcionala
b b

I(u)- f]ius tlu(s)ds-fe)|fats | au-t| Ezia}b]
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Pretpostavimo da je

el o - )

Lako Je pokazati da je u opdem sludaju zadatak minimizacije

(Tiad:sAt

L tesgb Y

funkcionala J{u) nekorektan {(npr., za K{(s, tY=1¢

datak minimizacije funkcicnala J{u) je u stvari zadatak dij-
ferenciranja funkcije f(t), koji je oligledno nekorektan).
Predpostavimo dalje da su jezgro K{s,t) u funkcija f{t) zadani
pribliino, tj. da jJe
| |
K(s,t)= Ky(s,t) ] L€ hys [lrer-ry o)l <6y
” Y iLZ[a’bjixif*b] v y L

[~ * . T .
gdje 1im Dy =0. Neka se traZi resSenje u prostoru C\P,Eﬁ, ti.
N By _.

neka se Zeli konstruisati niz uﬂ(t}E koj1 konvergira ka u,(t)
u smislu metrike prostora Cgé,b . Tada se za reguiarizaciju
moZe iskoristiti funkcional

)
»:

Q= { (ueor |2 licn Py = Julf, SIGE

R,
gdje je w; [ﬁ,ﬁ]prastcr Sabﬁ1jeua.

Lako je provieriti da su svi uslovi teoreme 1.2.1
zadovoljeni (prilikom provjere uslova 4) koristi se ¢injenica
da je kugla u prostoru Hzgé 5] kompaktna u prostoru C(“dl

E‘{ Zé’] str.91,
Pretpastav]gaguéx da je u*r)w; {a 5]¢=¢5i minimizirajudj
funkcional Tihohova {u) J +C£ gv(u) na prostoru w2 [a %E

pri pogodnom izboru nizovad chélJp 165 moZzemo koanstruisati

niz {‘y t}; Koji konvergira ka g?~nmrmalnam refenju u,{t) u

....J
metrici prostora neprekidnih funkcija.
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T e orema 1.2.2,(55 8}} Neka su ispunjeni sledeci

uslovi:

1) Uo - konveksno, zatvoreno mnodtvo iz refleksivnog

AR

Banahovog prostora B 1 U ={?aua: gi(u)égﬁ, i = 1,r; g%(u)mO,

i=r+t,s
2) funkcionali J(u) g1(u},..,,gr(u),{gr+1(u)},_“,lgs(u” su
ograniZeni i slabo poluneprekidni s donje strane na mnoStvu U ;

3) Uw{uéﬁzd(u)m inf J(u)zd*};&gﬁ .

uel
4} funkcional f?(u) je nenegativan, jako konveksan i
poluneprekidan s donje strane na mnosStvu UQ u metrici prosto-

ra B ; |
> 2
5) funkcional LagranﬁaEf(u,?QmJ(u)+fZ: N;g4{u) ima se-
( b=t .
dlastu taCkuy na mnodtvu UQXAH’Ab=YKECK1"AQ""’AS):f‘f? a,
AEQ;G,...,?HQQ£3, u istom smislu kao u teoremi 1.2.1.;
6) aproksimacije funkcionala J{u),P(u) igz(u) zadovo-

Yiavaju usiove:
[y ()-3(u) J€ B+ Qud)s | Pyw)-pp] 041+ Cow);
| - Qe iy (148w, ueyy 850, %0912,
7} nizovi brojeva {@L}}, {AQ}’{EQ}’{(SJFUS?V\%
zadovoljavaju uslove: / -

- -~ + ;"" .
limdy = 1im Ag1m1imtﬁf tim Oy= 1im ggm[h

e D \ w2 > N e iy Voo o Y i
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< . . .
Tada niz tvﬁl odredjen uslovima (2.4.) ima sljedeca

J
SVvoistva:
Y lotvg =il = Jim [ Qevy -0l = 05 dimlleg -l _ g

gdje Je §?* = inf gz(u}, a u, Jedinstvena tacka minimuma
uellx
funkcionala §?(u) na mnodStvu U,.

U odnosu na uslove teoreme 1.2.1. u teoremi 1.2.2.izvriena
Je izvesna specifikacija -~ razmatraju se samo mnodtva iz reflpa.
ksivnog Banahovog prostora. Uslovi za funkcigna1ed(u)ﬁh(u),gh(u}
su pojJacani - zahtijeva se slaba poluneprekidnost s donje stra-
ne, ali su uslovi za izbor stabilizatora_gl(u) slabiji.Naime,
mnostva ch{uEUD:Q(u)g{:c} ne moraju biti kompaktna. Tako se,
na primjer, na osnovu teoreme 1.2.2. za regularizaciju moZe ko~
ristiti funkciﬁna1ﬁiku)m Nui{i, 1ako mnodtva {?EUO:Uuﬂﬁgg} nye-
jesu kompaktna.

Primjenom teoreme 1.2.2. se jednostavnije moZe izvriiti

analiza primjera 1.2.3. 1 utvrditi da se pomocu funkcionala

/A
,g?(u) =}}uf§wi postavijeni zadatak mo3e reqularizovati.
2

Primjer 1.2.4. Razmotrimo zadatak minimizacije funkci-
onala J{u} iz primjera (1.1.4). Neka je rang B{t)=r skoro svu-
da na [Fo’?j . Tada je funkcional J{u} strogo konveksan na nro-

story L; E:O,T]WEB?i, str.28.

Pretpostavimo da patoji tacka Ue=U, (t) & Lg Eﬁ’Tﬁ
tako da je |
J{ug)= inf J{u),
uﬁLg [ta ,T]

Koja je zbog stroge konveksnostd funkcionala J(u) jedinstvena.
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C A
Neka je u,(t)=u,(t)-vy(t), gdje je v (t)=({F2a,)
'(t*ta) ﬂ, G}, gdie Jje {éﬁ} strogo rastuéi niz realnih
brojeva i ?1m ) 3y T %. Jednostavno se pokazuje da je 11m“u-ﬂ4~4

e ol ;

za @(M.?, L1m ”Ug u*“u , za{ﬂqjg.

Pokazimo da je niz{?q(tj}minémizirajuci, t. da J(ug)—=dy:
= J{u,) kada V-—=oo . Jamo da je x{t,u)=z{t,u)+x{t,0), gdje su
x(t,0)1 z{t,u) refenja sistema diferencijalnih jednalina

L]

x = A{t)x+f(t); x(tc}zxa

cdnosno

ixﬁ(t)z+3(t)u(t), z(tﬂ):ﬂ,

na je dovoljno pokazati da “z{t,uv} z{t, u*%f:wﬁ kada ™ - =0
Lol 1]
S1i&no kao u primjeru 1.1.4. {relacija (1.2.)1 (1.3.)

imamo da Je

H

z{t,u -z (t,uy.) c
j2(tsu,

T
e o { (1-2ay) ® -t )t dt
+., =

0
T ° 2l 3-2a
, {(1-2a,) - v
= C*S (1«»»2::1\})2"”4(1:»»{:&)2 20y ] 5, dt = v (0 tr}} .
tﬂ (1"-&“«,}} ( 1“'&\‘;}2 3“23\)

i liﬁa“z(t,ﬁﬁ)nz(t,u*)” = 0.

Znati, zadatak minimizacije funkcionala J{u) na prostoru LE{}G,TE,
kada je rang B{t)=r skoro svuda na {}G,T] , je nekorektan.
Primjenom teoreme 1.2.2. neposredno se dokazuje da se pomodu

funkcionala .
C2 (u) =] ; 2{% t} S (t)gzﬁr dt

moZe izvré&iti regularizacija razmatranog zadatka minimizacije

i da se primjenom Tihonovijevog metoda moZe konstruisati niz
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{?Q(t)} koji1 konvergira Ka QEH normalnom redenju u smisly

: r
metrike prostora Lz{}ﬁ,T]_

Primjer 1.2.5. (Zadatak optimainog zagrijavanja Stampa -
*EQGBJ, str. 10}. Treba migimizirati funkcional

J{uj} = S‘x(T,&)-—y(s)‘Eds

"

Uz usiove

97

2
........,,% = %—;—;,(S,t}EQ = (01]))((011.)

o

3 x !s

Sleue V0 01-ute)] 5 F | qm0i0<tar

B e
Ak

x(s,0)="P(s)eL, [0,1] 02541
d(t)E U= {u(t)eLz 0,7 ru s pgult) L,
skoro svuda na[@,T] . U opitem slufaju zadatak je nekorektan

u metrici prostora inﬁ,T] a za reqularizaciju se moie kori-

stiti funkciana1§?(u) iz prethodnog primjera.



19.

G LAV A Il

ITERATIVNA REGULARIZACIJA METODA MINIMIZACIJE

U ovoj glavi razmatracemo nekprektne zadatke minimiza~

cije funkcionalta J{u) na mnoStvu U oblika

= {uey, gy (1< 0,117 g, (u)=0,i=rv1,s | (0.1.)

1 J ?
gdje Jje UQ mnostvo iz Hilbertovog prostora H. Za regularizaciju

cemo koristiti funkcional gZ(u)nHuﬂz . Na taj naiin, funkciona-

19 Tihonova sa taénim i pribliZnim podacima imace oblik

?}(u}ﬁJ(u)+AvP(u]+<iy”u”2 . (0.2.)
T, (u)=d(u)+A Py (u)+ of;\gnu“z, ueu, (0.3.)

b paiegrt

gdje je oly>0, A0, Jy(u)=d(u),g, (u)azg (u), i=1,s 1
LA %: 4

P(u)@(gi(u))p: Pylu)= 2 (g (u))Pueu p>1.
= tod

L

Teorema 1.2.2. daje {uop$teno) 1 algoritam za numericko
rieSavanje nekorektnih zadataka minimizacije. No, za formiranje
niza {uq} koji konvergira ka mnoStvu normalnin resenja teorema

daje samo principijelno pravilo konstrukcije iz usltova:

T\J*.Q;T,‘&(V,ﬁd } ﬁ T'\J*'!’“ E.‘-.}

Ali, time se ne rje3ava pitanie moguénosti i metoda efektivnog
konstruisanja niza~{vﬂg_ Pored toga, posltije odredjivanja
V -tog £lana tog niza sa odredjenom tadnoicu &y, prelazi se

na konstrukciju sljedeceg ¢lana sa novom talno$cu £giyq alid
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i sa novim funkcionalom Tihonova Tw+1(u}, 4 kojem su se pro-
mijenili 1 penalni koeficijent 1 koeficijent regularizacije,
Svaki takav zadatak se re3ava odredjendm metodom minimizacije,
najiedc¢e iterativnog tipa. Postoji mogudnost da v cilju konstru-
kcije niza koji <€e konvergirati ka mnoiStvu normalnih reienja
sa povedanjem tafnosti (smanjenjem &4 )1 promjenom parametara
Ay i oy mora biti primijenjen sve vedi broj iteracija i &ak

da broj iteracija neograniceno raste kada ~—-==0, Postavlja

se pitanje moguénosti 1 metoda prevazilaZenja tedkocfa takvog
tipa. U tom ciiju se uspjedno mogu koristiti metodi iterati-
vne regularizacije, kojima se ispituju moguénosti i1 daju uslo-
vi saglasnosti metoda minimizacije (taénije, parametara tih
metaoda)}, Tihonovlijevog metoda regularizacije (koeficijenata
oy .,V =1,2...) 1 metoda penalnih funkcionala (koeficijenata

A\}#\J “1,2...).

2.1 Iterativna regularizacija metoda projekcije
gradijenta

Razmotrimo zadatak minimizacije funkcionala Jd{u) na
mnodtvu (0.1.), gdje je Ua zatvoreno 1 konveksno mnosdtve iz
Hilbertovog prostora H i gdje su funkcionali J{u}, gi(u),iﬁfgi
diferencijabilni po Fredeu na mnodtvuy Uy- Pretpostavimo da

: . l

su funkcionali J(u), gqlu), gy(u)s..uy g (u), Egrﬂfu)!,!ng(u){,
,..Jgs(u)!konveksni na mnodtvy UQ. Tada je razmatrani zadatak,

u opitem sluCaju, nekorektan 1 za njegovo rjeZavanje je neopho-

dno koristiti metod reqularizacije.

Iterativna regularizacija metoda projekcije gradijenta

za reSavanje postavijenog zadataka se sastoji u tome %to se
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na svaxi funkcional Tihonova Tﬁ(u) primjenjuje jedan korak

tog metoda a zatim se prelazi na sljedefi funkcional Tihonova

Tv+1(u). Naime, niz {Fv} se formira prema sljededim formulama:

Y = P

E

UG{%*-{3,&13(*;\;)),‘3:1,2,3,,” (1.1.)

pri Cemu se tatks v,&€U_ bira proizvoljno, (2, >0 i gdje PUO(V)

cznacava projekciju tadke v na mnodtvo Uo‘ Pri pogodnom izboruy

I
:

{ b T . ) . .

nizova oy, Ay 1 {:3 } niz {v ¢e konvergirati ka no-
SRR SN Gl v ¥

rmalnom rjedenju zadatka minimizacije funkcionala J{u} na mno-

stvu U, Naime, vaiil sljedefa teorema.

Teorema 2.1.1. (B}S@) Neka su ispunjeni sijedeci

usiovi:

1) mnoStvo U, Je konveksno 1 zatvoreno, a funkcionali J{u)

pJ

Wil

gi(u), iﬂfgri 191(UJI, i=r+l,s su konveksni na mnaétvu'ua;

funkcionali J{u), gi(u);hdtgrsu diferencijabilni po Freﬁeu na Ug;

L r‘ {
2) Ji= 1n‘5 J(uyr=eoj Uy= 1 UGU:J(U)”Js*}i@;
UE -

3} gradijenti funkcionala J{u) i P(u} zadovoljavaju sljededa
esgranicenja rasta:
| y i ‘ i y
o colliectreolls o ol e teconse 50,020,
- 7
4) funkcional Lagrania Eﬁ{u.yﬁﬁd(u)+ Z: %ﬁgi{”} ima sdiastu
Lz
tacku {V*fzi)ﬂa mno§tvu onfkgg gdje je /\Oﬂ{?wz(Rﬂ;}1§~*u{Rg}1
‘;7\,;3}(33 i:hk"}u stedecem smislu:

L MY L vas AL LUy A%), za svako uel s REA,

5) funkcionali Jofuj i in(u}, i=1,8,M=1,2,... su diferenci-

jabilni po Fredeu na mnoditvu Uo i



m XJEJ*( ) - J,;(u)”, ]fp*(u)mpu*(u)mg&(H{lu{i),
(SNQ';—:.G, No=1,2,. 0 .,uc U ’
6} nizovi -{éiw { ,{f ﬁ},ifdg zadovoljavaju uslove:
~4
- - f-q _.

Timely=1in A7 =lim By = 1in Sy 1in oy a™9 -0,

]'im :’%—’*‘3 {; - ]‘Im ‘#\%Aﬂ \'3% - '[-‘fm \GZ\};C{"Q#%‘ - D »

R Qﬁ,q Ny g{‘.,ﬂi 5**) R S 0{’\} (\5“}

Tada niz {VﬁE konstruisan po pravilima (1.2.)konvergi-
ra po normi prostﬂ;a H ka jedinstvenom normalnom refenju u,
zadatka minimizacije funkcionala J{u) na mnodStvu U,

Nizov f&dﬁj},{aﬂ},{/gq} {m} koji zadovoljavaju
usiove 6) teoreme postoje: njih, na primjer, moZemo traZiti
u obliku )

oly ::‘\Qﬂti,) (/5\3:‘--“‘\)%«} Oy ::‘0#63 Ay = ‘\?A
gdje je
oL > 0,850,850,850, Arp+2d <1, 2+l <BA(q-1) >t g §

Mogu se ﬁavesti mnogobroini primjeri (na primjer, pri-
mjeri iz g]ﬁve 1) nekorekinih zadataka minimizacije za &ije je
refavanje pogodno koristiti iterativnu regularizaciju metoda

projekcije gradijenta.

2.2. lterativna reqularizacija metoda uslovnog
gradijenta

Ako se u zadatku razmatranom u prethodnom paragrafu
pretpostavi da Jje mnostvo angramiéenn?tada s za njegovo
numerifko refavanje mogu koristiti razlicdite varijante metoda

uslovnog gradijenta. Prije nego $to po&nemo ispitivanje tih
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varijanti formulisacdemo nekoliko lema koje €e biti koriicdene
za izvodjenie dokaza teorema ovog paragrafa,.
L ema 2.2.1. (Bﬁﬁ]) Neka je {%&5} niz nenegativnih

realnih brojeva koji zadoveljavaju sljedece usiove:

Wy 1S (1= ) Wytdy 5 V2N, 1 (2.1.)

dy . o,

)
0 < AL, 0<d,, » A,= +=0,lim

2

Tada je 1im L, = 0.

"y )

Lema 2.2.2. Neka niz {w\)} nenegativnih realnih bro-

jeva zadovoljava uslov {2.1.) 1 neka je Oﬂifévgg 1,0<d,,,
—%ﬂ-gcr{ ¥ od za sve Y 2V,
v

Tada je WJ,& W rc za svako V3V

Lema 2.2.3. (E&Z],str*ZS) Neka je niz realnih bro-

jeva {LU% ogranicen sa donje strane 1 neka jJje LO\J < Wy+d, ,

+1 5=
S
d, 20, V= 1,2,..., pri Cemu red ?:dv konvergira. Tada postoji
=3
1im uJ?
Vo 9

L ema 2.2.4., Neka su za niz nenegativnih realnih

brajeva{yiﬁispunjeni ustovi:
wd

] .
2) Ul x::.Bq sV Elys
VI \Jﬂ-? 1
C -
3}aUv+1élﬂv+i??” VELLVHIE T,

gdje je IOL)I1ﬂ N = 1,2,...,} ; A,B,C,0 su pozitivne konsta-
L. iy
nte i g < 1.
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Tada postoji konstanta d=0 tako da je wﬁ"&%‘?”“ 1,2.

Pretpostavicemo da je ZA>>B+C{u protivnom broj A moZemo

povefati).

Do k a z: PokaZ?2imo da postoji pozitivan c¢ijeli broj

\ia tako da je \)j}ﬁ,; (\)QH)%’.Q 6. U tom cilju dovoljino Jje

o ;
pokazati da za = E ,8,643,+w¢),segment [} ,66~{X sadri

5
. & . “
bar jedan cijeli broj tj. da je © ~1~4€;¢1. Lake je pokazati

&
da funkcija g(égjnﬁgwae raste za E‘;;O(g*(g;)u5-1n6~a§ Tnds

Tned6s-4£)>0). Za £ =1, g(1)=2, pa je za £>1, g( £)>2, odakle
e
siijedi da je b -1-45'.}3 1.

Metodom indukcije pokaZimo da je za \J;ﬂ90+1

ZA
Ny

Wy £ (2.2.)

Ako ‘vagala, tada iz uslova 1) leme slijedi da je (za

V=V,)

Vi A A A
W, & max{x- x x"°+ ”ﬂr) + s £
ARV ﬁ VELOE D NIF

S5/ _bA 6 2A
. < .
SW%W (\}¢+4)g’:m (\)tﬁ' ‘{.)§

Ako vV, €T, iV +1€l,, tada je

8 2A
JLU‘%%< (‘J;*f* 1)*$ < (\\)M-‘ﬂg,

a ako V), &Iy i \)GHG,IQ, tada je

B+C ZA
< :
W, S W’ NEES (V)

inati relacija (2.2.) je tacéna za \}n"x}(}n. Neka je ista
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relacija taéna za neko V2V +1. Razmotricemo tri mogucno-
sti:

a) ako N elg, tada jJje

2A ZA A
Luvﬁa“j?§é;"ﬁ3?”ﬁ£jz ‘

™

To znaCi da UL}y pripada intervalu rasta funkcije

R A
fv(x) = X=Xt e

N F

Zbog toga jJe

D<) () € S5 - T

Dalje, iz uslova 0 < g &1 slijedi da je

\ 1 24 2A .
| oA Y4 & < ;
ww”‘é“ V*F LAY I N (N+ )T

b) ako VeI, i V+1&I,, tada je
Wb 2 ;

VS (VI (V)
c) ake V& 111' V+i&€1l,, tada je

C B+C 2 A
Wt & T € 3 S G

Inact, relacija (2.2) Je talna za svako “ﬁigfﬂ0+1,

Primijetimo, dalje, da postoji konstanta 4¢°
da je za V= 1,2*..,‘¢0 i fiksiramo <§ ?}(Jﬁéﬁjﬁﬁh*j?“
(npr‘ q?e= \?g‘ max W ., ). Tada Jje za dmmax{z,ﬂ\;d’}* U.)

i€ L&,

za svako Y\ 1. Lema 2.2.4. je dokazana.
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19 Metod Ciju Cemo iterativnu regularizaciju razma-
trati u ovom dijelu se razlikuje od drugih, ranije pozna-
tih 1 Siroko koridcenih varijanti metoda ustovnog gradije-
nta time Sto se duZina koraka (5v odredjuje apriori. Metod
Je inale predloZen od strane autora u radu u §tampi{3§4ﬁji
pa Cemo dati njegov opis 1 izvesti ocjene o brzinij konverge-
ncije kada je funkcional jako konveksan na osgraniienom,za-
tvorenom, konveksnom mnodtvuy Ua‘

Metod se sastoji u sljedeéem: neka je vy proizvolina
taCka mnoitva Uu; neka je V-ta aproksimacija vﬁaug poznata.
Tada je

Vg4t = v\}+/§\)(¥y-vv),\)m1,2,.”, (2.3.)

gdje se talka ?§ i/%v odredjuju iz uslova

?,g@,_ua; L AMvy) vy mvy > = Z:Uf< J‘(vq)}uwv>,}{2,4.}
0

oA
o</5v‘_5 1,N= 1,2,.0.3 lwﬁﬁa, Z. Py =0, (2.5.)

Vg

Teorema 2.2.1%. Neka je U0 konveksno, zatvoreno,
ogranicCeno mnodtvo iz Hilbertovog prostora H 1 neka je funkcio-
nal J(u) konveksan 1 diferencijabilan Lo Fredeu na mnostvu UO,

pri Cemu njegov gradijent zadovoljava LipSicov uslov

9=t llg tiu-v] S wavau L Leconst > 0. (2.6)

0¥
: : } . . .
Tada je niz ‘{ij’ odredjen uslovima (2.3.)-{2.5.) mini-
mizirajuci i za velilinu a_= J(vv}* Jes Jp = inf J{(u) vazi

h
: uel
ociena 0
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l.oo2 i/:f‘x} " E“Ef%{a S
P a,}+C(2?:/‘D O ) |- , Vo= 1,200, (2.7.)
4=
. Ld : -
gdje je C = - d = diam UQ1 = SUP {!uwv[].
u,v&UG

Dokaz. Prije svega primijetimo da pri datim pretposta~-
vkama niz {v?jdefinisan relacijama {2.3.)-{2.5.) postoji 1
da je J, > =0 1 Ug= ﬂ{g € U cd{u)=d, T} @ EA’{jtaarema 4,
str. 239}.

1z uslova (2.6.), relacije (2.4.) 1 s obzirom da Je funkci-
onal J{u) konveksan, imamo (v.[A‘f]ﬂejednakasti (18), str.62
i (9), str. 56):

ay = 3gpq=d(vy)-d(vgt ﬁ%(ﬁﬁ-vﬁ 1Y >
i — L ?-*i,,,,, L2
TR SN L
5 <J Yy )n - *> - C 'f‘; P f%\;am."c‘ ;:"5\,23

pa Jje 5 g
941 5 (17 oy }a%ﬁc*/“ﬁ\? v = 1L2,

Odatle, na osnovu leme 2.2.1., slijedi da je 1im a,= 0, a

N et
indukcijom se lako pokazuje da je
5 S ooph
a £ 8 {1- 1+L { [h. (1~ y3+C 39 .
N+ 1 3;{:& [B‘# ey v ﬁuwé /!’ [

Odavde, koristec¢i nejednakost 1"/%9ﬁ£ exp(w/%q)#dﬁbijamo

relaciju (2.7.).

Iz relacija (2.5.) 1 {(2.7.) 3113&d1 da je lim a,=0, tJ.

ft R

niz { }Jﬁ minimizirajudé¢i. Primijetimo da je na osnovu re-

1acage(2 7')tesko procijeniti brzinu konvergencije niza u{aﬁ}

.'rﬂ "
4

. ‘ ; _ B
ka nuli. Za neke posebne klase nizova s, % , kada je ﬁ%f“ﬂf ,
; j!

Py
- v
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G < /03_{-,_. 1, moZemo dobiti jednostavnije ocjene:

dy = G(f'”(g'”) ) za/?)m 13 %”@'(—L;r) za-Dd;’%& i.

U tom ¢iltju uvedimo niz {/UJ@B: ;(,09: 3 NV za A = -
A =a,9»;‘6 za 0< b1,
Tada za {5 = 1 iz (2.7.) dobijamo

o &4(\“'{) NP
< (1 ‘9"')%(\“2) {1, + C

No, za x < 1, In{l-x)£~ X, .pa je

ba(vsd) _,, Aol4- ﬁg) c1- 1
O (v 2) inlvez2) = (+2)in(v+2)

Na taj nacin dobijamo da Jje

1 +C ,x\)'” .
Wl - Ne2) n(ven) ‘\} ) W TG (V+2)

Dalje se lako provjerava da su za V3 2 ispunjeni svi uslovi

leme 2.2.2, pa je AUyL const, odnosno

0 < af\;m@’( %E;)%.ﬁ) )’: \Qﬂ112&*u*5 Za /5\‘}&“'%“-

Za O~<[5<1.1 imamo da je

UJ 4(1 ‘\J }(\J - )rw ECV §1 ‘1/5 \\;w E
4 ?4”{“‘*’% \\} i (\Q ) y 1* 2 e 0»
NG Za G~<_ < 1 & \\* 1'}' {% F} 3

:’b 7

—y
W< -0- ) Ve VT8 e vet 2,

‘\H‘L
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Odavde, na osnovu leme 2.2.2. slijedi da je W, <const,

odnosno

_ 1 ] _
ey = O (=) N o=1,2,..., za ,/5\)“ NS 0.1[’541‘

Ako je funkcional J(u)} jako konveksan, iz dobijenih

ocjena lako slijede ocjene za “vq~u* . Uprotivnom, proces

konvergira samo u smislu lim ay= 0. Inale, kada je H bezkona-
Nt ot

cnodimenzionalni prostor,razmatrani zadatak je nekorektan i

za njegovo rjelavanje je neophodno koristiti iterativnu regu-

jarizaciju.

Razmotrimo {terativnu regularizaciju metoda opisanog
formuiama {(2,3,)-(2.5,.,)., Pretpostavimo da je mnodtvo Ua zatvoe-
reno, kKonveksno i ograniceno i razmotrimo zadatak minimizacije
funkcionala J(u)} na mnoStvu (0.1.). Pretpostavimo dalje da su
funkcionali J{u), gT(u),gz(u},n¢ﬁ,gs(u) 1 njihove aproksimacije
Jq(u),g1v(u),gzv(u),...,ggv(u) diferencijabilni po Frefeu na

mnostvy an‘Posmatrajmo niz {vv} definisan relacijama:

v\J+-1 B KU+159(Vv”V#)*‘Q“ 132,400 (2.8.)
gdje tatka v 1 ﬁhgzadavaljavaju uslove.

V] { o s
& U LT (vy ) vy =vy ) & ;£E<T~${%)’U“‘%> +€9, (2.9.)
0

]
0< oy€ 1, §520,V=1,2,.,.; L Byealin(by €)<0.  (2.10.)
» i)}

sa proizvoljnom podetnom aproksimacijom vieU . Pri tome su T (u},
N=1,2,..., UEEUO funkcionali Tihonova oblika (0.3.) 1 metod
(2.8.)={2.10,) predstavija iterativny regularizaciju metoda
(2.3.)-(2.5.), S obzirom na ucinjene pretpostavke ﬁiz-£¥uy

LT
definisan relacijama (2.8.)-(2.9,) postoji.
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U sljedeco] teoremi se formulidu dovelini uslovi
konvergencije niza {Vug ka normalnom relenju zadatka minimi-

zacije funkcionala J{u) na mnodtvu U,

T eorema 2.2.2., Neka su ispunjeni sljededi
usiovi:

1) U, je konveksno, ogranifeno i zatvoreno mnodtvo iz Hilbe-

G

EEE

rtoveg prostora H, a funkcionalil J{uj, 91(”)’“‘*’9r(u)’lgr+f“”i

k%(uﬂ su konveksni na mnosStvy Ug,

2) funkcionali J{uj}, gi(u}, fﬂéfé su diferencijabilni po

Fredeu na Ua i njihovi gradijenti su takvi da
ma.x {f{difﬂ)“di(v)il ;”P’(H)"Pt(‘r‘)”}é L Hu-;v]E L=const20,u,vel ;

3) funkcionali Jy(u) i g, (u), 1 =1,59=1,2,..,, su difere-

ncijabilni po Freseu i

max {”J'(u%d‘(u)f [P (w)- P*(u)”izfﬁ N=1,2,0,uel

4) funkcional Lagrania sC(u,n)= J{u)+ Ei: N ;95 (u)} ima
=f

sediastu tacdku na mnosStvuy U0 mAﬂ, nge je A\ ~1%*{R1“w¢,15

:‘%i‘;xe, i =1,r} u istom smislu kao u teoremi 2.1.17.:

85 nizovi {J { } {}5\,‘ ,{Ev} ,{?%, zadovoljavaju

uslove:

C?[\};}”({\}-i'&) 0, A\H-I}“'AV} 0, 1;‘?‘“ﬁ7:’"0, EQ%G,—?\\}?Gg\qﬂTgﬁz:a;#tﬂl

;1m (ﬁf Ay [%? + E§‘+??v)“0§ 1imﬂéﬁﬂq“7ﬁ+¢0, qQ+p =pq,

N om0y
i Szt g Pt Ry B VRN e
N el g Cr{mg ﬂ)\,‘; g Y Q»@;B\; g g 3 —Q,{r_?

6% niz &yq} se odredjuje iz uslova (2.8)~(2,10.).
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. . o . DU I R _
Tada je &;ﬁﬁ”“p uyf =0, gdje Ux€ UL lugd] al?S#”uH’U*“
w AU & Usd{u)= infd{u) = J*}.
e Y

Do k a z. Iz usiova teoreme slijedi da je J, > - 00 3
U*gigﬁ. Pri tome je mnodtve U, konveksno, pa postoji jedinstve-
na talka u,elU, {(normalno redenje zadatka minimizacije) sa najwl
manjom normom,
Istovremeno s nizom gv;% uvedimo u razmatranje niz
u koJji se zbog jake konveksnosti funkcianaia’ﬁg(u),v=ﬂ,2,MW,

na zatvorenom konveksnom mnodtvy Uo’ jednoznaéno odredjuje iz uslova

u, €U, (u y=inf T (), V= 1,2,.00 (2.11)
&U
Iz teoreme 1.2.2, slijedi da je Tim u ~uylf = 0 1 da bi dokazali
o - 22
teoremu dovoljno je dokazti da je 1im i u, - Uxll = 0. Oznalimo
Vo0

v(vv)- Tolv, )20 sa a,. Tada jJe

wq

et Tl ("’v+1)“Tu+1(u_g+1)"ﬁ Tosr(V +1) *5‘*5-1} U ST e

Tolvp)] + [?v(vv)ﬂ%;(uvﬂ +[’?’$(uv} To(tgey)] [T (1 4q)-T M(uﬁ,} (2.12,)

Treci sabirak na desnoj strani relacije (2.12) je a, , 4 Cetyrti

zbog relacije (2,11) nije veéi od nule, Dalje je

L

ey

“”T§+1(uv+1)*Tv(uv+1)z{Au"A9+1)P(Uu+1) Oi +1)I3 u+1” < R (i ﬁi}+1) (2413

gdje je R = sup ” u!]<§4—ﬁs i
urﬁo

L P

Toar (Vg d- Tﬁ{vu+1)x(ﬁﬂ+?"Av)P(vv+1)+(ﬁﬁv+1"@Lv)f}%;+1” %g-{ﬁg$;“ﬁv)P(v¢+})

valje, 1z LipZicovog uslova za gradijent funkcionala

P{u) imamo da je za fiksirano u, €U
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, ) )
!P(u)~P(uO}§ m.éﬂ{P‘(uD+t(u~u0),u~ugjrdt:%él]hrﬁﬂn1ﬁt+

u

sl <priug) iy = g L fusugll S el

odakle, s obzirom da je po pretpostavci mnoStvo Uﬁ ogranifeno,

s1ijedi da je funkcional P{u) ogranicen na mnoStvu Uo’ pa je

o

Tv+1(vv+1)“Tv(vv+1)é£1(Av+1“ﬂvjﬁ‘V“ T2y (2.14)
Iz relacija {(2.12)~(2.14) dobijamo da je

2 it
2y R (lymd )40 (A, 1A ) T, (v, )Ty (v, (2.15)

Ocijenimo s gornje strane poslednji sabirak sa desne strane

relacije (2.15). U tom cilju primijetimo da je

I ﬁi;(u):ﬁ;(v}“hé (LLAg#2od,) flu=vl] S CA [Jusv]] ,v,u €U, V=1,2,000 .
No, tada je (V.EB‘?], lema 1, str, 62)
2
— = Cod
Ty v, ) =T W;}??fﬂv*(f (vy)avymv - -~3--—- /5 Ay s (2.16)

gdie je d = diam UG.

Iz relacije (2.9), uslova 3) teoreme i s obzirom da je

funkciana?ffvﬁu) konveksan imamo (v,fB‘?], teorema 1, str, 56)
0< a,% < TI(v,)av, =u, 7 = «\Tu(v\} ol M AAD IRVIEA TR

+ <T\$( v, ) “{;wu\_}>+<m (Vo ds vy =vy > g & +d"§v+dﬂw“’?i +
<

odnosno

T vy= Vo m a,=d 3, - Ay Sy~ &y (2.17)

Kombinujudi relacije {2,157}, (2.16) 1 (2,17) i s obzirom

na usiove 5) teoreme imamo da je
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1 e 2 +R2 [ ] Y+C, (A ~A )+ ol (““”&3 C2d2
2yt € (1=200ag Rl =oky g 4 (A 4y Podta (5 -
To +d %y +dAVIy
+ - g;;{\} ) (4“1'6\;) a\ﬁ' QL\)/%QYL\;)
%
gdje Je >0, V= 1,2,... , 1 Tim =0,
/rb) ’ \}-‘a--bw‘qv
. -t « 2 efig—o[.:\}ﬂ 5
bvedimo smjenu bv“av&w; i oznacimo safgv .
ﬂivﬁ}v
Tada Je
b, g (1= ““&}%")b L v/ Ty
V4 1= ' (G};}/gv V O{;‘JM
pgdnosno
b\}*f"l .5’-: (1 )bv"i‘C{‘a}‘f\?m 1 2 RN
gdje Je

Iz ustova (2.10) slijedi da Je

\ d
Tim kv = 1im s.. = O i lim — = linm er = )
3‘)

Vs ©0 Ve Y V 00 veoo 4-Ky

Odatle slijedi da je 0 £ &, & o 0By 4 w23 V3V,

Balje Je

ﬁvmz“ o!.\) &7 €5y 2 VeVoo
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Sumirajucéi dobijenu nejednakost od \?n\}ﬁ do\V= n imamo

o
da je
3 A
“IH&\,Q b 'inof_n+1 i{:- ‘2‘ 2 6‘\}
vV EVo

Py el A
Kako je lim<ly = 0, odatle slijedi da je 2 sy= 2 By=+o,

NG KD Ve Vo

Ma taj nacin, za niz &bv} su ispunjeni uslovi leme 2.2.1.,

pa b, >0 kada V»+ o0 , [z jake konveksnosti funkcionala

F e

Ty{u) slijedi da je (v P ¥, teorema 6, str.60)

L ot
oy vy =uy IF <TG (v =Ty (uy)
pa je !ivgwavlfzé,bv i 1im livv“uv” = 0, Sto je 1 trebalo doka-
Y4~ Q02

zati,

Primijetimo da nizovi koji zadovoljavaju uslove §)

teoreme postoje; niih na primjer moZemo tra2i{ti u obliku
-5

v ok, - - K A
Ly =V, po=VT LEu=V L%, =V, A=Y gdde je 0<d<(g-10A,
min{ﬁ;}},‘yh A+c¢@min&/5;‘%-;3},&?O,ﬁ}@,%?o, 3-70,3&?0,

Razmotrimo ukratko slucdaj kada u definiciji mnostva

U ne postoje ogranifenja tipa g.(u)<0; 9. (u)

i

0, tj. kada je

U = Uo‘ Tada vaii sljededa teorema:

Teorema 2.,2,3, HNeka su ispunjeni sljededi

uslovi:

1) Uo je zatvoreno, konveksno 1 ogranicenc mnodtvo iz Hilbertovo

prostora H;

2} funkcional J{u) je diferencijabilan po Frefeu i konveksan

na mnostvu UO 1 njegov gradijent zadovoljava LipEicov uslov

JfJ*(u)wd‘(v)Hhﬁ L Hu*uH . u,v%gUo,Lwcmnst 2 0



35,

3} funkcionali J,(u) su diferencijabilni po FreSeu na

mnosStvu UO i
Loy - atlles

v
4) nizovi &Q{v} X {/5 } gfiv\g {‘3\)}, zadovoljavaju uslove

J ?/GZ\H"‘}G 12’/%\) G’E\'} 0, EV.}Gi\‘E: 1521-:**#:

Tim (J\J+/@Q+E\J+§’ﬂ}r« "!im.bzﬁﬂez'v"” = 11im '«éi = 11im éﬁfmmhm v = 0 3

N 00 cﬁ.v/gv \ >0 v  wac by Ve Ly

!\‘) 11:2}##&, U‘E:U{j’

53 niz{*@vgse odredjuje iz uslova {2.8.,) 1 (2.9.) gdje
: 2
je Tylu)= g udecdy flull ©, V= 1,200, veU .

Tada: 1im ” - U*“ =0, gdje uy,EU,= [“E'UG:J(U) =

\J > OO

= inf J(u)} i fuell = ing Jul .

u€lq uel,

Dokaz teoreme 2.23. se dobija 1z dokaza teoreme 2,2.2,
ako u poslednji stavimo P{a}:Pv{u}= 0,A,= 1,V= 1,2,¢.¢ﬁ€3UOu

Primijetimo da se Cak ni u éhéajuZEgz G, Evn 0 ne mogu
dati oclene o brzini konvergencije niza {m%k&taéki Ueo RAAT s8,
zapravo o tome da niz {Fﬁ}, koji se odredjuje iz uslova (2.11.)
i koji nije vezan za odredieni metod minimizacije ved samo za
Tihonovlijev metod regularizacije,konvergira po normi prostora H
ka tacki u,, ali se pri tom ne dohbija ocjena brzine te konverge-

ncije,

29 Za re§avanje postavijeno zadatka minimizacije mogu
se koristiti 1 druge varijante metoda uslovnog gradijenta., Razmo-

trimo njihove iterativne regularizacije,
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Uvedimo funkcionale:

12
Kolu)=8d, (u)+Py () oL, Bl =) veu
-~ j i
No(u)=Soaquyep(uy+oy ¥ Jul] <, veu ,
gdje je¥,70,d >0, limely= lim¥, = O, Primijetimo da ako fu-
N\ Wy L0 ~{
nkcionale N, ,(u)i N, {u}) podijelimo saﬁﬁv i oznacimo Avmgz )

oL T

tada dobijamo funkcionale Tihonova T,{u) i T,{u).

Posmatrajmo niz &vvk, vy €U s V= 1,2,..., konstruisan
po slededim pravilima:

V4 je proizvoljina tacka iz Ug; ako je V-ta aproksima-
cija v

vfﬁug poznata, tada je slededa aproksimacija

Ny

Vosq = vv-i-;%g(v ~ V) (2.18)

gdje xse‘?é i /4, odredjuju iz uslova

"\?VEUG, < HL(?V)’%W‘*D“‘QJSES Nf_,(vv},u-vv>+ Ev . (2.19)
0 & /B, &t Ny(vgyy) ég‘:’;rjv(vw/g(?v-- ve))* Oy | (2,20}

%v Z’G! 5\J\3’G,\>x 1,2,;;#; ]im Evz 1?1‘&5,},“ Dq

N G0 N -y €O
Opisani metod predstavija iterativnu reqgularizaciju najce-
S¢e koriScene varijante metoda uslovnog gradijenta (v,[ 1?$tr,97),
Primijetimo da se,uz uCinjene pretpostavke u odnosu na
funkcionale J,{u)} i giu(u), i mnositvo UQ, infimumi u relacijama

.,, ‘}
(2.19) i {2.20) dostiZu, tj. da niz {va postoji.

Dokazimo da pri odgovarajucdem izboru parametara metoda

(2.18)-(2.20) niz {vukkenvergira po normi prostora H ka normalnom

4

refeniju,
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T e orema 2.2.% Neka su ispunjeni sljededi usiovi:
1) Uy - konveksno, zatvoreno, ogranicenc mnoStvo 1z Hilberto-
vog prostora H; funkcionali Jd{uj, gi(u}, iﬂfjg pripadaju klasj
ct(u, ) (klas? funkcionala €iji je Fredeovizvod neprekidan na mno-
Stvu UQ}, a njihovi gradijenti su takvi da je

S vEU JL=const 20

¢ Lfju-

| o=l ¢ Lfumv]fs

funkcionali J{u), gi(u),iﬂ,r; g,i(u), i=r+l,s su konveksni na mnoStvu U

2} funkcional Ltagranza L{u,a)=d(u)+ i%;}igi(u) ima sedlastu
tatku na mnostvu UO x/\a,/\0:¥%=(ﬂt,..:§is)::Kiﬁ?Gji =fj;}}
3) funkcionali J,(u), gﬁv(u);..¢,gsv(uhﬂﬂi,2,... nripadaju
clasi €1 (U)
max{*d(u)m}v(u}l; iP(u}-P?(u)%érb} . ueUO (2.21,)
max{;q}‘(u)-d u}} H (y)=-P (u)”} }\} ,ueuﬂ, (2,22,

gdje J& 0,70, Ty 0, V=1,2,00., Tim(y = Tim Fo=

N XD N - O

G
4} nizovi glo}vv‘k, iy\}}i i&v}s }\5\}}, &‘fb}g, EE \}E, zadovao~

1javaju uslove

el

AL, Z?,fcl\,n-‘l?"ﬁ* Vo870, Timel U1 = veo qrpepe, (2.23.)

\J-'-rw
CX{) B} \?&*‘1 y:‘;)-'}’i t:: l.ig;}"yvmg,gj}a) (2.25.)
5 - -2%
%}-?}H +(1? +j«;+6$+ 6x}£~“ C1‘\3 . 0.5 . (2.25.)
‘“‘gq 4
oL W70V, 04548, PR DEE R (2.26.)
R

gdje su Co“ 61, 62 proizvoljne pozitivne kongtante,
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. . | ’ : . - .
Tada =lim ﬁvgm uell = 0, gdje je u, normalno resenje za-
Vo

datka minimizacije funkcionala J{u) na mnodtvu U.

D o k a z. Iz uslova teoreme slijedi da je J*zaiij J{u)y-oo
i Up= {uEU: J{u} = J*}$$§ » da normalno reenje u, e VU posto-
Ji 1 da je Jjedinstvenop, Istavremena'é nizom {vﬂ} posmatrajmo
niz {uvﬁv’kaji je zbog jake konveksnosti funkcicna?a'ﬁ;(u} na

mnostyvy U0 jednoznadngo odredien uslovima

L

u,EY Nolug)= inf N Jlu), V= 1,2,.., {(2.27.)

s
g Uﬁuu

Iz teoreme 1.2.2. slijedi da je 1im ””v“ u*}}n 0, pa da bi

N oo
dokazali teoremu dovoljno je dokazati da je

Vim [| vy= u, || = 0. (2.28,)

Vo D

- . " r o i
Uvedimo brojni niz LaVE oayE NGV =N (u) 2 0,v=1,2,...,

1 fzvedimo rekurentnu nejednakost za dy. Ilmamo da je

1

dvit F N\-}-i*f (v‘ﬁ*i) "N‘JM (UUM)E[ N\J#—i (v\JM )"'Nv(”"wa)J ¥

AR o 170, vy )] +[Nucv »=Ngtv )]+ [ (v, )T (v ]+

[v(v RUIEN )] [N (u,)-Ny(u,,. *] [N (Uy,,) ’"‘;M(uwﬂ (2.29,)

Peti sabirak sa desne strane relacije {2.29) je jednak
ags @ Sesti nije pozitivan zbog relacije (2,25.). Da1je?iz

ustova (2.21.) slijedi da je

Ny (u)*Nv(u)!é R 1 &C50y» uEU V=1,2,...,Cy=const 3 0 (2.30.)

Dalje, 1z Lip%icovog uslova za gradijent funkciaaa?a"J(u)

i ogranifenosti mnonitva Uo siijedi ogranifenost funkcionala J{u)

na mnostvu U . Tada iz uslova (Z.21.) 1 (2,26,) slijedi da su i
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funkcionali Jv{u) ograniceni na mnoStvu U0 za svakowW=1,2,,...
Isto tvrdjenje se analogno izvodi 1 za funkcionaleP(u),

P (u), N(u), Ny(u), V= 1,2,..., Na taj natin dobijamo da je

max{sup ]J(u}], 5upsup}d (u)f SUp P{u}; supsup P (uf& 4 ) (2.314)
aells vl uelds ua o vt uello
max{sup sup Ny{u); sup sup N (U )}-é C

L owzd ue i ¢ vzl uels 3 (2.32)

Dalje, iz uslova (2.24.), relacija (2.30.), (2.31,) 1 ogranice-

nosti mnostva Ua s1ijedi da je za svako UE&UG i V= 1,2,0005

L

T )T ()] 2 (8- Gore) 190+l By, P Ml Pe gt B ¥y ), (2033

[N ()N, ()] €Ny Tgu)] + TR Ny (] +[Woag (0)N ()] &
< SNy yr* ol ¥ Fupn ) €80 Lt B - Foud) (2.34.)

Koristeéi relaciju (2.30.) za ocjenu drugog 1 Cetvrtog,
a relaciju (2.33,) za ocjenu prvog 1 sedmog sabirka sa desne

strane relacije (2¢29.)}imam0

0<ay,, & ay* 2030y + 20508, - ¥y +
*Dhﬂ”v+4)“{ﬁvvi}’ V= 1 ,2,000 (2.35.)
Ocijenimo poslednji sabirak sa desne strane relacije
(2.35), 1z relacije (2.20.) direkino slijedi da vaZi sledeca
ccjenas |
NGV oas )-mvm)f;ﬂ,gv s V= 1,2, 40 (2.36)
A1i, za izvodjenje dokaza teoreme neophodna je preciznija

ocjena.

Iz relacija (2.34) i (2.36) imamo:
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br
NQM (vaﬁ,i)émxj(vg,;m.i)'i"cy( qg‘f‘ r\ﬁ&%+ y;; - é\?-ﬂ )&/z
é”’@(vv)qﬁ g";";‘ C-’T(‘Q\;‘ Y\L\i}%{f*‘ 5.:}“ g}},&.d);w = 1;2,;#4

Iz relacije (2,32.) slijedi da je niz {Nv(vu)} ograni-

ten., Dalje 1z uslova (2.26.) siijedi da je
o3 , ?
Z (S0 it Nyt Su-Bomt ] <+ =05
pa, na osnovu leme 2,2,3.,posto]] %iinﬂv(“v)i gii£ﬂ$+*cv?+*)“

- Ny(vy)] = 0.

Odavde 1 1z relacije {2.34.) slijedi da je

‘%(Vwil"ﬂu(w )‘.:glN\,(v%i }““wﬁ(""wa)%*‘ N*JMW‘J%)“N?(V\’)] ,

pa Jje
Him |8 (v, ) - (%)= 0. (2.37.)

W

DokaZimo dalje da Jje
* N » v, - = 0 ¢ o)
Ll§¢<: g vyl v, v$“;> (2.38,)

Prije svega,iz LipSicovog uslova za gradijente funkcionala

J{u) 1 P{u) 1 uslova {2.22.) imamo da je

5 )= “4 (frtrzsly f5) {Juv “z:.cg Hu-— ” u,vey ,

Ve 1,2, (2.39)

”rx;;(u)-u; (| < HN;(U)-@’;(U;W ”'&’;(u)nﬁj}(v) ’ +Nm} (v)-

- ﬁr{; (v)”{: ZCE'E\}%- {jgn uw” . u,v@.Uﬂ,‘JM,Z,”. (2,40, )

Dalje, iz uslova (2.20) 1 relacije (2.40) imamo
Mylvy )Ny ) 2N Ly )- T”EQNv(Vv*Fﬁ?v “Vy ) ) )=,

i za svako j’bﬁ[&,?}
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Syt Mgy ) =My (vy )2 S<&% (v +(5 - '-Vg)+tf${vﬂﬂﬁv)){h(v\f¥?}>dtx
(33<N’ (zv),v v +{68<’1{v(v? (1-t}{v *v)) ilv(v\,) V= vv dt ">
5 - 3= 2P0 R - 6 CRN PRk

111 2
ﬂ (9
' (J?) ~H, *&4-1 5<N (u ) sy vu> 9. _.z_uc10'§'q-&,
YV o=1,25000 (2.41,)

Mno§tvo N = {!,2,...}razb“§jma na dva podmnostva:
iC {w{ Qi (v )V - v 2 0} i T = NNI'. Kako je
InfF<NL(vy), U v¢>«::<N* Vy )y - V‘J> = 0,

ueU

iz uslova (2.19) slijedi ca je za svako vel’
C £ <N$(v\3), vy - ‘&;>*é. Eus

i ako je mnoitvo 1° beskona&no, tada je

Tim Ny (vy), vy~ %> = 0 (2.42,)

Nebon,

ve I

Ako ve 1™, tada iz reltacije (2.41.) sltijedi da je za

svako (56 ]
G(<N’ V) ey %><[

3
*?L (€168 ).

NGV d=Ry(vg i) )+ ”f“ /L

Ako je mnoitvo I” beskonalno, tada granignim prelazom, prvo kada
Vo a0 v 1, a zatim kada fbm'i"(} ¢ ohzirom na Jjednakost

(2.37.) imamo da jJe

Tim (N;(vv),?&wq>= 0 (2.42.)
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[z relacije (2.42.) i (2.42.) slijedi jednakost (2.38.).

F W

Datje, zbog konveksnosti funkcionala Ng{u), uslova

(2.19.), ogranicenocsti mnoitva Uo 1 relacije (2.38.) imamo

e

Oﬁa,}xwg(v\_}}*m}(ug}ﬁ<N;(%),Vg"%?“—”-(’”:;(\’v)”ﬁf»:»(%):‘*’v"%)""
t ' t -~
+ <Ny(\*‘@>}:"’v“uv> < c3d§v+<ﬁ.¢(v\}),v\,—vg > +E8y,v=1,2,...

gdie je d = dianp Ugm SUp Hu~vif, cdnosno

Ny vy )5 vy - Wz Ay ke & Vs 2, (c.43)
Oznacimo mnosStvo svih v& N za koje je a, > Cog Tyt i

53 Ip, a mnoStvo svih veN za koje je a, < C, %y + €ysa I,.
Slijedi da je IGQQI_, pa relaciju (2.41) mo3emo pisati v obliku

2. -
NGV =Ny{vy 1) 3 ;/1_)!<N’V(vv},vv ~‘$\_}>¥ -Cy i’%‘-.- €y, %y " &mmg, [>& [0,1].

Funkeiia 2

9() =5 [Ny (v )avy =Ty -t S - 0y By - Sy

dostize najvelu vrijednost na brojnoj pravoi u talki

{5“ ﬁ . i<ﬂ$("\;)*%“$u>(
= (4, = >
Cg

Iz relacije (2.37) slijedi da je lim ﬁw = 0, pa {(uvefavajuci

N e w3

konstanty Lg. ako je to potrebno) moZemo smatrati da je

f&ﬂmgfa 1 za svako V= 1,2,... . Iz relacije (2.32) slijedi
da je niz {E%}S ogranifen, pa 1z {2.43) decbijamo da je za svako
N &€ Io

<t (vy) vy ~;>l =TTy By (2.45)
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“dpriplyih oy

Zamjenjujudi /Bn(?:»,; g relaciju (2.44) 1 koristeci

ocjenu {2.45) dobijamo )

Ny (vy )Ny (Vg pp) 2 “‘2%“9 - Cya(By+ Oy €y),VEI . (2.46)

Kombinujudi relacije (2.34),(2.46) 1 uslov (2.25) dobi-

jamo da za svako VE&IO vaZzi relacija
c £
o 2C + 20, (Vo = Vo )0 yOL+ENL
av+1é;aﬁ“ ZCQ ¥ 3%& E(XV !$*1} 13(?$Q Gyl &
a2 5
- ) " e§ o
£Lay —3—1—;+ CM NS {}43':’1 i,

Rko *0@;11, tada 1z relacija (2.34) i (2.35) imamo

C, 2¢
5o AN
y?S

ay £ gag + L,V

Na taj nalin, niz *{avg zadovoljava uslove leme 2.24

i primjenjujuc¢i lemu dobijamo da je

0 < ay & Cm\?mg

Iz relacije (2.27) 1 jake konveksnosti funkcionala ﬁ;(g) tada
stijedi da je

ot T _,(g

Qi"*iy‘i””\%“ %U £ Ny )-Nylug)= ay &0y Y

Odatle i s obzirom na uslov (2.26) dobijamo:

m?mﬁ
-0 kada o= o0,

"hq."_‘

p R . |
”v\) -u‘,‘,u <. C’Iﬁ\’ ﬁf::v!a; \é'v | £ C”\)

Jednakost (2.28), a istovremeno i teorema 2.2.3 su do-

kazani.
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Pmmmetmo da ra svako ﬁkmranc}%a 0£ K<, postoje

f"' } :
nizovi {r;-.i 1} é).\;S.} E;\}B.})LWJ koji zadovoljavaju

“g ) -
uslove teoreme., Na pr‘lmga‘r‘ -,)'"*"\) y n.) =N é WA, E‘Jm“‘-?

rs

w\"i .
A 7?\:{":\?29@& jefproizvoljan broj koji zadovoljava

ustove: 0 < U'd% za 0<& gci.j; ; zgmﬁg‘ng za %-::’. Q <1

se bira iz usiova 0<cl< mm{gi ‘é,}i q - 1}% =7§'n 25—7; V‘L

1 gzadwoljwaju ustove m‘miﬂ 8 })max{1 ?’_gg a

(oY + 9
Q= ==

Razmotrimo t sluCaj kada je mnodtvo UmUO zadano talno,
tj. kada ne postoje ogranicenja tipa gi(u)é O,g_i(u)w. Tada

vazi sljedecfa teorema:

Teorema 2.2.5. Neka su ispunjeni slededédi uslovi:
1) U je konveksno, zatvoreno, ogranileno mnoStvo iz Hilbertovog

prostora H;,

. . .
2} funkcionali J{u),Jy(u) pripadaju klasi C(U) ?IJ(U}ﬂ%JU)Iéfbja

‘\J()a(uﬂ €Ty, uel, V= 1,2,

nizovi {Qv} {6 }jLEg} {W}!g Tyt

\J O g >O E\j O YL\} D! ;?" sb‘{r\.i‘}-izw‘]a |

zadovoljavaju uslove:

Y cmprmgrme

im( wcg wal f"

RV

oy - oy +5\3‘*‘E\a+q‘¢+€v~'§;c1\'}m N D<§<1 d\:"’“%\)ﬂ&ad?ﬂdg

\}

vendt
é{(ég Y\‘? =+ 8o,

gdie su C1 i C2 proizvoline pozitivne konstante;

4} niz {TQS se formira na siededi naéin:
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gdje Jje vy sroizvolijna tacka 1z mnodStva U 1

Vo€ U, TY(vg) sV -vy > & inf LT (vy),u- vy > + &4,

0 <{5\,é 1, T\J(%H)é(‘};n{;ﬁ(vv+(’b(§uwﬁ))+g\;,

T\}(u)mdv{u)«%d\p“u“g, Vo= 1.2,...

= 0, gdje u,ec U, &:QU J(u) n&jd(u)}
{4

Tada Jje lim [ Yy~ U g

W

uell = inf fuf]

ue Uy

UDokaz tepreme 2.2.K5 se, sa matlim mofiifikacijama, dobija

iz dokaza teoreme 2.2.4 za P(u)mP (u) =0, X‘\}ﬂji Za nizove

l(g{\, {5.\) {gq} {.Vh}} {E koji zadow]javaju usliov 3) *“E

ni “'“L
teoreme moZemo uzeti da je \} N, é \3 “\3 1 \3-*- .}fw b

gdje je 0< ol <0 za oagg% i 2@44&«53323 ?4_?.4,1; €=7 >

= 2?! min{&;qggmax {1,283} \ S)qxqigj

3° Razmotrimo iterativnu regutarizaciju jod dvije va-
rijante metoda uslovnog gradijenta. Neka je niz~{v43 , V=1,2,

odredjen formulama {(2.18) 1 (2.18), pri femu je

= (2.47)

[l 09'<Nf (VQ)*‘JQ”‘;‘Q>A 4
<V
éN’r‘ (v, ),V .
min{?‘; 5 1 L)y 2 <N (v )s¥y “mv/

gdje Je 0 < 4 £) , 0 R B, C -Lip&icova konstanta
V& P
’3 o~

za gradijent funkcionala N (u vﬁi‘; 231), odnosno,



/L%\J = . (2*48)

gdje je X,70, 0L EL1,i -prvi indeks 1=0,1,2,..

za koji je ,

i -tg o _
Ny(vy NG (v, +2 (T =V N7 €2 NG (v,)5v, Wy =2 X flv, vyl (2.49)

Razmotrimo izbor niza {/3;§sag1asn0 formulama (2.47).

Tada va?i sledefa tecrema:

Teorema2.2.56. Neka su ispunjeni uslovi 1),2}) 1 3)

teoreme 1.2.3 1 pored toga

4) nizovi {cj\v} ) {}i’}}, {E“.\b {"’{\;}} {gvgzadowuavaju uslove

-9,

v S 0, 50, Vimdd = 1in¥=0, Timel ¥ =+wo,q=p(p-1)"" (2.50).
v 7y S $ua vV e usm UV )
aé}%"'ciluﬂyvﬂ éc“&“&ﬂ)* Ly = const 3 O (2.51)
> ¢ 2% 9
oy = & 3+ 1t v"”gvécg\) , 0€ 9441, Co=const 2 0 (2.52)
m@z
0{\)%“3«!33\) , 046,48y, Cy = const P 0 (2.53)

5} niz iv% se konstruise prema formulama (2.18), (2.19) i
(2.47). Tada je lim ]} v, - Ukl =0, gdje

J OO

UxEU*m uelU: J{u)= inf J(u)\g, ”u*H = inf ”u“
uel | uelt,

D ok a z.Primijetimo da relacije (2.29) - (2.37) izvedene
pri dokazu teoreme 2.2.4. ne zavise od nac¢ina izbora niza{ﬁ”},

pa vaie u razmatranom silufaju. Dalje, iz konveksnosti funkcio-

nala Ny{u) slijedi da jJe



a iz Lip&icovog uslova za gradijente funkcionala J{u) 1 P{u)

slijedi da Je

/35 Z
\){V o ?’/27\,} <N (v \}\,;”Ca:j ’}_’j t‘w'\}“ vvn -

i 2(14—3:;)3} v - I/Bﬁ/% IR Y -—Cﬁ—z--”v - TffF-cy, % (2.55)
Razmotrimo tri moguénosti izbora parametra/ﬁm saglasno formu-
Tama {2.47)

a) za < NA(v,)v,- V7 & 0, /Oy= 0,v, 4=, 12(2.35)1 (2.54)

dobijamo

ay & CyqEy tEys A p€a,+20,47, +2C, (1 -8 eq)s

b) za/éw 1, vy, g5V, iz (2.47) slijedi da je
Ivy = vl 2¢8, < W ey =90

Odavde, iz (2.3%),(2.54) 1 (2.58) slijedi

NG Y avy = Vo >

c) za 0 <Py =So— > < 1, iz (2.55) dobijamo
i
” Yo T ""vgi
€8 : - &
No(vy ) =N, (vy 44 ) 2 _d?“<Nv("v)"’v“ - C1o £, (2.56)

Ovdje su moguca dva podsiucaja:

¢,) ako je a, & C,, §u+E, tada iz (2.35) i (2.56) slijedi da je

Y g :
do+1 &2, C16{5i"5ﬁ+1+{gkgii}’
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c,) ako je pak ay nﬂfw +€,, tada iz (2.35), (2.54) i
(2.56) 1 ograniCenosti niza {aui imamo
£S .2

{3‘ .
vi1 € A7 42 3, * Yo (Y\;" V1 +q‘v+:§‘*’+ )

a

Uzimajuéi u obzir uslove (2.50) - {2.53) 1 razmotrene
moguénosti, slijedi da za svaki prirodan broj V=1,2,...,

va?i bar jedna od relacija

{2 A

qort & 2y T R By T T (2.57)
3. & —0 3. g aut —b, 04 B <L (2.58)
VR 28 T TVHIR Y N ’ A :

Iz dobijenih relacija 1 na osnovu leme 2.2.4 slijedi da je

D

a”ﬁ£§7§¥’ v= 1,2,..., D = const > 0.
Dalje, funkciona1#ﬁ;{u) je jJako konveksan, pa je
a 63 " 6-{

? v 0
” Yy~ ”u”'éﬁiQQQ'QIMKEM\) oo da Ve e

Odavde neposredno slijedi tvrdjenje teoreme,.

Primijetimo da je za realizaciju metoda neophodno znati
ocjenu za Lipsdicivu konstantu Co gradijenta funkcionala ﬂ;(u}.
Za to je dovoijno znati ocjene LipSicovih kanstanti za J*'{u) 1
P>{u) 1 izabrati nizove {;ivk i { Eﬁf} . Ovi nizovi, kao i

nizovyi {E\;&, {qvg i &%v}sa mogu 1zabrati na slicdan nadin

kao u teoremi 2.72.4.



a4y,

Razmotrimo izbor n%zagégﬁ} saglasno formulama (2.52)

U sledec¢oj teoremi se formutisu dovoljni uslovi za konver-
genciju niza {v@} odredjenog relacijama (2.18), (2.19) 1
(2.48) ka normalnom reSenju uU,.

Teorema 2.2.7. MNeka su ispunjeni usiovi 1),

2y, 3) teoreme 2.2.4, uslovi (2.50), (2.51), (2.53) 1

Xo- 25o(1+8) » 0 (2.59)

. -25
K)“‘%L\)*,{*Qv*xx‘)* Ev & Cﬁ‘\) , 048 & ?,CEﬁCOHSt >0 (2.60)

Tada je lim “ VU-U*H =0, gdje je niz {v% odredjen fo-
R

rmulama (2.18), {2.19), (2.48), (2.49) i

U6 L= &ué&U:J(u) = izg J{u) ,Hu*” = igg*lluﬂ .

0n g k a z.Primijetimo da relacije (2.29) - {2.37),{(2.54)
i (2.55) vaZe 1 u razmatranom siucaju. DokaZimo da niz {/Bv}
definisan relacijom {(2.48) postoji. Zaista, iz (2.55) s1i-

jedi da reltacija

00 )M (v /(0,90 778 ECHY )0, 9, /8 v, - % |
kada je
€<N:J (vyls¥, = vy 7Xv H Yo T ?v“ ;
vazi za $vaka/§5 za koje je
oy 2(1- )Ny v, o, v, > 200204803, v, |

Co !evv "'vﬁ{fz

it
-

Odavde je jasno da je nejednakost {Z2.49) zadovoljena bar za one
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i za koje je 0<2710& /A, . s obzirom na usloy (2.59), to
znali da postoji najmanji indeks ig za knji vaZi nejednakost
(2.49).

Razmotrimo razne moguénosti koje se javljaju prilikom
ﬁdradjivanja/gﬁ po formulama (2.48)

a} za

c <N$(Vu)’vv"?u> S “Xx@”vv“;}v” ﬂ’:xvh d’/g‘\ﬁ 0y vo417vy

iz {(2.35), (2.54) i (2.59) slijedi da je

20 & Bt CrgX o g4y €30 20N 206 (-1 )

b) za 1,=0,/By =1, iz (2.49), (2.35), (2.54) i (2.59)

siijedi
Nolvo ) =Ny {vy 1) > C a, "‘CHEV "Ev‘“ dXv ='

(%
a‘*}-}*ll $(1m6)a\)+‘?‘c3q~g+ 2(:6(5‘}-—%*1)*?6&)-% C11§p+dxv$

SU-8agr Coo(N +H5-Fyy + T+ X5 0= 12,000

¢} ako je 19370,/%v==zg°a T,-prvi indeks 10m3,1,2,‘.i,

za ko0ji je u procesu dijeljenja sa dva ispunjen usiov (2.49),

tada Je

7,5 LEEM ) vy p (X2 (R0 v v |

P

(1- &) , e |
7 <:Mv (v,)sv, - Vv:} , V= 1,2,.
0

s

Odavde 1 iz relacije (2.48) imamo da je

()0 )y SEEEL Cunv), v - 7y - 00X
0
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1z a), b} 1 ¢}, rasudjujuc analogno kao u dokazu
teoreme 2.2.6 dobijamo da za svaki prirodan brog Novazi
bar jedna od relacija {2.57) i (2.58), a gdatle siijedi i
tvrdienje teoreme.

Primijetimo da za realizaciju ove varijante metode usio-
vnog gradijenta ne treba znati ocijene LipSicovih konstanti za
gradijente funkcionala J{u) 1 P{u), ali zato na svakom koraku
pri adredjivanjU/E%} treba vréiti dijeljenje sa dva 1 provje-

ravati da 1i je ispunjen uslov (2.49).

2.3, [terativna regularizacija Njutnovog
metoda minimizacije

Neka su na Hilhertovom prostoru H definisani funkcio-

nalti J{u}, g1(u}g2(u)_,,gs(u). Razmotrimo zadatak minimiza-

cije funkcionala J(u)} na mnosStvu

A H

U =~&UGH;gi(u)5;G, i=1,r; gﬁ(u):D, iz;:?j;:i (3.1)

Pretpostavimo da je

Jeyzinf J{u) > -~y Uy ﬂ{u cU; J(u) = J%#gfj (3.2)
we

Razmatrani zadatak Jje u opftem sluCaju nekorektan u
metrici prostora H i za njegove relavanje je neophodno koristiti
metod reqularizacije. Ogranilenja tipa gi(u}=0 i gi(u) £ 0 ugi-

tavacemo pomocu penalnih funkcionala oblika

“ "
Plu) = Z (max {0; gi(u)})h Z;gim}%uemwz. (3.3)
4 = f A=t 4o

Sastavimn funkcional Tihonova:

To(u)=d(u)+A P(u) b, full ©.ol 20, AL»0,V=0,1,2,...,ueH.
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Neka funkcionaly d{u), g,(u), gz(u},...gs(u) pripadaju
lasi C2(H). Tada i funkcionali Ty(u), V=0,1,2,..., pripada-
ju kiasi CZ(H), Pretpostavimo da postoje inverzni operatori

{:Tﬁ(ui]“! operatora T,{u) za svake u&f 1 v= 0,1,2,....

Razmotrimo iterativni proces

C -1 f | -
Vosr = Vo tLTo (vo)] 7T (vy)s V= 041,2,0. (3.4)

sa nekom poletnom aproksimacijom vuﬁaH, koji predstavija ite-
rativnu regularizaciju Njutnovog metoda minimizacije.

U sledecoj teoremi se formuliSu dovoljni uslovi za ko~
nvergenciju ﬁiza.{wQ} ka normalnom redenju zadatka minimiza-

cije funkcionala J{u) na mnoStvu U.

Teorema 2.3.1. Neka su ispunjeni sledeéi uslovi:

1) funkcionali J(u), g4(u), gp(uld,..., g {(u) pripadaju klasi
o (H) i

max{ud"(u}-d”(v)u ; HP“(u)-P“(v)l}}g L flu-v]| su,vEH,L=const 0, (3.5)

frecoll «u (i flull ), Ly=const o, ue 1y (3.6)

funkcionali Jd{uj}, g1(u),g2(u},...,gr(u), i9r+1{“}i=*‘**195(”}l

sy konveksni na prostoru H;

2) funkcional Lagraniaéﬁ{u;m)=J(u)+ Z;;&igi(u) ima sedlastu
=y

tatku {(v,,n *) na mnodtvu Hx/\o,fkﬁﬂ{}h=ﬁkﬁx2,,*¢}RS):)x1§yﬂ,
>x2T?0,.¢,,?Kr§%0} y smislu sledece relacije

i (v*,h)éi{V-*,x*)éiiu,K*) za svako uﬁ‘:H,}\e/\G;

3) poznata Jje ocjena Hu*liégd za normalno redenje zadatka

minimizacije funkcionala J{u} na mnoltvu U;
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4£) nizovi reaintih brojeva-{ciu} \ %&vi radovoljavaju usiove

N -y O o OO0 Ny IO
A L {A -K )
OZ- " Vo d 0 IV 5
1 L&Y g, 14 g by TE A, < 1,
O&\Hi v v ZG’!"Q“‘?"I
o | (A, -AL A
[::;‘;;v "ﬁE‘J*ﬁ}Avﬂu é 1 " ,‘;1 Y }“‘}'1 £ 1
o5 5RLt o, "V 3L Lt(14R)
gdje Je , R
PRI TRI L I B T s B )
R=(d2+‘k*qu“1p1_q sup c{,ﬁ 1;‘11} q} 5}}\*\ “Z j\“: !p+q = Pq,
v 20 L=

myt, byt, 120, t>0, 3mb{2m-1+1) & 2%,

5} poletna aproksimacija v - 2za niz {Vv} definisan formulama
b

(3.4) zadovoljava uslov

e || T | <ol (3.7)

0o k a z.1z uslova 2) teoreme sltijedi da vaZe relacije
(3.2). Dalje, iz konveksnostl funkcionala J(u},§1(u),3zun,,..Jgﬁjﬁ

lagu)| s1ijedi da je
<RﬂUQ§{?>zid§H§ﬂzzaswaueH,gH,une,uzﬂ..

Odatle slijedi da postoji inverzni operatcer [ﬁ:(u)}”1 operatora
TS (u), ¥= 0,1,2,..., pr1 Cemu je '

I72 ()]l & pms vt v=0.12, (3.9)

N

y,

Istovremeno s nizom {Vv} nosmatrajmo niz {u%}Skaji se jedno-

znatno odredjuje iz uslova:

T\}(U\j}m i?jf T‘\}(U)
u&t



hi,

Iz teoreme 1.2.2., siijedi da je\}imf}uuwut” = 0 pa je do-
X

voljno dokazati da je lim ”u - v, i = 0.
\}m

Uvedimo brojni niz avm‘lt; (Vv}n . Tada je

NS H TEH {%M}” £ ” Té(vvﬂ >i}+ ” T\;H (v\iﬂ )"T\;(%H ) u &

RONCAR] REICE R [ I CWP | L VAT IR

DokaZimo da je

HU*JH & R, V= 0,1,2,... (3.10)
Koristeci nejednakost
*5*”* + Ma ,;;/ab, a0, bx» 0, ptra=pqg,

i uslov 2) teoreme dobijamo da je za svako u<&H

5 . :
J*QI(U,?\*) mJ(uHZ )\”“ i \ A, &

=1 UpAy 3 INPA S

3

5§J(u)+ﬁ P (u )-&EZ: *lq “1p1“q .ﬁi“q
=4

- 2
- T (u)+ Zl%lq o~ 1pt-d A Tool flu ]l 5 V0,120 (3.11)

L-—,

Za u = u, iz relacije {3.11) dobijamo

S, * ¢ 1ot-apt- 2
Je & T e 3 g teaT e TR = ol Hud] €

Lz A4
<ty 3 ] teaT e A oLy

Odatle, s obzirom da je P{u,)=0, dobijamo ocjenu (3.10).

Iz jake konveksnosti funkcionaia Tv(u) i s obzirom na

ocjenu {3.10) imamo:

1 U T o ,
Lyl ool Townrnl € 20 == - It o2
Kombinujuéi relacije (3.9) 1 (3.12) 1 usltov (3.6)
dobijiamo:
2ol -l A=A f
\ \J"s" \.?';'} \ I{ 3
eyt < e S o0, ] +2REe o1+ (14R) (Aypy-A ) (3.13)
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Jednostavno se pokazuje da vazi relacija

T?( +‘1)“LTH(V ) T”(V Q (V\}+1 J [tt ] Tt (V ) gvé .1‘
Odatle, iz relacije {3.4), uslova (3.5) i ncjene (3.8) dobi~

jamo da Jje

b 1} LAy o
h T\} \3+1)§ <

& .
2o 2 Y

Dalje, iz uslova &) teoreme 1imamo da je

V= 0,1,2,... (3.14)

L (A - AL)
2ok = oly, pr 20 ¢ (2m-141)0k,,,  (3.15)

Kombinujucéi relacije {3.13) -~ {(3.15) dobijamo

| 2
(2m=1+1)LA, ol 48

& o
Zmivj + 2R{ o

v v

a -
Vg ML (R (A yq =Ry )5 V=0,1,2,.. .

Uvodedi smienu av;=1c*ciqj , 2a niz Cy dobijamo slededu rekure-

ntnu nejednakost:

2m-1+1)LA,, ol
» m( C +2RCL\} vl L {1+R}(A
V+1 5ol v O Vel
v Qév+1

AoV =0,1,2,.

DokaZimo metodom indukcije da Jje:

c. & Oé“f’—,\.axon,... (3.16)

\J"‘m
A, Lt

Za V= 0 tadnost relacije (3.16) slijedi iz uslova (3.7).
Meka je relacija (3.16) tafna za nekoV>» 0. Tada iz uslova

41 teoreme slijedi da Je

(2m - 1+1) oLy
2 ' A
2Lt ¥ A

ooy 1 (Qmm1+i}mb z
Ao gLt 2t 37 T Augqlt

Cv+1é‘ - A

<
SER



Nejednakost (3.16) je dokazana. Iz jake konveksnosti
funkcionala T, (u) sTijedi da je |} v, - uu}\g,%£VMrG kada

V- +00 , 8to je i trebalo dokazati.

Razmotrime uslov {3.7). Na prvi pogled, taj uslov pre-

dstavlja ogqranicenje za izbor pocletne aproksimacije Vo Naime,
“ | - ¥ ( * “1 -
nosiije izbora nlzovaﬂfin i {Avj-saglasnﬂ usiovima 4) teoreme,

talku Vs treba birati tako da bude ispunjen uslov {(3.7) tj.
da talka Vs bude “blizu” talke minimuma funkcionala Tﬂ{u}.
Time se znaclajno suzavaju mogufénosti metoda. Ipak, pri pro-

izvolinom izboru poletne aproksimacije v_, uslov (3.7) (e

0
biti zadovoljen ako pogodno odaberemo nizove {FLQEf {A”R‘
Na taj nacin, uslov {3.7) moZemo smatrati ogranilenjem za
izbor nizcva{}iv} ] {AV} s 5to Je znatno pogodnije za pra-
ktidnu realizaciju metsdé, Na primjer, saglasno us1ov5ma 43

i{3.7) moZemo uzeti da jJe

obo = Bloen) V8 Ay =va)1P v 0,1,2,000
Lo 3 221, .9 -1 1-q
B 2 max 3 S\ﬁ? Leds ZW18L7E E}x*{ q p ;\jéLDLt(1+d);
2]

a1 1. r_ 3 L
VECTRESSN DA LR R RN L\ f2tL (v e (v ) I adje je

3 1/6

Vo protzvolijna poletna aproksimacija, 4> 7, m 2 . b>2“3ﬂ

Ma taj nadin, predloZeni metod prodiruje mogudénosti Nju-
tnovog metoda minimizacije, pa moZe biti iskorisdcen i1 za
refSavanje korektnih zadataka minimizacije, {(na primjer, za

redavanje zadataka wminimizacije jako konveksnih funkcionala na

konveksnom mnodtvu].
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Specijaino, Za refavanje zadataka minimizacije fu-
nkcionala J{u) na prostoru H se mo%e koristiti proces {(3.4)
gdje Jje

T(u) = (ulr lyliull Zaedy >0, V=0,1,2,0 L (3.17)

!

Tada vazi tegrema:
Teorema 2.3.2. MNeka su ispunjeni sljedeci

‘ysiovi:

1} funkcional J{u) Jje konveksan na prostoru Hy, pripada
Klasi CE(H) i

HJ“(u)mJ"(v)” & L Huw“ Ju,ve H,L=zgconst = 0,

2) Jd, = ianJ(u-)>*w, U, :{u eH:d(u) = ‘]*}%;.ﬂ QS;
e

3} unaprijed je poznata ocjena Hu*” £ d za normalno rede-
nie zadatka minimizacije funkcionala J{u) na prostory H.

r
) niz ﬂf(v}zadava1java usiove

OZ\;?H}, Timty= 0, 1< Q}‘{‘"} ﬁmin{m;ﬁ ! “(faidx}-&'iﬁlh
N~ 00 ol v 4 A 2dtL o

gdje pozitivne konstante t, m 2 1,0< 3Lﬁ:1 zadovolijavaju
nejednakost  (2m=1)m & 4 Yt
5) poletna aproksimacija v Za ntz {fhgkdafiﬂisan formu-

lama (3.4) sa funkcionalom (3.17) zadovoljava uslov

e [T || 2 ol

Tada je lim vam u*;( = (.

e 2a

Dokaz teoreme 2.3.2. se dobija iz dokaza teoreme 2.3.1,

ako u poslednjem postavimo P{u}ﬁaﬂ,ﬁvxi,uéiH,\}=O,1,2,*.. {



izvriimo neznatne i oligledne izmjene. Za niz {?ig} moZemo
na primjer, uzeti {£V= B(y+1)"1¢ y=0,1,...,Bzmax zitgﬁ

4Lt Hvaﬂ ;\QELt ﬁJ’(vo)ﬁ}, gdje Je Vo proizvolina poleina

aproksimacija, 2 m> V2.

Primijetimo da ostaje olvOorena pitanje da 11 se itera-

tivnom regularizacijom uproScenog (modifikovanog) Njutnovog

metoda minimizacije V~E%¢%L str.670) moZe postici da se po-

etna aproksimacija v, bira proizvoljno.
Razmotrimo iterativnu reqularizaciju Niutnovog metoda

minimizacije funkcionala J{u) na mnodtvu {(0.1), kada funkcio-

nali J{u),gi(u),fz?j; nripadaju kiasi CZ(UO), Meka je
J\J(u)mJ(u}, gwiu)ﬂwi(u)a i = 1,s.

Sastavimo funkcionale Tihonova sa tacnim 1 pribliinin

podacima

Ty (u)= 3 (u)+hyP (u) ) +oluf]o \\ cugy ok >0,A0> 0,V=0,1,
Konstruidimo niz tvg& po pravilima: Vo je proizvoljna
tatka 1z mnostva Ue’ ako je poznata V-ta aproksimacija

vgeauo, tada se V41 odredjuje 1z usiova

Vﬂ+1EJ%}’{taﬁvﬁ+ﬁ- = inf - ,qu3+ ., E (3.18}

uﬁU

gdie Je

¢~a(“3“ »U- ‘f~¢>+--<"‘““ (u=v,)»u- VV,U@_U N =01,

Pretpostavimo da Je(ﬁg*a 1nf£j} },w -0, tako da vy, iz
we U

retacije (3.18) postoji.



: 0 *
Istovremeno sa nizon {yﬂkpagmatraaema nizove iuv} 1

o

{wq}- koji se jednoznadng odredjuju iz sljededin uslova:

T Tq (uw} = inf T (Ul

N 0 nel, v
Waet & U, s Fo (g, E Qii}ﬁﬂ(u) FQ*,‘ﬁw 0,1,2 .

W=V N {u <:T‘ {Vﬂ) U - v;;> ?<i%“ Y{u-v ),uwﬁﬁ>

Funkcional Fv{u) je jako konveksan, pa je niz talaka

{Fw}.jednozna&na adredjen.

Teogrema 2£.3.3., Meka su ispunjeni sljedeéi ustovi:

1) mnoitvo UﬂggH je konveksno, zatvoreno 1 intU=m gﬁ funkcio-
nali J(u), gi(u),..,,gs(u) pripadaju klasi CZ(UO),; funkcionali

J(u),gTCU),,.*gr(u), ggr+1(u)\,.,,,§g$(u)i su konveksni na mno-
Stvu Uo

2) poznata je ocjena Hu*ﬁg;d za normaling reifenje zadatka
minimizacije funkcionala J{u) na mnodtvu U
3) funkcional Lagranza:af (u, Fk)ﬁd(u}+ :.?\i giiu) ima se-
diastu tacky na mnostvy U xﬁ\o, ﬁ\ \M Y“h1{ﬁ2,‘*,,:hs}:
:}\1;; G,!..,)& P GE';
4) max {“J”(u}ﬂﬁ“(v)ﬂ ; H "{u})-P" v)n} H f,u,vEQUG,

P

[Pt ()] € FUlul) . L=const 3 0,

7
gdje je f‘(') proizvoljna nenegativna neopadajuda funkcija;

5} funkcionalil Jy{u).g; {u),imrjg,\ﬁm 0,1,2,... pripadaju

Z

iy

ktasi C (UD) ]

1 2
Fo (u)- s ()& o
|
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AR S T R TR S-S S G cH S oy
6) nizovi Efiﬂj&'lA*,f’inﬁw?j ,§h5§ 1% zadovoljavaju
usiove
-4 C . -1
E&;./\; };{\}H?D,L{AVQA\;&M, L}mﬁmﬂw 1:&1@ mllﬁwwhmaﬁ O,hmm{}ﬁq\i =t ol
o ol +1 (“@“M%4ﬁ2 AW+1AVf“ ! NS
- 52*1 X f(ﬂﬂﬁgﬂj“ T~ >
v ' \}+1 Qév 2 Q:{{\} “‘-}-{-1
2(=dr €y) 1 SN+
.r 2 i '
oy 64mPLE ASy,,
adje je
>
A 1 P el aq 1/ |
mu1,R =(dh | A% %97 ! sup ony aleayt/e w\%z A% pra=pa.
“ NBG hY A T

Tada je lim nv\) . u*“# 0,

Y iy
5 o k a z.Primijetimo da 1z uslova teoreme slijedi da Je
ustov {3.2) ispunjen. Dalje, iz teoreme 1.2.2. slijedi da
lluy= uklj—=0 kada N-=eo i dovoijno je dokazati da bﬁmﬁﬂfﬁEFMJ,

kada Ves=wz . Imamo da je

! 4 b, 3
D1 = Wyl & Vg et vsl] Tyl +] lug, -yl (3.19)

Ocijenimo sa gornje strane “uw+1““9H . Kako je u tacka

P
minimuma funkcionala T, {u), a u tactka minimuma funkcionala

N+
Tv+1(u), to je
T),qlug),u-ug > 20 za svaks ugU, 3203
/fs"'“w
G Tl ugyy)su-ty, g > = 0 za svako ugl . (3.21)

Iz jake konveksnosti funkcionala Ty{u), s obzirom na

relacije (3.20) za usu,,, 1 (3.21) za usu, I iuVE{QRJﬁ=U;1,

vaze stjedecde nejednakosti:
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SCT ) oty D € KT gy )T Ly oty gty ) 3

= < J’(uu+1)*Aup’{uv+1)+faﬁiv“v+1"dJ(“v+l)“ﬁv+3pj(uv+1)*

N,
“&C‘:‘-‘,’+1uu +1? Uv+1“ﬁt_’)>‘-'-"'Z(Q}‘#J“QLHF+?}<uv+1auV+1”u*¥J/ +

+ (A, "Av+1)<:P’(uv+1=Ug+1“Uu> 7. (ol mi+1) d Y uvgi-ﬁ +

Byt gy |- F 00,

cdnosno

A A
fﬁv*&éwwf Vel o~ T e
vt Sl & R F(R). (3.22)

Ocijenimo prvi sabirak na desnoj strani relacije (3.19).

Iz jake konveksnosti funkcionala F,{u} .1 usiova (3.18.} sli-

jedi da je
12, A 1 1 |
BVVM z‘+1il & Ay TRy vy g )-Fy W ERRRY oAy (%{VUM) i
£ OvFy(H,,4)) ,,5‘% (b, Wy 1 )+E, + Oy -Fy (4 ) 2& £.),
1 j \ 2 5W+ 63’1 )
TR I R (3.23.)

Ocijenimo jof i va+1~mvﬁ - drugi sabirak sa desne stra-
ne relacije (3.19). Zbog jake konveksnosti funkcionala F,(u) i

s obzirom na uslove 4) 1 5} teoreme, imamo:

20y oy s € CFS ) F (1) Uy ) & (RO, ) €
\@{Fﬁ; (uy, ), ;Y > <T i}’qu“% S o=

= { 37 (v, ) =3 (uy )+ 9% (v ) (= vy ) Uy, > +
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& p‘v <p’(z;v} - P'(u?} A PH(VH;)(UQ"V%)& Uy “w“,?+1>

= ( Lo (v, + Byluy -vy)- 3 (v} (uymwds W, “UU'> d
+ AV < [P“(Vg*‘ 8‘1 (Up“vp)”}}“(%}] {uw‘ = Yy g+1 ‘3>
. Y
CBuy= vl* [wypqmunll+ At &y flug-vo) *2' KRR

gdje je 0<£H, £ 1,04 8* 41, Na taj nalin dobijamo ocjenu

L{T+Ay )
”ww‘l"uvu x"\: 2o, by

Kombinujuéi relacije (3.19) 1 (3.22) -{3.24) dobijamo

LA ViZAgt A - A
v baixfiggigz N oty - v+ v J( Y. (3.25)

va Né’ C{\v oAV ey 2ol

Doka3imo indukcijom da Je

1 el (3,28)
b < R ¥
Vo Zmi. Ax;

7a V= 0 relacija (3.26) slijedi iz uslova 7} teoreme.

Neka je nejednakost (3.26) tacdna zaneko Vv 0. Tade iz relacije

(3.25) i s obzirom na uslove &) teoreme imamo

of 1 1 oy +1 i olv +1 1 Ayt
Pyt §EST o e A Bl A gEL A
i it L;..}_J] i V*l*l T '1}"1'1

Time je relacija {3.26) dokazana. Qdatle slijedi da by - 0O

kada V->+00 §to je 1 trebalo dokazati.

Orimijetimo da se u teoremi 2.33. razmatra iterativna
reqularizacija Njutnovog metoda minimizacije kada mnostvo UG
nije obavezno jednako prostoru H i kada se ne pretpostavlija

da su svi funkcionali Jd{uj, gi(u),,.¢,g5(u) talng zadati. Ne



b

+ " * " ,"? V
vidi se da 11 se u tom sludaju pogodnim izborom nizZova et
i {A,) (cak i kada je Oy= 0,8y= 0, ¥=0,1...) potetna

aproksimacija Ve, moze birati proizvoljno.

Analogno kao u prethodnim metodima moie se formulisa-~
ti 1 dokazati teorema ¢ itervativnod requiarizaciji Njutnoved

metoda minimizacije kada Jje U = UOQQH.

2.4, lterativna regularizacija Jjednog metnda
minimizacije tredeg reda

Neka ie funkcional J{u} definisan na Hilbertovom pro-
storu H 1 neka J{u)E€ CE(H),WWP@SWHM da za svako u &M postodi
inverzni operator [J“(u)]"1 operatora J"{u). Posmatrajmo itera-

cioni proces

[re—

v, = v?u[J”(vy)]“13‘{vv},vu+1:§V~[Q”{vv)]“1

JN(T,),V=0,1,2,.., (4.1)

sa potetnom aproksimacijom v & H. Kada je funkcional J(u) jako
konveksan i kada je pofetna aproksimacija v "dovolino blizu”
jedinstvene tacke minimuma u* funkcionala J(u) na prostoru H,
tada niz {v#} konvergira ka tacki u,. Inale, metod (4.1),
predstavija jednu od modifikacija Mjutnovog metoda minimizaci-

je, ali je tredeqg reda konvergencije,

Ako funkcional J(u) nije Jjako konveksan, tada je razmatra-
ni zadatak, u opétem slucdaju nekorektan i neophodno je koristi-
ti metode regularizacije. M1 demo razmatratispétiji zadatak
minimizacije funkcionala J{u) na mnodtvy {(3.1). Tada se niz

N . y N
gvv;farmira na siedeclt nacin:



sa pocetnim <lanom vGE*H. Funkcionali T,{u) su funkcionali Ti-

honova
ull?, ueHr,v=0,1,2... (4.3)

To{u)=d(u)+A,P (u)+edy |

sa penalnim funkcionalima (3.3). Pri tome se pretpostavija da

cperators [Tﬂ;(u£}"1 postoje za svako ué&H 1 V= 0,1,2,...

Dokazacdemo sljedelu teoremy:

T eorema 2.4.1, HNeka su ispunieni usiovi 1)},2)

i 3) teoreme 2.3.1 1 pored toga:

. 4 A G ‘ .
4 nizovi realinin brojeva {&W% 1 EAVE zadovoljavaju uslove

- _ ~ (a4 g~1_
¢{93&¢+1¢@,$$A34A%M,LE§#QJL Lfghvﬂniiﬁiwﬁ 2 4 o0 (4.3)
{ -
X (5, HAmed oty { (4.4)
G"]‘-*)ﬂf-"{ 4 Ay 3’ A )
(C’iéé"@iv-;.‘i}'&vﬂ ¢ 1 (AU+1#AV)A‘)+1 l 3 ‘ (4.5)
Ly, TOBRLE o5 AL L(14R)E

3 * - L]

gdje je V= 0,142 0. t:>835+10tzgdt (na primjer, t=2) i
2 3

R =(d * 2.

q =1 1= -1 1 - 9
- | Aa 1;} Tsup of, A A p+q = pa; (4.6)

| V20

5) poletna aproksimacija v, 28 niz {}{}definizan relacijama
(4.2) zadovoljava uslov

At T v ) ] Lo’

o (4.7

Tada je 1lim va“u*H = 0,
Vg o

D o k a 7.1z uslova teoreme slijedi da je J,.=inf J{u} ) -
U €

U
: o ) : v 4 : ; :
v U*xiu&:U:J(u)zJ*??;?ﬁ . Oalje je, kao i u prethodnim teore-
mama, dovolino pokazati da je 1im ?vv*uvﬁ =0, gdie je niz fut
. ' 3 S W T4

ef e
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R

jednoznaéne odredien uslovima

uy € H, Ty {uy) ini'@{u}, Ve 0,1,2 (4.8)
S5y

Uvedimo u razmatranje niz realnih brojeva {avgz
ay= 7% (v . Tada relacije (3.8)-3.13) vaZe i u razmatra-
nom stucaju. Dalje, iz relacija (4.2) * s abzirom na ocjene
(3.8) imamo da je

i - 1 1y ) 1 P

3 - e z t .. — 7

o Wl < Zdy b v ”’V“‘é 2ekv “Tv(“'*ﬂn V= 0,1,2,.0..{4.9)

Jednostavno se pokazuje da Je

T (7,)= ] Th (v )= T (v €0 (F-v)

i
pog q s k’!; — "-E r
T:.? (Vv+1)m{T;}(V1f)“Ti) (v’t’»*“@‘w“(v;z‘.;,*]““w}} -

Iz LipSicovog uslova za operatore J"{u) u P"{uj

NIy )] T 100w, ),0¢6,41,W=0,1, (4. 10)
e 4
T (v )] ’Tétvg),ﬂaéﬁbéi,vxo,e,w C(4,11)

i kako je A1,V =0,1,2,..

L

stijedi da je

: ' J }!

T (uy-Togvf & LAy Hupwll, uv e, V= 0,1,2, (4.12)
Koristedi nejednakosti {4.12)Y 1 ocjene {[(3.8B)Y § {(4.9), iz {(4.10)
i (4.11) dobijamo

THUR LA, 5
1T (W)€ S Y
{y
]

! f LA ’ !

TT Y7 Vi 2 OV 2 RYIRNSy ; -y Y Ty v

fT v v iVl Ty (Wi

oAy
2 ne
LTAD LA 5 9
3 L - % *
bi'w-m"'- {L:;“:-‘L"“ T e ﬁx})ay y 4= O,?,Z, (4.‘?3}
! 3 ey wd
ZG'{»?:} Y &C{‘J
Kombinujudéi relaciie (3,13 1 (4.13) 1 s obzirom na usiove

(4,4} dobijamo slededu rekureninu

neiednakost
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343 2,0,
av+1\é ) v a§ + 1~a3 + 2R(d@w&?+1) +
40&;}7 2(3{‘.,?5
F L (1AR) (A, =AL), V= 0,1,2,0. . . (4.14)

Uvodedi smienu ay = Cy®yi koristeci uslove (4.5}, za niz

ST T
Lyl imamo

B LS R
Corr & 3 Cy ¥ - Cy + T (4.15)
40{.‘,3 A y 3Lt A;»&}. 1

DokaZimo indukcijom da je

e, =Y v 0,1,2,... (4.16)
AyLt

Za ¥ = 0 taénost relacije (4.16) slijedi iz uslova (4.7).
Neka je relacija (4.16) tafna za neko V2 0. Tada iz relacije

(4.15} 1 uslova {(4.4) dobijamo

0 Sy 1osly Avar, 1 ol Ay

>
V4= 4e3 e A i +'§)
'ﬂ\“J-’rTLt 41 VA AY 2% D!*y+1AU A

dojena {(4.16) je dokazana.

Tada i1z Jake konveksnosti funkciconala Ty(u) sliiedi da je

T C'U O(‘;} . " 4 ! = 3 . ' '
“VH” uv“ ‘é T &:\EAth - D i\ada y}*’“‘*}mﬁ .?:;tﬂ Ju., 1 ﬁ?“@bﬁT(}

dokazati.
Arnalizirajmo uslove 4) 1 5) teoreme. Meka je mkma(w+1]“1ﬁ

3 .
A x(v+131/ s pL3, q;ré, B = const 2 0. Odredimo konstantu B ta-

b

ko da budu dispunjeni uslovi (4.3) - {(4.7). Ako je



B LG[(Q+Z}1/3~(Q+1}1K3J(u+2)1f6$ Ve 0,1,2,. ... (4.17)

tada su zadovoljeni svi uslovi {4.3) 1 {4.4)., Mo, jednostavno
2
se pokazuje da je U9+2}1/3~(¢+1}1/“].(u+2)1/6<;?j 3 uslov

(4.17) ¢e biti ispunjen ako Je

LG
B3 (4.18)

brimijetimo, dalje, da je usiov

(“’tv“d‘aM)AVM ¢ 1
Ve Y BRLE

ispunjen ako Je

| 2% ag-t,t-a )1/2.({9+1}-1/6“(0+251H5(V+2fh%

B

B;-ﬁLt(dz%
(4.19)

gdje je }“l? Zf“{}x \ Kako je {[V #1) ~1/6 -{V+2) 1m)(M«Z)E’/3 .%,

dovoljno je da konstanta B zadoveljava uslov,
83 91%¢%4%8 + 3Lt | N+ iqq"1p1'q :
odnosno usliov

3y max §3 V72 Ltd; ‘?5Lt(}v*qu"1p1"q}-, (4.20)

$titno, uslioy

¢e biti dspunjen ako Je

B3 max {M%L Lt (1+d) ‘JGGL 1242 Iaig” 7"Q} (4.21)

Na kraju, za uslov {4.7) dovolino je da vaZzi relacija

Lol Haviv ) o+ P {v

! nn ity fnk
% EE Y f:} i {:} ) ‘f!{ "‘1;"' e ‘I; y rg } "f:” r?] *
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koja je zadovoljena za

sy max (ALt hv, . VZLETI (vo)+P (v )i} (4.22)

0

Na taj nacin, ako konstanta B zadovoljava uslove {(4.18),
(4.20),(4.21) i {(4.22) tada ¢e niz {vg} konvergirati ka norma-

Tnom reienju u, pri proizvoljnom izboru pofetne aproksimacije

V o«
0

Specijalno, ako je U = H, tada se 1z teoreme 2.4.1. za

Ay,=1, R=d, P {u}=20, LQ=G, moZe dobiti teorema o konvergenciji

g ¢
metoda opisanog relacijama (4.2) sa funkcionalima Tihonova

T, (ud=d(u)+ oy llu L 2.
2.5, Iterativna regularizacija metoda linearizacije

U ovom paragrafu ¢emo razmatrati iterativnu reqularizaciju
metoda linearizacije za reSavanje zadatka minimizacije difere-
ncijabilnog funkcicnala J{u} na mnoStvuy

! :{UQUGwiUHQO,E ml,r}ﬁ (5.1)

gdie je Ua zatvoreng, konveksno mnoStvo iz Hilbertovog prostora
H., kada su funkcionali gi(u), i = 1,r, diferencijabilni na mno-
Stvy U .
st 5

Neka se niz.{};}kangtruiée na sljededi nadin: v, Jje proiz-
volina tacka mnostva U@; ako je Y~1t1 &lan niza {vg} pndredien,

tada se sledeci &lan Vv odredijuie 1z uslova

v

vv+1élu;; inf@%&m} =va(vv+j) (5.2)
uetly

gdje Je



i
L2
e

dbg(U}ﬂ % ﬂumvﬁﬂ2+;5;<id*(u¢),u~vu:}, ﬁ%}@ 0, (5.

Uy ={ueu s (gilvp)umvy y Ho5lvy) & 0, V= The..., (5.4)

Metod opisan relacijama (6.2)-{5.4) se naziva metodon 14~
vearizacije (v.[A 2], str. 38)

U[A 2] se ispituje konvergencija niza {Vu} ka mnosStvu ta-
gaka minimwma funkcionala J{u) na mnoStvu U, kada Je Uo mno =
Stvo 1z prostora n"  pokazuje se da ako su funkcionali Jd{u},
91(“)"‘*9r{u) konveksni na mnosStvu Uo’ i ako postoji tacka
uey,, tako da Je gl(ﬁ) £ 0, 92(§}<Dy,gr(§)~¢ N, tada niz {Vuf
odredien uslovima (5.2}~-(5.4) konvergira ka nekoi tadki 1z mno-
$tya tacaka minimuma funkcionala J{u) na mnodtvu U (za koje se
pretpostavljc da je neprazno). Pri tome se ne utvrdjuje nijedno
svojstvo tacke u, kojoj konvergira niz {vl(u[A 2], teorema 3.2,
str.47).

Ovdje ¢e biti pokazano da se iterativnom regularizacijom
metoda {5.2)-(5.4) moiZe konstruisati niz {Vv} koii konvergira
ka normalnem riedenju zadatka minimizacije, pri Cemu se ne pret-

nostavija da je prostor H konaclne dimenzije.

Naime, posmatrajmo niz {m@_kaji se jednoznadno odredjuje

iz uslova:
V\J*HQUV 3 FJ(v";}«i—‘!) s :fun%’fUE}Fa}{U), (5*5}
gdje su U, mnostva (5.4},
i w7 J
Fu(u): i HU“UQIE + /EJE<T;(VV},U*V“> :ff‘)y?’gg (5.6)
s (( st 2 . - I — 4
Ty(uy=d(u)+ fluil “,e70, V= 1,2..., u el (5.7)

i gdje Jje v, proizvoljna talka iz mnosStva U{j
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Primijetimo da se za raziiku od metoda razmatranih u
prethodnim paragrafima ovdje ne koriste nenalni funkcionali za
ucitavanje ogranicenja tipa gi(uj L 0.

o . b3 ~ f(;{?;hz . tako d

Razmotrimo moguénost izbora nizova 19 ] {fjaa ako da

i : ( ira k malnom refenj dataka mini-
niz tacaka 1V konvergira ka normalnom reSenju zacataxa m

mizacije.
T eorena 2.5.1. Neka su ispunjeni slededi uslovi:

1) funkcionali J{u}, gi(u),gz(u},‘..gr(u) su konveksni na
konveksnom, zatvorenom mnostvu Ue iz Hilbertovog prostora H,

pripadaju klasi C*{UO) i njihovi aradijenti zadovoljavaju usiove:

A

HJ’(U)HJ’{u)ﬁ “u vh,iq (u}wm (v }{ 1u*vﬂ,i:ft;; u,vwﬁugLi:const;;G,%ao,r;
(5.8)
2Y  J,=inf J{u) )y -eo, U= {u € :Jﬂ}#«.g‘f;
i} L
3} postoji tadka GQLUQﬂ tako da je q1(u) i=1,r;

4y oy Hm oAp=0, Tim M*’“%{W” = 0}
Vs IR R &y

5 niz {mﬁ ie odredien relacijama (5.4} - (5.7},

Tada se niz 6@9} maZe odabrati tako da je fﬁym;% = ¢const >0 1

Tim fv,-uy = 0, gdje u, €Uy, lugfl = inf Juf.
Vo e el o

Pritikom izvodjenia dokaza teoreme bide razmatrane 1 druge

moguénosti za izbor niza {}ﬁg}.

0 o k a z Heka Je 1u ? niz tactaka koiil se jednoznacno odre-

dijuje iz usiova:

gy € U, Tyluy)= inf Ty{u). (5.9)
ue U
Tada 1z uslova 1) 1 2) teoreme i relacije {5.9), prema teoremi
; I S T . s y ¢ Vo3
Kuna-Takera,slijedi da postoji niz spdlastih tﬁCﬁkﬁZ[Hy,\fﬂ %



funkcionaia Lagranza

)

Lo, n) =T, (1)

3
~ i
1'\.- —_ -:{ 1
na mnodtvu prflﬁ, adie jﬁ:\ ={bhw(h1,.,.,kr):h.éﬁ, i=t1,r b,

cdnosno da je

: N .

"“!k:!? I - E ! i R ' .'j-a- L
%g{ﬁ\\;,;\ﬁ:éﬁﬁ{uﬂn}{ R -maaiuuf'{’ ] Za SVAKo U*‘@”—»UQ«H}?“~%¢“‘3€):\’ =1,2 .. (5.70]

S obzirom da su funkcionali Tw{u) diferencijabilini na

mnostvu Ug, relacije (5.10) su ekvivalentne sa relacijama

3
- : s %)
{;jf(u$)+ﬁmﬁuw_+ :me%igi{uﬁ)’”““ut> > 0 za svako Uiﬁ%, (5.11)

L=d

f‘\. 4y

N . p? L _ - :
2rGas(ug)=0s gy (ug) &0, Hy 20.0=T,r,Y 21,2, (5.12)
*hi ”‘,_

vt vy | : .J

- n . . Loy P " .

DokaZzimo da Jje nii {jﬂ EQQT&H1C&ﬂ u prosteru R . MNeka Je
h‘f .

~ /

d = const »0, tako da Je Hu,)l & 4. Tada je

Zaista, iz relacija (5.7) 1 {(5.9) slijedi da je

. -
<id’{u*)1 umgﬂa*fﬁ;gﬁﬁ<£df(uw)+2cﬁyv,u*~uw>>30,\?=}$2,..,
Odatle, sahiranjem,zbog konveksnosti finkcionala J(u) dobija-

mo da je
<m u*ﬂuﬁ;> > 0

Iz dobijene relacije neposredno slijedi ocjena (5.13).
Dalie, 1z definicije niza {uvj i jake konveksnosti fu-
Y
nkeionatla T {u),v=1,2,... 1 s obzirom na relaciju (5.13) ima-
/

me da je:

L

: [fL
ng il - ¥ d W B - I LT
2 ﬁﬁuw uv+15 éa T${Uv+1) Tu(uv)’uv+1 U§:>5£<ﬂﬁuv%3)fg+1h@+1

. M, ¥ " ~ e : 7 ~ :
ety 27 <T‘-j+1 (U, g ) stgpq Uy .‘,h.k2(fc;</\;l Hoy+ 1 )<Ua;+1 Uy Hy D €
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odnosno

i~
]
i
(k.

‘luv h uﬁ+1“ (5.14)

Zbog konveksnosti funkcionala gi(u), i=1,r, 1 1z relacije

(5.12) imamo

; S 5~ }
Ei}i;<ﬁ%(u “i}> ;1m %1*1 Elﬁt}q w,fi l 1
LA v A

u-‘

At

e
219 (@ 1=l V= 12,0, (5.15)

iy e il
i

gdje u €U i gi(ﬁﬁ < 0, 1 = 1,r.

iz retacije (5.13} 1 konveksnosti funkcionala J{u) do-

bijamo sljededu ocjenu:

/ . -
<JH{u,) &iuﬂ LU U >> J#a;\;+2$d gggdag{@+ﬁu“ V,oN=1,2, ... . {5.16)
Koristedi ocjene (5.11) 1 (5.16), iz (5.15) slijedi da je
(e Tall supely ) (d+ i)
/LC'% é ir i g ol 31 ﬂC1,‘j 1 r?;.x1 2
|9, (8)]
C1 = const > O, (5.17)

rl

. * \‘} o
pa je niz i;@ & ogranilen.

Primijetimo, daije, da 1z konveksnosti funkcionala gi(u}i

e

1T = 1,r 1 uslova 3) teorame slijedi da je

COlvy)s Tvyy + g5y, )4 0g(0)€0, 1 = 1,r,u=1,2,. . (5.13)

Prema teoremi Kuna-Takera, na osnovu relacija (5.18),

(5.4) - (5.7) % uslova 1) teoreme slijedi da postoji niz {K !}ﬁwﬁb
sedlastih talaka funkcionala

i L

Ay Wn=F () 2 Ay {g5(v,)5u-v, 2.%9«;("*” ), =12, (5.19)

S

na mnostvu onf\g, cdnosno da je



/3.

{ { {
7 va VAT, S o
L gy Wl vy s AT S

) . - -
1)§ 28 Syako hvw“amﬁai N =1,2 . (5.20)

Relacije {5.19) 1 (5.20) su ekvivalenine sa relacijama

oy

1

i h../ )"PT _— '\\
@iv\}””*%*%g%ﬁ\]*(1;\.})+2mwf.}:wv +¥,-;# }R ; a3 ( %),u ‘quﬂf :,:;O,
s;4

za SVakp u~muoiv:1,2,3,.., (5.21)_
v ¢

AR ~ ET V4 =0 Ve
PPN CH U TR A0 I S AE M CRPEUNEUN SRR (5.22)
[:;;# ’ Lz’{l

. 1 . .
<g;(vﬁ)3?v+quv> +gi(\f\})&:{]$?%* ;031“15?‘;\‘9"!32,“. {5,23}

Postavijajuéi u = Vopq M retaciju (5.11) prethodno pomno-~
Senu sa ﬁh;, i u=u, u relaciju (5.21), i sabirajuci dobijene

retacije dobijamo:

o T _ |
Loy ™Vys Uy Ve # oy < 1y Iy Ve

[ A /Sy - - + 1 TR
A ST NG Ml N ~u+1k* fi /H x¢1(uw}’vv+1 Yy
*T“*:
o ’\‘}Ai,‘{ . ,
: - Y . H.24
*’5: ATt vg ety 20 V12, ( )
PokaZimo da nosltednji sabirak sa lijeve strane rela-

cije (5.24) nije pozitivan,

Zaista, 1z {5.12), {(5.22), ({5.23) 1 zbog konveksnostj

Wi paplbabababde

funkcionala g, {u}), i=1,r, Imamo ca je

¢ . R
SUE S 2 e S0 (v TS AN j> +
T - ~ =/ Ni <04
LN ol )oYy > T &
T:‘. 4 ki \‘}'}‘1 *“f:H \
TV v NS L, NP R
}"' ‘im ,-"Phli "i e ‘;(V\Q)'}Uﬁ‘} V\\}“‘l’"q/}“ﬁ:\?“jjﬂmﬁ;h‘i g?(u\,}} h{—......“_ J}\‘\"] gl(v‘r]
Lt thq oA
,_-‘.:u......,. “\\“}"*"1 l - r il
t 7 AN 4: i(ﬁw)’vuﬁwv+1t>:£:0* i=hhe, (5.25)

S1iféno se dobija da je {v.i relaciju (5.15))

'-.fi""ll

Zkﬁ gl (UL vy Uy “"“w“a (v 4) (5.26 )
LK 8 WYy Ty D /TGS Y e



cnristaedi ocjene (5.25), (5.26) iednakosti
2 2 02

s ) . . ! T
iy pg™V s W Vyst ) 7 7 l ey Ve s “\JH ﬂ‘*"nﬂ 9l )

‘v - ] S Y PV | N T IVERTY:
WYy W 7T vy 7 A ”ﬂ;ff ;!"’wﬁ )
iz relacije (5.24.) slijedn
& _ EZ _ j , N _ _ b ;
”%1 t;JE(I BQMHLv)+%u§%E (Eﬁéﬂgv 1) ;uv+1 142, /5 )+

r

r"”!L i - o
205, {31 (v, ) =0 {ug)suy vy >+ g/}«{wjgﬁi v, 1) 2 0,V =1,2, (5.27)

Karistedi konveksnost funkcionala J{u), gg{{u} , I=1,r 1 uslove {(5.8)

. .. : -
iednostavno se debijaju ociene (VA4 [, str. 52.)

\ ) Le 2
g-!(vxl),i,.’i)‘dq‘i(v\}}%‘ \"q (Va§}3V\g+1 v \> + "'"""ém i!vﬂ'j’i"‘! V,‘f, é
o L ; N 1\2 S S -
"::?E Lvm§+1 vt}}i » 7 1,?‘3\\)"‘ 1}22-*'* (5.2‘{2)
i (via 27, str. 25, retacija (1.11.})
. Y
L 3 L@ Ii e - 0q)

Postaviiajudi ocjene (5.28) 1 (5.29) u relaciji (5.27) dobijamo

N
L — N
- 2 Y 7{ !2 4 {%"“J ¥ Z. LJH"
v aqmug 02 )% vyl (1-—-20}{;‘;% - Py L [l &
e d o
, A i ?E
g(1-200, A )y -v flts v eth2, . (5.30)
- L g
Nneka Je
no i . ” coo9
{3« ijf:t.,.. = s Y 13‘_:&31- (\.J ‘-’1}
< ¥
wdod 42 2 ~ L
L i *\} ? “’“'"“';'" j l""‘llﬁi
Tada 41z relacije (5.30.) slijedi
I ! | { ‘! H?J/H W\ \ - l*




‘ . - I - Iy . %5! e ;‘ - - f!"P"]" - %
Dalje, 1z nejednakosti fvi ﬁ¢+ﬂ£f;_ﬂﬁ$ﬂ Uﬁi hm%4 th’

L R =

(5.14) 1 (5.32}, dobijamo

" ;C{‘%}+&“ﬁ'+1{ - - n -

’ ! E - 3
b"i oo {'?”"; )b-a'f' ¥ da \V - ?a‘i:’r‘w’a**‘! (5‘33)
4} L ¥ . ; : food "11“ 1;2
S | PRV TRV SIS DR TIP Y N AR oo .
gdj%‘ 48 bum iua} "hijii 3 ia 1 5‘(1 23&?{/‘3\‘:;(1“* D{\\’i;{wﬁ}‘) J

Primijetimo da iz uslova [5.31) slijedi da je za svako

\I ~, _|!r . ¥ y i \ g
Y ¢a1§6¢:qgﬁﬁggdﬁ/2, pa je 0 Ay < V. Jednostavno se vokazuje
;
da je
" ya . v
2edy 0y 2y 2l by YT 1B
i
I

™

nazmotrimo moguénosti za izbor niza -{ﬂh&i saglasng uUslio-

)

"' a " i L1
vima {5.31). S obzirom da je lim oLy =0 31 zbog relacije {5,175,

"“J‘ et e R | fr—
ntz {#%U?' mofemp odabrati tako da Je g%wizjé = canst»0, Na
b !

nrimjer, :» moZemo cdabrati iz uslova

h St
1

“w K - o - 9 (5.34)
¢ .
ot 5upoter2ly 2o by

1
gdje Je 61 konstanta iz relacije (5.17).

, Y RO §WF-~3 B Q‘:émjﬁa-% t ot
Dalie iz uslpva 4) tepreme sltijedi da je - et b mi?y
e :"a ! r ?__.gii % .~
B Y '"“{-L_..f-w.;wa i v '
4 ~ - - k . " G} . Pt N el g ST o T 3 ! &
Jednostavno se pokazujde da Jé€ / j SEZO T o F-
i — " "‘-.-1" o i.; -
:,“:"‘““‘“" " L . {T"h e ?" - X o + e W b " -y 1
A o 513 Jo Oy =y D Ma taj nacin,svi uslovi dzme 2,.2.70.
‘h? o ;f LF: u r ",j - } .

“- : . -
sy ispunjeni, pa Jje 1im %;mgwuwii = O, Odavde 1 iz tecoreme 1.2.72

‘\H}mﬂhﬂ ¢

neposredno slijedi tvrdjenje teoreme.

* . : X SR .
U vezi sa uslovima {5.31) za izbor niza iiiﬁ? i relaci-
- ]

jom {5.34) koja daje jednu konkretnu moguénost tog izbora na-

nomenimo sliedele:
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1} postoje 1 druge mogudnosty za izbor niza fﬁ?j , saglasnyg
\

(., 0

1

4

uslovima (5.31.). NHa primjer, niz {/5V2 moZzemo odabrati tako

- | ,
2,> 0, Tim/Bdy = 0, 1im by =ctvtll . g 7442 postod1 pri-

da i@
iy o
/ NS A m;g f%\}

rodan broj Vo, 2.1, tako da Je r@lacija (5.31) taina za Ny V-
Na taj nalin dobijamo da je i relacija {(5.33) tacna za J 3 Vp-
0

Odatle se, prethodno uolivii da jezﬁf}gsf%v:z~kcm , dobija da
" /}f

niz {xjgl konvergira ka nuli kadaywoo j

2} ukoliko su poznate ocjene za LipSicove konstante La’L1°
evs L 1 konstanta d iz relacije (5.13), tada se kamstanta/@?*ﬁ
jednostavno odredjuje iz uslova (5.34). Ako takve ocjene nijesu
noznate, téda se nrilikom odredjivania niza {/50} megu iskori-
stiti sljedede Einjenice:

2a) izvodjenje tvrdjenja 1im ﬁ v,*uv]1ﬁ 0 ostaje na snazi

gaon b Y

i ako uslov (5.31) nije zadoveljen za konacan broj vrijednostn
/5\; ’

2bY) za svako VN > 1 i Fikséraaa'ﬁﬁif&m vari relacija

"
'\:Z\) {"‘f\;%1 &?&)w{h;f,ﬂj (vu :hf\w) (5'35>

U skladu sa napomenom 2} prilikom odrediivanja niza %ﬁ !
v J

mofe se postupiti na sljededi nadin: izabere 5@/313/3*3?0, 1
provijeri se {(za neke vrijednosti & K\O} da 11 je tadéna reta-

cijia {5.35). Ako je taj uslov ispunjen proces se produZava sa
/52:/%*,*¢,iﬁ5uﬁ/5*. Ako ustov {(5.35% nije ispunjen za neko
?xﬁppka i neke W w1, tada se wrijednogﬁ/€>* smanijuje {(na pri-
mier dijelienjem sa dva), sve dok uslov (5.35) ne bude ispunjen,

Proces se produzava Sa novom vrijednmééuj/ﬁg w Lk

konadno mnogo koraka ustov (5.31) £e biti ispunjen 1 proces



?? *
w 7 pey . . . 4 b
G e prsdugava Sa/thjmﬁiﬁn canst, \;ggﬁ-ﬁ. Dﬁbigaﬁl niZz ihvvﬁ

e konvergirati no normi prostora H ka tacki u,.

Razmotrimo posebno sluéaj kada je U = Uo* Jednostavno
se pokazuje da su tada usliovi (5.2)-{5.4) 1z kojih se odre-

diuje tadka v ekvivalentni sa

WEN

VQ+1 = Pugcvﬁ“/ﬁv J?(VQ}}s/gu - 0, v=0,1,2,...

i metod {5.2)~(5.4) prelazi u metod projekcije gradijenta.
Ali, izbor niza {/5v]se realizuje na drugi nalin u odnosu

na metod razmatran u teoremi 2.1.1., pa cemo razmotriti ite-
rativnu regularizaciju ovoqg metoaa, uz pretpostavku da su
umjesto gradijenta funkcionala J{u)} poznate njegove aproksi-
macije JJ(u) i da se pomodni zadaci minimizacije kvadratnih

funkcionala F,(u) redavaju pribliZno.

Posmatraimo, dakle, niz {vvgadredjen uslovima

Vst EYgs By (V) & ;25 Fow+&,,Cu70, v=1,2,..., (5.36)

adie Je
3 i ;12 "
Tolu) = 3y )+l Jlull®, (5

' 2

1

- T
k@(u): ?~4u“vvi +/§V<;T$(vw),uwvw:> ,uEZUG,, (5.38)

i A s

$sa proizvolinom podetnom aproksimacijom = UO, Tada vaZi site-
deda teorema.
Teorema 2.5.2. Neka su {spunjeni sliededi uslovi:

1) funkcional J{u) je konveksan na konveksnom, zatvorenom

mnostvu Urj 1z Hilbertovong prostora Hy FunkcimnaTiJ(u}ﬂ%gu};ﬁﬂﬁi,zy



: y . ot : o et i
sy diferencijabilni po Freseu na Mnos tvu b@ 1

UVaD
GLAVA I
GLAVA 11
LITERATURA

78
x; ]

+
T

g(uy-3 ()l ¢ Loyl suiveu s L= const >

e Rl BTN L) M MRS S acs 4 e ted e et e e

S A DR T A J

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

REGULARIZACIJA NEKOREXTHIH EKSTREMALNIH
LADATAKA Lo, f e e e e

1.1. 0 nekorekitnim ekstremalnim zadacima ...
1.2, Tihonovljev metod reqularizacije .......

TTERATIVNA REGULARIZACTIJA METODA MINIMIZACIJE
2.1. Iterativrna regularizacija metoda proje-

Strana

kciie gradijenta ...... G e e e e -
2.2, Iterativna regularizacija metoda uslo-
vnog gradijenta ... ..., e e
2.3. lterativna reqgularizacija Njutnovog me-
toda minimizacide ...t nnnnna ke
2.4, Iterativna reqularizaciia jedneg metods
minimizacije tredeq reda .t ie e
2.5. Iterativna regularizacijia metoda lineari-
zacije ..., C e e r e e e e et

............
...........
"""""""
*

I -1y

Tos S



Pored toga, iz relacija (5.42) 1 (5.43), dobijanmo da za
svako ueaUG vaZzes nejednakosti
<J*(uﬁ)+2m’lv U, SU-U, >
<? V.Y, /3 Ji("f +2¢l, /\Ju Vg o U~ \f > Pl

I T B

Odavde, postupajuci analogno kao pri fzvodjenju dokaza teo-

reme 2.5.1. 1 koristedi uslove {5.39), (5.40) dobijamo

| Vyupmu, ) FCe2ed B,) & (12, 2005 +2/58 vy )| ¥ gmusll €
& (1-2o 3 )05+ 25 S (1+a0y) [| 9, muy | & (1-20k, 5 )05

+(1+d%@%§;ﬁ&Z{S;bﬁ ﬁé%é;{2+d) f!§;+1”“v” 2, N= 1,2,.0..

Iz dobijene relacije 1 s cobzirom na uslove {5.44) slijedi da

posto] prirﬁdan broj V¥, » 1, tako da je za svako NV,

‘[ﬂw !;2 5Lv/&g
Y

u 1T L b5 + C, /b, &y HCo=const 3 0. (5.45)
l 1+m«.}/%“1}

Koristedi nejednakost b, éJr¥V+1“Vv+1” +ﬁv$1 uvﬁ +

“ug+1~uv“ i ocjene (5.14),(5.44) 1 (5.45) dobijamo da vaii sie-

3

deda rekurentna nejednakost za niz {bv}:

\ .
% z”& 1 -
Dosr & Egv+i ;&Qﬁq‘d¥\/r ~?§utﬁ %Cz&wﬁvﬁ N Ns .

Odavde, kvadriranjem, na osnovu nejednakosti
2 1 2
{1+ Vb
SAVILI

i uslova {5.44) sltijedi da je za svakoy 2w

(a*b}d-g ﬁ;5v)

a

2
b@+1<l 1= gqgu}b% ﬁi GL/QH, =const 0, M,»0, tim /Aw =(3,

e RS



8.

A
A n L] \’, H- VH
Dalje, iz usiova lim s o dl

0y ‘g"*ih O :v}/:}\_}
25ﬁ¢ﬁ%gm +co , pa na osnovu ieme 2.2.1. slijedi da je Vimb,, =0,
Wi | N O

=Jjednostavno slijedi da je

to je i trebalo dokazati.

Primijetimo da uslov {(5.39) dozveljava razne moguéno-
sti z2a 1izbor niza {f@v}* Tako,na primjer,ako je poznata ocje-
na za Lip3icovu konstantu L, tada se moiZe uzeti da je 0 /3y =

5 Z
= /5 £ .

L+4 sup oby
N 4




10.

1.

12.

13.

&

LI T BERAT U R A

MONOGRAFIJE, UDZBENICI I DR. KNJIGE

Aljanci¢ S. Uvod u realnu i funkcionalonu analizu,
“Gradevinska knjiga", Beograd, 1568,

Antipin A.S. Metodi nelinejnogo programmirovanija,
osnovannie na priamoej 1 dvojstvenoj modifikacii fu-
nkcii Lagranfa, lzd-vo VNII sistemnih issledovanij,
Moskva 1979.

Balakrisnan A. Vvedenie v teoriju optimizacii v gil’
hertovom nrostranstve, “Mir?, Moskva 1974,

Bahvalov N.S. Cislennie metodi, "Mauka", Moskva 1973,

Beyezin [.5. - Zidkov N.P, Metodi viZislenij I-IT.
"Fizmatgiz', Moskva 18962,

Ruydak B.M. - Vasil’ev F.P., iNekotorie vidislitel’nie aspekti

zadal optimal’nogo upravienija, lzd-vo MGYU, Moskva 1875,

Vasil’ey F.P, Lekcii po metodam reiznija ekstremal’nih
zadad, lzd-vo MGU, Moskva 1974,

Gabasov R. - Kirillova F.¥M. Princip maksimuma v teorii
optimal’nogo upravijenija. "MNauka 1 ®hnika®, Minsk 1874,

Girsanov I.V. Lekcii po matematicesko] teoreii ekstremal’
nih zada&®, lzd-vo MGBU, Moskva 1970,

Demjanov V.F. - Rubinov A.M. PribliZennie metodi redfenija
ekstremal’nih zadad, Izd-vo LGU, Leningrad 1963,

Eremin .1, - Astafeev M.MN. Vvedenie v teoriju line-
jncgo {1 vipuklogo programmirovanija. "Nauka" Moskva 197¢6.

“yrou K.DZ.,Gurvic L., Udzava H. Issiedovanija po tine-
inomu 1 nelineinomu programmirovaniju. L, Moskva 1962,

ZloCevskij S.T1. Lekcii po teorii optimal’nogo upravienija.
Izd-vo MGU. Moskva 1877,



14,

15.

17,

18,

19.

20,

23 .

24 .

HAS
{51

O
£

Tvanov V.¥., VYasin Y.¥., Tanana V.P.. Teorija line-
inih nekorrektnih zadad i ee priloZenija, "Nauka®,
Moskva 1878.

loffe A.D., Tihomirov V.M. Teorija ekstremal’nih
zadac. "MNauka", Moskva 1974,

Kantorovié L.Y., Akilov G.P. Funkcional’nij analiz.
"Mauka" Moskva 1977.

Karmanov V.G. Matematifeskoe programmirovanie.”Nauka™,
Moskva 1975,

Katkovnik V. Ja. Lineinie ocenki i stohastifeskie
zadali optimizacii. "Nauka" Moskva 1976,

Kollate L. Funkcional?nih analiz 1 vicislitel’naja
matematika "Mir", Moskva 19609,

Krasnosel?skij M.A., Vajniko G.M. Zabrejko P.P. Ru-
tickij Ja.B. Stecenko V.da. PribliZennoe relenie
operatornih uravnenij. “"Nauka", Moskva 1969.

Lions Z.L. Optimal’noe upravlenie sistemami, opisiva-
erimi uravnenijami s &astnimi proizvodnimi. "Mir",
Moskva 1972.

Loran P.Z7. Approksimacija 1 cptimizacija. "Mir®
Moskva, 1875,

Morozov V.A. Reguiljarnie metodi reSenija nekorrekino
nostavienninh zaded. Izd-vo MGU, Moskva 1674,

Polak E.Cislennie metodi optimizacii, “Mir", Moskva
1974.

Pontriaacin L.S., Boltjanski V.G., Gamgrelidze R.V.,
MiZéenko F.F., Matematicfeskaja tecrija optimal’nih

nrocesov. "Nauka’”, Moskva 1976,

Pieniénij B.N., Daniltin Ju.M.. <Lislennie metodi v
ekstremal’nih zadafah. "Nauka”, Moskva 1975,

Sea 7. Optimizacija. Teorija 1 algoritmi. "Mirt, Mo-
skya 1972,

Soboley S.L. Nekotorie primenenija funkcional’nogo
analiza v matematiceskoid fizike., Izd-vo SO AN SS55R,
Novosibirsk 189672,



I3
L2

30.

T1hﬂnav AH, ﬁTSﬁHTH V.Jda. Metodi redenija nekorre-
ktrih zadaé. "Nauka®, Moskwva 1974,

Fedorenko B.P. Priblifennoe redenie zadacd optimal’
noqgo upravienija. napkt, Mpskva 197%.

o. RADOVI

Antipin A.S. Ob edinom podhode Kk metodam refenija
sakorerektnih ekstremal’nih zadal. Yestnik MGU, serija
mat., meh., Mo 2,82-67, 197¢.

Bakudinskii A.R., Reguljarizujudcij algoritm na osnove
metoda N utona- ﬁantorﬁvzga diia redenija variacionnih
neravenstyv, ZYM 1 MF, 16, HNo6, 1397-14C4, 1876,

Bakudinskii A.B. Metodi reSenija monotenih variacie-
nih neravenstyv, osnovannie na principe iterativno]
requljarizacii. ZVM 1 MF, 17, Mo t, 1350-136¢, 1977.

B akudinskij A.B 01 ]

., Poljak B8.7. 0 refenii wariacionnin
neravensty, DAN SSSR, 219 0

, No 5, 1038-1041, 1974,

3akuiinskii A.B., Aparcin A.S. Metodi tipa stohastife-
s kg apmrﬁk simacii dlja reSenija lineinih nekorrektnin
radaé. Sib.matem.Zurn, 16, Nol, 12 - 16, 1975,

sudak B.M., Berkovié& E.M., Gaponenko Ju. L. 0 postroenii
sil’no shodjaideisja minimizirujuidée] posledovatil’ nosti
d1ja neprerivnogo vipukloge funkcionala. ZVM 1 MF, 3,
No2, 186 - 299, 1869,

Browder F. Existense and approximation of solutions
6f nanlienar variational inequalites. Proc. Nath. Acad.
S¢i. USA, 56, Nod, 1080 -~ 10886, 19586, *

Vasil’ey F.P. O reguljarizacii nekorrektnin ekstre-
mal®nin zadad. DAN SSSR, 241, MoS, 100%1-1404, 14974,

Yasil’ey F.P. Jadimovié M., Ob iterativno] regu?gar1~
7acii metoda uslovnogo gradienta 7 metoda M7 jutona
pri netoifno zadannih ishodnih dannih. DAN SSS5R(u 5ta

mp i),



12.

13.

14,

7.

18,

TR

Yasil’ey F£.P. Jacdimovié M. 0b iterativnod requija-
i

rizacii metoda N’jutona. ZYM 1 MF {predato za Stampu).

Vasil’ey £.P., Hromova L.MN., Jalimovic ¥. 0D jtera-
tivnoj requljarizacii odnogo metoda minimizacit tre-
tego porjatka.Vestnik MGU, serija VM i K {predato

22 Stampu).

Vladimirovy A.A., Nestorov Ju.E., fakanov Ju.N
0 ravnomerno vipuklih funkcionalah. Vestnik ¥
serija YH 1 K, Ne3, 12 - 23, 19/8.

Nanilin Ju. M. Metodi minimizacii, osnovannie na
approksimacii ishodnogo funkcionala vipuklim. ZVH
i MF, 10, No5, 10687-1080, 1970.

Gubovickij A. Ja. Miljutin A.A. Zadali na ekstre-
mum pri nali&ii ogranifenij. ZVM 1 MF, 5, No3, 395 -
453, 14965,

Jadimovi¢ M. Minimizacija kvadratnog funkcionala
¢ linearnim problemima optimalnog upravlijanja (ma-
gistarski rad), Beograd 1978,

lacimovié M. Iterativnaja reguljarizacija odnogo
varianta metoda uslovnogo gradienta. Vestnik MGU
serija YM i K (predato ze Stampuj.

{ions J.L., Stampacchia G. Variational inequalit
Comm. Pure and Appl. Math,, 20, No3, 493 - 513,

Levitin A.S., Poliak B.7T. Metodi minimizacii pri
nali¢ii ograniéenij. ZVH § MF, &, Hos, 787-823, 1968,

Majstrovskij 6.0. 0 skorosti shodimost] gradieninogo
metoda dlia wmodificirovanno] funkeii Lagrania, b 1
MM, 15, No?, 380 - 385, 1979,

dovrozoy V.A. D nekotorih cbidin uslovijah regulja-

rivgemosti nekorrektnin variacicnnih zadad, u zZb.
Trudi I-3 konf. molodin ucenih fak., VM 1 X, 140 -
164 Trd-vn MGU, Moskwva 19873

Polijak B.7. Metodi refenija zadad na uslovnij
ekstremum ori nalili slucainih pomeh. V1 ME
1%-} ?EG.} 4 1.1:?}!;9#



22 Tihonov A.MN. O refenii nekorrekino postaviennih za-
dag i metode reguljarizacii. DAN SSSR, 151, No3,501-

504, 1963.

23, Tihonoy A.1. 0 metodah requljarizacii zadal opti-
mal®nogo upravienija. DAMN SSSR, 162, Mod, 763-7656,
1965,

24 Tihonov A.M. Ob ustoj&ivosti zadali coptimizacii
funkcionalov. ZYM 1 MF, &, MNod, £31-634, 1966,

96 Tihonov A. N. O nekorrektnih zadafah optimal’nogo
nlanirovanija, ZVM 1 NF, 5, Motl, 81-89, 1966.

276 . Tihonov A.N., Vasil’ev F.P., Metodi redenija neko-
rrektnih ekstremal®nih zadaZ. Banach center publi-
cations, ¥, 3, 297 =-342Z, 1973.

27 Tihonov A.N., Vasillev F.P., Potapov H.d., Juriji A.D.
0 requliarizacii zadacd minimizacii na mnoZestvah,
sadannin pribliZennc. Vestnik MGU, serija VM 1 K,
Mo, 1-14, 1877,

29 Tihonov A.N.,Gakin V. Ja., Zaikin P.MN. O orjamin
metodah reienija zadad optimal’nogo upravijenija.
YN { WF, z, No2, 416-423, 19567,

26 Tihonov A.M., Karmanov V.G., Rudneva T.L. Ob ustojci-
vosti zadaf linejnogo programmirovanija. U zb. "Vili-
1itel'nie metodi i programircvanie, vip. 12, 3-9.
lzd-vo MGU, 1869,

30. Fedorov V.Y. ¥ voprosu ob ustojdivosti zadali 1i-
nejnogo programmirovanija. ZVM 1 MF, 15, Nob,
1412 ~ 1423, 1875,






	001a.tif
	001b.tif
	002a.tif
	002b.tif
	003a.tif
	003b.tif
	004a.tif
	004b.tif
	005a.tif
	005b.tif
	006a.tif
	006b.tif
	007a.tif
	007b.tif
	008a.tif
	008b.tif
	009a.tif
	009b.tif
	010a.tif
	010b.tif
	011a.tif
	011b.tif
	012a.tif
	012b.tif
	013a.tif
	013b.tif
	014a.tif
	014b.tif
	015a.tif
	015b.tif
	016a.tif
	016b.tif
	017a.tif
	017b.tif
	018a.tif
	018b.tif
	019a.tif
	019b.tif
	020a.tif
	020b.tif
	021a.tif
	021b.tif
	022a.tif
	022b.tif
	023a.tif
	023b.tif
	024a.tif
	024b.tif
	025a.tif
	025b.tif
	026a.tif
	026b.tif
	027a.tif
	027b.tif
	028a.tif
	028b.tif
	029a.tif
	029b.tif
	030a.tif
	030b.tif
	031a.tif
	031b.tif
	032a.tif
	032b.tif
	033a.tif
	033b.tif
	034a.tif
	034b.tif
	035a.tif
	035b.tif
	036a.tif
	036b.tif
	037a.tif
	037b.tif
	038a.tif
	038b.tif
	039a.tif
	039b.tif
	040a.tif
	040b.tif
	041a.tif
	041b.tif
	042a.tif
	042b.tif
	043a.tif
	043b.tif
	044a.tif
	044b.tif
	045a.tif
	045b.tif
	046a.tif
	046b.tif

