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PREDGOVOR

U ovoj raspravi, predloZenoj Naudno-nastavnom veéu OOUR-a za
matematidke, mehanidke i astronomske nauke Prirodno-matematié-
kog fakulteta u Beogradu kao doktorska disertacija, izlaZemo
rezultate na$ih istraZivanja u oblasti semantike relevantnih
iskaznih raduna.

Relevantne logike, nastale, u savremenom matematiziranom obli-
ku, krajem pedesetih godina, dakle, pre nepunih trideset godi-
na, zami$ljene su kao sredstvo za bolju formalizaciju jednog
od osnovnih logilkih pojmova - implikacije. Bar na polecima,
trebalo je da sluZe otklanjanju paradoksa materjalne implika-
cije i ispravnom formalizovanju implikacije A->B kao odnosa
jzmedju dva iskaza A i B takva da je B stvarna posledica A,
dakle da je A relevantno da B, Podrobnije razmatranje ovih pi-
tanja Jje izloZeno na podetku poglavlja O.

Prva istra%ivanja, tokom prve polovine Sezdesetih godina, su
se uglavnom koncentrisala na sintaktilka pitanja - izbor ak-
sioma, nezavisnost, teoreme dedukcije, pitanja gencenizacije i
sistema prirodne dedukcije, ekvivalentnost racuna, zatvorenost
za odredjena pravila i slidno. To je i period okupljanja, oko
Andersona i Belnapa, grupe mladjih logidara (Dunn, Meyer,
Routley, Urquhart) i formiranja tzv. Pitsburske Skole. Krajem
Sezdesetih i podetkom sedamdesetih godina, kada su se relevan-
tne logike razvile u bogatu mreZu logickih raduna, poéinju in-
tenzivnija istraZivanja moguénosti za semantizaciju. Zanimlji-
vo je, mada ne i neodekivano s obzirom na sloZenost dobijenih
semantika koja se moZe sagledati uvidom u poglavlje 1, da su
se relevantne logike dugo "opirale" semantizaciji. Tek 1972.



ij
skoro istovremeno, Routley i Meyer sa jedne, i Maksimova sa
druge strane, dolaze do prvih semantika, i to Kripkeovskog ti-
pa, za neke relevantne sisteme. Maksimova, koja je,zajedno sa
Smirnovim, dala znaCajan doprinos ruske matematidke Skole rele-
vantnim logikama, nije kasnije nisSta visSe objavljivala iz ob-
lasti semantike relevantnih raduna, dok su Routley i Meyer, a
naroc¢ite Meyer, na Australijskom nacionalnom univerzitetu, raz-
vili relevantno-logicku Skolu koja dostojno nastavlja tradici-
je PitsburSke. basvim nedavno, dostavljen nam je Meyerov rezul-
tat o neodlucivosti sistema R, koji, tako, predstavlja prvi
"nevestadki" iskazni radun koji je neodluéiv.

Na istraZivanja Routleya i Meyera i liaksimove nastavlja se ova
nasa rasprava,

Rasprava je podeljena u pet poglavlja.

Poglavlje O je posveceno konstruisanju nekih relacijsko-opera-
cijskih struktura gradjenih od skupova formula u radunima rAY

i r* koje se, u daljem izlaganju, koriste za izgradnju kanon-
skih okvira Kripkeovskog tipa namenjenih semantizovanju poziti-
vnih fragmenata relevantnih iskaznih raduna.

Poglavlje 1 je prikaz semantike za pomenute pozitivne fragmen-
te. cemantika ovog poglavlja je hibrid semantika Routley & Me-
yer-a i Maksimove i, iako poznata u literaturi u nesto drukdi-
Jjem obliku, moZe predstavljati interes za sebe.

U poglavlju 2 predlazemo nov nadin semantizovanja negacije u
relevantnim logikama koji omoguéava da se dobiju teoreme pot-~
punosti za Jjednu Siroku klasu ekspanzija raduna Rmin' Posebno,

dokazujemo da Jje Routley & Meyer semantika za R samo poseban
sludaj nase.

Poglavlje 3 je posveéeno relevantnim modalnim logikama koje su
do sada skoro nepoznate u literaturi. Ovde takodje predlaZemo
semantiku Kripkeovskog tipa kojom se dokazuje potpunost jedne
veoma siroke klase modalnih logika kojima su baze razni rele-
vantni racuni sa ili bez negacije. U zakljudku poglavlja daje-
mo karakterizaciju Siroke klase modalnih tzv. Hintikka shema
koje obuhvataju skoro sve modalne sheme koje se mogu karakteri-
satl formulama prvog reda. OUsim toga, dokazujemo i da je se-

mantika za racdun Ry, Jedini do sada izudavan u literaturi, po-
seban slucaj nase.



iii
U poglavlju 4 izlazemo semantizaciji relevantne radune koji ni-
su distributivni. Koliko Je nama poznato, ovakva istraZivanja
se do sada nisu pojavljivala u literaturi. Pokazuje se da se-
mantizacija nedistributivnih relevantnih raduna korenito mengja
Kripkeovu semantiku i pribliZava je, u nekom smislu, granicama

moguénosti. Istovremeno, verujemo da se tu otvara prostor za
nova istrazivanja.

Autor duguje svoju najdublju zahvalnost profesorima Aleksandru
Kronu, koji ga je 1 upoznao sa ovom problematikom i vodio kroz
nju, i slavisi Presicu, ¢ijim bogatim idejama i nesebidnoj po-
drs$ci odaje puno priznanje. |

Naucnom saradniku Matematiékog Instituta u Beogradu, Kosti Do-
senu, sa kojim poslednjih godina intenzivno saradjuje, autor
zahvaljuje kako na inspirativnoj saradji tako i na stvaranju

onoga, S8to se u naSe vreme tako lako zanemaruje, a $to se zove
naucna atmosfera.

Beograd, maja 1983,
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O. RELEVANTNE LOGIKE. SINTAKTICKI UVOD

Relevantne logike su nastale kao rezultat ispitivanja pojma
logicke implikacije. Kao 8to je poznato, pri formalizaciji
(preciznije - matematizaciji) raduna iskaza implikaciji se
konotira jedan logilki veznik (—> ) tj. operacija medju iska-
zima., Time se, veé¢ na prvom koraku, vr3i "statusno" izjedna-
avanje implikacije sa ostalim logilkim veznicima (A ,V, ",
0O i, drugi, manje desti) i, samim tim, izvesno uproSéavanje
realne situacije- realne utoliko ukoliko nas intuicija formi-
rana vekovnim iskustvom u logidkim manipulacijama, ne vara.
Naime, svaki logiéar je spreman da prihvati koncepciju prema
kojoJ se primenom veznika A,V ,” ,0 na iskaze, opet dobija-
ju iskazi. Sporno je, medjutim, da 1i je A—>B iskaz ako su to
A i B. Ili, ako veé nekako prihvatimo da A->B jeste iskaz on-
da se tesko moZemo pomiriti sa time da on bude istog nivoa kao
A i B, Ovde nas, izgleda, iskustvo pre navodi na pomisao da je
A->B neki odnos, relacija povladenja medju iskazima. No, ako
ipak, a to je radi omoguéavanja pristupa matematici u logiku
skoro neophodno, prihvatimo da je A->B iskaz bez ikakvih re-
zervi, onda se pomenuti spor ne otklanja veé se prenosi na sle-
deé¢i nivo analizovanja. Na tom nivou se otvara pitanje istini-
tosti iskaza. I opet, izgleda da je svaki logidar spreman da
prihvati pristup pri kome je istinitost iskaza AAB, AVB i &
funkcija istinitosti iskaza A i B, Za iskaz OA je ovako nesto
veé znatno manje prihvatljivo a za iskaz A->B deluje &ak i ne-
tadno. Cini se, naime, da ako smatramo da Jje iskaz A->B istinit
ako je B logidka posledica iskaza A, onda na to istinitost is-
kaza A 1 B nema nikakav uticaj.

Tako, na primer, nema nikakvog razloga da se iskazi A->(B->A)
ili AAA->B prihvate kao istiniti. U prvom sludaju, nije Jasno
kakav (a izgleda nikakav) bi to logidki aparat omoguéavao da
se iz, recimo, matematifke istine A: Aksioma izbora je nezavis-
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na od ZF teorije skupova izvede iskaz B-—>A gde je B, recimo,
kontingentno istinit iskaz: Pada kiSa. U drugom sluéaju pak, ne
izgleda smisleno da se iz proizvoljne neistine, kakva je AAR,
moZe izvesti svaki iskaz. Pretpostavljamo da je jasno na Sta
nade izlaganje cilja., Logidari koji se saglaSavaju sa prethod-
no izlozenim idejama, su ubedjeni, a gornji primeri (i mnogi
sliéni)ukazuju na istinitost ovog ubedjenja, da A->B mo¥e biti
istinit iskaz samo ako se iz A zaista izvodi B, ako je A rele-
vantno za B. Izvr3iv3i ovakvo opredeljivanje, mi smo samo suzi-
1i ali nikako ne i otklonili moguénosti za sSpor.

Prvo sledeée pitanje koje se sasvim legitimno nameée je: Sta su
kriterijumi relevantnosti? Ili, ako smo se veé opredelili za
matematizaciju logike, alternativno formulisano pitanje glasi:
Koje iskaze treba da ima za teoreme neki logidki sistem da bi
ga nazvali relevantnim? Prostor je svakako nedovoljan za dava-
nje iole potpunijeg odgovora na ova pitanja, Sto uostalom, sa-
mo po sebi i nije tema ove teze. Ogranidimo se samo na neke is-
torijske napomene,

Raspravljanje pomenutih pitanja vezanih za implikaciju, na ni-
vou matematidke logike, podinje Ackermannovim radom [f]. Sva-
kako da bi dublja analiza pokazala da, 8to se same logike ticde,
nefeg anticipirajuéeg ima i kod Aristotela, Podrobna rasprava

i sve znafajnije reference se mogu naéi u kapitalnoj enciklope-
diji Andersona i Belnapa [2] . Ukratko, moZemo reéi da je pos-
lednjih dvadeset godina rad na relevantnim logikama proizveo
Jednu S8iroku i bogatu klasu logi&kih sistema posveéenih raznim

aspektima implikacije., Semantici nekih od njih je posveéena ova
teza,

U ovom poglavlju ¢emo definisati neke relevantne iskazne radu-
ne, znadajne za naSa dalja istra¥ivanja i dokazati neka njiho-
va osnovna sintaktidka svojstva kao i neke algebarske struktu-
re koje se na njima mogu izgraditi,

Prethodno, neke napomene tehnidke prirode,

1° Sve iskazne radune koje istraZujemo u ovoj tezi definife-
mo nad istim skupom (iskaznih) promenljivih

1 dgf{Pil iew}

a u jezicima koji su podjezici jezika

Lcdg {*,A,v,”,D} i to:
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L+ dgf{__,’ A 9\/} L dgf{e’ A ,V ] _}
L., 98t {»] L 8%, -]
rt defi 5, A, v 0} 18,0}

Termi nad skupom promenljivih V u nekom jeziku A su (iskazne)
formule skup kojih se oznalava sa

For( A ,V) odnosno, jer je V utvrdjen, sa For A .
{A,B,C,D}lJ{Ai,Bi,Ci,Di\ieLU}su meta-promenljive za formule,

2% Meta-logidka teorija koju koristimo je ZFC teorija skupova
na jeziku{E} koji bez posebnih napomena prosirujemo definicio-
nim aksiomama,

i, ili, ne, akko, = ,<>,VY,3 su meta-logiCki veznici pri
emu su akko i &> ravnopravni i upotrebljavaju se naizmeniéno
po vanmatematiékim kriterijumima.

Sve predikatske formule u meta-jeziku su iskazi, tj. smatraju
se zatvorenim formulama i ako se u njima nadju slobodne promen-
1jive one se smatraju univerzalno kvantifikovanim po celoj for-
muli,

04,65,<6,é0,...,it sa 11i bez indekasa su meta-promenljive za
relacijsko-operacijske strukture, pri éemu su ista Stampana la-
tinidna slova oznake za njihove nosade (domof =A).

Kako je ZFC bazna meta-logilka teorija to oznake Rx i x€R
smatramo ravnopravnim i koristimo ih naizmeniéno po vanmatema-
tidkim kriterijumima. U sludaju relacija duZine veée od 1 uvek

koristimo oznake tipa RXjeeex)

20 Svaki drugi zapis koji se u ovom tekstu pojavi, a koji nije
posebno istaknut u ovim napomenama, treba shvatiti u uobidaje-
nom matemati¥kom smislu, pri demu autor izraZava svoju veru i

ubedjenje da je pojam uobilajenog matematickog smisla dobro
definisan.,

0.1 Definicija

0.1.1 8 =(A,Ax,R) je iskazni radun na jezikul sa aksiomama Ax
i pravilima izvodjenja R akko

(i) Axc For A Je takav da ako je A(i)o...pn) formula &ije su
sve promenljive medju PgreessPp onda

A(po...pn)e Ax = A(Ao...An)e Ax

za ma koje Ao,...,AneaFor‘A. pri demu se sva javljanja slova
(promenljive) P; (Osisn) zamenjuju formulom A4 (0Osisn)
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(ii) R Je skup relacija na For/\ duZine bar dva takav da za
svako reR vazi

r(Ao...An+1)-ﬁ> r(Ao"'An+l) ‘?a sv? Agresesh 1€ For A

gde su Ao”"’An+1 formule dobijene iz formula Ao""'An+1 za-

menom istih promenljivih proizvoljnim ali istim formulama.

A LN A
p 2277 Je zamena za r(A_ ...A

n+1)
An+1
0.1.2 Ako je S5 iskazni radun onda je Th(S) skup teorema radu-
na S najmanji skup takav da
(1) AxcTh(8), i
(ii) Za svako TE€ER

Ao,...’An

Ajsees A € Th(8) i r

g & €5 aem(s)

0.1.3 Neka su S;=(A;,Axq,R;> i SZ=<A2,Ax2,R2> iskazni raduni
82 je ekspanzija raduna Sl akko

(i) A 1S A2

(ii) Ax, S Ax,

(iii) Rlé R,

S, Jje ekstenzija racduna 51 akko

(1) -A-1=A2

(ii) AxlgsAxZ

(iii) R,SR, |

S, Je nadradun raduna Sy (Sl Je podradun raduna 5.) akko

(1) A=A,

(ii) Ax
Raduni Sl i S5 su ekvivalentni akko

(1) Aj=4A,

(ii) Th(sl)aTh(S2)

Raduni Sl i 5, su prosto ekvivalentni akko
(1) J\lzl\e

(ii) R, =R,

(iii) Th(Sl)aTh(se)

A == An+1€ Th(s)
n+1l

IE.Axe

O.l.4 Napomena

Relacija ekvivalencije i relacija proste ekvivalencije medju
radunima su relacije ekvivalencije.




0,2 Definicija
Iskazni radun S je neprotivredan akko Th(S) # ForL(S)

0.3 Definicija

ra* je svaki iskazni radun na jeziku L* koji je prosto ekviva-
lentan ralunu &ije su aksiome sve formule oblika

R1 A—>A

R2  (A->B)>((B->C)>(A—>C))
R3 A-~>((A-—~>B)—>B)

R4 (A—>(A=>B))>(A—>B)

RS AAB—>A

R6 AAB—>B

R?7 (A->B)A(A—>C)—> (A= BAC)
R8 A->AvB

R9 B> AVB

R10 (A->C)A(B—>C)—> (AvB>C)

i ¢ija su pravila izvodjenja
A, A->»B A B

Pooa At

MP

0.%.1 Napomena

NaglaSavamo da smo prethodnom definicijom istim imenom nazvali
sve racune prosto ekvivalentne jednom datom. Time, u stvari,
podvladimo naSe interesovanje za skup teorema tog raduna i
pravila u odnosu na koja je on zatvoren, zanemarujuéi razne
moguée aksiomatizacije.

Sledele dve teoreme navodimo bez dokaza koji se, inade, mogu
naéi u[%].

O.4 Teorema

Ako Je f§1+ A->B onda A i B imaju zajednidku promenljivu,

0.5 Teorema
}§E+ (A~>(B~>C))—> (AAB>C) pri &emu obrat nije teorema u RA®Y.

Svojstvo "zajednilke promenljive" (variable sharing) koje pre-
ma teoremi O.4 ima RAY uzima se za osnovni kriterijum relevant-
nosti. Teorema 0,5 ukazuje na razliditu snagu "gomilanja hipo-
teza" pomoéu implikacije i pomoéu konjunkcije. Ovo svojstvo,
koje imaju i mnogi drugi relevantni nadraduni od RA! znatno us-
loZnjava rad sa pojmovima kao 3to je dokaz iz hipoteza,



0.6 Definicija
Neka je S neka ekspanzija raduna RA' na jeziku A i 4>, I"'c For A

0.6.1 dlga & (@n21)@A1,. A e P bg Ajreaard >4
0.6.2 ¢ Jje 8 deduktivno zatvoren (S d.z.) d(:)“VA(@é—A#Aeda)

0.6.3 &je S regularan %;{ Th(s) < &
0.6.4 ¢je 8 teorija 2% $ je 8 dez. i 8 regularan

0.6.5 $je prost 2°§ vavB(AvBed > Aed ili Bed)

0.6.6 H(s) ‘& {pc For A| F je 5 d.z.)
H'(S)dgf{_é‘s For Al $ je s d.z. i prost}
P(8) d3f{§>€= For A| $ je S teorija}
P'(S)dgf {c{>5 For A | $ Je prosta s teorida}

0.6.7 [} 8| Ptg a}
[Pr1Se el

[Apseeesty)g dgf[{Al,...,An}]S
B"'A]S dgf[be{A}]s
0.6.8 ol 2Hc| (Iae$)@Ber) by A>(B>C)]

0.7 Lema
Neka je 5 neka ekspanzija raduna RA' na jeziku A i%g For A
0.7.1 & je 5 d.z. akko (i) Acd i Bed => AABeD, i
(ii) Aed i 5 A>B = Bed
0.7.2 Ako je & 5 d.z. onda je [#,4]5 ={ B | (2Fed) by FAL>B}
0.7.3 [Al"“’An]s a[_AlA...'AAn:IS
0.7.4 [AvB]g = [Algn [BIg
0.7.5 Pe€eH (8) i ForAe€ H'(8)
0.7.6 P(8)CH(S) i P'(8)SH'(S)
0.7.7 Ako sudi[” 5 d.z. onda je °S[‘E[{D,[‘JS ali, u op-
stem sludaju obratna inkluzija ne va¥i,
Dokaz:

0.7.1 - 0.7.6 su trivijalne posledice definicije 0.6 i osnov-
nih sintaktilkih svojstava raduna RA®,
0.7.7 Je direktna posledica teoreme 0.5.

sSledecom teoremom na H(S) uvodimo jednu algebarsku strukturu i
dokazujemo njena osnovna svojstva. U dokazu se &esto pozivamo
na teoreme u RAY bez dokaza koji se mogu naéi u E?-O:I .
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0.8 Teorema

Ako je S neka ekspanzija racduna RAY u nekom Jjeziku A onda je
H(S) = (H(S), °qy € ,Th(*o‘)}relaci,jsko-operaci.jska struktura ko-
Ja se naziva komutativan kvadratno opadajuéi uredjen monoid i
u kojoj za sve x,y,z €H(S) vazi (umesto °g pisemo samo o ):
0.8.1 x,y€H(8) => xoye H(S)

0e8.2 Xoy = yox

0.8.3  xo(yez) = (Xoy)oz

0.8.4 xoTh(3) = x

0.8.5 xcy = x0z2cyoz

0.8.6 xoxcCXx

0.8.7 X # @ =5 xXoForA = ForA

0.8.8 X, 7 £ P = Xy # 8

Dokaz:

0.8.1 Dokaz da xeye H(sS) ako x,yeH(S) sprovodimo kori3éenjem
kriterijuma 0.7.1. Neka, dakle, x,ye H(S) tada

(i) Ako A,Be x-oy onda za neke AysByex i A5,Bey vaZi, prema
definiciji operacije o ,l—-s Ay-> (A2->A) i }-g B,-> (B2—> B) odakle
proizlazi da I AABy > (AAB,>AAB). No kako su x i y 5 d.z.
to AlABlex i A2AB26y te AABe xoy.

(ii) Ako A€ x.y i }—S A—>B tada za neke Ale x i A€y vaii

}g Ay~> (A2—>A) iz dega, zbog ts A->B, proizlazi \—-S Al">(A2"B)
odnosno, B € xoy.

0.8.2 Neka Ae€xe.y, tada za neke Aex, Axy vaéifg Al-*(Aé'A)
odakle proizlazi i by Ao>(A;>A) te Aey-x. Dakle xXoyc< yoX.
Zamenom x i y dobijamo i obratnu inkluziju.

0.8.3 Neka Aex-(y-2z); tada za neke Ax, Be yoz vaZi

by A;>(B-»A), a kako Be yoz to za neke Ay i Azez vazi i

ts A2~>(A3-> B) Sto zajedno sa prethodnim daje }-g A1—>(A2—>(A5—’A)).
Iz poslednjeg tvrdjenja proizlazi da A§—>A€- xoy te, kako

AEe z, i va%i }—S(AB——)A)*’(A3~>A) to Ae (xoy)- 2,

Obratno, neka A €(x-y)oz; tada za neke Be xoy i ABE z imamo
da "5 B-’(A3—>A). Be xoy dalje daje da za neke AMex i Aey
va¥i ('—5 A > (A2—>B). Zajedno sa prethodnim ovo daje

b Ay (Ae—é (A3—-9A)) i, permutacijom, "{3‘ AE—%-(AB—”(A:L—*A)).
Odavde proizlazi da A;>A&y-z &to sa ks A=> ((A;>A)>4)
konacno daje A€ xo(y-z).

0.8.4 Neka A€ xoTh(3); tada za neke Aex 1 AE Th(S) vaZi
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}—-S Ay (A2-*A), odakle, permutacijom, l-é A2—->(Al->A) te kako

Je A5 € Th(S) to Pg A;—>A; no kako je x 8 d.z. i Ajex to Aex,
Obratno, ako A€ x onda }-S A=>((A—>A)—>A) i zbog A—>A € Th(S)
imamoc A& xoTh(S),

0.8.5 Neka x<y i neka A€ xoz. Tada za neke Alex : ¥ A2e Z
}-s Al-—>(A2—«>A); no, zbog xcy, Ay& Y odakle A€ yoz.

0.8.6 Neka A€ xox. Tada za neke ApsAsex }—S Al—->(A2—>A)

Sto povladi i r—s AypAy>A. Zbog 5 d.z, ApAex pa i Aex,

0.8.7 Kako je x # @ to za neko A, Ae x. Ako je Fe ForA onda
je i A—>FePForA pa iz }g A>((A>F)>P) proizlazi da

Fe x-ForA . Kako ovo va’?i za sve FEFor A to je xoForA =ForA .
0.8.8 Kako su x,y # § to u njima postoje neki B i C, tim redom,
pa, zbog S d.z. i A dgt BvCe x,y. Primetimo da je u S teorema
formula ((A—>(A-—>A))>(A>A))—>(((A>A)>A)—>((A—>(A—>A))->4)
(aksioma R2). No, teoreme su i formule A->((A—>A)>A) (aks. R3)
i A->((A>(A—>A))>(A>A)) (aks. R3) &iji je antecedens A i
uxiuy te suazbog 5 d.z. i njihovi konsekvensi (A->A)->A

i (A>(A>A))>(A>A) iuxiuy. No, to onda, prema prvoj

' navedenoj teoremi znali da je formula (A->(A>A))>A u xoy
(i1i yox, svejedno). Dakle Xoy # @,

0.8,9. Napomena
I nadalje umesto % piSemo samo o kada god je kontekst jasan.

0.9 Definicija
R* je nadradun raduna Ra‘t koji se dobija dodavanjem u skup ak-
gsioma raduna RAY svih formula oblika

R11  AA(BvC)-> (AAB)v(AAC)

0,10 Lema

Neka je 5 proizvoljna ekspanzija raduna R} tada vazi

0.10.1 Ako x€H(S8) i A¢ x onda postoji meH’(8) takav da

xcm i Adm.

0.10.2 Ako x,y€H(S), 2€H'(S) i x-y< 2z onda postoji me H'(8)
takav da x&m i meyc z,

0.10.3 Ako x,ycH(S) i A¢ Xoy onda postoje m,n,zeH (S) tak-
vi da x<m, y¢n, A¢z i menc gz,

0.10.4 Ako xeH’(S) onda postoji meEP’(S) takav da moxc x,
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Dokaz:

0.10.1 Neka je € €% t| xct i A¢t i teH(S)} . € je nepra-
zan(jer x€ )i zatvoren za unije lanaca Sto se neposredno pro-
verava. Prema Zornovoj lemi € ima maksimalan element m. Kako
me¢, to xcm, A¢m i meH(S) pa je, da bi m zadovoljavao pos-
tavljene uslove, dovoljno dokazati da meH"(S), tj. da je prost.
Pretpostavimo suprotno. Tada postoje B,Cém takvi da BvCem,
Medjutim, ['_m,B:lS i [m,C]S su tada pravi nadskupovi od m pa nisu
u €. Kako oba sadr?e x i po konstrukciji pripadaju H(S) to,

da ne bi bili u ¢, moraju sadrfati A. Prema lemi 0.7.2 to zna-
¢i da za neke MisMyem vaZi '?S MAB->A i kg MAC->A, odakle,
za M = MjAM, proizlazi da va?i l'é (MAB)v(MAC)> A, pri &emu se
koriste samo aksiome R1-R10 (RA+). Primenom distributivnosti
(R11!) na poslednju formulu dobijamo l——s MA(BvC)-> A. No, M,BvCem
pa i Aem. Kontradikcija. meH (8).

0.10.2 Neka je ‘Cdgf{tl xct i teycz i teH(S)} . € je nepra-
zan (jer xe¥)i zatvoren za unije lanaca 3to se neposredno pro-
verava (o je saglasan sa < (teorema 0.8.5)). Prema Zornovoj
lemi € ima maksimalan element m. Kako me € to Xem, meycz i
meH(S), pa je, da bi m zadovoljavao postavljene uslove, dovolj-
no dokazati da meH" (S), tj. da je prost, Pretpostavimo suprot-
no. Tada za neke B,C¢m va%Zi BvCem. 51lidno kao u prethodnom
dokazu [m,B]S i ]'_m,C:]S su pravi nadskupovi od m i stoga nisu u
€ . Kako sadr¥e m pa prema tome i x i kako su po konstrukciji
u H(8), to,da ne bi bili u €, moraju falsifikovati uslov teyc z
Znaéi, [m,B:]Soy¢z i [m,C]Soy$z odakle proizlazi da postoje
B;,C1¢ 2z takvi da B,€[m,B]gey i Clc—[m,C]Soy, gto dalje, po
definiciji operacije o, znadi da postoje B,,Cre 7y, Bae[x_n,B]S

i C3€[m'c:|s takvi da | B3~+(B2—>Bl) i g 03—>(c2->cl)... (1)
Dalje, prema lemi 0.7.2 za B3 i C5 postoje Ml,Mge m takvi

da I—b MoA B—>B3 i '@ M2AC—>03 eee (2). Iz (1) i (2) dobijamo

}-é MlAB—r(B2—>B1) i }—g M2AC->(02—>01) ees (3). Kako B5yCrey

to i A,=BoAC,e y (Jjer je y 5 d.2.), a kako My,Moem to i

M=MA M€ m (jer je i m S d.z.). Odavde i iz (3) dobijamo da

FS MAB""(AE-? Blvcl) i }é MAC ->(A2—-> Bva]_)... (4) (konsekvensi
su zamenjeni slabijim,a antecedensi jadim pretpostavkama), Iz
(4) proizlazi I—S(MAB)V (MAC)—>(A2—-’B1\/ Cl) (R10) odakle primenom
distributivnosti (R11) dobijamo b MA(B\:C)—»(AE—>B1VC]_). Kako
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Mem, BvCe€m i Azey to, po definiciji operacijeo, B]:»fcl
pripada mey pa i z (Jjer je, po pretpostavei moy < z), Dakle
lV Cle z koji Je, po pretpostavci leme,prost te mora biti
Ble z ili Cle z B8to jJe kontradikcija sa Bl,Clé-z. Dakle m
Je prost.

0.10.3 Kako x,ye H(S) to, prema teoremi 0.8.1, xey€H(S) pa
ako A¢xoy, onda prema 0.10.1 postoji ze€H’(S) takav da Aédz
i xeycz. Primenom 0.10.2 postoji meH’(S) takav da x<=m i
Dmey% z. No, kako je mey=yem (teorema 0.8.2) to je i ye.mcz
pa primenom 0.10.2 na y dobijamo da postoji neH’(S) takav
da ycn i mencz. To je i trebalo dokazati.

0.10.4 Kako je prema teoremi 0.8.4 Ph(S)ex = x&x i x Je
po pretpostavei u H’(S),to prema 0.10.2 postoji meH’(S) ta-
kav da Th(S)cw i mexs x. No, Th(S)c meH'(S) znadi da
me P (S), 8to je i trebalo dokazati.

0.11 Teorema
Neka je 5 proizvoljna ekspanzija raduna RY i neka Jje
% *)'8 (B (8), R (5), P(8)D
gde Je

R, (8)xyz £ e Y& 2 (x,y,2€H(8)).
Tada u X*(s), za sve X,¥,2,t €eH°(8), vaZi:
Pl Bt(teP (8) i Rk(b)txx)
P2 (S)xxx
P3 x' y i R (b)yzt =>Rk(S)xzt
P4 k(S)xyzt => Rﬁ(s)xzyt
p’ xcy &> dt(ter’(s) i Rk(s)txy)
gde je Rk(s)xyzt oznaka za Hu(Rk(s)xyu i Rk(s)uzt)
Dokaz:
Pl Je 3t(teP’(S) i texex) Sto je lema 0.10.4
P2 jJe xexcx 8Sto je teorema 0,8.6
P3°Je xcy i yozet => xez<t Sto je posledica 0.8.5
P4 Jje prema definiciji R (o) i Rk(o) ekvivalentno sa

Xeyecu i uwezg t =,‘> dv(xezev 1 v.yet).

Dokazujemo ovu implikaciju,
Iz xeycu i wezct, prema 0.8.,5, proizlazi (xey)ezct iz Zega,
primenom 0.8.2 i 0.8.3, proizlazi (xez)eye t.,. (1). Kako su
x iz uH(S) to Je i xez (teorema 0,8.1) u H(S8); y 1 t su veé
po pretpostavei u H'(5) pa primenom leme 0.10.3 na (1) zaklju-
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Sujemo da postoji ve H'(S) takav da xezev i veyct &to i
jeste konsekvens dokazivane implikacije,
P* (& ) Ako postoji te€P’(8) takav da Rk(s)txy, onda, prema
definicijama to znadi da postoji t takav da Th(S)et i texcy,
Iz prethodnog, zbog monotonije operacije (0.8.5), dobijamo da
Th(8)ex ¢ y; no, prema 0.,8.4, Th(S)ex = x $to konadno daje xcy.
(=) Ako je x<y onda, prema veé dokazanom Pl, postoji t
iz P’ (5) takav da texcx; za taj t vaZi i texey. Kraj dokaza.

Prethodnom teoremom dokazana su neka, za dalja istraZivanja vr-
lo znalajna svojstva strukture X*'(8). sSledeéom dokazujemo da
ta svojstva ima i restrikcija strukture X'(8) na domen H’(8)

iz koga iskljuéujemo @ i skup svih formula jezika raduna S.

0,12 Teorema

Neka je S proizvoljna ekspanzija raduna R' i 27(+(S)‘restri1;ci—
ja strukture X*(s) na domen H’(S)\{ﬂ,ForL(.‘a‘)}, tada X*(8)’
zadovoljava P1,P2,P3° ,P4 i P*,

Dokaz: Kako je X' (S)’podstruktura strukture **(s) to r2 i
P3", Jer su univerzalne formule, vae, kao i implikacija s
desna u levo u P koja je ekvivalentna univerzalnoj formuli,
Dokazujemo Pl, P4 i implikaciju s leva u desno u P;

Pl se svodi na 3t(t €P'(8) i texex) i va¥i u 'J'c+(S). Dovoljno
Je dokazati da je t # @, ForL(S) ako je x takav. t je svakako
neprazan jer t€P’(S) =» Th(8)S t. ako bi bilo t = ForL(s), on-
da zbog x ¢ P, prema teoremi 0.8.7, dobijamo ForL(S)ex=ForL(s)
odnosno x=ForL(S5), Sto je suprotno pretpostavei,

P4 se svodi na xeycu i uezet=> Iv(xezev i veyst) i vaii
u X*(8). Dokazujemo da v nije ni prazan ni FerL(s) ako

X,¥,2 1 t nisu takvi, Prema teoremi 0.8.8 (zbog x,z # @) imamo
da je xez # P pa je i v # p. Kako je y # P,v nije ni ForL(8)
Jer bi tada vey, pa i t koji je njegov nadskup, bio ForL(s)
(teorema 0.8.7). Dakle P4 va?i u X% *(8)?

Implikacija s leva u desno u P’se svodi na

xcy=> At(L€P’(8) i texcy) i vaii u X¥(S). t # P jer zbog
t € P’ (8) sadrii Th(S). Takodje, t # ForL(S) jer bi, u suprot-
nom, zbog teoreme 0.8.7 i x # @ bilo tox = ForL(8)ex = ForL(s),
te, kako je texcy, dobili bi da Je y = ForL(S). Dakle, t nije
ni @ ni ForL(s) pa i P'vazi u X' (s)!
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0.15 Definicija
R je ekspanzija raduna RY u Jjeziku L aksiomama

R12 (A —>B)— (B—>1)

R13 A->A
0.1%5.,1 Napomena
U svakom rafunu koji je na jeziku L i sadrfi kao teoreme sheme
R1,R2 i R3 i zatvoren je za MP (takav je svakako R, ali i mno-
gl slabiji raduni), shema-aksioma R12 je ekvivalentna sa

R12° A—> 1%

R12°“(A—>B) > (B> 1)

Radun R se medju logidarima koji se bave relevantnim logikama
smatra (v.[&]), u izvesnom smislu, najveéim relevantnim radunom,
Naime R je gradjen tako da ima svojstvo "zajednike promenljive"
(videti 0.4), od teorema na jeziku L_, samo one koje su posledi-
ce R1-R4 i MP a sve klasiéne tautologije u kojima uéestvuju i
ostali veznici, ako &uvaju prethodna dva svojstva, prihvaéene
su kao aksiome,

Odmah primeéujemo da R ima (R12,R13) skoro klasidénu negaciju.
Tako je, na primer, r§ AvA. MoZe se reéi da strogost kriteri-
Juma koji su primenjivani pri izboru implikacijskih aksioma ni-
Je primenjivena i na ostale aksiome, Zanimljivo je, stoga, pro-
utavati radune koji imaju negaciju slabiju nego R (npr. intui-
cionistidku i sliéno). Dobar deo ove rasprave (poglavlje 2)
posvelen je semantici takvih raduna .

Druga grupa pitanja je povezana sa modalno$éu u relevantnim lo-
gikama, Modalni iskazni raduni sa relevantnim logikama kao os-
novnim su skoro neistraZivani u literaturi (osim RE],V.[?QJ).
Njima je posveéeno poglavlje 3.

Treéa grupa pitanja je povezana sa distributivnoséu. Vedina do
sada istraZivanih raduna sa relevantnom implikacijom je bila
distributivna. U novije vreme se pak Javljaju znadajni iskazni
raduni (kvantna logika npr) u kojima distributivnost ne vazi,.
Postoje istraZivanja (v.[24]) koja ukazuju na to da bi neki rele-
vantni raduni koji nisu distributivni mogli biti podloga za zas-
nivanje kvantnih logika. Semantici relevantnih iskaznih raduna
u kojima ne vaZi distributivnost posveéujemo poglavlje 4,

Na kraju ovog poglavlja definiSemo jo3 jedan sintaktidki pojam,
koji koristimo u sledeéim poglavljima.,
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O.,14 Definicija
Iskazni racdun g na Jjeziku A koji sadr?i bar v ima disjunktivno
svojstvo akko
l”‘éAvB =$F§A ili t—S-B
vazi za sve A,Be For A.

Napominjemo da u smislu definicije 0.6 S ima disjunktivno svoj-
stvo akko je skup Th(S) prost.

U dokazima posedovanja disjunktivnog svojstva, predlkat I ko-
Ji uvodimo sledeéom definicijom igra vaZnu ulogu.
0,15 Definicija

Neka je S neki iskazni radun u jeziku A < Loi AeFor A. Pre-
dikat ISA se definiSe rekurzijom po broju veznika u A,

(py) A = py lgpy akko |5 py
(A) A = BaC ISBAC akko ISB i ISC
(V) A = BvC [gBvC akko H—B p Rk H—C
(=) A = B>C |gB>C akko (||-B=>|c)
(T) A=38 ISB akko ne |iz B
(o) A =0B ISDB akko g B

gde je g & &% g

0.16 Teorema

Neka Jje 5 iskazni radun u jeziku ACLpn.

Ako VA(}g A =$|SA) onda 5 ima disjunktivno svojstvo.
Dokaz:

"é AvB = ISAvB =» "‘g A 1114|l§ B =$|-§ A ili l—é B

Predikat IS (u literaturi na engleskom Jeziku nazvan slash) je

razvijen radi dokazivanja disjunktivnog svojstva za intuicionis-
tidki radun Hi njemu bliskih rauna. MoZe se, medjutim, koristi-
ti i u relevantnim logikama. Lako je proveriti da je, da bi ne-
ki iskazni radun 8 imao disjunktivno svojstvo, dovoljno da nje-

gove aksiome imaju svojstvo | i da su pravila izvodjenja radu-
na 5 saglasna sa predikatom IS. Tada sve teoreme raduna S imaju
svojstvo | pa se moZe primeniti teorema 0,16,

0,17 Teorema

Formule Rl - R1l2 imaju svojstvo IS i pravila AD i MP &uvaju
ovo svojstvo za svaki iskazni radun S.

Dokaz: Neposrednom proverom.




1. SEMANTIKA ZA R

S.B. Kripke je u radu[25] po prvi put predloZio odredjenu vrstu
modela za neke klase modalnih logika (kasnije nazvanih normal-
nim) i dokazao potpunost nekih od njih u odnosu na predloZenu
semantiku (kasnije nazvanu Kripkeovom). Ovaj Kripkeov rad Jje
doneo korenito nov pristup semantici iskaznih radunsa i otvorio
novu oblast matematidke logike. Novina se, pribliZno,sastojala
u sledecem:

ove do tada poznate semantike su bile algebarskog tipa; odnosno,
pri izralunavanju vrednosti formula nad nekim iskaznim Jezikom
se uspostavljao homomorfizam izmedju slobodne algebre formula i
neke algebre istog jezika. Formula va®i u toj algebri, pri tom
homomorfizmu,ako njena slika (tj. vrednost) pripada nekom odre-
djenom skupu "istaknutih" elemenata (&esto Je to singlton {1}
kada je u pitanju mre%a). Najpoznatiji, a svakako i najvafniji,
rezultati iz oblasti semantika algebarskog tipa se odnose na ve-
zu klasilnog iskaznog raduna i Bulovih algebri. Glavni klasiéni
rezultati ove oblasti se mogu naéi u]}i]; nesto noviji su obra-
djeni u[}i]. Algebarske semantike imaju prilidno ogranidene mo-
guénosti i to uglavnom iz sledeéa dva razloga. Prvo, veoma sla-
bo su razvijene tehnike dokazivanja potpunosti u sludajevima ka-
da skup istaknutih elemenata nije singlton. Drugo, u sludaju lo-
gika sa manje uobidajenim shema-aksiomama (a takve su mnoge mo-
dalne i relevantne logike) poznavanje odgovarajuéih algebarskih
struktura je slabo ili skoro nikakvo srazmerno njihovoj udalje-
nosti od Bulovih algebri.

Kripke je problemu semantizovanja formula (tj. davanju vrednosti
formulama) prisao bitno druk&ije. U slu¢aju modalnih logika, nje-
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gova osnovna zamisao je: Neka je X neki skup (skup "moguéih sve-
tova" ili "stanja stvari"); u svetu x€ X va¥i formula A (oznaka
X|A) zavisno od vafenja njenih podformula u ostalim svetovima
iz X koji su medjusobno povezani nekom binarnom relacijom Rs;X2
Preciznije,

xEBAC akko xEB i xkC

xFBvC akko xEB ili xk=C

xEB->C akko (xEB = xkC)

xFOB  akko (¥ye€ X)(xRy =>yk=B)
Baza ove rekurzije se na elementarnim formulama (promenljivim)

uvodi stipulacijom, preko jednog preslikavanja koje se naziva
valuacija,

Primeéujemo da klasidni logidki veznici pri vrednovanju ne refe-
riraju na ostale svetove, dok formula OB (nu¥no je da B) vazi u
svetu x akko B vaZi u svim svetovima iz X koji su iz x dostiZivi
relacijom R, .
Pokazalo se da se uvodjenjem razliditih osobina relacije R mogu
opisati razlidite modalne logike. Ubrzo je dokazano da se ova-
kav tip semantike moZe koristiti za karakterizaciju nemodalnih i
neklasiénih logika ako se vrednovanje klasi&nih veznika dovede
u vezu sa relacijom R,
Tako, u sludaju intuicionistidkog iskaznog raduna H (v.[3]) de-
finicije za A 1 V su iste kao i prethodne a za — i — glase:

xk B akko (vye X)(xRy => ne ykB)

xEB>C akko (Vyex)(xRy i y=B => yk=0)
gde se za R uzima refleksivna i tranzitivna relacija,

Ovakvo bogatstvo moguénosti koje nudi Kripkeova semantika je,
prirodno, podstaklo mnoge pokusaje da se semantika za R (i1i ne-
ke njemu bliske radune) pronadje u tim okvirima. Jasno Je da je
u tu svrhu potrebna znadajna izmena ideje o na&inu povezivanja
moguéih svetova u modelu jer se, inade, dokazuje da definisanje
—> preko neke binarne relacije uvek propusta i neke nerelevan-
tne formule. Stoga se veéi broj istra¥ivada usmerio na pokusaje
kombinovanja Kripkeovih modela sa drugim matematidkim struktu-
rama. Najznalajniji (ali, na Zalost, neuspeo) pokusaj te vrste
je Urqhuartov [33] ., Urqhuart je u Kripkeov model uveo struktu-
ru mreze i na njoj definisao binarnu relaciju R te je izmenivsi
neke definicije uspeo, na veoma elegantan i intuitivno prihvat-
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1jiv nadin, da dobije semantiku za implikacijski fragment ra-
¢una R (R_, &ije su aksiome R1 - R4 i pravilo izvodjenja MP)
ali ne i za ceo R. NeS3to kasnije (v.[s] ), Jje pronadjen iskaz-
ni radun koji je potpun u odnosu na semantiku koju je predlo-
Zio Urqhuart. Pokazalo se da je taj radun pravi nadracdun od R
(a i od R* u pozitivnom fragmentu),
Tek Routley & Meyer [34] i Maksimova [26] uspevaju, poletkom se-
damdesetih godina, da dobiju semantiku za R (odnosno, u sluda-
Ju Maksimove, za jedan podradun od R koji se oznadava sa E, ali
Je uvidom u rad lako ustanoviti da se radi o istim idejama kao
kod Routleyja i Meyera, te se i njena semantika moze, po potre-
bi adaptirati tako da se dobije semantika za ceo R). Izmena ko-
Ju su ovi autori uneli u Kripkeovu semantiku je sudtinska - bi-
narna relacija dostiZivosti je zamenjena ternarnom relacijom a
vrednovanje formula oblika A B se definiSe sa:

xEA>B akko VyVz(Rxyz i yEA = z[EB)
Metodologki motivi su sasvim jasni - ternarna relacija daje vi-
se manipulativnih moguénosti od binarne. Sto se tide filozofsko
logickog aspekta, u literaturi, koja je dosta oskudna jer se ob-
last upravo razvija, za sada ne postoji jedinstveno miZljenje
o tome kakvo bi intuitivno znadenje trebalo pridati ternarnoj
relaciji R. Izgleda da se, za sada dok naSa znanja o primenama
relevantnih logika ne budu bogatija, moramo zadovoljiti objas-
njenjem ovakve vrste: Rxyz znadi - x i y su saglasni (u stranoj
literaturi se upotrebljava red kompatibilni) u odnosu na z. Na-
ravno, ne pretendujemo da prethodni komentar ima ma kakvu mate-
matilku vrednost ali je ponekad,pri razmisljanjima koja pretho-
de formalizaciji, korisno imati neku intuitivnu predstavu ana-
lognu onima koje nam daju Venovi dijagrami u algebri skupova
ili grafici funkcija u analizi.

Kako smo veé¢ istakli semantika razvijena u[§4]pokriva ceo R, Mi
se u ovoj raspravi bavimo radunima koji su ili podraduni ili eks-
panzije raluna R ali je svima njima zajednidko jezgro RAY ili R*.
U ovom poglavlju zasnivamo semantiku za RY koju, u poglavljima

2 i 3 koristimo pri zasnivanju novih semantika. Semantiku za RAY
razvijamo u poglavlju 4,

Iako su rezultati ovog poglavlja poznati u literaturi naglafa-
vamo da je metodologija koju koristimo hibrid metodologija Mak-
simove i Routley & Meyera i mo%e biti od interesa sama po sebi,
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1.1 Definicija

X ={x,R,P> je R* okvir akko su X # @, RSX> i PSX takvi

da uz definicije

XSy 2:655 It(Pt i Rtxy)

Rexyzt g‘g Ju(Rxyu i Ruzt)

u X vazi
PO XSy i1 y<x = X=y
Pl It (Pt i Rtxx)
P2 Rxxx

P35 x££y 1 Ryzt => Rxzt
P4 Roxyzt => Rexzyt
za sve X,y,z,t€ X.
dom ¢ d€f X
l.1.1 Napomena

Uslov PO obezbedjujeda relacija < bude relacija poretka. On, za
dalji rad,nije neophodan i moZe se, po potrebi, eliminisati &i-

me se klasa RYokvira prosiruje.

1.2 Teorema

U svakom RYokviru va®i

l.251 XS X

l.2.2 Rxyz =» Ryxz

1.2.3 xsy i y<sz =>x<2

l.2.4 R2x1x2x3y =3 Raxixjxky (i,j,k)e‘:S3
1.2.5 Rxyz i zst = Rxyt

Dokaz:

1.2.1 xsx & 3Pt i Rtxx) je Pl.
1.2.2 Rxyz =p Jt(Pt i Rtxx) i Rxyz

= Jt(rt i thxyz)
=> 3t(Pt i R%tyxz)
= 3t(Pt i Ju(Rtyu i Ruxz))
=» Ju(It(Pt i Rtyu) i Ruxz)

= 3u(ysu i Ruxz)

(P1)
(Definicija R2)
(r4)
(Definicija R2)

(Definicija <)

(P3)

Rtxy i Rysz) (Prema 1,2,2)

= Ryxz
1.2.3 x<y i y<z=> 3t(Pt i Rtxy) i 3Is(Ps i Rsyz)
= I3Is(rt i Ps i
=} It3s(Pt i Ps i R2gxay)
=>3t3s(Pt i Ps i R°tsxz)
=>3tds(Pt i Ps i 3u(Rtsu i Ruxz))
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= JsFu(Ps i IAt(Pt i Rtsu) i Ruxz)
= 3sJu(Ps i ssu i Ruxz)
= Is(Ps i Ju(ssu i Ruxz))
=y 3As(Ps i Rsxz)
= xs 2
1l.2.4 Neposredna primena 1l.2.2 i P4
1.2.5 Rxyz i zst =y Rxyz i 3s(Ps i Rszt)
=» ds(Rxyz i Rzst i Ps)
= Bs(Rgxys‘b i Ps)
=> Bs(Rgsxyt i Ps) (Prema 1.2.4)
=y Jds(Ps i Ju(Rsxu i Ruyt))
=» Jdu(3s(Ps i Rsxu) i Ruyt)
=>3Ju(xsu i Ruyt)
=> Rxyt
1.3 Definicija
Neka je X ={x,R,P> R'okvir.
1.3.1 Preslikavanje v:X->P(V) je valuacija na RYokviru
akko u XL vazZi
(p) oo VxWy(x=sy => v(x)ev(y)) (postojanost)
1.3.2 M={,v)> je R'model akko je v valuacija na RYokviru X,
Fr(Mm) defae . donMm 8% gomoe
1.3.3  IK(RY) %€ x |2 je RYokvir}, M@®R*) Y€T{m|m je R*mode1}.
1.3.4 Neka jJe M R*model, xedomm i AeForL'. Predikat
Formula A va?i u tadki x R'modela M (u oznaci <M,x>EA ili,
kraée, ako Jje kontekst jasan, xkA) se definie rekurzijom po
broju veznika formule A. Aksiome ove rekurzije su
(pi) A= p,, Xk py akko p;e v(x)
(A) A = BAC, xk BAC akko xkFB i xEC
(V) A =BvC, xkEBvW akko xkEB ili xkC
(=) A = B->C, xEB->C akko VyVz(Rxyz i yEB => z[kC)
A va¥i u R¥modeluMm (MEA) akko (¥xedomM)(Px = x|=4)
A _va¥i u R'okviru & (CEA) akko ¥M(MeM(R*)A Fr(m)=2 =>MmEa)
A je R*valjana (I=§+ A) akko VX(XE€ K(R*)=> Xk4)
l1.3.5 Napomena
svojstvo (p) iz 1.3.1 se u sludaju Kripkeovih modela za H nazi-
va postojanost; isti naziv koristimo u ovoJ raspravi,

U ovom poglavlju dokazujemo da je r' potpun u odnosu na seman-
tiku uvedenu definicijom 1.3, odnosno da vaZi F§+ AE&S "ﬁ" A,
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Prvo dokazujemo " &= deo" stava o potpunosti - tzv., teoremu o
saglasnosti. Prethodno dokazujemo neka uporifna tvrdjenja.

l.4 TLema o postojanosti
U svakom R'modeluM za svaku formulu A€ ForL' i sve x,ye domM
(P) e x££y i xkEA = ykA

Dokaz:
Indukcijom po broju s(A) veznika formule a.
Ako je s(A)=0 onda je A=p; za neki iew, pa

(pi) A=p, xgy i xk:pizé,» x<y 1 pye v(x) (Def. 1.3.4)
= v(x)ev(y) i piev(x)(Def. 1.3.1)
= pj€ v(y)
= YEDpy (Def. 1.3.4)
Neka je (p) def 114 Hyp i neka vaZi za sve formule Fe& ForL'

takve da je s(F)< s(A). Dokazujemo da (p) vaZi i za A. Nastu-

paju sludajevi:

(A) A=BAC, x5y 1 xEBAC=x<y i (xEB i xk=0)
= (x<y i xkFB) i (x=<y i xEC)
=2yEB i yEC (Po Ind Hyp)
=Y [ BaC

(V) A=BvC, xsy i xEBVWC=3>x<y i (xEB ili xEC)
= (x<y i xFB) ili (x<y i xk=0)
=yFEB ili y=C (Po Ind Hyp)
=Yyl BvC

(%) A=B¥C, x5y i xEB¥ =2x<y i VzVt(Rxzt i zk=B =tC)
=>VzVt(Ryzt i zFB = tC)

(Jer x<y i Ryzt =3 Rxzt (P3))
=¥ FBC

1.5 TLema o vaZenju implikacije

U svakom R*modelu za svaku formulu A->Be ForL' vazi

MEA>B &S Vx(xkA = xEB)

Dokaz:

(=)

MEADB = V¥y(Py=>ykE A->B) (Def 1.3.4)
= Vy(Py =V¥x¥z(Ryxz i xkA = zEB))
= VyVx(Py i Ryxx i xkA = xk=B) (Za z=x)

= Vx(3y(Py i Ryxx) i xk=A = x|=B)
=>Vx(xik=A = xEB)
(Jer P1 3y(Py i Ryxx) vaZi za sve x)
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(=)
Vx(xk=A = xkE=B)=> Vy¥xVz(Py i Ryxz i xFA=>» zEB)
(Jer Py i Ryxz, po d finiciji < , povladi x<z Sto sa xkA, po
lemi 1.4 o postojanosti, daje zkA; no, zkA = z kB (za sve z)
pa vazi i z}=B QED)

=> Vy(Py => VxVz(Ryxz i xkA =) zkB))

= Yy(Py = yEA—>B)

= M EFA->B
1.5.1 Napomena
O¢igledno, vaZenje leme o vaZenju implikacije, zavisi samo od
svojstava RYokvira i od leme o postojanosti., To znadi da u sva-
koj ekspanziji RYokvira i svakoj ekspanziji jezika L* (sa—ili
0O )lema o vaZenju implikacije zavisi samo od leme o postojanos-
ti. Prema tome, ukoliko u jezik uvedemo nove veznike i ma kako
da ih u modelima interpretiramo, za vaZenje leme 1.5 dovolgjno
Je dokazati da vaZi lema l.4. Ovo ¢emo ubuduée koristiti bez po-
sebnih napomensa,

Lema o vaZenju implikacije bitno pojednostavljuje potvrdjivanje
(i1i opovrgavanje) formula oblika implikacije u R*modelima. Njen
znacaj je jos visSe istaknut &injenicom da su sve shema-sksiome
raduna R* oblika implikacije,

1.6 Teorema o saglasnosti raduna R' sa semantikom

A=k 8

Dokaz:

Dokazujemo da su sve shema-aksiome raduna R+, R* valjane (tj. da
va’e u svim RY modelima) kao i da pravila izvodjenja duvaju va-
ljanost (S$ta vi3e, dokazujemo da u svakom RY modelu va¥i

MEA iMEB = Mk AAB, MEA iMEA>B = MEB) 8to je
dovoljno da sve teoreme raduna R' budu valjane, Nadalje, kako

su sve shema-aksiome ovog raduna oblika A—>B to Jje, zbog leme o
vaZenju implikacije, dovoljno dokazati da ako A-»BeAx(RY) onda
XA = xkB za proizvoljno x iz domena proizvoljnog R* modela.

Neka je MM neki RY model i XyYs24t,u,vedom™M ., U dokazima ko-
Ji slede izostavljamo univerzalne kvantifikatore smatrajuéi da
su sve individualne promenljive kvantifikovane univerzalno po
celoj formuli; umesto veznika i piSemo , ; u obrazloZenjima do-
kaza navodimo samo nelogilka svojstva R*modela odnosno okvira,
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R1 A=>A
xFA=> xlEA je valjana formula.
R2 _(A-¥»B)->((B>C)>(A->C))
xEA>B = x(B>C)>(A>C)
akko xEA->B = (Rxyz,yEB->C = zf=A>C)
akko  xFA->B,Rxyz,yE=B->C => (Rzuv,ul=A => vi=C)
akko  xf=A>B,yEB->C,ukA,Rxyz,Rzuv => vi=C
akko xl=A->B,y}=B->C,uI-A,R2xyuv = viEC

akko xkFA->B,yEB->C,u t=A,R2xuyv = vi=C (P4)
akko xkFA->B,yEB->C,u A,Rxut ,Rtyv = vEC
akko xkEA->B,yEB->C,u = A,Rxut,Rytv = vEC (1.2.2)

Poslednja formula je tadna jer, prema definiciji = za — (1.3.4),
Rxut,x FA->B,ulrA povladi t kB 3to sa Rytv i yE=B*>C daje viC.
R3  A->((A-»B)->B)

xFA = xk=(A>B)>B
akko xkEA =» (Rxyz,yk=A->B = z|=B)
akko xFA,Rxyz,yEA—>B = zlB
akko  X|=A,Ryxz,yk=A->B = z}=B (1.2.2)
Poslednja formula je tad&na kao neposredna posledica definicije k=
R4 (A—=>(A-»B))-»(A->B)

xEA->(A>B) = xkA->B
akko xFA->(A->B) = (Rxyz,yF A = z}|=B)

akko  xlA->(A->B),Ryyy,Rxyz,yE=A => zkB (P2)
akko x|k A->(A->B),Ryyy,Ryxz,yk=A = z}=B (1.2.2)
& x!:A->(A-'>B),R2yyxz,yl=A = zE=B

akko xk:A*(A—»B),Rayxyz,yl:A = zFB (P4)
akko  xkEA->(A->B),Ryxt,Rtyz,ylk=a = zk=B

akko  xkEA->(A>B),Rxyt,Rtyz,yE=Aa = zk B (1.2.2)

Poslednja formula je tadna jer Rxyt,yE=A,xEA>(A>B) povladi
tlA—>B ¥to sa Rtyz i yl=A daje zk=B.
R5  AAB->A

XFAAB = xk=A
akko XFA,XEB = xkA ; poslednja formula je valjana.
R6 AAB—=>B

XxEAAB = xEB
akko XFEAXEB = xk=B poclednja formula je valjana.
R7? (A->B)A(A->C)—>(A->BAC)

Xk (A>B)A(A>C) = x|k A->BAC
akko xFA->B,xkA->C = (Rxyz,ykE 4 = 2 = BAC)
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akko  xkEA->B,x|=A->C,Rxyz,yk A =»> z}=B,z}=C
Poslednja formula je tadna jer Rxyz,yFA i xpA-—>B (odnosno
Xk A->C) povladi zk=B (odnosno zlkC)
R8 A—->AVvB

XA = xEAVB
akko xfFA =% xkA ili xEB; poslednja formula Jje valjana,
R9 B->AvB

XEB => xkAvB
akko  xFB => x|=A ili xkB; poslednja formula Jje valjana,
R10 (A—>C)A(B->C)—>(AvB->C)

X E(A>C)A(B>C) = x|k AVB>C
akko xkFA>C,xFB—>C = (Rxyz,ykEAvB =% z |=C)
akko  xFA->C,x|B—>C,Rxyz,(ykA ili yEB) => zkC
Poslednja formula je tadna jer Rxyz,xkFA>C,xB>C daje,zbog
yEA ili ykB, zkC.
R11  AA(BvC) >(AAB)v (AAC)

Xk AA(BYC) = x k= (AAB)V(AAC)
akko  xkA,(xFB ili xkEC) = (xk=4,xkB) ili (xkA,xEC)
Poslednja formula je valjana.

MP A, A>B

MEAME A>B =5 ¥x(Px => xkA), Vx(xkA => xkB)  (Lema 1.5)
= Vx(Px = x|=B)
= MEB

A B

AD TTA

MEAMEB = ¥x(Px = xkA), Yx(Px = xEB)
| = ¥x(Px = xFA,xkB)

= Vx(Px => x| AAB)

=p M [ AAB
1.6.1 Napomena

Primetimo da je P2 kori¥éeno samo pri potvrdjivanju shema-ak-
siome R4 (a u dokazu teoreme 1.2.2 koju smo Eesto upotreblja-
vali se ne koristi) tako da se isti pristup (ako se to Zeli)
moZe koristiti i za radune bez sheme R4.

sloZeniji je, mada ne ovako zamoran i mehanidki, dokaz obrata
teoreme 1.6, odnosno dokaz teoreme o potpunosti raduna R*' u od-
nosu na R¥semantiku. Ovaj dokaz sprovodimo za kontrapoziciju

iskaza teoreme (tj. Hs A = . A). U tu svrhu definiZemo mode-
R R
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le posebne vrste - kanonske modele., Zamisao koja le%i u osnovi
ove konstrukcije moZe se opisati na sledeéi nadin.

Kanonski modeli su, u stvari, podvrsta modela za koje je 5. Pre-
§i¢ predloZio naziv deduktivni modeli. slobodnije redeno, ovi
modeli su rezultat poku3aja da se = i |- "ujednade". Naime, do-
kaz teoreme o potpunosti ma kog iskaznog raduna koji ima Krip-
keovske modele, je bitno olak3an sako posedujemo modele u kome
vazi Nk A & I'A. Jasno je da ovakvi modeli moraju biti gra-
djeni od skupova formula. Ovim se vaZenje (E ) svodi na deduk-
ovanje ( b ) (otuda i naziv deduktivni modeli). Kako se u kraj-
njoj 1liniji uvek moZe raditi sa deduktivno zatvorenim skupovima
formula to se N'FA svodi na A&l te pomenuto svojstvo postaje
(k) ... TEAES> rel”

i naziva se kanonidénost,

U sludaju raduna R+, preciziranje izloZene zamisli bi, na heu-

ristilkom nivou, izgledalo otprilike ovako.

Ako je M proizvoljan R*model i x € domM. definidimo
llxllmdgf{ AeForL+|<m,x‘>l=A}

Lako se proverava da je lleImprost R*deduktivno zatvoren skup

formula, Prema tome, ako konstruifemo model sa svojstvom (k),

onda njegov domen moraju &initi takvi (i1i neki od takvih) sku-

povi formula, U tom smislu treba shvatiti slede¢u definiciju

koju formuliSemo za sve ekspanzije raduna R' (a ne samo za R* )

Jer éemo je kasnije ugradjivati u nove konstrukcije.

1.7 Definicija
Neka je S neka ekspanzija raduna R na jeziku L(s)2 1t
C1.7.1 %Y(8) = {H’(8) R (8),P(3)) Je 8 'kanonski okvir
akko (i) H'(B) = {xQForL(b‘)‘ X Jje prost 5 d.z. skup formula}
(ii) Rk(S)xyz g Xo.y C 2, za sve X,y,z€H’(8)
(iii) P (8) = {x&ForL(S)\ X je prosta 9 teori,ja}
1:7:2 ml’;(s) =<'}(,+(S),vk> je 8 *kanonski model
akko (1) %'(8) je s *kanonski okvir, i
(ii) vk:H’(S)—)P(V) Jje kanonska valuacija okvira ¥ (8)
definisana sa vk(x) = xNV, za sve xeH’(3).
1.7.3  %*(8)" je striktan 8 "kanonski okvir akko je restrik-
cija strukture X'(S) na domen H (8S)\ {;D,ForL(S)}.
1.7.4 'm;;(s)' je striktan S *kanonski model akko je restrik-
cija strukture ”m;(s) na domen H’(S)\{ﬂ,ForL(S)}.
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l.7.5 Napomena

Elementi prethodne definicije (H’(3), P'(8) i Rk(S)) su veéd
izloZeni u definiciji 0.6 i teoremama 0.11 i 0.12 ali ih po-
navljamo radi celovitosti. Nadalje,kao i u poglavlju O, pise-
mo o umesto °g kada god je kontekst jasan. ©liéno, umesto

H (8), P'(8) i Rk(S) piSemo H, P’i Ry

1.8 Teorema

Neka je 8 neka ekspanzija raduna R' u jeziku L(s)=21L'.

1.8.1 S *kanonski okvir i striktan S Tkanonski okvir su R'
okviri,

1.8.2 S *kanonski model i striktan S "kanonski model su R*
modeli,

Dokaz:
1.8.1 Na osnovu teorema 0.11 i 0.12 i S *kanonski i striktan
S *kanonski okvir zadovoljavaju

P1  3t(P't i Rktxx)

P2 kaxx

P3" xgy i R yzt = R, xzt

P4 Rixyzt =>'R§xzyt

P° xcy<aAt(Pt i Rktxy)
Pl, P2 i P4 su upravo te aksiome RYokvira. Dovoljno je, stoga,
dokazati da vaZze PO i P3., P’, prevedeno na jezik relacije < ko-
Ja se defini%e u svim RY okvirima sa XSy 2% Jt(Pt i Rtxy),
znadi xsy<&> xSy te onda P3‘postaje P3. No, kako se zbog P’
relacije € i € podudaraju to je relacija < u kanonskim okvi-
rima antisimetridna pa vaZzi i PO.
-1.8.2 Dovoljno je dokazati da je kanonska valuacija Vi takodje
i valuacija. xgy povladi, zbog P X<y odakle proizlazi da je
xa Veyn V,odnosno v, (x)& v, (y) QED
1.9 Definicija

R* model M je “kanonifan akko za sve x edomM i sve A eForL‘
uM vazi

(k) ... xEAL Aex

1.10 Lema o 'kanoninosti S *kanonskih modela
Neka je S neka ekspanzija raduna R' u jeziku L(s)=2 ',
1.10.1 5 *kanonski model ¢n+(s) je *kanonidan.,

k
1.10.2 striktan S *kanonski model Wn;(s)’je "kanonidan.




- 5 =

Dokaz:

1.10.1 Tvrdjenje dokazujemo indukcijom po broju veznika s(A)

formule A€ ForL',

Ako je s8(A)=0 onda je A=p, za neko iewpa

(p;) A=p; xEp; &> pie v, (x)

& pjexnV
<> P;&€X

Neka je s(A)> 0 i neka (k) (Ind Hyp) va’i za sve formule F iz

ForL' takve da je s(F)< s(A). Nastupaju sludajevi A=BAC, A=BvC,

A=B—->»C,

(A) A=BAC, xEBAC <> xkEB i xkRC

< Bex iCex (Ind Hyp)
4= BACex

Poslednja ekvivalencija vaZi jer B,Cex =»>BaCex zbog zatvore-

nosti x za AD,dok BACe x =» B,Ce&x vaZi zbog |'§ BAC—>B,C i zbog

zatvorenosti x za MP,

(v) A=BvC, xk=BvC &> xEB ili xkC

< Bex ili Cex (Ind Hyp)
&> BVCex

Poslednja ekvivalencija je tadna jer Be x ili Cex = BvCex

zbog I-S B,C->BvC i zbog zatvorenosti x za MP; BvCe x => Bex ili

Cex Jjer je x prost. Napominjemo da je ovo jedino mesto u doka-

zu u kome se javlja potreba da x bude prost. stoga se S *kanon-

ski modeli i grade na prostim S d.z. zatvorenim skupovima, Ova
okolnost je od velikog znalaja jer, u daljem, implicira koris-
¢enje Zornove leme,

(—>) A=B->C, xk B->C4&>VyVz(R, xyz i yE B => zC)
&>VyVz(xeyc z 1 Bey=> Cez) (Ind Hyp)
<> B>Cex

Dokazujemo poslednju ekvivalenciju.,

(&) Neka B>Cex, Bex i xoySz., Zbog I-g (B=>C)—>(B->C),

zbog prethodne pretpostavke i definicije o dobijamo Ce& xeoy te

zbog Xxey< z vazi i Cez QED

(=») Dokazujemo kontrapoziciju., Neka B—>C¢x. Tada Cé X°[B]S.

U suprotnom, ako Ce onB]S onda za neko D€x i B€ [_B]S vazi

I‘:),‘ D*-)(Blﬁ C) a kako "g B'?Bl to vazi i l-S D—)(B—)C); kako je

x 5 d.z. i Dex to bi dobili da B->Ce x; kontradikcija. Dakle

C¢ xo[_B']S pa,prema lemi 0.10.1, postoji ze H’ takav da Cdz i
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Xo[:Blsgz,no tada, prema lemi 0.10.2,postoji ye€H’ takav da
Be[_B]Sgy i Xey& z. Dakle B»Cé¢ x = IFydz(xeye z i Bey i C¢z)
QED
1.10.,2 Dokaz je isti kao i 1.10.1 s tim 8to, posebno, treba
proveriti sve korake u kojima se javljaju egzistencijalne for-
mule Jjer Jje striktan S *kanonski model podmodel S +kanonskog
modela.
U prethodnom dokazu je to samo korak (-») odnosno formula

(0) eeo B>Cé¢x =>3Aydz(xeySz i Bey i Cé¢z)
Veé je utvrdjeno da (0) vaZi u mode],v.i ‘mgcs) tj. za sve x€H!
dovoljno je dokazati da x # @,ForL(S) = y,z # @,ForL(s) (mis-
1li se na one y i z éije postojanje utvrdjuje (0)). Neka je
x # §,ForL(8), tada je: a) y # @ (jer Bey) i y # ForL(s) (jer,
inade, prema 0.8.7 X # @ = Xeoy = XeForL(S) = ForL(S) odakle,
zbog X.y & 2z, proizlazi da z = ForL(S) Sto je nemoguée zbog C¢ z)
b) z # ForL(S) (Jer C¢ z) i 2z # P(jer xoy& z a prema lemi
0.8.8 X, # P => Xy # P) QED
Kraj dokaza.

Neposrednom primenom leme o *kanonidnosti S *kanonskih modela
dobijamo:

1.11 Teorema
Neka je S neka ekspanzija raduna RY u jeziku L(s)2L* i A€ForLt

1.11.1 b A 'mg(s)bA
1,11.2 bg A M (8) A
Dokaz:

1.11..1 (=)

= A=> ¥E(P't => Act) (Jer Pt T t2Th(S)>A)
= Vt(Pt = tkA) (Jer A€Forl® i ‘Yn;(s) je *kanonidan)
=> My(8)kA
(&)
Hs-a = A¢ Th(s) ,
= (Pt i A¢t) (Takav t postoji prema lemi 0,10.1)
= dt(P't i tHA) (Jer A€ ForLt i m;(s) je *kanonidan)
= MI(s)HA
1.11.2 Dokaz je isti kao i dokaz za l.11l.1 jer je i 'Wl;(s)'
*kanonidan a t iz prethodnog dokaza je a) neprazan (jer Th(sS)c £)s
b) (u (<) smeru) razlidit od ForL(S) jer A€¢ t.
Kraj dokaza.
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Prethodna teorema Jje veé neki oblik teoreme o potpunosti jer
utvrdjuje da Jje svaka ekstenzija racuna RY potpuna u odnosu na
klasu {Yﬂ;(s),%i;(s)'}R+ modela, kao i u odnosu na, da budemo
formalni do kraja, svaku njenu nepraznu podklasu,.

sam za sebe ovaj rezultat nema neku prakticénu vrednost jer Jje
naSe poznavanje *kanonskih modela taman onoliko koliko je i poz-
navanje raduna na kome su gradjeni. Medjutim, za one racune S
za koje ﬁa;(s) ili 7&;(8)’ mo¥emo ukljuditi u neku klasu R* mo-
dela za koju imamo prihvatljiv ili, u unapred dogovorenom smis-
lu, dobar opis, odmah dobijamo teoremu o potpunosti racuna S

u odnosu na pomenutu klasu R* modela (koja je neka podklasa od
klase M(RY) svih R* modela). Ovo razmatranje, naravno, vazi i
za RY okvire ako ih shvatimo kao nosade jednog "oblaka" R* mo-
dela., Opis klase koji, po pravilu,smatramo zadovoljavajucim Je
najcesée u predikatskim formulama prvog reda. Takva'je3 na pri-
mer klasa svih R* okvira. Time dolazimo do teoreme o potpunos-
ti raduna RT u odnosu na klasu svih R* okvira kojom zakljucuje-
mo ovo poglavlje.

1,12 Teorema o potpunosti raduna RY

E A, 4

Dokaz:
(=) je teorema 1.6.

3 N +
(= )'_’EFA =>’ml’;(R+)H_. A (Prema teoremi 1.1l jer A&Forl")

N .
=2 XK (R A (Po definiciji % |= A na okviru X )

A
=>|?2E+ (Jer X' (s8)e IK(R') prema 1.8.1 te
to va¥i i za S = RY)

l.12,1 Napomena

R* *kanon-

skih modela i okvira. Napomenimo, osim toga, da je za racun
R* korak AéTh(R*')‘-"—f) At(P°t i A¢t) u dokazu teoreme 1,11
suviSan (tj. primena leme 0.10.1l je "u prazno") stoga §to je
Th(R*) veé prost (videti teoremu 0.17). No, naravno, teorema
1.11 je dokazivana za svaku ekspanziju raduna R pa i za onu

Ovaj dokaz se mogao sprovesti i primenom striktnih

8iji skup teorema nije prost.



2. SEMANTIKA ZA RELEVANTNE LOGIKE oA NEGACIJOM

U prethodnom poglavlju smo prikazali semantiku za relevantan
iskazni radun RY i, kao kao matematidki aparat od dalekoseZni-
jeg znacaja, uvelli pojmove "kanonskih modela i okvira. U ovom
poglavlju prosirujemo Jjezik 1t veznikom ~ i pristupamo. istrazi-
vanju relevantnih iskaznih raduna sa negacijom koji su ekspan-
zije raduna RY.
Do sada Je u literaturi izucavana.semantika za samo jedan ta-
kav radun - veé pomenuti R (Definicija 0.13). To je, ponovimo
jo& jednom, iskazni radun.na jeziku L ={->,A ,V ,"} sa istim
pravilima (MP i AD) i aksiomama (R1-R11l) kao i R* kao i novim
aksiomama koje se ticdu negacije

R12 (A=>B)—>(B-—>L)

R13 A-»A
Routley i Meyer su u radu[34]dali semantiku za ovaj radun. Se-
mantika se dobija prosSirivanjem RYokvira (u njihovoj verziji
koja je, kako smo veé napomenuli u poglavlju 1, u izvesnim as-
pektima razlidita od nasSe) jednom unarnom operacijom koja, ta-
ko moZemo zamisliti, svakom svetu korespondira svet u kome se
opovrgavaju formule ¢ije negacije vaZe u prvom svetu, U poclet-
ku sledeéeg odeljka prikazujemo ovu semantiku uzimajuéi RYok-
vire u verziji koju smo izlozili u prethodnom poglavlju.

Semantika za R. Kritika negacije u R

2.1 Definicija
2.1.1 X =(X,R,P,*)je R okvir akko
(1) a*={x,R,PD> je RYokvir, i
(ii) *:X-=>X tako da za sve x,y,z€X vaZi
PS5 Rxyz =3 Rxz*y*
6 x*"= x
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dom ¢ 4&f gomact
2.1.2 M={X,v) je R model akko je M =<ax",vD> R*model.
FeM 4T s domM €T gonrrm

2.1.3 Napomena
Kako je R okvir ekspanzija R'okvira (jednom operacijom) to u

svakom R okviru vaZe svojstva RYokvira utvrdjena teoremom 1.2,

2.2 Teorema

U svakom R okviru &L , za sve x,y,z €edomL vaZi
2.2.1 x8y = y"< x*

2.2.2 Px = x*<x

Dokaz:
2.2.1 xgy=> 3t(Pt i Rtxy)
= 3t(Pt i Rty*x™) (P5)
= ysx*
2.2.2 Px =p Px i Rx™x%x" (P2)
= Px i Rx ™y ¢ % (B5)
=> Px i Rx%*xx - (P6)
= Px i Rxx%x (Teorema 1.2.2)
= x*< x

2.5 Definicija

Neka je M neki R model , aAe€ForlL i xedomM,

Predikat Formula A vaZi u svetu x R modelaM (<Myx>kA, od-
nosno xk=A) se definiSe rekurzijom po broju veznika formule A

i to za veznike Pi» A,V 1i-» kao u definiciji 1.3 a za veznik ~:
(=) A=B, xkEB akko x"HB

Predikati MEA, XA i Fﬁ A kao i klase [K(R) i M(R) se defi-

nisu kao i u 1.3 tako &to se R' smeni sa R.

2.4 TLema o postojanosti
U svakom R modelu M za svaku formulu A € ForL i sve x,ye& dom M

(P) evo x£7 i xkA = ykaA

Dokaz:
Indukcijom po broju veznika formule A, Dokaz je za veznike Ps
A,V 1i->isti kao i dokaz leme 1l.4 a za veznik — glasi
(™) a=B, xsyixh‘ﬁ%xsy_i_x*#B
= *=>x* i xX*¥B (Teorema 2,2.1)
= y kB (Jer y*B = x*k=B
= yFEB zbog y*sx*i Ind Hyp)
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2.5 Lema o vazenju implikacije
U svakom R modelu M za svaku formulu A->Be&ForL vazi:
MEA>B &> Vx(xkEA = xE=B)

Dokaz:
Isti kao i dokaz leme 1.5 jer je neposredna posledica leme 2.4
o vazenju implikacije. Videti i napomenu 1l.5.1.

2.6 Teorema o saglasnosti raduna R sa semantikom

}'-ﬁ-A=>|=§A

Dokaz:
Kako je svaki R model ekspanzija R*modela to u njemu vaze sve
RYaksiome i pravila izvodjenja. Ostaje da se potvrde sheme R12
i R1%. Koristimo lemu o vaZenju implikacije uz iste konvencije
kao i u dokazu teoreme 1.6,
R12 (A—>B)->(B—>14)

xk=A>B = xEB>A
akko xkEA->B = (Rxyz,yEB = zlk1)
akko xkEA->B,Rxyz,yEB => z¥*RA
Poslednja formula je talna jer, ako z*kA onda zbog Rxyz dobija-
mo Rxz*y* (prema P5) $to sa xkEA->B (i pretpostavkom z¥E=A) da-
je Y'E=B odakle y**kkB; no y**= y (prema P6) te yH B a pretpos-
tavka je ykB; kontradikcija; dakle z¥R: A,
R13  A-—>A

xEA = xkA
akko xX"HA=> xk=aA
akko XA => xkEA

¥

Poslednja formula je tadna jer x**= x (P6).

Kako je radun R ekspanzija raduna R' to su pojmovi R”+kanonskog
okvira i modela (Definicija 1.7) korektni.

2.7 Definicija

2.7.1 XK(@®) = {B(R),R (R)4P7(R),*> je R kanonski okvir akko
(i) ’IF(+(R) {u’ (R) s (R),P*(R)) je R “kanonski okvir, i
(ii) x* de {AeForL‘Aéx} za sve xe& H’(R).,

2.7.2 M (R) ('J‘((R),vk> je R kanonski model akko je X(R) R ka-

nonski okvir i v, kanonska valuacija okvira X(R).

2.7.3 Napomena
Definicije striktnog R kanonskog okvira i modela su analogne de-

finicijama u 1.7 i od sada ih neéemo navoditi posebno.,
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2.8 Teorema

2¢8:1 X(R) je R okvir
2.8.2 an(R) je R model
Dokaz:

2.8.1 Kako je R ekspanzija raduna R' to je, prema teoremi 1.8.1,
K*(R) RY okvir. Dovoljno je, prema tome, dokazati da je ¥ pres-
likavanje iz H°(R) u H(R) i da vaZe P5 i P6.

Dokazujemo da *:H'(R)->H"(R)

Neka x€H"(R), tada vaZi:

(i) A,Bex* = K,Bd¢x (Prema definiciji *)
=> AvB ¢x (Jer je x prost)
=> AAB¢ x (Jer I3 AAB-»AVB)
=> AABE x*
(ii) Aex*, ks AB = Adx, k5 B>A (Jer kg (A->B)->(B~1))
= Béx (Jer je x zatvoren za MP)
= Be x*

(iii) AvBex*=» AVBé¢x
=> AAB¢x (Jer b AAB-> AvB)
=> K¢ x ili B¢x (Jer, inade, A,B€x = ArBe x)
=» Aex*ili Be x*
Prema (i) i (ii) x Jje R d.z. a prema (iil) je i prost pa x pri-
pada H' (R). '
Dokazujemo da vaze PS5 i 16
PS5 Rxyz => Rxz¥y® se svodi na
Xey oz = Xoz¥c y*
Neka Xey& 2z i neka A€xez® , tada za neke Bex, Cez¥ vazi
bz B>(C—>A) odakle kg B->(A=>C). Kako BEx to , ako bi vaZilo
Aey, Cexeycz tj. C¢ 2% Dakle, A¢y odnosno Aey* QED
P6 . x
x**={reForL | A¢ x*}
={A € ForL Tex}
=§A€ForL| Aex} (Jer |5 Ez2A)
= X
2.8.2 Je trivijalna posledica 1.8.1 jer je Vi valuacija.
2.9 Lema o kanonicnosti R kanonskog modela

U M (R) za sve xedom’mk(R) i sve formule A €ForlL vaZi
(k) oo xEAE> AEX

Dokaz:
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Indukcijom po broju veznika formule A. Indukcijski korak je za
veznike pi,4N,‘V i =» isti kao u dokazu leme 1,10 a za veznik ~
(™) A = B, xEB4&> X BB

& B x* (Ind Hyp)

< Bex
2,10 Teorema o potpunosti racuna R
20 302 }?r A @)]ﬁ—i A
Dokaz:
2.10.1 Isti kao i dokaz teoreme 1.1l jer je prethodnom lemom
utvrdjeno da je’N1k(R) kanonidan, a kako je R ekspanzija raduna

RY to i za R va%i lema 0.10.1l. To su Jjedina dva tvrdjenja koja
se u dokazu koriste.

2.10,2 Isti kao i dokaz teoreme 1,12 jer vaZi 2,10.1 i, prema
teoremi 2.8,2 CF(k(R) je R okvir,.

Primeé¢ujemo, svakako, da se dokaz potpunosti raduna R nije mo-
rao izvoditi posebno u ovom poglavliju, veé da se mogao izvesti
zajedno sa dokazom potpunosti racduna R* sa kojim Jje, kako vidi-
mo, potpuno slidan. Ovo razdvajanje smo ucinili iz dva razloga.
Prvo, stoga sSto ¢emo RT koristiti kao podlogu za razne klase ra-
éuna koje u ovoj raspravi izucéavamo. Drugo, zato 3to smo time
posebno izdvojili negaciju - onakvu kakva je u R.

Negaciﬁa u R je postavljana "klasicno". Znaci navoda stoje za-
to Sto, jasno, u R ne vaZe sva klasidna svojstva negacije (na
primer kﬁ‘AAK->B) ali zato iﬁ Z>A i }ﬁ AvA, Odmah se nameée
pitanje: Kojim idejama se rukovodila Anderson&Belnap skola pri
uvodjenju ovako jake negacije u R? Neke od motiva smo veé na-
veli u komentarima definicije 0.1%., Naime, primeéuje se da je
pri izboru implikacijskih aksioma vrSena veoma skrupulozna se-
lekcija Sto sa negacijom izgleda nije bio sludaj., Zadto? Impli-
citan odgovor se moZe naé¢i u radovima udesnika u "radjanju" R-a.
Osnovna zamisao je bila da je samo implikacija (povladenje ,
entailment) pravi “relacijski" veznik tj. veznik koji ukazuje
na neke logicke odnose medju formulama, dok su svi ostali vez-
nici (A,V, ) funkcionalni, ili, slobodnije releno, za njih
se implicitno prihvata da istinitost iskaza AAB, AvB i A zavi-
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si samo od istinitosti iskaza A i B. Tako, na primer u Jjeziku
{A,v, ™} u R vaZe sve klasilne tautologije. Na neki nadin, R
se moZe shvatiti kao klasifan iskazni racun koji je zadat u je-
ziku {A,\/,"} a zatim proSiren veznikom -3 i novim odnosnim ak-
siomama i pravilima izvodjenja. Time Jje napravljan relevantan
iskazni radun koji u najveéoj moguéoj meri cuva klasidéno-logic-
ke istine. Svakako da se ovakva pozicija, koju su zauzeli osni-
vadi relevantnih logika, moZe podvréi kritici sa, na primer,
intuicionisticke talke gledista. Tac¢nije, bez namere da se racun
R "opovrgne" - $to je, na kraju krajeva, besmisleno, ima smisla
izucavati moguée altermativne iskazne radune koji bi bili rele-
vantni (imali za implikacijski fragment samo R 5 i svojstvo za-
jednicke promenljive) ali, S$to se tide ostalih veznika, bili
slabiji od R,te tako povezivali ideje relevantnosti sa ovim ili
onim logickim pravcem.

Ova podvojenost implikacije i ostalih logickih veznika Jje poseb=-
no jasno istaknuta izloZenom semantikom. Veznici A i V deluju
nesporno (mada se i njihov status moZe problematizovati Sto ée-
mo videti u poglavlju 4) ali zato — deluje veoma neobidno. Po-
java, naime, operacije ™ i njenih prateédih aksioma deluje neka-
ko ad hoc i vestacdki, kada se posmatra u odnosu na ternarnu re-
laciju R. Operacija * i njéna nezgrapnost jedna su od glavnih
mana semantike za R, na koju su obratili pazZnju neki kriticeri.
Tako,na primer Coppeland [fo] odbacuje celu semantiku za R gra-
deéi svoju kritiku i na pomenutom motivu,

Mislimo da se kritike koje se usmeravaju na pokusaj odbacivanja
semantike za R, ovakve kakva je, ne mogu odrZati. Pre svega, ma
kako sledeée tvrdjenje zvucdalo tautologicno, ne smemo zaboravi-
ti da je R ipak potpun u odnosu na tu semantiku. Neprirodnost,
ili, bolje releno, nezavisnost, operacije * koja sluZi kao sema-
ntidka podloga za negaciju, pre ukazuje na nezavisnost negacije
od ostalih veznika u R nego na neprirodnost semantike. Cini se

da implikacijski fragment Ry nije i ne mozZe biti takav da a pri-
ori odredi svojstva negacije u racdunu kome je osnova. Prema
tome, ovakva situacija samo ukazuje na legitimnost naseg prethod-
nog stava o potrebi izudavanja razlic¢itih negacija u relevant-
nim logikama.

U ovom poglavlju predlaZemo dva (medjusobno povezana) tipa se-
mantiCke podloge za negaciju koje su rezultat na8ih istraZivanja.



- Bl -

C semantika. Slabljenje negacije

Epistemolodki motivi za uvodjenje nove semantike za negaciju u
ekspanzijama racduna R+, nalaze se u prethodnoj kritici negaci-
je u R. Ako R shvatimo kao iskazni radun usmeren ka formaliza-
ciji implikacije, onda prethodna rasprava ukazuje na to da ne-
gacija, onakva kakva je u R, moZe biti samo jedna od mogucih.

Stoga predlaZemo nov metod potvrdjivanja formula oblika nega-

cije u RYokvirima proSirenim unarnom relacijom C. Ovaj metod,

koji i &ini osnovni sadrZaj nove semantike, omoguéava obuhva-

tanje jedne Siroke klase iskaznih racduna, medju kojima je, kao
poseban slucaj, i racun R.

Heuristidki, relaciju C tumadimo na sledeé¢i naéin: Ct akko Jje
svet t lokalno neprotivrecan. Tada, smatramo da formula A va-
zi u svetu x akko ne postoji ni jedan svet y u kome vazi for-
mula A koji je saglasan sa x u odnosu na neki lokalno neprotiv-
redan svet z.

Pristupamo formalizaciji ove ideje.

2.11 Definicija
2,11.1 o¢ ={x,R,P,C) je RW_okvir akko
(i) o¢*={x,R,P) je RYokvir, i
(ii) cgX
domocdgf X
2.11.22 M ={X,v) je Rw_model akko
(i) OC je RW okvir, i
(ii) o *={«’,v) je R'model.

2,12 Definicija

Neka je M neki Rw model, x&domM. i A& ForL.

Predikat Formula A va?i u svetu x RW modelaM (M,xDkA, od-
nosno xkA) se definiSe rekurzijom po broju veznika formule A

i to: za veznike pi,/\,v i > kao u definiciji 1.3 a za -

(™) A=B, xEB akko 713y3z(Rxyz i ykA i Cz)
PredikatiM=A,XFA i i-+R-w A se defini3u kao i u 1.3 tako Sto
se R* smeni sa RW.

2.12,1 Lema
U svakom Rw modelu, za svaku formulu A€ForL i sve x& dom™M
xkEAX akko Vy(xRy=> yhk-A)

gde je xRy 2§§ Jz(Rxyz i Cz)
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Dokaz:
xk=A & 13y3z(Rxyz 1 ykE=A i Cz) (Definicija 2.12)
& VyVz(Rxyz i Cz = ykA)
& Vy(3z(Rxyz i Cz)=p yH-A)
= y(xRy = yHA) (Definicija relacije R)

2.12,2 Napomena
Primeéujemo da je prethodnom lemom formula za verifikaciju ne-

gacije u RW modelima znatno pojednostavljena. Binarna relacija
R koja je u iskazu ove leme definisana ée nadalje biti koriZée-
na umesto relacije C bez posebnih napomena. xRy moZemo tumadi-
ti kao: x i y su uzajamno neprotivrecni., Argumenti za ovakvo
tumacdenje ¢e biti dati kasnije.

Sledeéom teoremom utvrdjujemo neka osnovna svojstva relacije R
definisane preko relacije C (i R, naravno).

2.1% Teorema

Neka Jje :x:+=(x,R,P7 R+okvir, tada vazi:

2.13,1 Ako je C unarna relacija na X, R binarna relacija defi-
nisana na X sa

xﬁy %§£ Jz(Rxyz i Cz)

i RR ternarna relacija definisana na X sa

RRxyz ggg.Su(nyu i uRz)
onda u {&",C) vaii
2.13.1.1 xSy i yRz => xRz
2.1%3.1.2 =~ RRxyz = RRxzy
2.13.1.3 xRy => yRx
2.13.1.4  RRxyz <>3t(R°xyzt i Ct)
2.13.1.5 Rﬁxlx2x5(=> Rﬁx_i.xjxk (i,;j,l«:)E:S3
2:1%.1.6 Cx = (Pt i xRt)
2.13.2 Ako je R binarna relacija na X takva da u <’ ,RD vazi
2.13,1.1 i 2.13.1,2 i C unarna relacija definisana na x sa

Cx g Yu¥v(Ruvx => uRv)
onda u {X',R) vaZi

$Ry <=>3z(Rxyz i 62), i

Cx <=>3t(Pt i xRt)
Dokaz:
2e135.1 Redosled koJjim dokazujemo tvrdjenja nije isti kao re-
dosled kojim su iskazana, zbog posebnog statusa koji imaju tvr-
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djenja 2.13.1.1 i 2.1%.1.2 u obratu teoreme (2.13.2).
2sl3:1:1

x<y i yRz => xsy i At(Ryzt i Ct) (Def. R)
= Jt(xsy i Ryzt i Ct)
= 3t(Rxzt i Ct) (P3)

= xRz

2.13.1.4
RRxyz <>3u(Rxyu i uRz)

<=>3u(Rxyu i It(Ruzt i Ct))

<> 3t(3u(Rxyu i Ruzt) i Ct)

<> t(R%xyzt i Ct)
2.1%3.1.5 (i 2.13.1.2 kao njegova neposredna posledica) proizla-
ze iz 2.13.1.4 jer (teorema 1l.2.4) Rgxlxzx,j =3 R2xixjxk za sve
(i,d,k)e Sz

2.13.1.3
xRy => 3t(Pt i Rtxx) i xRy (P1)
= 3t(Pt i Rtxx i xRy)
=> 3t(Pt i RRtxy)
=» 34(Pt i RRtyx) (2.13.1.2)

= At(Pt i Ju(Rtyu i uBx))
=> 3u(3t(Pt i Rtyu) i uRx)
= Ju(ysu i uRx)

=» yRx (2.13.1.1)
2.13.1.6
Cx = 3t(Pt i Rtxx) i Cx (P1)

= 3t (Pt i Rtxx i Cx)

=3t (Pt i tRx)

= 3t(Pt i xRt) (2.13.1.3)
2.1302

Pretpostavimo da vaZe 2.13.1.1 i 2.13.1.2. Prvo dokazujemo
Cx <> 3t(Pt i xRt)

(=) Cx=>3t(Pt i Rtxx) i Cx (P1)
= 3t(Pt i Rxtx) i YuW(Ruvx =» uRv) (1.2.2) |
= 3t(Pt i Rxtx) i(thx = xRt) (u=x, v=%t)
=>3t(Pt i xRt)

A

(&) Kako je, po definiciji Cx<=>WuW¥v(Ruvx =» uRv), to je do-
voljno dokazati da vaZi Pt i xRt i Ruvx => uRv.



- B .
Rﬁuvt

Pt i xRt i Ruvx => Pt i
=» Pt i RRutv (2.13.1.2)
=> Pt i 3s(Ruts i sRv)
=> Pt i 3s(Rtus i sRv) (1.2.2)
= as(Pt i Rtus i sRv)

= Js(uss i sRv)

= uRv (2.13.1.1)
Dokazujemo xﬁy@ Jz(Rxyz i 8z)
(<) Rxyz i Gz =» Rxyz i VuVv(Ruvz = uRv)

= x§y (u=x, v=y)
(=) xRy=> Jt(Pt i Rtxx) i xRy (P1)
=> Jt(Pt i Rxtx) i xRy (1.2.2)
=> 3At(Pt i RRxty)
= 3t(Pt i RRxyt) (2.13.1.2)
= 3At(Pt i 3z(Rxyz i zRt))

=3z(Rxyz i3t(Pt i zRt))
A
= (Rxyz i Cz)

2.,1%.3 Napomena

Iz prethodne teoreme proizlazi da je, u semantici uvedenoj defi=-
nicijama 2.11 i 2.12, relacija C zamenjiva binarnom relacijom
R koja zadovoljava 2.15.1.i i 2.,1%3,1.2. Ovu okolnost ¢emo ko-
ristiti u daljem radu. Kasnije, pri uvodjenju joS opStije se-
mantike, videéemo da ovo nije slucajno.

2.14 Lema o postojanosti .
U svakom Rw modelu M, za svaku formulu A€ForlL i sve x,yedomM
(p) «oe xSy ixFa=>yEA

Dokaz:
Indukcijom po broju veznika formule A. Dokaz je, za veznike p
A,V i -> je isti kao i dokaz leme 1.4 (jer je svaki RW model
ekspanzija R*modela) a za veznik ~ glasi:
(T) 4=B, =x<y ixFB=>xsy iVt(xRt=> tHB)
=> Vt(yRt => tHB)
(Jder xsy i yRt => xRt prema 2.13.1.1)
= yEB.
2.15 Lema o vazenju implikacije
U svakom Rw modelu M =za svaku formulu A->B€&ForL vazi:
ME A>B <> Vx(xkEA = xkEB)
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Dokaz:

Isti kao i dokaz leme 1.5 jer je RW okvir ekspanzija R+okvira,
definicija vaZenja u modelu je ista i vaZi lema 2.14 o postoja-
nosti,

2,16 Definicija

RW je ekspanzija racuna RY u jeziku L shema-aksiomom
R12 (A-»B)->(B—>4)

2.16,1 Teorema o saglasnosti raduna RW sa semantikom

%A#’ﬁvﬁ.

Dokaz:
Kako je svaki RW model ekspanzija R'modela i va?i lema o vaZe-
nju implikacije, to se potvrdjivanje shema-aksioma R1-R1ll i
pravila MP i AD obavlja na isti nac¢in kao i u dokazu teoreme 1,6
o saglasnosti racuna R* sa semantikom.
Dovoljno je, stoga, potvrditi shema-aksiomu R12
R12__(A->B)-»(B->1)

xp=A->B = xE=B>A
akko xkEA->B => (Rxyz,yEB=>zk1)
akko xk=A->B,Rxyz,yE=B => (2Rt => th:4)
akko xkEA-»B,Rxyz,zRt,yk=B => th-A
akko xkA->B,RRxyt,yE=B => th-A
akko xkEA->B,RRxty,yE=B => tk:A (Prema 2.13.1.2)
akko xk=A->B,Rxtz,zRy,yEB => tk:a
Poslednja formula je tadéna jer bi, u suprotnom, ako tfA, onda,
zbog Rxtz i x| A->B vazi zE=B &to sa zRy daje yH-B; poslednje
je kontradiktorno sa yl=B.

Radun RW ne samo da Jje saglasan sa RW semantikom, veé¢ je u od-
nosu na nju i potpun. rristupamo dokazivanju teoreme o potpu-
nosti., U tu svrhu gradimo kanonske modele. Kanonske modele gra-
dimo za proizvoljne ekstenzije raduna RW &ime pripremamo aparat
za dokazivanje potpunosti raznih nadracuna od RW.

2.17 Definicija

Neka je 5 ekstenzija raduna Rw i x,y,z2€H(S3)

2.17.1 G (s)x L (YaeForL)(tg 4 => Kéx)

2.17.2 ka(S)y.2§£ Qz(Rk(S)xyz i Ck(S)z)

2.17.3 C&(S) je restrikcija relacije Ck(S) na H'(8).
2.17.4 xRé(S)y je restrikcija definicione formule na H'(S).
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2.17.5 MNapomena

Slidno prethodnim konvencijama, umesto ck(s) i Rk(S) piSemo sa-
mo Ck p ! Rk kada god Jje kontekst jasan. Takodje, CI:: je restrik-
cija relacije Ck sa domena H(S) na domen H’(S) pa ni ove ozna-
ke neéemo razlikovati,

2,18 . Lema

Neka je S ekstenzija raduna Rw i x€ H(S) takav da Cyx. Tada
postoji meH’(S) takav da je xem i C
Dokaz:

Neka jJe € ={t| t€H(S) 1 x&t i C,t} . € # P (jer x€¥) i
(5to se jednostavno proverava) zatvoren za unije lanaca. Prema
Zornovoj lemi ¢ sadrZi maksimalan element m. m je u H(S), sa-
drzi x i zadovoljava Ckm te je, da meH’(S), dovoljno dokaza-
ti da Jje m prost.

Pretpostavimo suprotno. Tada postoje A,Bém takvi da AvBe m,

KB

[m,A]S i [m,B]S su pravi nadskupovi od m, pa ne pripadaju €.
Kako su u H(8) i sadrZe x (jer sadrZe m) to ne zadovoljavaju
svojstvo C,. Znac¢i, oba sadrze po pfr Jjednu negaciju teoreme iz
S. Dakle, l-~ MaA>T, 1 }—- MAB=>T, za neke Ml,M2em i neke
Ty,To€ Th(S). Iz prethodnog dobijamo l-w MlAMaA(AvB)—)TlvTE te
kako Ml,Me,AvBem to Tlsze m. No, formula Tl ‘J.‘2 T1AT2 Jje
teorema u Rw pa i u S, Sto sa prethodnim daje ‘l‘lAT2e m., Medju-
tim, TlAT2 je teorema u S pa je poslednji zakljudak kontradik-
toran sa Ckm. Dakle, m je prost QED

2.18.1 Posledica .

Neka je S ekstenzija racduna Rw i x,yeH(S) takvi da xﬁky. Tada
postoje m,ne H’(S) takvi da xem, ycn i mﬁén.

Dokaz:

xRy .y, PO definiciji, znadi (@ze€H(S))(xeysz i Ckz). Prema
prethodnoj lemi, postoji z‘€H’(S) takav da z2z(=xey) 1 vaZi
(32€H’(8))(xeya 2’1 Ckz’). Primenom leme 0.10.3 zakljudujemo
da postoje m,n€H’(S) takvi da xem, yen i mencz’. Odavde,
(Az€H’(S))(mens2z’i C2°) tj. m'ﬁl'cn QED

2.18.2 Posledica
Neka je o ekstenzija racuna RW i x,y€H’(S),tada je
xR,y 4= Ry
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Dokaz:

(& ) Jer je definiciona formula za xﬁl’:y egzistencijalna, te
ako vari u H’(S) vazZi i u njegovom nadskupu H(S).

(=) Ako xﬁky onda, po definiciji ﬁk’ postoji ze€H(S) takav
da xeysz i C z. Prema lemi 2.18 postoji z'€H’(S) takav da z< 'z’
i €,z no tada je i xoyc 2‘°; kako je po pretpostavei x,ye€H’(S)
to xﬁl'{y QED

2.18.2.1 Napomena

Prethodnim stavom je dokazano da je relacija Rf{ restrikcija re-

lacije §k sa domena H(S) na domen H’(S). Nadalje umesto ﬁk’ pi-
Semo Rk‘

2.18.,3 Posledica

Neka je S ekstenzija raduna RW i x,ye H(S). sledeéi iskazi su
ekvivalentni,
2.18.3.1 xR

Y

2,1843.2 Cp (%)

2.18.3.3 VA(Aéx ili Ady)
2.18.3.4 VA(AG x Ady)

Dokaz:

Kako je (2.13.1.3) relacija Ry simetriéna, to su 2. 18.3 5 i
2.18.3.4 ekvivalentni.

Dokazujemo da 72.18.3.2<%>12.18.3.3

(=y ) Neka 1Ck(Xay) To znadi da Xeoy sadrZi negaciju neke teo-
reme raduna S, pa |g B>(A—>T) za neke Be x,Aey i Te&Th(s),
odakle l; T->(B->A) ilg B—>A, No, Bex pa je Aex 5to sa Aey
daje 72.18.3.3

(&= )Neka za neko Aey va?i Aex., Formula A->(A->A—>4) je teo-
rema u RW pa i u S, pa A—>A€ Xy, odnosno (jer A—>A € Th(S)) va-
zi 'TCk(Xoy)

Dokazujemo da xﬁky<=> Cy (xey)

(=>) Neka je xﬁky. To znadi da za neki z, xeycz i Cpz; tj.

2z (2 Xoy) ne sadrii ni jednu negaciju teoreme iz S pa to ne mo-
%e ni xey. Dakle, Ck(Xoy)

(&= ) Ck(Xoy) = Xoyg Xoy 1 Ck(:{oy), te je za z=xeoy zadovoljena
definiciona aksioma za kay.

2.18.,4 Napomena

Primeéujemo da iz prethodnih stavova proizlazi da je relacija
ﬁk“apsolutna"- u smislu da ne zavisi od S.
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2.19 Definicija

Neka je 5 ekstenzija raduna RW

2.19.1 K(S)= {H'(8),R.(8),r"(8),C, (5)) Je 5 kanonski RW okvir.
2.19.2 M(8)= {K(8),v, ) je S kanonski RW model.

2,20 Teorema

2.20.1 S kanonski RW okvir je RW okvir,

2.20.2 S kanonski RW model je Rw model.

Dokaz: ’

Trivijalan, jer je K (3)= <H'(5),Rk(s),P'(S)>>R+okvir stoga
Sto je S kao ekstenzija raduna RW istovremeno ekspanzija racu-
na R* pa va?i teorema 1.8. Ck(S) je, naravno, unarna relacija.

2.20.1 Napomena
I striktan o kanonski RW okvir i model su RYokvir i model.

2.21 Lema o kanonidnosti S kanonskog RW modela

Neka je S ekstenzija racuna RW.
Tada za sve A€ForL 1 sve xe dommk(s) vazi:
(k) oo xEAL> Aex

Dokaz:
Indukcijom po broju veznika formule A. Dokaz Jje za veznike Py
A,V i-> isti kao dokaz leme 1.10 (Jer je?ﬂk(s) ekspanzija
R¥modela ﬂl;(s)) a za — glasi:
(T) A=B, xEB&>Vy(xR, 7 => yHB)

SSVyGERy = Béy) (Ind Hyp)

&y BEéx
Dokazujemo poslednju ekwvivalenciju.
(& ) Ako Bex onda xf{'ky povladi B¢y (lema 2.18.3.3)
(=) Dokazujemo kontrapoziciju. Neka B¢ x. Tada je Ck(Xo[B]S).
U suprotnom, za neke X€x i T& Th(3) vazi I—S X>(B->T) odakle
l'-é T->(X->B) odnosno K X»>B pa Bex, $to je suprotno pretpos-
tavci, Dakle, Ck(Xe[ﬁjs). Poslednje je, prema lemi 2,18,3% ekvi-
valentno sa xﬁk[§]5 odakle, primenom leme 2,18,1 dobijamo da
postoji yeE'(S) takav da yz]-_B]SaB Sto znali da Beéx povla-
i da ay(kay i Bey) GED

2,22 Teorema o potpunosti racduna - u odnosu na 5 kanonski model
Neka je 5 ekstenzija racduna RW. Tada za sve AEForL vazi:

b A M (8)EA
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Dokaz:
Isti kao i dokaz teoreme 1.1l jer za Wnk(b) va?i lema o kano-
nidnosti a definicija vaZenja u modelu je ista kao u R*modelima.

Iz prethodnog stava neposredno proizlazi

2.23 Teorema o potpunosti racuna Rw

hﬁk.A<F¢'F§w A

Dokaz:

(=>) je teorema 2.16.1

(&= ) Dokazujemo kontrapoziciju.

bﬁ; A =#>’W1k(Rw)th (Prema prethodnoj teoremi)
=?f§§ A (Jer je, prema teoremi 2.20

RvW kanonski RW model takodje i
RW model,pa kako u njemu A ne
vazi to nije Rw valjana)

Primene C semantike

U prethodnom odeljku je dokazana potpunost raduna RW u odnosu
na odgovarajuéu semantiku, koju, jednostavnije, nazivamo C se-
mantikom, Teoremom 2.22 dobijen Jje i jedan Siri rezultat, Nai-
me svaka ekstenzija S raduna RW je potpuna u odnosu na svoj S
kanonski RW model. Prirodno se¢ namele zamisao da se ovaj re-
zultat iskoristi za dokazivanje potpunosti razliditih eksten-
zija raduna Rw (medju njima je i R!). Prvo, preciziramo smisao
u kom shvatamo potpunost.

2.24 Definicija
Neka je 5 ekstenzija raduna Rw i |K(RW) klasa svih RW okvira,
2.24,1 Neka je K& IK(RW) i A€TForl
ko &8 ve(xek = xEa)

2.24.2 S je potpun u odnosu na klasu okvira K< [K(RW) akko

VA(Gs AS> P A)
2.,24.% S je potpun akko Je potpun u odnosu na bar Jjednu
klasu K € IK(RW).
2.24,4 S je aksiomatski potpun akko Jje potpun u odnosu na
bar jednu klasu K< IK(RW) koja je aksiomatska u jeziku prvog
reda & ={R,P,C}
2.24,5 S je ZFC potpun akko Jje potpun u odnosu na bar jednu
klasu K € IK(RW) koja je aksiomatska u ZFC u jeziku{R,»,CluL(ZFC).
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2.24.6 S je odredjen klasom K& IK(RW) akko
VX (X € K& VA( }g A e=> XkE=A))

NaglaSavamo da iako teorema 2.22 obezbedjuje potpunost svake
ekstenzije S raduna RW u odnosu na njen kanonski model, iz nje
ne proizlazi da je S potpun u odnosu na neku klasu okvira -
¢ak ni u odnosu na {ﬁ%(s)} s Jer sem kanonskog modela na kanon-
skom okviru mogu postojati i drugi modeli o &ijim se osobinama
a priori nista ne zna.

sledec¢om teoremom odredjujemo jedan dovoljan uslov za potpunost
neke ekstenzije 5 racduna RW u odnosu na neku klasu okvira K.

2.25 Teorema

Neka su S neka ekstenzija raduna RW i S<& IK(RW) takvi da vaZi
2+25.1 VA(I—S- A%l’—iA), i

2.25.2 K(s)eK.

Tada je S potpun u odnosu na klasu okvira K.

Dokaz:

Dovoljno je dokazati Kz A =» }E A odnosno I-§-A %b%‘-( A, Neka
bg'A, tada, prema teoremi 2.22, mlk(S)hﬁA, te, kako po pretpos-
tavei X(S) koji je nosad modela M, (8) pripada K, F%’A.

Koristeci prethodni rezultat u ovom odeljku dokazujemo potpunost
nekih ekstenzija racduna RW.

Radun R se dobija kao ekstenzija raduna Kw shema-aksiomom A->A.
Sledeéim stavovima opisujemo klasu RW okvira u odnosu na koju
je potpun racun R,

2,26 Teorema
Za svaki RW okvir X vaZi

XkA>h & X EV¥x3yVz(yRz < z< x)

Dokaz:
Neka je k(A->a) %8 vxayvz(yRz <> z< x). Lako je dokazati da
je B k(E-A) <= Vx3y(xRy i Vz(yRz => zsx))

(&= ) Neka X k=k(A 1). Dokazujemo da u svakom modelu M, na
okviru & , va%i M A->A odnosno da xF A => xkA 5to je ekviva-
lentno sa (1) ... Yy(xRy => 3z(yRz izkEA)) = xEA.
Poslednja formula je tadna jer zbog k(A->4) postoji x° takav
da (2) ... xRx° i Vz2(x°Rz =» zs<x),

a prema antecedensu u (1) za x° postoji x°% takav da

(3) ... x°Rrx°° i x%°k= A
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% x i x°°k A 3to zbog

iz (3) i (2) (zamenom z=x°°) proizlazi x
postojanosti daje xkA QED
(=>) Dokazujemo kontrapoziciju.
Neka OC B k(A->A) odnosno AxVy(xRy = 32(yRz ilz<x)) 3to zna-
i da za neko aedomXvaZzi

(4) .. X EVYy(aRy = Fz(yRz i 1zsa))
DefiniSimo v:domd—=>P(V) sa

w(x)= {_V-{p(}, ako t<a

v , ako Jts a

v je valuacija na okviru X (Jer xsy i Xk p,=> XLy ilxza =
1ysa => yl-:po) i zbog,(a) ak:p ali aH:p (aer a<a) te u mo-
delu {X,v)> ne vazi shema A>A (;jer ne vazi Ps;>p,).

Prema prethodnoj teoremi, klasa |K(Z->A) svih RW okvira u kojima
vazi k(E->A) je klasa kojom je odredjen (u smislu definicije
2.24,6) radun R. Dokazaéemo da je R i potpun u odnosu na tu kla-
su kojom je odredjen. 5 obzirom na teoremu 2.25 dovoljno je jos
dokazati da vaZzi

2,27 Teorema
K(R)E IK(A=>A)

Dokaz:
Neka xe domX(R). Definidimo x¥ dgf{ A|A¢x} . Prema teoremi
2.8 x%e domjkCR)( B°(R)) i x*™= x. Takodje, vaZi:
x*R z@VA(A#_-x ili Aéz) (Prema 2.18)

&S ¥alhez = Agx™)

&> YA€z = hex™)

&> zex™

<> zE€X (Jer x ¥ x)
pakle ¥R z<¢=> zcx te u K(R) vaii k(E->A) tj. K(R)e K(A->1n).

Prema tome vazi

2.28 Teorema

'ﬁ A Qﬁf(ﬁ—m) A

Postavlja se pitanje kakav je odnos klase R okvira u smislu se-
mantike Routley&Meyer i klase |K(A—>A) u odnosu na koju smo do-

kazali potpunost racduna R.

sledeéom teoremom dokazujemo da su te dve klase iste (precizni-
je, s obzirom na razlidite jezike na kojima su definisane, jed-
na preko druge definabilne) te da je Routley&Meyer csemantika
samo poseban sludaj naSe semantike.
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2.29 Teorema
Neka je = {X,R,P) R'okvir. Tada vaZi:
2.29.1 Ako na X postoji binarna relacija R takva da
1° x<y i yRz => xRz
2° RRxyz => RRxazy
39 ¥x3yVz(yRz &> z2<x)
onda'postoji tadno jedno preslikavanje ¥:X->X takvo da
PS5 Rxyz =» Rxz™y*
Po x**= x
R* xRy<> y<x*
2.29.2 Ako postoji preslikavanje *:X->X takvo da je =", *>
R okvir (tj. va®e P5 i P6) onda relacija R definisana na X sa
xRy &L yex*
zadovoljava l°,2° i 30.
Dokaz:
2.29.1
1z 2° proizlazi
At(Rxyt i tRz) => 3s(Rxzs i sRy), odakle, za x takvo da Px,
t(yst i tRz)=>3As(zs s sRy), odnosno, zbog 1°,
Jt(yst i tRz) = zRy , odakle, za t=y, dobijamo
yRz => zRy.
Dakle, relacija R Jje simetfiéna, Sto nadalje koristimo bez na-

pomene,
Neka je (1) ... YxVz(fxRz <> z<x) jedna Skolemizacija for-
mule 3°. Za z=x iz (1) dobijamo

(2) ... xRfx, odakle, zamenom x sa fx, i

(8) ses fxﬁfzx, §to zajedno sa (1) daje

) ... £2x<x.
Iz (4) dobijamo faxsfx gto, zbog (1) daje xREx , odnosno
£2xRx iz éega ponovnom primenom (1) dobijamo x< f2x Sto sa (4)
daje (5) oo 2% = x
Dakle, svaka obkolemova funkcija formule 50 zadovoljava

(6) vo.(fxRz &> 2zsx) i x = £°x i xRfx
Odavde, stavljajuéi fx umesto x dobijamo fzxﬁz@ z & £x te
zbog x = £ x 1

(7) o.. ¥Rz &> 25 fx
Ako je g neka okolemova funkcija formule 50 onda ona takodje
zadovoljava xﬁgx pa stavljajuéi z=gx u (7) dobijamo

(8) ooo gx$£fx
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za svake dve okolemove funkcije formule 39, Dakle, funkcija £
Jje Jjedinstvena.
Prema do sada dokazanom postoji tacno jedna funkcija ¥*:X->X
takva da (prema (6)) zadovoljava
p6  x"™=x, i
,_ R* xRz <> z<x™
Dovoljno je dokazati da * =zadovecljava i P5
Rxyz =» Rxyz i ZRz* (Iz R* za z = x*sledi xRx¥)
=> RRxyz*
=> RRxz*y (Prema 2°)
=> 3t(Rxz*t i tRy)
=> 3t (Rxz”¥t i t<y*) (Prema R*)
=> 3t3Iv(Rxz*t i Rvty™ i Pv)
=>3t3Iv(Rxz*t i Rtvy* i Pv) (1.2.2)
=b3v(R2xz*vy* i Pv)
= Iv(R°vxz*y*i Pv) (1.2.4)
=>avat(Rvxt i Rtz*y* i Pv)
=>3t(x<t i Rtz*y*)
=» Rxz*y* (P3)
2.29.2
Neka je 20=£oC",vd> R okvir i
Ry 2L yex»
Dokazujemo 10,2o i 3°
1° xgy iyRz=> x<y izsy*
= yYsx*izgyX
=> z&x*
=> xRz
29 RRxyz => 3Jt(Rxyt i tRz)
=> Jt(Rxyt i t<z¥*)
=> Rxyz* (1.2.5)
=> Rxz**y¥*
=> Rxz**y*i y*Ry
=> Rxzy*i y*Ry
=3 Rﬁxzy
29 VxAy¥z(yRz <> z2< x) je ekvivalentno (po definiciji R)
sa Vx3yVz(z € y*&> z< x) Sto je tadno za y=x%*.
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Podudaranje R okvira i RW okvira iz klase IK(E;>A) je 1 jade
nego Sto tvrdi teorema 2.29, Naime, ono se prosiruje i na se-
mantiku,

2,30 Posledica
U svakom RW okviru iz klase IK(A—*A), za sve modele na njemu,
za sve X iz domena i za sve A€ Forl vazi

xkE=AL & xX*HA,

pri Cemu je k= sa leve strane ekvivalencije definisana u RW

modelima a sa desne u R modelu definisanom na njemu posredst-
vom teoreme 2.29.

Dokaz:

Xk A&S>Vy(xRy => yHA)
&S Vy(ys x* = yHeA) (Prema 2.29.1 postoji tadno jed-
e x*BA no preslikavanje * takvo da je

xRy &> y<x® i koje &ini taj

RW model R modelom)
Poslednja ekvivalencija je tadna jer (=) va?i za y=x" a
(& ) vazi jer y<x™® i x*H A= yk A zbog postojanosti,

Primetimo da smo, ovom analizom posveéenom potpunosti raduna R
u odnosu na C semantiku, quazali ne samo da Jje Routley&Meyer
semantika poseban slucaj naSe, veé i da je R (v. 2.26) potpun
u odnosu na maksimalno moguéu klasu RwW okvira - klasu svih ok-
vira u kojima vaZe sve teoreme R.

2.3l Definicija

Rint je ekstenzija racuna RW shema-aksiomom
I13 AAB->ANB
k(AE->EAB) je zamena za
VxVy(xRy = Rz(xRz iVu1Vu2(z§ul i zRu,=»3t(ust 1 ust i yRt)))
K (EAB>2aB) ¥ {oc e Ik(rW)| o¢ = k(AAB ~AnB)

2,32 Teorema

A@ -====.A
ki;nt EE?KAB-9AAB)

Dokaz:

Prema teoremi 2.25, dovoljno je dokazati da

1° Sve teoreme Rt vaég_na svim okvirima iz klaselK(KA§—§Kfi), i
2° K(R; )€ K (EAB->AnB)

3% Dovoljno je dokazati da u svakom ovakvom okviru vazi I13
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odnosno

X'—'—-‘K!\E => xPﬁB (za sve x u svakom modelu tog okvira)
akko xkEA,xkB => (xRy = yHAAB)
akko xRy,xE A,xkEB => Jt(yRt,tkEA,tkB)
Dokazujemo poslednju implikaciju. Kako je xf{'y to zbog formule
k(ihﬁ-?ifi) postoji z takav da
(1) ... xRz iVWu Vu2(zRul i zRu = Jt(u; <t 1 u2\t i th))
Prema pretpostavc:., xEA i xEB pa, kako sz, zHE i 2B Sto
znalli da postoje Uy iu, takvi da zRul, zRua, u,FA i ué=B. No
prema (1) postoji t takav da je veéi ili jednak i od u; i od
Uy (pa zbog postojanosti za njega vazi tkA i tFB) i takav da

je yRt. To je i zakljudak dokazivane implikacije.

gl Dokazujemo da u X(R nt) vaii k(AI\B‘?AI\B)

Neka kay i neka je 9= {LA | Aey} Zbog 113 AAB—>AAB proizlazi
da je § zatvoren za AD a zbog FA->B =k A>B i za MP pa je %
R; ¢ dez. t3. pripada H(R t) Takodje, zbog I—A—>A, vy& 9.
DoLazuaemo da ny U suprotnom postoje Aex i Ae $, ali tada
Aey i (zbog \-A-’A) ZTex &to je nemoguée zbog pretpostavke
ny. Dakle ny ¥ ne mora biti prost ali zbog leme 2.18.1 pos-

toji prost z takav da z2%2y i xRz. Dokazujemo da taj z za-

dovoljava

(2) eee zRul i zRu2=> Qt(% t i u2._t i th)

8to je dovoljno da vazZi k(EAB—>XAB). Neka zRuy i zRu2 i neka
je u = [upusl p . Vazi

(3) ... yRu b

U suprotnom, postoje Key i Aeu, No Aeu znaéi da za neke
Ule U, i U2€ u, vazi |—U I\U2-)A odakle }-K—)[_J_]?\_ﬁz pa zbog Key
va ii Ul'\Ua__Z pa i TJ__U &Y. Medautlm zbog Il3 imamo da Jje
F OaU,— I'J_‘2 pa je 1 :Eo::'xmil_a-.U:l_/\U2 u yj; poslednja formula
je (i u RW) ekvivalentna sa U]y U2 te 1 ova pripada y a prema

definiciji § naemu pripada formula lvU2. No §c¢z pa z sa=-

drzi formulu UV U2. z je, medjutim, prost pa sadrzi ili Ul
ili U2,med3ut1m Ule uy i U2e u, i zRu:L i zRu2 sto je u kontra-
dikciji sa prethodnim zakljudkom, Dakle, vazi (3).

Kako je yRu to prema lemi 2.18.1 postoji +t takav da je ust
i y-ﬁt. Prema konstrukciji u, t sadrzi i uqy i us., QED

Shema Il3 je teorema u H pa je prethodno izloZen radun zato 1
nazvan R; . (intuicionistidki).
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U radunu RW formule AaB<«*AvB i AvB—>AAB su teoreme., Formula
AVB->AvE to, medjutim, nije, Ona nije teorema ni u H pa je,
stoga, sledeé¢om definicijom uvedeno jedno neintuicionistidko
prosirenje raduna RW,

2.3% Definicija
2.33.1 RDeM je ekstenzija raduna RW shema-aksiomom
DeM  AAB-»AvVB
2.33.2 k(Det) 9&% VxVy,Vy,(xRy; i xRy,=>3y(xRy i yys7 i yo<¥))
2.33.3 IK(RDeM) 2€T{ocelk(ru) | X = K(DeM)}
2.34 Lema
RDeM je ekstenzija racduna Rint
Dokaz:
)@ AAB->AvB, |55, AVB->AAB =» "ﬁi)em AAB->ANnB.

2,35 Teorema
U svakom RW okviru L vazi
X EAAB»AvE <> X = k(DeM)

Dokaz:
(=) Neka u RW okviru OC vaZi k(DeM) i neka je M neki model
&iji je okvir &,

M k= AAB—>AvB
akko xk AAB = xkAvB
akko Vy(xRy =» yHAAB) => xk=% ili xkB
akko xKA,xiB => 3y(xRy,y = AsB)
akko 3y, (xRy,,¥,k A),37,(xRy,,7,F B) =»3Ay(xRy,ykA,ykB)
Poslednja implikacija je tacna jer, po pretpostavei, u € vazi
k(DeM) pa, za y, i y, iz antecedensa, postoji y takav da je
xRy i 1§53 1 3,€7; no, zbog y;lEA i y,EB i zbog postoja-
nosti, vazi i yEA i yEB QED
(=») Dokazujemo kontrapoziciju. Neka U Bek(DeM), Tada u X va-
i 3xJy,3y,(xRy; i xRy, 1 ¥y(xRy = Vy,€ v iliIy,$5)) Eto
znaéi da za neke a,b,c €domC uXvazi

(%) ... aRb i aRe i Wy(aRy = 1bgyililcgy)

DefiniSimo v:domA->P(V) sa: v(t)> P& t>2b,v(t)> P> t2e
i v(t)a p; za sve i22. Lako se proverava da je v valuacija.
Medjutim, u modelu <C,v> definisanom na X ovom valuacijom vazi
aRc i ckpy 3._ aRb i blp, tj. akD, i agp; odnosno a DDy s
ali zbog ¥y(aRy =1b<sy ili lesy), vaii i al=-p7\—§1. Dakle, u
ovom modelu ne vazi DeM QED
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Prethodnom teoremom je dokazanoc da je IK(RDeM) klasa svih RW
okvira u kojima vaZe sve teoreme raduna RDeM. Dokazujemo da je
RDeM i potpun u odnosu na ovu klasu. Za to je, prema kriteriju-
mu 2,25 dovoljno dokazati da vazi

2.%6 Teorema
K (RDeM) € IK(RDeM)

Dokaz:
Dokazujemo da u XK(RDeM) vazi k(DeM). Pretpostav:.mo da za neke
X,J1sYo€H’ (RDeM) vazi nyl i nyZ. Neka je z [yluy2'] RDeM®
Dokazujemo da xRz. U suprotnom, prema 2,18.%.3%, za neku formu-
lu A va’i A€x i Ae z. Kako je 2z deduktivno zatvorenje unije
skupova formula ¥ i Yo to postoje Yle MEY i Y2e Yo takvi da
BFan 1A 4 Siall_:_le _:\_: I—-D M A-)YlAYg. Kako A€ x to YlAYEEX.
Medjutim (DeM) Y AY Y vY2 pa Yle2EX te, kako je x prost,
Ylex ili Yeex sto je nemogute jer je x, po polaznoj pretpos-

tavci uzajamno neprotivrecan i sa ¥y i sa Toe Dakle xRz. Prema
lemi 2,18.1 postoji ye H’(RDeM) takav da z¢y i xRy. Kako y=232
i yl,yagz to i T35 QED.

Prema tome

2,37 Teorema

FeDem A @'Il;(RDeM) A

MoZe se, medjutim, dokazati da je RDeM potpun i u odnosu na
jednu,. takodje aksiomatsku, ali uZu od IK(RDeM),klasu RW okvi-
ra koja se, uz to, opisuje i jednostavnijom karakteristicnom
formulon.
2,358 Lema

K(RDeM) = ¥x3y¥z(xRz <> 25 7)

Dokaz:
Neka je, za x&H’(RDeM), x¥ def {A)Z¢x} . x* je zatvoren za
MP i prost (S8to se dokazuje samo uz teoreme raduna RW; videti
dokaz teoreme 2.8). Medjutim, zbog DeM vazi i
A,Bex*=> L,Bé¢x

=» AvBéx (Jer je x prost po pretpostavci)

=> AABg¢ x (Jer DeM i x je zatvoren za MP)

=» AABe x*
Dakle, x* je zatvoren i za AD pa x¥ & H’(RDelM)
Prema 2.,18.3%.3 xRz je u kanonskom okviru ekvivalentno sa
va(Aé¢x ili A%x) a to je, po definiciji x% , dalje ekvivalen-
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tno sa VA(Ae x* ili A¢2z) odnosno sa VA(Aez =P A€x™) i sa
z< x¥, Dakle u X(RDeM) vazi xRz &> z< x* te je x™® trazeni y.

2.39 Teorema

Neka je IK’(RDeM) = {xelk(Rw)IxFVXBsz(xﬁz@ ZS}')} tada
2.39,1 [|K’(RDeM) € IK(RDeM)

2.39.2 Igpen & €>FT (rDen) A

Dokaz:

2.39.1 Dokazujemo da u svakom okviru iz IK‘(RDeM) vaZi k(DeM).
Neka je xRy, i xRy,. Prema svojstvu okvira iz IK’ (RDeM) za x
postoji y takav da je xRz&>z<y (za sve z). Odavde, stavlja-

Juéi, redom, z=y, z=y, iz=y, dobijamo xRy, MR R iy,sy QED
2.39.2 je talno jer, prema lemi 2.38 kanonski okvir za RDel
pripada klasi IK“(RDeM), a prema 2.39.1 klasa IK° (RDeM) je pod-
klasa klase IK(RDeM) pa na okvirima klase [K’(RDelM) vaZe sve
teoreme raduna RDeM, 3to je, prema 2.25, dovoljno.

Teorema slidna teoremi 2.29 vazi i za radun RDeM Sto omoguluje
i alternativnu semantizaciju raduna RDeM u duhu Routley&Meyer
semantike.

2,40 Teorema
Neka je <X,R,P» R" okvir
2.40.1 Ako na X postoji binarna relacija R takva da va?i
1° xgy i yRz =» xRz
29 RRxyz => Rﬁxzy
20 vx3g¥z(xRz &> 25 y)
onda na X postoji tadno jedna funkcija ¥:X-»X takva da vazi
P5 Rxyz =3 Rxz*y*
P6° xg x¥¥*
xRy &> ysx*
2.40.2 Ako na X postoji funkcija #¥:X->X takva da na X vaZi

P5 i P6’onda relacija R definisana sa

xRy L ysx*

zadovoljava 10’20 i 3° iz 2,40.1

2.40.%3 Radun RDeM je potpun u odnosu na klasu okvira signatu-
re {X,R,P,*> gde je {%,R,PD» RYokvir, ¥ zadovoljava P5 i P6’a
glasi xkFA %?5 x*HEA.

definicijaF za
Dokaz:

2.40,1 Iz dokaza teoreme 2.29 proizlazi da u svakom R* okviru
1° 1 2° povlade simetricdnost relacije R (nezavisno od 30) sto
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nadalje koristimo.
okolemizacijom formule 50 dobijamo da za bar jednu fuhkeiju
f:X->X vazi
(1)f .e. XRz<=> z sfx, odakle, za z=fx, dobijamo
(2)f eee XRfX
Medjutim, ako je i g neka okolemova funkcija formule 5 ona ta-
kodje zadovoljava (1) i (2) pa, stavljajuéi z=gx u (l)f dobi-
Jjamo ngx«Q-—) gx s fx odakle, zbog AI‘(EX i gxsfx za sve x€X i
sve skolemove funkcije formule 29, Dakle, skolemova funkecija
formule 3° je jedinstvena i oznadavaéemo je sa ¥. Stavljajuéi
u (1) z=x i,umesto x, x¥ dobijamo
(3) ... x*Ex <> x<x)"odakle zbog simetrije i (2),
P6° x<sx**
Ostaje da se dokaZe P5. Va?i sledeéi niz implikacija

Rxyz =» Rxyz i zRz ¥ (Prema (2))
=> RRxyz*
=> RRxz*y (Prema 2°)
=> Jt(Rxz*t i tRy)
= 3It(Rxz*t i1 t< y*)(Prema (1))
=> Rxz*y* (Prema 1.2.5) QED

2.40,2 Neka * zadovolgava P51 P6‘i neka je xRy 2;,? v< x¥ Do-

kazujemo lo, 2 3 5 . Prethodno dokazujemo
(4) vo. xSy > yrs x®
x<y = 3t(Pt i Rtxy)
=> 3t (Pt i Rty*x*)
= y¥< x*
(5) ... xRy = yRx
xRy => y<x*

> x**g ¥ (Prema (4))
= x$y* (Jer je prema P6° x £x*%)
=> yRx
1° x<y i yRz => x<y i zRy (Prema (5))
=> x<y i ysz¥®
= x<z*
=> zRx
=> xRz
2° RRxyz = 3t(Rxyt i tRz)

X
=> It(Rxyt i t <2z™)
=> Rxyz* (Prema 1.2.5)
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Rxz** y* (Prema P5)

Rz** xy"

Rzxy™ (Jer je z< z*prema P6")
Rxzy* ‘

Rxzy*i y*Ry

RRxzy

i idd

20 je neposredna posledica definicione aksiome za R.
2.40.3 U okviru <X,R,P,*> , gde je {X,R,E> R' okvir a * za-
dovoljava PS5 i P6’, postoji relacija R koja, na osnovu 2.40.2,
zadovoljava 10,2O i 39, No 1° i 2° su, tim redom, 2,13.1.1 i
2.13.1.2, pa, prema teoremi 2.13.2 relacija C definisana sa
Cx 2§§ YuV¥v(Ruvx = uRv) je takva da va¥i xRy <> 3z(Rxyz i Cz)
te Je <X,R,P,C>'jedan RW okvir u kome je relacija R upravo rela-
cija kojom se semantizuje negacija. Prema tome, vaZi:
xFA&>Vy(xRy => yh=4)

S Vy(y< x* = yHA) (Po definiciji relacije R)

&> xXHA
Poslednja ekvivalencija je tadna jer (=> ) vaZi zbog x*< x* a
(& ) proizlazi iz postojanosti.
Dakle, klasa okvira tipa <§,R,P,*> Jje takva da svaki okvir u
njoj verifikuje iste formule kao i okvir iz klase IK’(RDeM) te
je, stoga, radun RDeM i u odnosu na nju potpun.

Ovo poglavlje zakljudujemo prikazivanjem semantike za jo$ dva
iskazna raduna koji doduSe nisu relevantni (nemaju svojstvo za-
jednidke promenljive) ali su zato u vezi sa nekim od kljuénih
(nerelevantnih) iskaznih raduna,

2,41 Teorema

Neka C€ IK(RW),tada vaZi

2.41.1 Xk A>(E>B) & XEVVyVz(Rxyz = yRx)

2.42.2 Xk AAA->B &> XkEVYx xRBx '

Dokaz:

2,411 (&= )

X = A>(A->B)

akko xkEA=> xkA->B (Za sve modele na X i sve xe domOC)
akko xFA = (Rxyz,ykEA => zkB)

akko xkA,Rxyz,¥t(yRt => thA) = z=B

Poslednja formula je tadna jer Rxyz povladi, po pretpostavci,
yRx te zbog Vt(yRt => tHA) proizlazi xkea. No, ovo je protiv-
redno sa XA pa je antecedens ove formule netadan,
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(=) Dokazujemo kontrapoziciju. Neka, dakle u RW okviru & za
neke a,b,c€domX vazi Rabc i TbRa. DefiniZimo v:domXL—>P(V)
sa p,e v(t)&> TbRt, p1ev(t)e> Tt<c i p;ev(t) za iz2,
Lako se proverava da je v valuacija u okviru X i to takva da
vazi akp, i aBP>p;. Dakle, u modelu {X,v) ne vaii for-
mula p» (P;>p;) pa u okviru X ne vaZi shema A—>(A-B) QED
2.41.2

() Xk AAA=>B

akko xXkFAAA = xEB (Za sve modele na IC i sve x€dom OC)
akko xkA,Vy(xRy = yHA) = xEB

Poslednja implikacija je tacna Jer pretpostavka xRx i antece-
dens xk 4,¥y(xRy => yH-A) daju xkEA,xHA to je kontradikeija
pa povlacdi xkB.

(=>) Dokazujemo kontrapoziciju. Neka, dakle u Rw okviru X za
neko a edomdX va?i 7aRa. Definiimo v:domXL >p(V) sa

P,E v(t)&> 1aRt, plev(t)éé Jtsa 1 p; € v(t) za iz 2. Lako
se proverava da je v valuacija u okviru X i to takva da abp,,
alkD, i akp,. Dakle u modelu<@§,v)'ne vazi formula p AT Py
pa u okviru O ne vaZi shema AAA->B QED

2.42 Definicija
2.42.1 C, je ekstenzija raluna Rw shema-aksiomom A-»(E->B)

2.42,2 02 je ekstenzija raduna RW shema-aksiomom AAA->B

Teoremom 2,41 je utvrdjeno da su klaselK(Cl) i IKKCZ) aksiomat-
ske, Prirodno se nameée pitanje potpunosti raduna Cl i 02 u od-
nosu na ove klase. Medjutim, prethodno korisc¢ena tehnika doka-
zivanja potpunosti se za ove racdune ne moZe iskoristiti jer ni
K () ni‘Jc(Ca)_Pe pripadaju klasama |K(C;) odnosno IK(C,).
Naime, Rxyz = yRx ne vazi u ?{(Cl) jer je netadna ako je
x=y=z=ForL. slidno, xRx ne vazZi u 3{(02) jer je netacdna ako

je x=ForL. Ipak, racuni Cl i 02 su potpuni u odnosu pomenute
klase. U dokazu potpunosti umesto kanonskih okvira i modela ko-
ristimo striktne kanonske okvire i modele,.

2.4%3 Teorema

Neka je S neka ekspanzija racduna RWw u jeziku L. Tada vaZzZi:
2.43,1 Striktan S kanonski okvir ’J(:(S) je Rw okvir,

2.4%.2 Btriktan S kanonski model ’m.k(o‘) je RW model,

Dokaz: 2.,43%.2 je trivijalna posledica 2.43.1 jer je kanonska

valuacija v, svakako valuacija. Dokazujemo 2.43.1. K’(S) je
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ekspanzija striktnog +kanonskog‘R+ okvira za radun S (koji pre-
ma 1.8.2 jeste R' okvir) jednom unarnom relacijom Cy koja, bu-
dimo formalni do kraja, ostaje unarna i kada joJj se suzi domen,

2.44 Lema o kanonidnosti striktnog o kanonskog RW modela
Neka je o neka ekspanzija radmna RW u jeziku L. Tada je My(S)

kanonican,
Dokaz:
Za veznike A,V i > je isti kao i dokaz leme 1.10.2 jer je S
kao ekspanzija racduna RW takodje i ekspanzija raduna R*. Preos-
taje da se kanonicnost dokaZe za veznik —, Ona je u dokazu le-
me 2,21 veé dokazana za proizvoljne x,y,z €H’(S). Dovoljno je,
prema tome, dokazati da isti dokaz vazi u sludaju da se iz do-
mena H’(S) odstrane P i ForL. Kako se radi o suZavanju domena,.
dovoljno je dokazati da egzistencijalne formule iz pomenutog
dokaza vaZe, Jedina egzistencijalna formula je

Bé¢x = Jy(xRy i Bey)
Neka er’(S)-{Q,ForL} . ¥ iz konsekvensa gornje implikacije,
prema dokazu 2.21, postoji; prema tome, dovoljno je dokazati
da nije ni prazan ni Forl ako ni x nije takav. y je oligledno
neprazan jer Bey. y# ForL jer u suprotnom, kako je u kanons-
kom okviru xRy ekvivalentno (vidi 2.18.3.2) sa Gk(Xey), vazi
(jer x#P) xoy=xoForL=ForL (vidi 0.8.7); to bi znadilo da je
Ck(ForL) $to je naravno nemoguée Jjer ForL sadrzZi sve formule
pa i negacije teorema. Kraj dokaza,

2.45 Teorema
2451 |- A& = A
C

" IK(Cy )
2.45.2 A& A

s R,
Dokaz:

Prema teoremi 2,43 i lemi 2.44 striktni kanonski okviri za
radune Cl p# 02 su RW okviri i striktni kanonski modeli su ka-
nonic¢ni. Prema tome, da bi dokazali potpunost ovih raduna u
odnosu na odgovarajuée klase okvira dovoljno je, prema 2,25,
dokazati da striktni kanonski okviri pripadaju tim klasama,
2.45.1 K (Cy)€ IK(C;). Prema 2.41 dovoljno je dokazati da u
j(‘(Cl) vaZi formula Rxyz => yRx za sve X,y,z iz domena. Ne-
ka Rxyz. U striktnom kanonskom okviru to znac¢i da xeygc z. Kako
je z#ForL to mora biti yRx jer u suprotnom za neko A €x vaZi
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Rey pa kako je A->(A=>B) teorema u C, to Bexey, odnosno Bez
za sve BeForL; tj. z=ForL Sto Jje nemoguée.

2.,45,2 7(’(02)€EIK(02). Prema 2.41 dovoljno Jje dokazati da u
3(’(02) va?i xRx za sve x iz domena. Pretpostavimo suprotno.
Tada za neko x koje nije ni prazno ni ForL vaZi xRx $to znaéli

da postoji A€ x tako da A€ x; no kako je AAA>B teorema u C,
dobijamo da BE€x za sve BeForL. Dakle, x=ForL., Kontradikecija.
Kraj dokaza. )

R semantika., Dalje slabljenje negacije

Semantika za negaciju u radunima ¢éiji je pozitivan fragment R+,
uvedena pomoéu unarne relacije C, razvijana Jje, u prethodnom
odeljku, pomoéu binarne relacije R definisane sa

(%) o0 xRy 22; 3z(Rxyz i Cz)
Teoremom 2.13 je dokazano da relacija R ima osobine

1° xsyiyRz = xRz

2°  RRExyz =» RRxzy
kao i da se u svakom R' okviru u kome postoji binarna relacija
R sa osobinama 1° i 2° moze, formulom

Cx g_i{ YuV¥v(Ruvx => uRv)
definisati unarna relacija C takva da vaZi ().
Prirodno, namece se pitanje daljeg poopStavanja, Naime, moZemo
se zapitati koji su to raduni i kako izgleda negacija u njima
ako se'za osnovnu relaciju pri definisanju vaZenja negacije u
njihovim semantikama uzme relacija R a xpA definise, kako se
i olekuje,sa Vy(xRy = yHA). Podsetimo se da smo za xRy pred-
lozili tumacdenje:x i y su uzajamno neprotivreéni., Osnovna zami-
sao koja stoji iza ovakvog tumacdenja je da se relacija R shvati
kao relacija relativne neprotivrecnosti (jednog sveta u odnosu
na drugi) nasuprot relaciji C koja je relacija lokalne ali apso-
lutne neprotivrecénosti (jednog sveta za sebe). Ako ovu situaci-
ju posmatramo u svetlosti kanonskih modela (u kojima su svetovi
gradjeni od formula) primedujemo da ®e (definicija 2.17.1) svoj-
stvo apsolutne neprotivreénosti za svet x (Cx) u njima svodi na
to da x ne sadrzi ni jednu negaciju teoreme., ovojstvo uzajamne
neprotivrednosti svetova x i y (xRy) svodi se u njima na to da
x (ili y) ne sadrzi ni jednu negaciju formule iz y (ili x). Ci-
ni se da ove osobine kanonskih modela takodje idu u prilog po-
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menutog razlikovanja pojmova apsolutne i relativne neprotivrecd-
nosti, Istaknimo i to da se apsolutna neprotivrecnost mozZe tre-
tirati- i kao poseban oblik relativne ako se uodi (2.13%.2) da
relacija C,definisana u R okviru preko binarne relacije ﬁ,ko—
Jja zédovoljava 1° 4 20, na prethodan nacin, takodje zadovolja-
va i Cx<>3t(Pt i xRt) tj. x je apsolutno neprotivredan akko
Je relativno neprotivredan sa nekim od osnovnih svetova (koji,
ne zaboravimo, u kanonskom modelu, ﬁredstavljaju proste skupo-
ve formula koji sadrZe sve teoreme),

Jasno je, prema prethodno izloZenom, da prihvatanje relacije R
kao osnovne pri semantizaciji negacije predstavlja uopsStenje
ranijeg metoda koji se zasniva na relaciji C. Ako, formalizuju-
éi ovu ideju, u R™ okvire uvedemo relaciju R, postavlja se pi-
tanje minimalnih svojstava koja ona treba da zadovoljava i ra-
¢una koJji ona semantizuje., svojstvo 1° se koristi pri dokaziva-
nju leme o postojanosti (vidi 2.14) koja je neophodna veé pri
verifikaciji aksioma raduna R te se ne moZe otkloniti. Stoga
svojstvo 1° (u nedto izmenjenom obliku) usvajamo kao osnovno
svojstvo relacije R. Ne3to kasnije dokazujemo da je ono i neop-
hodno za vaZenje leme o postojanosti. osvojstvo 2° se koristi
samo pri verifikaciji aksiome (A—>B)—>(B->4) (vidi 2.16.1)

te njega, a 1 ovu shemu, mo¥emo otkloniti. Kako iz svojstva 2°
proizlazi simetrija relacije ﬁ} time otklanjamo i ovo svojstvo
relacije R te sada xRy tumadimo kao: y je neprotivredan sa x
(ali ne nufno i obratno).

Sledeéim definicijama formalizujemoe predloZenu semantiku,

2,46 Definicija
2,46.1 X =(X,R,P,R) je R ; okvir akko
(i) x*=(x,R,F) je R* okvir, i
(ii) R je binarna relacija na X za koju vazi
Rl soRgRe>
K(R_; )98 e[ je R4
2.46.2 M ={X,v)je R ;.
(i) X je Ry, okvir
(ii) v je valuacija na dom2C,
domm 4T domrrm , Frm de¢foc | M(r

, Okvir}, domX HEE g
model akko

def y
nin) = {m|m je Rosn model }
Vazenje u Rosn modelima definifemo na predloZen nadin narednom

definicijom.
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2,47 Definicija
Neka je M neki Roin
Predikat Formula A vazi u svetu x R

model, x édomM, Ae ForL.
nin-2odela ({M,x)k4, od-
nosno, kraée, xkA) se definiSe rekurzijom po izgradjenosti for-

mule A. Aksiome ove rekurzije su iste kao u definiciji 1,3 za
veznike A, i-> a za veznik ~ aksioma glasi

(T) A =B, xEE akko Vy(xRy => y¥B)

Predikati Tk=A,MEA i )72 A se definiSu kao u 1.3 tako 3to
se R* smeni sa Rm;i.n' —

2.48 TLema o postojanosti

U svakom R_. modeluM , za sve x,yedomM i sve Ae ForlL va’i
(P) ¢ee %Ly i xXEA = ykA

Dokaz: Rekurzijom po broju veznika formule A i isti je za vez-
nike A,V i-» kao dokaz leme 1.4 o postojanosti raduna R a za
veznik glasi:
(™) A=E x$y i xFB = x<y i Yt(xRt => tHB)

=> Vt(yRt => t§B)

= yk&=3B
Dokazujemo pretposlednju implikaciju, yﬁt,zbog pretpostavke x<y,
povladi x<eRt odakle, prema Rl, proizlazi xRe2t 5to znadi de
za neko s €domM vaZi =xRs i s>t. Kako je xRs to sKB pa i tHB
Jer bi u suprotnom (ako tFB) bilo,zbog indukcijske hipoteze o
postojanosti za formule manje sloZenosti od A, i skB QED

Dokazujemo da je vaZ%enje leme o postojanosti na neki nadin ek-
vivalentno sa Rl. Naime, va?i

2,49 Lema

Neka je 2% = <X,R,P> R* okvir i R binarna relacija na X takva
da x"'#—--ﬁl. Ako je x[FA na okviru CC=<3C+,§>definisano kao u
definieiji 2.47, onda postoji model M na okviru X takav da
za neke a,beX, A€ForL vazi as$b, alA i bHA.

Dokaz: Kako X*H:Rl to postoje a,c€X takvi da asgeRc i da
JaRe2c a tada postoji i beX takav da a<b i bRc. Definifimo
v:X-»P(V) sa P, € v(t)4&> TaRe2t i D€ v(t) za i=21l, Lako se
proverava da je v valuacija na A takva da asb, a}='§o i bl:#f)'o.

Dakle, za vaZenje leme o postojanosti, uz definiciju k& za —
kakva je data u 2.47, neophodno je i dovoljno da va?i Rl. Pri-
meéujemo da je uslov £°RER od koga smo u uvodnoj analizi

ovog odeljka posli zamenjen slabijim (R1 <eRERe<2). Sledeéa
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teorema pokazuje da je ovo oslabljenje nebitno.

2.50 Teorema
Neka je 2=¢X,R,P,R) neki R iy Okvir i neka je

x® 9ef¢x,R,P,Re2,

tada je i X R ;p Okvir i za svako A €ForL vaiZi
ou—-A¢=>ac Fa

Dokaz: Neka je R dgs Re> ,tada vaZi

<-‘R-<-R><=R zs§o>=ﬁsRoz

pa relacxag R takodae zadovoljava Rl te Je :t len okvir,
Osim toga R zadoveoljava i stroziji uslov vaICEL
Dokaz tvrdjenja iz iskaza teoreme sprovodimo indukcijom po bro-
ju veznika formule A. Za veznike A,V i-» tvrdjenje se svodi na
valjane formule poSto u definicijama }= za ove veznike ne udes-
tvuje relacija R. Tvrdjenje dokazujemo za veznik — , Neka A = ﬁ,
tada vazi

Vy(xRy =» yHB)<=> Vy(xRy => yHB)
(&= ) je odigledno jer xRy => xRy iyzy => XRez y = xEy
(=> ) HNeka xﬁy tj. xR»2 y; tada, za neko tedomd , va¥i xRt i
t>y. Zbog xRt i pretpostavke vy(xRy =» yHB),dobijamo tH:B te
zbog postojanosti i t2y dobijamo i ykKB QED

Prema prethodnoj teoremi, nebitno je da li vaZenje formula izu-
davamo u okvirima sa osobinom R1 ili u okvirima sa osobinom
S¢ RS R, Poslednje okvire éemo nazivati kondenzovanim i nadalje

ne pravimo razliku izmedju kondenzovanih len okvira i Ry - ok-
m1n>‘

vira, Klasu kondenzovanih Rm' okvira oznacavamo sa H(c(R
oa nekoliko prethodnih stavova je opisana lema o postojanosti i

in
uslovi za njeno vaZenje. Kako je definicija vaZenja formula u

gitavom modelu ista kao i za R' okvire to je sledeée tvrdjenje
neposredna posledica leme o postojanosti,

2.51 Lema o vazenju implikacije

U svakom R ;. modelu M , za svaku formulu A->B e Forl vazi
MEA>B& ¥x(xk=A = xEB)

Zahvaljujuéi lemi o vazZenju implikacije sve shema-azksiome i sva
pravila izvodjenja raduna R* (na jeziku L) su potvrdjena u svim
Roin modelima, cledeéom definicijom uvodimo iskazni racun koji
je, 8to zatim i dokazujemo, potpun u odnosu na klasu svih R in
okvira.



- 60 =

2.52 Definicija

R in J€ ekspanzija raduna R* u jeziku L shema-aksiomom
N1 ZAB>AvE
i shema-pravilom izvodjenja

A->B
NI  §5%
2.53 Teorema o0 saglasnosti raduna Rmin sa Rmin semantikom
r__ A = F: A
Rmim Rmin

Dokaz: Kako Jje svaki R model ekspanzija RT modela i kako

min
vazi lema o postojanosti i njena posledica, lema o vazenju ime
plikacije to su sve aksiome i pravila raduna R' potvrdjeni u

svakom Rmin modelu., Preostaje da potvrdimo N1 i NI.

N1 AAB = AVB
xkEaB = xk=AVE
akko xkEAi,xkE => xk AvB
akko Vy(xRy => y BA) ,Vy(xRy =» yH#B) => Yy(xRy =>y B AVB)
akko Vy(xRy =»yHA,7 ¥B) = ¥y(xRy = yHA,7H#B)

Poslednja formula je valjana.

A->B
NI Bs%
Dokazujemo da u svakom R_._modelu vazi

=77 “min
M = A>B => MEB-»A, Sto je, zbog leme 2.51, ekvivalentno sa

Mk A->B =» (xkB =» xk=1) odnosno

ME= A=»B,xkB = (xRy = yHA) odnosno

Ml= A>B,xk=B,xRy = yHA

Poslednje je tadno jer xER i xRy daju yEB; no M k= A->B povla-
¢i (lema 2.51) ykEA = ykEB Sto (zbog yHB) daje yHA QED

Dokazujemo i obrat prethodne teoreme tj. teoremu o potpunosti,
U tu svrhu gradimo kanonske okvire i modele analogno prethodnim
tehnikama.,

2.54 Definicija
Neka je S neka ekstenzija raduna R in
2.54.1 K(s) & u’(3),r £ (8),P*(8),E,je S kanonski R . okvir
akko je XRky 2%; VA(A¢x ili Aédy) za sve x,yeH’ (S) :
2.54.2 M (5) € LK(S),v, > je S kanonski R_. model akko je

"K(s) s kanonski R okvir i v, kanonska valuacija

in
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2.54.,% Napomena

Analogno ranijem izlaganju, definidu se i striktan S kanonski
R_. okvir i model kao restrikcije. S kanonskog R_.._ okvira i
=nin min

modela sa domena H’(S) na domen H’ (S) ~{¢,ForL} . Naglasavamo
da, kao i u prethodnom odeljku, 6znaku xﬁky upotrebljavamo za

sve x,y €H(S) (tj. i one koji nisu nuZno prosti).

2,55 Teorema

Neka Jje S neka ekstenzija raduna R tada vazi:
2.55.1 5 kanonski Rmi
del i okvir,

2.,55.2 wotriktan S kanonski Roin okvir i model su kondenzovani
Rmin okvir i model,

Dokaz:

Kako su pozitivni (R™) delovi ovih okvira i modela veé R okvi-
ri i modeli (vidi teoremu 1.8) to je dovoljno dokazati da rela-
cija ﬁk u ovim okvirima zadovoljava < e ﬁks §k‘ No,relacija €
se u kanonskim okvirima svodi na & (vidi teoreme 0,11 i 0.12)
pa se svojstvo kondenzovanog okvira (modela) svodi na € e R SR,

$to je ocigledno tacdno.

min?
okvir i model su kondenzovani Rmi mo-

n n

2,56 Lema

Neka je_s neka ekstenzija raduna Rosn i neka su x,y€H(S) tak-
vi da xR, y. Tada postoje m,n €H’(S) takvi da x€m,y&n i mﬁkn.
Dokaz:

Nije neocekivano sto se ovaj dokaz razlikuje od dokaza leme 2,18
i njenih posledica (2.18.1, 2.18.2 i 2.18.3) koji regulisu is-
ta pitanja jer je u slucaju raduna RW relacija Ry simetriéna,
§to u sluéaju racduna Ry s, nide.

Neka je € ={te&H(S) | tRy 1 xSt} . €, # P jer sadrii x i
zatvoren je za unije lanaca Sto se jednostavno proverava., Pre-
ma ZornovoJ lemi ‘fx ima maksimalan element m. Kako je m€& H(S)
i x€m to je dovoljno dokazati da je m prost. Ako nije, onda
postoje B,C ¢m takvi da BvCem. Tada @,m] i [C,m] jesu 8

d.z. pravi nadskupovi od m pa nisu u %&. Kako oligledno sadr-
ze x (Jjer sadriZe m)~to ne zadovq}javaju uslov tR,y tj. postoje
B,,C, €y takvi da B e [B,m} i C,€[c,m]. Ovo dalje povladi da
postoje Ml,Maem takvi da su formule MlAB-)Bl i MEA(_).-»CI
teoreme u S odakle proizlazi i da je MlAMgA(BVC)‘>§r/C1 teo-
rema u S. Kako M,,M,,BvC€m to i BvC,€m., Kako je u R oin (pa

i P

iug) 'ﬁlv(—fl‘) B1A01 teorema to BlAClG: m, Ali BIA Cley Sto bi
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zna¢ilo da nije mﬁky. Kontradikcija. Dakle, m je prost.

Neka je ‘% = {teH(S), mﬁkt iye t} . 5lic¢no prethodnom, zak-
ljucdujemo da ¢  ima maksimalan element n., Dokazujemo da je n
prost. Ako nije, postoje B,C¢n takvi da BvCe&n pa [B,n] i[C,n]
jesu pravi nadskupovi od n te nisu u  ¥_. Kako su S d.z. to
ne zadovoljavaju uslov mﬁkt pa postoje 'El,alem takvi da

B, € [B,n] i Ci€ [c,n]odakle proizlazi da za neke N,,N,€n
formule NlAB-’Bl i NE,;\C—NJ1 jesu teoreme u 5 pa je i formu-
la NlAN2A (BvC)#Bval teorema u S. Kako Nl,Na,BVCen to i
B{VC € wedjutim u Emi_z; (pa i u 8) je teorema (N1) formula

B1A01-> Blvcl te zbog Bl,Cle m dobijamo B]YCle m sSto sa Bvalé n

povlacdi 1mRkn. Kontradikcija. Dakle, n je prost.
Kraj dokaza.

2,57 Lema o kanonicnosti

Neka je S neka ekstenzija raduna Rosn i ’mk(s) njen S kanon-

ski R ;, model. Tada za sve X€H'(S) i sve AeForL u Wlk(s) vaZi
(k) oo xEA &S Aex

Dokaz:
Indukcijom po broju veznika formule A. Kako je 3, kao eksten-
zija racuna Roin
zitivni deo kanonskog modela (’m,i';(b‘)) kanonidan u odnosu na
veznike Piy» AyV i-> . Dokazujemo kanonidénost za veznik —,
() A =3B, xEB &> Vy(xRy => yHB)

S VYy(xR,y = Béy) (Ind Hyp)

& Bex
Dokazujemo poslednju ekviwvalenciju,
(<f) Neka Eex_i neka xﬁky; tada By jer, u suprotnom B& y
i Bex daju ‘1ka5’.
(=») Dokazujemo kontrapoziciju. Neka 1—3'¢-x. Tada Jje xﬁk[B];jer,
u suprotnom, ako neki Cé€& [B] ima osobinu C€ x onda, po definici-
ji [B], u 8 je teorema B-»C pa i C-»B tj. Bex 5to je suprotno
prctpostavei. Kako je xﬁk[B] to prema lemi 2,56 postoji ye H’(S)
takav da xR,y 1 y2 [B]2B tj. Jy(xRy i Bey) QED

istovremeno i ekspanzija raduna R* to je po-

2.57.1 Napomena
otriktan S kanonski R

- model ne mora,za proizvoljnu ekstenzi-

ju s raduna R biti kanonicdan. Takav je slucaj sa radunima

min®
koji sadr’e kao teoreme sve formule oblika B-»F (B fiksiran, F

proizvoljan), Tada y iz dokaza leme 2,57 sadr?i sve formule!
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Prethodno dokazani stavovi povlace teoremu o potpunosti raduna
Rmin jer, slic¢no kao u ranijim dokazima, ako A nije teorema ra-
¢una Rmin onda A ne pripada bar jednom prostom regularnom Rmin
d.z. skupu formula (prema lemi 0.10.1) pa kako je taj skup ele-
nin kanonskog R .. modela Wnk(Rmin) to (prema le-
mi 2.57) u njemu A ne vaZi pa ne vaZi ni u Wlk(Rmin) te ne va-
zi ni u okviru :K(Rmin) koji je (prema teoremi 2,55) Rmin okvir;
dakle, A ne vazi u svim R valjana, Pre-

ment domena R

min okvirima pa nije Rmi
ma tome, a uzevsSi u obzir i teoremu 2.53%, vazi

n

2,58 Teorema

y—— A & F=' A
Rmin Rmin

Za dokazivanje potpunosti pravih ekstenzija raéuna Rmin’ moze

se dati kriterijum analogan kriterijumu 2,25, Neka, kao u 2.25,
I-'l-EA znadi VX (XL EIK = Ak=a)

2.59 Teorema

Neka je 5 neka ekstenzija raduna Roin & IKE lK(Rmin) takva da
2.59.1 ‘E A= !|=EA, za sve A €Forl

2.59.2 K(s)e K

Tada Jje

— A @I—T-'A , za sve A&Forl
S K

Dokaz:
Dovoljno je dokazati kontrapoziciju obrata tvrdjenja 2.59.1

- A = A €Th(s)
S

=> 3t(ter (s) i Adt) (Prema lemi 0.10.1)

=> (P (8)t i tHAa) (Prema lemi 2.57)

= Wnk(S)k#A (Prema definiciji mMFEA)

= K(S)HA

=% Iﬁﬁ A | (Jer Fr M, (8) = K(s) € K)

Koristet¢i ovaj kriterijum, mogu se dati semantidki opisi radu-
na koji nastaju prosSirenjem raduna Rpip Taznim novim negacij-
skim aksiomama. Neinteresantne su, medjutim one shema-aksiome

koje racun R prosiruju do nadraduna od RW jer za takve radu-

min
ne ve¢ imamo semantilke opise u C semantici. Razmatramo, dakle,
samo one shema-aksiome koje radun Rmin prosiruju do podraduna

raduna RW. U stvari, radi se o sledeéim radunima koji aksioma-

tizuju najslabija svojstva negacije.
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2,60 Definicija
ne 28 (a—B)—>(B-31)

N3 };é A->A

ne 288 (a>B)—>(B=>E)

Neka je u jeziku {R,R} RRxyz zamena za 3t(Rxyt i tRz) i
RR™1xyz zamena za 3t(Rxyt i zRt)

k(N2) 22§ ¥xVy¥z (RRxyz => Rﬁ'lxzy)
K(N3) S5 Va¥y(Ry = yRx)

k(N4) 42£ ¥xVy¥z(RRxyz => RRxzy)

K(vi) € {ace Kr; )| CE N} (esic)

R i +Ni je ekstenzija raduna R ;  shema aksiomom Ni (2 sis &)

mi n
Primetimo da su u radunima Rmin+N2 i Rmin+N4, NI i N1 suwvisSni

jer proizlaze (za dokaz su dovoljne teoreme RY) iz N2 odnosno

N4; takodje Th(RW) = ’I‘h(Rmin+N4) = Th(R , ,+N2+N3),
2.61 Teorema
Za i=2,%,4 vazi

Rpin*Ni IK(NL)

Dokaz:
Prema kriterijumu 2,59 dovoljno je dokazati

il f— A = = A, i

Rmin+Ni IK(Ni) za i=2,3,4
i.2 FH(R +Ni) € IK(Ni)
i=2
2.1 Dovoljno je dokazati da u svakom Rmi
okviru vazi k(N2) vazi i N2.

Mm bk (A->B)->(B->1)
akko xk A->B,Rxyz,zRs,¥t(yRt => tHB) => sk A
Poslednja formula je tacna jer, u suprotnom, ako uz pretpostav-

min

p Bodelu M na &ijem

ke iz antecedensa, vaZi sk A onda Rxyz i zRs daju RRxys i, pre-
ma k(N2), Rﬁ-lxsy te za neko t vaZi Rxst i yRt; no tada iz skA
i xE=EA-»B i Rxst dobijamo tkB Sto je nemoguée jer yRt povladi
tH:B.

2.2 Dokazujemo da u 3((Rmin+N2) vazi k(N2). Neka jeIRkﬁkxyz
Sto znaci da za neko teH'(Rmianz) vazi xeye t i tﬁkz. Dokazu-—
jemo da je Rgﬁilxzy_tj. da (#)es. 3s(xezes i yﬁks). Dovoljno
je dokazati da Jje yRKon jer tada prema lemi 2,56 postoji s sa
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osobinom (%). Neka ‘]yﬁ'kon Sto znadi da za neko Ae&xez vaZi

Xey te je tada za neke Bex i Ce z formula B—>(C~>A) teorema
u len+N2 pa je, zbog N2, i formula B->(A->C) teorema; no Bex
i Aey povladi e Xey& t Sto je nemogule jer Cez 1i tsz povla-

¢i C¢t GED

nin modeluna ijem okviru vaZi k(N3)
ME A=A

akko xFA,xRy = Jz(yRz i zk=A4)

Poslednja formula Jje tadna jer se zbog k(N3) za z moZe uzeti x.

3.2 Dokazujemo da u UC(len+N5) vazi k(N3). Neka je kay i

neka A €x. Tada Je iex Jjer: je A->1 teorema pa kako zbog xEky

va’i Bey = Béx to Aex = Ady. Dakle A€x = A¢y pa je

vs«,wzj QED

i=4

4,1 je dokazano u dokazu teoreme 2.16.1 pri demu je koriséeno

samo k(N4) pa dokaz i u ovom sludaju vaZi.

4,2 Dokazujemo da u ?{(lenml&) vazi k(N4). Neka Je Rkﬁkxgyy

tj. 3Jt(xeyet i tR z) Dokazujemo da Jje Rkkazy odnosno da je

(%) ooo 3As(xezEs i sty) Da vazi (%) dovolano je dokazati da

Je Xaszy (prema lemi 2.56). Neka ‘7xoszy §to znaéi da za neko

Aey vazi Aexez pa je za neke Bex i Ce z formula B->(C->1)

teorems u Rmin+N4 te je prema N4 i formula B>(A>C) takodje

teorema Sto zbog Be€x i A€y povladi Cexeyst. No to je nemo-

guée jer je Cesz i tﬁkz «ED

Na kraju ovog odeljka i poglavlja dajemo nekoliko zapazanja umes-
to zakljucka.

MoZemo primetiti da je R semantika u neku ruku (osim Sto je uop-
Stenje) istovremeno i profinjenje C semantike, Naime, ne samo da
se na osnovu prethodne teoreme i teoreme 2.13 C semantika moze
redukovati na R semantiku, veé se R semantika moZe koristiti za
dalje razdvajanje i slabljanje negacijskih aksioma koje C seman-
tika ne razlikuje,kao 3to su N2 i N3 ili kao Sto je odnos pra-
vila NI i njegove linearizacije N&.

Takodje, 1 u terminima R semantike se moZe produziti istraZi-

vanje Jjakih negacijskih aksioma kao Sto su i—)A ili De Morgan-
ovi zakoni, pri Cemu se dobijaju opisi slic¢ni onim iz prethod-
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nog odeljka. Ovde ih ne navodimo zbog toga Sto smatramo da se-
manticlki opis aksiome Z->A na primer, u radunu Rmin=n° znadi
nista ako u njemu nije prisutna ¢ak ni aksioma A -> A.

R semantici se mogu staviti i prigovori heuristidke prirode.
Naime, minimalan racun koji je potpun u odnosu na klasu svih
Rmin,okvira Jje Rmin koji od negacijskih svojstava ima samo pra-
vilo NI i shema-aksiomu Nl. Mnogi logicari bi odbili da ovakwvu
negaciju prihvate kao plauzibilnu, Uostalom,svojstva ove nega-
cije kao i same relacije R pre podseéaju na nekakvu "osporenu
modalnost" o Cemu ¢emo viSe raspravljati u sledeéem poglavlju.
Ne osporavajuéi argumente ovakve kritike moZemo reéi da odbra-
na R semantike upravo u njoj i leZi jer, slobodnije redeno,

1° R semantika semantizuje jedan logicki veznik &iji je pose~
ban slucaj i negacija pa i klasiéna negacija

2° R semantika mo¥e koristiti i kao matematidko sredstvo za
istraZivanje odnosa raznih logidkih raduna koje grublja C se-
mantika ne moZe da razdvoji.




3, SEMANTIKA ZA NORMALNE RELEVANTNE MODALNE LOGIKE

U ovom poglavlju izlaZemo semantickoj analizi jednu klasu is-
kaznih raduna koji nastaju kao eks::nzije raduna R ne samo
veznikom — kao u prethodnoj raspravi, ve¢ i modalnim veznikom
O kao i razlicitim odnosnim aksiomama i pravilima izvodjenja.
U prethodnom poglavlju smo prikazali jednu hijerarhiju rele-
vantnih iskaznih raduna koji su ekspanzije raduna R veznikom
= i raznim aksiomama i pravilima izvodJenja. Jasno Jje da se
svaki od ovih raCuna moZe posmatrati kao osnovni nemodalni is-
kazni racdun koji se Siri razlic¢itim modalnim aksiomama. Mi Ce-
mo, medjutim, pokazati da se [0 moZe semanticki istraZivati
potpuno nezavisno od = te da je izbor ovih ili onih negacij-
skih i modalnih aksioma stvar tacCke glediSta a da semantika ko=
ju ovde predlaZemo dopuSta priliéno slobodno kombinovanje i
prepli%anje negacije i modalnosti.

Kako relevantni modalni raduni nisu do sada(osim raduna RN(Rpg )
v.[?5]) bili istraZivani u literaturi, duZni smo da objasnimo
pojavu izraza "normalan" u sintagmi iz naslova ovog poglavlja.
U matematidko-logickoj literaturi koja se bavi modalnim logi-
kama zasnovanim na klasiénom i, u novije vreme, intuicionistid-
kom iskaznom radunu (v. npr [ 9] , {251, [e] ) je uobidajeno
da se normalnim (klasiénim, intuicionistidkim) modalnim radunom
naziva iskazni racun na jeziku I takav da njegov skup teorema

1° SadrZi sve (klasiéne, intuicionistidke) tautologije, i

2% Bude zatvoren za pravila

(1) Al"..’An

n> 0, gde je Aqh o el = A tautologija
A

n=0 znacéi: A je tautologija
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AlA...AAnfiA A

(2) n>0, gde n=0 znali: o,

Dokazuje se da je najmanji klasican normalan modalni racun K
potpun u odnosu na Kripkeovu (ovog puta stvarno Kripkeovu a ne
Kripkeovsku jer upravo njemu dugujemo pomenuti rezultat) seman-
tiku -sa binarnom relacijom RM koja je proizvoljna (tj. nema ni-
kakva posebno postulirana svojstva).

Razmotrimo pravilo (2) koje je jedino u kome se pominje modalni
veznik [J . Ono je, Sto se trivijalno proverava, i u klasicnom i
u intuicionistidkom sludaju, zamenjivo (preciznije, radun koJji
se dobija ima isti skup teorema) shema-aksiomama
O - T je (klasidéna, intuicionistidka) tautologija
DOAAOB—>0(AAB)
i pravilom izvodjenja

A-=>B
OIps—>0os
Ovako postavljen pojam normalnog modalnog racduna prosirujemo i
na relevantne racune uz Jjednu izmenu. Nema, naime, nikakvog os-
nova da se kao aksioma prihvati svaka formula oblika [T gde je
T proizvoljna teorema relevantnog iskaznog racuna koJji uzimamo
za baznu logiku jer bi time prihvatili gledisSte da su sve rele-
vantne logicke istine istovremeno i nuZne istine. Mogu se nara-
vno, izulavati ( i mi éemo ih izudlavati) i takvi iskazni raduni
koji formalizuju pomenuto glediSte ali ne verujemo da ono pred-
stavlja opsStevazeéu logilku zakonitost. Uostalom, ovo naSe ube-
djenje potvrdjujemo u ovom poglavliju i via facti - dokazujemo,
naime, da je minimalan normalan relevantan radun (u njemu nije
[JT teorema za svaku teoremu T) potpun u odnosu na semantiku u
kojoJj relacija RM ima minimalna svojstva,

3,1 Definicija
Neka je S neka ekspanzija raduna R' u jeziku Lﬁ: ili raduna
Rmin u jeziku Lpg.

SKO Je ekspanzija raduna S u jeziku LE ili L

aksiomom

K OAAOB—=>0(AAB)

i pravilom izvodjenja

A—>B OCHOBHA OPrAtM24'1 1% yqRyWEROr PAN
OI JA fval:hh:/ﬂfff’f}', MXER AV W ACTPOLOM.. LY
OA—0B BUBAE +EKA
bpoj
Batym: ___
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3,1,1 Napomena
Minimalni raduni u smislu prethodne definicije su RYkDO i
+ . .. -
RminK[:I gde su R 1 Rmin ovog puta na jeziku L'y odnosno L.

3,2 Definicija
3.2.1 & =CX,R,PRy> Je R'KO okvir akko
(i) . ¢’ <X R,P) ,je RY okvir, i
(ii) RM je binarna relacija na X takva da
SRy & RM°$
def + " . + .
dom 2C X, IK(R'KO) Jje klasa svih R"K[ okvira.
3,2.2 OC=<XRPRR> je R . K[ okvir akko

Zmin

(1)  2C"={X,R,PyRy > je R'KO okvir, i
x4

(ii) oc. =(X,R,P R) je Ry, okvir

domOC ef X5 IK(R KC]) je klasa svih lenKD okvira.
3,2.3 M={%,v)> ;Je R *®K O model (Rp; K model) akko
(i) 2Cje R'K[O okvir (Rmin O okvir), i

(ii) v je valuacija na dom C,

rem 9&f " dom’mdefdomFr’m, M@ERYkO) (M(R

sa svih R'KDO (R ; KO) modela,

manD)) je kla-

3,2.4 Napomena

Kako je svaki lenKD okvir (model) ekspanz:l.,ja Rk O okvira
(modela) relacijom R a svaki R'K[] okvir (model) restrikcija
nekog RminKD okvira (modela) (npr. onog u kome je R=p) to sve
sledeCe stavove i definicije formuliSemo samo za RminKDseman-»
tiku. Odnosni stavovi i definicije za pozitivne fragmente se
jednostavno dobijaju (ako to nije drukéije istaknuto) elimina-

cijom delova koji se tidu negacije odnosno relacije R.

3,3 Definicija

Neka jeMm R_ . K[ model, x€domM i A€ForLp.

Predikat Formula A va?i u svetu x modela™M ({M,x%kA, odnos-
no xkA) se definiSe rekurzijom po broju veznika formule A i
to za veznike pi,./\,v i = kao u definiciji 1.3, za veznik —
kao u definiciji 2.47 a za veznik [ sa

(O) A=0B, xEDOB akko Vy(xRyy=»> yEB)

Ostali k= predikati se definidu kao u definiciji 1.3 zamenom R*
sa RminKD.

Sledeéa lema (o postojanosti) obezbedjuje da R ;KO modeli bu-

du modeli i za Rmin o
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3.4 Lema o postojanosti
U svakom RminKD modelu M, za sve A€ ForL,i sve x,y €domM,

el (p) «v. xSy ixEFA= yEaA

Dokaz:

Indukcijom po broju veznika formule A. Kako je svaki RminKD
model ekspanzija R* odnosno len modela to su indukcijski ko-
raci za veznlke Pis Ay V i > isti kao u dokazu leme 1.4, za
veznik = kao u dokazu leme 2,48 a za veznik [J dokaz indukcij-

skog koraka glasi:
(O) A=0B, xSy ixkFDOB=> x<y i Yt(xRyt => tk=B)
.—_,>>Vs(yRMs = sk=B)
= yE=0OB
Pretposlednja implikacija je tadna jer ako yRMs onda zbog xSy
vazi X $eRys pa zbog osobine relacije Ry 1 xRMo-$ s, odakle, za
neko t , xRyt i tss; xRyt daje, po pretpostavei, tkB Sto
zbog t<s i Ind Hyp (B ima manje veznika od A) povladi skB.

Kako je definicija vaZenja u RminKD modelima ista kao i u RV
modelima (MEA<L> ¥x(Px = xkA)) to je neposredna posledica
leme o postojanosti

3,5 Lema o vazenju implikacije
U svakom RminKD modelu M, za svaku formulu A-»B eForl nvaZi:
MEA>BE> V(XA => xE=B)

3.6 Teorema o saglasnosti racduna RmirKD sa semantikom

- A = = A

RminK RminK
Dokaz:

Kako Jje svaki Rmin
zi lema o vaZenju implikacije, to je potvrdjivanje aksioma Rl
R11 i Ki pravila MP,AD i NI isto kao za Rpin (R+*) semantiku (v.
1.6, 2.53). vovoljno je, dakle, potvrditi aksiomu K i pravilo
OI.
K DOAADOB—>0(AAB)

xEJAADOB = xkE O(AAB)
akko xkDA,xF DB = (xR,y=7AAB)
akko xRMy,Vt(xR t = tkA) Vt(xRMt => tE=B)=> ykFA,yEB

Poslednaa formula je valjana
A->B

Iorsos

Sledeé¢i niz ekvivalencija potvrdjuje da vazi (O1I.

K [0 model ekspanzija Rmin modela i kako va-




= P1 =

Mk A>B = MEDA->DB
akko Vy(yEA = yE=B) = (xEDA=> xk=[0B)
akko Vy(yE=A = yEB),Vy(xRyy =» yFA) = (xByt k= tFB)
akko Yy(yEA = yEB),Vy(xRyy = yFA),xRyt => tFB
Poslednja formula Jje valjana,

Da bi dokazali teoremu potpunosti (tj. i obrat prethodne teo-
reme) uvodimo aparat kanonskih okvira i modela,

3,7 Definicija

Neka je S ekspanzija racuna R KD u jeziku Lg.

3,7.1  H(S) ={K"(8), rE ) je S kanonski R . K[J okvir akko
(i) ’J{’és) je S kanonskl Roin okwé'i?, i

(i1) xBfy 2 xpey ede je xp%8{AePorlp| OAex]

3.7.2 My (S) ={X(S),v,> Je S kanonski R . K[ model akko
(i) X(sS) je s kanonski RminKD okvir, i

(ii) v, Jje kanonska valuacija na dom X(S).

3,8 Teorema
Neka je 5 ekspanzija racuna RminKD u jeziku Ll:l' Tada vazi:
3.8.1 S kanonski R KD okvir HK(s) Je RyinK DO okvir,
3,8.2 S kanonski R KD model. 'mk(s) je R KD model.
Dokaz: v
3.8,2 je trivijalna posledica od 3.8.1. Kako je S ekspanzija
raduna R in to je K’°(S) kao S kanonski B dm
remi 2,55, takodje i R ;. okvir. Dakle, dovoljne je dokazati
da Rﬁ zadovoljava uslov SoRg_CE RﬁoS i
Dokazujemo da vazi jace tvrdjenje

(1) ... SeRf SRS
Kako se u kanonskim okvirima racduna koji su ekspanzije od rR*
(a takav je i S) < svodi na & to je da vaZi (1) dovoljno do-
kazati da vaZzi

(2) eee x5 i yRﬁz => xRﬁz
8to je, po defimiciji RM,ekvivalentno sa

(3) eeo X€Y i Jn& 2 = Xg& 2
Poslednje je tadno jer xSy = XpEVq

okvir, prema teo-

3,8.3 Napomena

Kako u kanonskom okviru vazi SeRys Ry to smo se i u definiciji
3,2 mogli ograniditi ovim uslovom. Jedini razlog za uvodjenje
slabijeg uslova s-RMQ RM-»S je u tome 3to ovaj uslov garantu-
je da je tako definisana klasa RminKD okvira najveca klasa u
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kojoj vaZzi postojanost. Naime, lako se dokazuje (dokaz je pot-
puno slidan dokazu 2.49) da, ako u nekom okviru koji je profi-

renje R okvira binarnom relacijom R, ne vazi SoRy c RMo$

onda pogzgji valuacija na tom okviru(dakle model) u kome za ne-
ke x i y vazi xy 1 xk Op, ali ne vazi y |=L'_|p°. Za svaku dru-
gu svrhu uslov S.ORMQ. RM je dovoljan. Tako, po potrebi ili Ze-

1ji klasu RminKD okvira moZemo suZavati na klasu RoinK O okvi-
ra u kojima vaZi SeRyS Ry. Ovakve okvire (kao i modele defini-
sane na njima) éemo (sliéno R ; okvirima u kojima se ovaj us-
lov odnosi na relaciju R; v. komentar posle teoreme 2.50) nazi-

vati kondenzovanim.

3,9 Lema o kanonicénosti S kanonskog R:ninKD modela
Neka je § ekspanzija rafuna R . KD na jeziku Lp i mk(s)
S kanonski RminKD model., Tada za sve xe H’(S) i sve AeForLg

vazi:

(k) ¢eoe XEAE&Y> AEX
Dokaz:
Indukcijom po broju veznika formule A. Kako je svaki S kanonski
R inKD model ekspanzija jednog kanonskog Rmin (pa i +k:monskc)g
R” modela) to je dokaz indukcijskog koraka za veznike PisALV
i = isti kao u 1.10, za veznik = isti kao u 2,57, a za O gla-
si: '
(0) A=0B, xEDB&SVy(xRyy => yEB)
<> Vy(xpe vy = Bey) (Ind Hyp)
& [OBex :
Dokazujemo poslednju ekvivalenciju.
(&) Neka [1Bex. Tada B&x, pa ako xpcy onda Bey.
(=>) Dokazujemo kontrapoziciju. Neka [Béx. Tada Béxp.
X Je 8 dez. Jer vazi
1° 4,Bex,=> 04A,0Bex

= ([(AAOBex

=> D(anB)ex (Jer, g DAADOB—>0(AAB))

=» AABexg

20 Aexg, g3 A>B =» DAex,]—S~ OA—>0B (5 je zatvoren
=y [Be&ex za [I)
=> Be&xp

Kako je x4 S d.z. (tj. pripada H(S)) i Béxn to prema lemi
0.10.1 postoji y€H’(S) takav da xycy i Béy. Dakle,
DBex =) Iy(x,cy i Bdy) QED
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3,10 Teorema o potpunosti u odnosu na kanonske modele
Neka je S neka ekspanzija raduna RminKD u jeziku Ly. Tada vaZi:

|—§ A 'm.k(s)|=A

Dokaz: .
Isti kao i dokaz teoreme 1l.11 jer je definicija vaZenja formu-
le u.modelu ista kao i za R' modele i jer je 'mk(s) kanoniéan,

Na osnovu prethodne teoreme, sli¢no teoremi 2.25 (dokaz je is-
til) vaZi (i u odsustvu negacije!):

3,11 Teorema

Neka je S neka ekspanzija racduna RminKD(R+KD) u Jjeziku Ln(L"'D)
ilke IK(R ; K@) (K¢ K(R'KO)) takva da

3.11.1 |5 A = ﬁA

3,11.2 K(s)e Kk

Tada je radun S potpun u odnosu na klasulk,

Primenom ove teoreme na S=RminKD y K =l|<(RminK 0O) (3.11.1 vaZi
na osnovu teoreme 3,6 a 3,11l.2 vazZzi na osnovu teoreme 3,8.1)
dobijamo:

3,12 Teorema o potpunosti racduna Rmi KO

n:
F— _A = = A
Rm:’.nKEI RniinKD
Sve prethodno dokazano vazi i u odsustvu negacije pa vazi i

3.13 Teorema o potp}most‘i raduna RYK DO

F— A &S = A
RY'kD R*xkO

Teoremom 3,11 utvrdjen Jje kriterijum za dokazivanje potpunosti
modalnih raduna koJji nastaju kao ekspanzije raduna RminKD ili
R*kO. Koristeéi ovaj kriterijum prvo dajemo semantidki opis u
upravo uvedenoj semantici,raduna R, (oznadava se i sa RN ili NR)
jedinog do sada istraZivanog u literaturi o modalnim relevant-
nim logikama (v.[351)

3,14 Definicija
Rp Je ekspanzija raduna RKDO u jeziku L pravilom

N A i shema-aksiomama

myy
RO1 (OA->A
RO2 pA—>004
rRO3 [(A->»B)—>(0OA—>0OB)
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3,14,1 Napomena

Ry je neka vrsta o5& releirantnog modalnog raduna sa radunom R
kao bazom. Primetimo da je pravilo NI u ovom racunu redundan-
tno jer proizlazi iz N i RO3,

3,15 Teorema

Neka je KK (Rp) klasa svih RK[O okvira u kojima vaZe:
k(N) VXV?(XRMY =» (Px =’7" Py))

k(RO1) V¥x XRy X

k(ROD2) RS S Ry

k(RO3) ¥xVyVz(RRyxyz =» udv(xRyu i yRyv i Ruvz))

Tada je raun R4potpun u odnosu na klasu okvira IK(Rg).

Dokaz:
Prema 3,11 dovoljno je proveriti da u svim R okvirima vaZe
shema-aksiome RO1 - RO03 i da pravilo N &uva Rg valjanost,
kao i da kanonski okvir za radun Rg pripada klasi IK(Rg).
1° Verifikacija pravila N i shema RO1 - RO3.
N
MEA=> MEOA
akko Vt(Pt = tkA) = (Px = xkE0A)
akko VE(Pt => tI=A),PX,xRyy => yk=A
Poslednja formula je, zbog -k(N), tadéna.
RO1
MERO1
akko xFDOA= xkA
akko Vy(xRMy = ykA) = xEA
Poslednja formula je, zbog k(RO1l), tadna.
rRO2
MmERO2
akko xF0OA = xpE0DOA
akko Vt(xRMt = tEA) =§2(xRMy = (yRMz = zf=A))
akko Vt(xByt =» t¥=A) »XRyz => zFA
Zvog k(R D2), xRMz povlaci xRyz Sto zbog Vt(xRMt = tkA) da-
je zE=A QED.
RO3
ME=RDO3
akko xkE[D(A-YB) = xkE=0OA->DOB
akko xk0O(A->B)=> (Rxyt,yEOA=> tkE0B)
akko xk= [O(A-»B),Rxyt,yeDO A = (tRyz > zF B)
akko xk= 0O(A-B),y=0 A,Rxyt,tRyz =» z=B
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akko xk O(A->B),yF OA,RRyxyz => z}=B

Poslednja formula je taéna jer RRyXyz povlaéi, prema k(RO3),
da postoje u i v takvi da xRyu, yRyv i Ruvz. No xkEORA—*B) i
xRyu daju uEA->B, y=0OA i JRyv daju vi=A te, konadno, vkA,
uFA->B i Ruvz daju zFB QED

2% Kanonski okvir za Rg zadovoljava k(N) i k(RO1l) - k(RD3)
k(N) se svodi na xyey i Th(Rg)s x = Th(Ry)E y. Ova formu-
la je neposredna posledica pravila N jer ako A€ Th(Rp ) onda
DA€Th(Ry) pa OA€ x te A€Xpodnosno AEy QED
k(RO1) se svodi na xg=x Sto je tadno jer A€ xg povladi OAex
§to zbog RO1 DA->A daje A€ x QED
k(RO2) se svodi na xpey i yg& 2 = Xpe z 8to je tadno jer
Aexp povladi D Ae x sto zbog RO2 OA-—->0OU0OA daje OO aex
te (xgcy) A A€y pa kako yy& z to A€z (ED
k(RO3) se svodi na

xoyst i tge z = Juv(xgeu i yjev i UeV E 2)
Dokazujemo ovu formulu. Dovoljno je dokazati da uslov iz ante-
cedensa povlali =xpeyy < 2z jer kako su tada xg i yg deduktivno
zatvoreni (v. dokaz leme 3,9 o kanoniénosti) to postoje, prema
0.10.3, prosti u i v koji zadovoljavaju konsekvens gornje formu-
le. Neka, dakle, A€ Xpeyn - tada postoje BE€xg i Ceyy takvi da
je u Rp formula B—(C->»A) teorema. Primenom pravila OI i she-
me RO 3 dobijamo da je i formula {OB-»([OC -»0A) teorema,te ka-
ko IBex i [JCey to [1A€ xoeyCS t. Dakle (JAEt te A€tS2
odnosno A€z QED

3,15.1 Napomena
Prethodna teorema je semantidki opis "u celo" raduna Rp . Jas-

no je da pravilo N i sheme ROl -~ R{3 imaju semanticki opis,

dat odgovarajué¢im formulama iz iskaza teoreme, nezavisno od to-
ga da 1i je relevantna baza radun RKO ili R, KO ili &k R'KO.
Takodje, u Sta se moZemo uveriti neposrednom imspekcijom doka-
za, k(N) i k(RQ1l) - k(RO3) su nezavisni.

3,16 Napomena

Dokaz teoreme 3.15 ukazuje na jos jednu znadajnu ¢injenicu., Pot-
vrdjivanje shema oblika A-»B gde su A i B shema-formule na jezi-
ku A,V ,00 ne zavisi od relevantnog racuna koji je podloga pa
dak ni od toga da 1li je uopsSte u pitanju relevantan radun. Raz-
log je, naravno, u tome Sto se = 2za veznike A,V i O definise
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isto kao i u klasiénom sludaju a MkEA-»B se, prema lemi o vaZe-.
nju implikacije, svodi na Vx(xkA = xkB) tj. opet na klasi-
éan sludaj. Prema tome, karakteristiéne formule, ako postoje,
za formule pomenutog oblika su iste i u relevantnim i u klasié-
nom radunu, U tom smislu izudavanje ovakvih shema u relevantnim
raéuqima nije interesantno.

Medju najznalajnije sheme, u klasi¢nim modalnim logikama, dola-
ze sheme oblika A-»B gde su A i B sheme na jeziku A,Vv,0id .
Kako se modalni operator O definide preko 1 sa OA Qii E—I_T\:, to
"pravi" (operatoru [0 dualan) modalni operator O moZemo imati sa-
mo u relevantnim radunima u kojima vazi zakon dvojne negacije i
svi De Morganovi zakoni kao i zakon jake kontrapozicije (zbog
pravila dualnog pravilu OI za modalni operator). Drugim redi-
ma, o dualnosti se moZe govoriti samo u racdunu RKO i, naravno,
njegovim ekspanzijama. Nije nemoguce izuclavati & definisan na
gornji nadin i u racdunima sa slabijom negacijom ali se tada du-
alnost. (pa i mnoge slabije ali znadajne osobine) gubi. Osim to-
ga, nemamo skoro nikakvu epistemoloski koncepciju kojom bi se
pravdao { u relevantnim logikama slabijim od R. Pomenimo da su
veé u radunu H (intuicionistidkom) koji ima znatno jaéi implika-
cijski fragment od R i ne tako slabu negaciju (u odnosu na R_. )
problemi ovakvog tretiranja operatora { veliki (v. [6] i[t] )

Mi éemo ovde raznotriti semantiku, preko [0 definisanog, opera-
tora { u ekstenzijama od R (preciznije RK{l). Napomenimo da je

u sludaju raduna R kao relevantne podloge moguée i { uzeti kao
osnovni veznik i radun RK{ definisati kao ekspanziju raduna R
u jeziku Ly shemom O(CAVB)-> OAVOB i pravilom QI A->B

OA->OB; tada se O definiSe na ocekivan naédin.

3,17 Definicija

Neka je S neka ekspanzija racduna RK[O u jeziku Ly i A€Forl .
OA je z.z. DX

0% je z.z. ceo 1A, Nn21; 0% je z.z. A
QnA je 2.2 Qoo OA, n21; O°A je z.z. A

2.17.1 Napomena
U RKO vaZe sledeca uop3Stenja osnovnih shema i pravila,koja
ubuduée koristimo bez posebnog naglaSavanja:

k0%  OPaacPB —>0O%(aAB), KO%  oOf(avB)—> O%av OB
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5 A—>B A A->B
0L oti—>n®s O T oPa—ofB
35,18 Lema

Neka je M neki RK[ model, xedonM i AeForLp . UMvaii:
3.18.1  xkEDO"A &> Vy(xRyy =5 yk=A)
3.18.2 xF O A &> Jy(x* R} i yE=A)

Dokaz:
x = QAE> xkEDR

& XBDR

&> ne Ve(x*Ryt = t=A)

&> 3(x"Ryt i t*E=4)

& Iy(X*Ryy™ i yk=A) (Zamenom t=y*,jer je t**=t)
Iskazi leme se,dalje, dokazuju trivijalnom indukcijom po n. Na-
glasimo da se za n=0 3%.18.1 i 3.18.2 svode na
b ASSVWEksy = yEA) 1 v A& Qy(x*s y* 1 yER)

i vaze zbog postojanosti.
3.19 Lema

Neka je 5 neka ekspanzija racduna RK[ u jeziku Ln.Za x,ye& H(5)
definiSimo:

- J9 dgf {a) O"rex}, x OB dgf{OnAl rAex}

Tada u kanonskom okviru X(S) za 5 vaZi:
n
3,19.1 XRyy<E> X &7

3.19.2 x*ﬁﬁy’(:) y 9%c x

Dokaz:

gde Jje xRﬁy 49% XYy

3.19.1 je za n21l oc1gledno a za n=0 se svodi na xLy<&> xuo_y
8to Jje tacno jer se u kanonskom okv:.ru < svodi na &,
5 19 2 se za n=0 svodi na x*s y*&> 5O < x odnosno na (<je €)
c v*& yex $to vazi u svim ekspanz1aama od R. Dovoljno je

5.19.2 dokazati za n=1; dalji dokaz je trivijalna indukcija.
PRy &> (x*)ge ™

&> Va(he(xM)g=> Aey™)

<> VA(Rey =>04iex)

& VB(Bey = Elfﬁ-ex) (Zamenom B=4)

&> VB(Bey %OBex)

< y%cx

sledeéim definicijama i lemama uvodimo pojmove modalitet i1 kanon-

ski modalitet kao pripremni aparat za glavni stav.
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3,20 Definicija
Niz ¢ veznika QO ,00i— je modalitet.
Modalitet ¥ je pozitivan akko je broj javljanja veznika™ u

njemu paran; inacle je negativan.
Pozitivan modalitet ¥ je kanonski akko je
¢=0P10% ...0Px O %
U tom sludaju definidemo
duzinu: d4d(¢) def pl+ql+...+pk+qk’, i
indeks: i(Y) des {PysQy9eeesPy»Q > Pozitivnog kanonskog
modaliteta ¢ .
Negativan modalitet ¥ je kanonski akko Jje Y=V gde je ¥ neki
kanonski pozitivan modalitet.

3,21 Lema ,.
Neka je A€ ForLg i ¥ neki modalitet. Tada postoji pozitivan
kanonski modalitet ¥ takav da vazi:

(%) ... lggp $ACYA  ili Igpp PAC>TA

Dokaz:

Indukcijom po broju s('¥) veznika u'‘.

Ako je s(¥ )=0 tj. ¥=p onda (%) vaiZi jer je (A<*A (V¥ =0)

Neka je s(¥)>0 i neka (®) (Ind Hyp) vaZi za sve modalitete

@ takve da je s(@ )<s(¥ ). Nastupaju slucajevi:

Y =06 Tada se YA svodi na [JOA pa kako je, po Ind Hyp,

u RK[, ©A ekvivalentno sa WA ili WA gde je Wneki pozitivan

modalitet, to je [JOA ekvivalentno sa OYA ili saO¥A.DOYJje po-

zitivan kanonski modalitet a DWA je ekvivalentno sa OWA tj. sa
0%WY¥A te je, opet, 0%WY kanonski pozitivan modalitet.

Y= 006 Tada se WA svodi na {OA pa kako je po Ind Hyp, 6A

ekvivalentno sa WA ili sa WA, gde je W neki pozitivan kanon-

ski modalitet, to je OOA ekvivalentno sa OWA ili sa OWA

odnosno sa 0O°OW 4 ili sa OVA.

Y=8 Tada se YA svodi na OA pa kako je, po Ind Hyp, ©A

ekvivalentno sa WA ili sa Wi, gde je Y neki kanonski poziti-

van modalitet, to je BA ekvivalentno sa WA ili sa WA tj. ¥A.

Kraj dokaza.

3.22 Definicija
Neka je ¥ kanonski pozitivan modalitet i new.

Formula xR;:’ny (RM je binarna relacija) se definiSe rekurzi-
jom po sloZenosti modaliteta ¥ .
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Aksiome ove rekurzije su:
xRy 488 xRpy
d
xRy PPy 225 wi(yRyt => xR '"t)

def .
leﬁv’ Yy s 3t(y*Ryt* 1 x \;’nt)

3,23 ~ Lema
Neka je M neki RK model,x,y €edomM, A€Forlg. U MvaZi:

(%) ... xED% i ROy =3 vy A

za sve pozitivne kanonske modalitete ¥.

Dokaz:
Indukcijom po d(¢¥ ).
Ako je d(¢¥ )=0, (%) se svodi na x k0O i ngy = yEA 3to je
prema lemi 3%,18.1 taéno.
Neka je d(¥ )> O i neka (%) (Ind Hyp) vaZi za sve pozitivne ka-
nonske modalitete ¥ takve da je d(W¥ )< d( ¥ ). Nastupaju sludaje-
vi:
¢=0Y , x =0 i xR*%y

= xFO% i VE(yR,t => xR} ""t)

=> Vt(yRMt = tkEW¥a) (Ind Hyp)

= yEOYA
Y=0V , x 0% i xgOPE

= xE0O" 1 Jt(F*Ryt* 1 Ry*"t)

= ;t(y*RMt* itkEVYA) (Ind Hyp)

= yEOYA

3,24 Teorema
Neka je S neka ekspanzija raduna RKDO . Tada u X(S) za svaki
pozitivan kanonski modalitet ¥ i sve x,ye€H’(S) vaZi:

(%) oo xRy &> (5.5 )(pC y

gde je t% €7 { @a| net].

Dokaz:

Indukcijom po d( ¥ ).

Ako je d( ¢)=0, (%) se svodi na xRM y & (x nn ﬂCy odnosno
na JcRMy = X qpSy 8to je, prema 3.19.1, talno.

Neka je d(¥Y )> 0O i neka (%) (Ind Hyp) vaZi za sve pozitivne ka-
nonske modalitete ¥ takve da je d(¥ )< d(Y¥ ). Nastupaju sluda-
jevi:
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w’ y <> Ve(yR,t => xR It
& Vire b x ¥ty (i myp 4

& xg ey Belg.1)
Dokazujemo poslednju ekvivalenciju.
(& ) Neka ,je (x ) \PC y i pretpostavimo da je yp<t. Doka-
zujemo (x ) ._t. Neka Be(x )‘P tj. B=YA gde Aexun te
OVYAey odakle YAe yq Sto, zbog ya& t, daJe B=WAe t.
(=» ) Dokazujemo kontrapoziciju. Neka (x ) éy. Tada za neko
A€x o, 0¥ A¢y te YAy, . Prema dokazu leme 3.9 o kanonid-
nosti, y, je 8 d.z. (tj. pripada H(S)) pa prema lemi 0.10.1 pos-

toji t2y, takav da YA¢ te€H'(S) tj. It(ypet i (x _ W& t).
a] o On

Q=D\V 9

f=0% , RPNy &> Tt(P*Ryt* i xRYDE)
" i, 3t(t°Cy i (x )“'s £) (Ind Hyp i
< (x4 )°"’ 3,19.2)

Dokazujemo poslednju ekv1valenc1au.

(=>) Neka B &(x g %Y £5. B= OWa za neko Aex, pa je tada
\PAé(x )WC t te ,Je B= o\PAet°«=y tJ. Bey.

(&) Neka je (x ) Cy. Dokazujemo da postoji t€H’(S) sa
osobinom t9cy i (x )w < t. Neka je

dsf{sen(s)l sogy i(x Dn)\PQ s}
CAD.
Dovoljno je dokazati da S, def [(x an)w-]s € €. Kako S, oligled-
no sadrii (x )\P to dokazuaemo da je s°cy. Neka Aes°
Tada postoji Bes takav da je A=0B i (s obzu'om na to kako
je s, definisan) posto:je Bl,...,Bme(x ) takvi da je
l—b: BjA...AB~>B. No B; su oblika ‘YA, za neke AjEX . pa vazi
i }-é ‘PAlA...A\PAm—>B odnosno (jer svaki pozitivan modalitet
prolazi kroz implikaciju i konjunkciju posSto su O i O takvi)
[—g \V(AIA...AAm)—)B. Prema 0O°I i KDn, X o je S d.z. ako Jje
x takav pa C = AjA...AA €x . Prema tome, }-é Y C->B za neko
Cexmn odakle i 2 OYC-=>0B te, zbog A= B, t§ O¥ C->»A. Medju-
tim, OYCe&(x ) ¥8to zbog polazne pretpostavke i prethodnog
zakljucka daje A€y QED
Kako je €#@ i, 8to se trivijalno pokazuje, zatvoren za unije
lanaca to, prema Zornovoj lemi, € ima maksimalan element t.
Kako t€ € to je, da zadovoljava tra%ene uslove, dovoljno doka-
zati da je t prost. Pretpostavimo suprotno, Sto znaci da za ne-
ke A,B¢t vari AVBE&t. Kako A,Bét to k,alg i [t,B]s, kao pra-
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vi nadskupovi od t, nisu u €. Oba ova skupa sadrfe t pa i

(x nn)w y stoga ne zadovoljgvaju uslov s°sy Sto znaéi da pos-
toje A’e E:,A]g i B'e[t,B]S oo (1) takvi da A’,B°dy .. (2).
Iz (1) proizlazi da za neke 19T, €t, Ay i Bl vazi:

(3).0.’% TlAAﬁAl, }T.D‘ T2AB"B1 9 A"—'-OA]- i B"—'OBl

Iz (3) proizlazi }-S TlAT2A(AVB)—> AVB, te, kako T4,T,,AvBEt,
AWVB,€t. No, k. O(AWVB,)=>0A, VOB, 5to zbog AwB,et povladi
E e | S et B 1 1 5 i |
()Al\/()Ble t9¢ y. Prema (3) to znadi da AvB’ey pa, kako je y
prost, dobijamo da A%ey ili B€y. Kontradikcija sa (2).

Kraj dokaza.

Koristeéi prethodne rezultate moZemo dati semantidki opis jed-
ne veoma Siroke klase relevantnih raduna koji nastaju ekspanzi-
jom rac¢una RK[] shema-aksiomama odredjenog oblika koje obuhva-
taju skoro sve najznalajnije modalno-logicke sheme,

3,25 Defimicija
Hintikka shema je svaka shema-formula oblika

k T k .
H A 0MNn% aA,—> V. OPLioM(A $iA)
;j=l(.> J i=lD < j=1 Jd
gde su ?3 pozitivni kanonski modaliteti,

Karakteristiéna formula sheme H je predikatska formula

= m
K(E) ¥y N [ ARG 5Y =

d= i

. T k (72000 s I
Ds 5Qs oW 4
= i\=/1 Va, (xByi z; =» Eti(zj’"‘RM:. t] 1 ;j/=\l ijMJ J ti))]

3,25.1 Napomena
0d sada pa do kraja ovog poglavlja, radi pojednostavljivanja

pisanja, pretpostavljamo da indeks i uzima vrednosti od 1 do r
a indeks j uzima vrednosti od 1 do j. Takodje, $to smo uostalom
ve¢ i €inili u dokazu prethodne teoreme, modalnu binarnu relaci-
ju u kanonskom modelu oznaavamo samo sa RM umesto sa Rﬁ kako

je definisana.

3,26 Lema
Za svaki RKO okvir QL i svaku Hintikka shemu H vaZi:

XL k= k(H) =» OCEH

Dokaz:
Neka je M neki RK[] model na O , H Hintikka shema kao u defini-
ciji 3.25 i xe domM . Dovoljno je dokazati da, uz pretpostavku
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X E=k(H), vaZenje antecedensa od H u x povladi vaZenje konsek-
vensa od H u x. Neka, dakle, u x vazi antecedens od H. Prema
lemi 3.18.2 to znali da

(1) oes *RMJ yJ i 35 E0O%; AJ za neke yaedom'm.

Kako u X vazi k(H), to zbog (1) dobijamo da vaz:.

(2) eoe Vz-(xR iasz, % at. (Z*R;}ll t i /\ N RMJ'DJ )) za neko i
Prema (1) ydl=[:] J AJ za sve Jj, te prema lem:. 3.23, pretpostav-
ka ijM 533 ts povladi ti]:‘PJ. A,j za sve J. Zato iz (2) proiz-
lazi:

(3) eoe Wz, (xRpi Zs =3Jt. (z*qu » 3 1t l:: /\‘ijJ)) za neko i
Ponovna prlmene leme %.18 na (5) da e:

xt:pioqi(/\?j A,j> za neko i

8to je konsekvens Hintikka sheme H, Kraj dokaza,

3,27 Teorema

Neka je RKD +H ekspanzija racuna RK[] u jeziku L Hintikka she-
mom H i IKH klasa RK[J okvira u kojima vaZi k(H). Tada je radun

RKD+H potpun u odnosu na klasu Ky
Dokaz:

ove teoreme racduna RKDO kao i njegova pravila izvodjenja vaZe u
IKH (jer je to podklasa klase IK(RKD)) a, takodje, i shema
H vazi u ll< s obzirom na prethodnu lemu. Dakle, sve teoreme
raduna RKD +H su valjane u IK

Da bi dokazali potpunost, prema kriteri,jumu 3.11, dovoljno jJje
dokazati da K(RKQO +B) e Ky

Kako je RK[O +H ekspanzija raduna RKO pa i raduna Roin
je X(RKO+H) R ;nKDO okvir a takodje i RKQokvir Sto se tri-
vijalno proverava (dovoljno je uveriti se da vaZe P5 X =x i
P6 Xeyez =» xez®c y¥ a to vazi u H°(S) za svaku ekspanziju S
rafuna R v.2.8.,1), Dakle, da K(RK +H) eIKH, dovoljno je do-
kazati da u K(RKD +H) vaZi k(H). k(H) se, u kanonskim okviri-
ma, primenom lema %.,19 i 3.24 svodi na

(X)) v VxVyl .o VT [/,j\ yjom.jgx E

KO to

i
= VY Voi(xgp € 2=y By(t0%cn, 3 /;;\ (yjm‘)"pjg_ti)ﬂ
3 .

sledeéa lema omoguéuje da se (%) jos vise pojednostavi.
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3,28 Lema
Neka je o neka ekspanzija raduna RK[J. U K(S) vaZi:

0%z 1 A () tet)e [u <yjcnj>‘”3]°q c 2
J

J J
za sve y,z€H’(S).
Dokaz: i’y
Neka je U €T U (y. y'd

jJon
(=) Kako t sgdrzn. svea(y y'd to t sadrzi i U; kako je ¢
i s deze to t sadrii [UJ.. J
No teda t €9 sadrii i L'UJ %9 3 kako je t%°% 2z to [U}°QCz QED
(& ) Neka je

def«{»seﬂ(s)l sOlc 1 /\ (y'J nn s}
€40
zato Sto sadrii [U]S jer je, po pretpostavei, [U]oq C 2,48

[:G:}Q s RATAVNRO, sadrzi sve (yJDn ) s

J
Takodje, € je zatvoren za unije lanaca Sto se trivijalno pro-

verava pa, na osnovu Zornove leme, ima maksimalan element t.

(?.
Jon,

Da bi t bio onaj iz uslova leme, dovoljno je dokazati da Je
prost. Pretpostavimo suprotno. To znali da postoje A,B¢t tak-
vi da AvBeét. Tada su Eb’AJS i Ec,B]S pravi nadskupovi od t

i ne pripadaju €. Oni sadrfe t pa sadr?e sve 5to i t te,prema
tome, ne zadovoljavaju prvi definicioni uslov skupa ‘5, tJe
s%dc¢ 5, To, dalje, znaéi da za neke OqA'eEb,A]g?'OqB’eEt,B]gg
vazi

(1) oo O%°,09%'¢ 2

Dalje, kako A“i B’ pripadaju prethodno navedenim deduktivnim
zatvorenjima, to postoje Tl,Tget takvi da }-—S TiAA-> A" i

l- ‘1‘2AB->B . Odavde "é' TgA(AvB)-‘?AvB'. Kako su konjunkti
u antecedensu prethodne formule ut to je i AvB’u t. Medjutim,
t je prost pa vaii A‘et ili B’et odakle OU’e £©a ili

qu'e th; no, £9%¢ 5 pa, konadno, dobijamo da je O%W‘e z
ili qu'e z. Kontradikcija sa (1). Kraj dokaza.

Primenom ove leme,formula (%) se svodi na

(%) ene VxVyl ...Vyk[ /J\ yaomj e x =

e A [U <ywn>“’]°qa_z)]

RKO +H
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Takodje, prema dokazu teoreme 3,24,

¢
Vz. (xﬂpl 2, = U(yJDn) Joq:. &zt

se svodi na .
§my
[Lg (ydmnj)(PJJ]::{Ql & xﬂpi
,, +H
(MoZe izgledati neobicno Sto se formula oblika Vt(xet = y&t)
&> yex dokazuje, jer se ¢ini da je valjana, ali ne treba za-
boraviti da je domen univerzalnog kvantifikatora skup H’(S) sa-
mo nekih a ne svih skupova (formula, u ovom sluéaju) te je, &ak

nekonstruktivan dokaz (uz primenu Zornove leme v. 3.24) potreban)
Iskoristivsi prethodnu primedbu formulu (%) svodimo na

(x)"...VxVyl...Vyk[/\ Tiex = V [U (ymn )‘Pa ]°ql c 5 ]
J RkO+ 0Py
Dokazujemo da u K(RKO +H) vazi (%)

Neka Jje om € X 2za sve J i neka B pripada i - tom deduk-
tivnom zatvorenau iz konsekvensa 1mp11kac1,je u (#)77. ()77 Je
dokazano ako se dokaze da za bar jedno i B. e:cD .

Prema izboru B postoji B' iz pomenutog deduktlvnoé zatvorenaa i
takav da je B OqlB . Dalae, to znacéi da postoje Cle(yann )Yj

takvi da je J
i i p

Lsse Ipmeyin ClA.;.ACk—>B

No, tada postoje A€y, takvi da Jje C = ‘f’ A pa vazi:

J Jﬂna J J

(2)..0 I‘EK +H ? lAOOOA?k k —> B

U (2) se svaki Al moZe zameniti sa A. = A%‘A...AA? (time se samo
jada uslov u antecedensu) pa vazZi slede¢i niz tvrdjenja:

(3)ee bgmam $1A10 AP Ay —> B

(B)eee Fp.g QUCPIAA.APA)—> OiB]

(5)eer Ygpan OPLQUCYIAN.c.A®A) —> OPio%s;
(BYess TRrL \i/L'in O Pan. .. AtA) —> N CPiB;

No, antecedens formule (6) je konsekvens Hintikka sheme H pa

i O, e S Ao'io™s Ay —> \/Dpua

J
Formule A, kao konjunkcije formula A po i prlpadaJu yaDn
(jer je ovaj deduktivno zatvoren zbog D IiKD ) Stoga J
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['_'lnjA‘_j € 7y te OFj DnjAj = yapmj € x. Dakle, konjunkti u
antecedensu formule (7) pripadaju x pa i ceo antecedens (jer
je x d.z.) pripada x., otoga konsekvens formule (7) pripada x,
a kako je konsekvens obliks disjunkcije po i i x je prost, to
[:_ipiBi & X za bar jedno i. ULakle, Biex |

Dpi.
Kraj dokaza.

Skoro sve shema-aksiome koje se razmatraju u modalnoj logici,
a koje se mogu karakterizovati predikatskim formulama prvog
reda, mogu se dobiti kao slucajevi Hintikka sheme.

Za k=r=1, ?i=ﬂ, oznacavajuéi Al sa A dobijamo:

G(m,n,p,q) OmDnA —> Dpoq“\

dija je karakteristicéna formula

k(G(m,n,0,0))  VxWyV¥a(x*Ryy™ 1 xRPz =5 At(2"RIt™ i yRYt))

Veé sama shema G obuhvata mnoge tipicéne modzlne sheme:

T QA=A (m=p=q=C, n=1)

4 ga—>00a (m=q=0, n=1,p=2)

B OO0A—=>A (p=q=0,m=n=1)

E QOA->[0OA (m=n=p=1l, g=0)

itd .

U vezi sa shemom G, prirodno se namele pitanje shema, na neki
naé¢in, dualnih njoj. Tako, na primer, shema

06 a—=>00A

nije Hintikka shema ali deluje jednostavno i mogao bi se steci
utisak da se ona moZe karakterisati na prethodni nacéin. Ipak,
to nije sludaj. Goldblatt [43] je dokazao da klasa svih klasid-
nih Kripkeovih okwvira u kojima vazi ova shema nije zatvorena za
ultraproizvode pa zato nije ni aksiomatska. sSkoro doslovna rep-
rodukcija Goldblattovog dokaza se moze sprovesti i za sludaj
proSirenja racduna RK[O gornjom shemom,

Napomenimo da, jasno, nije nuZno vrsiti ekspanziju raduna RK
samo jednom Hintikka shemom. Lako se moZe dokazati da je i sva-
ka ekspanzija racduna RKO ma kojim skupom Hintikka shema potpu-
na u odnosu na klasu RKOokvira u kojima vaZe sve karakteristié-
ne formule tih shema.

U zakljuéku ovog poglavlja pomenimo jedan, po nasem misljenju,
interesantan otvoren problem. U poglavlju 2 smo, semzntizujuéi
negaciju uveli jednu binarnu relaciju R preko koje smo defini-
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sali predikat xkEA sa Wy(xRy => yk:A) Sto se moZe napisati

i u obliku xkEA&Py(xRy i ykEA) i 3to podseéa na klasiénu
osporenu modalnost(tj. xl:K@ xE=OA). Jasno, O u relevant- .
nom iskaznom radunu, ako se 7eli da bude dualan O , nije defi-
nisan na gornji nadin. Ipak, moZe se postaviti pitanje modal-
nih svojstava relacije R. U slufaju klase R ; kondenzovanih
okvira (v. str. 59)odgovor je trivijalan; naime, ta klasa je
nista drugo do klasa svih kondenzovanih R*KD okvira! Jednos-
tavno poistoveéivanje relacije R sa RM pokazuje da ista klasa
okvira moZe da se posmatra kao semantika za radun R* prosiren,
u jednom sludaju negacijom a u drugom sluéaju modalnim opera-
torom [J . Uostalom i bez ove koincidencije semantika,jednosta-
van uvid u aksiome i sheme racuna Rt (=RY+N1+NI) i raduna
R*KO (=R*+K+ 0OI) ukazuje na njihovu sliénost.

Zanimljivije je medjutim, pitanje odnosa jadih raduna. UopSte-
no,problem bi se mogao formulisati ovako:

Odrediti za neku ekspanziju racuna Rmin u jeziku L koja Jje pot-

puna u odnosu na neku klasu R okvira,odgovarajuc¢u ekspanziju

raduna RYKD) koja je, u jezikﬂlg+, potpuna u odnosu na istu kla-
su Rpip okvira, ovog puta shvacenih kao RY'K[O okviri.

Jasno, i problem obratan ovome ima svoj znacéaj.

svakako, nema skoro nikakve Sanse da se gornji problem resi
generalno. Zato se,verovatno, treba koncentrisati na kljulne

RYKD ekspanzije odnosno kljuéne R ekspanzije. Od posebnog

interesa bi bilo naéi odgovarajuéim;gdalni rac¢un za radune R
i RW. Cini se da je tu glavni problem svojstvo RRxXyz => RRxzy
(kojim se karakterile formula (A-=»B)-»(B->4)) za koje se, bar
za sada, ne vidi odgovarajuéa modalna formula koja bi njime

bila karakterisana,



4, SEMANTIKA ZA NEDISTRIBUTIVNE RELEVANTNE LOGIKE

U ovom poglavlju izlaZemo nasa istraZivanja semantike relevant-
nih iskaznih raduna koJji nisu distributivni; tj. za koje se ne
pretpostavlja da je R11l AA(BvC)->(AAB)V(AAC) teorema.

Prvo prikazujemo semantiku za pozitivnu bazu ovih iskaznih ra-
duna - racun RA+; koji, na jeziku L+, da podsetimo, ima shema
aksiome Rl - R10 i pravila izvodjenja MP i AD (v. definiciju 0.3)
i ima ulogu slidénu ulozi raduna R u poglavljima 1,2 i 3., Zatim
prikazujemo semantizaciju veznika — i O koja je donekle sliéna
veé izloZenoj u poglavljima 2 i 3. '

4,1 Definicija
4.1.1 € ={X,R,P,0,1) je RA* okvir akko
(1) x‘= {X,RyPD je R" okvir, i
(ii) U X vaze
RAO 0 #1
RA1 xL1
RA2 Rlxy & x=0 ili y=1
RA3 3Jz(zsx iz<sy i W(tsxitsy = t<z))
i, uz definiciju,
z=xny 3 z2sxizgy iVE(tsxitsy = t<z)
RA4  Rx(ynyo)z %Hzlgza(nylzl i Rxy,2, i z2nz,52)
dom O 4&f X, IK(RA*) je klasa svih RA* okvira
4,1,2 M ={X,v> je RA" model akko
(i) ¢ je RAY okvir, i
(ii) v je valuacija na dom X takva da za sve x,yedomI vaZi
v(xny)=v(x)nv(y)
v(0)=¢
v(1l)=V
Frqn.dgfac s domﬁn,dgf domFr'm M(RAY) je klasa svih RA' modela.
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4,2 Lema

Definicija 4.1 je korektna

Dokaz:

Dovoljno je (a i potrebno) dokazati da je definicija operacije
N korektna. Kako je RA3 aksioma o postojanju infimuma za rela-
ciju € to je, da bi postojao tadno jedan z iz iskaza RA%, dovo-
ljno da je £ relacija poretka Sto ona i jeste jer je svaki rA*
okvir ekspanzija nekog R* okvira (v. 1.1 i 1.2)

4,3 Teorema

U svakom RAY okviru X vaZi:

4,3,1 <dom2,n,0,1) je polumreZa sa krajevima O i 1 takva da
Je x=xay &> X<y

4,%3,2 ROLO
4,3.3 uav=0 = u=0 ili v=0
Dokaz:

4,3,1 Prema lemi 4,2 xny je infimum za x i y u odnosu na rela-
cijus a xX=xny<&> X<y je neposredna posledica definicije ope-
racije n (zamena z=x u definicionoj formuli). Da bi dokazali da
su O i 1 krajevi ove mreZe, dovoljno je dokazati da je 0S5 x jer
je x<1 prema RAl., Iz RA2 (stavljajuéi umesto x, O) dobijamo
R10y. Neka je s edomX takav da Ps (takav s postoji jer Jje rAY
okvir ekspanzija R* okvira u kome, jer mu je domen neprazan, za
neko x iz domena postoji, prema rl, s takav da Ps). Prema RAZ,
s<£1 Sto zajedno sa RlOy daje, prema FP3, RsOy za neko s za ko~

je je Ps 8to po definiciji relacije € znacdi da je Oy (ED

4,3,2 Iz RA2, stavljajuéi x=0 i y=0, dobijamo R100 odnosno RO1lO.
4,3,3 Pretpostavimo suprotno. Neka je, za neke u i v, uav=0 i
ug0 i v#0. rrema prothodnom, vazi R100 te kako je uav=0 i RluavO,.
Na osnovu RA4 to povladi da za neke 2 i Z vazi Rluzl, Rlvz2

i zrnzas 0. Kako je u#0 i v#0 to zbog RA2 iz Rluzl i Rlvz2 pro-
izlazi zl=zz=l Sto zbog zn2,% 0 daje 1=0. Kontradikcija.

4.4 Napomena

Primetimo da se, s obzirom na prethodne stavove, RA* okvir mo-
gao definisati kao RY okvir X sa elementima O i 1 na kome pos-
toji operacija N takva da je <ﬁom€£ ,N,0,1) polumre?a sa kra-
jevima O i 1 takva da vaZe RAO,RA1,RA2 i RA4. PredloZeni nacdin
smo odabrali zato da bi izbegli proSirenJje polaznog jezika {R,P}
na kome definiSemo okvire, novim, nedefinisanim, operacijskim
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znakom N, Primetimo i da je IKRAY) ¢ IK(RY) i M(RA*) € M(RY)
jer svojstvo RAY valuacije: v(xny)=v(x)av(y) povladi svojstvo
RT valuacije: x££y = v(x)ev(y).

4,5 Definicija ,

Neka je Mneki RAY model, x€domMm i AeForL*. Predikat Formu-
la A va?i u svetu x RAT modelaM (<{M,x>kA, odnosno xf=A) se
definise rekurzijom po izgradjenosti formule A, Aksiome ove re-

kurzije su za veznike Py A i-—> iste kao u definiciji 1.3 a za
veznik V aksioma glasi

(v) A=BvC, xkEBYW akko 3udv(ukB i vkEC i uavsx)
Predikati MEA,XkFA i |= . A se definiSu kao i ranije.

R

Eto, dakle, mesta gde se RA
semantike i njenih prosirenja. Ovo, naravno, nije neocéekivano
jer, s obzirom da je meta-logika koju koristimo klasiéna, pre-
thodni nadin potvrdjivanja formula oblika AAB i AvB je uvek
"morao da propusti i distributivnost. Pitanje Jje bilo kako iz-

semantika bitno razlikuje od R*

meniti ovaj nacin potvrdjivanja formula tako da distributivnost
ne vazi uvek. U ovom poglavlju dokazujemo da je nacin koji mi
predlaZzemo odgovarajuéi, tj. -da vaZi teorema o potpunosti RA*
raduna u odnosu na RAT semantiku. Pitanje tumadenja = pravila
za VvV ostavljamo izvan ove rasprave Jjer smatramo da je iskustvo
kojim savremena logika raspolaze u radu sa nedistributivnim
radunima joS$ uvek nedovoljno da bi omoguéilo neka podrobnija
heuristicka i epistemolo3ka razmatranja.

Po, u prethodnim poglavljima, veé utvrdjenoj metodolo3koj shemi
prvo pristupamo dokazivanju teoreme o szglasnosti racuna RAY sa
semantikom. struktura uporisnih stavova se donekle razlikuje od
prethodne jer su RAY okvirima i modelima nametnuti nedto strik-
tniji uslovi.

sledeéi stav je analogon teoreme o postojanosti (koja, uostalom
iz njega i proizlazi) jer,sliéno toj teoremi, pokazuje da se
svojstvo valuacije na rat modelima, koje je definisano na iskaz-
nim slovima, prosSiruje na sve formule iz ForL*.

4,6 Lema
U svakom RA* modelu M za svaku formulu A€ ForL' i sve x,yedomM
vazi

(") eee XEA 1 JFA &> xnyEA
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Dokaz:
Indukcijom po broju s(A) veznika formule A,
Ako je s(A)=0 onda je A=p, za neko iew pa
(py) A=py, xkFp; 1 ykp;4&> p;ev(x) i p;€ev(y)
& pyev(x)av(y)
&> p;e v(xny)
<> XNykDp;
Pretposlednja ekvivalencija Jje taéna po definiciji RAY valuacije.
Neka je s(A)> O i neka (n) def Ind Hyp va?i za sve Fe ForL'
takve da je s(F)< s(A). Dokazujemo da (n) vaZi i za A. Nastu=-
paju slucajevi:
(A) A=BAC, xEBAC i yEBAC &> (xEB i xkC) i (yFB i ykC)
& (xFB 1 yEB) 1 (xFC 1 yEC)
&> xnyEB 1 xnykEC (Ind Hyp)
& XnyEBAC
(=) A=B=->C, Dokazujemo xFB—>C i yEB—>C &> xnykB—>C
(&) Neka xnyk B—>C. Dokazujemo xFB->C, Pretpostavimo Rxuv i
ukB; dovoljno je dokazati vikC. Kako je xny< x to, prema P3,
vazi R(xny)uv Sto, sa ulkB i xnyk=B->C daje vl=C. Dakle,xkEB-*C,
Zamonom X sa y dobijamo i ykEB—>C.
(=) Neka xk=B—>C i ylEB-»C. Dokazujemo xnykE=B->C. Pretpostavi-
mo R{xay)uv i ulB; dovoljno je dokazati vl=C, Kako va%i i
Ru(xny)v to prema RA4 postoje v, i v, takvi da je Ruxv,, Ruyv,
i VAVoS V. No, tada je i quvl i Ryuv, sto zbog xkFB—=>C,yE=B=>C
i ulEB povladi v,FC i v21=C. ‘Kako C ima manje veznika od B->C
to, prema Ind Hyp, vazi i vlr\v2|= C. Medjutim vynv, SV povladi
vn(vlnv2)=v1nv2 te va(vynv,)l=C Sto, opet prema Ind Hyp, povla-
¢i viEC QED
(v ) A=BvC, Dokazujemo xXkEBvC i yk BVC & xnyk=BvC
(=) xkEBVC i yEBVC = Bul.‘:lvl(ult= B i vl|=-C i ulnvlsx) i
3u23v2(u2h13 i vy C i uznvzsy)
= 3u1§u23v13v2(u1nu2l=B i vlr\v2I=C i
UNViS X 1 unv,s y) (Ind Hyp)
=> JuF(uEB i vi=C i unvs xny)
Poslednja implikacija vaZi jer Je (uinvl)n(uvae)s Xny pa se
za u i v mpgu uzeti u nu, i ViV,
(&) Kako je xay<x i xny<y to isti u i v koji potvrdjuju B
i C u odnosu na xny potvrdjuju B i C i u odnosu na x i u odno-
su na y.
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4.,6,1 Lema o postojanosti .
U svakom RAY modelu M, za svaku formulu A €ForL’ i sve
X, y€ domMm , vaZi:

(P) eoe xSy 1 xXFA = yEA

Dokaz:
X<y i xFA=> x=xay i XA
' => x0yk=A
= xk=A i ykE=A (Prema lemi 4.6)
= JFA

4,7 Lema o vaZzenju implikacije
U svakom RAY modelu Mm , 2a svaku formulu A—»BeForL+, vazi:
ME A—>B & Vx(xkFA = xEB)

Dokaz: .
Isti kao i u RY modelima jer je MEkA definisano sa Vx(Px = xjA)
i vazi lema o postojanosti.

4,8 Lema
U svakom RA* modelu, za svaku formulu AeForl™, vazisz
OFA i lk=A

Dokaz: Indukcijom po broju s(A) veznika formule A
Ako je s(A)=0 onda je A=p; za neko iew pa
(Pi) A=Pi’ O#Pi i 1"'?1‘% Pi4- v(0) i P; € v(1)

&S pi¢¢ i p;eV (Definicija v)
Neka je s(A)> O i neka iskaz leme (Ind Hyp) vaZi za sve formu-
le F&ForL’ za koje je s(F)< s(A). Nastupaju sludajevi:
(A) A=BAC, OK-BAC i 1FBAC <> (OKB ili OK:C) i (1B i l=C)
Desna strana gornje ekvivalencije je tac¢na po Ind Hyp.
(=>) A=B->C, OHB->C i 1l B->C&>Judv(ROuv i uk=B i VKC) i

VxVy(Rlxy i xFB = yk=C)
Desna strana gornje ekvivalencije je tacna za u=l i v=0 jer je,
prema 4.3.2, RO10 i po Ind Hyp lE=B i OKC; drugi konjunkt je
talan jer Rlxy, prema RA2, povladi x=0 ili y=1,pa ako x}k=B,
onda po Ind Hyp, nije x=0 te je y=1 te, opet po Ind Hyp, ykC.
(V) A=BVC, OKBVC i 1FBVC<&D Vu¥v(unv<O0 => ulB ili vEC)
Ixdy(xEB i yEC i xny<1)

Desna strana gornje ekvivalencije je tadna za x=1 i y=1 (po Ind
Hyp 1EB i 1k&=C) i zato jer unvs< O povladi unv=0 pa je, prema
4,%3,%3, u=0 ili v=0 te, opet po Ind Hyp, ulkB ili vk-C.
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4,9 Teorema o saglasnosti raduna RAY sa semantikom

—, 2= =, A

Dokaz:
Kako je svaki RAY model istovremeno i R* model i kako su defi-
nicije k= za p;, A 1 —> kao imMEA isti i u RAY 1 u R™ modeli-
ma to, uz primenu leme o vaZfenju implikacije, Rl - R7 i MP i
AD va¥e u svakom RA‘ modelu, Dovoljno je dakle, dokazati da ak-
siome R8, R9 i R10 vaZe u svakom RA* modelu. Kako su i ove ak-
siome oblika implikacije, kao i ranije, koristimo lemu o vaZe-
nju implikacije.
R8 A->AvB

xk=A =» x|l AVB
akko xlkA => Juav(ula i vi=B i uavsx)
Poslednja formula je tadna za u=x i v=1 jer, prema 4.8, 1FB.
R9 B->AvB
Analogno R8
R10 (A—>C)A(B—>C)-> (AVB—>C)

xE=(A>C)A(B>C)=> xkEAVB->C
akko xkEA->C,xkB—>C = (Rxyz,yE=AvB => 2z|=C)
akko xkEA-»C,x}=B->C,Rxyz,(ukA,vi=B,uavsy) = zk=C
Dokazujemo poslednju formulu. Rxyz i unvs y povladi Ryxz i
unvs y 3to, zbog P3, daje R(unv)xz odnosno Rx(unv)z odakle pre-
ma RA4 proizlazi da za neke 2, i Z5 vazi Rxuz, i Rxvz, i ZN 2%
No, kako xEA->C, xFB->C, ukA i vi=B to vaii z.F=C i zoE=C te
prema lemi 4.6 1 zrwzeh=c Sto zbog postojanosti daje zlk=C QED

Za dokazivanje teoreme o potpunosti koristimo kanonske okvire i
modele koje uvodimo slede¢om definicijom. :

4,10 Definicija

Neka je S ekspanzija racuna RAY u jeziku L(s)=21*

4,10.1 X'(s) =(HCS),Rk(S),P(S),¢,ForL(S)> je S Tkanonski RAY
okvir

4,10.2 My (s) = (K (8)yvy > e *kanonski RAY model

Primeéujemo da su o *kanonski RAT okviri i modeli definisani na
svim (H(S)) a ne samo na prostim (H’(S)) 5 d.z. skupovima for-
mula. Razlog je, prirodno, u izmenjenoj definiciji k za Vv tako
da uslov xDAVB<&> x>A ili x3B koji je igrao kljuénu ulo-
gu u o *xanonskim R* modelima nema viSe nikakav znadaj.Time se,
istovremeno, eliminisSe iz dokaza i Zornova lema,
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4,11 Teorema

Za svaku ekspanziju 5 racuna RAT vazi:
4.11.1 S Tkanonski RA* okvir X'(s) je RAY okvir.
4,11.2 S *kanonski RAY model Wni(s) je RAY model.
Dokaz:
Primenjujemo teoremu 0.8 (v.) koja vaZi za sve ekspanzije od RAT.
4.,11.1 Prvo dokazujemo da u X' (8) vazi
(1) e xX$y&S x5y
(=) x<y = 3t(P(S)t i Ry txy)
= 3t(Th(S)e t i texcy)

=> Th(S)-x<cy (Prema 0.8.5)
= XCy (Prema 0.8.4, Th(S)ex=x)
(&) xSy = Th(s8)excy (Prema 0.8.4)

= 3t(Th(s)st i t-xcy) (Za t=Th(8) jer Th(s)eH(S))
= 3t(P(8)t i Ry txy)
= XKy
Dokazujemo da u K (S) va’e PO - P4 i RAO - RA4.
PO xSy i1ysx=p X=y
se, prema (1), svodi na xgy i yex = x=y 8to je tacno.
Pl 3t(P(S)t i Rytxx)
se svodi na 3t(t €P(8) i texex) Eto je tadmo za t=Th(S) (v. (1))
P2 Ry xxx '
se svodi na xex<&x $to Jje tadno jer 0.8.6.
P3 X8y i Rkyzt = kazt
se svodi na (zbog (1)) xcy i yezst = xez&t 5to je tacno Jjer
vazi 0.8.5.
P4 Rixyzt =) Rixzyt
se svodi na xeycu i uezct => Av(xezev i vey<t) Sto je tad-
no za v=xez jer Jje, zbog 0.8.1l, Xz € H(S).

RAO O#1
se svodi na @#ForL(sS) 8to je tacdno.
RAl xs$l

se svodi na x<ForL(S) 8to je tacno.
RA2 Rlxy <&y x=0 ili y=1
se svodi na ForL(sS)excy <> x=@ ili y=ForL(S). Dokazujemo ovo.
(=) ForL(s)excy povladi, ako je x#@, zbog C.8.7,
ForL(S)ex=ForL(s) pa je y=ForL(s).
(&= ) x=@ => ForL(S)ex=Q0 <y

y=ForL(5) => ForL(s)ex cForL(S)=y
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RA3 3Jz(zsx iz<y iVt(tsx i
se, zbog (1), svodi na Jz(zex i
sto je taéno za z=xny.
RA4 ka(ylnyz)z = 321322(kaylzl i Ry Xyo2Z, 1 2)N2,< 2)
se, zbog (1) i definicije za Ry, svodi na

Cxe(ynyode z =5 Fz,Fz5(xey € 2 1 xe¥52, 1 znzye2),
Dovoljno je dokazati Xo(ylnya)r-(xcyl)n(Xoyz) pa je onda gornja
formula tacna za zy=Xey, i Z5=XeY 5.
Dokazujemo Xo(ylﬁy2)=(Xoyl)ﬂ(ch2)
(&) Neka A€xe(yjny,). Tada za neke Bex i Ceyyny, vaii
\-§ B->(C—>A); no, kako Cey) i C€y, to A€xeyy i A€xey,.
(2) Neka Ae(x-’yl)r\(xoyz). Tada A€ Xeyy i A€ xoy, pa za neke
By,B€x,C1€¥y,05€y75 vaZi kg By—>(C;—>4) i }g B;~>(C5>A) odak-
le proizlazi }-5 BlABa->(Clv 02—>A); medjutim, kako je x zatvo-
ren za AD to BlABzex a kako Cle ¥y i C2e Y5 to Clvcae 0o
te Aexo(ylr\yg) QED
4,11.2 Dovoljno je dokazati da je kanonska valuacija Vi valua-
cija u smislu definicije 4.1.2., Ona to i jeste jer

v (xny)={xny)nV=(xnV)n (ynV)avk(x)nvk(y) .

Kraj dokaza.

4,12 Lema o ‘kanonidnosti -+kanonskog RA" modela
Neka je 5 ekspanzija raduna RA¥.
Za sve x €H(S) i sve AeForLi u 'm;(S) vazi:

(k) eee XFA&S Aex

Dokaz:
Indukcijom po broju s(A) veznika formule A,
Ako je s(A)=0 onda je A=p; za neko iew pa
(P:i_) A=p,, xkpi@ p;€ Vk(x)
<= P; € xnV
< P;E€X
Neka je s(A)> O i neka je (k) def Ind Hyp tadno za sve formu-
le FeForL’ za koje je s(F)< s(4A). Nastupaju sludajevi:
(AN ) A=BaC, XEBACEDY xkB i xk=C
&> Bex i Cex (Ind Hyp)
& BACex (Jer je x d.z.)
(=) A=B—>»C, xl'—-B—*C@VyVZ(kayz iyFB = zEC)
& YyVa(xoysz i Bey = Cez) (Ind Hyp)
& B>Cex
bokazujemo poslednju ekwvivalenciju.
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(&= ) Neka B>Cex. Ako je xey<Sz i Bey tada je, jer je formu-
la (B->C)—>(B—>C) teorema u S, Cexey(&2z) te je C&€z.

(=>) Dokazujemo kontrapoziciju. Neka B-—>C ¢x. Tada C¢Xo[B]S
jer, u suprotnom, ako CGXo[B] onda za neko A€ x vazi

}— A=>(B->C) te, jer je x 5 d.z., B-»Ce&x. Medjutim, prema 0.8.1,
xc[B]Se H(S) pa je Iydz(xeycz i Bey i C¢z) taino za y-[:B]

i z=xe[B]  &to je i trebdalo dokazati.

(V) AsBvC, XEBVC & Judv(ukB i viEC 1 unvsx)

&> JuAv(Beu i Cev i uavex)

& Bvex
Dokazujemo poslednju ekvivalencigju.
(=) Ako Fualv(Beu i Cev i unve x) onda BvC € unv pa BvCe x.
(& ) Neka BVCex. Tada je, prema 0.7.4, @]Sn [C] = EBVC]
pa je Juv(BEu i Cev i unvex) tadno za u= [B]b i v-[c]s

4,13 Teorema
Neka je S ekspanzija raduna RAY. Tada, za sve A€ ForL+, vazi:

b 46> M(s)=A

Dokaz:
Neka 4 € ForLt. Tada va?i sledeéi ekvivalencijski lanac:
b A &> AéTh(s)
& J(teP(s) 1 Adt)
Gornja ekvivalencija je tadna jer (=>) vaZi za t=Th(s) a (&= )
vazi aer ako za neko t €P(s), A¢t onda, zbog Th(S)e t, A€ Th(S).
&> 3t(Pt 1 tHA) (Zbog leme 4,12)
= ‘m.k(S)H:A (Po definiciji k)

4,14 Teorema
Neka je o ekspanzija raduna RA™ u jeziku L' i K¢ IK(RAY) takva da
4,14,1 VA(I—§-A=—'> k‘r-‘;A)

4.14.2  K(3)€ KK

Tada je < potpun u odnosu na klasu K ,

Dokaz:

Zbog 4.14.1, dovoljno je dokazati da ﬁ:.A = kg A
Dokazujemo kontrapoziciju.

bé‘A = W\.;(S)h&A (Prema teoremi 4,13
= K(S)HA (Jer je Frmy(s)= ¥'(s))
=3 }:rkz A (Jer, zbog 4.14.2, K'(8)

pripada klasi K )
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Dakle, 4.1l4 je analogon odgovarajuéih dovoljnih uslova za pot-
punost iz prethodnih poglavlja.

Primenjujuéi teoremu 4.14 na racun RA* (s=RA*, K= IK(RA¥))dobi-
jamo (4.14.1 je 4,9 a 4,14.2 je 4.11):

4,15 Teorema o potpunosti raduna RAY
s 2 e

Koridéenjem kriterijuma 4.14 moZemo dobiti i teoremu o potpunos-

ti raduna R (koji je, naravno, ekstenzija raduna RA* shema-ak-
siomom R11l) u odnosu na neku klasu RAY okvira. To nam, istovre-
meno, pokazuje kako se u svetlosti RAY semantike vlada aksioma
R1l, tj. distributivnost.

4,16 Teorema o potpunosti raduna R*

Neka je IK(R1l) klasa svih RAY okvira u kojima vaZi formula
VxVy¥z (xny< z = Judv(xsu i zSu i ysv i zsv i uwsz))
Tade Jje, za sve AeForL’

}_R-"' A(t)n«t;z__u)A

Dokaz:
Prema 4,14, dovoljno je dokazati:1® R11l va¥i u svim okvirima iz
klase |K(R11l) i 2° X*(R') pripada toj klasi.
1° Neka je M neki RA* model &iji okvir pripada klasi IK(R11)

M k= R11
akko 2zEAA(BVC) => 2z E(AAB)v (AAC)
akko 2 kA,3x3y(xEB,yEC,xays z) => Judv(ulk AAB,v FAAC,unve z)
Poslednja formula je tadna jer, ako vazi antecedens, onda pos-
toje u i v takvi da je x,2<u i y,z<v i unv<z; no, tada, zbog
postojanosti, dobijamo da ukAAB i vIEAAC QED
2° Neka su x,y,z€H(R') takvi da xnyc z. Neka je u=[_xuz]R+ i
v=[’yuz]R+ . 0&igledno, x,2€u i y,z& v. Dokazujemo unve z.
Neka je Ce& unv, Tada je Ceu i Cev pa za neke Aex, Bey i
C1+C,€ z vaii I’§+ AACy~>C i Ip+ BAC,—>C odakle proizlazi (koris-
ti se i R11l!) i“ﬁ+ (AVB)A(ClACE)'-)C. CiAC,€ z a, zbog AEX i
Bey, AvBe xny te, kako xny<z, AvBe z, Dakle, antecedens gor-
nje implikacije pripada z pa i konsekvens tj. C takodje pripa-
da z QED

Primetimo da se, umesto u odnosu na klasu IK(R1l), potpunost
R* mogla dokazati i u odnosu na (uZu od IK(R11l)) klasu okvira
u kojima je <domixl,$> distributivna mrezZa u kojoj je N infimum,
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Negacija u RA semantici

4,17 Definicija
+ = .
4,17.1 iX‘_=<fIl 1R> je RA_; okvir akko
(i) 7 je RA™ okvir, i
(ii) R je binarna relacija na dom X' takva da u XL va¥i

Rn (xny)Rz<> xRz ili yRz
R1 OR1
Ro - iRx = x=0

don®C 9€Taom ¥, K(RAL;, ) je klasa svih RA_;  okvira.
4,17.2 M={XL,v> je RA . model akko

(1) 2L je RA in okvir

(ii) v je RA” valuacija na domd(.

domM def Gomoc ,» M(RA ) je klasa svih RA ., modela.

min
4,17.3 Napomena
Zbog x<y i yRz = x=xay i (xRz ili yRz)
= (xny)Rz i x=xny (Prema Rn)
= xRz

zakljuéujemo da je svaki RAmi okvir istovremeno i Ros okvir,

n n
4,18 Definicija

Neka je M neki RA +n model, A& ForL i x€& domM, Predikat
Formula A va%i u svetu x modelaMm ({M,xYkA, odnosno, xkA)
se definise rekurzijom po broju veznika formule A tako Sto se
definicija 4.5 proSiruje aksiomom za

(=) A=B, xEB<&> Vy(xRy => yh=B)

Ostali k= predikati se definisu (zamenom R* sa RA

min) kao u 1,3,
4,19 Lema
U svakom RA . modeluM , za sve A€ForL i sve x,y€domM vazi:

() ... xFA L1 JFAS® xnykEA

Dokaz:

Indukcijom po broju veznika formule A i za veznike Pir ALV i=—>

je isti kao i dokaz leme 4,6 a za veznik ~ glasi:

(T ) Aa=B, xEB i yEB<&> VEt(xRt = tHB) i Vt(yRt = tHB)
& VE(xRt ili yRt => tHB)
&= Yt (xnyRt => t¥#B)  (Prema Rn)
& xnykEB '

Prema prethodnoj lemi u svakom RA modelu vaZzi svojstvo (n)

min
pa (v. 4.6.1 i 4,7) u njemu vaZe leme o postojanosti i vaZenju
implikacije,
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4,20 Lema

U svakom RA ;. modelu WML , za svaku formulu A eForl, vaZi:
OHA i 1A

Dokaz:

Indukcijom po broju veznika formule A i za veznike pi,ﬁ\,\’i -3
je isti kao u 4.8 a za~ glasi:

(=) 4=B, OWB i 1FB<>Vy(ORy i ykB) i Vt(1Rt = tH¥B)
Desna strana gornje ekvivalencije je tacna jer je prvi konjunkt,
zbog OR1 i 1EB (Ind Hyp), tadan za y=1 a drugi, jer 1Rt = t=0
pa OB, opet po Ind Hyp.

4,21 Definicija

RAmin je ekspanzija racuna RAY u jeziku L pravilom
Ny A28
B—>A

4,22 Teorema o saglasnosti racuna RAmin sa semantikom
— A = = A
RA RA_.

min min

Dokaz:

Kako vaZe leme o postojanosti i o vaZenju implikacije, potvrdji-
vanje aksioma Rl - R10 i pravila MP i AD u RAmin modelima je is-
to kao i u dokazu teoreme 4.9, Dovoljno je potvrditi pravilo NI.
A—>B

B—A

M= A->B =>MEB->A

akko Vt(tkA => t=B)=> (xkEB =» xEi)

akko Wt(tkA => t=B),Vt(xRt => t B#B),xRy => yHA

Poslednja formula je tadna jer xRy povladi, zbog pretpostavke
Yt(xRt = tHB), yk:B 3to zbog ¥t(tkA = tk=B) daje yHA QED

NI

sledeéom d :finicijom uvodimo kanonske okvire i modele,

4,23 Definicija

Neka je s ekspanzija raduna RA;, u jeziku L(s)2 L.

4.23.1 K(8) ={K'(5),R, > je S kanonski RA . okvir akko
(1) 3{+(s) je 5 *kanonski RAT okvir, i

(ii) xﬁky gVA(Aey = A¢x) za sve x,y€H(S).

4.23.2 M (3) =(3((S),¢k)'je S kanonski RA . model akko
(i) K(S) je S kanonski RA 5o okvir, i

(ii) v, Je kanonska valuacija na H(S).
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4,24 Teorema

Neka je © ekspanzija racduna RA s, tada vazi:

4,24,1 S kanonsk} RA . okvir K(8) je RA . okvir,
4,24,2 S kanonski RA :n model’W&(b) je RA_; model.

Dokaz:

Dovoljno je dokazati da ﬁk ispunjava uslove definicije 4.17
(Sto se tice kanonske valuacije, za nju je u 4,11.2 veé dokaza-
no da je valuacija u RA smislu),

RN (xny)R, 2z <> xR,z ili y'ﬁkz

Dokazujemo 'l(xny)R z <=>'lkaz 1')yRk

(=») Neka 'I(xny)sz. Tada za neko A€ z va%?i A€exnay pa Aex i
A€y tj. 'lxR z i Tysz.

(&) Neka 'lxR z i 'lysz. Tada za neke Al,Agez vazi Alex i
A2e y pa AlvAze XNy; no, Pm A A A2->A AL, (u dokazu se ko-
riste samo R5,R6,R10 i NI) Rk pa A]_A A € xny tj. '](xny)sz.

OR, 1

k —
se svodi na VA(A€ForL(s)=> A¢¢) Sto je tadno.
ll_:ka = x=0

se svodi na ForL(S)'ﬁkx = x=0 odnosno X#P =$'IForL(S)§kx
8to je tadno jer ako x#P onda postoji Ae€x a tada je A e€ForL(s).

4,25 Tema o kanonilnosti S kanonskih RA . modela

o« Tada u ’mk(s), za sve

Neka je b neka ekspanzija racuna RA
A€ TForL i sve x €dom ’Wlk(S) vazi:
(k) ee0 XEASD Aex

min

Dokaz:
Indukcijom po sloZenosti formule A i za veznike Piy» AWV i—> je
isti kao u 4,12 a za = glasi:
(T ) A=B, xEB&DVy (xR, y = yHB)

&> vy(xRy = Béy) (Ind Hyp)

&> BEX
Dokazujemo poslednju ekwvivalenciju,
(&=) Neka Bex. tada xﬁky, po definiciji _ﬁk’ povladi Béy.
(=) Dokazujemo kontrapoziciju. Neka Béx., Tada je xR [_B] jer,
u suprotnom, za neko A€ [BJS va’i A€ X pa zbog |-— B—>A i NI
dobijamo ki A->B tj. Bex, Prema tome, ay(kay i Bey) vaZi

za y= [.B]g, .

Neposredna posledica leme o kanoniénosti je (dokaz je isti kao
i dokaz teoreme 4,13):
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4,26 Teorema

Neka je S ekspanzija raduna RA;, u jeziku L(S)2L. Tada za sve
A eForL vazi:

s A M (5) A |
KoriSéenjem prethodne teoreme dobijamo kriterijum analogan kri-
terijumu 4.14 (dokaz je isti):

4,27 Teorema

Neka je 5 neka ekspanzija raduna RAp s, U Jeziku T i "(EH«RAmin)
takva da vazi:

4.27.1  Va(lg A= }—-‘E'A)

4,27,2 K(s)e IK

Tada je radun 5 potpun u odnosu na klasu K,

Neposrednom primenom ove teoreme na S=RA . i H(alKKRAmin),

(4.27.1 vazi zbog 4.22 a 4.27.2 zbog 4.24) dobijamo:

4,28 Teorema o potpunosti raduna RA
RA

min—

Jje potpun u odnosu na klasu svih RAmin okvira,
Primenjujuéi kriterijum 4.27, analogno dokazivanju potpunosti
za razne ekstenzije racduna Rmin u poglavlju 2, moZe se dokaza-
ti potpunost nekih ekstenzija raduna RAmin‘ Tako, za racune ko-
Jji se dobijaju ekstenzijom ‘raduna RAmin shemama N2,N3 i N4 iz

definicije 2.60 (str.64) vaZzi:

min

4,29 Teorema

Neka je RApin+Ni (i=2,3,4) ekstenzija raduna RA ; shema-aksio-
mom Ni i IJK(Ni) klasa svih RA ;, okvira u kojima vaZi k(Ni).
Tada je racun RAmin+Ni potpun u odnosu na klasu IK(Ni),

Dokaz:

Kako u shemama Ni ne ulestvuje veznik Vv to je njihovo potvrdji-

vanje u RA_,  okvirima u kojima vaizi k(Ni) isto kao i njihovo
potvrdjivanje u Ry ipn Okvirima u kojima vaZi k(Ni) (definicija k=
za veznike A ,~¥i ™ je u oba sludaja ista), Time je zadovoljen
uslov 4.27.1 kriterijuma 4,27.

Proveravanje uslova 4.27.2 se svodi na proveravanje vaZenja ka-
rakteristic¢nih formula k(Ni) u odgovarajuéim kanonskim okvirima,
Primetimo da se u kanonskim okvirima za ekspanzije raduna RAmins
zahvaljujuéi tome Sto su zatvoreni za operaciju o jer se radi

sa svim d.z. skupovima, pomoéu formula

Rkﬁkxyz wg=2 (xoy)ﬁkz i Rkﬁglxyz  d zﬁk(xoy)
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formule k(Ni) svode na

k(N2)* ... ’VXV&VE(Xoyﬁkz => yﬁkon)

k(N3)" .oo - Vx‘v&(xﬁ v => yﬁkx)

K(N4)’ ooe \hdﬁ&&(x»yR zZ =§'onRky)

Dokazugemo da UK(RA +N1)F=k(N1)‘ za i=2,3,4.

i=2

Neka Je Xoysz. Dokazujemo yRKXcz. U suprotnom postoji A€ xo2
takvo da A ey pa za neke Bex i Cez vazi da je u RAmln+N2 for-
mula B-»(C-»A) teorema. Primenom N2 (A->B)->(E->A) dobijamo i
da je formula B->(A>C) teorema. Medjutim Bex i Key daju
CTexeoy Sto je nemoguée jer Xoyﬁkz i Cez povladi Cé& X-y¥.

i=3

Neka je kay. Dokazujemo yka. U suprotnom postoji Aex takav
da je Aey. No zbog N3 A>AX dobijamo da ae Eex 3to protivredi
pretpostavei kay Jjer ispada da B= Aey i B-Aex.

i=4

Neka je xoyﬁkz. Dokazujemo Xezﬁky. U suprotnom postoji Bey
takav da BE€ xez te postoje Aex i Cez takvi da je formula
A->(C>B) teorema u RA_; +N4. No, tada, zbog N4 (A->B)->(B+A)
dobijamo i da je formula A—)(B—vc) teorema sto zbog A€x i1 Be y
povladi T € xeoy. Kontrad1k01_aa sa Xeysz icCez.

Kraj dokaza.

Primeéujemo da aksioma N1 AAB-»AVB raduna R nije teorema ra-

min
duna RA <0 8to nije neodekivano zbog razliditog tretmana dis-
junkcije u R_. i RA_. . oledeca teorema daje semantidku karak-

min min

terizaciju sheme N1 u RAmin semantici.

4,30 Teorema

Neka Jje RAmin+N1 ekspanzija racuna RAmin

omom N1 i IK(N1l) klasa svih RA .. okvira u kojima vaZzZi
k(N1l) ... xRynz &> xRy ili xRz

Tada je radun RA . +N1 potpun u odnosu na klasu IK(N1).

u jeziku L shema-aksi-

Dokaz:
Primenjujemo kriterijum 4,27.

19 Dokazujemo da u svakom RA okviru u kome vazi k(Nl) va-

min

7i i Nl. Neka je M model na jednom takvom okviru,
MmE=N1

akko xkZA,xkB =% xp=ivB

akko Vt(xRt = tHA),Vt(xRt => tHB) => (xRy => yhrAVB)
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akko Vt(xRt = tEA,tHB) ,xRy =» (uavs<sy <> ubkA ili vk<B)
akko Wt(xRt => tHA,tWB),xRy,uavsy => ub=A ili vHB
Dokazujemo poslednju formulu. unvs<y povlaéi uavay=unv pa je
xRunv ekvivalentno (zbog k(N1)) sa (xRuav ili xRy) &to je tadno.
Dalje, xRuav povladi xRu ili xRv odakle, zbog pretpostavke
Vt(xRt = tHA,tHB) proizlazi ubkkA ili vHeB (ED

2° Dokazujemo da TKQRAmin+Nl)F=k(Nl).
k(N1) dokazujemo u obliku _

TxRynz <1xRy i 1xRz
(=>)Prema xRynz postoji Aeynz takav da je Rex. No, to zna-
¢i da je Aey,Aex i Aez,Aex tj. 1xRy i 1xRz.
(<= )Prema xRy i 1xRz dobijamo da postoje Aey i Be z takvi
da 2,Bex. No, prema N1 AAB —>AVB, proizlazi da AvBex; medju-
tim iz Aey i Bez proizlazi da AvBeynz. Dakle ‘|x§ynz.
Kraj dokaza.

*x 13 ®

Zakljuéimo ovo poglavlje nekim zapaZanjima koja se istovremeno
mogu smatrati i razmisljanjem nad celom ovom raspravom.

Unutar svakog poglavlja se .moZe, Sto je sasvim ocekivano, zapa-
ziti usloZnjavanje karakterizujuéih uslova odnosno odgovaraju-
¢ih semantika, koje prati usloZnjavanje racuna koji se semanti-
zuje. U tom smislu, Hintikka shema je moZda najdramatiéniji
primer.

Medjutim, poglavlje 4 deluje, na prvi pogled, kao protivargu-
ment upravo iskazanome. Ipak, malo podrobnija analiza nas uve-
rava da to nije slucdajno. Kripkeowvska semantika je koncipirana
tako da se predikat k= definisSe uz Sto visSe oslanjanja na meta-
logiku koja je, naravno, prvobitno zamisljena kao klasiéna. To
je istovremeno i glavna prednost Kripkeovske semantike u odno-
su na algebarsku, U ovom poglavlju pak, razmatran je racdun u
kome distributivnost A prema disjunkeiji ne vazZzi uvek. Time
je narusSen jedan od osnovnih zakona klasidne meta-logike Sto
se odmah odrazilo i na sloZenost definicije predikata k=.

Stvar se moZe i drukéije postaviti. MoZemo,. naime, zamisliti
da smo definicijom predikata k= za VvV , onakvom kakva je, izvr-
$§ili izmenu meta-logike, Umesto jedne prirodne konjunktivno-
disjunktivne mreZe, kakva je klacié¢na meta-logicka mreza, mi
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smo uveli jednu polumre?u sa bitno razlicéitim osobinama od kla-
sidne. To, istovremeno, ukazuje na granice Kripkeovske semanti-
ke na kojima se ona pribliZava algebarskoj.

Tako, na primer, ukoliko bismo hteli da u RA izvrsimo semanti-
zaciju veznika [] binarnom relacijom RM uvideli bi da je to ne-
moguée jer u kanonskom modelu, koji se, ne zaboravimo, definise
na svim d.z. skupovima formula a ne samo na prostim, ne vaZi us-
lov (xny)RMz &> xRyz ili yRyz koji je neophodan da bi vaZilo
svojstvo N (v.lemu 4.6) koje je,pak, neophodno da se potvrde
aksiome i sheme baznog RAY raduna. Ukoliko se ipak Zeli seman-
tizacija veznika O u ovom duhu onda se sa polumreze mora preéi
na mrefu i izmeniti b= 2za sve veznike., U tom slucaju nestaju
svi tragovi klasiéne meta-logike i mi smo se naSli u klasiénoj
algebarskoj semantici u kojoj meta-logika slepo prati unutras-
nju strukturu raduna o kome je re¢ brisSué¢i, praktiéno, sve veze
sa logikom u uobidajenom smislu recéi.

Situacija, slidna ovoj sa veznikom OO, vaZi i za, na primer,
veznik — ako se pokuSa semantizacija neke jake aksiome kao

5to Jje A-»A u RA_ ;. bez prisustva N1,N2,N%3 i N4, i, naravno,
distributivnosti. Tada se ispostavlja da se nalazimo u semanti-
ci sliénoj onoj iz modalnog primera sa str.85 gde nema karakte-
rizacije predikatskom formulom prvog reda. Ako se takva karak-
terizacija ipak Zeli, opet se mora preéi sa polumreZe na mrezu
i izvr3iti izmena definicije vaZenja. MoZemo zakljuéiti da ne
samo uvodjenje novog veznika u neki "osakadeni" raclun kao Sto
Jje RA+, veé i uvodjenje nove aksiome u "neprirodnom" poretku
mo¥e uticati na gubljenje vazZnih svojstava Kripkeove semantike.

~ Mislimo, da je cmer buduéih istra?ivanja u semantici,ne samo
relevantnih, veé i mnogih drugih neklasiénih logika, odredjen
upravo duhom prethodnih razmisljanja. Mislimo, takaije, da

ée buduéa istrafivanja odnosa algebarskih i Kripkeovih semanti-
ka za 3to Sire klase iskaznih raduna dati odgovarajuc¢i matema-
tidki aparat kojim ée se moéi odredjivati neka mera bliskosti

i srodnosti sa klasicnom logikom,
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