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PREDGOVOR

Predmet izu&avanja ovog rada su bitopolo3ki prostori,
skupovi snabdeveni dvema topologijama koje su u op3tem slu-
Caju sasvim nezavisne. Medjutim, ako se razmatraju posebne
klase ovih prostora, zbog uslova koje zadovoljavaju ove to-
pologije,javlja se i njihova medjusobna zavisnost koja u
nekim slucajevima znali i podudaranje topologija. Izulavanje
ovih prostora podrazumeva ispitivanje novih klasa prostora
i odnose medju tim klasama. Prostori jedne klase imaju odre-
djene osobine koje se, u sluéaju kada su topologije na uo-
Cenom skupu jednake, po pravilu svode na neko odredjeno to-
polodko svojstvo, -

Rad se sastoji iz pet poglavija. U prvom poglaviju da-
ju se uvodni pojmovi, definicije 1 osnovne osobine bitopolo-
$kih prostora, a posebno se istidu pojmovi kompaktnosti i
koneksnosti bitopolodkih prostora i osobine tih prostora.

U drugom poglavlju se razmatra lokalna kompaktnost bi-
topoloikih prostora. Citiraju se ve¢ postojece definicije lo-
kalne kompaktnosti i uvode novi pojmovi koji se nazivaju lo-
kalnom kvazikompaktno3€u. Razmatraju se medjusobni odnosi ra-
z1i¢itih klasa lokalno kompaktnih bitopolo3kih prostora, a
posebno se ispituju osobine lokalno kvazikompaktnih prostora.
Dokazuje se, pored ostalog, da za uzajamno lokalno kvazikom-
paktne uzajamno R1 prostore vaZzi uopdtenje teoreme Aleksan-
drova o kompaktifikaciji jednom tackom.

Zatim se ispituju osobine topolodkih i bitopolodkih hi-
perprostora.

Tako se u treéem poglavlju, pored ostalog, dokazuje da
topoloski prostor i njegov koli&nik - prostor pri relaciji
ekvivalencije definisanoj sa: x~y <=> {x}a{y} , imaju home-
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omorfne hiperprostore i1 da mnogi poznati rezultati dokazani
23 Tl-prostore vaze 1 za 3iru klasu topoloskih prostora, za
Ro—prostore. Zatim se daju osnovne osobine bitopolodkih hi-
perprostora, posebno se ispituje kvazikompaktnost bitopolo-

$kih hiperprostora i dokazuje se analogno tvrdjenje o homeo-
morfizmu bitopolodkih hiperprostora.

Cetvrto poglavlje je posveteno izulavanju lokalne kva-
zikompaktnosti bitopolodkih hiperprostora sa konaénim i po-
lukonaénim topologijama.

U petom poglavlju se razmatraju razni tipovi koneksno-
sti bitopolo3dkih hiperprostora i dobijaju se uop3tenja rezu-
ltata koji vaZe za topoloske hiperprostore.
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1, UVOD

1.1. BITOPOLOZKI PROSTORI

Pojam bitopolo3kog prostora, trojke (X,t!,1%), gde Je X
skup a 1! i t? proizvoljne topologije na skupu X, pojavio se
1963. godine u radu J.C. Kellyja “"Bitopoloski prostori" ([26])

Zadavanje dveju topologija na jednom skupu 1 veze izme-
dju tih topologija ispitivani su i ranije. Tako J.D. Weston
uvodi pojmove "spregnutih" i "postojanih" topologija, od ko-
jih drugi pojam odgovara definiciji uzajamno Hausdorffovog bi-
topoloskog prostora.(Vid. [69].)

Kelly je po3ao od kvazi-pseudo-metrike p:XxX — R (ne-
simetritne funkcije rastojanja) definisane na skupu X 1 njoj
pridruiene kvazi-pseudo-metrike q:XxX =—> R definisane sa
q{x,y)=p(Xx,¥). Ove dve kvazi-pseudo-metrike defini3u dve to-
pologije na skupu X, koje u opStem sluéaju nisu ni u kakvoj
uzajamnoj vezi,

Kelly uop3tava aksiome separacije za topoloske prosto-
re na slede€i nacin:

Def inicija 1.1. Bitopolodki prostor (X,t!,t?)
je uzajamno Hausdorffov (glz) ako za svaki uredjen par (x,y)
razli&itih taaka iz X postoje t! otvoren skup U § t? otvo-
ren skup V takvi da je xeU, yeV i Unv=0@,

Definicija 1.2, U bitopoloSkom prostoru
(X,t?,t2) topologija t! je regularna u odnosu nha topologiju
2 (111 (X,t',t?) je (1,2)-reqularan) ako za svaku taclku x
iz X i svaki t! zatvoren skup FCX koji ne sadrii x, postoje
1! otvoren skup U i t? otvoren skup V takvi da je xeU, FCV
i UNY=P,tj. ako svaka tacka iz X ima t! okolinsku bazu koju
gine 12 zatvoreni skupovi. Prostor (X,t',t?) Je uzajamno regu-
laran (p-regularan) ako je (1,2)-regularan i (2,1)-regularan.
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Def inicija 1.3. Prostor (X,t',t?) je uzajamno
normalan (p-normalan) ako za svaki t' zatvoren skup A i svaki
12 zatvoren skup B za koje je ANB jednako #, postoje 1?2 otvo-
ren skup U 1 t! otvoren skup V takvi da je ACU, BCV {1 UnV=j,

Ukoliko su topologije t! 1 t* jednake, ove definicije
se podudaraju sa odgovarajucéim definicijama za topolodke pro-
store. Tako se (1,2)-regularnost i p-regularnost svode na re-
gularnost, a p-normalnost postaje normalnost topoio3kih pro-
stora.

U ovom radu Kelly je, pored drugih osobina, dokazao da
za bitopolo3ke prostore vaZe uopitenja nekih poznatinh teorema
kao ¥to su Urisonova lema, Urisonova metrizaciona teorema, Ti-
etzeova teorema o prodirenju funkcije. Navedcemo generalizaci-
ju Urisonove lenme,

Stav 1.1. Ako je bitopolodki prostor (X,r! ,t?) p-nor-
maian tada za T‘zatvdren skup F i t2 zatvoren skup H, ta-
kve da je FNH=@, postoji t* poluneprekidna odozdo (1.s.c.) i
? poluneprekidna odozgo (u.s.c.) funkcija f:X— [0,17CR
takva da je f(F)={0} 1 f(H)={1} . y¢

P. Fletcher, E., P. Lane 1 C., W. Patty nastavljaju ispi-
tivanje bitopolodkih prostora. (Vid. r20],(31] 1 [47].)

Def inicija 1.4. U bitopolodkom prostoru

(X,t!,t?) topologija 3 je potpuno regularna u odnosu na o

(111, prostor (X,t',7?) je (i,j)-potpuno reguiaran za i,je{1,2}
i 147, akq za svaki t' zatvoren skup_F i svaku tadku xeX-F
postoji ! poluneprekidno odozdo i 79 poluneprekidno odozgo
preslikavanje f:X — [0,1]CR takvo da je f(F)={0} i f(x)=1,
Prostor (X,t',7t?) je uzajamno potpuno regularan (p-potpuno
reqularan) ako je (1,2)-potpuno regularan i (2,1)-potpunc re-
gularan,

Iz definicija poluneprekidnih funk¢ija neposredno sle-
di da je u prostoru (X,t',t?) topologija 11 potpuno reqular-
na u odnosu na TJ ako 1 samo ako za svaki 11 zatvoren skup F
i svaku talku xeX=-F postoji Ti Uu.$.¢. 1 15 1.8.¢C. preslikava-
nje ¢g:X — [0,1]CR takvo da je g(F)={1} 1 g(x)=0,
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Dovoljno je posmatrati homeomorfizam h:[0,1] — [0,1]
definisan sa h(t)=1-t za sve te{0,1] . Tada, ako Je
f: X —[0,1] 11 1.5.c. i 19 u.s.c. preslikavanje takvo da jJe
f(F)={0} i f(x)=1, preslikavanje g=h.f:X — [0,1] Je 11 U.S.C.

i <9 1.s.c. 1 vazi g(F)={1} i g(x)=0.

Fletcher 1 Lane nezavisno dokazuju da je bitopolodki
prostor p-potpuno regularan ako i samo ako je uzajamno kvazi-
uniformizabilan.

Ispitujuéi kvazi-pseudo-metrilke prostore, Lane 1 Pat-
ty uvode pojmove uzajamno savr3eno normalinog 1 uzajamno pot-
puno normalnog bitopolosSkog prostora. |

Lane, uopitavajuéi teoremu Nagata-Smirnova ([18], Th.
4.4.7.), daje dovoljine uslove za kvazi-pseudo-metrizabilnost
bitopoloskog prostora.

Pre prelaska na definicije kompaktnosti 1 koneksnosti
bitopoiodkih prostora i njihove osobine, nave3Cemo druge de-

finicije i osobine bitopoloskih prostora koje ¢emo dalje
koristiti.

Definicija 1.5 ([5]) Bitopolo3dki prostor

(Xyt1412) je bitopolodki proizvod familije {(xl.Ti,Ti)lleﬁ}

bitopolodkih prostora wukoliko je X= |1 XA, direktan proizvod

Ael
familije skupova {xllxen}. a topologije t! 1 12 su topologi-

je proizvoda (topologije Tihonova) odredjene redom topo1ogi-

jama Ti i Tir Aeh .

Def inicija 1.6. Neka je (X,t*,r?) bitopolioi-
ki prostor i neka je S relacija ekvivalencije na skupu X. Bi-
topolo3ki koli&nik prostora (X,t!,t?) u odnosu na S je bito-
poloiki prostor (Y,o!,02?), gde je Y= X/S, skup klasa ekviva-
lencije, a o 1 o2 su koliénik-topologije na skupu Y odredje-
ne topologijama t! 1 t? redom. (Vid. [5].)

Definicija 1.7. Preslikavanje f:(X,t',t2)—
-+ (Y,o',0%) bitopoloskih prostora je:
(a) uzajamno neprekidno ako su indukovana preslikavanja
fis(Xyv ) = (Y,0') neprekidna za 1=1,2;
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(b) uzajamno otvoreno ako su f; , i=1,2, otvorena preslikava-

njas
(¢) uzajamno zatvoreno ako su f. , i=1,2, zatvorena preslika-
vanja,

(d) uzajamni homeomorfizam ako je f uzajamno neprekidna 1 u-
zajamno otvorena bijekcija, tj. ako su f1 , i=1,2, homeomorfi-
zmi;

(e) uzajamno utapanje ako su preslikavanja f; , i1=1,2, utapa-

nja topolodkih prostora, tj. ako je (X,t?,t?) uzajamno homeo-

morfan potprostoru prostora (Y,g!,s2). (Vid. [48] {1 [63].
Osobinu bitopolo3kih prostora koja se Cuva pri uza-

jamnom homeomorfizmu nazivamo bitopoloSkom invarijantom.

Sledeée pojmove kvaziotvorenog, kvazizatvorenog skupa 1
druge, uveo je M. C. Datta u [9].

Definicigja 1.8, UbitopoloSkom prostoru
(X,7!,t2) skup je kvaziotvoren ako je unija skupova i1z kolek-
cije tlyr? 3 skup je kvazijzatvoren ako je komplement kvazi-
otvorenog skupa; kvaziadherencija A skupa A Jednaka je prese-
ku Ti adherencija skupa A za i=1,2, tj. k=ANi° , pri Cemu je
$a A‘_T ¢clA oznalena adherencija skupa A u prostoru (X,T ) s
i=1,2.

Neposredno se vidi da je svaki kvazizatvoren skup jednak
preseku jednog ! zatvorenog i jednog t? zatvorenog skupa, kao
i da je kvaziadherencija A skupa A kvazizatvoren skup.

Vaii slededi

S tav 1,2,0perator kvaziadherencije u bitopolo3Skom
~prostoru (X,t',t?) ima sledece osobine:
1® AcX je kvazizatvoren ako i samo ako je A=k ;
29 K=A za svaki ACX ;
3° ACB => ACH za sve A,BCX ;
4° AUBC.AUB Za sve A,BCX
59 ¢ C]A'TiC1A za svaki ACX i i=1,2,

Dokaz. 1% Ako je A kvazizatvoren skup, to Je
A=A.NA,, gde je A1=A » tj. A; Je zatvoren skup u (X.T ) »
i=1,2. Sledi da je A'CA,, i=1, 12, pa je A=RAK’ CANA, =A.Kako




je uvek A<A, sledi A=A, Obrnuta implikacija siedi 1z defini-
cije. |

29 Jednakost s]ed1 iz 19 jer je A kvazizatvoren skup 1 AZ(A)=A.
39 1z ACB => A CB za i=1,2, sledi ACSH

4% Inkluzija se dobija iz 3° jer iz ACAUB {1 BCAUB siedi
ACAUB i BCAUB

5 Achl => 11¢1A ctlc1A! =KV za i=1,2, i zbog ACK, sledi
jednakost. V

l——

Napomenimo da kolekcija kvaziotvorenih skupova u bitopo-
loskom prostoru X ne mora biti topologija na skupu X. Ona za-

dovoljava uslov da je unija kvaziotvorenih skupova kvaziotvo-
ren skup,ali presek dva kvaziotvorena skupa ne mora biti kva-
ziotvoren, 3to pokazuje

PRIMER 1.1. Neka je X=R, t! topologija levih intervala,
koju &emo ubuduce oznadavati sa L i t? topologija desnih in-
tervala, koju femo oznacavati sa »D.

L = {(-=,a)|acRYVU{@, R} i p = {(a,+=)|acR}U{P, R} .
Nijedan skup (a,b)=(-»,b)n(a,+~), gde je a<b, nije kvaziotvo-
ren u (R,L,D) jer nije unija elemenata iz Lup .

E Gornji primer pokazuje da u relaciji 4° stava 1.3 ne va-
% ra Jednakost u op§tem slutaju. Za svaku tac¢ku x iz (R,p .0} Je
i {x} =[x +w) , {X} =(-m.x] i (X}s[X,40)N(=o,x] ={x} ,

dok je za dve tadke x i-y, za koje Je Xx<Y¥,

I —— —

{x,y} = [_x:""’“)n('“ty] = [xry-_l # {x,y} = {x}J{y} .

Ako se sa I ozna&i skup [0,1JCR, a sa [, ip; topolo-
gije na I indukovane topologijama levin i dgsnih 1nterva1a.
tada je preslikavanje f:(X,t},t?)—[0, 1] ! 1.s.c. 1 1?
u.s.cC. (1,je{1 2} 1 1#3J) ako i samo ako je pres]ikavanae
f: (X.T 2T )-+(I,L .DI) uzajamno neprekidno.

Tada se Def1n1c13a 1.4 1 Stav 1.1 mogu iskazati 1 na
slede¢i na&in: |

Definicigja 1.4°. Bitopolod3ki prostor (X,r!,t?)
je (i,j)-potpuno regularan ake za svaki ! zatvoren skup F 1
svaku tadku xeX-F postoji uzajamno neprekidno presiikavanje

T———————S T i
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Fr(x, 03,7y =(1,0,,0,) takvo da je f(F)={0} 1 f(x)=1 .

Stav 1.1°. Ako je (%X,t',7t*) p-normalan prostor, ta-
da zasvaki ! zatvoren skup F i svaki T% zatvoren skup H za
koje Je FNH=P, postoji uzajamno neprekidna funkcija
f:(X.Tz,T‘)-»(I.LI,DI) takva da je f(F)={0} 1 f(H)={1}) .

Definicija 1.9. ([9]) Preslikavanje
fe(X,t',t?) —~(Y,0',0%) je kvazineprekidno ako je fnverzna sii-
ka Ssvakog kvaziotvorenog skupa iz Y kvaziotvoren skup u X .

Posl1edica 1.1. Svaka uzajamno neprekidna fun-
kcija Jje kvazineprekidna.

Obrnuto tvrdjenje u op3tem slucaju ne vazi. Dovoljno je
uzeti X=Y, T'=0'ac? je diskretna topologija a t* antidiskre-
tna. Ako skup X ima bar dva elementa, identiéno preslikavanje
nije uzajamno neprekidno, mada je kvazineprekidno,

Definicigja 1.10. ([9]) Bitopolodki prostor
(X,T',T%) je kvazi-Hausdorffov (qT,) ako za svake dve razlici-

te talke postoje disjunktni kvaziotvoreni skupovi kojJi ih sa-
drie .

[z Definicija 1.1 1 1.10 neposredno sledi

Posledica 1.2. Svaki pT2 bitopoloski prostor
je qT, prostor. |

Da obrnuto ne vaZi, pokazuje Primer 1.1. Prostor (R,.,D)
je kvazi-Hausdorffov ali nije uzajamno Hausdorffov jer za ta-
ke x 1 y, za koje je x>y, svaki L otvoren skup koji sadrii

tacku x sadrzi i tacdku y, i svaki D otvoren skup koji sadriZi
talku y sadrZ2i 1 tacdku x .

Sledede pojmbve semiﬁivorenog skupa, semizatvorenog,
i druge, uveo je takodje Datta ([9]).
U bitopoloskom prostoru (X,t!,t?) oznalavacemo sa
tet 12 supremum topologiju na skupu X za topologije tT' i T2,
tj. topologiju &ija je predbaza kolekcija T'UT' |
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Definicigja 1.11. U bitopoloskom prostoru
(K,t',t?%) skup Je semiotvoren ako je element topologije v
skup je semizatvoren ukoliko je ¢t zatvoren. Prostor je semi-
Hausdorffov (312) ako je topolo3ki prostor (X,t) Hausdorffov,
Presiikavanje f:(X,t',t?)—=(Y,ol,0?) je semineprekidno ako je
neprekidno kao presiikavanje topolo3kih prostora sa supremum

topologijama ~<tsrlvwr? {1 g=glve?

[z definicija neposredno sledi da je svaki ri otvoren
skup , i1=1,2, kvaziotvoren_i da je svaki kvaziotvoren skup se-
miotvoren, Dualno, svaki 11 zatvoren skup Jje kvazizatvoren i
svaki kvazizatvoren skup je semizatvoren., lz definicija je ja-
sno da ovi pojmovi nisu ekvivalentni, a iz primera 1.1 se to
neposredno vidi, |

Takodje,svaki qu prostor je sT2 prostor, dok obrnuto
ne vazi u op3tem sludaju, 3to pokazuje

PRIMER 1.2, Neka je X={a,b,c}, ti={f,{a,b},X}, <t%=
={@d,{c},{a,c},{b,c}, X} . Topologija v je diskretna i prostor
(X,71) je Hausdorffov, dok (X,t',t?) nije qT, jer se tacke a
i b ne mogu razdvojiti kvaziotvorenim skupovima.

Takodje, i svako kvazineprekidno preslikavanje f bito-
polodkog prostora (X,t!,r?) u prostor (Y,o!,0?) je seminepre-
kidno,jer je inverzna slika svakog predbaznog elementa topolo-
gije o=glvo? kvaziotvoren, a stoga i semiotvoren, skup u X .
Da obrnuto u op$tem sluZaju ne vaZi, pokazuje primer iz [9].

Stav 1.3, Neka je (X,t',t?) bitopolodki proizvod
familije {(xk'ri‘ri)llEA} bitopolodkih prostora. Projekcije
pl:x-+xl su uzajamno neprekidne, a stoga i kvazineprekidne,
odnosno semineprekidne, funkcije. (Vid.[5] 1 [9].)

‘Navodimo sada tvrdjenje koje ¢emo kasnije koristiti,

Lema 1.1, Ako su \ i=1,2, predbaze topologija Y

na nakom skupu X, tada je d=dyUds predbaza topologije

‘P-‘P1V‘~P2 na X .
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D o kaz . Oznac¢imo sa 6 topologiju na skupu £ koja
za predbazu ima kolekcijiu ¢ . Iz by ¥, za i=1,2 sledi da je
ocY . Da jevco ,dovaljno Je dokazati da svaki predbazni
element topologije ¥ pripada o , tj. da Je 74O Za i=1,2
A to sledi 1z inkluzija ;C¢CO i &injenice da je O topolo-
gija na X ., v

Pored veé¢ uvedenih aksioma separacije, u bitopolodkim

prostorima su razmatrane i sledeée, za koje prihvatamo nazive

kao u [61].

Definicigja 1.12. ([44]) Bitopolodki prostor
(X,t',1%) je slabo uzajamno T  (wpT ) prostor ako za dve ra-
z1i&¢ite tadke iz X postoji 1! otvoren i11 1% otvoren skup ko-
ji sadrii jednu od tadaka ali ne i drugu.

Definicija 1.13. ([21]) Prostor (X,r},r?) Jje
uzajamno T, (EIO) ako za svaki uredjen par razli€itih tacaka
x 1y iz X postoji t! otvoren skup U takav da xeU {1 y¢u , ili
postoji % otvoren skup V takav da yeV i x¢V .

Definicija 1.14. ([63]) Prostor (X,t?,r?) je
slabo uzajamno T, (wpT,) ako za svake dve razlitite tatke iz
X bar jedna ima t! okolinu koja ne sadrZi drugu tadku, dok
druga taZka ima t2 okolinu koja ne sadrii prvu tadku.

Definicigja 1.15. ([s54]) Bitopolodki prostor
(X,t},t?) je uzajamno T, (pT,) ake za svaki uredjen par raz-
1i&¢itih tacaka X 1 y 1z X postoje t! otvoren skup U 1 t? ot-
voren skup V takvi da Je xeU, ydu, yeV 1 xdV.

Definicija 1.16. ([63]) Prostor (X,t'.t?) Je
slabo uzajamno T, (wpT,) prostor ako za svake dve razilicite
tadke 1z X postoje disjunktni t! otvoren skup U 1 t? otvoren
skup V takvi da jedna od tataka pripada skupu U a druga sku-

pu V.

Iz navedenih definicija neposredno sledi da su osobine
ka i prk za k=0,1,2; (1,2)-regularnost i (1,2)-potpuna
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reqularnost, kao 1 p-regularnost, nasledna svojstva.

Kombinovanjem aksioma pr1 i pT1 sa aksiomama regular-
nosti i normalnosti dolazi se do pojmova slabo uzajamno T,
(wpT,) 1 uzajamno T, (pI,) prostora, odnosno slabo uzajamno T,

(3214) i uzajamno T4 (914) bitopolo3kog prostora.
Veze medju gore navedenim aksiomama separacije mogu se

predstaviti slede¢im dijagramom ([61]):

pT4 - pT3 > pTz - pT.l - ]:lT0
y ) 1 Y 4
pr4 -> pr3 —> pr2 = pr1 - pr0

Da slabe (prk) i Jake (ka) aksiome uzajamne separa-
cije nisu ekvivalentne, pokazuje primer 1.1. Prostor (R,L,D)
zadovoljava sve gore navedene prk aksiome, ali ne zadovolja-
va nijednu od ka aksioma za k=0,1,...,4.

Stav 1.4. Bitopolodki prostor (X,t',t?) je pT1 pro-
stor ako i samo ako su (X,t') i (X,t?) T,-prostori. (Vid.[54].)

Primetimo da je od navedenih aksioma uzajamne separa-
cije samo svojstvo pT, prostora (X,t',t?) ekvivalentno T, oso-
bini prostora (X,t!) 1 (X,t?) .

S druge strane, ako su topologije 1! i t? jednake, ta-
da se sve ove definicije svode na odgovarajuée definicije za
topolodSke prostore.

Navedimo samo da su pored ovih ispitivani i uzajamno
Tihonovlijevi prostori (pT3& ) kao i slabo uzajamno T3i prosto-
ri. (vid.[54] i[61].)

D. Adnadjevi¢ ([3]), I. L. Reilly ([54]) i B. P. Dva-
11§vilj ([16]) dali su 1 karakterizacije aksioma separacije
bitopolo3kih prostora pomoéu konvergencije. Vali

Stav 1.5. Bitopolo3ki prostor (X,t!,7?) je pT, pro-
stor ako i samo ako ne postoji uopSteni niz koji u odnosu na
obe topologije konvergira dvema razlicitim talkama. (Vid.[16].)
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N.A. Sanin ([64] ) 1 A.S. Davis ([11]) uveli su u topo-
lotke prostore aksiome regularnosti Ro 1 R1 » pri Cemu, ako
se Sa R2 oznali aksioma regularnog prostora, vaii

Takodje vazi {1 sledeéa “faktorizacija“ Tk aksfoma:

Ty = Reog * Teoq = Ry v 7,

za k=1,2 . (Vid.[11].)

Definicigja 1.17. ([11]) Topolodki prostor
(X,1) Jje R,~prostor ako svaki otvoren skup zajedno sa svakom

svojom talkom x sadriZi 1 skup {x} .

Definicija 1.18. ([11]) Topoloski prostor
(X,t) Jje R1—prostor ako za svake dve tatke x 1 y iz X takve
da je {x3}#{y} postoje disjunktni otvoreni skupovi U i V tak-

vi da je {x}cU i ({yyrcv .

Neposredno se proverava da je uslov da je prostor (X,t)
Ry-prostor—ekvivalentan slede¢im: |
(i) Za svake dve taCke x i y iz X takve da je (x}#{y} posto-
je disjunktni otvoreni skupovi U 1 V takvi da je xelU 1 yeV
(11) Za svake dve ta&ke x 1 y takve da xé{y)} postoje disjunk-
tni otvoreni skupovi U i1 V takvi da je xelU 1 yeV .,

Zaista, ako je (X,T) Ry-prostor, tada vazi (i) 1 (ii).
DokaZzimo da je (X,T) R1-prostor ako je ispunjen uslov iz (ii).
Prvo, ako vaZzi uslov iz (ii1), tada Je (X,1) Ro—prostor. jer
za xeG 1 G#X, za svaki yeGC sledi f}iCGc , te postoje disjun-
ktni otvoreni skupovi U i V da je xeU 1 yeV. Stoga f?icVﬁ:{y}c.

Sledi da {X}c A {UNS) = (\w (¥)° =6 . Stoga,
ych ych
ako u prostoru (X,T) vaZi uslov iz (ii), neka su x i y dve ta-
Eke 1z X takve da je {x}#{y} .Tada x£f§7\1y¢f§1. Bez ograni-
genja opitosti pretpostavimo da x¢{y} . Postoje disjunktni
otvoreni skupovi U 1 V da je xeU 1 yeV. Kako je (X,t) R,—pro-

stor. sledi da je {;ECU 1 i?icv , $to je 1 trebalo dokazatt.

Topoloske Ro-prostore ispitivao je S.A. Naimpally ([ 46])
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a M.G. Murdeshwar i1 S.A. Naimpally ([45] ) uvopitavaju ove poj-
move za siufaj bitopolodkih prostora.

Definicija 1.19, Bitopolioski prostor (X,t!,t?)
je uzajamno R0 (gﬂo) prostor ako za svaki Geri. 1z xeG sie-
di  t3c1{x}cG, za 1,i=1,2 i 14§ .

Definicija 1.20, Bitopoloski prostor (X,t!,t?)
je MN-uzajamno R1 (MN- p_l) prostor ako za svake dve tadke x
iy iz X , takve da jJje {x}J # {y} , postoje Ue-r1 i VETJ tak-
vi da xelU , yeV i UNV=P , za 1,j=1,2 i 14 .

Iako se, kada su topologije T'i t® jednake, ove defini-
cije podudaraju sa odgovarajucdim za topolo3ke prostore, defi-

nicija MN-pR1 prostora je suvile jaka da bi se u bitopoiodkim
prostorima ofuvao odnos

p~regularnost =-> MN-pR1 -> PR,

§to pokazuje primer 1.1, (Vid.[SB])
Stoga I.L. Reilly ([58]), polaze€i ne od ekvivalenta

(i) za osobinu R1-prostora.vec od (ii), defini3e za bitopolo-
Ske prostore osobinu uzajamno R1 prostora u slabijoj formi.

Definicija 1.21. Prostor (X,t!,r?) je uzaja-
mno R, (pR ) prostor ako za svake dve tafke x 1 y iz X takve
da xdf_T postoje Uer1 1 VETJ takvi da xeU , yeV i UnVaf
za i,je{1,2} i 14 .

Iz definicija neposredno sledi da

MN-pR1 -3 pR1 i p-regularnost => pR.I => PR,
kao 1 da se u slu€aju t'=r? osobina pR, svodi na osobinu Ry
topolodkih prostora. (Vid.[58].)

Primetimo da su 1 osobine pR0 . pR1 i MN-pR, nasledna
svojstva.

kna]ogno "faktorizaciji" za topolodke prostore, I.L.
Reilly ([57]) je dokazao da vaZi

Stav 1.6, Bitopoloski prostor je pT1 prostor ako 1
samo ako Jje PT, i PR, prostor,
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i da se usloy pT0 ne moZe zameniti uslovom prO .
Ispitujué¢i uzajamno RO prostore D.N. Misra i K.K. Dube
([37]) su dokazali da svaki slabo uzajamno TO uzajamno Ro bi-
topolodki prostor jeste slabo uzajamno T1 » alil da obrnuto ne

vazi.
Vazi takodje

Stav 1.7. ([%8]) Bitoﬁoloéki prostor je pT2 pro-
stor ako 1 samo ako je pT1 i pR1 prostor.

1.2. KOMPAKTNOST BITOPOLOSKIH PROSTORA

Definicija 1.22. Pokriva¢ P bitopolo3kog pro-
stora (X,r!,r2) je kvaziotvoren ako je Pctlut? . Ako, joi,
p sadrii 1 bar jedan nepfazan t! otvoren skup kao i bar jedan
neprazan t2? otvoren skup, pokrival P je uzajamno otvoren.(Vid.
[63] i [21].)

Y.W. Kim ([27]) i P. Fletcher, H.B. Hoyle III i C.W.

Patty ([21]) daju ekvivalentne definicije uzajamne kompaktno-
sti bitopolodkih prostora (Vid.[8]).

Definicija 1.23. Bitopolodki prostor je uza-
Jamno kompaktan (p-kompaktan) ako svaki njegov uzajamno otvo-
ren pokriva& ima konadan potpokrivat.

VaZe sledecéa tvrdjenja:

Stav 1.8, ([58]) Uzajamno kompaktan pR1 bitopolo-
Ski prostor Jje p-regularan i p-normalan.

Stav 1.9, ([56]) Uzajamno kompaktan p=-regularan
bitopolodki prostor je p-normalan.

Stav 1.10, ([53]) Ako je (X,t',tr2?) uzajamno kompa-
ktan prostor {1 ako je C <! zatvoren pravi podskup od X , ta-
da je C uzajamno kompaktan 1 12 kompaktan skup.
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S tav 1.11., ([21]) Ako je (X,t!,t?) pT2 prostor a
(x.ri) su kompaktni topoliodki prostori za i=1,2, tada je t!=t?,

Stav 1.12. ([27]) Uzajamna kompaktnost je invarija-
nta uzajamno neprekidnih preslikavanja.

Takodje, svaki uzajamno kompaktan pT2 prostor je mak-
simalan uzajamno kompaktan i minimalan pT2 prostor, 3to odgo-
vara poznatom stavu za topolodke prostore (Vid. [51].)

Primetimo da p-kompaktnost bitopolodkog prostora
(Xst!,t?) ne implicira kompaktnost topolo3kih prostora (X,t!)
i (X,t?), 3to pokazuje 1 primer 1.1,

Takodje, postoje bitopolodki prostori koji su pT2 i
p-kompaktni, a da im topologije nisu jednake. (Vid. primer 4
iz [21]. )

Medjutim, proizvod dva p-kompaktna prostora ne mora bi-
ti p-kompaktan prostor. Dovoljno je uzeti dve kopije prosto-
ra (R,L,0) iz primera 1.1. (Vid. [63].)

| Kompaktnost bitopolodkih prostora ispituju takodje T.
Birsan([6]), J. Swart ([63]), M.C. Datta ([9] i [10]), M. J.
Saegrove ([61]).

Def inicija 1.24, ([6]) Bitopolodki prostor
(Xst?,t2) je 1! kompaktan u odnosu na t? ako se u svaki t!
otvoren pokrival skupa X moZe upisati kona&an t? otvoren pot-
pokrival. Prostor je B-uzajamno kompaktan ako je <! kompak-
tan u odnosu na t2 i <2 kompaktan u odnosu na t! .

Iako se za slucaj kada je <t!=»r? {1 B-uzajamna kompakt-
nost podudara sa kompaktno3céu topoloskih prostora, ona se raz-
likuje od uzajamne kompaktnosti bitopoloskih prostora. Kao 3to
pokazuje primer iz [6], bitopoloski prostor sa kona&nim brojem
elemenata ne mora biti B-uzajamno kompaktan, ali ukoliko je
(X,t?,t?) ! kompaktan u odnosu na 72 , tada je prostor (X,t!)
kompaktan; kao i , ako je (X,t',t?%) B-uzajamno kompaktan pro-
stor, tada su prostori (X.ri). i=1,2, kompaktni., Ukoliko je
Jo¥ (X,t},t?) 1 pT, prostor, tada je t'= 12,
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B-uzajamna kompaktnost nije invarijanta uzajamno nepre-
kidnin preslikavanja, §to pokazuje primer 10 iz (6] . Ona jJe
invarijanta uzajamno neprekidnih uzajamno otvorenih presiika-
vanja 1 za nju vaZi uopdtenje teoreme Tihonova o proizvodu.

(Vid., [6].)

J. Swart ([63]) uvodi 1970, godine novi pojam kompakt-
nosti bitopolodkih prostora koji ¢emo nazvati kvazikompaktno-

3¢u.
Definicija 1.25. Bitopolo3ki prostor (X,t',t?)

je kvazikompaktan ako svaki kvaziotvoren pokrivac ima konacan
potpokrivac.

Ako je Tt=tivt? , supremum topologija za ' i t* , ta-
da,na osnovu Alexanderove teoreme o predbazi (vid. npr.[26]),
bitopolodki prostor (X,t!',t?) je kvazikompaktan ako i samo ako
je topolodki prostor (X,t) kompaktan. Istu ovu definiciju ko-
ristio je 1 M.C. Datta([9])u ispitivanju bitopolodkih prosto-
ra nazivajuéi takav prostor semikompaktnim.

Stav 1.13. ([8]) Bitopolo3ki prostor (X,t',t?) je
kvazikompaktan ako i samo ako je p-kompaktan, T' kompaktan
i ¥ kompaktan. -

1z stavova 1.11 1 1.12 dobija se

Posledica 1.3. Akoﬂje bitopolodski prostor
(X,t',1?) kvazikompaktan 1 pT, prostor, tada je Ttl=t12,

Medjutim, kompaktnost prostora (X,t!') i (X,r?) ne
impiicira u op3tem slutaju kvazikompaktnost prostora (Xotlst2)s
$to pokazuju 1 primeri 2.3. 1 2.4.

S tav 1.14., Bitopolo3ki proizvod neprazne familije
kvazikompaktiih prostora je kvazikompaktan. (Vid. [63].)

Sta.wv 1.15. (1) Svaki semizatvoren podskup kvazikom-
paktnog bitopolodkog prostora je kvazikompaktan skup.
(2) Kvazineprekidna slika kvazikompaktnog skupa je kvazikompak-
tan skup, (Vid.[9].)}
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Iz tvrdJenja (1) stava 1.15. sledf da Je svaki kvaziza-
tvoren, T! zatvoren, kao 1 t?* zatvoren podskup kvazikompaktn-
og bitopolodkog prostora kvazikompaktan skup.

Stav 1.16. Bitopolodki prostor (X,t',t?) Jje kvazi-
kompaktan ako 1 samo ako:

(1) svaka familija kvazizatvorenih skupova koja ima oso-
binu konalnog preseka ima neprazan presek;

(2) svako centrirano mno3tvo semizatvorenih skupova sa
osobinom konalnog preseka ima neprazan presek.

Dokaz, (1) Ako je (X,T',t?) kvazikompaktan skup
i ¥ familija kvazizatvorenih skupova takva da je N{Fe¥} = ¢ ,
tada jJe kolekcija P -{FCIFe?} kvaziotvoren pokrivaé prostora
X .Kako je X kvazikompaktan skup, postoji konalan potpokrivad
P1-{Fﬁ|k=1.....n} prostora X,

n - n
Iz X = ;_q Fi sledi da Je QPHFk =@ ,pa ¥ nema oso-

binu konalnog preseka.
S1i¢no se dokazuje 1 obrnuto tvrdjenje.

(2) Tvrdjenje je ekvivalent definicijt kompaktnosti to-
poloikog prostora (X,t), gde je rt=tlvr?, V¥

Swart takodje razmatra problem kompaktifikacije bitopo-
loskog prostora jednom tackom. |

Def inicija 1.26. Za bitopolodki prostor
(Xgotl » T2) kaZemo da je dobijen od prostora (X,t!,t?) kvazi-
kompaktifikacijom jednom talkom ukoliko Jje
X =X U{=}, ofX i
Tl.THJ{VLJ{H}IX-V Je 11 zatvoren 1 kvazikompaktan skup
u (Xytl.1?)}

za 1=1,2,

Stav 1.17. Svaki bitopolo3ki prostor (X,x',t2) mo-
2e se utopiti u kvazikompaktan prostor (X _,tl.t2), gde Je
(Xé.Tl.%i) prostor dobijen od {X,t!,t2) kvazikompaktifikacijom
jednom ta&kom (Vid. [63].)

Pored ovih, razmatrane su i druge definicije kompaktno-
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sti bitopolo3kih prostora. (Vid,. [61] i [8].)

Primetimo na kraju ovog odeljka da se, ukoliko su to-
pologije 1! 1 t? jednake, tj. ako je t'= t?= 1t , svaka od ra-
zmatranih definicija kompaktnosti bitopolodkog prostora
(X,t',t?) svodi na kompaktnost topolodkog prostora (X,t). (Pri
tom podrazumevamo da je topolodki prostor kompaktan ako sva-
ki otvoren pokrival prostora ima konalan potpokrivaé.)

- 1.3. KONEKSNOST BITOPOLOSKIH PROSTORA

Pojam koneksnosti bitopolodkih prostora uvodi W.J. Per-
vin ([48]) 1967. godine.

Definicigja 1.27. Bitopoloski prostor (X,1!,t?)
Je uzajamno _koneksan (p-koneksan) ako se ne moZe predstaviti
kao unija dva neprazna disjunktna skupa A i B takva da je A 71!
otvoren a B t* otvoren skup.Ako se, pak, X moZe tako predsta-

viti, par (A,B) se naziva razdvajanjem (diskoneksijom) prosto-
ra X i oznafava se sa A|B,

[z definicije neposredno sledi da je A|B razdvajanje
_prostora X ako 1 samo ako za neprazne disjunktne skupove A i
B, takve da je AUB=X, vali: |
(1) A je v% zatvoren i B je x! zatvoren;
(2) {(ANT'cIBMBNT3cIA)= @ ,

Definicija 1.28. Podskup Y bitopolo3kog pro-
stora (X,t',t?) je uzajamno koneksan (p-koneksan) ako je pot-
prostor (Y,T%.T%) uzajamno koneksan.

NaveSCemo samo neke osobine koneksnosti bitopolodkih

prostora koje su neposredna uopStenja stavova za topolodke
prostore, (Vid. [48].)

Stav 1.18. Uzajamna koneksnost je invarijanta uza-
Jamno neprekidnih preslikavanja.

Stav 1.19. Ako je C uzajamno koneksan podskup bito-
polodkog prostora (X,v',v2) i ako je A|B razdvajanje od X,
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tada 111 C<A {11 C¢CB .

S tav 1.20. Ako su svake dve talke skupa C sadrZane
u nekom p-koneksnom podskupu od C, tada je C p-~koneksan skup.

Stav 1.21. Unija proizvoljne familije uzajamno ko-
neksnih skupova koja ima neprazan presek je uzajamno koneksan
skup.

Stav 1.22. Ako je C p-koneksan skup u bitopolo&kom
prostoru (X,t!,t?) i CCECTNT. , tada je E p-koneksan skup.

Interesantno je da se primeti da za razliku od topolo-
S5kih prostora, ri adherencije p-koneksnih skupova ne moraju
biti p-koneksni skupovi, kao 3to pokazuje primer iz [52].

Stav 1.23. Bitopolo3ki proizvod je p-koneksan ako
i samo ako su svi koordinatni prostori p-koneksni. (Vid.[5].)

Definicija 1.29. Komponenta uzajamne koneksno-

sti bitopo1o§kog prostora (X,t',t?) koja sadrii talku x je naj-
Siri p-koneksan skup koji sadrzi tacku x.

Za komponente uzajamne koneksnosti vaZi

Stav 1.24, Za svaku komponentu C bitopoloikog pro-
stora (X,t!,t?) je C = r‘c1Cf\r’c1CE, tj. ¢ = C je kvazizat-
voren skup. (Vid.[48].)

Stav 1.25. Komponenta uzajamne koneksnosti koja sa-
drZi talku x bitopoloSkog proizvoda (X,t',t?) jednaka je direkt-
nom proizvodu komponenti uzajamne koneksnosti tacaka Xy {pro-

jekcija tatke x) u koordinatnim prostorima (X,,t3,t3). Vid.[5])

PoJam lokalne koneksnosti bitopolodkih prostora uvodi

T. Birsan ([5]) a osobine ovih prostora ispituju takodje 1 I.L.
Reilly 1 S.N. Young ([59]).

Definicija 1.30. Ubitopolodkom prostoru
(X,t',t?) topologija x! je lokalno koneksna u odnosu na t?2

- R E—

(tj- Drostor e (1.2V=1akalnn kanalkeant albA ¥4 cuaba +axh.
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iz X 1 svaki t! otvoren skup V koji sadrZi x,postoji uzajamno
koneksan 1! otvoren skup G takav da jJe xeGecV . Prostor
(Xyt?st?) Je uzajamno lokalno koneksan (p-lokalno koneksan)
ako je (1,2)-lokalno koneksan i (2,1)-lokalno koneksan.

Stav 1.26. U (1,2)-1okalno koneksnom bitopolodkom
prostoru (X,t!,t?) komponente uzajamne koneksnosti su t! otvo-

reni i t! zatvoreni skupovi, tj. t! otvoreno-zatvoreni skupo-
vi. (Vid.[5].)

S tav 1.27. Bitopolski proizvod je (1,2)-1okalno ko-
neksan (odnosno p-lokalno koneksan) ako su svi koordinatni pro-
stori (1,2)-1okalno koneksni (odnosno p-lokalno koneksni) i
svi sem najvide konaéno mnogo njih su uzajamno koneksni., (Vid.
(5].) ,

Kvazikomponente bitopoloskog prostora ispitivali su I.L.
Reilly i S.N. Young ([59]) polazeéi od sledeée relacije ekvi-
valencije u bitopolodkom prostoru: dve tadke x i y su u rela-

ciji S ako i samo ako se ne mogu razdvojiti nijednom diskone-
ksijom od X. Odatle sledi

DefiniciJja 1.31. Neka je x taéka iz (X,t!,12?).
Klasa ekvivalencije talke x u odnosu na relaciju S je kvazikom-
ponenta od x .

Analogno poznatim tvrdjenjima za topolo3ke prostore va-
2e sledec¢i stavovi. (Vid. [59].)

Stav 1.28. (1) Svaka komponenta uzajamne koneksno-
sti Je sadrZana u kvazikomponenti.

(2) Svaka kvazikomponenta je unija komponenti.

(3) Kvazikomponenta je komponenta ako i samo ako je uza-
jamno koneksan skup. |

(4) Za préizvoljnu kvazikomponentu Q prostora (X,r!,t?)
je Q =(r'eclQ)n(t2c1Q) ,tj. Q je kvazizatvoren skup.

Stav 1.29. U uzajamno lokalno koneksnom bitopolos-
kom prostoru svaka kvazikomponenta je komponenta.
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neksnosti bitopoioskih prostora.

Def inicija 1.32. Bitopolodki prostor (X,t!,r?)
je slabo uzajamno totalno diskoneksan (wp-totalno diskoneksan)

ako za svake dve razlilite tacke x 1 y iz X postoji dikoneksi-

ja U|V prostora X takva da jedna od tadaka pripada skupu U
a druga skupu V.

Definicija 1.33. Prostor (X,t',7?) je uzaja-
mno totalno diskoneksan (p-totalno diskoneksan) ako za svaki

Y i = i E————

uredjen par (x,y) razli&itih tagaka iz X postoji diskoneksija
UIV prostora X takva da je xeU i yeV.

Neposredno sledi da svaki wp-totalno diskoneksan (p-to-
talno diskoneksan) bitopolodki prostor zadovoljava definiciju
pr2 (pTz) prostora, kao i da je svaki p-totalno diskoneksan
prostor takodje wp-totalno diskoneksan.

Napomenimo da uvodjenje pojmova wp-totalno diskoneks-
nih,odnosno p-totalno diskoneksnih prostora, ima smisla jer,
kao Sto pokazuje primer 2.2. iz [63], postoje wp-totalno dis-
koneksni prostori koji nisu p-totalno diskoneksni.

Swart'([63]) i Reilly ([52]) nezavisno dokazuju

| Stav 1.30., Komponente uzajamne koneksnosti wp-to-
talno diskonesnog bitopolo3kog prostora su jedno&lani skupovi.

Definicija 1.34, ([5]) Bitopolodki prostor je
totalno diskoneksan (B-totalno diskoneksan) ako je komponenta
uzajamne koneksnosti svake taike jedno&lan skup.

Ako je t'=t? , Swartove definicije bitopoloike totalne
diskoneksnosti podudaraju se sa definicijom totalne diskonek-
snosti topolod3kih prostora (vid.[30]), tj. da je svaka kvazi-
komponenta jednoélan skup; dok se Birsanova definicija totalne
diskoneksnosti'podudara sa definicijom nasledno diskoneksnog
prostora. (Vid.[18] i1i [30].) Stoga, uprkes tvrdjenju Reilly-
Ja ([52]) da 'se ove definicije podudaraju, moZemo reéi da je
svaki wp-totalno diskoneksan prostor i B-totalno diskoneksan,
dok obrnuto ne mora da vai.

Analogno topoloskom sluZaju dokazujemo neposredno
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S tav 1.31, Bitopolodki prostor je wp-totalno disko-
neksan ako i samo ako Su mu kvazikomponente uzajamne koneks-
nosti Jednoé&lani skupovi.(Uporediti sa [59].)

Nula-dimenzionalnost bitopolo3dkog prostora ispituje I.
Reflly ([55]) polazeéi od

| BDef inicija 1.35. U bitopolodkom prostoru

(X,t',7t?) topologija t' je nula dimenziona u odnosu na 12 (tj.
prostor je (1,2)-nula dimenzioni ako za svaku talku x iz X i
svaki otvoren skup U koji sadr?i x,postoji t'! otvoren 12 za-
tvoren skup V takav da xeVC U, tj. ako topologija t! ima bazu
koja se sastoji od t% zatvorenih skupova.

Prostor (X,t',t2?) je uzajamno nula dimenzioni (p-nula
dimenzioni) ako je (1,2)~nula dimenzioni i (2,1)-nula dimenzi-
oni.

Primer 2.2, iz [63] pokazuje da bitopolodki prostor
(X,t',1%) moZe biti p-nula dimenzioni a da pritom topoloiki pro-
stori (X,t') i (X,t?) nisu nula dimenzioni. (Vid.[55].)

VaZzi sledeéi

S tav 1.32, Uzajamno nula dimenzioni i wpT, (odnosno

pTO) bitopolodki prostor je wp-totalno diskoneksan (cdnosno
p-totalno diskoneksan). (Vid.[55])




2, LOKALNA KOMPAKTNOST U BITOPCLOSKIM PROSTORIMA

2.1. LOKALNA KOMPAKTNOST

RazliZite definicije bitopolo3ke Tokalne kompaktnosti
pojaviie su se od 1969. godine do danas. Neke od njih bazira-
ju na topolosdkoj ri kompaktnosti podskupova bitopolo3kog pro-
stora (X,x',t2) i koridcene su za ispitivanje metrizabilnosti
kvazi-metrilkih prostora. Takve su definicije R.A. Stoltenber-
ga ([62]) i T.G. Raghavana i I.L. Reillyja ([50]). Drugi au-
tori polaze od razlilitih definicija bitopolodke kompaktnosti,
definiSu pojmove lokalne kompaktnosti bitopolodkih prostora i
ispituju uop3tenja nekih osnovnih topolodkih stavova koji se
odnose na lokalno kompaktne prostore. Dobijeni rezultati mogu
se na¢i u radovima T. Birsana ([6]), I.L. Reillyja ([53] i
[58] ), kao i mojim ([38] i [40] ). |

NaveSéemo prvo do sada uvedene definicije bitopolodke
lokalne kompaktnosti,

Definiciyja 2.1. ([53]) Bitopolodki prostor
(Xst?,t?) je (1,2)-lokalno kompaktan (oznalavaemo (%1,2)-Rlc) |
ako svaka tadka iz X ima T’ okolinu &ija je T’ adherencija uza-

jamno kompaktan skup. Prostor (X,T‘,Tz) je uzajamno lokalno kom-

paktan (R-plc) ako je (1,2)-Rlc 1 (2,1)-Rlc prostor.

Definicigja 2.2. ([40]) Bitopolodki prostor
(Xsr',t2) je (1,2)-1okalno kvazikompaktan ((1,2)-1qc) ako sva-
ka tacka prostora X ima 1! okolinu &ija je rf adherencija kva-
zikompaktan skup. Prostor je uzajamno lokalno kvazikompaktan

eyl Al gl .

(oznalavacemo plqc ) ako je (1,2)=1qc 1 (2,1)-1qc prostor.

Definicija 2.3. ({38]) Prostor (X,t!,72) je
lokalno kvazikompaktan { 1qc ) ako svaka tadka iz X ima v}
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okolinu ¢ija je TJ adherencija kvazikompaktan skup, 1,J¢(1,2}.
Takodje, (X,t!,r?) Jje lokaino semikompaktan (oznacavademo 15c)
ako svaka tacka ima ¢ okolinu sa t kompaktnom t adherencijom,
tj, ako je topolodki prostor (X,r) lokaino kompaktan, gde Jje

T-TIVTZ ’

Definicija 2.4, ([62]) Bitopolodki prostor
(X,t!,72) Je (1,2)-S-lokalno kompaktan (oznaZavaéemo (1,2)-Slc)
ako svaka tacka iz X ima t! okolinu &ija je t? adherencija 12
kompaktan skup. Prostor (X,t!,t%2) je S-uzajamno lokaino kompa-

ktan ( S-plc ) prostor ako je (1,2)-Slc i (2,1)~Slc prostor.

Definicija 2.5. ([50]) Prostor (X,r},t?) je
(1,2)-RR-1okalno kompaktan ( (1,2)-RRIc ) ako svaka tadka iz
X ima % okolinu koja Jje 1! kompaktan skup.

Definicija 2.6, ([6]) Bitopoloski prostor
(X,1! ,t2) je gfri -lokalno TJ-kompaktan u gdnosu na Tk. gde

Su Tsdske{1,2 }», ako svaka tacka iz X ima 1‘ okoliqu koja je

Y kompaktna u odnosu na rk . Sli¢no se definidu Tf-lokalno

B-uzajamno kompaktni prostori, B-uzajamno lokalno T‘-kompaktni
U odnosu na TJ prostori, i,je{1,2} , itd.

‘12 datih definicija neposredno imamo: |

(1) Svaki uzajamno kompaktan bitopoloiki prostor je
R-plc prostor.

“(2) Kvazikompaktan bitopolodki prostor je plqc prostor.

(3) Ako je jedan od prostora (X,ri), ie{1,2}, kompaktan,
tada prostor (X,tr?,r?) ima osobinu (j,i)-Slc , gde je Je({1,?}
i jAT .

(4) Ako je (X,t',t?) t!-kompaktan u odnosu na t2?, tada
je on B-uzajamno lokalno t! kompaktan u odnosu na t2. Takodje,
ako je (X,t!',t?) B-tl-lokalno t?-kompaktan u odnosu na t! ,on
je B-t!-lokalno t2-kompaktan, tj. on je (2,1)-RRlc prostor.

(Vid.[53] ,[40] i[6].)

Iz definicija 2.1 - 2.5 neposredno sledi da medju datim
pojmovima Tokalne kompaktnosti vaZi sledeé¢i odnos: |

t
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S=plc wm> (1,2)-S1c => {2,1)-RRlc
i ()
plgec > (1,2)-1q¢c . 1gC > IsC

y ¢

R-plc => (1,2)-Rlc¢

- Primerima ¢emo pokazati da nikoje dve od ovih definici-
ja nisu ekvivalentne.

Prvo, ako su topologije ¢! i 2 jednake, svaki od pojmo-
va bitopolo3ke lokalne kompaktnosti iz definicija 2.1 - 2.4 se
podudara sa pojmom jake lokalne kompaktnosti, dok se u defini-
ciji 2.5 on podudara sa pojmom Slabe lokalne kompaktnosti. Pri-
tom pod pojmom jake lokalne kompaktnosti topolodkog prostora
podrazumevamo da svaka ta¢ka prostora ima okolinu ¢ija je ad-
herencija kompaktan skup; dok pod pojmom siabe lokalne kompak-
tnosti podrazumevamo postojanje kompaktne okoline za svaku ta-
¢ku topolodSkog prostora. (Vid.[65]. Remark 18.2.) Stoga, osobi-
na (2,1)-RR1c prostora ne implicira nijednu lokalnu Kompaktnost
1z definicija 2.1 -. 2.4,

Da pojmovi lokalne kvazikompaktnosti nisu medju sobom ek-
vivalentni, pokazuju sledeéi primeri. |

PRIMER 2.1. Neka je X=R, t' diskretna topologija 1 T°
uobicajena topologija realne prave.Tada za svaku taiku x€X po-
stoji T! okolina Ux-{x} ¢ija je 2 adherencija U:={x} kvazikom-
paktan skup. Stoga je prostor (X,£1.Ta) (1,2)-1qc prostor. On
nije (2,1)~1qc prostor jer za svaki 2 bazni element Vx'(ax'bx)
proizvoljne talke xegX. je Tlclvx-[gx.bx]. Skup [ax'bx] Za
ax<bx nije kvazikompaktan jer nije T kompaktan. Dakle, (X.T'.T’)

nije plqc prostor.
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PRIMER 2.2. MNeka je X=R, 1! topologija realne prave i
2 kofinitna topologija. Prostor (X,t',t?) je 1qc prostor jer
za svaku tadku xgX postoji t?! okolina Ux-(a,b) takva da jJe
grelU,=[a,b] kvazikompaktan skup. Prostor (X,t',t?) nije (1,2)-
-1qc, niti je (2,1)~1qc prostor, jer za svaki ¢! bazni element
(a,b) skup <t2cl(a,b)=X nije kvazikompaktan skup. Takodje je
za svaki t? bazni element V, njegova Tl adherencija jednaka X.

Primer 2.2 pokazuje da prostori (X.T‘) i (X,7t?%) mogu
biti Tokalno kompaktni, ali da prostor (X,t',Tt?%)ne mora biti
(1,2)-1q¢c prostor. Cak i vi%e, prostori (X,1!) i (X,t?) mogu
biti i kompaktni, a da (X,t!,t?) nije 1lqc prostor, pa stoga
ni kvazikompaktan, kao 3to pokazuje

PRIMER 2.3. Neka je X=(-1,0)U(0,1)CR . Neka je v uo-
bidajena t0p01ogija realne prave a Uy i Usy topologije indukova-
ne topologijom U redom na podskupovima (-1,0) i (0,1). Neka su
o= §,X}U0; za i=1,2. Ako je xe(-1,0) i U,=(a,b) njena t' o-
kolina takva da je -1<a<x<b<0, tada je 1‘c1Ux=[a.b]LA0,1) i
r’clUx=(-1,0). Nijedan od ovih skupova nije kvazikompaktan. To
tatndje nije ni skup X=tlclX=t2¢c1X za jedinu T2 okolinu X ta-
ke x. Stoga (X,t',T?) nije 1qc prostor. On je 1sc prostor
jer je topologija 1=t /t? na X jednaka topologiji indukovanoj
topologijom reaine prave, pa je topolodki prostor (X,T) lokalno
kompaktan,

Da S-plc prostor ne mora biti 1s¢ , pa stoga nijedan
od lokalno kvazikompaktnih prostora, pokazuje

PRIMER 2.4. Neka je X=[0,1]CR, t'=(p,X}U{[0,a)|aeX} i
t2={p, X,{1}}. Prostori (X,t') i (X,t2?) su kompaktni, pa je
(X,t!,t?) S-plc prostor. Kako je baza topologije 1 =ti/12
kolekcija {[0,a)] ac[0,1]}U{{1}}, topolodki prostor (X,r) nije
lokalno kompaktan, jer za talku 0€EX i njenu proizvoljnu baznu
okolinu U=[0,a) skup tclU=[0,1) nije T kompaktan.

Uodeni primer ponovo pokazuje da ako su prostori (X.ri),
i=1,2, kompaktni, prostor (X,r!,t?) ne mora biti kvazikompaktan.
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Stoga, na osnovu stava 1.13, on nije uzajamno kompaktan. Cak i
vide, uoceni prostor nije ni (1,2)-Ric prostor, niti je (2,1)-
-R1c prostor; jedina ' okolina tacdke 1 1 jedina T okolina ta-
tke O Je sam skup X, a on nije uzajamno kompaktan.

Stoga, 1z osobine S-plc, pa sledstveno tome i1z osobine
(1,2)-51¢c, odnosno (2,1)-S1¢c, ne sledi ni (1,2)-Rlc niti (2,1)-
-R1¢ svojstvo.

Da R-plc prostor (X,t!,t?) ne mora biti (2,1)-RR1¢ pro-
stor, pa stoga ni (1,2)-S1c prostor, pokazuje primer 1.1. Pro-
stor (R,L,D), skup realnih brojeva sa topologijama levih i de-
snih intervala, je uzajamno kompaktan. Za svaki uzajamno otvo-
ren pokrival P prostora X postoje L otvoren skup U=(~®,a) i D
otvoren skup Vs(b,+°) takvi da UeP i VeP. Ako je UUV#X, ta-
da se iz pokrivata P skupa [a,b] moZe izdvojiti konagan potpo-
krival Py skupa [a,b], jer je LuDC V,gde je U topologija real-
ne prave. Tada konaéna kolekcija P1U{U,V} pokriva X i sadria-
na je y P.Sledi da je (R,L,0) R-plc prostor. Medjutim, svaka
t! okolina U proizvoljne tacke x je nadskup skupa (=-»,a), za ne-
ki ~aeR, i nije 1% kompaktan skup.

Primetimo da je prostor (R,L,0) 1sc prostor jer je to-
pologija U=LvD topologija realne prave. Prostor nije 1lqc pro-
stor jer Za skupove U=(-2,a) i V=(a,+»), gde je aeR, vaZi:

—*l L]

-2 .y |
U =X, U =(-=,a], V ={a,+») § V =X ,
i nijedan od njih nije kvazikompaktan.

Medutim, R-plc prostor ne mora u op¥tem sludaju zado-
voljavati ni 1Isc aksiomu. To sledi iz sledeceg primera.

PRIMER 2.6. Neka je X=R, t' topologija Sorgenfreyove
prave i 1% kofinitna topologija. Kako je (X,t',t?) uzajamno kom-
paktan prostor, on je i R-plc prostor. Topologija t.xlyt2z1!,
Jer je +t%cx!, a prostor (X,tr}) nije lokalno kompaktan. Dakle,
(X,t',723) nije 1lsc prostor.

Uo&imo Jos

PRIMER 2.7, Neka je X=(=1,1)CR, t! topologija &ija je
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baza kolekcija {{x}|xe(=1,0]}u{(a,b)|a,be[0,1)}, 1 simetricno,
t? topologija ¢i1ja je baza kolekcija {(a,b)]a,be(-1,0]}u
u{{x}|*xe[0,1)}. Za svaku tacku x£(-1,0] njena ' okolina {x}
ima kvazikompaktnu t?2 adherenciju {x}; kao i za svaku tacku
x€{(0,1), njena t* okolina {x} 1ma kvazikompaktnu t! adherenci-
ju {X}. Stoga je (X,t!',r?) 1lqc prostor. Medjutim,prostor nije
ni (1,2)-Rlc, niti je (2,1)-RR1c prostor, pa stoga nije ni
(1,2)=-S1¢ prostor,

Medjutim, ako je bitopoloski prostor (X,t!,1?) pT, pro-
stor,tada su jo3 neke od navedenih definicija bitopolo3ke lo-
kalne kompaktnosti uporedive. VaZi

S tav 2.1, Svaki R-plc i pT2 bitopolo3ki prostor
je 1sc prostor.

D o kaz . Neka je (X,r!,72) pT2 i R=-plc prostor i ne-
ka je xeX. Postoje t! otvoren skup U i 2 otvoren skup V takvi
da je xel 1 xeV, i da su skupovi ﬁz i Vl uzajamno kompaktni.
Ako je U={x}, kako su prostori (X,r!) i (X,12) T1-prostori. Za
topologiju =t=1lv1? skup U je t okolina taCke x za koju je
rclU-Usﬂiuix} kvazikompaktan skup. Isto se dobija ako je V={x}.

Ako je U#{x}, neka je yeU-{x}. Kako je prostor pTz, no -
stoje t! otvoren skup G i t2? otvoren skup H takvi da je xeG,
yeH 1 GNH=p. Skup U*=UNGer? 1 U*Cc GC H® pa je t2clU* cq2ciHC=
aH©, Stoga je <?ciU* pravi podskup od <t2c¢lU. Na osnovu stava
1.10, skup <t2clU* je uzajamno kompaktan i T' kompaktan.

~Na isti nadin, ako je V#{x}, postoji 12 otvorena okoli-
na V* tadke x takva da je skup <ticlV* uzajamno kompaktan § 2
kompaktan. |

Neka je W=U*nV*, Tada WeT, tcIWCH=t'cIWNT2CcINC
CtleiV*nt2clU*=F. Skup F je uzajamno kompaktan na osnovu stava
1.10, on je T2 zatvoren podskup t? kompaktnog skupa T'clV*
pa je t2 kompaktan 1i,s1i&no, F je ¢! zatvoren podskup t! kom-
paktnog skupa t2clU* pa je t' kompaktan. Stoga je, na osnovu
stava 1.13, skup F kvazikompaktan, tj. F-je v kompaktan. Sledi
da je skup tclW t- kompaktan. Time je dokazano da je (X,T ,T°)

Isc prostor. Vv
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Kako postoje uzajamno kompaktni pT2 prostori kod kojih
se topologije ne podudaraju (vid. primer 4 iz [21]), to bitopo-
lJodki prostor koji je R-plc i pT, ne mora biti pigc prostor
niti S~plc prostor, na aosnovu teoreme 2.3 kao i teoreme 2.2 iz
[62].

Da ni u prisustvuy pT, aksiome navedene definicije bi-
topolodke lokalne kompaktnosti nisu ekvivalentne,pokazuje i

PRIMER 2.8. Neka je X=R, 1! topologija Sorgenfreyove
prave i t? topologija realne prave. Prostor (X,t!,t%) je pT,
i (1,2)-51¢c prostor jer je: t2c <!, (X,1%?) je Hausdorffov pro-
stor 1 za svaku talku xeX i njenu t' baznu okolinu [x, x+1)
skup t?cl[x, x+1)=[x, x+1] je 1% kompaktan skup. Medjutim, pro-
stor (X,t',7?) nije nijedan od lokalno kvazikompaktnih prosto-
ra, nije (1,2)-Rlc, niti je (2,1)-Ric prostor.

Na kraju ovog odeljka razmotriéemo odnose izmedju poj-
mova bitopolo3ke lokalne kompaktnosti datih u definicijama 2.1
- 2.5 i onih koje je definisao Birsan.

Mada pojmovi bitopoloske lokalne kompaktnosti dati u
definiciji 2.6 nisu potpuno nezavisni u odnosu na pojmove iz
definicija 2.1 - 2.4, nijedan od B-lokalno kompaktnih prostora
ne mora biti lokalno kompaktan na osnovu neke od definicija
2.1 - 2.4, dJder, ako su u prostoru (X,t!,r?) topologije jednake,
tada se svaka B-lokalna kompaktnost podudara sa slabom lokalnom
kompaktno3éu topolodkog prostora.

Da pojam B-t!-lokalno t2-kompaktnog prostora tj. (2,1)-
-RR1c prostora. nije ekvivalentan pojmu B-t'=-lokalno +t2-kompa-
ktnog u odnosu na t! pokazuje

PRIMER 2.9. Neka je X={a,b,c}, tl={(P,{a},{b,c},.X} i
t?s{p,{a,b},{c},X}. Prostor X je konafan pa su i prostori (X,t!)
i (X,7?) kompaktni, a (X,t},tr2) je kvazikohpaktan. Sledi da
(X,t',t%) zadovoljava uslove svake lokalne kompaktnosti iz defi-
nicija 2.1 - 2.5. Medjutim, prostor nije B-t!'-lokalno r?-kom-
paktan u odnosu na ¢! jer za tadku b 1 njene ¢! okoline U={b,c}
i X, prostori (U.Tﬁ,rﬁ) T (X,x',1?%) nisu t? kompaktni u odnosu
na ¢'.,U prvom slucaju, u rﬁ otvoren pokrivad {{b},{c}} skupa U
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ne moze se upisati konaclan Tb otvoren potpokrivad; a u drugom,
s t2 otvoren pokrivaé {{a,b),{c}} skupa X ne moZe se upisati ko-
nacan t! otvoren potpokrivacd.

Uo&eni prostor je B-t'-lokalno t'-kompaktan u odnosu
na Tz-

PRIMER 2.10. Neka je X=[0,1]Jc R, t' topologija na X
indukovana topologijom realne prave, a 12 kofinitna topologija.
Prostor (X,t',t%) je kvazikompaktan i stoga,ponovo,zadovoljava
uslove svake lokalne kompaktnosti iz definicija 2.1 - 2.5. Ali
on nije B-t'-lokalno t'-kompaktan u 9dnosuna t% niti je B-1%-
-Tokalno t'-kompaktan u odnosu na t%, jer za svaku tacku XeX i
svaku njenu t' okolinu U postoji T\ otvoren pokrivad skupa U u

koji se ne moZe upisati T otvoren potpokrivat.

PRIMER 2.11, Neka je X=R, t! diskretna i v kofinitna
topologija na X. Prostor (X,t',t?) je pT, {1 (1,2)-1qc prostor,
ali nije B-uzajamno lokalno uzajamno kompaktan, niti je B-t1%-
-lokalno t'-kompaktan, pa stoga nije ni B-t%-lokalno T'-kompa-
ktan u odnosu na t2, jer se topologije ' i 1% ne podudaraju.
(Vid.[6].) On je B-t'-lokalno uzajamno kompaktan, tj. B-t'-
-lokalno t*~-kompaktan u odnosu na t* i B-t'-lokalno t'-kompa-
ktan u odnosu na T2, pa stoga B-t'-lokalno t2-kompaktan i
B-t'~lokalno t'+~kompaktan. |

2.2. OSOBINE LOKALNO .KOMPAKTNIH BITOPOLOSKIH PROSTORA

Ispitujuéi osobine uzajamno lokalno kompaktnih bitopo-
lo3kih prostora, I.L. Reilly je pokazao da za R-pic prostore
vaze uop3tenja nekih dobro poznatih stavova za topoloike loka-
Ino kompaktne.prostore. Nave3cemo samo neke od njih. (Vid.[53]
i [58].)

'S t av 2.2. Ako je prostor (X,t',tr?) pRy 1.(1,2)-Rlc
prostor, a A t! otvoren skup u X, tada je potprostor (A,1;,T73)
(1,2)-R1c prostor.

Stav 2.3.0 pRy prostoru (X,t',7%) slede¢i iskazi
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su ekvivalentni:

(a) (X,t',t?) je (1,2)-Ric prostor.

(b) Za svaku tadku xeX i svaki t' otvoren skup U koji
sadrii x postoji t'! otvoren skup V takav da je xeVCT2cIVCU i

v je uzajamno kompaktan skup.

S tav 2.4, Svaki PRy i R-plc bitopolo3ki prostor
je uzajamno regularan,

Birsan je u [6] takodje ispitivao osobine B-lokalno
kompaktnih bitopolodkih prostora, posebno pT, prostora, i do-
bio analogne rezultate u vezi sa uzajamnom regularnoicu; tako-
dje je dokazao da analogon teoreme o proizvodu lokalno kompakt-
nih prostora vazi u slabijoj formi.

Nadalje <d¢emo ispitati jo3 neke osobine lokalno kompa-

ktnih bitopoliodkih prostora, posebno lokalno kvazikompaktnih i
iokalno semikompaktnih prostora.

2.2.1, Proizvod lokalno kompaktnih bitopolodkih prostora

Teorema 2.1, Bitopolodki proizvod (X,t!,t?) fa-
milije {(XA,Ti,Ti)IAeA} je (1,2)-1gq¢c prostor ako i samo ako je
svaki (XA.Ti.Ti) (1,2)-1qc prostor i svi koordinatni prostori,
izuzev najvise konalno mnogo njih, su kvazikompaktni.

Do k az., Neka je (X,t?,v?) (1,2)-1qc prostor. Za Aeh
i talku x;.eXy-, uolimo talku xep;l({xkg}). Postoji t* okoli-
na U tatke x takva da je T%clU kvazikompaktan skup. Neka je
B bazni element topologije T' takav da xEBcU. Ako je

n

-1 2 2

B= N G.), gde su G 1 stada je T ¢I1B=T ¢1( [] Yy)=
s=1pls( s/ 998 38 Fseny . (xen_*)

G zZa A:A
n TZC1Y » gde je VY,= { : > » $=1,..., n . Skup
JDA( ACTA) A Xy 2a lfls

T?cIB je kvazikompaktan na osnovu stava 1.15, projekcije
PAI(XsTl.Tz)—t(XA.Ti,Ti) su kvazineprekidne funkcije za svaki
AeA na osnovu stava 1.3, pa su, na osnovu stava 1.15, skupov i
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Tic]YA kvazikompaktni za svaki AeA. Sledi da su svi £ izuzey

}‘I
motda X, TERES I kvazikompaktni, pa stoga 1 (1,2)-1q¢c prosto-
1 n

; s 1 b4
r"l. AkO Je )t E{A‘j'i!jxn}' tada XAJEGA.&-ETA# 1 TA;-CIGA,.- Je
kvazikompaktan skup.

Obrnuto tvrdjenje teoreme 2.1 sledi 1z stava 1.14. ¢

Posledica 2.1. Bitopolodki proizvod (X,t!,7?)
familije {(X,,t;.7})|reA}je plgc prostor ako i samo ako je
svaki koordinatni prostor plgc prostor 1 svi, izuzev najvile
konaéno mnogo njih, su kvazikompaktni.

S tav 2.5 Ako Jje bitopolodki proizvod familije bi-
topolo3kih prostora 1lqc prostor, tada su svi koordinatni pro-

stori 1gc prostori {1 svi, sem najvise konaéno mnogo njih, su
kvazikompaktni.

Do kaz. Tvrdjenje se dokazuje analogno odgovaraju-
¢em iskazu teoreme 2.1. V¥

Da u stavu 2.5 ne vaZi obrnuto tvrdjenje, pokazuje

PRIMER 2.12. Neka je X,;=X,=[0,1]cR, i neka su T3 i T;
diskretne topologije, a T? i ré topologije indukovane topolo-
gijom realne prave. Prostori (X.,ti,t}) za i=1,2 su lqc pro-
stori. (Vid. primer 2.1.) Ali proizvod (X,t!',t?) nije 1lgc pro-
stor, jer za bazne okoline U=({0}x[0,a))etr? i V=([0,a)x{0})er?
tacke (0,0) nijedan od skupova <tl!clU={0}x[0,a], t2clU=
«={0}x[0,a), 7lcIV=[0,a)x{0} i +<2cIV={0,a]x{0} nije kvazikom-
paktan.

Teorema 2.2. Bitopolo3ki proizvod (X,t!,t?) fami-
Tije {(xA’Ti’ti)lAEA} je 1sc prostor ako i samo ako su svi
koordinatni prostori 1s¢ prostori i svi, izuzev najvide kona-
&nog broja njih, su kvazikompaktni. |

D.o k a z. Neka je Tt*=tlv/T? 1 neka su TA=TiVTi supre-
mum topologije za svako ieA. Ako je (X,t) topolo3ki proizvod
familije ((X,hT,)|AeA}, tada vazi |
(A) T = ¥ |

Zaista, na osnovu leme 1.1, predbazu topologije t* &inf
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. -1
, » 9de je <bikza{pl
cako je T;CTA za svaki rep i i=1,2, to je svaki element iz
»UD otvoren skup u prostoru (X,t). 1z vct sledi 1 1*c 1.

Obrnuto, ako je V predbazni element topologije 1, tada
je Vet*, Ako je Vnp;1(U), gde je UETA‘ dovoljno Jje proveriti
da Vet* za slucaj kad je U predbazni element topologije T,
tj. kad jJe UET: za ie{1,2}. Tada Jje p;1(U)ET1C:T*. Sledi da
je tct*, $to sa prethodnim daje jednakost (a).

Tvrdjenje teoreme 2.2 sada sledi iz odgovarajufe teoreme

za topolodke prostore. v

colekcija o=p,Ub (U)]Ug'l';} za 11,2,

Stav 2.6. Bitopolo3ki proizvod (X,t!',tr2) familije
{(XA,Ti.T§)|AgA} je (1,2)-Slc (odnosno (2,1)=RRlc) prostor ako
i samo ako su svi koordinatni prostori (1,2)-Slc (odnosno

(2,1)-RR1c¢c) prostori i svi prostori (XA’Ti)' izuzev najvise ko-
nacno mnogo njih, su kompaktni.

Do ka z. Tvrdjenje sledi neposredno iz definicija
(1,2)-Slc i (2,1)-RR1c prostora. V

Da se R=-uzajamno lokalna kompaktnost.ne <Cuva u topo-
1o3kim proizvodima,pokazuje

PRIMER 2.13. Neka su (X;,75,73) za i=1,2, jednaki bito-
poloSkom prostoru (R,z,p). Prostor (R,z,p) je uzajamno kompak-
tan, pa stoga i R=-plc prostor, dok proizvod (X,t!,t?) nije
(1,2)-Ric, niti je, simetriéno, (2,1)-Ric prostor. Za tacku
x=(0,0) 1 njenu proizveljnu 1! baznu okolinu Us(-m,a)x(-,b)
skup T?clU=(-e,a]x(-=,b] nije uzajamno kompaktan skup jer uza-
jamno otvoren pokrivad {(-»,0)x (=,0)}U{(-n,a]x(=n,b][neN]
nema konacan potpokrivac.

2.2.2._%okalnq_}ompaktqi_pﬂ1, odnosqg_glz bitopoloski prostori

Stav 2.7. UbitopoloSkom prostoru (X,t),t?) sledeci
iskazi su ekvivalentni:

(a) (X,x',t?) Je (1,2)-1qc prostor;




(b} za svaku talku xeX { svaki t! otvoren skup U koji
~2
sadrZi x postoJi t! otvoren skup V takav da Je xeVCU {1 V je
kvazikompaktan skup. |

D o ka z., Implikacija (b)~>(a) sledi neposredno. Dovo-
1jno je uzeti U=X,

(a)=>(b): Neka je xeX 1 neka je UeT” okolina talke x.
Na osnovu definicije 2.2, postoji Wet! da je ﬁz kvazikomgaktan

—2 =2
skup. Tada je skup VaWnUetr' , xeVCU i VCW , pa je V kva-
zikompaktan skup na osnovu stava 1.,15. v¢

|

Stav 2.8.U pRy bitopoloSkom prostoru siedeci iska-
zi su ekvivalentni:

(a) (X,tl,7%) je (1,2)-1qc prostor;

(b) za svaku taéku xeX i svaki t' otvoren skup U koji

—_2
sadrzi x postoji t' otvoren skup V takav da je xevCVcCU i
—_2

V Je kvazikompaktan skup.

D o kaz. Da (b)=>({(a) sledi neposredno. DokaZimo im-
plikaciju (a)=>(b). Neka je U <t' otvorena okolina talke x.
Ma osnovu stava 2.7 postoji t® otvoren skup V* takav da je
xeV*CU 1 T2clV* je kvazikompaktan skup. Ozna&imo K=ticlVw,
Potprostor (K,T,,T.) je kvazikompaktan i pR, pa je, na osno-
vu stava 1.8, p-reqularan. Sledi da postoji Ti otvoren skup
W takavy da je xEN<:T§c1NCZV*. Postoji ! otvoren skup W* ta-
kav da je Ws=W*NK. Ozna&imo VaW*W=*, Tada je Vetr' § xeVC U,
a iz VeW(VANK)=HV* sledi t2cIVC{r?clWK = TycTW V¥, Stoga
je T*ciV kvazikompaktan skup sadrzan u U, 1 V je traZent
Skup. V

Posledica 2.2. Svaki pR1 i (1,2)-1q¢ bitopolo-
Ski prostor je (1,2)-regqgularan.

Do k'az. Neka je (X,t';v®) pRy, 1 (1,2)-1qc prostor.
Neka je F 1! zatvoren skup u X 1 neka je xeX-F., Na osnovu
stava 2.8, postoji t° otvo;en skup V takav da je xeVCrticliVC
C X-F, 0zna&i 11 se W=X-V , tada je Wetr? § FCW. Kako je
UnWe=@#, tvrdjenje je dokazano. (Uporediti [83],[58] i[42].) ¥
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T'eorema 2.3. Ako je bitopolodki prostor (X,t!,72)
(1,2)-1qc 1 pT,, tada je on (1,2)-reqularan 1 t?c !,

Do kaz. Prvi deo teoreme sledi iz posledice 2.2, jer
je svaki pT2 prostor takodje i pR1 prostor. DokaZimo da je
topologija 1! finija od t2., Neka je V neprazan element iz 1?2
i neka ge XeV. Postoji t' otvoren skup W takav da je xeW i
skup W =K je kvazikompaktan. Kako je X pT2 prostor, to su to-
pologije TL i TE, indukovane na K redom topologijama t' { 12,
jednake na osnovuy posledice 1.3. Skup VﬂKETE i postoji Uet!
takav da je UNK = VNAK. MNeka je W*=WNU. Tada xeW*et! 1
W*=(WNK)AU = WNA(KNU)= WN(VNK)C V. Sledi da je V ! okolina
tacke x. Kako je taZka x izabrana proizvoljno, skup Vet! ,
pa je rt®c«t}, V¥

Posledica 2.3. Ako je bitopoloiki prostor
(X,t',t%) (1,2)-1qc 1 pT, prostor, tada je topoio3ki prostor
(X,1!) Tokalno kompaktan i Hausdorffov, pa je, sledstveno tome
regularan.

Da u (1,2)-1qc:i pT, prostoru (X,t',t?) prostor (X,1?)
ne mora biti ni regularan ni Hausdorffov, pokazuje primer 2.11.
Skup realnih brojeva sa kofinitnom topologijom nije ni requla-
ran niti je Tz-prostor.

2.2.3. Naslednost svojstva bitopolo3ke lokalne kompaktnosti

o

Stav 2.9. Ako je Y semizatvoren podskup plqc
((1,2)-1q¢, 1qc, odnosno 1sc) prostora (X,t!,t?), tada je pot-
prostor (Y,T%,T%) plgc ((1,2)-1gc, 1qc, odnosno 1sc) prostor.

Dok a z. Tvrdjenjg sledi iz definicija relativne to-
pologije na potprostoru i stava 1.15. ¥

iz stava 2.9, neposredno sledi da je svaki kvazizatvo-
ren, t' zatvoren, kao i 12 zatvoren potprostor plqc ((1,2)-
-1q¢, 1qc, odnosno 1sc) prostora plge { (1,2)-1qc, 1lqc, od-
nosno 1sc) prostor,




Medjutim, ni za jednu od definicija lokalne kvazikompa-
ktnosti ne vaZi tvrdjenje

"Kvaziotvoren potprostor Jokalno kvazikompaktnog kvazi-
-Hausdorffovog bitopolo3kog prostora je lokalno kvazikompaktan",

Kao 5to pokazuje

PRIMER 2.14., Meka je X={0,1lU[2,3]CR, v topoiogija re-
alne prave, i neka su Uy i Usp t0po1ogjje indukovane sa y redom
na skupovima [0,1] 1 [2,3]. Ako je T1={9,X}UU1 za i=1,2, pro-
stor (X,r!,t?) je kvazikompaktan i kvazi-Hausdorffov. Skup
Y=(0,1)U(2,3) je kvaziotvoren u X, a potprostor (Y,7y,T%) ni-
je 1qc, pa stoga nije ni (1,2)-1qc niti je plgc prostor.

Ovaj primer pokazuje da se u iskazu teoreme 2.3 uslov
pTé ne moZe zameniti u op3tem sluéaju uslovom qT,. Prostor

(Xot!,t2) nije ni (1,2)-regularan niti je t2cx?}

S tav 2.10, Semiotvoren potprostor semi-Hausdorffo-
vog 1sc prostora je 1Isc prostor.

Dok az. Tvrdjenje sledi iz odgovarajuéeg stava za
topolo3ke prostore. V

[z stava 2.10 neposredno sledi da je svaki kvaziotvoren,

7! otvoren, kaé i t2 otvoren potprostor semi-Hausdorffovog 1lsc
prostora, lsc prostor.

S tav-2.11. Ako je (X,t!,1?) pR1 i (1,2)-1qc prostor,
i ako je skup Y 1! otvoren u X, tada i potprostor (Yoryotd)
ima osobinu (1,2)-1qc prostora.

Do ka z., Neka je xeY. Na osnovu Stava 2.8, postoji
t! otvoren skup V takav da'je xeVeViey i V? je kvazikom-
paktan skup. Sledi da je Ver§ i T;c]V =t2cIVAY = V2, Eime je
tvrdjenje dokazano. Vv

PPos1edica 2.4. Ako je Y <! otvoren skup u pT
i (1,2)-1q¢c prostoru (X,t!,t?), tada je potprostor (Y.T;,T;)
(1,2)-1qc prostor.

4

PROBLEM, Sta se moZe rec¢i o lokalnoj kvazikompaktnosti




t' otvorenog skupa u wpT, 1 (1,2)-1qc prostoru (%,7),t%)1

2,2.4, Kyazikompaktifikacija bitopolodkog prostora jednom tacCkom

Kvazikompaktifikacija prostora (X,t',t?) jednom talkom
ispitivana je u radovima [58],[38] 1[40]. I.L. Reilly je poka-
zao da za R-plc 1. pR, prostor (X,t',t%) , prostor (X_,1l,12),
dobijen od (X,t',t?) kvazikompaktifikacijom jednom talkom, ne
mora biti pR,. (Vid.[58], Example 4.) Isti primer pokazuje da
za (1,2)-1qc i pT, prostor odgovarajuci prostor (X,,7,,T15) ne
mora biti pR,, pa stoga ni pT2 prostor.

Slededa teorema dokazuje da za uzajamno R1 uzajamno lo-
kalno kvazikompaktne prostore vaZi analogon teoreme Aleksandro-
va o kompaktifikaciji jednom tackom, kada je uslov To zamenjen
usTovom R,.(Uporediti sa[44].)

Teorema 2.4, Neka je (X,t',7?) nekvazikompaktan
bitopolo3ki prostor i neka je prostor (X_,,tL,t2) dobijen od
(X,t',t?) kvazikompaktifikacijom jednom tadkom. Prostor
(X TasTo) Je pRy ako i samo ako je (X,t',t*) pRy i pligc pro-

stor.

D o k a z. (=>:) Ako je (X_,72,t2) pR1 prostor.:tada

je (X,t',1?) pRy prostor, jer je osobina pR, nasledna. Kako je
skup X 1; otvoren podskup, za i=1,2, kvazikompaktnog (pa sto-

ga i, plqc) pR, prostora (X_»Ts»T2), on je plgc prostor na os-

novu stava 2.11.

(<—=:) Ako su x i y dve tacke iz X i xﬁticl{y}, tada
xﬁriCI{y}. Kako je (X,t!,1?) pR1 prostor, postoje x1 otvoren
skup U i tJ otvoren skup V takvi da je xelU, yeV i U V=p, pri
cemu je jel1,2}-{4}. Kako za topologije vazi «'ct}! 1 1212 ,
tvrdjenje sledi za slufaj kada su obe talke iz skupa X.

| Za tadku XxeX i tatku «eX_-X, iz tlcl{w}=72cl{w}={=)
sledj xtflcl{m} za i=1,2. Prostor (X,t',v?) je plgc , pa po-
stoji 11 otvoren skup U takav da Jje xeU i TJclU je kvazikom-
paktan skup za 38{1!2}-{1}. Tada je za skup \J-X-U'j skup
V*-Vu{m}sri , Xeletr'c o Unv*=g ., g
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Da postoje prostori koji zadovoljavaju teoremu 2.4,
a kod kojih se topologije ne podudaraju, pokazuje

PRIMER 2.15. Neka je [=[0,1CR, tatke a,b/I i neka
e X={ a,b}UI. Neka su B = {{a},la,b}}U{ {x}| xe 1} 1
= {{ b} ,{a,b}} U {X}IXEI] baze topologija na X, ¢! i 2 re-
dom. Prostor (X,t!,t?) je pR, 1 plgc prostor jer,za 1,3c{1,2
i i#j, vaii: |
a.be{a,b}eri i fETE}J={a,b} je kvazikompaktan skup;
za svaki xel Jje xe{x}911 i f;§j={x} je kvazikompaktan skup.
Takodje, za parove tacaka iz X vazi: a¢g{b}* i b¢{al?; posto-
je U={a}et!, V={blet? takvi da Je aeU, beV i UNV=Pp; takodje
za svaki xel imamo a,bifiii. i=1,2, 1 postoje U={a,b}e'r1 i
V={xperd, Jel1,2)-(i}, da je UW=p; za x,yel i xsy je
xe{xbet's Yel{ylerd 1 (xIn{y}=p, za i,jel1,2} 1 i#].
Prostor (X,t',7%) nije kvazikompaktan jer ni prostori
(Xoxl) § (X,t%) nisu kompaktni.
~ Ako Je Xo=XU{} , gde o£X, tada su topologije
; = 1 kJ{VL){ o} | X-V je 1 zatvoren i konaianl,
i=1,2, 1 (X_,t2,t2) je PRy prostor.

T

Primetimo da ako se u teoremi 2.4. uslov pR, zamen]
uslovom pTz, tada se sve svodi na topolo3ki sluZaj, jer se
topologije t* {1 t? podudaraju na osnovu teoreme 2.3.

Takodje , neposredno sledi da se u iskazima stavova
2,8 1 2.11, kao i posledice 2.2, uslov PR, moZe zameniti ja-
Cim—uslovom MN-pRl. Vazi takodje

Teorema 2.5, Prostor (X_»stlst2), dobijen kvazi-
kompaktifikacijom prostora (X,t',t?) jednom tatkom, je MN- -PR,
prostor ako i samo ako je prostor (X,t!,t?) MN-pR, prostor.

D o k a z. I osobina MN-pR1 Je nasledna pa stoga, ako
Je prostor (X ,7,,Tg) MN-pR,, tada je 1 njegov potprostor
(Xy1!,12) MN-pR, prostor. Da je tada (X,t',t?) plqc prostor,
sledi iz teoreme 2.4 { implikacije MN-pRy = pRy.

Obrnuto tvrdjenje dokazuje se kao u teoremi 2.4. Pri tom,
ako su taCke x {1 y 1z X 1 rjcl{x}ﬁr ¢cl{y}, tada je
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ettt Veily) jer m¢ric1{x} i wzricl{y} posto Je (X,¢!,t?)
plgqc prostor. vy

Teorema 2.6. (1) 3itopolodkiprostor (Xm,T;,Ti),
dobijen od prostora (X,t!,r?) kvazikompaktifikacijom jednom ta-
¢kom, je qu prostor ako 1 samo ako je prostor (X.T‘,Tz) qu
i 1qc prostor.

(2) Ako prostor (X,t},t?) nije kvazikompaktan, on je
uzajamno homeomorfan kvaziotvorenom prostoru od (X_,t}!,t%) ¢i-
ja Jje kvaziadherencija skup X_

D okaz. (1) (=>:) Neka jJe (Xm,T;,T;) kvazi-Hausdorff-
ov prostor. Relativne topologije na X, indukovane topologijama
t} i t2 su redom ! i t? . Stoga, kako je osobina qT, nasle-
dna, prostor (X,t!,t?) je qT,.

Neka je xeX. Za tatke x i~ postoje u (X_,7.,T2) kva-
ziotvoreni skupovi U i V*=V{«} takvi da je xeU, weV* 1
UNV*=p. Bez ogranicenja op3tosti moZemo pretpostaviti da je
uett, verd, j,je{1,2}, 1 da je X-V kvazikompaktan skup u
(X,1!,12). Kako je UCX=V, to je ch‘Uc:X-V. pa je Ud kvazi-
kompaktan skup. Sledi da je (X,TI,TZ) lgc prostor.

(¢=:) Neka je (X,T',T%) qT, i 1qc prostor. Ako su x i
y dve razlidite_tacke iz X i ako su U i V njihove disjunktne
kvaziotvorene okoline u prostoru (X,t',t?), one su disjunktne
i kvaziotvorene i u prostoru (X_,tl,t2).

Neka je.xeX. Kako je (X,t',t?) lqc prostor, postoji
Uericzrl takav da je Uj kvazikompaktan skup u (X,t!,t?),
i,je{1,2}. Skup V=X-UjsTj. X-V je tJ zatvoren i kvazikompak=~
tan, sledi da je V*=VU{“}5T2 . Skupovi U 1 V* su disjunktne
kvaziotvorene okoline tadaka x i «» redom.

(2) Ako prostor (X,t',t?) nije kvazikompaktan, tada
skup {w} nije kvaziotvoren u (X_,tl,t2), pa je tlciX=X_=72ciX=
=qclx;'5kup X je kvaziotvoren u (Xm,r;,T:) 1 inkluzija
i: (X,t¥,t?) —=(X_,tl,t2) je uzajamno utapanje. vy

}

Posledica 2.5. Ako je (XN.T;.T;) qT, prostor,
“tada je (X,t',t?) qT, 1 1sc prostor.
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Posledica 2.6. Ako je (X,t!,1?) qu i (1,2)-
-1qc prostor, tada je (XW,T;.Ti) qT, prostor.

Da obrnuta tvrdjenja ne vaZe u posledicama 2.5 1 2.6
pokazuju primeri 2.3 { 2.2.

U primeru 2.3 prostor (X,t!,t?) je qT, i 1sc prostor,
dok odgovaraju€i prostor (Xm.r;.ri) nije kvazi-Hausdorffov jer
su topologije -Tl=r1qu} za i=1,2.

U primeru 2.2 (X,t',t®) nije (1,2)-1qc prostor. Za pro-
stor Xm=XU{“} topologija T; Je ona, dobijena kompaktifikacijom
realne prave Jjednom tadkom, dok je T;=TZU{VU{M}] Vet? i V#P}.
Kako je prostor (X,,ts) Hausdorffov, to je (Xe,tl,t2) qT
stor.

2 pro-

Teorema 2.7. (1) Ako je bitopolo3ki prostor
(X ,7_,12), dobijen od prostora (X,t',t?) kvazikompaktifikaci-
jom jednom tackom, semi-Hausdorffov, tada je (X,Tl.Tz) semi-~
~-Hausdorffov 1sc¢ prostor.

(2) Ako prostor (X,r!,t2) nije kvazikompaktan, on je
uzajamno homeomorfan semiotvorenom potprostoru od (X ,Ts,t2)

oo ¥ "on Y
¢ija je semiadherencija skup X_. |

Do kaz, (1) Tvrdjenje sledi iz odgovarajudeg stava
za topolodke prostore, jer je relativna topologija na X induko-
vana topologijom «t_=tlvyt2 jednaka topologiji tivt?

(2) Ako prostor {X,t',t?) nije kvazikompaktan, skup
(=} nije semiotvoren u X, 1 7t_c1X=X_. Skup X je semiotvoren u
(XoosTawsTa) 1 prostor (X,t',7t?) je uzajamno homeomorfan otvore-

nom potprostoru od (xm.T;.Ti). v

Da u teoremi 2.7 obrnut iskaz ne vaZi u (1) pokazuje
primer 1.1. Prostor (R,Z,2) je 1sc i st prostor, dok
(Roslwsle) nije sT, prostor jer su topologije na Re=RU{=}re-
dom: L =LU{R } , D _=DU{R,} i < _sLVD_ =(LVvD)U(R }.

‘Isti primer pokazuje da topologija rm=T;v12 nije u
opStem slucaju jednaka topologiji t. dobijenoj kompaktifika-
cijom prostora (X,t) jednom tatkom, gde je T=tlvT?, Medjutim,
kako je TQUTE CTux, uvek vaZi T CTy .
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2.2.5. Uzajamna potpuna reqgularnost pR

—

,_0dnosno pR1_

0

bitopolo3kih prostora

Teorema 2.8, Uzajamno R0 uzajamno normalan bito-
polodSki prostor je uzajamno potpuno regularan.

D o k a z. Neka je (X,t!,t2) pR0 p=normalan bitopolodki
prostor i neka je F 11 zatvoren podskup od X. Ako je xeX-F,
tada je chl{x}(:X-F jer je X pR0
1.1, postoji Ti l.s.cC., j TJ u.s.¢. funkcija f:x-+[0.1] takva
da je f(F)={0} i f({x)}%)={1}. Sledi da je prostor (X,t},t2)
uzajamno potpuno regularan jer je (i,j)-potpuno regularan za

(1,3)el(1,2),(2,1)}. v

prostor. Na osnovu stava

Pos1ledic¢ca 2.7. Uzajamno normalan pR1 bitopo-
io5ki prostor je uzajamno potpuno reqularan,

Posledica 2.8, Svaki p-normalan bitopolodki
prostor je p-potpuno reqularan ako i samo ako je pR0 prostor.

D o k a z. Ako je prostor (X,t!',t2) (1,2)-potpuno regqu-
laran, on je i (1,2)-regularan. Tvrdjenje sledi iz teoreme 2.8
i definicije {.21. v

Odavde neposredno sledi i teorema 5.4 iz [37]:

Posledica 2.9. Svaki uzajamno normalan prostor
Je p-regularan ako i samo ako je PR, prostor.

T eorema 2.9, Svaki pR1 i (1,2)-Rlc bitopolodki
prostor (X,t!,t?) je (1,2)-potpuno regularan.

D o ka 2z, Neka je F 1! zatvoren podskup od X i neka
Je x€X-F. Na osnovu stava 2.3, postoji t! otvoren skup V ta-
kav da je xeVCrt?clVCX-F i 12¢c1V je uzajamno kompaktan
skup. Ozna&imo Kat2cliV;prostor (K,Ti,ri) je pR, 1 uzajamno
kompaktan, pa je, na osnovu stava 1.8, uzajamno normalan. Na
osnovu teoreme 2.8, za tadku X i Ti zatvoren skup K-V posto-
ji Ty Ves.c. 1 Ty u.s.c. funkcija f: K—[0,1] takva da je
f{K-V)}={0} 1 f(x)=1, Neka je fFf*:X—=[0,1] preslikavanje defi-
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nisano sa f{y) , yeK

fr(y) = {
0 , YEX-K .

Tada je f*(F)={0}, f*(x)=1 ; f* je T' l.s.c. preslika-
vanje jer za proizvoljno ae[0,1] je

(F*)7 ((a1])= £71( (a,1] )= wery 1 WV,
Neka je W*et' tako da je W=W*NK. Tada Je W=(W*NK)NVsW*rVet!,
Takodje je (f*)"1([0,1])= X.

Funkcija f* je t2u.s.c. jer je za proizvoljno acl0,1]

X
-1
f* 150 =

Skup H Je T; zatvoren, 1 zbog H=H*NK, gde je H* <? zatvo-
ren skup, H je t* zatvoren. Preslikavanje f* je 2eljena funk-
cija. V |

zZa a=0

Sledeca posledica teoreme 2.9 je uopitenje teoreme 3
iz [58]. |

Pos1ledica 2.10. Uzajamno R1 R-uzajamno lokal-
no kompaktan bitopolo3ki prostor je uzajamno potpuno regularan.

Posledica 2.11. Svaki pR1 (1,2)-1qc prostor
jJe {(1,2)-potpuno regularan. |

Posledica 2.12. Svaki PR, i plgc bitopolo-
$§ki1 prostor je p-potpuno regularan.

NAPOMENA. Posledica 2.12 sledi i iz teoreme 2.4 i 2.8.
Ako je prostor (X,t',t?) PRy 1 kvazikompaktan, tada je, na os-
novu stava 1.8, uzajamno normalan. Iz posledice 2.7 sledi uza-
jamna potpuna regularnost prostora (X,tv',t?). Ako prostor
(X,t',t?) nije kvazikompaktan, neka je (X_,tl,t2) prostor dobi-
jen od (X,t',t?) kvazikompaktifikacijom jednom taékom. Na osno-
vu teoreme 2.4 {1 posledice 2.7, prostor (X_,TL,t2) Je p-potpuno
regularan. Sledi da je (X,t!,t?) uzajamno potpuno regularan jer
Je uzajamna potpuna regularnost nasledno svojstvo.




3, HIPERPROSTORI TOPOLOZKIH 1 BITOPOLOSKIH PROSTORA

3.1, DEFINICIJE I OSNOVNE OSOBINE

Topolo3ki hiperprostori bili su predmet mnogih izuca-
vanja. Jedan od fundamentalnih radova o hiperprostorima sa ko-
nalnim topologijama je rad E. Michaela ([36]). Hiperprostore
sa polukonalnim topologijama ispitivali su, pored drugih, V.I,
Ponomarev ([49]), M. Marjanovié ([34] 1 [35]) § 0. Feichtin-
ger ({19]).

U ovom radu ¢emo pri ispitivanju hiperprostora uglav-
nom koristiti oznake E. Michaela.

Ako je (X,t) topolo3ki prostor, tada
( A(X) = {ACX| A#9}

2X « {Ae4(X)| A=A}

(1) c(X) = {A52x| A je kompaktan}

Jn(X) = {Aeg(X)| A ima najvi3e n elemenata}

J(X) = \U)Jn(X) = {A€A(X)| A je konalan skup}.
neN

Ako je F jedna od uolenih kolekcija 1 B<CX, oznacice-

mo
< B> = {AeF| ACB} i > B < = {AcF| ANB# @} ,

a ako su BycX za i=0,1,...,n, tada
(2) < Byi ByseesyBy>= {A€P] ACB, 1 ANB,#P za svaki i=1,..
S obzirom na jednakost
< By B1.....Bn>- <Bo; 31“30""' BJWBO> ’

pretpostavijacemo uvek da su u formuli (2) svi skupovi B,CB

0
Za 1‘1.--..“) '

Neka su Bx 1 C. podskupovi od X. Za uvedene kolekcije

A

e s N}
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vate sledeée relacije:
H1l <g>-g

H 2. M < BA:- -<('\BA>
Aech Aeh

H 3i B1CBZ - (<B1> C (Bz> 1 )B’( C>82< )
H 4- < BO >ﬁ>31<ﬂ-..n >Bn< " £ BO; B1nBO'it-. BnnBO >
H 5. J > BA< = 5 \J BJ\ <

aech Ach

HG. < Bo; B1.---,Bn>n(co; c1'-t-|cm>'

- g Boﬁco; B1ﬂco.....BnﬁCO.C1DBO.....CmﬂBO >
Familije

¥ = {<U> | Vet} , ¢ ={>Uc]| Uet} 1 ¥=¥UY

su predbaze topologija na F i to redom: gornje Ppolukonaine,

donje polukonaine i konalne topologije. Te topoiogije oznala-
vademo redom sa T , T i T .

S obzirom na osobine H 2, H4 i H 6, familija ¥

je istovremeno i baza topologije 7T ,a bazu topologije T &inf
familija n

{ <U°; U‘;1111Un> l U1ET Za i'O.‘;-;-.“. 1U1U1 CUO ’ HEN}.
n NAPOMENA. Kako za proizvoljne Bicx, 120,1,...,0,
pri 8031U B1 vazi Jednakost

< BO; B‘Iiil'Bn> = < Bo; BO'B1’.;I-.'Bn>'
to se moZe pretpostaviti da u (2) vaii B, =\UB;

ind

Lema 3.1, Topologije T , T {1 T imaju sledece
osobine:
P 1. Ako je B=B, tada je < B > zatvorena kolekcija u
(F,T) 1 (F,T).
P 2. Ako je B=B, tada je > B < zatvorena kolekcija u
(F,T7) 1 (P,T) |
P3. Tcl«e B>C<c B> 1 Tclc B>C<« B> .

P 4I TCI'( Boi B1'|-n|Bn>C( Bo; §1j|||jEn 7

Dokaz. P, F-< B> -{A6F|AnBc;‘0}- >__Bc< EYCTCT.
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P 2. F ->8 <={A€F[An8=@}=<BC> ey CcTCT,
P 3. Kako je BcCB, to je, na osnovu H 3 {1 P 1,
<B>C<B =rcld> =TckB , pa je
TclkB>C<B {1  TcleB C<B>
P 4. S11¢no kao u dokazu P 3, koriiéenjem H 4, P 1 {

P 2, 12
<Bo; Bl,--t’Bn} =<Bo>n(>51<n---n>8< ) C

C<B>N(>84<N...N>B < ) = <B i By,...,Bp
i zatvorenosti kolekcije <EO; ﬁl""’§n> . sledi

TCI(BO; B1’---| Bn>C<BO;‘B1'.-.'E >-i v

S tav 3.1. Predbaze familije svih zatvorenih skupo-
va u (P,T), (FoT) i (F,T) su redom
g ={ <F> |F=F u (X,t)} , g ={ >F< [F=F u (X,7)} i
H=HUY -

D o k a z. Kako je u proizvoljnom topoloSkom prostoru
(S,0) svaki otvoren skup W= NA , gde su NA bazni elementi,

E(x) AcA F
a svaki W,= N ”A gde su W, elementi predbaze 0 , to za
i=1 i i

svaki zatvoren skup H u (S,9) vaZi
] S 10 I k()
LY S U {QA[,-Q NM] "l )
- pa kolekcija {Ncl Weq} &ini predbazu familije zatvorenih sku-
pova u (S,0). - |
Tvrdjenje stava 3.1 sada sledi iz definicija topologija
7 +7 1 7 naF i osobina P11 {1 P2, V

L ema 3.2. Topolodki prostori (X,t) 1 (J4(X),0), gde
je 6 jedna od topologija 7, 7 111 T , su homeomorfni.

D ok a z. Neposredno sledi da je presiikavanje
h: X-*Ji(X) definisano sa: h{x)={x} za sve xeX, bijekcija.
Kako su predbazni elementi topologije © kolekcije obli-
ka

<V> ={ {x} | xeV ')} gde je Ve€T,ako © DT
. .

>¥< «{ {x} | xevV}, za Vet , ako ©DT ,
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to je za svaki Vet 1 odgovaraju¢i predbazni element Ve

e{ <V> , >V< } topologije @ ,skup h'I(v)-Ver , pa jJe h ne-
srekidna funkcija. Da je h otvoreno presiikavanje siedi iz
h(V)s»yed za svaki Vetr, gde je V= <V> {1§ V= >V< , zavisno od
topologije © .

3.2, HIPREPROSTORI TOPOLOSKIH RO-PROSTORA

Lokalnu koneksnost 1 koneksnost im Kleinen hiperprosto-
ra topoloskih R -prostora ispitivao je Ch. Dorsett ([17]). Mo~
difikujuéi postojece dokaze, Dorsett je dokazao da poznati sta-
vovi o istovremenoj koneksnosti T,-prostora i njihovih hiper-
prostora vate 1 u op3tijem sluCaju, kada se usiov T1 zameni

slabijim svojstvom, R0 osobinom.

U ovom odeljku ispitivanju hiperprostora pristupamo na
drugi nadin. Svakom R -topolodkom prostoru pridruZuje se T1
prostor koji sa uoéen1m ima homeomorfne h1perprostore Dalja
ispitivanja zajedniékih osobina svode se na ispitivanje tih oso-
bina dvaju topolo3kih prostora i njihovih hiperprostora.

Pre nego 3to predjemo na dokazivanje nmekih osnovnih oso-
bina hiperprostora R,-prostora, posebno formule P 6 koja je

vaina pri ispitivanju hiperprostora, navodimo sledeli Dorsettov
rezultat (vid.[17]).

S tav 3.2.UR,-topolodkom prostoru (X,g) skup {(x} Je
kompaktan za svaki xeX.

Teorema 3.1. Neka je (X,1) R -prostor { F jedna
od k01ekc1ja 2X §11 o(X). Ako je Uert, uieT 2a §80,1,000esn

U, -1\.)1Ui , tada u prostoru (F,T), odnosno (F,T) vaii:

PS5, Tcl<U> = <U> 4 Telc U > = < U >
P 6- TC1<UO'. U1«|---'Un> = <Uo; Uig...,nn:’ .

Do kaz.$S obzirom na osobine P 3 1 P 4, treba doka-
zati da:

(i) ako je Ae<U> u prostoru (F,T),tada je AeTcl<u> j




- 48 =

(11) ako je fe<0 > wu prostoru (p,7), tada je AeTclcU >

(1i1) ako Je Ae<ﬁo; U1....,U;- u (F,r), tada je
AeTcka; U1,....Un>

Kako je (1) specijalan slutaj tvrdjenja (11f), kad je
Ug=...=U =U, i kako (ii) sledi iz (i) jer je TcT , pa stoga
i TclkU> TclclU >, potrebno je dokazati samo (fii).

_ Uvedimo oznaku U= <U0; U1,...,Un> . Ako jJe

Ac <U0; 01....,Un> » neka je y= <V ;3 Vis.eouV > proizvoljna
T bazna okolina elementa A.Kako je AcCv , iz Anﬁif P za
i=1,...,n, sledi da je za svaki fie{1,...,n} skup V. N0, nepra-
zan. Stoga postoji bieV nU; =za f=1,...,n . Sli¢no, iz ACZUO
i ANV, # @ za svaki ke{1,...,m, skup Ugﬁka @, pa postoji
CeU NV, za svaki kelt,...,mb. Skup F ={bsli=1,...,n} U

u{ ¢y | k=1,...,m} je konalan, skup F -(1&1{_?;} )u(k{"11{ck} )

je kompaktan ni_ignovu stava 3.2, i (E]icvdnui zZa svaki_
1=1,....n , a {ck}cudnvk za svaki k=1,...,m .Slaedy da FerF,
FeUnvV {1 stoga AerclV , 3to je i trebalo dokazati.(Uporediti
sa [29].) v

S tav 3.3. Neka je (X,t) proizvoljan topolo3ki pro-

stor 1 7 jedna od kolekcija J(X) i1i 4(X). Ako su B i N

n
i=1,...,0 , proizvoljni podskupovi skupa X, a Bo'ikﬁBi' tada

u prostoru (F,T), odnosno (F,T), valiy:
P 5°% rcl<B> = <B> i Tcl<B> = <B> ,

P 6 . TCI<B0.‘ B1’|;.'Bn> = <BO; B1|-|-,Bn> L

D ok az. Tvrdjenja se dokazuju isto kao u teoremi 3.1.
Umesto skupa ?, odgovarajuéi skup F je u F, a pritom se ne za-
hteva otvorenost skupa B, odnosno skupova By» 120, 14000yn . V

Stav 3.4, Ako je (X,t) Ty-prostor i F jedna od kole-
kcija Zx ili ¢(X), tada za proizvoljne skupove BCX, Bicx za

is0,1,...,n i Bo"E‘Bi’ u prostoru (r,T), odnosno (F,T), vaii:
i=}

" - -
P 5. P¢c1<B> = <B> i - 7cl<B> = <B> ,
P 6" Tel< Boi ByseersB > = < Eo; E1""‘En) .

D o k a z. Isto kao u dokazu stava 3.3, odgovaradudi
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konacan zatvoren skup F iz dokaza teoreme 3.1 pripada sam pro-
storu 7 {1 tvrdjenje sledi neposredno. ¢

Neposredno imamo da je osobina P 6" u prostoru
.T) karakteristika T1-prost0ra (X,1).

laista, ako (X,T) nije T1-prostor, postoji xeX takav
da je {x}#{x}. Tada je @ = <{x}> # <{x}> Jer {x}e <{X}>

(2

Medjutim,osobina P 6° nije karakteristika ﬁo-prostora
(X,T): naime, postoje prostori koji nisu Ro-prostori. a koji
imaju ovu osobinu. To pokazuje i

PRIMER 3.1. Neka je X=[0,1]JCR i neka je U={X-{%}|I’IEN}
predbaza topologije T na X. Neka je ¢ kolekcija svih nepraznih
konadnih podskupova skupa 5=f— | neN}. Tada je 1t ={@, X}U
U(F®|Feo} , a ouUI{X} Je kolekcija svih nepraznih zatvorenih
skupova u (X,t).

Za svaki xeX-S je {x}=X, pa stoga (X,T) nije Ro=pro-

stor. Takodje, za svaki neprazan otvoren skup G u X je G=X,
k .

Neka su G1er. Gif @ za i=1,...,k 1 @ -!.._,)G1 Oznadimo
KR!

G = <G°; G1..;..Gk> . Tada je

X
<G°| G1‘.'.'Gk> = <x> = 2 *

Dokazimo da je ¢ = 2% v (ZX,T).

. Za svaki FepU{X} i njegovu baznu okolinu W-<H°;H1,....Hm>
kolekcija 6nw Je neprazna jer je, na osnovu H 6,
GOW = <G NW 3 G1nw0..-:_,eknw0 , G ﬂw1,...,G NW_>
a za svaki 1ie{1,...,k} postoji a, ESN(G NN ) 1 za svaki
je{1,...,m} postoji bjeSﬁ(GJﬁw ). Skup A -{ai|1 oeeask}U
Ulbyli=t....mpe2" , Aegow , dakle Fed .
Sledi da za svaku kolekciju nepraznih otvorenih skupo-

k
va G.i. 1.1'Ill'k » 1 Go-'l\:)’Gi Vai1

TC]<G0; G1....,Gk>'- <Go; G1.;...Gk> ‘

U daljem ispitivanju razmatraéemo prvo hiperprostore
sa konaénim topologijama.

Teorema 3.2. Ako je (X,T) Ry prostor. tada su
-(2 ,7) i (C(X) »T) R -prostori.
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D o k a z. Kako je osobina R nasiedno svojstvo, dovo-
1jno je dokazati da jJe (2 T) Ro-prostor.

Na osnovu teoreme 4.9 iz [36], prostor (EX,T) je uvek
To-prostor. stoga je on R -prostor ako {1 samo ako je T1-pr05tor.

Neka su A i F dva razii¢ita elementa 1z Zx. Ako Je
FNAC# @, tada Fev= >A%<er pa F¢rcl{A} jer AZV. Ako Je
FCA, zbog F#A, postoji xeA-F. Prostor X je R -prostor. sle-
di da {x}cFC. Stoga Fewe <({ x}) > T 1 F?Tc1{A} jer Adw,
Sledi da je za svaki AEZx adherencija rTcl{A}={A}, tj.

X Je Tl-prostor. v

2

Obrnut iskaz teoreme 3.2 ne vaZ2i, 3to se moZe videti
iz primera 3.1. Dokazaemo da je svaki jednodlan skup u Zx
zatvoren,

Za svaki Fe® i svaki He2" takav da Je HEF, ako H#F,
tada Hev= >F%< €T, odakle sledi da H¢{F} Jer F¢v. Ako HCF,
poiz?11  neN takav da % ¢ H i Sledi da He <{ }c> =fET , pa
HZ{F} Jjer F¢w.

Zato je {F}={F} za svaki Fe®,

S1i&no, za svaki He® postoji neN takav da %-¢ H.
Ponovo je He <f%}c> ET Hﬁf?} jer X¢ <{%}°>

- Dakle prostor zx je T1-prostor. pa stoga zadovoljava i
R0 aksiomu, iako X nije Rd—prostor.

X

Ako je (X,T) R -prostor, prostori (A(X),T) i (J(X),T)
ne moraju biti Ro-prostori niti To-prostori. To pokazuje

PRIMER 3.2. Neka je X={a,b,¢c} 1 7t={g,{a,b},{c}. . X}.
OznaCimo A={a}, B={b}, C={c}, D={a,b}, E={a,c} i F={b,c}.
Tada je J(X)= A(X)={A,B,C,D,E,F,X} , a topologija
r = {0,{C},{X},{C,X},{A,B,D},{A,B,C,D)},{A,B,D,X}, {A,B C,D,X},

{C,E,F,X}, J(X)}.

Prostor (X,t) Jje Ry-prostor,dok (4(X),T)=(J(X).T) ne
zadovoljava R aksiomu jer Ce{C)er a {C}={C,E,F}. Takodje je
{E}={F}={E,F} pa (A(X),7)=(J(X),T) nije T,~prostor. |

Ako je (X,T) T,-prostor, tada s(X)cC(X)c2X, pa je
(7 (X),T) T1-prostor. Hiperprostor (A(X),r) je u tom sludaju
To-prostor Jer za dva razlilita elementa A,Be4(X) postoji «x
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takay da x€(A-B)u(B-A}. Ako je x£A-B, tada Bevs <{x}c> €T,
dok Adv. Simetrilno se dobija ako xeB-A. Medjutim, (A(X),T)
ni tada ne mora biti T1-prostor. To pokazuje

PRIMER 3.3. Neka Je (X,T) beskonadan skup sa kofinit-
nom topologijom. Za svaki beskonalan skup ACYX takav da je
A # X, skup Xe{A}, jer za svaku baznu okoliny Ha= >H1< “oo >Hk<
elementa X, iz Anwiﬁ g za i=1,...,k , sledi Aepy,.
Razmatrademo dalje Jjednu relaciju ekvivalencije na
skupu X {1 odgovarajuce hiperprostore prostora X § njegovog ko-
li¢nik=-prostora u odnosu na ovu relaciju ekvivalencije.

Neka je (X,t) topolodki prostor i neka je ~ binarna re-
laciaa na skupu X definisana sa

(3) X o ¥y <> (X} = {y]

Neposredno se proverava da je . relacija ekvivalenc13e.
0znatjcemo sa [x] klasu ekvivalencije elementa x, sa X = X/o

koli¢nik-prostor u odnosu na .~ , sa ¥ koliénik-topologiju {§ sa
p: X—+X koliénik-preslikavanje,

S tav 3.5. Za svaki x&X i svaki zatvoren skup FCX

vazi:

(4) [x] € {x)

i

(5) p" 1 (p(F)) = F .

D o ka z, Inkluzija (4) sledi iz

ye [x] => {y} = {x} => ye{x)
a jednakost (5) iz

FCp'1(p(F))-U{[x] IxeF}cul{ {X} |xeF}YCF. v

Posledica 3.1. Koli¢nik-preslikavanje p:X-*f
je zatvoreno preslikavanje,

.Teorema 3.3. Hiperprostori (ZX.T) i (Zx.f). od-
nosno (C(X),r) 1 (c(X),T), su homeomorfni.

D o k a z. Funkcija gq: zx—+zx definisana sa

~q(A) = p(A)
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za svakt A czx

10

» Je:

dobro definisana, Jjer je p zatvoreno preslikava-
nje; 0 X
2 fnjektivna, jer za svaka dva elementa A1,A €2

a(Aq)=q(A,) => p(A;)=p(A,) > p™ (p(A $))=p (D(A )} => A=A, g

3° surjektivna, jer za svaki A er Skup p- (A) ezx i

Sl

a(p” (A))=p(p~'(A))=h .

Neka je # predbaza za sistem zatvorenih skupova u

g

(ZX,T) i neka je H odgovarajuca kolekcija za prostor (22.5).
(Vid. Stav 3.1.) Preslikavanje q Jje:

4° neprekidno, jer za svaki zatvoren skup F 1z X je

P gt

T Bo)m (Ap ™ (B) |Re2X 1 RcF 3a (ae2X Jacp ' (F))s
= <p-1(?)> eH

Vo Fo<)nl Aap (R) 1R 2% i Rnfgg - (A e2X [Anp™! (Fyap) -

' = sp V(F)< el ;

50 2atvoreno, Jjer za svaki zatvoren skup F u X vazi

al< F>)= q(< p 1 (p(F)) >)= a(a (< p(F) >))= <p(F)> ex
i 4
a(> F <)= a(> p ' (p(F]) <)= q(a" (> p(F) <))= >p(F)< €F .
Sledi da su hiperprostori LZXLT) i (ZX,F) homeomorfni,
Potprostori (¢(X),T) i (C(X},T) su homeomorfni jer je

(6) c(X) = q(c(X)).

Zaista, kako je p neprekidno preslikavanje, za svaki
Aec(X) skup p(A)ec(X) pa je q(c(X))cc(X) .

Obrnuto, neka je Asc(X) i neka je A=p (E). Neka je ¢
proizvoljna familija zatvorenih skupova u A sa osobinom kona-

¢nog preseka. Tada je k-{p(F)IFe¢} centrirano mnoStvo zatvore-

nih skupova u X. Kako je A kompaktan skup a ® kolekcija zatvo-
ren1h skupova u A, skup (\{p(F)|Fe¢} # @. Sledi da je

"FA R Fo® A { p- Y(p(F)) | Feed= N{F|Feo} , dakle A
Je kompaktan skup, tJ. AeC(X).
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Stoga q defini3e homeomorfizam prostora (c(X),7}) i
(C(f),?). dime je tvrdjenje teoreme 3.3 dokazano. 9

Stav 3.6. Neka je (X,t) Ro-prostor. Za svaki xeX 1
svaki VET vaii:

(7) [x]
i

(8) e~ (p (V) = V.

Do kaz. S obzirom na (4), za dokaz jJednakosti (7)
treba dokazati da Je f?}c[x] za svaki xeX .

Ako je ye{x} i {y}#(x} , tada {y}c{x} 1 x#{y}. Stoga
xe(f?})c i, kao je X Ro-prostor. {x} (f?})c. pa Y¢f;3. $to
je kontradikcija. Time je jednakost (7) dokazana.

Jednakost (8) sledi iz

Vvep l(p(v)) =ul[x]|xeV} =uU{{x}|xev}CV
Jer je X Ro-prostor.

Time je tvrdjenje stava 3.6 dokazano. V

Posledica 3.2. Ako je (X,T) R,-prostor, koliZ-
nik-presliikavanje p Jje otvoreno preslikavanje.

Pos‘'ledica 3.3. Ako je (X,t) Ro-prostor. njegov
kolidnik-prostor je T1-prost0r.

Dok az. Kako je za svaki [x]eX 1 kolignik-preslikava-
nje p: X—+X skup

o UK ) = [x] = 0

zatvoren u X, to je skup {[x]} zatvoren u i. pa Jje X Ty-prostor.

Jasno je da za R -prostor koji nije T -prostar odgovara-
juéi hiperprostori (A(X) ,7) i (A(X) T), odnosno (J(X),T) i
(J(X) T) ne moraju biti homeomorfni. Dovoljno je uo&iti prostor
(X,7) sa antidiskrefnom topologijom pri Cemu X 1ima bar dva
elementa. Tada je X Jjednollan skup pa je i CardA(E)-1ﬁ
# CardA(X), kao i CardJ(X)=t# Cards(X).

Teorema 3.3 je jo§ jedan primer postojanja nehomeomorf-

nih topolo3kih prostora, a &iji su odgovarajuéi hiperprostori
medju sobom homeomorfni.
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Ukoliko Je (X,1) R -prostor. tada Je, na osnovu posledi-
ce 3.3, koli&nik=prostor (A T) y“prostor, pa se mnoge osohine
prenose sa prostora (X T) na hiperprostor (2 ,T7), odnosno
(¢(X),7), { obrnuto. (Vid. npr. [36].) Ako su to osobine koje

istovremeno poseduju X 1 X , to {1z homeomorfnosti hiperprosto-
ra (P,7) 1 (F,7) sledi preno3enje osobina sa (X,T) na (ZX.T).
oadnosno {(¢c{X},7), 1 obrnuto.

Sa X na Zx. odnosno ((X), moZe se prenositi samo ona
osobina koja se sa T1-prostora prenosi na odgovarajuc¢i hiper-
prostor, 1 obrnuto, sa hiperprostora na Ro-prostor X se mo-
e prenositi samo ona osobina koja se sa odgovarajuceg hiper-
prostora prenosi na T1-prostor. jer je svaki T1-prostor isto-
vremeno i Ro-prostor.

Sledeéom teoremom dokazujemo da neke od osobina koje i-
stovremeno poseduju T1-prostor X {1 njegov hiperprostor 2X
odnosno C(X), istovremeno poseduju R -prostor X 1 njegov
koliénik-prostor (X,T), odakle izvodimo zakljulak o prenoSenju

tih osobina sa X na Zx. odnosno C(X), 1 ebrnuto,.

Teorema 3.4, Neka je (X,T) R o Prostor i neka je
(X,T) njegov koli&nik-prostor u odnosu na napred uvedenuy rela-
¢iju ekvivalencije ~ ., Tada vaZi:

1) prostor (X,T) je kompaktan ako i1 samo ako je (i.?)
kompaktan prostor;

2) prostor (X,T) je lokalno kompaktan ako i samo ako je
(x,r) lokalno kompaktan prostor;

3) prostor (X,tr) je separabilan ako i samo ako je (X T)
separabilan prostor;

N 4) prostor (X,T) ima prebrojivu bazu ako 1 samo ako
(X,;) ima prebrojivu bazu;

5} (X,T) zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti ako i
samo ako (§.¥) zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti;

8) (X,t) je R1-prostor ako i samo ako je (i,?) Tz-
-prostor;

7) prostor (X,t) je regularan ako 1 samo ako je (§.¥)
T3-prostor;
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8) ako je (X,Tt) Stoneov prostor, tada Je (i,?) Stoneov
prostor;

9) prostor (X,t) Jje potpuno regularan ako i samo ako je
(X,7T) Tal -prostor;

10) prostor (X,T) je normalan ako i samo ako je (X,71)
T4-prostor, .

11) prostor (X,t) je koneksan ako i samo ako Je (X,T)
koneksan prostor;

12) prostor (X,T) je lokalno koneksan ako {1 samo ako je
(X,T) lokalno koneksan ;

13) (X,t) je nula-dimenzioni prostor ako i samo ako je
(X t) nula-dimenzioni prostor;

14) ako prostor (X T) nema izolovanih tataka, tada ni
prostor (X,T) nema izolovanih talakaj

15) ako je prostor (X,t) totalno diskoneksan, tada je i
prostor (X T) totalno diskoneksan;

16) ako je (X,t) diskretan prostor, tada je i (X T) dis-
kretan prostor.

Dok a z. 1) Za ko11tn1k pres]1kavan3e p: :X—X i homeo-
morfizam q: Zx—+2x vazi p(X)=q(X)= X 3§ q(c(X))= G(X) (Vid.
dokaz teoreme 3.3. ) S1ed1 da je Xec(X) ako i samo ako je
XEC(X) |

2) Kako je p:x-+§ neprek1dno, zatvoreno i surjektivno
preslikavanje, 1 za svaki [x]ex je ({[x]}) ={x} kompaktan
skup u X na osnovu stava 3.2, to je X Tokalno kompaktan
ako i samo ako Jje E lokalno kompaktan prostor. (Vid. npr.
[43] zadatak 103.)

3) Ako je X separabilan prostor, to je, zbog neprekid-
nosti preslikavanja p , 1 prostor X = p(X) separabilan, (Vid.
npr. [43] zadatak 26.)

Obrnuto, neka je S prebrojiv svuda gust skup u i
Neka je ScX takav da je za svaki sES skup SNnp_ ({s}) jed-
no&lan., Tada je S prebroj1v svuda qust skup u X Jjer za sva-
ki Vet postodi seS takav da sep(V) Ako Je sesnp'1({§}).
sledi da sep™ (p(V))=V. )

4) Ako X 1ima prebrojivu bazu, tada { X 1ima prebro-

iy
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jivu bazu, jer je druga aksioma prebrojivosti invarijanta otvo-

renih neprekidnih preslikavanja.(Vid. npr. [65] Th. 15.1.)
Obrnuto, ako je B prebrojiva baza topologije T , tada Je
g = {p (B)1BEB} prebroj1va baza topoiogije 1 . Za svaki Ver

gy @ myg R

skup p(V)= lJ[B[BEB CB} , sledi da je V = p (p(V))-

=\U{p 1( )[BeB1C3} na osnovu Jjednakosti (8}).
5) Ako X zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti, tada
i i zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti, Jjer je ovo svo-
jstvo invarijanta otvorenih neprekidnih preslikavanja.
Obrnuto tvrdjenje se dokazuje s]iéno kao u 4). Za pro1zvo-
1jan xeX {1 prebrojivu lokalnu bazu NF p U tacki [x]=p(x) u

prostoru X, kolekcija W ={p (U)|U€N[x]} je prebrojiva Iokal-
na baza topologije t u taék1 X .

6) Neka je X R,-prostor i neka su [x] 1 [y] dva razli-

tita elementa iz X . Za skupove {x}=[x] 1 {y}=[y] u prostoru
X postoje disjunktni otvoreni skupovi U i V takvi da je

o

(x}cU i {y}cV . Skupovi sz(U) i V=p{V) su otvorene disjunktne
okoline taZaka [x] i [y] u prostoru X .
Obrnuté, ako je X T2 prostor i za dve tacike x iy 1z
X va21 {x}#{y}, tada su [x]=(x} 1 [y]n{y} razl161t1 e1ement1
u X . Postoje otvoren1 d1sjunktn1 skupovi U i v u X takvi
da [x]eu i [y]ev . Skupovi U=p (U) i Vap~'(V) su otvoreni |
disjunktni u X i sadrie tatke x i y redom, |
7) Neka je X regularan prostor, skup A zatvoren u X
i tadka [x]¢1 . Za zatvoren skup A=p'1(i) u prostoru X { ta-
&ku xe[x] , kako x¢A , postoje disjunktni otvoreni skupovi
u i Vv takv1 da xeU i ACY . Kako je X R -prostor, to je

Pp

(X} =p ({[X]})CU Preslikavanje p je zatvoreno j postoje 1
otvoreni skupovi G i H takvi da [x]sG ACH ,p° (G)CU i

(H)CV. Sledi da je GNH-= =@, a odatle i regularnost T1 pro-
stora X .

Obrnuto, neka je A zatvoren skup u X 1 neka je xeX-A,
Kako je. A-p'1(p(A)). to [x]=p(x)¢p(A). Za zatvoren skup p{A)
i tadku [x] w regu1arnom prostoru i postoj® disjunktni otvo-
reni skupovi U i V takvi da [x]eU i p(A)cV. Tada su

Usp~t(U) 1 vep ' (V) otvoreni i disjunktni skupovi u X , xeU i
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veV. Sledi da je X reqularan prostor.

8) Prostor X Je Stoneov ako za svake dve razlilite ta-
tke x, i x, postoji neprekidna funkcija f:X—+(0,1] takva da
je f(x1)-0 i f(xz) =1,

Neka je X Stoneov prostor 1 neka su [x,] 1 [x,] dva
razlicita elementa iz X. Za razlitite talke x e[x1] i xze[xz].
postoji neprekidna funkcija f:X—=[0,1] takva da je f(x1)=0 i
f(x2)=1. Restrikcija funkcije f na svakoj k1asi [x] Jje kon-
stantna funkcija, jer je za svaki xeX skup f ({f(x)}) za~
tvoren, pa stogh [x]=f§3cf-1({f(x)}) Dakle, X~y => f(x)= f(y).'
pa f definide neprekidnu funkciju f: X-*[O 1] takvu da je
fopsf. (Vid. npr. [43] zadatak 27.) Kako je f([x,])=0 i
f([x,])=1, f Je funkcija koja razdvaja elemente [x,] 1 [x,].
Sledi da je X Stoneov prostor, 3to je i1 trebalo dokazati.

Obrnuto t!rdjenje ne vazi ukoliko X nije T1-prostor
(tj. ako X i X  nisu homeomorfni). Ako su x i y dve ekvi-
vaientne talke u prostoru X , one se ne mogu razdvojiti nepre-
kidnom reainom funkcijom.

9) Ako je X potpuno regularan prostor, tada se, slic-
no kao u 8), dokazuje da ge i i potpuno regularan prostor.

Obrnuto, neka je X potpuno regularan prostor i neka je
F zatvoren skup u X koji ne sadrZi tadku x. Kako x¢F =

1(p(F)), to [x]¢p(F) 1 postoji neprekidna funkcija
¥:X—[0,1] takva da je f([x])=0 i f(p(F))={1}. Tada funkcija
f-?-p:x-*[0,1] razdvaja tacku x 1 skup F . Sledi da je X
potpuno regularan prostor.

10) Dokaz Je analogan dokazu tvrdjenja 9).

11) Koli&nik-preslikavanje p je neprekidno pa iz kone-
ksnosti prostora X sledi koneksnost prostora i. |

Obrnuto, ako su U 3 V disjunktni neprazni otvoreni sku-
povi u X takvi da je UUV=X, tada su U=p(U) i V=p(V) disjun-

Py e Wy

ktni neprazni otvoren1 skupovi u X takvi da je UUV=X jer

je U=pf1(ﬁ) i V-p (V) na osnovuy jednakost1 (8), pa X nije
koneksan skup.

|

12) Ako Je‘ X lokalno koneksan prostor, tada je 1 X
lokalno koneksan jer Je p koli¢nik-presliikavanje.
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Obrnuto, neka je X lokalno koneksan prostor 1 neka je
x tacdka iz X i U njena otvorena okolina., Tada je Gup(U) ot-
vorena ©Okolina elementa [x] i postoji koneksan otvoren skup
V takav da [x]sVC:U. Skup V=p'1(9) je koneksan i otyoren u X
i xe¥YC U, Sledi da je X lokalno koneksan prostor.

13) Neka je X nula-dimenzioni prostor 1 neka je 7 ba-
za topologije T koja se sastoji od otvoreno-zatvorenih skupova,
Tada je 3 = (p(B)|BeB} baza topoloqgije T, Kako je preslikavanje

p otvoreno-zatvoreno, to su svi elementi iz B otvoreno-zatvo-
reni skupovi.

or

Obrnuto, ako je X nula-dimenizoni prostor i B njegova
baza topologije koja se sastoji iz otvoreno-zatvorenih skupova,
tada, kako je B ={ p-1(§) [Eeﬁ} baza topologije T, a preslikava-
nje p neprekidno, svi elementi baze B su otvoreno-zatvoreni
skupovi.

14) Ako je x izolovana tafka u Rn-prostoru X,'tada
je X)}cx3} ti. skup {x} je otvoreno-zatvoren u X pa je
[x]=({x}. Sledi da je skup {[x]}=p({x}) otvoren u X, odnosno
(%] je izolovana tacdka u prostoru X. L |

15) Dokaz tvrdjenja siedi neposredno iz definicije total-
ne diskoneksnosti prostora 1 osobina preslikavanja p. Za dve
razne tadke [x] 1 [y] u prostoru i, u totalno diskoneksnom pro-
storu X postoji diskoneksija U|V prostora X takva da
x€U, yeV. Kako je U=p~'(p(U)) 1 V=p '(p(¥)), to [x]ep(V) ,
[¥]ep(V), a p(U) i p(V) Cine diskoneksiju prostora X.

16) Tvrdjenje vaZi neposredno jer su X 3 X homeomorf-
ni prostori. Jasno je da obrnuta tvrdjenja ne vaZze u op3tem slu-

¢aju u 14), 15) 1 16). Dovoljno Jje uoliti prostor X sa trivi-
jalnom topologijom. V¥

Posledica 3.4, Teoreme 4.2, 4.6, 4.10, 4.12 i
deo teoreme 4,9, stavovi 4.4, 4.5 1 4,13 (ovaj u slabijoj formi)

iz [36] , vaZze takodje 1 2za Ro-prostore i njihove odgovarajuce
hiperprostore.,

Iz posledice 3.4, odnosno teorema 3.3 1 3.4 1 teorema
4,9.3 1 4.9.8 iz [36], sledi da prostori X j C(X) istovreme-

no poseduju R1 osobinu, dok to ne vaii za prostore X i Zx.
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NHaime, X mora posedovati "jadi stepen" regularnosti, tj. X mo-
ra biti reqularan prostor da bi Zx bio R1-prostor. Jer

X je regularan <> ; Je T3 Cred> 2x je T2 <r=> Zx je T2=R1+TO.
Razmotrimo sada neke osobine hiperprostora sa poluko-
na¢nim topologijama.

Stav 3.7. Osobina R, se ne prenosi u opStem siu-

Zaju sa prostora (X,T) na hiperprostor (F,r), gde je F jedna
od kolekcija A(X), 2%, C(X) 11 J(X).

Dok az, Ako je (X,T) T1-prostor. prostor (Zx.f) za-

dovoljava T0 aksiomu ali nije T1-prostor ukolike X ima

bar dve tacke. (Vid. [49] .) Kako je R0 nasledno svojstvo, ni
(A(X),r) ne moZe biti R,-prostor. Da ni (C(X),T), kao i

(7(X),F) ne moraju biti R -prostori, pokazuje

PRIMER 3.4. Ako je X={a,b} a t diskretna topologija,
tada je A(X)= zx- C(X)=s(X)={A,B,X}, gde je A={a} i B={D}.
7 =(@,{A},(B},{A,B,X}}. Tada je Tcl{A}={A,X} i hiperprostor
nije Ro-prostor.

Lema 3.3. Hiperprostor (F,T), gde je F jedna od ko-
lekeija 2% {13 J(X) je uvek T -prostor.

Dokaz. S obzirom da je osobina To nasledno svoj-
stvo, dovoljno je dokazati da je (Zx.g) To-prostor.

Za dva razna elementa A,Bezx postoji xe(A-B)U(B-A). .
Ako je xeA-B, tada je AeV= >B%< er 1 B¢V. Obrnuto, ako

xcB-A, tada BeW= >AS< g7 i A¢w. V

| Kako je topologija TCT, to iz primera 3.2 sledi da
hiperprostori (4(X),?) i (J(X),T) ne moraju biti T _-prostori.
tak { vise, primer 3.3 pokazuje da (A(X),T) ne mora biti T, -
-prostor ni kada je (X,T) T,-prostor.

Stav 3.8. R0 svojstve se ne prenosi u op3tem slu-
daju sa prostora (X,r) ni na jedan od hiperprostora (F,T), gde
je F jedna od kolekcija a(X), 2%, c(X) 111 J(X).

4
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D o k a z. Neka je {(X,7) prostor 1z primera 3.4. Za uo-
ene skupove A,B 1 X Je T={8,{X},{A:X},{B,X},F}, gde Je
Fuf (X)= ZX-C(X)-J(X). Kako je, na osnovu leme 3.3, (F,T) To-
prostor (3to se moZe i neposredno proveriti} a nije diskretan,
to (F,T) nije R -prostor. v

Kako iskaz teoreme 3.3 nije zavisio od aksioma separa-
cije prostora 1 njihovih hiperprostora, to za topolo3ki prostor
(X,T), njegov koli&nik-prostor (X,T) u odnosu na veé razmatra-

nu relaciju ekvivalencije~, 1 njihove odgovarajuce hiperprost-~
ore vaii

gy

Teorema 3.5 Hiperprostori (ZX.E) i (Zx,§) odno-
sno (C(X),T) i (C(X).;), su homeomorfni, kao i1 hiperprostori
(2*,7) 1 (2*,T), odnosno (C(X),T) i (c(X).T).

-

D ok az, Bijektivnost preslikavanja q:Zx—*-Zx iz teo-
reme 3.3 ne zavisi od topologija na hiperprostorima, kao ni po-
stojanje bijektivnog presiikavanja potprostora c¢(X) i C(E) ine-
dukovanog funkcijom q. Neprekidnost i zatvorenost preslikava-

nja q , s obzirom na topologije na hiperprostorima, dokazuje
se kao u teoremi 3.3 koriscenjem stava 3.1. .

Ni hiperprostori A{X) i A(i). odnosno J(X) J(i). 53
polukonaénim topologijama ne moraju biti homeomorfni ako je
(X,T) Ro-prostor koji nije To-prostor. Uzimajuéi ponovo pro-
stor (X,t) sa trivijalnom topologijom, pri Cemu je CardX:2,
odgovarajuci hiperprostori A(X) i A(i), kao 1 J{X) i J(i).

ne mogu biti. homeomorfni jer nisu iste kardinalnosti.

S1i¢no kao i za hiperprostore sa konadnim topologijama,
i u slufaju kada su topologije polukonalne, neke osobine koje

vale 2a T1-prostore i njihove hiperprostore vaie | za Ro-pro-
store i odgovarajuce hiperprostore.

NaveSCemo prvo neke rezultate V.I. Ponomareva § O,
Feichtingera., (Vid. [49] i [19].)

Stav 3.9, Neka je (X,7) T1-prostoﬁ i (ZX,E) njegov

hiperprostor. Tada: -
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19 Ako su A i B elementi iz ZX, tada A€Tc1{B} ako |

samo ako je BCA .

2% Svaki neprazan zatvoren skup prostora ZX sadrZi

element X.

X 1Y

stor i neka je kolekcija o<CA(X) takva da Je J1(X)C:0

3° Prostor 2X je uvek koneksan i kompaktan,
4% Prostori 2x i 2Y su homeomorfni ako 1 samo ako su

homeomorfni. V¢

S tayv 3.10. Neka je {X,tr) proizvoljan topolodki pro-
. U

prostoru (J,7) vaii:

o kompaktan,

stor

1° Prostor X je kompaktan ako i1 samo ako je prostor

g

2° Prostor X ima prebrojivu bazu ako i samo ako pro-
¢ 1ima prebrojivu bazu.

3%  Ako prostor o zadovoljava prvu aksiomu prebrojivo-

sti, tada i prostor X zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti.

4° Ako Xeo , tada je O separabilan prostor.
Takodje:

52 Ako je (X,t) T -prostor, tada su skupovi {{x}}, xeyx,

jedini jedno&lani zatvoren1 skupovi u (2 oT)s

6° Ako su X i Y T,-prostori, tada je prostor X home-

omorfan prostoru Y -ako i1 samo ako su Zx i ZY (sa donjim po~-
lukona&nim topologijama) homeomorfni prostori. v

Tvrdjenja 2° i 3% stava 3.9 vaie_za bilo koji topolodki

prostor (X,T) i njegov hiperprostor (2 ,T) . Zaista, ako je ¢
neprazan 2atvoren skup u Zx, to za XEZX i njeqovu jedinu oko-

1inu

Um <X> = ZX vazi ¢nU # P . Kompaktnost prostora Zx sle-

di iz €injenice da svaki otvoren pokrival P ima element P

koji

0

sadrZzi X, tj. P0= <X> , pa je (P } konadan potpokr1vac

pokrivala P . Na isti naCin se zak13u6uae da je (2 ,T) konek-

san prostor, jer je 2

X jedini otvoren skup u prostoru 2x ko -

ji sadr2i element X . Medjutim, ako je (X,t) proizvoljan topo-
1o3ki prostor, vaZe samo implikacije:

{* BCA => AeTcl{B} , i |
2° X Jje homeomorfan Y => prostor 3x je hoemomorfan ZY.
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Zaista, ako jJe BcA , svaka bazna okolina U = <U> sku-

pa A sadrZi skup B , dakie AcTc1{B}. Da obrnuto u op3tem
slutaju ne vaZi,pokazuje 1

PRIMER 3.5. Neka je X={a,b} 1 rt=({0,{a},X}. Tada je

ZX-{{b},X} i fn{G,ZX} je trivijalna topologija. Skup {ble{X}
jako Xg{b}. -

Iz teoreme 3.5 i stava 3.9 dokazujemo da va2i

Stav 3.11. Ako je (X,t) R -prostor i (2%,7) njegov
hiperprostor, tada
19 AeTc1({B} ako 1 samo ako BCA .

29 Ako su X i Y homeomorfni prostori, tada su i 2x
i 2Y homeomorfni prostori .

Obrnuto tvrdjenje u 2% ne vazi u opStem slucdaju. Dovoljno
je uzeti da je Y = X koliZnik-prostor prostora X . v

Kako su tvrdjenja stava 3.10 ta¢na i u specijalnom slu-
Caju kad je (X,1) T1-prostor. a g = Zx. to koriséenjem teore-
ma 3.4 § 3.5, kao 1 stava 3.10, dokazujemo

Stav 3.12. Ako je (X,T1) R,-prostor i (Zx.g) njegov
hiperprostor sa donjom polukonad&nom topologijom, tada:

1 Prostor X Jje kompaktan ako i samo ako je prostor

X kompaktan.

2

2° Prostor X ima prebrojivu bazu ako i samo ako Zx
ima prébrojivu bazu.
3° Ako 2x zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti, ta-
da i X zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti.
- 57 Jedini jednoclani zatvoreni skupovi u 2x su skupo-
vi oblika {[x]}={{x}} za xeX.

6° Ako su X 1 Y homeomorfni prostori, tada su i 2K
i ZY homeomorfni prostori, v

Tvrdjenje 6° iz stava 3.12 va2i za preizvoljne topolosdke

prostore X 1 Y , Da u 6° ne vazi i obrnuto tvrdjenje, dovolj-

no je uoCiti Y = X , &

Takodje, tvrdjenje 4% iz stava 3.10 vazi za proizvoljan
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topolodki prostor (X,T). Ako Xe9 , tada za svaki neprazan pred-

bazni element topologije L , a stoga 1 za svaki bazni element
y . skup XeU , pa je Tci{X}=o .

3.3. BITOPOLOSKI HIPERPROSTORI

Polazeéi od hiperprostora topolodkog prostora, R. Vasu-
devan i C.K. Goel (|66],|68]) uvode pojam bitopoloikog hiper-
prostora sa kona&nim i polukonalnim topologijama.

Definiciija 3.1. Neka je (X,7',T?) bitopolodki
prostor i neka je F kolekcija nepraznih podskupova od X
Bitop010§k1 prostor (F,0',0%), gde je o jedna od topologija
Ti. fi ild Ti na p generisana topologijom Ti, za i=1,2 ,

naziva se bitopoloikim hiperprostorom prostora (X,r!,t?).

Pre nego $to navedemo neke rezultate Vasudevana i Goela,
uvedéemo oznake koje ¢emo dalje koristiti,

Ako je {X,t',t?) bitopoloiki prostor, tada:

A{X)={ ACX |A # @) _
s(X)={Aca(X)|A je semizatvaren u (X,T',t%))

(9) { @(X)={Aca (X)|A je kvazizatvoren u (X,t',t*)) 1
R{X)={Aca (X)IA Je ' zatvoren 11i t?* zatvoren u (X,T',T?)}
B(X)={Aca (X)|A je t! zatvoren i t? zatvoren u (X,r',r?)}.

S oszrom na nadin kako su gornje kolekcije definisane,
za proizvoljan bitopolo3ki prostor vaii

A(X)D8(X)Dq(X)D>k(X)DB(X) .
Ako je F Jedna od uolenih kolekcija, oznalavacemo
cF = {AcF |A je kvazikompaktan skup u {(X,t!,t?)}.

Takodje Cemo_koristiti i sledee oznake ved uvedene za
topolodke hiperprostore:

Jn(X) = {Aca(X) |A ima najvide n elemenata)

J(X) = \ukJn(X) = {AcA(X) |A Jje konadan skup}.
NE

i
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S obzirom da Cemo lokalnu kvazikompaktnost 1 uzajamnu
koneksnost hiperprostora ispitivati u narednim poglavijima, ov-
de Cemo se zadrZati na kvazikompaktnosti i aksiomama separacije.

U [68] R. Vasudevan i C.K. Goel ispituju samo kvazikom-
paktnost hiperprostora (k(X),T',7*) pretpostavljajuci pri tom
da je bar jedan od prostora (X,r!) i1i (X,t?) T,-prostor.

Ovde dokazujemo sledea tvrdjenja:

Teorema 3.6. Neka je F Jjedna od kolekcija
A{X), S{X) 111 A(X) {1 neka je J1(X)<:F » Bitopolodki prostor
(X,t',t%) je kvazikompaktan ako i samo ako je prostor (F,7',T%)
kvazikompaktan.

D o ka z. Neka je (X,TI,TZ) kvazikompaktan prostor. Na
oshovu leme 1:1. familija WlU?’.gde Su Wi predbaze konalnih
topologija T' na F , je predbaza topologije T =TVT?, korig-
Cenjem Alexanderove leme o predbazi, dovoljno je dokazati da
svaki pokrival prostora F , koji se sastoji od predbaznih ele-~
menata, 1ma konalan potpokrival. Stoga, neka kolekcija P po-
kriva F , pri &emu je PCY'UY®, 0znaZimo V={ >Vy< | >VA< eP}
iV o =uU{V,] ?V,¢ eV}, -

1% Ako je V = X , tada je @ ={V,| >V,< eV} kvaziot-
~voren pokrivaé prostora X 1| postoji konacan potpokrivaé

{kalk-1,...;m}. Tada konaZna kolekcija { ’Vik‘ | k=1,... ,m}C P

pokriva F jer 2a svaki AeF postoji xEA i postoji

ke{l,...,m} takav da je xeV. . Sledi da Ae >V. <
' A "

2%  Ako e V # X , kako je V kvaziotvoren skup u X
skup F = X-V je kvazizatvoren. Stoga FeF 1§ postoji PeP
takav da FeP:., S obzirom na definiciju skupa V , mora biti
P = <U,> 2za neki UQET‘UTZ.

Ako je U =X , tada je {<UO>} = {<X>} konadan pokrivaé
prostora F , potpokrivad pokrivada P .

Ako je UO# X y skup H=Ug je neprazan {1 kvazizatvoren
u X , pa stoga i kvazikompaktan, i HcV . Kolekcija {Yy I
| >Vl< €P} pokriva H i postoji konacan potpokriva& (V
| k=1,...,m}. Tada Je P1={ <U.> Hu{ >y < [k=t,..oym}Cp
konalan pokrivad od F . K

lkl
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Obrnuto tvrdjenje sledi 1z &injenice da postoji
kompaktna kolekcija ¢ takva da je (X)(ZﬂciF

topologija na F , PUP , sadrii fam111ju yluy?
Zaista, ako Je

kvazi-
i da unija

Qc:TIlJTz kvaziotvoren pokrival prostora
(X,t!,t?), tada je familija p = { >V< ‘VEQ}C.!HJEz kvaziotvo-
ren pokrival od F ., Kako ona pokriva kvazikompaktnu kolekciju
o , postoji konatan potpokrival P,= { >V < | k=1,...,m} koji

pokriva o , Kako je J1(X)C0 , to Je kolekcija {Vklk-1.....m}C
CQ konaéan pokrivad od X . v

Stav 3.13. Neka je F kolekcija i1z (9). Bitopolo-
-l -
$ki prostor (F,7T .Tz) je kvazikompaktan.

D o kaz, Na osnovu leme 1.1, familija Pluy? je pred-
baza tOpologije ER/E’. Neka je P pokrival prostora
da je P(:?l ¥?, Tada, kako je XeF , mora biti
- { <X> }Cp pokriva F . ¥

F takav
<X> gpP , pa

Stav 3.14, Neka je F jedna od ko]ekcija iz (9) i
neka je J1(X)CF . Bitopolodki prostor (x t',t?) je kvazikom-
paktan ako i samo ako je prostor (rF, T ,T ) kvazikompaktan.

D o kaz, S1i&€no kao u dokazu teoreme 3.6, neka je
Pc:!ﬂJif pokrivag prostora F koji se sastoji
elemenata. Tada ¢ = {V]| >V< ep} pokriva
skup {x}eF 1 postojt

iz predbaznih

X , jer za svaki xeX
>VY< ep da je {x}e >V¢ , Sledi da je xtV.
Ako je {Vklk 1.....m}CQ konadan pokriva¢ prostora X , tada
konaéna kolekcija { >V < [k=1,...,m}cP pokriva F .

Obrnuta imp11kac1ja sledi iz dokaza teoreme 3.6, V

| Stav 3,15, Neka je (X,t!
F Jjedna od kolekcija

Tada vali:
(1) Ako je (X.Tl.Tz) kvazikompaktan prostor, tada su
(7, 7,0 1 (7, F,1?) kvaz1kompaktni prostori.

(i1) Prostor (X,t',T%) je kvazikompaktan ako i samo ako
je prostor (F, ' T ) kvazikompaktan.

D o kaz. Ako je (X,T
da je, na osnovu teoreme 3.6

.Tz) bitopolodki prostor,
RQ(X), S{X) i1i A(X) 1 neka je J1(X)CF.

T ) kvazikompaktan prostor, ta-
, hiperprostor (F,T',T?) kvazikom-
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a1
paktan., Kako topologije na F zadovoljavaju relacije 7c¢c 7 |
rtcr?, to je svaki od prostora (#,7',r2), (P,T',r2) { (F,7',1?)

p—

kvazikompaktan.,

Ako je (F,r',r?) kvazikompaktan prostor, tada je, s ob-
zirom na frl>r!, prostor (F,r!,r?) kvazikompaktan, pa iz stava
3.14 sledi kvazikompaktnost prostora (X.T‘.T’). v

Obrnut iskaz u (i) stava 3.15 ne vaZi, 3to pokazuje

PRIMER 3.6. Neka je X beskonacdan skup i neka je T}
diskretna, a t2 trivijalna topologija na X . Tada je A(X)=
=5 (X)=@ (X)=x(X) 1 J1(X)CA(X)= F. Kako je T?ar2={P,F} trivija-
1na topologija, to za proizvoljan kvaziotvoren pokrival P pro-
stora F mora biti <Xy = rep , jer je sam prostor jedini kva-
ziotvoren skup koji sadrZi X . Stoga su prostori (F,?‘,zf) a

= (F,T',7?) kvazikompaktni, dok prostor (X,t',t?) nije kvazi-

kompaktan,

| Primefimo da redosled topologija u bitopolodkom prostoru
nije bitan za kvazikompaktnost prostora, pa stoga tvrdjenje sta-
va 3.15 vaZi 1 za hiperprostore (F.g}.f’) i (F,r?,72) u iskazu
(1), odnosno (F,7!,7%) u iskazu (i1).
|

Takodje, u iskazu (i) stava 3.15 za kolekciju F moiZe
se uzeti i kolekecija x(X), tj. i1z kvazikompaktnosti prostora
(X,t!,r?) sledi kvazikompaktnost prostora (K(X).F‘.g}).

Zaista, kao u dokazu teoreme 3.6, neka je Pcyluy? kva-
ziotvoren pokrivaZ prostora K (X). Neka je V =u{V,| >V,< eP}.
1% Ako je V=X , tada se iz t2 otvorenog pokrivada

q ={Vy| >Vy< ep} prostora X izdvaja konalan potpokriva¢
{ka[k-1.....m}. Kolekcija ¢ >V1k< | kel,...,m} pokriva K(X).

29 Ak6 je V#X , kako je skup F = X-V ¥ zatvoren,
to Fex(X) i postoji PeP da je FeP . Tada mora biti P=cll >

za neki Uosr‘. Ako je u0=x , tada, kao u dokazu teoreme 3.6,

{ <U0>}={P}c3 pokriva K(X). Ako je UO#X .1skup H=Ug Je
neprazan kvazizatvoren u X , stoga kvazikompaktan, i HcCV ..
[z otvorenog pokrivada (V] >VX< eP} skupa H izdvaja se ko-
nagan potpokrivaZ {V. |ksl,...,m}. Tada Py={' <Up> JU{ >V, <|

| Ak k
| k=1,..com}CP pokriva™ x(X).
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S11€no kao za topoloske prostore, u bitopoloSkom prostn-
ru (X,t!,7t2) uvodimo Jednu relaciju ekvivalencije 1 razmatramo
odgovarajuce hiperprostore prostora (X,t!,t2?) 1 njegovog koli-
¢nik-prostora (i.?l,?z).

Neka je (X,t!',tr2) bitopolo3ki prostor 1 neka je ~ binar-
na relacija na skupu X definisana sa

(10) X~y <w> (X} = {¥}

tj. x 1 y suu relaciji ako i samo ako su kvaziadherencije sku-
pova {x} 1 {y} Jednake.

Ponovo Cemo sa [x] oznaliti klasu ekvivalencije elemen-
ta x , Sa X = X/. sSkup klasa ekv1va1enc1je. a sa 4 koTi€nik~-
topologiju na X za i=1,2. Neka je p:X—X koli&nik-presii-
kavanje. B

| Analogno stavu 3.5 i teoremi 3.3 vaii

Stav 3.16. Ako je (X,t!,72) bitopolodki prostor f

(x.r ,12) njegov koli&nik-prostor, a p: X —X koliénik=-preslii-
kavanje, tada:

(1) [x] ¢ {x} za svaki xeX ;
(ii) p"1(p(F1))= Fi za svaki F1 zatvoren skup u (X.ri),
ie{1,2}; |

(191) p“‘(p(F))= Eza svaki FegQ(X) ;
(iv) p'1(p(A))- A za svaki Aes(X)

Do kaz. (i) Inkluzija sledi iz
ye[x] =5 {y} = {x} ~> ye{x}
(i1) Ako je Fi zatvoren skup u (X,Ti) za ie{1,2}, ta-
da, kao i za topo]o§ke prostore,

B cn (p(F }) =V {[x]|xeF.;}c u{{x}lxeF }C Fy
jer {I}(:ricl{x}c:F za svak1 XEF , jistoga je (p(F ))- F
(1i1) Svaki kvaz1zatv0ren skup F o= F1nF2. gde SU F

zatvoreni skupovi u (X,T ). i=1,2. Stoga, na osnovu (ii), za
svaki FeQ(X)

i

o (P(F)) = pTHR(FyAF,) )= o7 (p[p™ (R(Fy ) D (p(F,))])
" (LT (B (F INR(F] )= 2 (R (F ) A R(F,)) -
= T UR(F) DT (R(F) ) FyFpn F




- 68 «

(iv) Predbazu sistema zatvorenih skupova u topolodkom
prostoru (X,t), gde je T=T'vt®, supremum topologija za t' 1
12, &ini kolekcija k = (Fy|Fyar!cIF JU(F,|Fy=t?cIF,}. Svaki
semizatvoren skup A u bitopolodkom prostoru (X,t},r2} Jje pre-

sek baznih elemenata sistema zatvorenih skupova, tj. A = ~ B

X ]
Aeh
gde je za svaki )rep skup B - F1UF2 s @ 1A Je zatvoren skup

u (X.Ti). i=1,2. Sledi, na osnovu (11). da je za svaki Aeg(X)
o (p(a)) = 07 p( A B )= 27 (e mr, Fay)))s
Ael Ach

- p"(p(m[p (P(F 4, ))UP ™ (P(Fp )] ))
Aeh

« p- ! F F "
P (P[P (Agn[p( 13 P (Fa, 1))

-1 |
o= (r\ P(Fy JUP(Fo )l )= p [p(F, JUpP(F,. )]=
,: AeA[ 2 2* ] e [P{F15 0P (Fay )]

=N {p (P(F e (p(F,. ))]= A (Fy UF,, )= A.
.Aeh[ A 2 ] Aeh A= 2

Time je tvrdjenje Stava 3.16 dokazano. v

Posledica 3.5, Ko1iénik-pres11kavanje p:x—+§
Je uzajamno zatvoreno.

Do k az. Za svaki Fi' zatvoren skuR u (X,T ) za
i={,2, skup p(F ) je zatvoren u (x T ) jer je (p(F )) = F1
Stedi da je pres11kavan3e p uzajamno zatvoreno. v

| T e orema 3.7. Neka je (X, t',r2) bitopoloéki prostor,
(X,71,72) njeqov koliZnik-prostor i F  jedna od kolekcija ]
S(X), Q(X), X(X) i1i B(X). Ako je o’ jedna od topologija Ti.
7' il gf za i=1,2, tada su odgovarajuéi hiperprostori
(F,0',0%) i (E,é‘,é’) uzajamno homeomorfni.

Dok az. (i) DokaZzimo prvo uzajamnu homeomorfnost hi-
perprostora (S(X),0',02) i (s(X).0!,02).

Neka je q:s(X)4+S(f) preslikavanje definisano sa

- q(A) = p(A)
za svaki Aes(X). Funkcija q Je:

10 dobro definisana, Jer, na osnovu jednakosti (iv) i
(11) stava 3, 16 i posledice 3.5,
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A)s M F 2 A (p~ [ p(F Foo)l))=
q(A) p(“\( wIFa ) p(m\( P{F 4y JUP(Fo )i ))

= F F 5 x
N Lp(Fy Jup(Fy Nles (4)

za svaki AeS (X);
2% injektivna, jer za svaka dva elementa Asvshgy €5 (X)

q(Ay)=a(Ag) > p(Ay)=p(A,) => p 1 (p(A;))=p" (P(Ay)) => Ay=R, ;

3% surjektivna, jer za svaki AeS(X), A=\ (F AUFZA)
Ael

gdé S u Fik zatvoreni skupovi u (X,; ), i=1,2, pa je, na osno-~
vu definicije koliénik~-topologije,

1 ave -1 PR -1,5 -1,
A)= F F = [ F F X) s
p ) p (AQA( 1,UF 5 )} Aeh[p (FqyJup "(Fyy )] €5 (X)

CoaleT (A= p(pT (AN B

Uzajaﬁna neprekidnost 1 uzajamna zatvorenost presliikava-
nja q slede iz neprekidnosti i zatvorenosti indukovanih pre-
sTikavanja q;:(S(X),01)>(s5(X),8'), i=1,2, topolodkih hiper-
prostora. Dokaz je isti kao u teoremi 3.3.

(i1) 'Homeomorfizam q bitopologkih prostora S(X) i
S(R) indukujg homeomorfizam potprostora Q(X) 1 Q(i). Za svaki
Fe@(X) je FsF,NF,, Fy su 1! zatvoreni u X 'za i=1,2, pa je

i
na osnhovu (1%) stava 3.16 i posledice 3.5, .

q(F)= p(F)= p(FynFy)= p(p™ ' [P(F)AR(Fp) D= p(F{)Np(F,) €Q(X) .
Sledi da je q(Q(X))ca(R).

Obrnuto, za svak1 kvazizatvoren skup FuX, iz

Fx F,0F, Siedd “1(F)= p71(F)- p"(F )Np (Fz) eqd(X) , pa je
_ a(@(X)) = Q(X).

(iii), 1z uzajamne neprekidnosti i uzajamne zatvoreno-
sti preslikavanja p dobija se da preslikavanje g ingukuje
homeomorfizam prostora X(X) i K(i), odnosno B(X) i B(X).

Time je tvrdjenje teoreme 3.7 dokazano. ¥

g

Kao i

NAPOMENA. Ako su u bitopolo3kom prostoru topologije <!
* jednake, tada su kolekcije B(X)= K(X)= @(X)= S(X)= 2% 3
tvrdjenje teoreme 3.7 se svodi na iskaze Leorema 3.3 i 3.5,

Zadr2imo sve oznake iz teoreme 3.7.
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Teorema 3.8. Potprostori (cF,n',0%) 1 (cF,0',0")
su homeomorfni.

Dok az2.9S obzirom na tvrdjenje teoreme 3.7, dovoljno
je dokazati da je q(cs(X))= c3(X).

Kako je p wuzajamno neprekidno preslikavanje, to je,
na osnovu posledice 1.1 1 stava 1.15, za svaki Aecs(X) skup
q(A)= p(A) kvazikompaktan, pa je q(cs(X))CZCS(f).

Obrnuto, neka je Aecs(X) {1 neka je A= p"(ﬁ). Neka je
¢ kolekcija semizatvorenih skupova u A , sa osobinom konacnog
preseka. Tada je, s obzirom na osobine presiikavanja p , kole-
kcija ¢={p(F)IFe¢} centr1rano mnoidtvo semizatvorenih skupova
u kvazikompaktnom skupu A, pa Je F =r\{p(F)IFs¢}# . Sledi
da je skup puI(Fo)f B. Kako je (F )= N {p (p(F))[Fe¢}=
=N\ {F|Fe®} na osnovu (iv) stava 3 16, to je N{F|Fed}lft P. S ob-
zirom na stav 1.16, A Jje kvazikompaktan skup. '

Stoga;breslikavanje q:S(X)-*S(i) indukuje homeomorfi-
zam potprostbra cs(X) i ¢cs(X). v

S tav 3.17. Neka je (X,vr!,12) pR0 Bitopoio3ki prostor
i neka je (X,T',7T?) njegov koli&nik-prostor. Tada je:
(i) -[x% = {x} za svaki xeX; |
; (i1) p (p(V )) V; za svaki Viet1;
(iii) p (p(V))=V za svaki kvaziotvoren skup V wu
(X,t',1?). |

D okaz. (i) S obzirom na inkluziju (i) stava 3.16,
treba dokazati da je {x}C ([x] =za svaki xe€X . Neka je ye{x}.
Tada, na oanbu stava 1.2, za pR, prostor X vaZi

3y

0
(Y1A(X} => x£{y} => (xe(t'cl{y}) Vvxe(T2eci{y})® )

- (T2el{x}c (ticl{y})® Vv iel{x}c(T cl{y})® )
- ( {x}ntici(y)= @ v {xinticl{y}= p )

o= XIN{y}= B = yE(x)
$to je kontradikcija. Dakle, {Xx}c[x], odnosno [x]-{iﬁ Za sva-

ki xeX. §
(i1) Za svaki VieT , 1€e{1,2},

ViC p"(p(vi))-u{[x] |xevi}-u{{"i'}]xevi}c u‘{-r.dcl{x} lxevi}c ‘\!1 '
l )
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gde*je jel1,2} -1}, Jer je X pR_ prostor.
(i11) Svaki kvaziotvoren skup V-Viuvz nde su Vieri,
i=1,2. Stoga je, na osnovu (11),
o (V)= P (P(VUY,) )= pT RV IUR T (R(V ) ) VUV,E Y,
tto je 1 trebalo dokazati. (Upored1t1 sa dokazom stava 3.6.) ¢

Posledica 3.6. Ako je (X,t',1%) pR, prostor,
koliénik-presliikavanje p: X-*X je uzajamno otvoreno,

4

Posledica 3.7. Ako je (X,t',t?) pR0 prostor,
tada je {[x]}eq(X) za svaki xe€X, tj. J (X)CQ(X)

Dok az. Kako je, na osnovu stava 3.17, [x]={x} kvazi-
zatvoren skup za svaki xeX, skup {[x]}je kvazizatvoren jer je

([x]}= D({[X]})' q({x}). ¥

Ako je (X,t!,t?) PR, prostor, b1t0po1o§k1 koli&nik
(2.; T )ne mora biti pT1 prostor, kao 3to pokazuje

PRIMER 3.7. Neka je X =R i neka su 7t'=L i t%=p , to-
pologije 1evih i desnih intervala na R . Prostor (R,L,D) je
pRO_(i vi§e:_?n je pr1) prostor 1 za svaki; X je

[x]={x}=(Lcl{x})N(Dc1{x})=[x,+o )N == ,x] ={x}.

Dakley, X je homeomorfan prostoru X “i nije pT, pro-
stor.

Stav 3. 18 Ako je (X,t',t?) pR prostor, tada je i
koliénik- prostor (X %) pR, prostor.

Py

‘Do ka z. Neka je |[x] proizvoljan e]ément skupa X i
neka Je G hjegova T' otvorena okolina. Neka je V=p"(V)
Skup V je &i otvoren i {x}=[x]cV. Kako je V t1 okolina ta-
tke x . to ~tel{x}cV za je{1,2} i jAi. Preslikavanje p je
uzajamno zatvoreno na osnovu posled1ce 3.5, pa je skup
p(r cl{x}) zatvoren u (X.r ). xe{x} c 19 c1{x}CLV sledi da

je [x]ﬂp(r c1{x})cv , pa Jje TJcl{[x]}cv , §to je 1 trebalo
dokazati. V

Napomenimo da A(X) i A(X). odgovarajuc1 bitopolodki hi-

parprostori prostora X i X=X/~ , ne moraju b1t1 homeomorfni.
I
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o siedi iz nehomeomorfnosti odgovarajuéih hiperprostora topo-
loSkih prostora kada su, u specijainom slu€aju, topologije 1! i
t* Jjednake.

Pos1leddca 3.8. Bitopolodki prostor (X,t!,t?) je
kvazikompaktan ako 1 samo ako je njegqov koli&nik-prostor
(?.;1,;2) kvazikompaktan. |

Dok az. Tvrdjenje sledif 1z dokaza teoreme 3.8 jer
Xes(X) i p(X)= q(X)= X , pa stoga Xecs(X) ako 1 samo ako
Xecs(X). v

Iz teorema 3.6 1 3.7, stavova 3.14. 1 3.15 {1 posledica
3.7 1 3.8 sledi

Teoren a 3.9. Neka je (X,t!,r?) pR0 prostor 1 neka

je F jedna od kolekcija gq(X) 111 S(X). VaZe sledeéa tvrdjenja:
| (1) (X,t?,12) je kvazikompaktan ako i samo ako su

(Fort,r2), (Poztsr?), (Fur',r?*) i (F,7',7%) kvazikompaktni pro-
stori;

(11) ako je (X,r!,t?) kvazikompaktan prostor, tada su
(For',2%),s (Fu2t W 0?), (7,7 ,7%) § (F,2',T%) kvazikompaktni pro-
stori,

Analogno teoremi 3.6 i stavovima 3.14 i 3.15 dokazujemo

Stav 3.19. Neka je F jedna od kolekcija @(X), §(X)
111 A(X) 1 neka je J1(X)c:F. VaZe sledec¢a tvrdjenja:

(1) (X,t',t?) je kvazikompaktan prostor ako i samo ako
suprostori (cr,r' ,1%), (cF,2'.r*), (cr.r',1?) 1 (cF,r',1%)
Kvazikompaktni;

(ii) ako je (X,t',7?) kvazikompaktan prostor. tada su
(cr 7' \2?), (eroz' W Tt),y (cFW?'ur?) i (CP.r'.7%) kvazikompakt-
ni prostori.

[z teereme 3.8, stava 3.18 i posledica 3.7 {1 3.8 sledi

Stav 3.20. Neka je (X,c!,¢?) PR, Prostor i neka je
F jedna od kolekcija @(X) i11 s(X). Tada: |

(1) xX,t',t?) je kvazikompaktan prostor ake i samo ako
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su prostori (CF,r',7*), (cP,r'.7%), (cp 1’ r?) 1V (cFrH7!or?)
kvazikompaktni.
(11) Ako je (X,t',t?) kvazikompaktan, tada su

(‘::F!':z-"l -'2.2)' (CF'._Z_‘_‘ 'EZ)’ (CFI.'I-'lth) i (CFITltiz) kvaz1k0mpakt-
ni prostori.

Na pitanje kako se osobina pR0 1 aksiome separacije pre-

nose sa bitopolo3kog prostora na njeqov hiperprostor, odgovor
daju sledeéi stavovi.

Stav 3.21. Ako je (X,t',t%) pR, prostor, tada je hi-
perprostor (B(X),r',r") pT, prostor.

Do kaz, Sobzirom na stav 1.4 dovoljno je dokazatt
da za svaki Aep(X) vazi 1lcl(A}= 72c1{A}s{A}.

Neka je FEeB(X), FEA 1 neka je je{1,2}. Postojf
xe (F-A)U(A-F). Ako je xeF-A, tada Fe¥ = >ASc eT9, jer je
A= RJ, Kako A¢ W, to FgTIci{A}. S1itno, ako xeA-F, sled
da je xefF®= G, a GETi za ie{1,2} 1 1#j Kako je (X, Tt )
PR, prostor, to tIcl{x}cG, dakle, Fc(tdcl{x})C=V i Fev =
- <v> e7d, Kako A¥V , to FeTICI{A}. Sledi da Je TIc1(A}=(A}
za svaki AeB(X) i j=i,2.

Time je tvrdjenje stava 3.21 dokazano. v

PROBLEM. Da 11 vazi isto tvrdjenje za &iru klasu podsku-
pova od X ?

Stav 3.22. Bitopoloiki prostor (B(X),8',0%), gde je
e‘ Jedna od topologija T1 ili ;1 za i=1,2, je pT0 prostor.

Dok az. Neka su A i B dva razlifita elementa iz
B(X). Postoji xeX takav da je xt€(A-B)u(B-A). Ako je xeA-B,
tada AEW = >B°< § per'nr? jer B%t!nr?. Dakle, za elemente
A 1B iz B(X), postoji o! otvoren skup U=y takav da je
Aey {1 BgU, 1 postodi ©® otvoren skup V=§ takav da je B¢V i

A€V, Na isti1 nadin se dokazuje postojanje odgovarajuc¢ih okoli-
na elementa B ako xeB-A. |

Stav 3.23. Bitopolodki prostor (F.el.el). gde je F
kolekcija X(X) 111 @(X), a o! Jedna od topologija /ABRTE. 11
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za {=1,2, je pr0 prostor.

D o k a z. Kako Je svojstvo pr0 nasledno, dovoljno je
dokazati da je (Q(X),Gl,ez) prO prostor.

Neka su A {1 B dva razli¢ita elementa iz p 1 neka je
xe(?-B)LKB-A). Ako Je xeA-B, kako je B= B,nB,, gde je B, =
=T c1Bi za 1=1,2, to x¢B il1 x¢B2 Sledi da je AeU =
= >Bi< er! 111 AeV = >BY< eT , pri &emu B¢V 1 Bgv . Ako Jje
xeB-A, slig&no se dokazuje da postoji © ©' otvoren skup U1 14
0% otvoren skup V, koji sadrzi B 1 ne sadrii A . Dakle,
(7,0',0%) je wpT prostor.

Tvrdjenje stava 3.23 ne vaZi za kolekciju s(X) , pa sto-
ga ni za kolekciju 4(X) . Takodje se u iskazu svojstvo wpT,
ne moZze zameniti jacdim, osobinom pT 5to pokazuje primer 1.1.
Kako je s(R) kolekcija svih nepraznih zatvorenih podskupova
realne prave, to su A={-1,1} i B={-1,0,1} dva elementa iz
s{(R). Tada je za skup VELUD , Ae >V< ako {1 samo ako je
Be >V¥< , kao i Ae <¥> ako i samo ako je Be <V> , Stoga
(s(R),el.ez) nije wpT, prostor.

Da prostor (K(R) T! . T%) nije pT, prostor,sledi iz &i-
njenice da ne postoje ni T' otvoren skup v niti Tz otvoren Skup
vy takvi da je skup A=[0,+e)el a skup BaXgl , odnosno BEY a
A¢v . Stoga nijedan hiperprostor (7,9!,0%) hoéenog prostora
(R,L,D), gde Je F kolekcija nepraznih podskupova od R koja sa-
drzi X(R) a ©' jedna od topologija ' 111 T za 1e1,2, nije
PTo prostor.

Da se u iskazu stava 3.23 donja polukonaéna i konaéna
topologija ne mogu zameniti gornjom polukonadnom, pokazuje

PRIMER 3.8. Neka je X=R, t'sL topologija levih inter-
vala i t% trivijalna topologija. Tada je x(X)={[a,+=)|acR}U
U{X}. U prostoru (x(X),? ,T*) obe topologije 7' {1 72 su tri-
vijalne pa prostor nije pro.

UoCimo ponovo primer 1.1. Prostor (R L,D) Je prz, dok
je hiperprostor (X(X),0!,6%), gde je e jedna  od topologija
Ti. T1 114 _j'za i=1,2, pr2 prostor samo za ©O'aT!' { 6%2aT?,

Zaista, za elemente A,=(-=,0] 1 B,=(-=,1] kolekcije
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K(X}, skupovi Uy <(-m,%)> epler? 1 2 >(%.+m)< gzﬂ:Tz Su
disjunktne okoline od A1 { B1 redom. Za svaki skup wer? ta-
kav da je A.eW , sledi da je B,e¥ , a za WeT' takav da je
Biew , sledi A,ew. Slilno, za skup wer' takav da je Arew s
sledi B,ey ; takodje 1 za wer® , iz B,ew sledi A,ey . Sto-
ga, ako je (x(X),01!,02) pr2 prostor, a 91 Jedna od topologi-
ja Ti, fi ili gﬁ za i=1,2, to mora biti @Ql>g! i eng’.

Simetri¢nim izborom skupova A,=[0,+=) i BZ=[1.+m). dobi-
jamo da topologije o' i 0% zadovoljavaju takodje 1 uslove
o'>r! 1 02>7% , pa stoga mora biti 0'=T' i @%2aT2,

Kako je u ovom sluCaju X(X)={[a,+w)|acR} {(-=,b]|beR}IU({X},
neposredno proveravamo da je (X(X),T',T%) wpT, prostor. Za dva
elementa As(-2,a] i B-[b.+m) njihove disjunktne okoline su
redom Us <(~=,a+1)> gr! § V= <(b=-1,+0)> e¢7¥ . Za ostale paro-
ve elemenata se postupa kao u jednom od veé razmatranih slufa-

jeva.

Razmotrimo na kraju ovog poglavija neke slulajeve kada
bitopolod3ki prostor (X,t',r?) poseduje jala separaciona svojst-
va .1 pitanje prenosenja tih osobina na odgovarajuce hiperpro-
store. Dokazacdemo sledeéa tvrdjenja:

/.

Stav 3.24, Ako je u bitopoio3Skom prostoru (X.Tl,Tz) pro-
stor (X.T‘) T1-prostor. topologija o T , a topoliogija o je-
dna od topologija r*, 7211i 72, tada je prostor (4(X),0',0%)
pro prostor. |

Dok az, Za dva razli¢ita elementa A 1 B iz 4(X), ne-
ka je xeA=-B. Oznacimo 11 U={x}c, tada Uet! 1 Bey = <> €0,
a A¢U ., Dakle, prostor (A(X).G‘.G’) je pr0 prostor. V

Stav 3,25. Neka je (X,t',t?) pT, prostor i topologija
91351 za i=1,2. Prostor (r,0',0°%) Jje pT, prostor, gde je F je-
dna od kolekc¢ija 1z (9). |

D o kaz. Neka su A i B dva razlicita elementa 1z kole-~
kcije ¥ . Postoji xeX takav da je xe(A=-B)u(B-A). Ne umanju-
Juéi op3tost pretpostavimo da je xcA-B. Kao § u dokazu stava
3,24, za Us{x}%1lnt? , skup U= <U> €¢6'n0? pa za A 1 B va-
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3i: Beved?, Afu 1 BeUed® a AU . Dakle, (F,9',9%) je pT
prostor. ¥

0

S tav 3.26. Ako je (X,t',1?) pT, prostor, tada je
(K (X),r',7%) wpT, prostor.

D o ka z. Za dva razliC¢ita elementa A i B iz K(X),
neka je, odredjenosti radi, xeX takav da je x€A-B. Kako je
BCetlut?, to v= >B% erl za ie(1,2}. Skup U={x}%t!nt?, sto-
ga je Us <U> erd za je{1,2) 1 4#j. 1z Aev 4 B¢V, kao i Bev
a AfU, sledi da je (x(X),r',r*) wpT, prostor. V

S tav 3.27. Ako je (X,t',t?) pT, prostor i F kolekci-
ja iz (9), tada je (CF,?',T%) wpT, prostor.

D ok a z. Neka su A i B dva razliita elementa iz CF
i neka je, odredjenosti radi, A-B # p. Za talku x€A-B i sva-
ki yeB, kako je prostor X pT,, postoje Tf otvoren skup U, i

12 otvoren skup V, takvi da je yeU , xeVy § UV = g, Izy ]
otvorenog pokrivaa {UylyeB} kvazikompaktnog skupa B dzdvaja
se konaZan potpokriva& {U, |s=1,...,k}. Neka je U -\E;U i

K Vs s=] Js
V -;:avys. Tada BcCcUet', xeVetr? i za vys= <Ui e El i V= >Y< ¢

er? je BelU , AeVv i UnV= @ jer je UNnV= D,
Time je tvrdjenje stava 3.27 dokazano., V

Pos1ledica 3.9. Ako je (X,t',t") pT, prostor, F
kolekcija iz (9) a topologije ©O'57' i 0%r?, odnosno ©'>7' i
02>%2, tada je hiperprostor (cr,0',0%) wpT, prostor.

S tav 3.28. Ako je (X,t',t?) pT2 prostor i1 F kolekci-
ja iz (9), tada je (cr,T',7%) pT, prostor.

D o k a z. Kao u dokazu stava 3.27, za dva razlilita ele-
menta A {1 B iz CF , neka je, ponovo, XeA-B. S obzirom da je
X pT, prostor, postoje skupovi Uet! i vetr? takvi da je BcU,
xeV i UNV=p. Na isti na&in uolavamo skupove U et { V,et’ ta-
kve da Je er,. Bc:V1 i u1nv1= . Za otvorene skupove U= <U>
€T, V= >V< er?, Uy= >U,< €Tt § Vo= <Vy> eT® vazi: Bel , AeV ,
uny = p , kao 1 Aely, BeV, 1 Uynvye @, pa je prostor
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(¢g,Tt,T%) pT, prostor, 3to je i trebalo dokazati. ¥

S tav 3.29. Neka je F kolekcija 1z (9) takva da je
J(X)CF , {1 neka Je o jedna od topologija Ti, ii, 21 za i=1,2,
Ako hiperprostor (CF,0',0%) zadovoljava jednu od aksioma sepa-
racije: pTO, pT1. pTz, odnosno pro, pr1 114 prz, tada {1 pro-
stor (X,t',t?) zadovoljava istu aksiomu, |

Dok a z. Na osnovu leme 3.2 1 definicije 1.7, bitopolo-
$ki prostori (X,t',7?) 1 (J,4(X).,0',0?) su uzajamno homeomorfni.
Kako je svako od navedenih svojstava nasledno, siedi tvrdjenje
Sstava 3.29. Y




4, LOKALNA KVAZIKOMPAKTNOST BITOPOLOSKIH HIPERPROSTORA

4,1, HIPERPROSTORI SA KONACNIM TOPOLOGIJAMA

Lokalnu kompaktnost topolodkih prostora i njihovih hiper-
prostora ispitivao je E. Michael u [36] . Postavlja se pitanje

da 11 analogna ‘tvrdjenja vaze 1 za bitopolodke prostore i njiho-
ve hiperprostore.

Prethodno dokazujemo sledeéa pomoéna tvrdjenja:

Lema 4.1. Neka je F jedna od kolekcija Q(X), S(X)
i11 A(X) i neka je BeF . Skup B je kvazikompaktan u pT,
prostoru (X,T‘,T‘) ako i samo ako je kolekcija <B> kvazikompak-
tna u (7P,7',7%).

Dok a z. Neka je F(B) odgovarajuca kolekcija podsku-
pova od B , a Ti(B) za i=1,2, konaéne topologije na F(B) de-

finisane topologijama Ty potprostora (B,7p,Tg). Na esnovu teo-

reme 3.6, prostor (B,tg,Tg) je kvazikompaktan ako i samo ako
je hiperprostor (F(B),T'(B),T2(B)) kvazikompaktan.
Za dokaz leme 4.1 dovoljno je dokazati da je

(1) kolekcija F(B) = <B> u prostoru F i

1 (2) relativne topologije T:B> jednake su topologija-
ma T'(B) za i=1,2.

Jednakost (1) sledi iz definicije kolekcije F , jer jJe:

(1) A(B)={AcCB|A#p)} = {AcA(X)|ACB} = <B>cCA(X) ;

(i1) S(B)={ACB|A#@ i A Je zatvoren u prostoru

R (B,Té, T;)}- | |

Kako je za t=tlv12?, indukovana topologija tg na B jednaka
révTE. to je skup A semizatvoren u prostoru (B.TE.TE) ako i
samo ako je A=A*N\B, gde je A* semizatvoren skup u (Xot?,t?).
Zbog Besg(X), imamo |




- 79 -

S(B)={AcB|Aes (X)}s{AeS (X)|ACBl= <B>CS5(X).

(1i1) Sli&no, ake je Beq(X), kako je presek dva kvazi-
zatvorena skupa kvazizatvoren skup, a topologije na B induko-
vane su topologijama sa X , to vaiZi:

Q(B)={ACB|Af® {1 A=A*nE za neki A*eq (X)}e=

={ACB|Aeq (X)}={Aeq (X)|AC B}= <B> CR(X).

Jednakost topologija sledi iz jednakosti njihovih pred-
baza. S obzirom na jednakosti H2 i H4 poglavlja 3, za i=1,2,
vazi:

$:B> = { <B> N <U> IUETi} = { <BnU> lUsfi} -
= { <V> IVET; } = ﬁi(g)
i s

= { >Ve |Verl) = ¥i(B) . ¥

Posledica 4.1. Neka je YCX , F jedna od kolek-
cija Q(X), s{X) 11i 4(X) i neka je o kvazikompaktna potkolek-
cija u (P,7',7%) takva da je J,(Y)cocC<Y> ., Tada je Y kvazi-
kompaktan skup u (X,TI.TZ).

Dok az. Kako je oc<Y> , to je o kvazikompaktna kolek-
cija u potprostoru { <¥> ,7',T?). Na osnovu dokaza Jeme 4.1,
kako je o kvazikompaktna kolekcija u prostoru (F(?).T‘(Y),T‘(Y)),
a kako je 7(Y)cocP(Y) i i (Y)UT?(YID T (Y)Uur2(Y), to Je, na
osnovu dokaza teoreme 3.6, potprostor (Y,r§.1§) kvazikompaktan,

t3. Y je kvazikompaktan skup u (X,TI.TZ). $to je 1 trebalo do-
kazati. V¥ )

Lema 4.2 Ako je A kvazikompaktan skup u (1,2)-1o0~
kalno kvazikompaktnom prostoru (X,t',t*), tada postoji t' otvo-
ren skup U takav da je ACU i t2¢1U=0% je kvazikompaktan
skup u (x,t',1%).

Do ka z. Neposredno iz definicije (1,2)-1qc prostora,
za svaki. aeA postoji t! otvoren skup U, takav da je U; kva-
zikompaktan skup. 1z ! otvorenog pokrivada {UalaeA} kvazikompa-
ktnog skupa A izdvaja se konalan potpokrivac {Ua1|i'1""'m}'

i . 1 2 M m2
Tada je skup' U =\oU, €7, Acu i U= u1lia je kvazikompak-
tan skup. =1 =l .
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Teorema 4.1, Neka jJe (X,Tl.Tz) pT1 i (1,2)-1qc
prostor i neka je P jedna od kolekcija @Q(X) 111 S(X). Skup
AEF je kvazikompaktan u (X.TI.TZ) ako 1 samo ako postoji T°

otvoren skup U takav da je AeVU i T?clU je kvazikompaktan skup
u (}5',,51'1 ,Tz).

Do kaz. (™:) Neka je A kvazikompaktan skup u
(X.Tl.Tz). Na osnovu Jeme 4.2, postoji Uetr' takav da je u?
kvazikompaktan skup. Tada je U= 4U>'8§'CTI. Kako je (X,Tz)
T1-prostor. to je T2¢W = <U*> na osnovu P5 teoreme 3.1. Ka-
ko je U kvazikompaktan skup, to je <{®> kvazikompaktan na os-
novu leme 4,1.

(<=:) Bez ograniéenja op3tosti moZie se pretpostaviti da
Je U bazni element topologije T, tj. Us <Uo; U1.....Un> , gde

1
su U et za k=tl,...,n iU =kU1Uk
Teoremu dokazujemo dokazujuci siededa tvrdjenja:

1° Ako je T?ciVU kvazikompaktan skup u (F,I',T?), tada
je U® kvazikompaktan u (X,T',T?).

2% Ako je U° kvazikompaktan skup, tada Jje skup A kva-
zikompaktan.

Dokaz tvrdjenja 1°: |

S obzirom na stav 1.16, neka je {Fllléh} centrirano mno-

Stvo kvazizatvorenih skupova u skupu U;-\B Ei. Za svaki
k=1

ke{1,...,n} uvedimo oznaku ¢, ={F = FynU, [XeAl, Tada bar je-
dna od kolekcija ¢k ima osobinu konaénog preseka; Jjer, ako za
svaki ke{1,...,n} postoji kona&na potkolekcija

m{k)
{Fia veeesFpy } takva da je N F,, = P, tada za konaZnu
1 m(k) s={ S
kolekciju odgovarajucih skupova Fy, iz ® {1 njihov presek K ,
vaii: n m{k)- n ,
K=" { " FA)-KnU -m(uu)- (KnU)c
k-‘ 5-1 'S. k-1 k- .
m{k) n m(k)
CULA B AR) =U (A fa ) =9
kel §=i S km{ s=f

pa ® nema osobinu konaénog preseka.

Neka je ke{1,...,n} takav da je ¢ centrirana kolek-
cija kvazizatvorenih skupova. Uvedimo sledede oznake:




_8]_

J =«{1,...,nt={k} i T = Ui. Razlikujemo sledecde sluéajeve:

(1) Za svaki Jjed skup Uj-T £ D
Neka Je aJer-T za svaki j&€J 1 neka je A =

0
-(aj[jEJ}. Za svaki AeA oznalimo HA' FkﬁJAo' Tada je za svaki

AeA skup H, kvazizatvoren. Zaista, za svaki AeA postoje ' za-

tvoren skup F, 1 t? zatvoren skup Fiy takvi da Je

FkA' Fiquix' Skup A, Jje konalan, pa je istovremeno i t! zatvo-
ren i vr2 2atvoren, jer je X pT1 prostor. Stoga je
» 1 z 1 '
Hy (kaJthw(kaJAo) kvazizatvoren skup.
Kolekcija {HAIKEA} je centrirano mnodtvo kvazizatvore-
nih skupova u U;. Za svaki AeA skup HAETZCIU Jer je Hf:U;

i HAﬂUE £ @ za svaki je{1,...,n}. Kako je svaki H,= HINK? ,
gde su Hl zatvoreni skupovi u prostoru (X.Ti). za i=1,2, to

je, na osnovu P5 teoreme 3.1 i osobine H2, kolekcija <H > =

= <Hi>r\4H;> kvazizatvorena u F . Neka je &, = <HA>r1T’clu za

svaki xeA. Familija {HAIAeA} kvazizatvorenih skupova u T2clv

ima osobinu konaénog preseka, jer je za svaku konalnu potfami-
1iju presek
m Com m ' .
MNH, =<MNH >NT%cly = <{NF YUA > N1réicly # 8 .
fal i fmi M ja] KAGTTO
Iz kvazikompaktnosti 7T2¢cly sledi da je rWJHA# ? .
Ael

© Neka je He Nay= <N H>nNricly . (MoZe se uzeti da je H =
Aeh AEA

= N H ) Tada je HC N H, Her?elyu , pa je HNT # @ . Kako
Ael Ael

NT = N Fle N FA' to je u sludaju (i) tvrdje-

je HnTC(nHA
E Ach AchA Ach
nje 1° dokazane.
(ii) Postoje Us veosyU_ sadrZani u T . Neka je
1 >m

m
G.U"UU )l
k(1:-1 St

(a) Ako je G A @ 1 ni za jedan te{i1,¢..,m} kolekci-

ja {Flnﬁﬁ |AeA} nema osobinu kona&nog preseka, tada je zbog

. Kolekcija
1 7t t:
|

AcA} centrirano mno3tvo kvazizatvorenih skupova u
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G2, 0znaéi 11 se G w <U i UgaevaaUp qe Gy Upqueney Uy tas
da je GcCU Jjer GcUk, pa je 7T2clgcr2cly . Sledi da je
T2c1G kvazikompaktna kolekcija u (p.Tl,Tz).
Nastavljajuéi kao u prethodnom sludaju, zamenjujudi T
sa G2, dokazujemo da kolekcija {Fxlkgn} ima neprazan presek.
(b) Ako je G#p 1 za neko te{il,...,m} kolekcija

{F#WU; | AeA} kvazizatvorenih skupova ima osobinu konadnog pre-
| t

seka, dokaz se produZava kao u prethodnim siucajevima razmatra-

njem skupa U: umesto skupa T . Na isti nacdin postupamo 1 ako
t

m
je G=@ , jer tada je T-\UJU; i postoji te&{1,...,m} tako da
t=l1 "t

je kolekcija {FﬂWU; |AcA). centrirano mnotvo kvazizatvorenih
skupova. t
Dokaz tvrdjenja 29

Ako Jje Th kvazikompaktan skup, skup A je kvazikompa-
ktan jer je kvazizatvoren {111 semizatvoren podskup kvazikompak-
tnog skupa.

Time je tvrdjenje teoreme dokazano. v

Teorema 4.2. Neka je (X.TI.TZ),pT1 prostor i ne-
ka je F jedna od kolekcija @(X) il1i g(X). Tada vaiZi:

(1) (X,t*,7%) je (1,2)-1qc prostor ako i samo ako je
(cF.7',r?) (1,2)-1qc prostor.

(2) Ako je (X,t',t?) (1,2)=1qc prostor, tada je CF
7! otvoren u F. - ~

Do kaz., (1) (=>:) Neka Je (X.T'.Tz) (1,2)-1qc prostor
i neka je AecF . Na osnovu dokaza teoreme 4.1, postoji t! ot-
voren skup U takav da je za U= <Us er? skup AeU i 71?cly=
= <J2> je kvazikompaktna kolekcija u (F,r',7*). Tada je kolek-
cija TRC]UCCF jer iz Bericly sledi BcCU®; B je semizatvo-
ren podskup kvazikompaktnog skupa, stoga je kvazikompaktan.
Sledi da je \U(:CF i 72 cly = TclyuncF = zzCTU je kvazikom-

CF
paktan skup u potprostoru (cp,TéF.T;F). Dakle, potprostor
(cF,r',7%) je (1,2)-1qc prostor.
(o—:)'Neka je (cF,7',1*) (1,2)-1qc prostor i neka je

x€X, Kako Je {x)}ecF , postoji 7' bazna okolina
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U = <V 3 U1.....Un> elementa (x} takva da je y = TéFCT(UnCF)
kvazikompaktan skup u CF , Tada je W = T2¢1(VU CF) CcFr kvazikom-
paktan skup i u F , N

Neka je V =N Uk Zbog {QelV sledi da je xeV. Kako je
k=1
Verl, to je {x}e <V> ¢T'. Oznadimo V= <V> u prostoru # . Kako

je VCU |, kolekcija H = T;Fcl(VnCF)CW i # je kvazikompaktna .
u ¢F 1 u F . .

Dokazimo da vaii J1(V2)CHC.<V’> . Neka je yeV® 1 ne-
ka je G = <G_; G1...., G _> T? bazna okolina skupa {y}. Tada
je presek Gn(VnCF)# § u P Jer yeG.eT? za f=l,....m, i {z
yeV?, sledi da postoje z;eVNG; za i=1,...,m. Skup F =
-{21,.... zm} Je konatan. a kako je X pT1 prostor, to je FecCr.
Takodje je FCV 1 FeG , tj. FeGNn(yncr). Dakle,
{y}ter2cl{vncF)ncF = H. S druge strane je VACFC VC <V*> , pa
je HC T clvcriclcVs = V35> |

Kvazikompaktna kolekcija 7 zadoveoljava uslove posledice
4.1, pa je stoga skup V* kvazikompaktan u X .

Sledi da je (X,t!,t?) (1,2)-1qc prostor.

(2)7r' otvorenost kolekcije C¢F u prostoru (F.Ti.Tz) sle-
di iz dokaza .tvrdjenja (1). Za svaki AeCcF postoji ver!takav

da je AevcCcr i TCFCIU = 72¢ly Jje kvazikompaktan skup. V

Teorema 4.3. (1) Neka je (X,r?,t?) pT, prostor i
neka je F kolekcija iz (9) poglavlja 3, razliéita od A(X). Ta-
da su sleded¢i iskazi ekvivalentni:

| (1) (X T‘.T ) je kvazikompaktan f pT2 prostor,

(ii) (F,T° .T ) je kvazikompaktan i pT, prostor;

(iii1) (cF, 7, ) je kvazikompaktan 1 pT, prostor.

(2) Neka je (X,t',t?) pT prostor i neka je F jedna od
kolekcija @Q(X) 111 s({X). Prostor (X,1,t2) je (1,2)-1qc i
pT, prostor ake i samo ako je prostor (cP,7,r%) (1,2)-1qc 1
pT2 prostor... 0

Do kaz. (1) Implikacije (i)=>(ii) 1 {1)eax(iii)
slede iz poznatih stavova za topolodke prostore (vid. npr.[36]
~Th. 4.9. 6). jer, ako je (X,t',1?) kvazikompaktan i pT2 prostor,
tada je 7 -T’. Sledi da je F= CF= 2 » kao i 7' w 1t
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Implikacije (i1) —>(i1) {1 (iii) «>(1) slede neposre-
dno 1z dokaza teoreme 3.6 i stava 3.29.
(2) Tvrdjenje sledi iz teoreme 4.2 1 stava 3.29. V

MAPOMENA. 1z dokaza tvrdjenja (1) teoreme 4.3 vidi se da
se pri navedenim pretpostavkama topologije ! i 1%, odnosno
7' i 72, podudaraju. Ako je (X,t',t?) (1,2)-1qc i pT, prostor,
tada je, na osnovu teoreme 2.3, t3ct!. Stoga je rlcy!.Kako je
tlvti=t!, to je g(X)= g(X)= XK(X)= {(AC X|Afp 1 A je ¢! zatvo-
ren u X} , dok je B(X)a{ACX|AA@ 1 A je 12 zatvoren u X},
Medjutim, u opitem slucaju se topologije t' {1 t?, odnosno 7' i
7%, ne podudaraju, 3to pokazuje

PRIMER' 4.1. Neka je X=R, T' diskretna i T kofinitna
topologija na R. Tada je (X,t',t*) (1,2)-1qc i pT, prostor.
Takodje je s(X)= a(X), kolekcija svih nepraznih podskupova od
R, a kolekcija B(X) sadrZzi R i sve neprazne konadne podskupo-
ve od F. Za svaki jednollan skup {x}= Ux‘ potkolekcija <Ux> =
a{ (X} } je 7' otvorena i u gs(X) i u B(X). Ali ona nije 172
otvorena jer je kardinalnost svakog 7% baznog elementa veéa ili
jednaka od c= CardR. Zaista, neka je Us <U0; U1,.... Un> eT?

: n ; |
i Vv -kr\Uk.jZa svaki yeV Jje {y}eU . Kako je CardVe=c, to je
= | '

éardU;CardV-c.

~4,2., HIPERPROSTORI SA POLUKONACNIM I KONACNIM TOPOLOGIJAMA

S1i&no kao pri ispitivanju osobina bitopolodkih hiper-
prostora sa konadnim topologijama, za hiperprostore sa poluko-

naénim i konacnim topologijama dokazujemno da vaZe sledeCa tv-
rdjenja .

Stav 4.1, Ako je F kolekcija iz (9) bbglavlja 3,
prostor (#,7v,r2) je (1,2)-1qc prostor. |

Dok az. Tvrdjenje sledi iz stava 3.13. ¥

Lema 4.3. Neka je F jedna od kolekcija Q(X), s(X)
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111 A(X), takva da Je J1(X)cp i neka je BeF . Tada vaili:
(1) Ako je B kvazikompaktan skup u (X,t',t?), tada
je kolekcija <B> kvazikompaktna u (#,71,72) { u (F,T!,T2),
(2) Skup B Jje kvazikompaktan u (X,t',7t?) ako i samo
ako je kolekcija <B> kvazikompaktna u (F.T‘.gé).

D o ka z, Tvrdjenje sledi 1z stava 3.15 { dokaza leme
4.1. v

Stav 4.2, Neka je (X,t',t?) (1,2)-1qc prostor, F je-
dna od kolekcija Q(X), s{(X) 111 4(X), 1 neka Je J1(X)CF . Ako
je AeF kvazikompaktan skup u (X,7',7%), tada ,

(1) postoji kolekcija UeT' takva da je AelU i riclVU
je kvazikompaktna kolekcija u (F,T1,72);

(2) postoji UeT' tako da je AeV i T2¢1v je kvazikom-
paktna kolekcija u (#,T',7%);

(3) postoji T! otvoren skup U takav da je AelV i T2cl1V
Je kvazikompaktan u (F,T!,T2),

D ok az. Na osnovu leme 4.2, za kvazikompaktan skup
A postoji Vert! takav da je 2 kvazikompaktan skup. Tada je
kolekcija U= <U> ep', Aey i T2clUc<i?>,kao i riclyc <U?>
na 0Snovu P3*1eme 3.1. Kvazikompaktnost kolekcije <U?*> , a sto-
ga i kolekcija T2¢1V i T%c1V u prostorima (F,T',7?), odno-
sno (F,T',r2) i (F,T},72), sledi iz leme 4.3. V

(x,7°,7%) (1,2)-1g¢c prostor,
Stav 4.3. Neka jelf jedna od kolekcija ¢g(X) i1i s(X)

| neka je J,(X)cF . Tada:

(1) potprostor (CF.EI.EI) je (1,2)=-1qc prostor i CF je
7' otvoren u (F,T!,7%);

(2) potprostor (CF,T ,T%) je (1,2)-1qc prostor i CF je
T otvoren u (F,T!,7%);

(3) potprostor (CF.TI.ZZ) je (1,2)-1qc prostor 1 CF je
! otvoren u (F,T,T2),

D o kra 2z, Tvrdjenje se dokazuje sli¢no teoremi 4.2. V

Stav 4.4. (1) Ako je (X,r',t?) kvazikompaktan pT,
prostor 1 F jedna od kolekcija iz (9) poglavlja 3, tada su pro-
stori (F,F',7%), (#,7',7*), (F,7',7%) 1 njihovi potprostori
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(cF,7',1%), (cF,T',7%) 1 (cP,7',7%) kvazikompaktni i wpT, pro-
stori.

(2) Ako je (4X,7',1%) pT, 1 (1,2)-1qc prostor 1 F= Q(X)=
= S(X)= kK(X), tada su prostori (cFr,T',7?), (CF,T',T?) i
(cFr,7*,T7*) (1,2)-1qc i WwpT, prostori.

D o kaz, (1) Kako u opdtem slucaju imamo samo dve ra-
z1icite kolekcije 4(X) i 2°, jer se topologije t' 4 t? podu-
daraju (vid. Napomenu), tvrdjenje sledi neposredno {z Stavova
3.15 1 3.27, kao i posledice 3.9.

(2) Tvrdjenje sledi iz stavova 4.3 1 3.27, kao { posle-
dice 3.9, v




5. KONEKSNOST U BITOPOLOSKIM HIPERPROSTORIMA

5.9, KONEKSNOST 1 LOKALNA KONEKSNOST

Koneksnost bitopolodkih hiperprostora sa konac¢nim topo-
logijama ispituju R. Vasudevan i C.K. Goel ([67]). Za bitopo-
lodki prostor (X,t!,t?) razmatraju kolekcije koje su u ovom ra-
du oznac¢ene sa A(X) i K(X), kao i kolekciju koju <emo oznaca-
vati sa C*(K(X).,

c*k(X)={Rek(X)|A je t! kompaktan i T® kompaktan skup}.

Vasqdé¢an i Goel pretpostavijaju da je bar jedan od pro-
~stora (X.T‘) za i=1,2 T,-prostor, da bi kolekcija J1(X), je-
dno&lanih podskupova X , bila sadrZana u C¥%(X), a time i u
ostalim razmatranim kolekcijama. U ovom svom radu oni dokazuju
i sledec¢a uop3tenja rezulitata iz [36]. |

Stav 5.1. Ako je (X,t',t%) uzajamno koneksan prostor,

tada je 1 (Jn(X).T1.T2) uzajamno koneksan prostor za svaki neN,

Stav 5.2 Kolekcija J(X) je gusta u {a(X),r',7?%),
a stoga i u svakoj potkolekciji o za koju Je, J{X)cocA(X), tj.
T ela(X)NT?ela(X)2 qelu(X)= A(X).

Stav 5.3. Neka Je o kolekcija koja zadovoljava us-
lov J{X)cocAa(X). Ako je jedan od prostora X, J,(X) (za sve

'
-

- neN) ili o uzajamno koneksan,tada su svi uzajamno koneksni,

Ako se za kolekciju o iz stava 5.3 uzme bilo koja ko-
lekcija # iz (9) poglavlija 3, dobija se zbog J(X)CFCA(X)

Pos1ledica 5.1. Bitopolodki prostor {(X,t',1?) je

uzajamno koneksan ako i samo ako je hiperprostor (r,r',r?) uza-
jamno koneksan, |
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R, Vasudervan i C.K. Goel razmatraju 1 uzajamnu koneks-
nost bitepolodkih hiperprostora sa polukonalnim topologijama 1
dokazuju sledeé¢i stay (vid, {68]):

Stav 5.4, Hiperprostori (4(X),r',r2) 1 (a(X),r?,12?)
su uvek uzajamno koneksni. .

Primetimo da za razliku od hiperprostora sa konadnim to-
pologijama, ako je ¢ uzajamno koneksna potkolekcija od
(A(X),E'.Z’) takva da je jedan od ¢&lanova 1z o uzajamno konek-
san skup u (X,t',t?), unija elemenata iz o ne mora biti uzaja-

mno koneksan skup u {X,t',t2?). To pokazuje i

PRIMER (5.1. Neka je X={a,b}, T ={@,{b}, X} 1 T'=

=(@,{a},{b}, X}, Tada je kolekcija o={{a},{a,b}} uzajamno ko-
neksan skup u+(A(X),f‘.g*) jer je Eé={9,o} ' 2;={ﬂ-{X}.o} a
prostor X ={$}u{a.b} nije uzajamno koneksan jer je X = AUB
za  A={a}egr?'i B={b}er! .

Takodje, uzajamna koneksnost samo jednog elementa iz uza-
jamno koneksne kolekcije o nije dovoljna ni u hiperprostorima
(A4 (X),P!,72) 1 (4(X),r',2?) da bi skup G =\y{Sed} bio uzaja-
mno koneksan.Zaista, skup {a} ovog primera je jednollan, pa
stoga i uzajamno koneksan u (X,t',t2), a kolékcija O={{a}, X}
je uzajamno koneksna u (4(X),7i,72), Jjer je 'féi{ﬂ.g}. kao 1 u
(A(X)s2ty72), Jer Je zé={ﬁ.{X}.c}= T2

U da]jém razmatranju koneksnosti bitopoloﬁkih hiperpro-
stora za prostor (X,t!,t?) necemo pretpostavlijati nikakva ogra-
nicenja, tj. (X,t',T?) je proizvoljan bitopolodki prostor.

Stavovy 5.1, 5.2, 5.3 i 5.4 vaZe u op3tem slucaju.

Stay 5.5 Ako je 0 uzajamno koneksna kolekcija u
(A(X),7',72) 1 svi elementi iz 0 su uzajamno koneksni skupovi
u (X,t!,t?), ﬁada je unija elemenata iz ¢ u?ajamno koneksan
skup u (X,7!,72). |

Do kaz. Neka je Y ={S€0} ., Ako Y nije uzajamno
koneksan, tada je Y=GUH gde su G i H disjunktni neprazni
skupovi 1 Getl, HET@. Neka su G*gg! 1 H*er? takvi da je
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GuG*NY i H=H*NY. Kolekcija &= <G>U={Sec[SC:G}-{SEUISCG*}u

» <G*>(ﬁce§é , a kolekcija Hs= >H<U-{SEUISﬁHﬁG}-{SEGISﬂH*# B}
= >H*<r10523 . Kolekcije G 1 H su neprazne jer postoje xeY 1
yeY da je xeG i yeH, Postoje 51 i S2 elementi iz o da je
xes1. ysszi Kako su S1 i 52 uzajamno koneksni skupovi u
(X,t',t?), pa zato i u (Y,ty,7y)s Na osnovu stava 1.19 je

51CG i SZCH' Tada je S1eG i SzeH . Takodje je gUH=g i ¢NH=
jer S¢G <m> S¢G <> SNHEP <—=> SEH , pa G 1 H Cine diskoneksi-
ju od ¢ , suprotno pretpostavci. v

S tayv 5.6, Ako je o uzajamno koneksna kolekcija u

(A(X),TV,72), Y= U{Sea} i 0D7,(Y), tada je Y wuzajamno kone-
ksan skup u (X,t!,7%).

Do ka z. Tvrdjenje se dokazuje analogno prethodnom. U
ovom sludaju umesto skupova S, i S,, skupovi {x} 1 {y} redom

pripadaju kolekcijama ¢ 1 # , pa ¢ i ¥ ponovo daju diskoneksiju
od ¢ ., v

S1i&noy ako je jedna od topologija konadna a druga polu-
konaéna, vaii

S tav 5.7. Neka je o p-koneksna kolekcija u
(A(X),7t,72), odnosno (A(X),7',72), 1 neka Jé Y= U{Seal.
| (1) Ako su svi elementi iz o p-koneksni skupovi u
(X,t',t%), tada je Y p-koneksan skup.

(2) Ako je U:)J1(Y). tada Jje Y uzajamno koneksan skup
u (X,t!,t?).

Dok az. Kako je T2 § 7'OT' , to se moZe ponoviti
konstrukcija 1z dokaza stavova 5.5 i 5.6, V

Primer 5.1 ponovo pokazuje da se u tvrdjenju (1) stava
5.7 uslovy "svi elementi iz o su uzajamno koneksni Skupovi" ne
moZe u opitem slucaju oslabiti. Kolekcija o je uzajamno koneks-
na i u (A(X),r',#2) i u (4(X),r',72) jer je fé-{ﬂ.u}. kao 1
Ty = To={B.{X}0}=T2 .

DokaZzimo prethodno sledeca tvrdjenja koja Cemo ubuducde
koristiti, ' '
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Lema 5.). Kvaziadherencija kolekcije J(X) u prosto-
ru (4(X),0,0%) je A(X), gde je O' jedna od topologija ',

r il g‘ za i=1,2,

D o kaz, Tvrdjenje sliedi iz stava 5.2 jer je
'l (X)NO2cIg (X) DT clg (KINT c1g(X) = 4(X).

Pos1edica 5.2, Ako kolekcija o zadovoljava us-
lov J(X)C:Ui:A(X). to je u potprostoru (o, e ,0%), gde je
{T .g } za i=1,2, kvaziadherencija chJ(K)- a.

Posledica 5.3. Neka je 0 kolekcija koaa zado-
voljava uslov, J{(X)<Coca(X) 1 neka je topologija © e:{:r1 -i.Ti}
za iw1,2. Akd se u prostoru (g,0!',02) kolekcija <V> oznaéi
sa Vv , gde je' V proizvoljan podskup od X , tada je
qcl(vna(X)) = qciv .

!
Do kaz., Uvedimo oznaku v*= <¥> y prostoru
(A(X),0',0%)., Tada je

J(V) = vna(X)= v (X)Cve v*nocv*= A (V)
U potprostord'(A(V),G‘,ez), na osnovu leme 5)1, vaii
qclV(VﬁnJ(X))= qclV*A(V) ny*, tj. J(V) je gust u v*, i
stoga qclA(x)(VnJ(X))Z)V*. 1

- Za kvaziadherenciju u prostoru (¢,9',0%) imamo, na osno-
vu stava 1.2,

qel_(var(X)) = (qclA(x)(VnJ(X)))ﬂd D(qclA(x)v*)no p)

A J (QCTA(X)V)('\U = qcl g7

Kako iz vns(X)cv sledi qcl (VnJ(X))<:qcl (v) +» to je
tvrdjenje dokazano. V¥

!

Lema 5.2. Neka je (X".Ti,ri) bitopolo$ki proizvod

n kopija proStora (X,t!,t2). Prirodna projekcija
(X" T,,T3) — (J (X),0',0%) definisana sa

pr(x1.....x ) = {x1....,x }
je uzajamno neprekidno preslikavanje, gde je Gie{ri.fi.zi}.
iwt,2, | |

D o k 3 z, Tvrdjenje sledi iz neprekidnosti preslika-
vanja pr:(x".fl)-*(Jn(X).ri) za i=1,2 (vid. [36]),
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o f

jer je za svaki predbazni element <U> topologije Ti, gde je

UETi. pr'1( <Yy> ) = Ux...xUETl , & 2a svaki predbazni element
.I

U< jJz ¢ vazi n

x" - pr"1( >U< )} = fotlf{gc je zatvoren skup u (x“.rl) Y

n

Lema 5.3. Preslikavanje ¢:([4(X) ]".e*.e
~{a(X),0!,0%) definisano sa ¢(A1.... n) f k) je uzajam-
ne neprekidno. J=

Do kaz. Indukovana preslikavanja ¢1:([A(X)]”,el)#+
-+(A(X).91) , i=1,2, zadovoljavaju sledece uslove:

1% za predbazni element <U> u 4({(X) , ako 91:>fi, Za

|

Uet . vazi

07 ( <U> ) {(A1""'A yela(x)] " U1A CUYm <P xe.ux <Us €0}
J= n
29 za predbazni element >U< u A(X), ako o :>T  va3i

()" = 03 (>u ) = ((Agaee A )ela(0] u1A ¢} -
Jﬂ
n ¢' { <uc> ) = <U_> X2 eeX ¢:ﬂ_l_.l"_::a-
» n
je zatvoren u ([A(X)]".gl) na osnovu P1 leme 3.1, pa je zatvo-
ren i u ([A(X)]".ei). 3
Lema 5.4, Ako je (X,r!? -r') uzajamnb koneksan bitopo-
lo§k1'prostor. tada je 1 (J(X), o!,0? ) uzajamno koneksan prostor,
gde je eiE{T lTiiT }s i=1,2.

D o kaz, Ako je (X,T .Tz) uzajamno+goneksan prostor,
tada je za svaki neN bitopoloski proizvod (x",11,12) od n
kopija prostora (X,t',t?) uzajamno koneksan na osnovu stava
1.23. Na osnovu leme 5.2 i stava 1.18, prostor (7 (X),9',0%) je
uzajamno koneksan, i sli&no kao za topoloske hiperprostore. ka-

ko za svaka Jya elementa A 1 B iz J(X) postoji nEN da su
A,8 €7 (X), to je na osnovu stava 1.20 tvrdjenje dokazano. V

Stav 5.8, Prostor (X,t}',r?) je uzajamno koneksan ako
i samo ako je prostor (A(X),T',7?) uzajamno Roneksan.

Do k az. Ako je (X,x!',t2) uzajmano kbneksan. tada je na
osnovu leme 5.4, prostor (J(X),r!,r?) uzajamho koneksan pa je,
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na osnovu leme 5.1. 1 stava 1.22, prostor (A(X),fl,zl) uzajam-
no koneksan,

Obrnuto, ako je (A(X),T',T2) uzajamno koneksan, uzajamna
koneksnost prostora (X,t!,t?) sledf iz stava 5.6. V

Posledica 5.4. Ako je o potkolekcija od A(X)
takva da je oJ(X)CocCa(X), tada je prostor (X.T‘.Tz) uzajamno
koneksan ako i samo ako je prostor (o,r',r?) uzajamno koneksan,

Koristeéi prethodne stavove dokazujemo slededa tvrdjenja
6 uzajamnoj koneksnosti prostora (4(X),T',72) 1 (A(X),T!,T?).
(Primetimo da. za uzajmnu koneksnost prostora 4(X) redosied ko-
naénih i polukonaé&nih topoliogija nije bitan.,)

1!
¥

Stav 5.9. Ako je o potkolekcija od A(X) takva da je
. "
J(X)CocCa(X), tada je (Xx,t',T%) uzajamno koneksan prostor ako

i samo ako je prostor (o,r',7?), odnosno (o,r’,7%), uzajamno
koneksan.

Do kaz. Ako je (X,t',t%) p-koneksan, tada su (o,T' ,7%)
i (o,r',7?) p-koneksni prostori na osnovu posiedice 5.1 i rela-
cija T!c¢r' i 7r%cT? . Obrnuto tvrdjenje sledi iz posiedice 5.4
i istih inkluzija. v "

i

\ |
Lokalnu koneksnost bitopoloSkih hiperprostora ispitivali.
su takodje Vasudevan i Goel i dokazali

Stav 5.10. Neka je J(X)cocc*k(X). Tada je (X,t',t%)
uzajamno 1okg1no koneksan prostor ako 1 samofako je {o,7!,7?)
p-lokalno koneksan.

Nastavlijajuéi ispitivanje hiperprostora sa konad&nim i po-
lukonaénim topologijama dokazujemo

|

Stav 5,11. Prostor (4(X),T},72) Jé uvek p-lokalno ko-
neksan.

Dok a'z. Dokazimo da je (A(X),T'.72) (1,2)-lokalno ko-
neksan prostor. Neka je A proizvoljan element iz A(X). Nje-
gova T!' bazna okolina U= <U> je p-koneksan skup u A(X) jer
je potprostoé (v,T*,72) uzajamno koneksan. Indukovane topolio-
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gije f1 , 1=1,2, na U jednake su.polukona6n1m topologijama
f‘(U) generisanim topologijama r& na podskupu U< X , Kako
je (A(y),T*(VU),72(V)) = (v,T',T2), to je, na osnovu stava 5.4,
potprostor (y,r',T2) p-koneksan.

Ma i1sti nadin se dokazuje da je (A(X),?',72) (2,1)-lokalno
koneksan prostor. v

Teorema 5.1, Neka je g kolekcija koja zadovoljava

uslov vJ(X)CocCAa(X). Potprostor (9,7!,T2) je uvek p-lokalno
koneksan,

D o kaz. 2Zbog simetri¢nosti uslova dovoljno je dokaza-
ti da je (9,7',7%) (1,2)-1okalno koneksan prostor.

Neka je Aeo i neka je V=V¥*nc njegova T' bazna okolina,
gde je v*=>V,<N...N>V < 2za Vser‘. s={,...,n. Kolekcija V
je p-koneksan skup Jjer, ako su U*eT! i w*eT? kolekcije za ko-
je je wnu* 4 @ i vaw* # @ , neka je Beyau* , Cevnw* i neka su
Ugel! 1 woegf bazni elementi takvi da je Bey cu* i Cew, cw*.
Kako je vgm >Uy< ... >U < za UiETl, iel,.0oom , 1 W =

o

= >Hp< . >Nk< za ijT’ s J=l,i0.0k pSstoje b;esnui.
i=1.;.-.m » b;EBﬂVSi 5=1rt'irn » CEEBANJ » j=1i“"k 1

c;scnvs s S=1,...,n , Neka je

F -{b{

_712.1..-asm}U{b;lSI1..--;H}U {CE'J!1'-Q-"RL}U{C;|511'”,'n}‘

Tada je skup Fedg(X), Feu CU*, FeH&:W* i Fevr*, dakle,
Fe(vnu*)n{(vaw*). Sledi da je Vv p-koneksan skup jer se.ne mo-
Ze predstaviti kao unija dva neprazna skupa i to T! otvorenog
skupa U* i’ T2 otvorenog skupa V* . ¥ '

Uvedimo sledeéu oznaku

G(X) =" {Aca(X) |A Je p-koneksan skup u (X,t},t%)},

%

Lema, 5.5. MNeka je mcaG(X) 1 neka je Aec(X) takav
da je za svaki Hex presek ANH # @ . Tada je skup

HO = AU (U{Hek}) |
p-koneksan,

Do kaz. Kako je HOHU{AUHIHEH} i skup AUH p-koneksan

)
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za svaki HER , na osnovu stava 1.21, to je, na osnovu istog

stava, 1 skup H0 p-koneksan. ¥

Teorema b5.2. MNeka je o potkolekcija od aA(X) ta-
kva da je g(X)Coca(X). Prostor (X,t!,t?) je (1,2)-1okalno
koneksan ako i samo ako je prostor (o,7i,r2) (1,2)-lokalno ko-

neksan u svim svojim p-koneksnim e1ement1ma, ti. u svim eleme-
ntima iz kolekcije ONG(X).

D okaz. (=>:) Neka je (X,t',t?) (1,2)-1okalno konek-
san prostor, Za proizvoljan Feong(X), neka je y= <U> njegova
proizvoljna 7! bazna okolina u prostoru o . Iz FelU sledi
FcuU. Kako je prostor (X,t',t?) (1,2)-lokalno koneksan, za sva-
ki xeF 1 t! otvoren skup U postoji t' otvoren uzajamno konek-
san skup V, .takav da je xeV cU . Neka je V zLHVxlxsF}. Tada
je Ver! , FCVCU {1 V je uzajamno koneksan skup na osnovu
leme 5,5, |

Na osnqvu leme 5.4, 1z uzajamne koneksnosti prostora
(V TV' v) sledi uzajamna koneksnost prostora (J(V).Ti(V),Tﬁ(V))
Kako je g(V)= J(X)N<V> , a topologije 7T'(V) i 72(V) su jed-
nake topologijama potprostora ( <V> .fi.gz) u prostoru
(A(X).Ei.g?). to, ako se ozna&i v= <V> , u prostoru (0,7} ,72)
vazi Fevef i vcu. o B

Uzajamia koneksnost kolekcije Vv wu prostoru o sledi iz
p-koneksnosti kolekcije J{(V)= vnvs(X) , inkluzija vyvnos(X)C
cvcqely , jednakosti qclV = qc](vr\J(X)) u prostoru o (vid.
posledicu 5.3) i stava 1.21. o |

(<=:) Neka je (o,T',T2) (1,2)-lokalno koneksan prostor.
Za proizvb]dﬁh xcX i 1! otvorenu okolinu U eod x, skup
{X}ea N G(X) {l py= <U> je njegova 7' otvorena okolina u pro-
storUtsPostoai -yl -otvorena uzajamno koneksnd okolina ¥ ele-
menta {x} takva da je WFCU . Kolekcija ¥ Je unija baznih ele-
menata, WeU(W, IxeA)} gde je WA' <W,> i Wxgrl za svaki XeA

A
Oznalimo -U{N |xgn} Tada je Ver!, xeVcU i V je p-koneks-
an skup u (X T ) na osnovu Sstava 5.6, jer’je W p-koneksna

kolekcija u (A(X).Tl,gf). VaU{ Ae W} i WJDJI(V) . v
|

PROBLEM. 3ta se moZe re¢i o (2,1)-lokalnoj koneksnosti
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prostora (A(X).f‘.gz) ?

Sli¢no teoremi 5.2 dokazujemo

S tav 5.12. Ako je {g{(X),pt,72) (1,2)-1okaino konek-
san prostor, tada je i prostor (X,t!,t2) (1,2)-lokalno koneksan.

Doka z. Neka je x proizvoljna taika iz X 1 VUet!
okolina tadke x . Skup {x}eG(X) i oznalimo sa y= <U> njeqo-
vu 7'okolinu u prostoru ¢{(X). Ako je w p-koneksna T! otvo-
rena okolina skupa {x} u G(X), takva da je WwWcU, tada jJe
W=\J{WA|AEA}, W, su bazni elementi,wln <Nk> za svaki xeA, gde
je Wyet'. Ako je V=uU{W |reA}, tada je xeVCU , vetr! i Vv
je p-koneksan skup u {(X,t',t%) na osnovu stava 5.5, jer je
J1(X)(IG(X). WA-\J{{y}I{y}sz} za svaki xegp» 1 sStoga V =
=\ J{GeW)}, a ¥ Je p-koneksan skup u G(X) T u A(X) . ¥

Ispitivanjem lokalne koneksnosti hiperprostora sa konal-
nim i polukonaénim topologijama, dokazujemo

S tav 5.13. Neka je g kolekcija koja zadovoljava us-
lov J{(X)CcocCa(X). Prostor (X,t',t?) je (1,2)-1okalno koneks-
an ako i samo ako je prostor (o,7',r?) (1,2)-lokalno koneksan
u svim tatkama iz kolekcije o NG(X). L

Do kaz. (=>:) Dokaz ove implikacije je isti kao i
odgovaraju¢i za teoremu 5.2.

(¢=:) Primetimo da, s obzirom na to da je T%cr?, iz
(1,2)-1okalne koneksnosti prostora (o,r',r?) u tatkama iz ¢ (X),
siedi (1,2)-1pkalna koneksnost prostora (U.fl,gz) u istim ta-

¢kama. Sada iz teoreme 5.2 sledi (1,2)-1okalna koneksnost pro-
stora (X,T',T%). ¥

Oznaéimo

ci(X) - {%GA(X)]A je kompaktan skup u prostoru (x.ri)}
Z4d 16{1|2} i

c*(X) = ¢t (X)ncr(X).

Sta v 5.14., Ako je 0 kolekcija koja zadovoljava rela-
ciju J(X)CQCC*(X). tada 1z (2,1)-1okalne koneksnosti prosto-
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ra (£,1',7%) sledi (2,1)-lokalna koneksnost prostora (a,7',7").

Dok az. Zaproizvoljan Feo i njegovu 7 baznu okoli-
nu Us <UO; U1,...,Un> uo , kako je FcCU , za svaki x=F po-
stoji t? otvoren p-koneksan skup V., da je xeV clU . Iz otvo-
renog pokrivaca {VxlxeF} t¥ kompaktnog skupa F se izdvaja ko-

nacan {VJ.EVx | j=1,...,m}. Kako je UinF 4 0 za svaki i=1,....,n,
3 |

neka je x.eU.NF , di=1,...,n . Za svaki fe{1,...,n} postoji t?
otvoren p-koneksan skup N1 takav da je xiswicui. Oznacdimo

m n
V = ( kﬁVJ)LK kﬂwi) IR AL RS FE N R A(X). Tada su,
j= 'i!l

na osnovu 1em§ 5.4, skupovi J(V) i J(Ni) za i=1,...,n , p-ko-
neksni u A(X). Primenom uzajamno neprekidnog preslikavanja
¢:LA(X)]m+1-4A(X) , iz Teme 5.3, na kolekciju
J(V)xJ(L'H)x..:LxJ(wn) dobija se da je ¢(J(V)xJ(N1)x...xJ(Nn))=
=y*MJ(X) p-koneksna kolekcija u A(X). Na osnovu posiedice

5.3 i stava 1.21 sledi da je V=vV* g p-konksan skup u (0 ,T',72).
(Uporediti sa stavom 5.9 iz [67].) v

S tav 5.15. Neka je o kolekcija koja zadovoljava re-
laciju J(X)coce'(X). Ako je prostor (X,t'h?) (1,2)-lokalno
koneksan, tada je prostor (o,p',7*) (1,2)-lokaino koneksan,

D o kaz, Za proizvoljan skup Feo , analognom konstru-
kcijom kao u dokazu prethodnog stava, za proizvoijnu ' baznu

okolinu U od F konstruile se okolina v=v*no koja je p-konek-
san skuo, ¢

|
PROBLEM. Da 11 vazi obrnuto tvrdjenje u stavovima 5.14

i 5.15 1 3ta ,se moZe refi o (2,1)-1okalnoj koneksnosti prosto-
ra (o,7!,T7%) ?

¥

5.2. TOTALNA DISKONEKSNOST I NULA-DIMENZIONALNOST

Slabu uzajamnu totalnu diskoneksnost i1 uzajamnu nu]a-di-
menzionalnost bitopolodkih hiperprostora sa Kona&nim topoloagi-
jama ispitivali su Vasudevan i Goel ([67]). Ovde pristupamo




- 97 =

notpunijem ispitivanju ovih osobina kod hiperprostora sa konacd-
nim 1 polukonadnim topologijama, a takndje razmatramo { uzaja-
mnu totalnu diskoneksnost bitopoloskih hiperprostora.

S tav 5.16. Neka je o kolekcija koja zadovoijava us-~
Tov J,(X)Co CA(X) i neka je Gie{Ti,fi,gf}!za i=1,2. Ako je
nrostor (o, 6! ,02) wp-totalno diskoneksan (b-totalno diskonek-

san),tada je 1 (X,¢',T%) wp-totalno diskoneksan (p-totalno dis-
koneksan).

D o k a z. Slaba uzajamna totalna diskoneksnost 1 uzaja-

mna totalna diskoneksnost su nasledna svojstva. Tvrdjenje siedi
iz Teme 3.2,

Nasuprqot tvrdjenju teoreme 3.8 iz [67], wp-totalna disko-
neksnost se ne prenosi sa prostora (X,T‘,T’) na hiperprostor
(¢*(X),T ,T'), pa stoga ni na hiperprostor (C*(X),9' ,8%) sa
slabijim topologijama, gde su GiE{Ti,Ti.zi} za 1=21,2. To poka-
zuje

PRIMER. 5.2. Neka je X={a,b,c}, t' diskretnd topologi-
ja i t2={@.,{a},{a,b}, X}. Prostor (X,T') je T,-prostor, a zbog
konaénosti skuypa X svi neprazni podskupoviisu kompaktni u
obema topologijama, dakie, C'(X)=A(X). Uvedimo oznake A={a},
Ba{b}, C={c}, D={a,b}, E={a,c}, F={b,c}. Tada je A(X) =
={A,B,C,0,E,F,X}, topologija 7' je diskretna a topologija T’=
=(9,{A},{A,D},{A,.B,D},{A,D,E,X},{A,B,D,E,X},{A,B,D,E,F,X},A(X)}.

Prostor (X,t',T?) je wp-totalno diskoneksan jer za pa-
rove (a,b) i (a,c) vaZi: b,ce{b,clet!, ae{a}er?, a za par
(b,c) imamo: ce{c}et’, be{a,b}et?. Takodje, prostor nije
p-totaino disﬁoneksah jer ne postoji diskoneksija U|V prosto-
ra X takva da je acUet! § bever?.

Medjutim prostor (A(X),T!,T2) nije wp-totaino diskonek-
san jer za elemente E 1 X ne postoji diskoneksija u|V pro-

stora A{X) takva da jedan skup pripada U a drugi V . Za svaki
veT? vaii EeV <=> XeV , ‘

Teorema 65.3. Ako je (X,t',T%) p-totalno disko-

neksan prostor, tada je prostor ((;”"'()(),.T‘,.'-"’)_I p-totalno disko-
neksan, -
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D o k a z. HNeka su A 1B dva razlilita elementa {2
c*(X). Postoji xeX takav da je xe{A-B)U(B-A). Pretpostavimo
da je xeA-B. Za svaki yeB Je x#y , pa kako je prostor X

p-totalno diskoneksan, postoji diskoneksija uylvxy prostora X

1 2 |
takva da je ysz , xEny , Uxer i Vx et® ., Iz 1" otvorenog

nokrivada {Uy[yeB} t! kompaktnog skupa B {zdvaja se konacan

= -k .k
potpokrivad {inli 1,...,k}. Oznalimo U ;:quyi’ V 12Hnyi

rada je Uet! , Vetr?, BCU , ANVAR , UNV=@ § UUV=X.

7a U= <U> eF'cr' 1 v= >V< er?CT? vali BelU, AeV, UNV=p
i UUVaC*(X). Sledi da je UlV diskoneksija od C*(X) takva da
je BelU 1 A€V,

S1i¢no, za talku xeA-B i svaki yeB postoji diskoneksi.
ja nylvy ibrostora X takva da je xEnyETl i yevyET’. Ta-
da postoje ¥i= <V,> ef’cr? 1 yy= >Uy< ericr? takvi da je
vylv, diskoneksija prostora c*(X) i da je AeUy, BeVy.

Ako je xeB-A , analognim konstrukcijama dobijaju se dis-
koneksije gly¥ 1 U,l¥#; prostora c*(X) takve da je AEp i
Bev, odnosno Aev, i Bed, . "

Siedi da je prostor (¢c*(X),r!,T2) p-totalno diskoneksan. y

Ukoliko Je u.bitopoloﬁkom hiperprosto%u (c*(X),0',8%),
gde je @18{T1.f‘.g‘} 2a i=1,2, bar jedna od topologija poluko-
nadna, gornje tvrdjenje ne vaii s obzirom na prirode topologi-
ja, $to pokazuje

PRIMER. 5.3. Neka je X=f{a,b} i t'=t? diskretna topolo-
gija. Tada je! c*(X)=A(X)={A,B.X}. gde je uvedena oznaka A={a}
i B={b}. Prostor (X,t',t?) je p-totalno diskoneksan jer je
totalno diskoneksan topolo¥ki prostor. Iz

fi-{ﬁ.{ﬂ}.{B}.{A.B},A(X)}. gi={ﬂ.{X}.{A,X}.{B,X}.A(X)} i

P je diskretna topologija, za i=1,2,
sledi da prostori (A(X),f‘.T’) i (a(X),r*,r?) nisu p-totaino
diskoneksni jer, na primer, i u jednom i u drugom prostoru ne
nostoji diskoneksija u|v takva da je Xey 1 AeV. Kako je
Flcr! i r2cr?, to ni prostor (A(X),T',I?) nije uzajamno totalno
diskoneksan. »
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Teorema 5.4, Akn je prostor (X,r!',r?) p-totalno
diskoneksan, tada su prostori (¢c'(4),7',72), (c*(X),7',r?) f
(C'(X),T*,T?) wp-totalno diskoneksni.

Dok az. Dovoljno je dokazati da je prostor
(cY(X),F',72) wp-totalno diskoneksan. S1i&no kao u dokazu ten-
reme 5.3, za dva razlidita elementa A i B 1z ¢'(X)}, postnji
xe(A-B)U(B-A). Neka je x€A-B. S obzirom na topologtje na
c'(X), za svaki yeB, kako je x#y , uotavamo postojeéu disko-
neksiju uxlvxy prostora X takvu da je yel  , xeV, , U et
i nyerz. 1z ¢! otvorenog pokrivaca {UylyeB} v} kompaktnog sku-
pa B izdvaja se konaZan potpokrival {inli-1,....k)-OznaCimo,

k k
ponovo, U =L U |V = f\Vx . Za U= <U> eT! 1 V= »V< eT? vali:
ia1 Y i=1 XYy

BEY, AV, UnVap i guvsc'(X). |
Dakle.;u|v je diskoneksija od '(X) takva da je Bev,
AV, | |
Ako je xeB-A, tada se analognom Konstrukcijom dobija
diskoneksija U°ly° takva da je AE€Uy° 1 Bev-,

Ispitujuéi nula~dimenzionalnost bitopoloikih hiperpro-
stora dokazujemo sledeéa tvrdjenja. :

S taiv 5.17. Neka je g kolekcija koja zadovoljava
usiov J‘(X)(:ctiﬂ(X) { neka je 91€{Ti,fi,§1} za i=1,2. Ako je
prostor (o,8',02) (1,2)-nula dimenizioni (p-nula dimenzioni),
tada je(Xsrt',t?) (1,2)-nula dimenizoni (p-nula dimenzioni) pro-
stor. |

Dok az. Kako su i (1,2)-nula dimenzionalnost i

p-nula dimenzionalnost nasledna svojstva, tvrdjenje se dokazu-
je koriicenjem Teme 3.2. v

Teorema 5.5 Ako je (X,z?,¢2) (1,2)-nula dimenzi-
oni prostor, tada su (C}(X),P!,T%), (C}(X),2',7%) §i (c*(X),r2,T2)
{1,2)=-nula dimenzioni prostori.

D o k a z. Dokazimo da je prostor (c2(X),T?,r?) (1,2)-
-nula dimenzioni ukoliko je (X,r',t?) (1,2)-nula dimenzioni
prostor. | -




- 100 -

Neka je FeC! (%) 1 neka je U= <U> njeqova ' bazna
okolina. Za svaki xeF postoji VXET‘ takav da je V. 1 za-
tvoren skup 1 xeV CU. 1z t* otvorenog pokrivala {V |xeF} T
kompaktnog skupa F 1zdvaja se konaZan potpokrivac (v, |

m J
|j=t,....m}. Skup V =V, et!, FCVZU i V je t? zatvoren.
=V 7]

Oznadi 1i se V= <V> u prostoru CI(X). tada je FeveT!, vcu i
V je T* zatvorena kolekcija na osnovu Pl iz leme 3.1, odakle
sledi da je (¢'(X),r',r*) (1,2)-nula dimenzioni prostor.

Na fsti nalin se dokazuje da je (¢ (X), 7t ,r%y  (1,2)-
-nula dimenzioni prostor ako je prostor (X,t',T ) (1,2)-nula
dimenziont. |

Doka?{mo, sada, da se (1,2)-nula dimenzionalnost pro-
stora (X,t',t?) prenosi na hiperprostor (¢*(X),7',7*). (Upore-
diti sa [67]) )

Ako je Fec'(X) i wv= <U; Uy,...,U > njegova Ti bazna
okolina, za svaki xeF postoji T' otvoren T° zatvoren skup V
takav da je xeV,CU. Neka je {Vx;|j=1,...,m} kona&an potpokri-
vag Tt kompak}nog skupa F i neia je V =;UGV i. Za svaki
te{1,...4n} postoji yianUi i postoji ! odvoren 12 zatvoren

v n -
skup W, takav da je y.eW;CU.. Oznatimo W = v\Jgigﬁwi). Tada
je Wet!, FCVCHWCU , W je T zatvoren skup, pa je u prosto-

ru C!(X) kolekcija W= <W; N1,...,Hn><ZU, Fewer' 1 W je T° za-
tvorena kolekcija na osnovu P4 iz leme 3.1. V

X

Iz teoreme 5.5 1 stava 5.15. neposredno se dobija slede-
¢e uopitenje teoreme 3.8 iz [67]:

!

Posledica 5.5 Bitopolod3ki prostor (x,r‘,fz) je
p-nula dimenzioni prostor ako i samo ako je (C*(X).TI,TZ) p-
-nula dimenzioni prostor.
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OZNAKE I DEFINICIJE

A= tclA adherencija skupa A u prostoru (X,t)

A= qclA kvaziadherencija skupa A u prostoru (X,t!,.t?)
ﬁi = riclA adherencija skupa A u prostoru (X.ri)

AC = X-A komplement skupa A u odnosu na skup X

€ pripadnost skupu

vV zavr$enost dokaza

R skup realnih brojeva

N skup prirodnih brojeva

A(X) , 44, 63
B(X) , 63
c(X) , 44

CF , 63

cl(X) , 95
C*(X) , 95
C*K(X) , 87

2X 44

G(X) , 93
J(X) , 44, 63
J (X) , 44, 63
K(X) , 63
Q(X) , 63
S(X) , 63

bitopolodka invarijanta, 7

bitopolodki hiperprostor, 63
ko}iénik, 6

proizvod, 6
prostor, 4§

kvaziadherencija, 7
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kvazikomponenta uzajamne koneksnosti, 21
komponenta uzajamne koneksnosti, 20

pokrivacd,
kvaziotvoren — , 15
uzajamno otvoren — , 15

preslikavanje,
kvazineprekidno — , 9
semineprekidno — , 10
uzajamno neprekidno - , 7
uzajamno otvoreno — , 7
uzajamno zatvoreno -~ , 7

prostor,
(1,2)-nula dimenzioni - , 22
(1,2)-regularan - , 4
(i,j)-potpuno regularan — , 5

B-uzajamno kompaktan - , 16
kvazikompaktan — , 17

p~kompaktan (uzajamno kompaktan) - , 15
v} kompaktan u odnosu na t2 — , 16

(1,2)-1okalno koneksan — , 20

p-lokalno koneksan (uzajamno lokalno koneksan) - , 21
p-koneksan (uzajamno koneksan) - , 19

B-ri-loka1no Tj-kompaktan u odnosu na k- s 25

B-lokalno kompaktan — , 25

(1,2)-1gc  ((1,2)-1okalno kvazikompaktan) — , 24
(1,2)-R1c  ({1,2)-1okalno kompaktan) — , 24
(1,2)-RRic  ((1,2)-RR-1okalno kompaktan) -~ , 25
(1,2)4S1c ((1,2)-S-1okalno kompaktan) - , 25
1qc (lokalno kvazikompaktan) — , 24

1sc (lokalno semikompaktan) — , 25

pigqc {uzajamno lokalno kvazikompaktan) — , 24
R-pic (uzajamno lokalno kompaktan) - , 24

S-plc  (S-uzajamno kompaktan) - , 25

MN-pR1 (MN-uzajamno le -, 14
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p-normalan {uzajamno normalan) — , §

p-nula dimenzioni (uzajamno nula dimenzioni) - , 23
p-potpuno reqularan (uzajamno potpuno regqularan) — , 5
p-regularan (uzajamno regularan) - , 4

pR0 (uzajamno Ro) -, 14

pR1 (uzajamno R1) - 5, 14

p-totaino diskoneksan (uzajamno totalno diskoneksan) -~ , 22
PT0 (uzajamno TO) -, 11

pT1 (uzajamno T1) -, 11

pT2 (uzajamno Hausdorffov) - , 4

pT3 (uzajamno T3) -, 12

pT4 (uzajamno T4) -, 12

qT, (kvazi-Hausdorffov) — , 9

Ry = » 13

R1 -, 13

st (semi-Hausdorffov) — , 10

wpT, (slabo uzajamno To) -, "

wpT, (slabo uzajamno T1) -, 11

wpT, (slabo uzajamno Tz)-— y 11

wpT, (slabo uzajamno T3) - 5 12

wp-totalno diskoneksan {slabo uzajamno totalno diskoneksan)
— 4 22 .

skup,
kvaziotvoren — , 7
kvazizatvoren — , 7
p-koneksan {uzajamno koneksan) — , 19
semiotvoren — , 10
semizatvoren — , 10

uzajamni homeomorfizam, 7
uzajamno utapanje, 7
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