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U kratkim crtama,glavni rezultati teze su sledeéi.

U poletnom delu date su majorante Jedne kombinacije

modula Fourier-ovih koeficijenata s, i b, funkecije £f(x)e L,

gde (a ), (b )€ T - stavovi 1 i 2; koji dovode do majoranti
jan t+ 1o, 1 12,1+ 1o, o N 1 1

n *ﬁ;g——— ’ sa odnosno bez dopunskog uslova da
su nizovi (Ianl) i (lbnl) kvaziopadajuéi indeksa 1 - posledi-
ce 1 i 2. |

<8

Pomenuti stavovi i posledice dalje dovode do stavo-

va 3, 4 1 S i njihovih posledica, koji daju ocene koeficije-
nata Fourier-a funkcija iz klaSa.K~$l), i = 1,2, specijalno

klasa: LipX, o< £1,1 o<-1w$(2)' 1< X < 2; te klase C -

sve to za sludaj da (a)), (b )€ T i (lay}), (\v |) kvaziopada-
Juéi nizovi indeksa 1. |

- Tako se, kroz navedene stavove i posledice-pdkazalo,
naprimer, da se ocene Fourier;ovih koeficijenata parnih i ne-
parnih funkcija iz klase Lip ol , 0« < 1, za sludaj opadaju-
éih koeficijenata'- rezultat Lorentz-a - prenose i na siru kla~-

su funkeija { i‘(x)} c Iipx, 0<LX <.1, definisanu sa

FD
£{x)rv ’2_0_ .+ WZ—:’ a, COS NX + b, sin nx, (an),(bn)é T,

i nizovi ({anl) i (lbni) kvaziopadajudi indeksa 1. Itd (vide-
ti str. 29-53);'Pbsebno, stavovima &4 i 5 generalisana su cetiri

stava S. Aljandiga i M. Tomida.




Stavom &6 Je reden inverzan problem o oceni koefici-

enata Fourier-a funkecije iz ndvouvedene klase‘x“lw (2)
J AL

1<o{ < 2 (definicija (15) ). Direktan i inverzan stav dovode

do stava ekvivalencije (posledica 6) - pri uslovima (an),

(bn)é T4 (]a ‘) i (lbn[) kvaziopadajuéi nizovi indeksa 1.

Pri gornJjim uslovima za koeficljente dat Je 1 stav
o identicdnosti klasa “1 a {{-1W (2) za l<o{< 2 ~ stav

73 kao analogon zggund—ovom stavu o identiénosti klasa Lipo(
izM’O*"O({].- |

Stav 1o svodi uslov Salema na jednostavniji oblik
- posledica 7, dok stav 11 razmatra tej uslov za sludaj da su

nizovi (an) i (bn) opadajuéi nizovi indeksa 1 (pojam uveden
definicijom 1).

Stav 12, koristeéi lemu 1, daje ocene izraza (p)
p 2 1, za klasu A1y (2)1 1< £2, kao generalizacldu Lo-—

rentz—ove ocene za klasu Lip o , 0 < £ 1, na klasu "IWB(;)),

1< A =

Stav 13, koristedi leme 1 i 2, daje ocene izraza
qu(pz P > 1, za novouvedenu klasu G '.(definicija_z),'gene_

raliéuéi.time i jedan rezultat G.G. Lorentz-a.

U dceni koeficijenata, 2za sludaj funkcija iz Loy
i%lo se i fire od klase funkeija sa kvaziopadajuéim indeksa
1 modulima koeficijenata, odchujuéi i uslbvl(a-) (b, )€ T
Naime, stovom 14 data Jje ocena nmodula reda Fourler-a Cn

funkclje f(x) € L,, za sludaj da Je niz (fn) kva21opadaauc1




indeksa 1, odnosno, za taj sludaj, i ocene Fourier-ovih ko-
eficijenata funkcija iz klasa K (4 ), i = 1,2 ( specijalno
klasa ‘1ws(i) (L X=2) iIipod{ (0 X< 1))- posledica
8; kao i ocena za §_ funkci;le f(x)é NNV - posledica 9.

tavom 15 su date ocene modula reda Fourier-a
funkeije f(x)é‘L2 za sludaj da niz (f’) pripada novouvedenoj
‘klasi Mg, 0o = A= ) (deflna.cl.ja 2); i ocenu za P kad |
f(x) € K\éi), i = 1,2 - posledica lo (specl;jalno, za (9n)6 Mp
ocene Fourier-ovih koeficijenata funkcija 1z klasa -1 (i)

(i - 1,2),0(1“05110 Ilip ()Z (O-ﬂf K =< l))-

Rezultati teze su i veé pomenute novouvedene defi-

nicije: definicija 1, 2, 3 1 deflnlcija data relacijom (15),
i u vezi sa tom definicijom stav 9. Sem bga klasa kvazn.opada—

juéih nizova indeksa X 4, X > 0, razbijena je na podklase i
na takvoj jednoj podklasi - klasi kvaziopadajuéih nizova in-

deksa 1 - zasnovan.je jedan veéi deo rezultata teze.

Na kraju navedimo, i posebno, autore ¢iji su stavo-
vi generalisani naznadenim stavovima_u tezi:

1) S. Aljandié i M. Tomié - stavovi 4 i 5.

?) G.G. Lorentz - posledice 5 i 6, reladija (61),
te stavovi 12 i 13. |

5) 5. Salem - stavovi 1o i 11 (analogoni Jednog re-

zultata S. Salema).
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NOVOUVEDENI POJMOVI

U ovom odeljku su dati novi pojmovi na koje se, uz
veé poznate pojmove, nailazi u tezi. Uz neke od tih pojmova
navedeni su i njima prateéi pojmovi.

Definicija l. Za numeriki niz (a ) sa pozitivnim cla-
novima, kaZemo da je opadajuél indeksa o , ako je

() 0 2 (1+5) @i, x20.

7a sludad znaka > u relaciii (1) red Jje o strogo opadajuéem ni-

zu indeksa X ,

Specijalno za X = o rec je'o klasidnom opadajuéem (od;
nosno strogo opadajuéem) hizu (aﬁ).

Svaki_opadajuéi_(strogo opadajuéi) niz indeksa X ,%>0,
| je-i opadajuéi (strogo opadajuéi),_éto je evidentno.

Specijalno za = 1 vaii.




-2 =

(2) NG ?r('”*f)‘rmf ,

tJ. za opadajuéi niz (a,) indeksa 1 imemo, ne samo da Je opa-
dajuéi, veé je 1 niz (n.an) opadajuéi. Analogno je i za strogo
opadajuél niz indeksa 1.

Kao simetrilan pojam pojmu regulisanom definicijom 1

je pojam rastuéeg niza indeksa of , definisan sa
; X - |
(3) oy ,7/(’1" 7) Ay ' X 2d (C(,,,:'O}_

Za sludaj znaka > u relaciji (3) red je o strogo gastuéem ni-
zu indeksa o . |

Opadajuée i rastuée nizove indeksa X , X> o, zvademo

monotonim nizovima indeksafxf? stTogo opadajuée i strogo rastu-

ée nizove indeksa o pak strogo monotonim nizovima indeksa X
Za f = 0 re& je o klasidnim monotonim nizovima, odnosno strogo

monotonim nizovima.
na niz (an) ga pozitivnim &lanovima kaZemo da Je kva-

ziopadajuéi indeksa & [1] , 8ko Je
(4) . Ay 44 _4_(!-!--—-—)574, .’..«‘(',?..O.,

odnosno za sludaj znaka ¢ u relaciji (4) - strogo_kvaziogada~

juci indeksa%ji.

Gornja definicija se prenosi i na nizove (a, ) gde ne-—

dednakost (4) vaZi pocdev od izvesnog indeksa ne,Ne~ dovoljno

veliki broj.u) Ista primedba va%i i za nejednakost (1) u defi-

niciji 1.

¥) U Iiteraturi, kao naprimer u |11 , navedenom definicijom Je
definisan kvazimonotoni niz; ovde Je taj termin upotrebljen
za Siru klasu nizova kao aio ée se videti u narednom.




7a f = 0 red je o klasidnom opadajuclcn ( odnosno stro-

o opadajucen) nizu (a,).

Specijalno za « = 1 vazi

r *) ;
(5) Ly Lo

N '?;'H

tj. kvaziopada

o * |
. Il
I'llZﬂ(""ﬁ') .

Ako je niz opadajuéi on je i kvaziopadajudi indeksa o ,

nje indeksa 1 niza (an) je ekvivalentno opadanju

<£]>0, to je evidentno. Medjutim, kao sto smo naveli, svaki

opadajuéi niz indeksa ', A > 0, Je 1 opadajuéi. Otuda ova ski-

ca (Skica 1l). Tako zza opadajudéi niz (an) indeksa 1 vazi

| T T T e e e e e e ]

S D . ‘ |

bl s

Lo |

| opadajuéi indeksa oy X> 1

] | T |

E opadajuéi indeksa 1 | L

!E ! i T e mer s e -
| opadajuéi indeksa o, 0LX41

N opadajuéi (X = o ) | 1
ti kvaziopadajuéi indeksa«, 01X <1l

. T ~ — ._ |

; kvaziopadajuél indeksa 1

ii * L S 3 T v o ¢ ".5'1

| kvaziopadaJuél indexsa "\ 4 N\

- - ' e e A e e ¢ ——— s e e

- S8kieca 1




Wy 2(n#1) Pty
@y 2 ((+4) G =< 2,5 a,,,

a1 5 sy
\ 7 Y/

Kao pandan pojmu kvaziopadajuéeg niza indeksa of je

pojam kvazirastuleg niza indeksa o« , definisan sa
X | L
(é) a, 5(1+-;,—-}0m, 0(2-0(4,,?0).

Kvaziopadajuée i kvazirastuée nizove indeksao(, X > o,
nazvaéemo kvazimonotonim nizovima indeksa o , za o = 0 red Jje

o klasiénim monotonim nizovima.

Iz (6) i (4) se vidi da reciprocne vrednosti kvazira-
stuleg niza indeksa « , formiraju kvaziopadajuéi niz indeksa
i obrnuto; dok iz (1) i (3) da reciproéne'vrednosti opadajuéeg

niza indeksa o formiraju rastuéi niz indeksa o , i obrnuto.

Primetimo na kraju, da je kvaziopadajuéi niz indeksa

o« 3y ®>0, zan 3 mn,, n, ~ dovoljno veliki broj, skoro opadaju-

I

¢i sa konsgtantom C>1.

Za niz (an), a,> Oy kaZemo da je skoro opadajuéi ako

egzistira pozitivna konstanta C da Jje I2J :

C'an>a n = 1’2'111&-

n+l?




(ako je a,,1 > C-a,y, C>0y n = 1,2,.s,, onda se za gornji

n'
niz kaze da je skoro rastuéi). Iz

dy > "‘c':‘/" @yps

za C>1 imemo da Je
2 >(1-p) @Gy | 0<p<t.
' Vazi (o> 0)

Ay o Yy __
. - 2= =D s 41—
> 1 UL - Ay | s

7

za n 2 By, n, - dovoljno veliki broj; dime je potvrdjeno gore

receno.

Definicija 2. Za numericki niz ganz kazemo da pripa-
da klasi Ma 4 05 /3<1, ako je |
_ ‘)

(%) w’af = O[Jé:aj) (éuang‘fm) ,

Gornje klase nizova su neprazne; tako niz (n-l), o

gto nije tesko proveriti, pripada klasi Mq’najuﬁoj od treti-~

%) Definisana klasa nizova razmatrana je u tezi za sluca]
nizova modula fh reda Fourier-a funkcije f(x)EEL2, ime
je konvergencija reda Z ?nz zagarantovana - otuda i ob-
lik formulacije (7). ™




-5 -

- - T . a J':l ,f’ - Ry &8 .
ranih klasn K)(naime za 4 551 19y 05 ¢ (o, 1] , vaZi //3_,_c /11,3,’ ,

$to sleduje iz: fc'f (%= £ ( :3, (f,;(‘i) = et "Ct.:-, = CJ(Z “"i)

A=
P, 2 e F c’
“( Ly — cv(‘( (Ir(-

K.'Jl

e, _ 1
—p 4 """’CE- o “‘{ “z{ )-" sa (i !

7Y
’J

definisana .je klasa 7, f-‘:"’fr_‘,“ xonstruisanjen odgovaraauclh
primera mo%e se pokazati da je ova inkluzija S_tI‘lk‘LI'lEl)- Za

/3 == 0 ( ,.clasa I'I )ret, je o naa:s:.lma klaE‘:l (uklca 2)

¥lasi svih nizova (a ) za koje je p f“;( <t (uvek Jje a,., 5_% )
K= g
(e e e r |
; ' P e e e _...T,_.-_H:._ e e I
| e S
AR :
) ‘ M, t '
o |
!
E i - +_MF@£,;.Q;_?QJ__ ‘
| [ .*n}.ﬁ"l, ot
! Lo Moy
e Mo oo
Skica 2
- " P » . ‘. 2"'11
Navedlmo da kva21opadajuc1 niz indeksa 1l: a.= ’

ne prlpada klasi Iy, gto se lako proverava. Medautlm, ako je

i sem toca uz ZC?& L
_ - W=7

ad.a i

kvazio

uéi indeksa 1

A =i | -

%) MoZe se pokazatl da Je za svako'/{’a; 1 klasa M/3 prazna ,




...7...

(C_~ ronitivna konﬂ*anta), tada nig (a ) € I‘-’ll.

Zaista iz

1., | . |
{1”*:¥ “fﬁﬂz f'_%a:&~nrﬁ_21u ,

"7 o

A
'

70 m (ili za Fm 2 no), sleduje 3

3: vl '_}H-f - f - »

2.-':(
H=0
7} = Jif el £} |

z
pa iz pornje relacije, i analogne relacije za (2m-1) a5, s

imamno

(5) 0, 1L Fareara);

Cy( A1) Q’n-:q -

odakle dobijamo, koristedi navedena svojstva funkeije ¥(n),
da Je |

'Mtf@%=-63(12747x<) ?
=¥
tJ. anél*ll.

U narednom tretiraéemo realne 2 - periodiéne funk-

Definicija 3. Za funkeiju fo!éL 1

Cije-

| oo
fﬁ(),m Qo § 3 Gy cos nx + 6440 nx ’
A }/::, |

kaZemo da pripada klasi G sko i samo ako Jje
MM

(la) , F ol(w'),

?, =

gde je fng = &nz-l' bn2-




L

Lzxray -gn = ln +b = u daljem lekstu zvademo modulom
reda Fourier-n,

- L * [ 4 | b 1
Gornja Llasa funkeija Jje neprazna; tako klasa Lip 5% G,

nnlsta, prema rﬁ](stmv.l):

(11)  Febipt = SE=clw),

b= e
Gornjoj klasi funkeija pripada i klasa funkeija opra-

nidene varijazcije (V), i 3ire, klasa funkcija vV* jer [4] *
(LN; ) /(x)cl’* =) }’f;/ /f‘ | < < = / 53; -*—-‘}f" '
Predmet teze, pored ostalog, bile i klase funkcija da~
te sledeéim definicijama; . | |
Za funkciju f(x) kazZeno da pripada klasi Kmsl) éko Jje

(}’2 ) (e 4 (( /—-- :Sd‘t‘—/’) /76//( f—() 7‘/}(‘/, = 0[_%(07] )

] =t
(‘\

gde Je 't’@))’o Za c‘.‘.i';v- o i ‘t’(é}—?o kad < == o, ( ‘f’(o) = o).
Za funkciju f£(x) kazemo da pripada klasi K gf) ako Jje

("*15) o (¢ )= Frefo [ Tt i) +He-4) - 2¢0c) | = OLYE)]
HH:L
gde Je ¥(5)> o za C-;a o i Fé)ﬁo kad CP";' o, (¢ (o) = )

U oba gornja slulaja za funkeciju ‘6‘-‘ ) na segmentu

r"-

..[o,ff] pretpostavljamo da Je neopadajuéa.

.—

2) Heka Jje funkeija fe £V, oznalimo sa (£)* skup svih funkeija
iz I koje se od funkecije f raz likuju na skupu mere nula (na
fiksiranom segmentu).-uLup 3;(fyh kad f prolezi skup V na-

zivamo klasom funkeija vE,
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Evidentno je da ako za funkeiju f(x) vazi relacida
(12) da vaZi i relacija (13), dok obrnuto uvek nije tadno,
Pa Je u vaZnogti striktna inkluzija:
(2!

(14) k< iy .
Specidalno,razmatraéemo klase definisane relacijama
(45 ) az-(d;f/.-_-.-o[d’“‘"/ezor/ ‘), L= 12,

1<A=<2 i g6 RE, notirane sa * BE}_) koje u sebi sad.rie
- (2a 8 = 0) poznate klase Lipschitz-ovu 1 Zygmund~ovu [ 5] )

Klasu nizova &iji su &lanovi stalnog znaka oznaéimo

8a T (da su nizovi (a ) i (b ) iz klase T notiramo sas (a ),
(b YETD),

A —— —

— . . -
%) U tekstu teze ~ Wg= ‘w;” iwg=tw (4)(wcz) 4ws(z))

——— b




Il

. OCENE KOEFICIJENATA FOURIER-A
NEKIH KLASA FUNKCIJA IZ L

17 U nledeéa dva stava su date minorantne ocene modu-
la tretiranih ponovljenih integrala kroz Fourier-ove koefici-
jente a_ i b funkeije f(x) €L pri uslovu a_y b, 20 (8, b, < 0),
odnosno &  £0, b % o 8,20, b= o). Pomenute ocene su ujedno
i majorantne ocene jedne kombinacije modula Fourier~ovih koefici-
jenata te funkcije, pri gdre-navedenim uslovima za koeficijente,
One nas dovode do ocena kombinaci;]a:J‘?Ht’b"’l, (0»:); é?‘f) & T ;

i - LG | :;' IM_, ((?;,) P (£,) € T 4 uz dod;tni uslov da su nizovi

(a, )1 b, ) kvaziopadajuéi indeksa 1 - posledice 1 i 2.

Stav l. Za funkeiju f(x)elL i

%/X}N %_*5! + 5&7 Cf’Ji’f)Cf-A} JVe &k
U=f

W@n% OIili arﬁ-—p-nf":—?ﬁ

M b - 4 ._L_*E? , =
(45) l!(;fd_h-vcjdx)d”?j Méﬁ);/aq]_;.;z.h);
Lﬂw—ﬂéﬂdn>=0 111 a_.> o bn_'."-f-'_ﬂ=
(%) | [ ([ [a,f]d)d}h] > g(};{;gw,,p.j;ﬁy).
p

~ify W
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Dokaz. Za funkciju o kojoj je red imamo

JI(X*’J) Fle)w =2 2 /.m.« .—/wﬂrx /}% .97&4, ﬂ..fé-..a y (X~ 2 4}

W= =
Sleduje

!_IM_‘-H:J«—- 2 5 & [;ﬂ,,a//, > 7 G 1L (- w2

LD ¥/ }
5

= 22 *‘L[ﬁ’ "‘// %5’2-—111/ Jazf’f/

=1

ﬁﬁ
t.
i n’ f é‘(l ’fdjgfg’f_@;/f—gx/ Ju/

(ﬁ’) fr%&” ’(:2”:’ EY JﬁT iz / A o v )
odnoanoﬁl ' {\ . %

Ty /! )2 S a ..,—’.:.z_;é,_.,é
o) [T 0 g1il1 S shes T

vazi '

%
j, - § fﬁ&'{ “‘f{é.ﬂfﬂ/‘:// ﬂﬂég, Z Y,

a Zza integral © -

(20) - [
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e
Zaista
T
7, r/"f’/#?_’.‘_z;éex/ﬁ:%: Ly ;

Ix &)
2" L 2 2
G= 2 s 2 e
_ r.2._¢ j‘qﬁﬁ_cumHZf ¢//_ nt_ _iz_
wlt) 2 2a(try) ~ e
( Fr2drCen)

pa su relacije (21) dokazane.

Pored relacija (21) desto &e se koristiti, u daljnen,

i relaclija:

(-«”-?) 1% 55 2 Ej Y, NE 24

Relacija (22) sleduje iz nejednakosti

f ____2_ A 7_/ < __/_Eﬁ
J

« s n
stavljanjem T = o e
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Dalje se dokaz odvija u detiri etape.

1) Za a,yb 20 iz (19), koristeéi levu stranu u re-

laciji (21), sleduje:

(23) f/f(fa[zl_

° k) h ’ sl
gde je - |
0 -
y= 5 L -'-_é)l/
(X?) ’;’f_',," 3 2 @ ‘

Nastavljuéi dalde'sa minoriranjem, shodno relaciji
(22),_dolazimo do grublje minorante:
Nhy © o
’ / 'ﬂ'j—i@’ »
G

f(ffé!_ﬁﬁ/ﬁ)‘f/z — 5 vy

247 y=f

odnosno, shodno pretpostavei za koeficijenteg do minorante:

JQ@; o

I( ffzt f]a(r}c{/>l//2‘zf L5 55),

Xz f My~

tj. relacije (16) date u stavu (dokazene za slucaj a,, bn;;o).

2) Za a,y b <0 imamo

_,79QJ,ﬂJ __F___fugéf(('¢2Q.¢J&1uru—52rf¥b:#x;)

‘7{-/

pa kako je = 8,4 - an o to Je, prena prethodno dokazanom:
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e

cime se dokaz prvog dela stava zavrSava.

3) Integriran;je relacije (18) na segmentu f— -g: o]

daje .
j;%" 2 O 4
(m,) j ( j T2 %]a/x)a/é zzf"" J(m /r//i—sg;%@’ﬂ»:iféj,
_‘;?7"" o -
pa pri pretpostavkama anio, b 2.0, koristleéi (22') i
= ;
w7 /7’1(2 / 3 5 _QL(‘M/ y= M:¢ﬂ¢f.{j,
- | :/ . . = :
dobijamo ! |
1 5,7
J/ffﬂ D(’J’/"")a!{?l/m 1= +4¢95?/‘%})

-"'l/:,y %
odakle sle@uje relacl;ia (17) (dokazana za 8,< 0, bn?__ 0) .

4) Za an},_o i b,<0 iz
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—Flo) = 2 +7(czq¢mm é’eﬂw’w/ ;
2

prema prethodno dokazanom, sleduje

ime je dokaz i drugog dela stava zavrsSen,

Posledica 1. Za funkeiju f(x)e L i
jcﬁ(jm &O-J-ZG”MJ #K’f—%ﬁfx’#[ c?,, J 2¢ 1li 41,’% f0,

7=

vazi

ifu } 1y |#+1€a]

(25 ) ”(f[ﬁf]a/r)cﬂb e

dok uz dodatni uslov: da su nizovi glamlz i glbn|g kvaziopa-

dajudi_indeksa 1, imamo
%/ |Gy |+ )4 |

(26) I (f M F]de )|z 3 1T

~ Pri uslovu anf O, b]:'?ﬁo ili a!:7=o, bnz-”-, Oq gornja tvre-

__,,./ ,5 145 | g [ Ta 1]

reﬂgektlvno.
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Dokaz. Iz stava se, minorirajuéi zbirove u relacija-

ma (16) m~tim ¢lanovima, dbbija relacija (25).

Dalje, prema stavu Je

V1.7

[ Ta,574e) B2 (2t L2 B

pa zéisluéaj-da su nizqvi.(lah()'i'(lbn])'kvaziopadajuéi inde-

ksa 1, imamo

2 2 2, ey
.__Z 4 /ﬁq i >_/ _6;?:;;2—773> _if::ff_,

'f(( ={ | 99"” -7 f“’/y 2 7 2’:/
i
1 ,-Z—é—d"/ -/
| yFﬁéz 1V2ﬁﬁ4//:: ﬂl-'éé; '}igfgiﬁ‘p.gi -C%W“Z'Z?';éi éZ%Ei
“ - {‘?[/ :;(:-';-7 4 f{ffy 2’”“/ 7/*-/ Zetr
Dalje Je
2ty e
--L;? /ﬁj’l > ’5'-( Jboee | e ] ’




ety ~1 ey -/
1 SN, A 5 ey ] [l
“ b= by o W=Vt Lty ~ | 2oy -/

Sleduje konacdno

"/t

/f(fz 4 f]a%()c//,’/; E./.. /4;/*;;{/4( |

za n = 2m, 2m~1; odakle dobijamo traZeni zakljuéak (za n-ne-

parno, znak > u relaciji (26) prelazi u znak> ).

Stav 2. 22 funkeiju fx)el i

7[[\, I~ ngs! + 4,4, coOy NX +6’+ Hr U x

F [y

i
N,

za slucaj 1 b, 2 o0 ili 8.9 b]:.f:'._io
J’(/-zz h/z 220

(27—) /J(j l_ﬂtz&:]/x)c{/j 2 %" /@,/7"{4 =3

i, zn sluéaj da je a, <0, b 0 ill 8,2 0, & b, L0

2y

(3) l_( (‘jo[ﬂ(‘:’.ﬁ]?/k)([/f},‘?é ;’Ay j”riﬁ"f/'—l_wﬁ**f

—l ”/ /}/7 S M=y

rde je A(Z’y( f(A’M) f'//(""'ﬁ)“" 24(x) -

6’/)

2k

?
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Dokaze. Z2a funkeiju o kojoj Jje red imamo

o0 7 / |
Flet ) ttiet)- 20) = V= 10l @y coruns bostyns),
' A | |

odakle sleduje

1/2 =y it/ _
=32 § -—f"-— i %/@9___ 7&;/20.%/:/« é/;
t3. vaid '
(29) ;/{[ A(ZIJ[]“/ = 32 2 % ply L5 w%/,: Zf_f_/z ,g.%,
odnosne -
(3) f ( f [ _/l(z’f]'/ }c// =32 2—-——-;] J%f‘! Wé//fg_%%

SO
o e f%._ /
=42 —-f,ff-/ [ st f‘fff?‘*zﬂ-"-:r/“"-"’;'—“’%/
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2
»

. ~ — Z M&i,-{im y
”]"J*rz%';/w*"%“/é//' 3al _

¥ide 2

= _ _Z 3 ‘ Go /¥ 5
S e Sl R . 4 2/; }Z 4 ;: v (7% Fr
5 l; ? __,_...-- _—.—i-ﬂ' ' |

{4 'Z(__...- &y

I /f h)‘:é Yy 424 ‘34"2/:4« -
7 ;?"/

63 _ = &
B2 L = =%
() P25l
Dalje je /{/Q/ /6// ‘ qo‘o (e /OQ/ 31[ “JZ:-“:
/ f e s/ 31“" 57;: e
4 = S O
™ & v /;}_ﬁ
PR 2 /"/> -“532 Jz(:?/
:#7% ‘M’f”f sz 7173
2 =7




pa relacija (Zo) dsje

1/

@) 1C T 457 ) )2 22

ria /] | % /ﬂ . 7
~dl = (3%%-—~.ﬂ{// |
pde Je == T Pk ,

=/

L‘f z/:fﬁl

Iz (33) daljnim minoriranjem, koristeéi relaciju ‘

(22), dobijamo grublju minorantu:

/f f(/; jﬂ]c&/c//;/>l/-%*5f /,,L,AZJ@[
| k?#
datu u tekstu stava. o

2) Za sludaj an,'b Z o imamo

_-]C&)N“ f’ ng qu(f‘}'b_‘.#a’f#’&k?j,
2.
?/...-/
te prema ‘dokazu pod 1) sleduje tvrdjene i u ovom sluéaju, ¢i-

me Jje prvi deo stava dokazan.

3) Integriranje relacije (29) na segmentu l:?/7m, 'o]

daje
(?Q,) f[f [Afz)fjfzx)c//; 322_.‘(/574,,;; ‘/5/4442_2///45_//{
~Ufey _”/% 2 7
ATV T)
=34 L4 (4, 7th cor 22 Ty 7/#/'
?27"’ ,.,/g Yoy %’ww
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ato pr':i. pretpostavkama a <0y b, 2.0, koristeéi relaciju:

(39) j'?“ < {//':/7‘4{//m2&5¢//< /1

, 724,
implicira | 7
(3’&) f/f[ A(Zéf]c/]c/b =2 r‘ifL:Z/ﬂ'q-?sz/{

~ify 2

Iz (35), pozivajuéi se na (32) i (22),dalje PrOizilazi |

f//[J(Zé[]//s/‘{’)l 2 el 4 gj_/éﬂ/

5/5V/7L 3 ?é L4 ?
'?

3&’4’ y...

¢ime je relacija (28), za anﬁ oibd >o, potvrdjena. |

4) Sludaj a 20 ib, < o,razmatranjem funkecije =f(x),

se svodi na prethodni sluca].
Ovim Jje dokaz relacije (28) okohéan.
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Z2a fur2iju T

Posledicza 2.

-

m——

p——

-—_—

—_ . o |
jzégh“'%%fﬂfdzTCZL‘%Rﬂ”T7H£;/ﬂ#%ﬂ1?‘GZJéigug'iii 'QE;é;:ﬂgj
7= |

¢

vazZl

2

' Z (zzl'i n % /?/‘
Ge) | [ ([ a7 f]e)dl] > § Fol=s s

dok pri dodatrom uslovu:

da su nrnizovi

opadaiudi indeksa 1. imamo

O
Pri usiovu 2. 20, bn-ﬁ?o 11i a £0, b, >0. gornia yTvo-

diendia vazZe za igraze

yi
S
respekitivno.,
. Dokaz Jje icentidan dokazu posledice 1.

L) - i ; 1 'l"r \ _.,J", 1 .\ "';1 " ! e
Sas (s b Ve 2 1nizovi (ja il i {1vo.i ) siore
7N e CE g ‘-..C'___._;i e i.'j'_._*:_,,.!“' B = RLZOV KI‘ ni !U L )
> - -
--«. - — Ty T -~ da e il o
coadaiudci 32 Tonstanten C> L ,bice razmatran U jednon
O mastayvalira taras
C"u. nNASLEVEILS o e Bl B




29 Dobi.jene ocene kombinacija modula Fourier-ovih
koeficijenata u stavovima 1 i 2, kroz posledice 1 i 2, dovo-
de do ocena koeficijenata Fourier—-a nekih klasa funkcija iz
klase I, - stavovi 3, & i 5, i njihove posledice. Preciznije,
stav 3 tretire occne koeficijenata Fourier-a a, i b, (an),
(bn)GET, klasa funkcija datih definicijama (12) i (13) pri
dopunskxonm uslovu da su nizovi (Ianl) i ()bn]) kvaziopadajuéi
indeksa l. Posledica stava 3, pri gore navedenim uslovima
stava, tretira ocene koeficijenata specijalno uvedene klase
date definicijom (15} i klase Lip K, o=X=l. Stav 4 daje
ocene jedne kombinacije Fourier—-ovih koeficljenata funkcije
(%) ¢ L kroz integralne module nepfckidnosti prvog i dru-
pos reda, dok stav D pak daje ocene anzlogne kombinacilje,
za slucaj funkeije £z )¢C, kroz module neprekidnosti prvos
1 drugog reda - sve o pri uslovu (gn],(l%geﬂh Specijalno
posledica stava 5 daje ocene koeficijenata Fourier—z funk-

cije £{x) ¢ C pri uslovu (En) . (bn)é%T za slulaj da su

nizovi (jan[) i(;ibp}) icvaziopadajuéi indcksa 1o

Stav 3., Ako funkeija f(x)E€ L i

Ly .
71[)"} {;—-— "}""‘Zér;( f.-d;‘j Jf}("f" fé jj/'? ?fx") [Q‘;"} éy} & 7-
- =/

gde su nizovi (JE,') iL(L“rf} kvazionadajuéi indeksa 13 tada

7,9 ﬂfx)é?ﬁ(l), i=1l.2, vazi

(39) Javirlal =0l ¢(%)].




- DI} -

Dokaz.lz
/o l (ijcI Swp | ,_q(f/f/ fﬁ(f?‘l = C?(-%?A: (=142
04 h ‘:-?,—,-;'- i”‘ééo Of!htééf
sleduje _
14/
hf2 2 p
[ $uo 1 allf |4, W 2§ b1z | 5 10 Hlhec ) %
O pche 2y -2-"2'-6 /)“0 ...!;I_/ o<lh )£ _‘?f-‘
2

pa Jje peo posledici 1, odnosno posledici 23

%P{’?)Z j@ﬁ/;“/&/

tde

el ¢ St (2E),
3to je i trebalo dokazati.

Posledica 3. Ako funkciia (X)L i

jﬁé% ’”-é%’4{;§§342 coi v 1o FHn fébété%}€:7r;

mde su nizovi g[a:!2 i g!b f} kvaziogadajuéi indeksa 13 tada ;|
1/ 7ﬂ//")éﬁf'/ao( 04wzt = ly IE, /=OZ;“("(*’)],0_AO(£/*/35J
2/ fﬁr’)} """"jz/(‘z rexz2 =) Fio s )b4] = o/ /4?%‘7/*’“"2{

'{kf F‘uﬁﬁﬂﬁj

%) Pri navedenim pretpostavkama u posledici vazi
1< 2 - stav 7, odeljak Ilil.
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Zaista, za funkeiju £(x)& Lip«(, o< A< 1, je %’( )_ 91‘?.

pa shodno relaciji (38) imamo

,Qt{[ jﬁar/f < 9,"_'(04-,4/!

2a f£(x)& K - =Ly (2), 1< X"‘E, ae%’( ) = C _(0(-1)(111 n) = ,

Sto prema (38) daje
(G4, /A.,/:S' Cr fﬁ((f{?"f) S,

gime je posledica 3 konac¢no potvrdjena.

Primetimo da se za K = l_+ﬂ_, o< f<l,i8 =0
implikacija (4o0) svodi na implikaciju (39) (bez tik rubnih

sludajeva), naimteBJ':

(lf/) Azf("’ = 4ipfp, 0T,

Stav 4. Ako funkcija.fgxzé'L i
7"/)()/\«' %“’ + T Gy ced Ui A lo 1 Tk, ﬁ%/&/@?’,

;h: /

tada za integralne module neprekidnosti prvog i drugog reda
funkeije f£(x) vazi:

(42) "03'0)(;5/ #2¢ /—12 w7&/+§—%d), =42

(C: - pozitivne konstante) .




i analosno za J f (

POIT‘{". 7 . Va Ei

. f?‘" [7 28514 ) 4

}7[]"'/*’) CZ{/ te koristeci sta-

4’ z, ‘?/2-

vove 1 1 2 s*uduao tv“daenae (42).
Stavy 4 Fe dedna eceneralizocija analognih stavova 5 3
8 zn sludai kosinusnos reda, dotih u redu S. Aljanciéa i M. To-

R 4
ORSEE S

T

iy
Br
e -

Paslediea 4, Ao funkeija (€l i

Z
=]

tnda e
;o 0 /2
4 i } 2 / V5 4 /
. ; — b I - r"'jf"' | - ¢
43 N RS I RN A N T
i . ,"._:If J-" / ',r 4 1}(1
Ay ot j
/) — At
. = mozititvre Tomaharte

T SEARANTACNY
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U radu'[é] S o Aljanéita 1 M o, Tomiéa za sludaj
opadajucin koeficijenata i funkeije f(x)e L : £(x) ~

o
}_‘ b hsin nx,navode se rezultati (stavovi 6 1 '7):

(44) 4/,(4)[1 F)> "9“( Zzﬁnﬁf 5 /)

i=J /3=
i | - N
(45) WOl 4)20 (o722 144 207
v H=1 N= A

(4 - konst.); odakle sleduje

(%_) | l‘}i'"(?/(ff 7[/) v f / / F=1, 2.

ltau( '5)‘*}2110 tenje rezultata (46).(Rezultat (%) se tre-

U“i

vira 1 u radu 3, Teliekovsko~ : Ccena intezrralnos modula

(D

nenprekidnosti funkeije sa kvazikonveksnim kog

, O 4 //-” %{/‘;/—"
,-L/:!(} ey, gt_‘_ 7L J:z éf‘,f! cary Wi A C(.'f /‘)é( A X ) l'-(',/) v/ ,

‘:: ’
W=
Ll - * ” -y, :F’ qill-\ﬁ
toda z2n module nenrekidnosti nrven i1 drucon reda funkelis 715

‘(

-1.
P B

VoL

.2’ «f

(1) @iA)2 (2 w25

L~ =y

! C._:- 10T0 il i"av‘nﬁ 'Tr‘nrl ANt m)
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Stav se dokazuje analogno dokazu stava L.

Gornji stav fje jedna cenerelisnciia annlornih stavo-

va 1 i 4 na slucald sinusneos reda. datih u

Posledica 5. Alko funkeija f(x)eC 1

]%ék'“d G ¢+ 2 <2Q Cogur + S« e K, (ﬁ%) %%/6?7_

J{__, /

W
A ———

“rda,za sluCaj da su nizovi (ia I) 1 (\'Dni ) Ivaziopadajuli
‘ n

indeksa 1l , vazi

ia se vosledica 3 moZe dati 1 kao posledi-

[ L]

t

TT ] '\-"':“H - - e - - ': 1 - ! d
U TCol melin IeIulTatd u 0vog taclki "Jr._‘{"‘.?:. timo slede~
s .

l.




1. Posledica 3 pod 1) prenosi ocene Nourier—ovih

koeficijenata parnih i neparnih funkeiin sa opadajuéim koefi-
«
je ulao u poznatu monografiju N. Bari: Trigonometrijski redo-

vi, str. 678 [—7] -~ na funkeije f(x) €lipAL 4, 0< X <1, gde

cijentima iz Xlose Iy 0 £ X

<l, - rezultnt Lcrentz-a koji

. 30 |
(11 9 ) # (x)~ % +- ;'2" U LYK #-Cy ITaY X [24); éleT,

H=)

i nizovi glatfg i gjbnlg kvaziopadajuéi indeksa 1, cime je

definisana %ira klacsa funkeiia od klase na kojiu se odnosi re-

zultat Lorentz-a.

Time je ujedno

se¢ funkeija iz klase Lir:-._a_{, 0 <X£l, od podklase parnih i ne-

parnih funkeija sa opadajuéim koeficijentima, kod koje se us-

lov_Bernitaina 0ﬁ>%-[8] za_apsolutnu konvergenciju redova Fo-

uriep-n funkeiia iz klase LipX (oL £1 28 Slu=-

$aj funkeijn iz te %ire podklsse, uslovom X > o.

2. Shodno relaciji (39) za slucaj funkeije f(x) & Lip 1,

sa Fourier-ovim koeficijentima a i b, gde (an), (bn)é:T i

nizovi Qan]) i (‘bn,) kvaziopadajuéi indeksa 1, vaZi ocena

(5"‘0) i), 1] = o(n).

Pri gornjim uslovima za koeficijente a, i b,, jmplikacija (&4o)

za X =2 1 8 = o daje implikacijus




(‘54) fhde 2 =|al, b= o(3?)

d
tj. ocena (%0) pod navedenim uslovima s€ prenosi i na Fouri-

er-ove koeficijente funkeciia iz Sire klase Z.

Takodie sornia implikacija pokazuje da se apsolu-

tna konvergenciija reda Fourier—-a ravinomerno

renosi i na neke funkeije iz komplementa klase ravno~

merno glatnih funkcije u odnosu ma klasu %; naime klasu Funk-
cijs definisanu sa gang, ngQéET i nizovi glan|g, glbnlz kva-
»iopadajuci indeksa 1, 2, 1 bn - T'ourier-ovi koeficijenti funk~—

cide f(x) iz pomenutog komplementa (skica )

e P eaigiint - gl R e W it et W e r e N o e - g, P wh . — i = ATE - o AR

P e L B Ll e M ———— il

{Ravﬁéaééﬁé“giééﬁéWfﬁﬁﬁéijé]

e gy P —

a =
RN B) :
f(x)nw§-+irmanlcos nx+b sin nx,
=

x (ay)s(by) €T i (lagl)s (o ) -

- kvaziopadajuéi indeksa 1

ettt el ol g ki Temnlleral]

Skica 3




Primetimo da se navedenim postupkom ocenjivanja Fou-
rier-ovih koeficijenata a, i b, pri uslovima (a,), (b)) €T
i nizovi (]an\) i (lbn\) kvaziopadajuéi indeksa 1, obuhvaée-
na oba rubna sludaja za slucaj klase LipX, 02X<£1l: X =0

(klasa ogranicenih funkeija) i o« = 1.

6. U vezi sa rezultatima ove tacke, ostaje otvorenim

pitanjet da li se rezultati dobijeni pri uslovu axZS ng2€E T,
odrZavaju i pri totalnom oslabljenju tog uslova §odnosno ne

nagajuéi na znakove koeficijenats a. i b nikakva ograniéenjg).

TJedan delimidan rezultat u tom praveu daju relacije (19) i
(191)-odnosno (30) i (301). Naime, iz relacija (19) i (191),
ne nalagajuéi na koeficijente a, nikekva ogranidenja u smislu

znaka, sleduje

(° (] [ a,t]de)dh ] { [ o #]de)dd
—~ f firn @i@t | jzé f‘ 4§J /2
v 4 :E?'gﬁzt!§9b2-izf ¢ A :

Takodje iz relacija (30) 1 (501)_sleduje:




.....)-/f (\//[./_74(2/}]64);/4'.,& _/ f[dféﬁjf/){/:
Vi Al b

ne nalagajuéi na koeficijente a nikakva ogranicenja u smis-

1u znaka .

Otﬁda Jje (korlsteél(2l))

1)) [{ a0 121 [ [T 2 g1 22

— Ly
za (b )€ T; i (koristeéi(34))

59 JU[ T o a8 S 2N

"Z//;,,, by
78 (bn)é'-‘I' .

Takodje iz relacija (19) i (191), ne nalagajuéi sa-
da na koeficijente b, nikakva ogranidenja u smislu znaka, sle-

duje

f//// 4 f’]/{j// //f[f; £ ] )l = 57 ﬁxﬂu YA

...4,‘#
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te koristeli relaciju (22) dobijamo za (a )e?T

Isto tako relacije (30) i (309) daju

ff’f’g 2 @) L [T )4 =

o AL ~ ?/4, Y1
O
= 3’5_%—’-]% //_ é}"/v‘& ﬁ?@jﬁ
A= 0 ;,;_-/

Koristeéi relaciju (22) za (an)é!T (koeficijenti b, su proiz-

volanl po znaku) sleduje:

(55) /] [fj/zfﬂfz/%']t/j ///f/f/f[d(djl]e/)’{A/,J 5 &;b‘,/

04, Y,

Shodno (52), (53), (54) 1 (55), tvrdjenija u ovoil ta-
Sii, kad jedan od nizova ganz, gbnz ne pripada klasi T, osta-

u_u vaZnosti

pripada klpsi T.
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20 Sledeéi stav 6 je inverszan stav stavu iznetom u po-
sledici 3 pod 2); naime pri zadatoj oceni koeficijenata funk-

cije f(x)~a /2 + gf’an cO3 nxX + b sin nx (bez ikakvih dopun-

skih uslova za koeficijente) sa:

ety |0 | = O [n"o<(1nfn)é],

odredjena je klasa funkeija kojoJ funkeija £f(x) pripada. Pome-
nuti stav i posledica 3 pod 2) dovode do stava ekvivalencije -
posledica 6. |

Stav 6. Ako funkeil jn fF(X)EL i

f/)d’"‘" -f qu cﬁJhx’f—frﬂéﬂb ,

= /

tada

655) ul, 161 = 0L (ler) 5] = F1) & I, 1exz2,

Dokaz. Neka je funkciji f(x)€ L korespondiran Fouri-
er—ov red

7%\’}’“ o */‘}2— Qu covieig 1ty s x
=/ |

rde Jelakl 'bklz C k g‘(ln k)=, Vai

2
])C/XM) +F{x- 4} - 2f'/k)] = ZI’Z : 4(/61«/7’-/54/)1‘- ?zzzgf;« f+/5gﬂ
z'az oy 15 . =G 5
5—2(? Z/I K gﬂ(/fffz_ P
k=1 K= 2"
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(( 4 ?
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3to sleduje iz

. mef!; S
) Sa on? 2 (247

ITmaro, vn n dovoljno veliki broj, da je

| (L‘jzi} 59

| of e
S / .. ~ ((::"’/Y } _S =l X
. % P )

e
£

_ (ffr o

Iz




pa shodno (57) i (60) imamo | |
e« 2hH ()31 AIn] T i) ]

e G IR il S GBI P = Gy I ]

tie _
| £0c ) +40c-4)- 2409 [ <c81® [ b ln] | °
odakle sleduje zakljucsak.
. Iz gornjeg stava sleduje: ako.f(x)é;L i
+ )} gﬁ' + 2 Gy corur +C JVs U x|

%=y
tada

+bc) € 1;1790( y O< <

(ﬂé'-f) K/, /!:,/:Olnﬁf”("‘”}J/]ozx:i/:; |
- 7ka”}€ Z, A =1

Prve implikacija je implikacija Lorentz-—a [10],i
dobija se iz stava za 1442 i s =0 koristeci identidnost

(41)3 druga pak sleduje iz stava za X =24is8 = o0, Otuda je
relacija (61) Jjedno prosirendie implikacije Lorentz-a.

Iz posledice 3 pod 2) i gornjeg stava proizilazi sle-

deél stav.
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Posledica 6 (stav ekvivalercije). Ako funkeija f(x)€L i

jﬁ/k)pb1€%a 1L‘j%?Qk,GﬂJ'%k’fierﬁ?zur‘, ‘&%):%zy‘;'71’
n=

gde su nizovi ﬂalz i ﬂp kvaziopadaiuéi indeksa l: tada vaZi
ekvivalencija ¢

(c2) [, 6] = 0 [v=* )] & #6) <71, /<=2,

Ekvivalencija(éE) sadrZi specijalno za

a) 1<X<£2 i s = o, b) =2 i 8 = 03

i

gledeée dve ekvivalencije respektivno: |
1/ |G, 1€u) = 0 [u E ] o224 fﬂ’)éz"?”(:“"’(“ﬁ(@
2/ Jayl, /5?/ — 0(4,-—2) &= ) e 2 (6',)
(( a, ), ( bn)éli). Prva ekvivalencija sadr?i ekvivalenciju Lo-

rentz-a = sludaj kad su koeficijenti a, i b opada;juci ([7]i
.[1‘-';1)_'_ |

Na kraju ovog odeljka napomenimo da su za slucCaj ko-

sinusnog i sinusnog reda:

St oo
(6‘5) £ () ~ &Ze +ﬁ?_,'i‘c'?¢ccsv re gcb/fuy%/;/;éfm
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S. Aljancié i M. Tomié¢ u radu [6] i S. Aljandié u radu (11},
dali ocene modula neprekidnosti reda k u prostoru C i L, pri
.dopunSRim uslovima za koeficijente. Pojedine od tih ocena mo-
gu se koristiti i 2a dobijanje ocena koeficijenata Fourier-a,
pri dopunskim uslovima za koeficijente, izvesnih klasa funk-
cija; dok druge reSavaju inverzan problem: pri zadatoj brzini
opadanja koeficijenata, uz dopunske uslove za koeficijente,
daju odgovarajuée klase funkeija — sve to za sludaj parnih 1
neparnih funkeija (65)..Tako, ocene koeficijenata Fourier—a
dobijene pri dopunskom uslovu da su koeficijenti nenegativni,
odnosno koeficijenti pozitivni 1 opadéjuéi, koje imaju kore-
spodentne ocene u tacki 2°. ge stavovima o tim ocenama preno-
se i na Fourier—ove koeficijente funkecija f(x) iz Sire klase
{f(xl} definisane sa

(66) 7”/10)%(;%?:}4«4&/%*/””*‘ 6, e,
odnosno definisane sa (66) uz dopunski uslov kvaziopadanja

indeksa 1 nizova (hnj) i (]bnl).
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111

—

K1H

INKLUZIVNI ODNOSL 1
KLASA TUNKCIJA

Klasa funkci,ja =Ly (2), 1<X <2, raznatrana u pred-

hodnom, za 1<{< 2 1 s = o se svodi na Zygmund-ovu klasu 2 g
jidenticne sa klasom L:LPB, za o< B<1l. U ovom odeljku ¢e biti
pokazano da su i klase 'J (2) ot = 111 , za 1<X<&2, posma-
trane na klasi funkeija i‘(x) = L sa Foumer-ow.m koeficijenti-

ma (a ) (b Ye T, i nizovi (lan’) i (|bn[) kvaziopadajuéi in~
dekeaa 1 :|.dentlcne - stav 73 za o= 2 pak vazis V. (“% ws+1

(s £ - 1) - stav 8.
| Inkluzivne odnose klasa d"l‘ws, 1< X< 2, i Lip /‘5 e
o< <1, za fiksnooX 1 sveko S, daje stav 9.

Stav 7. Ako i‘unkci,ja f{x}éL 1

OQ
7£/)f} “gf‘fLa) Qg C J’J?Hf'/—/& nfmz-,@ @},/ [‘/6'-7",

klass

A~/ At (2]
(6-7) Wy =TT U, 14x <2,

Doka-z. VaZi za £(x) é’-L :

(é’ I‘F&HU }&) Z K[M(fé;dﬂ&'g}} fZthlﬁﬂxlf-lbxl)-f-Z (l(«'zlf-/éy/}

K= He t/ =1/

ahq+PM!+d )




' s
gde Je n_ izabrano tako da je funkcija %5/QJ - ‘ﬁ;ku}
i | - X s
opadajuéa za x > n_,a samim tim i funkeija Z0d . NELRS,
o2 _ " pr-all

Za f(x)é‘;("lws(e), 1<A< 2, §to je prema posledici

6 ekvivalentno sa

'k@ﬂ
imamo
'2{ . - / -S'"I
(69) psc 2GS, o L4
K= lotfl S X, ¢
Kako Je
i (/ 2)S Y[dl.,éjf‘ﬁ(/ (/ JS

\ f ' Q.;-c-/ f & o~/ - a{/ /

{ & *.’?ﬁ ¢ _ o r:fa fo ‘ e = Ll - _X)( - :é-f';
Y- oo (é, ZfJS Y firo *(4( P/“g X F0 _é;’_i/jg__,_,(_ S, “

2, X=X /l_,_,(-.z ~/ Loy

(%) n zgx_/ q H* -2
to Je
s Loy )3 ol -2 s
(71) P26 g{df_z < ¢ )7 A Il
ukoliko je n(.)no) izabrano tako da bude
. r 1/ ] < ol ).
(72) =< lhle (= L=2hin sy




- I} -

Dal;je,
feo, o
(#3) =5 Cocir1ec))s G = e g, [ LI Ly
K=itty K= wto b Y T |

G (if’l/); G 1h77] 4 /ni]*y
/4

koristeéi relaciju (59) i (72).
Otuda je prema (68), (71) i (73): |
[#6c#¢) ~20%) ] 2 ¢, 1h1 + G Ih 7] b Ihl ]34 G /6/"("/&/”//57

- |
tj. f(x)€ 1"&!5, va 1<X<2; dok je obrnuta inkluzija evidentna,

&ime je dokazana identidnost (67).

- Stav '8. Ako funkecija f(x)€ L i

7"*/)()m —f?@cewmfﬁﬂﬂm @/ (@ €7
vz

| Dokaz. Neka f(x)ews(g), tada je prema posledici 6
(0<= 2):

/dk/,/é'sc/_g /_;(: égk)f
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te imamo da Je

o ) o '
Hlert) - fro)| <= 2 Klh] (icz«/f/t’.v// » 'f:" kb (Bttbict ) 2 (roc 11 bl

K= k.‘" Jf.:. 7 L |
dqd";
. --- &fzc] o2 _(
":4/’)/ 7 1 "'C/h/ C K +klfﬁ k*
rde Jje broj n, izabran tako da Je funkeija (f(t) (—]'—_HFE)S opa~

dajuca za t Zhge Imajuéi to u vidu i -—-I....:fh"l- (= n“'H[ -42 h[)
sleduae dalje

7%(4) ) £ ¢ Ih]+G Ih] f-[f"——/c//+(f (éfjifé-

//,/+<a/ﬁ/ /Z@,,) e %}5;%@ (4”}5

' _ _.-_<  ¢ /54 f3-/4// /r«/fz/f LG )b mif =G hlJen,

tj. £(x) €V 1, Sime je dokaz zavrien.

Ostaje otvorenim: da 1i u gornjem slucaju vazi stroma
inkluzija ili identicnost pomenutih Klasa.
Stav 9. Vaze sledeée striktne inkluzije

_ (75') We 1;73&, 0<fBax~1, k5,

pde je 1<X£2, i
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(;L/é ) ﬂ“///{? - Z'/j/)ﬁ; *=/ dﬂ--f' 1, ¢S,

X=1., 1 << 2. uz uslov

Wy l<X< 2, tada Je

Dokanz. Neka f£( }c)é‘d'-l

(At cd TN 5 (ero)

L 1S
&’?f/ﬂcfjéc _:&J/,___-—-—-p'o y Za o< HLA~1 1 ¥ :
Y JEA%=1) 4,0,

odakle proizilazi da je [12]:

Fele bip /3, @ << =7,

 S———
-

Time je dokazana inkluzija (75) i1 to odigledno kao strikitna in-
kluzija.

Neka je f(x)éLip{{f; y X=12/4<l, tada je

a,?f(-J;f)_S C“aﬂ/j (C:ac:s ) ,

i otuda :

TC(),(O_C fj____ ..a; : C/ Ar o= K/ ﬁqﬂ(#} .
T P
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odakle proizilazi da f£(x) & "(“11'15. Ovim je dokazana i striktna

inkluzija (76).

Za /A= -1, 1<K 22, iz &’,(J,. £)<d* L sleduje:

()

PR R 2V R 2 Sk

odakle proizilazi da je |

4/75 /o/—//C ! Wi , © 79,

gime je stav u celosti dokazan .skica L) .

\ Lip/@, -9(-1-'-'-/5.51‘

—_ — e —— - y—— -
t
— et - e i S — r—— i - - - - iy — it ——————— ]
L
cme - eua - ey
-~ gt i L r ol b ko e gkl s Lo gt - - -
Y 1
- -
-

of=1]. |
W S £0
i . .sY e
Iip (X-1)
W
y o=l
'L L
N -.J:?, s; o_
v T )
/f Lip/5, 0< /5 <xX~1

Skica &

, 28 $> 0,
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'Navedimo da za 8 = o0 relacije (75) i (76) prelaze

u poznatu inkluziju (razmatranja su na konadnom segme-ntu)[i_;]; '.
(.;]l 7 ) Z,;‘/,, P o bip i s & <dy

a 2a ﬁ = % ~1 18 = ou identidnost.
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- N o

IV

ANALOGONI NEKIH SALEM-OVIH

POTREBNIH USLOVA

Snlem Je dokazao slodeél stav (koji je u3ao u mono-
prafiju N, Bari [1ﬁ]ﬁ Da bi trigonometrijski red

O .
Qe 4 2 cg:éﬁj wx by o Wx

, 2 4=y | . |
bio red Fourier-a I, - integrabilne funkcide,neophodno je da bude
(?3‘) ,ﬁ';;‘-( /,»1 :2_. — —!('yz é o A 4‘6#‘ 2_ - },‘[ ; p =8 .

ot H=1 (/H'z)" 4 P n=y (P’"z Y

- U ovom odeljku je dat stav 10 [is],lkoji gornji uslov svodi na
jednostavnijl oblik - posledica 7. Na kraju, stav 11 razmatra

navedeni uslov 2za sludaj da su nizovi (aﬁ) i (bn) opadajuéi in-

deksa 1. |
‘Stav 1lo. Da'bi trigonometrijski'red"

A ,
_-———+d___d‘_;6ﬂgrj1:{

2 =
bio red Fourier-a L - integrabilne funkeije, potrebno je da bu-

de

(79) A F e

sz, Ipii-2n

a triponometrijski red

A ’g'(.h"‘f'%)t’ .

'ﬁ ) ograniden.




a Q0 . _
Dokaz., Neka e -3-3—9- + Zan co0s nx Fourier-ov red I -
integrabilne funkecije. Iz tada ispunjenog uslova

Pokazaéemo da Je

Kako Je
,_..f? (.:":::,- ) /(7‘;-/ i
.‘:: i .f) __;_..,.._......-..».-:_—.-—.H“ i {f, e :z e 1 . e ——— A
Da—,/,/} -r'"-—-n {-.., f : y; / L i .. ;ri ,/})’ ,21,)
Jf..' "'J'/-’ {‘l { / oo - f} Vg ..r‘/*'..f."' T/
to ostaje da pokazemo da Je
. f
) VS
: - |75 - .

7 y ! | Y. . : 2 c 3l -2
rf ¢ - ™ ‘lf-r‘ i; Z ’A ‘-‘:‘2 -
.--"'){* ‘ F / o TR /J ’a '.,Z f ) } ==) /) --‘-/}”’J?“ 2) f__) - 4

te'je otuda
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/

ﬁ -, ' _ Z :’L'IT’? JJ..;');./
. [4-'( (d',k /{’r 11,/ ..-,Z.... ey A S S 7

tde

A

.- n | - |
"’0 } . ‘t { ,Z.._/ oot o .-;:;- 4"(.-'4"{)( /‘? af / ~7 '::]) kad fj i )
/ i s , ya N |
A (1) g 2t

pa je relacija (8o) potvrdjena.

Otuda polazni potreban uslov moZemo zameniti uslovom |

- ;ﬁ? 7
{ ({";i' ) .- S e {:J
{ _

:’t
‘ Yy ta,. 7 3 eeremnaiee
.r"( f' ';‘,."f( /D ‘,:a-r"" P .
4.

z :
] L

/‘_*a-:!(_j".ﬂ ‘?l.re :’ (/) 7( (’
Kako Je

to je uslov (81) ekvivalentan uslovu

J"'"“ o ’ f '. .- -.L “.' o I"’.....,.--.--- . 2 . | j ? o _ 'i, .*,",':.._..__ "". - .J' -
yoopi 4 /”2./ T PR “‘(/ v Sk e



N\
- /a8 ' - r'—p[— :
(82) . /z “t ”“.;__ﬁ— c?_ Py / - - / ')*'"c:}
| gD . o ‘
/,? 7 f) / = %@-f/ ] <i 7/'-'71/! 2y
Medjutim vazZi
) ‘).
71. ::} - | (? [ | 2 ’).1 . | y -(?ﬂ
- O~ .-/'}'}.i'ﬂ /n—;"‘i‘l‘ h:? 2 /_é- ‘ J,.( £of )—f—-;}z (% - L /:’f;[‘j//}/ ’
s ") LY I S e adi P2 - 9 4
proe P ey PITIT pe iy T P T
pa uslov (82) dobija oblik
2m
. //;:T é:é— — ..,.f-.g‘.?_‘ff..__.____. — O
MEaCE - b

34 / 9/-0 y /] — 2y

/:{‘ i o '

dime je prvi deo stava dokazan.
X o>
Neka je:wzﬁbh sin nx TFourier-ov red L - integrabilne
_ j("-?f ' .
funkcije. Iz tada ispunjenog uslova

rN) ' ') /
. D - = O
R —~ = ’

vi=r [ o A < 2
/?:'"*‘-'-" [/J_E/ —-

sleduje

s vl /? '
- ) _5"’_\ ' '—_’L’f . ,.-4. j-_-; | . {N /
(Xg ) Lty { ) — 22y - ‘S‘ | 2 ] 0
. . .2 . ) — - - . __:_ — i




3 AL s IM'/ o baxl: //Z
2— i N P _ﬁ-? T e 2 a7, P‘f ,J )
ﬂ.’.'. ;)'{‘.f-f /}}j f‘“ 2}2 } 3 - _::".:ﬂf')‘ (’0} } 7{? (/Jff {P/ »f/
f ‘ -

| .
< j.. o (7K "1 / / 7 "'-'} kad }7-2 o
~ x [ b ‘;) ” / ,

~ .tl' J. f/"f / l{':',“?]/’f?

pa se uslov (83) svodi na uslov

Medjutim
vt T A /
SRS y S A R
P 7 VA o ‘ , __/_ - B
i
20 | | A
4 < . :,1 H-—n----—:.....fr/ I “;":““ - /(.{?‘/ﬁ ~
2 o awips L vo 0 s
svode uslov (84) na uslov
. 20 /
£ = _ L - —
(fﬂv ) “(f“f i T = 2y
Ay o s - Sy
browis T i
Jé
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Posledica 7. Da_bi_trigonometrd jski red

Ry , = o 4 L
: F 3y o bk o} Tx

2
M= |
bio red Fourier—a I - integrabilne funkcije, potrebno je da bude
20 OO |
- 7, _,—_—L (? 2, e 092
(S?é) ‘ﬁ”'—’-r _,.,;,-;?__ — A = o % é“’ = ‘%,{ ‘f?ﬂq—; =
| | Jr e M= 2}”"‘/ - 2 s I o=y | (/?"{-Z./ —¥

Pod pretpostavkom opranidenosti niza (n<b ),uslov (86)

se svodi na uslov

20 2,0
(g ?*) /é r;."-df :’_‘52 (24{ _ Cj /1 ..://r:."'.;, j — el — ;
| | ‘?;;/ 2//)” ~ /b-—.a-.-a-s y %ﬁ'f'/" %

/:6 7 o>
a ova dalie, uz dopunskl_uslov 8.3 b”'L’ 0, Na uslov

| (ff) 'é}if /Jﬁ,,ﬂgf;f 0 /] " 4‘4.’_, dg;. %i’/ =8

P o

Pes i

Stav 1l. Da bi trigonometriJSki red

¥
Cor . -

= H'.'_#. 7 | .
5" of 'Z Ciee Cod ¥ X + e /-—./4:, 2({‘,,! CZ,,’ gﬁ > O) _

Sy .
H —f

gde su nizovi gazz'i §bxz opadajuéi indeksa 1, bioc red Fourier-s
I, = integrabilne funkecije, potrebno je da bude

(3;{"}) ’(/*F‘L‘y 5 %r ty = 0o A /(:’::'4:,- ﬁ . Z:‘y =~ 0 .

7R S Dt~ e
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Dokaz. Iz pretpostavke da je niz (b ) opadajuél in-
deksa 1 sleduje da Je niz (n-bn) ogranilen, pa vaZe uslovi (87).
Prvi uslov u relaciji (8%) se svodi na oblik (analognu relaciju

daje i drugi uvslov):

(£} (]) ‘1 — jﬂf-f _C;{?"{ o _(%ﬂﬂgf {3 7‘ *(f}:;u-- C«:‘/ﬁ’fj'f };_ éf T’n" —_ O
2 5 7/ ’

kad p -0 « Shodno pretpostavei o nizu (a,) vaZe relacije

(t)/ ) (/r{(‘_, f() d s X E_(/ﬂ;‘*kﬁf}) %'ff;{rjl W =2 // 2, - _.)'/5‘_,

sto je ekvivalentno sa

(‘Tf ) (9/"’ e “C;/"”L“’L"/ o Sy s
\ - - s — ﬁ(:‘:.‘%.// 2,*")/)"'/
21+ P K

pa Jje otuda

sﬁ"‘ (’ f-[_?.._.. C’iﬂ EZ E C:E;) --/ -—-CI_‘,!M ~ 2 C: - '?6:' : _: ﬁ'—-__sf . C'(T! —- (‘?'_‘,_'-'};1
.“I - o , 6 " 2
(93) { oS 7‘.

_fE/""“f,'- U7 2 / CEpr 3 4o Gap
k f,':"l- f“’ — | /-_"1__ 2 ,?l

Vv

Relacije (93) i (90) dovode do uslova

] C?{ B aat af . ’ ,r . . ;

/> 2=/ =2




odnosno
c;4>) o (/Ai / S
Jor s R - y ~ ., - — y |
( / ) 7 /L_//L/ 7£ . f // T g kad /':3’ TR e ,
td.
(;“h } ((,//1 . /'é.//) c—in g ; kad. /.‘9 e
| Iz (96) dalje sleduje
o7y 7 | .
(/ }L) ((?42/) } /u ,,?/(_] - ) O, kad /4' ""'_*’ 0 )

i odatle da

kad p»x § tJ.

CFT/THZ et 1//’/-'}’3“/7‘]--—:‘&" kad /9 = o
odnosno
x | . o
(? y ) | e SpOF L e / 252 -/ ) -2, kad Jr e

(2p (2p-1)> 2p+1l 2za p :22). Iz (98) i (97) sleduje konadéno

)
C?/'fH éﬂ/” -~ <3, kad /""#m )

7
cime Je dokaz stava zavrsen.
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OCENE MODULA REDA FOURIER~A

NEKIH KTASA FUNKCIJA IZ L °

1% v radu[B] (stav 1) G.G. Torentz je ocenjivao kom—
binaciju |

Go)  TOLZ (e rtea)]” e,

X =

Fourier-ovih koeficijenata a4, by, funkcije iz klase Lipp(, o<X <1,
i pokazao da

| N ., _
(100) 12 p2 2 2 frc)ebipd = (,_,ﬁ’f_ v P »7 (- { ;

dok

(121) P2 24 fe)e bipA = 20 = o) |

Gornji stav Je ufao u monografiju N. Baris Trlgonome-
trijski redovi [16} Ovde se dokazuje lema 1l na osSnovu koje se
dolazi do stava 12 i stava 13, koji daju ocene 1zrazac, P ’
p2l, u klasamac£_1ws(2) i G respektivno,_ Naime, lema 1 na os-
novu datog oblika ocene za p = 2 U (2)]2 O l’m I'(111 m)ejs
daje ocene za ( m(p)' p2 l. 2a klase L:.p:( y (o« X = 1),"" 11*1 (2
(1xX{<2) i G, ocene Zza (T (2)]2 oy navedenog oblika,3to se z8
sludaj kXlasa Lipx( i 1eko evidentira nejednakostima

(lo7), te primenon leme dobijamo ;i ocene za opiti slucaje.

Lema 1. Ako ge

(""/01?.) | Z_ §< = [MSJ rzo,

K=t




onda e

103) (707" = o] L], <pet gt
) ~ zg,(w}.z -1

i

(0[7 ) [ chP] ) [;’up[ be X /Clz(/) /éf:(/)] _@ﬁ P/-

W2t

e je
| ' v o 0 1 | ///3 z '2- ”
| 12;,0’/": [}:(’Zf(/["'l(//’f/éf-‘(/ﬁ)] 3 f*’ :aifé’? 6&(,/(6
Dokaz. Z4a 1<p<£ 2, primenom nejednakosti Heldera, ima-
mo | |
2 ~f 2%, __/ |
kz—.-,fg“/?d[; 0@/P)z] [ =
~ Pl ~f | ' _ Zw -
£ 2 /
.---Q_ dk] /‘/.,‘2_‘2 (“1(/%»(?}] ! 2
Ko T e

te koristeéi (lo2) sleduje

24 ~f
2 ) < (éz rs
K= H. / k./ lf"/ "'L £~ 1 -‘ "' -
| gy -
Istu 'bakvune.jednakost imamo za Z,bkl s Pa Jje
' K= -

"__?;{_’f ~/ . h O
5 ()P 16<)7) ;4;:- o)




odnosno

Dalje, za s o pozivajuéi se na

((".'E-I-I%A)S_-c_;‘: 25(63’ 5“7,__5'5‘)’ C},. @?) 3,§_&¢7 ;

imamo (sp 0):

) (/fm,-/ 4 21)S//, = /’((zz« )7 /

f;ﬁ (-.ffh‘?’/’__-ﬂﬁf /I -J-'—‘c 72 _?_ 'f-h-/ (—_2;/.!:2,:-;_’_._/
22 s (,(' /7"’/’ /
4 5‘_27/* b L ~
= wERrE (z" Ly £

1z r)% - 1 sleduje -g-E + % - 1>0,pa prvi red na desnoj strani

gornje nejednakosti konvergira, a takodje i drugi, te Je otuda

/’(w /_/g.k,/)___ C _([ﬁ, z,;,)f-‘ / B

}c_""";a g, U1~ @ (r-ﬂ)/’-/
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Za 8 < 0 (sp<o) evidentna je relacija

Pt ﬂ (z( ¢r S//) .‘_
Z. (}’“’ Pf/f-‘ P)‘ (' % /_;' f-) ( /‘Zlf”~1

W=y o

ndakle sleduje gornje tvrdjenje i u ovom sludaju.

Za p> 2 pak imamo

2 2o PR
/ /a,{//’ 2 Ja] ""2./&;(/ ._.ﬁ/f-“""“" /ﬁ'e/) 7 C?xi,
Kavr é’-:‘sz | bh £ K= 2“_-/ =@

te je
- 9..,..:-4

2 (1% +/fa/// / b V(Fﬂ?.’// /éfw/)] /ax%ﬂ,

b= by bp £ Loy
pa koristedi pretpostavku (102) dobijamo
ey ’f"__, | 2
Z Z ()”2,{/”%/4;«/"‘74 E%/a[mr:r/a,(/, /&{)]ﬁ-zz d//@éﬂ]
[2e = % 2 K2 b Joo (tz/ 2)"

Vaﬁi za 820 ¢

Z_Zéq’(‘" 2}/)]25’ - 5 ((; ;ﬁ,] 2“3; (;jm Géf 5

Jzo a"' 4 ) .}.:o' 724 (2 7k e ey
; 2s e j,f _\/, Zj"d’ﬂ 23
754 =0 €’ Y72 [2’7”
— J_..o

rde,zbog r>» 0, Oba gornja reda na desnoj strani nejednakosti

-onvergiraju, pa je otuda |




5 () <o) s 2]

F*QJ: - | : ‘l>¢#

tj. -
27
S el Bl
K2

odnosn0- .
f”p_,/) frop [ ta )]

_ Z ] / /;)::,v/ /” d /)] (:"‘f ‘7

7a 8 «~ o evidentna je relacija

2. (ﬁ/pf /F*’f/'L < g”/’a[“m“’ﬁ «/s /Z"c/)/ ‘5' (/’@)259

nex”  krw J?V

odalkle sleduje tvrdjenje u ovom sludaju.

Ovim je lema u celosti dokazana.

Ocenu izraza[ar'(z) 2 oblika (lo2) ima naprimer klasa

Llpg(, o.agiffl. Naime shodno nejednakosti

() £ st ST e




C - pozitivna konstanta, imamo:

/%f6 ) ‘ f%ﬁ/}t Z?Qh dm) f;;’fk-.f' ﬁ:;x’ (/;h¢~§{§aé},

te primenom leme 1l(r = 24, s = 0) Bleduju veé navedene ocene

Lorentz~-a za}?ﬁ(p{]P u klasi IipA.

a nejednakost (105) nailazi se u jednom dokazu teo-

rone Szagz-a datom od strane S.B.StecCkina [lﬁl,preclznlae vaZe

nejednakoatbi:

(/nf) ﬁ, < f(f[d J]c/r)f/j’

? ~

f(ﬁ)@La, Cl, 02 - pozitivne konstante.

Zaista za £ (‘x)eL , iz

‘4 } ™ :;1 [2 by iy & //cu.r J:ﬂrf f/] 244, 74 3//}:’4; }f(ﬁf/]/

(

sleduje po Farscvalu

g fz ML RN CVE

s

i dalie




- GO -

J;/
103 j(_/ d f/ c/rj // “*lrJ. :- 3 _[./fz; P .L-M

T o

JV&'; —
| %ina nh > l
odarle, chodno relncljl (21) I B 5 dh T o RNy
alednje nejednakost
A/ ‘ 22
- " ( jD
1 > L }f v
([,:”g) ( Z /l 7[J a/J()(, “ 1o
o

e Y

O — I

Takodje iz
= 2
, 2

1o Parscvalu, lGdujP

fj“fz ./Jm/] a/x

;-,
i dalje ] . ~
. o
(/Ao) f{j | 4 (ij];&jf//f%.a}é_—@ /Jﬁ %{,//
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J s
f/’ il /] - 2 ‘2, o 2
- = - " o
{ of 2 \ g é}f W" _K / P M//f/
I/ )
(111 ) f bl 4] s 2
5 4 /L a
te je obtuda .
1

Hejednakostvi ( 1o '7) koristiéemo u ovom odeljku ( ta-

sree 19 4 50).




—

Stav 12. Ako funkeije

o
//k i (‘&:" _{ Cloy Coty A 7"[« J"'}"'o?f)('
o=/

}

tadn

A%;éﬁg)pS‘

' 2
('// 7) ?ﬁr‘fdf‘; 2 = [ (“’//] /‘!’/;i’-//ff ~/ ] ’

| - N 4 s
(115 ) Aix)e i, 2,/ JLX L2 = 24;,,(”/] = cs[ lﬁ;{/m oz

Doknz, Koristeéi'sledeéu nejednakost iz (lo7):

f///d(Z//J&”///P Z(GZS?; )

/4

s\ i‘(x)( 7Ly (2), 1.(:'-.;(4‘-2 c‘loblaamo

. | Oy ( )’ 29
&y 54 4///[ /I(‘-/:]r'//f//(- - f_/

P ;f {

[(]<c = e

Lo

-.)/ }( 28
(/;’f) H)c | (/ )/J‘a __Q/,;,, X/(/f) J

f\ =Ly
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Iz gornje relacije i leme 1 za r = 2d =2 = 2 (A=1)> o

. 2, \ - L 1 . - A
i -22%-1tj. oL-1>5 -3, imamo da Je

[7.0]"- ///Ml__ / (loe)?s Tyt

2u-1) F / L P-1)F £ -]

Za p 72 pak imamo, shodno lemi 1, da je

i dalje koristeli .Fm = O [ m"(a("l)(ln m)S], $to sleduje iz

(116), imamo

(P)]/’ ol (az (&-w)j )f’ -2 (Gu)”* /‘_@_d_]

26/17

dime se dokaz zavrsava.

Dobijene ocene Zza f(m p) P > 1, su generalizacije

X = 1) na klasu D"“lw (2),

Torentz-ovih ocena za klasu Id :( 0L

1< £2 (za s = 0 one se svode na te Lorentz-ove ocene - ocene

(loo) i (lol)k




29 Relacije (loo) i (lol) za o{:-% impliciraju
' | 1 /o ’ﬁ“) <. ) 4 -, —
(4/‘7‘) %(X}é AV} fl = ZW( . ;‘;;_./2 3 ,z:/_a__ 2 /-f-f ?j—- /

(d:%?%—% za p > l); 1

(///f') (X}( /f/l) b =) ;f:, 61}.5“ "}S"}Zf_ ’ /)? 2

Shodno teoreml 4 Lorentz~a iz rada [3] , relacije (117) i (118)
vaze i za klasu v¥. Navedene relacije se prenose i na giru kla-

su G, 3to potvrdauae stav 13, ti. pomenutl stav_Je jedna gene- -
ralizacija navedene teoreme G. G, Lorcntz—a. Tome prethodi lema.

Lema 2. 72 niz gff 1 vazi sledeca ekvmvalenclja'

- i’.’iJ

h/)]f“f 8"-’ "'-OZ 2 ?%)]

J( P

(-“ ‘j) C = ol t

r>o0, ¥(t)>o0 (2a t>t > o.)_ i ﬂ—l —~0, kad t o+ .

. ST T TP ()

iod i svojstvo

Ako funkeilja

(12¢ ) )l A ¥(ct)=clel]

ornia elkvivalenciija u vaz-

¢ - pozitivna konstanta

nosti i za sludaj da je niz'gj;) kvaziopadajuéi indeksa 1.
Fkvivalencija (119) je u va%nbsti, %a (};)&?Ml ili

(};) kvaziovadajuéi niz indeksa 1, 1 za C(t) = 1,




.

Doknz. Heka je .o sz,‘_’:c mo - Y(m). Iz

K=t
2 , 5 ::,:'_:_} ' Z , - }.af - /\ )
L c P ' [t
L7 S R ey ( ’l ..-.".:- f 1/ ol (:J (‘—f z ' ?
VA

aleduje

Yo, & Cy (r/_‘ e / (f_‘/

Za slucal da Jje niz (f;l) kvaziopadajuéi indeksa 1

imamo, prema (9) i uéinjenoj pretpostavei:

.2
< (} /tf(- MF/&'//

"/ 2’54 3';744

._ (am-/) f’,m y

LY

odakle, koristeéi svojstva (120)_’ dobijamo

4 f:f %(7’)

tEje
_ S Y e
§, 2 Con™ 2 L) .
za C(t) = 1 i (f)¢M; imamo
“f;.,, .___ A_V )
odnosno .
f.q ,.é" IIZ’; [1{ - )

dok za sludaj da Je niz (jn) kvaziopadajudi indeksa 1, iz

.2

Cy0 e fz - } e
<, ar ety 3
('Z()ff( *'/) o ~f PR

oy




- GG -

sleduje

.l <
he, L -?;_
!

tj. ponovo Jje
B =l
$u € C5n” F

Za dokaz inverznog stava dovoljno je za funkeiju Y(t)
pretpostaviti samo pozitivnost i uslov ¢ .(‘L—&-} <0, kad t 4o
(za Y (t) = 1 tvrdjenje Jje evidentno).

Neka Je
. ~ )
Sk £ Clk™ 7% Jer) | K2,
 sleduje | - o
.-"""' Sj;( C ; /("[Vf—/)?g/k‘/

}\"" ly ;(___ L

Vazi (za dovoljno veliko m)

....(r'f/)w/k)‘_/ j 7 (yﬁ//.ﬁ),// ’

;.5-— L6y

gde Je funkeija t'(r+1)Y’(t) opadajudéa za t+ 2 m~1, m - dﬁvoljno

veliki broj (funkeija t"(m'l) @ (t) Je opadajuéa za -((;T;g—)z.xwl

Bto je ispunjeno za t 2 m-1 i m dovoljno Vellkl broj,jer

gt -
%—%—)Q)“-:’ 0, kad t=+x ). Kako je
{(t
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'/-:!::

£
= (727] _‘ '/{ ’ ~( 1)
@ ;;,f'.{, ZL e (e f, ¢ "l Y
AL ey = L v AT —

tusms 4 U (8) ot Vo)
_Ch) . .
. — ,f‘f"({ B - /.r.f f"f L — . 2" - / ——— = __Z
2 foa Lt X7 }'*-/Vﬁr} p el T xore V- X%/ 4
| X3
to Je .
> e~
= ~(IH - ¥
7k ( )F(z()r:O[‘ff F(“f)]a
K= &y
tje
L ‘ 5 r— *1/
..z:_? :Sc( = O Z br s f/a’}] ?
= L

%to je i trebalo dokazati.

Ovim je stav u celosti dokazan.

Primeri funkeija(t) za koje je ispunjen uslov

- w/

(’/"2/) | g'-%ﬁz'-—-}o kad L =t y
| . y{%)_  1 |

‘bile bi funkeije ¥ (t) = (In t)%, s eR,, ¥(t) = 1n (1n %),

|

itd. .

- Gornji usiov jé analogon uslovu £ilova flS]:

({,22) | ZL.((:,/GLZT)O | kad“‘[____.?o :
, T ) |




e mmm LU m— ==

i kao i uslov {ilova, ima analognu geometrijsku ihterpreta-
ciju: pri uslovu (121) otsedak na ordinatnoj osi koga formira
tongenta na kriva V() kad t—4~v, Je ekvivulentan ordinati

te krive u tadki dodira.

Nupomenimo,da bi jedno ispitivanje gornje ekvivalen-
cije bilo i ispitivanje svake od implikacija, iz kojih se sa=-
stoji ekvivalencijs (119), pod 8irim uslovima - naprimer us-—
lovima kojim se mogu formulisati pomoéu sporo promenljivih [193

i slicnih funkeija.

Stav _13%. Zn funkeidju f(x) € L i

) . o0
_ o —me . x 4 ,
fle)ne L2 4 TG cotne +Ee e vx
v Iy -

vovi

3 /

(*/l’.j) ftx) e 6 =7 z

- , - w » , L E:f - . * » . i
dok gz slucaj da nilz ganz ¢ My, 211 Je niz(}_

el gl il -

. ‘ - . | ) | A, 1
(tf’.'.;? ‘;) j”(’z{,} (i: (L ‘:.:::) /ﬁ'a(’f) = C}’(*—-*-'“" 3 /J':) Z A /) f~ ["“‘" / Kk

-
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Dokaz. %Za 1< p=<2 stavljajuédi u (lo2) i (l03) r© = 1,

g = 04 Lap=?2 (r;-g- -1 za r = 1 implicira p>1l), imamo

Z P C N |
ES -~ caﬁ/‘/ = /"“’ < 40//?

[

pmnlh F

Stavljajuéi pak u (1o2) 1 (lo#): s = 0y ¥ = 1, P22,

doblaamo impllkaclau

. _ | o _ ™
f(/aZJJ ) mfﬁ( <« & ZZ {P/] - ¢ Jz-¢/£ bq o (1), léel)f

Ly

ooy o o
Iz | :
Sy 4 - s
/ SC/ _.g. — g;z( L =) }d&/’. ,é?{(/ “~ —, )
e ! u ks 6 Vo
tie |
ledx (/G-tr'// /tfx/) f:’:- : C2
22X | V&(_
Pa je - |
’ | n _ Y/,
(fu,(‘ﬂ/];d- ( {z,ﬂj/‘zj‘p Z . “/:*(;,tftr /2)
odnosno

éa,(P/ff“ & poz

ey //Z

Ovim je implikacija (123) u celosti dokazana.

Dokasimo ekvivalenciju (124). Shodno pretpostavkama,

prema lemi 2 za C(H)=T 1 i r = 1, imamo




(%) 250 =0(w) e $u=0(vY.

=y

Tako za f(jc) G i niz (fn)é M,, ili niz (ﬁl) kvaziopadajuéi in-
deksa 1, vazi |

| ol . —3 - _—g-— |
Sada iz (127) dobijesmo

e & x (}a;(/,/éi/)_ )

w2l
pa za p 22 relacija (125) daje

= P2 t,
te
Zf,f,&’/:::‘ < — Sz .
L/~ R A
Relacija (126) ujedno daje i ocenu modula reda Fouri-
er—at

. - | iy
(125 ) fin = Ofu”)
za funkeiju f£(x) ¢G, gde (jhlfiﬂla_i}i_éf_ﬂif_ﬁgh)_EEEEEEEEEET;

juéi indeksa 1l. | |

Obrnuto, neka Je

(.r/‘if"_) —\() { e ) Pr /n/)%) -—-g-/z p22.
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Shodno Helderu,za pgfej'vaii

. _ Peqs ~f Z b _ 2
j / P R Z)f 49 S / e 24 ~f /.32 /___Z_
= Co 2[.2 (cu)? = 1 ':‘*;?ﬁh/ b P
W =Ly /e = & ¥ =
— ?-(fr'( ~f __:2_,, / 2
5Z = (}“35(/ “F/ 'f)ﬁ'//y] oGP
Y=t
..rf, 21;';-“/ | _,Z. / 2
- 7 —
(5/’) ("?w ey ) < Cz/?—- [ )Ph | €e)P] i
I\ Iy by -
Sada,koristeéi (129),re1aoija (130) implicira
i/, .
Z (thc; /- 4’2 & - i“" o = ﬁ..h. C2 <z ,
(=i v, 4 7 ~/ %Zf A j/ Le
odnosno
2~/ -
i‘ C’E,{/ 7(_// / - - )
=t 4

odakle sleduje

s | |
)KN( fé){,) 7/ Z | /G.fre'f"@fy],_' ;-—.Q— < .__g_-.é

= )
J = o/ ,-:/ X ol 7
o ./ ""/ : ‘/..._ ' éf
{"‘ 2 "~ [{f /
pa je konacno |

RS .

STl G
ai?'§& < "—?L )
oG b

tj. £f(x) €G, &ime se dokaz zavrsava.
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3? U ovoj tackl se razmatra ocena modula'reda Fouri-
er-a o slucaj da Je niz G’ ) kvaziopadajuéi indeksa 1, funk-
cije £(x) €L, - stav 14, koji dovodi do ocene za §’ , odnosno
koeficijcnata anti_b ,(E?nkcija 12z klasa KfS )' i = 1,2, 1
specijnlno klasa u s 1 klase Lipi«( - posledica 8; i da-
lje,ocenu za S}n funkcije iz klase neprekidnih funkecija ogra-
nidene varijacije (€N V) - posledica 9, kao i specijalni slu-
Cajevl te posledice., Stav 15 pak.daje ocenu zaan, gde (f;)é’ﬂg,
02,021, i £(x)¢ L,; i specijalno ocenu kad £(x) ¢ K%Si),

i = 1,2 - posledica lo, kao i specijalni sludajevi te posle-
dice.

Stav 14. Ako je funkeija f(x)€ I, i

| " X2
Flic) Loy 5 e o 4 G P bk,

7=

gde je niz (I )_kvaziopadajuéi indeksa 1, tada vazi

*/ 2
(1) =0l JOJT a1 )li]"), s,

._.g‘.r

U terminima kvadratnih modula neprekldnostl i_glatko~

(/523.) }H:O[ CU” f)] R

Dokaz. Za sludaj kvaziopadajuéeg indeksa 1 nizs Cfn)g

shodno (9), vaZi | | .




Cf 3 b7, -\I
) b 4 ? ‘L -__ 5. S’ﬂ

A
(red z fng za f(X)C—,L2 konvergira [20)), pa je prema (1lo7):

= e, szi-q | J{’ A
| (]
} - | (j F bl k) dh

odgkle sleduge

(130,)  Gp= 0 r(ﬁ!f&l %] A )dh]

to je i trebalo dokazati.

U terminima kvadratnih modula neprekidnosti i glat-

1{051:5.[21] 3"E): o 1(2) (J, £), i = 1,2, imamo, prema (131), ocenu
SU o C CL [ ) , ( = ’f’ Z 3

odnosno sledeéi oblik ocene 2za S“n:

il Sl

NS @) “..
) (0@ (J, n L suw |14, fi, = su {J &) 1)? ax
+ oghj<d ©  oghl<c’ i

11/9

i.ﬂl’gl
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6 = o Lt

10

Sime se dokaz u celosti zavrsavae.

Posledica 8. Ako';_]e funk_pi;ia f(x) €L, 1

)

N\r N C-‘f"-“ '/'2 ngww, &b S U X :
.l'f’ / |

rde e niz an) kvaziopadajuéi'indeksa 1, fada'vaii
/
(/‘jg) i) %[ = § = OZ /2"“}/2 ( )] (—/’ ‘

Tvrdjenje Je evidentno_iz definioije tretiranih.klasa
i relacije (131). |

primetimo,da sko su nizovi ({anl) i (lbn]) kvaziopa~- .
dajuéi indeksa 1,da je tada i niz (g;) kvaziopadajuéi indeksa
1, dok obrnuto ne vaﬁi,.te otuda imamo, pri pomenutoj pretpo-
stavei za_gig_&?nz,sledeée ocene:

139) Fide %L = pl, F / o L1 ], -

odnosno, u terminima modula negrekldnostl'

(ﬁ"’?t/;) JL/X)( ¢ ) ﬁr /" / OZ Cdl/_(_".’f}]a (sl s




Specijalno

' " o 4 S
| (735) | 75[/(’}6 0(*}[{{5/ =) / /i@/ O[ {( »V/z ]}‘fa’(.-_ﬁZ@{’i

odnosno za klasu Lip h{ :

(435,) f/x)é/;//go( *—-7 }f@ //zf/ 0(;,,94'/,/2 ' Py

Gornae ocene su slaba.je od korespodentnih ocena Zza
sludaj da (a ), (b )(:T i n:l..zov:. (, n‘) i (lb ]) kvaz:.opadaju— |
i indeksa 1 - stav A 1 posled_'l.ce 3215 - all zato one vaze

za %iru klasu nizova (|a [) i ({by [) od klase kvaz:.opada;}ucih |

indeksa 1 nizova (]a \), (]b | ); naime za klasu nizova ({ayl )y
(b, ) za koje ne niz (? ) kvaz:.opadajuci indeksa 1.

Posledica 3 'Ako je funkci;ja fgxz S L_2 i

7LA’}'—J '3""- Qs:- ces nie r’—»‘c« c/n/zf/ﬁx ,
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Zaista,za funkciju £f(x) ogranidene varijécije vaii[éé]z

7%) jf/ﬂ/ka/j ,fﬁthﬂﬂ&l:g'(?'cpj

ed =i

te kako je funkeija £(x) i neprekidna, to imamo
Ltfert) —#id[ = (1) (H<d),
Ppa rela&ija (151;)daje

9«2 < —L Q/ 2"7) I (/4/ < JHIT) 3

- 2q i

tjl

£ -0 [” Ve, (1) ] ,
o Leg

gto Je 1 trebalo pokazati.

Gornja ocena-je,'pri pretpostavel kvaZiopadanJa indeksa

1 niza (f;),'ocena i za Zaﬁ{i }b [:

(137 ) Pl )&= o/ ]q’(’/”)] '

| o ‘
Specijalno, za funkciju £(x)& lws(l)r)v, i =1l,2, u ovom slu-

Saju imamo
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- . - | | |
(435?) /(3“/’ /'/q ( f;f;/ /72) , jLXs 2
odnosno 2za i‘(x)éLipﬁ( AR'AR .

(’/351} ’du /!"r/ O[ ) PLX 4

Navedino da se iz gornje ocene oéitavﬁ i ekvivalencia!

Ako je f(x)€& L, i
| f‘ﬁ()m %—-" +f Qu cog Ux # b e e,
| =/ : | | |
gde Je niz (_Fn) kvaziopadajuéi indeksa 1, tada vaZi
(43 7) Hr/ecn V & O = o(L)

Zaista za £(x)é& cNnv, pri navedenoj pretpostavei za

._ 7
| (
niz (g’n), imamo QHZC "";1(”’ s tje. n Pn'—" ohkad n ~» <0,

Obrnuto, neka n Pn—-;y 0 kad n-» =0 , vaz:l.. - ”Z ne ¥, > o, kad
/

m—>.0 , pa po stavu Wiener-a [237 sleduje da f(x)c €NV,

Stav 15;. Ako funkeije f(x @.-Lg_i;

}'/}() [‘C* f- Zl(uz C’()J’if{’/‘é{rﬁffﬁ/ﬁ 3

2/..."-‘/




gde niz an

Fourier-a vazi ocena !

U terminimg kvadratnih modula neprékidnosti i platkostis
y By '. M" ""'/ ’
.(JW) | P 0[ 6/2 ] ’

Dokaz. Za (£ ) €M, (0¢851) i £(x)€ L, imamo

2 = 2
[#iéfh{ < <?.¢ET_SDK

2= ’

pa je, prema (107):

(,/401) I (, [-fa /% f{ //‘d(’ ]’/x/://]

- odakle sleduje tvrdjenje.
Za1%65 1 ((};)GMi) gornja'océha je identiéna~sa oce-
nom za sluéaj da je niz (§3,) kvaziopadajuéi indeksa l; za (= ©

pak imamo ocenu za f(x)C'Le. |
U terminima kvadratnih modula neprekidnosti i glatko~

sti:ﬁﬁi(z) (O,f), i = 1,2, imamo prema (l4g), ocenu




Sime se dokaz u celosti zavriava.

Posledica lo. Ako funkcija £(x) €L, i
'712[’(’)“-* ‘ +7%ra/#r—f—é; He e y

?f.-/

gde niz !f;) ripada klasi Mp (o <4 £1), tada vaZi
(m) )€ x/f/ - 5%,- o[a, p/] yohz.

Tvrdjenje Je evidentho iz'definicije tretiranih klasa

i relaqije'(luo),




- 00 -

Primetimo da ako nizovi (an), (bn) pripadaju klasi
Ma o0 «/5 4«1, da tada i niz (j)n) pripada klasi M g, o.<f4=<1,
dok obrnuto ne vaZi, sem za /3 = o, te otuda imamo za (f,)&€ M4y

sledeée ocene:

(//Vj) f\/X‘)é kpﬁjﬂj /Q&? s /o(fa/: O[ (10(:;‘2@}_ /, (1,2,

odnosno u terminima modula neprekidhosti

Specijalno

(ﬂf y) Fe)e Xl e }/1 P € bipy el [f] = © [ %-4}%] -1,2(‘;;",;‘_;’;)

odnosno za klasu Lip« @

(//flf.;) //)")(‘ /’;MV( /] §u € ’%J 7 la-z;f/,i /!:"'/TG ;%5/ [ii?ij)

Tako 2za J/?) = 0 1% relacij"e (1441) dobijame Lebesgue-ovu ocenu

Pourier—-ovih koeficijenata za klasu Lip X (o<« <1).
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30, Deograd 1967_ 65=77.

H,H,Eapu:iTpafﬂﬁdﬁejpqu¢Hue:pﬁnu,:Mncaaa_1951, 678.

H.H.Bapu: Tpuroﬁomerphqeﬁkue'pnnu{ Mocuea 1961, G608.

H.H.Eapﬂ: TpUroHoMETPUYECHHE PDAAH , Mocﬁaa.1951,.512;
H.K.Bapu: TpuroHoMeTPpHUHECHHE DAY, Mocuaa-1964; 211.

5.Aljandié: O ﬁodulu'qpecijalnih “ﬁuriﬁr—OVih'rCﬂﬁva i 0 mo-
aulu Fourier-ovih redova trans sformisanih rultipltkatorjma raz-
1iZitih tipova, Glas SAN- CCLYIH, Odelenje ~prir0dn0-ratcna~
tidkih nau%a, 1.5, Lnj. 30, Boograd 1967 37-64,




[12]
[13]
[*4]
[15]

[20].

21]

22]

23]

H.MN.llaTtancon: HoHCTPYRTHUBHAR Tgohuﬂ GyHHiuMK, Mocusa 1949,

11"

W.MN.HaTtancon: HOWCTPpYHTHBHEA TEROPUA oyHuuuit, Mocksa 1949,17"

H.}.Bapu: TpuronomeTpuyecuue pags, Mocuea 1861,228-231.

J.V. Malefevid: MNekl rezultati u teoriji Fourier-ovih

loeficijenata u vezi sa stavovima Zygrund-a, Lorentz-a i

Salem-a; magistarska teza, Reograd 1971.

H.lh.Dapwu: TpuroHDMETpMQEcHHe pﬂnu,_MucuEa 1961, 205.

H.H.Eapu:'TpHrGHumeTpﬁHecuue PDAAY, Mockea 1961, 609,
H.H.Bapu: TpuroHoMmeTpUHECKHUE pnﬂu; Mockea 1961, 532f-'

D. Adanovié: Sur quelcues propriétés des fonctiohs a
croissance lente de Karamata (I), Matematidki vesnik,
3{18),1966,123-136. | *

Mocusa 19R1, 710,

H.H.Bapu: TpHFDHOMETpHQEBHHE pnna.

H.1{.Bapu: TpuranomeTpuyeckue paas, Mocksa 1061, 878

H.H.Eapuz TpuronomeTpudeckue pRad, Mocksa 1961, 51

H.H.bapus

TpurouwoMeTpHYecKue PAAad,

Mocksa 1061, 205,




> ADRZAJ

uvoD

I. NOVOUVEDEI‘TI POJI"IOVI‘II.‘.Ililill..'i.l‘li..'ll‘.' '

II OCENE KOEFIGIJRENATA FOURIE

CIJA IZ I‘;li.illlI.iiiil.il".i.'li_i'_iitl_'lillllllIIIIii'

III INKLUZIVNI ODNOSI NEKIH KLASA FUNKCITA.eeeeoss
IV ANALOGONI NEKIH SALEM=OVIH POTREBNIH USLOVA,ess

V OCENE MODULA REDA FOURIER-A NEKIH KLASA FUNKCIJA

IZ I.ll'li-illi-l-i#i!l'iliililt-idli-iltli-iuilttill '

- LITERATURA

~A NEKIH KLASA FUNK-

Strana

119'
39



	001.tif
	002.tif
	003.tif
	004.tif
	005.tif
	006.tif
	007.tif
	008.tif
	009.tif
	010.tif
	011.tif
	012.tif
	013.tif
	014.tif
	015.tif
	016.tif
	017.tif
	018.tif
	019.tif
	020.tif
	021.tif
	022.tif
	023.tif
	024.tif
	025.tif
	026.tif
	027.tif
	028.tif
	029.tif
	030.tif
	031.tif
	032.tif
	033.tif
	034.tif
	035.tif
	036.tif
	037.tif
	038.tif
	039.tif
	040.tif
	041.tif
	042.tif
	043.tif
	044.tif
	045.tif
	046.tif
	047.tif
	048.tif
	049.tif
	050.tif
	051.tif
	052.tif
	053.tif
	054.tif
	055.tif
	056.tif
	057.tif
	058.tif
	059.tif
	060.tif
	061.tif
	062.tif
	063.tif
	064.tif
	065.tif
	066.tif
	067.tif
	068.tif
	069.tif
	070.tif
	071.tif
	072.tif
	073.tif
	074.tif
	075.tif
	076.tif
	077.tif
	078.tif
	079.tif
	080.tif
	081.tif
	082.tif
	083.tif
	084.tif
	085.tif
	086.tif
	087.tif

