+f

A

I

n

W
%
7

{

- .w..:.J

o
avn
¥
e
.
L
4%
s
L T
%
Y
.
T

-

-
Ead -

w

P
A

]
H
%

'
hus v

LAS
if

)
TN

ALY i

vl
v
3

'
'.

¥roa
o
A

-

i
.
r‘:'l

-
Ay
e

¢ 10 R

R S SRR P R

f

F o

4
3
!

h

4



j’ m’ﬁ Ad LJ

AT
;uﬁ?ﬁﬁ S N A - A L . Y Y

Glowa I, OGUOVIHT RUEZULDTATY SPUKTRALIT ToO0RIJE HOR-

PALITTE OPnRATOR Y U HILBLRTOVA PROSTORY. o .

Raslaganje JodinicBe » s s o s « ¢ s o o o o
bpektralni tipovi I 1 II red2e s ¢ « © o o o
Ciklicki opoxraltolil « o » o o © @« © o ¢ o «
Projzvoldnl operatorl. o o o 4 5 o e w5 w8 @
Separabilal clucad o ¢« s o o 9 o v ¢ 0 o o
Zelkliucolk 3 Kkomentol o » « 2 o » v e % o o o

Glavo TI. SLUCAJET PROCEST SA SEPARABILIIN PROS-

Lo
e

b
L5 A
5o

Q W

?$

%ORGI“TQQ%}#-EH-#'%*!##liﬁﬁﬁ&ﬁt

Osnovnd poJuovi i definicide o e « o s & o o
Hida-xramerovra dekonpozicija. Spektralni tip
SlUCajnos protoids « » o o o o o © o & o @ a
Romplatnost Familijo funkel e o o 2 o o & o
Konenidlka 4 disto kanonidka reprezentacija .
Poccéinjenost i potruna poddinjoncste o o o o
Linocarne Troasformacije slucajnog procesa. .
PrAmodbO « 4 0 o 0 s & 6 3 8 e D € & 0 v o @

Flava JITe DTRUXTUR. SLUCAINIH PRCCES . 854 NED -

Lo

’)
@

——y

Ja
L

o

RABIDNIIT PROSTORIMN G o 5 o 6 ¢ « 2 8 0 ¢ o o
LYl v o ¢ & o » % % B & & ® ® ¥ & & 9 4 e »
Gludagnl proecesi neprekidnl 2 1oVoe o o o e
Razlaganje preizvoeljnog slucajnog procoSie a

Usloy (5E) * & 84 9 O B B 6 8 B € O ® & G & B



be Coeobino

Se Nomlos

:m..m {}-qf {RJ.&.;}

Glow. IV,

S, Blucajni .
7. vidneri siuléajrilh process oo ngson.r pilninm

prTrossoron
sanjo

RIJPIEMJZ!

19, A . PN, SR,
proadbora generisanos siu
2

TROGESL 34 MNIOsTIN 8

"

4

Ly -

] E o L] o " L] (™) > ] » i ] ¥ L] L+

&
sludadnog procesa Xoji sadewvolj.wa

B & 4 9 F =® 4 @+ 3 & P & G =

1T 0L SLUCAJHIH PROCIS!

DOVOLIATAIU USLOY (Sl)e 5 o o o ¢ 8 & o o o o

1. Uvod.

*

']

w

¥ o L 4 * L L] L ] -+ * » L ] L 9 3

2o Pojom oproksin.ie » 2 ¢+ o o 5 4 2 6 8 & o @

i

spekitrom.
4, Avpoksinocije sludcjnog nroees.. go homogenim
snekRbr.leln Cipom o ¢ ¢ o & o o o

naksin dnin
5. Aproksim.clje nroizmvelinog slud. jnog procesa. .

-+

»

3 Aproksimacije slucajnog proces. sa prostinm

o» - . b ® » » - - L 4 J L 2 e @ »

e @fﬁlﬁﬁiﬁ&bilﬁﬁﬁﬁw  ® & £ B ¢ w & ® & € @ » »

-3
{":s

"3{

i ELJUC Ke
LITERAPURS

3

o

*

»

&

isto kRanonick . e rezont clj. projekeije slu~

;lﬂﬂﬁ{;p}?@ﬂﬁﬁngﬂawwnﬁmunaﬁtnn#

*»

02
60

N
it

N
A

75

80
83
a7

88
91
93



ChoocUVOR

slucajne procese drunos reds uveo Je dindin (Kvviuug 4 A

*

4.} 1237 sod; on jo dobic harmonijoiu dekompeziciju kovarijaci-

‘nl"

cno funkcelje stacionurnos sluloinos onrocesa. Glucki (Covy uwuiis,
we 1le) Jos iste godine, dao harmonijsku dekompoziciju senih
stoeionarnih sludajnih procesa. Cetiri godine kasnije Kolmoro
rav (Koamororon, LA« H.) Jje, ponoéu aparata ilbertovor orosto-
wa, detaljne proudio stacionarnc sludajne nizove drusopn reda,
poser (Crandr, H.) je 1941 mod ceneralisao rezultate Zindina

snoslucad viSedimensziones staclonarnos sludajnos proc

csa; on
J2 doblo razlaganje sludajnos procesa drugog reds, koje nred-

chovlia rezultat primene Stounove (Gtone, e Ho) teorens

Journl unitarnih operatora u sensrabilnon Hilberbtovon DROostorw,

m

4 to vreme Karunen (Karhunen, K.) 1 Loev (Lodve, li.), neza-

visno jedan od drugng, dobijaju speliltralne renrez antacijc ota-

-

cLOnarnog nrocesa ponolu sobstvenih funkeija i sobstwenih vro-

ezsra., laner (lanner; Co) Jo. 1950 rod,

* el

y!
1o roslagenje neprokidnog stacisnarnog sludajnes pooessa
oo orvosonalnr sunu jednos d@ﬁufﬁl nisticlog i Jednos notouno
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ciconorrog sludajnog procoess. U noricdu ol 1950 do 1960 god Le

.

vi. (Lévy, Pe) Je proucaveo nske Ilase sludajnih process, defi.

"

nisao Jje neke vrste njihovih reprezentacija i cdnose izmedju
nJihe Uvodjenjen aparata kojin so proudavaju linearni onerato

»i u lilbertoven prostoru, odnosne primencm tor aparata na

¥

sroucavanie slucajnih nrocesa, stvara se nogulnost za spekira
1l anolizu, ne sano sbaclonarnih, nego i proizvoljaih slucaj

lr

nih procesa drugog redo. Hida (Hida, Te) Jjoy 1950 god, dobio

€.

odru soecijalnu spektralnu reproezentaciju Gauscovog slusajnos
Drocesa, Koju Jje nczvao kanonickome. Eramer, u periocdu od 1961
do 1971 zeod, daje niz snadajnih rezulbeta u vezi sa spekiral-
non enalizom sludejnih pirocesa; on uvoedi pojam spekitralnog ti
vz sludajnoz procesa, definide nolicliko razliditih tipova rep
srmonbosida 4 redava preblenm unitarne elvivaleneije sludajnih
nrocest. Hasnije, Bozanov (Posanob, ¥Oe Ae) dokazuje nove rezu
ltate koJji se odnose na neke spacijalne klase slucdajnih pro-
coea, nad spekbtralni tipxﬁluéajnag procesa koji nastaje kao re
sulboat lelovanda nekop overatoro na dati sluéajri proces; on
Jje mroblen unitarne ekvivalencije sludcojnilh procega povezsao
se pltanjem ekvivalencije Gausovih mera procesa.

ovin nroucavanjinma, o kojima sno upravoe joverili, zajed-
Lxa Jo probpostavika da »osmabtrani procesl genceridu Hilber-
tove orostere koji su separabilni, Oval rad predostavija pokue
cad de se dosadainii rezuliabl generalist u tom snisliu da se
ns sretrostavija da slucajni procesi generisu gepercbilne il
bortove nrostiolg.

Prvo i potpuno prirodno pitanje Jje: postoje 1i sludajni



rredzgovor

L2

CwmocesSi 5& neggparcbhilnin 1) dilbertovin prestoron koji dopudta-
o oproucavings metedana spekiralne feorije i, ako pestoje, sta
~padstavija cemovni problem u ajihovon proudavaniu? Pokazadeno
rocecl pogtoje, odnosno konstruisademe slye
cagjac proecese kejl zadovoljavaju uslove, dovoljne slabe da JoR AR

sadnd Hilbortovi prestvord mogu biti nesenarabilai, a dovolqino
N L 9 o

4

jole da lopustaju proudavanje notodema spektralae teorije, Oge-
covel problem u proucevanju tih procssa predstavlja upravo no-
separabilnest njihovih prostora, Objasninoe +o boljoe. Osnovna
1deja spekitralne analize slucajnog procesa je da se promens saw
nog procesa prikaZu promenama skupa ortogonalnih procesa sa ope
taganalniﬁ priragtajima, odnosno da se prostor procesa predstae
vi kao ortogzonalna suma ciklicdkih potprostora (koji su izomor-
{ni relativno jednostavnim prostorima funkeija); u sludaju da
Je prostor, generigan proceson, separabilan, mogude je predohae

'iqf

viti ga kao ortogonalnu sumu nagv $2¢ prebrojivo mnogo ciklidlzih
notprostora, sto onmogutava da se i s8n proces predstavi koo su-
na svojih projekeija na te pobprostors. Medjubim, kako je svelks.
1%x11i¢ki prostor separsbilan, Jasno je dz u svakonm ortogonalie
rezlagangu neseparabilnog prostora (generisanoz sludajninm pro-
cogon) rora udestrvovati kontinuum mnogo ciklidkih potprostora;
Go zaaci da ne postoji jedinstveni analitidki izraz kojin bi
3¢, u svokom trenutku, promena procesa prikazala promenama nJo =
povih projekeija na cilklidke pobtprostore. Cinjenica da nedju
srejekeiiana proecesa na ciklidko patp&aﬁt@ra, u na kom fiksi~
penom tronutku, ing sano najvide prebrojivo mnogo onih koje su
razlic¢ite od nule, pomaZe nan sano utoliko $to znamo da proces

4 svakon trenutku moZe bitl predstavljen pomodu sune grojin



rredoover

crojekeijo, ali zam ne govorl nidta o tone kako bisnmo do tog
redstavljenja dosli. Upcavo zato izabradeno drusu mosudnost:
nadiceno siucajni nroces, koji dopusta onakve reprezentacije
releve imaju procesi so osepoarabilnim nrostorima, ali kodi nije
jednek Catoem procesu, nego ga aproksinirs u smislu koji éo bi-
ti objasnjen. romolu takvih "aproksinmacija" datog procesa poe-
uzateno da proudinoc sdm proces, codnosno da dobijenmo Sto vige
infornaclic o0 njonus

Druzo pitenje, koje se noZe postaviti, je: da 1i gu kla-
sox sluCajnih procesa, koje &emo ovde proudavati, obuhvadeni
5vi slucajni procesi? Odgovor na ovo pitanje je nezativane
Hesto vise o ovome redidemo u Zakljulku. liedjutinm, i pored to-
pa 00 postoje procesi koJi ne nmogu biti proudavani na nadin
koji Cemn izloZiti, skup procesa koji takve proudavanje dopuii-
taju cdaleko Jje Siri od skupa processa proudavanih do sada,

Najoad, trele pitanje:jaz da 1i su rezultati koje éemo
cokazatli u skladu sa rezulbatima poznatim do sada, u smislu
da se §i poznatl resulfati mogu dedukovati iz rezultata koje
cemo ovde dokazati. Bile pokazano, a to ée i iz sanog izlaga-
nja uglavoon biti jasno, da u sranidénonm sludaju, tejo. kada je

prostor siucajnog process separabilan, nasi rezultati dobijagju

uprave ¢hlik ved poznatih reozultata.

Rad je podeljen u cetiri glave, od kojih prve dve usglav-
nom sadric ved poaznate rezultate, dok su rezultati koJji se na-
laze u preostale dve glave orizinslni., Dokezi vnoznatih rezyule
tatza ne nuvoede se, all se ukazuje ne literaturu u kojoj se mo-

su nadil. Roewsulvabi &1ji se dokazi navode, originalni su ili



Predgovor 5

<oeolini 311 Jednin delonm.
U peved glavi izlezu se rezultati funkeionalne analize,
soecljalac teorije operatora u Hilbvertovin prostorina i teorije

spektralninh tinova, kojli se kasnije koriste u proucavanju slue

<

¢ajnih vrocesa. Drugz glava sadrZi rezultate u vezi sa teorijon

»

Jnil procesa koji generisu sevarabilne prostore; najvedi

{34
P
{4

&
et

"
deo tih »zezultata jeo poznst. O strukturi sludajnib procesa so
neseparabilnin prostorina, kao i o sbtrukturi tih prostora, ras-
sravlijae 30 uw tredoj glavi. Konalno, Catvrita glave je nosveéena
sroucavanjn aproksimacija sludcjnog procesa ga neseparabilnin
nrostorom. U Zakl judku se pokazuje kako se, iz izloZenih rezul-
tata, mogu izvesti poznati rezultati koJi se odnose nz sludaj-
ao procese sa separabilnim prostoron; govori se 1 o problenu
proucavanja proizvoljnog sludajnog procesa drugog reda, kao i
o moguéim prirodnim generslizacijama izloZenih rezultata,

Lere predstavljaju pemoéne rezultate, dok teoreme sadrde
rezultate koje ocmatramo znaﬁajnimj rezultati, koJji nemaju ﬁon
moéni karakter, ali su ipak manje znadajni od teorema, formu-—

lisani su u obliku tvrdjenjae

%2 Prihbvatamo hipotezu kontinuuma, odnosno pod “neseoparaw
oilinoséu prostora” podrazunmevemo da je dimenzijc bog prostora

jadnaka‘*ﬁgn
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Iele Razlazande fdodinice

Sa ¥ éemo obelefovebi anstraktni Hilbortov prostor ta-

kav da je
dinmR <&y, , 11 <eco  z5 svako xe¥ ,

skalerni proizvod u'd  oznzlavademo sa (- 4°) 4 a normu, njime
induciranu, sa -1 o Neka je A proizvoljni operator (u smis-
lu (8] ) na'f o Oporatoru A odzovara ([ﬂ} » 191 ) Jedinstve-
ni operator A, tako da Je jed nukost (Auc,ﬂj)m & ,A*»j) 283 0 v
voljena zz sve x,y¢ & o Za operator A" kal¥emo da je adjunso-
vaa oneratoru A. Oporator A nazivamo normolnin ako je AA™=

= A5y nazivomo sa samoaedjunsovanin ako je A=A" (dakle: svaki
samoad junsovani operator je normoalan; obrauto ne vaZi). Row

- +

sultati, koje éemo izloZiti, odnose se na normalne, pa dakle,

i—h

na samnoadjuncovane operatore. Za sye operatore pretpostav-
liadeno da su definisani na ¥ o

Jedan od osnovnih problema teorije oneritora jo tezZevo
nroblen unitarne ckvivalencije. Za dva operatora, AL B,
kafeno aa su unitarno ekvivalentnl ake vostoji unitarni opo-

retor U, tako da je
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SIS Y B=UMAU;
problen unitorne ekvivalencijs Je, zenrave, problen odred jivae

I

ngza potrebniln 1 dovolgnlh uslova za postojanjie takvos operato-
»e by 111, u nesfteo drukilijin terminima, problen odredjivania

sofpunes sistons uniterpil inverijanti operatora A. lleku vrse—
tu redenje ovos problema daje teorema o spekirslnon razlaganiu

normalnos oneratora (19) 4 §44), Hada, kao &to éemo videti, ta

¢

teorema ne daje nista druzo nego moguénost da se na drusi na~
Cin napise Jednokost (l.1.1), ona, inak, ukazuje na yravacfza"
potpuno redavanje formulisanop problema. Izlofideno sadrza]
te teor:no,
ieka Je E={T(n), r-kompleksan brojl familija projektora

definisanih na ¥ . Ovu familiju nazivano kompleksnim razlacsa-
niem jedinice mrostora ¥ ako su zodovoljeni uslovi:

1% EW)-> 0 kade Rora—>-co ili InA—»-ec;

29 (=1 kada RoA->teo i ImA—>+ao;

32 EO-0)=%(\) za svcko A :

4% E(}»*)Eixx)m’iu) » 34e Je Rerx=miniRe A, Re Aot og Imhwmin{m«kw
Ima, 1t s
ato je A realan parametar i femilija T zadovoljava uslove

{} - g ey LJ b ) el bl
1% - 4%, tada tu femiliju nazivamo realnim razlosanien dedini-

¢a prosvora X ; kada budemo hteli da nozlasine ds se radi o

AL LI gl

rzainon razloganjuw jedinice, pisaéeno + unosto A .
Toorenmom o spektralnonm razleganju normalnos cperatora
CLal 2 8445 [21) 4 VITIL3) tvrdl ce da izmedju skupa normalnin

operatora 1 skupa kompleksnih razlaganja jedinice postoji obow

strano jednoznalina korespondencija, tokva da svakom normalnon

oneratoru A odgovara Jedinstveno razlaganje Jedinice E i da



2 Snektrelna teorija Lol

L. e - T wt - L '?.# ” “} o e ’ ' 1: oy
Jz o ozodorvcliran jednsiiost A= j)\dm{f&) o Uvo, specijalno, znadi

.. il P L Vi iy, o » - M . * "
AUl ADmengu Sunpe samoadjungovanib oneratora i skupa realnih

cljs, takvo da syoion sancadjunsovoanon oneratoru A odsovara
hrens proalno ranlosenje Jjedinice 1 da Jo A= jtd‘?&&m
Ao su A LD proisvelinl (normalni ili sanmoadjunzovani)

onzraterd, tada njinma, prema navedenoj teorenmi, odgovaraju
razlagtanje jedindcee £, 1Ty o Koko jednakost
USAU = [ Ad (U™E, M)U)
vaii za svoki unitarni operator U ([97 ), znadi da se (1l.1.1)
noze nepisati u obliku

(ad(UtEa @ U) = fadE 0,
Sto je eskvivalentno ([{49) ) sa

U“"‘EA{,&)UmE&{«\) za svako A,
adnosnoe sa
(10102) UTEL, U =Ey .
Dakle, ako kaZeno da su dva razlaganja jedinice, E, ikpy U
pitarnce ekvivalentna ukoliko nostoji unitarni operator U Lo
ko da Jje zadovoljena Jadnckost (lele2), tadc no¥emo redi:
potrebon i dovoljan uslov za unitarnu ekvivalenciju oneratow

ra A 1D predstavlja unitarna ekvivalencija njiihovih razla-

genjo Jadinice. Ovim zalljuckon nismo mnogo dobili. Raime,

-

proeblem odredjivonia potrebnih i doveldnih uslova za unitar-
nu ekvivalenciju dva operatora "sveli” smo nz problem odroew
diivanis potrebnik 1 dovoljnikh uslova za unitarnu ekvivalene
ciju dwz familide operatoras. Dakle, tvrdjenje da operatori

AlDd risu unitorne ekvivalentni gmadi tvrdjenje da (Lolal),

odnosno (Lelel), ne vaii ni za Jjodan uniterni onerator U e



Razlagande jeddnies

Céigledne Jo da je prakbidno nemogude provariti tadnost ovog

A 'n A
poslednjeg. Zato éemo nroblen uniterne eltvivelencije izloziti
minima koJji ne pripadaju teoriji operatora. Tad-

{ng

L LC

3 iti u ter
1

nijes: raéidono ncke kapskieristike operatora, koje nisu opera-
¢ nrirode. a ne menjaju so pri unibtarnin transformacijaw

borske
mae Da bi »problem bio pobrune resen, treba da korespondencija

upa tih karakteristika i skupa operatora bude 0boge

o1

nedju sk
trano Jednoznadna,

Usnovu za odredjivenje ovog skupa karakteristika Prolz e
voljnog operatora predstavlja navedenc teorena 0 speltralnom
razlageaju. Kako, u smislu te teoremo,y postoji vpotpuna analo-
sija izmedju normalnih 1 samoadjungovanih operatora, mi éeno

pretpostavlijati da su svi operatori sa kojima radimo samoade

Jungovani. Svi roezultati, koje éemo izloziti, vaZ%e (uz neop-
hedne izmene tehnilke prircde, koje su prouzrokovanc razlikom

izmedju realnog i kompleksnog razlagonja Jedinice) i zs nop-

nalne operatoro.

Lte2o Spekbralni tivovi I i IT reda
Heke je © Bulova s-glgebra skupa R realnih brojeva i no-

ko je M skup konadnih mere na B . Za meru $4 1z M koZono da
e petéinjena meri f, iz M (ili da jo panja ed 9, ), i piSemo
1< 8, alko je mera §, ansolutno neprekidna u odnosu na nery
Ya» tde ako jednakost ¢ (M)=0 vali za svako Me® za koje je
Sy=0 5 unesto §,< ¢, no¥femo pisati $2>84 » Za mere §, ig,
eZemo la su gkwvivolentne, i pileno Sy~ S, 9 8ko Jo §, <€ i

?14§4 ¢ 15tovremeno. Ofigledno Je da je ~ relacija skvivalene

cije u M , tako da postoji skup M|~ klasa ekvivalentnih me-



Speixtraina teorija Je2

ra skups A . {lase ekvivalenbnin mera sk pr My $3. elemente

sluma M/~ , nazivadeno sngkiralnin tirovi

-I-M

&3

&+ opektralne ti-

vave ceno oznadavabi isto kao 1 mere koje ih pererifu. Za
syvoim mery koj: gensrisde gpekbtralni tip § reéideno da pripa-

da tom spelkitralnom tipu. Relacija potéinjenosti nmera vrirod-

e,

ne oS¢ prenosi na spekiralne tipove: kofemo da je spektralni
tio i1 sa%éinden (111 manji) spekbralnon tipu S, s i piSemo
Si <8, 111 G, g’,ﬁ y 2K0 Jjo bilo koja mera koja pripada spelkh
ralnom Lipu 9& potéinjena svako] meri koja pripada spekirale
nom tip| %L, Gpektralni fipovi ¢, i ¢, 8u jednaki, u oznaci
§ =5, axo je Q<G 1 §<f§, , istovremeno, Lako je pokazati
da je < relaeija (parcijalnog) poretka u M~ s U M/~ pos=
toji minimalni element (to Je spekbralni tip menerisan meron
koja je identicki Jednclka nuli), dok nmaksimalni element, u
epaten sludaju, ne postoji.

Wexa su ¢ 1 ¢ proizveljni elementi iz M/~ . Sa $:%2
ili inf{fg;gz}, ozpacavacemo najveéli spektralni tip koji je
istovreneno potéinjen i spekiralnon tipu Sy 1 spokiralnon
tipu ¢, 3 83 §+Q, 4 111 BuUD{S,, §,}, oznaavademo najmanji sp-
cktralni tip kome su potdinjeni snekitralni tipovi Sy 1 ) @
Infimum 1 suprenunm dva spekiralna tipa uvek postoje, odnosno
Ml~ predstavlja mrefu. licfio se pokazati (11¢) , Xe2) da pose
toJjo inrimum i supremum svakop skupa koji sadr¥i najvide PTG -~
brojive muogo spektralunih tipova. Ovo ima za posledicu da je
svalii nodvrdde probrojiv skup spoktralnih tinova mreze M~
ogrenican elementon te mrefe.

Za dva spektralna Tipa §, 1 ¢, iz M|~ kaZemo da SU Or=

o meﬁ“ﬂ‘ﬂw

togonalri ako je inf{¢,,¢ }1=0. VaZi slecdeda
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faenonn 1.l. ([AGY 4 TW10,2.%) Coranilen chup uzmsjamns oow
. . - * o "‘J!fﬂ“" iy * A - . - " Foon
socenclain L oraszliditih od nule epektralailh tizova ime najviida

woaBI0five BReSo 21loNenatas.
Zoo prelavoline ¢ 4 ¢, €M~ razlilka ¢, -¢, delindse se keo
or ]

N i il i S ‘?t

clement CeM/~ vakav da je Infig,Q, =0 1 supnig,f,1=¢ ; jedin=

L3 e

shyonost elementa ¢ sledi iz dafinicijoe.

Dusadainis izlaganje pokazuje da Jo M~ ddealy ne mora
biti siavni ideal, Jjer u nreZi M/~ no mora vostojati noksi-
malni olemente. Hedjubim, oko za proizvoljno e M~ sma Mgl
oznadimo ckup svih elenenata mreZe M~ koji su potéinjoeni
clementu ¢, tada Ce iﬂ?lns biti Jjedan glavni ideal nmreZe M~
Kako u Mpl~ postoji komnlgment §¢-© svakog clementa Ge Mel~
i jednckost infis, s%§{€ﬁ§m-s%p§inf§G,Gé}} vaZl za sve G G, €
ei&gpmw_ixA,aqu.? znaci da je Mel~ DBulova s~algebra. Dake
lo, sveki zlavnl ideal mreZe Jje Bulova G-algebra. Daceno op-
Stije definiecije infimuna, suprenuna i komplementa, tako da
Eemn’time udiniti da i ditava mrefa M|~ opostane Bulova G-~gl-
~asbra (raszuns se, u odanosu na te nove operacije).

Jednu od osnovnih osobinn svalkog gmlavnog ideala daje

voorena l.2. (16) 5, §eXo2.5) Ideal mre¥e M/~ Jje glowvnd

Hit gt vollolie W b’

n‘ 5:'1
i
i o nar

o

al alzo 1 scamo ako sadriinrebrojivo mnogo uzajanno ortogge
salnih elemonata o nrode.

Kako nmroza A

———

~ » u oniten sludaju, nije zlavai ideal,

R
4

cnacdl da ona soedrsi Ronbiouun nnogoe uzajamno orbesonalnin olo-
manota, Sa O oznadine oi » ¢iji elementi su sve mozude fani-
Lije {G,} uzajomno cortogonalnih spektralnih tipova mreie M~

dzlea ge {%;E neki elonent iz‘ES i©® orolzveljni spelbralni ting

s :eﬁ%f:xmfﬁagiﬁga Kako je KQﬁ} sl uzajamno ortosonslnihn
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speliralnilh tinova. to Je 146, ! skup uzajamno ortogonalnih

spelktralnil tipova, koji su svi potéinjeni spektralnom tinu
53 ovo, prema teercumi 1.1, znadéi da u akupu {6,} inz samo naj

vise prebrojivo mnezo speiktralnih tinpova razlicitih od nuls,
bez obziro na kardinelni broj skupa 1§ 1 o Ovo, medjutim, zna-

;0jiy v oopislu definicije koJu smo dali, Ne-

14
b
o
03
3.3
> i
P
9.,.{3}
[
fe

*

ka cu §9,% 119§,1 proizvoljni clementi iz O ; reéiéemo da su

ti clemsnti ekviwvalentni, i pisadenoc i{ig:agiégg alko za gvg-
ki, spelbralni tin © wvafi Jednakost
sup B} = :3&113’%

gle Je G, = inf{G,S | ,Gﬁ;mmni‘%ca,gfﬁ o Lioko je pokazati do Jo =
relacija ckvivalencije, odakle sledi postojonje kolidnikeslage
jor:) 6/m o Klase elvivalencije, tJe. olemonte iz Gfm e DAZL-
vaéeno gpekiralninm tivovima I reda (elomente iz M/~ nazie
vatemo, kada Zelimo dao noglesino rozliku, 1 opektbtralnin ti-

porima I redal. Spektralne tipove IT reda oznadavademo veli-

] S Pl P AT I

kin slevima labtinice., & spektralne tipove I reda ordékinm slo-
VM

Ao Je R osonektralnl vip 1T reda, btada svaku familiju
101, Tooje pripada klesd ekvivalencije R, nazivamo predstav-

~dlon S snelkbtralno; Tinasy formolno pldeno

SN W om0 i

5up {3, §

e - ey W P S e £ ) ,:,._.. - - *
CLLdo, 9%0 JJo exvivalentoo, %¢=¢Wi£}u ako je skup {§,§ najvi-
cooowel o 20giv, Sada oupiC | moestoji, odnoone, btoda jo R speke

. o

crolni vin Toweda, e 19,1 Jo Jedno njegove rozlaganje na una-
Joand ortogonalne snektiolae vinoves tada, nedjutim, R sadr-

G4 snen speixteelni i giy{ﬁigmgu Dakle, svaki syekbtralni

vin I x»2da Je 1 egncktralni tip II reda; obrnuto ne walzi, Zae
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t0, XAt speixvralni ©in cznzdimo velilin slovon la tinice, to
¢o znacitvi (ako niSta nismo naglasili) 42 on mode oitiy kako

L, tako i I reda; ako Zelinmo da nazlaszino da je neXki spele
csralnl tip I reda, oznodiéeno ga ordkim slovom,

Infimim spektralnos tips R, definicanos sa (1a2.1),
spextralnog tina ¢, definidimo sa
(Lo2al) infiR,%} = sup{infig 4 9}
(odnosno, u ekvivolontnin oznckanc: ‘ﬁgm%}qgﬁ . )y kako je
84« § za2 svako <, to inf{R,9} uvel vostoji i to jo spektrale
ni tip I reda, bez obzira na to kog reda je R, Ovo nom dopus-—
ta da u skupu,eiha definidemo uredjenje: za spektralni tip
R, redifeno do je potdinjen (ili panii) spektralnon tipu Ry
L plsaemo R,<R,, ili R,>R,,; ako ncjednakest R, < R,3 va-
2i za sveki ospektralni tip §o Odavds sledi da nejednakost
G<R vaZi ako i szno alo je Re=6.

Da bi skup'Ga/ﬁﬁ bilo nreZa u odnosu na uvedenu rolaciju
& parcijalnos poretka, treba da inf{R,R,} i 8upiR,yR.} DOS~
toje za proizvoljne spoktralne tipove R §: R, = %rggfa
Jovi spektralni tip R definifimo na sladeéi nac¢in, Formiraj-
mo spelttralne tipove ¢ cgf;w S’; @5‘ za sve m?guéa vrednosti indeksa
ol 15 . Lake Je videti da jo {gﬁﬁg skup (dvoindelsni) uzajammo
orfosonclnih spektralnin tipova; spoktralni tip ¢iji predge
tavailk je iigsé obelefimo na R . Spektralni tip R' nazivane
presekon epckiralnih tipova R, 1R, : QmeIle Jednostavno se

nokazuje da Jje

Za spektralne tinove R, 1”Q kozemo da su ortozonalni ako Je

®,R,=0; ako su spektralni tipovi R, 1R, ortogonzlni, t.da
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su uzajamno ortogonalni i spektralni tipovi §) 4 g’;» , D3 8@
suprenmum (ili zbir) spektralnin tipova Ry 1 R, definise kao
onaj spektralni tip ¢iji jedan predstavnik Je fanilija Xkoja
sadrfi obe familije (S} i.%igg, i samo njihe Ako Je RR,F0,
tada najore definiSemo spektralni tip R;"m%?g, sde Je g;‘m?[%_,
~F%%§; lokc se pokazuje da jo R,R)7=0. Hada se supremum speke
tralnik tipova R, i R, definife jednukoSlu
sup {R,y R, 1= SUpR,, R, s

uriesto sup{R,y®,; PpiSe se i R *R, o Infimum i supremum nIo-
jzvoljnih spektralnih tipova ¥, 1i¥, ne zavise od izbora
njihovih predstavaika. 08igledno je da je RR, =R, K, i R*R>
=R,*R,, Ovim je pokazano da skup O/~ predstavlja mro%u u
odnosu na relaciju > o

Poznato je (1G] ,§%X«2.3) da svaki potpun sistenm uzajone-
no ortosonalnih oclemenata iz M/~ predstavljs bazu u Mj~
neka jo 1§/} Jedan potpun sistem. ilement RO/ y lkome pri
fpada familija.%if}, Je maksimalni elenont nrefe Ofjx~ 3 mini-
malni elemont te mrefc Je onad koji sadrZi nulti zpekiralni
tip. Spektralni tip R, zvaéemo spekbralnin tipom mreis O .

Tz v»rethodnos izlaganja je josno da za proizvoeljni spek
tralei tip R postoji spektralni tip R, takav da je

sup{RsRI =R, 1 InfiR,RTi=0 ,
Yto znadi da je ¥* komplement zcR u mre¥i O/« . Lako se
mo¥e pokazzti da za proizveljne speokiralne tivove R,, R,, K,
vazi Jednzkost
inf§R,y sup {R_ 4R,}i= sup{inf (R, 4R, 1, inf iR, ,R,1},

$to znali da.GEkm pradstavlja Bulovu algebru,
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U oven odeldiu uspostaviCono vezu izmzdju proizvoljrnos saw

roadjunzovane; ozerctora A, odnosno njesovos razlazanje Jedinie

c2 By 5 1 Jednog skupa spektalnin tipovas

3
L ]
£
oy
2
Lol

{3

» A proizveljanl sanmcadjungovani operator u 1 E,
niosovo razlasanje Jedinice. Za svelko xesl , sa
“LeBol) Fly = 4E,@=1"  £eR,
sdredijena Je funkeija koja Jje nenegativna, neopadajuia i nee
nrekidna sa leva, »a eondy dolkle, odredjuje Lebegovu maru . u
seuouw realnih brojeva R o3 22 tu meru kalemo da prinada opera-
;oru Ae Dakle, operator A, rponoéu jednaktosti oblika (lL.%.1),
adrsdjuje skup M, mera, odoosno odredjuje skup M, |~ spekbral-
il Tinova, na nedin koji je opisan u prethodnonm odeljiu ove
sluve; sa clemente iz M, [~ kaZemo da privadaju operatoru A,
ili, Bto Jo ekvivalentno, da pripadaju razlaganju Jjedinice Eae
L/~ w opdten sludaju nema maksimalni element.

1 sk do MU pobprostor nrostora % o Redideno da je potirose

o M inverijanten u odnosu na A ako je AMCT, $j. ako iy

. v . . - J’"_,.. - » »
re M sledi Axelil, iko su 1M 1 TU=HOoM invarijantni u od-

acou no A, kafemo da YU pvodd A. llodc sme pokazaetil da vaii

Taoroma La.de ( 1AY 4 §74) Dotnrostor M svodi A ake i sano

alke svodi razlasmnje jediniee T, operatora A (tJ. ako i samo
E,AyMCh 1 E it oot & teR
o Jo t) L1 e T za gvako te Jo

Zod somoadjunsoveno’ onord

;ora wazis: potorostor svodi ta]

cnarabor ako 1 samo ske Je inverijontan u odresu na njeza. Keod

L~

Mee) omerators A so gencratornin elomenton x definife se kao

CAR PR N R TR M-.,. b e g il il e ook i o e ‘upia
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najrnanjl potprostor od ® koji sadrii x 1 svodi A. Sa druge ¢
rane, = codredjuje opektralni tip $., koJji nazivame snektralni
tinom ciklidkos votprostora Moo ,

Teorena lede (4] 4 §33) Prostor ME» Jodnal jo skunu
svih elonenata dz X dblikakﬁa
(LoFa2) y= ] e dE@W T,

Sy
sde je £¢) Ivadrotno inbegrobilne funkeija u odnesu na §o,
tie £0)€L,(0x) o Preslikavonje definiscmo sa (Le3e%) Je izo-
netridlo preslikavanje prostora &,(f.) na Tix),

Nerosroedno posledica ove bteorens Je separabllnost vroge
tora ‘Wix) ( [2] 4 IIZ.8),

MoZe ge pokezati (81 4 §57) do jeo eiklilki votprostor
M) jednok zmatvorenju lineala obrozovenoeg nad elementina
EWx, teR
(Le303) ML) = LB, xeRY,

Iz ove Jjoednakosti Jjasno je da iz x,& Mix) sledi ?:x:,i‘i Cr o Obre
rute, u opiten =gludaju, ne vaii.

Cprerator A nazivano ¢iklicdkim ako postoji x.e ¥ tako da
jo o= T(x,) s Generatorni olement ciklickog operatora nije
jednoznoadnoe odredjen, ali Je Jjednecznodéno odredjen spekbralnid
tin seneratornos elementas Yadnije, vazi

Toorena le5e (6] 48Xelel) U skupu spektralnih tipova
koJi »rinadaju ciklickom onerabtoru A postoji naksimalini ele-
nment, tie maksimelni spekitralini tip I reda; svi generabtorni
elenenti i samo oni imaju taj nmaksimalni opekiralni tip. Skur
snektralnih tipovay koJi pripadaju operatoru A, poklapa se
sa skupom spektralnih tivova koJi su potéinjeni maksimalnom

spektralnom tipu oves overatora,
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g o “~ K. - o . » -~ *w Y
Liakxsinalni spekiralni u“wfik x0Ji privade cillidkom opce

ratoru A nozive 30 gnekirelni tin giXlidlor oneratorn A,
mmﬁm
sleCecs teorema refcve problen unitarne ekvivaleneije

Lo

ciklic¢lin operatora:

foorens 1.6o (U6] o T 104146 ) Cilklicki operatori A 1 ®

~anitarno su ekvivelentni ako i samo ako imaju igki gnoktral -
ni Tine
Pogtovljn se npitanje da 1i sey, u slulaju proisvoljnog

samoadjungovanog onerabora, problem unitorno ekvivaleneije

4

-
H

{

¢ resiti svodjeajenm na uniternu ekvivalenciju ciklidlkih

L

operatora, Qdgovor no to pitanje Gademo u slededéen odeljkue

Lste Projzvelini oneratori

deke je A proiszvoljni sanoadjungoveni onerators 04 Oge
novnos anodéaja je sledséa

Teoremd le7e (UG) , ©010.1.2) Prostor ® mode se 1azlow

2151 na ortogonalnu sumu potnrostors kojli su eiklidki u OG-
nosu na fo,
Lz ove veorenma sledl da se 1 s@m onerator A mode razlow
£iUi no ortogonclnu sumu cillidkih operators, Loji su oneraw
torom A inducirani na codzoverajulinm ¢iklidkin potprostorima.

Kezomo do Jeo A gperotor sa n koimalnim soektralnin tinom
NI bl o il " A S g SN b dap o i otloewiie ikl gy

iy e vy Ao ot Ay o i

L |
4

C alo rostodi x,< ¥ tako do je gx:;§ 1 zZa svalio xed , =,
vahi nojednakost 9.<C .
Toorema 1.8, (UC) ,8Xs3,2) Ako Je dim & =15y, tada ono~

-lil’

rator A, cefinisan na X, ina element malksimalnogz spektralnog

::'i‘

inae Cbrnuto tvedjenje ne vaii,

el

I u slucajn éo g‘a‘d.:z.m‘é’im&rn, vazi



Joorens 1.9 (UGY 4 Te1043.5) roizvoljni operasor A

3¢

mo¥s se razlo¥iti asc ortosonalnu cumu operatora A, sa uzsjamn-
ne  orbogonclrnim maksinmolnin spektralnin tipovima S .

Cvo, u noito druiédijim berminima, znocl da opsrator A

-

olredjuje razlasande Drostors ¥ no orvogonalnu sunu pothirosg-
bera "R, roji imeju uzajamao ortosenalne melksimalne spektrale-
az wipove . Svaki potproester K, sadrii sve i sanmo one ele-
monte in o 8iji spekbtralni tipevi su potéinjeni unektralncm
tipu §, o Eardinalni broj ckupa indelsa oL proizvoeljan Jes; ako
je ovad kordinolni brej Jednok 4y, %o znoéi do skup M, fm;
nerma noksinainog clencata, cdnosno {§,31 Jje opredetavnik spek-
tralnog tipa’QA IT redo. lada razlogoandoe »rostora "€ na ope
toronalnu sumu potnrostons ¥, nije jednoznadno, spektralni
tip R, jednvznadno Je odredjen operctorom Ae. Ako Je ispunje-~
ne nretosossaviko teoreme lod, woda je R, spektralni tip I re~
da. o, u svokon slulaju, teorom:z 1.9 daje mogucnost da se
onerator A razloii na ortogonalnu sumu operatora A, maksinal-
ner swovtralaor tiva (I roda)e. 04 posebnog znadaja su oni o-
neratori A kod kojih su svi operatori-sabirel A ciklicki.
Ak Je © spelrtralni tip koji pripada operatoru A, tada
nostodi cixlidki notprostor w H, Eiji spektralni tip je § s
wedJutin, 1 ondtan sludoju postoji vise uzajammo ortogonal-
nih cilklidkih potnrostory urneltralnog tiyﬁ.qa Skup uzajamnno

ortoronzlnih eiklidkih potprostora spektraln og tipa § nazi-

veno pekoinalnim ako u ¥ ne nostoji vide ni jedan ciklidki

Lt L R

A

pelorocier xoJi Jjo ortegenclon na sve nolprostore toga sku-

Toareng LelO, (U6 5 TelOefe?) Ovi nalksinalni skupovi

L i B R L L
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Pro1avol jni onaratori

Lol DowTrostora Supekitralnoeg tipa € nideno: oultt=we . Za
] - - - 7S
serator A kadeno do ino proght snektar ako Jjo multiplicitoet

catralnos tipa jednsk Jjedinicia. Ako je A

onerator i prostin spekitram, tada su svi operatori A, (koji

ncestye Ju U 2a kon njegovom raslaganju na ortogonalnu sumu

operatora so maksimalnim spekbralnim tipom) ciklidki; ako Jo
i dinA =&y, tada je 1 s3dm operator A ciklidki. Drugin redi-
md, Opt ravor A B2 prostin spelktrom, koji ima elenent moksie

selnog opeXtralnop tipa, ciklicki Jo (6] TelOslte2)s Jage

L
o T ey

o jo da svakl ciklicki operator ima orost spektar; odavde

sledi da, #ako Je A operabor sa prostim spektrom i nije cike
Licki, to znaci da u € nestoji kontinuum mnogzo slemenata Sie
ji spektralni tipovi pripadaju overatoru A i ortogonalni su.

Odavde sledi da su oparabtori so prostin spektrom obavezne de-

o

nisani na neseparabilnom prostoru. tledjutin, operator defiw

nissn na acseporcbilnom prostoru ne nora imoti prost spektar.

r

licke je A operator sz »rostim spektronm i EBA mreZa spek-

cralnib Tipova koji privadaju operatoru A, upektralnim tinon

spoktralni tip nrede C?Au Sledeéin

§thg§rﬁﬁﬁgﬁ‘A nezivaéeno

svrdjsnjen resava se problem uniftcorne eokvivalencije operato-

rIoosn prosktin spelbtrom,.

Teorens loll.(U4C)
su ekvivolentna ako 1 semo ako

y TelGoko5) Operatori A 1D sa prostin

S in jode

spekitron unitarno

neki spektralni tipovie

jckka Je A proisvolini oﬁarmtur-m.g i Spektralni tipovi

l——4
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koji nu »ripadaju. Lako Jje pokazatl da iz € <§§ ﬂl&&l‘MQ:gm%
(6] 5 § Kete2)e Spekitralni tip ¢ nozivamo homomenin (u odno-
su n2 A) ako jadnaka@t'vmgmni vaii zo svaki spektralni tip g,
sa koJi Je ¢, < ¢ . Jacne jo da, iz tozz Sto je spektralni tip

nekitralni tipv koji

m

¢ homozen, sledl do 30 homosen 1 sv.aizd

e je potdinden i da inme isti nultiplicitet kao 4 €.

Toorems l.12. (UG] y TolCelte8) Helka jo @ proizvoljni oo-

elrtralni tin kodi prinadn orperatoru As Postodi snektralni tir
G, koji je potéinjen spektralnom tipu §, homogen Je i ima is-

ti nmulvinlicitet kao ¢ 3 u skupu osvih ovakvih spektralnih tie-
nova nostoji najvedi,

Holka Je A proizvoljni cgerxtar?<35 mraezo spektralnih
tinova operasora A i'R. spektralni tip te mrefe. Za spekiral-

ni tip R II reda reéidono da nrinadc operstoru A ako Je FH?RA

(

Za spelkiralni tip R kaZenmo do je homozen (u odnosu na A) ako
gvoki spektralni tip I reda koji mu jo potdinjen ima iosti
multinlicitet .o K,

reorema 1.13. ({AC] , TelUaa9) liekc je R proizvoljni

spelktralni tip koJi pripada operatoru A. Postoji jedinstveno
raglaganio
(1etral) R "‘*E% ;
tekwo da $u7§i uzajanno ortosonuini homogeni spekiralni tipoe
vi go medjusobno reazliditin multiplicitotina,

Cve teorema vaii 1 u sludaju da Je R=R,,

Cperator Ay €1ji maksinmalni spektralni tip R, je hono-

son. nezivademo homonenin oneratorom. Spekiralni tip honomee

nog operatara A, $iji maksimalni snekbralni tip RA ima mul -

tinlicivet m,, obelefavademo sa mR, .
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deopenn lelie (JA6] , TelOoiel4) Homogenl ope rator A, sneke

3 Be no orbosonslinu suma my, cﬁeraﬁara
A sz prostom spelktron 1 spektralnin tinonm Qﬁa

Posledica cove teorcne Jjo: ako ja*%£ﬂ§ 1 mulbes s bada
A razlafe nz ortoponnliau o uiwukcakliﬁkih oper 2tora spekitral-
no; tina gg

Teorema _ma 1,1l 1 1.14 nokazuje se do vaZi slededs

feorema 1.15. ({6} , §X.4.4) Homogeni onerubori A i B
uniterno su ckvivalentnd alto 1 somo ako imaju isti spektralni
tive

v Se prodlen unitarne ekvivalenw

{,{‘*{

Glededlin teoremarare
ciJe proizvolinih operatorde

Teorona 1.1G6e (6] 5 Te1005611y TelCu.15) Proizvoljai
operator A moZe se nc jedinstven nadin razloZiti na ortoronal-
nu sunu homogenih onerntoprn Aﬁ ¢iji opektralni tipovi m aRoa
szadovoljovaju slededés uslove: spektralni tipovii%i UzZajammo
su ertosonalni, 4 multiplic citeti w, cu nedjusobno razliditi,

opektralnd. tim’R prolzvolinos oncratora A obelefavadeno
ate) §;vaQ, gua?qﬁ i'k. inaju znacdenje koje in daje prethodna
toorema,

Zeorana lel7. (WG] 5 Ro1l0s4012, Tol0,4.16) Proizveljni.
onersbori A 1B unitarno su ekvivolentni ako i samo ako imaju
1oti spektraini tip.

Cva teorema nmozZe bitl formilisans i na slededél nadin:
sotonun sistem unitarnih inverijanti proizvoljnog operatora A
dat Jje ajesovin spektralniz tinon z;?gﬁi{a

U siedeten odeljku pokazademo da relenje problena unitare

a2 ekvivaleneije dobija zgedniji oblik kada je dim'¥= &+,



Rezultatl koje smo do soda navell nisu zavisili od dimen

zije nrostera W u kome je delinison onerator A, Tokon ovog

N

>

c.2l3ka pretrostavlijadenmo da jo dim¥#=e, U tom sludaju, pre
na teoreni l.3, spekbralni tip

operatora A Je I reda; obelew

.E*: L

fimo o2 sa Q, » Prema teorsmi 1,16, A ge razlaie na sumu hono-
senih operatera Ay, ¢iji spekiralni tipovi zadovoljavaju od-
radjens uslove. ledjubin, Licko Jo S A gpektralni tip 1 reda,
to i spektralni tipovi operatora A moraju biti I reda; isto
taxo, is soparsbilnosti prostora # sledi da najvide jedan
multiplicit&%*ma‘moﬁa biti jednak v,y & svi ostali su konaé-
g’Am&Tﬁd(’;? M Shpe M FMy 1 G L K{b za o+, Ovo

znadi i da Jje skup indeksa o najviSe prebrojive. Prema tooro-

nl. Dakle:

ni l.14, svaki operator A razlafe ge na artogonalnu sumua ™

ciklidkih operatera A . snektralnog tipa § 2 AL ‘Z; o Uz

nadine sa Ay, ortogonclnu sumu oyﬁratﬁrabﬁaﬂ_za flksirana“m:
. "'*"4"""‘1 ﬁ. R ’

( 5 ) A{-ﬂ_\‘ %‘Acﬂ% " n >3 :

Clicslednn Jo éa wodi Jednakost

ek R
‘:l-aﬁug) A 2_____ 1&\ *

Kalo ou uauckbralni tinovl © uzmaamno ortaganalni, to je Aqgp

zo svax» M, ciklidki oncrator (WG] 4 TelOe4s4) sa spektralnic
tipon
(laﬁﬁg) (;' B Z.gaf, »
Mg en
Iz pozlednje Jednakosti dobijamo

]
- -

(3;-?59‘{3') | (;’(43 7 g’(ﬁ”} B 7

o nnope ¢lanova, zato Sto Jo

9
=%
{3
--:mj:l
-?,,.

¥
fode
3
&
-
.2
LN
<5
i—h
£314
&
)
H
{2
t:}"
f.‘I.J.
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- Lesaradiind slucad

Toorena 1a18e (U] 5 D610.%.13) Oporator A, definisan u
apilnon prostoru €, moio se razloiZiti na orbtoeronalnu

L

~gmu nejvide nrebrojivo mnogo ¢iklickih operatora A, ¢ijl
- okvralnl tinovi su Jednoznadno odreddeni 1 zadovoljavaju
cntov (LeDsft)s 112 (La5ab) vraﬁmnmvla% potoun sisten unitore
i omsratora A

o
t e : g~ o
In -\:'ﬁ i-h- :L'* 1“? j"‘ bl b

l-i

Rezlagoniu (1.5.7) eoperatora A odgovara razlazanje nroge

corn W nn ortogonclnu sumu vobirostora TUEL) eiklidkih u

LOnesu na Al
’ ALK \mﬂd
(LoBe5) W= ) ®M(ER)
YL 4
zodovol jene je Jednakost ¢, = Ceny 22 sVako ™ U razleganju
M AW

(1.5.5) izbor generatornih elenmenata %,, %2,, .eo nije jed-

snodno odredjon,; ali su jednoznadno odredjeni njihovi sp-

"'"‘*1; Dt g g oy
A %}.‘m ul;ﬁ@‘@”lu

Jestevljn se vitanje da i se, u slucdaju dim¥=4r,, MmO
wr dolezalbl feorens analozns feorenmi l.18, Neka je, dakle,
din'd="v(5 posmatrajmo razlazanje operatora A o kome se zovo-
riou Peoremi 1,106, Tora hiti zadovoljon Dar jedan od slededa

s 19 3 ‘o - T 4
Gys uslova: 1Y bar jJedan od spekbtralnih tlyﬁva'ﬁa Jje IT ro-

f-22

Q e - - -
2; 27 bar Jedan multiplieitet w, Jednak Je 4y, . Ovo sledi iz
boga &to, zbog separabilnestl ciklidkih potprostora, u svakon

razlagandn prostora b na ortogonalnu sumu eiklidkih potprose

44

cora, wmora biti kontinuun mnege elemenata. Rasudjivanjem, s1id-~

nin onon u L.5, dokazuje se slededa

vaorema 1.19. (L6) 5 §Xete5) Overator A, definisan u noe

Separoabilnon nrostoru ¥, mofe ze razloZuti na ortogonalmu sue



Lo DDGNCINALING T2UlL g3 da G

nu najvise konftinuun nnogo cneratora Ay B2 prostin spektron
Cijl speletralnl tiznovi R, d&ine jedan totalno uredjen skup;
veiskun razlicitin spekbralinih tinova s*upa~{@hwg nejvise Je
nrATroiiv. Saup iﬁQﬁQE cini petpun siston unitarnih invarijar
i onorabora A,

Problen unitorne elevivalencije omeratora  ekvivalentan
Jje, kao &to Je u I.1l pokazano, problemu unitarne elkvivalenci-
Ja cdgovarajulih razlazanja Jjodinica. Ovo znedi da su svi na-
vedendl rezultatl mogli biti fermulisard u terninima razlasen]
jefinice. Xz ovogs, nmedjutin, sledi sledede: ako znanmo do ne-
ki "obJoekti" Jednoznadno cdredjuju razlazanje jedinice proge-
tora ., tada nam pozmavanje razlaganja Jedinice daje infor-
nacije 1 o tim objektima. Upravo ove bide iskoriséeno nri pre

vcovonin sludajnih procesa,



o Osnovni pojmovi

i
A

Glava TII
SLUCAJHT PROCSII 84 OTPARABILIIN PiIOSTOROH

L L L2

ITels Osnovni noimovi i definiciie

"

U ovo] glavi izloZiéeno najvaZnije reozultate spekiralne
teorije slucajnih procesa drugog reda koji generifu separabile
ne Hilbertove prostore.

Yeka je {S2,9 ,P) proizveljni prostor verovatnode; prete
postavljademo da su sve slucajne promenljive definisane na tonm
pRostoru verovatnode. U ovej gluvi sa '® Cemo oznaditi skup
syih slu€ajnih promenljivih x za koje Jo Ex=01i Bix{ta oo |
Sludojne promenljive x,ve® za koje je Pix=yl={ smatrademe
identicdninme. U} skalarni vroizvoed i normu definifienmo sa
(Pulel) (e, =E=Y , k= (E1e1?)?
raztejenje izmedju x i:; definisc se sz megnu Pod konvergones
cijon u # podrazumevamo konversenciju u srednjen kvadratnon,
odnosno, w torminina Hilbertovilh nrostora, konvergenciju u
normie. Skup ¥ Jjeo kompletan u odnosu nz uvedzno rastojanic.

Ga X={X(1),r&e K t, K-gikuyr kompleksnin brojeva, obelela-
vatemo sludajni proces drugog reda, tj. sludajni proces ze
koji je EXO)=0, EINMWIT< oo 23 svako xel o« Ovi slucajni prow

cesi, zavisni od kompleksnog parametra, nazivaju ge i sludajnc

&



t
£
L

LenpoLraniinn preoyon L

polja. Podskup skupa sluéajnib poljs predstavlijaju oni sludg;
ni nrocesi koji zavise o roalnos paranctra. Iz izlaganjs ko
ja slede videée se da ga sludajne procose 1 zlucdajna polja
vaZe isti resultati, a Jjedine razlike u tim rezultstima poti-
¢u od razlikoc izmalju-realnih 1 emnleksnib brojeva. Kako su
definicije, formulacije i1 dokazi Jjednostavniji za sludajne
nrocese neso za siucojna polja, w ovo] 1 sledeéin glavama ra-
difems sa sludajnin procesima; rcealni paremetar éemo obeleZaw
vatl sa t i nagivadenmo go vromenonm. Prefpostavljacemo, iz sl
itnin razloss, da su sve sludajne promenljive prostora X re-
alne. Smatrademo da su svi sludajnl procesi definiseni pa &i.
tavoj realnod osi.

Ga LX) domo obeleZavati najmonii potyrostor od L ko
ji je penoriscn elementima X() 4, 4eR 4 tje zubtvorenje, u od-~
nogu na normu definisanv sa (2.1.1), skupa osvih konadnih lie
nearnih kombinacija ¢;XE)+c M)+ -+, X)) o aode ¢ 4ER
za k=i, inm Je proizvoldni prirodni broj; dakle

2ela2) WXy= LLXR) , teR]Y,

XY Jje Hilbertov prostor. Hajmendi Hilbertov prostor generi
gan elenentina A8) za »<t 4, gde jet proizvoljni, ali fiksi-
ran, roalni broj, obelefavadenmo sa HX;+t)

(2e1e3) AN E)= RIX(A , skl

TX34) je, za sveko teW, Hilberbtov prostor. Odigledno jJe
ROC3E)CROK 51, za b, <ty 1 ROGHE) CRIX) 22 sveko to Uveds

no sledadco onnoke

(2.10) R(X3-o2)= () RUGH),
(231.5) KX -0y = FAxXs) g A<t
(2e1e5) HXy++O)= M\ (N k+ L),

230



RS Ognovai pojmovid g

OG- o=yt K)o Ao Jo Y1(X3-=0)=0, kaf%eno da je slucadni
proces A pobpuno nedetorministificl i1i yrermleoran. Troizveljni

wp

sludadni proces nmofe se no Jedinstven nadin predstoviti kao
orgogonalna suma jednog deterministickos i jednog potvuno now-
deterninisticirog sludajnog procesa (6] ). Kako deberministid.
ki slucajni procesi nisu interesantni sa stanoviita teorije
verovatnole preftpostavlijatenc, u ovol i sledeéin glavama, da
su svi procesi pobpuno nedeberninisntidid.

Nokom citave ove glave pratpostavlijademo da ovi sludaini

L

proecesi zadeveljavaju i slededli uglov:

(:7) A Je reprekldan za svalu vrednost paranetra t, ti.
X(‘i‘) =z Y ol sMe ("C ﬁ»}wlumnmaX("{:’fﬁ}* 't&TR
f - () Wt O
Ako uvedeno oznake l.iefe XH-R)=XE-0) 3 Lelom, K+ )= X{E+0)
b - % O £ e O

taca poslednja jednokost moZe da se napifie u oblikus X{)=
= XH{-0)=Xt+0), Lako je videti da je uslov (&) dovoljan da
Jaednakesy
2ale?) WO 4-0) = (X3 +)
vazi zoe svrpio teR,
Uperator projoktovanja prostora € no potnrostor Hy od
& obele¥ovodemo sa B ili sa“P o Gpecijalnoe, ako je

- F

W="8(X 34), pisatzmo BH) umssto %ﬂ%ﬁj » D8 £ Cemo cbelefnw

J
%

vatl familiju projekitora ) z- sve reslne vrednostl t: &=
={EQ),t€R ] « Lako je pokazmati daft predstavlja razleganje
Jedinice vrostora HX) . Kako je zo svako+ prostor "¥{xj4)

Jedmoznadne odredjen proceson A, znali da proces X Jadnoznal-e
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10 odredjuie raslsgande jedinice | » Ovo nan daje moguénost
doo gtmegture prosters HO, a tine 1 sfm oroces A, proudavamo

woriscenden neteda 1 resultata prothodne plave.

- L, ™ - oy e 1
Liaz. bido-franerovn dokonpozicijs. Sopekbreini tip s S 1 U
AT R e e T e, ol a4 U T . e P Do e A e et o ol o et m M, A R

{

cajnon procagso

Pl e T 20 A - P A

Henonredna poslediea uslova () Je serarabilnost prosto~
po YLUQ B de Cvo, proma teoremi le.8, znadi da u nrostoru
HCO) postojl element asksinalnog snakbtralnoz tipa (u odnesu
nn pazslogonie Jedi nlae'i cdredjeno procesom X). Isto talko,
pmultivllicites svakos spelkttralnog tipa (koji pripada razlagse-
afivians E, )ne konader ili Jednck <N, , odnosno u svakon
castosoajn prostore X)) na ortogoazlnu sumu potprostora, cik-

W

“wilh 1 odnosu na £, ima najviSc prebrojivo mnozo elenenata.
Koiewo doa sludajni proces X ima ortogonalne priradtaje
ako Joeduoiost
(X () - Xk, XEE) - Ny =0
vaEl 2o ave vrednooti <t &, 4%, parametra t. Ako za proize
voljne 3N} sludajol proces ¥ = {Fu)téRY definifemo sa
(2e21) Ay =E, W%, teR,
Loda je loko nokazati da.jafi.sluﬁajni ovroces sa ortosonslnin
nay ofigledno Je H(B)CHRK)L R{E3H)CH#(X3%) 2za

ko t. Ea druge strane, prema (l.3.3), (#) je najmanii

L.:'-

f
v
LA
Lui.e-
:3

noloonter nrostora ) koji svedi rozlasanje jedinice E;K
I
Logodirgd o we Zalio Jo

1(3) = L{EW=,€RY,

a, pramt {1.3.3),

M) = L{E(H 2, teRY
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b dildo~Xromerove dekopmooisija il

¥ Q?‘

SO a3
el B A
fﬁ...:‘u,,-ﬁ": e S S EJ .
- - w=-"l P ; » Vi:: > g %, -
Dawle: caklackl potnrostor gensrisan elementen & polklana se sa
-y .

ol e e o . - - .ﬁr w3 M: - e -~ !
srostoron processa T, koji Jo definisan pa (2.201). Ako "M(sgt)

(2.242) TAz5e) = TL{E > ),
so3a e ozo proces £ valiti jednolkost
M(est)=H{Z54), te L.
Gludadnd proces ézmﬁﬁ&ﬂgtéﬁi.naﬁivaéemo ciklickim (u od-
nosu na razlagenje jediniceL ) ako postoji z2e ¥ Z) teko da Je

TV (2 )= T ) oCisiedno je da jo slulodni nrocess, definison sa

u‘u
(fﬂqﬁﬂﬂl)g CLL ifﬁkﬁ# 11 Qdﬂ{)ub{. Il‘:l. i«#}’\‘k
Loma 2.1 Svakl sludojni proces so orbogonzlnin prirade

. ¥ . N - ‘:r " ;ﬂ AN S 2 -~ —
Sodinz je oilklicki. Obrrnute ne vasla

L ]
h ]

u o gy or T = .. » - n;_'.-.- wt =-a 4--‘ LT :" Pl el
Docews devos dela fvedjenia sofe go nodi uw lihale Da ecilw

»

1i¢ki procos ne mora imabi ortogonalne nriradtaje vidi se iz
grededss prinera.

Primer 2,1. Weko Je sludajni proces 2 eiklidlki i neka Jje

e () olencnt za koji Je KiZ)=M(z). Svaki element iz H(Z)

Wi 32, prema teoremi l.4, nopisatl u obliku

+ w0

JpodEgeos, gere dy(S,).

Doxde, sa svakoo Eaﬁi nogtoji fi?kcija 3Ct§*)e§%ﬂﬁk} tako da Je

zc-gcwjga«z:,u}ﬂ%cum,

- gy

Ciigledno Jo da Jednskost jg(éd,w)b{{ﬁu} g({ “}i{:(‘-&) O ne

ne vrednosti €, ¢4, <1, (J::W}:th{“)ﬁﬂl

-

Loie

2iitd sa prolavol

L ik Jq.. n- Iﬁ I *ajh
TN TR

r©

- vy d
&R ) maranebra by teko do £ ne mors bitl proces so ortosonale
nin priradtajima,

liciza je X nroizvoljni sludajni proces. Reéidemo da spel—
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- e Y - L] y .,..‘,..ﬁ il * Pt L4 *
Lo ommeiasn, ekainsdri spokibralni tiv oreizveljnog procoesa
{
L ] - y n - Ty - ﬂ '-jn- Fia " - . ~ i ;
Seoiovle Co mofizimelmon apslabrolianon tipu nrele NI, i, gde Jo
T - - j

) - - “!“ » . , m" * . L. . . L - -
\Th, o miowr ovidih o spektrelnih bipova kodd orinadagu nroees K.

s § . i, i - Py — "y ] 4 4
@Y LEUATL W/eASNnG 1 DIVO 3LVie

7a proizwoljns siudajne procese X i X, kaZemo dea su uni
oo obwlvolentnd alo Su unilborno ekxvivalentne njihovoe roZe

- .
e

lesania jedinice &, 4 By « Uz osaove leme 2.1 1 teorcme 1.5

:..i-ﬁ"

y e eyiemer ey Fim 5

T opeon Pels Cwldd M9Y ) CAklicéki sludngni procesi XW i

[TETUE TR, ORI W N L R L

Yo oanihoono st ervivalontnd alzo 4 sano ako ingju isti speke
AT & 3 A e

e

ator ¢ije postodenje tvrdi ova te

Cla

Ve de U undgorni opor

- » - - a" -
oromag o niz niksikeo ne sledi da jo lﬁHw*LHQKU za na koje t
Teom LTocsaanon bvrpdi oo Jecino

W= UTE, WU, tel,

e e e e o MO0 ), U beoroni 2.5 datemo dovoljne uslove

o yoniod s unitoraen apomatera Us RIK - H), takvos da

Unton Ja Y sroizrolind sludajnl proces iiﬁlprﬁizvaljni
v e nroohors <dX) o VaZi jednikost
(2. Ry= By x), +ERY.

Getese, moda DL oneztojoo elamem‘; xed, ¢X+0, takev da je x L

i
[
#
i
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t L -
e Lol ;.

- * * uy - P b 'fuf e . -y o » - " " R "
2o bl osledllo da Je w60, dto je mozude joedino u sludaju da

o e ) e 23 o . . Fyey h
Towslly ROUD GO BunrovTo pretpostavel. Tinme Jepokazano da jede

L

AY proizvolinop slulajnos nrocesa X mode se,
socma booreni l.13, rezloZiti na ortogonalnu sumu N (gde N mo-

20 DLTL pricodni brej i1li Wy, ) podprostorz eiklifkih u odnosu

coneratorni olenonsi g0 ey Ty 0dradjuju ooektralne tipove ﬁqg
s w ey §,, KOJL zodovol jovraju uvslow

S o 3 . R

\_’:}.@aan} ();1 R Qi ey g{\f )

a beod M e Jednesnadno olredjon. Ako procese Eﬂwﬂfa,ZL defiw-

ainalrostinn

2 () =Ey @) 2y, TER,
tada su il procesi uzajomnmo ortogonalni i imaju ortogonalne

oriradiejos Kako Jo R(Z,)=M(z.) y m=4,N, jednakost (2.2.5) mo-
wene naznisati u obliku '

(2:247) :;{(mﬂ%@*mu)}

odakle g2, zbom (2.2.2) 1 (2.2.3), dobija

N
(2.2.8) R =2 @R 1), £eR.

w4
SRS S - _— Y OFLL can g M A e i - . *
Zoo grclzo v glomeat AN aode se vredstaviti koo suna svojib

ity m——

nuogelizi da no oD O3tone }J‘i(\%‘ﬂ\)? e ﬁg”n Lo (x..m:?wl'x) sledi da

TonL ma svako AN . Bto znadd da projekeije vrocesa X na

ST, ANy mredstarlie eiklidki proces. (vo, prena tecoremi
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njesov spolkitralni tips Node so pokazatl ([») ) da obrnuto ne

ILL:5He Komnlaotnogl fanilids > _funkeidn

LY X L [LoNERS e e T e B LR S s DR LT ST “uumaﬂ

g

Helia Jo F={(Fyoauy ty) proizvoljni spekxtralni tip i
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b

e wmadt do Je (2,2.72) lida~Eraperova dekompogziclja procesa

Yo Zacaije fomo videti do obrnuto ne vaile

TI it “ononidka J cisto ¢igto kana kanonidko reprezentacija

o g v A T Sk BT W A

o

Heizn su Z,yeee,7%y uzcfanno ortogonalni sludajnid procesi

L

sa ortoronoininm priraitaiima i spekiralnim tipovina koji su,

B S

23300, Joinoki g%ﬁaf.ﬁqvq(aﬂnoﬁna ?a,g,.gg )3 ncka su, dalje,

%igﬁﬁu' SEE R, wed 3‘¢n?1&,u-uw %cﬁiawv£§ familije funkeija

rrla A

tolve Gk R, Ned F) za srokote W A w A M o Slucagni pro-

Ueonn L. o {2.4,1) kononidka roprezentacija procesa X ako

Sl -

e ok ke L sveko Ast o vaZi jeﬁn;koat
-~ ' - LA
*{;’f._ ath . 2 X {“ﬁ}}XL{) = %_ S {’» & “)d% (wy,

LSl Wt



o {‘mﬁw "'"““"l"i fﬂwtl ;:Iﬁ :ww::uk:xf‘ E‘“ Gv'i

w‘ﬂmhm\w?m

{
H
e
.
Y

= *?: B 4 ¥ E g L 1 - . e - Y -r- . » h \._
shomn 4o da (2.001) Sisto konoaldlia repwenspoacija procesa X
A R W “MW«.‘*H& A o e e W .
. r - . S ;’j ™y rﬁ % u 3 . j ....‘*' - - - . ;? . i e ,.!;...-
RS B 13 € IPALIE S T } O TEARS S R0 A 5 i A N ¥ i,_;_ﬂ,fxt_lh!:} B,
i .o w

.
PR S g

I - #\.J/C P o . ey bl o f‘*'m s N "’b P W

v o et l'i' e ?‘ - — U ) 1

-."'l:: B iﬁﬁ',.)) _:f (.h '?*‘v"" !'rr fma M‘TK j 'I..-iiF -!-} w ¥

e .
JE 7y . . —t :., r' ....,'f . -H: L - ~1":M1-?"-\ b XL " “‘ “H. f"\“} T _,.-“ ] 2 : }-‘ -
TOUA WAL v e s s et BRODTIANG QI G[:;)L.'}ﬁalﬁl.ii; BLUCSJRLAD TROCRLL S&

swnosonclnin priradiaiine nozivame lnovicicndin v PROCESon Proce-

ki i A P

p——— F —
l"‘-.s"l - A ! :!‘l - .i. 1{‘ b _"' . » - w . - B " "
so 0y pAemo 2 eiE cwe g, )e Inovaeloni proces daje informocie
"4

o lojs Juwe wooodsiu Jedaclontl (2.4:%), jodnoka infornzciji

odi dmg: sin nroces K. 6o Je N mulbtiplicitet procesa Ay a
-el) Jedno njezova diste kanonicka renrezentacija, buda

-

guntaeija procesa A Je 1 éisto kanow

<.
78
.ﬂ'-?
:—"‘
R
: 2
i

&
G
#
5
3
G
el
i
!‘“ﬁ
{l-l-lf;
3
{2
N

ke obrnubo ne vaZi, osin kadn je M=4 u disto kanonickoj re~
nrozenbasijie

Svalce cisto hopornidlke reprezentacija process Je 1 kanoe

-+

nidla; oHrnubo ne vaii. Pogt.vwlie se pitanje da 11 se iz kano-

{2

Lde

o » b 3

alcke moprazertacije mrocest no¥e dobiti njecova disto kanonide

et

ko roprezentacijae. Tre negd sto odzmovorimo na to pitanje proe

LF

GG dens nolte agobine kanonidke 4

¢
Vovrpns 2.7 (1 al) Heka o A= (Z (29009 M) inovacioni prow

W G iR g

-

cou process 1L acka Je proces X definis.un se (Zefel)e Ropro-
zontaciin (T.%.1) procesa X je kanonidka ako i sano ako, za

ot Wt (¥X3t) svedi rozlal &ngw Jed¢axcﬁﬁi nrocesy e

i

5V

Po.ledicas Ako je Al)= gﬁi&k Weld vy ,1e R, kanonidka re-

AT S T T i o B LR,

-

sresenbacijia progesa A, chda je npoces X eiklidki.

vy

g_,

,
et
.-

orona 2.2, ([a)) Heka je
x&}ﬁgeﬁnug£gmyﬁkﬁﬁ¢

anonidln peprazentacija procesa Xe. Yada postoji proces 7 sa

-

"«-‘45'“:]'?"&{* 113&-3: ‘E}I“J- t‘“ almh} tm{*ﬂ G. Jﬁ

e

X (4 S P, wydAU) | te R,

sto kancpicke reprezentacijo.



5% Sepoxrabilan prosior T o
$3ato kanonidlha reprozantacija procesna Xo

Sokes ove beoreme zasniva se na tome da je proces A cike-
15805, na se gonoraborni slement prostona HX) nmo¥e dobiti
weadsriovanjen generabornaoy elensnta prostord K{Z) na R .

" * '3:‘ " w
7 osiaiadn Met ondije necudée ne analogan nalin od komondce

W
e drhici disbe Zanmenidku revrezentaclju. lialns, Sak 1 keda I
o
Ce N (L) = g ft %)5{2 {u} -&:QR
;;' S B ﬁt,‘a‘f ”\TL
i

on pevmezentociia nprocesa ¥, za svako n=d, M, re

el

iosto kononicka,

o g d

¢

T Tie% zledi: ako je (2.4,1) &isto Lanonidka reprezcnie
2 )

ol
Ede
{3
ct
O
g‘
Q
S
b
{3
2l
o
H
0
wi
H
O
&N
B
<
e
i

cija procesa Aq za svake MWLM,

Lone 2.2, Ileka Je Zm{%i%}.}%e’@‘g ciklicdki sludajni proces

v am e b T M b T

iia

—_— S S {3 P ay ot ey
spalkbralneg Thpad §e LQGA g%

D5 § = sup g/’“'{,?g .

te®
53z §a My spe ektralni tip generisan clomentom £(4)

Doear. Pratnoshtavico do jednalkost (2e446.5) ne vazii, ti.

L [ Bt M i

) eka
(2000 | ﬁu};} {/«L{._} """",f“ < g’ .

MUY tako do 3@()’ m;m‘ zeneride ¢lklicki potpros
oo HUED Bijl meXoimulnd sgml:‘tralni tip Je .. Kako se 'TH(x)
ansbodi iz onih i samo onih clemenata iz H(Z) ¢iji spektral-

ovi cu potdingeni spektralnon tipu (. 1 kako je, prema
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tada Je \Q“"(“%X o

Dokar. Do bisno ovo poltazall dovolijne Jje, prems prethod-
noj ftoexnenmi, da pokoieno 4o Jje

(2.6e%) P )7 E Ry 5 teRL

3

Alko xeW. todz MP X=Xy po Je Ey %ﬂ?’ o = ‘E&Hm za ovako teR 3

med jutin, kako ™M svodi E., to je Ex-&)m&-m y DA Jo R E W=

Eyic  za svako te Ro Dakle, iz pretpostavke xeM gledi jed-
nokost ‘?;r B, (F)ac =Ty ) ?3' & za svako teRo Ako xe s PACYICRE I 7 T

: . . e
da je T,x=0s pa i Exﬂ-ip \“:‘r =0, te 3 isto tako, zbog E, WM < 5

ag b

iz well™ sledd L e)e T, pa il TpEWx=0g 2R, Dakle, i ako
g . N . . - o .
e M7 el jednalost ?f"{i_s&}":ixa-r)m - mx&‘-ﬂni,%ﬂ‘ia Aonacno, ako je x

f{x) , tada se on moZe napiscii w obe

Tikn e, o pde el e M7 0 ona Jo UE Eﬂwﬂayﬁ)m

WA
Wy ozmopvako TER, Time owmo pokazali da vaZi jode
=r e Iy — P I *> s Ly
nolinet {£.5.8), cldnosno da jo k§¥<@xa 83051

HJowz se pokezati (W) 4o ovo poslednje tvrdjenje ne

velid oo pretpostavke da T svedl Ty,
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G ooniter sludoje no mofe sce nista retl o odnosu spekiral

w0 gimora €, i€, sludajnikh procesz koji su vezeni relacijon
; 3

o

Joorem sena owe cLowo pretpoostovlijalino da svi slucdadni
sooeesi zadovoljavali uslov (19). Tej uslov je obezbedjivao da
familijabﬁx projektora bude razisganje Jedinice prostora KOO
Ove poslednizs neorhodno Jo ove dok Zelimo da ispitujemo struk
turu procosa mevodama apclktralne teorije operatorde tledutim,
usiovr (1) owerbedjivan je 1 separubilnost »rostora ®IK) , Sto
prodotovlje veona jaku pretrpostaviu u najvedem broju rezultalb
woje smo naveli, Ja druge strsne, separabilnost prostors SR
ar starovista opekitralne onalize, nema nikekvog znadaja. Istc
Lolns, postoje sludojni procesi ¢ije familije projektora pred-
staviiaju reslaganie jediniece, ali koJjl, zbog neseparabilnos-
=i ol i nrostora. oo mogu bitd proudavani na nadin izloden
c sorlavidues U naredno dvae poglavlja baviéemo se prou-

Sayandes Sedne relativno Siroke klose tekvih procesa.



Uyod

Glowa IIX
Ol RYOR A CLUCATUIH DROCTSA Wi

Al oPARCBILUETIL PROCTORINEA

Ixisd Yvad

U oveld slavi bavideme zo proudavanjem klase sludajnibh prow
cesa koja Je znabno Sira of klose koju smo posmatrali u pretw
hodnoj glavie Reomultabi kojs smo izloZili u prethodnod glavi
predstavljoée spacijalne sludajeve 1 posledice rezultatz koje
Como ovide dokauzstie

Pratpostavljoaiemo da ou gvi sludejni proceci regulaerai i

da su sve pludajne promenljive definicance na iston prostoru ve-

rovabtnedo,

-

Cznovas kavokteristilks sludajnih procesa, koje sno poge

srechodnod glovi, Je separabilnost njihovilh Hilber-

iy
e,

L] [ ]
o -t'_',‘_: VR nA T .‘3
RS TSRO AN NS R § 1

tovih ooostora. U weszi sa tim nmogu se postaviti sledeca dva

Lk

sitanic. fevo, an 1L 1 do koJe mere uslov (i) moZe biti oslabe

Lien, o do Tilbertov nprostor, generisan slucajnin proceson, i

2alie vude separaszilan? Drugo. 42 11 Jje noguée uslov () zome-

cdtl nezdm slabhijin usiovon koji nems za posledicu separabile
wons ofioporcraiudes prostora, ali jo tokav do dezvoljova isplie

Livenge procosa netodant srpektralne teorije operatoral
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bl

Gilsdszdo becorsze daju oldzovor no prve of dva pitanjs koja

Sno pord nostavilie

wep " - - ‘ ) - » -
Toopene B.1. delo Jo X=iX(4:,veRE sludajni proces kojl
Gosroljowe Jednskesy

(2.1 Lodeme XLE-Ry= N 5 LER
Rt +0
Pestodl najvife »robrojivo mooge vrednosti perametra + za kow

okaz . Heka Je 4, proizveljna vrednost paranectra © za

L

koje X+ ne postoji; mogu nastupiti sledeéa dva slucdajas
1% postodi niz (t,.), vrednosti parsmetra t, koji opada-
judi konversgire kat, kada wrew, 1 tskav je da odgovarajudi

niz (“iaw}}m yrednooti mnocesa X konversira ka nekod slucaj-

b

ng] proxenliive] Cu

WA

yrednostl parometra t, koji opadae

1 jednakost lim Y X&) = oo 9

B A VY

Ato adka t=1, ima osobinu 1%, tada éemo sa e, 3 AEA]
o

o -
DY ma syelri pin 'i‘t ")

¥

Ll

jﬂ&i Sl VFrdﬂTﬂ Kﬁ'{cg Vo

\."i

ornaditi shup ovih sludeinib promenljivih dobijenib na nacin
opliion 4 10; za pyaku takvua vrednost paronefra < definidimo
sladole wolidinags

G (20) =l m’;ﬁﬁ” ol Aoed\,

Gt,) = sup 6, ytta).
XNode M
Tolilivn 66Y  zo one vrednosti parametra t, koje imaju 0s0-

oinu 27, definifino pa Gh)=oo,

Zevknostaving dao tvrdjienje beorenme ne vazi, tj. da vred-
costiocaperotpe r, g2 kode desna gronidna vrednost ne poshow
i Ame Tontinuum mnogos ze gvako takvo+t postodi GW) 4

elki> 0, DPostodi €50 tako da je nejednakost ©HE>6  zadovo-



Wby, rigl

LR

>
,=a
E

U

TS
i F

raridnosth so lova

P

tdeaa zz2 kontinuum nmnogo vrednosti t {(Jery; ako bil, za sveko
©>0, nejednskost €I>€  pila zadovoljena za najvide orebro-
jivo mooge vrednosti t, tada bpi 4 onih t-ova za Zoje XrO)
ne postnjl bilo najvide pmb“eaym IMono, 5to jz suprotno pre
atnostareil) . Dalie, postoedi ceco broj + takoe da u intervalu
11,24) ima kontinuum nmnogo vrednosti t zs koje Je SQ)I>6
(jer bi, u protivanom, znadilo da u svakenm inbtorvalu [A,ivh),
=02 4,50 , .00, dma sano najvide peebrojivo mnono te-ova za ko
2 je ©W)>6 , a odatle bi sledilo do ik i u R ima prebrojivo
Ma070. 450 Je suprotno vrebpostavel); neoka Jje [i, 4ot} takav
intonval. rCokazademo de postoji vrednost tie {1, ,i,¢4) takva
da zz u swako]j levo] okolini to vrodnosti nalazil beskonadno
mnozo t-ova za koje je ©t)>% ; zaista, kada ne bi bilo teake,
znadilo bi da u intervalu [, 4t.vi) ime sano najvide prebro-
jivo mnogo t-ova sa osobinom G106 ¢ Bto je nemogude (naime,
aio je { [igti-E4 bovd)0<E<d{ gkup svih levih okolina od
AsrA u kojina ims sano konadno mnoge te-ova sa osobinom G@)>6
i ako Je i"‘mﬂiga(twéwﬁ) , tada Je %= (, , Jjer bi, u protivnom,
znodilo da postoji leva okolima od u*, sadrZana u {i,,(*), pa
finme 1 leve okolina od 1,44 , u kojoj ima konadno mnopgo t-ova
sa osobinom G&)>% , a to je suprotno definiciji broja v¥).
naklet +° postoji. Kako jo, prema (3.2.1), proces X neprekie
don so Leva, znaci da Je

1eiome K(E)= XX,

R e A Y
Gwo znacl da Jjo, kada Jje -+ u dovol;jno nalod levoj okolini «
ypzdnoghi 4:%3 zadoveljenc nejednakost
IX@) = Xy < F

Critom, kao 3be je uprave pokazeno, sveki t-niz, kojl rastite



Ligseparabilan prostor Tilet

v or L . o i . n »
s1 Ronwergira k2 ©, noZe bitd izabran take do za svaki nje-
3o+ element t wvaili nejednokost ©>G  (svaki takav niz, pre-

ma fuspetl 1), node bitl tokev da uw njemu ronma vrednosti +

o~ r . " G # i K . - §
a8 osobinom 27 ). oy 8o tew, bada 1 za sveko L'e(:4AY) vae

e e

i I}; 5 C M:iw.mi:;u fuk

& b

dolziz, poslednja nejednckost veZi 1 za svaki niz kojl opada-
Juéi lkorvergira ka <0, Prema tome, za svako te.o va¥i

WX~ Lodema XD | < §
e 0
a odatle dobijano

Gy = sup | LedamoX) — LolemeX"){| <&,
ot At et 4 O

50 Jo nowmozude, Jer jet tadks za koju Je S&W>+ ., Time Je

Seorens Cokazans., LD
Primedbe 1. Analizon dokaza vidi se da gornja teorena

vaii 1 alto se pretpostavi da proces X, umesto (3.2.1), zado-

voljoeva sledec¢i slabiji uslov:s X{H-0) postoji za sveko teRe
Teorena 3.2 Neka Je slulajni proces X neprekidan sa

levae Liggednakost

(362462) aim (R (X 5 ++0) @R 5 +)) ¢ &,

radovoljena je za svako +eR o

Dokoze Ako za svoko +€R postodi XU+0) , %ada je nrostor

P ey ol R

220N rﬁtarubm“wﬁﬁ pa Je i nejednakost (3.2.2) zadovoljena za

Frrino ,» Proetpostavine, zcto, da desne granidne vrednosti

oy
\'«'{ W
prooest A oro posteje bar za neke vrednostl parcmetra +, Heka

e

e oy prolaveljao vrednooh p&rameﬁraf:; pretpogtavinmo da

lfj E"

(3.2.2; ro void zat=%, odnosno da je
3a2s7) aim (O er0)e R(X -Lc;)\)"«f &y

Heka ja, Inljes iy , rell joedna ortonormiranc baza prostora

L] -#F“}



Al a4 “Hi 1__ » . jm o -
ITiX ez Leprekidnoszst oo lova b5

hd

SN 3,0 @ RIL gte)  (card=9) 1 neka Jo 1x,,9e)} skup sluw

aih pronenliivih bakvih do za svako veN postoji niz thﬂ

£ -

LI R M ey e . » .
,** , 2 ﬁi{*,} mﬂﬁ} e 3... w1, :aﬂ.,a y\ (\«}Cgk'g} *
-kﬁ}k”‘"‘.}”;‘ 'JI--O

"-'"'\*..‘*" .. "_..': - - _ - . . s o PR o w2 T L . e .

Vomedinoo Caoomontodl vrednost poremetra t,tvhte . fakva doouw roe
- e e ey W wpatra 1 anrey 1 i Trad b4 ud
oepsnnaclil nrocosa A gvokod 12 rog ckolinl e cCnoSEi uc

g . .. SRR VR dHm T e At % o "

shrede Fowtinuun mness elemenata boze Yxl, aeAl. Pretpostavime
Te ko atde wodpo, olroasno Go oz gveko (>, ) pogtoji njegova

leva ekelxmh,g%fﬁfiiﬁ sadriiona v {%gﬁﬁlg takva da u reprezen-—

taciji wrocesa A u tod chkolind udestvujs najvise prebrojivoe
mnozo elemonats bage; za proizvoljne T (>, ) uofimo skup

§ kg1 o O0< &<ttt njegovih levih okolina, sadrianih u &, .4
i bokvin do u reprezentaciji procesa X u svakoj od njih udes—
tierdo argvifie prebrojivo nnoso elsmenata baze, Definilime t

"

Tadnaleal Ay o dng (b -€Y 3 mora iﬁi*ﬁmfﬁ (Jer bi, u protivnon,

(e &t~
vesdnosy + imale osobinu da u reprozentaciji procesa X u gva-

o

i1

koj njenod leve] okolini udestvuje kontinuum mnogo elemenata
baze, a za to je prevpostavijenc da Je nemoguée), & to znadi
da u reprezenbaciji procesa X u intervalu (%, ,%t) udestvuje sa~
no prebrojivo mnogo elenanata haze, odnosnoe da  prostoru
£t rR)@(nyt,) | 0<Ratt,,
sripada sano prebrojive nnogo elenenata baze, odakle gledd
ain (R0 4,70 O (K3 4)) =5,

5te Je suprotno pretpostavei (3e.203)e Dakie, opisana vrednost

' o » % .
vapsaeseat postodis obelefimo Je sa t o, Kako Je vroces K nee
prekidan g3 lova, bife leiome X)) =XW") za svaki niz (. ).,

P A0
koedi ractudi kanverwlra ko +% e iloZomo pretpostaviti da jJe



tezadano soda do za owako Eyo  nostodi Ve (g ,t*] tako
(3s265) LX) =X ) < &

bie do za melo £7E.70 i srako Ve (k.4t'] nejednekost (3.25)

£_
3
=

W w * i b % ] - e
rahi seane za wredrosti intervala (4, “gﬁﬂ koji je sadrian

\ . ke - e - -

u (%, .4 |o Uclimo lzve krajeve t, " tik intervals za sve vred-
v M 1 % N vk = - - »

nosti v et 1 avelislkoe Je "}W >, o Brodt definisinmo sa

noma LINL TN (Jer bi, u protivoon, postodelo e (h:‘tl? L g
ko da Jo -+, <t <t , Hbo znafi dat ne bi bic infimum, to ni-
je moguce), a to znadi da postojit™™ tako da je za svako
e (b, t"] zadovoljena nejednakost (3.2.5) za £=¢., a to je
suprotne protpostavel koju smo nopravili. Time sno pokagali
do po sweko €30 postoeji Yoe(4, %] telko da je nejednakost
(%e2.:5) zadovoljzna za svako te BU,{: )‘ja

K‘a}::r:s vaii (3.2.%), znadi da Jje za svako vel i -dovoljine

veliko V. zadovoljens nejednakost

(54247) hoey =X, Y1 4 &

"
-

1
@
i

o toko e fiksivano €30 1 svako AN postoji N, tako da

ek T * " 5% Ae o : ’
Yy € Le 8 22 koM 5 b znadi da je nejednakost | Y(H**)-Xik, Dl
“r madeveljeona za svalo koW e Odavde i iz (3.247) sloedi da
S SToRG e wRzL

(Bo2e8) R )= 5 | € ™ )= Xl O+ WX ) = e 2

e o . _. A %
(5e2e9 e R AR RS (C PR TR R \D NS e S
2 5ve Yyuel . Kalto za svoko €>0 postodi +7e(t.,+%] tako da

/
vail (5.2:8), odatle sledi da za svake £>0vaii (30269)e Yo,
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L0 Deprekidnost sa leva 49

to impliciza jodnokost ¥,=x,. 23 9ve Q%ﬁ&jfﬁ g50 je nenogube

shos pretpostavie card A=SY,, Dakle, mors biti curd A=y, 0d-

nasno vazi (5.2:2) QD

Prinedbs 2, Jazne je da 1 ova teorenm: wvazi ako pretpose

el Y T, . VL cwmmm

(i1,

povino , ne &2 Je procos A repraiiden sa lave, neso samo da
njesove love gronidane wvrodrnostl postoje za sveko teRo
i3 npoposvedan poslizdica teorema 3.1 4 5ele

Toowens 3.5, Heka je X proizvoljni sludajni proces ta-
Fay da XH-0) postoii za svako teRae Prostor R(X) ovoga pro-
cest Jo separablilane

Dekls, separabilnost prestora WX) je potreban uslov za
neprekidnost (sa leva) procesa XK. DLako Je pokazati da 8] ug-
lov nije 1 doveljan; isto toko, moZe se pokazsbti da separsw
pilnost ne obegbodjuje Sok ni postojunje levin (i desnih)

prsnidnilh vrednosti procesa A 23 na koje 1te W,

I7L.%, Reslatandie proizvelinos slucdainom proeessa
7a sludajini proces A kaZemo da u tadkit dobija incvae

ciju ako Je RN 3t~ R} 4+R) za svako R>0. XaZemo da je

[ T ]

oo inovacija disgkretna ako nije zadovoljena bar jedna od jedw

nakastl WY 3-0Y =% 0GL) = H(K 3£+0) o« Kafemo da Js X sludajni
nroces sa diskrebtnim inovacijama ako su ave njegove inova-

» - hal

cije dislirotnos

Pegrena 5.4, leka Jje A proisvoljni sludzajni proces. On

se mo¥e razlofiti na optogonalnu sumu sludajnil procesa X,
1%, , tekvih da su medovoljend uslovi:
(2) "H(X, 3£-0)="R(X, ;) za svako t&R ;

(pY X, je siludajnl proces sa diskretnim inovacijama,



50 Hegepareblilan proston TEIs5

n 5o oas gy > — by, e
Cricene raziosenice je Jedansfvens,

Dokaze Helko Je
(Bs3+2) £, Xty ~ ¥ _ )E‘{\H:‘}-, “’(:&W.P

»

RN

2,
neka je, isto tako, pobproster Jf, definisun sa
= HXye s, .
Sludajne procese X, L %, definilino jednckostima
W 4y =Pe XY, L @y=T, ), te®R.
’{’i{‘ Q\’ \:)-34 ) i jf}_. ”
Kako je R =¥® S, 4 to je
(5¢5ﬂ5) X {4} = X,ﬂ(’{} M Xzf*{") > telk.
Procesl X, i X, su ortogonalni zato &to je ¥, LY, . Kako Je
Xy 5%) ::‘Pqux 4) , teR,
o Je
Lty =R %(x;be)@@ LA}, R,
sde Jo ¢, definisano sa (3.5.2) Nﬁdjutxmﬁ x, &f, , pa jJe
Plek LF, , odnosno jwy{_ x k=0, ofekle sledi da Je |
1
8O 54) =R WX 4-0)= RN 5 £-0), teR,

DaXle, mroces X, zadovoljava uslov (a).

vo svoko t€W wvaZzi Jednakost )
(BeDet) X () =Py AL ’%-"-.-!\%_’Mﬂxtﬂ
zato Hto Je X(lx, zz uxt , Odable sledi da su Jjedine ino-
vacije procesa X, oblika X,H)-F ?ng;hfﬂ- ), a svaka takva
inovesija Je, zbog (3e03.4), ja:ﬂnaka?’iﬁﬁ%&xg_%} o Dakle, pro=—

cas X, moadovoljava uslovr (be

Pozetimo Jedinstvenost razlagenia (%e5e3)e laime, ako bi

(5oBe5) W)= ) S X)) keR,

o3 jedno razlagenje opisanog tipa Procesa X, tada bi

o
e
O
Q.



dadeD Rozlazsanje nrooens 51

zboz (3e363) 1 (5.5.5) bilo
X ) = W ey = ) - X W), teRy
fubim, posladnia jednnkeost no moZe wailiti, zato E%o pro-
PUED S S BRI SR zadovoljava uslov (a), dok proces
"”“%=ﬂﬂﬁwﬁ¥y4§ﬁﬁﬁﬁé¥{§ima Licioetne inovecije. Time Jo jow
dinstvenast rozlazanda (3:5e5) poltazinge ED
Ppaledica 1, Ueke Je X procos za kojl je =€ 1 X} za sva-

 WE e AP o ﬂ-hWHH Al

ko4t i sve wsit, Tela Je X, nroezs "belog suma’, odnosno zado-

i

voliavs jednnkost (X, () , %, («))=0 zna sve £ 1wy t+u,
2 2. b

Peglodica 2. fieka js X proces za koji granidéne vrednos-

i

ti X(:~0) L X(t+0) postoje za gvakoteR, Tada Je proces X,

neprekidon sa leva, & progces X, ima najvise prebrojive mno-

go (diskrotnih) inovacijas

IITe4e Uslov (SI)

Iz Jednalrooti
(Balkel) X(£-0)= X&), teR,
sledi, kao Sto je posnocto, Jjednakost
(Balte) KK £-0) = R(X3+) , te R
a ova jedoakost ina za nosledicu da familija.Xixmﬁgxggke?RE
projektora »rostora KO na HK 34) 41eR, predstavlija raz-
lasanje jedinice nrostera RBX) o vedjubtinm, uslov (3.2.1) je

dovoljan, 2ali ne i neophodan, zZz Jednakost (3.4.2). HOZe oo

dn su ond u izvesnon smislu ekwvivalentni ako je X »nroces sa

+ Fu

crtogonalnin prirvasiajinma.
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Topdienis 3.5s deka je Z={Zi )s 2 eRY slucajni proeces sc

AR L, e e bt Y S meronm St v T

wodlnim nrdraStajina, takayv da £{t-0) postoji za swako
e, Ao do W a-C)=H(Z 34), tada je Zl-O\="ElL).
Dokan, Drebpogtavinmo da Jednokost WL j1-0)=%(Z ) va-

W

Y, ali ja £U-0): 204, Zake ZH-0) vesboji, znadl da Jjedna-

+
Tl

wash 2o -0=1 .7 ,me Ay
e s 4o
- . ¥ o ¥ o . ¢ v
wonver dre rnt o Zhop orvegonslnosti priraitaja procesa £,

vati za svoki nis ()., koji rastuéi

L

(e~ 2., ZE))=

vali an sveko v L oaveko lk=daliewsy43 kako je skalerni pro-
izvod vepeokidna Jurnkeija svakog svop argumenta, bice

hin (200~ L)y ZE])= (20~ 26-0), 2=

W 2w c::u:::::e

2 k=4 2,000 o Ove zZnadd da Je razlika ZW)-Z-0) ortogom

vy

maloa o svaka £8) mooadt y a odatle sledi da je £ {+)~£H-0)
ortomeralns na H{Z34-0) o« Polto ZW)-Z(-0)€ K(Z34), ovo zna~

L

i1 da postoji element prostora K(Z3t) koji je ortogonalan

na #{73%-0), a odatle sledi da Js K(Z;t-0)+ H(Zst), Bto
Ja suprobtnoe prebpostavel. QED
Daxle, sa slucajni proces % sa ortogonalnim priraditajin

L)

i leve pranidne vrednosti poastoje za svako teR, uslovi
EE-OY=Lt) 3 W(Z 3t-0)=323t) medjusobno su ekvivalentni,

Slcdelim prinsron pokazademe da Je, u opstem sludaju, uslov

W

(Be+.2) tako slab da ga noZe zadovoljavati i slufajni proces

Dadi wrnerise nesenarabilnl prostor,

e

Iirer 5.1. Heka Je sludajni proces X definisan na slow

3 . 0, €< 0
(Botta3™ Klt) = 4 (B={B),1eRY Jo "beld
D(sinlt>0 um™ )



TiT W5 Uslow (J01)

aly
1

Wl

Ofigledno Jje da leve i desne vrednostl ovog procesa ne poshtoem
Je ni za Jodno tP 0, ledjutim, jednakost UX34-0)=%(X3;t) va~
ze ovolo te R, Zalsta, Joedini element koil prinada prostoe-

ru H{{3t) s & ne nmora prino aatm L prostoru WR(X4t-0), Je sle~

*Ahﬁt f\({ ""é}{ E.uﬁx:iﬁ ; ﬁ-ﬁ ka}:a J':E

(5&"-:‘«}‘{{") A ( i*l*z?{mff‘{:) =T (3?1} !ﬁhihﬁ% )m?}( 310 'ﬁ_“ ) s 4 “}

obe -

- Yomb - b h-w‘\.

i ﬂhﬂ-?; <t oma o k=A,2, ..., to clonent X( e o odnosno gle-
Iy "'~ M']: B | a

ment X&) , orinada i vrosteru (X 34~-0). Sa druge strane,

Yalko H{X) ssdefi ontinvum mnopo uzcjamno ortogonalni slue

-

Cajnih promenljivin BW), ~d<susrd , wvazi Jednalkosk dimaﬂX¥w£¢$
Prinebtimo 3 slededa, Iz (Beb.2) s8ledi da Je &Q ;&)= "H{X)y
odnosno &a Jje ceo prostor W(Y) “skoncentrisan" u nuli. Lako
da, neddutin, konstruisatl proces koji dobija inovasije tipa
(3453} na Jednom prebrojivon skupu tadaka,

Neke Je ) proizvolini slulajni proces koji zadovolJava
usiow
(S1) WX t-0) =d(X3t) za svuko &R .
Postovlia se pitanje da 1i s ovakay proceos moze ispibivati
metoedana gpekbtraine teordje lingornib oporatora, 0dnosno Mew
todenma kojims sme u prethodno] glavi ispitivali procaese kol
su zadovoljavali uslov (). U spektralnod tecoriji jJjednu od
osnovnin uloga ina posbojande razlagania Jedinice prostora
HK) o Koko uslov (BI) implicira da familija £y Jeste razlaw
-ongde Jedinicoe, ta Jo odgovor na nostavljene pitanje oéigledno
souibivan; tvrdjende 3.5 ima 2z posledicu da Je funkeija ¥ (&),
lefinisens sa T,W=1E, Wy =l" ,4eR (& je proizvoljni element iz
WAK) ). neprekidna sa leva, odnosno da indueira meru na R,

Prodmet nader proudavanja u oved i sledeéod glavi blde slie

LT

édajnd procesi koji zadovoljavaju uslov (SN).



U citaven daljen telstu ped slulaiaim wrocesom podrazue
worndemo siludadni proces koji madovoljova uslov (SH) ( dime

3 0e T dntindedds i orosulbeti prethoedne glave, u kojima

L

M auu'&.;-.m..-,.phqu-

niie divelimao oniifen uslov () 1li separabilnost, vade 1

-5
% .
5

sadne nroces? koji sadoveljovaju sano uslov (SH).

5. Tcke su X 1Y proizvolini sludajni proe

r - :H
Bpan vy Ta s
PR ji el
Y ¥ lrd iy, e e e N

chzluia dva syrddengs ou ekvivolenitnas
ﬂ et B S N T . . . 'f
1.7 ojo pebouno petfinien procesu X

G T . PN T “
2 Totreostor 3O 3t), 20 svako téR, svodi razlaganje

[ -+ S L - - "'LJ-
QECAILLOS Ly TTOQACETR Ny

LI

Dilargme (vddd ilthal) Pretpostavino da je proces Y pobpue~
no pobdéinjen procesu X ; pokaZime da H(Y3t) avediEy za proi

aroldns LER. Z90g Jedam:osti WX 38)="R(Y;4)® [R(K 54) 04
kojo wveZi za svako 4, imanos
B, ()R(Y54) =P Y502 (Y ;min §s,41),

‘éﬁ(‘\’
¢l da Je nmpmsto'ﬁ HY 34y invarijantan u odnosu na

Ey o Oodm toga, ake xe HiY)aUllrit) i ake je 4,45+ , proizvoe

1jno, oda Js T2 syt 0 PR comu x4 KIY)SK(Y34); no,
3

B = s 5) Paccs Sy *"%J RRCTSPRE
gato Svo Jo RIX g SV (Ga) A PA{( . ) x=0 I}akle, iz e K YD)«
aa.

Eyltyx e wt(‘\}Gaf(‘*g ;4) za svako 4, Time smo

naanal i do Y +) svedi E‘X a2 gyako teR,
cowtpostavino zada da RIY 3t) svediiy za sveko teR g
el Lodm 2@ U0 s Rt 4 Extfs)[ﬂ?(x’)@ ‘}{.L‘(;—{:ﬁc_

o 0RA Y za sveko 4 o Kako Je Ey RN 3£)CR(X34) i

S ROV 3= Y 3E) y bo Je (Y3 OR{X54), t€R, Dalje, sko

je e AUty y tade Jn, zbog invarijontnosti prostora



TZT.5 rrocstor generisan procesoen 55

KXY Ky 54) " Exf;t)xm(}, odnosno XL W{X34) o Ovim je pokaza-
no da jo proees Y potpuno potdinjen proeesu X,

Posgledica. Heka je A preoizvoljni sludajni proces i aluw
¢ajni proces za koji jo dim®(Y)< 4w, Proces™ Je potpuno pobe
dinjen vrocesu X ake i samo alko postoje uzajomne ortogonalni
sluéajni procesi Ea,uwa,ggﬁ(bﬂje prirodni broj ili ,),

L e RUK) ym=t M,teR, i familija funkeija (Gt ,u) L€ R, et}
1z Lo(F)y F=(F) yeneghyly ) =1E ma JteRy m=A M, tako 4a Je
xﬂumfiﬂgmfuyi%(ujjéeR

m’ﬂ.& el

kanonitke reprezentacija procesa Y

Ill.0. Osobine prostora sencrisanom sludajnim proceson

Tvedienie 3.7. Ueka je X proizvoljni sludajni proces,

Sledeca dva tvrdjenja su ekvivalentnas:

1° Prostor W Je separabilan;

2% v KX} pestoji element ma!:simalnog; spektralnog tipa
1 sveki element iz ®(X) generifie gpektralni tip Siji multi-
plicitet nije vedi od ¥,

Dokaze (vidi ili1e} ) Heka Je dim W(X)=4v, Tada u svakonm
razlaganju prostora ®(X) na ortogonalnu sumu eiklidkih pote
prostera ima najviie prebrojivo mnoso elemenata, pa dakle nag-
vise prebrojivo mnogo njih sa istim spektralnin tiponm i naje
viSe prebrojive mnoge njih sa usajamno ortozonalnim spektral -
nim tipovima. Time Je pokazano da waji 2°,

Pretpostavimo da va?i 2%, Tada, prema teoremi Lelo, RIX)
moiemo na jedinstvem nadin razloiiti na ortogonalnu sumu pot-
prostora sa nenultim uzajamno ortogonslunim homogenin spektrale

nim tiynvima.ii, Sidi.multipliaitetiﬁm&_su nedjusobno razli-

¢iti. Uzajamno ortogonalnih spekbralnih tipova ima, prenc te-



willon prostor ITL.5

oreni l.1l, najviie prebrojivco mnogo; kako nejednakost m «by
a%i za svoko «, znaci da se W) raezlafu na ortogonalnu su-

mu najvide prebrejive mnoze eilliékih notprostora, pa je

dim H(X) =4y, | QD

Tyrdienie?.8. Da bi u prostoru H(X) sludajnog procesa

nostojoo element moksimalnos spektralnog tipa potrebno je i
dovoljno da u skupu ©, bude najvile prebrojivo mnogo uzaja-
mno orbtosonalaih spekiralnin tipova,

Dokoze Pretpostavimo da Je z<¥(X) elenment ncksinmalnog

spektralnes tipa procesa X s Dakle, skup ©y Jje ogranilen, Ste,
prema teorenmi 1.1, zZnadi da u njemu ima nojvice prebrojivo
mnogo uzajamno ortogonalnih svekiralnih tipova.

Pretpostavine sa&a da u Gy ima najviie prebrojivo mno-
0 uzajamno thowaﬁalnmh spexbtralnih tipova. Te spekiralne
tipove obeleZime sa Qisglgﬁaaf o gvako “=h,l,..0 DOsStoji
%L&“}ﬂ(‘:{} tako da je Q{:Q_&i o PotDTOStori “md@@ s 4 42400y BU
ciklidki, uzajomno ortvogonzlni i imaju uzajanno ortogonaine

gpektralne tipove, DaXkle, njihova orlbogonzlna suna Zﬁ®7ﬂiﬁa

%

ki potprostor sa genaratornin elementom z= Eiﬁga Za
svaki element e W(X),t'#x 5, Jo 0.< 8., &ime je dokaz zavr-
G0N D
Proces koji ima elenment nmaksimalnog spektralnog tipa
ne mor:s generisati separabilan prostor; za neseparabilnost
nrogtora, u talkvom sludaju, dovolino Je da bar jedan spek-
tralni tip koJji pripada tom procesu ima multiplicitet v,
Tvrdisnie 3,9. Meka Je X sludajni proces takov da u R
postoji element maksimalneg spekbralnos tipa. Ako Je multgx&f

<&, ma svako +<R, tada je i multQ <& za svako xcHX),



Pouocmd enl T i gy why g e B s I o o
5 L ey T ke e, Y e g oy
..E. *!\.Jw ¥ Ao -I'.w LT Ry u-q:-u T Aﬁ{.wm e E B - ke

Ny g ey o e ey g w533 SN “ .
Dokon, Freboostavine do tvrdjenjic teowenmz ne vazi, tj.

W R A B =

i
'

', ; b - T4 v D -
vEd, rozliditi ofl auls. &iJl spektral-

i P e ntee K ,
dao n AU) postoje slemd

{Z
Yo

ni tipori imaju multipliclivete Jednoke &y« Kako je skup speke
tralnih tinova s ovonm osobinom egraniden (maksimalninm spelte
tralnim tipom procesa A ), To ma& 1 njina postoji najvedi. e
Ta Je, dokle, xe¥C element S1ji spektralni Tip (x ima mul-
Tanlisiiod ;aﬂnak<ﬁq L za svoakl drugl elemont ='e R(X) s 22 kow
< §oe Ho meoZs za svalio
gnadilo bi do o = L X{) za svikoteR, odnosno L ¥®{X) Sto
je nemogude., Dakle, posteje vrodrosti parametrat takve da
ne vazi relaeija §yyt Ve All, ni za jedno +&R ne moze bitd
pyr Bl dn fome mledilo da Jo nulbe a to Jo

?Kﬁb St 8 - J BXL) g J
suproinse prevpostavel. Toome tone, postoje vrednostit takve

e inf ali nije >, Takwvilh vreodnosti
da ] agm}yg b0y de Cy S Qe Tak sti
more biti kopiinuum mnoge (Jer bi, u probivnom, postojso bar
jedan ¢illidki potprostor, spekiralnog tipa €. , koji je orho-
ponolon na AX) , Sto Jo nemogude); obeleZimo ih sa AL,
h{ﬂm © i ” _}\QA : ot »

o Dallle, za sveko je gx&h)ﬁ) S’m;q}‘, gde Je S’m}f,@m
%vhqquﬁx%oa Proudinmo medjusobni odanog spekiralnih tipova
ghghﬁfkg A¥o bi u skupu {8, ;>N bilo kontinuunm mnogo ortogo-

nalnih spekbralnih tipova, to bi znadilo do u KXY ne poastow~

ji elepent maksinalnog spektrselacy tipa, a to je suprotno pr-
abpostovel beorenes Dakle, u skupu {8, , €N tina nojvide pre-

wrojive mnoga ortogonalnih spektralnih tipova, Sto zaadi do

sultiplicitet bar Jednog cd njih mora biti oy, ; obeleiimo

saj spekbralnd tip sa qk o RAXKO Je za svako gﬁ: zadovollena
A

jednekost mult ¢ =%, {Jer Jo ¢ 4.@ i mulse_=4,), znaél da

A
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Dokio, B gienend abgwj zodoveljona je Jednckoesy mul"cg?‘i =
X (k) )

=XAyy ©02 Je suprotno pretnpstavel teorcms. Frenoe tome. zeise
iy w2
T Jo mulio by zo osvelo mme BOO QED

Tyndizate 3,10 Geka Je X preoizvoljnl slulajinl proces

2t M A AV 7 ol

L Q prodzvelinl spekiralnil tip oveg procesa takav da Je
(5:51) I:’illl“t? zz
pgobanon 4o Jodnakosd

(%e5.2) ain( 5 (K54 m@wx;m)m“

M)
L3
I
‘: ]
o
;..::
{“’}*
k)
A
ﬂ

vadt ma ovoko 50,

Dekaze Inm (3.5.1) sledd 43 je din WOG==, Pretpostavine
tyrdjenje veoprows ne varil, tj. da za sveko LeR postoji

L

LrOtako da Je

(565a3) aim( W (4t L) Rk &j} S

Heks Jjo 4, proizvoljna vrednost peranctrs . Posmatrajmo sku;

avih onih veednosti B> 0O za koie Jo dim(‘;&{{y; -%;.ﬁ&)@’:&{(x;—ta))m

noka 2 %, suprenum skupa svih tih vrednﬁgtiquRO‘bi biloe

ﬁﬁ{axzﬁ to bi znadilo ﬂ&‘ﬁfmhﬁi@ ima osobinu da je za svako
~y i sederelions Jednakoct dim (‘éfﬁi}{, L, RVOR(Xs ka\))mm;e&x sto Jje

sorobno pretpostovel Ao za svako-t postoii A>0 tako da vo-

P

i3 (3.5.3)e Dakles: Py=oo s Ovo znadi da Je din(! RS R 5)) =

*“%%ﬁﬁ s7akotsR ¢ odnosno da je prostor ¥XK) separabilan, a
o do oonopuée, Qi

| AV |
T
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conucto Je (18

. madovoljena Jednakogsh WX pi+Or="8{Y; t) 3 node cak
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bikd ﬁim&iﬁ;;&;ﬁﬂ@?ﬁ{ﬁ;%;ﬁméwbﬁ a da i u bodki 4=t, proces

,F - " - . . o " -~ u
Ao budsz nentelkidan, Blededinm primeron pokazadeno da slidnu

cooblon dnagu procosi koji zadovoljavedu uslov (ON)e
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X =X DS e b -y > e - ixa™,
pacdi da morma [ XED-UEI noZo biti ulingdena prommv01dm
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Glava 1V
RUPREZENPACTIA SLUCAJTNIH PROCUGA KOJI
ZLATOYOLJAVAJY ULLOY (S11)

IV.1. Uyod

ek Jﬁ;u proizvolind sludajni proces {(koji szadovoljava
nglov {Sﬂ)}g iko je dindb(y=4&¢_ , tada sz teorema 3.11 svedi
na teoremu 2.2, u smislu da tada teccema 3,11 daje moguénost
dobijanja Hida-Kranerove dekonpozicije process ga cenarabll-
nin peostoren. dedjutim, analognn Hida-Kranmerove dekompozie
cije mols so :i’;"mmalna; dobiti i kada je dimRIK)=R,; nonay-

Lioajern wosturka koji je opisan u I.5, pokazuje se da se, u
2

o »azlotiti na orbtogonalnu s

L‘Q{

ont siundzju, prostor KM, no

“ ¥ * . e .
s (u endton sludaju) konsinuun mnogo pobnrostora R, 4 xell,

»

bl

.
L iy

Coed
{

Ui
id

Ji snelrbralni tino-

s nroctin spelbron (u odnosu nat ),

Pl W, aAS, Sdng totelno uredjen skuos
T AVANER R R - &
{%{#{"j{‘)ﬂiwﬁzghf L;.,‘ ) Hha ’}Rﬁ. ) Ar? Mg, —'\,.,‘»;3\1_ o
[ ST AR
(oo e zieontaviion dn Jo andeXs-siEuD A sotelno uredjen i da

fo oo donde o ndemn dzomordne sa uredjenjen u siupu Y@AQ
sAr proces ¥ wredstavija se kao orfogonoclna suma xon-
Sinaun onogo Proeesa sa nrostim opektrom Sijl spekbralni ti-

Aovi &iane bobalno vredden skup. Dakle, pitanje reproezontaci-
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1o orocesn i nvoedl o, w wrvoen ol oo pilionic reoprozontae
3 procosa s. proatin speklbmos; o zmatin oo pitanje sunmira.
nia vroiovolino nuezo precesa sa nrosiin oSpektrom, Hedjubdn,
rocopa ga prostim spakbtrom nemow-
cude o dobiti zobto Sto ortogonalnu baza prostora takvos nr
cogn ino ardinsial bood Xond iﬁuum s Frivom, Iada govorino

J4° wminlinmo na reprezentaciju sve

koo alemeorta procesa {pa 1 svekog eolenenbta prostors gensris:

(|
noz tin rrogeson) pexodu elemenasa Jedney iotog skupa cillic

L3 L] - - w g+ u* T .. u#,. . g g -'!M' t ifﬁ"‘
kih poinrouhorsa: renrracnvaclie OVeE Tipd su, reclno, kenoe

" e N h ;':"’:#,.1 X Sy I - — - - PR e -
aifdlza, Sisto kononidie 1L HideMeomerova. Reprezentaclije na

kog od ova Yri vipa rmoguée je nadl za proces kojli u odredie

smislu aproksinmira proces A ga neseparabilnin prostoron. U

»

ovod glavi boviéemo se vroulavenjen aproksimacija (u smislu

koji Gomoe precizivati) vrolzvoljnon nrocesa A

P

S e Polian aovekainacie

Jpobunoctovijntene, ako nije drulkdijs naplagsenco, da svi
slucajnd proossi gencrddu negeparabilne prostore. lieka Jje X
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d, ¢ minicky,d, 5,

)« Keko Je orbtogonalna suna najvide nrebrojive

0

o uzajonno orbtosonalnin spoke

tralnin tipovina, opeb ciklicki potrnrostor, vazi sledece:

10 potntostora,

ko su Mz , t=1 .2, 400, uzajanno ortogonalni c¢iklidki not-

wontori oo uzajanno ortosonalnin onekxtralnim tipovima i
G 2 iy

L (g, )= i;b?ﬂﬁ%) toda Joa o, = i@fagj cdo Jje dimaﬁagg iwoigg,,ﬂ .

Tvedjenie 4.1. Sludajni ﬁrQGQEJK je ciklidki ako i scmo
ako postoji x¢ HX) tako da je d®I=0
Dokaz . Dokazatemo sano nebtrivijalni deo tvrdjenja. Neka
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e (X)) tako da je xLM(2) Lix+0, llo, kako Je d{#)=0, znadi

da X(+)eT(®) za svako t, odakle sledi da mora biti ax L X ()

za svako t, Hto Jje menoguéc. QD
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IV.3. Avroksimcocije sludésgjnor 80 33
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(4:3.2) WLEY =2 @i
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odnosno wko je ¢ neki najviSe nrebrojiv skup indeksa iz A,
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‘WE) , se /A 1 Ba 'Zﬁ éemo obeletavati e¢iklicki slucajni pro=-
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Teka je X proizvoljni sludajni prosss. Ako je (sa ozna-
woma iz beorene 3.1%) sludodni proces X, identidki jednak
nuli, teds teorcma %.11 daje razlaganje prostora (XY= R{X,)
koje je identidno Hide-Xramerove] dekompoziciji sepn.rabllnog
prostora pensrisansy rogeson; Hida-Kramerova reprezentacije
gamos Hroeesa X=X tado se debija projektovanjen tog procaua
na edgovarajuée c¢iklic¢ke neotorostore. Isto takeo, tecorsma 3.12
svodi se, u sludaju dZaR =+, na tooremu 2,3,

Osnovanin rezulbotima rado smatramo one koJji u farmuiim
sond w teorsmana 2.5, 3.7, Jell, 4.7 1 4.9; nmoglo bi se redd

da ove bteorone predstavijaju csnovnu nit izlasanjaoe

4314

Cooremon 4.1l reden je, u "geomotrijskin® terminima,

L

niroblen odnosa Sisto kanonilke reprezentacije proeesa i disto

kavonidkih re_rezentoeija njegovih orbosonalnih konnonenata,

"I s s - A s ™ AP 1
Tale” i rezultati vadfe some za slucajne »rocese koji
- a L] .- o t o . My Ty w.. ;q_- ," 1.-.1. -...-“ . - LY
godovol Javadn weldow TN ) . Dodjubim, waidid
FOY oy oy A G S IR S o T 3 L b
&;Emﬁ;:%j*h‘h‘: * 3 tﬁ-’hh ':1 {E L:} a - F -.:h ln‘it;l"if: ﬂj lmi& {)&t{:}{:g rd r‘:l‘.}_ l‘:& !L ﬁ&ﬂ@gtu :}ﬂ- pf.l v~

; A 0di ocin tega ne gadovoljav. nikalkve
nelore. Posteji jedinctvono razlagonde ovos procesa na ortow

copolnn sumu sludajnih proces. Xy, X, , K.
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adi aolovoljova usleov (O) i proecsa A, sa diskretnim ino-
. SRS . _

vaciiami, Teoremon 5,13 pokazmano je da sc proeces A moZc roze

1o¥itd na ortosonslnu sunn Droces sa %a i A, koji imeju osobine

t
novodons u 10 1 Bﬁn D

w it

Rezultuti, dzloZeni u glavi II, odnosc s¢ na proces X,

) i - X *’!' I S - !
Aol oo resulboti trede 1 Sebvwrbo glavs odnos: na Proces A, e

»

Lodgukim, ro oanmo kalo hi dsgledlala odgovorojuca snaliza

v w . y ‘
slnladron procesa Ay

- LS

Lrieo de prkazebi, pocle neovhodnih izmena u vezl sa ne-

v . v ‘ .
roma 1 oacekiralnio tipovina, da ovi izlozeni rezulbatl vaie

i za sludaina poljce
Trivodne genoralizaciiu izlefcoail rezulfcota nredistavije-
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