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G LAVA I

TV ODNI D BE O

1. U ovom radu daje se prilog reSavanju interpolaci-
ornog uroblema za Hilbertov prostor analitickih funkcija sa

reprodukcionim jezgrom i za Hardijeve klase u poluravni.
2, Weka je “ - neka klasa snalitikih funkcija uw

—

- i

oblasti D kompleksne ravni € a 2 = niz razli-

Byl
3itih tadaka cblasti D. Posmatrajmo problem opisivanja pro-

stora nizova kompleksnih brojeva

u zavisnosti od strukture klasa funkcija -+~ 1 rasporeda

tafaka niza 2 ={g,.,_, u oblasti D. U teoriji lnterpo=

lacije razlikuju se dve glavne grupe problema:

LY

a) za fiksirani niz 2 = .zkéﬁél tadaka oblasti D
i brojni niz W’:-;wk?iil treba nadi neophodne i dovoljne
wlore (Mljucivanja W - ;ﬁ(Z) u zavisnosti od strukture
klase %

’

b) =za fiksiranu xlasu funkcija #  nadéi uslove =za

raspored tacCaka niza 2 = izk?gil u D pod kojlma je za
cati prostor niznva kompleksnih brojeva S zadovoljeno ukl-
Julivenje S 2 Z#i(z).

Ispitivanja problema interpclacije u prvom od nave-

lenih prevaca, poznata su pol nazivom problemi Nevanline -~




Pika :44f, 269; i mo%emo ih sresti u radovima DanZoza (A,
Le~jou), Xarateodorija (C.laratndodory), Mevanline (R. Ne-
vanlinna), Pika (6. Pick), Sura (J. Schur) i dr. Tako, na
primer, u radu Nevanline 249- i Pika f5lé pokazano je da se
kao neenhodan i dovoljan uslov ukljudivanja W - - (Z),
W= ;wk'k;l! g o= lzk;igl, za klasu ... analitidkih funk-

cija u otvorenon jedinidénom krugu s pozitivnim realnim delom

javlia nenegativnost Ermitove forme
n

\\ 1‘l"lrj'- + WJ -—
4 - - CiCJ
i1 - 57
1731 1%

za ma koji prirodan broj n.
Pomenuti matematidari su utvrdili da Jje nenegativ -

nost forme

.
\ MZ - WiW4
.\ —
.' o _ CicJ ’ n = 1,2, " a0 ’
oy L - 2425
i, j=1 J

neovhodan i doveoeljan uslov za postojanje ogranicene anali-
ticke funkcije fw(z) u otvorenom jedinicnom krugu koja za~

dovceljava interpolacione uslove

fw(ZII) = Wk, k=1,2, " e e ] (lfl)
U Surovom radu 56  sadrZana je Jjednostavna konst-

= » [ LI L] [ Y ] - 1
ruLcija ogranicene analiticke funkeidje fg(z) u kruesu za
ma T .(T -4 : .l"'-' 1 — _.'.: ; - . - .—
kakav ogranicCeni niz W Wiiy-qp 1 za proizvoljan pri

roani broj n, koja zadovoljava relaciju

oW . H — /
f(zp) = w, 0= 1,2, ... (1,2)
1 minimiziranom vrednoddu qf;f = Sup ffg(z)i. Detaljna
1. ) ! Z — l )

izlaganja rezultata klasilne teorije o funkcionalnoj inter-
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Solaciji sadrZzana su u moncgralfljl Xrejna-Nudel jmana(l. XKre-
jin, A, fYudjeljman) 445 s tim u vezl treba takode napome-
nuti i radove Darena-Vilijamsa(P. Duren, U. Williams) 21 i
Taga~korarija(sSz. Nagy, A. Kordnyi) 69 .

5to se tide interpolécionih problema u drugome od nap-
red n-wvedenih »ravaca, za niihovo resavanje su se lagicne

metode pokazale nedovoljnim. Tako, na primer, pomenutl rezu-

1tati Nevanline, Pika i Sura ne daju nam 0dgovor na pitanje o

. ! Rl » L] .
puscojanju niza tacaa 4 = [ Zprp-1 U jedinic¢nom krugu za
P . v - . ey ;.
o2 je ispunjeno ukljuc¢ivanje I L H (z). (£ 7 - prostor
cgranidenih nizcva, E~ - klasa ogranidenih analitickih fun-

keija w krugu). Drugim redima, rezultati napred navedenih

istraZivanja daju nam odgovor na pitanje egzistencije niza

. o
tadaka Z = +3 !
LTk k=1

radovoljeno ukljuéivanje < - H1{(z), tj. takvih da za

1 otvorenom jedinidnom krugu za koje je
ma koji ogranideni niz kompleksnih brojeva W = iwkig;l pos~—
toji ogranidena analiticka funkcija fw(z) u otvorenocm jedi-
nidnom krugu koja zadovoljava interpolacioni uslov (1,1).

Pitanje egzistencije i opisivanja takvih nizova Z,
x0ji su dobili naziv interpolacioni nizovi, bile je postav -
ljeno 1956 godline od strane Buka(R. Buk) i privlacilo je pa-
r.ju mnocih matematidara, kao na primer Makntira (A.J. Macn-
tyr), Rogozinskog (¥.%. fogosinski), Sapira (H. Shapiro), Ha-
vincera (S8.J. Havinzson. i drugih,

Interpolacionim nizovima postavljena im je bila hipo—

7y =T

teza, saglasna kojoj je uxljulivanje S0 ~7(Z) ispun-

jeno za niz talaka Z = 2z, .1 koji dovoljno brzo tezi ka
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grarici kruga, ta pretpostavka bila je potvrdena i od Gli-

sona (1. Glison). Sto se tige neophodnog usleva za ukljuci-

vanje - 7. - (Z), to, kako se pokazalo, u terminima br-
zine konvergencije taceks niza 2 = ' Zypiy_q ka granici, ne

postoii jaci uslov od "slova
““_'-_ _ .
£owr (1 = ;Zk!) < e (113)
k=1

a0 5to nam je poznatc, neophodnost 1 dovoljnost za posto-

janje netrivijalne ogranidene analiticéke funkcije s nulama

u tatkama ; z !, Naime,iz rezultata Naftaljevida (A.G. Nafta-

K
1jvid) 148! 1 Xabajla (V. Kabaila) ‘34! sledi da za ma koji

’ -l

toji niz tadaka Z = izk1?=l unutar jedinicénog kruga tak -

]

via da e Ezz} = Ty, k=1,2, «.. , 1
..-“j 1 - Ekz -
| ©o J .
sup i b L e ' (1,4)
J ! - 21{ — Zj !

odakle, na osnovu Karlesonove teoreme (L. Carleson) "8 sledi
ukl juéivanje i P, -

Odgovor na postivlijeno pitanje od strane Buka o opi -
sivanju interpolacionin nizova dat je 1958 godine u radovima
caj eca (. Hayman) 51, , ¥jumena (0. Newman) . 50. i konacno

u reSenoj formi, Karlesona .8;., Pokazalo se da se klasa inte-

rpolecionih nizova podudara sa klasom ravnomerno rasporedenih

- -

talaka niza ¢iji su ¢lanovi unutar kruga, tj. niz 72 = - Zkék—l

zadovoljava uslov

113.f’ BJ(ZJ) > 0O (1,5)




kﬁj"l = 2).%2 Z1c

sredstavlja Blaskeov (Plaschke) prolzvod S nulama u tackama

[ 4

v 4 ;’_ -
Tk xE ]
Hajmen Jje pokazac takede da interpolacioni niz ra’po-

reden ua jednor: radijusu jedinicnog kruga potpuno karakte-
ri%e eksponencijalna konvergenclja ka granici:
1—.52"

SUp K+l L e (116)
1 - {zkg

Stavide, uopsSte je gornja relacija zadovol jena za sve inter-
polacione nizove koji konvergiraju ka granici kruga po bilo
kojem netangetnom prav.u.

U radovinma f14] i 1421, umesto dokaza ekvivalenosti

- Ao’

uslova (1,6) i ukljuéivanja i H"”(Z) u sludaju
kKonvergenclje niza 4 o= 3Zk;k=1 ka grenici kruga po bilo
kojem netangentnom pravcu, posmatra se analogni interpolaci-
oni problem za normalne funkcije. S Tim u vezi Karlesonu 1

sarnetu (J. Garnet) pripada slededi rezultat:

. Tm bt

- [

Ukljudivanja @ . H (2) i ¥ o n(Z), gde
~: h (Z) klasa kompleksnih ogranidanih harmonijskih funx-
cija 1 jedinidrom krugu, zadovoljena su istovremeno.

eka uopitavanja navedenog rezultata pripadaju Saros-
teu (D. Saroste) i55s. Veliki uticaj na daljnje razvijanje
teorije funkcionalne interpolacije odigrao je rad Sapira i
>ildse (&. Shariro, A. Shields) {57:, koji pored novog doka-

za Karlesonove teoremc » intarpolacionim nizovima, kojoj su
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-

s s ' . . - s . - . r .
rosvedenl osnovni cdeljici u monograll jama .19 1 .43, sad-
r3i mostavljanje i rederje problema ponderisane interpola -

s p £~ , a naime: relacija (1,5)

|..._J

cije u klasama HP,
dajie neophodne i dovoljne uslcve za postojanje funkcije

fw(z)~; gP koja zadovoljava uslove

fw(zk) = (1 - zzklz)"l/P W kK = 1,2, oeee

N A T A i

za m& £oji niz W o=
Rezultati Sapira i A. Sildsa dobili su raglicita uops3-
tavanja u radovimz Rozenbauma (J. Rosenbaum) {527, "53ikoji
s posveleni istovremeno] interpolaciji u HP vrednosti fun-
keija i niihovih izvoda} Celmers (B. Chalmers) u svojim rado-
vima '11' . 12'1 [lBE daje uwopsStavanja po interpolacionim
vredrostima linearnih nevrekidnih funkcionala u Hilbertovom
prostoru s reprodukcionim jezgrom X(z,¥). V. Kabajla jJe u

-y
= |
b

svojinm radovima [35},{;;}.[39?, posebnu painju posvetio ponde-

risanoj interpolaciji v xlasama HP  za p < 1. U radovima
Akutovica (E.J. Akutowicz) i L. Karlesona 2+ dzudava se pi-
tanje mogudénosti analitidékog produZavanja interpolirujucih
Uunkeija na vedu 1 3iru oblast. Osobine nizova iz prostora
ﬁl{z) 1 odnosu na sumiranje pozitivnih regularnih matrlica
izudavane su od osnajdera (A. Snyder) 6€ . Pomodu njih poka= .

zana je plodotvornost primene teorije BK - prostora na regda-

7anje interpolacionih zadataka, 1 na pocetku je dokazana eg-

o . : v S : . x
zigtencija niza tacaka 2 = Bl k=1 unutar jedinicénog kruga
za toje wuslovi (1,5) nisu zadovoljeni (to jest, niz 2 =

szszl ne predstavlja interpolacioni niz), ali ima mesto




_.7__.
s : S e 20
gkljugiv=nje i "~ H (Z).
poslednii fakt budio je novi interes kod matemati-

sgra U vezl s pitanjem interpolacije nizova 1z prostora Jiq

funkcijama klase HP ; u radovima {227, 163}, 170} dokazana

- s

- _tencija interpolzcionog niza 2 = % 2pip.; 22 koji

ll?_'
' - [
1J—""' ub"J-

-

P AT
2 - /

je zadovoljeno ukljulivanje 7 2 HP(z), ali ! o H(Z)
ca 0 < p < o< . Drugim redima, rezultati A, Snajdera uog-
_‘eri su za proizvoljno p - w~ ; neke rezultate u tom pra-
ves postigli A. Sedlecki (A.M. Sedleckii) i59j, S. Svedenko
($.V. Svedenko) i drugi. U nedavno objavljenim radovima ..
Sinklera (A. Sinclair) i68.),[69; konstruisan je konkretni
nlgoritam za nalZenje ekstremalne funkcije iz klase HP  ga
zadanim interpolscionim uslovima u tadkama unutar jedinicnog
Krug:i,

Nije na odmet podvuéi da je oslanjajuci se na rezul-~
tate i na prikaz interpolacionih nizova, L. Karlesonu poslo
za rukom da re3i problem "Korona' : Dokazati gustinu tacaka

otvorenog jedinidnog kruga u prostoru maksimalnih ideala Ba-

nahove algebre H™ . Tom problemu posvedeni su i radovi { 9!

S. Svedenko u svojim radovima {60Y, {62}, [64! i dru-
<1h daje odgovor na pitanje koje se odnosi na interpolaciju
Tunkcijama klase HF, 1 < p ¢ =, nizovima prostora 47,

L Sr ¢ > , 1 bv), posebno pokazuje se da je ukludivanje
f! . HP(Z) ekvivalentno tome da Jje za ma keakvo priro-

“no j, vektor (1 - Ejz)_l prostora HY, 1/p + 1/q = 1,

ravnomerno udaljen od linearnog cmotaca sistema vektora
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| ~ =17
(l - zkz) ‘

-

ey a ukljudivanje  bv -~ HP(Z) oznaduje da,

ravnomerno z& priredne n, n-1 - dinenziona ravan prolazl

1 ) i — — .il n 'r- u —'
kroz krajeve vektora f(l - zjz) l? =1 ravnomerno je udal-
- el » | — — 1
jena od linearncg omotaca silstenma vektora (1 - zjz) % K > 3

prostora HY,

Neka je S - proigzvoljan Banahov prostor nigova komp-
lekonih brojeva. koji zadovoeljava uslove

(s1): konvergencija po normi prostora O obezbeduje
konverganciju po bilo kojoj koordinati, tj. ako Hwn - wﬁs—mio
kada n --» = , tada za proizvoljne k wi > Wy (n & - ).

(s2): S je zatvoreno u rdnosu na kompleksnu konju-

-

govanost, tj. aso w = {Wk51_1 = g, tada i W =;'ﬁk}k=l . S.
" eorema 1.1 (videti [61:, str. 107). Za Bana-
hove prostore nizova S, koje zadovoljavaju uslcve (s1) 1

(s2) ima mesto ukljulivanje S ~ 73(Z) tada i samo tada,

e

. N Joan . oE LT . x .
£aca je niz operatora : : S v S Sp=1 O8Tanicen po
normi:
A .
4 .
sSup:, o < o
n

T e orema 1.2 (videti f63§, str. 137). Niz komp-
leksnih brojeva ! w, i, _; pripada prostoru HP, 1 < p <

tada 1 samo tada, kada 1
- _ \
| | "k akl (
3 ‘:r' 'k=l ! " < e
SUp ° sup _ — — — ‘ -

1/p + 1/q = 1.

L ema 1.1 (videti 65}, str, 110). Za ma kakvo pri-

rodno n u HP, p » 0, postoji jedinstvena funkcija £ 8




- § -

~inimalnom vrednosdu £, _, koja zadevoljava Usiove
fJ(ZE{) "-":'_._E: y k —_ 1,2, - ¥
L q 3
i pms el L . o \Yp oim oyl
h"""l tom? ,f !lp = (l -L‘JI ) | J( J)..
4. Sedlecki, kuristedi se rezultatima G. Sapira i A.

$ildsa., dokazao je:

o bi bilo TEP(U,.s) = <P, neophodno je i doveljmo

da

1° 0 < inf Re(zk) s sup Re(zk) & san
O.

N
/

L3 ‘ - .
Z 1§f 2y m!
n

Z. Radi bolje preglednosti izlaganja, materija teorije
interpcliacije 2za Hilbertov prostor 1 za Hardijeve klase Hp,

L P o e s U poluravni Je rasp~redena na tri glave, ou KO-

- -~ b J

jih je prva uvodni deo. Pri tome svaka glava zasebno predsta-

_in cn oednu celinu, a takode 1 sve zajedno ¢ine celinu.

- '.-J

U Glavi II pretpostavlja se u paragrafu 2.1, da je

klasa funk:clja 27 4 oblasti D kompleksne ravni Hilbertov

prostor u odnosu na skalarni proizvod (f,g) sa reprodukci-
SMim jengeom, TJ. da pOS"GOji funkcija K(Zr}-’: )r z, > = D,
takva da ori proizvoljnow fiksiranom . < D K(z, =) & M

- -

po promelijivej 2z 1 za proizvoljnu funkciju f(z) = #E

£(2) = ( £f(2), K(z,>) ) .

7 paragrafu 2.2 utvrdio sam neophodne 1 devoljne us-

- —_ = - ‘{ - .;‘_ - * - £ =
love zo izbor niza | F«{ , za koje su zadovoljeni sledeli us-
~2V1;

r - » - .:I et - 3 » ] e .

(a) za proirvoljni vektor f & # niz (£, L) e kT,

YA 1);




; z v, el s r » 1, postojl vex-

(b) za proizvoljri niz

- ¥ ¥koji zadcvoljava interpolacioni uslov
(fjfr) :1.",'.'._'{, k= 132,-.-- -

ya osnovu tih uclova 1 dokazanih lema slede sledeca

-yrdenjas
5. 1. -~ Uslovi {(a) za sistem vektora

B e @

M e 0oIr e ma

nilbertova prostora # 1 r 2 1 zadovoljen je tads .

. :‘.' ’ }":*’!l'.l . ‘ g j LS.
anmo tada kada Gramova matrica L Y. ) sistema § Ji defdni-

0.
‘¢ linearni neprekidni operator

:I? . H t , — !'s
L.::{'J‘)—’{k;r ( . Xk.? i )

% ,
SRR LN V4 1/s = 1.

"oto,da bi bilo ispunjen uslov (b), u svakom slucaju

¥

EE poseduje biortogonalnu kon jugo-—

potrebndy Jje da sistem ' .l
vanost fk:
k ¢ rk :
(f ""_1:) - i";ﬂj (k,;] - 1,2, s 0w )n

Dialna u odnosnt na teoremu 2.1 je sledeca teorema:

Teorema 2 2. - Uslovi (b) 2za sistem vektora

W

*fkﬁ Hilbertova prostora *. 1 r 21 zadovoljeni su tada 1

samo tada kada Gramove motrica (fk,fJ) ) sistema 'ifk_§
irnfini%e linearni neprekidni operator
: - .
. s ' *\ ﬂk 1 : . '
4OW, T e ey (I ,fJ )Wk f (".,Wk [ ‘?'I')

. K .
RN

iz AT $°, /v + 1/s = 1.

U paragrafu 2.3. posmatrani su rezultati prethodnog
maragrafa za poceban sluca) Hilbertova prostora analiticliin

funkcija £(z) - poluravni <Re(z) ¥ Of —~ Hardijevu klasu
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~unkcija H2 s5 skalarnim proizvodom
- - | 'ﬁ

(f,g) = = | fliy)gliy) 4y,
h Zoae

gcranidne vrednostl funkcija f(z) 1 g(2)
U ovom parag=

o op(iy) 1 gliy)

\

42\ i peprodukcionim jezgrom (z + y )-1
ic , produkcionim jezgrom ? ‘
. . : , ‘s : ?r 2 . 2¢ ¢
rafu posmatrano e pitange ukl jucéivanje L uw H9(z) 1 H(Z)

u Zr, r » 1l.

Iz teoreme 2.3 yrroizilaze sledede posledice:

fr, 1 <1 £ > , NEODP™

1) Za ukljulivanje H2(Z) u

nodno e i dovoljno da preslikavanje

'R ¥ e - =] )w
K -A fr/(r“‘l) " {'I"

jefini%e linearni neprekidni operator 1z
inf Re(zy) = O, tada ukljudivanje
1
k
o T nije zadovoljeno ni za ma kakvo I.

2) Ako Je

11
u AT ra

'

3} Neophodan uslov 2za ukljudivanje H2(Z)

r <2 je Re(zy) -—20 (kK -—a "),

O¢igledno, neophodan uslov 2za ukljucivanje .E u H2(Z)

za preizvoljno T o je romvergencija blaskeovog proizvoda

B : :2
o4l = 2 7 - Z
Bj(Z) —_ Ji ‘ - 2 _"‘}"c' » j=l,2’t|t
: =:|:! 1 - Zk Zz + Zk

s pulara v tadiama {zk%kﬁj'
sleci da je za proizvoljno
Bj(z) 2 Ri(zil

£(z) - -
BJ(ZJ) Z + Ej

Tz leme 2.3

jedinstvena funkcija minimalne norme U H koja zadowoljava

interpolacicne uslove
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~d
:

fj(Zk) =F“'k, k:'l,z, s 8 .

+1.mentarnim raéunanjem (imajudéi u vidu skalarni pro-
dd A

.......

{zvod ) 1Hemo pokazati da jJe

Re( z.
4 Re(zk1 ( Ql_ Ll ez

B (zy) B3(23) 2y + Zj

(£%,£9)

1z teoreme 2,4, slede sledeéa tvrdenja:

1) Ako Je sip Re(zk) = o« , tada ukljucivanje {r
< j?(.) nije zadovoljeno ni 2za ma kakvo T,

2) Neophodan uslov za ukljuéivanje £r u H2(Z) 28

. L =2 |
r 52 jeste Re(zy)iBy(z)j “-—— 0 (k-— 3.

3) Ako niz 2 = 42ypfp.q razliditih tafaka polura-
vii Re(zy) > 0 zadovoljava uslovée:

(a) 0 <« ¥ < Re(zy) <« L < 2w

(b) |2 - 2l > 8 >3
tnda, za na kavvu funkeiju £ €HZ, {f(z)le £°.
A) Ako je O{f(Re(Zk)-(L < e i
i%n — k! J;,, 0, matrice (fj,fk) i (fj,fk) su ekviva-—
lentne.
5) MNeka je % = {z }r , niz razliditih tataka po-

luravni Re(zy) > 0, k = 1,2, «c0 i neka je za k=1,2,..

H

(£,8) = £(23), f € H°;

tada je
n 2 Re(Zj)- ,
33 Bi(z) (™
1B5(23) |
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5) Ako je > Re(zy).(1 + [zklz) < =~ , tada za
k=1

. . : .. 2 . .
- KALAV vrirodan broj ] poestojl u H jedinstvena funk-

=

minimalne norme koja zadovoljava uslove

N Ca.

cija %

f%(Zk) — C:-ﬂ:, k — 1,2, . e y

yedul _ . N
Reof = 2ra(z3)§B3(z5))
gde Jo Bj(z) Bladke~v proizvod s nulama u tadkama {zp}p#j'

)y Ukljugivanje £L € H°(2Z) ekvivalentno je zadovo-

1javanju uslova

2 Re(Zj)
sup =75 < 2

8) Za 1 » 2 ukljuéivanje 7t HZ(Z) moZe imati
esio samo kada je zadovoljen uslov ﬂfzﬁ;;Re(Zj)'Bj(zj)l_2=o'
U parcgrafu 2.4 navedenc je nekoliko tvrdenja koja se odnose

na interpolaciona svojstva analitidkih funkcija za Hardijeve
klase Egp uw gornjoj poluravnil {fﬁe;& : Im(%) > OS, Tu
=2 doka~uje da se poznata svcjstva analitidékih funkcija Har-
dijewvih klasa 3P  u jedinidnom krugu ne mogu neposredﬁo
(putem »ilinearnog preslikavanja) preneti na slucaj poluravni.
Interpolacioni problem za oba sludaja moZemo paralelno pos=

ratrati, i za re3avanje tog problema koristiéemo analogne

metod=.
1) Jedinstvena funkcija minimalne nerme prostora

(
i&z(}), koja zadovoljava uslove

£9(g) = S, k=1,2, «on

je funkcija koja leZi u zatvorenom linearnom omotadu sistema
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vextora §i( § = 50  fy-1 I tekxva Je da je
2

. i S
e = 2 Im%.;!;é[i S
pPFd ‘

») Za proizvoljan broj n razligitih tacaka

{l

1 5 ree b q gornje poluravni 1 za ma koji vektor w
’ L4
e
{*wl,wz, ces wn} € ¢t u prostoru nP, 1 <p < >,
postoji jedinstvena funlkcija minimaine norme

an;p = % E%T E ifg(x)lp dxél/P

kcja zadovoljava uslove

fg(gk) -— Wk, k - 192, . s ,Il
p
]n?n s
—l | Qe =1 Sk Wkl wli
£ up - — —~— & lep!
3 J.l“ P \Q- akée {l « & — 1 | = I Il;hpy

gde M, > 1 zavisi samo od gq, 1/p + 1/q = 1.

3) Neka je g(x) & LY m ey , D), 1K 0 < f‘m
tada postoje na jedinstven nadin definisane funkcije f£3(¥)
i £,(%; < Lﬁﬁ takve da je

g{x) = fl(x) + fETET

Ifilly € Mg jgller 2= 142
gle Mq 2 1 zavigi samo od (.

L., Glava III ovposvedena je problemu interpolacije
analitidkih funkcija f(z) klase HP  u poluravni: izudava

se strukturalna zavisnost nrostora qP(2), p >0, i izbora

niza Z = izk§k=1 razliditih tadaka u poluravni Re(z) » O.
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7a v 21, gP je Banahov prostor sa normom Hfﬂp;
ako je p <1, tada je u cdnosu na invarijantnu metriku, HP
potpuni linearni metricki prostor.

Skoro svugde nra imaginarnoj osi postoje granicne vred-
noeti f£(iy) funkcije f{z) 1z gPs pri tome je £f£(iy) €

Lp - ; S 1 8 ’ tlf ) —
(=" , Do), Stavise | (IY)HLP(_ ) = qf(z)up,

Ty
Izbor niza 2 = {zkf;il razliditih tadaka poluravnl

Re(z) > O definiSe prostor nizova

HP(z) = %_{f(zk)};l : £ € HP }
Ova glava posveéena je pitanjima ukljuivanja HP(Z)
u YT i fT u HP(Z), 0P Coe, OKT £ 2O
7a dalje razvijanje teorije interpolacije pokazalo se
corisnim prodiriti klasu prostora nizova HP(2). Naime, neka
se A ={Ajpoc, niz pozitiveih brojeva i . > 05 pc lefi-
niciji jJe
(¢, .
HP(Z,A) = ’if_hlf(zk);'kzl . f &€ HP}.
s

_ 0, tada je, obigledno, HP(Z,A) =

ravesdu neke od varnijih rezultata ove glave:
1) Ako je HP(Z,A) € £, 0 <p €79, 0<T £ 7,
tada je preslikavanje

R 4 ™
i = ; p

ogranideni operator 1z Banahova(potpuni linearni metricki,
ako je p < 1) prostora HP 1w Banzhov(potpuni linearno met-
ridki ako je 1r &£ 1) prostor gL,

?2) Ako je ps =gqr 1 pw=

No
[

y O & Pryqd & =<
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1
0 4 2,8 < o g X 355 D 0, tada su ukljuéivanja HP(Z )
v £T 1 "HY(zZ. /\"') u ¢° ekvivalentna.

3% Ako je niz 2 =}z f, _,  takav da inf Re(zy) =

vada .'rip(‘Z)::'er ni za ma kakvo p,r » 0O, P < o .
N Tkljudivenie ¥ uw HP(Z), 1< p< mo, 1 ST

skvivalentno je tome de za ma kakvu frankeiju z(z) & Hq,

1/p + /g =

15 2 Re(2y) [Biclz) 175 e(md) fealls € Ao
gde A ne zavisi od g 1 1/r + i/s = 1.

T e oremae 3.1 — Ako su elementl niza \. J,Ak:t}cnl
Jefinisani rela~ijom

A= 2 Re(z) IB(z) ™, k=1,2, «n

i ako je 1 Xpz< 2 4 1 € v &p/(2-p) 1ili 2 LD < w
i 14r £ 20, tada je ukljucivanje .-f’r u HP(Z) zad Niz

Lok k=1
gde je £ = p/2(v-1) i s = 2(p-1)r/p(r-1).

7 = &3 : ekvivalentno uvkljucivanju H2(Z,Z\fﬂ) u {«:s’

Paragraf 3.3 e uopStavanje paragrafa 2.3; ustvari,
ovde iramo profirenje prastora nizova HP(z) uvodenjem niza
TS : / fj*
nozi o1k vo=4 -
;alde, koristed: prethodne rezultate, u paragrafu 5.4
3¢ govori o ukljucivarje HF(Z) au FPT.
m - NV . P m T
T e orema 3.5.— Ukljulivanje H¥* u £°, 0 < p< »u,

/2 ¢ T < ~o, zadovoljeno je tada i samo tada kada je pres-

1 -

Likavanje .
A 2 >
' 1 -.f s i N > —1 -
Vit T é x=t (25 + 2x) ‘Qk}j=l (%)

J¢ ogranideni operator iz gQr/(Er-—p) u {21'/1).
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Iz ove teoreme proizlaze sledece posledice:

1) Ukljudivanje HP(Z) u T 0<p< e, ekvi-
valertno je ogranidenosti operatora (%) kao preslikavarje
iz .22 u_.£21; to jest,drugim relima, ravnomernoj po n Og-—

ranidenosti sopstvenih vrednestil nenegativne Ermitove matrice

( = y=iy 7
‘(Zj + Zk) }j,kzl'

2} Ako Je HP(Z) C. ,{,r za r €<p € > , tada

j;h(Re(zk))_l{ i:l & TgI‘/(P"I‘).

H
- gl

”

3) Ako je niz tataka 2 = izpfp_, takav da

\arg(ZK)‘ﬁ 1..,_.'4 < J%_’ y k=l,2, » o
tada ukljudivanje HP(z) u £p/2, 0 £ p < >, ekvivalen-

tno zadowol javanju uslova
e

N,

- -1
P 12 BT e

*

T e orema 3.4. -~ Ako je 1 <p <2 i
1 £~ gp/(2-p) ili je 2<<p <3 1 1l £ & =%
tada uvkljucivan je 1£r a HP(Z) =zadovoljeno tada i samo
tada kada preslikavanje
| ( —— o .
E“ij£:1 T :i_ { RE(ZJ)Reigk) E (25 + Ek)‘l pkf.i’ ( 363¢ )
k=1 \ Bj(zj)Bk(zk) j o =1

#2(p-1)z/(pr+p-2r)

defini%= cgranideni operator 1z
'£2(p—l)r/p(rﬂl) 4 = p/2(p-1).
Iz ove teoreme proizlaze sledeca tvrdenja:
1) Ukljudivanje £° u HP(Z), 1 < p < =o, ekviva=

lentno je ogranifenosti operatora (3xx) kao preslikavanje

2 2 . : v .
9 = 4%, to jest, drugim refima, ravnomernoj po n ogra-

[
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nidenosti sopstvenih vrednosti pozitivne Ermitove matrice

fé Re(z«)Re(zk)'d‘ L1
- I ! (25 + 2Zy) 13§,k=1 , of = p/2(p-1).
“.\i BJ(EJ)BK( Zl{') } /

2) Ako Jje ,_{’rc u2(z) za r »>p >1, tada

5 (g )DL ;/(r-p)
{Re(zp) [Bilzid) | Ty e € 4 e

? o

i
Y Ir=

%) Ako tadke niza 7 = J, AR kada Kk —~ M teie

imaginarnoj osi po netangentnom praveu, tada je ukljuéivanje
Fp/(z"P) u HP(Z), 1< p <23

f% u aP(z), 2% p < 2

ekvivalentno ispinjavanjui uslova

Z iRe.(zj)Refzk) |t_)/2(p—l) 2. |_1

:I+-Z-k

<« "

H!Bj(Zj)Bk(Zk) E

J.k=1

Prd izudavanju ukliwdivanja £ u HP(Z) bitno je

proceriti normu (odnosno kvazinormu, ako je P < 1) funkcije
fg(z) kiase HP koja zadovoljava interpolaclone uslove

f%(zj:) = 51?: ’ j,k = 1,2, s e e 0

j daljnjem radu je pod pretpostavkom da je za niz

¢ A

7 = gzkikzl razliditir Sadska poluravni Re(z) > 0 zado-

i

——

voljen .slov 5H‘iﬁ$ Re(z,)(1 + |z 2)"1 : k

j v =] Z1e i | < X s pokazano
da za ma koje priroano i u klasi HP, 0 < p < ~, postoji
jedirnstvena funkeija f;(z) minimalne norme Hfgﬁg, koja

zasovoljava interpolacione uslove 1 takva je da je

2 Re(z5) /P By(z)

\
.- 4

Loz + 23 s Bj(zj)
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B

! jwp = Z ﬁ&{zj)iBj(zj)l

i pip
Paragraf 3.5. tretira pitanje interpolacije, tO jest
. L - T v
pitanje ukljulivanja HP(Z) uw Fo, recp < 5 U slucaju
kacs nije zadovoljen uslov Re(zy) —» ¢ kada K -—> >,

Ma osnovu navedenog, navefdemo sledeca tvrdenja:

1) UWeka je niz 2 = %ijgzl takav da .
0 & 7 <Re(zy) < L € 3 , k=12, v, (a)
i neka je broj W(Z,n) tactaka 2y koje su rasporedene u po-
jasu =n € Im(z) € n+l ravioomerno po 1 ograniden:
N(Z,n) € M, n=0, +1, +2, «00 3} (b)
tada HP(Z) < fp za ma kakve p > O.
Ako niz Z =.{zkj;il zadovoljava uslov (a), tada
su uslcvi (D) zadovoijeni, specijalno, ako je za dati niz

zadovol jen 1 uslev

25—zl g2 >0, §# K (c)

2) Ako su zadovoljeni uslovi (a) 1 (b), tada je

iEf IBK(Zk)l > O.

T eorema 3.5. - Uslovi (a) i (c) neophodni su
i dovoljni da bi bilo HP(Z) = ?p, O £ P < 2

5. Pri dobijanju navedenih rezultata korisSceni su
rezrltati iz teorije interpolacije, pre svega rezultati L.
Narlesona, G. Sapira i A. Sildsa, A. Snajdera, P. Darena (P.
Duren) i D. Vilijemsa(D. Williams), Tajlora (B.Taylor, kao i
najnovi i rezultati V. Kabajle, A. Sedleckoga, S. Svedenka
1 dr,

Rezultati nredstavljeni u ovom radu saopStenli su na
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Jaudno-istraZivadkom scminaru Katedre matematike Prirodno-
matematickog fakulteta u Fristini’ takode, deo navedenih
rezultata saopdten je na VI Kongresu matematicara, fizi-
are i astronoma Jugoslavije, odrZanom od 28. avgusta do
2. septembra 1975. gocdine u Novom Sadu.

Deo ovih rezultata objavljen je u radovima autora
[71j .772] i izloZen jo$ u dva druga rada koja u bibllogra-

fiii nisn navedena, a predata su za Stampu.
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G LAVA II

INTERPOLACIJA U HIL3IRTOVOM PROSTORU

2.1, Osnovna obeleZavanja

1. Neka je klasa.-éﬁzkﬂmpleksnih funkcija u oblasti
D kompleksne ravni Hilbertov prostor u odnosu na skalarni
proizvoed  (f,g). Pretpostavime da ma kakvom % & D kore-
spondiramo preslikavanjem odgovarajuéu funkeciju f <. 3‘:‘;
¢ija vrednost u tackil 53 definise u Hilbertovom prostoru
ogranideni funkcienal. Kac Sto je poznate (videti, na pri-
mer, (5],{75}), u tom slucaju postoji jedinstvena funkeija
K(z,%): z,%5cC W, koju karakterisu slede¢i uslovi:

n) za ma koje fiksirano 2D K(z,% kao funk-
cija sa promenljivom =z pripada prostoru ;hf s

b) za ma koju funkeiju f € A i za ma koje ¥ £D,

£(5) = (£(2),K{2,%)), (2,1)

furkcija K(z,3) se naziva reprodukcione jezgro prostora .

Kao tipidne primere moZemo navestil sledeée prostore

funkcija:
1) Eifdijevu klasu 12  analitidkih funkecija
f(z) = ~z:k:1 akzk u jedini&nom krugu, to jest klasu funk-
cija koja zadoveljava uslov
1 jj: ityi2 'l 2
02251 Y37 ;ﬁlf(re )icdt = iﬁ:i | a) | .
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Foial oo - ,
za f(z) = >+, akzk i z(z) = [\ D2 iz H
k=1 K=1
>
T . - s - """l
(c0) = ) ab, i u(z,m =(1- 327"
k=1
) xlasu h? kompleksnih harmonijskih ( to jest,
koje zadcvoljavaju Laplasovu jednakost azf/ dz 0z = 0)

funkcija f£(z) u jedinicnonm krugu, 3ije granilne vredosti
it . . , 2
f(e™") pripadaju klasi I7 _ x 5y.

U odnosu na skalarni proizvod
(£,8) = 555 | £e
h je Hilbertov prostor sa reprcdukcionim jezgrom

2
5) = 2= '-3'2'-2‘5‘2 ; (2,2)
|z |

K(z,

pri tome relacija (1,1) u tom sludaju nije nisSta drugo do

Poasonova formula

T 2
£(3) = == ; £(e™) L - r . at, (2,3)
2::13, 1 = 2rcos(e-t) + r |
Z = rel®,

Bergmanova (Bergman) klasa A, analitilkih funkeija

.

f(z) = S akzk u jedinidnom krugu koje zadovoljavaju
K=0
uslove .. N laklz
L el ? axay = b
I (z:« 1 k=0 k + 1
sa skalarnim proizvodom -
\ ’ an E1
y e
(fh.":f =/ ’
=g K+ 1
623 k {Ba’ k 2
£(z) = ) azv, glz)= ) _ bz Kz,3) = (1 -Zz) °,
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- . . Lk
L) Klasa 2D analitiéklh funkecija f(z) = }E;T a2
£(0) = O, koje imaju ogranicen Dirihleov integral
1 [ ea® _Y 0 a2
| £7(2); dxdy = 2E_f k| ak!

il
L

e “XG
- N k . \ k :
za f£(z) = [__. ayZ i g(z) = £ DyZ iz
=1 © k=1 ©
T_' T - ?1 g
(f,g) = f___‘ K akEk, a _i:L(Z,'_:)) = - Jf'r-(l - Z),
=1

I £
5) Hardijevu klasu 7"'2 analitidkih funkcija u gor=
njoj poluravni Im(E) > 0, koja ima skoro svugde na realno]
e . 2 : . _
osi granidne vrednostli £(x) € L% o, 50)’ uvodenjem skalar

nogia proizvoda

1 (D2
(£,6) = = | £(x)g(x) ax, feec B,
i - .
z postaje Hilbertov prostor sa reprodukcionim jezgrom
K(z,3) = i(z -3)'1_

) Hardijeva klasa HZ{Re(z)f> O:f analitidkih funk-
~nija f(z) wu poluravnl Re(z) » 0, koja ima skora svugde na
imaginainoj osi garnicne vrednosti f£(iy) E:LZ(—:xg:ua; uvo-

denjcu skalarnog proizvoda

.
(f,8) = —— | f(iy)e(iy) ay, f,g € 1Y,

Hsze(z)j> O_f postaje Hilbertov prestor sa reprodukcionim
jezerom K(z,5) = (z + )7,

2. U dalnjem razmatranju pretpostavidemo da je sistenm
Tikoora }‘:.K(Z’m}sal} prostora _;Z"? linearno nezavisan; ova]
uslov zadovoljavaju delimiéno prethodno navedeni primerli pros-
tora funkecija (u slucaju klaseiij u primeru 4, iz sistema vek=-

tora {K(z,g)%sgé'n potrebno Je iskljuéiti nula-vektor, koji
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~i~ovars tadki T = 0).
: D 5
Za ma kojl niz 2 = ?Zk%kzl razliditih tacaka obla-
5ti D prostor nilzova ;ﬁf(z) odreden je na sledeéi nacin:
,}{'(Z) — .Lif(zk)?kzl . f « 3")‘),

. . S B .
o jest niz kompleksnih brojeva W = 2w}, _, pripada pros-

e " . »
toru M (Z) u tom i samo u tom slucaju kada je za ma kakvu

funkciju £ € }P zadovoljena relacija

f(Zk) = Wiy k = 1,2, see » (2,4)

2.2, Neka svojstva interpplécije funkci jama

minimalne norme

1. U ovome paragrafu posmatra se sledec¢i interpola-
cioni problem:

Neka jJe d Hilbertov prostor 1 ‘l?kf' niz vektora
dilbertova prostora ;Hf . Treba utvrditi neophodne i dovo-
ljne uslove za igbor niza {{”k}tako da:

) (a) =za proizvoljni vektor f & ;%f niz
J‘:(fa?g)j < I (rg1);

(b) Za proizvoljni niz ,wyfg {° (v » 1)

rostoji vektor f & af;koji zadovoljava interpolacioni uslov

(f,Ek) = Wk, k= 1,2, "8 » (2,5)

Taj problem reSava naSa teorema 2.1, u ¢ijem éemo dokazu
koristiti Lemu 2.1 1 Lemu 2.2.

Lema 2.1, — Ako su ispunjeni interpolacioni uslovi
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(2,5) =a brojni niz W = 'wgi, tada u ¥ postoji jedinst-

reni vektor f£¥ minimalne norme koji zadovoljava uslove
(2,5) 1 pri tome pripada zatvorenom linearnom omotadu L
u S sistema vektora.:iz£§.‘

Dokazg. — Ako vektor £ qt I. zadovoljava uslov
(2,5), tada njegova ortogonalna projekcija ¥ na potp=-
rostor L—C:;%ftaknde zadovoljava taj uslov, pri Cemu je
i; hlﬁ < ﬁfﬁ%{ Ako f? i fg pripadaju zatvorenom line-
arnomn omotadu L i predstavljaju reSenje interpolacioncg us-
lova (2,5), tada je vektor fT - fg & L ortogonalan na
svakl vektor {gkis otkuda sledi da Je f? - fg = Q,

L ema 2.2, - Uslovi (a) i (b) ekvivalentni su
respektivno sledeéim uslowima:

(A) preslikavanje f - {(f,fk)}' (f € &)
e linearni neprekidni operator 1z ,,1‘{ n .f__’,r‘;

(B) U oznakama Leme 2.1, preslikavanje
i o= {wkj t—> ¥ (W = iwk§;:lei £r) je linearni neprekidni
operator iz ’f,:;r u J( .

U o k a z. — Linearnost preslikavanja (B) neposre-
dno proizlazi iz leme 2.1 neprekidnost oba preslikavanja
neposredna je posledica teoreme o zatvorenom grafu (videti
(7571, 31.2).

2. Sada demo dolrazati slededu teoremu:

Teorema 2.1. —Uslovi (A) iz Leme 2.2 2za
Sistem vektora*{ﬁk} Hilbertova prostora j%}i r 21 ispunje-

ni su u tom i samo u tom slucaju kada Gramova matrica

((Fk,ég)) sistema~{f£f definide linearni neprekidni operator
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iz 7% u T 1/r + 1/s =1

Dokaz, —Na osnovu Leme 2.1 i Leme 2.2, uslov (A)
je eikvivalentan tome da za proizvoljnu konacnu linearnu kom-
binacijn vektora f = - x ¥ sistema izk}'nlz *(f ;’)3’ -

L,

pri cemu

..d, y

gde I ne zavisi od f. Drugim recima, za proizvoljni fini-

v no
3 (f {j)j-ﬁiﬁr £ Mif)

tni niz ixki je

RS AN LN S o GRS 25 N (2,7)
H k’ k4 Zr k,J] k737K
S druge strane, 2za prq}zvoljni finitni niz {xki je
A S .
- Vg ‘\ J‘
( 2_1 ( k’ﬂ)xka) .%' H% J _ﬁ,u )xkjh R{Xkﬂug. (2,8)
1 I_. ‘< .

Uporedujudi (2,7) i (2,8) zakljuéujemo da je prili-
wom zadovnljavahja uslova (A) suZavanje prealikavanja (2,6)

na potprostor finitnih nizova Exki ogranicene:

! :‘_g___(f"c, )xké-i{ < 1;{2§§ixk%;£]s. (2,9)
Pcsebno, za ma kOJe flksirano j Je %(fk,f-)} z fr,
otkuda sledi konvergencija reda (tk,? )%, 2a ma koji
H.T

(finitnost nije obavezna) niz 4xk5 é;f s invarijantno&éu
nejednakssti (2,9).

Obrnuto, ako je preslikavanje (2,6) ogranideno, tj.
7a ma koji niz -%xkg - {S je zadovoljena nejednakost (2,9)
3 nekom konstantom M, tada matrica ((fk,fj)) definise na

Y e

£%  nenegativnu ~granidenu kvadratnu formu




PN i / - 2 . i2 ¥ - S
y o .-

ctkuda, koristedi KoSi-Svarcovu nejednakost, dobljamo ne-

jednaxos®t
o | | [ g R e T N
! I - 2 : 5o \ /7 ¥y .
: A s ¢ v . JET \ S
i>-___j_ (ﬂkr(j)xkyai “'&h\_‘ l‘; (-{_35"'3)'}[15}{3} ( l;_\( ic? J)yky;”f ~
e v Ay ,
| R . (2,10)
D f BT P -\, la" e s
S Mz?ﬁ"ﬂkﬁfl s | éﬁja({k"’-j)xkxj}’ GEcd vl € £
' , ’

Prelazedi, u relaciji (2,8), ka tadnoj gornjoj medil

. o ; S
oveko niza iykg iz jedinidne lopte(sfere) prostora {7,

dobijamo traZenu nejednakost (2,7).
Time je tvrdenje teoreme u potpunosti dokazano.

¥ apomena. Da bi bio ispunjen uslov (B) u sva-

Y
kom slucaju je potrebno da sistem j? { poseduje biortogona-

-

. e
Iru Feoiijusovanost sa £,

(fk,fj) = =‘:1§ (li,j - 1,2, L )0 (2,11)
¥
Ja osnovu Leme 2.1, sistem vektora {fk} Jednoznalno

3¢ definide ako zahtevamo da svi vektori fk pripadaju zat-

r l'"‘ ‘i

vorenom linearnom omotadu sistema {7 .
3., Dualna Teoremi 2.1 je sledeca teorema:

T e orema 2.2. - Uslovi (B) 2za sistem vektora

1

}fﬁf dilbertova prostora Hi r > 1 zadovoljeni su tada 1
camo kada Gramova matrica ((fk,fj)) sistema {fk% definise
linearni neprekidni operator

{
{

Yk

b i
"‘-\. .
!

v N - .- :
> L (252w (imed = 77 ) (2,12)

=

-

iz 7% uw £°%, 1/r+1/s = 1.

EL ]
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D ok a 2. — Na asneovu Leme 2.1, Leme 242 1 oscbina
s> 2toj kompaktnosti jedinicéne sfere Yilbertova prestora, us-

1ov (B) ekvivalentan je postojanju konstante M > O takve

da
Fo Rl € mwhy (Swel e 55
k=1 ! LTy -
iid
5 N 2,2
1[WT_ (fk:fJ)Wij < M %ﬁwk;; e (%)
l{,J:]. ! . ,-t‘

Ja osnovu nenegativne definisane matrice ((fk,fa))

nejednakost (%) ekvivalentna je tome da za ma koji niz, tJ.

L ‘ J - | 2 1 i e T
SRUUN € S )Wk-”j! < M I'{..Wkli;{(.r"’imﬁuyr .
Dalji dokzz teoreme izvndi se poipune analogno doka-

zu teoreme 2.1.

2.,3. Neke interpolaciene csopiﬁe funkcija

Ez klgse ﬁf u _poluravni

1. Analitidka funkecija f£f(z) u poluravni '%Re(z):> Oj

0 definiciji pripada klasi H® ako je

/ .

def ; ; : \
it 5 = sup | --}— I (x + iy)!2 dy‘;l/2 ‘
S x>0 i 7 S
5 \ -~ e -,
' je Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom
R M
{ff ) — l ' i . .
f.g) = —~ f(iy)e(iy) dy,

2de su f(iy) i g(iy) granidne vrednosti funkéija f(z) i

3(z) iz HP(videti {43]). Neke od rezultata dobijenih za
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sluéaj p = 2 lake moZemo prenetl na sludaj za proizvoljno

¢
{

w " W - L - -
i k=] razlid¢itih tacaka poluravnil

s ool

Izoor niza 2 =

Re(z) 7 O_f definiSe prostor nizova kompleksnih brojeva
5 def § ;e

B(2) = ~if(egdi, ¢ €

5

'l,.—--cf'\-._ r

ifeika svojstva prostora H2(Z) za klasu B2

u Jjedi-~
ni¢énom krugu razmatrana su u [61]. U ovome paragrafu raz-
matracemo problem ukljucivanja fr U HZ(Z) i Hz(z) u

,ﬁr. 1 L1 < > . Re3enje tog problema daju nase tedreme
2,3 2,4 1 2.5 u ¢ijem dokazu koristimo odnosne leme.

ileka je Re(X®) >‘Of neposredno se mozZze proveriti da,
ro promenljivoj 1z, (z + 7)™ te B2 i aa je za ma koju funk-
ciju f(z) £ HC
£(5) = (£(2),(z +2)7h).

;a2 taj nacéin, prostor H2 jednoznadno je odreden sistemem
.~y ”

=t — _-.’ -
Jrglora fi(z + %) ¢rk=l prostora H-.

. e § 2
I ema 2.3, - Ako Jje za brojni niz W =  Wpipoq
zadovoljen interpolacioni uslov
f(zy) = W, k=1,2, vu. , (2,13)

L klasi 1<, tada u H° postoji jedinstvena funkcija f£"(z)

minimalne norme koja takode zadeveljava uslov (2,13), i pri
RS . _ : v 2
iz £9( 1) pripada #ttvorensm linearnom omotadu L u H

Zistema vektora i_(z + Ek)_lgéfl-
Dok az, Posto je L zatvoreni potprostor pros-
“sra H2, 4o ma koju funkeiju f 4 H2 mo¥emo predstaviti

U o¢hliku




f =1 + £, £, = Ly f» L L
‘vifeti [43)). Ako £ --dovoljava uslov (2,13), tada i 13
zadovoljava taj uslov 1 pri tone je

P o
& ift ago f <« L.

1
a taj nadin, sve skstremalne funkcije koje zadovole

‘avaju uslov (2,13) pripadaju linearnom zatvorenom omotacu
ha bismo dokazali jedinstvenost, dovoljno jJe pokazati d=,

ko g5 L i g(zg) =0, k=1,2, ... , tada g = 0.

74 svaki proizvoljno mali pozitivan broj postoji
konadna linearna kombinacija jz:dkﬂz + Ek)'l takva da Je

rasto je glzy) L ﬁf{k(z + Ek)"lg, to je

el = (£,8) < lelle - Loz + 207 < efit
Dakle ‘gt ¢&. Na osnovu proizvoljnosti & , g =0,

Lema 2,4. Ukljudivanje H(2) u £F 1 £F
u Hz(z), 1 € < oy ekvivalentno je sledeéim odgovara-’
JHCLm ‘tsilovimas

"

(a) preslikavanje f‘“"’ﬂ;(zk)]kzl je 1li-

4T

- S : 2
nearni neprekidni ~perator iz H u L,

(b) preslikavanje w v—-2 £V je linearni
orekidni operator iz AR H2.
D okaczg ove leme neposrzdno sledi iz teoreme o zat-
roronon grafiku (videti {75¢).

“rnda demo dokazati slededu teoremu:

T e 0 T

D

ma 2.,3. = Uslovi H2(E) </t 1 gr g x

crvivalentni su tome da Gramova matrica sistema vektora

. . L s . . ' ) . '
h(z + 20) 1fk_1 defini8e linearni neprekidni operator
- a -1 -




e LT d f; RN Y ¢ e S
) ;Ll‘i_-}_c:l . > 1‘ fk_:j: (ZJ + Zk) Xl{jjzl, --Kkik lﬂ [ ! (2’14.)

iz 4% uw £ 1/r + 1/s = 1.
sledi da su usliovi

Iz Leme 2.3 i Leme 2.4
,1-2 -~ o m . .
(7)) < ¥ ekvivalentni tome da za ma kakvu konadnu linearnu
e~

e 5371 o f z, )"
f= /7 x((z + zk) sistema vektora iﬁz + zk) fk=1

Do kK az,

fombinaniiu

B ‘.r-l' A ! — - : - :ir * » u
iz SE,(z + zkj jg:y i pri tome je
j o - _l': -+ g .
T,z + Mi ~. £l

a
—

K ne zavisi od f£3 drugim redima, za ma kakav finitni

f'

124 gxkf Je
e 2 '

>, - \=1 i ' 21 ) p - - - \

! (zj + 2Zy) ng“ - < M &4 L Lzg Z1c ) lxkxj}. (2,15)
LN | s J '

!! I.. . -

LT =1 1 Y

- Qruge Sstrane, za proizvoljan finitni nigz ixk}' je
(2,16)

) (2. 4+ 39 1% \ < i 7, )" Lx, ! fxp!

‘E“J ( ZJ + Zk) }CkXJ ) ~ 4 /;‘_( Zj + ZI{) xk;"-?r K QS
¥ ; :,{ A
Uporedujuéi (2,15) i (2,16) szskljudujemo kada je uslov’

;’-E ) - T . W *
.4) ¢~ zadovoljen, suZavanje preslikavanja (2,14) na pot—

‘0stor finitnih nizova {xk}z*Fs je ograniceno:

T -
- J__

(2,17)

¥

It .

!I L = _l r” ’ 2 p

4 7 (25 + B Ix M Y s
Jsobito je, za proizveljno i fiksirano

Js

reda

fﬂj + Ek3"%§:21 ?Z_gr, odakle sledi konvergencija
f?'(zj + 2Z1) "X, za proizvoljini (ne mora biti finitan) niz
1155 < {S, pri cemu je nejednakost (2,17) saduvana.
Obratrno, ako je preslikevanije (2,17) ogranidéeno, tj.
D de z-, proigzvoljni niz ixkéggfs zadovol jena nejednakost

+17) s nekom konstantom W, tada Gramova matrica ((zj + Ek)-l)
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o ¥ 2finide nenegativnu cgranicenu formu

- =l = e a2k L
0 & ﬁ'j (25 + Z) "ypyy S M ﬂiykﬂats Tk < £

rdakle ne osnovu KoSi-ivarcov: nejednakosti proizlazi slede-

dz e jednakost:

A o -1 =2 N o e 2N = y=lg 2
2 (s )T L (ag B TRy ([ (25 B VY <
KrJ / :I‘ \K!J Y J/ é’J ! y
I IO — -1, =

Prelazedéi u relaciji (2,18) po nizu iyki iz jedini-

“ne sfere prostora 1fs ‘ka tadncj gornjoj medi, dobijemo po-
trebnu nejednakost (2,15). -Ovim je Teorema 2.3. u potpunosti
cokazana.

Teorema Z.3. ima sledece posledice:

Posleddica 1, - Za ukljuéivanje HZ(Z) u ¥;r’

e

1<T < -, neophodno je i dovoljno da preslikavanje (2,14)

{r/ (r-1) a #F.

definise linearni neprekidni operator 1z

Posledica 2.~ Ako je inf Re(z) = 0, tada
k
ukl judivanje H2(Z) u ‘gr nije zadovoljeno ni za ma kakvo r.

Posleddica 3. - Neophodan uslov za ukljuctivanje

oreostora Hz(Z) u..ir z& T < 2 jeste da
Re(zy) —— O (k -=>< ). (2.19)
O¢igledno, neophodan uslov za ukljuéivanje Y

".'2!'17 . - - 1 . w1 .
“{2) =za proizvoljno r je konvergencija BlaSkeoveg proiz-

oda

!

Bj(z)




- 33 -

L 34 : oznacimo
Icictjr RKO S Ban(z) °

ségovarajull delimidéni proizvod

ke o

5 nulama u tackama $ Z

2

, i P X “¥K .
Bj ntz) = . g, — , Jyn=1,2,...,
’ k=1 l - z Z + Zk
k# J

tada, kao u.([ﬁEE, Gl. 5), meZemo pokazati da za ma kakvo

(z + 2,)7By (2) —> (2 + 35)71B,(2)

M HE kada n ~—>» 2, i iz Leme 2.3 d4a je za proizvoljno j
Bj(z) 2 Ee.(z‘jl

Bj(zj) 2 + Zj

£I(z) =

jedinstvena funkcija minimalne norme u H2 koja zadovoljava

interpolacione uslove

fJ(Zk) —_ C{;ﬂ’ k —_ 1,2, " . »
Neposrednim racunanjem moZemo pokazati da je

, 4 Re(z).)Re(zs)
(£K,£9) = — 4 L k,j=1.2, ...
.l.

Bk(zk) Ej(zj) Zk Ej s

2. Dualna Teoremi 2.3%. je
Teorema 2.4, -~ Ukljudivanje £T u H2(Z),

L £ ¢ w 4, ekvivalentno je tome da Gramova matrica sis-

- . } 3::‘ hd i = )

Tena ifa(z)§j=1 definise linearni neprckidni operator
C i
'.> ¢ Relzpfela)) e A w2 . pT
k=

21” Bk(zk) Ej(ij Zk + Ej_}j=l

"'-.__.-A.-r

s

2z ft ou £8%, r +1/s = 1.

i

Teorema 2.4, ima sledede posledice:

Posledica 1. - Ako je sup Re(z) = 2o,
k

- e . iy v o v .
eda ukl judivanje £ u H(2) nije zadovoljeno ni za ma
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Posgledica 2. - deophodan uslov za ukljulie

: n 2 :
vanje ¢T u 1%(2) za r S 2 jeste da

~2

Re(zy) 1B, 2) > 0, (k —> <) . (2,20)

- -

mapomen a. yxa osnovu Teoreme 3 1 radu 5723’
2 2

2 Usany nlje neophodan ~o ukljucivionje F u H(Z).

5. Da bismo dokazali narednu teoremu, najpre déemo
feraulisati i dokazati slededéu lemu:

: S B . y

Lema 2.5, - Ako niz Z = fZptyk=1 Tazliciti taca-

k. peluravni Re(z) > 0 zadovoljava uslove:

-

(a) 0 < Y < Re(zy) <L < »o

it

| N
(b) 1z - zZnl > ¢ > O,
tada, za ma kakvru funkciju £ E;Hz, ff(zk)f & .?2.
Dokasz., - Ako je f & H?, tada g = £2 & HY, Na
ta) nacin, dovoljno je pokazati da je za ma kakvu funkoijuf

g < HT

Slele)! o oo t3. a(z) | e £l

T

Na osnovu Poasonove formule imamo

] . Lk
g(zy) = =— | g(it) > ———— dt.  (2,21)
g X + (Yk - t)
Ako je N ma kokav prirodan broj, tada iz (2,21)
31231
s L L iﬁ_ X,
oo lelz) | < = Vieg(it)| [ ——— dt.
K= | 4 e k=1 Xg + (yy - t)g_
Na osnovu prethodno navedenih uslova (a) i (b), red
7
\ Xk
/.

kT %k (yy - 1)




ravronerns konvergira po t # (=~ oc, »e) ka ogranicenoj
neprekidroj funkcija 3(t) & M ako je lyk - yml%é » O.

Prema tome sledi da je, za proizvoljno N,

LA >

i ig(it)idt = Mg, =

s
i

HET]
1ha 4
] i

-
= ufe?, = mje)s.
Kako je N proizvoljan prirodan broj, to jJe

;;; HENI P H

T eorema 2.5, — HNiz Ef(zk)} €. 22 za ma kakvo

0g
A,
N
W
/AN

f « H° u tom i samo u tom sludaju kada matrica ((?k,fj))

definisSe linearni neprekidni operator

-l
-:'ﬂ

L: §xi,— é';;; (?k,zj)xkjjz
12 22 U fz.
4. Dokazacemo jo§ dve leme:
Lemna 2.6, - Ako je O<’£—<Re(zk)<l.<f’:xr.
ilz, - z;{}: > & > 0, tada su matrice (fj,fk) i (-fj,?k)
ekvivalenzne.

-

D ok az. - Koristedi se prethodnim oznakama, to

Bj(z) 2 Re(zj)

(Ek,g,]) - L — y fJ = — ’
zj + 2 Bj(zj) 7 + zj
2
I 1 2 = Z !1 - Z _ :
B}:(Z) = _p g—- . (f:}’fk) = 51?: ,
Z o+ 3z 1 - z
pAK P p

za ckalarni proizvod (fk,fj) dobijamo
>
g £5(1t) £I(it) at =

-

K . 1
(5,27 I




'(""":__.._

- . ~ P - — -

- ;axzk)Ru(zj) 1 } = :1t 2y 1 !—~] lE 2q N
= - Fre ; p — . — l_ . o =
5‘:(‘_‘,-; BJ(zJ) ] w i =T+ Z5 it + 2y 2e it + z it + Z 5
1 P“\H )HE(Z;) e

_ AN : 3 1%5'€ 1 . 1 dt =
By (z3) Bj(zJ) X _{u it + 25 -1t + 2
_ 4 RE(ZK)Re(zj) . ?,H , ! - . -
} , - : i ,
Bi( 23) Bi{z3) ¥ it o+ Z 5 \ it + Zy
¢ he(zk)Re(zj) 1 4 Re(zk)Re(zj) T
= - | - l_ = - —k?'ﬂ-'] .
bkfzk) Bj(zj) Zk + Zj Bk(zk) Bjrzj)
Prema tome
: 4 Re(zy)Re(z;) ——
(£5,29) = — L (7, ¢).
By (2) B J
k' Zx) Bjlzy)
T 2.7. - Ako je 7 =%z, mniz razliditih
A e m a P N 0 Je —lka___l niz razlicltili
tifaia poluravni Re(zy) > 0, k =1,2, ..., 1i2za k=1,2,...
7
(f,?::) = f(zk_-) r E‘st
cnddis R
n _ i Yhn. N2
bjj = 2 RQLZJ)FBJ(ZJ)| .

L' ¢ k a z, I KoSijeve integralne formule sledi da

i u tom sludaju

Rk(z]) = (Z;{_ + Ej)—l,. X = 1,2, *ee

.

T2 ua osnovu togn Gramova matrica ima cblik

/ ;

o 1 e v e 6 e s e e e e e e e e e e _}
"‘- = -1 .

A (Zl + zj) - (zk + zj) 1 I/




s 1
; 2] + 2y o 2y + 23
|
det (&™) =
1 1
Zy + Ej o Zy + Ej

S rjene Trednost je, kao 5to je poznato (videti [3}) jednaka

— l (z p p
i - z . Z —— -
' 1 $i<ksgn X U)( K ZJ)

T,

'j,k=l (Zk + Zj)

Jeavde je

=1 '
n | ‘l{ 7 ,Zk - E-Iz
dot “}) - T1LCKLKE n! J .

e _
e (Bt gy)

Analogno tome je

-

o

o (G1) = —ia £
_rh

N

i<k ¢niPk = Zi
3

&N

j 41
i,k=1 (21 + E-)
i kdj N J

"1 mateicu G Gobis ' ‘ n
- . P I I . i Obl r E“ = £ o - .
;0 G Jamo 1z matrice G precrtavajudéi j-ti
sed 1 j=tu  kolonw..
vwemente Inversz trice oo (gyd ireduj
ne matrice  B" = (g%) odredujemo
e POZnEti nacin pomodu relecije

K+
n_
bkj — (-l)

P2 Je¢ na osnovu prethodnog,

é&t{G?k)/det(Gn)r

$ Re( 2z )Re(z
4 ( Jc / (ZJ) 1 1

.n
b

] -~ n n
Zk + Zj Bk(zk) Bj(zj)
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Specijelno su dij.gonalnl elemncnti matrice 377,

r = 1,2, ... , odredenl relacijom

n o _ _,|".:-2
bjj = 2 Re(ZJ)iBJ(zJ)" ‘

Lema 2.7 ima sledede posledice:;"

Posledica 1.~ Ako jo f_:dae(zk)(l + )zl ©)
adz za .a kakav prirodan broj J postosi u H2 jedinst-
7ana funxcija fg(z) minimalne norme koja zadovoljava us-

Love

f%‘ZK) p— -S:J{ ’ k=1,2, . e @ ¥

JH2 IRV |—2

|£58% = 2 Re(z3)] Bj(23) 177,

gde de DHas(z Bladkeov proizvod s nulama u tackama *{z .

gde je 53(2) pEo ~ P%PFéJ
Posleddica 2. - "Ukljucivanje -Zl {;Hz(z)

ekvivalentno Jje zadovoljavanju uslova

.2 J.:‘.t..:( Zj ) 1
sup 4 < 0 -
k { lBj(Zj)!Z}

Posledica 3. -172a r » 2 ukljuéivanje

O

. - '-'r2 ~r - . - - )
" - HS(Z) moZe imati mesta samo kada je zadovoljen

-—

ng Lov

2 Re(zj)
O.

]
» 173

. 2
J-%?ﬂ‘rBj(ZJ”

b
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2.4. Interpolacioni problem za analitike funkcije

Hardijeve klase ﬁfp u poluravni Im(5) > O

1. ©Oznadimo sa fﬁp, p > 0, klasu funkcija £(§) ana-
itidkih u gornjoj poluravni {gf € : Im(8) > O'1 i

evih da je za svaku od njih sup m (y,f) <>» , gde jo
y >0

| > 1/p
??"— (y,f) = 2 ‘T 5 !f(x + iy)' P dx% ‘
e

e
Osnovni rezultati za klase 9§P sadrzani su u monog--

afijama P. Darena [19} i K. Hofmana (K. Hoffmanﬁ) [43]

gde je mesto gornje poluravni posmatrana desna poluravan).
2 ma koju funkciju f(ﬁ) c Sip postoje skoro svugde na re-

lnoj osi granidne vrednosti f(x) & P( Ako je

>, B)°
7 1, tada se (§) e_ﬁ%p poistoveduje sa svojim graniénim

rednos~ima posredstvom KosSijevog integrala
*

JI

£ . 1 £f(x)
(5) = —- )m s ax In(E) > 0, (2,22)

za vrednosti & iz donje poluravni vrednost tog integrala

¢dnaka je O. Obrnuto, ako je za funkeciju f(x) < Lp( oy 20)
- %0,

p 3

L _fr £(x) dx = 0, Im(3) £ G, (2,23)

2fi X - 5

- XD
. i LI - (":l
“dn je pomodu (2,22) odredena neke funkcija f£(£) € R P cije
: grani®ne vrednosti podudaraju skoro svugde sa f(x).

Za bilo koji niz § =456, raslisitin tadaka polu-




- AD -

ravei Im (§) > 0, k =1,2, ... , posmatrademo prostor

nizovza

oz = el fa‘ﬁpf-

S Je 2 o= %(5} nilinearna funkcija koja gornju po=-
luravan preslikava na jJjediniéni krug, onda,za ma koju funk-
ciju £.38) € %’P, f(‘(’(z)) £ gP., Medutim, klasa Hp{lzl <l}
n2 *scrpljuje sve mogude funkcije oblika i‘("ﬂ"l(z)), f € %P
(witesi f19)); prema tome, uopSte govoredi, ima mesto samo
utljvdivarje %p(é) <. HP(Z) gde 27 = @(J) ={‘€(§kJ}I::1 .

Jdavde, naro&ito, sled% da je nemogude neposredno pre-
.ceiti 3vz osobine prostora y?pLSJ na prostor HP(Z) pomocu
Jreslikavanja bilinearnoﬁ funkcijom gornje poluravni na krug.
F- ipak, 28cbine prostora nizova G{P(ﬁ) moZemo ispitati
"oristeci se metodama analognim za ispitivanje prostora ni-
ZOova, Hp{lz|*< 1;.

Celishedno je pocetl oo razmatranjem slulaja p = 2.

2. T odncsut na skalarni proizvod

(frg) = Ol‘?' J[ f{X) g(X) dx, f:gé%;z (2124)
o/ )

. - e
Klasa iﬂa je Hilbertov prostor sa reprodukcionim jezgrom
K(z,5) = i(z =~ % )"'1 i, na taj naéin, karakterizaciju zavis-

. (L

negti strukture grostora 162 od rasporeda tacdaka niza
N ":I - .f} w - . . — s - »
5=-L-51{§ k=] W 8OTnjoj poluravni Im(5)> 0 moZemo dobiti
Lonkr:tizujudéi za dati sludaj op3te rezultate prethodnog para-
zrafr.,

— .. 3 fx 0 vy

5o dati niz =diuklk=1 razlic¢itih tadaka gornje

roluravai Im(E) > O matrica G 2za linearno nezavisan sig-
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} L, > = —l. s . .
tem vektora {1(:’5 - &) }k:l ima oblik

_ n .
. elemente inverzne matrice = (bKJ K, =1 nalazimo pot-

rno analogno kao u prethodnom paragrafu za slucaj H2:

A _ 4i Im(ak) _Im(fa) E_ ‘ 51 - E} | ‘(f -}-9) (2,25)
X _ = _ 1\ ®. - ) ’

. . . . )41
Fosebno, dijagonalne elemente matrice B, n = 1,2, ... ,
odredujemo pomodéu sledebeg izraza:

-

t ] - "E : |
br}. = /Z Im(g.])! ! EJ -—E’ y J — 1,2, o0 ,no - (2,26;
*. EJ §pl

v

Jedinstvena funkcija minimalne norme prostora 9? (K)
xoja zadovoljava uslove
. J
£9(&) =Sk »  k=21,2, ..., (2,27)
2 funkcija koja leZi u zatvorenom linearnom omotacu sistema

— - Ny .
vextora {i( g - gk)""‘}k:l i pri tome je

N i i | = - g | 2

} —— 1
]Ff5’§2 = 2 Im(;;j) | |—J——Ei Lo (2,28_
S - D# ] E 53‘ "'«:I}p

Postojanje funkecije fJ  obezbedeno je konvergencijom

proizvoda na desnoj strani relacije (2,28). Ukljulivanje
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it < ﬁ?(;) zadovoljeno je tada i samo tada kada Je

[ﬂi' % _g 2
sup Im(%;) | 1] LB} < 2o (2,29)
J P# J Sj -3

Heka je @ Z -PE) = (5+ i)"l(g - i) Dbilinearna
funkcija koja preslikava gornju poluravan Im(E)> 0 na
jedinicéni krug 12z1<£1 za j = 1,2, +.. , neka je

1
Zj = ?(E ., Posto je EJ — l(l - ZJ)_l(l + Zj), to je

J
1 -~ i .- 2
- | 1 = 2z 2. 1 -]z
S - | , In(5y) = ———L3 (2,30)
S "Sp P Zp T JI - %3
sledi ua relaciju (2,29) moZemo napisati u obliku
1 Izjiz a -5
sup | — lBj(zj)‘ . (2,31)
3| |1l - Zj‘

3. Istadi demo nekoliko karakteristiénih slucajeva:

) - - - m
1) 1 nije graridna vrednost niza Z = {zk& =

. k=1
- &I b -

Na osnovu relacije (2,31) i posledice 2 Leme 2.7,
ukxlijudivanja fl & '7':?'_2(3‘? i fl o H2(Z) su istovremeno
zadovoljena. Pri tome su tacke niza :5 ={§k%£:i raspbre ~
dena u pravougaoniku 'Re(E)l < , 0<Im(3) < A3 .

2) 1 je graniéna talka niza 2 ='§zk};i1 po tan-

gentnom pravcecu

To znedi da u tom sludaju ukljudivanje 21 < H(2)
moZe biti zadovoljeno i kada nema ukljuéivanja .El <:'(ﬁ?(§).
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g ' > , " n : . .
Tadizs niza O = igk}k_l kad k -+ >0 asimptotski se pri-
)1i“svejn realnoj pravoj.

sl

%7) Niz tacaka = %z, j _, kovergira ka 1 po netan-

zentnom praveu:
=
inf > 0.
I R 1

Pri Lome ukljulivanje -Zl gifﬁg(ﬁ) bide zadovoljeno tada 1

: , 20
samo *tada kada je niz tacaka 2 = {zk}QZi = {,{(gk)jk=l u
krugyu interpolacioni niz:
1;1lek(zk)l‘ S Oi..-ﬂ
C oy v
Na osnovu (2,30), talke niza =13 }kml moraju

biti rasporedene u oblasti O <3 < Im(¥) < /3, te uklju-

éivanje moZe biti zadovoljeno samo kada su zadovoljeni uslovi

1m| 3 ?p ') O, odakle sledi da tacke niza 3:1*5}(2(1:1

kﬁ;:e se nalaze u pojasu | 0 LX< In(E) < /4 tede ka @O

L]
hl"u
s

trzinom aritmeticke progresije.

I} o o
Obrnuto, za ma kojli niz J = {;ﬁk}kzl proizvod

ly _ T
[_I‘Ej Sp
§ {‘ga - ¥
pAIIST  9pi

( $to se moZe lako pokazati) ravnomerno konvergira u odnosu
nn 4j"=-T 2:

-d-,

e e

... . Koristeéi se rezultatima iz rada [57}, mo-
semc poxazati do u posmatranom slucaju vaZi jednakost
F2 . 723 videti 58}, [71].

koristedi se dobijenim izrazom (2,26)

trice 3% o (Gn)_l, n=1,2, .

28 elemente ma-

es , 1 primenjujuéi Teoremu 1.1

mozemo, ¢obiti neke bliZe podatke u vezi sa ukljucivanjem




- 44 -

rosebno, zadovoljavanje uslova "_Erm Im( §k) = 0,
: il A
\ 1. - ) ;
%=1%4.7 , ncophodno je za ukljutivanje £ < %) u

sludzju r > 2, ali nije reophodno u slucaju T £ 2.

4. Za sludaj] 1 < p & naveddu dve leme koje je
5. ovedenko (videti [65]) dokazao wu okviru funkcionalne
interpolacije u Hardijevim klasama HP, a zajedno preformu-
lisali smo ih za poluravan Im(g) > O, drugim recima mo-
semo navesti, bez dokaza, opSti kriterijum ukljucivanja
o - 10D¢ - " s i : .
5 72 '#P(z) za giru klasu Banahovih prostora nizova S.

L

I. ema 2.8, — Za proizvoljnih n razliditih tacaka

£}

bl’;2’§3’ e+ »E, gornje poluravni i za ma koji vektor

w = E’.Wl’w2’ ces g ang_tﬂn u proétoru %p’ 1l £ p £ 2o ,

postoii jedinstvena funkcija fn minimalne norme

( 1/p
w _ 1 : w ' D 2
§eoll ) = S5 | | £ (x) | ax | (2,32)
-
koja zadovoljava uslove
fz(Fi) = Wk’ k =1,2, «.0 ) (2:33)
i
|2 a.w |
| k'k
*"‘1[' W o !Z k=1 N b o W[}
3 K Hp N gk“gm i 1 s oy !nﬂp’ (2,34)
h 1k TE_ ?k“
q

gde M. » 1 zavisi samn nd q, 1/p + 1/q = 1.

Lema 2.9, - Neka g(X) "E_. Lq(___)‘_ ..)! 1l <L g L 2o )
DLy P
tads postoje na jedinstveni nalin definisane funkcije £7(x)
i fzix) takve da Je
e(x) = £7(x) + £(x] 1 Hfi"q Mqﬂgﬂq, i=1,2

gde Mq 2 1 =zavisi samo od q,.




- 45 -

G LAV A II1

INTERPOLACIONA SVOJSTVA KLASA 9P U POLURAVNI

3,1, Osnovna obelezavanja

1. Analitidka funkcija f£(z) wu poluravni Re{z) > O

po deriniciji pripada klasi HP  aka je
, L e
- 7 g 'nl » ! \1/p .
ni'\z;h = S5 U P -—:-L_-_;-j,af(x+1y)‘p dy/ & O <« p <€ >
P xs>o0\2#.
. ’ ]
4o " = 8 U p !sz)‘ < - p e = .
{o(z) il Re(z) >0 ‘ >

Umesto poluravni Ke(z) 2> O moZemo uzetl poluravan

m{7) » O ako argument funkcije pomnozimo sa 1. Struktura

klcsa HP  uw poluravni Re(z) » O je potpunc analogna stru-

<tiri poznatih klasa HP u jediniZnom krugu ( videti (16},

s | | _ ‘
{134)% pa ipak, za O < p < > Klase Hpj_Re(z) > O} s obzi-

?

»orr na Gefiniciju odgovaraju Xlasama HPEJzI<:l¥(videti [16],
G1.2% {43], G1l. 3) i imaju respektivno razlidite interpola-

cions osobine.

Za p »1, HP je Banahov prostor sa normom Hfﬁp,

akko je p <€ 1, tada je u odnosu na invarijantnu metriku

It - el £,g ¢ HP
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HP potpuno linearni metricdki prostor (videti f;6],‘}3]).
Skoro svugde no imaginarnoj osil postoje granicne

vred..osti

f(iv) = _:‘fi.{:i‘.".: f(x + iy)

¥ -3 o

funkecije f(z) iz gP: pri tome f(iy) €

Stavilio, {f(iy)ﬂLp = ﬂf(z)gp, i f(z) se svodi

-, )

na f(iy) posredstvom Poasonovog integrala

L.

£(it) X dt, z = x + iy, (3,2)
x° + (y - £)° ’ '

f(Z) — _..]..'..._

oy

N -

o

!
a p » 1 takode va?i Ko$ijeva integralna formula,

koju moZemo napisati u obliku
-

f(z) = L. » LU ¢, Re(z) > o. (3,3)

- i )
2 h 7 = 1%

.........

i [43]).
04 posebnog intersesa je slulaj p = 2 zato sSto u

oldr.osu na skalarni proizvod
l.‘)t:i
(£,8) = == | £(it) F(IT) 4t, f,g €H, (
2U o

—

y4)

L

2

restavlja Hilbertov prostor sa reprodukcionlm jezgrom

r3

K(z . %) = (z +§)-l, tj. za fiksirano 5 , Re > 0,
(z +§)—l€ H2, i za ma koju funkciju £(z) € H2 je
£(8) = (£(2),(z +3)70);

posled=ia dinjenica neposredno proizlazl 1Z definicije ska-

larn~g nroizvoda (3,4) i KoSijeve integralne formule (3,3).
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Caim toga, na osnovu voznate teoreme O faktorizaciji (vi-
ceti {16i, Gl.2; [431, Gl.8) mozZemo na siludaj p = 2 ©SVO-
1iti dokaze nekinh rezultata kojl veZe za klasu gP sa ma.
xo03im  p » O (videti, na primer, Lemu 3.2 i Teoremu 3.1
iz paragrafa %.2).

- - - W r'r
Neka je, kao 1 obicno, SAa {-, 0LLr s, 02~
- 1'“
“ . . i 2., &
nadens celokupnost nizova kxompleksnih brojeva W = 3W; iy

takvii 12 Je j o=

...... \
. { \1/r
{ N wo 1T - CoS
’WJr - \ >E:1 !Nk! j < >0 » 0T < s
o (316)
iwi' = suplwkl £ oy T = Do
Ako jJe r > 1,tnda je Afr Banahov prostor s normon
(3,6); za r <1
: o WL . r
R & wopm &

dotfinide invarijantnu metriku, na osnovu koje Zr preds—
tavlje potpuni linearni metrifki prostor (videti {17]).

pl B

bl f?__.i;- - A » e 4 o »
Izbor niza 7 = (2, %1 razliditih tacaka poluravnl

R='z) > 0 definiSe prostor nizova

L ]

l""‘f‘*\._..f

! ;e
HP(Z) =~$ {“f(zl{)tkzl . f J""""Hp

2. Ova glava posvedena je pitanjima ukljuéivanjz
EP(z) u £T 1 % u HP(Z), 0<p < Po, 0 <r £ >
=lufej p = oe nelemo razmatrati jer ukljudivanje H T (Z)
W {fr mo%e biti ispunjeno camo za I = Do) 5to se pak tice

7% u H(z), poznato je dg H(Z) ili ne

ukl juéivanja
sadrii nijedan nrostor 2T r >0, ild )":""' c BE2) (vi-
deti [%5]), pri éemu neophodan i dovoljan uslov za uklju-

Sivarge poslednjeg oblixo jeste




K
R 2
S I R 25 z - 2,
Bk(z) = S % _J (31:7)

=1 1 -323 2 + 2

JAk ] Y

%3 P, 1= : : i o -
s nulama u tacgLama lzjij#k (videti {43}, :1.,8). Poslednja

dinjenica je posledlca pozatog Karlesonovog rezultata o in-
terpulicijl ograniccnil brojnih nizova ogranicenin analitic-
wim funkcijama u jedinidnom krugu (videti (16}, G1.9% [43],
Gl. 10) &ije se prenosenje na sludaj poluravni izvodi pomo-—

&y linearno razlomljenih funkcijo.

3.2, TBkvivalentna ukljucivanja

~mmlls. -

1. Za dalje razvijanje teorije interpolacije poka-
zolc se korisninm proSiriti klasu prostora nizova HP(2), na-
- . - ' N :"*i
vederih u prethodnom paragrafu. woime, neka je j\,= bﬂkik—l
niz nozitivmih brojeva (moguda je zavisnost od izbora pole-—

- xS 4 . A / . " » . . . = s .
tﬂ.OE ~iza tadaka 5 o= {:Zk‘fk___l) i A 7 O’ po definicijl Je

Y 0 )
HP(7,A = 4 Ak f(z1);k , ¢+ 1 é.Hpé. (3,8)

Ako je A, =1 ili ¢ = 0, tada je, oligledno,
T . RAR |
(s, A = HP(2).

clavni rezultat naSeg istrazivanja predstavlja teore-

ma %.1, u ¢ijem demo dokazu koristiti leme 3.1 = 3.4.

L ema 3.1. - Ako je HP(z,AM < £, 0 <p <37,
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0O “ r < -, tada je preslikavanje
AT { ~ P

sgraniten operator iz Banahova prostora (potpuno linearmo

metridkog, ako Je p < 1) HPY 4w Banahov (potpuno linear-

. e . 1','1..
no metrislki, ako je r < 1) prostor {7,

Tvrdenje leme sledi neposredno 1z teoreme O zatvo-

renom grafiku (videti {161, Gl.65 }171).

3,2. — Ako Jje ps = Qr i p
0 <T,8 € o £33 % 0, tada su ukljuci-
fs ekvivalen-

=332

L

L e ma

O 4£p,yq < D3y

vanja HP(Z,M u T 1 Bz,

tna.
. o & .. pT
h o k a z. Na osnovu Leme 3.1, HF(zZ, A") L ¢
tada i samo tada kada je za ma koju funkciju f & 503
W N
; () ( TN q -
!iﬁk f(zk)J k=19r < Al!fﬂp’ (3,9)
gle A ne zavisi od f.
U sludaju r <« -~ , relacija (3,9) ekvivalentna
ie slededim sistemima nejednakosti:
PR -
[ ' ip/r |
t oA T
f(z | vl AP YriP
\ E/E-Zl A (0 d / / l p *
=N 7
L AR /q!g(zk) lq /P) < Ap*gug ,
e . - Na/s
i f,sﬁi '8 . Py ..l
B _ \ g(Z )‘ < A gl y
= , tada je relacija (3,9) ekvivalentna

nejednakostima

<B4 V| P Dyt 1| P
SEP Ak lf(zk | < A ’EIHP ’




sup Ay 2 ( 2, )|q <. NS ggﬁg.
- . L 2y

Koko u tom, tako 1 u drugom slucaju Je

ll

w

*.. ik Iy /! kr-l“s

< Ap/q“g%iq'

o osnovu Leorenme o faktoriza c131 (videti f431 GLl. 10),
nejednaxost (3,10) =zadovoljena je z2 md xoju funkeciju

g < HE1  3to je, na osnovu Leme 3,1, ekvivalenino uslovu

?

7z, Ay < 45,

I‘;“;l.
L

Posleddica. - Ako je niz 2 = {Zpi_q tekav

da je

inf RE(Z}:) = 0,
X

tran HP(Z) _ fr ni za ma kakvo p,r > 0, P < .

Dok a z. Neka je ispurnjen uslov Hp(Z) . Zr

2

neke p i 1r) ¥a osnovu Leme 3.1 1 Leme 3.2, u tom slu-

dajn za ma koju funkciju f(z) iz H2 i k=1,2, «¢.

imamo d& Je

if(z, )} K 1 e(2 )U“!i < Allf]
£z ) & 3 EE ) o don/p S Py

gde A ne zavisi od f. Ako mesto f uzmemo vektore
)
(2 + z } € H°, k=1,2, ... , tada 1z relacija (3,5)

(%,12) w»roizlazi nejednakost

(2 Re(z )™t g

-~

koja je protivredna sa (3,11).

-~

teiinskih) prostora.

Lema 3.3. - Ukljudivanje F*¥ u HP(Z), 1 < p<=

S

(%,10)

(3,11)

(3,12)

i

2. Slededi stav pokxazuje celishodnost ponderisanih

a2 Re(z )2, x=1,2, ..

’



1 €1 £ 2 ekvivalentno je tome da je za m& kakvu funk-

ciju gl(z) < HY, 1/p + 1/q = 1,
: e -1_ y sa - -
4 2 Re(zy) 1B, (2) ! g zk)_.;ﬁ:lis < A}gg, (3,13)

gdie 4 ne zavisi od g 1 1/r + /s = 1.
-

30 k 2 z. MNa kokav bio finitni (to jest, koJi s&&

Lo

- a‘x

r%i konadan broj &lanova razlicitih od nule) niz W = iwkikzl’

funxzcija
ol ) (2)
2 Re(z B, (z
M) = ) L SERNY W
k=1 z + Zy Bk(zk)
pripads 4P 1 gzadovoljava interpolacione uslove

fw(zk) = Wy, kK = 1,2, deo o (3,14)

s osnovu teoreme faktorizacije, ma koju drugu funk-

ciju iz HP koja zadovoljava uslov (3,14) predstaviiemo u

oblilktu
t%(z) + B(z)f(z), f(z) — HP
i
Z T %y
B(z) = _“31{(2).
z + 2,

L.

Xako je skoro svugde iBiiy)I = 1 (videti (431, GL.8),

3 . Ly -
17:.522mo

1(2) + B(2)E()] -

S | _

“?fﬂ_ 2 Re(zk) Wy i (3,15)
= 4l - — + f(lY)de

" r=1 Bk(zk) 1y = 2Zy gy )

£ = HP,

P08to je 1l €« Q< 2o , konjugovanl prostor (Hq)i'E je
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: zomorfno izometridan faktor-prostoru Lp/Hp (videti [1€],
1. 7% {43}, Gl. 9). Prema tome,klasu ekvivalentnih po mo-
sulu funkcija HP na desnoj strani jednakostl (3,15) moie-
mo posmatrati kao linearni neprekidni funkcional na Banano-—
vom prostoru Hq. Iz definicije normi u faktor-prostoru
(videti (16}, Gl. 7) i Kodijeve integralne formule (3,3) prc-

izlazi @a je za ma koji finitni niz W =3 Wi q

inr 1 1%(2) + B(2)i(2) ) =
£ HP | (3,16)
ks ;
RS B 2 Re(zk) g
= S up T,;g*;;ql VL e g(zk)wk!;.

5 druge strane, za proigvoljan prirodni broj n pre-
slikavanje

Tl‘l: 'kai:;l e 1nfrtlfp : £f(z,) = Wics k= 1,2, ...,ng

n-. 2analovom prostoru YT gdefiniBe ogranideni konveksni

funxcional (wvideti {41, % 21); ova je konveksnost, to

zacovoljavanje uslova

Tn(w + ¥ ) £ Tn(w) + Tan); W o=

 (xow) =l T (w), 5 ¢,

oéigledna, a ogranicenost proizlazi 1z ne jednakosti

l‘-—‘ 2 I‘{e(zk) Ek(z) l _
- - W

Tn(‘*ﬁf) i': ': ; - k" N\
?é:j Z + 2y Bk(zk) E D

- JLn 1"5:'.}:&1'1! ki * Mo




_53_

Ide ne zavisi od w. Na osnovu osobina slabe xompax-

i‘a“_n

smoati zatvorene lopte Banahova prostora HP (videti 433,

G1. 1,2,9) i Kosijeve integralne formule (3,3), ukljuéi-

vanje ,gr u HP(z) za posmatrano P i r ekvivalentno
. ;-: e*-’ | ka !
je ogranilenosti niza T, (w): hel 02 svakom vektoru W =
- J
9 Owe . —
-gwk =1 € ',Fr. Lema I.M. Geljfanda (videti [&], » 21)

kao verzija opSteg princilpa ravnomerne ogranicenosti, poka-
zujc da je u tom slucaju

- !i .
Sgp Tnﬂwj < Mﬂwgr,

drugim redima, preslikavan]e

. O ; )
Tn : gwk%kzlr ------ - infﬁﬁftp : f(zk) = Wy, kK = 1,2, «0ef

je ogranideni funkcional na,,fr. Uzimajuéi u obzir relaci-

ju (3,16), otuda proizilazi da de ukljuéivanje rTou HP(2)

1 <p <>, 1ST 5 >, Dbitl zadovoljeno u tom 1 samo u

ton sludaju kada je za ma koju funkciju g(z) € Hq, 1/p + 1/q =

: : - . : , ¢ s
i za ma koji finitni niz W =+ w !

[T U
-

t
\

) 2 Re(zy)(By(zy)”

I .

sie A ne zavigsi od g 1 w, 3to je, ma osnovu poznatilh
3% 1o+ayra B ] 1 _/I‘ : :
svojetava Banahovih prostora ./ °, ekvivalentno sa tvrden-

jem (3,13).

T e orema 3.1. — Ako su elementi niza f;=£Ak§;:l
definiszani relacijom
()™ k=12, ce.
iawo je 1<p<2 i 1<r < p/(2-p) 1ili 2« p<x

i 1 €r< e, tada je ukljudivanje £T u HP(2) za,

L
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“ xS . v . . \kﬂ"
. ekvivalentno ukl jucivanju H (A,A )

niz 7 =7 Zpiye)
-ES, gde je h= p/2(p-1) i s = 2(p-1)r/p(r-1).

u

D o k az ove tzoreme neposredno sledi iz lema 3.1,

3,2 1 3.3,

3.3, Interpolacioni problem za klasu H

1. Iz rezultata prethodnoga paragrafa sledl da se

problem odredivanja neophodnih 1 dovoljnih uslova ukl juéi-

vanja HP(2Z) u prog {fr a  HP(Z) principijelno svodi

na odredivanje kriterijuma ukljuédivanja prvoga oblika za

parametarski prostor (3,8) u specijalnom slucaju p = 2.
Fiksiranom nizu tadaka 2 =-§zk?;:l i pozitivnim

brojevima ”iAk K—l’ a takode i pozitivnom broju
odgovara sistem vektora
h - -
f (o) =Kz + 307t & B, k=12 ., ((5)18)

xcji poseduje, na osnovu relacije (3,5), takvo svojstvo da

je za ma koju funkciju f(z) = H2

A £(z) = (£(2),5(2) ' (3,19)

4 odnosu na skalarni proizved (3,4).

L ema 3.4. — Ako je za niz kompleksnih brojeva

- l'_b. .Ex' Tt b 4 - »
N = W iy=1 re$iv interpolacioni problem

Ay £(z) = w, k=12, ««0 (%,20)

w kxlasi H%, tada postoji u H° jedinstvena funkcija £

minimalne norme koja zadovoljava relaciju (3%,20) i pri




...55_.

':'I - » e TrT 2
tome £ pripada l1lnearnom »>atvorenom omotatu L u =

sistema vektora (3,18).
Dok a z., ieka je f 1z klase H2 koja zadovol-

ﬁ# 1,. Na osnovu relacije (3,19),

£ (videti [43]: Gl,I) vektora (£

takode zadovoljava relaciju (3,20)

f = 0 ako

java r=laciju (3,20) 1
ortogoralna projekcija
na potprostor L € H?

ey iV
1 |§f !;;_Jf Y
f ':_'_:_‘ L i f(Zk) — O, k - 1,2, .« v .

70 svaki proizvoljino mali broj £% 0 postoji kona-

Ostaje nam da dokazemo da je

$na linearna kombinacija 2 Vi f takva da je

| T 0, -~
16 - - hedile < &

Ali,po¥to je na osnovu {(3,19) T L (o Xk =1,2,0..,
to je
iy = (£ - %Vkl’k,f) < <lelly,
te je fflg &y tO jest f = O.
5> Dokazi osnovnih rezultata u ovoj glavi bitno se

ogslanjnju na gledadu teoraenmu:

T eorema 3.2 - Ukljuéivanje HZ(Z !Kd) u
r - < z2n nizove 2 ! ~
1 T £ O ave Z = %k k=1 A LA ...pk 1

i brojeve d ¥y 0 zudovoljeno je tada i samo tada kada

~va matrica 8istema vektora (3,18) definice ograniceni

f"" —
Jrum

— | & (..k,t’j) Vo £ (%,21)
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3 0o k nz. Iz Leme 3,1 1 Lemne 3,4, sledl d= je

Hz(Z,A:J') a & ekvivalentno je dinjenicil

ia za ma koju linearnu kombinaciju T =,Z:Y%fk vektora

¢ 7?¢ . .
sistema  (3,18) L(f, £ Z‘jzl -3 {’r, pri cemu J€

uxliuéivanje

:\ )JJ 1+|r < Al
zavigi od £ drugim redima, ma kakav bio fi-
~itni niz ﬁ kSk—i’

i *. Ix.m.
. b

zadovoljena je ne jednakost

3t _
r - (¥ R Sy 2ff_~_ "2 -

5 druge strane, ma xoji finitni niz moZemo smatra=

t1 kao element prostora ES, te na osnovu ‘Helderove (O.HB1~-

A
o

s " — TR— _ 3 e
- & DA ;4 (¥ | oA
T Ul ) €Ly Y BV e
BPTEE IRt Yy, :

i (3,23) pokazuje da suzenje

Uporedivanje relacija (3,22)
Ng

preslikavanja (3,21) na skup finitnih nizova iz 1 og-
ranidenc ako je H2(Z, AY) = AT to jest:
T AR - IR ¥
¢ ¥ /. i 2 it ; ) X h
R Gt Ve € 81 Whias (3,24)
Posebno, 2za ma Koje fiksirano ] ,({k, )3k 1&- gr,

te otuda sledi xonvergencija reda zl(fk,fj)‘yk za ma Koji

niz  AViigey 12 §3 s oguvanjem nejednakosti (3,24).
Obrnuto, ako Je preslikavanje (3,21) ograniceno,
ti. oko je za ma koji niz 4 Vk k- iz 1F$ zadovol jena

inakost (3%,24) (s nekom xonstantom A), Gramova matrica

s .
¥ 5 nenegativnu og-

J ied

sistema velktora (3,18) definise na

ranidenu formu
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f"'ﬂ'-'-
\:_—- - ‘ — o e S 2 'Y - -
° sj[—k—-l(}fk’fj).f"'kf“-j < R%i'l-*"kfz«::lels’ } Mefro1 € #5,
P .

otituda, koristedi Kosi-Svarcovu nejednakost, dobijamo neje-

- ‘-Iq--p o -~
d_f;_r;“...‘:-..u bt

A
|
Ly

.

; § Wil
2 Ut v |i°

9 k=1
) Py Ry Ay
< Y J*i:.--:l( kre.j) vl{ )/J_,! \‘j,k=l (‘k"J)J kMJI)g
< 5 2
2 N o oy oy 2>
$ af (;;‘2‘1?511({{’53) "’k"j) |1l e=1]s (3,25)
, K=

prelazedi u relaciji (3%,25) ka tadnej gornjoj medi

. § oy 300
preko nizova ij%krkzl

iz jediniéne sfere Banahovog pros-
S

tora, dobijo se relacija (3,22).

Time je tvrdenje u potpunosti dokazano.

3,4 Osnovne interpolacione teoreme i njihove

posledice

1. Iz rezultata paragrafa 3.2 i 3.3, to jest iz

Lveme 3,2 1 Teoreme 3.2 proizlazi

T eorema 3.3. - Ukljudivanje HP(z) u -fr,

C ~p <»ne , p/2 T & o>, zadovoljeno je u tom i samo

1 tom slucaju kada jJe preslikavanje

e j - - x |
elpel T kl 2y + ) 1Vk§3 ) (3,26)
opr-nidtani operator iz ¥ ou ¥V, gde je u = 2r/(2r-p)

i v= 2v/p, 1/2+ 1/v
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Teorema 3.3. imz sledede posledice:
Posledica 1l.- Ukljucéivanje HP(Z) u .fp,

0 < p <> , ekvivalenino je ogranicenostil operatora (3,26)

. . 5 2 2 : "y :
kao preslikavanje 12 o a A<, drugim redima, ekviva-

l2ntno je ravnomernoj po ogranifenosti sopstvenih vre-
. . . - - o
inosti nenegativne Ermitove matrice ((z. + zk) )j =1 ®
k=

Posledica 2. - Ako je Hp( )+ Er Z &

r < p < M, tada je

x ~-1):x; .t/ (p-r)
D okaz. S obzirom na oznake u Teoremi 3.1, 1z
uclova HP(Z2) C .fr sledi da je za ma koji niz pozitivnih
: 3 P S
brojeva Vkik—l &;.fu:
- Nt
“ - =1 v
3:5-1 Z:l 25 + Ty Vi |V < e - (3,27)

Podto je ;arg(zj + Ek)l< #/2, to je za ma koji

prirodni broj J
T (e, 2 E)I YL > (2 Re(z )Ty (3,28)
R At I SR LS A ’
> Iz relacija (3,27) i (3,28) proizilazi da Je
za ma kxoji niz pozitivnih brojeva iz #% zadovoljeno uklju-

-

| ~ \ s
2ivanje -?(Rﬁ(z }) 1'y L0 u JFv; drugim reéima, niz
| . k k3 k=1

?{Re{zk))_%fﬁni odreduje multiplikator (videti [16],G1.6)
iz Z% u ;Vv. Tvrdenje posledice proizilazi, na t2]

nadin, iz sledede leme:

Lema 3.5. - Niz {ak?;il definiSe multiplikator

12 Yo f”} u > v, tada i samo tada kada
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WL - ‘yuv/(u—v)
Pepik=1 T %
D ok a z. — Neka jJe
e v
-
1—'Eakwkl L, (3:29)
k=1 '
~ mr < 3 . 1 ¢ e : v : p N a2
zo ma koji niz 4wpi, o 12 Fo, ti. taka , definise

multiplikator iz # % u f'. Ako niz 1w, {pZ; prolazi kroz

" - - vV
sve talke prostorva {'u, tada niz 4 5}: 1 (gde pod Wi
podrazum:vamo sve moguc-” nr@dno;ti stepene funkcije) prola-

~u/v
zi troz sve tadke prostora 4 . Po¥to je 1 < wvV < oo,

to, nz osnovu poznate Landanove (E. Landau) teoreme (videti

ial, < 1), iz konvergencije reda (3,29) za ma ko}i niz

o | u/(u—V)
iwkff;- iz {fu proiziazi ukljuéivanje E ;fk ; U y
) > uv/(u=-v)
ili, 8to je isto, ukljucéivanje ‘(ak‘k*-l u ‘f .
e uv/(u-v)
Obrnuto, ako je Lak S < A , tada zadovol javanje
uslova (3,29) =za ma koji niz %_wk}:i iz A% sledi iz

r.2lderove nejednakosti.
Posledieca. - Ako je niz tadaka 2 = §2,.7. 4
tak~v da je
larg(zk)l < y34-”/2, kK =1,2, oo
. . . P ;p;'E
tada je ukljulrranje HY¥(Z) u ¢ , 0 <p < 2, ekviva-

lentno zadovoljavanju uslova

> 1
2. 123t % T K 2o (3,30)
jyk=1
ock 7 7z, Na osnovi Ta2nreme 3.1, ukljucivanje
) . D/ 2
hp(Z] u f? pokazuje nam da je za ma kojl ograniceni

e 3

- _::'... ‘r
niz Vit
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Z;':h;l(zj r 3070yl < e (3,31)

O¢igleéno,relacija (3,31) je neposredna posledica relaci-

¢ (3,30)% .brauto, relacija (3,30) proizlazl 1z relaci-

i}

e (Z,.1 atc) Vk ., imajudéi u vidu da Je

Re(zy + 2) " 2 |25+ 7 |7 cos®, k= 1,2,.0..

5. Dualno teoremi 3.%. je sledede tvrdenje, ¢iji
dokaz neposredno proizlazi iz Teorene3.l (§ 3.2) 1 Teore-
me 3.2 (» 3.3):

T e orema 3.3, = Ako je 1 <p << i
1 §$ ¢ $p/(2-p) ili je 2<p <> 1 1% rs>, uk-
liugivanzs £ T u HP(2) zadovoljeno je u tom 1 samo u
tom slufaju kada preslikavanje

; "'“‘(Re(z )Re(zk)} _ )—l ) }::r- ( )
)=Vk3k_ ’ 5_ k=1 \ B. (z )lk(zk)/(z T %k lk}jz; 33 y

defini3e ogranideni operator iz 4 {f ;y pri tom Je

%= p/2(p-1), u = 2(p-1)r/(pr+p-2r), v = 2(p~1)r/p(r-1).

Posledieca 1. Ukljucivanje £FP q HP(Z),
1<p < = . ekvivalentno je ogranidenosti operatora (3,32)
an pr.-tiliavanje 1z -22 u.,fzi drugim redima ekvivalent-
no ravnomexnoj no n ogranidenisi. scpstvenih vrednosti

pozitivne definisane Ermitove matrice

{/! Reiﬁ)Re(ka‘i - ) \n

\i B3z (e

Sri tome je <L = p/2(p~1).
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Posledica 2. hko je yT o HP(Z), . za
r >p >»1, tada Je
r/(r-p)
- ) I ™ . .
§Re(zk)ls (2| TPy = :

, . y : (
Posledica 3. 4iko t<ike niza 72 = 3

kaia k —> > teZe ka imaginarnoj osi po netangeinom pra-
veu, ukljuéivanje
;p/(2-p)
. w B(z),  1<p <2
f:.m u Hp(z)’ 2 Ep <>,

ekvivalentno je ispunjavanju uslova

? ~ | Re(z; )Re(zk)-yp/Z(p—l)
.

' B(2.)38, (z,)

| =1 |
RS

Posledice 2 i 3 dokazuju se potpuno analogno kao

posledice 2 1 3 Teoresme 3.2,

4, Pri izudavani: pitanja ukjudivanja Jgr u HP(2)
bitno je proceniti normu (kvazinormu, ako je p < 1) funk-

. o3 e B : : .
cige ;biz klase HY koja zadovoljava interpolacione

usiove
fg(zk) = ;gﬂ, F,5 = 1,2, eee (3,33)
Poznato je (videti [43], G1.8), da se neophodan i

dovoljan uslov za postojanje funkcije fg(z), O <P & 2,

javlja u obliku
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7
k: k=1
tadaka noluravni Re(z) > O zadovoljava uslov (3,34), ta-

l [ | -
T ema 3.6, - Ako niz 2 = )2 razlicéirih

da za m» koji prirodni broj J wu klasi HP, 0 < p < Do

e

postoji jedinstvena funkolja. fg(z) s minimalnom vredno3déu

fg g, roja zadovoljava relaciju (3,33) 1 takva je da je
, \ 2/p
. f2 Re(z;) \ B.(z)
£9(z) =j———- — (3,35)
P \Z + Zj _’} Bj(zj)

(imajudi w vidu, ako 2/p nije ceo broj, odgovarajucu jed-
noznadnu granu viSeznadne funkcije) i
JIP = 2 Re(z.)}3.(z.) P 6
“fPﬁP 2 Re(zy)434(z4); (3,36)
Dok az.,. 08igledno je da funkcija (3,35) zadovol-
jove interpolacioni usles (3,33) za ma koje p >0 1

j=1,2, ... . Na osnovu Leme 3.4, sledi postojanje i jedi-

nstvenost funkcije sa traZenim osobinama u specijalnom slu-

daju p = 2. S druge strane, relacija (3,15) pokazuje da Je

- | 2 Re(z.) 2

| ‘i T E

ﬂfgﬂg = S up Hgﬂzz | g(Z-)! : (3,37)
o g < HE - Bj(zy) 7

Ma osnavu Leme 3.4, tadna gornja meda na desnoj stranl re-
lacije (3,37) dostiZe se na funkoiji (z + Ej)_l, otkuda, na
osnovu (3,5) i s obzirom na Lemu 3.4, proizlazi tvrdenje
leme ze specijalan slucaj p = 2. PoSto je skoro svugde

B(1it) §= 1, iz relacije (3,35) proizlazi da je
Hp _ L 2-D i e dli2 ——

odnakie sledi tvrdenje leme 1 za ostale p.
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Interpolacija u prestorima g u poluravni Re(z) > O

AN
\J
"

{7xc nam pokazuje posledica 2 Teoreme 3.3, 2z& uxlju-

Ci<arje GP(Z) u ;T r < p, neophodno Jje da bude ilspun-

]

L
—_

RS I e
J =

i
<

Re{z,) ——> > kad k —-> =o . (%,38)

1)
Ukljudivenje pak HP(zZ) u ¢P, 0<p < >, moZe
imati mesto 82k i bez ispunjavanja uslova (3,38)3 naime, to
se uvtvrduje sledeéom lemom:
Lema 3.7. - Neka je niz 2 = {21{31:::1 takav da je
0 < £sRe(z) €L <3, k=1,2, «.. , (3,39)

a broj N(Z,n) tadaka {zkj, koje se rasprostiru u pojasu
n & Im(z) £ n+l, ravnomerno je po n ogranicen:
N(Z,n) € M, n= 0,+1,+2, ... ; - (3,40)
tada H?fé)i:]fp za ma kakve p > 0.
' ok a z. Na osnovu Leme 2.2, dovoljno je posmat-
rzti siudéay; ~ = 1. Iz Poasonove integralne formule sledi

d= je za ma kakvu funkeiju f(z) € HY 1 k= 1,2, ¢oe ,

| 2(2,)] = ——j T L [ as,
T T

Zy = L.t Y

L

L
("'?-"’-"r.‘.'-'!lﬁ),

1azi iz toga &to je, s obzirom na (3,39) i (3,40), ravno-

Posvo J=o lf(it)k% L tvrdenje leme proiz-

m2rng y odnosu t & (= >z, > )




=1 Xy + (yk - 1) k
7 {3 -2 )
. 2ML (\—?T + .-f,..=_l k / ‘&K
Ako niz 2 = {7 L zodovol java uslov  (3,39), ta-

okt k=1
da su uslovi (3 40) zadovoljeni, specijalno, 2ko je niz ta-
-

Kt k=] TRVROmMerno ragsporeden, tJ.

Saxa Z-{z

i

l 23 T g |2 o> 0 J#k. (3,41)

L ema 3.8, - Ako su zadovoljeni uslovi (3,39) i

(3,40), taca je
11;1‘! Bk( zk)l > O.
U ok az. Neka je 2

,

A
ma kojs tadka niza 72 =142 k

A
k kyk=1"

inmostvo pravougaonika Pn’ n = 0,+1,+2, ... , koje se for-
mira presecanjem pojasa f.é'Re(z),g:L i pravih Im(z) = m,
m= 0,+1,+2, ... , numeriSemo sledeéim redosledom: P_ = Je
onaj pravougaonik u kome se nalazi tacka zk; ostale pravo-—
ugaonike nuweriSemo u prirodnom poretku celim brojevima u
zavisnosti od njihove udaljenosti od pravougaonixa P . O¢i~-

gljedno je

L] '_-. 4 I‘Hl

POV N D 1l S S A (O Sl Y
Sal 44 - | L = }
itk Zp + 2 n= —e zji& Ppo {2k + 25!

(ko je Im(zj) ceo broj, tada demo smatrati da tadka =z

srinads susednim prevougaonicima). Prema tome

rl ’___l_ > ( -“5—-————\)M-l

2,6 %k ¥ 2 V12 4 1

- B




| - o ! N 2M
'y Yk - i ; e _ .
| z L2 - ’
zj - Pl P'-l! “x + Z,] ! 'a\ }/ZLz + 1 ,.«)
l,_-ﬂ . = g fr i: 2M
! t ! —1 ; > == '
zj.-;;TP,qu P—n: k T %5 4 §/4L2 + {n-1)
inf> 1

na taj nacin je

I—.’! ri | %k " zj__' \ > .

n= 2o ZJ{-’ Pn{ %k * 25 J
o M~1 M r“!f M
} - _,{H — uST—— -' !“—-*:;E_.H___- ) .
\ Y412 + 1 /412 4 1 n=1\Yar2 + n

S obzirom na elementarni dokaz konvergencije proizvoda na
desnoj strani relacije (3,42), sledi
| !Bk(zk)l > pCy k=12, «0v

N apomena., O08igledno tvrdenje leme ostaje da
vazi ak je u uslovu (3,39) 7 = 0.

Teorema 3.5. - Uslovi (3,39) i (3,41) neop-
hodni su i dovoljni da bi bilo HP(2) = /P, 0 p ¢ > .

Dok az. - Ako su ispunjeni uslovi (3,39) i (3,41),
tada je, na osnovu Leme 3.7, HP(2) C;JZP; poslediee 1 iz
Teorema 3.2 1 3.3, uzimajuéi u obzir Lemu 3.8, pokazuju
da je 4P < HP(2), 1 <p < . Iz Lema 3.6 i 3.8 sledi

< 1 red

I\ 'h:ﬂ

da za p




- 66 -

odakle proizlazi ukljudivanje 4fp u HP(Z) za p % 1.
Obrnuto, ako je EP(2) = P za neko p » 0, tada
posledice 1 Teorema 3.2 1 3.3 dokazuju da su uslovi (3,39)

i (3,41) zadovoljeni.




KXada sam radio magistarski rad u kome Je Jedno pog-
lavlje posvedeno interpolaciji analitidkih funkcija klase
HP (1 £ p £ > ), unutar jedinilnog kruga, formulisao san
i dokazao u vezi sa ovom problematikom dve teoreme, koje su
kasnije publikovane u Biltenu PMF br.,2, 1974 god., u Pris -
tini, Proudavajuéi monografiju od Heffmama "Banach spacecs
of analytic functions" zainteresovala me je narodito njena
osma glaova, koja je posvelena prostoru HP y poluravni
Re{w) 2 C. Osnovni stavovi prostora gP u poluravni dokaw
zani su analognim metodama kao za prostor HP unutar jedi-
niénos kruga polupreénika r. U pomenutqQ] glavi detaljno su
opisani odnosi medu prostorima 1545 Anuvar ‘kruga 1 HP - u
poluravni.

Tada sam upotpunio svoje znanje o odnosima izmedu
prostora HP unutar kruga 1 prostora HP g poluravni
¢itnjuéi monografiju P.L. Duren-a ”Théory of HP spaces',

Poznavajuéi problem interpolacije u jedinidnom Ikrugu
poleo sam razmisljati o interpolaciji u poluravni. Pri tom
sam imao u vidu cinjenicu, da bi analitidka funkcija f pri-
vadala klasi HP y poluravni neophodno je da njene LP-nocrme
na vertikalnim pravima budu konadne, odnosno ogranidene za
razliku od slucaja unutar kruga poluprednika r gde se ne

postavlja uslov o konadnosti LP-norme. Zahtev ogranicenosti
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LP-nrrai na vertikalnim pravima podjednaka je vaZna kao za
velike vrednosti x  tako i za male vrednosti X.

Proc¢itav3di rad "Interpolacija v prostranstvah HP v
poluploskosti” od A.M. Sedleckog (DAN SSSR, 205, 1973) jos
viSe sam se zainteresovao gza problematiku interpolacije u
poluravni,

Svoja razmiSlanja izloZio sam Dr. Vojinu Dajovicu,
redovnom profesoru Univerziteta, koji me.  je .podstakao naidalji
rad ukazavsi mi raznu literaturu u vezi sa pomenutom prob -
lematikom. Svoj boravak na Univerzitetu u Moskvi, iskoristio
sarm da sa mojim idejama upoznam i dr. J.A., Kazmina koji me
upozneo sa S.V. Svedenkom i A.M. Sedleckim. Posle upornog
rada, uspeo sam da formuliSem i dokaZem prethodno navedene
rezultate o interpolaciji u poluravni, U saradnji sa ovim
matematidarima uspeo sam da zajedno sa S.V. Svedenkom pub-
likujemo jedan rad u DAN SSSR, a nekoliko su pripremlijeni za
Stampu.

Osim gorenavedenih rezultata postoje i otvoreni pro-
blemi o kojima dalje razmis$ljam i pokuSavam da ih resim.
Naime,.mogu konstatovati da se problemi koje sam redio odnb—
se na pruge 0 < E & Re(z) £ L <>, a 3to se tide daljeg
razvoja problematike interpolacije u poluravni koja je inade
resens za krug poluprednika 1r, ali jo$ nije reSena za polu-
ravan navodim u tom pravcu vel nekoliko udinjenih podetnih
koraka, kao na primer:

Elementima matrice Grama (G%) u krugu odgovaraju

elementi




b.—-(l-l i2 L
JJ I“ (z. )I

a ovi u poluravni korespondiramo elemente

1"' IZ '2 l
b s I
3] _ 5 i
ll ZJ! i ( )g
2, =i
7, = L z. —> 1, X, — > .
J 3% + i J

Fostavlja se pitanje, na koji na¢in konstruisati in-
terpclacionl niz “Ekj:fl u poluravni Re(w) 2 O koji od-
govara interpolacionom nizu '{ijk=l koji se nalazi u unut-
re njosti kruga i ugla 25 < &iji kraci polaze iz tadke
z = 1 put unutrasnjosti kruge ﬁri ¢emu zk-eil.

Znajuéi da je  tg¥P= (1 - |z,])(11 - zj;)‘l, tada
razlikujemo sledeée slulajeve:

1) te¥ 2o > O,

2 tg ¥ — 0 ali ne brzo,

3) tep =3 O

k) zy £ L, ﬁg A oo,
Fostavlja se nitanje kakvu odgovarajulu interpolaciju moZe-
mo korespondirati u poluravni. Harodito sw interesantni slu-
Bajevi (1) 1 (3) koji su predmet daljeg ispitivanja,

U izboru problematike, pravca rada i resavanja nave-
denih problema interpolacije u poluravni svesrdno me je pos-—
takao i pomagao moj naudni rukovodilac dr. Vojin Dajovic.

Za svaki dobijeni rezultat obavestio sam profesora Vojina

Dajovilia ¢ije su mi sugestije bile od izuzetnog z.iadaja.
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J¢ uspedSno resavinje navedenih problema kao 1 za
blagovrenere pruzanu pomol i za paZljivo pregledani ruko-
pis, ducoku zahvalnost dugujem dr. Vojinu Dajovidu, redov-

nom profesoru Univerziteta u Beogradu.
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