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PREDGOVOR

Mrog! problem! u LINEARNOY ALGEBRI (kao | matematic! vopEte] su u
uskoj vezi sa problemom 5§w&j&nja matrica nad odredjenlm prstenom 4 na
matrice nekog posebnog tipa. XArPLAnsky (1] definiSe desni {odnosno lTevl)
EERMITSKI PRSTEN kao svakl pfsten A sa svojstvom da za svaku matricu ¥
formata Ix2 [odnosno 2xl1} postojl inmrzibilna matrica PeM,(A) takva
da Je matrica MF {odnosno PN} trougaonas. Zahtevom da u toj defliniciji
umesto uslova "inverzibilnosti” matrica P zadoveljava nek| drugl usitov
(na primer, da je prolizvod elementarnih matrica; I s1.)}, dobijamo nekuy
drugu klésu orstena “hermitskog tipa®. Tako, na primer, vz simboliky i
terminuiogiju'iz Iv poglavija, svaki {desni) euklidski, glavnoidealskl],
neterovski domen je hermitskl {(zdesna)] u odnosu na hermitskl niz &¢a,),
UlA,), R{R,) respektivno. Osim IV poglavijia, u kome je rec o pratenima
hermitskog tipa uopSte, preostsia poglavija se odnose na problematiku
u vezi sa euklldskim prstenima | modulima.

U, 81 definife se I-euklidska valuscija $:M->w desnog a-modula
M, koja se u slufaju da je M= A komutativan prsten i L= A° podudara sz
pojmom euklldske valuacije prstena 2 v smislu Sawuer{1]. Pri tome je w
bilo kajl dobro uredjen skup. Ako tip dobro uredjencg skupa ¢(M) nije
veCl od w, za valuaclju ¢ kaZemo da ie Xkonadna. Prema v, 7.1-3, prsten
M,(2Z) Je euklidski, ali prema Vv, 7.I~10 nema nijednu kona&nu euk!lidsku
valusciju. Prsten 22 nlje euklidskl {I1r, Primer i-1}, alil je to slulaj
sa 2z kao desnim z-modulom, Drugi paragraf prvog poglavija posvecen je
euklidskim valuacijama prstena koje zadoveljavaju neke posebne uslove
{str. 14}. Pri tome se sva tvrdjenja odnose na nekomutativne prstene.
Vaine su Teoreme 2-2 1 2-3 koje omoguduju "detal jnlju” karakterizaciju
prstena kojl imaju bar jedny euklldsku valuaciju koja zadovoljava neke
od uslova (M}, {7}, {w¥}, {2}). Ako konadna euklldska valuacija ¢ domena
2 zadovoljava uslove (M) 1 (L], tada je uz simboliku Teoreme 2-7 domen



a

A oblike x{x,#,8] (mwﬁmﬁh], ::C?HH[I}). Teoremama 2-6, 2-7 1 2-8 ta}
problem je reSen u opStem slulaju {1 kada valuacija ¢ nile konafnal), 1
to pod pretpostavkom da ¢ zadovoljava samo uslov {¥]. Posledn)im dvema
Teoremama 2-%, 2-10 opisanl su svi domeni koji Imaju bar Jednu konafnu
euklidsky vaiﬁﬁc%ju koja zadovoljava uslov {2} | nekl od uslova (N} 1}
(2}. Korolarom 2-2 dsta je jedna karakterizacija klase domena ko}i! su
iti tela, il su izomorfni prstenu Z.

U drugom poglavlju, razvijajuci jednu ideju 1z samyzr[1}, uvod se
pojam I-euklidskih razreda i IL-euklidskog jezgra profzvoljnog {desnog]
moduta nad nekim prstenom. Na Primerima I~1 1 1-2 {lustrovan je i jedan
~ postupak za ispitivanje (leve, desne] euklidnost! nekog prstena, kao i
za odredjlivanje njegove minimalne euklidske valuaclje (u sludaju da je
euklidski}. Primer 1-2 pokazuje da postoj!l desni esuklidskl prsten kojl
nije euklidskl (pa Cak ni glavnolidealskl] sleva. Teoremom 1-09 data je
zavisnost (Gxi}~euk)idskih razreda konalnog stepena proizvoda M desnih
modula ¥ 1 v u funkeljl od ¢-eukiidskih | #-eukllidsklh razreda samih
modula U | V. Prema Korclaru 1~2 klasa euklidskih modula je "zatvorena
v odnosu na prolzvod”, a prema Korolaru I1-3 euklidskl modul ne mora da
Ima | konalnu euklldsku valuacliju. Preostallm tvrdjenjima date su neke
osobine vezane za euklidske razrede i jezgro nekog modula ¥ 1 njegove
podmodule. Tako, na primer, ako je L desni, all ne ! levl ideal desnog
euklidskog prstena A2 (v, Primer 1-2}, tada je prems Tecremi I-7 desn!
A-modul A/L euklidski, dok seo kelilniékom prstenu a/7 ak ne moJe nl
‘govoriti {jer ideal L nije cbostran).

Prvi paragraf tredeg poglavlja posveden je problemu "euklidnosti”
lokalizaclje A prstens A na nekom njegovom denominatoru S5CA. Teoremonm
I-1 dat je uzajamni odnos lzmedju euklidskih razreda prstena 2a¢ | &,
dok se Teorepom 1-3 daju neki dovoljni uslevi pod kejima je prsten 3¢
eukl idski zdesna. Teorema I~¢ je ucpitenje jednog rezultata 1z SAMUEL
[1} [ko}i se dobije iz Teoreme I~4 u slu€ajuda je prsten B komutativan
i £= 1ps 8= 0}. Teorema 1~5 predstavlja uopitenje "stava o razlaganju
racionainih funkclja nad prstenom A= X[X]" na slufa] bilo kog [desnog)
euklidskog prstena A. Drugi paragraf je posvelen problematici u vez! sa
"euklidnoslu” direktnog proizvods | sume eukllidskih prstens, | uvopite
projektivnog | induktivnog limesa "odgovarajufe familije” u kategoriji
EUc {1, Def. 1~4} euklidsklh parova. Glavni rezultati su dati Teoremams
2=1, 2=2, 2~3 1 2~5.



U IV poglaviju uvod] se pojam herritskog niza nad datim prstenom
2 {pefinicija 1-1}, a zatim i pojam (desnog, levog] hermitskog prstena
u odnosy na nek! hermitski niz {Pefinicija 1-3). Teoreme -1, 1-2, =9
su uopitenja odgovarajudih tvrdjenja iz KAFLANSKY [1]. Ostall vainlji

rezulitati su dati Lemom 1-4 | Teoremama 1-3, 1-4 1 1-8,

Najzad, v peglavlje je posveceno matricama sa elementima 1z nekog
euklidskog prstena, tafnije prstenima M,(A) kvadratnih matrica reda n
nad datim euklidskim prstenom A, Uz terminologliju iz I, Definicija 1-1,
u SANOV{l] je dokazanc da ako koputativan domen A ima konadnu euklidsku
valuaciju ¢ koja zadovoljava uslov (N}, prsten Mura) Je r-euklldski |
sleva | zdesna. U slufaju da je prsten &=k polje, taj rezultat postaje
trivijainim;-jér je tada u prstenu Mp(K} svakil regularan element nuZno
jednota. U Teoremi 1~3 je {1 pod siabijim pretpostavkama za valuaciju
¢} prvo dokazano da je prsten M,(A) euklidski, a u Teoremi I-¢ da je |
I~eukiidski. Sii¢no tvrdjenje vaZl ako je prsten A nekomutativan i
prost 111 valuacioni {Tecreme 1-5 | 1~6). Prema Teoremi 17 to va?l za
svaki komutativan prsten koj! Ima euklidsku valuaciju koja zadovel java
usiov kancelacije (Definicija 1~2}. Dalje, u Teoremi 1~8 je dokazano da
Je prsten M.(a) T-euklidskl | u stufaju nekomutativnog domens A sa bar
jednom euklidskom valuacijom koja zadovoljava uslov {¥) i1l (M). Uz to
Je prsten M, (A} 1| euklidskl {Teorema 1~9). Najzad, prema Teoremi f-10,
ako domen & nije telo, tada za n>1 prsten M,(a) ne moZe imati konadnu
euklidsky valuaclju.

Ukoliko se ne kaZe izridito drugallije, svi prsteni o kojime bude
bilo reci imace jedinicu I i bar dva Elana. Za element a prstena & ka-
Zemo da je [leva, desna) jednota ako ima {desni, levi} inverz. Skupove
svih {levih, desnih} Jjednota prstena A2 oznacavalemo “redom” sa Ug(a),
Uy(a) i gra). Sliéno, sa

) A= Rg(4), A=Ry(a), T=R(A),

oznalavacdemo redom skupove svih {desnth, levih) regularnih elemenata a
prstena A, Ake je ¢ aditivni grupoid sa neutralom ¢ | ICg, tada demo
sa L° oznalavati razliku L-{0}, a sa L, zbir Lu{0}. Kaso | obilno, sa
AfX] <emo oznafavati prsten polinoma po X sa koeficijentima 1z A, a sa
Mun(A} Vi By skup svih matrica formata mxn nad prstenom A.



0 EUKLIDSKIM VALUACIJAMA MODULA I PRSTENA

Uz ranij! dogovor ¢ simbolici, u ovom poglavl ju, ukolike ne kaZemo
drugatije, 2 fe nam oznafavatl proizvoljan prsten sa jedinicom u kome
je 0#£1, L neprazan pddsxkupfad 2%, | w dobre uredjen skup., Pri tome je
10=2-{0} | L,=Zu{0} za proizveljan podskup L od A. Pasebno ce biti
Eest 5'11}5&5 kada je I nekl od skupova Ab, A=R;y(A), hmRam}, T=RrR(R).

1. EUKLIDSKA VALUACIJA PRSTENA. EUKLIDSKI PAR

DEFINICIJA 1-1 |

| Ako je M desni modul nad pratenom A L IcM®, tada pod I-EUKLTDSKOM
VALUACTIOM modula M podrazumevamo svako preslikavanje ¢:M+W ZLoga
modula u bilo koji dobro wuredfen shup W sa sfedels dva svofatva:

E0. o(0] je minimalni &tan skupa W; |
El. Za svake aeM 4 bel postoje gqe A L nel, 2akvi da fe

(1 a = bg+x, ¢{r} < ¢lbl.

2a T-eullidaky valuacliu ¢ desmnog A-moduba M kaZemo da je PRIRODUNA
ako zadoveliava usfov |

£2. dami} » ¢{m] (meM, acA, MEE].

Pod DESNOM [Levom) I-EUKLIDSKOM VALUACTJIOM pratena A podrazumevamo
T-euklidsbu valuacdiu desnog {aﬂﬁ‘tvag]' A-modufa A, Ako fe ¢ £ feva &
desna {prinedna) L-eublidska valuacija prstena A, tada haemo samo’
 da e ¢ (pninodna) I-EUKLIDSKA valuaeija toga pratena.




Nexa jé simbolika iz prethodne Defiricije 1-1. Tada ¢ | r zovemo
KOLICNIROM | OSTATKOM pri ¢-deljenju a sa b, Ze valuaciju ¢ kaZemo da
je KONACNA ako ordinal ko]l "odgovara” dobro uredjenom skupu ¢{L] nije
vedi od w. U suprotnom za valuaciju ¢ kaZemo da je TRANSFINITWA. Posle
demo vidati da postoje prsteni keji imaju bar Jjednu transfinitnu, ali

ne i konadnu L-euklidsku valuaciju.

Ako u uslovu EI modul ¥ zamenimo nekim njegovim podskupom S, tada
govorine o L-euklidskoj valuacijt ¢ skupa §. Dalje, ako je L=n°, tads
kafemo samo da je ¢ EUKLIDSKA valuacija [desnog] A-modula ¥ (%to se u

sludaju komutativnog prstena A | za ¥ =24 podudara sa pojmom euklidske
valuacije u smislu P, SAMVEL [1]]

Ako je M=2a | I skup svih (levih, desnih] regularnih elemenata iz
a, tada kafemo da je ¢ T~EUKLIDSKA (A~EUKLIDSKA, A-EUKLIDSKA) valuacija
prstena A. Posle femo deokazati da postoje prsteni kojl imaju bar jednu
desny, all ne 1 Yevu T-euklidsku valuaci ju.

PRIMER 1-1. (o} Preslikavanje v:Z~+N, dato sa Vim) = [m|, me2, je jedna
prirodna euklidskz valuacija prstena Z. Jasno je da za dato a€l 1 bez®
kolifnik ¢ 1 ostatak r pri v~deljenju a sa b ne moraju biti odredjeni

jednoznadno. Pri tome je V I N-euklidska valuacija prstena Z.

Restrikcija ed vV na 22 nije nl euklidska ni 2N-euklidska valuvacija
. prstena 22, ali Jje i jedno I drugo za desni Z-modul 22. Ako je $:2N,
preslikavanie dato sa &(3) =6, &(m)=|m| (m#3), tada je ¢ euklidska

valuacijia prestena Z koja nije prirodna.

(B) Ake je K polje i W#'{*W}UNE, tada je sa OP) =gt(P) (FPEA)
definisana jedna prirodna euklidska valuacija C:A-+W prstena A=K{X]
(koju demo zvati STEPENOM valuacijom]. Ako je neX I T=k"{X}, tada je
¢ Z-euklidska valuacija na svakom paﬁskuéu s od kX1,

(Y) Ake je L=Uy(A) skup svih levih jednota prstena A, tada je sa
Sta}=1 (acl), &(a)l=0 (aea-l) definisana jedna KONSTANTNA desna
L-euklidska valuacija pxsteﬁala.

Pasebno, svako polje (telo) ima bar jednu konstantnu desnu (levu)
euklidsku valuaciju. Opédtije od toga, za proizvoljine telo K i prirodan

broj neN, prsten K,=M, (K} dima bar jednu (levu, desnu) T-euklidsku



grijae ¢¢-£n(z)4-ﬂﬁ prstena M (Z) (koji je za n >1 I nekoputativan 1 sa |
deliteljima nule). Pri tome Y nije i euklidska valuacija prstena M,(Z).
Te je peseban sludaj jedneog cpstijeg tvrdjenjs © kome Ce kasnije biti
vide redi. D

TEGREMA 1~1
| Presiikavanie ¢:A % zadoveljava uslov ET ahe 4 samo ake za svako
achA L svaro bel postofd bar jedno ceh takvo da je a-boel, 4

l

(2] sla-be} < Max{da, ¢b).

DOKAZ. Jasno je da je uslov potreban. DokaZime da je | dovoljan. Neka je
a€i | bel., Keko za bar jedno cea vall a-bocely, skup B = [a+ha]l NI,
nije prazan, Qtuda je ¢{B) neprazan podskup dobro uredjenog skupa w, pa
ima minimalni Clan «. Pri tome je o= {¢(r}) za neko reB, to jest za neko
r oblika r=a-bgel,. |

Kako je ¢fa-bg)=mind(B), (2) vaii za c=qg. Pretpostavimo da je
¢(z} = ¢ra~bg) » ¢(b). Kako za neko coea vaii &fr-bc,) < max{ér, ¢b),
bice @¢f(r-bc,)<¢(r) sa r-bcgely. Uz to je r-bey = a-bg-bcy= a-bg,, 1
prema tome r~bc.€B. Medjutim, to nije mogude jer le ¢ér minimalni &lan
skupa $(B) i ¢(r-bey)<¢ir). Qtuda i tvrdjenje. D

TEOREMA 12 |
Ako fe ¢:A+ U desna b-euklidska valuacifa pretena A sa jedinicom £
$¢orA+ W preslihavange definisane sa

¢(g}p QE;A"E,
{3] $ola) =
MindlaAnE), aek,

tada feo $p jedra prizedna desna I-euklidsba valuaedfo prsfena A.
| Pl tome fe ¢yla) s dla) (aeAl. |
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Doxaz. Pre svega, preslikavanje ¢, je dobro ﬁefinisano. Naime, prsten 2
ima jedinicu pa za acld vaZl aegald L. To znalli da je $lad n¥) neprazan
padskup dobro uredjenog skupa #, | dakle ima minimalni €lan. Jasne je da
presiikavanje ©, zadovo!ljava uslov E0. DokaZimo da ¢4 zadovoljava i uslov
Fi. Neka je ack 1 bel. Prema {3) posteoji bar jedno c¢cei za koje vaii
Galb) =8(be) 1 bog . Kake je $ desna L-euklidska valuacija prstena 2,
pestoje ged | rel, takvi da je

[} a = bc.g+r, pir) <d(bc),

Uz to je $,(0) =¢(0), 9olr) =min ¢{ranl} < ¢(zr} (rel), pa za g, =cg
iz (4} sledi a=bg,+r, ©¢ulr)<$glb}, 3to uprave znali da valuacija ¢,

zadovel java usiov EL.

Majzad, dokeZimo da ¢, zadovoljava i usiov E2, to jest da z3 svako
a,bei iz abel sledi ¢ rab) »¢ya). La aca~l to sledi neposredno, jer
je ¢(o) =munw. Ako je acl, bide {abanlflcilaanli), pa preme {3} imamo
Sofab) = mindlavani) » mindlaant) = ¢yra}. U

TEOREMA 1-3
Aks ja vonadlsodna £ ¢ bilo fwja desna L~euhlidska valua cifa pustena
A, ZLada za sveke a,b,abel wvall:

(e} ¢ro) < ¢(a),
[ {B)  y(ab)=wyla) <=> aba=aa,

[‘v’] dla) = mind{l] => acly(a),

(&) Yra) = minP{ll  <=>  acUp(a).

pokaz. (o} Neka je ¢(c) {cel) minimaini &lan skupa ¢{I}. Iz ceZ sledi
-da postoje geA i rel, takvi da je O =cgrr sa $f{r)<dfct. Pri tom je
${r)<ofc) t Ofc)=mngll), pﬁa mora bitl r=0. Otuda je @0 <¢c, & time
i ¢(0)<dra) {za svako 2cell,

(8] Neka je wrab)=yra). Kako je abel, postoje ged I rel, takvi
da je a=ab.g+r 338 P{rj<yfab), tj. acsr sa c=il-bg, Y{r)<yfa). Uz
to je valuacija y prirodna, pa ac~rcl daje W(r)=yrac) » ¥ia), 5to se
kosi .sa P{r)<yfa). Dakle je r=0, to jest a=aby. Ctuda je aacCabi, 3
time 1 aba=aa. ‘

o e At e =




Obratno, ako je ai =aba, tada za neko gea vaZi a=abg, pa kako je
valuacija ¥ prirodna } ab.g=actl, bide (ta)=vy(ab-g)>y(ab), 5to sa
Yrab} 2 Y(a) daje Plab) = y(al.

() Yz atl sledi da za neko gea i rel, vaZi I=agrr, $(r)<d(a).
Kako je &f(a)=mind¢{l}, ¢(r)<éfra) 1 rel,, mora biti r=0, tj. I=ag, a
time | acUy(a). |

[6) $ obzirom ma {y] treba jo¥ dokszati da 1z acgugra) sledi da je
yla) = minyp{l). Zaista, kako je acUyp(a), bice ac=1 za neko celA, pa za
svako bel vail yrb) = Ylach) » wfa). Qtuda i tvrdjenje. D

Ako je L=Ro(a), tada uz préthcdnu simboliku vai Wiab) = $(a) ako
i samo ako je beU(a}. Naime, s obzirom na {8} dovoljno je dokazatl da
je aA =aba akke je bsU{a). Jasno je da iz bevra) sledi ad=abA. Ako je
aa mabi bife a=abg za neko gea. Kako je aERg{A), iz all-bg}=0 sledi
bg=1. Sada bg=1 daje bgb=b, to Jest blob=1) =0, pa kako je | beRg(A),
mora bit] gb=1, & time ! bewfa). To vaZl i za I=a% ako su svi desni
deliteljl nule prstena & u njegavom radikatu 7. Naime, u tom siucaju iz
afi~bg) =0 sledi I1-bge s, a time 1 beU(A).

Ako prsten A {sa jedinicom] ima bar jednu desnu I~euklidsku valua-
clju, tada iz {y) sledi da I sadrZi bar jJednu levu jednotu prstena A. To
ne mora da vazl ako prsten A nema Jedinicu, kao 3to to pokazuje primer
z-modula 2=22 i skupa T ={2}. Ukoliko ne kaZems drugafije, ubudude demo
podrazumevati da, u stuaju desne L-euklidske valuacije prstena &, skup

L sadrZi sve leve jedhat& toga prstena, to jest da je Up(R)CI.

TECREMA 1-4
Neka fe r familifa svih desnih I-eukfidskih valuacife pralena a sa
Latim kodomenom w. Aho familija r nije prazna, foda fe sa

—

5)  wea) = min{p@: ¢er}  lacal

definisana fedna prirodna desna I-euklidiba veluacija pratena 2 &2
kodomenom w. Pri tome fe wutal < ¢(a) facl, ¢eF}, ao L wuta) =0
70 atA-L lsa O=mingl.

poxaz. Pre svega, zs svako aca skup {dfa): ¢eF} Jje neprazan podskup
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dobro urad}aﬁwg skupa w, pa je presiikavanje u dobro dafinisano. Ake je
veF | b, L-euklidska valuacija o kojo] je reé u Teoremi 1-2, bide $,er
b $ola) =¢,(0) =minw {aca-L}, Qtuda je i wfa) =p(0) =minw {zea-i},

pa 1 zadovoljava uslov EO.

L]

DokaZimo de y zadovoljava 1 uslov £1. Neka je aea, bel, | oznacime
sa ¥ element familije F za koji je W(b)= mfncbda{b). Tada je (k) =Yib}.
Kako valuacija ¥ zadovoljava uslov EI, postoje gea | rel, takvi da je
g = hg+tr sa Plr) <Yk}, Uz to je ul(r}l(r) 1 wibj=Y(b), i prema tome
a=hbgtr s$a3 WU(r)<ufh}), Sto upravo znafi da y zadovoljave | uslov Ef.

Naizad, uz simboliku 1z Teoreme 1-2 postoj! prirodna Z-euklidska
valuacija YyeF takva da je u,ag ua za svake aca. Medjutim, prema (5]

" Je paguga faclkl, pe j& Yo =M. Otuda 1 tvrdjenje. D

DEFINICIJA 1-2

i Ako prsten A ma bar fednu {Levu, desnu) I-euklidshu valuacifu sa
kodemenem ¥, fada prirednu (Levu, desnu) I-euhlidsku valuacdiju u
o kojof fe red u Teonemi 1-4 zovemo MINTIMALNOM {Levom, dednom)
I~euklidakom valuaclfom pf@tam A {sa kodomenom W},

Kasnije femo dokazati da je "stepena”™ valuacija 0 prstens 3=x[x],
o kojoj je bilo reli u Primeru I-1 pod {v], upravo njegova minimalina
eukl idska valuacija sa kodomenom {-»}UnN,, | da je minimaina euklidska

valuacija prstena Z data sa: pm) = min{neN,: 28> inl} (meZ).

PEFINICIJA 1-3 -
1 Pod {desnim) I-EUKLTDSKIM PRSTENOM pdrazumevamo svahi prsfan kojfi
ime ban jednu {desnu) T-euklidshu vakbuaciiu, |

Ao fe ¢ ldesna) I-euklidaka valuacija prsferna A, foda uredfen par
(A, &) zovemo {deanim) ZIT-EUKLIDSKIM PAROM.

Ako Je 2 {[desni) L-euklidski prsten, tada za =27 kaZemo samo da
je A (desni} euklidski prsten, dok za I = Rra), Ry(a), Ra(A) kaZemo da
je prsten a2 I'~euklidski, ocdnosno A-euklidski, odnosno A-euklidski. D
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TEQREMA 1-5

| Neka je A desnd I-euklidsks pralen Abeo desnd Adenl T predena A Ama
neprazan presek T sa skupem I, tada je 1=aA za neho ael. Posebne,
ake je I=A®, tada fe u prslenn A avaRi desnd <ceak glavind,

Svaka dva aﬁammm acA £ bel imaju nafvedd zafednicki Levd deli-
teli ¢ hofd pripada skupu T. Pri Zome vostofe p,q Lz A Lakvd da je -

(&) ap+ bg = c.

poxaz. Neka je & desna I-euklidska valuacija prstena A. iz II#0 sledi da
ra neko acl vail odra) = mindl{ll}. Kako ael, za svako -f:EtI' postojl g€i
1 reZy takvi da je aﬂ&qﬁ', Giry<édral. 1z aer sledi ager, $to sa cgl
daje r=c-agel. Uz to je $(r)<¢${a), pa ne mofe biti rel. To znadél da
mora bitl r=0, to jest c=ag, i prema tome I =ai,

Kaka je T =an+bA desnl ideal prstena A koji sadrii element b iz L,
prema dokazanom delu tvrdjenja postoji cel za koje je I=ca. Qtuda je
aA+bi = ca, £to s8 cEcA znali da za néko p.g 1z & vaZl (6). Preostali
deo tvrdjenja sledl neposredno, D

LEMA 14

Neka je ¢ pritodna ldesna) I-euklidska valuacija prstena a &ifi su
avi desnd debiteljé rnulfe u njegovom nadikhaly J¢a). Ako za neko xea
vazi dx) >oc1), x"el lnen), 2ada niz ¢(x") {(nenN) strogo raste.

| Analogne tuadjenfe vail 4 za prolzvoljan prsten a ake x nife Zevd
[| delitels nule.

poraz. Pretpostavime da za neko nenN vaili dexB) » o™y, Tada postoje
gea | reZ, takvl da j'e % mxwlq* r, tr<éx®. DokaZimo da mora bitl
r=0. Naime, kako je valuacija ¢ prirodna, iz res i r = xB1-xg) sledi
¢r » ox", Eto je u suprotnosti sa ulinjenom pretpostavkom. 3ada iz x"el
i r=0 sledl da je 1~xg desni delitelj nule u prstenu A, pa pripada nje-
govem radikalu J(a). Otuda je xeU(a). Medjutim, to nije mogude jer iz
xy =1 stedl ¢1>dx, Sto se kosi sa $x>01.

SliZnc se dokazuje i drugi deo tvrdjenja. Naime, tada iz x”s;}égfﬁj
i xP(lexg) =0 sledl I=xg, a time 1| ¢I>¢x. Tu je posebno vaZan slulaj
kada je T=gmyea) 111 E=T. {0 |
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DEFINICIJA 1-4 .

| Pod SORFIZMOM (desnog) eukldidskog pata (a,¢) u {desnd) euklidsks
par {B,V) vodrazumevame dvaki wredien pan [£,h), pnd Comu fo Fra+B
moxfizem u kategoriidl ANy L h rorcmondizam dobro uredjencg shupa
dra) u ci':;:brw wredien skup Y(B), fakav da f¢  Yeof = hw*g-*:.

Ako fo uz 2o f Lzomonglzam, fada haZeme da jepan (£,n) TZOMORFIZIAM

(desnog) euklidskog para {(A,¢) na par (B,y), kao £ da je eublidshd
| par {(B,¢)] ITZOMORFAN euklidskem paru (&,¢).

Akc su  [{fyul: {a,é) > {B,u)] 1 fgwvl: (2,4} »{¢n} dva morfizma medju
{desnim} euklidskim parovima, tada se neposredno proverava da Je | nji~
hova “"kompozicija” {gef, veu) morfizam euklidskog para (4,¢] u eukiidskl
par {C,n}. Otuda se na prirodan nalin moZe definisati jedna kategorija
Eiji su objekti euklidski parovi, a morfizmi su "odredjeni” prethodnom
Definicijiom 1-4., Ivademo je KATEGORIJOM EUKLIDSKIE PR3STENA | oznalavati
sa EUC. Ha.ravm} da kategorlja EUC nije podketegorija kategorije ANN.

TEQREMA 1-6

Neha fe & pusien, hriw-w" monemonfdlzam debro wriedienocy skupa wou
debro wredfen shup w7 4 ¢ra-w presditavange shupa &2 u w. Tada je
(2,0} desnd euklidshi par akke fe Lo £ (A, hod).

Ake fe uz Zo fi3-a Adzomorndlzam prsdena B na A, Lada fe par (a,¢)
euklidsthd ako £ samo ako fe Lo sludajs sa parom (B, dpeof).

Doxaz. Kako je h:ﬁl‘—r?r*" monomorfizam, za rea | beaAb vaZl O{r)<¢(b} axo
i samo ako je h[ﬂp(r)} <h(¢{b}], to jest akko je  [hed)(r) {[hed)(b}, ps
se neposredno zakljuluje da je {a,¢) desnl euklidski par ako | samo ake
je to stula] sa parom [A, hed).

DokaZlmo sada drugi deo tvrdjenja. Neka je prvo {a,3) euklidski par
i acB, beB®. Tada je f(blea®, pa postoje guead | rpea takvi da je
Fla) =L{blg,+xr,, o$(ry) v:q‘;{f(b}]t to jest f(a)=f(b)f(gl+f(r), 1 prema
tome fi{a) = £{bg+r} sa g =f{gl, r =Ff(r}. Uz to je £ izomorfizam pa mora
biti a=bgrr, 3to sa (doflf{r) < {¢efl(b) wupravo znall da je I [B,¢af}
desni euklidski par. Obratno, ako je {8,¥) [¥s=der) euklidski par, tada
iz dokazanog dela tvrdienia siedi da je i [A, t;:uf"I) eukiidskl par. U
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Ako je © stepena valuaclja prstena xixl, tada je sa ¢fa) mfﬁ(ﬂ}

(aex[x]) definisana jedna eukllidska valuacija ¢:x[x] +N, prstena Kix]
koja zadovoljava uslov Srab) = Gla)d(b). S1ikno, sa Yla) = Lniml (m#0)
| Y¢0)=0 je definisana jedna eukllidska valuacija Y1z +w prstena Z koja
zadovol java uslov Y(ab) = Pra) + Yib), pri emu je w= {€{n): nen},

LEMA 1-2

l Ako su {4,¢) £ {B,%) Lzemongni (desnd) euklidshi parovd, tada fe
valuaelia ¥ prirwodra akko fe to sfulaf sa valuacijom d.

poxaz. Neka je valuacija ¢ prirodna | {f,h]) lzomorflzam euklidskeg para

[2,¢) na par (B,¥}. Tada za svako aces |} b,aben® postoje x,ycA takvi
da je a=f(x}, b=f(y}, xycad . Pri tome je valuacija ¢ prirodna, pa
vazl o¢(xy) > d(x}), a time i b(¢t“xy)] }h(q:{x}) §to sa Yof=hod daje
Yiab) = {Yof)(xy) = {hod)(xy) = h{d(xy)) bh(fhi’x)) = !.}l(f(x}] i prema
tome Ylab) »Pfa). Otuda | tvrdjenje. D

TEOREMA -7

Ako su ¢ra»w L P2B»V mininalne desne eukfidske valuacife pratena
4 £ B, tada su desnd euklidski parovd {(A,0] 4 (8,0} Lzomonini ake
i samo ako je to sfufaf sa pratenime a £ B. |

DORAZ. Neka je f:a-g izowmorflzam prstena 2 na prsten B. Skupovi dea) i
Y(B) su dobro uredjen! pa postojl monomorfizam & bar jednog od njlh na
patetni interval drugﬁg, Neka je, na primer, h: ¢/a) + U(B), pri Cemy je
h(@(ﬁ}) pofetni Interval skupa Y(B). Prema rTeoremi 1~6 presiikavanje
[hmpaf*‘l}‘ g+y je desna euklidska valuacija prstena B. Kako je Y:ig->v
minimalna desna euk‘fldska valyacija prstana B, bice [};o¢af"1](b);:y@),
pa stavljajull £ (b)ﬂa dobijamo |

(7] {hod) (a) » Yof)(a) {aca).

pajjg je m={fra): acal, pa 1z (2} sledl da z2a svako Bey(z) postojl
bar jedno aca takvo da je (*] B<h(¢(a)}, a time | Ben{¢ra)), jer je

h(ci:{;-&)) potetnl interval skupa P(B). Otuda je h(wﬁ))”wwh To upravo
znaci da je h surjekcija, a time | bijekclja. Otuda, zamenjujudl u {7)
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a sa ffa] i h,é,0,F redom sa Jh"f,zﬁ,én 1, dobijamo da za svako a iz
2 vaii {ueslia) > lhedlfal), 3to uporedienc sa {7} daje hed=1Dof, pa je
(£,h)

tvrdjenje. []

L

tzomorfizam euklidskog para {a,¢) na euklidski par {(B,0}. Otudas I

lz postednja tri tvrdjenjs sledl da se u izufavanju I-euklidskih
parova mofemo ogranifiti na euklidske parove {a,6) kod kojih je kodomen
valuacije 9 dobro uredjen skup oblika Wom{0,1,..,0,002,..,11}, pri &emu
je n=nf{al *dovoljno veliki” ordinal. U tom slufaju sa w, oznalavacemo
uniju {-«} 0w, gde je ~e<a za svako aew. Ubudude, ukolike ne kaZemo

izridito drugadije, w I W, imacde prethodna znalenja.

2, 0 EBEUKLIDSKIM VALUACIJAMA SA NEKIM
SPECIFICNIM SVOJUSTVIMA

Euklidske valuacije prstena Cesto imaju | neka specifiina svojstva
koja karakteriSu neke dobro poznate klase [euklidskih) prstena. Posebno
sy Cesti | vaini primer] euklidskih vaiuacija ¢:ta-+w koje zadovoljavaju

neke od sledelih usiova:

{Z} dfa) = (b} <=> (sem*] {a mbe],

(¥) $(ab) = d(a)$(b),

{7} bla+tk) € ¢fa) +o(b),

(M) $ta+h) < Max {¢ca), otb)),

(vl #rarb) » Min {6ca); o(b}) (a+b # 0)

la,bea), gde je A+r=y@a). Uz to se o uslovima (¥} | (v} moZe govoriti
i u stuaju proizvelinog dobro uredjenog skupa w. Operacije o kojima je
red na desnim stranama relacije iz uslovae {2} | (N} su obilno sabiranje
i mnofenje ordinala. Ako je kodomen valuacije ¢ skup wy={-=}Uw, tada
po dogovoru stavljamo [~ej+a=gt{ee] = w0 | {-wlo=gl-e] = - {gowgl.
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U oven paragrafu bide redl uprave © prstenima koji imaju bar jednu
euklidsky valuaciju koja zadovol java neke od uslova (MI-{Z). Pri tom se

u vezi sa prethodnim uslovima Cesto pojavljuju i uslovi:

(r) diab) = la) + ¢(bl,
3 Gra) (k) =>  ¢la+bh)=¢(a),

(s)  o(ay=d(b) <=> {seca*){a=be V ¢(a-be)<dral).

Tako, na primer, stepena euklidska valuacija 8 prstena a=x[x] od
svih prethodnih uslova {Z!-(S] ne zadovoljava Jedino uslove {(w}, (2} |
(v). S druge strane, euklidska valuacija ¢:x{x] +¥, data sa ¢(a) =2°(2/
zadovoljava sve prethodne uslove izuzev {z}, {v] i {z}. To posebno znali
da prsten k[x] Ima bar jednu euklidsku valuaciju koja zadovoljava uslov

noame, to jest ustov (N).

0d uslova {2)~-{8} standardna euklidska valuacija viz+N, prstena Z
zadovoljava samo tri: {7}, (¥}, {Z), dok minimalna euklidska valuacija u
prstena Z zadovoljava jedino uslov (7). Kasnije cemo dokazati da prsten
z nema nijednu euklldsku valuaciju koja zadovoljava neki od uslova (¥},
(e}, (8}, {vi.

Akc je n>1 i ¢ {desna) I'-euklidska valuacija prstena A=pM (2} data
sa (M} = |det M|, MeA, neposredno se proverava da valuacija ¥ od svibh
prethodnih uslova zadovo!ljava jedino uslov {(w). Posle Cemo dokazati da
sligno tvrdjenje vaii | za prsten M, (A), pri Cemu je & bilo koji domen

sa bar jednom euklidskem valuacijom ¢:2-w kojs zadovoljava uslov noame.

Primecujemo da svaki od [(desnih} T-euklidskih prstena » (2) i X[X]
ima bar jednu {desnu) I'-euk!idsku valuaciju koja zadovol java uslov {N).
To vadi 1 za svaki "poznati® {desni} T-euklidski prsten. U vezi sa tim

prirodno se namece problem:

Da £4 svaki ldesnd] T-euhfidshi prsten ima bar jgednu [eguklidsku
valuaed fu kofa zadovoliava uslfov noime?

Jasno je da uslov {M} povia&i uslov {T}. Ako prsten A ima bar jednu
deshu euk!lidsku valuaclju ¢ koja zadoveljava uslov {2z} ili {»}), tada je

4 oblast celih, Svaka valuacija keoja zadovoljava uslov (¥] je prirodna.
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TEQREMA 2-1

Za svakw prisedinu {desnu) eublidshu valuacisu ¢sA-> I oblasti celin
A uslovd (M), (P) £ (S} su ehuivalentnd.

DOKRLE. Dmkaiim}; prvo implikaciju {u} => [P]. Keko je 2 domen | valuacija
¢ prirodna, za a,bea vail O(be) = 3(b) akko je eeU(a), Neka za a,bea
vaii Qral>¢(b). Tade je (-5} =é(bew1) =G(b), pa $ta)ed(b} | uslov [a]
daju gfa+b)s dra), &fay =@{a+b~h} £ Max {¢{a+b}, @fb})' md;}(afvb), a time

I ¢fa+b) = $(a), Eto upravo znali da vatuacija ¢ zadoveljava uslov (p).

DokaZimo sada da uslov {p) povla®l uslov [s). Pretpostavimo prve da
2a a,b €A vazi ¢la) =4¢(b), Ako je b=0 tada prema Teoremi !-3 mora biti
I a=0, a time | a=»>.1, Ako je b#0, tada postoje e | r iz A rakvi da je
a=Dbetr, Q{r)<ofk). OGtuda je 1 {ra)>drry, pa kake ¢ zadovoliava uslov
(B}, imamo ¢(é)m¢(a~rjm¢(be;, a time 1 P(be) =¢(b). To posebno znadil
da je ecU(a), pa je ¢la~be}<tia) sa e EUV(A). Qbratno, pratpostavimo
sacda da za neke &,bEid | ecU(a) vali ¢l{a~ba)<¢$(a). Tada uslov (P) daje
dibe) ﬂ¢{a~9~{be-a}) =Sle). Uz to je d(be) = (b}, | prema tome dfa) = b,

~ Najzad, dokaZimo da vaii i implikacija {S}=> {x]. Pratpostavime da
za neko a,>cd vall $la+b})>dfa). Tada, za c=ath, Tz ¢{c-bel) < &fc) 1

uslova (5} sled! la+d) = (b)), | prema tome cb(a+b)~€h’f&x(¢a, éb). Gtuda
b tvrdjenje u celini, D '

TEQREMA 2-2

{a] Ake prirodna (desna) euhlidska veluacifa $:A+i nekeg domenaz A
zadevol fava usfov (M}, fada fe K= U, lA)

-

(8) Ako desna eukfidska valuacifa ¢:A~W prstona A zadovoliava we-
{ Love {T] 4 [N}, tada ¢ zadovoljava i wslov (M) abo 4 samo ako fe
| K=Uy{A) podtelo pratenz Al

DOXAZ. [a] DokaZimo prvo ds je k= {aca; ©la) € ¢(1)}. Jasno je da za
@EX vaii 9(al)<g(1), kao | da je la)=9(l.a}pd(l) za svako a#0. Ako =a
neko aclA vaii da= 001y, postoje g,rea takvi da je I=ag+r, Sfr)edes ).
Otuda je r«=0, to jest I=ag, @ time | aek. Kako valuacija ¢ zadovoljava
uslov (¥}, za svako a,bex bice &(a-b) ¢ Max{é(aj, $(b)) €£¢¢1), Eto sa
- prethodnim daje a-beX. Uz to je X*=ura) myitiplikativna podgrupa od 2

T e D

-~ F‘.-.-a-'-u.n!i’!l—--*.&-'.l---n-n—“l'-' -
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pa je X podteio prstena A.

.

[5] Pre sveca, iz pretpostavke da ¢ zadovoljava uslov (¥) sledi da
je valuacija ¢ priredra, da je A domen | da je ¢(0) =0, ety =21, Ako
zadoveljava | uslov (&), tads Iz upravo dekazancg dela tvrdjenja sledi
da j= uslov potreban, DokeiZims da je 1 dovoljzan, t). da iz pretpostavke

da je X pedtelo prsterna 2 sledi da za sveko a,bgx vali

(1) dra) SG(b) =>  dlarb) €$(b}.

Dokaz implikacije (1) izveidemo {transfinmitnem} Indukcijom po ¢(a)
(acad). HNeka Je prvo ¢{a}w~:2, i dakle acvUra). Kako ¢ zadovoljava usiov
(N}, Imamo dfa+dh) = f,?}(a{iw"ib}} = &{a)-Q(l+c), pri Cemu je cma"’zb, a
time | 8¢c)=dfa~t)é(p) = &(b). Otuds se za éra)=1 tvrdjenje svodi na
1€8(c)r => oLi+c}€£e(r}, ceA. Kako j:e & telo, bide f+««#!=nlek za
svaki prirodan broj n, @ time I ¢(nl}<1 za svako nenN. Uz to I komutira
sa svakim elementom CEA, pa kako ¢ mdavﬁijéva ustove {7} 1 {w), Imamo

da ra svako peN 1| cca® vaZi:

(o (dr14e2)? = ¢{(1+c)") = @(Z(E}::k]
< Ip(Ig)-1)eec®)
< L{srer)®.

Stavimo of(c) = f. Kako je c#0 bide B%1. tz [2) sledi da za svako ceal
za koje je B<w vaii

[ (en)i/m (8= 11,

(3] ¢{1+c] <
] [5H+1 _ I}I/n
L 5

{6>1}).

Kako {3} va%i za svako nenwn, pustajudl da n-+e dobijeme &(l+cigf, §to
sa prethodnim zakl julcima daje d&fa+b) €£4(b) za svako acgk | svako bea
za koje je 1<460b) =¢(¢) <w. Ako je orb)=83»w, bide 1+8=R, pa usiov
(7] direktno daje &(e+rbh) € ¢fa)+ d(b)=1+8=E8=4¢rbj. Otuda i tvrdjenje
za a,brA, d{al€l.

Pretpostavime sada da {1} vail za svake aca 23 koje Je da<a {o>l
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fiksiran ordinal iz w}, pa dokaZimo da vaZl | za svako eventualno aga®
takvo da je @(a) = min{drc): cea, dena). Kako je a# 0, postoje ¢ | ¢
iz & takvi da je bs=agptr, ¢(r)<Pfal}. Dtuda je a+b=r+c sa c=all+g) |
¢{r}<¢lal. Bko je l+g=0 bife a+b=r, a time | Ofa+b) = Hi{r}<dfa}l. Ako
je 1+g#0, tada‘ uslov (W) daje Q(ct=Pca)-dll+q) 2d(a} > dtr). Uz to, iz
¢(r) < Pia) siedi ¢(r)<o, pa na osnovu induktivne pretpostavke Imamo da
jg ¢{r+c)sé(c), a time i

4] d(a+b} € $la)dbil+g).

Stucaj g=0 se apsolvira neposredno. Ako Je $(g)>1, prema dokazanom dely
tvrdjenia vaZl d(l+g)<dig), pa uslov {¥) daje

{5) lajeflirql € $laldlq) = ¢lag) = $(b-zr).

Kake je $(~r)=q¢(r)<ag¢(b), na osnovu Induktivne pretpostavke imamo
¢{b-r) € (b)), 3to sa prethodnim relacijama daje $fa+d) € O¢b). Qtuda i
tvrdjenje u celini. D

TEQREMA 2~3
| Ako {desna}l euklidska valuacija ¢p:A+W prstena A zadovoliava uslov
(N}, tada valuacdija & zadovoldfava £ usfov (T} ako £ samo aho vaii

(M) olatb) € 2-Max(pa, ¢b) (a,beAl,

pokaz. Kako ¢ zadoveljava uslov {n}, biée valuacija ¢ prirodna, a domen
| ${0)=0, ¢{1)=1. Jasno je da je uslov potreban. Dokafimo da je uslov |
dovoijan. $ obrirom na usltov {¥,], indukcijom po r dobijamo da za svaki

prirodan broj m oblika m=2Y 1 proizvoljne elemente Ble-vr@y 12 A vali
(%] dra,+-eta) < zr-ﬁﬁix[dpav]t Ako je n proizvoljan priredan broj 1 r
najmanji ceo broj za keji je 2'» n, to jest z‘rhiéndzr, tada za ay=0

{n<veml tz {®*) sledi

6) $lagt--+ay) € 2n.Max(da,],

jer je 25 ¢2n. Za proizvol jne elemente a,b prstena A4 7 prirodan brojn

oblika n=2"-1 oznalimo sa ¢y (0€V<n) sumu od rz) sabiraka C 4, pri

TP
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emu je svak: oo O .~ove, i<k& (), proizved od n faktore =esju kojima

L -
in

je v a-ova I n-v b-ova. Kako valuacija ¢ zadovoljava uslov (N], pide

(7) sley,) = (era))Y o))", 1<k (D),

za svako a,beld 22 kele je ¢a,éb<w, odnrosno $fa)= 1 $ druge strane je
{a+b T = Cyt-++C,, pa na osnovu uslova (N] | relacija (6) 1(7) jedno za

drugim imamo:

(&) (6tawb2}” = o{(arb)™) = ¢{co -2 cp)
& 2 Maxdreyr < 2T Loy
s 252 20 c6a)” (05,7

- 2r+.£ [¢a . ¢b}n,
i prema tome
(9] d{atb) < 25{(pa+¢b),  s=(r+1)/n.

Kako je n=2%-1, bie s> (r-+w), pa pultajuél u (9) da r+= dobijamo
da za svako a,beld za koje je ¢a=1 ili da,db<w vaZi

{10} dla+b} € ¢la)+ o(hb).

Otuda | wvrdjenje u siuCaju da je valuaclija ¢ konaZna, tj. ake za svako
ach vaili ((a}<w. Ako valuacija ¢ nije konalna, neka je o>t flksiran
ordinal iz ¢(a}. Pretpostavimo da {10) vaZl za svako a,begi, da<g, pa
dokaZimo da vail I za svako a,bead, ¢fa)=o. Pri tome je slulaj o=t ved

apseiviran,

Neka je prvo a<w. Ke umanjujuél opStost moZemo pretpostaviti da
Je ¢{a) < ¢(b). Prema dokazanom delu tvrdjenja {10} va3l za o(b)<w. Zato
pretpostavime da je ¢(b) »w, | neka je b=ag+r, $lr) < @fa). Pri tom je
¢f{r)<acw, pa na osnovu induktivne pretpostavke, 23 c=a{l+tg}, imamo
(*}  Qra+d) = ¢l{r+c) € ¢(r)+ $(c). 1z istih razloga je ¢(b-r) € d({r)+dib)
| ¢714g) € I+dg. Uz to je &(r)+ d(b)=4&(b) (jer je é(ri<w | &(b)>w},
i prema tome dic) = @[a)éf&g] % -¢(a}+¢{a}${q) = ¢fal +dlag), 3to sa
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ag=b-z, {#} 1 prethodnim zakljukom &(r)+d(b)=4{b) daje

(11)  dtatb) € $(r)+ (d(a)+ d(b-r))
€ &tz)+ (pa+ {¢r +¢b))
= ¢(r)+ {da +¢b)
= §(a) + O(b]

(jer je da+db>w | odr<wl., Time je dokszano da relacija {10) vaii za
svako a,btd 23 koje je Qfa)<w 1ii ¢(b) <uw,

Neka je sada apw. Ako Je &fe) = Mn{dreir cea, d(c) 2w}, tads
postole p,g.r,s iz A takvi da je a=cptr, b=cg+s sa ¢r,ds<wg do, pa
prema dokazanom delu tvrdjenja imamo prve df(r+s) < d(r)+dfs)<w a zatim
i ¢{atdb) € §(rrs)+Qfcpreg). Stuta] ptg=0 se lako apsolvira, Za p+q#0 je
¢lcpregl) = @(c)dlptg) 2w, 1 dakle dla+b) < dlc)d{p+g). § druge strane iz
$lcid(p) = $lcp) =dla~r) S dtr)+dla) € ¢(a) sledi &(plsdral, pa na osnovu
induktivne pretpostavke vaii ¢iprg) < ¢fpl+dig), a time |

{12] dlath) < $(c)(8(p)+ $(a)) < $(c)blp) +6(c)P(q)
= $fep)+ dl{eg) = ¢la~r) + $(b-5)
< (or+ga) + (¢s+¢b)
= $ifa) + $(b),

jer je éa,ﬁsb »w 1 ¢r,¢s<w. Prema tome, {10) vaZl i za svako a,beld za
koje je dfa) =a. Otuda | tvrdjen}e. u celini, (Anah:}gnm tvrdjenje vazil i
ako se uslov {¥,} zameni uslovom {4, ) &ra+b) < k-Max{¢a, ¢b} {a,beal,
gde je k>1 bileo koil prirodan bmj.) a

Svako telo & ima bar jednu {desnu) euklidsku valuaciju ¢:a-+w koja
je konstantna na skupu AY. Pri tome vaZl i obrnuto tvrdjenje. Naime, ako
je &ta) =§(1) (aca®), tada za svako aci® postoje g,rEA, takvi da je
1 = agtr, ﬁa{r} < $(a). Qtuda je r=0, to jest I=ag, | dakle aellg (). !{aka
to vaZi za svako aga®, bide AV=yra), pa je 24 telo. To ne mora da va¥i
ake je ¢ desna T-euklidska valuacija prstena 3. Tako, na primer, ako je
K polje | WiM, (K} + N, presiikavanje definisano sa Y(0)=0, Y(Mi=1 (M¥0),

tada je ¥ desna I-euk)idska valuacija prstena A=M,({K) koja je konstantna
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na skupu A%, ali za n>1 prsten A nije telo. lz reme 1-1 sledi da sliZno

svojstve ima I svakl konalan prsten koji nije telo.

Prema tome, ako prsten A nije telo, tada za svaku [desnu} euk!idsku
valuaciju ¢:A~>W prstena 4 postoji bar jedan element x €A takav da je

bex} > 41}, Pri tome x nije {leva} jednota prstena a.

Ako je ¢ra-»w ldesna} I-euklidska valuacija prstens 2 i ael, tada
je jednoznalno odredjen najmanji ordinal aew  takav da je a»$(a’) za
svako neN za koje Je ael. Oznafavademo ga sa H(a¥). Drugim redima, 2a

svako a€l po definiaiji je

{13} d(a®) = Sup {$ra™): newn, aPel },
a u vezl sa tim'l

(14} ata,d) = {cea: ble)<dla®) .

Tako, na primer, ako je I=T 1 ako za neko xel vaZi ¢(x)j>d(1), tadas
prema Lemi 1-1 niz ¢f{x7} (ncN) strogo raste, pa za svako takve x vaZi
¢(x%) >w. Ako je uz to valuacija ¢ konalna, bife ¢(a)<¢(x¥) za svako a
iz &, | prema tome A(x,$)=A. Tu je posebno vaZan slufaj] kada je o(x}
najmanji ordinal iz W koji je vedl od ¢(1). Kasnije cemo dokazati da u
slulaju transfinitne eukiidske valuacije ¢ ne mora da postoji xga koje
fma prethadna.dva svojstva.

LEMA 2-%

Ako [desna) euklidska vafuacija ¢ prstena A zadovoljava uslov [N} £
bilo kofi od uslova [T} & (M}, tada fe Alx,é} poiprsten prstena A
- za svake xeA za kode fe lx)>»¢{l}).

Lo

DOKAZ. lz pretpostavke da ¢ zadovol java uslov {n]) sledi da je & domen |
da je valuacila ¢ prirodna. Otuda 1z &(x)>&¢1) sledi ¢(x¥)pw. Neka su
a,b proizvol jni elementi skupa A(x,$}. Tada postoje m,nenN takvi da je
Gla) € o(x®), ${b)$d(x). Uz to valuacija & zadovoljava uslov {¥] pa je
blab) = $(a)eib) € P(xPIotxD}) = $(x¥a) = $ixFR) < $ex¥), | prema tome
abe A(x,0). Ako valuacija ¢ zadovoljava | uslov {7}, tada je {za m>n}:
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(15) brath) € Ofa) + 9fb} € YxM) + $(xP)
€ Prx g} = xR

< Grx®y,

3 time | a+bea(x, %), 3to sa prethodnim upravo znacl da je A(x,¢) jedan
potprsten prstena A. Naravno, ako (dobro uredjen) skup $(A) zadovoljava
uslov kofinalnost!l, tada je A{x,¢)= 3. D |

TECREMA 2-4

I Neka fe &:4 -0 desna eukfidska valuacifa domena A kefd nije Lelo,
K=UglAl, £ x bilo kofi element iz A-K Xakav da je ¢{x] najmanji
ondinal iz W kofd fe vell od ¢i1).

(@) Ako ¢ zadovoljava usfove (N} & (T}, tada se svaki element acA
moze predstaviti u obfibu

{16) a = xﬂﬁn*“* X0y + Dy (oK, O<veni.

Pai tome a=0 ima fadno fedan rastav oblika {18} To vaidl £ za svako
a L2 A ake fe K podielo pratena A.

(8)' Ako fe valuacifa ¢ Mc{m £ ako zadovoljava uslov (M}, tada
svako a Lz Al{x, ¢} ima tacno fedan rastav obLika [16}.

poxaz. {a} Pre svega, ¢ zadovoljava uslov (N) pa je valuacija ¢ prirodna
I vaii $(o)=0 | $(1)=1, Dokaz Eemo lzvest! transfinitnom Indukcijom po
¢fa). Jasnc je da svako atA za koje je ¢la)< i, to jest svako agkK ima
rastavy oblika (16). Pretpostavimo da tvrdjenje vaZi za svako b iz A za
koje je ¢rbr<o {a>»1 fiksiren ordinal iz w), | neka je acd proizvoljan
element iz A takav da Je ¢(a)~< 0. Tada za neko Db,a,cA vazii

(1?1 a = xb+ G ¢'(33} <oix}.

Lz dfag)<dix) stedi $lagl<t, a time 1 ek, ﬁako_'valuatijat;) zadovel jave
uslove (N} 1 (T}, bide ${xb)={Jla-ay) <dfu,)+Pla)<l+a, | prema tome
(%} ¢(x)$(b) < 130, Ako bi bilo $(b)>a, tada bi iz $rx)>¢(1)=1 sledilo
$ex)$(b) > (I+1)}a= o+ > 140, Sto se kosi sa {*}. Qiuda je &rb}<a, pa na
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ospovy induktivne pretpostavke b Ima rastav oblika (16). To znadi da za
neko nEN | OLEK (I €V<€n) vazi b = x”'junw&xal«f-%, Sto zamenjeno
u (17} daje (i€}, a time I prvi deo tvrdjenja. Za dokaz preostalog dela

L]

‘tvrdjenja dokaZimo prvo da za svako nEN 1 O €X (0€V€n) vali
(18) $lag s+ 20 ) < ¢

Zaista, ako je K telo, tada prema Teoremi 2-2 valuscija ¢ zadove!l java i
uslov (M), pa (18} sledi napasmdna, jer niz $(x") strogo raste. Ako K
nije telo, tada za neko a,beX vazZl a+b LK, a time | Pfasb} >1, Eto s3
Glarb) € $fa)rd(b) daje $lath)=2. Kako je ¢fx) = Min d(a~K), mora biti
i drx)=2, pa imamo | ”

(19} $lag +e-txPa)) € 14 00x) 4eet D)

w o Dy 20

< g0+

& time 1 tvrdienje. DokaZimo sada da za a=0 iz (16) sledi a,=0 {0gvn ],
Naime, ako je «,#0 bice d}(an}wi, i dakle qafmxﬁan) =dfxt)., Uz to za a=0
iz 716) stedi -x"o = LxVa, [0€Vvsnl, pa (18) daje d(-x"a,) < $(xP),
$to je u suprotnosti sa prethodnim zakl julkom. Otuda je o =0, i siilno
Gy=0 (0€ven).

Najzad, ako je k telo | as=age--+xo, | a=8,+..+x"8 - rastavi od
a obtika (16), bide T A = oy~8,, (0<ven) elementi tela &, pa kako je
0=a-a= A+e+x"A,, prema dokazanom delu tvrdjenja imamo Ao, @ time
o= By, (0€vEn). Otuda i tvrdjenje.

[BJ Za svako a#l iz A{x,¢) postoji tagno jedan ceo broj newN, za
koji vazi (%] (") & dra) <éx®1), Oznalimo ga sa ora). Kako je jasno
da svako atk Ima rastav oblika (18), pretpostavimo da tvrdjenje vaZi i
za svako at€a(x,$) za koje je O¢a)<n (n>1 zadat prircdan broj), | neka
je aca, Ofa)=n. Tada postoje c,bea takvi da je

{20} a = x"c+ b, S¢h) <dixP) € dial.

PokaZimo da je cex. Nalme, ake je c=xger, ¢{r)<¢(x), bide prvo rek,"

a zatim | &(xPrj<dixh) {jer je valuacijs ¢ prirodnal. Kako valuacija ¢
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zadovol java uslov (M), mora biti g=0. Raime, u suprotnom bl iz (20), za

c=xgrr, sledilo
(21} (1) ¢ ¢(¥ig) = ¢ (a-xPr-b) & d(a),

Sto je u suprotnosti sa [*}. Otuda je c=rek. Dalje, iz ob<déx™ sledi
Ofa) <n, pa na osnovu induktivne pretpostavke postoje O {osvgnt iz &
takvi da je zrnfixvuv, to zamenjeno u (20) daje (16} {sa o, =c}., Dokaz

precstalog dela tvrdjenja je analogan dokazu poslednjeg dela tvrdjenja
pod fa). U

KOROLAR 2-1
Neka je simbolika Lz Teoneme 2-4 pod {B). Tada je V=Alx,¢) desnd
vehtonskd proston nad Lelom K £ {1,x,x%,..} fe fedna nfegova baza.

DoKkAZ. To le neposredna posledica prethodne teoreme. Posle femo dokazati
da Af(x,¢) ne mora bliti | levi vektorskl prostor nad telom X {naravno, u
ocdnosu na operacije iz a). D

Neka je simbolika iz prethodne teoreme. Ako valuacija ¢ zadovo)l java
uslove (¥} i (T), tada rastav (16} ne mora biti jednoznalan za svako a
iz A, kao 3to to pokazuje primer prstena Z sa ¢=v, § druge strane, ako
¢ zadoveoljava uslov (M), tada ne mora sveko a iz A imati rastav oblika
{16}, to jest ne mora biti Afx,$) =3. Naravno, ako ¢ zadovoljava | uslov
norme, tada prema {a} vall aA(x,d)=2. Stavife, ako je Afx,0)=a | ako
¢ zadovoljava uslov (4}, tada prsten A ima bar Jednu {desnu) euklidsku
valuaciju koja pored uslova (M) zadovoljava 1 uslov (N) o Cemu e biti

reft kasnijel.

Ako aca ima talno jedan rastav oblika (16}, zvademo ga POLINOMSKIM
{preciznije: desnim polinomskim)} RASTAVOM od a po x, | oznalavati sa a,
il a(x). Ako je uz to a = gp+--+xT0, sa o ¥0, tada femo ceo broj n
Zvatl STEPENOM od a po x i oxnadavatl sa Ofa). La a=0 po definiciji emo

stavljati O(0) = =, Posebno je vaZzan siulaj kada se A(x,¢) podudara sa
prsLenom A.

U nekolikeo narednih tvrdjenja bide rell o prstenima koji imaju bar

Jednu {desnu}l euklidsku valuaciju koja zadoveljava uslov (M}, Takav je,

e .t

= A e = -
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na primer, svakl od prstena x{x1, pri Cemu je K proizvoljne telo. Ako je
g stepena valuaclja prstena K{X], tada su, za svako acA | beal, ostatak
P koli&nik pri o-deljenju polinema a polinomom b odredjeni jednoznaZno.

U vezi sa tim imamo sledede tvrdjenje.

TECREMA 2-5

| Neka fe ¢ painodna {desna} euklidska valuacija prstena A, Da bi za
svako acA 4 beA® ostatah a pri b-delienfu a sa b bio odredfen
fednoznaéne, treba £ dosita _fa da valuacija & zadovoljava uslov (M),

pokaz. DokaZimo prvo da je usliov potreban. Pretpostavimo da za neko a,b
Iz & vaZi (%) ‘d(a~b) > Max{¢a, ¢b). Tada je c=a-b#0, pa kako prsten A
ima jedinicu, bice

(22] a=ceOra, Oda<ie; a=c¢cel+hb, o¢bcic.

To znaci da su a2 | b ostaci pri ¢~deljenju elementa a sa cea®, pa kako
je taj ostatak {za dato a | ¢] odredjen jednozna&no, mora bitl a=b, ¥to
je u suprotnosti sa (*). Prema tome, {*] ne vaZi ni za jedno a,bca, pa

valuacija ¢ zadovoljava uslov {u).

Dokazimo sada da je uslov | dovoljan. Neka je a=bg,+r,, Qr, <%
(v=1,2}, | stavimo g=g;~g,, r=rp-r;. Teda je r=bg. Kakc je valuacija ¢
privodna, iz z#0 sledi ¢(r) =¢(bg) >¢(b). § druge strane, ¢ zadovoljava
uslov {¥}, pa Imamo ' |

(23] $(z) = blr~ry) < Max{ezr,, ¢r,) < ¢(b),

$to je u suprotnosti sa ﬁrethedni‘m zakl jufkom. Dakle, mora biti r=0, a
time | ry=r,. Pri tome, ako b nije {levi} delitelj nule, iz O=bg siedi
da je | gy=gy. Qtuda | tvrdjenje u celinl. D

Prethodno tvrdjenje ne vaii za svaku prirodnu Z-euklidsku valuactju
¢ prstena A. Tako, na primer, ako je A=Z, I=N | ¢=v standardna porma na
prsteny Z, tada je ¢ prirodna I-euklidsks valuacija toga prstena, | za
svako mea | npel postojl talno jedno gea 1 talno jedno rel, takvl da*

je meng+r, ${r)<$(n). S druge strane, jasne je da ¢ ne zadovol java
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ustov {M). U vezl sz tim | Teoremom 2-4 pod (¢} primetimo da za x=2 i
L ={aclyr dasgor} = {0,1} svaki ceo broj m Ima talno jedan rastav u

cbliku polinoma po x sa koeficijentima 1z skupa L {za m> 0}, odnosno Iz
skupa -4 {za m<0).

LEMA 2-2 |
| Ako prirodna desna euklidsha waluacifa ¢:A+W, domena A zadovoljava
wsfov (M}, Zada za svake a,beA & ceA’ vaii dmplikacifa

[24) dla) <olb) =>  ¢lea) <dleb).

poxaz. Dokaz femo izvestli transfinitnom indukcijom po a=¢fa). Jasno je
da (24} vail za a=0 | svake bea 1 cea®, Pretpostavimo da (24) vail za
svako ati za koje Je o(as<a {a>0 zadat ordinal iz i,), | neka su a,b
i ¢ proizvoljnt elementi 1z 2 takvi da je ¢la)=0, fa)<$(b), c#0.
DokaZimo da je tada I ¢fca) <¢{ch). Pre svega, postoje g,rei takvi da

je b=ag+r, $r<da. Kake je ¢fri<a, na osnovu induktivne pretpostavke
bide 1 dicr) <éfcal), 5to sa prethodnim daje

[25) ch = cag + Cr, $icr) < di{cal.

Uz to mora bitl g#0 {jer bl yu ’suprctnc}m bilo ¢k < $a). Prems Teoremi 2-1
.valuacijs ¢ zadovoljava i usiov (P}, Kako Je valuacija ¢ | prirodna, iz

¢lcag) »dica) » dfcr) sledi @l{cag+er) = ¢fcagl, pa na osnovu (25) imamo
(26} bich} = $icag+ cr) = d{cag) » ¢{ca).

Ako bi bilo dfch)=$(ca), tada bl iz ¢{cag) = dfca) sledllo gevi(a}, a
time I &(b) = diagir) =§fag)=d(a}), stoe je u suprotnosti sa ufinjenom

pretpostavkom ga<geb. Prema tome, iz (26) sledi ¢(cdb) » dfca), pa imamo
i samo tvrdjenje. ]

Ako je ¢:a+w, desna euklidska valuacija domens 2, tada Je, prema
Teoremi 2-2, Uy{A} podtelo prstena A. Oznalavademo ga sa X. Pri tome je
k={ach: ¢a<di}. Ako je a¥# K, u nekolike narednih tvrdjenia sa x fermo
oznatavati bilo keji element iz A takav da je ¢(x) = mindra-x). U tom



27

- -

stuZfaju skup Alx,5) cznalaveleno 1 se . Prers Kerplaru 2«1 V=2{x,¢}

=
je desni ¥-yektorski prostor {u odnosu na operacije prstena z} 1 svaki

elament g£V ima tafno jedan desni polinomski rastév po X oblika
[‘??) &g == ctﬁ"f"xcil ‘f“““f‘xn&ﬂ

pri Zemu su oy-ovi iz K, o #0 22 a# 0. Posle femo dokazati da je V i
cotprsten prstena A. Ako je Xixt prsten polinoma po X sa kceficljentima
iz tela K, neposredno se proverava da je sa

Ea?gl F({za+xﬂ1 oo “f"xnﬁn) = {Ig +X{II +”+Xn'£xn

definisan jedan lzomorfizam F desnog K-vektorskog prostora V=A(x,$} na
desni k-vektarski prostor xixi. Medjutim, preslikavanje F ne mora biti
zomorfizam prstena A{x,$) na prsten Klxl. Naime, ne mora za svako a,b
iz A(x,$) da vaZl

{79 Flab) = F{a}F{b)},

to jest, desni polinomski rastav proizvoda ab po x ne mora biti jednak
"ool inomskom® proizvodu desnlh polinomskih rastavaod a 1 b po x. To de

biti slufaj ako | samo ako x komutira sa svakom jednotom prstena A. D

LEMA 2~3

| Neka fe ¢:a-+w piirodna desna euklidska valuacija domena A koja
zadovoljava uslov (M) 4L stavimo K=Us(a}, v=2alx,¢}. Ake je A#K
4 x bilo koji element iz A takav da je &(x)= mind(a-x}, Zada je
s Glo) = L |

{30} ala] = max {neng: da2¢x”} {ae v, x0=1}

definisana prirodng euhfideka veluncdja o:a>w na podakupu alx,d)
 desncg a-modula &, koja takedje radoveljava usfov {M}. |

DoKAZ. Jasno je da je preslikavanje ¢ dobro definisanc. Kako svako a iz
v? ima tafno jedan rastav oblika (27} sa r:xn;éﬁ, bicfe ¢{a}=¢¢(xn},’ §to

uporedjenc sa (30) znali da je ofa) upravo "stepen” desnog pol inomskog
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rastava a{x}) od a oo x [sa koeficijentima iz k). Nekas je hig(v) - 41v)
preslikavanje definisano sar f(-=} =670}, hin)= $(xP) (n# -wj. Tads
za svako acV® dato sa (27) vali

(31] oa) = &(x") = h(n) = {heo)(ay,

pa je ¢=hog, pri Cemu je o restrikelja od & na v. To posebno znafil da
je n surjekeija. Kako prems Lemi I-1 niz qﬁfx”), neN, strogo raste, bide
to sluéaj) | sa funkcijom h, 3to sa prethodnim zna&l da je i izomorfizam
dobro uredjencg skupa o(v) na dobro uredien skup ¢¢v). Uz to je Y= Hog,
pa kako je ¢ prirodna desna euklidska valuacijana v, prema Teoremi I1-6

bice to slufal i se o¢. Najzad, iz v= hoo neposredno sledi da {zajedno sa
valuacijom ¢) uslov (M} zadovoljava i valuacija o. D

TEQREMA 2-6

Neka fe simbolika 4z prethodne Leme 2-3, 3 restrikedija valuacife o
na skup V=A{x,¢] £ 3 stepena valuacifa prstena xixl.

| («] Skup v je polpislen prslena A L desnd euhfidski parovi (V9] £
WV, su Lzomondni. Uz 2o valuacija o zadovolfave £ uslov (L).

(8) Ako x komutira sa svakom jednoiom prstena A, tada fe eublidshi
par (V,¥] Lzomorgan euklidskom paru (glx1,3).

(v) Ako je proten A homutativan, tada fo VeA i eublidsii par (A, s}
je Lzomorfan euklidakom paru (x{x1,3).

DOKAZ. [a] BokaZimo prvo da je d(ux) = drx) 23 svaku jednoty u prstena
A. Naime, kako je ux#0, iz ¢fux) <érx) bi sledilo da Je uxek, a.time
I xex®, Sto je suprotno pretpostavei. Dakle je drux) 2 o(x) za svake u
iz ¥°. Neka je v=u"1. Ako bi bilo pfux} > ¢¢(x}, tada bi prema Lemi 2-2
bilo i $fvux)>dfvx), to jest q‘a("x) >%fvx), 3to je u suprotnosti sa pre-
thodnim zakljulkom. Prema tome, mora biti ¢fux) = drx) za svaku jednotu

u prstena A, To posebno znali da je uxeV za svako ucr. Qtuda, ako je

Gfux) =n, bife ¢fux) = &(x?), a time | dixT) = d(x), Kako jeveluacija ¢

prirodna, iz poslednje jednakosti siedi n=l, 1 prema tome ux=xo+ R za
neke elemente 4,8¢X. Na osnovy toga, indukcijom po r zakljufujemo da

za svako ueX | prirodan broj r va%l {*) uxTev, pa pastoje § -ovi iz

A NIV F T PR
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X taxkvi da je ppT = xrér+--+x£1 + &« Dtuta, ako su a#xmum+~-+a¢ i

b=xBE. +e-t &y elementi iz v, bide abmxSA_+..+), 2aneke A-ove iz

K, pa je zbev, @ time [ v potprsten prstema 3. Pri tome je s=pen, to

jest o(ab)=ca+ch (a,beVv), pa ¢ zadoveljava 1 usiov (L} Preostafi
- deo tvrdjenja sledi neposredno iz Leme 7-3, jer je u= hoo.

[5} Prema upravo dokazanom delu tvrdjenja, desni euklidski parovi
fvou) 1 {v,0) su izomorfni. § druge strane, kako x komutira sa svakim
elementom iz K, preslikavanje g: Alx,yé)+x{x] dato sa (28} za&wa!jaua
| (29), pa je F izomorfizam prstena ¥ na prsten xix]. Uz to je o= 3op,

pa je desni euklidski par {v,c}, a2 time i par [v,u) izomorfan {desnom)
euklidskom paru {x[x],3}.

[ﬁf] S obzirom na {2}, tvrdjenje ée biti dokazano ako dokaiemo da
je v=4a. Pretpostavimo da je a# Vv i neka ie v bllo koji element prstena
A takav da je ¢(y) = mindca-v). Tada postoje a,bez za koje je

{32) | g = xa+h, #(b) < §1x).

iz ¢(a) <d(y) stedi asv,' a time | y#xa-f-bs:‘a’i; {jer je v potprsten od
Al x,a,bev], 310 je u suprotnosti sa uéiﬁjanom pretpostavkom. Otuda
je ¢fajréfy). S druge strane imamo dfa) < dlax) = b(xa) = d(y~b) € b(y),
pa je ¢(a) = d(y). Neka je awyg+e, ofcr<bfyl. Tada Iz £32) sledi da je
y{l~xq) = xc+b  {(jer je prsten A komutativan}. Uz to je l¥xg, pz kakoe
Jje valuacija ¢ prirodna, bide | |

(33) stxc+b) = ¢{yl1-cq)) » ¢ty).

Medjutim, to nije moguée jer je v potprsten od 4 pa iz x,b,ceV sleduje
da mora biti xcrb eV, a time 1  d(xc+b) < d{y}. Otuda | tvrdjenje. D

Neka je simbolika iz prethodnrne tecreme. Ako Je & i leva prirodna
cukiidska valuacijé prstena A, stifno kao pri dokazu tvrdjenja pod (vy]
[jer za neko g,cea vaZi 1 a=gyic, ée<iyl zak! julujemo da i tada vazi
A=A{x,%}, all prsten & ne mora biti {zomorfan prstami Kixi.

Posebno, ako domen a ima bar jednu prirodnu FURLIDSKY valuaclju ¢ *
koja zadovol java uslov {#), tada 5 ima i bar jednu XONACNY euklidsku
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valuaciju o keja zadovoljava uslove {#) 1 (L}, Uz to je t=29 konaZna
euklidska valuacija prstena 2 koja zadovol java uslove {&) 1 {w).

Odredimo sada pobliZe strukturu prstena v=2a(x,4). Kao Eto smo vef
konstatovali prilikom dokaza Teoreme -6, 23 svako utx posteje a, | b
tz ¥ takvi da je

(34} ux = xay+ by , 0(b,) < $(x).

Pri tome su a, i b, odredjenl jednoznaZno s2 u. Posebno Je a, =0 ako i
samo ako je wuw=0, Otuda su sa (34) }

(35) flu) = a,, §fu) = b, , (uex]

definisana dva preslikavanja f:x+x | 8:x-+%. Odredimo neka vaznija
svojstva tih preslikavanja. Pre svega je f£(k°) K°. Nadalje, za svako
u,veX je (urv)x=ux+vx, (uvix=ulvx}), pa na osnovu (34) Imamo da Jje
Xapiot Dypy ™ (xay,+ b,} + (xa,* byl Xa o+ b, = xaa,+ boa,+ub, , i
prema tome |

(36} fturv} = £{ul + (v}, fruv) = £lulfiv),

[37] S(urv) = 8(u) + 8(v), Sfuv) = S{u) fiv) + ud(v).

Otuda je £ endomorfizam tela &, dok (37) upravoe znaZl da je & takozvano
(desno f~diferenciranie tela K. Pri tome je 4&r1) =0, Ker(f) = {{}},
je £ monomorfizam tela X.

S obzirom na (34) i (35), potprsten v=a(x,$; domena z je potpuno
odredjen telom K, elementom x | preslikavanjima £ | §. Zato ga moZemo
oznaliti sa klx,7,8]. Prema tome, svaki element Iz Kfx,f, &} ima tadno
jedan desni polinomski rastav po x sa koeficijentima iz xi i za svako u
iz x vail ux = xfru) + 6(u}.

UopSte, ako je A proizvoljan domen, £:2+2 | &:2-24 monomorfizam
" desno f-diferenciranje domena a, | x needredjena, tada postoji domen
B koji sadrZi X, kome je a potprsten, u kome svaki &lan ima taéno jedan

desni polinomski rastav po x sa koeficijentima iz &, 1 pri emu za svako
acA vaii:
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(38} ax = Xf{a) + &fa).

Oznafavademo g2 58 B = Alx,£, 8 1 zvati prsTeNoyM (£, 8)-POLINOMA po X
sa koeficijentima iz 3 {ore, 12]1}. Ako je f=1,, odnosno &=0, pisademo samo
p=alx,5], odnosno BE=2alx,fl. Jasno je da se prsten AlX,1,,0] podudara
sa prstenom A[X] svih polinoma po X sa koeficijentime iz A. Kasnije cemo
dokazati da je alx,f,8) desni euklidski prsten akko je A telo, kao i da
je taj prsten euklidski i sleva akko je f automorfizam tela A. Otuda i

naredno tvrdjenje.

TEQOREMA 2~7 |

| Neka fe simbolika iz Teoneme 2-6. Tada postoje monomenfizam §:K+K
i desno g-digerencinanje §:K+K Lela K Lakvl da fe desnd euklddskl
par {V,4} Lzomondan desrnom euklidskom paru (B, 3}, gde fe B=kix,f,d]
L 8 stepena valuacija pratens K{X,f,8]. | |

DOKAZ. Pre svega, V je potprsten prstena A 1 desnl euklidski par {v,y]
je | zomor fan pary {v,o0). Uz to je 9= heo. Veé smo dokazall da pod datim
pretpostavkama postoje monomorfizam £ § (desnc) f-diferenciranje § tela
K takvi da Je v=Kkix,f,8]. Uporedjujucl (34} i (35) sa (38) neposredno
- zak]Ju€ujemo da Je preslikavanje P dato sa (28) izomorfizam domena V na
domen x(x,f,81, kao i da je o= dop, Qtuda i tvrdjenje. D

Podsetimo se da smo sa Afa,¢) oznallli skup svih elemenata cced za
koje je e} < ¢ra®), to jest 4(c) < ¢(a”) za bar jedno mew. Uz simboliku
i pretpostavke Leme 2-3, V=2(x,¢} je potprsten od a &ija je struktura
poblife odredjena Teoremama 2-6 1| 2-7. Ake, pri tome, i za element zea
vazi &(z) = min é(aA~K), tada je A{z,¢)=A(x,¢). Otuda je Afx,0) najmanji
potprsten od A koji sadrZi ¥ i sece skup facA: da=miné(a-xj}. Posle
¢emo videt! na primeru da v=2a(x,¢) moZe bitl pravi potprsten domens 2.

Ako je a# v dokazademo da se moZe sprovestl analogno rasudjivanje
kao u dokazima prethodnih tvrdjenja zamenjujudi u njime X sa v a x bilo
kejim elementom yeaA za koji je oy} = miné(a-v}. Ako je A(y,d} pravi
potprsten prstena A, proces moZemo opet ponoviti, itd., Pri tom je jasnm'
da va%i a(x,d) = {ceca: o< dyl. Ako je acAb i G‘a#{cm: do<dat, tada
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je G podgrupa grupe (A,+) 23 svako acal, ali G, ne mors biti potprsten
prstena A. Uz prethodnu simboliku to vaZl, npr., za ac{1,x,u}t. U vezi

sa tim dokaZimo prvo stedece tvrdjenje.

LEMA 2-4

Neka je ¢:A~U, prirodna desna euklidsha valuacija domena A kofa
zadevoljava wusbov (M) 4 x bilo koji element Lz A-K Zakav da fe
| B= {beA: db<odx} poipraten pratena A. Tada je Alx, ¢} polprefen
 od A 4 a puipada skupu Alx,$) akko ima faino fedan rastav oblika

|

(39) a = xta, st xay +ag {a,,€B].

porAzZ. Stavimo V=Alx,0) i dokaZfimo prvo da svako acv ima [bar jedan)
rastay oblika (39). Jasno Je da to vail za aeB. Ako je agV-B, tada za
neki prirodan broj n vail {*¥) ¢x¥) < ¢ca) <drxtil) . Uz to postoje ¢ i
ag iz & takvi da je a=xctag,, $ap<dx. Kako ¢ zadovoljava usiov v}, iz
Pay < $x g da sledl {x%) O{xc)=dfa-a ) = {a}, kao | ayeB. Ako dokaZemo
da je &fc) < $(x"), tvrdjenje £e slediti neposredno indukcijom po n za
koje vaii [*]. Neke je c=x"g+r, ¢{r)<d(x?). Ako je g#0 bice

(40) dexPHigy 2 4xF*tl) > §(a)

.§ druge strane, na osnovu Leme 2-2 iz §f{r)<¢(x") sledi &(xz) < ¢rxt*l )

pa kako valuacija ¢ zadovoljava i uslov (p], mnoZedi jednakost c=xBger

sleva sa x jedno za drugim imamo
(41} bixc) = d(xPHig+ xr) = $(xPHlg) 2 $exB*l),

to jest ¢(Ixc::) > dfra), Eto je u suprotnosti sa {#%], Dakle je g=0, a time
i Gre) =d(r) < oxP). Otuds ¢ ima rastav oblika (33, pa 12 a=xc+a, {
a,e8 sledi da to svojstvo ims i a.

Ako je m,nenN,, tads za mo>n i proizvoljne elemente peB? 1 geB
vaii o(xT oy 2 d(x) > 6(g), a time | &(xTp) > ¢(xPq) lLema 2-2}. Uz to
¢ zadovoljava uslov (P} pa za svako a oblika (39 vaZl &(a)=d(x"ay).
To posebno znall da u (39) za a=0 svi ay-ovi moraju biti nule. Neka za

a dato sa (39) vaZl i a#xﬂbn+“+ by, za neke by,~ove iz B. Ako stavimo
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Cy® &y=by, bide O=xTe +--+cy. No, kake je £ potprsten od 4, zajelno
§3 &,,~0vima i bvwcvima bice 1 cvmv‘i iz B, pa iz poslednje jednakosti

sledi da mora biti ey» , ¥ time | gu* by, 23 svako |,

S druge strane, kako za ceB vadl ¢(e) <¢(x]), na osnovy lLeme g«
zak) juujemo da je ¢(xPc) < ¢rx™*1) za svako ceB I neN,, Qwde za svake
acA oblika (39) vaii ¢ra) =o(xPa,) <éx"*F), | dekle aearx,¢), Prema
tome, Afx,0) je upravo skup svih glemenata prstena A keli imaju {taino
jedan) desni polinomski rastav po » s3 koeficijentima iz prstena B. Uz
to je A(x,9) desni Bemodyl u kome te {1,x,x¥,..} Jjedna baza.

Najzad, dokaiimo da je v=a(x,$) potprsten prstena 2, 10 jest da
ze sveko a,beV vaEi 1| abev. Neka je prvp aces, b=x" (neN) 1 stavimo
x = ag+r, Pr<ba. Teds Je ¢(x) =&fag). Rke Je ¢(g) > o(x}, prema Lemi 2-2
bide &(x)=bfag) >dtax), | dakle axev, ¥ sluajuda je ¢g=0x stavime
g=xuts, ds<bx. 1z d(g)=d&(x}>¢(s) sledi vk 0, pa je ¢fxu) >¢(s), 2
time | Ofg)=¢(xu), 510 s3 ¢rg) =¢(x) daje $ixul=di(x), Te znafl da je

u jednota prstena A, pa kake iz &(s)<éix) sledi ¢$(as) <¢(ax) <olaxu)
{Lema 22}, bice

{¢2] d(x) = dfag) = $laxu+gs) » ¢laxy) » $lax),

| prema tome axeVv. Na kraju, ako bi bilo ¢g<¢x, i dakle gep, tads bi
zajedno sa a,g,reB bilo i x=agtrep [jer je B potprsten od A), ito je
u suprotnosti sa xca-B. Dakle Je axgVv za svako acB, Pretpostavimo da
za svaki prirodsn broj m«<n veil gx%ev. Prema dokaganpm dely tvrdjgnjie
lz axcv sledi da zs neke ay-ove iz B vaii @x#xkﬁkww dgr 8 timg |

(43)  axP = (ax)® = (e x) +ees Lagh®)

pri £emu je m=ne!., Kako je a\,xmﬁ:v, svaki od elemenata a\,xm ima desni
polinomski rastav po x sa koeficijentima iz B, pa iz (43) sledi da to
svojstve ima 1 ax®, 8to sa vec dokazanim delom tvrdjenja daje axPev,

Neka su ssds a | b proizvoljni elementi iz v. Tada za neke g,-ove
I b,~ove iz B vaii a=x"ay, +t 8y b'wx"’bn-f--wba, pa je ab suma od
konalne mnoge sabiraka oblika xYpx*)g sa p,geB. Kako uz to svakl od
pxK-ova ima desni polinomski rastav po x sa koeficijentima iz B, bice

to slufaj | sa ab. Otuda 1 tvrdjenje u celini. D



34

Neka je simbolika iz prethodne Leme 2-4. Dokazujuél poslednj! deo

te Leme dokazali smo i da za svako ueB vaZi {#*) drux) €drx). Stavimo
ux = xg+r, pr<ox. Tada za g#0 vall o¢ix)=d¢lux)=P(xg), pa g mora biti
jednota prstena A. Otuda za svako weB postoje {jednoznaZno odredjeni)
elementi a,e€X 1 b,e5 takvi da je
(24} ux = xa,+b,.
To posebno znacl da su sa (44) | f(u)=a,, Stu)=hb, (ucB) definisana
dva presllkavanja £fi1B+2 1 §:B+B., Sli¥no kao u slufaju kada je B=k
zakijuCujemo da je £ endomorfizam a & desno f-diferenciranje prstens B
pa le a&i{x,¢} = Bx,f,8]. Pri tome Je F(BY)CK. |

Med jutim, ostaje otvoreno pitanje da 1i £ mora bit] Injekcija, to
jest da i za neko wueB® moZe bit! ¢fux) < ¢(x). Jasno je da za uvek® ne
maZe biti ¢lux) <d(x), jer bl za vu=! bilo d(x) = ¢(vux) <dfvx}), ¥to je
u suprotnosti sa [*}., Otuda je Ehxer(f} = {0}, pa je £ monomorfizam
za B=K (3to je dokazano i ranijel. To vaZi | za svaki od potprstena B
prstena & {uz simboliku Zeme 2-4) ako je valuacija ¢ prirodna 1} sleva,
to jest ako zadovoljavae | uslov

() ¢tab) » (b} {(acA®, bea).

Naime, tada 2a ueB® vaZl ¢(ux}>d(x), 3to sa (%) daje rux) = d(x), pa
u (44} mora biti a,¥ 0 za svako u#0. Otuda je Xer(f)= {0}, Sto | znali
da je £ monomorfizam prstena B. |

Naravrno da se uslovom {Q] ne zahteva da valuacija ¢ bude euk)idska
i sleva. Inafe, uslov () zadovoljava svaka desna euklidska valuaclja ¢
koja zadovol java neki od uslova (N} i (L). Uz to mo¥e biti diab) = ¢ib)

i u slufaju kada a nije jednota prstena A {jer valuacija % ne mora bit]
euklidska 1 sleva),

Ako se u Lemi 2-4 element x zameni neklm drugim elementonm zea za
keji je ¢{z) = $(x}, neposredno se proverava da je a(z,d)=2a(x,¢}). Ako
Jje pri tom z=xe+r, ¢(r)<¢fx), bife ecxt i Afz,¢)=%lz,q,L}, gde je
g=fe, L=08e+ lyr. Jasno je da je g injekcija akko je to slu¥a} isa f£.

Ako £ nije injekcija tada se reB ne mode izabrati faka da je =0, jer
bi tada za neko uepB? bile uz=o0.
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Oznalimo sa F familliju svih potprstera B prstena A takvih da za
bar jedno x=x(B) vaii B={aca: ¢a<dx}. Prema Lemi 2-¢ 2 svakc Ber
) x= x(B) prsten A(x,$) se ili podudara sa 2z, ili pripedé familiji »p.
Ake je 6 lanac u {F,C), tada je unija 5 svih Elanova iz ¢ potprsten od
A z3 ko}i vaZi B=a il Ber. Ako prsten Z nije telo, tada je X&F, pa

w tom sluCaju familija » nije prazna.

Uz prethodnu simboliku oznadimo sa 1= T(A,0) tip dobro uredjenocg
skupa ¢(A%) | 23 svaki ordinal a<7t definiZfimo potprsten A, prstena A
na slededl na&in:

(0] A,=X, | dakle a,ep; |

(:r:z} Pretpostavimo da su skupovi Ap (B<a) vel definisani i neka
je By = Ugcghy. Ako je By=A stavimo Ay =A. Ako je By#a | x, bilo
koji element iz A-B, za koji je ¢(xy) = min $(A-By), s5a A, oznaimo skup
Alxy,$). | |

L

Naime, na osnovu Zeme 2-4 | prethodnih "komentara”, transfinitnem
indukcijom po ¢ (0€0<€T) neposredno zék!juﬁujm da je A, potprsten od
A za svako Q. Pri tome je T tip od (A%}, pa mora biti Ar= 2., Oznacimo
sa N=10A4,%) najmani! ordinal za koji je Ap=A. Tada je ¢={a,: agn}
jedan lanac u (F,C}. Uz to je | B eF za I<o<n. Ako i za Zg i2 Ay~B,
vazi ¢(zu}mm£n¢m-naj, tada je A{xm_,wm}i(za,@), Sto upravo znali da
Je "lanac™ G potpuno odredjen domenom A { valuacijom ¢. Inale, ake je
Ag = A(xy,9), na osnove prethodnih zakl jufaka postoje endomorfizam £y
| desno fy~diferenciranje &, domena B, takvi da je

(45) Ay = Bylxy.£,,8,1.

Pri tome je fy(B,)CK za svako agn. Ako uz to ¢ zadovoljava i uslov
(), tada je £, monomorfizam, a time i £,(8J) CX® za svako agn. Neka
je He={a: 1gagn} | 7T skup svih preslikavanja B:H+N, sa svojstvom da
za najvise konafno mnogo ordinala « vaZl 8¢aj#0, | oznalimo sa E skup
svih "monoma” obllka

{<6) x{g] = xﬁ“u_xfanxfi ’ afa)=m_ (acH),

Q&

sa OeT, to jest p={x[8]: 8er}. Tada je skup £ baza desnog vektorskog
prostora A nad telom X. Naime, za svako a€a® postoji taZno jedno a<n
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za koje je acAd,-B,. Ako je w«>0, tadas postoje [jednoznaZno odredjent)
ay-ovi iz By takvl da je {*} & = xja,+..+a, sa a ¥ 0. lz definicije
skupa B, sledi da za neko B<a svi a,-~ovi pripadaju Ag, pa {indukei jom
po o} neposredno zakljulujemo da je E desna K-generatrisa od . S}i&no

se dokazuje da je skup E i K~linearno nezavisan zdesnas u 2.

Prema tome, svakd acA mofe se {na talno jedan nalin| pretstaviti
kao desna K-linearna kombinacija "monoma” x{[8] oblika (45). 28 zca-k
oznalimo sa x[9,] "vodedi monom” u toj linearnoj kombinaciji. Ake je
a£k® stavimo ¢,=0 1 x{8,]=1. Neposredno se zékl_}u&uje da za a dato
sa {*} vodedi monom x[€.} ima oblik

| (4?] xiﬁa} #xgux{;,

pri Cemu su ordinali a>.->y 1 prirodni brojevi n,..,k eN¥ jednozna&no
odredjeni sa a. Pri tome je a = x[&a]e%b za neky jednotu e | neke kb
iz A takvo da je o&¢b) ﬁ@(a)w@(x {8&]}. Neka je o:a-74 preslikavanje
definisano sa

- a =0

(48} gl{a) = 4

Lﬁa, a2eAl ,

gde je T = {-=}QT. Skup T je dobro uredjen u odnosu na relaciju "<”
datu sa: €<y akko je B=7 11§ za neki ordinal 8<n va¥i B{R} « (R}
sa Q(o) =L{x) za svako eventualno «>8. U naredno] v oremi dokarzademo

L

da je C:4-+Ty jedna prirodna desna euklidska valuacija prstena 2 koja
takod je zadove!ljava uslov (¥,

Ako je aga® i x{9,] vodedi monom od a dat sa (47}, tada ordinal
a{a) = G(xyIn+.4 ¢[x.f.}}: zovemo STEPENOM od a po {:fﬁ: a<nt. Drugim
reCima, za svako aca? po dogovoru stavljamo

(49} 8(a) = I .. $(x )8,00).

Time je sa 3(0)=-o 1 (49) definisano jedno presltikavanje prstena a u
izvestan dobro uredjen skup W,. Ako je n=1 tada je 3=0 upravo stepena
valuacija prstena A2=x[x,f,8]. Moie se dokazat] da je o prirodna desnsa

eukl idska valuacija prstens 2 1| za n=2. To va3l iy opiten slufaju sko
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su ordinall g@fx,J obiika m}“ {A>0}, $to {e sigurno biti ako valuacija
6 zadovoljava | usltov {L] ¢rab)=g¢a+¢b ({(a,bea). Ake valuacija ¢ za-
dovol java uslov (¥}, tada se bez tedkola proverava da uslov (G}, a time

i uslov (L}, poviali uslov
() dra¥) < o(b) = ¢lab)=4¢(b) (a,beA"),

to jest (Vaen) {¢a” <db] => &fab)=4(b) (a,bea®). Pri tom je jasno
da | iz uslova (D) sledi da je svaki od endomorfizams £, prstena B, ©

kojima je re¥ u (45) monomorfizam za koji vaZi £,(B))CK® za svako a.

TEQREMA 2-8
| Ake fe ¢:1a-w, prirodna desne euklidska valuacifa domenz 4 Eofa
zadovoljava uslov {u), tada uz prethodiu admboliku vazi:

(o) Postoji ondinal n=nla,¢), 4amilija elemenata x, {1€a<n) &
Lanac potprstena A, {o<n) prsdena 2 takul da za By=up., Ag vazd

(50) a, =a(x,, ¢}, B=Ug By, By = {aca: da<gx,}.

(R] & 1gocn postoje endomoriizam £ 4 desno £ ~diferencinange &
pratera By Lakvd da fe Ay = Bylxy,f4,8,) 4 Lo(By) CKk. Ake uz 2o
valuacija ¢ zadoveljava £ wslov (Q,), tada fe £, {o<n] infekeisa.

(v} Skup £ svih monema x {6} () oblika (46) fo baza desneg ve-
ktorskog prostora A nad telom k. Preslikavanje o:a -7, defindisano
sa {48) je desna euklidaka valuacdja prstena A, 4 dednd eukdidski
parouvi {a,6) 4 {a,0) su dzomoafni. Ako valuacija ¢ zadovoljava 4
- wsbov {Q,), tada ¢ zadoveljava usfov (L) olab) < ca+cb (a,bed),

(8] Ako je n<2, tada je sa (49) definisana jedra desra euhlidska
vafuacifa 3:a+Ww, pratena A hoja zadovelfava usfov {L]. Uz 2o su
desnd cuklidsbi parevd (2,6} £ {(2,3] Lzomergnd. Te vazi 4 za svaki
ordonal n oake ¢ mdausij:wa i usfov (Lo} drab) 2da+ ¢k (a, beal).

poraz. Treba joi jedino Cokazati tvrdjenja pod v} 1 [&). Jasno je da

je svaki element iz T oblika 8, za neko a€a®, i dakle ofa)=74. Kako
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je £ baza desnog k-vektorskog prostora A, za svako acz® vodedi monom

x18,] od a je odredjen jednoznalno. Uz to je d(a)=0¢(x[e.]), pa je sa
[51] hie,) = $ra) (aea®)

i k(o) =¢¢0) definisano jedno preslikavanje hir,-+w,. Kako je pri tom
8,=0(a) (aca%), bice {*} ¢=hog. DokaZimo da h strogo raste, tj. da
tz 6,<06,. sledi fb[xiﬁa]}‘f‘b(x{%”* laista, B,<98, znall da za neko
Ben vail 8,(8) <8.(8), 8,la}=8la] {o>B}. Stavimo €,{B) =m, 6_(B)
=n. lz m>n stedi da za neki ordinal r>0 vaZi n=m+r. Nadalje, kako

je ¢, {al =8

C{cz} za arf, ta za neko b,u,v iz A va¥i

(52} x[6,) = bxgu,  x{8J] = bxgv,

sa ¢l{ul),¢(v) <P{xg). Sada iz r>0 i d:n(zz)-cq:{xg}{mx:gv) sledi da ;z';c:ra
bitl {Lema 22} |

(53] ¢(bx’§-u). < qb(bxnéax“gv} ’

$to sa m=pvxr | (51) upravo znali da je hi8,)<h{€.], t]. da funkcija k
strogo raste, Uz to je ¢=new, pa su {na osnovu Teoreme 1-6) euklidski

parovi {a,¢) 1 {a,0} izomorfni.

Neka sada valuacija ¢ zadovoljave i uslov [,). To posebne znadi
da za svako aeBy | n>0 vaii dlaxy) = ¢{x},] . Na osnovu toga neposredno
se proverava da je vodedl monom od ab jednak vodedem monomu proizvoda
vodecih monoma od a 1. b. Uz to je jasno da 2a svakl monom a=x[8} dat
sa (46) vail [#} o(a) = I 5, 0(x3%).

DokaZimo prvo da {Z) va¥i za svakoc ath oblika amxﬁ

B iz &. Neka je xi{8,}] = x‘g-« x‘f§ {B8>+ >y} vodadi monom od e at., Tada
je drab) = xgxgxl,; . Na osnovu toga | [%) za apB imamo

i bile koje

{54} aab) = alxg) + olxg) ++-+ o'(xi'f}

i

gla)+ 0(b).

Ako je w< B bice a#xﬁ&:ﬁg, pa je ¢fab})=¢(b), a time | afab) = o(b)

jer je ¢=hoo 1 h injekcija). Prema tome, {L) va3i za svako a oblika
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s
o
acA, i bea. Neka je >0 zadat ordinal i pretpostavimo da (L] vaZi za

x. | proizvoljne bea. To posebno znali ca relacija (2} vaZi za svako
svake acB, | bea, ps dokaZimo da vazi t za svako acA,~B, i bta. lz
atlh,~B, sledi da je vodedi monom od a oblike x[%/] = e za neko ¢ iz
B,. Pri tome je. i}'.(a)=€5(.x§)+ﬁ(¢)- Oznalime sa z=x[€,] vodeéi monom
od b. Tada je o) =0c(z). Uz to ab | xiaz Imaju iste vodede monome pa
je ﬁ(ab}mcs(xicz). Kako je ce€B,, na osnovu induktivne pretpostavke

vaii Cfczl) €Clic) +G{z}, pa prema dokazanom deluy tvrdjenja imamo da je

|55} olab) = olxgez) % o{x%} + olcz)

< o) + ole) + olz},

i prema tome ofab) ¢ ca+c¢b. Otuda | tvrdjenje. Pri tome u {L} ne mora
da vaii jednakost. Tako, na primer, ako je n>2, tada 1z olx,} < ¢lx,)

sledi ¢(x,x,)=0{x,}, a time i olxx,) =0olx,) = (0,1} < o{x,} +clx,]).

Najzad, dokaZimo i tvrdjenje pod {8]. Neka je :ruxréa » xz:i voded|
menom nekog elementa bedt. Tada za proizvoljne ordinale o>B> .21 valZi
veB,, pa kako ¢ zadovoljavae uslov {L,] bice

(56} ¢{xy) > lv] > (¢xaing++-+ (¢x,)a, .

Na osnovu toga neposredno se zakijuluje da preslika#anje g:o(R)+3(A)
definisano sa g(8) = I, ¢(x )8¢a) (8e7), g(-=}=-w, strogo raste.
Kako smo ved dokazall da je ¢ desna euklidska valuacija prstens &, iz
d=goU i Teoreme I-6 siedi da je to slufaj i sa o, kao i da su desni
euklidskl parovi {a,c} i {&,3) izomorfni. Dalje, vodeél monom u svakog

elementa aca’ moZe se pretstaviti u obliky u=we, pri Eemu je ceB? i
m m
(57} w=x"eexb,

uz mogucnost da je mg* 0. i{akq iz cwﬁ siedi ¢(m5}«ﬁ¢-{x5), a iz {zy)
dlexg) 3 9+ dxg ¥ dxg, bice Qloxg) = @(xp), P2 22 neko eck® i res. vaii
cxg=xge+r., Ytuda je v vodeci monom | od cv, pa iz (57) | u=we sltedi
da je x{&, 1 = wv. Jasno je da Je tada (*¥%)  Brab) = J(uv) =0ow+ dv, toO
jest d¢ab)=3(w)+ 3{v). § druge strane, iz {56} sledl da za svako beB,
vaZi Ofbi € (b} <9ix,}, pa je 8¢+ fx g€ ¢c+-¢x8% Plexp) :--quﬁ, i prema
tome sc+ dve=3v [jer je 3v oblika ¢xz+i}. Naosnovu toga imamo da je
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Ju+ v = Qw+ dc+ dv = ow+ dv, 5to uporedjeno sa (¥%) daje drab) = da~+ 3b
la,bea), pa 5 zadovoljava I uslov (5], Dtuda | tvrdjenje u celini. D

U vezi sa' prethodnom teoremom prirodno se namede pltanje da 11 za
svaki ordinal A»0 postoji desni euklidski par {a,¢] sa svojstvom da za
=7 vaje tvrdjenja pod (o) 1 {B]. Neka je n>0 prolzvoljan ordinal, D
domen, X=1ix.: l€a<n} uredjena femilijs neodredjenih i {Acﬁ 0o <nl
lanac prstena "oblika™:

(0] a,=D,
(ﬁ} Ako je By =Ug . Ag, tads je A =B X ,f.,8,), gde su, kao i
obilno, £, | §, endomorfizam 1 desno f -diferenciranje prstena B,. =

Stavimo A=a., F={fy: isu<n} 1 &={3,: igo<n}t. Tads sam prsten
A zovemo PRSTENOM {F,$]-POLINOMA po X sa koeficijentima u D. MoZemo ga
oznaliti sa A=px,r,0]. Ako je =0, tada je u prstenu DX, F] swvaki
desni ideal glavnl ako 1 semo ako je u prstenu D=3, svaki desni ideal
glavni | ako za svako I<a<n vaZi fufag)c:v(n) (mrsmomm, [:]), Ako
je uz to D telo ¥ £,(BS)CDY za a<n, tada je sa {¢8) definisana jedna
desna euklidska valuaclja ¢ prstena A=D2{X,F,0]. § druge strane, prema
Jarecaongar, 11y, Teorema 3-1, za svako telo K 1 ordinal n postoji telo
D kome je K podtelo i za koje, uz prethodnu simboliku, vafi f£u(8)) c2f

m<nl, §to sa prethodnim daje potvrdan odgover na postavljeno pltanje.

Inate, klasa prstena tipa D{X,F,%] Jje izvor mnogih vaznih primera
i kontraprimera v teoriji nekomutativnih prstena. Tako, na primer, u2
prethodnu simboliku, za svaki ordinal m>0 posto}i desni glavnoidealski
domen 2 =Dp[Xx,F] takav da za njegov Jacobson-ov radikal 7 va¥i JT# {0}
[JATHGAG&*W,[:} ,1959}, $to predstavlja negativan odgovor na poznatu
Jacobson-ovu hipotezu da za radikal 7 proizvoljnog desnog neterovskog
domena va¥i J%= {0}. Pri tome potenciju J% definiSemo induktivro po &
sa Ji=J, J4= 8.y 22 a=R+1, -i .J“#ﬁgmﬁ’ ake je o granidni ordinal.
StaviSe, tu D moZe biti | telo pa na osnrovu prethodnog zakljufujemo da
Jacobson-ova hipoteza ne vazii nl za desne euklidske domene.

Poslednjim trima teoremana su opisani svi domeni A koji imaju bar
Jednuy desnu euklldsku valuaciju g¢:a-+w, koja zadovoljava uslov {¥}. Pri

tome w moZe bitl bile koj! dobro uredjen skup. Slufal kada Je w=w, |
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pod pretpostavkom da valuacija ¢ uz uslov (M) zadovoljava 1 uslov (L)
razmatrali su Jacossow [11, 1 nezavisno cozn [1]. Uz simboliku Teorema
2~7 1 2~-8, pod tim pretpastavkama vaili A=&(x,$), ¢=0 | N=1. Dalje, ako
Je valuacija ¢ euklidska 1 sleva, tada je ona kormadna, |1 dakle n=1. To

posebne vaZi ake Je domen A komutativan, O

Razmotrimo sada pobliZe klasu svih prstena 2 koji imaju bar jednu
desnu euklidsku valuaciju $:2-w koja zadovoljava usiov {7} | nek! od
ustova (N} i {z}. Pri tome Cemo se prve ograniditi na sluaj kada je
kodomen valuac}je ¢ skup Ny. Prema tome, u nekoliko narednih tvrdjenja
$ ¢e nam oznalavati desnu euklidsku valuaciju nekog prstena a, &iji je

kodomen ¥, | koja zadovol java uslov
() blath) < §(a)+ §(b)  (a,bea).

Kiasa N, svih prstena A koji imaju bar jednu desnu euklidsku valuaciju
$:A+ Ny kojs zadoveljava uslove (T} i (W] sadrZi klasu M, svih domena
A sa bar jednom konalnom desnom euklidskom valuacijom koja zadovoljava
uslov {#). Naime, prema Teoremi 2-7 svaki domen & iz Y, ima bar jednu
desnu euklidsku valuaciju 3 Eﬁja uz uslov (¥} zadovoljava i uslov {L},
pa tada valuacija ﬁunza zadovoljava uslove {7} 1 [¥]). Dalje, sa v Cemo

cznafavati standardnu euklidsku valuaciju prstena 2.

TECREMA 2-9 |
| Ako fe g:aen, desna euklidsha valuacija prstena a koja zadeveljava
wslove (r} £ In), tada za kx=v,(a) vaiis

(o) Ako je & podtefo pratena a, tada fe ili a=x, ili je, za meki
monomongizam £ 4 desno r-difenencinanie 3 2ela k, desnd euklidshi
par {a,¢} {zomonfan desnom euklidekem paru (B,3), gde je 3 stepera

valuacija prsfena B=XK[x,f,8)] .

(B) Ako & nije podtefo od a, tada je {desni) euklidshi pan {a,o)
Lzomorfan eukbidskom paru {z,v}. |

DOKAZ . {a) Pre svega, iz #r&tpostavka da ¢ zadovoljava uslov {n¥] sledi
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da je A domen, da je valuacija ¢ prirodna, kao | da je 9l=1. Uz to je
kK podtelo domens A, pa na osnovu Teorsme 2-2 valuacija ¢ zadovoljava i
ustov {¥]. Otuda su zadovoljene pretpostavke Teoreme 2-7. Kako je pri
tome valuacija ¢ konalna, bide a(x,¢) =2, pa tvrdjenje sledi direktno

iz pomenute Teoreme 2-7.

(ﬁ] Kako X nije podtelo prstena A4, zbir u+v bar dve jednote u,vek
prstena A nije u X. Otuda je ¢rurv)>1, &to sa Glfuiv) S bu+ dv= f+1=2
daje c:a{u—f;v}w.?. Kako za e=u"lver vasi wkv = ufl+e}, 1 kako uz to o
zadovoljava uslov (&), bice 2w¢{u+v)m¢(u)¢_{1%e}mﬁ}(iﬂe). To posebno

znali da za bar jednu jednotu eck? vaZi ére)=2. Za takvo ecx stavimo
{58) a= l+e, b=l~e,  ¢=l+a?,

Tada iz ¢fa) =2 sledi @?a2}m¢{a}¢s(a)ﬂd, Gl s d(1) + $re?) = 2. Kako
je al=c+2e, bide ¢$(a?)=d(cte) < $lc)+ ofZ-e), 3to sa prethodnim
I ¢¢2e) =d(e+e) €2 daje &fc) =2, B(2e)=2. Balje, za -svakc« uek® vazi
2vu=2ev sa v=e iy, pa je $(2u)=¢(2e)étv), | prema tome

(59 | dt2u) = 2, (ug &),

Posebno je ¢ul+1)=¢r2-1)=2, i dakle 1+1#0, 2 time | 1#£~1. Doka¥imo
da sy 1 | ~! jedine jednote prstena 2. U tu svrhu, za proizvol jno ecx®
~oznalimo sa a,b,c elemente iz A date sa (58). Tada iz ab= lwa® sledi
$la)o(b) = ¢(ab) = $(1-e*) s 2, | dakle ¢z2<2 iti ¢p<2., Dokaiime ca je
a=0 i1]1 b=0. Zaistas, ako bi bilo ¢a=db=1, tada bi iz a2.ple (2+1)%
I ¢59) sledilo

{60} 4 = ${de} = ¢_(az-b2,7 5 ¢az+f¢b2 = 2,

$to je nemogufe. Pretpostavimo zato de Je da=2. U tom slufajumore biri

b< 1. 5 druge strane, iz al=rele sled 4€ce+2, S1C sa o2 daje

e

Pe=2. Kako je abc=1-e", bice [¢a)itb){dec)l=cri-e*) g2, Eto sa tas= 2
i do=2 daje 40rb)<2, | prema tome b=o. Slifrs iz Ch=2 sledi da je
a=0. Na osnovu toga | (58) zakljufujemo da za svaky jednotu e prstena

A vaii e=1 Il1i e=~1, | dakle

(1} ¥ = {~1,1}, ¥ = {~1,0,1}.
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DokaZimo sada ca za svaki prirgdan broj n vail ¢(n.1)=n. Za n=2
to smo veld dokarzali. Pretpostavinmo da wvrdienje vaZi za svaki prirodan
broj «<n {n»! zadat prirecdan broj] pa dokaZimo da vaZi | za n. Usludaju
da je p=pg sloZen broj bide n.i={(p.-1){g.1), pa zbog p<n i g<n vail
¢(n+1)=g(p-1)4(g-1}) = pg=n.

Neke je sada n>2 prost broj 1 pretpostavimo da je ${n-1})¢¥#n. Tada
za neke prirodne brojeve p,g<n vall n-l=2p | n+l=2g. Uz dogovor de meN
¥ prsteny & ima znalenje sume ol od @ jedinica, na osnovu induktivne
pretpostavke iz p,g<n sledi ofp)l=p, ¢(g})=g. Dalje, jasno je da p.!
i g+l pripadaju centru prstena &, pa u prstenu A vali n*-l=4dpg. Uz to
je d4= [&2){¢2)=¢ | ¢(:z-£‘}=$(.f+--+1) <n, 5to sa prethodnim daje

(62} (02} {¢p]) (og) = ¢(n?-1) € 1+ ¢n? < 1+(n-1)2,

to jest 4pg=n?-) < 1+(n-1)2 {u prstenu 2}, a to nije moguie. Dakle je
$(n-1)=n za svakl prirodan brol n, @ time t $im-2) = Iml (mez). Otuds
ie prsten A karakieristike 0.

| Najzad, dokaZimo da je svaki element ach obiika m-! za neki ceo
broj m. Stavie, ako je ¢a=n tada je a=n! i1l a= f-nj1. Zaista, z3
n=! tvrdjenje sledi iz (é61). Neka je n>1 fiksiran prirodan broj 1 pre-
tpostavimo de tvedjenje vaii za svako aca takvo da je ga<n. Uz to je

n-i#0, pa postoje g,rea takvi da je
(63]) a = (n+1)g+r, ¢(r) <dini})=n.

Kako je ¢r=s<n, prema induktivno} pm'tpcnstavci je r=g81 11 r=-gl.
$ druge strane, u prstenu 2 vaii ding) = {dn)iég) = nlégl, pa ng=a-r
daje nl¢g) = ¢ra~-r) € éa+ ¢r = n+g, | dakle

(64) n{¢g-1) ¢ s.

Kako je s«<n, 1z (64) sledil da mora biti ¢og 1. Pri tome ne moZe _b"iti'
¢c_fn ¢, jer bl tada iz ¢g=0 sledilo a=r, i dakle da=p> ér, $to se kosi
sa {63). Otuda je dg=1, pa 1z (64) i 5# ¢r sledi da je r=0. Dalje, iz
¢g=1 stedi gck®, pa na osnovu (61) imamo g=1 117 g=-1, Zto ”zajadno sa'*
=0 | (63) daje a=n-1 ili a==-p+1, 22 E.'i_ma__' se¢ I islo. To zna&l da je

s& F(m)=m-1 (mez) definisan jedan izomorfizam F prstena z na prsten
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A. Kako je uz to ¢eF=v, bice | {desni] euklidski par {a,¢) izomorfan
euklidskom paru {2z,v]). Otuda i tvrdjenje u celint, D

TEOREMA 2-10
 Neka je d:a- N, prirodra deana euklidska valuaciia prstena A koja
zadovolfjava usove (r} 4 {z]. Ako fe ¢1=1 L K=Ug(a), tada vazis

(a) Ake k nije podtefo od a, fada fe ldesni) euhliiiix pak (2,0
izemondan euklidskom paru (zZ,v}. '

(8) Ako je x podtelo od a sa bar Xri elementa, tada fe a=x telo.

(v} Ako fe k dvedlano podtelo prstena A, 4 valuacifa ¢ priroedna L
sbeva, tada fe iL4 A=k, LLL fe praten a Lzomorfan prstfense B = KX].
- pri tome euklidahi parovi (2,9¢) < (8,3) nisu Lzomorgni.

poxaz. {a} Pre svega, iz ustova [z} sledi da je 2 oblast celih. Kako K
ntje podtelo prstena A, 28 bar dve jednote u,veX? vaZl uwrvik, 3to sa

d(ut+v) € du+ $v=2 daje dlu+v) = 2. Stavimo 'emvu"': i

[65] a= j+e, b=l-e, o= 1+e?,

Tada je ¢b<2, $cg2 | 2#¢{u+v.iﬂ¢({i+&)u)#¢(i+e}=¢a. DokaZimo da
je ¢f2e) = 2. Svakako je d(2e) = dlete) € 2. Datje, iz $(2e) =0 sledi ca
‘je 2e=0, | dakle a?=f+e?, a time I ¢a®< 2. No, to nije moguce jer zbog
ba > 31 niz ¢aP (nEN) strogo raste {Lema 1-1} pa je da?>ga=2. Dakle
je ¢r2e) » 1. DokaZimo da ne moZe biti ni ¢/2e) 1. Naime, u suprotnom
bi 1z at=c+2e 1 $a?>2 sledilo |

{66) 3 € dal = d(ct2e) € I+de,

ito sa Sc«? daje $o=2. Kakc: je ach= l-e“, bicle dfach) € ¢1 + gel = 2
[jer je i e*e¢k®}. Ako bi bilo ¢rach)=1I=¢(1), tada prema uslovu {Z}
+a neko uck? vaii acb=1.u, a time i ack?®, 3to je u suprotnosti sa
da=2. Sliéno iz ¢fach)=2=¢(a) sledi da za neko uex? vaZi  ach= au,
a time | chb=u, to jest cek®, 3to se kosi sa Qo=2. Najzad, ako bi bi-
lo &tach) =0, to jest ach=0, tada Wi iz acf 0 sledilo bp=0, a time i
e=i, Medjutim, to nije mogude jer bl tada bile 2=0¢a=0(1+1) =§(2-1),
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5to je suprotno ufinjenoj pretpostaveil ¢(2e) =1, Prema tome, 23 uoleny

jednoty eck? vail &(Ze) =2,

DokaZime ¢a je ¢(2u)=2 za sveke uck®, Naime, ako je v=u"le bice
P vek®, pa uslov {Z] daje &¢2u)=¢(2uv)=¢(2e)=2. To posebno znali da |
Za x®=1+1= 2.1 vaii ¢x==2-==n"rén¢(ﬂ?-f:). BokaZimo da mora bit] gx* =4,
Zaista, prvo je o¢xi=g(4.1) n=¢(1+1+1'+_1}{4,-§w zajedno sa Gxi > dx =2
daje ox233. Otuda je éx2=4q 313 ¢xi=3, deruga strane, uz dogovor
da u prstenu & umesto mi pifemo samo &, imamo da je x? =4, Pri tome je
¢{3) ¢ 3. Kako iz ¢3<1 sledi ¢éx2=¢d= G(3+1) € 1+1=2, zaklju€ujemo da
mora biti ¢3»2. No, ako bi bilo ¢3=2=¢2, tada bi, prema uslovu {2},
postojala jednota uex® takva da je 3=2u, to jest 1 =x{u~1), ito nije
mogude jer xek®, Dakle je ¢(3.1)= 3. Analogno zaklju&ujamo da ne moZe
bit! ¢d=3=03, pa je ox2=4.

DokaZimo sada da je k%= {~1,1}, to jest da prsten z ima samo dve
Jednote. Pre svega, {2 J+I1=2.1#0 sledi da je ~1#1. Ia proizvoljno e
iz k% stavimo: a=li+e, b=1l-e, c= 1+e?. Dokazacemo da je a=0 v b=0,

a time { e=~1 ilj e=l. Naime, prvo je $a<2, ¢b<£2, ¢c€ 2. Kako je jof
(67) $pra?-p?) = ¢(de) = $(4-1) = 4,

kao i ¢{a2~b2)$¢af+¢b3, zakl jutujemo da nal mofe biti da=4b=1., Ako
je da=ob= 2, tada prema uglwu_ {z] za neko uek? vaii be=au, a time |
1-e? = gb =gy, To znall da je ¢a2n-¢>(azu}=¢(he2}£2, $to je nemogufe
jer iz da=2>¢1 stedl ¢a?>da=2. Najzad, pretpostavimo da je da=2

i sb>1, Tada z2 neko wex® vali a=2u, pa je da?=¢(dul)=dr4-1) =4
I prema tome |

(68} d = ga‘* = ${ct2e) £ Pc+ $l2e) = 2+ dic.

Ctuda je $o 22, 2 time | o =2, S druge strane je Olach) =p{i-e*) 2.
{z Glach) =2=da i uslova (2} sledi da za bar jednu jednotu uex® vaZi
ach = au, %0 jest cb=u, 1| dakle cex?, 5to se kosi sa de=2, S$Vifno Iz
dlack}) =1 sledi I12¢a, 3to }e u suprotnosti sa ¢ae=2. Qtuda sledi da
mora biti ¢fack) =0, to jest ach H-B,‘pa ac# 0 daje b=0, a samim tim |
e=1, Slino iz da< ! | ¢b=2 sledi da je e=~1, pa je K° = {--'1-,1}.'

Prsten 4 je karakteristike p=0. Naime, prve iz 2-1#£0 sled! da
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je p# 2. Pretpostavimo da je p>2. Tada je x=1+1= 1P+ 1P=1+1)F = %P,
tj. x*.x=1 (sa s=p~2}, | dakle xek®, a to nije. Dakle je p=0. Otuda

U prstenu A4 za svaki ceo broj m vaZl mle=0 <=> m=0.

Dalje, prems ustovu {2} za m,ne2 je ¢(ml) =¢(n1) akko je ml=nu
za nekuy jednotu uek® 1 dakle akko je mi=ni il1 mi=-n1, %to zajedno sa
prethodnim daje ¢(ml) = ¢(nt) <=> _[mn v mw-n). DokaZimo da za svaki
prirodan broj n vaZi (#%) ¢(nl)=n. Za n=1,2 to je veé dokazano, Pre-
tpostavime da tvrdjenje vafi za svak! prirodan broj <n {n>2 fiksiran
prirodan broj). Kako je ¢(ni)=¢(Il+.+1)<¢n, ii $i{nli¥¢n sledi da je
¢(ni}€n~1, Stavimo ¢(nl)=k. Tada je kx«<n, pa vaii ¢(k1) =k, Qtuda je
p(ni) =¢(kl), a time | n=k, 3to je u suprotnosti sa k<n. Prema tome, ne

moie bitl ¢(nl)<n, pa je ¢(nl)=n. Jasno je da tada za svaki ceo broj
m vaii ¢$(ml} = |ml.

Najzad, neka je a proizvoljan element prstena 2 1 stavimo ¢a=n.
Kako je | ¢rnil)=n, bide ¢ta)= ¢(nl), pa za neku jednotu uek® prstena
A vaZl a=nu, | dakle a=n! ili a=-~nl. Otuda je sa F(m)=ml (meZ)
definisan jedan izomorfizam F prstena 2 na prsten A, Kako uz to vaii i

poF=v, bide | {desni) euklidski parovi {z,v] 1| (4,4} izemorfni. QOtuda
i tvrdjenje.

(3} Neka je sada x podtelo prstena A sa bar tri €lana. To posebno
znali da prsten 2 Ima bar dve razlilite jednote, na primer I | e. Ako
je A=k stvar je gotova. Zato pretpostavimo da je A#K | oznalimo sa x

bito koji element iz 2 takav da je ox = mindra~-x). Kako ¢ zadovel java
ustov {7} bide (%) ¢r1+x} € 1 +¢x.

Pretpostavimo da je ¢(l+x) = ¢(x). Tada, prema uslovu (2], za neku
jednotu wekx® vafl lexexu, to jest xf{u~1)=1, i dakle xeckx®, Eto je u
suprotnost! sa xeca-K., Dalje, iz ¢{l+x)} <odfx} sledi $fi+x) ¢}, to
jest 1+xek, $to nije mogude jer bi tada bilo | xek. Prema tome mora
bitl ¢ri+x) 3 8(x}, 510 sa (%] ;daja ${l+x) =1+ dx. Jasno je da se tu x
moie zameniti sa xv za proizvoljno vex®. Otuda za wek® 1 w=u~! vaZi

(69} flutx} = ¢:{{I+xv)u] = H(l+xv) = 1+P({xv},

I dakle {*%} ru+x)=1+dx (uek®}. Ako u {**) zamenimo u=] | uy=e bide

$ri+x) = ¢ierx), pa za neku jednotu vek? va¥l etx= (l+x)v, 3to mofemo
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zapisati i u obliku x(l-v)=vp-e. Pri tom iz Is¥e sledi da ne moZe biti
vel, pa je weck?. No, tada iz posiednje jednakosti sledi xex?, 3to

je u suprotnosti sa x¢a-g. Prema tome, mora biti A-k=0, pa je A telo,

(Y} Pre svega, iz k®={1} i uslova (2] sledi da je & injekcija, a
iz 1+1=0 da je karakteristika prstena 2 jednaka 2. Ako je A=K, stvar
je gotova. Zato pretpostavimo da je A# K i neka je x bilo koji element
iz A~K za koji je px = mq*:(.a-ff);' Tada je ¢x>¢l =1, pa niz dx" [(nen)
strogo raste. $1ifno kao u dokazu tvrdjenja pod (B} zakljuujemo da je
(%) dri+x}=1+¢x. | | ‘

DokaZimo da svak! element aca ima taZno jeﬁén {desnt] polinomski
rastav aw= a, +--%x”an PO x sa kaeficij'entima-iz x. Dokaz €emo lzvesti
indukcijom po n=¢a. Jasno je da to vaii za nﬁ.chx.. 2310 pretpostavimo
da tvrdjenje vaZl za svako acl za koje je a <n, gde je n »d(x) zadat
prirodan broj, | neka je a bilo koji _Elan' iz A takav da je ¢a=n. Tada
za nekd c:,reﬁvaﬁf a®m XC+Ly ¢r<:¢xl. iz dr < ¢x siedi rex. Kako je uz

to valuacija ¢ prirodna i sleva, bice

(70) bc € dlxc) = ¢la=r) € da+ ¢r € 1+ da.

Pri tome ne moZe bitl dc=d¢(xc). Naime, u suprotnom bi bllo c=xc {jer
je ¢ Injekcijal), a time 1 1= x. Qtuda je dc < ¢ixc) < i+da, 1 prema tome
¢c & da. Pretpostavimo da je dc=4da. Tada je c=a, 5to zajedno sa a=xcer
daje rm={l-xja, a time i ¢rrda Medjutim, to nije moguce jer je prema
prethodnom ¢r < ¢x < ¢a. Dakle je dc<da. To pasebm znali da je dc<n,
pa na osnovu induktivne pretpostavke ¢ ima polinomski rastav traZenog
oblika. Jasno Je da tada iz a=xcrr | rek sledl da to vaZi | za a. Uz
to je R podtelo domena 24 1| xcA-X pa se neposredno dokazuje da je skup
{x®: neN,} jedna baza desnog Xx-vektorskog prostora A. Otuda svako a
iz 2 Ima talno jedan polinomski rastav po x sa koeficijentima u telu g.

Kako ! komutira sa svakom potencijom od x, na osnovu prethodnog
neposredno zakl ju€ujems da je sa F(aﬁ+”+xnan] maﬂw-nf-x“an definisan
- jedan izomorfizam F prstena A na prsten B=X[X].

Medjutim, euklidski parovi {a,¢) i {B,3} nisu izomorfni. Naime, u
suprotnom bi postojao neki izomorfizam (f,h} euklidskog para [a,4) na
euklidskl par {B,3}. To posebno znadi da je 3of=ho$. Naravno, tu Je £



48

izomorfizam prstena 2 na B, a h monomorfizam dobro uredjenocg skupa 94
na dobro uredjen skup 38. Kako x nije jednota u &, to ni P=£frx) nije
- jednota u prstenu B, pa je 3(P)>0. Otuda je 3(1+P}=93(P). Lamenjuju-
i tu P sa £(x) dobijamo [def}(i+x) = [3of}(x), 5t0 sa Jef=hod daje
(hed) fl+x) = {:‘zm)(x), a time | &(l+x) =¢(x). Medjutim, to nije mogule
jer iz {*}) stedi ¢(I+x)>¢rx). Otuda | tvrdjenje u celini. D

Naredni primer 2-1 pokazuje da postojl euklidski par {A,¢) u kome
vaie uslovi tvrdjenja pod {vy) sa a# k. Pritome, ostatak [ keoliénik pri

¢-deljenju u prsteny A nisuy cdredjeni jednoznalno. Take, na primer, uz

prethodnuy simboliku imamo da je
(71} x% = (x+1){x+1)+ 1, x% = (x+1)x+ 1,

sa $1<Oix+l) 1 ¢x< 1+dx=(x+1}. Ostaje otvoreno pitanje da i tvr-
dienje pod {y} vaZl | bez pretpostavke da je valuacija ¢:a-+N, prirodna
I sleva, ti. da za acA® 1 bed vaidl ¢cab) »¢(b), a time 1 pitanje da 11
nostoji desni nekomutativan euklidski par (a,¢} takav da je & dvollanc

pedtelo prstena 4, & da valuacija ¢:a-» N, zadovoljava uslove {7} 1 {2z},

PRIMER 2«1, Neka je K=1{0,1} dvedlanc polje, 2 =Kk[X] prsten polinoma

ro X sa koeficijentima iz K 1 ¢$:A-+Ny preslikavanje definisano sa
, n
{72} $(ﬁg +H+xﬂan] I T R :

pri cemu a; na desnoj strani u {72) treba shvatill kag ceo broj O ili
! ved prema tome da 1i je a;~0 ili a;=! u prstenu A. Tada je (A,0) eu-
klidski par koji zadovoljava uslove Teoreme 2-10 pod (Y). Zaista, ako
je d stepena valuacija prstena A, tada za svake acA i bea® pestoje g,r

iz A takvi da Je (*) ambq-ﬁr,‘ or< sh. § druge strane je

pa se neposredno proverava da dr< 3b povladi Sr<db, Sto sa (*}) upravo
znadl da je I ¢ euklidska valuwacija prstena A. Fadalje, svaxi prirodan

broj w se moie na tafno jedan nadin pretstaviti u okbliku m=ag+--+2"a,
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5a aiﬁt{él,z}. Otuda je preslikavanje ¢ injekcija. Uz to je k°= {1}, pa
valuaciia @ zadovoliava uslov (Z}). Najzad, ako su awzaixi, bnﬁbixi

(0%isn, a,¥0 v b,#0) dva proizvolina elementa iz prstena A=K{x], bice

{74} a+h = auf¢1x+*-+cnxn;

i RiTvs
je aj=b; ili aj#b;, pa u prstenu Z vaiZi o;<ag+b; (0<isn). Ctuda je

sa ¢;=ay+b; (0€isn). Pri tome je ¢,;=0 ili ¢;=1 vel prema tome da 11

(75) - dla+b} = ¢a+2f:1+--+2n¢n
€ (agtbgl +eo+ Pagtb,)

{agt-+2%a,) + (bor- 4270,

to jest $larb) € Pra) + (b}, $to upravo znadi da euklidska valuaciia ¢
zadovolijava 1 uslov (7). Otuda 1 tvrdjenje. U vezi sa tim primetimo da

je sa W) =-x i

{76) pia) = min{newny: da<ox®} {acal)
"

definisana uprave stepena valuacija W= 0 prstena A= K[x]. Uopste, ako
je (4,¢) euklidski par koji zadovoljava uslove Teoreme 2-9 1li Teoreme
'2*-10, X bilo koji element iz A za koji je ¢X=nrmun (a-K), i ako prsten
A nije telo, tada je sa (76) definisana jedna prirodne eguvklidska valu-~
acija prstena A koja zadovoljava uslov (TJ, ali ne i uslov (Z). Posle
¢emo dokazati da je U uprave minimalna euklidska valuacijia prstena A

¢iji je kodomen skup {-=}ux,. L

KORQLAR 2-2

AR za pusten A& postofd ban jedro preslikavange ¢$:a-n, kofe za-
dovolfava wslove {r}, (N} £ {2}, tada fe prsten a L& telo, B4 je
oA, d) euklidshi pan Lzomondan euklidskom paru {z,v).

DorazZ. tz o¢1)=¢¢0) | uslova [2] sledi da za neku Jednotu u prstena A
vaZi I=0u=0, $to nije. Dakle jJe 6(1)#¢70), pa presiikavanje ¢ nije
konstanta. Kako je uz to ¢a=dfal) = {¢a}{éd1] za svako aca, mora biti



50

¢1 =73, ﬁaljé je Mmfis{O-OJm {60} (60}, §to sa ¢O# o1 daje ¢0=0, a time
| ¢a=0 akko je a=0. Sada iz uslova {N] neposredno sledi da je A domen.
S druge strane, prema uslovu {2z} je ¢a =4l {= 1} akko za neku Jednotu
v prstena A vail a=lu=u. Otuda je ucd jednota u prstenu A ako { samo
akc je ¢a=1, a time i X={aea: dag1}. Najzad, iz uslova (N} sledi da
za a,btA vail ¢fab) »da,db, kao i da za ¢a>1 niz ¢a” (neN) strogo

raste. Posebno, ako je A#K prsten 2 nije konalan.

Ako je X podtelo prstena A, tada je A=Kk. Naime, u sluCajuda telo
¥ ima bar tri Elana, slidno kao pri dokazu odgovarajuleg dela reoreme
2-10 zakljuujemo da je A~k=0. Neka je K= {0,1} 1 pretpostavimo da jJe
A-K#£ 0. Ako je xea i ¢x= mind(a~K), radecl analogno kao pri dokazu
reoreme 2-10 pod (v) dobijamo da Je ¢(l+x)= 1+¢x. Kako preslikavanje ¢

sada zadovoljava | uslov (N], 1z poslednje jednakostl s!edi prvo
(77} s{e14x)?) = (de1000)% = {104x)% = (140)?,

a zatim 1 {jer ¢ zadovoljava 1 uslov trouglal:

(78) ${114x)2) = $(1+x?) € 1+ $(x?) = 14n?,

ori Eemu je stavijens $x=n. To znali da mora biti (1+n)% € 1+n%, | da-
kle n=0. Medjutim, to nije mogude jer je x€A-K, @ time i ¢x> 1. Prema

tome, mora biti A-Kk=0, to jest A=K.

Pretpostavime sada da ¥ nije podtelo prstena 3. Radedl slicno kao
ori dokazu Teoreme 2~-% zakljulujemo da je k¥={~1,1} sa ~1¢1, kao i da
za svaki ceo broj m vail &(mi)=lml. Otuda, 2ko Je a prdizwi}an glan
prstena A i pa=n, bide ¢a=¢(nl}, pa uslov (Z) daje a=nl ili a= -nl
(jer su -1 1 1 jedine jednote prstena a}. Dakle je A = {mt: mez}, pa
je {a,$) euklidski par izomorfan euklidskom paru {Z,v]. ]
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EUKLIDSKI RAZREDI T EUKLIDSKG JEZGRO MODULA

Uz prethodnu simboliku u ovom poglaviju sa » demo aznaEavatildeani
modul nad prstenom A, a sam prsten & shvatademo kao desni A-modul. Pod
valuacijmﬁ {ili vrednovanjem) modula & podrazumevamo svako presiikavanje
¢:x+ W toga modula u neki dobro uredjen skup W za koje je §ro) = mnw.
Za podskup I module ¥ kaZemo da jé euklidski ako taj modul ima bar jednu
L-euklidsku valuaciju. Po dogovoru | prazan skup 0 smatramo euklidskim
podskupom moduta ¥. Ako je ¢ia>w valuacija modul a M, tada cemo elemente
dobro uredjenog skupa ¢(¥) oznacavati sa 0,!,..,u,w+1,.. {(naravno, ako

ne postoji opasnost od zabunej.

DEFINICIJA 1-1% -

| Neka je ¢sm-~w valuacdfa desnog a-modula M, o proizvoljan element
42 ¢} L I neprazan podskus od 9. Ako je o>0, Zada skup suih bel
Zakvih da za svake acex postoje qea 4 rel, za koje je

{1} . a = bg+r, dr<dbga,

zovemo I4~EUKLIDSKIM RAZREDOM stepena o modula p £ oznalavamo sa
Lo¥y- 1a u=0 stavijame td?ﬁﬁ = {0}. Pod T,~EUKLIDSKIM JEZGROM modufa
M podrazumevamo undfu svih njegovdh z¢mwk£id.5fulﬁx razreda siepenn
vedeg od 0. Oznalavacemo ga &4 EgMt. U 2tom s8ulaju skup {o}uzyme
20Vemo L,~EUKLIDSKIM DELOM modula M £ oznalavamo &a L.

Uz prethodnu simboliku, razliku skupa I | Ig-euklidskog jezgra modula u.
zvacemo njegovim X¢*eukli£5kim DEFEXTOM. Za dato o>Q iz &My uniju svih
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Z¢-&uklidskih razreda EoMg (f<a} modula ¥ oznafavalemo sa LMy i zvati

izvedonm razreda }:.@Ma, Ako je M=a, tada govorimo o desnim E¢-euklidsk‘im

razredima, jezgru, delu | defektu prstena A,

LEMA 1-1

| Neka je o+ w valuacifa desnog A-modula M, T podshup od ¥°, L Fy
| familifja svik podshupova s od I za koje fe ¢ s-euklidska valuacifa
medufa M. Tada, « odnosu na relacifu inkluzdije, familija Py ima
 tadno jedan maksimalan &lan 1, 4 to fe uphavo Iy-eukllidsko jezghe
moedala M.

poxaz. Pre svega, familija Fy nlje prazna jer sadrZi, na primer, prazan
skup ©. Nadalje, ako je {s;} {icx) bilo keji lanac elemenata familije
Fus neposredno se proverava da je | njthova unija § = U;.r5; Elan te
familije {3to posebno znali da jJe | Z¢-euklidskﬂ jezgro IgMe modula M
Elan familije FQJ. Otuda, prema Zornovej lemi, familija Fy ima bar je~
dan maksimalan &lan L. Ako je bel i c{:(b)w:ﬁ, bice b€‘£¢ﬁe, a time i

be £¢M'. S druge strane je i Z¢M‘CF¢, pa iz LC£¢M* stedi da mora biti
£¢M' =7, Otuda 1 tvrdjenje. {J

Ako je ¢:M~w valuacija A-modula M, L=LgM* Lgz-euklidsko jezgro i
&, famitija svih r~euklidskih valuacija modula ¥ {sa istim kodomenom|
tada je sa ufa)=min{v(a): P&} (acl), pa=0 (aem-I}, definisana
minimaina L-euklidska valuacija modula M Iﬂ”emr&rﬁa 1-2}. Uz to, za svako
bea | a,abel vaii ufadb}»ufz). Dalje, indukel jom 'm o, neposredno se
zakljuduje da za svako wep(¥) vazl zwﬁa‘zgu”u' %M'czuﬁf' (¢redy).

TEOREMA 1-1

Neka fo d:y-w valuacifa, L =L M z¢~mfz&<ﬁd¢ka fezagro a-moduda M
£ a>0 prolzvelian element Lz ¢y}, Ako fe ¢ mindmadna L-eulfidsna
valuacdja modula o, _Mda ¥} £¢-aah£’.xiaisfzi nazhed Ry = LMy modufa
| u podudata sa skupom T, svin bel za kofe fe kanonilko preslikava-

i

nfe {#] £ iRy~M/bA sunjehedja {RY = Ug ., Rpl.

DOKAZ. Neka je bER,., Tada za svako ac¥ postoje geA i reL, takvi da



Je a=bg+r, ¢r<ib. Kako je rel, | cr<ibgz, bide reRe 2a neko f<q,
a vire i reRl. Uz to je a-r=bgcbi, to jest a+bid=rsbi, a 1o uprave
znali da je presiikavanje £, surjekcija. Otuda je ber,, & sanim tim |
Ry CTy. Ubratno, neka je sada b proizvoljan element iz T4 | pretposta-
vime. da je ¢(b)>a. Tada je sa

(2) Yib) = a, Ufa) = ¢la) (a e u-{5}]},

definisana jedna L-euklidska valuacija modula M. Zaista, kako je &iaw

L-euklidska veluacije modula M, za svako ae¥ | celL postoje gea | rel,
takvi da Je

{2) &= Cg+r, lr)<¢le).

Ako je tu ¢#fb | réb, tada prema (2) | (3) imamo a=cog+r, or < ¢e. Aka
je c=b, tada iz beT, sledl da je kanonilko preslikavanje £ tR] ~+ M/BA
surjekcija, pa za neko seRj), to jest za neko selL, 22 koje je &(s)<a,
vaii a+bid=sbd, | dakle a=bg+s za neko geA | sely. § druge strane
je Uis)=d(s)<qu, $to sa a=uvb 1| c=b daje a=cgir, t,lfrﬁi;c:. Naizad,

ake Jje u (3) r=b, tada iz ¢(b)>»a sledi
(4) Yl{r) = o < ¢f{r) < ¢flc) = Ylc},

pa je Yy r-euklidska valuacija modula ¥. Uz to je (a)<¢ra) lacs],
kako je ¢ minimalng L-ewklidska valuacija modula ¥, bide =2, a2 time
i ¢(b) =i(bl=w, 3t0 je suproino ucinjencj pretpostavei ¢b>q. Dekle je

Ty CRy, 2 samim tim i Ry=Tye O

TEQREM 1-2
Neha fe m desnd z-modul, L podshup od M%, w dobro madjen skup, £
(r,) {cew) jamilija pedskupova od I, odiedjena sa:

{G) fg - {C‘},
(a}) Ako {2 a>0 £ To ®Ug0q T ga fe éf‘u;ﬂ svih elemeala bel

za keje fe hanendiéke hmfxﬁauaﬁja £ Ty = K/Ba  surjekelja.

| Tada fe L= ae T QURLAAARL podstup od M, £ 42 fta=0 {acy-n) £



(5] - (a) = min{oew: aer,l (aeL},

je deginisana minimalna r-euklidska valuacije $:u~w modula x. Uz
L0 je T, upravo E¢*e.ufa,ud¢fz£ rozned stepena o modula M. Ake fe pru
tome 1Al < Iwl, tada je L =im* najvedd euklidshi podsrup modula M
| koji je sadrian u datom skupu L.

poxaz. Neka je aca i beL. Ako je ¢b=a, bie a=min{g: 'bs:TB} i beT,.
Otuda je kanoniZko preslikavanje £oiT5+M/bA surjekcija, pa postoji r
{z 74 takvo da je a+ba=r+ba, | dakle a =bg+r za neko geA. Nadalje, iz
rely sledi da za neko Be<a vaZi xeTy, P8 prema {5) tmamo ¢fr) <a=otb,
$to sa as=bgtr | relL, upravo znali da je ¢ jedna L-euklidska valuacija
modula .

Ako je y:M-wW minimalna L-euklidska valuacija modula ¥, na osnovu
Teoreme 1=-1 zakljutujemo da je r,u*euk} idski razred stepena « modula ¥
upravo skup 7T, {za svako o iz w]. Uz to je wfa)=min {a: 23ETyt f{ael)
i u(aj=0 {acm-L}, 5to uporedjeno sa (5) daje u=¢.

Najzad, pretpostavimo da za neki podskup ¢ od £, koji sadrzi skup
L, postojl bar jedna G-euklidska valuaclja modula ¥, | neka je YiM-w
minimalna medju njima. Tada sli&no prethodnom zakljufujemo da za svako
acr vaii U(a)=ofa). Ako je G# 1L, neka Je b bilo koji element iz 6-L 23
koji je (b} = miny(c-L). Za svako acy postoje gea i reG, takvi da
je a=bgtr, Yr<ib. $ druge strane, iz LCG, reG, |

(6} Yir) < P{b) = miny(c-1)

sledi rerL,, | dakle rer* za neko aeW. Uz to je a-rebi, | prema tome
a+ba = r+ba, pa je kanonifko presliikavanje £, 17y M/bA surjekcija. To
znaci da je beT , a time i bel, 3to je suprotno ullnjenoj pretposta-
vel bec-L. Dakle je ¢=1, pa je 1 najvecl euklidski podskup modula ¥
sadrZan u datom skupu L. t}tuda'i tvrdjenje. {J

LEMA §-2
Neka fe m desnd a-modul £ tom®, Tada familija &; svih eullidshkin

podskupova sC T medula M, u odnosu na relaclju inkluzife, ima Za-
cno fedan maksimalan lan L =EIM". |




Voje 1Al <iwi, tada za svakl
cske veluacija oix~y modula
¥ za koju je s¢¥) pofetni interval skund ¥ I, Tecrema I=d i, Na osnovu

ey

recreme i~o, familije &¢ ime har jeden maksimalan flan L =Ix*. Neka Je

¢ bilo koji meksiralan &lan farmilije &-, ¢ minimaing rL-euklidska valu-

aCija i G mininainsg c~euklidska va}uﬁi{:i}ﬁ maduta M.

Avo je R, =G ¥, (oew], tade je Ry, worave skur svih beG za koje
je kanonilke gres?ikavaﬂje EY -~ M/px surjekcija. 5 druge strane, prema
Tecremi I-1, Ty=L,X, e ékup svih elemenata HET 23 kole je kanonidko
preslikavanje 7° -2 /ba surjekcija. Kake je uz to GCI, transfinitnem
indukcijom po o neposredro zakljufujemo d& za svako GeW vali R, CTy-

Ctuda je | Gud* CL.x%, to jest cerL, | dakle ¢=2 {jer je G maxsimalan

B

Elan familije &¢l. O

Prems prethodno] Lemi 1-Z, za svaki podskup & od ¥Y postojl taino
jedan maksimzlan euklidsk! pedskup LCI medula X, Ake je uz to OlM-W
(121 < 1wl) minimalina L=euklidska valuacije modula ¥, prema Teoremi 1-2
E¢weuk}idski razredi modula & su uprave skupovi 7,, | dakie su potpuno

odredjeni podskupom £ od ¥%. Qtuds { naredna

DEFINICIJA 1-2 |
Neka fe » desnd z-modul, © podikup od %, w dobro wredfen shup za
| koji fe 1at <iwt, L {r,) laew) fanilifa pedihupeva ca T, data. sa

{Q} Tgm {G}!
(0} Ake jo a0 4 Ti=Ug., To, iada fe 1, skup svih elomensia bel
za keje je kanondilho presfikavanje T2 -+x/ba sutjehelsa.

0dnosie X" =\, a5, ITOVETC E-IUKLIDSKIN RAZREDOY

[

Stup T, =L¥,,
| stepena o, odicdng I-EUKLIDSKIM JEIGROM medula w, Razfifu 1-im* 4
undifu e = {c}uim redem zoveme f-eukldidshim DEFEKTOM A DELOYM

1t modula »,

Ako je L=MY, tada u prethodnim terminima i oznakama fzostavljamo "L”,
a qovorimo o euklidskim razredimae M., jezgru ¥*, .. modula ¥. Ake je
g _ s 4 J

M=z, tada govorimo o pESNIx I-euklidskim razredima IA jezgru IA®,

a#
delu A~ 1 defektu I~Ia prstena A.
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Ako su $rM+w | M+ W minimaine L-euklidske valuacije modula ¥,
tada su L~-euklidski parovl (M,¢} 1 (M%) tzomorfni {1, 7.1-7}. Ako je
[1,,0t] odgovarajucéi izomorfizam, neposredno se proverava da za svako @
iz ¢{M) vall ﬁﬂa -uwbm, Zato Cemn za sk_up indeksa ZI-euklidskih ra~
zreda modula ¥ uzimat! dobro uredjen skup "oblika” W= {0,1,..,W,..,N}
za kojl je 1Al <IWi. Jasno je da tada medju razredima I¥, (cew} mora
biti jednakih {jer je LMpCIM, za B<a). Ako je X najmanji ordinal za
koji je EM =IM,.,, bile IM,=I¥, za svako a>A, & time | IM,=IN* sa

{7} A= min{aew: IM =IN‘}.

Ordinal A=X{Z,M] odredjen sa (7) zvademo I-eukllidskim srEPENOM modula
M i oznalavatl sa 3B{IM*}. U slulaju da Je L=u" govorimo o euklidskom
stepenu modula ¥, 1 umesto J{IM*] pifemo samo 3({M*}. Ako je M=2, tada
se neposredno proverava da je 24,= {0} i Ay=Uy(A) = skup svih tevih
jednota prstena &), a time | 3(a*} >1. Posebno, prsten 24 je telo ako i
samo aks je afa“}l=1. 0

TEQREMA 1=~3
Podskup T desnog a-modula ¥ je euklidshi ake £ samo ako se podu~
| dara sa svofim euklidskim fezgrom ty*. U fom sfulaju fe sa

{§) u(a) = min {oew: aciy } {aer)

i waj=0 lacu-t) definisana jedna minimalna t-eublidska valua-
ciia y modubla ». -

DOKAZ. To je neposredna posltedica prethodnih tvrdjenja. [Sluﬁa} kada je
M=A komutativan prsten | £=2% razmatran je u samuer {2}). O

LEMA -3

| Neka je M deani A-modul, I neprazan podskup od M® L P PARCIJALNG
| wiedjen skup u kome svaki opadajudi Lanac ima minimalni &lan. Ako
postogd bar jedno prestikavanfe ¢:M~p sa svofsivom da za svako a
| 4z 8 4 bel® postoje gea L rel, takvi da je a=bg+r, $0 < ér < 4b,
| Lada je I euklidshi podskup modula » {samuer [11].
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DCFAL. heka su T, [mew] I-euklidski razredi rodula X 1 pretpostavime

da skup S=I-TH* nije prazan. Akc je I=3(I}, tads uredjen skup {I,2]
zadovol java uslove Zorncwe leme, pa ima (besr jedan) minimalan Lian, na
primer £. Neka je b bilo koji element iz £ 28 koji je ¢(b) =8, Tada za
svako aeM postoje ge€a | rel, takvi Ca Je a=Dg+r, o< gr<sk, Kako
je reZ, I ¢r«<¢b=8, mora biti reix*, e time 1 rel¥, za neko & iz W.
To zna&i da je a-rcba, pa Je kanonicko presiikavanje T) +M/bA surje-
kcija. Otuda je beTy, a time I kelx*, Sto je u suprotnosti sa ranije
u€injenom pretpostavkom beI-L#*, Prema tome mora biti IL=IM*, ps je L

eukl idski podskup moduila M. U

PRIMER 1~1. [c&} Odredimo euklidske razréde prstena 7, a time i njegovu
minimalnu euklidsku veluaciju. Za m<n stavimo [m,n] = {keZ: mgk%n};
Jagno je da je Z,=1{0} i 2,=1{~-1,1}. Kako je 2z} = [-1,1], bice: neZ,
ako I same ake je kancnidko presl.ika?anje 23 +2/n2 surjekcija, sto je
ekvivalentno sa tim da za svake meZ ceo broj n deli neki od brojeva iz
skupa {m=1,m,m+1}. _P{:isebna.; za m=2 dab.ijamdda'n mnora deliti bar jedan
od brojeva 1,2,3. Otuda je nei-3, 3}°%, i dakle 2,C {-3,3]°%. No, jasno
j¢ da svako nef-3,3]% deli bar jedan od brojeva m-!,m,m+1 (za svako m
iz 2}, pa je 2,= {~3,31°%, to jest Z,= [1-2%, 2%-1]°,

Radedid slifro prethodnom, indukcijom po n zakljulujemo da za svaki
prirodan broj n vaii Ep= (127, 28.11%, Na osnovu toga 1 Teoreme 1-3
zakliuduiemo da je minimalna euklidska valuvacija W:Z-N; prstena Z data

sa Wm) = min{nenN,: meZ,}l, to jest
(%] uim) = min{nen,: 22> imi} (mez).

Primetimo da je W(m) uprave broj cifara u dijadskom "zapisu® prirodnog
broja imi. 2ko sa d(m} (mezZ®) oznadimo "stepen" polinomskog rastava

prirodnog broja imi po 2, tada je u‘{m} = 1+3(m) (mez®).

[B} Prsten M=22 nije euklidski. Neime, neposredno se proverava
da je M, =0, i dakle M° # M. Stavide, prazan skup je jedini euklidski
podskup prstena M. Medjutim, M= 22 jeste euklidski Z-modul. Naime, ra-
dedi slicno kao pod {al, ﬁepasreﬁnc:- zakliudfuwieno da je euklidskl razred |

stepena ne¥ modula ¥ dat ss M, = 220 [1-28, 2P-11%, a time i M =N°,
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(Y} Néka je X telo, £ i & monomorfizam i desno f~diferenciranie
tela K, 1 A=xi{x,f,81 prsten desnih (f,8)-pclincma po X sa keceficije-
ntima iz X. 2ko je 3 stepena valuacija prstena & i Pea, 0cA%, tada iz
P]Q sledi S(P)<£8(Q), pa radedl slicno kao pod (n) zakljulujemo da je
Ay = BV X, £, é}- {= skup svih polinoma iz AY stepena <n)] za svako neN.
To posebno znadi de je A° = U,spd, = A%, pa je (prema Teoremi 1-3) 2
desni euklidski prsten c&ija Je minimalna euklidska wvaluacija HIR -+ N,

data sa wQ)=0 1

{10} Wep) = I+ 3(P) (Pecat].

Ako za kodomen {euklidskih) valuacija prstena A=XKI[X,f,8] uzmemo skup

Wy = {*W}UN“ tada je minimalna euklidska valuacija P:A>W, prstena A

uprave njegova stepena valuacija 3.

[:5) Prsten ZIX] nije euklidski. Opstije: Ako je K domen, tada je
prsten A=XK{X] euklidski ako i samo ake je K telo. Zaista, prvo je A =
{0} i ay=v(a)=U(K). Ako je U(K) =K bide K telo, i stvar je gotova.
Zato pretpostavimo da je UK} #K%, i neka je ¢ proizvoljan element iz
K8-U(X}). Rako je beA, ako i samo ake je kancnidko preslikavanje skupa
Ay =Uy(X) u skup A/bA surjekcija, bice bed, ako i samo akeo za svako
acd element b deli bar jedan od elemenata a-u (ucA®) u prstenu A. Po-
sebno, za a=¢ dobijamo da za néka UelU,{X) b mora deliti c¢w-u. Pri tom
iz CcEUy(K) sledi c-u#0, i dakle d(b)=0, a time i be¢K. Dalje, kako
b mora deliti i bar jedan od elemenata X-u (ueAl}, to za neko p,gek
vazii b{pX+tg)=X-u, Sto sa b={ daje bp=1l. To znadi da je belU(A), pa
je A,=2,=U(X), a time i A*=U(X)=2a% oOtuda i tvrdjenje. {J

PRIMER 1-2. Neka je L bilo koje polije, X polje razlomaka nad prstenom

LiX} i A skup svih matrica oblika My p = [af b] {a,bEX]. Dalje, za
2 a |

svako a=a(X} iz 3 stavimo &(X)=a(X?}, i neka je » binarna operacija
na skupu A data sa

(11 [a b P9l jap ag+bp )
¢ & ¢ p o ap

Tada je A= {A,+,+] nekomutativan prsten sa deliteljima nule. Posle
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kradeg radura debijemo da su degni euxlilexi razredi prstena A dati sa
Ay = {c}, A, =Ua) m{}fa = GeX%, ek}, A,=A%=a', Ctuda je prsten X
i

euklidski zdesna, sa eukiidskim srtepencm d(A*) = 2.

Mediutim, prsten A nije euvklidski 1 sleva. MNaime, ako njegov levi
euklidski razred stepena O eozradimo sa A, tada je A= {0}, (Aa=uw(z).
Pretpostavime da je ,A# 4, I daxle v=HM, p€,4 za neko DEK. Tada za
svako u=¥, €4 postoje z=K, EA I w=M, (€ A=U4(A) za koje je
w=zviw, i dekle r=0, a=phb+s, No, kako je r=0 1 wely,(A), mora biti
i =0, i preme tome (*} a=pk. Pri tome je p=p(X®), pa za &=X* iz
(*) sledi da za reko feX vaeii b=f(X*}). Kakc je b fiksirano, sada iz
a=po(Xi3F(x%) sledi da je svake aek cblika a=h(X®)} za neko REK. No
jasno Je ca to ne vaii, na primer, Za a=.xX. ﬂ&é:l&.je AT A, Lo jest

‘A= . A=2% pa prsten A nije euklidski sleve,

ko je e=k, ,, neposrednc se proverava da je I=e& (obostrani)
ideal prstena A. Radedl slidneo prethodnom, nije tesko zakljuditi da ne
posteii ”‘“’ﬂa,b. iz A za koje je I=Au. To posebno zradi da u prstenu
& levi ideal ne mora biti glavni. Prema tome, postoii prsten A koil je
euklidski zdesna, ali ne 1 sleva. Opstije: U Qesnom euklidskom prstenu

levi ideali ne moraju biti glavni. O

TECREMA 1-4

| Neka fe sdimbolika iz I, Teonema 2-8. la svake w<n £ €e7 oznalime
sa R (8) shup svih "polinoma” aecay za Cife vodece monome x{€,]
vail 6,< 6. Ako je £, ronomoniizam preiens By 2& svako oen, Zada
| fe {R,(8): 6eT} uprave jamilija svih desnih eukfidskih razreda
| pratena ag. To posebno vaii 4 za prsten Ap=a.

Ovom prilikem necdemo navoditi dokaz prethodnog tvrdjenja. Napominjemo
jedino da on "tefe” transfinitnom indukeijom po o. Za =l tvrdjenje se
svodi na Primer I-1 pod (v}, I | |

U nekollke narednib tvrdienja bide redi o "zavisnosti” eukiidskih
razreda koli&nilkog modula M/L 1 prolizvoda UxV dva desna A-modula U
v od euklidsklh razreda samih z-modula ¥,U,V. Takodje de biti dokazano

da euklidski modul ne mora imati | konalnu euklidsku valuaciju.
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LEMA -4

Ako e desnd a-modul » euklidski, onda fe to sfulaf L sa svakim

- njegovim podmodulom L. Pravi podmedul 1 desnog a-modula M ne moze
| bitd nfegov eahLidskd pedskup. |

—

poxaz. Ako je $:M+w euklidska valuacija modula ¥, tada za svako acl 1
ber® postoje ged 1 red takvi da je a=bg+r, ¢$r<db. Kako je L podmodul
od ¥, bide !l r=a-bgel, pa je restrikcija ¢ od ¢ na L'jedna euklidska
valuacija a-modula L. *(Naravnc da potprsten euklidskog prstena ne mora

biti euklidski, kao 3to to pokazuje primer potprstena 22 prstena .z..)

Pretpostavimo da je L euklidski podskup modula M 1 neka je iy~ W
bilo koja L-euklidska valuacija. Kako je r# {0}, bide bel za bar jed-
ne b#0. Tada za svako aclM postoje geA | rel takvi da je a=bg+r sa
ér< ¢b. Pri tome je L desni a-modul, pa b,rel poviaéi bgrrel, a time
i acL, to jest M=1, Sto Je suprotno pretpostavei. [

TEOREMA 15

Neha fe b podmodul desncg a-modula M, TCM®, L za svaki podstup s

od ¥ stavime S/1 = {a+L: acs}. Ako fe X {r/L)~euklidshi stepen
- modula M/r, tada za svaki ordinal o< ) vazd

1 {12) (M /o < {2/} i/l .

DOKAZ. Stavimo D=3/ 1| &=a+l lacd). Zs a=0,1 {12} sledi neposredno,
Neka je a > 1 zadat ordinal {a<Xi} | pretpostavimo da tvrdjenje vaZl za
svaki ordinal B<a. Tada iz ({img)/z ¢ {¢/){x/Llg (B<a) sledi

(13} (Ugeg DMI/E € Wgey (EMg/L) € U BIM/L) g,

i prema tome

(14] (zmg)se < {e/n){m/Lly .

Neka je &=c+L profzvoljan element 1z IM /L s@8 celIM . Za svako a iz A
postoje gea i reLM] takv! da je a=cg+r. Tada je a+lL = (o+B)g + {1+l ),

to jest {*] &a=&g+r. Kako je rein,, bide FeiM /L, pa na osnovu 14}



imamo reg {EfL}Iﬁffz;]&, 3to sa {*}] znali ¢z je kanonifko preslikavanje
(15) (/i) {msndy > (w/nh/eim/L)

surjekcija. Otuda je &e (/1) {a/r] wiL}. Ako bi bilo &=1r, tada bi iz
&=Cg+¥ sledilo &=Feix, /L {acM/L], | dakle m/L < (Z/L){m/L)}, 3to je
u suprotnosti sa a<A. Prema tome, mora biti &e (£/2){M/n),, a time |
(Lagi/n © {2/L) {#/L),. Otuda i tvrdjenje. O

KOROLAR 1-1
Ak je L podmodul desnog a-modufa » £ I neprazan podakup od M9,
tada vaii {IM” oznacava f-eukfidshi deo medula M) :

(16} 2y )/L < (2/8) /)" © /L,
L ako je T euklidski podskup moduba m, onda fe takav £ skup i/ u

modulu M/r. Posebno, ako fe modul M evhlidshi, onda je to sfulay
1 4 sa kolidnilhim modulom M/L.

DOoKAZ. To je neposredna posledica prethodne Teoreme 1-5. Ako je M=2 |
L obostran ideal prstena A, tada jJe A/L | prsten. Pri tom "euklidnost™

prstena A poviali euklidnost kolilnickog prstens a/L.

Ako je fiM->35 morfizam u kategoriji émdA [odnosno aAnw), tada vali
f{Mm) = M/L, pri Cemu je L=FKer{f) podmodu! modula ¥ {odnosno obostran
ideal prstena #}. Otuda "euklidnost® moduls [prstena) M poviadi | "eu-

kiidnost njegove slike” £(M) pri morfizmu £. O

TEOREMA 1-6
Desni A-modul » fe euhlidski ako £ samo ako nfegov euklidski deo
M sadnii ban jedan maksimalan podmodul 1 modula x.

DOKARZ. Jasno je da je uslov potreban. DokaZime da je i dovoljan. Neka
Jje L maksimalan podmodul modula & za koji vaZl LCH”. Pretpostavimo da
je &M | neka je acM~-M". lz atl sledi da podmodul L+al od M strogo
sadrZi maksimalan podmodul 1 od M, pa mora biti L+ad=M, $to sa LCM°
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daje M=M"+ak. Ako jJe n=3{x"} euklidski stepen modula M, bice M™ =M

¥

i dakle H=Mp+2A. To znali da je kanonilko preslikavanje FiMp~ M/aA
surjekcija, pa je RENM,. Uz 1o je H'mﬂn’ i prema tome acM*. Medjutim,

te je nemoguce jer je aceM-X". Dakle je ¥ =n. O

LEMA 1-5
Ako je L podmodul desneg a-modula ¥, £ ako za ban jedan euklidshi
podskup £ od ¥ vazi {*} M=3%,+1, tada fo a~-modul M/L euhlidski.
porzz. tz {*} sledi da je svako ac¥ oblika a= b+c {bely, xeL), a time

[: &= atl=btl. za neko bel,. Otuda je M/LCI/LCM"/L, pa na osnovu
Korclara I-1 zakljufujemo da je M/L ={M/r}”, D

TEQREMA 1-7
Neka je 1 podmedul 4 t eublidshi pedskup desnog a-modula M. Ako 1

dra nephazan phesek sa skupem I°, Zada je Le=cA za neko cexf®, 4
Rolidnilhi modul M/t fe euklidshi.

DOXAzZ. Kako je I°nr#Q, bide IM,NI#Q za bar jedan ordinal a>0. Ne-
ka fe a>80 najmanil ordinal za koji je IMNL#EC | ¢ bilo koj! element
fz M NL. Zbog o>0 mora biti c#0, pa iz ceiM, sledi da za svako acy
postoji gea takvo da je a~cgeLM , to jest a-og= 0 ili a~cqelMg 23
neko <. To posebno vaZl za svake aer. Keko je 1 podmodul modula #,
iz a,cel sledi a-cgel, pa zbog B<ao ne mo¥e biti a~cqELMg. Dakie, za
svake a€l postoji gea za koje je a~cg=0, pa je LCcA. Kako je uz to
celL, bice L=ca sa ceI Zime je dokazan prvi deo tvrdjenja. Dalje,
iz a-cgeiyy sledi da 2a cg=b 1 neko rel, va%i a=b+r, | prema tome
¥=L,+L, pa drugi deo tvrdjenja sledl iz Leme 1~5. (3

LEMA 1-6

Ako fe I euklidski podskup desnog a-modula M, tada za svako a iz
M-I% vaili aani®=6, a time L aa ¢ M-1O,

DOKAZ. Pretpostavimo da skup aANni® nije prazan 1 neka Je beaanigt,
Tada za neko cel vail b=ac. Dalje, 1z beI® sledi da je belM, za bar
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jedan ordinal a<n, gde je n=3{I®]. Yo posebno znall da je kanonicko
preslikavanje IM, ~X/aca surjekcija, pa je 0 sludaj i sa kanonickim
preslikavanjem IM, ~M/aA. Otuda je aclM,, | dakle ael®, Sto se kosi
sa acM-L¥,

TEOREMA 1-8

Ako fe ¥ desnd A-medul £ bilo kojdi maksimalan element familife
suih podmodula od o hoji su sadrfand u shupu M-x*, lada fe rodul
| M/L euklidskd. |

pDOKAZ. Pretpostavimo da modul M/L nlje euklidski. Tada skup 'M/L-Q(H/L)‘
nije prazan. Neks je &=a+lL bilo koji od njegovih elemenata. Iz a+L¥¢L
stedi acrL. Prema ZLemi 1-6 je f{a+L){mM/L) C [M/L)~{M/L])". Kako je uz to
M /L c {M/LY (Korolar 1-1}, bice

(17) (av2) /L] © /L -H"/z) UL

Pretpostavimo da skup {ad+L (e nije' prazan | neka je b=ac+x bile ko i
njegov &lan. Tada je b+L=ac+l= (a+l)c _{ceﬂi; i dakle beda. Uz to,
iz beM® sled] Begr/L, pa prema (17) mora biti b=, to jest bel, 8
time | bemM-¥*, $to je u suprotnosti sa beX".

Prema tome mara biti [aa+r} Ny =0. Ctuda je ai+L podmoduy] modula
M kojl je sadrian u skupu M-M" i koji sadril podmodul . No, kake je L
maksimalan &lan familije svih podmodula od ¥ koji su sadriani u M-X°,
mora biti aA+L=1, & time | agl, 3to je u suprotnosti s@ acl. Dakle
je M/L=(M/L)", pa je modul #M/L euklidski. {0

Ako je M=a | L desni ideal prstena A, tads je pod pretpostavkama
prethodne tecreme A-modul A/L euk)idsk!l. Ako je uz to ideal L obostran,
tada je a/r i desni euklidski prsten, ti. euklidski {a/0) modul .,

koliZnigk] modul M/L moZe biti eukllidski I za neki podmodul r od
M koji je sadrian u M-M*, | koji nije maksimalan £lan u familiji X svih
rakvih podmodula modula M. Tako, na primer, ako je M=A=2Z{X] | L=00D,
bice a°={-1,1} | LCa-a*, Pri tome je prsten a/L izomorfan euklidskom
prstenu Z pa je 1 sam eukiidski. 3 druge strane, iz a*CUrx) sledi da

su maksimaln] Elanovi familije X upravo maksimaini ideall prstena A, pa
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kako 4/5L nije polie, L nije maksimalan ideal prstena A, a samim tim ni

maksimalan Clan familije 4(

TEOREMA 1-5

Ako su v £ v desnd moduld nad pasfenima & L B hespehtivne, ¢ CUd
L HCVS euklidski shupovd, M= Uxv desnd modul nad prsfenom C= x5
4 T=gxH, tada vail |

(17) LM, = UG’B{{;{I{IKH?E:J {0 <vew,
ond Sema se sabiranje vadi po «,8>0 za koje je o+B<v+l, £ T fe

euhlidsbi pedstup modula . Ake fe uz fo moduf v euklidshi, tada
jo £ xv euklidshi podskup modula M =uxv.

I

DOXKAZ. Jasno je da je M;=GUXHV,, pa (17) vaZl za v=1. Pretpostavimo
da (17) vaii za svako v<nmn [n zadat prirodan broj} pa dokafimo da vaZi
i za v=T7. Neka su o,B>0 takvi da je a+Bsnsl. Ako je (a,b) €GUxHVq,
to jest aeGU, | bEHVy, tada za svako xeU | yeVv postoje peld, geB i
reGuy, sEHVE takvi da je x=aptr i y=hbgts, t].:

{Lﬁ} EX;Q} = l&r-b’{f}rqj + {I‘,E) y

gde Je (r,s) iz GU{;ﬁH&’é. Ako je {r=0 i s=0) ili [=#0 | s#0), tada pre~
ma induktivnoj pretpostavci vaii (z,s)elyp, a time i (a,b) eI, (jer
ie {EE-ZJHB«-H‘:H}. Zato pretpostavimo da je, na primer, r=0 i s=0, U
tom slufaju (18) moZemo pretstaviti u obliku

(15) (xli-?) = {a,b](pmi,q)#-(a,s].

Pri tome je (a,s)€GUxHVy, 3 time | fa,s) € GU *HY, 23 nek! prirodan

broj Y< 8. Uz to je aty<o+d, tj. a+y<€ {n-1}+1, pana osnovu induktivne
pretpostavke imamc (e,s) E,EM:.?._;, i dakle (afb}e:m{n. Prema tome, 28 svaw
ko (x,y) iz ¥ postoje (p glec & {(r,s) EEH;} takvi da vaZi (18], pa Je

(a,b} €24, a samim time i (%) u, glou, xmvg) € In, {a,820, a+Benti).

Neka je sada (a,b) proizvoljan element iz IM,. To posebno znali da
za svako (x,y) €M postoje {(p,g)EC | rr,.s}esz;i takvi da vaZi [18].
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{ z {x.s]emg} sledl da fe (r,s)=(0,0) ili (r,s}eiM, za neko O0<€ <.
Kako prema induktivnoj pretpostavei (17) vaZi za svako ve<w, tmamo da
je (r,s}=(0,0) iiz {r,s}a(}{fﬁxwg za neko a,8>0, oa+Rg 8+l gn. Uz to
iz a<n 1 Ban sledi reGUy, sehlVi. S druge strene, premd {18}, 2a svako
xel 1 yeV je x=ap+r 1 y=bg+s, 5to sa prethodnim daje aegGUL, bEHVZ,
to jest (a,b} € GU xHV,, @ 't*j'm& i (%) M, C GU.XHV..

Pretpostavime da za neko g,8»0, 2a koje je o+B>n+l, postoje a iz
GU,~GUy 1 b iz HVg~5Vg takvi da je (a,b) e IM,. Tada za svako {x,y) iz
M postoje (p,g)eC 1 (r,s)elNMy takvi da vaZFl (18), a time i

(20) X = aptr, y = bg+s,

sa (rvs)#{ﬂ,a) ili {(r,s§}elM, za neko 0<r<n. Kako je o+p>n+! bide g>i
i1i B>1. Neka je, na primer, 8»1 | oznalimo sa Yy skup svihy iz v kojl
nisu oblika bg. 1z g>1 sledl bervy, pa skup ¥ nlje prazan, Za svako x
iz v iy ilzyu (18 mora biti (z,s)# (0,0), | dakle (r,s)elinm,. Kako
je O<i<rn, na asnﬁvu induktivne pretpostavke postoje prirodnl brojevi m
i n takvl da je mrng il 1 (r,s8) €GUXHV,s tj. TEGU, 1 sEHV,. Uz tO
moZemo pretpostaviti da su m=mix,y) | n=n{x,y} najmanji ordinall sa

tim svojstvom. U tom sludaju je msa | n<B.

Neka je y=n~!. Tada, zbog beHVy~HVg, 23 bar jedno yey odgovara-
jude n nije manje od v {jer bi u suprotnom bilo berv, sa y<g, ito se
kosi sa uflinjenom pretpostavkom). Za yey 1 x=0 iz (18) i s#0 sledi da
je r=a(~q}#0, pa kako recUp, mera biti 1 aeGUy,. S druge strane je
a € GU,~GU,,, pa je m>a, ito sa mga daje m=o. Otuda 2a x=0 | yey za

koje je n=n(0,y) Yy valii
33 min+l 3 atyFl o= aFf » nHl.

Medjutim, to nije mogule jer za neko A<n vaZi. mtng A+l, 1| prema tome
men+l € n+l. Dakle, ako je (a,b) e l¥,, prema %%} je a-a*c;'uﬁ, beHVy. Ako
su.a | B najmanji prirodni brojevi za koje je aeg6lU, t beHvg, tada je
atB « n#l, i dakle IM, CUy g leu, xavg] {a,B>0, a+Ben+1), 3to sa (%]
daje jednakost (17) za v=T.

Neka su A= al@) 1 n= 2{#) euklidski stepeni skupova Gl H. Ako su

A i nprirodni brojevi 1 t=)}+n, tada na osnovu jednakosti (17} imamo:
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(22) CEMT D Yoyeq THy = Yy, p (6T X HVG) = (Vg 06U ) * (U Vgl,

a time | IM =0gxg=L, pa je L=GxH euklidski podskup modula ». DokaZimo
da to va3i | ake su A ! n proizvoljnt ordinall. Neka je Q:U+W minima-
Ina G“eukﬂdskta valuacija modula U 1| Y:ivVew minimaina H-euklidska va-
luaci ja modula V. Tada je preslikavanje &:M-W W modula M=UxV u dobro
uredjen skup WxW [sa lekslografskim uredjenjem] definisano sa

(23] §(a,b) = {pa,ybl}, (a,bleM,

j&dné s-eukl{dska valuacljs modula M. Zalsta, neka Je (a,b)el, i dakle
acG 1 beH. Tada za svake x€U, yEV postoje pe€a, geEB I " reG,, SEH,
za koje je x=ap+tr | y=bg+s, a time |

(24} {x,y} = l{a,b}|p,q)+ {r,s].

sa ¢r<da | Ys«<yPb. Ako je (r,5)=(0,0) 111 [r#0 s#0), bice (z,s)€%,
sa 8fr,s)<d8ta,b), | stvar je u redu., Ako je, npr., r=0 1 s#0, tada je
S¢r,s) < 6¢a,b}, all nije (r,s)ei,. No, zbog r=0, (24} moZemo izraziti
i sa  {x.,y) = la,b} {p~1,g)+ {é,s]', ori Zemu je, kako (a,s)ely, tako |
Sta,s) < 8(a,b). Slifan zakljufak imamo i u slulaju da je r#0 1 s=0, pa
je (a,b)eim*, a time | L CEIM*, $to sa TM'CI daje tM* = I.

Najzad, dokaZimo da je za E=v-{0} 1 skup L=GxH,=Gxv euklidski
4 modulu M. Neka je # ordinalna suma dobro uredjenih skupova wxw 1 w°
(u kojo] je wxw pofetni interval) | Ziy-» W valuacija koja se na skupu
M-{ta,0): acc} podudara sa prethodnom valuacijom &, dok je

{25} L{a,0) = ¢(a), (a,0) e 6x{0}.

Prema upravo dokazanom delu tvrdjenja skup T=0xg=Gx¥? je euklidski u

modulu M, pa kako Je L= {Gx{0})uUZL, treba joi dokazati da za svako aeG
va¥l (a,0)cLM*. Zaista, i1z "euklidnosti® skupa 6 u modulu U sledl da

‘za svako (x,y)eM postoje (p,q)eC I (r,s)eGyxv takvi da je

(26) (x,y) = {2,0){p,q) + (r,s)

sa br<da. Pri tome mora bitl g=y. Ako je (r,s)=(0,0) i rﬁo, tada je
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Lir,sl<4fa,0) sa {(r,s)€ly {jer je B,=1Ui. U sludaju da je s#0 i r=0
jednakost (26} moZemd zapisati u obliku f(x,y) = (&,0) (p=1,g) + {a,s},
i pri tome vaii (a,s)el, sa §(a,s)<{{a,0)}. Oruda (a,0)elM", a time

i samo tvrdjenje. O

KORCLAR 1-2
Ako su desni A-modul U 4 B-modul v eukfidski, cnda fe fo sfulag £
sa desnim modufom ¥=Uxv nad pratfencm C=AxB.

DOEKAZ. Prema Teoremi 1-9 skup UgxV Je euk)idsk! u modulu #. Neka je u
minimalna Z-euk}idska valuacija modula ¥ | 1= 3{ry*] euklidski stepen
skupa L = Uy»V. Ako je ¥ minimaina euklidska valuacija modula v, tada je
sa O(w) = wu) {uel,} |

(27} 8(0,b) = n+yb,  u=(0,b)eM-L,

definisana jedna euklidska vaiuaci_}a € modula M. Kako se preslikavanje
6 podudara sa L-euklidskom valuacijom u modula ¥ na skupu L, treba jo3
dokazat!l da za svako (x,yleM 1 (0,b}e¥M-L, postoje (p,g)}eC t (r,s)
iz M takvl da je |

{28} (x,y} = (0,b}(p,q)+{x,s),

sa 8(r,s)<B(0,b). Pri tome mora bitl r=x. Zaista, kako je i euklidske
valuacija modula v, postoje geB 1 seV za koje je y=Dbg+s, Ls<iyb, tO
jest za koje vaii (28) sa ys<yb. S druge strane, prema (27} je

{29] 8{0,8) = N+Ys < n+ Vb = 8(0,b},

Ito sa O(r.s) <60,s) daje Bir,s) <&(0,b), pa je & euklidska valuacija
modula ¥ {koja ne mora biti minimalna}. Otuda | tvrdjenie. O

Neka je simbolika iz prethodne Teoreme I-9. lavisnost euklidskibh
razreda LM, skupa I=6xH od euklidskih razreda GU, | Hvy skupova ¢ | H
u opstem siulaju je dosta nepregledna. Ako je w<X,n, moZe se dokazati .,
Jda je IM = {GUJW&;}U(WJWHV{W; xgv_}. Posetno, ako je G=U° |
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Hw¢Y, tada- za A,n»w euklidski stepen skupa L=U%<v® nije konalan. Uz
to je | L=U%xv eukllidski podskup modula ¥, | neposredno se zakljuCuje
da je {®] 1M =IN, {p0<v<w)., § druge strane, kako za svako a ¥ 0 vail
(a,0} £1~T,, stepen L-euklidskog razreda modula ¥ kome "pripada” {a,0}
ne mole bit] konaZan. To posebno znali da je euklidski stepen skupa LY
veli od w, pa na osnovu Teoreme I1-3 zakljufujemo dalndnimalna la time

ni bilo koja druga] L-euklidska valuacija modula ¥ nije konaZna. Otuda
I naredni

KOROLAR 1-3 |

W Postofi euklidski modul u &ija minimalna eublidska valuacija nife
konafna. Posebno, postofi xomurarrvany euklidski prsten koji nema
ndfednu konatnu euklidsku valuacdju. O

Kako za proizvoljne prstene 3 | B vail R(aAxB) = R(A)xR(B), iz Th. 1~9
sledi da [-euklidnost prstena A T B poviail T-euklidnost njihovog pro-
izvoda AxB. Pri tome, ako su minimalne T-euklidske valuacije prstena 2
i B kona&ne, onda je to slufaj | sa minimalnom I'-euklidskom valuaci jom
prstena Ax5. Jasno je da to vaii 1 u sluaju kade se "I'" zameni sa 4,
odnesno L. Neposredno se zakijuluje da to va¥i i za svaki proizvod od
konaéno mnogo T~euklidskih prstena, O
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LOKALIZACIJA. PROIZVOD I DIREKTNA SUMA EUKLIDSKIH
' PRSTENA

1, 0 LOKALIZACIJI T EUKLIDNOSTI PRSTENA .

Neka 5# AV B proizvﬁijni'prsteni L nepfazan podskup od 3. Tada
za morfizam ..f:A*B kaiemo da je S~invertibilan ake je £(5)CU(E), to
Jest ako elemente skupa § prevodi u jednote prstena B. Za svaki prsten
A i neprazan podskup 5 od A postoji prsten Ag S8, t2Zv., wniverzalrim
S-invertibilpim mortizmom NiA-=+ A, t}. $3 svojstvom da za svaki prsten

B i S~invertibilni morfizam fia-+2 posto]i taéno jedan morfizam uile-5

L
H

takav da je f=u h. Sam prsten A, rovemo univerzalnim S-invertibil:

-
iy

E

prstenom prstena A. Pri tome je posebno valan siula] kada je & Jesni
IMENITELS ili DENOMINATCR prstens A, tj. multiplikativan podskup od 3
(I dakle 1es) koji zadovoljava slededa dva uslova: |

DI. asnxza ¢ © laca, xe5),

D2. Ako za 2cd i xc$ vazi ax=0, tada za neko yeS§ vazi i yaw=0.

§1i€no se definiSe | levi dencmirator prstena A. Ia prsten A kafemo da
zadovol java desni Ore~ov uslov ako vaZi DI za S=r(4). Ako je § desni

denominator 4 prsteny §, tada je sa
(1} la,x}~n (b,5) <=> [zu,ved){ausdbv A xus= YVE S)

definisana jedna relacija ekvivalencije na skupu ZxS. Oznalimo sa a’x
klasu ekvivalencije relacije ~ kojoj pripada par {a,x). Uobidajeno je
da se odgovarajuél koliZnifki skup Ax§/ oznafava sa A[S"‘!] = 2571, i

dakle {*} As™? = {a/x: aci, xc£S}. Dalje, za proizvol jne elemente a/x
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t b/y iz as™1 postoje r,s,z€S5 1 c€A takvi da je xr=ys=p 1| xc=bz,

i taga su sa

a b ac
W i JE i
x ¥

e

a b
(2] T3

(dobro) definisane dve binarne operacije + 1 » na skupu 25”1 u odnosu
na koje je skup as™i prsten {sa jedinicom}. Sam prsten as™ je tzomo-
rfan univerzalnom S-invertibilnom prstenu ag, i uz to za odgovarajuci
s-invertibilni morfizam h:a-as™t vaii [#%] h(a)=0 akko za neko xeS
vaii ax=0. Zato cemo, u slufaju kada je § desni denominator uprstenu
A, prstene Ag | as™ poistovedivati. Inafe, samu konstrukciju prstena
as~! zoveme lokalizacijom prstena a na skupu S. [Marcev (11}

Ako je $ desn! denominator prstena A, tada S-invertibilni morfizam
h:a+Ag ne mora bitl injekcija. Prema {#*%] to &e bit] slula] akke & ne
sadrii desnih delitelja nule prstena A. Kako je za svaki podskup § od
R{A}) uslov D2 automatski lspunjen, imamo:

Neprazan podskup 5 skupa R(A) svih regularnil elemenata prstena A
je desni denominator u A akko va3i asnNxA#© {aci, xeS], i tada

je kanonicki morfizam h:A<+Ag injekcija.

Ake je SCR(A) denominator u prsteny A, tada prsten Ag zovemo prstenom
S~razlomaka nad prstenom A, a u slufaju S=R(A) govorimo samo 0 prstenu

. desnih razlomaka nad prstenom A. Pri tome je sam prsten 2 lzomorfan

cotprstenu A = {a/1: aca} prstena as™i. (ore [2}, comw [ 1)

Ako je § desni denominator prstena A, tada prsten A, ne mora biti
rafirenje prstena A. Kako za svako aca | xe§ vail a/x = (a/1}{1/x],

(x/I}"I = 1/x, umesto a/1, I/x, a/x plsacemo redom i a, x“‘:_, ax~4., O

TEQREMA 1-1

| Neka je s desnd denominator u pratenu A. Ako fe ¢ desnd eukfidski
podskup prstena a, A=3{ca*) 4L r=cs™!, tada za svako a <X vafi:

|

(3] (ca,ls~! ¢ {as1}(as~1),,

i 1={%: a6, xe5} je desni euklidski shup u pratenu as™i«=ag.
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poxaZ. Jasno je da (3) vail za o=0, Neka je .aﬂ,wafxmax"f proizveljan
element Iz {G‘AIIE“’E, sa agGA, 1 x£S5. Kako je acGNU(AaJ, posto}i bea
za koje je ab=!. Stavimo bg = xhm (x/3)(b/1} {u prstenu 25”4Y, Tada u
prstenu as~? vail apgby = rax~di(xp) = ab/! = {, pa je a; leve jednota
prstena as™!. Otuda g, pripada desnom L-euklidskom razredu stepena I o
orstenu AS™1, pa (3) vail 1 za o=1. Neks Je n2l {n<A) fiksiran ordlinal
| pretpostavimo da (3) vail za svako u<n. Keko e

#1 » j - . "‘"‘1
(4] Upen (GA, )87 (Uycr, 624187 (cal)s™,

kao | UyenLlas™ly = clas™y, bice (¥} (eapls™ c z{as™t);. Neka
su by =b/y (beGAn weS] 1 ap=a/x laca, xes) prolzvoljnl elementi
bz .[Gan}s""’ i as*% respektivno. Kako Je beGA,, postoji reGAp za koje
je a+ba=r+ba. To znall da u prstenu A za neko gEA vaii a~r=hg, pa u

prstenu 25”1 1mamo
(5} ax~d < rx™? = by Hlge,

pri Cemu je stavijeno (yg}/x=gq,. Kake ie g, &:AS”I, stavijajudl r,=r/x
iz (55 sledl [*#%} ap-r, € by (as™%). S druge strane je reGap, pa prema

{*} imamo rg-ﬂrx*lal(as“l}‘ Zto zajedno sa [**} uprave znaci da Je

n?
kanoniZko preslikavanje LB; -+ B/byB [s@ p=ast) surjekelija. Otuda je
by e LB, @ time i (Ga,)s™ < 2las™i)y, pa (3) vaRl 1 za a=n. Uz to Je
G = UyngGAys P8 N2 OSNOVU UPravo dokazanog dela tvrdjenja imamp da je

() 2 = 651 e (U GRy)S™! = Uy (GR)S™E,

to jest I ¢ r{as™)*, 1 prema tome L#Ltas“lj*, Sto prema II, Teorema
1-3 uprevo znall da je r=gs”! desnl euk!idski podskyp prsteng as™i, o

KOROLAR 1-1 _

Neka je s desni denominaton pratena a. Ake je prsten 2 eukfidshi
zdesna, onda fe takav & praten as™i. Ako je pusten a2 A-euklidshi
| zdesna L sCr(a), onda je fo sfulaj L sa prsienom 571,

porAz. Prvi deo tvrdjenja sledi neposredno iz prethodne Teoreme 1-1 2@
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G=a%. Za dokaz drugog dela tvrdjenja stavimo L=R.({a). Kako je prsten
A L-euklidski zdesna, prema Tecremi I-I skup 5™l je euklidskl zdesna
u prstenu as~!, Qtuda e tvrdjenje bitl dokazano ako dokaZemo da vaZi
(*} 15 I=R,(as"1). Neka je ax"?e1s™? sa aelL i xes, i pretpostavimo
da za neko by~? iz as~1 va¥t  (a/x)tb/y) =0, Neka su cead i zeS takvi
da je (**} xc=bz. Tada je 0= (a/x})(b/y)= (ac)/u, | dakle acs=0 za
neko seS. Kako je a,sef i. SCR{A), i1z acs=0 sledl c=0, 3to sa [#*%])
i ze8 daje b=0, 2 time | b/y=0 u prstenu a2s5-1, Otuda je rs™! podskup
od Ry(as~1), | |

Neka je sada a/x proizvoljan element iz RifaS“I},_ i pretpostavimo
da za neko beld vail ab=0. Tada je (a/x}(xb/1}=0, pa u prsteﬁu-ﬁs‘“i_
mora biti xb/f=0, a time | xbs=0 23 neko se&8, pa sliino prethodnom
zakljuCujemo da mora biti b=0. Dakle je acl, tj. ax~leas~l, a time i
Ry(as™1) ¢ rs~f. Otuds i tvrdjenje, O

Prvi deo tvrdjenja iz Rorclara I-! u slufaju komutativnog prstens
2 dokazan je [(nezavisno)] i u samuer [1]. Inale, svaki desni euklidski
domen zadovo!ljava desni Ore-cv uslov. iz Rorolara I-! 2za S$=R(A) sledi

da je Az teio kome je A potprsten. Otuda se svaki desn! {odnosno levl)
euklidski domen moZe utopiti u telo. '

TEOREMA 1-2

| Ako je A komutativan euklidski prsten, c=Rea) £ 4. odgovarajuéi
praten nazbomaka nad A, tada fe svahi "medfuprsten M (ACMCAL]
euhlidski £ oblika M=ag za nekd multiplikativan podskup s od a.

pOKAZ. Kako je prsten A komutativan, jasno je da je ¢ denominator u A,
pa je prsten Ay euklidski, DokaZimo da je M=Ag za neki multiplikativan
podskup {a time | denominator} § prstena A. Stavimo

{7} s e {xea: xtex}

{x~? je inverz od x u prstenu A,). Neposredno se proverava da je 5 de-
nominator u &. Uz to prsten M sadrii svakl od elemenata ax™! sa aca |
xeS, pa je AgCM. Obratno, neka je b proizvol jan element prstena M. Iz
XCAg sledl da za neko acad | x€06 vaii b=asx. Pri tome su u prstenu



4 svi ideall glavni pa je [¥}] eaa+xa=ci. Stud. je a=cp, x=gy, KaC
i

i ceq, pa iz [#*%] sledi pu~+yv=1. tz istih raztoge je yeG, p3 posles

3b

%) cpu+cyvmeo 28 Neko Dhusi,vE 2. Kako je xweoy=ye | oxe5, hics

L ]

dnja jednakost {u prstenu Aa) daje y”my"‘fpm-v, $dryge strane fmamo

(8] b= a/x = {cpl/tcy) = p/v = ¥7ip,

£to sa prethodnim daje y™i=pusv. Uz to Je u,ved, BCH i beM, pa mora
biti y~ien, a time | ye§. Dakle je b=p/y sa pea i ye§, pa je belg.
Otude je MCA., | prems tome ¥=Ag. Sada euklidnost” ﬁrstena Ag sledt
direktno 1z kerolara I-1. U

PRIMER 1-1. Neka je A kemutativan euklidski domen, X prsten razlomaka
nad A i1 P neprazan peodskup skupa N=ll{a}) svih prostik elemenata prstens
A. Tada Jje |

2

() Bipy ® {%sx:_ per = pib}

euklidski potprsten prstena K. Lravide, svaki mediuprsten M izmedju A
i K je oblika R,py 2& neki podskup P od L. Posebno, ako je re{p}, tada

je prsten A{pj lekalni i (™ (neN) su jedini njegovi pravi ideall.

Zaista, ako je § = A-{Upcppa) skup svih elemenata a iz A koji
nisu deljivi ni sa jednim od elemenata iz P, nepogredno se proverava da
4@ § multiplikativan podskup of & za koji vazi Ag=A;py. Otuda I prvi
deo tvrdjenja. § druge strane, ako je § proizveljan denominater w A 4
P skup svih prostih eiemenata pell koii ne dele nijedan element skupe
5, tada je A py=3ag (naime, ako je G zasidenje skupa § bide Ago=Apg).
Kako je uz to, prema Teoremi =2, svaki medjuprsten M, ACHNCK, oblika
M=As za nekl multiplikativni podskup & prstena 2, imame I drugl deo
tvrdienja.

~ Najzad, ako jJe Pw= {r}, tada je element &/b inverzibilan u prstenu
B= A, ako i samo ako pla. otuda je L=B~U(B) upravo skup svih a/b
iz B za koje je p{a, i dakle L= (& . 0 upravo maé._i da je prsten A(p)
lokalni i da je {p) njegov maksimalni ideal. Dalje, kakc je svaki ideal
H prstena Ap; = A, oblika H=1Ig za neki ideal I prstena A, to za neko

acl vaii H= (ad)g. Domen A je sa jednoznalnom "faktorizacijom", pa za
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neko neNy 1 cta wvaii a=plc sa p|c. Tada je H upraveo skup svih beB

koji su deljivi sa pP, i dakle H= (p). Otuda i tvrdjenje. [

TEOREMA 1-3 |

| Ako e ¢ multiplikativan desni euklidski podskup i p odgovanajudi
c-euklidshd defekt 6-ca prstena 2, tada e { s={1}up multipli~
kaiivan podskup prafena A. “

Ako je s desni denominaton u prétenu & |&to de, na primen, s{gurno

biti ako je s u centrn z(a) pustena al, tada fe skup Gg euhlfidshi
| zdesna u pratenu Ag.

DOKAZ. Neka je a,beD, & time | a,beg. Kakﬁ je ¢ca® multiplikativan
pedskup prstena A, bice abeG | ab#0. Dalje je G=DUGA®, pa je abeD
i1i abe@a*. Pretpostavimo da je abega®. To znall da za nek! ordinal o
vail abeGa®, to jest da je kanonifko prestikavanje Ga* +i/aba surje-
keija. Jasno je da je tada | kanonicCko preslikavanje ga*-+a/aa surje~
kcija, pa je aeGa*, a time | aeGa®, 3to jeu supreotnosti sa ufinjenom
pretpostavkom agD, to jest a£6-GA'. Dakle je abep, pa jé p, a samim
tim | &, multiplikativan podskup prstena 1.

Ako je $§ desni denominator u prstenu A, tada na osnovu Tecoreme 1-]
vazi {*}) (ca*ys~! ¢ weas~1)*, gde je anss‘“zxc:s. Dalje, iz DC g siedi
da je svaki element a/x aeD, xe$ 1z Dy inverzibilan u pretenuy Ags. Uz
-to je acpDCG, pa je i a/x £Ggs ti. a/xeH, | dakle a/x €EH{AG)". Qetuda
je {*%) Do C H{RS)". Sada na osnovy [*] 1 [**%] jedno za drugim imamo:

{10} H= Ge = (GA*UDJg = (GA®)s U (Dg)
C H{Ag)" U (Dg)

= H(ASJ' »

Ste 838 H(Ag) CH daje H=H(Ag)', pa je H=Gg desni euklidskil podskup
prstena A, (Ir, rh. 1-3}. Otuda i tvrdjenje u celini.

KOROLAR -2 |
Ako zo eubBidshi defeht p komutativaeg pratena & vaii DCR(A), 4
ako fe s=pu{1}l, tada je prsten a5 euklidski.
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poxaz. Kako je 2*uD=a% | DCR(A), bide abea’ i1l abeD za sveke g,kb
i2 D. Raded! slifno k2o pri dokazu Teoreme 1-3, zakljuCujemc cane role
biti abed", pe je abeD. (Primetimo de to ne stedl direktno iz 7h. 1-3
jer skup A% ne mora biti zatvoren u odnosuy na mneienje,] Preostali deo
dokaza je istovetan sa odgovarajuéim delom dokaza feoreme I-3 za G=2°,

jer je {zbog komutativnosti prstena A} skup § denominator u A. -

Ako je p desni T-euklidski defekt prstena & | s=pu{s}, tada je
s multiplikativan podskup prstens A. Uz to, ake je 5 desni dencminator
u 2 {Eto de sigurno bitl ake je prsten A komutativan}, tada na osnovu
reoreme 1-3 1 Korolara 1-1 neposredno zakljufujemo da Je odgovarajudl

prsten razlomaka As T-euklidski zdesna. O

PRIMER 1-Z2. Neka je ﬁ_prdizmljan komutativan domen, K polje razlomaka
nad B i A=RB{X]. Ako B nije polije, tada je euklidsko jezgro prstena 2
uprave podskup U(B) prstepa B (IX, Primer 1-1)}. Unija § skupova {1} i
BU-urB} je denominator prstena A koji je sadrian u euklidskom defektu
od A. Lokalizacija Aq prstena A na skupu $ je uprave prsten K{x]. Kako
je K polje, bide prsten A, euklidski. Uz to euklidski defekt prstena A
nije zasidenje skupa 5 (jer, na primer, XxtA nije proizvod elemenata iz
skupa §). Ctuda, ako je D euklidski defekt prstena A I ¢=pui{ll, tada
su Ag i Ag rezliditi euklidski prsteni za koje je SCG. O

Ako je prsten B komutativan onda je takav | prsten as=pg{x]] svih
formainih redova po X sa koeficijentima iz B. Otuda postoji prsten ra-
zlomaka nad prstenom B{[X]]. Oznalime ga sa Bi(x}l. Jasno je da je B({{x}]
raiirenje prstena B{x}. Uz to, ako je x prsten raziomaka nad prstenom
B, bide pllx)) ¢ xl{x)}. Primer prstena g=2 pokazuje da tu ne mora blti
sllx)l = xlix}). Ako je B=r polje, tada je svaki element iz x[[x]] pridru-
Zen nekoj potencijl od x. Otuda je prsten k{ix]] euklidski, 1 x({{x)] Jje
upravo lokalizaclja prstena ki{lx]] na podskupu s= {1,x,%%,..}, 1| dakle
kiixh = x{xy {1/x] . Ako je B xemutativan euklidski domen, tada prsten
Bllx]] ne mora biti euklidski, ali je to slulaj sa prstenom a[x]] [1/X]
(p. SAMUEL [1]]. Dokazacemo da sii&no tvrdienje vaZi 1 za prsten oblika .
a2 = glix,f,¢l (to jest prsten svih formalnih desnih (f,8)-redova po X
sa koeflcijentima u desnom euklidskom prsteny E}.



Elementi prstena A=B{X,f,8]] su formalni redovi a= I,  Xx"a,, sa
koeficijentima iz prstena B. Pri tome je £:83+B endomorfizam, a § desno
iteriranc f-diferenciranje prstena B. Drugim reCima, § je odredjen niz
preslikavanja §,:B+B (ne¥N) za koja vaZi & fa+b) =98,(a)+d, (b} (neN),
§.(1)=01

(11} 8,(ab) = L 8. (a)l(b) (84 = £},

gde je A2 "koeficijent” uz 7ty "polinomu” p= (Z7K*1§, 1%+, Take,
na primer, ake je f surjekcija, §;=0f 1 dp=0 23 n>i, tada (11} daje
Stab) = Sra)fib)+adi{b), $to uprave znali da je & desno f-diferenciranje
prstena B. Ako je &,=8Ff (neN} zs neko desno F-diferenciranje $:B+B
prstena B, tada se (11) svodi na dobro poznatu Leibniz-ovu formulu 2za
n-ti f-izvod §,({ab} proizvoda ab. IZbir dva formalna reda iz a definise

se na wobiajeni nadin, a proizvod pomodu dodatnog komutacianog pravila
(12} aX = Xf(a)+X*8y(a)+X%8,(a)+++,  (acB).

Za 8=0 (12) se svod! na aX= Xf(a), i tada umesto Awﬁ[[x,lf,ﬁ]] plsemo
samo a=BX,fl]. VaZan je slula] kada Je &,=48PF (nen), pri Cemu je §
niipotentno desno f-diferenciranje prstena B (7.sMrrs [1}). Ako je bar
jedan od koeficijenata a; formainog reda a razliZit od 0, tada demo sa
wia) oznalavati najmanji indeks n za koji je a,#0. U tom sluaju sam

koeficijent ap zovemo poletnim koeficijentom formalnog reda a. O

TEDREMA 1-4

1

Neha fe £:r-+3 aulomornfizam £ & desno Atenirans fF-diferencinange
1 pratena B, 4 cznalime sa Aa=3B{x,£,8] odgovarajudi praten desnih
fommaknih {£,8)~redova po x aa koeficifentima £z prsiena B.

(o) Skup s= {1,x,x2,..} " je Levi £ desni denominaton u prstenu A.
(8] Ako fo é:B~w desna euklidsha valuacija pratena B za koju jfe
par (£,1,) aulomonfizam euklidskog para {(8,¢), Zada je L praten
| ag = Bllx £, 8 {1/x] euklidshi zdesna.

poxaz.{a) Pre svega, na osnovu (12) indukclom po n zakljulujemo da za
svako agB | nen va¥i {*) ax” = xMyg) +xn*tip, pri Eemu je pe=pla,n)
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jednoznaZno odredjen element prstena A. Neka su a=Lx"a, | b=Ix"b,
praizvoljni elementi iz &. Ako je ab=LXx%,, tada za svako new, vaili

(13] = fla )b+ (-] *+agb,,

“n
ori Zemu je .-} suma od konalno mnogo sabiraka oblika h(ai)bj, gde je
i,j<n, a b kempoziclja konalno mnogo §;-ova {sa §,=f}. Tako je, npr.,
C'g”ﬁgbg; szf(ag)bl*albgg C'E#fzfag)bz*ﬁgfﬁl}bl1"51{&5)2)1'*&2&?0*
Posebno je w(lab} »wlaj+w(b), pri Semu u slufaju kada je B oblast celih

vazi jednakost,

DokaZimo sada da je § desni denominator u prstenuy A. Jasno je d@
je svaki element x"es regularan sleva. Pretpostavimo da za neko acgd
vaii axP=0. Tada (13) za b=x® daje O0=f"(a,), pa kako e £ injekcija
mora biti g,~0. Otuda je a=xd sa &=Lx"a,.; (n>0), pa lz axP=0 1
leve reqularnost! od x sledi da je i &x"=0. Radedi sli&no prethodnom,
dobijamo da je a,=0. Indukcijom po n zakljulujemo da za svako nenN vaii
a =0, to jest a=0, pa je X7 regularno 1 zdesna u prstenu A. DokaZimo |
da za svako aca | xes vaii asnxA#0. Neka je x=x" | ax"=Lx%_.
Tada 1z (13} {za b=x") siedi ¢, =0 28 r<n, i dakle wiax®) »n. Otuda je

ax? =xP za neko cca, pa je s desni denominator v A.

Najzad, ako je ¢ =ILx"¢, proizvoljan element iz 4, na osnovu {16}
zakljudujemo da je s~ti koeflcijent u exB oblika f“*5{c5}+ {««}), pri
Eemu u (..) Fflguridu e;-ovi sa i<s. Kako je uz to £ automorfizam prs«-
tena B, za svako aca postoji (tadnc jedno} ccia takvo da je x"a=cx®
(prvo se odredl ¢,, zatim c;, itd.}. Otuda je sanax#Q za svake aca
i xeS, pa je s 1 levi denominator u prstenu 3. (Prethodno tvrdjenje ne

mora da vaii ako £ nije automorfizam prstena A.)

[8} Za dato ueB stavimo qwi‘.x"tﬁn”f“z{u}. Prema upravo dokazanom
delu tvrdienja, postojl talno jedne pea takvo da je Xg=px. Dokaiimo
da za tako odredjeno p vaZl

(14) ux™d = x~lrtey) -p,
Zaista, kake je x inverzibilno u prstenu Ag=a[l/x],mnoiedi jednakost

{14) zdesna sa X dobljamo njoj ekvivalentnu jednakost U#X"Iv}(wpx $a
ve £y, Kako je wvX = XE(v) +X28,(vi+.r= Xu+X q, iz uw=x"lyx-px
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stedi u=u+Xg-pX, to jest Xxg=pX, za Cime se ! 18lo. Sada na osnovu
(#) © {14) zakljuZujemo da za svako ueB i svaki ceo broj mez posto]i
tacno jedan element p=p(u,m) prstena A takav da je

(15) TuX® = xRy e xtly

To posebno znali da se svakl element z=a/x lacaA, xc$) prstena a{1/x]
[to jest prstena agl moZe {na talno jedan nalin) pretstaviti u obliku
Laran-oveg formalnog reda z =1 ... Xx%cg {sa c,#0 za z#0), pri Cemu je
m=wiz} lzvestan ceo broj | c¢geB8 (spm). Ako sa Qrz) oznalimo poletni
koeficijent od zeas {uz dodatnl dogovor da je Qo=0), tada je U=¢ O

desna euklidska valuacija prstena ag.

2alsta, neka su a=I ., x"a, | b=I_ Xx°b . (b,#0} proizvoljni
element! prstena Ag. Kako Je £ autamrfizam, bice | u= " (p_ }#0, pa
kako je {B,¢) desni euklidskl par, postoje &,,re3 takvi da je

(16) a, = udgtr,  $(r)<$tu),

$ druge strane, kako je (r£,1y) automorfizam euklidskog para {B,6), blce
¢ £=¢, a time | ¢=¢ £5 (sez). Otuda je d(u}= (¢ £2°7) (u) = ¢(b,), |
dakle ¢(r}<@(b,}, a samim tim 1 $(x) <yb). Stavimo qgwxm“né’v Tada
na osnovu {15]) | [16} Imamo

[17) bgy, = XUp,xPRG, + xTtle = xR R(p 3g 4 xBHg,
{ prema tome
[13} o = &“bgﬁ #xmr*xm-ﬁipr

pri femu su ¢,d,p lzvesni element! prstena Ag. U s!ui‘iaju.da Je r#0, iz
(18] sledi a=bgy+r, sa w(rg.);ﬂb{r){tp(b). i stvar je gotova. Ako je
r=0, tada prethodni postupak ponovimo zamenjujuél a sa r,, itd. Tako
dolazimo do dva niza {g,} | {z,} elemenata prstens Ae takvih da za nen

vail r,_, bg,+r,, to jest [¥] a = blg,+ +qu)+r,, i pri Zemu je

Vlrg) <¥(b) 110 (g, ) >wlg,), Wiz, 4)>wir, ). Ako za bar jedno newn

vaZl @(r ) <y¢(b}, iz {*} sledi a=bg+r, sa Y(r,l<y(k}), 1 proces je
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zzvrien. U suprotreom za svaki prirodan broj n vail wirp) 2asulryl, kao
i wigneq) >wlg,). To posebno znali da je familija (g,) [nexi zEirljiva
u prstenu 3., pa je g#ﬁﬁa g, POLPUNO odredjen element 1Oga prsiena.
Pudtajuéi u wrypn+irg | (#) da n~o« dobijarc a=bg+ 0. Kako je uz

to U(0) <y(b), imamo i semo tvrdjenje. D

KOROLAR 1-3

1 Uz pretpostavhe £ admboliku Teoneme 1-4 pod {8), reka je B domen,
¢ toelo nazlomaka nad B, k automorfizam telo K dija be restiikeisa
na prstens A podudara sa £, L 8=0. Tada za svake a,be B{X,f]] 44
- w(b) =0 postofd cexllX,fl] za kofe je a=bec.

Praten Ag=Bllx, f1{1/X] Aima desnu eulfidsku valuaedlfu § Lakvu da
za sVakC a,belie, b#AU, posloje g,redg za hoje vaii {*#} a=bg+r
sa Ur<yb, prud demu je nafvise konadnoe mnogo koedicifenata od ¢
| razlidito od nule.

DOKAZ. Neka su a=LX'a, | b=Lx"b, (botl} proizvoljnl elementi iz &
i cwzx%ﬂ formalni red iz xllx,n]l. Tadaje jednakost a=bc u prstenu

kibx,kl] ekvivalentna sa konjunkcijom slededih jednakosti [jer je &=0}:

(19) = Wb Je + L h¥(by J)C (neng)

2 n~s’ s

Kako je b,#0 | h injekcija, bie | hP(b,)#0 za svako neN. Na osnovuy
toga neposredno zakljulujemo da “linearni sistem” po ¢,-ovima, dat sa
(19}, ima bar jedno refenje nad telom X [prvo se odredl oy, zatim ¢y,
| tako dalje). Ako svi c;-ovi nisu u B, neka je n najmanji "indeks” za
kojl je c,ek-B {i dakle c;eB za i<al). Kako su svi ag-ovi i b,~ovi u
prstenu B, iz (19} sledi da za uofeno n mora biti a=h7(by)c, €B. Pri
tome je (B,¢) desni euklidski par I B=hP(by)#0, pa postoje K Py iz
B takvl da je a=8k+y sa ¢{y] <¢(B), i prema tome

[20) o, = x+ By, oLy} <d(by),

jer je B=hBR(by ) =£R(by) 1 $ef=¢. Uz t0 je y#0, jer bi u suprotnom
prema (20} bilo c,EB, Eto smo Iskljucili. Stavimo g = Esm X5¢$ + X0y

i a~bg=r. Tadas je r formalni red iz 2 €ij1 je "poletni koeficijent”
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uprave Yy, pa je a=bg+r sa Y(r)=qQ(y) < by} =Y(b} (u stulaju kada su
a i b formalnl redovi iz al.

Neka su sada 3 | b prolzvoljnl element! prstena Ag. Ako je &,b#0
| w(3)=m, wib)=n, tada postoje formalnl redovi a | b=LX%h, (by#0]
iz a4 takvl da je d=x"a, b=xPp. Stavimo c= EXS£" %(p_). Pri tome je
£ injekctja, pa 1z b #0 sledi da je i cu#fm“n(ba,l#.o, 5to zajedno sa
¢of=¢ daje P(by)=0d(c,), a time 1 Y(by=yY(c). Prema upravo dokazanom
delu tvrdjenja postoji pollinom geea | formalnl red rpea takvi da je
a= ogetry $a wrﬁm;bc:. MnoZedi peslednju jednakost sleva sa x© dobijamo
énxmcgﬂq-r, pri Zemu je stavijeno r=x%r,. Uz to je yr={r,<dc=yb.
$ druge strane, za svake ueB | s£2 Je ux®= x%r%ry), a semim tim |

xSu=f£"S(ux5, {jer je £ automorflzam prstena B}, pa za s=m-n imamo

(21} X%c = D00 X XSES(by) = Lyy0 X2 ES (b X5

= i s

to jest xe=bx%. Qtuda je xmcqﬁ.ﬂ xy¢ “nc)qg = xnbg 53 X‘m“ngﬁ#g,
5to zajedno sa prethodnin daje §w£q+x. Uz to je d¢r) <UY(b)=y(b)y | g
ima najviSe konalno mnoge koeficijenata razlilitih od nuile {jer je to

siufaj sa polinomom g,). Otuda 1 tvrdjenje. [

TEOREMA 1-5 | | s

| Ako je (a,¢) desni euklidski par i s multiplikativan podskup od a
hofi {e sadnZan u cenbuw z(a) prstena a, tada za prolzvoline ele-~
mente a; {1gi<n} 4z s bez zafednidhih Levih faktora, 4 za svako
a 4z A,'pm»tcje. ci,cea takvd da vaii

B -
[22] a 2t ¢+,.....£+“+...,53_
&}-*ﬁn &l ar

da $ici) <draj) {1gisn). Ako fe uz 20 A komutativan domen L s=2°,
L tada fe nastav {22) jednoznadan ahe £ samo ako valuacija ¢ zado-
| voljava uslova (M) o¢la+d) < max {¢a, db}.

DOKAZ. Neka je n=1 | a=a,c+cy S8 Qoy<day. 12 5§ Z(A) sledi da je S

denominator u prstenu A. Kako je a£5 bicde ayc=cay, pa u prstenu Ay
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vaili a/a.=c+C, /8, 2 time § (22 za r=!. Neka je n>i zadat prirodan
brej | pratp&ataviﬁb da tvrdjenje vail za svaxi prirodan broj manjt od
n. kake je u prstenu & svaki desni ideal glavni, postoji c€A takvo da
je a

AL ta3ph = Ch, i dakle

o

PO
{23} a,by ++r+apby = ¢, ag=ccg |(l1gsgnl,

za neke bg-ove | cg-ove iz A, Uz to ag-ovi nemaiu [pravih} zajednickih
levih delitelja, pa mora biti ceUra). Ne umanjujuci opStost moZems u-
zeti da je co=!. Kako ag-ovi pripadaju centru prstena A, mnoZedi prvuy od
jednakosti {23) sleva sa a, | stavljajuéi aﬁﬁmbs, dobijamo a=1 bga,-
Stavime p=a,»-a, i oznalimo sa ;;5 proizvod koji se dobije kada se u
proizvody p izostavi faktor a.. Kako Je ag€2Z(4), bice p=p.a, {1¢sen)

| prema tome b.a./p=bg/pgs 5t0 sa {(*} a/p = bya,/pp++bpya,/p daje
(24 )  a/p = by, /p, +++ b.J/p, .

Uz to je svakl od p.-ova proizvod od po n-~i razlicitih elemenata skupa
{a;»..s2,}, pa na osnovu induktivne pretpostavke svaki od “razlomaka”
bsfps u prstenu ag ima rastav oblika ¢22), 5to zajedno sa {24) znali da
za neke d_-ove iz & vaZi {#*) a/p = d,/a, ++-+d, /a,. Najzad, kako je
za n=1 tvrdjenje veé dokazano, postoje g.-ovi | ¢ ~ovi iz 4 za koje Je
d/a, = g. + o la, B de, < dag l1¢s<n), pa stavijajuél g+ g =c
iz (%%} dobljamo rastav (22) sa $cg<tag (Igs<nl).

Neka je sada 2 komutativan domen i §=<2a°. Prema I, Teorema 2-5, ¢
zadovoljava uslov (M)} ake i samo ako za svako aea | bea’ postoje je-
dnoznaino odredjeni elementi g,r€a takvi da je a=bg+r sa pr<¢b. Na
osnovu toga, iz jednoznafnosti rastava (22) neposredno sledi da valua~
cija o zadavmijava uslov (M) [dovoljno je uzeti n=1 i b=a,}. Obratno,
ako ¢ zadovoljava uslov (M}, indukcijom po n neposredno  zakljudujemo
da 0=0/p ima jednoznalan rastav oblika (22} {naime, mnoZedi (22) sa a,
na desno] stranl dobljamo sumu od n-1 razlomaka, itd.}. Jasno je da su

tada svi rastavi oblika (22) [sa ¢c < dag) jednoznalni,

Ako valuacija ¢ zadovoljava uslov (M), tada za svako acA | bgs
postoje ag-ovi iz 4 takvi da je a=I 0" "Fa, {0¢sen] sa da <¢b za |
s>0, a time i a/bf = ct+oy /bt /DY, fo <db (1gsgr). O
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Neka je I ideal prstena A. Za element acd kaZemo da je L-regularan
sleva {[zdesna) ako za svako bed vaZi{ abel =» belL [batl => bel}.
Element a Je L-regularan (i1} regularan u odnosu na datl ldeal L) ako
je L-regularan | sleva | zdesna. Jasno je da se {leva, desna) regular-
nost u odnosu na nula-ideal u prstenuy & podudara sa uobifajenom {levom
desnom! regularno3éu u tom prstenu. Sa Rgla,rL), Ry(A,L) 1 R(&,L) ozna-
Zavademo redom skupove svih elemenata prstena 2 kojl su lzdesna, sleva)

regularni u odnosu na ideal L.

Za prsten a4 kaZemo da je prost ako za svaka dva njegova ideala r
| ¢ va¥i Le=0 = {L=0 v G=0}, 3to je ekvivalentno sa tim da za svako
a,bed vail aab=0 => [a=0 v b=0}. Prsten A je poluprost ako za svaki |
njegov ideal L va%i L?*=0 => L=0. Za ldeal P prstena 2 kaZemo da je
prost {poluprost} ako je takav prsten A/P, to jest sko za svake a,bEa
vaii Implikacljs aabcCp => (aep v beP] [odnosno: azaaCP => acp),

Pod invarijantnim elementom prstena A podrazumevamo svaki njegov
element a za koji Je ada=aa {coun [10]}. Skup svih takvih elemenata u
prsteny A oznalavademo sa I(A). Glavne ldeale prstena A generisane ne-
kim Invarijantnim elementom zvacemo njegovim invarijantnim idealinma.
Regularan element acd je Invarijantan akko su az, Aa cbostrani ideali
prstena A. Ako za elemente a,bel vaZl al=hba, tada a | b ne moraju da
budu pridruZeni zdesna u prstenu A. Dalje, ako je L =aa=aAb obostrani

glavni ideal prstena a4, tada ne mora biti L=cd=Aac ni za jedno ¢ iz A.

TEOREMA 1-6

[ Neka fe p prosi ideal desnog euhlidsheg prstena A. Ao fe prsten A
neterovshi sleva, lada je skup $=R(A,p) svih p-regularnih efeme-

nata prstena a multiplikativan podskup od a, 4 za svake aca 4 xes

vaii aSNxA#0. Ao fe uz o SCRy(A), S je desni denominaton u

| praden A, L prsten A fe euklidsh{ zdesna.

poxaz. Neka je x,ye£s. Tada iz xyacp sledl yaepP, a time i azep. Slilno
iz axyep sledt acep, pa je xyes, 5to sa fes uprave znali da je & mu-
ltiplikativah podskup pr.atena A. DokaZimo da za svako aea | xes vaii
asOixa #0. Zaista, kako je ideal p prost, A/p Je prost desni euklidski
I levi neterovski prsten. Otuda je Rra/pP) desni denominator uw prstenu
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A/P (GoLpIE (2], Th. 4-1). Kako je X=x-F regularne u prstenu A/P akko
je x£5, postoje yeES i bega takvi da je 3G =%c, | dakle (*] ay-xb=r
Za heke rerF.

¢ druge strane, svaki desni ideal prstenz 2 je glavni, pa posto]i
cod 28 Koje je aA+FXA = CA, i dakle auexvs=¢, a=oa,, X*=CX, 28 neko  u,
v,Xgs&p £ A&, Otuda (%} moZemo zapisati u obliky {%%) cofapy-xgb) =r. ba-
lje, kako je prsten & neterovsk] sleva, bicde to i prsten A/P, p38 S€ U
prstenu A/P levi 1 desni detitelji 0 pocdudaraju [GOLDIE 11, Lema 3-9).
Otuda je Rg(A/E)=R(A/P), & time | Rg(A,P)=R(A,P)=S.

Kako je P obostran ideal prstena A, zceP poviafl zcxyep, to jest
zx ¢ P, pa xS daje zeP. To upravo znali daje c € Rg(4,FP), a time 1 ceS.
Uz to je zeP, pa iz ff;“*) sledi agy-xgb=r, sa r,eP | r=cry. MnoZedi
jednakost au-xv=C zdesna $a Iy, i stavijeajudi urg=p i vrg=g dobijamo
ap=xg =1, Sto sa [*] daje a(y~p) = x(b=q). Dalje, ry,eP poviall p,geb,
pa stavijajuéi y,=y-p 1 b;=b-¢, bide y,=Y, tj. y,eS5, 5to sa ay, = xby
daje asnxA# 8. Otuds i prvi deo rvrdjenja. =

la dokaz drﬁgag dela tvrdjenja doveljno je dokazati da je svako x
iz & regularno sleva u prstenu &, & time i SCR(A}. Pretpostavimo da za2
neko xes | aea va¥l xa=0, | stavime L, = {cza: He=0}., Pri tome je
(Ln) {nen) rastuéi niz desnih ideala desnog euklidskog prstena A3, pa u

nizu {z.) mora biti jednakih Elanova. Neka je Lp=Lp;q. Kako je x“es,

)
n
srema dokazanom delu tvrdjenja postoje yes | bea takvi da je ay = x"b.
Uz to je xa=0, pa mnoZeli prethodnu jednakost sleva sa x dobijamo da
je o0=x"*1p, To znall da je bE€Lpysyy & time I berL,. Otuda je xPh =0,
ito sa ay=x"h daje ay=0, pa kako je yes t STRy(A), mora biti a=0.
Prema tome, za svake aca | xes vaii xa=0 => a=0, $to zajedno sa

SCRg(A) znali da je i SCR(A). Oruda 1 tvrdjenje u celini. {]

PRIMER 1-3. Neka je & desni euklidski prsten o kome je bile redi u II,
Primer 1-2. Ako je e=Mpy, tada Je E=eA chostran ideal prstena A. U2
to je ee= (0, pa ideal £ ne sadrii ﬁijecﬁan regularan element prstena A.
Prsten A je neterovski sleva. Zalsta, ako je I proizveljan levi ideal
prstena A i G = {M,; a,berixl}, tada se neposredno zakljucuje da
skup B=ING generise levi ideal I (jer je AI=1I}. Oznacimo sa u=MN.,
bils kejii od elemenata skupa H, pri demu je b pelinom po X% minimalnog

stepena, 1 sa vméqu bilo koji od elemenata iz H, pri cemu je a ¢ Lx%]
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polinom sa minimalnim “neparnim” stepenom. Kako je LiX) i levi i desni
euklidski prsten, posle Xraceg racuna dobijamo da je svaki element M,
iz H oblika

Y

{25} Mxy = MuBH&b + Mma‘qu

.

za neke "skalare” wa,f,r,s€K. Otuda je H CAutAdv, pa kako je u,vel i H
generatrisa (levog) ideala I, imamo I =Au+ Av. Dakle, svaki levi ideal
I prstena 2 ima dvodlanu generatrisu, pa je prsten A neterovski sleva,

i dakle zadovelijiava uslove Teorems [-6,

S druge strane, neposredno se proverdva da za svako u,v iz A vazi
UVAVC E  => (uelB v veE), pa je ideal E prost. Pri tome je R(A) =A-E, a
samim tim I R{A,E) C R{Aj. Otuda je, prema Teoremi 1-6, skup S=R(A,E)

Je desni denominator prstena 8 1 prsten Ay je euklidski zdesna. [

KOROLAR 1-4
Neka jeo a prost desnd euklidshi (L84 glavnoidealshi) praten. Tada
za svakd prosi {nvardfantan Ldeal p prstena A2 vaiil R(A,P)CR(A}.

Ake fe uz Lo prsten A nelexovshl sfeva, Zada fe shup rR(a,p) desni
| desominalon u A.

1

DOKAZ. Jasno je da drugl deo tvrdjenja sledi iz prvog dela | prethodne
‘Teoreme l-6. lato dokaZimo samo da je svake a iz S=R(a,p) regularno u
prsteny A. Pretpostavimo da za neko xeca vail xa=0, & time | xacp.
Kako je a P-regularne, mora biti xep. Dalje, ideal p je Invarijantan
pa za neko ced vaill P=cA=Aac. Uz to je ¢ regularan element prstena
A f(corpre (3]s Lerma 1-1). Indukcijom po neny zakljulujemo da za svaki
prirodan broj n va¥i xec®p. Neka je 1 ideal prstena 4 generisan sa x.
Tada 22 neko b iz Rra) vazi r=ha. Pri tome {2 xec®2a | ca=ac sledi

Lcea=ac". Otuda za svako nen postoji b_ca takvo da je (*) b=b.c"

Ako je Lp = {uca: we™ell}, tada je [1,) {nen) rastuéi niz desnih
ideala prstena A, pa medju njima mora biti jednakih. Neka je Lpy®Lpays
Tada iz b, cP*l=ber sledt b, €Lppgr 8 time § b, €L, Otuda jJe
bpyycPel, i dakle b, ,c=bv za neko vead. MnoZedl prethodnu relaciju
zeesna sa ¢, na osnovu prethodnog debijame b=bve. Uz to je b erra) pa

za n>0 vazi I=vc, a time i P=a. Prema tome, 2a P#0 mora biti L=0,
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to jest x=0, pa je atRg(A). §ligno zakljulujero da je acs regularno
i sleva u prstenu &, 3to zajedno s@ prethodnim daje SCR(A), & time i

samo tvrdjenje. O

2. PROIZVOD 1 DIREKTNA SUMA EUKLIDSKIHM PRSTENA

Ako je I neprazan skup indeksa i [a;) [ier) proizvoljna famiiija
prstena {sa jedinicama}, tada cemo sa TNA; lier) oznafavati njen ideka-
rtovski] proizved, a sa 94, (ier) njenu direktrnu sumu. U siulaju kada
je A, =2 23 svake iel, umesto DA i GAy pisacemo redom At 1 2{% . 7a
r1=1{1,..,nt= {1,n] koristidemo uobifajene oznake za proizvod 1 sumu od

konafno mnogs prstena [odnosno modulal.

Prema II, Korolar 1-2, proizvod dva desna euklidska {A-~euklidska)
prstena je desni euklidski {A~euklidski} prsten. Jasno je da to vail |
za proizvod od kona&no mpogo takvih prstena. 3 druge'gtrana, proizvod
[kornacno mnogo) prstena je samo jedan primer projektivnog limesa odre-
djene projektivne familije u kategoriji ANN, pa se samo po sebi namede
pitanje da 11 prethodni rezultat vaiZi | u tom stufaju. Na neke teskode

u vezl sa tim problemom ukazuje naredna Teorema 2-1.

U prvom poglavlju (I, Definicija 1-4) je uveden pojam kategorije
desnih euklidskih parova, koju demo oznalavati sa EUC. Ako je F= {f,h)
morfizam u kategoriji EUC, neposredno se dokazuje da je £ monomorfizam

u kategoriji 2wy {jer je h injekcijal.

TEQOREMA 21 |

| (o) Proizvod a proizvelfne familije {a;] {dierl euklidstin prsdena
ne mora bitd euklidski parsten. Pl Leme moZe BAXL L I'=N.

(8] Ako je r dobse wredfen shup, tada je prodzved 2 A-euklidskih
| prsiena a; lier) Lahedje A-qublidaki prsten.

DOKAZ . [t:t) Neka je r=N | a;=R 2za svako ieN. Tada je A upravo prsten
rY svih realnih nizova [sa koordinatnim cperacijamal. Za proizveljno k
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iz ¥ oznalimo sa e, niz 1z & dat sa: ep(k)=1, eLl(s) =0 (s¥k). Ako bl
prsten 3 bio euklidski, tada bi svakl njegov ideal blo glavni, | dakle
oblika aa za neko a=(a;) i1z A. To bl posebno vaillo za Ideal L gene-
risan skupom {e;,e,,..}. Ako je L=aA, tada za neki niz b= (b;] {ier)
iz A vaZi Ek-m'abw {ai){bi) €L, & time i Iﬁakbk* Kake tu k moZe bit‘i
bilo koji prirodan broj, zakljufujemo da je svakl &lan niza a razii&it
od 0. Medjutim, to nije moguce jer je a a-1inearna kombinaclja ep~ova,
pa je najvise konafno mnogo &lanova niza a razlifito od nule. Dakle, u
komutativnom prstenu A=&" svi ideall nisu glavni pa time ne mo¥e biti
ni euklidski.

[ﬁ} Neka je s@i A; Wy (1€} desna euklidska valuaclja prstena By
i oznalimo sa W=INw, proizved familije (w;) (iel) u kategoriji Ens.
Kako je skup indeksa I dobro uredjen, skup W je dobro uredjen u odnosu
na leksiografsko uredjenje. Dokazademo da je sa

(2) pa = {@i&i}; a”(&i)ﬁ:ﬁ,

definisana jedna desna A-euklidska valuacija ¢:4-+ W prstena a. Neka su
a={a;) { b= (b;) redom prolizvoljni elementl iz a2 | R(a). Kako je r¢aJ
upravo prolzvod I R(A;) lieI), bide bj;eR(A;) za svako iel. Prsten Ay
je A-euklidski zdesna, pa postoje g¢;€A; | r;ER (A.) takvi da Je

Ako je u (2) r =0 za svako iel, stavimo re=(r,)=0. Ako je bar jedan

od r;-ova razlidlt od 0, stavimo r=(%;) i g= (G;), gde je I ;=r; |

F;=qg; 2a r;#0, odnosno Fy;=b; | G;=qg;~1 za r;=0. Tada za svako
iel vail a;=b.g.+¥;, a time 1| {*} a=>bg+F. Pri tome za svako i iz I
vail ¢;r <d;b;, sa ¢ 7, < b, 2a bar Jedno ker. Kako je uredjenje
u skupu W leksiografsko, bide ({¢;r;) < {¢;b;}, Sto prema (1) znali da
je {**} ér<¢b. Uz to je reRry(A), 3to sa {*) 1 {#%) upravo zna¥! da

je ¢ jedna desna A-euklidska valuacija prstena a. [J

Neka je (B;) (ien) familija desnih euklidskih prstens, a= us;, |
za svaki prirodan broj n stavimo A, = B;x.-xB,. Ako je £, “kanoniZkl”

monomorfizam prstena A, u prsten A, tada [desna} euklidnost prstena a,
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poviali euklidnost potprstena P, = fo(8,} prstena A. Te posebno znadi
da je (P,} (pc¥) jedan tanac ldesnih] euklidskib potprstena prstena A.
Radedi sliZno kao pri dokazu Teoreme 2-1 pod la) zak!julujemo da unija
p "uzlazne” familije euklidskih prstena P, (neX) ne mora Bitl euk!idski
prsten. lz Teoreme 2-1 takodje sledi da postoji komutativan A-eukiidski

prsten koji nije euklidski.

TEOREMA 2-2
| Neka je I dobro uredjen shup £ {Py,Fjyl pmje,fzi;ivm 1-4amilifa u
kategoiifi Eve, pri Gemu fe Py=1{a5,6;) £ Fyy=lfi5,h; ) ligi).

Ako fe (a,£;) profektivnd £imes pho fehtivie IwﬁaffMﬁ (3;,£54) u
hategori f£ ANN, 4 ake za svako ier desna euklidska valuacifa ©;
zadovolfava uslov (#) ¢ (atb) € max {ma, %b) fa,bea;}, Lada L
- pusten A ima desnu euklidsku valuacifu kofa zadovoljava uslov {M).

DOKAZ. La actd pésmji talno jedno a;€A; takvo da jg fia=a;, pa cemo
pisati a= (a;) (izI) {uz napomenu da demo za proizvoljno presiikavanje
£ umesto £(x) pisati i fx}. Pri tome za igj vail (#] f; = f;;ef;, pa
za a=(a;)eAd Imamo a;= f;4a: (i,j€r, igj). Ako je ay=0 za bar jedno
ier, tada je 1 a=0. Naima, za j<i Je ay f - -f ;0=0, dok za 1g¢3

imamo O=a;=f;sa4, @ time P oag=0 [;er je f:.j mnar*.arfzzam}.

Neka su a=(a;} I b=(b;) redom proizvoljni elementl iz A, odnosno
A%, Tada je b.#0 za svako iel. Kako je ¢, {(desna; eukllidska valuacija

prstena Ay, postoje g ,r; 12 A takvi da Je
{3) &y = biqié-ri ’ z}':ir_i < ¢lhl (1el).

DokaZimo da g=({gy) | r=(ry) pripadaju prstenu &, to jestda za Ig] vazl

gy f_},qj i ri’“fijfj' Kako a,bsa, iz aj = byqy + I stedl {za 1g7)

to jest {**} a,=b. ‘33.“'1',1’ gde je g;= £;59540 fizfijrj‘ Uporedjujuci
rejacije {3) 1 {**} dobijamo (8] F;-r; = bi(q;-q;)y T; E;eA; (1eI),

Stavimo a=max{¢,r., ¢;r;} T B=9¢;b;, Kako valuacija ¢; zadovoljava
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ustov {M}, bie | ¢;(r,~r;}<a. Ako bl bilo ¢;#q@;, tj. q;~4; #0, tada
bi tz (5} sledilo

(5] @ > G (F-r;) = ¢;(b;a;-G;)) » ¢;b;.

§ druge strane, ESTIRITY je morfizam {desnog euklidskog) parﬁ (3j,¢j]
u par {a;,¢;}, pa je hyjods= ;oL 4 Uz to funkclja h;; strogo raste,
pe $ir, *€¢jbj poviadll hij':bjrj < hij¢jbj’ to jest ¢ifijrj < d’ifijbj’
| prema tome ¢,F,<¢.b;. Otuda jel a<¢;byy, Sto je u suprotnosti sa
relacijom (5). Dakle, mora biti §;=qg;, 8 samim tim I Z;=r;. To znali
da za svako i,jE€X (igj) vazi rinfijr~, qi#fjjqj, pa je r,gtl, za
Cime se | islo.

Ake je Wy = ;:(A;), oznalimo sa W profzvod JIW; (ieX) u kategoriji
Ens. Kako je skup I dobro uredjen, bide i skup w dobro uredjen u odnosu
na lekslografsko uredjenje. Neka je ¢:a-+w presiikavanje definisano sa
ba = (@iai} (ier}, gde Je a=fa;y) (iex) prolzvoljan element prét&na A
Prema (3) za svako aca | bea® postoje g,rea za koje je a=bgrr. Uz
to je ¢ér = {¢iri} < {¢;b;) = ¢b, 3to sa prethodnim upravo znall da Je
¢ jedna desna euklidska valuaclija prstena 3.

DokaZimo sada da | valuacija ¢ zadovoljava uslov (M}. Heka su a |
h proizvolini elementi prstena A | pretpostavimo da je ¢ag ¢b. Tada je
$ra; < 9b; 2a svaxo iel. Naime, ake je 0 minimalini &lan skupa I, tads
iz ¢a={¢ja;) < {¢;b;) =¢b sledl $pa, € Ogby. Pretpostavime da za neko
sel vall dgag> dobg. Tada je | hggdgae > Bogdgbg, S0 58 ho do= ¢of,g
| focde =8, fogbg=b, daje ¢ea,>9,by, a to je suprotno prethodnom
zakljufku. § druge strane, svaka od valuacija ¢; zadovoljava uslov (&)
pa za svako Iel vaZl h¢£(ai-bi,l € $.b,;, 3 samim tim { ¢(a~b} € &b, £to
sa Oda g o> upravo znall da 1 valuaclja ¢ zadovoljava uslov {M}). Otuda |
tvrdjenje u celini,

KOROLAR 2~1

| Neka je r dobro wredfen shup 4 {a;) {iez} opadajuél Zanac potprs-
tena neheg prstena B. Ako svabki od prstena Ay Lma desnu eukfidshu
valuacifu $; kofa zadovoljava usfov {m}, { ako za svake i<j vaii
;125 = ¢4, tada & prsten a = nag (ie1) 4ma euklidshu valuacisu
hofa zadovoljava usfev (M},
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DOKAZ. Stavimo W, =&.(0a,), ieI. 1888 I3 swerl fed wvakl oW, D oW, AR
Y . ros -

wf

sy F i L1k, e karonitke injekiije, neposrelni se proves

ijsag Rl R

rava da su za Pimmi,ﬁi} i Fye= (£i50055) ispunjeni usiovi Isorene
2-2, pa je & =f.£m &y desni euklidski prsten koji ima bar jednu cesny
euklidskyu valuaciju ¢ koja zadovoljava ustov (¥). Sdruge strang, jasrg
je da je &= N e 2 orojektivni limes projektivhg famitije (nz,_._.r ;) U
wategorijl ANN, p& su prsteni A i & tzomortnl,

TEOREMA 2-3

b Neka je lr,¢) desnd filter L F= (py,Fs;) li,7e2, igi) Anduktivna
familijo u Rategoriji evc, gde fe Py= (23,65} 4 Fy;=1f55,05]
Ake za svake i<j vail hyzety=¢y, dada u kategerlji EUC PCALCIA
indubtivadl Limes {p,F;l ﬁ-mnc',&ijﬁ F. Ako fe prd toeme Fo=(f£,050 4
p=(a,0), tada je |a,£;) dndubtivid Lirmes farilije {2, £5;] (ier)
1 u kalegoadlfi ANN.

poxaz. Jasno je da je {Ai, ji} induktivna famillje u ANV, Kako e (I,<)
desni filtar, femilija (4;,f5;) ime induktivni limes (&,f;) u Ratego-
riji aun., Dokafimo prvo da je prsten A euklidskl zdesna., Pre svege, zs

svake aca postoji bar jedno ieI 1 a;ed; takvi da je a=f;a,. Pri tom

+
B

za svako i,jer vaii

{6) fiai = .fj&j Ll ¢J.'al E @;;EJ,
Zaista, kaks je 5y injekcija za svako i j, bicde to slucaj i sea svekim
od morfizame £; ljer je XKer({f;) = Ujy; Ker(s m}f* Calje, kake je 7
desni filtar, za svako i,7€7I posto}i bar jedno s€rI 23 koje je £,7«¢s,

4
4‘;
¥y

a time | f;=fgefg;, £j=1fgofgy, Uz to dijegranm

£y

—
A

{7} \ Ag f
/ %5

A
|
P2
| -
A

komutira, pa fiaixfjaj daie fgfma* w f F .25, 1O jest fo.a;=F.;a;

(jer je £, injekcija). Otuda je Ggfgiay = Cglfgjays, U}, Gja;=Gjas, 3
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samim tim- I (6}, Prema tome, ako za acA vail a=f;a; 1 a=f.a,, tada

R
Je ¢iai’¢jaj* pa je sa
(8} _4}& - ¢iai, a#fi&i £A,

(dobro) definisane jedno preslikavanje ¢:a»¥ prstena A u dobro uredjen
skup W= ;. rW; [Eije je uredjenje Indukovanc uredjenjima skupova w;).
DokaZimo da je ¢ desna euklidska valuacija prstena A. Za proizvoljno a
iz a1 b&a postoje i,jer | a;ely, bieA; za ko je je anfiai,. odnosno

P
b= f3b4 Pri tome je i,j<s za bar Jjedno scI, pa je

(9] & = fiai - fﬁfﬁai = fsas R

i sliCno b=f.b,, gde su a =f .a. | b =f b, Clanovi prstena ag. Uz

5 Tg3”3
o je foq injekcija pa je | b #0. Kako Je {a.,¢.} desnl euklidskl par,
postoje g ,r €A, takvi da je as#b$q$+'r$ 58 Q.r, < §. b+ Otuda, ako

stavimo g=feg, | r=f.r., bice
(10) a = fia, = £ (b,g.+r,) == bytr,
sa dr=¢.r. | Db=ob., | dakle dr < ¢b, pa je ¢p:a-+w desna euklidska

valuacija prstena 2, a time | (A,¢) odredjen objekt u kategorlji guc.
Dalje, prema (8) je ¢ja;=da=¢fia; (a;ca;), pa dijagram

fa.
Ay 2 - 2,
(11) Jor 2|5
. .}i

komutira za svake igid (i,jel). Ako je W= ¢ra), tada iz (11} sledi da
je Fy= (£y,15 morflzam objekta {A;,¢;] u objekt {a,¢} u rUC, kao | da
2a svake i,jer, igj, vail F; = FjoFqi.

Najzad, neka je {B,y} objekt i Gy = {gisuz) {ieX) morfizam objekta
(2;,¢;} u (B,y]. Ako za svako igj vaZi Gy = GjoF ;) dokaZimo da tada
postoil taine jedan morfizam ¢« (g,u} od {A,¢} u {B,P) sa svojstvomda
za svako iel vail ¢;=Gor;. laista, za igj iz G = GyoF sy siedi da je
g;=gjofiis kao i uj = ugoly= Uy, Neka Je s fiksiran element iz I Kako

za svako ier postoji ker za koje je i,sgk, bide g ® Uy =up, @ time |

.
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u; = ug za svako iel. Stavimo ug=u. 3 druge strane, (2,£;) je induktivni
Vimes familije (Risf55) (i,5er, i<j) v ketegoriji ANN, pa kako fu to]
kategoriji) za morfizme g :a;+B vaZi g;=gsofy; (1,7€l, i<i}, postoji
tafno jedan morfizam g:A—B takav da je g; =gof; za svako iel. DokaZ imo
da je G= (g,u) morflzam para (&,¢) u par (8,y) koji zadovoljava uslove
tvrdjenja.

Naime, kako je G; = {g;,u) morfizam para (A;,¢;] uw par (8,9}, bide
u¢; =Pg; za svako ier, Bto sa g; = gf; daje u¢; = (Yglf; (ier). Sdruge
strane je $;=¢f;, pa za svako iel, ajEay vail udf;a; =ygfia;, a time
| {udla={Ygla (aca). Otuda je ud=1yg, pa je ¢ odredjen morfizam para
(a,¢) u par {B,0]. Pri tome se neposredno proverava daza svako i€l vaii
G; = GoF;. Najzad, ako | morfizam G= (5,4} para {a,6} u (B,¥) Ima Ista
svojstva, tada Gi#éuﬁ‘i daje d=u | g;=gef; (iel). Kako u kategoriji
ANN vail (A,f;]) = Eﬁ'ﬂ(ﬂi,fji}_, iz gg=gefy, gy=4Fef; (icI) sledl §=g,
a time | &=6. Otuda | tvrdjenje u celini. O

KOROLAR 2-2

| Neka je r wredjen shup £ (P;) {ier} familija desnih euklidskih pa-
nova Py ={a;,¢;) Ako fo {a;) lier) nrastudd Lanze poiprsiens nekog
prstena B £ "*"i“‘ijlﬂi (i,7ex, i<jl, tada je & & = U;.,A; desnd
euklidsi potprsten pralena B. |

DOKAZ. Ako je W;=¢.(A;}), neka su fj':ﬂi“"*"j i hjimi""'wj kanonicke

injekcije {sa igj), 1 stavimo Fog=(£550B440 Tada je (PysFs1) jedna
r~induktivna famliija u kategoriji £UC koja zadovoljava uslove Teoreme
2-3. Kako je uz to 2 objekt induktivnog 1imesa fami]ije_mi,fji} U AN,
tvrdjenje sledi iz Teoreme 2-3. inale, prema "komentaru" uz Teoremu 2-1
prethodno tvrdjenje ne mora da vaZi za proizvoljan rastuéi lanac desnih

eukl idsklh potprstena nekog prstena. [

TEOREMA 2~4

| Ako su A,B,C euklidshi pustend, Zada tenzorshi proizved purstenc A
L B nad pratenom ¢ ne mora bitl eukldidski prsten. Otuda sfedufe da
Teonema 2-3 ne moera da vaii ahko (r,¢) nife desnd {iltan,

DOKAZ. Neka je I#{i,j,k} I stavimo A;=4A, A;= By Ap=(. Ako su prsteni
A.B,C komutativni | ¢ uredjaina retacija na skupu I data sa 1>k, j»k,




a2

tada je objekt 7 Induktivnog limesa odgovarajuée I-induktivre familije

{a,8,c} u kategoriji ann upravo tenzorski prolzvod A x.B prstena 2 | B
nad prstenom ¢, to jest

(12} Lim{a,8,C} = ax.B.

Medjutim, ako su A,B,c komutativni euklidskl prsten!, to ne mora biti
i prsten Ax.B. Zalsta, ako je, na primer, C=x polje, a=k[x], B=Kk{y},
bice Ax.B = k{x,¥Y]. Uz to je svaki od prstena 2,8 1 ¢ euklidski, dok
to nije sluaj sa prstenom xfx,y] = xlxiiyl, Otuda t samo tvrdjenje, 3 -

Ako Je I=1{1,2} sa 1<2, ay=z[x}, a,=0[x 1 £119 235 £y, Odgo~
varajuce kanoniZke injekcije, tada je Induktivni limes Q[x] indukt!vne
familtije {2,,2,} u kategorlji ann euk!idski prsten, ali to nlje slulaj

54 prstenom A,. Otuda u Teoremi 2-3 ne mora da va%! obrnuto tvrdjenje.
U vezl sa tim va¥l:

TECREMA 2-5

Neka je {2;) lier) proizvelina familije pratena. Ako fe prodzvod
A lodnosno dinektna suma B) prstena A; lier) desnd euklidski prs-
Len, onda fe to séufaf i da svakim od prstena A; lier].

-DOKAZ. Neka je B=9;.,2, desn] euklfdski prsten. Heuman_;ujuci opStost
moZemo pretpostavit! da je B potprsten prstena A=7, jer&;r vz dogovor
da a= (a;) iz A pripada prstenu B akko jenajvide konadno mROgo a;-ova
razlicite od nule. Neka je £:tA +B (ier) kanonilkl monomrf:zam, i za
fiksirano se7 | as,b €A, stavimo a=foa, | b=f.bg. Uz to je b #0

akko je b= £ b.# 0. Qtuda, ako Je bFéO0 1 § desna euklidska valuacija
prstena B, postofe g,rcp takvi da je

(13) - a = bg+r, dr < ¢b.

Dokazacemo da je ¢ m@nf desna euk}idska valuacija prstena As. Prvo,

iz a, bea, stedi da je a;=0 1 b;=0 za svako i#s. Dalje, stavimo g={q;)

| r= (r;} (1eX). Yada iz r33; sledi da je rl#ﬂ za svako ié g, | dakla

reforg sa rg €A.. Sada iz (13) sledl a, = b.g .+ 1., gde je GgrX g A,
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I Gerg = CEgrg = X < ¢h = 3£ b, * ¢ler £7 JB I {w:wfsi jedna desna
euklidska valuacija prstena &.. Stidne se dokazuje da desna euklidnost

prstena A=l erA; poviali desnu euklidrost svakog od “fakiora” A;.

Pod restavem prstena A na proizvee prstena A,,..,A. podrazumnevamo
svaki izomorfizam f£:2- 1 A; prstena A na proizvod prstena A; (0<i<n).
U tom stulaju postoje ideali L, prstena A takvi da je Ale%“-ﬁLﬂ, i
tada kaZemo da je prsten A direkina suma ideala L; {l<ig¢n). Uobilajeno
je da se umesto A = Ay Xe o XAL pide & A=A X Xi,. Prema Teoremi 2~5

i IT, Korolar 1-2, prsten A= A,x--xa, je euklidski zdesna ako 1 samo

ake je to sludaj sa svakim od “faktora” A; (lIs<i<nj. N

TEOREMA Z2-6

1

Ako za prave desne ideale U £ ¥ pratena A u kategord 4 mMod, vazi
A = U+v, tada fe prsten a euklidski zdesra ako L samo ako svari
od ddeaka U 4 v ima neprazan presek sa desndm eukbddskim jezgiom
At prslera A.

DOKAZ. 1z 2a=U+Vv sledi A=BxC sa B=3A/U, C=3/V. Otuda je prsten 2
(kao desni z-modul) euklidaki sdesna ako 1 samo ako je svaki od desnih
A-mocdula B 1 ¢ euklidski. $ druge strane, ako desni ideali U i V imaju
neprazne preseke sa A°*, prema II, Teorema 1-7 bicde desni a-moduli A/V

i a/v euklidski, pa je takav i nithov pmizvmd A=BxC.

TEOREMA 2-7

Neka je A desnd euklidski prsten za kofi ua..u, Rg(a)=R(a)=5. Ako
praten A& dma prsden desnih s-razbemaka K, £ afic fe K=K, ++++ K.,
toda postoje desnd euhlidshi pratent A; (1gicn) da sveistvom da
da je Kk, praten desnih nozlomaka nad A, 4 A = Ry XeexAp.

pokaz. |z K=k, ++-+k, sledi da posteji n idempoteninih i ortogonainih
elemenats e;ek; kojl pripadaju centru z(x) prstena K. § obzirom da ey
vomutira sa svakim elementom iz K, bice ;A potprsten prstena K. Ako je
e;=a;/c; REE-T RS tada iz istih razloga vail ce;ea. Uz to je ¢

regularan element prstena 2. Otuda je ceja (O<isn) desni ideal prstena
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A, pa kako je u prstenu a4 svakl desni ideal glavnl, postoj! aea takvo |
da vail

(14} CejA+etce,A = al,

S druge strane je e+ ++e =1, pa 1z (14) sled] egzistencija bar jednog
bea za koje je o= ab. Kako je ceRr(a), bide aERs(A), & time | as:R{A-}
(prema usiovu tvrdjenia). Na osnovu toga, zamenjujuci u (14} ¢ sa ab,
dobijame bej;A+--+beyd = 4. Stavimo A;=be;a (ici<n). Uz to za svako
ifs vaii AiNAg CK;OKg = {0}, pa je Amﬁlx”xan. Kako je prsten a
euklidski zdesna, bice to slulaj | sa svaklm od prstena Ai {1€ign).

Jasno je da ie R(Rj}=A;NR(A}. Stavimo S;=4; N5. Kako je S=r(a)
desni denominator u prstenu A, za svako acd; | xeS; postoje Ly;=yes
i Lby=bed (y;eS;, bjed;) takvl da je ay=xb, a time | ay; = xb; sa
y; €85, pa je §; desnl denomlnator u prstenu A;. Yo znali da svakl od
prstena A, ima desni prsten raziomaka nad A;. QznaCimo ga sa L;. Kako
je A; CKy, neposredno se zakljuluje da mora bit] L;=Ks. {1

Svakl komutativan glavnoldealski prsten 2 je izomorfan direktnom
proizvodu PxQ dva prstena P i O, pri Zemu je P=z,x-»xa, direktan pro-~
izvod konalno mnogo glavnolidealskih domena A;, a Q=Byx++xB, dlirektan
_prolzvod konalno mnogo tzv. specijalnih prstena By. Pri tome za komu~
tativan prsten 5 kaZemo da je specijalen ake Ima bar jedan nilpotentan

eiement beB, sa stepenom nilpotentnosti k, sa svoistvom da svakeo aes
ima tadno jedan rastav oblika

{15} a = ub¥, Ocr<k, wEU(B),

[mm-m {4}, v, 245, ¥\l BOURBAKI {2}, 6-7, Ex., &1, 6]. Jasno je da je

svakl specijalan prsten euk‘iidéki, pa se na osnovu prethodnih tvrdjenja
- neposredno zakl juluje da vaZi:

TEOREMA 2-8 |
Svakd Romutativan euklidshi préten A je LiBL eukfidski domen, {04
specijalan prsten, & proizved kenadno muogo takvih prstema. 0
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Problem rastava rekecmutativnog eukiidskog prstena je znatno teii
i sloZfenlij!l., Prema corprr [3] svaki desni glavnoidealiskl prsten &, koji
je neterovski sleva, i zomor fan je dlrektnom proizvodu i konalno mnogo
desnih glavroidealskih prstena, od kejih je svaki prost ill primaran,
Pri tome za prsten kaZemp da je primaran ako ima najviSe ledan prost
ideal. Kako je direktan prolzvod kenalno mroge prostih {primarnih} de-
snih glavnoidealskih prstena jedan poluprost [odnosno Artinov) desni
glavnolidealskl prsten, $=x¢a} je desni denominator u datom prstenu &,

i odgovarajuci prsten desnth razliomaka Ag je artinovski zdesna. Otuda:

TEOREMA 2~9 h

Svakd desni euklidand prsten A, hofi fe neterovaki sbeva, L{zomo-
nfan je direktnom proizvedu PxQ dva desra euklidska prstena, od
kosih fe prvd poluprosi, a duwgd artinoveki zdesna, Prl tome je P
- {odnosne Q) direhtan proizvod konaino mnoge prostih {primanndh)
desnih euklidskih prstena, Uz Lo je S+=R{A] desnd denominaton u A
L prilen Ag fe euklidshi L arntinovski zdesnz. O

PRIMER 2-1. meka je L proizvelino polie, K polje razlomaka nad prstencm
Lixl 3 fixk-+X endomorfizam polia K dat sa fla)=a (acl} 1 £(X)=x-,
Preten A=X{¥,f] svih desnih f-polinoma po Y sa koeficijentimau polju
K je euklidski zdesna. Uz to je £ monomorfizam pa je A oblast celih, a
time 1 prost prsten.

Medjutim, prsten A nije netercvski i sleva. Naime, kako morfizam
f nije surjektivan, postoji ceX takve da je ce€¥F(K}). Stavimo a= ¥+,
x=¥*1 §=3% rada je Sanax=£. To posebno znadi da skup §=2a% svih
regulérnih_elem&nata,prstena A nije levi denominator u A. XKako to vaili
u svakom levom neterovskom domeny, prsten A nije neterovski sleva. To
znadi da Tecremom 2-9 nisu "obuhvadeni" svi prsteni koji su euklidski
zdesna. Inale, ako je poluprost desni glavnecidealrki praten neterovskl

sleva, moie se CSokazatl da je tad prstern i1 glavnoidealski sleva. [

Ako prsten A =38xC ima bar Jjednu desnu euklidsku valuaciju ¢ koja
zadovol java uslov (M), ornda to svojstve ima | svakl od prstena mx{g} 1
{p}xC, a time | saxmi prsteni B I C.
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0 PRSTENIMA HERMITSKOG TIPA

Mnogt problemi u {linearnoj} algebri su u usko] vezi sa problemom
svodjenja {redukcije} matrica {nad izvesnim prstenom) na matrice nekog
posebnog oblika [dijagﬁnalne, kvazidijagonalne, trougaone, | si.). Prl
tome se odgovarajudi "proces” svodjenja date matrice ¥ nad prstenﬁm A
obi&no sasto}i u uzastopnom mnoZenju [sleva, zdesna) te matrice nekim
posebnim matricama {na primer inverzibilnim, elementarnim, reguiarniml
nad prstenom A. Jedan od klasiinih rezultata u vezl sa tim problemom je
da se svaka matrica M iz M,,{Z) uzastopnim mnoZenjem {sleva 1 zdesna)
elementarnim matricama moZe svest! na neku dijagonalnu matricu formata
mxn nad prstencm 2. | |

KAPLANSKY [ 1} defini‘%’e-desn_i {levi) hermitski prsten A kao prsten
sa svojstvom da za svaku matricu M=[a, b] iz M,,(4) postojl bar jedna
inverzibilna matrica » 1z M,(A) takva da je matrica ¥r {odnosno paT)
donje-trougaona l(odnosno gornje-trougaonal, to jest da za neko ¢ iz A
vaii Mp= [c 0] (odnosno P¥T = [c 0]T}. $vaki desni hermitskl prsten je
desni Bezuov prsten, tj. prsten u kome je sums ma koja dva glavna desna
Ideala takodje glavni desnl ideal. U sltulaju desnog euklidskog prstena
vazi | obrnuto tvrdjenje. Medjutim, jos uvek je otvoren problem da 11

obrnuto tvrdjenje vaZi | u sludaju prolzvoljnog desnog Bezuovog domena.

U ovom poglavliiu bice re&} o0 jednoj klasi prstena sticénog "tipa™,
koja obuhvata {leve, desne) hermitske prstene kao poseban s?qu}.Qtuda
I naziv "prsteni hermitskog tipa”. Sa y_.fa) 111 a,, oznalavalemo ﬁkgp
svih matrica formata mxn nad prstenom A. Za m=n umesto M. (A) pisacemo
samo M, (A}, ednosno A,. Naravno, tada oznake U{An)s R{Ap)s Ra(Anl, 1

tako dalje, imaju uobifajena znalenja. Jedinilnu matricu prstena Mo (A)
- aznalavademo sa E.
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78 element aca kafemo da je desni (lavi) delitelj elementa bea

[

] L]

prstenu & ake vaii beAa [ednosno bcail. Axc le begaafaa, tada kaie~
me da je @ obestrani delitelj oc b. Element & je totalni (i1l potpuni)
deliteli od b ako vali AMA C Refaa. U tom siufaju keZemo | da e deli

b i pifemo alb. inafe, relacija i v prstenuy A ne mora biti refleksivna,

Pod elermentarnom transformecijem na vrstarna {kolonama) matrice ¥
nad prstenom A podrazumevamo svaku transformaciju njenih vrsta (kolona)

jednog od sledela tri tipa:
(p} Zamena mesta dvema wvistama [{kofeonamal matrice M

(#) Muofenfe meke viste {kolore) matrnice M sleva {ednosne zdesnal

nekom fednofom prsiena A;

(L} Dodavarije nekes od vista (kolena) matiice M neke od precstalih
chsta {kolonal pomnofene sfeva [zdesnal nekdm elementom pradera A.

Pod elementarrom matricom reda n nad prstenom A podrazumevamo svaku od

JAFR I - I
matrica prstena A, koja se moZe dobiti iz jedinine matrice £ primenom
neke ocd elementarnih transformacija na njenim vrstama [kolonamal. Jasno
je da je sveka elementarna matrica inverzibilna. Sa &(a;) oznalavacero

podgrupu grupe UfAn,) 5to je generilu elementarne matrice iz an.

-

.

Ako matrica ¥ nastaje iz metrice MEA,.., primenom neke elementarne
transformacije & na vrstama (kolonamal, | ako je P elementarna matrica

koja nastaje iz matrice fea, (odnosno Eea,.) primencs iste elementarne

L)

transformacije 8, tada je ¥=#¥ (odnosno Ma=pzl, 1 obrauto. To posebno

znall da se kvazi-dijagonalna suma p4+p dve elementarne matrice FEdy |

CEA, MmOle pretstaviti kao proizved egtementarnih matrica reda men. L

DEFINICIZA 11

I Neka je & praten (4o L0 bez fedinice) £ B, (ner] mucidpiikaiivan
pedgrupeid prstens ap kofd ne sadeid mulu. Tada za vdz (B} (nen)
kaZeme da fe HERMITSKI akeo zadeveljava wsfov

{7) PEH, A QEHE, m> P, P € Hpu, (neN].

(za svako aea matricw P=[a] formata Ix! poistovedivademo sa samim a.)
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LEMA 1-1
| Ake je [8,) (nen] hermilshi niz nad prsternom a, tada za svako m,n

4 {a},[bleH,, PEH,, QcH, vaul

{2) aPEH,, QbEH,, aP+QbeHy.,, Patb€Hy,.

Ako praten a ima jedinicu 4 ako je [1)eH,, tada je & PHO€ Hpep.

pokaz. Kako je nlz (H,) hermitski i [a),lbleH,, iz [1] neposredno sledi
da matrice S=diag(a,..,a) iz Ay 1 T=diag(b,..,b) iz A, pripadaju
redom skupovima H, | H,. Stavimo U=5+0 | V= piT, to jest

g1 0 PO
ol Q0 | 1 7

Svaki od skupﬁvé He (seN) je multiplikativan grupoid, pa 12 s,pedy, |
T,Q€H, sledi SP,PSE Hy i Q7,TQeH,. 5 druge strane je SP=aP, PS=Pa,
OT=0b, TP=bQ, ito sa prethodnim daje arPecH, | QObeH,.

Kako je Uv=sSp+0r | VU= PS+ T, prema prethodnom vaZl pve ap+0b
i YUs=pra+é bp. Dalje, iz (1) neposredno sledl U,VeHpin, @ samim tim |
UV, VU E H,,,,, 310 53 prethodnim daje preostalil deo tvrdjenja. Ako H; ne
sadrfi matricu {1}, tada iz peH, | Qen, wu opStem sluajune mora da

sledi PFQE Hppys O

LEMA i-2 |
(a) Ako je a prsten sa jedinicom i H_=vUg(A,) Zada je [H} {nen}

| jedan henmitski niz nad prstenom a. Tvadjenfe ostaje na snazé & u

sfucaju da fe H,= Ug(d,), 0dnosno #,=U(a,).

(8] Akoe fe a prsten lsa L84 bez jedinice) & H,=R,(A,), tada je

niz {H,) (nen) hewmitahd nad pratenom A, Analogne tundfenje vaii

| 4 u sfufafu da je Hy=R(A,), 0dnosno B =Rs(A,}.

() Ako je B, =82 ) podgrupa grupe U(a,) genendisana eLementarnim
rairicama Lz A, tada je {H,} (neN] henmiZshi ndz nad prstenom a.
(8) Ako je lm,) lnew) bilo koji od hewnitskih nizova o hojima je
ned pod {a}-ly}, tada za peay, Qea, vazl PiQeld,,. => PeH,, QcH, -
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DCKAZ. (t’.}.} Kako prsten A ima jedinicu, svaki od skupova K. sadrZi bar
jediniCnu matricu {odgovarajudeg reda), I dakle nije prazan, Pri tome
je jasno da nijedan od skuphva B, ne sadriit nulu prstena A,. Dalje, ake
je P,QeH,, bide PX=F | Q¥=F z2 neko X,Y€2Z,, pa (PQ)(YX)=E daje
PoeH,. Otuda je ¥, neprazan multiplikativan podskup od A; DokaZimo da
niz (H,) (neN) zadovoljava uslov (1). Naime, za svako PeH, | QEH,
pestoje matrice Xea, | vea, takve da je pXx=E, | Q¥=F,, a time |

(4] (P Q)(X+Y) = PX+ QY = Ep# Epy = Epyny

Sto sa PIQ, XFY €A, daje PIQEH,, .. Qtuda | samo tvrdjenje pod {a}.

(8) Neka je [a] proizvoljan element skupa #,. Tada je acRy(a), |
dakie ax=0 akko je x= 0. Stavimo Smdiég(a,.'.,a}, SEAL. Tada za svaku
matricu Xxea, vail sx=0 akko je x=0. Otuda je Sck,, pa je svakl od
skupova H, (nenN) neprazan. Uz to je jasno da Je g, multiplikativan po-
dskup od J—ig za svako neN. DokaZimo jod da niz (H,) (rn:N) zadovoljava
uslov ¢(1}. Pre svega, primetimo da za pPeH, [ prolzvol]nu matricu x iz
A, vaZl px=0 akko je X=0. Neka je peH,, Q€H, |

T
z | 7

rofzvolina matrica iz A , pri €emu Je xca. 1 7ex. . Neposredno se
m+n 1
proverava da tada vaZi

(6] (P+Q}V = {M | PY:I,
oz | or

pa (P+)}v=0 poviaél PX=0, PY=CO, QZ=0, OT=0, 510 sa PEH, i QEH,,
daje xX=0, Y=0, Z=0, T=0, to jest v=0, | dakie piQE€H,,... Posebno,
ako je neka od matrica p 1 O reda 1 dobijamo Implikaciju (1).

{y] Kako je po samoj definicijl m, muitiplikativan podskup od Ag,
treba jo3 dokazati da za acU(A) | PeH, vail a+PEH,,,. Zaista, neka
su P: (1¢1ig¢s) elementarne matrice 1z A, za koje vaZi P=p «.P.. Ako
je £ jedinicéna matrica iz A, I 8§, =a+E, 5y = I-F?i (lgigs), tada se |
neposredno proverava da je aftP=][S;, 5to sa S;£8(A,4+4) daje tvrdjenje,
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(«5) Neka je prvo (H,) (neN) hermitski niz o kome je red pod (o) |
pretpostavimo da za neke matrice Pea, | Qea, vail p+QeH ... Ako jJe
v matrica oblika (5) za koju vaZl (p+Q)v=E=E,+E,, tada na osnovu {6)
dobijamo PX=E, | QT'=E,, & time 1| PeH,, QcH,.

Neka je sada (H,) (neN) hermitski niz o kome je ref pod {B}. Tada
P+Q E Hpyp, Poviall da za svaku matricu Veadg,,, vail (p+Q)v=0 akko je
v=0, Posebno, ako za matrice Xega, | vea, vail px=0 1 Qvr=o0, tada
(PO} (X+Y) = PX+ QY = 0+0=0 daje X+¥=0, to jest X=¢ i Y=0, a samim
tim 1 PeH, 1 Qed,. Otuda | tvrdjenje u celini,

DEFINICTJIA 1-2

la matrnien Med . haZemo da §je DIJAGONALIZABILNA u odnosu na dati
hermitshd niz {u,) (new) rad prstenom a ako postofe matrnice pesy,
{ ger, {ahve da fe matrica | |

| | | |

(7] H o= puQ

dijagonadia. Ake fe uz fo Mw=diagla,,a,,..} 4a a ta,,q lr=f,2,..)
tada govorime ¢ ELENENTARNOT dijagorallizabilnosii date matrice M,

2a prsten A kaZemo da je prsten sa elementarnim deliteliima u odnosu na
"hermitski niz (H,} (neN) ako je svaka matrica nad njim elementarno di-
Jagonalizabilna.u odnosu na niz (H,}. Posebno, ako je H,=U(A,), tada

kaZemo samo da je A prsten sa elementarnim deliteliima [I{;?EPMNSKY [I]} .

DEFINICISA 1-3

| Pod pzswrim (LEVIM] PRSTENOM HERMITSKOG 7TIPA podrazumevame sveki
prsten a nad kojdm fe svaka matrica formata 1x2 {odnosno 2x1) di-
fagonalizabilna u odnosu na nefdl fiksinant hermitshi niz (m,) nad
Zom thi‘am.

Ako Je prsten 3 hermitskog tipa i sleva 1 z2desna u odnosu na isti her~
mitski niz, tada kaZemo samo da je prsten 3 hermitskog tipa u odnosuna
taj niz. Pod (levim, desnim) HERMITSKIM PRSTENOM podrazumevamo svaki



prsten A koji je [sleva, rdesna} hermitswor tipa y Cdnosu ra hermitski

ntz Hp=uU(a,) (aerassky [11).

Ako je u Definiciji I3 niz (H,) neki od hermitsxin nizova R(&p),
Rstin)s Rp(E.) © kojima je red u Lemi 1-2 pod {Z), tedz kalemc da je A

redom {(fesni, levil T-ESRMITSKI, A-~EERMITSKI, A~HERMITSKI prsten. O

LEMA 1-3

(o) Domen & je desnd A-hermitski pasten ake £ same ake zadevedjava
desnd Cre-ov uslov. Deand nefewouvsks demen fe A-hermdaid zdesna.

(8] Ake u desnom A-heunitskom prstenu a vaid Ry(x) € Rg(z), tada
tada u pratenu a vazi desnd Orne-ov usiev,

(v} Svaki {Levi, desnd) hermiiski prafen a je T-hermitshi, ali ne
| 4L cbaatne.

poxzz. (o) Neka domen A ima desno Ore-ove svojstve. "a"s za svako acej
i bead postoje ceal i dea takvi da je ac=bd, to jest ac+bd=0 |{sa
d= ~d). Dtuda za svaku matricu P#[p el {p,¢ €A) vall

g d
3 fa bilp ¢t = fa 01,
g &
58 d=az+rg. Ake le p=0C | ¢=c neposrednd sg provers o da fe matrice F

regularna sieva, pa je prsten & A-hermitski zdesna. Luratne, ake je A
desni A-hermitski domen, tada za sveko acgd i beaA® posteji leve regu~
larna matrica P za koju va3i (8), a time i [(*] ac+bd=0. Pri tome je

*

c# 0, jer bi u suprotnom zbog bER(A) morzlo biti | =0, ps matrica p

ne bi bila regularna sleva. Qtuda | tvrdjenje.

[B) Neka je aca i beR(a). Kako je prsten A A-hermitski  zdesna,
za bar jednu levu regularnu matricu Pea, vaii {8). Qtuda postoje c,d
iz 2 takvi da je (**} ac+bd=0. Pri tome element ¢ mora biti regula-
ran. Naime, kako je Ro{A) CRz(R}, u suprotnom bi za bar jedno xea® bilo
cx = (. Tada mnofedi [#*] zdesna sa x dobijamo .bc:“xmi.'*, Sto zajedno sa
beR(A) daje éx=0. No, to bi znalilo da je 2-[0 x}1T=0 sa x#0, 3w je
nemoguce zbog leve regularrost! matrice Fed,. Naime, matrica Pel, ja‘

regularna sleva akko za svaku kolona-matricu Xega,, vall PX=0 => X=Q.
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Otuda je ceRp(a), a time | ceR(A}, 3to sa prethodnim znall da prsten
A Ima desno Ore-ove svojstvo.

- {y) Jasno je da je svaki [levi, desni) hermitsk! prsten a u Isto
vreme | T-hermiﬁtski (steva, zdesna]. $ druge strane, prema xarransxyi}
svaki desni hermitski domen je | desnl Bezuov prsten. To posebno znadi
da, na primer, prsten Z[x] nije hermitskl. Medjutim, prsten a=2{x] je
| neterovski, a time 1 T-hermitskl domen. {3

TEOREMA §~1

I} Ake je a desnd praten hermitskog tipa u odnosu na {hermitski) niz
(Hpl (newn), tada za svaku malrnicu MeMp,(2) posiofi matrica ped,
| Lakva da fe matrica r=Mp donfe Lrougaona.

DOKAZ. bokaZimo prvo da tvrdjenjé vail za m=1, to jest za svaku matricu
¥ formata Ixn (neN). Za n=1 to je jasno, a za n=2 tvrdjenje sledi di~
rektno iz definiclje desnog prstena hermitskog tipa. Neka Je n>2 zadat
prirodan broj | pretpostavimo da tvrdjenje vaZl za sve prirodne brojeve
- manje od n. Ake je M= [a .. a,}, stavimo B={a, .. a,}, tj. M= [z, B].
Matrica B je formata Ix{n-!) pa prema induktivno] pretpostavci postojl
matrica peH,.; takva da je matrica $= 5o daﬁje trougaona, tj. oblilka
S={b 0.-0] za neko bea. Za prolzvoljne [alexn, stavimo U= [o]l+o. Tada
je ved, I vail

(9] - mu=[a, Bl-{la)J4g) = [a b 0..0],

pri Cemu je a=a,qa. Ako je Scr, matrica za koju vail {a bls={c 0} |
| D=diag(a,..,0) matrica iz H,_ 5, stavime v=g+p. Tada je VEH,, pa
kako je 1| ven,, bide pP=uven,. Uz to je MUV} = (quiv = {c 0..0],
pa imamo | samo tvrdjenje.

Pretpostavimo sada da tvrdjenje vail za svaku matricu B koja ima
‘manje od m vrsta (m>! fiksiran prirodan broj}, i neka je ¥ proizvoljna
matrica {z A,,. Sa 7 oznalimo prvu vrstu, a sa G podmatricu od ¥ koja
nastaje iz matrice ¥ uklanjanjem njene prve vrste F. Kako je tvrdjenje
veC dokazano za vrsta-matrice, postoji matrica XeH, | cea takvi da je

FX=lec 0..0}. Tada je Mx={c] 0], pri Zemu je S izvesna matrica koja
ima m-1 vrstu. X185



103

Kako matrica S ima manje od m vrsta, posioji matrica YEH,. , za koju je
matrica V=SY donje trougaona. Akc je [blel,, stavime U= [bl+y. Tada
je UeH,, 5to sa XcH, daje P=XUcH,. Pri tome je

(10 xp=[plx.lb ] ol={¢ o}[bq‘czs #(a o1,
TEE R

sa a=ch | L=Kb., Kako je uz to matrica v donje trougaona, prema (10) to

je slu€aj | sa matricom Mp. Otuda | tvrdjenje u cellini. [J

KOROLAR 1~1

| Za svaku matrdicn Me Ay, nad desnim lodnosne Levdm) T-heamitshim
j prétenom & postofi regularna mainica pea, lodncine gea,)l Zakva
da fe matnica mp {odnosno oml donje Drougacna {goanfe thougaonal.

Analogno tundfenfe vaidi L za svaki desnd {odnosno Levd) hermitski
prslen (kapcansky {1]).

Ako je svaka matrica formata 2x2 nad hermitskim prstencm A dijagonali-
zabilna, onda je to stulaj i sa svakom matricom ¥ nad ... | 2 je prsten
sa elementarnim deliteljima (EAPLANSKY [1]). Kasnije ¢emo dokazat! da
slian rezultat vaZi | za TI'~hermitske prstene.

TEOREMA 1-2 |

Ako fe A desnd A-henmitski praten, onda je £o sfulaj £ sa svakim
od pralena M (a) lnew). Analogne tundfenfe vaZi £ za s-hermitskhe,
cdnosno T-hermitske pratene.

DOKAZ. Treba dokazati da za proizvoljne matrice r,6 iz 7, postojl leva
regularna matrica PeM,(A,} takva da je

(11 (r, 6] -F = [H, 0},

pri Zemu je H lzvesni element prstena A,. Kako je prsten 3 A~hermitski

zdesna, postoji leva regularna matrica » = [Jf }'] iz M, (a) takva da
je matrica T data sa: Z W |
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(12} :rur"c;xrwfro

1 01t ; W g4 v
donje trougaona. Pri tome su X,¥s...V kvadratne matrice reda n, i dakle
odredjeni elementi prstena A,. Oznalimo sa p matricu Iz prstena ¥ (Ap)
koja “"odgovara” matrici p, to jest shvatajuél x,v,Z,w kao clanove prs-

tena A,. Tada iz (12) sledi (11) za neku matricu PeEM,(A,). Joi treba
dokazat] da je tako odredjena matrica p regularna sleva u M, (Ap).

L]

Naime, za BEAs, U prstenu Ay, vail PB=0 ako | samo ako je BB=0
u prstenu M,(a,). S druge strane, kako je matrica p regularna sleva u
prstenu Aoy, 12 PBE=(0 sled! PR= 0, to jest B=0, a time | B=o0. Otuda
i tvrdjenje. O

LEMA 1-4 |

| Ako u desnom A-hermilskom prstenu A vaii Ry(A)=R{(A), fada fe «
prstenu a, trougaona matrnics r regularna sleva ako L samo ako je
| %o stulaj sa svakim elementom njene dijagonalu u pratenu A.

DoKaz. Pre svega, 1z Ry(a)=R(a) sledl da je svaki desni delitel] nule
u prstenu A istovremeno i levi delitel] nule. DokaZimo prvo da tvrdje-

nje vait za svaku donje trougaonu matricu

4131 X4 4

(13) p o= | 221 222 0

L]
*

4pt ®nz2 -+ nn

tz prstens a,. Neka je x= [xl,“,xn}f prolzvol jna matrica formata npxl
nad prstenom a. Tada je TX=0 ako I samo ako vaZi

d11%; = 0,

(24) 8%y tayx; =0,

Apy Xyt 8paXy o r g S .

Pretpostavimo da je svaki od elemenata a;; (l1gign) regularan sleva u

prstenu 3. Tada a,,x,=0 daje x,=0. Sada za x;=0 1z (14) sledl a,,x,=0,
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i dakle x.=0, S51i&no zakljulujemo da je »x.=C, itd. Otuda je x=0, pa je

matrica T regularna sleva. Primetimo da uprave dekazinl deo tvrdjenja

vazi | bez pretpostavke ggfg,)wﬁm).

Dokalime sada da je usliov 1 dovpljan. Jaspo je da tvrdjenje vagl
za n=]. Neka je n>1 flksiran prirodan broj i pretpostavime da tvrdje-
nje va}ili za svakl prirodan brol <n. Ako je matrics TEAL data sa [13)
regularna sleva u prstenu 4,, tade Je a,, regularne sleva u prstenu 2.
Naime, u suprotnom bl za bar Jedno xcia? bilo a,,.x*=0, pa bi za matricy
X= (04,0 x}7 vailleo rx=0 sa X#0, 3to Je suprotno pretpostavci da je
matrica r regularna sleva.

Qznacime sa & komatricu pelja (n,n) matrice 7. Matrica 5 je donje
trougaong | reda n-l. DokaZimo da je i ons regularna sleva., Zaista, u
suprotnom bi za bar jednu kolona matricy ye - gﬁﬁ]i", v#0, bilo
Y= 0. Stavimo

(15} a8 = La,y; {1gi<n)}, bea,, .

Prsten 2 je A-hermitskl zdesma pa postoj! cea | leva regularna matrica

Pw= [u x] takvl da je [a, Bl-P#* [o, 0], 2 time | [*] axspu=g. Ako
vy
bl za neko z# 0 bilo xz=¢, tada bi iz {*}] sledilo byz=0, 2 samim tim

i yz=0 (jer je b regularno sleva). Neka je U= [0 g]%. Kako je pu=o |
matrica P regularna sleva, mora biti Ue 0, Otude Je z=(, t]. xeR (%),
a time | xcRrta).

Stavimo x;®yix (1g£i<n), xp=yg, Ve [X,..05%0,4), X= [x,,00,x,)
Tada je v=yx | Xw= [V x,]. Dalje je s5Vv=5vx=0x=0, pa na osnovy (¥} i
(15] zakljulujemo da je | {**] Ix=0. § druge strane, kako g Y¥# 0o, 8
x regularno | zdesna, bife veyx#0, | dakle X#£0, Mediutim, to je ne-
moguce Jer je prema pretpostavei matrica 7 regularna sleva, dok prema
prethodnom vaZi 7Xx= 0.

Prema tome, matrica § mora biti regularna sleva. Uz to je matrica
§ reda n~1, pa na osnovu induktivne pretpostavke sveki od "elemenata"
aj; (Igi«n) njene glavne dijagonale je regularan sleva u prstenu 2.

Kako je uz to i a,,cR(A), bide 1 svaki od elemenata glavne dijagonale
matrice 7T regularan sleva.

U stufaju gornje trougaone matrice 7 dokaz je aralogan prethodnom,
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samo $to se prve zakljull da Je element a;, regularan {sleva} u prstenu

A, dok je & komatrica polja ¢1,1) matrice 7. O

TEOREMA 1-3

L Ako je A desnd A-henmilshi prsten, fada za dvaki priredan brof n
vaii omplikociia

(16]  Rg(A)=R(A) => Ry(Ap)=R(A,).

Ako uz Lo puslen a dma fedinicu, fada u svakem od pratena a, (new)
| vaii Po=E => QP=E. | - |

DOXAZ. Neka je u bilo ko}a leva regularne matrica iz a,. Prema Teoremi
1-1 postojl levae regularna matrica Pea, za koju je matrica o= xp donje
trougaona. Pri tome je | matrica 7 regularna sleva, pa kako u prstenu

A vaZl Ry(a)=R(A), svaki element glavne dijagonale matrice

211 o ¢

[16) T w8y B3z 0

%ny ®nz - 4an

je regularan sleva, a time | zdesna {rema 1-4). Neka Je x= {xij] bilo

koja matrica iz a4, za koju vail x¥=0. Tada je x7=xMp=0, | prema tome

(17} (XT);p= X3,9Typn = Xynapy = 0
za svako lgign. Kako je ap, ER(A)}, mora biti Xin=0 (1£ign) pa je
prva kolona matrice x nula-kolona. Na osnovu toga, slino zakljulujemo

da je 1 (n-1}-va kolona matrice X jednaka nuli, itd. Prema tome, mora

bitl X=0, pa le matrica ¥ regularna i zdesna.

DokaZimo sada 1| drugl deo tvrdjenja. Neka za matrlce P,QEA, vail
PQ=£, Tada je matrica Q regularna sleva, a time ! zdesna {prema upravo
dokazanom delu tvrdjenja}. Ako je gp=g, bide opo=350, to jest OF=spo,
i dalje (s-gjo=0, §to sa QER(A,) daje E=g=0p, Otuda | tvrdjenje. O

PRIMEDBA 1-1. Za prsten A (sa jedinicom) kafemo da je SLABO n-KONACAN
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aro za svako U,VeEd, vail (v=E <« VU=Z. Prsten A je SLABO KONACAN
ako je slabo n-konalan za svaxi prireden broj n. Ako je prsten 2 slako

n~konadan i m«n, tade je prsten A4 I slabo m-kenaéan.

TEQOREMA 1-4 -

Neha je a slabo T-konacan prsten & B, =Uy{a,) inen). Ako je pua-
Len & heamitshi zdesna (8feva) u odrosu na niz {a.}, tada je on 4
slabe konadon, a Léime £ hermitshi zdeswa (sfeva) .

DOKAZ. Trebe dokazati da za svako npew i U,ved,  vall Uv=E e vU=E,
Za n=1 to sledl iz pretpostavke da je prsten a slabo 1-konalan. Neka je
n>! fiksiran prirodan broj 1| pretpostavimo da je za svako men préten 2
stabo m-konalan. DokaZimo da je tada"prs-mri A i slabo n~kaonacan, tj. da
28 svako w,vea, vail (*) uvv=Eg = yu=g, Neka je prvo

a O | b F
W e[ P
x|y | el s

pri Cemu su ¥ | ¥ kvadratne podmatrice reda n~1. Tada iz uvv=Eg sled]
(k%) ab=1, ar=0, Xb+¥Y6=0, XP+¥H= E,.y+ Kako je prsten & slabo
I-konacan, iz ab=1 sledi ba=1, pa je F=ba-Fsbfar}=0, ito 23 jedno
sa {**}) daje YH=E [sa E,.¢=E}. Kako je prsten & slz:: (n-1}-konaan,

bide | HY=F, | prema tome VU = [_.L | G}. S druge strane, na osnovu
Ga+HX | E

relacija (**) imamo Xb+YG=0, to jest f£7¥:b+m'c;=a, pa kako je Hy =&,

bide G=~-HXh., Otuda je Ga+HX = HX - HXba = HX-HX =0 , Sto sg prethodnim

- zakl juckom daje vu= g,

Neka su sada v | v prolzvoljne matrice iz A, z2 knje vail vv=r,
Kako je prsten A hermitski zdesna u odnosu na nlz (H,), prema Teoremi
-1 postojl leva jednota P prstena 2, takva da je matrica 7=yup donje
trougaona. Neka je ¢ bllo koja matrica iz A, za koju je PQH,&*Q Tada iz
UV = £ sledi (UP)(QV)=E, | matrice UP | Qv sy oblika (18}, pa na osnovy
dokazanog dela tvrdjenja vail Qv.UP=x. Mnoledi tu jednakost sleva sa

P, a zdesna sa @, dobijamo (PO)(VU)(PQ) = PO, 8 time | VU=g. 0

PRIMEDBA 1~2. [a} Pod (unutrasnjim} RANGON matrice M (MfO) formata mxn
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nad prstenom A podrazumevemo najmanji prircdan broj r sa svojstvom da
rostoje mtrice PEM, (A} 1 QeM, . (A} za koje je M=PpQ. Oznalavademo
ga sa {(M). Rang matrice nad desnim glavnoidealskim domenom jednak je
rangu slobodnog modula Sto ga generidu njene kolone {vrste). To vaii i

za matrice npad desnim Bezuovim dopenon.

[ﬁ) Za prsten A kaZemo da ima INVARIJANTNG BAZISNO svojstve, ili
da je prsten sa INVARIJANTNIM BAZISNIM BROJEM (kratke IBB), ako svaki
slobodan A~modul ima jednoznadan rang. Netrivi jalan prsten A nema IBB
akko za bar jedan par (m,n) razliditih prirodnih brojeva vazi A% =a",
Svaki slabo konacan prsten A ima invarifantno bazisno svojistvo., Prsten
sa IBB ne mora biti slabo konadan {comn [ 1).

(Y) Za elemente u; (l1gign) desnoy A-modula M kaZemo da su li-
nearnv ZAVISNI ako postoji vrsta-matrica aw= {al +» 8,1 nad prstenom
A& takva da je ("} wujay;+-+usa, =0 1 a#0. &ko je uz to aa#0 za
svaki "skalar" aed®, tada kaZemo da su elementi u. (lei<n) TD~LINEZRNO

£
ZAVISNI. UV suprotnom za te elemente kaZemo da su linearno NEZAVISNI,

odnosne T-LINEARNG NEZAVISNI. O

TEQREMA 1-5
[ Svaki deand A-hermidshi (LLL hermitshi) praten ima invarijantno

bazisno svofatve.
DOKAZ. Prsten & ima invarijantno bazisno svojstvo akke npe postoji par

raziilitih prirodnih brojeva m | n za koje su moduli a0t i A7 izomorfnil.

U "matridnoj " terminologiji to znali da prsten 2 ima IB5 ako | samo ako
ne postoje matrice Ued,. | Vea,, takve da je

x

(19} | Uv = E,, VU = E, .

Pretpostavimo da za neke matrice U | v nad prstenom a vaZl {15}, gde je
m#n. Neka je, na primer, m<n. Prsten a2 je A-hermitski zdesna, pa po-
stoji leva regularna matrica J?EAn za koju je Up jedna donje trougaona
matrica. Fri tome je broj m vrsta matrice vp manji od breja n “njenth"
keiona, pa poslednja kolona matrice yr mora biti Jednaka ¢. Qtuda je |
posiednja kolona matrice vup nula-kolona. Medjutim, to nije moguce jer
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iz druge ocd Jedrnakesti (19} sledi vip=7. huire, Kekt je ratrica PeEz,
recularng sieve, cng newa nuia-keiona. Prema tore, ne moZe Biti maen.
Zbog simetrije re mole bitl ri zn<m, pe 128 mole da vaii jedino ake je

m=n, Otuede 1 tvrdjenje. O

TEOREMA 1-8
1 Ako je rang r=pry) matulce onad deside p-heamitshidm prsiencm a

anii o cd bhoja nfendin kedlerr, fada su wnieneg kelene T-L4ncanne za-

VASHE poesn.

DOXAZ, Neka Je Mgz 1 r«<n. Tada postuoje ratrice ¢ 1 v formata mxr i

r<n takve dz je i*} wy=rv. Uz to je prsten 2 A-hermitski zdesna pa Je
matrica vF donje trougacne za tar jednu lewvu regularnu matricu Fliz Z,.
Pri tome je matrica vp formata rxn $8 ren, 5tC sa prethodnim zrnall da

niena pesiednja kolona, a time | poslednja kolona matrice Mp= UVP mora
Bivi ruia~kolons.

$ druge strane, leva regularnost matrice P poviali da za acR ()

P X = {0,.‘.,6,535 mora biti FX# O, dok je MFPX=0 (jer Je poslednje ko-

iong matrice MP nula~kolona). Stavime Ye=2X= [z, .. ar}. Tada je Xv=0O,

@ time | X .a,++¥ a2 = 0. Pri tome je Y2#¢ 2z sveke B# ¢, jer bi
U suprotnom bilo vh=0, to jest FIXE)= 0, pa levs regularnost matrice
> daje Xb=C, & time | ab={. Medjutim, tc nije mogude ler ie element a

regutaran sleva | b# 0., Otuda i tvrdjenje.

KOROLAR 1-2

Rang per) Leve negularng malndice M nad desrom A-heamitshim prate-
noem A fednak fe brofu nfendn koleose., Ake je prsden a desnd {Levd)
nexmditshd domen, Zada vaii £ obnnufe fLvadfenfe. Chrnute turdjenge

| ne moxra da vaii v sfufafu A-hemitskeg prstena.

DokAzZ. Prvi deo tvrdjenja sledi neposredne iz Teoreme 1-6, a drugi iz
Cinjenice da je svaki desni hermitski domen Bezuov {za koji je poznato
da ima svojstvo o kome je reZ). Zato dokaZimo samo da vaZi ! poslednji
deo tvrdjenja. Neka je & = KEX.Y,Z,T‘; xz’mrz] komutativan domen, gde je

Kpoije i X,v,2,7 necdredijene za koje vail XT=¥Z. N2 osnovy Leme l1-3
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Z T
iz ¥,(A), ble CQet(x)=X7-YZ=0, pa matrica X nije regularna sleva u

zakljuBujemo da je 2 desni A-hermitski domen. Ake je H:[x y:l matrica

prstenu 4,. S druge strane, bez teSkoede se proverava da nad prstenom A

ne noze biti N = [a] [p g], pa je p(M)>1, a time t piM)=2. (]
b

TEOREMA 1-7

1

Neka fe a desnd A-heamitshi préten. Ake fe, za bar jedwo aERy(A)
L ban fednu vhetu v matrice XMer,, av Leva Linearna kombinacija
preostalin vasta watnice M, Zade su holone matnice M T-Lineawo
zavisne zdesna.,

Posebno, ako fe A desnd A-hermdlska domen, Zada Lz Leve Eineaine
zavianodtl vasta matrice ¥ Lz a, sledi desna Lineawna zavisnosi
nienih kofona.

DOKAZ, Neka je v=u, . Kako je av leva llnearna kombinacija preostalih
vrsta matrice #, postoji vrsta matrica vy= [bs..b,}, sa by=a, za koju
je (%) ¥M=0. Dznalimo sa U podmatricu matrice ¥ kojane sadrzi jedino
njenu i-tu vrstu. Kako matrica v ima manje od n kolona, bide py<n, pa
sy kolone matrice U I'~linearno zavisne zdesna {Teprema 1-6)., Otuda za
bar jednu vrsta matricu X vail {**} uUx=0 sa Xpb#0 za svako b iz a°.
S druge strane, iz {*} sledi wyux=0, pa na osnovu E{**‘:] zakljucujemo da
da je aM; X=0, §to sa at€Rg(A) daje ¥; X=0. To zajedno sa (%%} znadl
‘da je Mx =0, pa kako za svako beA vail xXb#0, bide kolone matrice M

I'~linearno zavisne zdesna.

LEMA 1-5

Ako je w desnom A-heamitskom prstenu a svaki fLevd regularni ele~
ment {nverzibilan, onda 2o svojstve ima £ svaki od prstena M,(a).

DOorAZ. Neka Je M proizvoljna leva regularna matrica iz 2,. Tada posto]i
leva regularna matrica Pea, takva da je matrica Mp= T donje trougaona.
Pri tome Jje | matrica 7 regularna sleva. Dalje je Ry(a)=R(A), pa na
osnovu Leme I~ zakljulujemo da svi element glavne dijagonale matrice
e moraju biti inverzibilni u prstenu a. Otuda za svaku kolona matricu
Yy formata n matricna jednalina TX=Yy ima {taino jedrno) reSenje Xx=s5Y¥

{naime, *odgovarajudi® linearni sistem Je trougaoni sa Inverzibiinim



111

dijaconalnim” koeflicijentime . Pri torme matrica 5 ne zavisi od ¥, pa
kako TSy =Y, to jest (IS-E}y=0 vaii za svaku matricu YeXn,(A), wora
bitl 7S=E. |

tz v8=£ | Mp=7 sledi X(pPS) =2, pa je matrica M inverzibilna, a
matrica U= PS regularna sleva u prstenu A,. Kake je R;(A) =R{a), prema
Tecremi 1-3 matrica U je regularna 1 zdesna. Ake je UM=X, bide MU=XU
to jest U=xU, pa desna regularnost maetrice U daje X=E. Dakle je UM=E,
pa je matrica & inverzibllina | zdesna. QOtuda | tvrdjenje. [

TEQREMA 1-8 |
Ako fe A desni A-hewmitshi praten £ screa) deand denominaton u
A, fada je 4 prsfen Ag A-hermilshi zdesna,

DOxAZ. Neka su a/x | b/y (a,bek; x,ye8) proizvoljni elementi prstena
As. Kako Je prsten 24 A-~hermlitskl zdesna, postojl leva regularna matrica

Pﬂn[p r] iz &, takva da je [a, blPy = [h, 0] sa hea, 3 samim tim i
Qg s

(20 Fa/x b/y] [xp xr] =[n 0].

¥qg g8

Oznalimo sa P drugu od matrica na levoj strani w (20).1 dokaZimo da je
ona regularna sleva u prstenu M,(Ac). Pretpostavimo da 2za neku kolona
matricu X = [c:/’u, d;"v]T (a&,d‘sﬂ; u,ves) vail Px=0, Kako su x | y re-

gularpni element! prstena &, iz PX=0 siedi

{21) po/u + rd/v = 0, ge/u + sd/v = 0.

$ druge strane, iz uAnNvs#0 sledi da za neko eca | ze§ vail ue = va.
Pri tome iz v,zeSs sledl w=vzes, a time | weR(a). Ako jednakosti u
(21) pomnoZimo zdesna sa w, dobijamo njima ekvivalentne jednakest! {jer
je w regularno u prstenu A}, pa kako je u™lw=e i viw=2z [u ag) bide

{22) | pee+rdz = 0, gee +s5dz = 0,

Ako je Y= [ce dz]%, 1z (22) sledl pP,¥=0, pa kake je ¥y matrica nad A i

P, leva reguiarna matrica iz A,, mora biti Y=0, a time i ce=0, dz=0.
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Uz to je. z€S, pa dz=0 daje d=0. Sada iz (21) sled! pe=0 1 ge=0, to
jest PoXg =0 538 Xy=[x 0]T, pa leva regularnost matrice Pg u prsteny
A, daje x=0, a time I X=0. To upravo znali da je matrica p regularna

sleva u pratenu ¥, (Ag}, pa imamo | samo tvrdjenje. [

KORGLAR 1-3

Ako u desnom A-henmitskom prstenu a vaddi Ry (&) mR{A) =5, tada fe
s desnd denominater u a, prsten Ag je hermitski zdesna £ u svahom
od pratena M (ac) regulaand & inverzibilnd elomenti se podudanaju..

Posebrno, ako je & homutativan neterovski domen, fada za svako ney
prslen ¥ () dma desnd preten razlomaha.

DOKAZ. 5 obzirom na Teoremu 1-8 treba jof Jedino dokazat! da za svako
acA | xe§ vall asnxa#0. Zalsta, prsten 2 je A-hermitski zdesna, pa

postoje ced i leva regularna matrica P={p r] iz M, (a) za koje vaZi

g s
fa x]p={c 0], & time | f*) ar+xs=0. Pretpostavimo da za neko yea va$]

ru=0. Tada iz (*} sledli xsu=0, [ dakle su=0 {jer je xes). Otuda je
BXx=0 sa X= [0 u]?, pa leva regularnost matrice p daje X=¢Q, a time |
u=(¢. Dakle je res, §to sa (*) daje asnxa#0. Dal je, kako u prstenu
Ag vaZi RolAdg) = R{Ag}, drugi deo tvrdjenia sledl iz Leme 1-5.

Ako Je a komutativan neterovski domen, prema Teoremi 1-2 svaki od
prstena A, je A-hermitski zdesna, | matrica Mea, je regularna akko je

det(M) # 0. Otuda za Be=a, vaZi Ry(B)=R(B), pa se poslednjit deo tvr-
djenja svodl na prethodni sluaj. (0

TEGREMA -9

Ako u A-hernmitskom puf_em A VAZL R,(A)=Ry(A) =8, 4 ako za svaky
matiicu ¥ Az M,(4) pmmje, Leve negularne matnice p £ o za koje fe

matnica PMQ dijagonalna, onda o vaii i za svaku matricy M nad
prslenom A.

DOXAZ. Prsten 4 je A-hermitskl | sleva | zdesna, pa je, prema Xorolaru
1~3, prsten A, hermitski. DokaZimo da za svaky matricu M iz M,{Ag) po~-

stoje inverzibilne matrice v { v iz My{Ag) takve da je matrica D=pmy
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dijagonalna. Pre svega, kako je Ag prsten {cesnin] rezlomaka nad 4, z8
proizvoljne elemente a; (I1<ig<n) tz prstera Ag postojl regularan ele-
ment af$ takav da je az;afs za SVaKo 1¢ig¢n. To posebno znall da za
proizvol jnu matricu ¥ nad prstenom Ag postoji regularan element 2eS 23

koji je Ma matrica nad prstencm A.

Neka je ¥ prolzvoljna matrica 1z X,(Ag) 1 aeS takvo da je matrica
Ma u prstenu M,(a). Tada prema pretpostavci postoje leve reguliarne ma-
trice P 1 © iz ¥,(A) za koje je matrica (*] P(Ma)p=D dijagonalna. Iz
acs sledi da je | matrica a0 regularna sleva u prstenu M,(Ag). Otuda su
matrice U=p | V=20 u prstenu M,(Ag) i lInverzibilne (Rorolar 1-3}. Uz

to je UMV=D, za Cime smo 1 811,

Kako je prsten Ac hermitski {recrema 1-8), i kako je svaka matrica
iz X,(&g) dijagonalizabilna, prema XAPLANSRY (2] bide takva 1 svaka ma-
trica nad prstenom Ag. To posebno znall da za proizvolinu matricu ¥ nad
srstenom A postoje inverzibllne matrice U | v nad prstenom 4 takve da

je matrica
(23] UMYV = D
0

dijagonalna {nad prstenom Ac). Neka je »£S regularan element prstena A
za koji je vb matrica nad 3. Kako je prsten 2 1 A-hermitski sleva, a2 uz
to Rg(A)=R(A}, bice 5 i levi denominator u A, pa postoji a2€5 za koje
je 1 aU matrica sa elementima Iz prstena A. Najzad, neka Je ¢ regularan
element iz 2 takav da je D=aDybc jedna matrica nad A. Stavimo p=al,
O=Vbe | D=aD,bc. Tada su P,0,D matrice nad prstenom A, i prema (23]
varli pMo=D. Uz to su matrice P 1| o regularne {sleva}, dok je matrica

D dijagonalna. Otuda | tvrdjenje. O

KOROLAR 1-4

1 Za suahu matricu M forrmata mxn wnad obosiranim neterovskim demenom
4 postofe Leve negulann matrice PEAy A QEA, iakve da fe matrica
pMp = p dijagonalna Pal tome se u cpdtem sfulafu matrice p 4L 0 ne
mogu zamenditd Anverziblinim matnicama v £ v rad prsfenom A. O

PRIMEDBA §-3. za desne (leve) ideale I i J prstena A (sa ili bez jedi-

pice) katemo da su SLICNI, i pisemo InJ, ako su desni (levi) A-modulli
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iwmc:rfni\. Ako su a,b regularni elementi prstena A, tada je aAaNbA ako
i samo ako je Aanib., Za elemente a,beA kaZemo da su SLICNI zdesna, i
pisermo anb, axo su takvi desni ideall ak I bA. Jasno je da je n jedna
relacija ekvivalencije na skupu A, kao i da klasa ekvivalencije & koja
$adrii & takod‘:;?e sadrzl 1 svaki od elemenata bLeA za koje je aid = hA.
Ako je u prstenu A svaki desni glavni ideal istovremeno i levi ideal u
A, tada za svako a,btA vaii avb o ad=ba {comn{1l). Zko su uz to
svi desni delitelji prstena & u njegovom radikalu, tada je anb ako i

samo ako su a I b pridruZeni zdesna u prstenu A. 3

Prema Definiciji 1-2 matrice M formata mxn nad prstenom 2 je ele-
mentarno dijagonalizabilina u odnosu na hermitskl niz (#,) ako postoje
matrice PEH, | QcH, takve da je

U tom stuaju a;~ove zovemo ELEMENTARNIM DELITELJIMA matrice M. U vezi
sa tim namece se pltanje "jednoznalnosti” a;-ova. Tako, na primer, ako

Je HaCU(AL), | ako uz (24) za neke matrice SeH, | TreH, vail i

{25} SMT = diagib,, b,,..], bob,,,4
tada je a;=0 & by=0, all ne mora biti a;=b;, Staviie, ne mora biti
ni a;A=b;a (5to posebno znall da elementi a; 1 b; u op3tem siufaju

ne moraju bitl uzajamno pridruZenl}). U vezi sa tim vaii:

TEQREMA 1-10 |
| Neka je (H,) {nen) henmitshi niz nad pretenom a, prd Eemu je Hp,
podghupa ghupe Ufa,} {(neN).

(a) Ako su sve matrice fowmatf 1x2, 2x1, 2x2 nad pratenom 2 ele-
mentarno difjagonalizabilne u odnosu na niz {8,), onda je to sfulaj
4 da svakom mataicom nad prsienom a.

(8) Ako su svd delitelji nube obostrans glavwoidealskog prstena a
u nfegovom radikalu, tada fe a prsten sa elementarnim delitelfima
| u odnosu -na hermitski niz (g},
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{v) Ake praten a zadoveljava wsfeove pod {5} sa H,=U(Aa,}, 4aca su
elomentarni defited i matriice Mea,, caradfud fedroznadne do na
cPidnost |Pruimedba 1-3). Ake su uz 2o svi ideali prstera A cbos-
inand, tada su elementanni defitelfi matrice M Lz Myn(A) cdredend
| jednoznalro do na pridiuzenost.

(5) Ako je a prsten sa elementawinim deliteljima (u odrosu ra dati
niz By}l w home su svi idealdl obostrani, £ ako za melicu M LZ A,
vazd {24) 4 (25} sa P,Sea, L Q,Tead,, Lada je (#) aja=b;A, kao
| 4 (#%) (a,-+aj)A = (by--bjla li=1,2,..).

roxaz. («) Doksz je analogan dokazu Th. 5-1, KarLansky [1]. {B) Pod da-
tim pretpostavkama & je domem Ili valuacioni prsten (xarransky (1)), pa
tvrdienje sledi iz (o] (TEI&HMULI;ER [1] ¢ slufaju kada je H,=U(2,) | A
dmmen].

("r) vaxavama {11 w sluBaju kada Je 2 domen, 1 KaAPLANSKY [} U §1ym
Caju kada je A valuacioni prsten.

(8} Prvi deo tvrdjenja, to jest [*}, sledi iz Th.9-3, KAPLANSKI {1].
Dokafimo da vaZl | [**), Naime, iz a;2=b;4 sledl a,=byjx za neko x
iz A, Kako je a,a | tevi ideal prstena A, bife xa,aCajaA, 5to zajedno
sa ajA=by,A daje xa,aChb;i. Mackedl poslednju inkluziju {slteval sa by
dobljamo ajasd Cbybsa. Slilno zakl jufujemo da jJe i bibACayazh, pa je
a;ayA=b b, a. Radedl siiino, indukeljom po i zakljuCujemo da tvrdjenje
vazl za svako i. (O

DEFINICIJA 1-4

 Ako fe a pusten sa efementarnim deliteljima,u odnosu na niz (8,1,
L ako su za svahu matricu ¥ nad A 4 nfene  efementarne delitelje
a; l1¢igr) desans ideald (ay--ag)a {1gs<r] cdredfenid jfednoz-
 nadno, tada kaZemo da fe a prsten sa DETERMINANTNIM {dealima [

Ako su 8g (1¢s5<r) etementarni deliteljl matrice ¥ nad komutativnim
prstenom A sa determinantnim idealima, tada je (a;--ag)A uprave ideal
prstena A generisan da_terminantama kvadratnih pwdmatr?ca reda s matrice
¥ lotuda i naziv). Prema Teoremi 1-10 pod {8} postoje i nekemutativni ‘
prsteni sa determinantnim ideatima, (]



0 MATRICAMA NAD EUKLIDSKIM PRSTENIMA

Ako je u prstenu A svaki desni ideal glavnl, onda to svojstveo ima
i svaki od prstena &n#ﬁfn{A} (neN}. Zato se prirodno namece pitanje da
}i desna “"eukllidnost” {A-euklidnost} prstena 2 povlafi desnu euklidnost
[A-euklidnost] svakog od prstena M,(a). U vezl sa tim, I.sanov {1] je
dokazao da ako kmmutai:ivan domen A ima konadnu euklidsku valuaciju ¢
koja zadovo!ljava uslov (N¥) ¢tab) = [¢a)}{db], tada je ¢ =gedet jedna
I'-euklidska valuaclja prstena Ap, to jest za svaku matricu o iz M, (&)
i svaku regularnu matricu BER(A,) postoje matrice Qea, | RER,(A,)
takve da je M=BO+ R, WR)<Y(B). Pri tome za n>1 valuacija ¥ nije
euklidska {jer, na primer, 1| za ¥#0 moZe biti YM=0}. Dokazademo da to
vazi | pod znatno slabijim pretpostavkama za prsten 4, kao I da je tads
'prsten M. (A) euklidski zdesna. Uzgred primetimo da {u opitem siufaju)
determinanta nad nekomutativnim prstenom nije ni definisana. Simbolika
I terminologija iz prethodnih poglavija vaiice | u ovom poglavlju, Sto

se posebno odnosi na simboliku u vezi sa prstenom ¥, (a)}.

TEOREMA 1-1 | | -

| Ako prsten a dma bar jednu konalnu desnu eublidshu valuacifu, tada
 fe prsten A nemitski zdeana u odnosu na hemitskd niz &(a,). Pri
tome za svaky maliicy Med,, posiofi matrnick Pe&(A,) fakva da fe
molricae Mp donje Trougaona,

DogAaz. Neka je ¢ minimalna desna euklidska valuacija prstena A. Dalje,
neka je M= {a b] proizvoljna matrica iz ¥,,¢4) | stavimo a;=a, a, = b.

Ako je ag # 0, tada postoje g;,2,€a takvi da vaZi (*] a,=a,q,+a, sa
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ta, <tay, Docdajudi prve] kelomi matrice ¥ njenu drugn kolonu pornelery
zdesra sa ~g., 1 zeTenjujuci mesta kolonara u tako dobijeno) ratrici,
dobijero metricu X, = {a, a;]. Ako Je a,=0, stvar je gotova., U slulaju
£ ¢, opisan] postupak prirenjujemo na matricu ¥,, itd. Na taj
nalin dolazire do "niza” matrice X.= [a. &, 4] {m=0,1,..) takvinh da
za an # 0 vail ¢a, <{a.,.,. NO, kako je w}ua::'ijé 5 konaéna, za bar jedno

A 3

nomora biti Gan.=0, to jest a.=0, i dokle k. =|{c 0] sa c=a Prema

n-I"
tome, primencm konefno mnogo elerentarnih transformacija na kolonama
matrice ¥ molemo je svesti na neku donje trougacnu matricu T To znall
da posto)l matrice re&(a,) za koju je ¥P=1T, pa je prsten A hermitski

zdesna u odnosy na niz &¢4,.). Qtuca i tvrdjenje. [0

LEMA 1-1
| Ake prston a Ama bar fedru keoralsu desnu enk@idshu valuacdfu &, L
| aho vazd bilo keii cod wsfeovas

|

| ougta) = U(A),

) ¢fa)=¢(1) oz svako agUg(a),

b Sud desnd delditekid nube pratena A su u njegevem radiralu g,

toda fe svaka {nverzdbilna mowinica nad prstencm A proeizued koradno

mnoge edementarnih matrnice rad Lim prsdencm, L darde U(zp) = &(3pn).

DoxAZ., Neka je M proizveljna matrica 12 UlA,). Prema Teoremi 1-1 postojl

matrica Peg(a_ ) takva da je matrica MP=T donje trougacna, to jest

(1} T MP=ia |l 0}, Te =ta | Of ,
' WM
Bl C o § M

pri Zemu je aca ! B=[b,..b 1T Izvesns matrica formata (m-1)x1. Kako

su matrice ¥ | P Inverzibilne, bice to sluda] i sa matricom xp. Ako je
Wz Lo {i‘?""j]” =p, tada iz 0" i=g sledi (#) ab=1. Dokafimo da je i
Ba=1. Naime, ako prsten & zadovoljava uslov {a}, to sledi neposredno
iz {*¥}. Ako prsten 2 zadovoljava uslov (g}, bice th=d1. Uz to postoje
g,r €A takvi da je I=pgir sa ¢r<¢b, 1 dakle 1=5g {jer dr<dl = r=0)].
Qtuda, mnoZedl {*}] zdesna s3 ¢ dobijamo a=g, to jest I=ba, a samim tim
i aeU(A). Najzad, ako su svi desni delliteljl nule prstena A u njegovom h

radikaly J, mnoZed! {*} zdesna sa a dobijemo arl-ba)=0, tj. l~bacJg,
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I prema tome acU({A).

Jasno je da tvrdjenje valZi za n=l. Neka Je n>1! fiksiran prirodan |

broj | pretpostavime da tvrdjenje vaZl za sve prirodne brojeve <n. Ka-
ko je acU{a), dodajull i-to] vrsti (2¢ign) matrice T=Mp njenuy prvu
vesty pomnoZfeny sleva sa ~bjza™!, dobijamo matricu 7, oblika (1). Uz to
za neku matricu QE&(A,) vaii T, =0T, pa je | matrica To=a+M, a time
i matrica ¥ inverzlbllna. Qtuda je Feuv¢a _,), pa na osnovu induktivne
pretpostavke pnsta:aja elementarne matrice P; za koje _]ev_ﬁ?ﬂpzupk. Ako
je B jediniina matrica reda n~1, tada su Qg =a+E | Qimi-ﬁﬁi {1 gigk)

elementarne matrice iz a,. Prl tome je Tunaéﬁwgﬂgiu%, a timg bs
= 1 -] 1A .. -2
(2] M= QUiT P o= QTIQ 0 P,

Qtuda | tvrdjenje, jer su P,0,0; (0gigk) elementl grupe g/a,), paiz
(2} sledl da je | MeB(A,)- (U sludaju komutativneg prstena prethodno

tvrdjenje vail 1 za prolzvoljnu eukllidsku valuaciju ¢:a+ W,] 0

TEOREMA 1-2
Ako je mindimalna euklidska valuacija pratena a konalnam, tada je a
prsten sa elementarnim deliteljime u cdnosu na hermitahi niz &(z,).

- ARo su dvd delitedfi nule euklidskog prstena A u njegovem nadika-~
Lu, tada je A prasten sa elementornnim deliteliima {4 u slulaju kada
1l prsden a nema konacndih eukfidsih valuacijal.

DOKAZ . Radeli slicno kao pri dokazu Teoreme I1-~1, posle kradeg "raluna®
zakl julujemu da su sve matrice formata Ix2, 2x1, 2x2 nad 2 dijagonali-~
zabilne u odrosu na niz &(A,}, pa prema IV, Tecrema 1~10 to va¥l | za
svaku matricu nad prstenom A. Drugl deo tvrdjenja sled!l iz 1v, Taerema

1-10, jer je prsten & glavnoidealski. [

Ako je 2 euklidski prsten sa determinantnim idealima [srr. } i
$:8+H prirodna desna euklidska valuacija, tada su zz svaku matricu X
iz M,,(2) 1 njene elementarne delitelje a; (1g<igr) ideali (ay-+a;)4,

a time | elementi $(a,-+a;) (1<igr) skupa w odredjen! Jednoznalno za
datu matricy M.

e
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DEFINICIJA -1

1 Ia desind cukfddaki par (a,8) hafeme da Ara DETERMINANTING SVOISTVO

(hrathe S-svossrvol ahe fo a phsien da clomandannam  deddtedjara

tokay da za svakse matoiow ¥ onod 5 4 njere  elermentonne delifelje
» .

[
L @, , v e @y, CONOARD by .,b. VAZL
IR RS 3

{3 $(a, rag) = G(b
| fo jest da su dra .2y} (lgsgrl cdreajend fedroziacno matrdcom
M. Tada kafewo £ da peaten 2 4ma S-svorsrvo w odmosu na eukfddshu
:E Lrhm U C-F{:j‘u ¢ﬂ#

PRIVER {-1. Jasno je da svaki euklidski prsten sa determinentnim idea~
lira ima 8-svoistvo u odnosu na svaku prirodnu euklidsku valuaciju ¢
rstena A. Obrnute tvrdienie ne mora da vazZi. Zaista, neka je A eukli-
deki domen kojil ima bar jednu euklidsxu valuacijuv ¢:aA-+W koija zadovo-
iiava uglov (M) Qla+b) g m&x(aa. ab]. Tada za neki automorfizam FikK-K
i f~diferenciranje § tela X=U,{a) vaii A=K[X,£,8). Uz to je ¢=hod

kompozicija stepene valuacije i jedne strogo rastucde funkcije hiNg - W.

ako je a = X"a +..+a, (a,#0) proizvoljan element iz A, tada se
svaki element xt£A mofe na tadlno jedan nacdin pretstaviti u obliku ag+r
sa dr<da =n. Drugim refima, za svake xcA postoli tadno jedno r takvo
da je x+ad=r+al sa odr<n, to jest

(¢} X+ah = r, +Tr ++T5r (s =n-1},

& 5

pri demu je rmzxiri (0gi<n) i Ti=xi+aa. otuda je dimenzijae desnog
XK-modula A/ah jednaka n= 3a. Prema tome, ako su a I b slidni elementi
prstena A, kide desni A-moduli, a time I desni K-modull A/ald 1 A/SbBA
izomorfni, pa je dim,(AfaA) = dim,(A/bAa), to jest da=23b, Sto zajedno

sa ¢=hoo daje Ga=0b., Ctuda u prstenu A vazi: aabk = ¢a=éh.

Axe su ay=ovi i by~ovi (1gigm) elementarni delitelji matrice M
nad prstencm &, tada je aj by, 1 dakle Pa; =¢b; (lgigm). Uz to je
dfab) = da+ b, pa 9=hed poviadi ¢lay«-a8g} = ¢(b;.-bs} (Igsgm}, $to
upravo znadi da prsten A ima S~svojstve u odnosu na valuaciju $. Jasno

je da se tu 9 mole zameniti sa 9.
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Medjutim, prsten A ne mora biti prsten sa determinantnin idealira,
te jest, ne mora biti {a;..ag)a = (by. b )2 (I1£s<m). Naime, kako je
A domen, iz ayA=D),A bl sledilo da su a2y, 1 by uzajamno pridrudeni, &to
zpaci da bi tadae vaiZila implikacija anb = a=xb. Neka je 8=0 i f au~
tomorfizam tela K koji nije identiéno preslikavanje. Tada je A=~xix,f]
euklidski domen sa $-svojstvom u odnosu na valuaciju 3, ali u prstenu A
slicni elementl ne moraju biti pridruZeni. Tako, na primer, ako za ceX
va2i F{c) #c, tada su polinomi a=Xx+l] i b=x+c™if(ec) sliéni, ali ne
I pridruZeni u prstenu A. Pri tome su 1,2 1 1,b elementarni delitelji

matrice M=diagli, a]. O

DEFINICIJA 1-2

|| Za desnu {Levu) E-euklidshu valuacifu ¢ asw kafemo da zadovoljava
USLOV KANCELACIJE aho za svako a,bel 4L u,vea takve da uav £ ubv
pripadafu skupu T, vaii

| {K} C pfuav) > dlubv} = dia) > o(b).

Jasno je da svaka (desna] euklidska valuacija ¢ koja zadovoljava neki od
ustova () 1 (2] {str. | zadovoljava | uslov {(x}. Ako desna euklidska
valuacijs ¢:a-+N, domena 4 zadovoljava uslov {¥}, tada ¢ zadoveljave i
uslov (k). Nalme, u tom ﬁuﬁ‘iajut ¢ Jje kompozicija jedne stepene valuacije
-8 } jedne "strogo rastude” funkcije h, Svaka [desna} euklidska valuacije
¢ koja zadovoljava uslov (%} je prirodna {i sleva 1| zdesna). Naime, ako

je &tab) < ¢(a), tada prema uslovu {K] mora biti oéb< o1, 1 dakle b=0. 0

TEOREMA 1~3

- Ake komutativan demen a dma bar fednu eukfidsbe valuacifu oé:a-w
koja zadeveljova uslov (X}, Lada je za svakl prinodan bioi n praten
M, (a) euRlidshd {{ sfeva £ zdesna}.

wale.

DoKAZ. Stavimo W o= wuUwr0 .Ut 1 oznalima sa < binarnu relaciju na
skupu 7 definisanu sa: {1} O0<a za sveko ack; (2] ake je aew?, Rew®
I a#0, tada vall r>s = a<B; (3} restrikcija od € na w¥ je leksio-

grafsko uredjenje skupa wS. Tada je {#,<) dobro uredjen skupi 0 = min i,
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hNexa Je M#EQ prolzvoljna maurica iz 2,, a. (1<sgzr) njeni elere-
e

ntarni celitelji, 1 za Igsgqr stevire Eg=a,+-a,. Iz IV, Teorema I-10
pod 1<) stedi da su idealld a A odrecjent jedroznalne catricom & {jer je
prsten & konmutztiven}, S druge strare, valuecija ¢ je prirodne pa iz
2cl Je=1h, Otuda su i elementi ¢&; (Igser) skupa w cdredjent

Jednoznadéne matricen ¥, pa je sa Lo=0 |

(5} wou) = (88, .., 08,) (xea,)

e
r,

5
w., Dokazadero ds je tako definisance presltikavanje ViAW desna {leva)
ia

euklidska valuacija prstena B

Pre svegca, ako su P i @ inverzibilne matrice iz ¥, (R} za koje, uz

Moo=
*

i3 N

fa

prethodnu simboliku, vaZl agléyssvs@,ee], tada za proizvoljne

re
iz 21 s(unvir=pxg, pri &emu je s=py1

<
Y

inverzibiine matrice U,v

» e T * * ' S ' - L] .

V0= 00, 8 time 1 WUAV) = (M) za proizvoling jednote U, VeX, (&),
la n=! je U=%, pa se tada tvrdjenle svodi na samy pretpostavkuy ©

vatuacijl ¢. Neka je n>i flksiran prirodan broj i preteostavimo da je

Ve ufm) evkiidska valuacija prstena 4. za svaki prirodan broj men. Ze

proizvoljnu matricy Bdo iz 2. t njene elementarne deliteije Dyseerdy

L

postoje matrice S, Tella,} takve da je
3 §BT = diaglb,,bg,..].

Stavimo E=grr | neka je x proizvolina matrica iz A,.. Kako je prsten z

hermitski, pestojl inverzibilnas matrica Pea. za koiu Je matrica M= gmp

i

donje trougaona. Ake pestoje matrice J,Bca, takve da je

b

-

]

[?1 ‘M”g**‘ﬁr @tﬁ‘:gﬁr

tada, mnoZedi jednakost (7) sleva sa s™¥ | zdesna sa P™*, 1 stavljajucl

L 'Y

g=ofE" 1 r=gmiEp~l, dobijemo
(83 M = B0+ R, YR < UEB,

Ay

v - - - y e | W - L el t s P ———r o
jer Je TP wn, s7iBr~lap, wE)=Ym), wrs~iEe ) = U(B). Otuda

je coveljno dokazat] da postoje matrice 0 1 & za koje vaZl (7). Drugim
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refima, dovoljno Je dokazati da (8] vali za donje trougaone matrice M

i matrice 8 oblika B=diag{b;,by,..] sa aglag,; (lgsgr), pa cemo se

u daljnjem izlaganju ograniiti na "takve” matrice M i B.

Oznalimo sa M, | B, redom komatrice polja (n,n) matrica ¥ 1 B, lz
B#0O sted! by #£0, 4 time § By #0. Matrice y, | By su reda n-f. U toje
matrica M, donje trougaona 1 By= diag(b;sb;,..}, gde su b -ovi elemen-
tarni delitelji matrice B . Otuda prema induktivno] pretpostavel pos-
toje matrice Q4 1 Ry Iz A, takve da je My=ByDo+ Ry 538 YRy < PBy, &
time i |

{9} My OfF = [ By 0110y G +1Ry KI,
A ¢ bilF ¢ ¥ ¢
to jest M=BQ+R, pri Cemu Je [L a] postednja vrsta matrice ¥, b=[B] 4

a=bg+tc 53 $o<¢b za b#0, c=a za b=0, F lzvesna vrsta matrica, ¢ Iz~
vesna kolona matrica, H=L-bFf, K=~Bpf, |

(10} 0=[0, ¢, R =[r, k7.
'Fq H <<

Tvrdjenje e biti dokazano ake dokaZemo da se matrice [g},F,G,0 mogu
jzabrat! tako da uz prethodnu simboliku vaZi {*} ¢r<y3. (Radi kraceg
izraZavanja, ako su ag-ovi elementarni delitelji neke matrice ¥, tada

éemo sa §, oznafavatl prolzvod a;--a.)

L

Pretpostavimo prvo da je Ro#0 { neka su ag (1gsgk) elementarni
deliteljl matrice R,. Tada itz YRy <yB, siedl k>ry, gde je rp {rygr}
broj elementarnth delitel ja matrice B,. Pri tome je {11 kwry il je k=r,
| ¢d.,¢0b, (Igsgry) sa ¢d,<¢h, za bar jedno sgr,. Neka su U, i v,
inverzibilne matrice za koje je U,R, ¥, = diagla,,a,,..], i oznalimo sa
Ui Vv redom inverzne matrice matrica U+l 1 V,+1. Ako je F=0 i =0, 2
time | K=0 | H=L, tada se neposredno proverava da vaZi R=USV, gde je

mfal O .. Y 0*"‘!
¢ a 0
(11) s=19 = :
__ul Ho v« ¢4

sa LVy= {u;,uy...}. Stavimo S, =UyR,V,. AKO su ¢, {lgsgm) elementarni
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delitelji matrice g, tada Je &g upravo majvedl zaja2dnilki delitel svib
minora reda s matrice ¢ [jer je domen A komutativan}. To posebro znac)
da je myk, kao i g 5s§é‘“5 za lgsgk. Otude Je ¢ g8 (Igsgk), pa
kako je | m>k, bide UR = S g R,y < vE,. Ako je b=0, taca je LI=YBy,

y

i prema tomg ypR < yB.

Ako je b#0, tada ¢ mofemo iPzabrati tako da je Sc € ob i c#£0. Na-
ime, ako je ¢=0, neposredno se proverava da (9) vaii 1 u slufaju da se
g | ¢ redom zamene sa go=¢~1 i b, pa tada Q I R moZemo izabrati tako
da (9) vail sa c=b. Kako Je d,c#0, matrica § ims bar jednu regularnu
podmatricu reda k+1, pa je myk+1. § druge strang, iz b#0 sledi da Je
r=n. Otuda je k=n-1, 3to sa prethodnim daje m=n. Sada iz YRy <YBg |
k=n-1 sledi da za bar jedno sgn-1 vaifi da <db,, a time i ¢&, < ¢bg,
dok je ¢8,¢¢d ¢ $b, 23 svako sg¢n-1. Uz to je c=b, pa iz ¢dg< ob
sledi ¢f§k¢‘1*ﬁ¢f§k¢) sa k=n-! {jer ¢ zadovoljava uslov kancelacijel,
i dakle ¢{§n“1¢}5¢(5n)- Kako je det(s) jedini minor reda n matrice 5
bice &, | dets uzajamno pridruzeni element! u prstenuy &, Sto zajedno
sa prethodnim daje ¢&,¢ ¢b,, 2 time | Yr< B,

Neka je sada R, =0. Tada se neposredno proverava da (9] vaZi 1 ako
se Og | Ry zamene redom s2 Qy~F | By. Oznalimo ponove sa ¢ i R matrice
koje nastaju iz "prethodnih® matrica @ | R kada se u njims podmatrice

Co | Re zamene $3 Q,~-FE | By. Tada za F=C imamo

By 0 +»|~BgG
{12 R

i

pri Zemu je L= [u,,u;,..]. Neka su dg (1gsgp) elementarni delitelji

matrice R. Jasno je da je tada pory 1 dsibs {lesgry), pa za svako sgr,

vaii {#*) ¢d_gob;, a time I YRS VB,

Neka je prvo b=0, | dakle yB=4yB,. Ako je pri tome c#0, stavimo
C=¢. Tada matrica R ima bar jedan minor reda r,+1 kojil je razlifit od
nule. Otuda je prro, | prema tome YR<yYB,=yYB. Pretpostavimo sada da
je ¢=0. Ako je uz to | L=0, tada za G=0 dobijamo R=5, pa M=BD+R
daje M=R(o+£) =8O, | stvar je gotova, Zatc pretpostavimo da je rnFo, |
neka je, na primer, wu;#0. Ako tada za matrice ¢ uzmemo kolena matricy

Eija je i~ta koordinata 1 a preostale ¢, bide «8,6 = [0,..,~b;,..,0},
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pa dodajuél posltednjoj koloni matrice R njenuy i~tu kolonu R,; dobljamo
matricu oblika (12} za G=0 | cwu;, | za kojuvaZl YI'=yYR. Kako je u;#0,
na osnovu vet apsolviranog stulaja (G=0 1 c#0}) Imamo da je Yr<ys, a
time i YR < YB.

Pretpostavime sada da je b#£0. Tada je r=n | ry=n~1, a samlm tim |
kpn-l. Rko je u; =bg;+r; sa ¢r;<¢b, tada za matricu F = {Q'pqz...].
vail H=Ll-bFf={ry,re,..] sa $r; <db (1gi<n). Drugim refima, moZemo
pretpostaviti da u (12) vaZl du;<db (1gi<n). Neka jeprve c# 0. Tada
za G=0 1z ﬁmzcéd sled] k»n-1, | dakle kx=n. Kako uz to valuaclja ¢
zadovoljava uslov (K}, dc<db daje ebfgnch}‘:qbfﬁn_IbJ. $ druge strane
je dp=by.ge | By=bnpgb, pa je ¢d,<9b,, 5to sa (#*) upravo znall da
je YR < yB. |

Najzad, neka Je ¢=0. Ako je | u;=0 (1gign), tada za ¢ moZemo
uzeti samo b {zamenjujull u (9) ¢ sa g~1}, pa za 6=0 dobljamo rR=5, 1
prema tome M= BO+R=B(0+E)= BD. Ako je u; ¥ 0 za bar jadnc; i, neka je
G kolona matrica &lja je i~ta koordinata 1 a preostale 0, a 7 matrica
koja nastaje 1z matrice r dodajuél njenoj pes?ednjﬁj keloni njenu i-tu
kolonu. Tada je Yyr=Ur | dp=Dn.;u;, pa kako je puz < ¢b, stidno kao u
prethodno “podsiuaju” (za c# 0] zakljuCujemo da je ¢d, < ¢b,, | dakle
VR = YT < Y8,

Prema tome, u (9) se »,5,0, | ¢ mogu lzabratl tako da je M=Bp+R
sa YR<YB, pa je prsten M,(a) euklidskl zdesna. No, kako je yM=yn»® za
za svaku matricu MeA,, lz MT = BTOT + BT, yrT <87 sledl M= pB+R sa
"YR<yB. Kako to vaZl za prolzvoljne matrice ¥ | B {B#0} 1z a,, prsten
A, je euklidskl i sleva. OQtuda | tvrdjenje u celinl. O

KOROLAR 1~1

Za svako telo kK 4 privodan bwjf n praten 2=y,(x) fe euklidshi, £
presliravanie Yo1a» Ny deginisano sa $,(0) =0 L

{13 Yo M) = n-pN) +1 (Mead),

fe sedna nfegova euklidska valuacifa. Pri tome p(M) oznadava rang
matrnice ¥ (koji fe jednak broju njenih elementannih delitelial.

DOKAZ. Neka je ¢:K-+N, euklidska valuacija data sa ¢0=0, ¢a=1 [af0},

| Y:a+ ¥, prestikavanje o kome je re& u dokazu prethodne Teoreme I-3 za
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w=N, I A=K, Stidno kao pri dokazu Tecreme I-3 zakljulujemo ca je v 1
leva | desna euklidska valuacija prstena 2= (k) {1 u stufaju da telo
¥ nile komutativno). § ﬁrugé strane, a3xg su asnovi {1ss<r) elementarni
delitelji matrice x#0, bice ¢(§5)m;1 (lgsgr), pa je Wwuy=1{1,..,1]
(r jedinica}. Uz to je r=pN, p3 se neposredno zakljuéuje daza 5,TER

vaii: US<UT o U8 <Py7, odakle sledi | preostali deo tvrdjenja. O

TECREMA 1-4

1 Ake homutativarn praten 2 sa elementarnim deliteljima ima barn jecnu
reguklidsky valuacdifu & a-+w kefe zadovolfava usfov kancefacife,
| tada fe 4 svaki od pratena M (A) T-euhlidski.

pexrz. Meka je ;:anu+W'pre51ikavanje p kome je ref u Tecremi I1-3. Kako
je prsten A komutativan, na osnovu Kramerove teorame zakljulujemo da je
matrica B regularna u prstenu A, ake i samo sko je to slucaj sa njenom
determinantom det(®) u prstenu A. Otuda, ako su bg {lgsgr) elementarni
delitelji matrice B, tada mora bitl r=n | bgeR(A) (igsgn). Vodec]
rafuna © tome, dokaz dalje tefe "paralelno” dokazu Tecoreme f-3 za slu-
Ea] b# 0. Jedino trebs napomenut! da, uz simbolike Teoreme [-3, uz-ove

i ¢ moZemo birati teko da je uj,c €Ry(A), fer jepo pretpostavei prsten
A T-euklidski. {J

Ako je &:a, W prestlkavanje definiseno sar () = ¢fdet M), tace
se, uz prethodnu simboliky, neposredne zakljuluje da za svako g i f iz
R (An) vaZl: U5 <yT » &5 <7 Qtuda sledl da je, zajedno sa Vv, i &
jedna T~suklidska {2l ne i eukllidska) valuacija prstena 2,. U sarzcv (1]
je {na jedan drugi nafin} dokazeno da je {uz nasu terminologiju) ¢ det
jedna T-auklidska valuacija prstena Ap u stufaju kada je A komutativan
domen &1ja euklidska valuacija ¢ (sa kodomenom XN,} zadovoljava uslov
norme (N} orab) = {¢a){d¢b].

Inafe, sko je m prirodan broj i 38 bilo koji od prstena 2z, z{vm} 1
k{xi, pri Cemu je g proizvoljno polje | meZ ceo broj ze ko}i je prsten
zivim] euklidski u odnosu ha normu, tada prsten z=Ex..xB [r faktora)
zadovoljava uslove Teoreme 1-4. Pri tome 23 r>1! prsten a nije domen, -

S abzircom na Kerplar 1-1, tyrdjenje iz Tecreme 1-¢ vaZi 1 za prstene
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ablika BY, gde je B prolzvoljno telo. Bolje od toga, Teorema 1-4 va?l
za svaki euklidski {pa dakle 1 nekomutativan)] prsten Ziji su regularni
elementi Inverzibilni. Takav je, na primer, svak! od prstena A=M lK),

gde je K proizvoijno telo. Dokaz je slilan dokazu Teorema 1-3 | 1-4. 03

TEOREMA 1-5

| Ako prost domen a Ama barn fednu eubfidshu uaf,mcija dra+w hoja
zadwaﬁjam wsLov Rancelacife, tada je svaki od pustena B=M,(A)
1 4 eukladshi 4 D-euklidskd.

poxaz. Dokaz tele "paralelno” dokazima Teorema 1-3 1 1-4, pri Zemu je
potrebno posebno obrazleZiti one detalje tih dokaza u kojima je kori-
Sfen pojam determinante {jer prsten 2 ne mora biti komutativan). Neka
Je zato simbolika iz Teoreme I-3. Kako je prsten A prost, on nema pra-
vih {obostranih] ideala, Ako u prstenu 2 va?l alb, tada a deli | sleva
i zdesna svaki element ldeala I=(b) prstena &, tj. I C aanzaz. Kako 2
nema pravih ideala, mora biti r=o ili 7=24. Qtuda sled] da u prsteny
A vail alb ako | samo ako je a=0 i1l acUra). To posebno znall da za
elementarne delitelje g {I<s5<r) proizvoljne matrice M40 iz &, mors

biti a.ev(a) za svake s<r. U tom slufaju moZemo uzetl ag=1 (s<r).

Neka je prvo Ry £#0. Ake je $ matrice data sa (11}, tada je prems
prethodnim zakljulcima a_=1 (Igs<k)} i ap=x#0, Ako u matrici § po-

stednjoj vrstl dodamo dodamo njenu i-tu wrstu pomnoZenu sa ~u, (i<k),

dobi jamo matricu 3 = E+X, pri ¢emu je E jedini¥na matrica reda k-1, a
X donje trﬁugama matrica sa glavnom dijagonalom [x,0,.,c]. Neka su v
i v inverzibiline matrice za koje je uxv = diag{!,.,1,h,0,.] (= Xx,1, i
neka u x, "flguriSe” ¢ jedinica {lzuzimajuél x}. Tada je (E+U)S(E+V) =
E+Xy, pa su 1,..,1,h {k+t-1 Jedinica) elementarni delitel}i matrice 2
a time i matrice §. DokaZimo da za ¢#0 mora bitl tx1. U suprotnom bi

bilo xnw[b 0], ps bl iz xﬂ'v“wa”I stedilo
o Q

(13) x = ayhbyy,, © 0= a kb, ¢ = anhbpy,

pri Zemu je y~i= [aij] i vi= [bij]* No, kako su x,c,h regularni ele-

ment! prstena A, iz druge od jednakosti ¢13) sledi a8y, =0 H1i b,,=0, 5to
se kosi sa preostale dve od jednakostl (13). Dakle je t3 1. Jasno je da
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u tom stuaju vaZl US=1S <LEy.

pke je t=0 {a time i c=0}, bice alx, i daxle Axa Cha Nah. Utuda
je én<éx, a time | ys=iy§<yRr,. Uz 1o je R, <UB;, P& 28 p=U vali
LR = US < LB, = UB. Ako je b#0, bide be=1 (14£s<n), pa tada LR, < LBy
povlali Ry =0. Naime, u suprotnom bi bilo k=n-{ i ¢4 gbbg= 01 za bar

jedno sgn-!, a time | a =0 za bar jedno sga-l, 5to nije moguce.

Neka je sada R,=0. Uz simboliku iz odeovarajuleg dela dokaza Te-
oreme 1-3, za s<p vail do=1. Neka je prvo b=0. Ako je uz to u;=c={
za i<n, bide [za ¢=0) rR=8, | dakle MﬂBQJ*BHBQ, Ako je c#0 111 u; #0
za bar jedno i<n, tada je matrica T oblike (11} sa c#0, pa mora biti

per, 8 time i YR=yT <UB, = {B.

Najzad, neka je »#0, | dakle bg=1 (lgs<n). Ako u matrict & {za
G=0) postednjo] vrsti dodamo njenuy i-tu vrst pomnoZenu sa -—-uy {1eien)
dobljemo dijagenalnu matricu D=diagll,.,1,¢], pa za cFO lz ¢o< b
sledi Yr=uyp<yB. Sluda] c= 0 apsolvira se analogno kao *odgovarajudl”
slulzj u dokazu Teoreme I1-3. Time je dokazano da je prsten 2, euklidski
zdesnas, a time | sleva.

Dokaz drugog dela tvrdjenja je analogan dekazu Teoreme I1-4 {samo
tro se umesto na Teoremu -3 treba pozvati na upravo dekazani deo tvre
djenja). Jedino, zbog eventualne nekomutativnosl datog prstena A, tre-
ba posebno dokazati da je matrica Hea,. sé elementarnin del iteijima b,
1gs<r) regularna akko je r=n 1 b_eR(a) 2a svako sgn. Zaista, ako
sy U1 v inverzibilne matrice za kojg je Z=UB,V s& E;=diaglb,,.,b,]
bide Bx=0 akko je UB,¥X=0, to jest {(*] B.¥=0Q sz Y=VX. Kako je uz
to matrica v inverzibilna, bide x=0 akko je y=0, pa je data matrica
B regularna akko je to slufaj sa matricom B,. 5 druge strane, jasno je
da je matrica B, regularna akko su takvi njent dijagonalni elementi u
prstenu A, Qtuda i tvrdjenje u celini. {

Prethodno tvrdieaje vaZi | u slufaju kada prsten 2 nije domen
ako valusclja ¢ zadovoljava uslov kancelacije na skupu R¢a). Jasnc je
da svako telo A zadovoljava uslove Teoreme 1-5. Pri tome uslove drugoyg
dela te teoreme zadovoljava | svaki od prstena A=M,(X) za proizvoljno
telo ¥ {na osnovu Korolara 1-1}. Naredni Primer 1-2 pokazuje da postoje

euklidski domen! kojl nisuy tela, 8 zadovol javaju uslove Teoreme I~-5. 0
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PRIMER 1-2. Meka K=Q(T}) polje razlomaka nad prstencm Qlrl, f= 1, 4 )
wobicajene diferenciranje u pelju K. Tada je a2 =k[X,8] i levi i desni
euklidski domen u odnosu na stepenu valuaciju 9. Jasno je da valuaciia
o zadoveoljava uslov (K). DokaZimo 1 da je prsten A prost, a samim tim
i da zadoveljava uslove Teoreme 1-5. Pa neka je I #0 proizvoljan ideal

prstena A I oznadimo sa
{14) a = an'f'xn*'l{?*“*&g (b# 0},

bilo koii polinom minimalnog stepena koji pripada idealu I. Rako su u
prstenuy & svi levi i desni ideali glavni, bide I = a3A =aa. To posebno
zrnadi da za neko xt£A vaii (*) Ta=ax. Kako je 9o{Ta}) = 3T+ da=n, iz
(*) sledi x=0, i dakle x€K. § druge strane, za utk je uX = X+ {u,

pa indukcijom po m zakljucujemo da za meN vazi
{15) ux” = EXT (0187w (0¢s<m).

Kako je 8T=1 i &85(r) =0 za s$>1, za u=T (15) daje TxX® = XPp 4 xB=in,

pa zamenjujudi a iz (14) v (*), izpedju ostalog dobijamo da mora biti
(16} Th = bx, nb+7Tc = Cx.

Kako je b#0, iz Tb=bx sledi T=x, pa druga jednakost u (16} daje nb=0,
‘a time i n=0. Prema (14) to znaci da je a=btK jednota prstena A, pa
je IT=ad=»A, Otuda i tvrdjenje. [Pmthczdno tvrdienje ostaje na snazi
i ako se pelie {0 zameni proizvolinim telom karakteristike 0, a & bilo
kojom spolinom derivacijom tela K, to jest bilo kojom derivacijom koja

nije oblika u - au-ua {w€k} za neko fiksirano a&:R’.} (i

Pod VALUACIONIM prsienom bodrazum&vam svaki prsten 2 sa svojstvom
da za svake a,bea va¥l alb v bla. U svakom valuacionom prstenu levi
i desnl ideali se podudaraju, i skup Jg=a-u(a} svih neinverzibilnih
elemenata prstena 2 je jedinl njegov maksimalan ideal. Pri tome je J 1
radikal prstena A, 35to posebno znadi da su svi delitelji 0 valuacionog
prstena u njegovom radikalu. Lako se dokaie [xkarrawsxr(1]) da je svaki

valuacioni prsten A prsten sa elementarnim deliteljima {(&ak | u odnosu
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na hermitski niz &2.), kao i da su eleventerni delitel]i proizvoljne

ratrice ¥ rad A odredjeni jednoznafre do na pridrulenost. Jedan od bi-

I-4 je da za2 svawu matricu & iz

bk

a u dokazirg Tegrera I-3

(17) § = , aglagey, lag=0 za s>k,

Eolee £ (4
£ i
(5] 8

L

i njene elementarne delitelje o, (1g¢sgm vaidl mepk | Q& 398, [Ig
s¢ki. Doka¥ire da to vail | ze proizvoljan valuacioni prsten 4. U tom

stucaju je Cak cglag, @ time i

A valuacioni, bar jedan od elemenata matrice § dell sve njene elemente.

CollEg (1gsck). Zaista, kako je prsten

£

Uznalimo sa o bilo keji od njih. Neka je ¢ = [E]ij. Jasne je da teda

elementarnim transformacijoms matricu § moZemo transformisati umatricu

opblikea T = joy O}, pri Cemu je $, xvadratna matrics reda n-7 obllkea
O S,

(171, €ija je dijagonala &), .485.1,25411385~1,0,1. Uz to ¢, dell sve

elemente matrice §,. Na osnovu toga, tvrdjenje siedi neposredno indu-

keijom po n, jer su elementarni delitelji matrice T, a time | matrice

S, uwpravo ¢, | elementarni delitel}l ¢, (2¢sgn) matrice 5.

Sada dokaz Tecreme !-3 meiemo modifikovati take Zz dobijeme dokaz
sli€nog tvrdjenja za valuacione prstene. Uz to svaka orircdra euklidska
valuacija ¢ valuacionog prstens A zadovoljava usiov weccelacije. Zais~
ta, pretpostavimo da za neko a,b,u,ved, ubv# ¢, vail diuav) > o{ubv)
s& Cag ¢b., Kako je valuacija ¢ prirodna i aldb v bla, bife alb. Otuds
je b=ac za neko cei, a time i{*] ubvsuavx, pri femu je cv=vx {jer
se u prsteny A& levi 1 desni ideali podudaraju), S druge strane, iz {#]
stedl Qubv) = Qf{uav.x) » ¢fuav), 3510 je u suprotnosti sa wufinjenom

pretpostavkom. Otuda | naredna

TEOREMA 1-6
Ako fe valuaciond prsden & euklidski (T-eublidshi), onda je Zakav
4 dvakd od prsfena ¥,{A}. [

PRIMER 1-3, neka je X proizvoljno telo, Fik+K autcmorfizam tela K, i
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A = K{{x,£]] prsten desnih formalnih f-redova po X sa koeficijentima u
telu K. Svako a£A° se mode na tadno jedan nadin pretstaviti u obliku
a=X%u, pri ¢emu je m=m(a)» 0 ceo broj I u jednota prstena A, to jest
u=LX%, (0<s, ag#0). Tada je sa ¢(a)=m(a) (acad®) definisana je-
dna euklidska ‘mluar:.ija prstena A, ko su a=XxTu i b=x, pri demu
su u i v jednote prstena A, proizvolijni elementi iz A, tada je alb ili
bla. Otuda je A I valuacioni prsten (koji za f#ly nije komutativan), i

prema tome zadovoljava uslove Teoreme 1-6. (1

Ako su svi delitelji nule euklidskog prstena A u njegovom radikatu
J(A}, tada je domen i}l valuacioni prsten {0 Eemu je veé bllo refl).
Ako Je uz to prsten A komutativan 1 sa bar jednom euklldskom valuacijom
koja zadovol java uslov (X) na skupu R(A), tada je svaki od prstena A,
| euk!idski © T-euklidskl {Teoreme 1-3 1 1-6}. Naredna teorema pokazuje
da vaZi | znatno opStije tvrdjenje,

TEOREMA 1-7

Ako komutativan prsten a4 ima bar jednu euk&idshu valuaciju ¢ kefa
zadovolfava wslov kancelacife, tada fe za svako nenN prsten M (A)
4 eublidski £ T-eublidski.

DOKAZ. Pre svega, za prolzvoljne prstene ¢ | B 1 svaki prirodan broj n
preteni M, (GxH) 1 M (G)xM,(H) su izomorfnl. Kako prsten 2 zadovoljava
ustove iz III, Teorema 2-8, bice

(18]} A o= [GXeaxGp) X (H % xH},

pri Zemu je svaki od Gj-ova euklldski domen, dok je svaki od prstena ®y
specijalan, a time | valuacioni euklidski prsten. Uz to restrikeija by
od ¢ na G; takodje zadovol java uslov (K), pa Je prema Teoremama i-3 i

1-6 svaki od prstena ¥,(G;) | Mp{H;) 1 euklidski 1 T-euklidski. Kako iz
(18} sledi

[19) M (A) = M, (G, ) %-«xM (H.]},

prema III, Teorema 2~8, bice i prsten A, i euklidski i I'~euklidski. [
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] ims bar jedry keormalnu euklidsku valuaciju keja za-

11 celew (mr. Priotoma je za n=I1,2 prsten Mu{A) |

¥

}
ctvoren probler "euxlidrosti” prstena M,{A) za svaki

u slu¥aju proizvoljrog evklidskeg domena &),

Pri dokazu najavijencg tvrdjenja koristicemo pojem DETERMINANTE
kvadratne matrice nad prelzveljnim telom u smislu preuponnelzl. Naime,
ako je & telo, tada je R(x, ) =U(k,) codgrupea multiplikativne polugrupe
Bo= M. (X), Oznalimo sa C 1 ¢, recem komutante grups % i U(K,.}, to jest
podgrupe grupe K° 1 y(x.) Sto ih generidu njihovi komutatori. Tada su
c.najmanje Invarijantne podgrupe od X° 1 U(k.) za koje su kolidniw

¥
e

-y

T3

ke grupe K°/C i pix /0, kemutativne. Grupa UK, )/ C, je lzomorfna
grupi x%/C za sveki prircdan broj n [SIEUEQNNE{IJ}. Sa x/¢ oznacCava-
demo skup svih "koseta® d=aC (acX), uz dogovor da za svako a€k vazl

aC 0C=0C, Ako Je X polje, tada Je XK/Ce=K.

U preuvoonne (1] detonmdinanta nad telom ¥ je definisana kao jedno
nreslikavanje det:X(Kj~» K/C skupa M(K} svih kvadratnth matrica nad K
u skup X/C [kojz se u slufaju polje podudara sa uobtidajenim pojmom de-
terminante). Osnovna svojstva preslikavanja det {keja to preslikavanje

i karakterilul data su sa:

{a].Ako je [a,0,.,0}] prva kolona i § komatrica polja (1,1} matrice

¥ iz K,, tada je det¥ = Z+det 8. Pri tome je detla] = ac.

(8) Ako se neko] vrsti (koloni) matrice » doda neka druga vrste
(kolona)l te matrice pomnofena sleva {zdesna] bilo kojim elementom a iz

K, za dobljenu matricu § vail dets=detkX.

(v} Ako je s matrica koja nastaje iz matrice ¥ mnoZeél neku njenu

vestu {kolonul sleva {zdesna) elementom z€£R, tada je dets = &- det M.

{5) Ako se u matrici » dvema vrstama [kolonama] zemene mesta, za

dolﬁi}&nu matricu & va2i dets = -1-detM, gde je -1=-1C.
(1} 2a svaku matricu ¥ iz M, (K} vali det(M) = det(xT).

(8] Za svake dve matrice 2,0 iz A, vail det(PD) = det(p)-det(Q).
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Pos&bho je vaZno svojstvo (B]. InaZe, svojstva [a)~{&) omoguéuje da se
i #k3plicitno odredl det(M) za proizvoljnu matricu ¥ iz M(K). Ako je a
proizvod dijagonalnibh elemenata trougaone matrice 7, tada Je detT= 3.

TEOREMA 1-8

Ako domen A ima ban jednu euklidsku valuacifu ¢:2+N, kofa zado-
voliava uslov (N} $rad}= {¢a){¢b), fada jesvaki od prstena Mn(a)
T-eublidski. Tu se uslov (¥} moZe zameniti 4 uslovom (M),

boxaz. Domen A ima prsten razlomaka X i presilikavanje a-+a/! (aca) je
onomorfizam prstena A u telo K. Uz to je 3, potprsten prstena K,. Ne~
ka su u=a/x | v=Db/y proizvoljni element! iz x. Tada je u=v akko je
ac=bd 1 xc=yd za neko c¢,deA . Valuaclja ¢ zadovoljava uslov norme
pa iz u=v sled] (@a}lcﬁc}# {gp){gal, {¢x){oc) = {¢y){dd), | prema tome
(da}/{dx} = {¢b)/{by]. Otuda je sa

(20 drasx) = {bal/{¢x) faca, xea®)

dobro definisanc jedno preslikavanje ¢:X+0 tela X u skup © racional~
nih brojeva. Domen & zadovol]ava das;ﬂ Oreov uslov, pa za neko o,d iz
A% vaZi xc=bd, | dakle uv= (acj/(bd}, kac 1 ldx){¢c] = (9b]) (¢d), Zto
zajedno sa (20} daje {jer je mnoZenje u o komutativno)

(21) S(uv) = {du) (dv) (u,vex).

To znadi da | preslikavanje 55 zadovol lava uslov norme., Jasno Je "da za
svako ack® vaZl 5&“1#1x’{$a], a time | é{c)mz za svaki komutater ¢
grupe X%, Kako je svaki element a komutanta C grupe X? proizvod kona&no
mnogo njenih komutatora, na osnovu prethodnog 1 (21) bie &(a)=1 za

svako ae¢. Otuda, ako je aC=bC, bide b~laec, | dakle da=db. Prema
tome, za svako a,becx vaiil |

{22) aC=bC o Ga=db.

Ako je, uz prethodnu simboliku, detM=aC determinanta matrice M nad
telom & {u smislu DIEUDONNE {1]], tada na osnovu {22} mkljuﬁujem da je
sa (%} QM) =dra) (MEX,, detM=al) dobro definisano jedno presli-
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kavanje °;=ﬁ'z:'*f? prstena Rp u skup Q racionalnih brojeva., Dokazademo da

-

je restrikcija % od U na skupu An, tj. preslikavanje y skups A, dato sa
(23) PIK) = dla) (Mea,, detM=aC)

Jedna T-euklidska valuacija prstena 2;, sa kodomenom N,. Dokalimo prvo
da ¥ pripaca skupy ¥, 2za svaku metricu ¥ 1z 2,. Neks su a; {1<sgr)
elementarni delitelji matrice ¥ | stavimo XM= diag Iaz,az,..]. Na oshovy
Teoreme 1-2 matrica ¥ se mole dobitl iz matrice ¥ primenom elementarnih
transformacija "tipa” (B)~[3]. Kako su ¥ } ¥ matrice | nad telomX, bice
det () =eX det(¥), pri Cemu je e==-1C koset podgrupe C koili sadrZi ~1,
@ k izvestan prirodan broj. Za re<n Je det(M)=0, a timei detM= 0. Ako
Je r=n i a=a;-.a,, tads je aca | detk=al. Otuda je

(24) we) = bteXa) = $te*)Era) = $(a),

jer valuacija E zadovol java uslov norme, i, naravno, &(e)= 1, 'Ns::r, kako
Jje ack, zajedno sa ¢a bice | M nenegativan ceo broj. Dalje, za proi-
zvol jne matrice P,0cd. stavime detF = al | detQe=bC. U tom sludaju je
det (PP} = detP.det = al-bC = &b, 1 dakle

(25) WIPQ) = Glab) = {fa)léb) = U(PIG(O),

pa | valuacija v zadovoljava usiov norme. Posebno, ako je »Po=F, bide
(ve)lypl) = 2, Sto sa VPLVREN, daje LP=uQ= 1. Drugim relima, za svaku
inverzibiinu matricy Peh, valli ypP=]1,

Neka su bg (g sqgk) elementarni delitelji matrice BEA,. Matrica
B je regularna akko je k=n i b ER(A) za svake sgn. S druge strane,
svakl regularan element prstena A ims inverz u telu X. Otude regularns
matrica B = diaglb;,..,by] iz &, Ima inverz D=diagli/by,..,1/b,] u
prsteny K.» Ako su § | T inverzibilne matrice iz A, za koje je $BT= 3,
tada za matricu D= rD§ vall BD=DB=E. Prema tome, matrica Bez, je

regularna u prsteny M.({Aa) akkeo je Inverzibilna u prstenu MulK}o

DokaZimo sads da za svaku matricu Med, 1| svaku regularnu matricu
BeR(an} postoje matrice QO€&, | RERG(A,) za koje je Mw=BO+R, UR<(B.
Zaista, kako Je prsten A hermitski zdesna, postoje Inverzibilne matrice
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viviza, ia koje su matrice MU | BV donje trougaone. 1z regularnost!
matrice BV u prstenu A, sledi njenz Inverzibllnost u prsteny X,. Uz to
je 1 matrica (BV)™ I mvip~! donje trougaona o prsteny X, . Kako Je
prolzved donje trougasonih matrica takodje donje trougaona matrica, blce
I matrica {*) r = v™ip~1.ppy donje trougaona, to jest

1
l

4
(28) F o= Q@21 Qa9 ¢

za neke ajj-ove iz k. Ako je Fedp, tada iz (%) za o=yrp~! €Ap siedl
M=BQ, T stvar je gotova. Zato pretpostavimo da F nijeu &,, to jest da
bar jedan od aj-ova ne pripada prstenu 2. Stavimo [*%) 2y = uij/bij
53 ujj,bijaa. Kako je valuacija ¢ euklidska 1 sleva i zdesna, postoje
cij-ovl | rij-ovi iz & takvi da je: uij = ¢ijbjj +ri4, dris < ¢bj 4,
pa iz [#%} sledi

(27} uij = Cij * Vij, Vij = rij/bij,

pri Cemu je $"ﬁfjj = {¢rijlf{¢bij) < I. Neka je m najmanji 1 % najveéi
indeks za koje je vy, #0. Jasno Je da mora biti m>k. Neka Je &= [g;4]
matrica iz 2, koja je za m=k data sa

¢yg~1 za i=j, vii=0,

{23} g‘ : W
I -

J Ciy U svim precostalim sluctajevima,

a 23 m>k 831 g *Ckkr» Gxkm=1s 1 sa (28) u svim preostalim slu€aje~
vima. DokaZimo da tada za matricu Hef-G va¥i @(H} <l. Dznalimo sa &

matricu koja se u slu€aju m=k podudara sa matricom H, a usluCajunmsk
hastaje 1z matrice ¥ dodajudi njienoj k~to] vrsti njenu m=tu vrstu. Tada
Se neposredno proverava je matrica # donje traugfacna {jer za m>%k va3i
(=0, Wl gm==1, [Hlgm=1]. Uz to, ako je {1;4..,8,] njena dijago~
nala, tada je Bp = vy, dok za ifk vaii hie{1,v;;:}. To posebno zna¥i da
Je $thy) <1, $(h;) <1 (i#k). Stavimo h=h)+h,. Kako & zadovoljava
uslov norme, na osnovu prethodnog imamo: &(h) = (é'h;ju{%hn} < I. No,

s druge strane jasno je da vaZl det(#) = det(§) =hC, pa na osnovy {24
dobijamo {¢m)=d(h) < 1.
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MrcZedl jedmékmst {#] cleva matricom BV, a zdesna matrlicom U*l, i
zamenjujudl F sa G+, dobijamo M=pBQ+R, gde je Q= VGU”‘Z, B=gyHU L,
Kake su v,6,U"! matrice iz prstena &,, bife to siulaj | sa matricom Q.
Sada su M,8,0 watrice 1z Ap, pa Je& to siuca) | sa matricom R=pM-B), Uz

to je W={U=1, pa na osnovy prethodrog zakljulka Imamo da je
(29) .. W(R) = yeavar™iy = (yB) (yv) {m) (pwl™! < yea)

(jer 1 ¥ zadoveljava uslov norme}. Otuda je | YR < B, Najzad, kako Je
matrica H regulsarna, bile takva 1 matrica R {kac "prolzvod” regularnih
matrical, pa je M=ED+R, UR<YB, 538 Qcap, | RERy(A,}. Otuda | samo
tvrdjenje u slufaju kada ¢ zadovoljava uslov {¥]. Drugi deo tvrdjenja
se¢ svadi na prethodn! sfuﬁaj, jer svaki domen koji ima euklidsku valu~
aciju koja zadovoljava uslov (¥}, ims | bar Jednu eukllidsku valuacliju

koja zadovoljava uslov norme. O

TEOREMA 1-9
II Ako demen A Ama bar jfednu euklidshu valuaciju ¢ hofa zadovoliava
wslova (M) ¢ra+db) ¢ max {¢a, ¢b), 2ada je praten M,(a) euhlidski.

DOKAZ. Svaki takav domen je oblika x[x,f£,8], pri éemu je X izvesno te-
lo, @ £ 1 & redom automorfizam i desno f-diferenciranje tela x {jer je
valuaclja ¢ euklidska 1 sleva i zdesna}. Neka je & odgovarajuéa stepena
valuacija, Teda, preme V, Primer 1-1, za slilne elemente a,b u prstenu
A vaii Bda=03b. Ne osnovu toga moZemo govoriti o valuacij! Y, (A) + W
© kejoj Je ref u Teoremi I-3 {zz ¢=3 | n=2} | u sluaju kada prsten A
nlje komutativan. Neka je zato simbollka iz Teoreme 1-3 za ¢=3 | n=2.

Dokazalemo da Jje § euklidska valuacija prstena M, {2},

Ako je B regularna matrica iz A,, tada prema Teoremi 1-8 za svaku
matricu Mea, postoje matrice QeA, T ReR,(R,) za koje je M=BO+R sa
YR<YB. Pretpostavimo zate da matrica B nije regularna. U tom siufaju
matrica B#0 ima taino jedan elementarni delitelj, ma primer b. $}iZno
kao pri dokezu Teoreme 1-3 zakljufujemo da Je dovoljno dokazati da za

svaku donje trougeonu matricu M= [a a} I svaku matricu B= [b O]
Q ¢ g 0

(b# 0] postoje matrice Q,REa, za koje Jje M=BO+R, YR<UB. U tu svrhu
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stavimo Q= [p q], i dakle R = [a*bp *bq]. Slucaj b=c=0 se 1ako
apsolvira. Ako je ¢#0 lzaberimo p tako da bude a-bp#0 (ito je mogude
zbog b¢# 0). Tada je za g=0 matrica R regularna, pa ima dva elementarna
delitel ja. Kako matrica B ima jedan elementarnl delitel], bide YrR«<yB.
Najzad, ako je ¢=0 | u# 0, tada je za ¢g=1 matrica R regularna, pa je

opet YR < §B. Otuda i tvrdienje. [J

TEOREMA 1-10 | |
“ Ako domen a nije telo, Xada za n>1 prsden a,=My(a) nema nigfednu
konalny euklidshu valuaclfu. - | |

poxaz. Doveljno je dokazatl da tvrdienje vaZl za n=]. Ako prsten ﬁzfaf
Ima bar jednu euklidsku valuaciju, neka je ¢ minimalna medju njima, sa
Y(a,) = w. Dokazademo da valuacija ¢ nije konaina.

. Neka je a# 0 bilo kojl element domena & kojl nije Inverzibilan i

stavimo Me [1 {3] i F= [1 0]. Kako matrica ¥ nije inverziblina u
0 al - lo oo |

prstenu 2,, prema I, Lema I-1 niz {ga”) [nenN} stroge raste. To posebno

znall da za svake keW, k<w, postoji regularna matrica &= [1 a] za
| | c ¢

koju je 6>k (na primer, 6=¥" za dovoljno veliko n). Pretpostavimo da
da je Yrs=m<w., Ako je B# 0 singularna matrica lz ¥,(2), tads za neke

“inverzibiine matrice U,V vaZi m?m[b 0] = F.BE sa bLER(A). Kako je
G :

valuacija ¢ prirodna t matrica bE regularna, iz B = U"‘IF{bE)Vﬂ stedi
Y& > Y. Kako to vaZl za svaku singularnu matricu B# 0, zakljufujemo da
euklidskl razred stepena <m prstena 2, ne sadril  nijednu singularnu

matricu. To znali da postoje matrice QE€A, | R 1z R,(4,) takve da vaZl

G=F+R, $R<YF, a time | R = [J-ep wg] za neko p,gtA. Kako je c#0
0 & |

bide R¥ 0, pa je matrica R ragi:ztarna. Qtuda je i I-p# 0, Oznatimo sa &
matricu kola nastaje iz ¢ zamenjujudi ¢ sa 1. Tada je R = gg, | dakle
YR>YG, &8 time 1 m>k. Kako tu k moZe bitl prolzvoljan prirodan broj,
mora bitl YF=m>w, pa valuacija ¥ nije konalna. Jasno je da to onda
ne moZe biti ni neka drugas euklidﬁka'valuacija prstena A,. Napomenimo
Jos da siino tvrdjenje ne vali | 2a T-euklidske valuacije prstena 4,.
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