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OZNAKE I SIMBOLI

J. = protok neke fizidke Qeliéine (toplota, elektricitet i sl.)
L., - fenomenolo$ki koeficijenti

- termodinamidka sila

G - gustina fizidke velidine koja je objekt prenosa
- zapremina

- graniéna povriina zapremine V

- brzina protoka gustine Pr

- spoljasSnja normala povriine §

t - vreme

I - izdadnost izvora ili ponora (u I glavi)

p - gustina sredine

» = brzina jedinidne mase

¥ - potencijalna energija jedinilne mase (u I glavi)
u - unutradnja energija jedini&ne mase

J - protok energije kroz jedinidnu povr3inu u jedinici vremena
F - sila

T - temperatura tela

A - tenzor koeficijenata toplotne provodnosti

A - koeficijent toplotne provodnosti

c - specifidna toplota

v - Laplasov operator

z. i x, - Dekartove koordinate

J
Aij i Bij - materijalne konstante sredine



II

T - vreme relaksacije (u I glavi)

c? = ?%;— kvadrat brzine toplotnog poremeéaja

Ta - poletna temperatura tela

v - temperatura spoljasnjeg ambijenta

Y, - poCetna temperatura spoljasnjeg ambijenta

" - koeficijent povriinskog provodjenja toplote

o - Stefan-Bolcmanova konstanta

E - stepen crnoée povrSine ‘
a? = 3% - konstantni koeficijent temperaturne vodljivosti

LV - diferencijalni operator jednaline procesa

L - diferencijalni operator grani&nog uslova
f(zj,t) ~ tadno reSenje zdataka
r* - probna funkcija - aproksimativno resenje

oy - ostatak dobijen zamenom aproksimativnog re$enja u jednadinu

procesa

o =~ ostatak dobijen zamenom aproksimativnog resenja u graniéni
s uslov

o - ostatak dobijen zamenom aproksimativnog red3enja u poletni
o uslov :

A, t A (t) - neodredjeni parametri u probnoj funkciji F#
() = igubina penetracije (u II i IV glavi),

F(o,) = funkcija ostatka

W(zj) - faktor kojim se ponderife ostatak

yh(zj,t)b- linearno nezavisne funkcije u probnom resenju f#

T4 -‘aproksimativno re$enje jednaline prostiranja toplote (u II
glavi)

A ' ces o s . .
a = 3; = promenljivi koeficijent temperaturne vodljivosti (Gudmano-
va metoda, II glava)

I - akcioni integral
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L - LagranZeva funkcija

By - kineticka energija

U - funkcija sile

Y - "zamrznuta funkcija"

- T - "zamrznuta temperatura"

¥ - lokalni potencijal (III glava)

q(t)- realna generalisana koordinata (u III glavi)
q*(t)~- apstraktna generalisana koordinata (u III glavi)

T* =~ pridruZena, apstraktna, temperatura (u III glavi)

o
'

vektorsko polje toplotnog fluksa (u III glavi)

6 - odstupanje temperature od ravnoteine (Bioov princip, III
glava)

U - termodinamiéki potencijal (Bioov princip, III glava)
D - disipativna funkeija (Bioov princip, III glava)

a; 1 q, - gefieralisane koordinate

Qv - generalisana sila
k

- i%&ezavajuéi parametar

. ] . .
T = 3% - vremenski izvod temperature
T’j = 522 - izvod temperature po prostornoj koordinati z.
-+ g : !
F@ ~,i-ta konzervativna sila
: .
*nk o e . .
Fi 1-ta nekonzervativna sila
Ank - rad nekonzervativnih sila

povrinska temperatura (u III-i IV glavi)

Q
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Qe

- vremenski izvod povr3inske temperature

De

- vremenski izvod dubine penetracije

h - AjnStajn-Bolcmanova lonstanta
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Jedna od karakteristika savremene fizike jeste sinteti-
zovanje prirodnih pojava koje su izudavane u razli&itim, d&esto dis-
paratnim, oblastima po klasiénoj podeli nau&nih disciplina. SaZima-
nje prirodnih pojava koje imaju izvesna zajednidka svojstva u jedin-
stven matematic¢ki model omoguéava da se uo&i povezanost, na prvi po-
gled, nepodudarnih procesa, da se proude njihova medjusobna dejstva
iz kojih rezultiraju mnoge sloZene, uodene a neobjaSnjene pojave.
Neosporno je da makroskopski registrovane kontinualne pojave poticu
iz diskretnog sveta mikrodestica i predstavljaju samo produkt zbi-
vanja u toj diskontinualnoj sredini. Prougavanje tih makroskopskih
manifestacija trebalo bi vrZiti simultano sa objadnjavanjem pojava
u mikrosvetu u cilju dobijanja tadnih odgovora na mnoga pitanja na
koja se nailazi pri savremenim istra%ivanjima i u cilju predvidja-
nja moguéih ponasSanja sredina izloZenih razli&itim spoljadnjim uti-
cajima. Nedovoljno poznavanje te diskretne sredine kojoj se pripi-
suju svojstva analogna sa makroskopski diskretnim sredinama (napr.,
sa sistemom materijalnih tadaka i t.sl.) &ini da ta&nih i pouzdanih
odgovora nema, da se samo sa izvesnom ta&¢no3éu u uzanom dijapazonu
moZe predvideti dogadjaj, da u nekom drugom dijapazonu postoje dru-
gatije zavisnosti izmedju istih fizi&kih veli&ina, da naglo i znat-
no dodje do izraZaja neko svojstvo sredine koje je u ranijem inter-
valu bilo zanemarljivo, da &ak sredina izgubi svoje prvobitne fizi&-
ke karakteristike (promena agregatnog stanja pri zagrevanju ili hla-
djenju i t.s.). Uéi u su3tinu prirodnog procesa zna&i prodreti u zbi-
vanja u mikrosvetu i obrnuto, makroskopsko posmatranje ukazuje na mo-
guéa zbivanja unutar mikrosveta. Postojanje mnogih teorija i zakona
najbolji je pokazatelj koliko je napora, vremena i materijalnih sred-



stava utrofeno u cilju objadnjavanja i ovladavanja prirodnim pro-

cesima.

Matematicki model - fenomenolo3ki iskaz skupa prirodnih
ﬁojava sa nekim zajedni¢kim karakteristikama treba da, u analiti&-
koj formi, prikaZe kvalitativne i kvantitativne odnose izmedju fi-
zi¢kih veliZina koje su prisutne u procesima, a da pri tome oblik
tog modela bude Sto jednostavniji da bi dalje matemati&ko prouca-
vanje bilo moguée. U principu°se ni-za jedan analitidki izraz ne
moZe tvrditi da u potpunosti i sasvim ta&no opisuje prirodni pro-
ces, §to znali da su i reSenja dobijena matematidkim tretmanom tih
izraza samo aproksimacije zbivanja unutar fizi&kog sistema, Razlog
za ovo leZi u &injenici da eksperiment i neposredno posmatranje,
osnovni izvori podataka o procesu, nisu u stanju da uka®u na sve
fizi¢ke veliline prisutne u procesu zbog ograni&enih moguénosti a-
parata i uredjaja i neprimetnog uticaja nekih komponenata na pro-
ces. Usvajanje ove &injenice dovodi do saznanja da je apsurdno ole-
kivati da se moZe doéi do apsolutnog. Zbog toga se svi zakoni i ma-
tematilki modeli moraju prihvatiti kao bolji ili loziji prikaz
stvarnih zbivanja.

Fenomenolo$ki prikaz transportnih pojava u éiji okvir spa-
da i proces prostiranja toplote nije izuzetak ovog pravila. Veoma
komplikovana struktura izraza, koji bi obuhvatali sve komponente
bez obzira na njihov stepen uticaja na procese, udinila je da se u
cilju dobijanja neke slike o procesu izvrde izvesna zanemarivanja
kao ustupak matematigkim tedkodama do kojih se dolazi pri proudava-
nju ovako sloZenih izraza. Linearizacija jednadina procesa, prva
i prili¢no gruba aproksimacija koja nosi u sebi fizi&ki malo oprav-
danu pretpostavku o prirodnim svojstvima sredina, dopusta uz nove
restrikcije primenu elegantnih metoda matemati&ke analize. Re3enja
ovakvih jedna&ina koja se nazivaju "taénim", a taéna su samo u od-
nosu na matgmatiéki model procesa, jer zadovoljévaju postavljenu
jednaéihu i grani¢ne i poletne uslove, naje3ée su data u obliku
beskona¢nih redova, eliptiénih, gama, Beselovih, Lefandrovih i dru-
gih funkcija i zbog toga imaju malu upotrebnu vrednost za inZenjera
- praktidara. Tretman jednadina ptem numeriéke analize u osnovi i-
ma pretpostavku koja u refenja unosi veéu ili manju greiku zavisno



od stepena razvijenosti, osetljivosti i brzine primenjenog raduna-
ra. Zahvaljujuéi razvoju elektronike danas postoje radunari izuzet-
nih kvaliteta, sposobni da u jednoj sekundi obave milione aritmetié&-
kih operacija, 8to omoguéava da se promenom podataka utife na brzi-
nu konvergencije tako dobijenih reSfenja ka stvarnim reZenjima. Nji-
hova je zasluga $to postoje reSenja mnogih procesa do kojih se pre
njih dolazilo putem, &esto, veoma skupih eksperimenata. Medjutim,

ta redenja se dobijaju u numeridkom ili grafidkom obliku, a ne u
funkcionalnom %to predstavlja njihov ozbiljan nedostatak.

Aproksimativne metode reSavanja diferencijalnih jednadi-
na dovode do funkcionalnih re3enja koja su veoma pogodna za prakticd-
nu upotrebu, desto ne zahtevaju veliko poznavanje matematic¢ke ana-
lize, operisSu sa relativno malim brojem najuticajnijih parametara,
ali zahtevaju od istraZivaca istancanu intuiciju pri izboru tih pa-
rametara i oblika aproksimativnog resenja, 5to je povezano sa is-
kustvom i snalaZljivo$éu istrazivada. Oblici tih reZenja najlesée
se odredjuju putem analogija sa proverenim refenjima sli&nih proce-
sa bilo u okviru iste nau¢ne discipline ili u nekoj drugoj pod us-
lovom da su matemati¢ki modeli isti ili bar sli&ni. Od svih oblika
aproksimativnih reSenja naje$ée se koriste polinomi sa konstantnim
i1i funkcionalnim koeficijentima, ali poveéavapje stepena tih poli-
noma ¢esto nije garancija brze konvergencije ka stvarnom refenju
§to se u prvi mah moZe pretpostaviti. Analogije se najdeiée traze
sa procesima proudenim u okviru klasi&ne mehanike. Medjutim,nije
redak sludaj da je traZenje takvih analogija bespredmetno ako se
bar prividno ne odstupi od shvatanja osnovnih pojmova kao 3to su
kretanje, sila, koordinate i t.sl. Ovo odstupanje ne znadi prihva-
tanje mehanicizma kao pogleda na svet, veé omoguéava, formalnim
prihvatanjem snaZnih metoda klasine mehanike, reprodukciju aprok-
simativnih re3enja visoke ta&nosti procesa kod kojih su poznate sa-
mo empirijske zakonitosti i slike stvorene na osnovu eksperimental-
nih podataka. . ) ' o

Ovakvo shvatanje leZi u osnovi ovoga rada &iji je cilj
da potvrdi moguénost primene formalizma varijacionih metoda klasié&-
ne mehanike na oblast koja po klasi&noj podeli fizike izlazi iz ok-
vira ove discipline, da kroz primer krajnje disipativnog procesa,



kao §to je radijacija, pokaZe snagu, univerzalnost i opravdanost i-
deja saZetih u varijacionim pristupima proudavanja nepovratnih - i-
reverzibilnih - procesa koji jedino i egzistiraju u prirodi i kona&-
no da preko refenja fenomena postiranja toplote kroz &vrsta tela
sa termilki promenljivim svojstvima, koja do danas nisu bila pozna~-
ta, dokaZe ispravnost svih iznetih pogleda.



| GLAVA

MATEMATICKO MODELIRANJE FENOMENA PROSTIRANJA
TOPLOTE

Po klasinoj podeli fizike fenomen prostiranja toplote
spada u okvir termodinamike i zbog toga su za njegovo proudavanje
merodavne metode te discipline.Klasifna termodinamidka metoda za-
snovana na proudavanju i analiziranju ravnotefnih stanja i urav-
noteZenih (povratnih) promena stanja omoguéava da se termodinamid-
ki procesi podvrgnu formalnoj matematidkoj analizi i doputaju nji-
hovo relativno prosto grafidko prikazivanje. Pretpostavka o posto-
Jjanju ravnoteZnih stanja i povratnih promena sﬁanja u direktnoj je
suprotnosti sa stvarnim procesima, koji nisu ni uravnotefeni niti
su njihove promene stanja povratne, Medjutim, klasi&na termodina-
midka metoda je pokazala da ima veliku prakti&nu vrednost, da ni-
je u suprotnosti sa principima termodinamike, a to znadi da je u
suStini potpuno ispravna. Ba§ principi termodinamike opravdavaju
klasi&nu termodinami&ku metodu |1 | .

Drugim principom termodinamike uvodi se pojam entropi-
je &€iji je prirastaj presudan pri klasifikaciji procesa na neurav-
noteZene i uravnoteZene. Prisustvo ovog prirastaja &ini da je pro-
ces neuravnoteZen, a njegovo odsustvo je karakteristi&no za ravno-
teZna stanja. Za proudavanje ravnoteZnih stanja merodavan je klasi-
¢ni termodinamidki mefod i procesi koji spadaju u ovu kategoriju
dobro su prouééni, hafematiéki‘jasno oblikovani i grafi&ki pregle-
dno prikazani.

Medjutim, termodinamika neravnoteZnih stanja, u &iji ok-
vir spada 1 prqces prostiranja toplote, koja se karakterife prisus-
tvom priradtaja entropije, malo je prouena. Klasigna fenomenoloska



termodinamika primenom statisti¢kih metoda - klasi&na Meksvel-Bol-
cmanova statistika, kvantna Boze-Ajn3tajnova i Fermi - Dirakova -
omoguéila je dublje proulavanje i obrazlaganje &itavog niza fizié&-
kih, fizikohemijskih, hemijskih, biohemijskih i drugih pojava i pro-
cesa kod kojih je evidentno prisustvo prirataja entropije. Teorije
razvijene iz statistiékih metoda baziraju na poznatim modelima mo-
1ekﬁla i drugih Cestica i zbog toga se mogu primeniti na relativno
mali broj problema. Neposredno pred drugi svetski rat, a naro&ito

po njegovom zavrdetku, grupa holandskih i belgijskih nau&nika - On-
sager, PrigoZin, de Donde, de Grot i dr. - dali su vidan doprinos
izgradnji, razvoju i primeni termodinamike neravnoteZnih stanja ko-
ja ne bazira na statisti¢kim metodama, a u saglasnosti je 'sa prin-
cipima klasiéne termodinamike. Osnov savremene termodinamike neura-
vnoteZenih stanja su zakon linearnosti i Onsager-ova teorema [2-4] .

Prema zakonu linearnosti: "Brzina pribliZavanja nekog sis-
tema ravnoteZnom stanju proporcionalna je termodinamidkoj pokretad-
koj sili, koja moZe da se izrazi gradijentom nekog potencijala" |5|
Analiti¢ki izraz ovog zakona dat je sledeéom fenomenoloZkom zavis-
noséu '

-> n
(1v1) I J. = 2: L.

<> N .
L ik Xk > (€ = 1,2, vos on)
gde J; predstavlja protok neke fizi&ke velidine (toplota, elektri-
citet, difuzioni tok itd), }k termodinamidke pokretadke sile, a Li
fenomenolodke koeficijente. Koeficijenti L;; bili bi, na primer,
koeficijent toplotne provodljivosti, koeficijent difuzije, provo-
dljivosti elektriciteta i dr.

k

Pojam "termodinamidka pokretadka sila" nema nileg zajed-
ni¢kog sa pojmom sile u Njutnovom smislu. U termodinamici neravno-
teinih stanja termodinamidka pokretadka sila jeste uzrodnik, pok=-
retal, nepovratnog procesa, a proces se mékﬁgskopski manifestuje u
vidu nekog protoka, kao $to je toplotni protok pri postojanju gra-
dijenta temperature, difuzioni tok pri postojanju gradijenta tem-
Perature ili koncentracije (termodifuzija i obi&na difuzija) itd.
Egzistencija gradijenta neke fizi&ke velidine bitna je za stvara-
nje sile (uzro&nika) koja mofe da izazove bilo koji protok (bilo



koju pojavu). Gradijent temperature, na primer, moZe da izazove
protok toplote, a isto tako i difuzioni tok, ili pojavu elektriine
struje (termoelementi). Cesto se u prirodi ukritaju i podudaraju
(nadovezuju) dve pojave, 5to prouzrokuje stvaranje neke nove poja-
ve. Veé pomenuti proces termodifuzije jeste rezultat podudaranja
dveju pojava - difuzije i toplotne provodljivosti. U ovom sludaju
gradijent temperature izaziva pojavu gradijenta koncentracije i
obrnuto, gradijent koncentracije izaziva pojavu gradijenta tempe-
rature. Fenomenoloski koeficijenti L{k u izrazu (1.1) odnose se
na ovakve pojave (pojave sa podudaranjem dveju faza), i to za i#k.

nsagerova teorema tvrdi da je matrica fenomenoloikih ko-

eficijenata simetridna, odnosno

Z. =L

ik (t,k = 1,2, «v. ,n)

ki
Simetrija ovih koeficijenata odraZava fizi&ku pretpostavku da u
uslovima mvnoteZe svaki molekularni proces i proces njemu supro-
tan protiéu u proseku istom brzinom. Pojam ravnotee, termodina-
micke pokretalke sile, uzajamnost dejstva dva procesa i simetrid-
nost fenomenologkih koeficijenata veoma podseéaju na treéi Njut-
nov aksiom.

Sila u Njutnovom smislu je uzrok promene stanja kretanja
neke materijalne talke, sistema tadaka, ili tela, pri &emu se pod
kretanjem podrazumeva promena geometrijskog poloZaja posmatranog
objekta. Ako se pod pojmom kretanja, Sto je sludaj u klasidnoj me-
hanici, podrazumeva‘Eama promena poloZaja pokretne tadke u geomet-
rijskom prostoru, tada zaista termodinami&ka sila kao pokreta& ne-
povratnog procesa nema nifeg zajednidkog, osim naziva, sa silom u
Njutnovom smislu. Medjutim, ako se pojam kretanja uops$ti, povezZe
sa stanjem nekog procesa i shvati kao "promena stanja proceéa", a
pojam "sila" prihvati kio uzro&nik te promene stanja procesa, ta-
da se uodava da izbor termina "sila" u termodinamici neravnote%-
nih stanja nije sludajan, veé je sudtinski povezan sa pojmom ge-
neralisane sile u mehanici. Savremena mehanika operiée sa pojmo-i
vima generalisana koordinata i generalisana sila i ne zahteva od
generalisane koordinate da ima geometrijsku strukturu, niti od ge-
neralisane sile da bude samo i isklju&ivo uzro&nik promene poloZaja



materijalnog sistema u geometrijskom prostoru. Ovakva razmatrnja nu-
3no nameéu da se pojmu prostora da novi kvalitet i da se "pod pros-
torom u fizici podrazumeva op3ta koordinacija materijalnih objekata
i njihovih stanja" [6| . Na primer, broj virusa dobijen razmnoZava-
njem 1 vreme posmatranog razmnoZavanja &ine "prostor Virus - Vreme"

i ova se pojava moZe grafi&ki prikazati.

Davanje novih kvaliteta pojmovima: kretanje, prostor i sila,
omoguéilo je da se mnogi fizi&ki procesi proudavaju koriZéenjem fo-
rmalizma klasiéne mehanike, §to pokazuje da njeni principi i zakoni
nisu strogo vezani za kretanje u smislu promene geometrijskog polo-
faja, veé imaju mnogo dublji i sveobuhvatniji smisao. Kretanje shva-
éeno kao promena stanja nekog fizidkog procesa i prostor definisan
kao "skup uzastopnih stanja nekog procesa" dopu3taju da se usposta-
vi veza izmedju geometrijskog prostora i prostora nekog procesa.0s-
novnom pojmu geometrijskog prostora - tadki - odgovaralo bi trenut-
no stanje procesa, a to trenutno stanje procesa odredjeno je trenu-
tnim vrednostima veli&ina, parametara koji defini%u proces. U sva-
koj prirodnoj pojavi ulestvuije n parametaba, fizi&kih velidina ko-
je nju opisuju. Te velidine se menjaju sa vremenom, ili sve ili sa-
mo neke od njih, a te promene &ine da se stanje procesa od trenut-
ka do trenutka menja, bad kao 3to se i polofaj materijalne tadke u
raznim vremenima poklapa sa razliditim tadkama geometrijskog pros-
tora. Prema tome, pod tatkom prostora nekog procesa podrazumeva se
skup vrednosti parametara tog procesa u jednom trenutku vremena. S
obzirom d je, u opStem sludaju, proces definisan sa n parametara,
skup njegovih stanja &ini prostor od n dimenzija. Ovako definisan
prostor poznat je kao konfiguracioni prostor koji je pridruZen pro-
cesu, a on je u opdtem sludaju neeuklidskog karaktera. Svaki para-
metar predstavlja jednu od koordinata tog prostora. Koordinatnu li-
niju bi, prema ovome, predstavl]ao skup uzastopnih stanja procesa
u kojima se menja samo jedan od parametara dok ostali ostaju ne-
promenjeni. Za koordinatni poletak, isto kao i u geometrijskom pro-
storu, moZe se uzeti bilo koje stanje procesa, bilo koja tadka (nu-
lto stanje), u odnosu na koje se posmatraju promene parametara pro-
cesa. Pod "vektorom poloZaja" u takvom prostoru moZe se podrazume-

vati skup razlika istih parametara u nekom trenutku i u nultom sta-
nju.



Promene parametara procesa sigurno ne mogu da nastupe same
od sebe. Neophodno je da se pojavi neki uzrok, pokretaé&, koji dovodi
do promene jednog, viSe ili svih parametara procesa. Taj uzroénik se
moZe prihvatiti kao generalisana sila, kao $to je sludaj sa termodi-
nami&kom silom, a ovo predstavlja potpunu analogiju sa pojmom sile u

klasiénoj mehanici.

Cilj ovoga rada nije opste proudavanje termodinamike ne-
ravnoteZnih stanja, niti moZe da se upuita u pitanje geometrizaci-
je procesa koji spadaju u okvir termodinamike nepovratnih i nerav-
noteZnih stanja, veé treba da potvrdi &injenicu da principi i zako-
ni mehanike, prvobitno stvoreni radi opisivanja i proudavanja pro-
mene poloZaja materijalne tadke, sistema tadaka ili tela u geomet-
rijskom prostoru, a pod dejstvom konzervativnih sila, imaju mnogo
dublji i sveobuhvatniji smisao i veliku upotrebnu vrednost. Tek ka-
da se prihvati da osnovni pojmovi sa kojima operife fizika imaju
kvilitete koji su napred navedeni, mogu se pod principe, zakone i
formalizam mehanike podvesti mnoge prirodne pojave koje po klasi&-
noj podeli fizike ne pripadaju mehanici. Ukratko, ova razmatranja
potvrdjuju ¢uvenu misao V. Hajzenberga da ... "Mehanika sluZi kao
konceptualni obrazac svim disciplinama savremene fizike" | 7]

l.1. Jedna¢ina prostiranja toplote kao specijalan
sludaj opSte jednadine transportnih pojava

U okvir Sirokog skupa transportnih pojava spadaju svi pro-
cesi sa zajednilkom karakteristikom odrZanja neke fizi&ke veli&ine
svojstvene uolenom procesu kao 3to je masa u mehanici fluida ili to-
plotna energija u termodinamici. Op&ti zakon odrzanja definiSe br-
zinu razmene f1z1éke vellélne, koga je objekt prenosa, 1zmed3u ob-
lasti v ogranléene zatvorenom povr%inom S i spoljadnjeg ambijenta.
Koli¢ina materije, pri &emu je izraz "materija" usvojen u svom naj-
opdtijem znalenju, a odnosi se na svaku fizidku velidinu koja moZe
biti objekt prenosa, u oblasti V iznosi
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,{,ozdv ,

gde je Pe gustina materije (posmatrane fizi&ke velié&ine). Ukupna ko=-
li&ina materije koja u jedinici vremena moZe da prodje kroz grani&nu
povrsinu S oblasti V je

> >

é Pg Uen ds »

gde Jje v brzina protoka gustine Pps @ 7 spoljasnja normala povrSine
S.

Ako se unutar zapremine V nalazi r izvora ili ponora izda-
gnosti I, po jedinici vremena i zapremine, tada u ukupni bilans ma-
terije ulazi i ova pridosla ili odvedena koli¢ija koja iznosi

OpSti zakon odrZanja tvrdi da je: "Brzina promene materije u
oblasti ¥V jednaka sumi koli&ine koja kroz grani&nu povr$inu S pre-
dje u spolja3nji ambijent i koliline koju stvaraju izvori unutar is-

te oblasti" |8 | . Fenomenoloki iskaz ovoga zakona prema redenome
glasi

3 . r

Pe—— D = - T

Bt{EdV _ngv.ndS+j; k'f:zrkdv'

§to se koriséenjem Gausove teoreme svodi na

P r
I8 [-325 +div (P, v) = I I, } av = 0.
‘ k=1
4

S obzirom da svojstva neprekidne sredine ne zavise od velidine pos=-
matrane oblasti, gornja jednakost dovodi do opsteg matematidkog ob-
lika zakona o odrZanju materije,

P .. > ¥
(1.2) P div (pp v) - z I, = 0.

i k=1
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Sta biva sa koli&inom materije koja kroz grani&nu povrii-
nu S napudta oblast V, da 1i zadrZava prvobitno svojstvo, kao &to
je sludaj u mehanici fluida da protekla fluidna masa i dalje osta-
je fluidna masa, ili se mehani&ka energija pretvara u toplotnu u
slu¢aju trenja, malo je vaZno, bitno je da se ukupna koli&ina ma-
terije pokorava zakonu (1.2), koji je do te mere univerzalan da se
iz njega mogu postaviti sve jednadine transportnih procesa defini-
sanjem gustine DE; one fizi¢ke veli&ine koja je objekt prenosa. O-
sim toga,Pogodnim specificiranjem gustine Py MOgu se definisati ne-
prekidne sredine sa razliditim fizidkim osobinama, &to &ini jedna-

¢inu (1.2) jos univerzalnijom.

.Kada u posmatranoj oblasti ne postoje izvori i ponori,ta-
da je I, =0 i jedna&ina (1.2) se svodi na

-
(1.3) jﬁi = - div( E v) .
ot

S obzirom da je ovaj rad posveéen proudavanju jednog slu-
¢aja transporta energije, prostiranju toplote kroz &vrsta tela, da-
lja rasmatranja ée biti posveéena toj problematici za koju je me-

rodavan zakon ¢ odrZanju energije. U tom sludaju se gustina P_ svo-
[

E
di na Py = pe, gde je p gustina sredine, a e energija po jedinici
mase, proizvod DE5 predstavlja protok energije kroz jedinicu povr-

8ine u jedinici vremena, 3e » & jedna&ina (1.3) se svodi na

W) 2ee) - i 7

U opStem sludaju energija jedinidne mase moZe se napisati u obliku

2

(1.5) _ e = we + ¥ ey,

tof

gde je w? kvadrat brzine jediniéne mase, ¥ potencijalna energija
izazvana prisustvom elektriénog,magnetnog ili gravitacionog polja,
a u unutradnja energija.

Cvrsta tela se karakterisu odsustvom relativnih kretanja
elementarnih masa jednih u odnosu na druge, pa je wlz 0 i jednakost
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(1.5) dobija jednostavniji oblik. Ukoliko se telo ne nalazi pod uti-
cajem polja loja mogu stvarati potencijalnu energiju, ili su njihovi
intenziteti tako mali da se sile F=- grad Y mogu zanemariti, izraz
(1.5) se svodi na e = u i jednad¢ina (1.4) postaje

(1.6) lpu) _ _ e o
5t = div J, .
Protok energije }; zavisi od termodinami&kih sila }k’ 3; =
j;(; ) , a one sa svoje strane zavise od temperaturskog polja sredi-

ne, §k = Yk(T). Dalje proutavanje procesa opisanih jedna&inom (1.6)
nemoguée je bez uvodjenja dopunskih restrikcija i aproksimacija.Kao
prvo usvaja s linearna zavisnost protoka od termodinamiékih sila,
§to dovodi do poznate relacije

) n

gde su L., fenomenolodki koeficijenti koji u op3tem slucaju zavise
od temperature. Prema tome, zakon linearnosti matematiéki oblikovan
izrazom (1.1) predstavlja prvu aproksimaciju op3teg postulata da su
termodinami&ke sile uzroé&nici, pokretadi, nepovratnih procesa, koji
se makroskopski manifestuju u vidu nekog protoka.

Razvijanjem u red termodinamic¢kih sila po temperaturi i
zadrZavajuéi samo prve &lanove tih redova jednakost (1.7) se svodi
na

->
Je =
k

Ih 3

; L_,:k(grad T)k 2
a u dobijenom izrazy nije tedko prepoznati veoma poznat Furijeov za-
kon [5,9 | S

(1.8) '?e = -Agrad T ,

gde je Xstenzornkoeficijenata toplotne provodnosti. U cilju olaksa-
).
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vanja daljeg proudavanja procesa uvodi se pretpostavka o izotropno-
sti sredine, a to tenzor svodi na skalarnu veli&inu A =A(T), pa
se jedna&ina (1.6) s obzirom na (1.8) i uvedenu pretpostavku tran-
sformige u

(1.9) 2%%21 =div {A(T) grad T }.

S obzirom da je prema kinetitko-molekularnoj teoriji unutrasnja e-
nergija

du-’-'ch, /

gde je ¢ specifiZna toplota koja u opstem sludaju zavisi od tempe-
rature, jednadina (1.9) se konadno svodi na

(1.10) éiegiil = div { A(T) grad T} ,

najop3tiji oblik jedna&ine prostiranja toplote kroz &dvrsta tela u
- odsustvu termilkog generatora i elektri&nog, magnetnog i gravita-
cionog polja.

I pored uvedenih uprogéavanja koja su omoguéila da se fo-
rmira jedna¢ina (1.10) sa matemati&kog stanovifta ona je neregiva
u zatvorenom obliku putem kvadratura bez obzira na to kakvi su po-
Cetni i graniéni uslovi. Njena linearizacija zahteva da se uvede
fizi¢ki malo opravdana pretpostavka o konstantnosti termofizi&kih
svojstava sredine, &ime se moguénost njene primene na proudavanje
procesa ogranifava na relativno uzam interval temperature.i vrlo
ogranileni spektar realnih (eksploatacionih) materijala. Kada se
izvr$i ta linearizacija, Jedna&ina (1.10) se svodi na

3

=avio |

(1.11) ~ pe 3

L8
<+

gde je ve Laplasov operator, poznatu Furijeovu jednadinu, a sa ma-
tematidke tadke glediita predstavlja parcijalnu diferencijalnu je-
dna¢inu paraboliZkog tipa.
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Istorijski posmatrano fenomen prostiranja toplote po&inje
da se prouava pojavom Furijeovog zakona |5,9,10 | koji upravo rep-
rodukuje jednadinu (1.11), a zasnovan je na pomenutoj pretpostavei
o konstantnosti termofizi¢kih karakteristika sredine. Medjutim,mno-
gobrojni eksperimenti vr3eni kasnije preciznijim instrumentima u
odnosu na one kojima je Furije raspolagao nedvosmisleno su pokaza-
1li da sve fizic¢ke i termi&ke osobine materijala strogo zavise od
promene temperature, a naroldito su izraZene pri intenzivnim proce-
sima |5,8,11-13] .

Osim ozbiljne kritike koja se odnosi na konstantnost ter-
mofizidkih koeficijenata -p, ¢ i A - u jednadini (1.11) postavlja
se i pitanje opravdanosti oblika te jednadine. Jer, s obzirom da
je ona parcijalna diferencijalna jednalina drugog reda paraboli&kog
tipa sledi da je brzina termi&kog poremeéaja beskona&na, da se u
svim tatkama jednovremenc menja termilko stanje, &to je oZigledno
u direktnoj suprotnosti sa prirodom [11[ . Pored toga, ova osobina
jednadine (1.11) je protivredna sa teorijama koje se odnose na mi-
krostrukturu i svojstva materije, bilo da opisuje proces prostira-
nja toplote kao protok slobodnih elektrona, ili kao oscilovanje a-
toma u kristalnoj refeci |14-17] . Dublja prou&avanja pojava veza-
nih za promenu temperaturskog stanja sredina nala3u da se oblik te
jednadine izmeni i prilagodi novim saznanjima. Teorije ovog tipa
razvili s Mindlin |18 | , Kalinski i Petikijevid | 19| i mnogi drugi.

Da bi se izbegla ova fizi&ka nesaglasnost mnogi autori za
poslednjih deset godina preloiii& su razne reolo3ke modele koji na
neki na&in generali%u osnovni Furijeov zakon (1.8) pomoéu koga je
izvedena osnovna jednadina prostiranja toplote (1.11). Tako na pri-
mer, Lord i 3ulman I20| predlaZu jednu generalisanu tenzorsku rela-
ciju reoloskog modela preno§énja toplote oblika

. 9T 9T
J.+aJt"' ZA"J'=b—_—+ ZB.-
7 . &, A oz, °*
F tJd J 9 i F 1J xa
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gde su a, Aij’ b’Bij materijalne konstante sredine. U slulaju ter-
modinami&ki izotropnog tela ovi autori predlafu sledeéu upro#éenu
varijantu gornjeg izraza

(1.12a) Jp+ T = =A==,

gde je T vreme relaksacij e koje fizi&ki predstavlja "vremenski de-
fekt" koji je potreban da se uspostavi stacionarno temperatursko
stanje elementa zapremine usled dejstva temperaturskog gradijenta
koji u datom trenutku posmatranja iznenada dejstvuje na element
zapremine. Jedna¢ina (1.12a) predstavlja o&igledno generalizaciju
Furijevogo reoloskog zakona do koje je prvi doZao Cester |21]| . U
stvari, vreme relaksacije je jedan mikroskopski parametar koji za-
dire u sloZena pitanja kvantne mehanike. Osnovna teZkoéa na koju
se danas nailazi pri praktiénim izradunavanjima koriZéenjem rela-
cije (1.12a) jeste &injenica da na danaZnjem stupnju eksperimen-
talne tehnike veli&inu ovog barametra nije moguée izmeriti kod &vr-
stih tela. Izuzetak ¢ini Helijum II kod koga je vrednost ovog pa-
rametra takva da je brzina prostiranja toplotnog poremeéaja reda
19 - 21 m/s. U navedenoj literaturi |20,21] koriséenjem reoloske
relacije (1.12a) prvi put je izvedena sledeéa generalisana jedna-
dina provodjenja toplote koja je oblika

2
(1.12b) oc 3T 1 3%r o2
N R ver.

gde Jje c?

= A/(pet) kvadrat brzine toplotnog poremeéaja.0&igledno
je da (1.12b) stavljanjem da t+0 prelazi u (1.11) 3to vaZi i za
reolodke relacije (1.12a) i (1.8).

Matematidki je dokazano da refenja jedna&ine (1.12b) kon-

vergiraju ka redenjima jednaZine (1.11) |22] .

Mada linearna teorija zasnovana na jedna&ini (1.11) pred-
stavlja prvu aproksimaciju fenomena prostiranja toplote i bazira
na fizidki malo pravdanim pretpostavkama, ni za njeno proudavanje
nije poznat jedan éiguran, sveobuhvatan metod; &ak, u najopstijem
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slutaju, nije dokazana ni egzistencija reZenja jednaé&ine (1.11)

| 23,24 | . Izbor metode za proulavanje i re3avanje nekog problema
iz domena linearne teorije strogo zavisi od podetnih i granié&nih
uslova i moZe se reéi da tih metoda ima skoro onoliko koliko ima
poc¢etnih i grani&énih uslova. 0d niza problema &iji grani&ni uslo-
vi zavise od gradijenta temperature najmanje su, zbog matemati&kih
tedkoéa do kojih dovode, proudeni oni kod kojih taj gradijent na
povrdini posmatranog tela zavisi od promene temperatube - radija~:
cioni granié&ni uslovi.

Na neuporedivo veée tedkoée nailazi se kada se u rasmat-
ranje procesa unese i saznanje da termofizidka svojstva materija-
la zavise od promene temperature. Tada, osim toga 3to se mesto 1li-
nearne jednaline (1.11) mora usvojiti nelinearna (1.10), i grani-
¢ni uslovi postaju nelinearni. Uzrok kompleksnosti ove pojave i ve-
likih teSkoéa do kojih dovodi njeno proudavanje treba traZfiti u &i-
njenici da taj fenomen prati skoro sve prirodne procese, da nije
dobijen prihvatljiv odgovor na pitanje mehanizma ove pojave i da
kona&no stepen razvijenosti matematidkog aparata, a narodito u ob-
lasti parcijalnih diferencijalnih jednadina, nije na toj visini da
moZe dati postupak koji ée biti sveobuhvatan i dovoditi do ta&nih
i jedinstvenih reSenja. Kao ustupak matemati&kim tefkodéama do ko-
jih se dolazi pri porudavanju procesa prostiranja toﬁlote i danas
se svesno pribegava nerealnom uproZéavanju i prihvata da se fizi&-
ke osobine materijala za sve vreme procesa ne menjaju,da ostaju ko-
nstantne, a sve u cilju da se dobiju bar neki podaci i prihvatlji-
va reSenja procesa koji je veoma vaZan za tehnidku praksu i nauku
u celini.

1.2. PoCetni i grani&ni uslovi

Diferencijalne jednadine prostiranja toplote i linearna
(1.11) i nelinearna (1.10) imaju po bezbroj reSenja; postoji bez-
broj‘funkcija T = T(zj,t) koje ih identidki zadovoljavaju. Da bi
te funkcije mogle da budu reSenja jednadine (1.10) ili (1.11), po-



trebno je da su definisane u posmatranom delu prostora i intervala
vremena, a isto tako moraju u istoj prostornoj i vremenskoj oblasti
imati prvi izved po vremenu i prvi i drugi izvod po prostornim ko-
ordinatama. Da bi se iz tog mnoitva izdvojilo jedno refenje koje je-
dnozna&no karakterife posmatrani proces, neophodno je osnovnoj jed-
na¢ini pridodati jo% neke uslove koje mora da zadovolji funkecija
T(xj,t) da bi zaista bila redenje posmatranog procesa. Ti uslovi

se mogu alrediti ili neposredno iz eksperimenta, ili se mogu dati

u obliku nekog matematidkog izraza koji je stvoren na osnovu eks-
perimentalnih podataka. Ako funkcija T(xj,t)zadovoljava jedna&inu
(1.10) ili (1.11) - zavisno od toga da 1i posmatrani proce spada u .
grupu linearnih ili nelinearnih problema - i dodatne uslove, za nju
se moZe tvrditi da je re3enje posmatranog procesa, odnosno da daje
vrednost polja promenljive T u svakoj taiki posmatrane prostorne
oblasti ¥V i u svakom trenutku vremena t podev od nekog t, koje je
izabrano za poé&etno.

1.2.1. Podetni uslovi

Podetni uslovi definiBu polje promenljive T u svim ta&-
kama prostorne oblasti ¥V u trenutku t, koji je uzet za po&etni.
Ako je funkeija To(xj,to) neprekidna, tada se traZi takvo resfenje
jedna&ine (1.10) ili (1.11) da zadovolji uslov

iim T(xj,t} = Ta(zj,t)

t"to
pri ¢emu je To(z.,to) unapred propisana funkcija. Kada je funkei-
ja To(zj,to) prekidna, tada se posle kratkog intervala vremena do-
lazi do konadne vrednosti funkeije T u talkama prekida, a funkeija
mora da zadovolji uslov

Ay

To = Ta(xj’ta)
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U praﬁsi se %esto sreéd problemi sa jednostavnim po&etnim

uslovom

To(xj,ta) = To = const. ,

kod kojih je vrednost temperaturskog polja u svim tadkama sredine
ista pre i neposredno pré poletka procesa (zagrevanje ili hladje-
nje tela neke poznate pofetne temperature i dr.). U ovom sludaju
se reSavanje jednad¢ine (1.10) ili (1.11) znatno upro3éuje. Podet-
ni uslovi se mogu izostaviti iz proudavanja ako se proces posmatra
nakon dovoljno dugog perioda vremena tako da postaje blizak sta-
cionarnom stanju. Uop3te uzev, %to je vremenski interval posmatra=-
nja procesa udaljeniji od poZetnog trenutka, uticaj po&etnog sta-
nja procesa je manji.

1.2.2., Granidni uslovi

Osim uslova koji se odnose na vrednosti temperaturskog
polja u svim talkama prostorne oblasti V u poletnom trenutku vre-
mena, propisuju se i uslovi koje polje temperature T(xj,t) mora
zadovoljiti na povr&inama koje okruZuju oblast V. Ovim uslovima
se definiSe zakonitost promene temperaturskog polja na grani&nim
povr8inama oblasti ¥, a za sve vreme trajanja procesa.

Ovi grani¢ni, ili povrZinski uslovi, igraju presudnu u-
logu pri izboru metode za re3avanje posmatranog problema. Drugim
redima, karakteristika svakog od procesa prostiranja toplote le-
Zi upravo u njihovim graniénim uslovima,jer su svi oni (procesi)
opisani istom jedna&inom, ili (1.10) ili (1.11).

Pri definisanju graniénih uslova osim zahteva koji pro-
istidu iz samog procesa, veoma vaZnu ulogu igra i oblik posmatra-
nog tela. U telima razliditih oblika moZe se odigravati isti fi-
zi¢ki proces, ali zbog razliéitog kontakta tela sa spoljasnjom sre-
dinom koji je uslovljen oblikom tela, temperaturska polja nisu is-
tog oblika, ne predstavljaju iste funkcionalne zavisnosti tempera-
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ture od poloZaja i vremena unutar samog tela.

1.2.3. Granidni uslovt’ zadati temperaturom na
povrdini tela

Temperatura na povrdini tela moZe biti konstantna, fun-

kcija samo poloZaja ili samo vremena, ili jednovremeno i poloZaja
i vremena. U literaturi |8,10,23-28] ovi graniéni uslovi su pozna-
ti kao graniéni uslovi prvog reda. GraniZne uslove ovog tipa imaju

problemi vezani za procese zagrevanja

i hladjenja tela pri zadatoj

promeni temperature na granicama. Na primer, telo kona&ne zapremi=-
ne ¥V &ija je temperatura u svim tadkama T, dovede se u sredinu sa
temperaturom v, pri ¢emu mofe biti ili T > Vg ili T < vy Ako se
temperatura'U sredine ne menja, tada je za sve vreme procesa spo-
ljasnja povrélna S tela izloZerla temperaturi

T(xj,t)/s =

|
o

U sludaju prostiranja toplote kroz polubeskona&an ravan zid (slika
1.1), &ija je &eona povr&ina u dodiru sa sredinom stalne temperatu-

re, graniéni uslov glasi

T(xj,t)/s

:U1
o o

pri &emu je sa Sboznaéena ¢eona povriina tela.

/;/ 4 IIII//
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Ako se posmatra ravna ploZa kona&ne debljine (slika 1.2) i
ako joj je jedna strana §;u dodiru sa sredinom temperature u1 y &
druga S, sa sredinom temperature v, , tada na povr3inama 5, i Sz
temperatura mora da zadovolji grani&ne uslove

T( 3 ,t)/ - (g -
xj1 §, = v, i T(sz,t)/sz = v,

gde su sa le ozna&ene talke na povr3ini 81 s 2 Ba xj tadke na po-

vrdini §,. o

2

Iako su ovi uslovi najjednostavniji, a procesi koji su nji-
ma opisani veoma dobro proudeni |13]| , treba podvuéi da je u praksi
priliZno tedko opisati i postaviti matemati&ku zakonitost promene
povrdinske temperature posmatranog tela pri odvijanju procesa, a na-
ro¢ito kada je ona (povrdinska temperatura) funkcija polofaja ili
vremena, ili i poloZaja i vremena. Do ove teikoée dovodi pojava re~
fleksije koja &ini da posmatrano telo preko svoje spoljaZnje povr-

" 8ine dejstvuje na sredinu koja ga okruZuje. Medjutim, za makroskop~
ska posmatranja ova mikropojava se mofe zanemariti i sa dovoljnom
tagno3éu se moZe uzeti da je povriinska temperatura tela jednaka sa
temperaturom spoljasnjeg ambijenta.

1.2.4. Granidni uslovi szadati gradijentom temperature
na povrdini tela

Ovim grani¢nim uslovima opisani su mnogi procesi vezani za
prostiranje toplote, u direktnoj su vezi sa realnim pojavama raz-
mene toplotne energije izmedju tela i spoljasnjeg ambijenta koji ga
okruZuje. Preko spoljasnije povrdine toplota prodire u telo, ili te-
lo spoljasnjoj sredini predaje deo svoje toplotne energije zavisno
od toga koji element sistema Telo - Ambijent ima viZi termidki ni-
vo. U svakom sludaju dolazi do promene temperature tadaka tela 3to
izaziva razli&ite fizi&ke pojave, kao na primer pojavu termidkih
napona i deformacija i dr. Intenzitet i kvalitet pojave koju ter-~
mi¢ka nejednakost u sistemu telo-ambijent izaziva zavisi od kvan~
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titeta te termilke nejednakosti, vremenskog perioda dejstva ambije-
nta na telo i obrnuto i termofizitkih svojstava tela i spoljadnjeg
ambijenta.

1.2.5. Gradijent temperature zavisi samo od vremena
(granidni uslovi drugog reda)

Analitidki izraz

ar
A Fn /g~ qoft) :

gde je sa éL oznadeno dlferenchranje u pravecu spoljadnje normale
grani¢ne povrsine S, a qo(t) predstavlja protok toplote kroz po-
vrdinu 5, definife granidne uslove drugog reda. Mnogi fizi&ki pro-
cesi imaju ovaj tip graniénih uslova. Na primer, kod sistema u ko-
jima postoje unutra3nji izvori toplotne energije (kotlovi, nuklea-
rni reaktori i dr.) tokom vremena se menja protok toplote kroz ob-
logu koja se nalazi oko toplotﬁog izvora.

U sludaju toplotnog izolatora ne postoji protok toplote
kroz spoljasnji omotad obloge dqo z 0)¢ granidni uslov se svodi na

(1.13) 2-Z/s =0,

&to predstavlja specijalni sludaj grani&nih uslova drugog reda.

1.2.6. Linearna zavignost toplotnog protoka od
temperature —Lradijacioni granidnt uselo-
vi - (granidni uslovi tredeg reda)

Radijacioni graniénifuslovi uspostavljaju vezu izmedju
povr3inske temperature posmatrénog tela i spoljadnje sredine koja
ga okruZuje. Po njima se uzima da je toplotni protok kroz povrii-
nu tela proporcionalan razlici izmedju povrSinske temperature te-
la i spoljasnje sredine, odnosno
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-5
-3

(1.14) A / =-H(T-—Uo) s

n S

(-3

gde je H konstanta (koeficijent povrSinskog provodjenja toplote), a
v temperatura spolja3njeg ambijenta. Uvodjenjem konstante
(]

h = %
grani&ni uslov (1.13) dobija oblik

ar _ v
(1.15) 55/ = = BT =V, ).

Kada # + 0 grani&Zni uslov (1.15) se svodi na specijalni sluéaj
(1.13) granidnog uslova drugog reda; kada A +® uslov (1.15) se svo-~
di na graniéni uslov prvog reda (&lan 1.2.3.).

Koeficijent povr3inskog provodjenja toplote F zavisi od
brzine kretanja i prirode spoljadnje sredine i oblika povr3Zine te-
la. Vrednost ovog koeficijenta se odredjuje eksperimentalno |27 -
- 29| i, na primer, pri opstrujevanju krufnog cilindra preé&nika d
vazduhom iznosi

B =6,6.10"% u%8 a2  (sat/em?® & %),

gde je u brzina vazduha.

1.2.7. Nelinearni granidni uslov<

Zratenje toplote kao jedan vid njenog prostiranja uvodi
novi tip grani&nih uslova kod kojih toplotni protok na povr$ini te-
la nije linearno zavisan od temperature. Saglasno Stefan-Bolcman-
ovom zakonu protok toplotne energije koju telo emituje, ili dobija,
zralenjem srazmeran je &etvrtom stepenu apsolutne temperature, od-
nosno

AT - 4 _ 4
(1.16) N§% /g = - GE(T v

N



- 23 -
gde je o Stefan-Bolcman-ova konstanta, a E stepen crnoée povréine,
koji daje odnos izmedju emitovane toplote posmatranog tela i apso-
lutnog crnog tela na istoj temperaturi.

Kada se uzme u obzir da se termidke karakteristike mate-
rijala menjaju sa promenom teﬂperature, tada uslov (1.16) dobija
komplikovaniji oblik

(-34

T

4
7 )

(1.17) ar) 3L /o= - oper? - vé
|

Q)

i znatno oteZava proucavanje procesa prostiranja toplote.

Na ovom mestu su izneti samo neki od onih grani&nih uslo-
va koji se najlesée sreéu u praksi. Osim njih postoje i mnogi dru-
gi, kao 3to su: graniéni uslo@i kod prirodne konvekcije, kod sredi-
na sastavljenih od slojeva sa razli&itim termidkim osobinama, pok-
retni grani&ni uslovi, itd. | )

Treba podvuéi da je mno$tvo medjusobno razli&itih priro-
dnih pojava opisano jednadinama difuzionog tipa (jednadina (1.10)
i (1.11)), a to zna&i da samo te jednadine nisu u stanju da potpuno
defini%u uolenu pojavu. Neophodno je njima pridodati one podetne i
granifne uslove koji su karakteristi&ni za proces i presudni pri
izboru metode za matematilku analizu posmatrane pojave.
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Il GLAVA

METODE ZA RESAVANJE JEDNAZINE PROSTIRANJA
TOPLOTE

Najopstija i najta&nija fenomenolo$ka zavisnost izmedju
fizi&kih velilina koje udestvuju u procesu prostiranja toplote da-
ta je nelinearnom jednainom (1.10) u prethodnoj glavi. Njeno re-
Senje bi najbolje prikazivalo promenu temperaturskog polja sredine
kroz koju se prostire toplota. Medjutim, do danas nije pronadjena
op§ta analitidka metoda koja bi mogla da dovede do takvog resenja,
do jedinstvene funkcije koja bi, sadrZavajuéi u sebi proizvoljne
parametre (bilo konstantnog ili funkcionalnog karaktera), jedno--
vremeno mogla da zaddvolji i jednadinu procesa i podetne i grani-
¢ne uslove. Iz takve funkcije bi mogla da se izvedu reSenja svih
zadataka koji su opisani jedna&inom (1.10) i bilo kojim od pocet-
nih i grani&nih uslova davanjem konkretnih vrednosti proizvoljnim
parametrima. S obzirom da takva funkcija ne postoji, a u cilju da
se dOblje bar neka slika o promeni temperaturskog stanja sredine
kroz koju se prostire toplota, proudavanju ovog fenomena koji pri-
pada Sirokom krugu za makrofiziku vaznih transportnih pojava pris-
tupa se peko dve vrste aproksimacija. Pretpostavkom da su fizidka
svojstva sredine kroz koju se prostire toplota konstantna za sve
vreme procesa opS$ta nelinearna jedna&ina (1.10) se aproksimira 1li-
nearnom jedna&inom (1.11) &ija su refenja, zbog toga, aproksimaci-
je resenja stvarnih pojava. Metode koje se koriste pri re3avanju je-
dnadine (1.11) i koje dovode do ta&nih reSenja tako formulisanih za-
dataka &ine grupu analiti&kih metoda.

Druga vrsta aproksimacija odnosi se na samo reSenje, una-
Pred se pretpostavi oblik refenja koje u sebi sadrzi jedan ili vise
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proizvoljnih parametara koji se odredjuju iz uslova da jednalina
(1.10) bude sa propisanom ta¢no3éu zadovoljena. Metode zasnovane

na ovom konceptu ¢ine grupu pribliZnih metoda.

Prema tome, sve meto@e bez obzira kojoj grupi pripadaju u
principu daju samo pribliZna reSenja procesa. Ispravnost primenje-
ne metode i stepen pribliZenja reSenja fizifkom reSenju nije mogu-
ée oceniti analitidékim putem.]U tu svrhu se vr$i uporedjivanje re-
genja sa eksperimentalno dobiienim rezultatima.

1. Analitidke metode

Postupci koji dovode do reSenja jednac¢ine (1.11) i pri to-
me iskljuéivo koriste metode matematilke analize mogu se svrstati u
grupu analitidkih metoda. Njihova primena je moguéa samo pri prou-
¢avanju jednostavnijih slucajeva prostiranja toplote, sa uspehom
mogu re$avati probleme koji ispunjavaju uslove: 1. da je jednad&i-
na prostiranja toplote linearna; 2. da su graniéni uslovi linear-
ni i 3. da je oblast integracije jednostavna.

Prva dva uslova su jasno definisana i o njima nije potreb-
no davati dopunska objaZnjenja. Medjutim, treéi uslov se mora bli-
Ze definisati. Pod jednostavnom oblaZéu integracije podrzumeva se
oblast ogranifena koordinatnim povr$inama i povr&Zinama kod kojih je
jedna od koordinata konstantna. Na primer, u Dekartovom sistemu to
bi bio paralelepiped, u polarno cilindridnom - cilinder, ili dva
koaksijalna cilindra, u sfernom - sfera, ili dve koncentri&ne sfe-
re.

Mada navedeni uslovi drasti&no suZavaju krug primene ana-
litic¢kih metoda i isklju¢uju ih iz proudavanja realnih procesa,ka-
da se uzima u obzir i promenljivost fizi&kih karakteristika sredi-
ne pri odvijanju procesa, ove metode daju dragocene podatke o ob-
liku refenja, o funkcionalnoj zavisnosti temperature od prostornih
koordinata i vremena. U monografiji Karslou-Jegera | 13| nalazi se
mno3tvo refenih problema linearnog slulaja prostiranja toplote za
razne graniéne i podetne uslove i razlidite oblike tela. Sva ta re-
Senja dobijena su elegantnim analititkim postupcima i koriste se pri



- 26 -

ispitivanju ispravnosti i opravdanosti pribliZnih metoda.

1.1. Metoda razdvajanja promenljivih (Furijeova
metoda)

Sa matematidke tadke gledista problem je sveden na integ-
raciju linearne parcijalne jedna&ine drugog reda paraboliZkog tipa
¢ije se reZavanje i reenje moZe naéi u svakom udZbeniku matemati&-
ke fizike. Osnovna ideja je da se redenje jednaline

2

Q
-3

T 2 g :
J=1

qt 9

.

gde su “j Dekartove koordinate, pri po&etnom uslovu

(2.2) T(z,0) =7 (zy) SR PR

trazi u obliku proizvoda dveju funkcija od kojih jedna zavisi samo
od prostornih koordinata xj , a druga samo od vremena t:

Uno%enjem reZenja (2.3) u jednadinu (2.1) dolazi se do dve diferen-
cijalne jednaline, od kojih jedna sadrZi samo funkciju ¢ (¢) i njen
izvod po vremenu, a druga samo funkeiju X(xj) i njene izvode po pro-
stornim Joordinatama. Re3avanjem svake od dobijenih jednadina poseb-
no i kori%éenjem poletnog uslova (2.2) dolazi se do reZenja

8 2
Tlz ., t) = PE) 1 exp (- L1~ _}dEdEdE
Y a0 Tmvne? ats 19 559 53
Punkeija . .3
| E, - z,)°
1 - i 5 - =5
ulzget) = ——— exp { - LZ—gp }
4a°t

(Zaﬁ—t:)a
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koja zadovoljava jednalinu (2.1) poznata je u literaturi |13,23,2u|
kao "fundamentalno refenje jednad¢ine prostiranja toplote". Svako
redenje linearne jednadine prostiranja toplote (2.1) sadrzi funkci-
ju (2.4) bez obzira na granilne uslove koji predstavljaju karakte-
ristiku i upotpunjuju matematid¢ki model proudavanog procesa. Do re-
Zenja konkretnog zadatka koji je definisan jedna&inom (2.1) i nekim
grani&nim uslovima dolazi se pripajanjem funkciji (2.4) neke nove
funkcije koja takodje, u opitem sludaju,zavisi od prostornih koor-
dinata 5 i vremena t, ali tako da nova funkcija zadovolji postav-
ljene grani&ne uslove, a da pri tome ne izmeni ulogu koju ima fun-
kcija (2.4) - da zadovoljava jednadinu (2.1).

Ova metoda je istorijski najstarija. Njena osnovna ide-
ja da reSenje traZi u obliku proizvoda dveju funkcija nije svojst-
vena samo za reSenje problema vezanih za prostiranje toplote, veé
se koristi uvek kada se bilo koji proces opisuje jedna&inom para-
boli&kog tipa, a to su, na primer, pojave vezane za termo ili obié&-
nu difuziju, grani&ni sloj i dr. Uopite uzev, ta ideja se Siroko
koristi u mnogim oblastima mehanike kao, na primer, u Teoriji os-
cilacija gde su jednadine &ak &etvrtog reda (pri oscilovanju ela-
sti¢nih tela), u mehanici fluida itd. Mada je metoda atraktivna,
danas se veoma retko koristi, jer sa jedne strane zahteva veliko
poznavanje matematidke analize 8to &ini da je put kojim se do re-
Senja dolazi dug i mukotrpan, a sa druge strane ogranidenja pod
kojima se moZe koristiti onemoguéavaju da se primeni na re3avanje
danas aktuelnih problema moderne fizike.

1.2. Metod kona&nih integralnih transformacija

Primena ove metode kao i metode razdvajanja promenlji-
‘vih ogranifena je na reSavanje linearne diferencijalne jednadine
sa linearnim graniénim uslovima i kada je oblast integracije jed-
nostavna. Cinjenica je da ova metoda ne pro3iruje krug problema
koji se proudavaju, ne omogudéava redavanje novih zdataka vezanih
za pojavu prostiranja toplote i zbog toga se na prvi pogled &ini
da nema opravdanja uvodjenju i razvijanju nove metode - u ovom
sludaju metode konadnih integralnih transformacija - kada veé po-
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stoji tadan, isproban i uspedno primenjen naéin resavanja zadataka
kao 3to je, prethodno izneta, metoda razdvajanja promenljivih.

Medjutim, metoda kona&nih integralnih transformacija ko-
risti jednostavniju tehniku radunanja u odnosu na onu koja se pri-
menjuje pri resavanju zadataka metodom razdvajanja'promenljivih.
Zbog toga je put kojim se dolazi do reZenja neuporedivo kra¢i, a
redenje se dobija u mnogo jednostavnijem obliku. Osim toga, ova me-
toda dopudta da se reZenje predstavi u najpogodnijem obliku za kon-
kretan zadatak (na primer, refenje u obliku reda koje ima notreb- '
nu tagnost pri minimalnom broju &lanova).Ova osobina metode ima i
posebno veliku vrednost pri resavanju prakti&nih problema.

Integralne transformacije koje se koriste pri resavanju
jedna¢ine prostiranja toplote dele se na dve klase: transformaci-
je koje = odnose na vremensku koordinatu ¢t i na transformacije ko-
se vr3e nad prostornim koordinatama. Kada se integralnim transfor-
macijama, u opdtem sludaju, re3avaju parcijalne diferencijalne jed-
nadine neopravdano je praviti razliku izmedju vremena i prostornih
koordinata. Medjutim u sluaju jednadine prostiranja toplote takva
podela je razumljiva, jer je: 1. u odnosu na vreme jednadina prvog
reda, dok je u odnosu na prostorne koordinate - drugog reda; 2. u
posmatranim problemima vreme se menja od nule do beskonad&nosti, dok
se u realnim zadacima prostorne koordinate menjaju unutar konaéne
oblasti. To su razlozi zbog kojih se vreme ne posmatra kao ravno-
pravna koordinata sa prostornim koordinatama i zbog toga se defi-
ni%u i primenjuju dve grupe integralnih transformacija:

1) integralne transformacije primenjene na vremensku ko-
ordinatu. Sa matematidke ta®ke gledita to su integralne transfor-
macije sa beskonadnom obladéu integracije. Najpoznatija od njih je
Laplasova transformacija; L

2) integralne transformacije primenjene na prostorne ko=
ordinate. Oblast integracije u ovom slu&aju je konaéna.

Procedura ovih metoda mo%e se safeto izneti na sledeéi
nadin: kada se neka funkcija flx,y,3,t) koja zavisi od prostornih
koordinata i vremena podvrgne sledefoj integraciji
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b
S flz,y, at) K(z,Y) dz = Fly,a,t,5),
A .

xate se da je nad funkcijom f(x,y,s,t) izvrfena integralna trans-
formacija po promenljivoj x= (ili po y, ili po 3) u oblasti (a,b),

a pri tome K(x,Y) predstavlja jezgro transformacije. Rezultat in-
tegracije je neka nova funkcija F(y, s,t,Y) koja ne zavisi od pro-
menljive x. O¢igledno je da originalu - polaznoj funkeciji f(z,y,z,t)
- odgovara beskonalno mnogo transformata - funkcija F(y, s, t,y) -
jer transformat zavisi od oblasti integracije i jezgra X(z,y). Me-
djutim, datoj oblasti i datom jezgru transformagije odgovara samo
jedan potpuno odredjeni transformat.

Osnovna ideja integralnih transformacija [8,13,23,30-32]|
le?i u tome da reSenje i refavanje jednaline procesa u oblasti tran-
sformata bude jednostavnije nego u oblasti originala. To se postiie
na taj nadin 3to se jednadina pomno%i nepoznatim jezgrom, a zatim
izvr3i integracija po promenljivoj od koje transformat ne zavisi.
Nakon navedenih operacija jezgro se odredjuje iz uslova da trans-
format ne zavisi od jedne nezavisno promenljive, 5to kod parcijal-
nih jednaéina dovodi do obi&nih diferencijalnih jednadina po jezg-
ru. Iz njih se jezgra mogu odrediti &ime je potpuno definisan i tra-
nsformat. Refenje jednadine u kojoj je trafena funkcija transformat
podvrgne se zatim inverznoj transformaciji i na kraju dobija rele-
nje polazne jednadine.

Detaljno izlaganje metode i njena primena na re$avanje
razliditih zadataka moZe se naéi u navedenoj literaturi, bespred-
metno bi bilo njome optereéivati ovaj rad koji je posveéen neline-
arnim procesiﬁa, a oni izlaze iz okvira moguénosti pomenute meto-
de.

1.3, Grinova metoda

Grinova metoda se sa uspehom moZe koristiti pri reSava-
nju linearne jednadine prostiranja toplote sa linearnim graniénim
uslovima i unutar jednostavne oblasti integracije. Ova ogranice-
ﬁja, na Zalost, su karakteristiéna za sve analitilke metode, pa pre-
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ma tome ni Grinova metoda, koja spada u tu klasu, ne predstavlja i-
zuzetak. Osnovna osobina ove metode je da sloZene zadatke, &ije re-
zavanje =zAahteva komplikovan i ni malo lak matematié&ki aparat, sve=-
de na jednostavnije zadatke koji se primenom jednostavnijih anali-~
ti¢kih postupaka mogu re$iti. Ovo preimudstvo Grinove metode nad
ranije navedenim metodama naro&ito je korisno pri refavanju prak-
tiénih problema i zadataka.

Ve¢ je reZeno da sama diferencijalna jedna&ina (2.1) ni-
je dovoljna d& opiSe pojavu prostiranja toplote, veé joj se moraju
pridodati podetni i grani&ni uslovi i tek tada skup koji &ine: di-
ferencijalna jedna&ina, podetni i grani&ni uslovi potpuno opisuje
posmatranu pojavu.Kada se posmatra samo diferencijalna jedna&ina
(2.1) bez graniénih uslova, tada se moZe pronadi bezbroj funkcija
koje nju zadovoljavaju, odnosno ona ima beskona&no mnogo resenja.

U tom mnoStvu funkcija postoji samo jedna koja zadovoljava i grani-
&ne uslove, drugim relima samo je ona refenje procesa koji je opi-
san jedna¢inom i datim graniénim uslovima. Mofe se postaviti pita-
nje: da 1li je moguée pronaéi neko opdte - fundamentalno - reSenje
date diferencijalne jedna&ine iz koga se, pomodu neke jednostavne
algebarske operacije, mofe odrediti svako posebno reSenje koje od-
govara procesu sa odredjenim graniénim uslovima? Na taj naéin bi se
postiglo da refavanje datog zadatka postaje krajnje jednostavno.Na
primer, za jednadinu prostiranja toplote jednom se za svagda nadje
fundamentalno re3enje iz koga se, ili pomoéu koga se,zatim jedno-
stavnim operacijama (daleko jednostavnijim nego ranije iznetim) do-
lazi do re3enja svakog postavljenog zadatka. Ovo je sudtina i osno-
vna ideja Grinove metode. Funkcija sa takvim osobinama postoji, na-
ziva se @inova funkcija, a to je fundamentalno refenje (2.4) dobi-
jeno metodom razdvajanja promenljivih. Mnogi zadaci sa sloZenim gra-
nié¢nim uslovima refeni su primenom ove metode [33] .

Pomenute analitilke metode danas imaju skoro isklju&ivo
akademski zna&aj, prevazidjene su, jer linearizacija jedna&ine
(1.10) kao prva aproksimacija realnih procesa, ne omoguéava prou-
Cavanje pojava kod kojih je evidentna i nezanemarljiva promena ter-
mofizid¢kih svojstava sredine sa promenom temperature. I pored toga,
Pedenja dobijena ovim metodama imaju dve znadajne karakteristike:
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1. daju dragocene podatke o odnosima fizic¢kih veliina koje su pri-
sutne u procesu prostiranja toplote, a takodje ukazuju i na pravce
razvoja pribliZnih metoda koje obuhvataju $iri krug problema koji

su bliZi stvarnim procesima i 2. ta reéénja se uzimaju kao etaloni

pri proveri ispravnosti re%enja dobijenih pribliZnim metodama.

2. PribliZne metode i aproksimativna resenija

Nagli razvbj tehnike poslednjih decenija zahteva da se
pronadju novi izvori energije koja moZe da pokreée velika industri-
jska postrojenja i transportna sredstva a da se stvara u malom pro-
storu, kao 3to je sludaj sa motorima sa unutrasnjim sagorevanjem,
raketnim motorima i nuklearnim reaktorima. U svim ovim izvorima
stvaraju se veoma visoke temperature. Pokazalo se da pri visokim
temperaturama i velikim kolebanjima temperature refenja linearne
jednadine sa linearnim graniénim uslovima ne daju zadovoljavajuéu
tadnost, jer ona bitno odstupaju od rezultata dobijenih merenjima.
Ova razlika je posledica pretpostavke o konstantnosti fizi&kih ka-
rakteristika materijala tokom procesa i zbog toga se ona mora od-
baciti, a tada se pojava prostiranja toplote opisuje nelinearnom
jednainom (1.10) sa nelinearnim grani&nim uslovima. Danas poznati
analitidki postupci nisu u stanju da uspedno refe ovako definisane
zadatke. Zbog toga se pribegava iznalaZenju metoda koje ée moéi da
dovedu do.resenja zadovoljavajuée ta&nosti.

2.1. Numericdke metode

Numeridke metode koje se koriste za dobijanje reSenja
karakteriSu se zamenom diferencijala (beskonadno malog prirasta-
ja) konadnim prirasStajem (razlikom vrednosti velidine u dva sused-
na poloZaja). ReSenja dobijena ovim metodama daju se tabelarno ili
grafi¢ki. Poslednjih godina su, zahvaljujuéi razvoju i usavrsava-
nju radunskih madina a pre svega elektronskih rad&unara, pronadje-
ne i razradjene mnoge znalajne metode |8,14,3u-37[ koje dovode
do redenja vrlo sloZenih prirodnih pojava, i to do resenja Zelje-
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ne ta&nosti. Pitanje konvergencije tako dobijenih re3enja ka ekspe-
rimentalno dobijenim rezultatima i potrebne korekcije za dobijanje
refenja 3to veée tadnosti brzo se odvijaju zahvaljujuéi moguénosti-
ma radunskih maZina da u jednoj sekundi obave milione aritmetickih

operacija.

Nedostatak numeri&kih metoda je u tome $to ne mogu dati
funkcionalna reSenja jednadine kojom je proces opisan, vel svaka
promena ma i jednog parametra iziskuje da se ceo postupak ponovi,
moraju se davati numeritke vrednosti svim parametrima koji se na-
laze u jedna&ini da bi se do3lo do reZenja zadatka, ali samo za te
vrednosti parametara. Osim toga, pomoéu njih se dobija diskretni
skup vrednosti temperaturskog polja u konagnom broju tadaka prost-
torno-vremenske oblasti. I pored ovih ozbiljnih nedostataka poka-
zalo se d su numeridke metode veoma upotrebljive kako pri resava=
nju prakti®nih zadataka, tako i pri teorijskim istraZivanjima.

Dve najpoznatije i najvide koriséene metode su: metoda
konadnih razlika i metoda mree, pomoéu kojih su uspe$no reSeni mno-
gi zadaci kao na primer, problem prostiranja toplote kroz polubes-
kona¥ni &ap, cilindar, ravan zid, kada su graniéni uslovi prvog,
drugog, ili trefeg reda |38,39] .

Numeriéke metode su svrstane u grupu pribliZnih metoda,
mada ne daju funkcionalna resenja, a samim tim se ni oblik prib-
1liZnog re$enja ne moZe unapred propisati. Vrednosti temperaturskog
polja u pjedinim ta&kama prostorno vremenske oblasti samo su pri-
bliZne,a njihova odstupanja od stvarnih vrednosti zavise od broja
podeoka na prostornoj i vremenskoj osi. Pri odredjivanju rekuren-
tnih obrazaca koji povezuju vrednosti temperaturskog polja u sused-
nim tadkama uzima se da je a priori zadovoljena linearna jedna&ina
prostiranja toplote. S obzirom da se uzima linearna jednadina i da
se o redenju unapred ni3ta ne govori, trebalo bi sledstveno.ranije
jiznetoj podeli, numerigke metode svrstati u grupu analiti&kih. Me-
djutim,za diskretan skup vrednosti temperaturskog polja nikako se
ne mofe tvrditi da predstavlja ta&no re3enje jednaline.Zbog toga
numeridke metode moraju pripasti grupi pribliZnih metoda.
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2.2. Integralne metode

Integralne metode pripadaju Sirokoj klasi metoda probnih
funkcija koje se sa velikim uspehom koriste pri aproksimativnom re-
Savanju matemati&ki modeliranih fizi&kih pojava. Metoda probnih fun-
keija koristi se i pri konkretnom re3avaniju varijaciono formulisa-
nih procesa, biée iskoriZéena u sledeéoj glavi i zbog toga je potre-
bno odmah u kratkim crtama izneti osnovnu ideju te metode. Ona u
prethodno iznetom smislu pripada grupi pribliZnih metoda, jer se u
njoj koristi unapred propisano aproksimativno re&enje - probna fun-
kcija - Joja sadrii prethodno nepoznate parametre, a oni se odredju-
ju tako da usvojeno refenje sa dovoljnom tadno3éu zadovolji jedna-
¢inu procesa, grani&ne i po&etne uslove. Pri izboru aproksimativnog
redenja sve informacije o karakteru procesa dobijene iz razli&itih
izvora, a sa kojima se u datom trenutku raspolaZe, igraju presudnu
ulogu pri izboru forme refenja. Osim toga, aproksimativno redenje
treba da sadrii $to manji broj parametara, samo one koji su najka-
rakteris%iéniji za proces, ali dovoljan za dobijanje res3enja zado-
voljavajuée talnosti.Osnovni izvori podataka o procesu su eksperi-
menti koji daju fiziku sliku procesa i ukazuju na parametre - fi-
ziZke veliCine - dominantne u procesu i tadna resenja dobijena li-
nearizacijom op3te jedna&ine procesa.

Diferencijalna jednalina ma kog procesa koji se odvija
unutar oblasti V moZe se, u op3tem sludaju, prikazati diferencijal-
nim operatorom L, koji moZe biti linearan ili nelinearan, a tada se
jednadina piSe u obliku

(2.5) L(f) =0,

gde je f traZena fizi¢ka veli&ina &ija je promena po vremenu i po-
loZaju opisana jednalinom (2.5). S obzirom da veli&ina f na granié¢-
noj povrSini S oblasti V mora da zadovolji granié&ne uslove koji su,
u opStem slué&aju, dati u diferencijalnom oblikﬁ, to se i oni mogu
prikazati pomoéu nekog diferencijalnog operatora L., pa se granié-
ni uslovi ispisuju preko
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(2.8) Ls(f) =0
Tek kada je definisan i podetni uslov
(247) f(zj,O) =f0

fizi¢ki proces je potpuno matematidki modeliran.

Funkcija f(x,,t) koja jednovremeno zadovoljava i jedna-
ginu procesa (2.5) i grani&ne uslove (2.6) i po&etni (2.7) je taé&-
no reSenje koje u svim tadkama oblasti V za svaki trenutak vremena
t daje tadnu numerilku vrednost fizidke veli&ine f. Cilj svih is-
traZivanja je da se ba3 ta funkcija odredi, da se pronadje kvali-
tativna i kvantitativna zavisnost posmatrane fizi&ke veli&ine od
poloZaja i vremena i svih fizi&kih karakteristika sredine koje su
s njom u vezi. U op3tem sludaju ne samo da jedinstveni analiti&ki
postupak, koji do takve fizi&ke velidine dovodi, ne postoji, veé
nije poznat ni op3ti kriterijum za dokazivanje egzistencije takve
funkcije, u matematidkom obliku. Medjutim, ako matemati&ki pristup
nije u stanju da potvrdi postojanje takve funkcije, to ne znaéi da
se proces ne odvija, da se unutar neke oblasti neka fizidka veli-
¢ina ne menja. Cinjenica, do koje se dolazi neposrednim posmatra-
njem da proces postoji, nedvosmisleno tvrdi da se fizidka veli&i-
na menja, da ima razlidite vrednosti u razliditim tad&kama prostor-
no-vremenske oblasti i da postoji neka neprekidna ili prekidna fun-
keija poloZaja i vremena kojom se ta promena opisuje. Drugim redi-
ma, egzistencija reSenja je dokazana &injenicom da proces postoji.

Polazeéi od ovog koncepta i ne obaziruéi se na nemoé& ma-
temati¢kog aparata usvaja se funkcija

(2.8) f*(zj,t,Am) - m= 1,2, ... M,

- probna funkcija - koja pored prostornih koordinata i vremera sa-
drZii i M proizvoljnih, neodredjenih, parametara A konstantnog i~
1i funkcionalnog karaktera. U opitem sluaju funkc13a (2.8) uneta u
jednaéinu (2.5) neée je zadovoljiti, veé &e postojati neki ostatak

L,(f*) = 9,, a takodje ne zadovoljava ni grani&ne uslove (2.6), ne-
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go se i kod njih na desnoj strani mesto nule pojavljuje ostatak

L, (£f*) = 0,. Parametri 4, se uvode sa ciljem da ostaci Uv i O

budu §to manji, da budu éto bliZzi nuli, da bi probna funkeija (2 8)
bila 8to bolje aproksimativno refenje zadatka definisanog jedna&i-
nom (2.5) i graniénim uslovima (2.6). S obzirom na slobodu izbora ob-
lika probne funkcije (2.8) ona se najie&ée bira u obliku polinoma po
koordinatama xJ pri &emu su parametri A konstante i odredJUJu se iz
sistema algebarskih jednaé&ina. Medjutlm broj &lanova usvojenog po-
linoma zavisi od broja grani&nih i podetnih uslova, jer ako bi broj
parametara M bio veéi od zbira graniénih i podetnih uslova, tada bi
se dobio sistem algebarskih jednad¢ina sa veéim brojem nepoznatih
nego Sto je broj jedna&ina i parametri A, ne bi se mogli odrediti.
Nije redak slucéaj da povedéanje reda pollnoma neznatno poboljsava
aproksimativno refenje, da se ostaci Uv i 08 minimalno razlikuju od
ostataka dobijenih polinomom niZeg reda, drugim re&ima konvergenci-
ja probne funkcije ka stvarnom redenju je veoma spora, mada je red
polinoma poveéan. Zbog toga je celishodnije usvojiti da su paramet-
ri A, funkcije vremena i da je probna funkcija oblika

(2.9) Ff*=7r* (xj,Am(t) ) s

a tada po&etni i graniéni uslovi dovode do sistema diferencijalnih
jedna&ina po A, U varijaciono formulisanim problemima kod kojin
se aproksimativno redenje tra?i u klasi probnih funkcija parametri
A imaju strogo definisan fizi&ki smisao i uzimaju se za nezavisne
generalisane koordinate po kojima se vrsi variranje. Ovaj rad traZi
skromno mesto ba$ u skupu varijaciono formulisanih fizi&kih pojava

&ijem se proutavanju i re$avanju prilazi metodama probnih funkeija.

MnoStvo fizi&kih pojava opisanih diferencijalnim jednad&i-
nama i odgovarajuéim podetnim i grani&nim uslovima uspe3no je rede-
no usvajanjem jednog parametra 0 (t) koji ima dimenziju duZine, a fi-
zi¢ki predstavlja dubinu do koje u trenutku t dopire poremeéaj u ob-
lasti v, naziva se "dubina penetracije" i analogan je sa debljinom
graniénog sloja u mehanici fluida. Ova analogija nije sluéajna, jer
su ideju probnih funkcija sa jednim vremenski zavisnim parametrom
prvi primenili Karman i Polhauzen |[40,41| pri resavanju problema
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graniénog sloja u sludaju laminarnog i turbulentnog kretanja fluid-
ne mase, usvajajuéi debljinu graniénog sloja za vremenski promenlji-
vu generalisanu koordinatu. Bitna karakteristika ovakvog prilaza re-
gavanju postavljenih zadataka je u tome da se parcijalne diferenci-
jalne jednaline svode na obi¢ne diferencijalne jedna&ine po usvoje-
nom parametru, dubini penetracije, koje su &esto do te mere jednos-
tavne da se konacno svode na reSavanje odredjenog integrala, S$to
danas zahvaljujuéi moénim elektronskim radunarima ne predstavlja po-
sebnu tedkodéu. Osim toga, dubinom penetracije se uvodi jedan vazan,
fizi¢ki opravdan uslov: da u oblasti izvan granice penetracije nije
do&lo do promene polja posmatrane fizilke veli&ine - f(zj,#)=f(zj,0)
za xj?-’e(t). '

Na Zalost, uvodjenje ovakvog parametra drasti&no smanjuje
primenljivost metoda probnih funkcija ostajuéi u domenu jednodimen-
zionih procesa. Poku3aji primene metode sa jednim vremenski zavis-
nim parametrom na fenomene prenosa unutar viZedimenzionih oblasti
nisu doveli do Zeljenih rezultata, a i u sludajevima gde su uspe3-
no primenjeni, na primer u radovima G. Pudsa | 42| , ostvareni su za-
hvaljujuéi pretpostavkama o izotropnosti fizidkih svojstava sredi-
ne i posebnim uslovima simetrije prostora.

U najop3tijem slu¢aju probna funkcija ne zadovoljava ni
jednadinu, ni poletne, ni grani&ne uslove zadatka, zamenjena u njih
ostavlja ostatke ﬂ” 9, i % i istraZiva¢ je stavljen pred problem
da proizvoljne parametre 4, tako odredi da sva tri ostatka budu
minimalna. Neuporedivo je zgodnije, $to u neku ruku ograniava slo-
bodu pri izboru probne funkcije, da se ona tako definiZe da zado-
volji ili jednalinu procesa, ili poletne i grani&ne uslove. U pr-
vom slu€aju kada je jedna¢ina zadovoljena, odnosno kada je o, = 0>
ostaje da parametri Am miniziraju ostatke 08 i Ua’ a u drugom kod
kojih je Us =0 i ‘% = 0, od parametara se zahteva da minimiziraju
g, Drugi slu¢aj je znatajniji od prvog, jer je lakZe definisati
probnu funkciju f* tako da graniéni i podetni uslovi budu.identi&ki
zadovoljeni, a da se minimizacija vr$i nad ostatkonlov. S obzirom
da se i u ovom radu od aproksimativnog resenja zahteva da identi&-
ki zadovolji grani¢ne i poletne uslove, a da se generalisane koor-

dinate - parametri Am(t) - zatim odredjuju iz uslova da ostatak Uv
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bude najmanji u svim tadkama oblasti V, da sve metode zasnovane na
ovom konceptu imaju zajednidku karakteristiku, na ovom mestu je zgo-
dno u nekoliko rei izneti osnovnu ideju sadrZanu u tim metodama ko-
je su poznate kao metode ponderisanih ostataka.

Da bi se ostvarila minimizacija ostatka O, U svim tacka-
ma prostora V nekoj funkeiji ostatka F(Gv) atadira se neki teZins-
ki faktor W(xj) kojim se ponderiZe ostatak, a zatim tako ponderisa-
ni ostatak usrednji po oblasti V ¥to dovodi do integrala

(2.10) J = .Vf F(9) W(z;) v = If FUL,(F%) } Wlzy) dV =

¢
i do uslova

(2.11) m---a E

koji je posledica zahteva da parametri Am minimiziraju ostatak Oy
Uslov (2.11) obezbdjuje stacionarnost integrala (2.10) po parametri-
ma Am, a ne minimalnost koja se mora ispitivati preko znaka drugog
izvoda. Medjutim, izuzetna sloZenost takvog ispitivanja skop&ana

sa velikim matematifkim teSkoéama do danas nije izvr&ena, u op3tem
slucaju, a ¢injenica da sve metode zasnovane na ovom konceptu daju
dobra aproksimativna refenja garancija je da uslov (2.11) u sudtini
obezbed juje minimalnost integrala (2.10) po parametrima Am.

Izbor funkcije ostatka F(cv ) je potpuno proizvoljan, a
najteSée se uzima da je F(c% ) = L,(f*) kao Sto je sludaj u meto-
dama: kolokacije, Galerkina, momenata itd., ili u obliku F(Uv ) =
= {Lv(f*)} 2§to se srefe u metodi najmanjih kvadrata. Funkcija
W(xj) - teZzinski faktor - kojom se ponderise F(a

v
pojedine metode, ¢ak se unutar iste metode njome mogu specificira-

) razlidita je za

ti razlidite geometrije (u matemati&kom smislu) oblasti y u kojoj

se pojava proudava. Taj sludaj se sreée u metodi najmanjih kvadrata.
Uslov (2. 11) za odredjivanje optimalnih vrednosti parametara A u
probnoj funkciji (2.8) svodi se na

3

T e (£ y 2 Wiz av =0,
pri &emu je za Jednodlmen21one i sxmetrléne probleme teZinski fak-
tor W(x) oblika
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Wiz) = (1 - xz) xs—l.

Nosilac geometrijske specifiénosti oblasti V je konstanta B8, jer
ako je B= 1 u pitanju je ravna ploda, za g = 2 cilindar i zag= 3
sfera.

TeZinska funkcija W(xj) u proudavanje uvodi se sa ciljem
da se jednim analitidkim izrazom, kada je to moguée, objedine me-
tode aproksimativnog re3avanja matemati&ki modeliranih fizid&kih
pojava i da se obezbedi veéa sloboda pri izboru probnih funkeija
koje ¢ée zadovoljavati podetne i granidne uslove. To dopuSta‘da se
u metodi Galerkina aproksimativno reSenje traZi u obliku

M .
(2.12) f*= z Am Vz(xj,t)

m=1
gde su mlinearno nezavisne funkcije u oblasti V, ali koje identid&-
ki zadovoljavaju grani&ne i poletne uslove. Integral (2.10) u me-
todi Galerkina ima oblik

(2.13) SLL tF% P (z,,t) dV dt = 0 m=1,2,...M
tv Y m'=d

i odmah se uoZava da je, s obzirom na (2.12) funkcija ostatka pon-
derisana sa

-

W(xj,t) = afe
24,

Ako se od funkecija Y;zahteva da zadovolje samo graniéné'
uslove, tada je njihova zavisnost svedena na zavisnost samo od pro-
stornih koordinata (%, =%, (x .)), ali onda parametri A, ne m0gu bi- -
ti konstantni, veé se menjaju sa vremenom (A A (t)), da bi pro-
bna funkcija (2.12) mogla da zadovoljl poéetne uslove. Ovakav. pri=
stup olakZava izbor probnih funkc1ja, jer se u 1ntegralu (2.13) i-
zostavlja 1ntegra01ja po vremenu, a za odredjivanje A dobija se
sistem obi&nih diferencijalnih jednadina.

Neophodno je prikazati i metodu momenata, jer ona u sebi :
Sadril kao specijalan slu¢aj klasu Ziroko primenjenih integralnih
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metoda. Za razliku od Galerkinove metode u metodi momenata paramet-
ri A, odredjuju se neposredno iz integrala (2.10). TeZinski faktor
je u njoj m-ti stepen nezavisno promenljive (W(xj) = z?), ili prob-
ne funkcije (W(xj) = f£#"), pa se parametri A, odredjuju iz sistema
od M jedna¢ina oblika

(2.14) Jo (7)) 2™ @ =0  i1i [ L.(FY) F™ av = o
v VY J vy v

Integralnim metodama, koje se dobijaju iz metode momena-
ta kada se stavi da je m = 0, biée posveéeno malo painje, jer se
mnogi problemi prenosa uspe3no redeni pomoéu njih, a i zbog &inje-
nice da je priﬁena direktnih varijacionih metoda u mnogim varijaci-
ono formulisanim problemima transporta ekvivalentna integralnim
metodama [43| . Celovit prikaz integralnih metoda, koje se naj&esée
primenjuju na probleme transporta, mofe se naéi u monografiji Gud-
mana |12 .

Ispravnost svih aproksimativnih metoda, pa i integralnih,
opravdava se uporedjivanjem refenja dobijenih pomoéu njih sa reZe-
njima do kojih se dolazi drugim metodama za jednostavnije sludaje-
ve. Ako uporedjivanja pokaZu mala odsfupanja izmedju re$enja, moZe
se smatrati da je primenjena aproksimativna metoda ispravna i da
¢e njena upotrebe pri proudavanju teZih problema dati redenja za-
dovoljavajuée tadnosti. Specijalno pri koriséenju integralnih me-
toda pri prou¢avanju procesa prostiranja toplote ta uporedjivanija
se vrie pomoéu linearne jednadine '

2
B/ T
(2.15) ¥ S 4 5
X
gde je
WA [mz:\
= = -

sa graniénim uslovom

(2.16) S

P - F(¢t) , zqa x = 0
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TaZno reSenje ovako postavljenog zadatka postoji i mofe se naéi,na
primer, umonografiji Karslou-Jegera |13| na strani 75. Jednodimen-
zioni sludaj je izabran, jer probna funkcija - aproksimativno reZe-
nje - u integralnoj metodi Karman-Polhauzena za linearni sludaj i
Gudména z nelinearni sludaj, koje ée biti prikézane, sadrZi dubi-
nu penetracije kao proizvoljni parametar A,s a vet je reeno da se
na proutavanje pojava transporta u viZedimenzionim oblastima reZe-
nja sa dubinom penetracije za sada ne mogu primeniti.

2.2.1. Karman-Polhauzenova metoda

Karman-Polhauzenova metoda |40,41| je razvijena i usped-
no primenjena pri resavanju problema graniZnih slojeva u mehanici
fluida, istorijski je najstarija, a njena ideja je uzeta kao kon-
ceptualni obrazac pri stvaranju i razvijanju drugih integralnih me-
toda koje su specijalni slud&aj, kasnije stvorene, metode momenata
§to je veé refeno u prethodnom delu ove glave. S obzirom da su pro-
cesi u teoriji grani&nih slojeva opisani jedna&inama koje se pogo-
dnim transformacijama mogu svesti na tip (2.15) (jednadine difuzio-
nog tipa), Karman-Polhauzenova metoda je iskoriféena pri re$avanju
mnoStva problema koje je moguée opisati jedna&inom ovog tipa, kao
$to su: nestacionarno provodjenje toplote, nestacionarni protok flu-
ida kroz porozne sredine, procesi obi&ne i termodifuzije itd.

Kao ilustrativni primer efikasnosti metode izabran je

linearni sludaj prostiranja toplote S S S S S S S S s
u bo¢no termitki izolovanom polubes-  Jap,z

kona¢nom $tapu (sl.2.1), kada je POVrdina - - ——
protok temperature kroz &eonu po-

vrdinu (z=0) poznata funkcija vre- /’tg%/__4'/79C47

mena F(t) za svako ¢t >0.

sl 2./

Neéka je u podetnom trenutku ¢ = 0 temperatura T u svim
tadkama &tapa - T,» &to daje poletni uslov

(2.17) T(x 0) = = T, -
E )
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Matemat iéki model ovako postavljenog zadatka &¢ine: jedna&ina (2.15)
graniéni uslov (2.16) i potetni (2.17). Fizicka veli&ina f(x,t) &i-
ja se promena proudava je temperatura T(xz,t), a funkcija ostatka
F(°v ) je, saglasno izrazu (2.1%.l) jednadina

2
&, _ aT* 2 3°m* _
Ev(T) -'g?— a 3:,,2 =0 .

Kada se prema (2.14.l1.) izvrdi integracija po z od 0 dos (), do
dubine penetracije, jer se u toj oblasti proces odvija, dobija se

\ d = q2037% - art »
(2.18) T (BT, =a g m XS 2 ) s
gde je

o(t)
(2.19) § = [ rrdz.

0

Probna funkcija - aproksimativno resenje - neka je poli-
nom drugog reda po x:

(2.20) | T* = Bo * 81 z + B, z? s

gde su koeficijenti B{, u op3tem sluaju, neke funkcije vremena
koji se odredjuju iz zahteva da grani&ni i podetni uslovi budu za-
dovoljeni, sa ciljem da se ostaci %, i 9, anuliraju. Ti uslovi
glase:

1. da je na &eonoj povr3ini Stapa, x = 0,protok' tempera-
ture data funkcija F(t) -~ grani&ni uslov (2.16); -

2. da kroz granicu x = 9 ne postoji protok temperature,

A
=5z ° 0Ozaxz =6 <
3. da je za svako x 2 0 temperatura Stapa jednaka polet-
noj - To’ da nije do$lo do promene temperaturskog polja preko du-
bine penetracije.
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Kada se iz ovih uslova odrede koeficijenti Bi » za aproksimativno

reSenje dobija se

Y 2
A = - _— - x
(2.21) I* = To * 3% (9 )

koje sadrfi vremenski promenljiv parametar (g(¢t)), a zadovoljava
graniéne i poCetni uslov. Stavljanjem (2.21) u (2.19) i integraci-
jom dobija se

(2.22) §= = I, 0+ == o2

ito, zamenjeno u (2.18) i uzimanjem u obzir uslova 2. pri odredji-
vanju koeficijenata B s» dovodi do obié&ne diferencijalne jedna&ine

1 d 2 - .2
{2.23) 7 d: (6 F) =a“ F ,

sa podetnim uslovom 6(0) = 0.

L
Ako je F(t) = F =

(2.24) o =\sas .

Za sve vreme procesa temperatura T se na Ceonoj povrdi-

const., redenje jednaldine (2.23) je

ni Stapa,x=0,menja i do zakona njene promene sa vremenom lako se
dolazi iz (2.21) kada se uzme u obzir (2.24). Promena te povr3in-
ske temperature, g, ¢e biti

3 aF vyt
- MR = - —
q = T*(0,t) = To"'\/zﬁﬁ'

Taéno reSenje ovog zadatka je dato u knjizi |13| na strani 75. i
ono glasi

- - '_g_ aFVt
(2.26) T(0,t) = - T, + V - o

Razlika izmedju redenja (2.25) i (2.26) pojavlijuje se u numeridkom
faktoru, a greska koja se &ini kada se mesto talnog refenja (2.26)
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usvoji aproksimativno (2.25) je oko 9%, 5to sa glediita prakse pred-
stavlja mlo odstupanje. Ovo uporedjivanje opravdava primenu meto-
de pri proulavanju problema prostiranja toplote i u izvesnom smis-
lu garantuje da se ideja razvijena u njoj moZe iskoristiti pri ana=’
1lizi nelinearnih pojava.

2.2.2., Gudmanova metoda

Polazeé¢i od ideje da uspesno primenjena integralna me-
toda na reSavanje linearnih problema moZe da se pro&iri i obuhvati
i nelinearne procese Gudman [12,44,45[ je razvio postupak .baziran
na Karman-Polhauzenovoj metodi i uspe3no primenio na reSavanje pro-
blema procesa prostiranja toplote kroz polubeskona&ni &tap (slika
2.1) kada se uzima u obzir promenljivost fizidkih karakteristika
materijala od temperature. Ova pojava je opisana jednadinom (2.10)
u prethodnoj glavi. Ako se pretpostavi da je brzina promene fizi&-
kih osobina materijala mala jednadina (1.10), za jednodimenzioni
sludaj, svodi se na

a7 _ T
(2.27) e &=L 14 .

Kada se, po Gudmanovoj sugestiji, uvede nova promenljiva
T

(2.28) v = fpedr
o

koja zavisi od temperature T, jedna&ina (2.27) se svodi na

’

v - 9V
(2.29) 3;--335 (a53) »

gde je o = — ,

U sluéaju polubeskona&nog Stapa kada je graniéni uslov
dat gradijentom temperature, grani¢ni uslov (2.16) se svodi na

(2.30) ' %% = - ’ za z = 0,
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gde Jje @, koeficijent koji zavisi samo od vremena.

Redenje jednadine (2.29) moZe se traZiti u obliku polino-
ma, kao 3to je bilo i u sludaju Karman-Polhauzenove metode, a tada
ée kubni profil za v, s obzirom na grani&ni uslov (2.30) imati ob-
1ik

_ _F#o _x,3
(2.31) v = 3a (1 7/

Izabrani profil (2.31) obezbedjuje fizi&ki zahtev da preko granice
penetracije, x 28, ne postoji protok toplote.

Dalje resavanje postavljenog zadatka isto je kao i u slu-
&aju Karman-Polhauzenove metode: uvodi se nova promenljlva integra-
lom '

' 0t)
(2.32) § = f v dx ,
o

pa'se jednadina (2.29) pomnoZi sadx i izvr3i integracija po zx od
0do o(t). Ako je poletna temperatura T(x,0) = 0, nakon navedenih
operacija jednadina (2.29) se svodi na

(2,33) %; = F(t).

Promenljivé 8 (t)lako se sradunava iz (2.32) za kubni profil (2.31)
i na kraju se jedna&ina (2.33) svodi na

2
= (*;22 ) = F(8)

odakle se neposredno moZe izradunati dubina penetracije (t),
a t
(2.34) ot) =2 V35 (% [ran?/? .
o

Kada je F(t) = F = const. dubina penetracije (2.34) je

(2.55) 6 =2V3 Vaa t
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pa redenje (2.31) jednaline (2.29) postaje

4 t x 3
2.35) v = - F — (1 - ..._____.._.) .
( V3 V“o ————

a
230t

Ako se, radi uporedjivanja, pretpostavi da su fizid&ke karakteris-
tike materijala konstantne, iz (2.15) i (2.27) se uodava da je

a, = a2, a tada iz (2.28) sledi da jJje

Sada je lako iz (2.36) dobiti da je

4 aFV; X 3
(2.37) Py L (] - —m—m——)Y,
Vﬁ; A ZV; aV@)

Odavde se dobija da je zakon promene povriinske temperature

(2.38) q = T(0,t) =)/-?3- afyt |

Kada se u resenju (2.26) stavi da je To = 0 izrazi (2.38) i (2.26)
se razlikuju samo za numerilki parametar i odmah se uo&ava da je
izraz (2.38) bliZi refenju (2.26) nego 3to je bio izraz (2.25).

Cinjenica da se iz refenja (2.36) a preko veze (2.28) do-
bija veoma dobro aproksimativno re3enje (2.37), kada se pretpostavi
da su fizilke karakteristike materijala konstantne, pokazuje da je
Gudmanov metod ispravan, da je (2.36) dobro aproksimativno reZenje
jedna&ine (2.29) i da je sa zadovoljavajuéom ta&no3éu moguée, pomo-
¢u Gudmanove metode, dobiti re$enje nelinearne jednadine (2.27).

Osim navedenih integralnih metoda postoje i mnoge druge
kao &to su: Jangova [46| , Dorodnjicinova |47| i dr. Mada postoji
veliki broj metoda koje su specijaino formulisane i razradjene sa
ciljem da rese problem prostiranja toplote opisan ili linearnom
(1.11) ili nelinearnom (1.10) jednadinom (Gl. I), ostaje i dalje
veliki broj zadataka koje tek treba re3iti., Sa pravom se moZe kon-
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statovati da je broj nerefenih problema vezanih za pojavu prostira-
nja toplote neuporedivo veéi od broja refenih problema, Sto poka-
zuje da ni pitanje mehanizma ove pojave nije dobilo zadovoljavaju-
éi odgovor, niti je dana3dnji stepen razvijenosti matematidkog apa-
rata sposoban da fenomenoloski opisanu pojavu uspeZno resi.
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Il GLAVA

VARIJACIONI PRINCIPI

Formulacija Hamiltonovog principa: "Svaki holonomni sis-
tem na koji dejstvuju konzervativne aktivne sile kreée se tako da
Hamiltonovo dejstvo ima stacionarnu vrednost na stvarnom putu u
poredjenju sa vrednostima na zaobilaznim putevima" IMB,uQ[ y Sta-
vila ga je u okvir konzervativne mehanike, ograni&ila mu je prime-
nljivost na uzanu klasu &isto mehanidkih kretanja koja u odnosu na
stvarna predstavljaju prili¢no grubu aproksimaciju, ali je jedno-
vremeno omoguéila elegantnim postupcima matemati®ke analize da re-
produkuju redenja u zatvorenom obliku, &ime je estetska strana bi-
la zadovoljena na u3trb fizidke stvarnosti. Kod realnih kretanja
uvek dolazi, u veéoj ili manjoj meri, do disipacije energije, do
odvodjenja dela mehanilke energije na razvoj nemehanié&kih pojava
koje su parazitski procesi neminovno prisutni pri stvarnim kreta-
njima dinami&kih sistema (toplota izazvana trenjem, elektricitet i
tome sligno). Samo u malom broju sludajeva, kada se mo3e smatrati
da disipativne sile imaju odredjeni oblik (na pr. da su linearne
funkcije brzine), moZe se formirati tadan izraz za kineti&ki po-
tencijal, osnovnu kérakteristiku i glavni deo Hamiltonovog dejstva.
Odsustvo univerzalnog pravila za formiranje LagranZeve funkcije
pri prouavanju realnih kretanja &ini da Hamiltonov princip osta-
je strogo vezan za klasiénu mehaniku konzervativnih kretanja.

Medjutim, osnovna ideja principa, ideja stacionarnosti
neke veli&ine, moZe se primeniti na proulavanje mnogih procesa ko-
ji po klasi&noj podeli fizike izlaze iz okvira mehanike. Da bi ova
ideja mogla uspesno da se iskoristi pri proudavanju nemehani&kih
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pojava, struktura procesa mora biti takva da ga karakterie kona-
¢an broj nezavisnih fizi&kih veli&ina - generalisanih koordinata u
Zirem smislu - $to odgovara zahtevu holonomnosti mehani&kog siste-
ma, @ samo kretanje treba shvatiti uop3tenije, kao 3to je izneto u
I glavi ovog rada.

Moguénost primene Hamiltonovog principa na prou&avanje i
refavanje 8irokog spektra, desto disparatnih, fizidkih pojava pos-
ledica je triju osnovnih osobina koje ga karakteriZu i &ine univer-
zalnim, a nalaze se u osnovi svakog makrofizidkog procesa; to su:

1. globalnost, jer sadrZi integral po vremenu kojim je
obuhvaéen ceo vremenski interval u kome se proces odvija i integ-
ral po prostoru u kome se proces odvija. Ova osobina iskljuduje
vremenski lokalno proudavanje procesa, prati proces u kona&nom vre-
menskom intervalu, tako da obuhvata i uticaj promene stanja proce-
sa u jednom vremenskom trenutku na promene stanja procesa u slede-
éim vremenima. U isto vreme egzistencija ovakvog integrala distri-
buira gre3ku na &itav prostorno-vremenski interval u kome se pro-
ces odvija, §to dobijene rezultate prilikom pribliZnih izradunava-
nja, &ini tadnijim;

2, minimalnost - svaki proces se odvija tako da je duZ
stvarnih puteva dejstvo u minimumu. Ideja minimalnosti neke veli-
¢ine svojstvena je svim principima mehanike bilo da pripadaju grd-
pi diferencijalnih ili integralnih principa. Ova karakteristika
svih principa ima duboko fizi&ko znadenje i potide od &injenice da
se prelaskom procesa iz jednog u drugo stanje koristi najmanja "ko-
lidina" energije, pri demu u tu koli&inu energije ulazi i onaj deo
koji se "gubi" pri odvijanju stvarnih procesa. Hamiltonov princip
zahteva da dinamidki sistem bude konzervativan, da se tokom kreta-

nja ukupna mehanidka energija kvantitativno ne menja;

3. invarijantnost - dejstvo je invarijantno u odnosu na
smenu promenljivih u obliku konaénih transformacija. I ovo svojst-
vo je zasnovano i obuhvata realnu &injenicu, da stvarni proces ne
zavisi od izbora koordinatnog sistema koji je, strogo govoreéi,
fikcija,ne egzistira u prirodi. Ova misao se odnosi na geometrij-
ski koordinatni sistem, a ne na koordinate o kojima je bilo re&i u
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glavi ovog rada.

Zbog navedenih osobina koje su tesno povezane sa fizid&-
xom stvarno3déu principi i postupei zasnovani ili razvijeni iz Ha-
miltonovog varijacionog principa dali su vredne rezultate u mnogim
obléstima savremene fizike, a u nekim oblastima su jedino orudje
pri proudavanju procesa. Mada su veoma snaini i sa $irokim spekt-
rom primenljivosti, varijacioni postupci nisu u stanju da kreira-
ju zakone fizike, veé se njihova uloga svodi na izvodjenje jedna-
&ina procesa sa potrebnim brojem graniénih uslova koji su propisa-
ni veé postavljenim zadatkom. Ako ne postoji dovoljan broj informa-
cija o procesu, varijacioni principi su sposobni da daju dopunski
broj prirodnih graniénih uslova. Ova &injenica je posebno znadajna
i predstavlja privilegiju samo varijacionih principa. Kao ilustra-
tivni primer za ovo tvrdjenje moZe se navesti sluéaj‘oscilovanja
3ice (sl. 3.1). '

Poznato je da je na kraju xo=0

%ica udvr$céena, daok podaci o drugom kra-
ju, =, = £, nisu poznati. w .
Qg } X B X
Diferencijalna jednadina os=- o
cilovanja Zice glasi: s¢. a1
2 2
w2 37w
(3.1) — = 5,
. at ox

gde je w = w(x,t) ugib Zice na mestu z, a o? koeficijent krutosti.
Jedan grani&ni uslov je dat zadatkom, ¢injenicom da je na kraju
z, = 0 %Zica udvr3éena:

(3.2) w(0,t) =0 .

Medjutim o ponaSanju funkcije w(z, t) na’drugom kraju nista nije po-
znato, tako da ne postoji dovoljan broj grani&nih uslova za resava-
Rje zadatka.

Integral dejstva za ovaj sludaj ima oblik
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2
1= [ f (33?5422 dxas,
t =z

pa se njegova warijacija, s obzirom na jednadinu (3.1) i uslov
(3.2),8vodi na
t

1
dz - el g% Sw I dt
ty

- dw ]
(3.3) r= [ HEsw o
x t 172
S obzirom da se varijacija 6w na vremenskim granicama tg i t, a-
nulira, da bi varijacija integrala dejstva (3.3) bila jednaka nu-
1i, mora biti

oW
oz
*

Dobijeni izraz je drugi graniéni uslov (prirodni grani&ni uslov)
koji sa uslovom (3.2) &ini da je zadatak potpuno definisan.

Ideja o minimalnosti ne potie od Hamiltona. Jo$ u dru-
goj polovini XVII veka, ta&nije 1662. godine, Pjer Ferma je prou-
davajuéi fenomen prelamanja svetlosti iskazao misao da "priroda
dejstvuje najlak3im dopustenim putevima, a ne najkradéim, kao Sto
mnogi misle". Objasnjavajuéi bliZe ovu ideju koja se moZe primeni-~
ti na sve prirodne procese bez izuzetaka, on kaZe: "Sli&no kao Ga-
lilej kada je posmatrao kretanje tedkog tela i merio odnose ne po~-
moéu rastojanja veé vremenom i mi éemo posmatrati ne najkrada ras-
tojanja ili linije, nego one koje se mogu preéi lakZe, udobnije i
za najkraée vreme".

U klasiénu mehaniku ideju o minimalnosti uvodi I. Ber-
nuli zadatkom brahistohrone: date su dve tadke u vertikalnoj ravni,
naéi oblik krive linije tako da, spultajuéi se niz nju, tedko telo
predje put izmedju tadaka za najkraée vreme. Re3enje i reSavanje
ovog zadatka moZfe se naéi u svakom udZbeniku Racionalne mehanike,
a njegov najveéi znalaj leZi u tome da je postavio kamen temeljac
varijacionom radunu i varijacionim metodama.
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Medjutim, uspedno kori3éenje ideje o minimalnosti u celo-
kupnoj fizici, a ne samo u mehanici, zahteva da se pronadje ona ve-
lid¢ina koju treba minimizirati:u cilju dobijanja jednadine posmatra-
nog procesa. U svojim radovima o dinamici Lajbnic je tu veli&inu na-
zvao dejstvom, "actio formalis", i ona po Lajbnicu predstavlija pro-
izvod mase materijalne ta&ke, njene brzine i duZine puta, a kako se

duZina puta moZe predstaviti u obliku proizvoda brzine i vremena,
to je velidina dejstva proizvod Zive sile i vremena.

Velika zasluga za razvoj ideje minimuma pripada Mopertijiu
i njegovom principu najmanjeg dejstva kao univerzalnom zakonu pri-
rode. Mada je svoj princip mistificirao i povezao sa promiflju Stva-
raoca, Mopertiji je otvorio put razvoju mnogih metoda koje su dove-
le do znacajnih otkriéa u savremenoj fizici. Klasiéna fizika kon-
zervativnih, reverzibilnih, procesa zasniva se na veé navedenom Ha-
miltonovom principu u kome je dejstvo ta¢no i jednozna&no odredjeno
izrazom '

t

2
I = f (Ek + U) dt ,
2

gde je L = E, + U LagranZeva funkcija, kineti¢ki potencijal, zbir
kinetidke energije i funkcije sile.

Prvi pokuaji da se varijacioni principi mehanike prime-
ne na proulavanje i reSavanje nemehani¢kih i ireverzibilnih poja-
va pojavljuju se sredinom XIX veka, a vezani su za imena Bolcmana,
Klauzijusa i €¢ilija. Cili je verovao |50| da je direktno iz Hamil-
tonovog principa uspeo da izvede drugi princip termodinamike, dok
su Bolcman i Klauzijus |51,52| sa pravom bili oprezni tvrdeéi da
je za resavanje tog zadatka neophodno su$tinski izmeniti Hamilto-
nov princip, pro3iriti ga i dati mu drugi smisao. Ta izmena se pre -
svega odnosi na lLagranZevu funkciju, jer se od integrala dejstva
zahteva da reprodukuje matemati&ki model nekonzervativnog, irever-
zibilnog, procesa.

Fizi&ki smisao Hamiltonovog principa najboje je izraZen
teoremom Emi Neter |53 i, po mi$ljenju mnogih fizi&ara, ona je os-
novno orudje za ispitivanje simetrije elementarnih &estica i zau-
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zima centralno mesto u savremenoj teorijskoj fizici, a glasi: "Ako

je integral dejstva invarijantan u odnosu na grupu Liovih infinite-
zimalnih transformacija, kao posledica te invarijantnosti sledi ne-
ki prvi integral odgovarajuéeg fizilkog sistema". Teorema je prosi-
rena 1 na sisteme sa beskona&no mnogo stepeni slobode i tada glasi:
"Ako neka infinitezimalna Liova grupa odrZava invarijantnim akcioni
integral nekog polja, tada kao posledica ove invarijantnosti sledi

neki zakon odrZfanja polja tipa divergencije". Danas se osobine ele-
mentarnih ¢estica ispituju iskljudivo proudavanjem simetrije odgo-

varajuéih LagranZijana.

U klasi¢noj mehanici teorema E. Neter sluZi za pronalaZe-
nje prvih integrala dinamidkih sistema koriZéenjem simetrije kon-
figuracionog prostora i njegovim osobinama invarijantnosti u odno-
su na infinitezimalne Liove transformacione grupe. Problem prvih
integrala je jedan od osnovnih zadataka svih fizi&kih teorija.

3.1. Direktne metode varijacionog ra&una

Ove metode koje na esencijalni nadin koriste pomenute o-
sobine globalnosti i minimalnosti (stacionarnosti) razvijene su u
ovom veku, a zapolete u prvoj deceniji radovima Valtera Rica. U pr-
vo vreme su imale &isto akademski karakter, a nalgi razvoj su doZi-
vele tokom poslednje tri decenije kada je naro&ito porastao interes
reSavanja relinearnih problema. Kako teorije refavanja nelinearnih
sistema ne postoje, to su direktne metode varijacionog ra&una, ko-
je minimiziraju akecioni integral po nekim veli&inama, inaglo dobi-
le u svom znadaju. .

Ideja svih ovih metoda je veoma jednostavna, a sastoji se
u sledeéem: koristedi sve raspoloiivé informacije koje su poznate o
procesu, a dobijene ili iz eksperimentalnih podataka ili iz studije
slitnosti samog problema, vre se osnovne pretpostavke o karakteru
refenja. Ovo refenje se pretpostavlja u funkcionalnom obliku koji
sadrZi neke poznate funkcije i nepoznate parametre, pri ¢emu ovi
parametri mogu biti neke funkcije. Posle zamene ovog refenja u in-
tegral dejstva vr3i se minimizacija ovako dobijenog izraza po uve-
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denim nepoznatim parametrima ¢ime se dobija traZeno re3enje koje je
"optimalno" s obzirom na zadati integral dejstva.

Sa stanovista stroge matematidke teorije ovakva procedura
je samo potreban uslov za egzistenciju minimuma. Dovoljan uslov ko-
ji obezbedjuje strogi minimum dobija se ispitivanjem znaka druge va-
rijacije. Medjutim, ovakva ispitivanja su veoma te3ka i slofena, pa
se u prakti¢nim sludajevima ne vr3e. Mnogi autori zbog toga za Ha-
miltonov princip upotrebljavaju oslabljeni izraz "stacionarnog dej-
stva". Cinjenica je, medjutim, da su dugogodignja ispitivanja raz-
nih problema opisanih preko Hamiltonovog principa pokazala da je in-
tegral dejstva u velikom broju sludajeva u strogom minimumu za stva-
rni proces, mada strogi matematidki uslov nije dokazan (Nevzglja~-
dov).

Ove metode su tako dobro izgradjene u matematiékom smislu
da se za sloZene probleme dobijaju resenja visoke tadnosti.

3.1.1. Ricova metoda

Uspedno koriSéenje ove metode je moguée samo kod proble-
ma koji dopudtaju varijaciono opisivanje, jer je potrebno odrediti
Lagranzevu funkciju tako da prva varijacija akcionog integrala iz
jednadena sa nulom reprodukuje j%dnaéinu posmatranog procesa.

Aproksimativno resenje se traZi u klasi probnih funkcija
tako da zadovolji graniéne uslove problema, a usvaja se kao line-
arna kombinacija funkecija V?(xi,t) od kojih se zahteva da budu di-
ferencijabilne po . do potrebnog reda u prostoru V i po ¢ u vremen-
skom intervalu posmatranja procesa. Drugim re&ima reZenje se bira
u obliku reda

(3.1-1) f‘(xi,t) = ¥ AJ. ?Jo(xi,t) 3

Jj=1

gde su Aj nepoznate konstante. Odredjivanje ovih konstanata vrii se
pomoéu akcionog integrala '

(3.1.2) I(f*)
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¢ija prva varijacija izjednaZena sa nulom daje jedna&inu procesa.

U akcioni integral (3.1.2) unese se pretpostavljeno reSenje (3.1.1)
i iz zahteva stacionarnosti tako dobijenog integrala dejstva po svim
konstantama,

(3.1.3) allfﬁi =0

A, ?
9 J

a nakon integracije po prostorno-vremenskoj oblasti, u kojoj se pro-
ces odvija, dobija se sistem algebarskih jedna¢ina po traZenim ko-
nstantama Aj.

Oblik aproksimativnog refenja (3.1.1) istovetan je sa re-
Senjem (2.12) iz prethodne glave, a koje se odnosi na metodu Galer-
kina, medjutim procedure odredjivanja konstanata Aj kvalitativno se
razlikuju. Dok se u metodi Galerkina minimizacija vr3i nad ponderi~
sanim ostatkom jednadine, pri. &emu se ponderisanje vrii teZinskom
funkcijom Bf*/aAj, u Ricovoj metodi se minimizira akecioni integral
koji reprodukuje jednadinu procesa.

Izbor funkeija V}(zi,t) u velikoj meri zavisi od intui~
cije i iskustva istraZivada. Njihov sreéan izbor dovodi do kvali-
tetnih aproksimativnih resenja koja brzo konvergiraju ka ta&nim re-
Senjima.

Metoda posmatrana kao &isto matematidki postupak aproksi-
mativnog reSavanja obi&nih ili parcijalnih diferencijalnih jednad&i~
na sa zadatim graniénim uslovima u prvi plan stavlja "sreéan" izbor
funkcija Yy(xi,t). Medjutim, ako je diferencijalna jednalina sa po-
Cetnim i grani&nim uslovima matemati&ki model nekog fiziZkog proce-
sa o kome pstoje informacije dobijene eksperimentalno ili na neki
drugi naéin, tada ti podaci suZavaju krug raspolozivih funkcija i u-
napred ukazuju na moguéi oblik aproksimativnog refenja, 3to olakZa-
va istraZivadu opredeljivanje pri izboru oblika funkcija Y}(x{,t).

Veéa taénost aproksimativnog reSenja postife se usvaja-
njem vefeg broja &lanova reda (3.1.1), ali se tada procedura vre-
menski produZava, a sistem algebarskih jedna¢ina iz kojih se dobi-
jaju konstante 4, se komplikuje. Ovo poveéanje broja &lanova reda
(3.1.1) ne obezbedjuje uvek brzu konvergeneiju aproksimativnog ka
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stvarnom redenju. Zbog toga se poslednjih godina razvijaju druge
netode koje su u stanju da reprodukuju aproksimativna resenja vi=-
soke tadnosti.

3.1.2. Kantorovideva metoda delimidne integracije

Kantorovideva metoda |54,55| je naro&ito pogodna, jer br-
zo 1 lako dovodi do aproksimativnih regenja visoke ta&nosti, pri
reSavanju prostorno dvodimenzionih ili jednodimenzionih problema, a
specijaino kada se dubina penetracije, o kojoj je bilo re&i u pret
hodnoj glavi, usvoji kao generalisana koordinata. '

Konstatacija izneta u prethodnoj glavi, da se pri pro-
u¢avanju mnogih procesa aproksimativna reSenja tra%e u klasi probnih
funkecija koje zavise od prostornih koordinata . i skupa vremenski
promenljivih parametara Am(t), u punoj meri se odnosi na metodu Kan-
torovida. U njoj se aproksimativno reSenje specificira po jednom ar-
gumentu, a drugi uvodi skupom neodredjenih parametara koji zavise
od tog argumenta. Zahtev da prva varijacija akcionog integrala, ko-
ji reprodukuje jednaé¢inu procesa, identit¢ki isdezava i dovodi do sis-
tema obid&nih diferencijalnih jednadina uvedenih parametara po drugom
argumentu. Grani¢ni uslovi zadatka vezani za taj drugi argument pos-
taju po&etni uslovi za odredjivanje integracionih konstanata dobije-
nog sistema obi&nih diferencijalnih jedna&ina.

Sli¢nost ideje i oblika probne funkcije u Ricovoj i Kan-
torovidevoj metodi navodi na uporedjivanje i ukazivanje na razlike
koje medju njima postoje. Aproksimativno resSenje u Ricovoj metodi
sadrzi skup linearno nezavisnih funkcija po svim argumentima i skup
nepoznatih konstanata koje se odredjuju iz uslova stacionarnosti
akcionog integrala po tim konstantama. Uvedene linearno nezavisne
funkcije su potpuno specificirane po svim argumentima i od njih se
zahteva da zadovolje poletne i granilne uslove zadatka. Tako formi-
rano aproksimativno re3enje unosi se u akcioni integral, postavi
zahtev njegove stacionarnosti po svim nepoznatim konstantama, izvr-
i integracija na taj nadin dobijenih izraza po svim argumentima u
prostornoj ili prostorno-vremenskoj oblasti posmatranja procesa, 5to
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kona&no dovodi do sistema algebarskih jednadina po uvedenim neodre-
djenim konstantama.

Aproksimativno resenje u metodi Kantorovida sadrZi skup
linearno nezavisnih potpuno specificiranih funkcija po jednom ar-
gumentu (7;(xi) koje zadovoljavaju graniéne uslove zadatka vezane
za taj argument i skup proizvoljnih parametara Am(yi) koji zavise
od drugog argumenta. Prema iznetom aproksimativno reSenje se tra-
2i u klasi probnih funkcija oblika

M
(3.1.4.) f‘ = mf—z F{)’m(.’ﬂi), Am(y.i))-

Aproksimativno resenje (3.1.4) stavlja se u akcioni integral, iz-
vr8i integracija po argumentu od koga zavise specificirane funkci-
je Yh(zi), a zatim postavi zahtev iS&ezavanja prve varijacije sra-
unatog akcionog integrala koji u sebi sadrZi proizvoljne paramet-
re Am(yi); Variranje se vr&i po parametrima Am(yi), a kako su oni
linearno nezavisni, to su i njihove varijacije nezavisne, pa uslov
identidke Jjednakosti prve varijacije akcionog integrala sa nulom
dovodi do sistema obié&nih diferencijalnih jednadina parametara
Am(yi) po argumentu Yy

Razlika prikazanih metoda je oCigledna, a problem "sreé-
nog" odredjivanja specificiranih funkcija prisutan je u obe metode.

U ovom radu se koristi izneti metod Kantorovida, jer se
aproksimativno resenje traii u klasi probnih funkcija sa dubinom
penetracije. :

3.2, Novije varijacione formulacije

Poslednjih decenija problemi prenosa predstavljaju ozbi-
ljan izazov plejadi vrhunskih nauénika od kojih se olekuju zadovo-
ljavajuéi odgovori na pitanja proistekla iz ove problematike pove-
zane sa razliditim oblastima realnosti i za koje se moZe reéi da
imaju multidisciplinarni karakter.

U cilju koriiéenja preimuéstva koje pruia varijaciono o-
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pisivanje procesa, koja su pmenuta, poslednjih godina bilo je vrlo
mnogo pokuZaja da se i klasiéni nekonzervativni sistemi, koji tra-
dicionalno ne pripadaju poznatim varijacionim formulacijama, opisu
preko izvesnih varijacionih iskaza. Svi ovi principi imaju zajedni-
&ku karakteristiku, da na veéi ili manji nad¢in kr3e osnovne postu-
late klasi&nog varijacionog raduna, a poti¢u iz proudavanja irever-
zibilnih procesa termodinamike. Galerija ovih pokusaja obiluje ni-
zom razli¢itih ideja o obliku funkcionala koji treba da reproduku-
je matemati&ki model procesa, od uvodjenja "zamrznutih funkcija",
imaginarnih sistema, pri &emu ostaje diskutabilno pitanje fizikal-
nosti uvedenih veli&ina, do odbacivanja komutativndésti operacija
variranja idiferenciranja. Izvesna grupa autora (Bio i dr.) potpu-
no odbacuje ispitivanje funkcionala, veé uvodjenjem veli&ina koje
su sliéne sa velidinama klasiéne mehanike neposredno iz LagranZe-
vih jedna&ina dolazi do jednadina procesa. Medjutim, reavanje kon-
kretnih problema neostvarljivo je bez prethodnog specificiranja ob-
lika aproksimativnog regfenja, a cilje je svih ovih principa i meto -
da da dobijeno pribliZno reZenje bude 3to bliZe stvarnom. Razvoj o-
vih metoda bi bio besmislen kada bi postojao tadan matematidki al-
goritam za re$avanje parcijalnih i obi&nih diferencijalnih jednali-
na bez obzira na njihov red i strukturu. B

3.2,1. Glansdorf - PrigoZinov prineip lokalnog
potencijala

Tvorei principa lokalnog potencijala imali su ambicioznu
%elju da formuliZu termodinami¢ku funkeciju koja bi za disipativne
sisteme igrala ulogu Lagranieve funkcije u mehanici |[56| . Pri to-
me usvajaju osnovna nadela Onsageristilke termodinamike: zakon 1li-
nearnosti i postulat simetri&nosti fenomenolodkih koeficijenata,
o &emu je bilo redi u glavi I ovog rada. Valja napomenuti da je On-
sageristi&ka termodinamika zadnjih godina podvrgnuta ozbiljnoj i
odtroj kritici (Truzdel i dr.) upravo zbog postulata o simetrinos=-
ti fenomenolo&kih koeficijenata koji ne dopu3taju, na primef, egzi-
stenciju naponskih spregova u mehanici neprekidnih sredina, a nji-
hovo postojanje je dokazano i eksperimentalno i kroz teorijske rado-

ve velikog broja istraiivada, medju kojima je veoma zna¢ajno mesto
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zauzimao na%, u zenitu nau&nog stvaraldtva, preminuli profesor dr
Rastko Stojanovié. Mada Glansdorf i Prigozin pri razvoju svog prin-
cipa polaze od teoreme Q produkciji entropije, pri formiranju funk- '
cionala koriste ideju Rozena o delimi&¢nom variranju.

U cilju da se pri proudavanju i nalaiehju aproksimativnih
refenja nepovratnih procesa termodinamike iskoristi Ricov direktni
metod, ideja Rozena je bila da se formira funkcional koji sadrZi i
funkcije, "zamrznute funkcije", koje ne'podleiu variranju, ali se
nakon variranja specificiraju tako da se dobija Zeljena diferenci-
jalna jedna&ina. Tako na primer, za linearnu diferencijalnu jedna-~
&inu prostiranja toplote funkcional ima oblik

.

,
_ A 3T ,2
L = peTY + 3 (552) »
a u njemu je funkcija ¥ "zamrznuta funkcija", funkcija koja je kon-

stantna u odnosu na variranje, ali koja se nakon variranja integra-
la '

(3.2.1) f{mTYv--% %%—)2}dv,
7 :

proglasava za 9T/3¢.

Pogodnim izborom funkcionala uz specificiranje "zamrznu-
tih funkcija" moguée je varijaciono formulisati svaku diferencijal-
nu jednadinu. U pitanje fizi&kog znalenja "zamrznutih funkcija"
Rozen se nije upustao, veé svoju ideju preporuduje kao jedan uspe-
gan algoritam pri iznalaZenju aproksimativnih reSenja zadataka li-
nearnih ireverzibilnih procesa.

Kao lokalni potencijal Glansdorf i PrigoZin definisu vre-
menski integral Rozenovog akcionog integrala, s tim 3to "zamrznu-
te funkcije" odmah specificiraju. Na primer, za sludaj linearnog
provodjenja toplote Rozenov integral je oblika (3.2.1),a lokalni
potencijal po Glansdorfu i Prigoiiﬁu:’

- ar® A , 37,2 |
(3.2.2) Y = {{ {ch_ﬁ + 3 (-3_-'5-,2) } dt dV .
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zamrznuta temperatura T° je konstantna u odnosu na variranje, ali
se nakon obavljene te operacije izjednadava sa temperaturom 7 §to
dovodi do poznate linearne jedna&ine prostiranja toplote. Samo do-
bijanje jednaline procesa iz lokalnog potencijala nema naroditu
vrednost ako nije u stanju da dovede do aproksimativnog redenja
zadovoljavajuée ta&nosti. Reprodukcija takvog refenja je jednovre-
meno i potvrda ispravnosti principa.

Efikasna primena principa pri resavanju konkretnih grani-
¢nih problema vri se prethodnim izborom aproksimativnog redenja u
klasi probnih funkcija koje zadovoljavaju grani&ne i poéetné uslo-
ve zadatka. Pri tome se koriste probne funkcije ili oblika (2.8)
ili (2.9). Dualitet intenzivne veli&ine stanja &ija se promena po-
l1ja u prostoru i vremenu proudava zadrZava se i u aproksimativnom
reSenju. Ako, na primer, probno refenje sadrii proizvolijne funkeci=~
je vremena, tada one u "zamrznutom" aproksimativnom re3enju, koje
se stavlja u lokalni potencija,ne podleZu variranju, veé se pos~
le svih obavljenih potrebnih operacija izjedna¢avaju sa odgovara-
juéim funkcijama u "nesmrznutom" reZenju. Postupak za dobijanje
aproksimativnih resenja, prema tome, isti je kao i pri dobijanju
diferencijalne jedna&ine procesa. Pokazalo se da su reSenja dobi-
jena ovim postupkom veoma dobra i zbog toga su udinjeni pokuaji
da se dualistidka priroda fizidkih velidina u lokalnom potencija-
lu fizi&ki opravda. Prigo%in, jedan od tvoraca iznete metode, sve-~
stan da je makroskopski evidentirana promena temperaturskog polja
neke sredine odraz zbivanja u mikrosvetu, razdvajanje temperature
na:T koja pdleZe variranju i ° koja je konstantna u odnosu na

variranje, objasnjava na sledeéi nadin: 7°

je srednja temperatur-
ska raspodela koja zadovoljava Furijeovu jedna&inu, dok je T ras-
pored temperature posmatran kao fluktuirajuéa veli&ina. Izjednada-
vanje ™ sar posle variranja objaZnjava na sledeéi nadin: "naj-
verovatnija raspodela temperature u odnosu na male fluktuacije mo-
ra se u opStem sluaju poklapati sa srednjom raspodelom u odnosu

na sve fluktuacije" |[57] .

Mada je ideja ove metode uspe3no iskoriféena pri prouda-
vanju mnogih nepovratnih procesa, ostavljeno je intuiciji i umes-
nosti istraZivada da u funkcionalu izabere "zamrznute funkcije"”
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(srednje vrednosti) koje ne podleZu variranju i funkcije (fluktu-
irajuée velidine) koje se variraju. Kada se i pod kojim uslovima fi=
zidkoj velidini moZe pripisati dualistidka priroda ostaje otvoreno
pitanje, a Sehter jednostavno konstatuje da je to (dualitet): "ce-
na koja se mora platiti za op#iti varijacioni princip" |5S5| .

Sloboda pri izboru zamrznutih funkcija omoguéila je da
se ideja, u su3tini Rozenova, o formiranju funkcionala sa fizid&kim
velidinama dualistilke prirode iskoristi pri proudavanju mnogih
disipativnih pojava, a posebno za transportne procese i Onsageris-
tidku termodinamiku nepovratnih procesa.

3.2.2. Bejtmenov prineip konjugovanih funkcija

U skupu mnogih pokusaja da se dobiju aproksimativna re-
fenja zadovoljavajuée tadnosti disipativnih pojava koriZéenjem pre-
imuéstava koja pruZa varijaciono opisivanje procesa znadajno mesto
‘zauzima Bejtmenov princip formulisan 1929. godine. Kako je u pos-
lednje tri decenlje naglo poraslo 1nteresovan3e prema nepovratnim
i dsipativnim pojavama, to su i sve ranije metode vezane za ove
oblasti doZivele renesansu. Najvefa zasluga za o%ivljavanje Bej-
tmenove ideje konjugovanih funkcija imaju Morze i FeZbah | 58| ko-
ji su uspeli da prvobitno razvijenu ideju na primeru matematidkog
modela nekonzervativnog mehanifkog sistema primene na linearnu
jednadinu provodjenja toplote.

U Zelji da se varijaciono formulige disipativni proces,
koji se po strogim Hamiltonovim kriterijumima ne moZe na taj na-
¢in opisati, po ideji Bejtmena uvodi se u LagranZijan pored real-
ne funkcije i imaginarna, pridruZena, apstraktna funkcija koja
nema fizidko znaéénje, niti je u nekoj matematidkoj vezi sa real-
nom funkcijom. Uvodjenjem ovakve funkcije koja je u odnosu na va-
riranje ravnopravna sa realnom i &ije varijacije, isto kao i kod
realne funkcije, iSc¢ezavaju na granici S oblasti ¥V u kojoj se pro-
ces posmatra, postiZe se da akcioni integral reprodukuje dve jed-
na¢ine, jer su realna i imaginarna funkcija nezavisne, od kojih
jedna predstavlja jednadinu procesa, a druga daje jednadinu bez
fizidkog znadenja. |
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Sludaj linearnih priguenih oscilacija je jednostavan pro-
ces u kome dolazi do disipacije energije i zbog toga je zgodan kao
ilustrativni primer primene Bejtmenove ideje. Ako je q(t) realna ge-
neralisana koordinata, a ¢*(t) imaginarna, apstraktna, generalisana
koordinata, tada, saglasno ideji Bejtmena, treba formirati Lagran-
%2evu funkciju oblika L(q,q*,q,q*) tako da se iz uslova stacionarnos-
ti akcionog integrala f L dt po obe generalisane koordinate dobije

jednadina t

(3.2.3) g + 2bq + wzq =0
U ovom sludaju LagranZeva funkecija je oblika
L= 44+ + blg*q - g - wlqq* ,

pa akcioni integral
- “‘ l*—l‘ 2‘.
I = [{ad* + bld*q - 4q*) wiqq* ¥ de
t

reprodukuje dve jednadine, od kojih je jedna, uz varijaciju 6q*,
ba§ jedna&ina (3.2.3), a druga, uz varijaciju 6q:

G*- 2bg* + w?

q* = 0,
predstavlja model sistema bez fizidkog znalenja. Jednadina (3.2.3)
se moZe dobiti i iz integrala dejstva oblika

(3.2.3a) I = % (52 - wig?) o2t 4y
t

bez uvodjenja neke nove apstraktne koordinate &iji fizidki smisao
nije jasan. Ovaj jednostavan primer opravdava ranije iznetu kon-
stataciju da je za jednu diferencijalnu jednaé&inu moguée formira-
ti viSe akcionih integrala koji se su$tinski razlikuju, a to je po-
sledica nedostatka univerzalnog algoritma koji bi dovodio do je-
dinstvenog funkcionala za jednu jednacéinu.
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Ovu konstataciju potvrdjuje i &injenica da se koriZéenjem
ideje Bejtmena moZe dobiti i linearna jedna&ina prostiranja toplote

iz akcionog integrala oblika

[

3
*
(3.2.8) 1= [[d3 e -0 +a? 5—3—"" L yaz av,
0=1
v

L
%
o,

1

gde je T'* pridruZena temperatura potpuno nezavisna od realne T y @
koja, iz uslova stacionarnosti integrala (3.2.4), zadovoljava jed-

nadinu
3 2
* *
(3.2.5) 33%'—+az T 31’2:0
t=1 8zi

' Sa matematilke talke gledista ova jednad&ina je ravnopravna sa svim
parcijalnim jedna&inama i sigurno je da postoji takva funkeija
T*(zi,t) koja nju zadovoljava, ali je tedko pronaéi realan proces
¢iji bi ona bila matemati&ki model. Zbog toga Morze i Fedbah, tvor-
ci integrala (3.2.4), funkciji T* ne nameéu uslove koje treba da
zadovolji na granici S oblasti V¥, niti po&etni uslov, osim da na
granici § varijacija §7* iz8dezava. Drugim re&ima, ona im sluZi kao
pomo¢no orudje pri dobijanju jedna&ine prostiranja toplote iz in-
tegrala (3.2.4). Cinjenica da funkcija 7* ne remeti reprodukciju
jednaéine procesé iz akcionog integrala i da ne podleZfe bilo kak-
vim restrikcijama olakSavajuéa je okolno%; pri proudavanju konkret-
nog procesa, jer dopuita da se izabere u najpogodnijem obliku pri
traZenju aproksimativnog resenja.

U prethodnom odeljku je naveden akcioni integral (3.2.2),
sa zamrznutom temperaturom T° iz koga se na opisani na¢in moZe do-
biti jedna¢ina prostiranja toplote, ali se toj temperaturi ne moZe
dati tadno fizitko zna&enje, mada je PrigoZin nju Zeleo da povele
sa srednjom temperaturskom podelom. Oblici akcionih integrala kva-
litativno se razlikuju, jer se u prvom zamrnuta temperatura nakon
izvr8enih operacija izjednadava sa realnom, dok se u drugom pridru=-
Zena temperatura nidim ne definige. Ova ¢injenica i formiranje ak-
cionih integrala u principu i%Zezavajuéeg parametra i principu sa



- 3 -

nekomutativnim varijacijama, o kojima ée kasnije biti redi, nedvos-
misleno pokazuju da varijaciono formulisanje realnih procesa ima za
cilj dobijanje aproksimativnih refenja &ija se tadnost kontrolife
sksperimentalno dobijenim rezultatima. Sve varijacione pristupe za
sada treba posmatrati u tom svetlu, mada u osnovi osobine varijaci-
onih pristupa Hamiltonovog tipa imaju veoma duboko fizi&ko znadenje.

3.2.3. Bioov prinecip

Bioov princip se kvalitetno razlikuje od iznetih principa,
jer ne poseduje Lagranfevu funkciju, a time ni akcioni integral &ija
varijacija dovodi do jednadine procesa, ne koristi direktne metode
varijacionog raduna i zbog toga bi se pre mogao nazvati kvazivarija-
cioni metod. Metoda M. Bioa u su3tini je pokugaj da se formiraju La-
granZeve jednaline nepovratnih procesa termodinamike koje su sliéne
sa jednalinama disipativnih sistema u mehanici, da formulacijom di-
sipativne funkcije i termi&kog potencijala koje bi bile analogni di-
sipativnoj funkeiji i potencijalnoj energiji u mehanici, pa koriz-
¢enjem LagranZevih jednadina druge vrste, dodje do jedna&ina nepov-
ratnih termodinami&kih procesa. Izvodjenje jednadina procesa jeste
kvalitet, ali bez praktié&nog znadaja, ako ne moZe dovesti do valja-
nih aproksimativnih resenja. Zbog toga pri re$avanju konkretnih za-
dataka M. Bio i njegovi sledbenici uvode kao generalisane koordina-
te fizitke veliCine zavisne od vremena, a od ¢ije promene zavisi po-:
lje, na primer, temperature kada se metoda primenjuje na proudavanje
fenomena prostiranja toplote. Na taj nadin postiZe se, potpuna ana-
lbgija sa Kasi¢nom mehanikom.

Metoda je formulisana i razvijena sa ciljem da se dodje do
aproksimativnih resenja pojave prostiranja toplote. U tom se cilju
postulira egzistencija vektorskog polja toplotnog fluksa i ¢iji vre-
menski izvod 3 /5t predstavlja gustinu fluksa kroz povriinu §, a
kollnearan je sa normalom te povr&ine [59 60( . Pomoéu uvedenog vek-
tora H jedna&¢ina energijskog bilansa se piSe u-obliku

'S./'H’:ni ds + ‘praedV:
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gde je 0 odstupanje temperature od ravnoteZne, §to primenom teore-
me o divergenciji dovodi do
->

(3.2.6) pco + &v H = 0.

S obzirom da u izrazu (3.2.6) ne postoji vremenski izvod M. Bio mu,
dosledan stavu traZenja analogija sa klasidnom mehanikom, pripisuje
svojstvo holonomne veze.

Jedna¢ina prostiranja toplote, po Biou, zapisuje se u ob-

1iku
138 _
(3.2.7) grad® + 35%F ° 0,

koja povezana sa (3.2.6) &ini, sa matematicke tadke gledista, sis-

tem iz koga se moZe, bar teorijski, odrediti skalarno polje tempe-
-

rature © i vektor toplotnog fluksa #.

Medjutim; ako se izvrii integracija jednadine (3.2.7),
. -»>
koja se prethodno pomnoZi sa 6&H, po oblasti V, iskoristi teorema
divergencije i relacija (3.2.6), dobija se

(3.2.8) - Jteaiv(sd)y av + [ 2 sy av = - [onis ds .
v v

Relacija (3.2.8) se moZe napisati u obliku

+> >
(3.2.9) U + Sp + ‘fen.GH ds = 0,
S
gde je
_ 1 2
(3.2.10) V=3 fpoe av
1’4

veli¢ina koju Bio naziva "termi&ki potencijal”, a

. _ 1 1 8,2
(3.2.11) b= {7(815) av

Sa nazivom "disipativna funkcija".
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Ako se veli¢ine U i D postuliraju izrazima (3.2.10) i
(3.2.11), a relacija (3.2.9) prihvati kao iskaz varijacionog prin-
:ipa, tada se lako, uz pomoé "holonomne veze" (3.2.6), dolazi do
furijeove jednadine

Q@
<D

I

(3.2.12) pe =div () gradb ) .

Q|

¢

Pri traZenju aproksimativnog reSenja u klasi probnih fu-
nkcija Bio usvaja da vektor toplotnog fluksa Ef i polje temperatu-
re g * zavise, pored prostornih koordinata x, vremena t, i od sku-
pa '"generalisanih koordinata" q¢ koje zavise samo od vremena tako

da je i
. -+ >

(3.2.13) H* = H*(qv,xi,t)

i

(3.2.14) 0% = o* (q ,z,t) .

Varijacije ovih funkeija, S i 89* , zavise samo od varijacija
qu . S obzirom na ovako usvojene probne funkcije (3.2.13) i
(3.2.14) varijacioni princip (3.2.9) reprodukuje jednadinu

(3.2.15) -5%»‘ 22 =g,
v d v

koja je po obliku identiéna sa jednadinom za disipativne sisteme
klasiéne mehanike, s tim §to generalisane koordinata qy imaju smi-
sao iznet u I glavi, a generalisane sile @y se defini3u na isti na-
¢in kao i u klasi&noj mehanici,

->
L9y q, = fon,8ids ,
v 5

) ‘ . . . g
kao "rad izvrsen temperaturom 6 na virtualnom pomeranju § H".

Ako se temperatursko polje pretpostavi u obliku linearne
kombinacije generalisanih koordinata qy sa stacionarnim poljima

ev(xi), '



tada se za termildki potencijal (3.2.10) i disipativnu funkeiju
(3.2.11) dobijaju kvadratne forme

1 o :
U=<=1»a 7 D =
2 vy VM q\) qu

tof

Ib q q ,

v VU vV U

sa simetridnim matricama {avu} T {bvu} , a Lagranfeva jednadina
(3,2,15) postaje

Savu q * i bvu q,= q, (V= 1,2,+04m)

Analogija sa klasidnom mehanikom sada je potpuna.

Primenjujuéi svoj metod pri prouavanju problema prosti-
ranja toplote kroz &vrsta tela M. Bio je uodio da je za generalisa-
ne koordinate ¢, najpogodnije izabrati povrSinsku temperaturu i du-
binu penetracije. Izbor dubine penetracije za jednu od generalisa-
nih koordinata u&inio je da se Bioovim principom mogu redavati sa-
mo jednodimenzioni problemi.

Pri izboru oblika aproksimativnog reSenja u klasi probnih
funkeija preporudljivo je da ono (aproksimativno reSenje) unapred
zadovolji pdéetne i granidne uslove zadatka. Ovaj zahtev je rela-
tivno lako zadovoljiti za granidne uslove prve i druge vrste, me-
djutim u sludaju radijacionih graniénih uslova, kada su oni dati
fluksom, nije lako pretpostaviti oblik aproksimativnog redenja ko-
ji ée zadovoljiti ovaj uslov. Zbog toga je T. Lardner | 61| predlo-
zio da se jednadini (3.2.15) pridruzi bilansna jednadina

2 [oegav- [Fds=o,
v s

gde je F toplotni fluks na granici § oblasti V, koja zbog (3.2.6)
prelazi u ‘

(3.2.16) ﬂ, = F
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Izrazom (3.2.16) uspostavlja se veza izmedju nezavisnih generalisa-
nih koordinata g, pa se njihov broj smanjuje na n - 1. Ovim postup-
kom Lardner je uspeo da red3i nelinearne jednodimenzione probleme sa
konstantnim, konvektivnim i radijacionim fluksom na povr&ini. Lard-
nerova ideja je iskoriiéena i u ovom radu, 3to je dovelo do svodje-
nja parcijalne jednaline na obi&nu diferencijalnu jednadinu sa jed-
nom nepoznatom funkcijom.

3.2.4, Princip i3dezavajudeg parametra

Na osnovu obimnih matemati¢kih ispitivanja koja datiraju
jo& od vremena Bolce (1890) sa sigurno%éu je utvrdjeno da parébolié-
na jedna&ina prostiranja toplote nema egzaktnu LagranZfevu gustinu
¢iji bi varijacioni izvod reprodukovao jedna&inu (1.11). U svojim
radovima |62-64| B. Vujanovié je pokazao da se generalisana jedna-
¢ina prostiranja toplote (1.12b) moZe izvesti iz ta&nog Lagranzijana

(3.2.17) D= (2R 3022 7 2Ly Gtk
j=1 %%

Zaista, prostom zamenom (3.2.,17) u Ojler-Lagranfevu jednadinu

(o34

L

]
——— = ()

. 37T, .
axa 9

. 3
(3.2.18) E-2 k-
|z p

J=1

Lako se dobija da je (3.2.18) ekvivalentno sa (1.12b). I obrnuto,
jednad¢ina (1.12b) predstavlja varijacioni zadatak o pronalaZenju
stacionarne vrednosti integrala

t

(3.2.19) I= fz [ Lavas,
oy

gde je L dato sa (3.2.17). Drugim re&ima, varijaciona jedna&ina
6f = 0 pod standardnim restrikcijama za varijacije:

= 6T/t =0 % GT/S =0

817/
' 2

ty
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gde je § granicna povriina oblasti V, ekvivalentna je generalisa-
noj jedna&ini prostiranja toplote. Interesantno je i vredno podvuéi
da za generalisanu jedna&inu (1.12b) postoji ta&na varijaciona for-
mulacija, dok za klasidnu Furijeovu jednalinu (1.11) ovakva moguc-
nost ne postoji. Prirodno se nameée pitanje: dali je moguénost va-
rijacionog opisivanja prirodne pojave povezana sa ispravnodéu nje-
nog reolodkog modela? Odgovor na ovo vaZno i interesantno pitanje
za sada nije sasvim jasan, te su neophodna ispitivanja u tom prav-

cu.

Varijacionu formulaciju (3.2.19) B. Vujanovié je upotre-
bio kao polaznu tadku za re3avanje klasiénih problema linearnog i
nelinearnog provodjenja toplote nalaZuéi sledeée pravilo na varija-
cioni mehanizam koje glasi: kada je variranje akcionog integrala za-

vréeho, a nakon deobe sa faktorom et/k, nuZno je primeniti granidni
proces
(3.2.20) k +0,

§to je i prirodno s obzirom na primedbu navedenu neposredno posle
jednagine (1.12b). Ovo pravilo opravdava usvojeni termin "princip
iz&¢ezavajuéeg parametra'.

0d interesa je napomenuti da je princip iScezavajuéeg pa-
rametra, kao metoda za dobijanje aproksimativnih redenja, prime-
njen i u sludajevima nelinearnih ireverzibilnih fenomena koji ni-
su u direktnoj vezi sa prostiranjem toplote. U tim oblastima fizi&-
ki smisao parametra k nije jasan, mada se rezultati dobijeni preko
ovog principa weoma dobro slaZu. sa poznatim reSenjima koja su do-
bijena drugim metodama.

Nelinearna varijanta ove varijacione formulacije biée na-
vedena u IV glavi.

Sama reprodukcija jedna&ine (1.11) iz LagranZijana (3.2.17)
uz uslov (3.2.20) jo3 nije garancija ispravnosti principa. Tek ako
je on u stanju da dovede do dobrih aproksimatignih reSenja posmat-
ranog procesa, moZfe se bez rezerve prihvatiti kao ispravan metod pri
prouZavanju postavljenog zadatka. U tom cilju se iznosi sledeéi pri-
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mer &iji je zadatak dvojak: 1. da ilustruje kako se metoda efektiv-
no primenjuje i 2. da pokaZe da su aproksimativna reSenja njome do-
bijena visoke tacdnosti u poredjenju sa ta&nim refenjima.

Kao ilustrativni primer izabran je problem rasporeda tem=-
peraturskog polja u ravnom zidu T

kona¢ne duZine (sl. 3.2.) sa kon-

stantnim termofizidkim osobina=-
ma. ReSenje ovog problema pos- YA APloéa
toji i moZe se naéi u monogra-
fiji |s9| , str. 1e-19.

Ceona povrsina ravnog

zida, « = 0, dovede se u kontakt . X

sa telom stalne temperature T, i

il

ona se odrZava konstantnom tokom

4

ra Ceone povriine za sve vreme St 3.2

procesa, tako da je i temperatu-

procesa konstantna i jednaka T . Druga povr3ina zida je izolovana i
ne dolazi & razmene toplote tela preko nje sa spoljasnjim ambijen-
tom. Neka Jje pre uspostavljanja kontakta izmedju zida i tela tempe=-
rature I , temperatura zida bila T(x,0) = 0.

Proce se moZe podeliti u dve faze: prva se odnosi na pro-
udavanje temperaturskog polja u zidu do trenutka t, kada toplotni
poremecaj dospe do izolovane povr$ine x =%, a druga na proudava-
nje zagrevanja izolovane povr&ine.

LagranZeva funkcija

(3.2.21) L=k i -4 L)z, t/k

koriZéenjem Ojler-Lagranzevih jedna&ina (3.2.18) dovodi do Furije-
ove jednaline za jednodimenzioni slu&aj prostiranija toplote, u koji
spada i izabrani primer, kada se graniéni proces (3.2.20) izvr3i tek
posle deobe 1zraza dobijenog preko O0jler-Lagranieve jedna&ine sa
‘et/k. Redosled pomenutih operacija je bitan i uvek se mora prvo iz-

vr8iti deoba sa et/k, a zatim pristupiti graniénom procesu (3.2.20).



- 70 -

U akcionom integralu

tl =)

(3.2.22) r= [ [ pasa=,
t
o 0

gde je @ = O(t) dubina penetracije, oblast integracije je od ¢ do
9, jer preko granice penetracije, x2 6, ne dolazi do termickog po-
remeéaja. Zbog toga prvoj fazi odgovaraju graniéni uslovi T(0,t) =
T, i 7(9,t) = 0, pa se aproksimativno reSenje pretpostavlja u ob-
liku

— _ x,2
(3'2023) T = T0(1 '6) K]

jer o&igledno zadovoljava grani&ne uslove. Prema tome, aproksima-
tivno reSenje se traZi u klasi probnih funkecija sa dubinom penet-
racije koja ima ulogu generalisane koordinate, a njena funkcional-
na zavisnost od vremena se odredjuje Kantorovidevom metodom delimié-
ne integracije.

Stavljanjem aproksimativnog reSenja (3.2.23) u LagranZi-
jan (3.2.21) dobija se

722262 3
L = {2k =%—(1 - £)2 - gx 22 (1 - £j2 /K s
o? ) of 9

éto uneto u akcioni integral (3.2.22) posle integracije po x dovo-
di do

2 J
ek T .2
= o o _ 2 t/k
I = f(T_ET 3 e)e dt .
t

Pri variranju ovog integrala usvaja se komutativnost operacija va-
riranja i diferenciranja, pa se posle sredjivanja dobija

¢

2 2
[« T > . '2 AT
- - 0 268 + k(2gg —-6°) 2 [*) t/k
or = f{ 7% 92 +3—;-2—-}3 T dt .
t
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Iz uslova stacionarnosti 8I = 0 dobija se izraz koji podeljen sa

et/k dovodi do

2 . ._1 . 22
2 -s-cee—sck(Zee ")

a kada se, saglasno uslovu (3.2.20), izvr3i graniéni proces dola-
zi se do veoma jednostavne obi&ne diferencijalne jednaline

éije se redenje, s obzirom na podetni uslov da je za t = 0,1 6 = 0

‘/ A WIA
9= 10;#—3.16 Zt’

s . . . /A
dobro slaZe sa Bioovim resSenjem ¢ = 3,36 s t .

Vreme tl kada se prva faza zavrdava, potrebno da toplotni
poremeéaj stigne do izolovane povr3ine z =4, je

2
- e X
tz—o,z—-,\-—,

e 22
A

a po Biou ono iznosi t, = 0,0885
slaganje.

, 3to opet predstavlja dobro

S obzirom da drugoj fazi odgovaraju grani&ni uslovi T(0,t)
=T, i7(%,t) = q, gde je q = q(t) temperatura na izolovanoj povrsi-
ni x =%, koja se usvaja za generalisanu koordinatu, aproksimativno
refenje se pretpostavlja u obliku

r=(r, - q)1-%%+q.

Lagranfeva funkcija (3.2.21) postaje

2
L= { &K g% (2 - %5)2 - %%(To -1 -5y

pa se integral dejstva (3.2,22) posle integracije po x od 0 do g
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(gornja granica je u ovom sludaju £, jer je cela oblast zahvaena
termidkim poremeéajem), svodi na
- 4 2 _ 2 ) _ 2
I = f{150kzq 32(1'0 q)° }
t

et/k dt .

Sprovodjenjem procedure propisane principom dolazi se do diferen-

cijalne jedna&ine

4 th +q = To ’

¢ije je redZenje zbog poletnog uslova q = 0 za t =t

T

4 -7 - exp {- 0,25 (%— - 1)}
0 1

ReSenje dobijeno metodom M. Bioa je

%— =1~ exp {~- o,zta(%— -1},
o 1
a koliko su mala odstupanja dobijenih redenja najbolje se vidi na
Dhorovwo rederye
e TR0 RESESYE
RSy melodom D. Wywnowia

slici 3.3.

/
\\\
\ E
A e
To \\ \\;;;;t::?__
\ —
AN
\
AN
N [

I~
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Prikazani primer nedvosmisleno pokazuje: 1. da je varija-
ciono formulisanje pojave prostiranja toplote kroz &dvrsta tela sa
konstantnim termofizifkim osobinama moguée primenom principa is&e-
zavajuéeg parametra; 2. da se dobijaju aproksimativna refenja vi-
soke talnosti (ovaj zaklju&ak nije izveden samo na osnovu prikaza-
nog primera, nego se oslanja na mnoge rezultate do kojih su do&li
B. Vujanovié, DJ. Djukié, M. Pavlovié i autor ovog rada) i 3. da
se baj zahvaljujuéi i8¢ezavajuéem parametru dolazi do jednostavnih
matemati¢kih izraza koji pri daljem tretmanu ne zahtevaju ni veli-
ko poznavanje matematilke analize niti utro$ak velikog vremena.Ova
osobina principa je naro&ito znadajna za inZenjersku praksu.

Neophodni uslovi da je varijaciona formulacija ispravna
su, prema svemu $to je izneto, ispunjeni i mofe se odekivati da
ée se primenom ove metode na proudavanje pojava kod kojih su ter-
mofizidka SVojS¥va promenljiva dobiti rezultati zadovoljavajuée
taénosti.

3.2.5. Varijacioni princip sa nekomutativnim
varijacijama

Sve varijacione formulacije disipativnih pojava imaju u
veéoj ili manjoj meri nedostatke, sadrie izraze i veli&ine bez jas=-
nog fizilkog znalenja, ali sve strogo zadrZavaju osnovni postulat
varijacionog ra¢una o komutativnosti variranja i diferenciranja.
Variranje Jje u mehniku uvedeno u doba kada je u centru painje na-
u¢nika bila problematika vezana za konzervativne sisteme i proce-
se i da bi se oni mogli varijaciono formulisati, neophodnost je
bila postulirati komutativnog variranja i diferenciranja. Ojler-
~LagranZeve jednadine, osnov konzervativne mehanike, mogu se dobi-
ti samo usvajanjem ovog postulata.

Polazeéi od &injenice da osobine varijacionog opisivanja
fizi¢kih pojava, globalnost, minimalnost i invarijantnost, odra-
Zavaju sudtinu prirode i da ih zbog toga poseduwje svaki realni pro-
ces, B. Vujanovié je po3ao od ideje da koriZéenjem ovih prednosti
pronadje varijacioni iskaz disipativnih pojava koje tradicionalno,
bez dopunskih restrikcija, nije bilo moguée uklopiti u klasi&ni Ha-
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miltonov princip. Sa konzervativnim, reverzibilnim, procesima stvar
je jasna i jednoznaéna: funkcional je razlika kinetike energije i
funkcije sile. Ali disipativni, ireverzibilni, procesi koji eviden-
tno egzistiraju u prirodi, dak se moZe reéi da samo oni i postoje,

a da su povratni, samo njihove aproksimacije, nemaju op&ti varija-
cioni iskaz i zbog toga su i danas prisutne mnoge varijacione meto-
de koje pretenduju na zvu¢ni naziv opiteg varijacionog principa pri-
rode, mada to nikada ne mogu postati, jer svaki od njih sadrZi bar
jednu fizi&ki malo opravdanu pretpostavku.

Ostajuéi dosledan svojoj ideji B. Vujanovié |65,66] je
poSao od Lagranz-Dalamberove opite dinamidke jedna&ine holonomnog

i

materijalnog sistema

> Pt

, s .
u kojoj je L F, rezultanta svih konzervativnih I Fz
A 7

<
tivnih sila £ i:k, odnosno

i nekonzerva-

A
> > :»" _ > T +*nk - T
izi’i(l’i,r.,t) - f:iz;(ri,ri,t) + 5:: F'l: (r‘l:"r‘l:',t) .

Elementarni rad ovih sila je

+k > k >
.2, = Sp. n . =
(3.2.25) 6 A LF; 83+ 3 3«; 87, = 8U + 84,
1 7

. * ce . U 4 ‘

gde je U = U(ri,t) funkcija sile konzervativnih sila Fi s a
Y
GAnk = § F:k 6;2 elementarni rad nekonzervativnih sila.
7

Unoseé¢i dobijeni izraz (3.2.25) za elementarni rad ak-
tivnih sila u jedna&inu (3.2.24) dobija se

3 -
SU + 6Ank f mir, 6r£ =0,
§to se koriSéenjem identiteta
) -'>6-+ = .1)5 > + d >
;: gz(m; v, Or,) Af my P, S, + % me Pp ozl vy)
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svodi na
SR S S I ma.%(5h.) =
(3.2.26) SU + GAnk E 3?(miri 5r£) + ; mor . dt( Gri) =0 .
Kinetidka energija sistemaje,Ekzz % me ii, a njena va-
. . ' z
rijacija GEk = I ms ?i d?i. Jednadina (3.2.26) se nefe promeni-
.7
ti ako joj se doda nula u obliku GEk - rm, gi 5;. = 0, a tada
A

postaje

6B, + U - £ (m. B, 5B, + “

k s dt M e 87
(3.2.27)
3 3 3 d -
+ 84, E m,t, 8P, + E miﬁi Iz (8 ) = 0.

Jednad¢ina (3.2.27) ¢e biti zadovoljena i onda kada se &lanovi gru-

pis%u na sledeéi naédin

Integracija jednadine (3.2.28) po vremenu t od to -ty
dovodi do

t ¢ ¢
hd > bi
(3.2.30) Tm.r. §r. I = ‘[ (GEk + 8U) dt = éf L dt .
(/] to to

Kako se na poletku i kraju vremenskog intervala varijacije vektora
poloZaja anuliraju, leva strana jednakosti (3.2.30) isCezava i jed-
na¢ina se svodi na Hamiltonov princip koji vaZzi samo za konzerva-

tivne procese.

Ako materijalni sistem nije izloZen dejstvu nekonzervativ-
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nih sila, tada ni njihov rad ne postoji, § 4 ,=0, pa se iz (3.2.29)
dobija

am, g >
(3.2.31) 6(—3;) =gz (8r)

postulat komutativnosti variranja i diferenéiranja, a jednadina
(3.2.27) reprodukuje Hamiltonov princip, 3to je veé pokazano, zna-
&¢i da daje t@énu jednadinu konzervativnog procesa. Medjutim, ako
postoje nekozervativne sile, tada je GAnk # 0 pa postulat komuta-
tivnosti nije odriiv.

Iz iznetog razmatranja se mogu izvuéi veoma interesantni
i znadajni zakljudei:

1. posledica konzervativnosti procesa je postulat komuta-
tivnosti variranja i diferenciranja po vremenu;

_ 2. nekozervativni, ireverzibilni, procesi mogu se varija-
ciono formulisati bez dopunskih restrikcija samo ako se odbaci po-
stulat komutativnosti variranja i diferenciranja;

3. prirodni proces se moZe podeliti na: povratni deo za
koji vazi Hmiltonov princip i nepovratni koji ne dopu3ta egzisten-
ciju postulata (3.2.31).

Ranije izneti varijacioni principi konstruisani sa ciljem
da varijaciono opisu disipativne pojave morali su da sadrZe pseu-
dofizic¢ke welidine (zamrznute ili konjugovane funkcije,ili iZceza-
vajuéi parametar), jer se u njihovoj osnovi nalazi postulat komu-
tativnosti za koji je upravo pokazano da je neodriiv pri tretmanu
tih procesa.

Ove izuzetno vaZne konstatacije predstavljaju krupan ko-
rak u razvoju metoda za varijaciono opisivanje fizi&kih procea. Tal-
no postuliranje veze izmedju variranja i diferenciranja &ini bespred-
metnim uvodjenje dubioznih veli&ina kao $to su zamrznute ili konju-
govane funkecije i t. sl. Medjutim, iz ¢&¢injenice da ireverzibilni pro-
cesi ne dozvoljdvaju egzistenciju komutativnosti (3.2.31) ne moZe
se izvuéi zakljucak o vezi izmedju variranja i diferenciranja, veé

ponovo postaje aktuelna snalazljivost i intuicija istraZivada koji
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pored dobrog izbora funkcionala mora pravilno da propi%e i zakon
variranja idiferenciranja da bi akcioni integral reprodukovao jed-

nadinu procesa.

Izraziti predstavnik ireverzibilnih procesa je fenomen
prostiranja toplote i zbog toga je izabran za ilustrovanje na&ina
efektivne primene iznetog principa. U sludaju kada sredina kroz
koju se prostire toplota ima konstantna termofizi&ka svojstva za
Sve vreme procesa, pojava je opisana jednadinom

(3.2.32) L v,

{3

i

Neka je gradijent temperature na povrdini S oblasti V konstantan
tokom procesa,

(3.2.33) A, = - F = const.

Po ideji B. Vujanoviéa |67| neka se varijacija brzine
temperature pokorova zakonu

(3.2.34) s(3%) = sz(sm) + 55 67,

a variranje i diferenciranje po prostornim koordinatama neka zadr-
Ze osobinu komutativnosti, tj.:

9 9T
— = 6 (—2
ij (or) (3xj) .

Treba pronaé¢i akcioni integral koji ée reprodukovati jedna&inu
(3.2.32) i granlcnl uslov (3.2.33), ali uvaiavanjem zakona (3.2.34)
Takav akcioni integral je oblika

3
3.2.3) 1= [[ (3. g jzz(g—i'—_)z} av dt + [aF o/ dt
= J
t

jer kada se odredi njegova varijacija, iskoristi zakon (3.2.34),iz-.
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vr$i integracija po tgde je moguée, uvede uslov da varijacije tem-
perature iSCezavaju na krajevima vremenskog intervala i primeni te-
orema divergencije, dobija se

(3.2.368) < _ ff{(g.%)-avzr)éz' }dv dt + fa{'(?;—i’-_- + F)ST}/ dt
t v t J °

Iz uslova stacionarnosti, 6I = 0, odmah se dobija i jedna&ina
(3.2.32) i graniéni uslov (3.2.33), &to zna&i da je akcioni in-
tegral (3.2.35) dobro izabran i da &ak reprodukuje prirodni gra-
niéni uslov, a to nije bio sludaj u ranije iznetim varijacionim
metodama.

S obzirom da ¢e za ovaj zadatak aproksimativno reZenje
biti traZeno u klasi probnih funkcija sa dubinom penetracije, a
to je mogudée samo u jednodimenzionim sludajevima, to e varijaci-
ja akcionog integrala (3.2.36) biti izneta za taj slu&aj. Ona gla-
si

]

’ ' 2
(3.2.37) &I = J’f{(-"?ri' -a 2.2)57 ydz at + [a (§E+P)sT Y| dt
: ox
X

t t 0
K

Granidni uslov (3.2.38) zapisuje se u obliku

(3.2.38) -§2=—F za z = 0 .
X

Varijacija (3.2.37) moZe se rastaviti na tri

(3.2.39) I = 6I1 + 612 + 613 s

gde je

§I, = ff(g-i-'w) dz dt ,
t x

I = °_37,2
(3.2.40) i1, = ff L)% 4z av
t x



dt

i zbog toga ¢e pri traZenju aproksimativnog reSenja biti iskoris-
¢eni izrazi (3.2.40).

Aproksimativno resenje se usvaja u obliku polinoma po
dubini penetracije ¢

n x. 7
3.2.41 T = 1L , (1 - = .
( ) : % ( e)

Izbor poletne vrednosti ideksa 7 nije proizvoljah, ne-
go se odredjuje iz uslova glatkosti refenja koji zahteva da je za

3;:9.'

(3.2.42) rre,t) =0 ; 2L =, ¥r =0

-2 B0 g, S0 T, T
=0 x=0

Ako se u profilu temperature (3.2.41) stavi da je 1=0,
dobija se

T(x,t) = q, = const.,

odakle je, s obzirom na (3.2.42), 9, = 0. Prema tome,najniZa vred-
nost za < moZe biti 1. Medjutim, kako je

1 . x,7-1
grtag(1-39

zbog drugog od uslova (3.2.42) dobija se da mora biti q; = 0, pa

je moguéa poletna vrednost ¢ = 2. Ali kada se odredi:

2

n o
aT 2 1 S 7.0 L,1-2
=554, +t L (2 - 1) q. (1 - =)
ox 92 2 92 =3 kg 6

i iskoristi treéi od uslova (3.2.42),dobija se da je i q,=0. Pre-
ma tome aproksimativno redenje treba traziti u obliku:
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n o
1 - _ £ 1
(3.2.43) T = E a; (1 e) .

Koeficijenti ; nisu nezavisni, jer je na &eonoj povrsi-
ni tela za vreme procesa temperatura neka funkcija vremena, q(t),

pa se dobija uslov

(3.2.44) ' T(0,t) = q. = q(t).

<

YR

1=3

Osim toga, koeficijentima a; i grani&ni uslov (3.2.38) namee za-

visnost:
AT 1 ",

(3.2.45) — = - r tTq.=-F.
0% z=0 ¥ oz F

Ako bi se usvojilo da je n2 5 uslovi (3.2.44) i (3.2.45)
bi predstavljali algebarski sistem od dve jednaline sa tri ili vi-
Ze nepoznatih velidina a; i do reSenja se ne bi moglo doéi bez u-
vodjenja novih pretpostavki o karakteru profila temperature (3.2.43)
Zbog toga se u daljem radu aproksimativno refenje traZi u obliku:

+

(3.2.46) T(x,t) = qg (1 - %)3 *+ q (1 - %)4_

Neophodno je potrebno podvuéi da je promenljiva x uvek
manja od dubine penetracije ® , jer odredjuje poloZaj preseka te-
la u kome se traZi vrednost temperaturskog polja, a u delu tela
od ¢eone povriine do dubine prodora toplote (sl. 3.4a). U svim pre-
secima tela koji su od &eone povrdine na veéem udaljenju nego Sto
je dubina penetracije 6 , preko dubine penetracije (sl. 3.4Db), tem-
peratura tela je konstantna i jednaka podetnoj temperaturi Ta'
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a) /20LACITA ‘5/
"2
55002 4
7277777, 7707
& sl.34 £

Odavde se izvodi zaklju&ak da 1 - % mora biti uvek po-
zitivno, jer je g <1.

Treba naglasiti jo3 i to da je T(x,t) apsolutna tempera-
tura i da zbog toga nikada ne moZe biti negativna, odnosno

T(x,t) > 0.

S obzirom na ovu &injenicu aproksimativno reSenje (3.2.46) nameée
uslov

(3.2.47) (1-5% tq,4q, (1-5y> o,

a kako je 1 - %, kao 8to je veé redeno, uvek pozitivno, da bi
T(x,t) bilo pozitivno koeficijenti 9; 1 q, moraju takodje biti
pozitivni.

Po pravilima matematike ova analiza bi trebalo da se od-
vija na sledeéi nadin.

Proizvod (3.2.47) Je veéi od nule kada su &inioci istog
znaka. Kako je veé ustanovljeno da izraz 1 - % mora da bude po-
zitivan, to znali da i drugi &inilac, 4z * q,(1 - §), mora tako-
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dje da bude pozitivan, odakle se dobija:

93

z .
1-2) > - =<
( 7 s
a po3to je 1 - % > 0, mora biti
q
- —£v< 0
9y

(3.2.48) 93

Dobijeni uslov (3.2.48) je zadovoljen kada su koeficijenti istog
znaka. Medjutim, ako bi oni bili negativni, uslov (3.2.47) ne bi

bio zadovljen, jer je 1 -'§->0. Ova analiza potvrdjuje stav koji

je veé iznet posmatranjem procesa sa fizidkog stanoviZta, da koefi_

cijenti 9z i ay moraju biti pozitivni. Ako bi koeficijent a3 bio
jednak nuli, profil temperature (3.2.46) bio bi sasvim izmenjen i
eventualno takvo resenje bi trebalo na drugi nadin analizirati. Mo-
guénost da 94 bude nula, pored toga 5to menja karakter profila tem-
perature, ne bi dozvolila da se izvrdi prethodna analiza. Prema to-
me, da bi se obezbedilo da temperatura T(x,t) bude uvek pozitivna,
koeficijenti 9z i a, moraju biti pozitivni.

Uslovi (3.2.44) i (3.2.45) daju sistem algebarskih jedna=-
&¢ina '

93 * 44 = q
3q; + 49, = Fg ,
iz kojih se dobija da je

(3.2.49) 95 =-4q - Fp i q;'= Fé - 3q.
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Stavljanjem ovih vrednosti u (3.2.46) dobija se posle sredjivanja:

(3.2.50)  T(z,t) = q {4(1- %)3-3(1 - rrewr - 93 - 54

Dubina penetracije 6 i povriinska temperatura q zavise
samo od vremena t. Zbog toga su veliline koje figuridu i izrazi-
ma (3.2.40) oblika:

T _ - )3 307 - )4y, qub - z)2_ - 238,
t-q{4(1 ) -3(1 e) }+ 92{12(1 e) 12(1 e)}

- Fd -8, _ m4y _ Fxd - zy2 . z)3
Fo {(1 5) -1 .e)} e{.3(1 e) 4 (1 RE

87 ={4(1 = £)%-5(1 - £)%)5q+82 (1201 - £)%-1201 - £3) 4 -
6 ]
- -2y, x4 f= - xy2_ - %38
PUL - 2001 - 9%y s0-E2(a01 - £)2401 - )% &,

0
aT ’
m = T (2201 - §rPeracr - D¥yertacr - g - £)%

it

. Posle sredjivanja izraza (3.2.uq)4integracije i variranja
dobija se: .

[t os ol 540 -
61, -‘[{ |:7 8¢ + 37 0(4q Fe)] Sq +

1, _ 19 _ z]
+(-—23 q(dq - F8) + 55 & (4q - FO)“|s0}de ,
2
_ 48 g _ _2 - 24 4% _ 3 .2
8L, = 4 ol (33 75 F) %4 - (53 % " 7g P80} dr

513=ft (-F8q) dt.

Iz uslova (3.2.39) sada se dobijaju jednadine:

40025 + 500(4q-F) +a(192q - 148F0) = 0

i
|(3-2.51) 50%3(4q-F) + 200(4q-F0)% - gar16q%-F2e2) = o.

S obzirom da su, po poletnoj pretpostavci, velidine ¢
i @ uzete za nezavisne koordinate, to razlika 4q - F@ ne moZe
da bude jednaka nuli. Izraz 4q - FO = ¢ uspostavlja vezu izmedju
‘nezavisnih koordinata i &ini da one postaju zavisne, a kada je
to sluZaj ceo prethodni postupak nije ispravan, Tada i koefici-
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jent a9z postaje identiZki jednak nuli pa uslov (3.2.48) nije zado-
voljen, a profil temperature (3.2.46) dobija oblik

T(x,t) =

NI

Cx, 4
Fo(1 e} .

Iz ovih razloga mora biti 4q - Fg # 0, pa je drugu od jednalina
(3.2.51) moguée podeli tim izrazom. Kada se to u¢ini i uvedu sliZ-
ne promenljive

| q = FAF(t) g = FAf
(3.2.52) : .
8 = Bf(t)

@
[}
3

Ly

jednadine (3.2.51) se svode na

n

B2ff(604 - 5B) = a(148B - 1924)

B2FF(134 - 2B) = a(24A + 6B) .

Iz prve od ovih jednadina se dobija

2,2 _ 148B - 1924

(3.2.53) BPrf = L=,

a iz druge

2,.: _ 24A + 6B
(3.2.54) Bff = S50 —35 %~

Kada se izjednade desne strane izraza (3.2.53) i (3.2.54) dobija
se kvadratna jednadina

1968(%)2 - 1034(%) + 133 = 0,

¢ija su redenja

} -

. -
% = 0,2248655 i 4 = 0,8006411
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a) Ako se uzme prvo redenje
(3.2.55) A= 0,22;86533
i zameni bilo u (3.2.53) ili u (3.2.54), dobija se

B%ff = 12,3441940 ,

Odavde se posle integracije i vadjenja korena dobija da je

4,9637V:;

Bf(t) =
ida je iz (3.2.55)
Af(t) = 1,1173 Vot .

Sa ovim vrednostima iz (3.2.52) dobija se za dubinu penetracije i
povr3insku temperaturu

0=4,9687\at i q = 1,1173Yat .

Koeficijenti qz i 9 aproksimativnog re3enja (3.246) izradunavaju
se iz (3.2.49) pomoéu dobijenih vrednosti i iznose

9z = - 0,4996F Y ot i q; = 1,6169FYyat ,

S obzirom da u ovom sludaju koeficijenti a3 i q, ne za-
dovoljavaju uslov (3.2.48) reSenje (3.2.55)mora se odbaciti.

b) Ako je
(3.2.56) A = 0,3005411B
jednadine (3.2.53) ili (3.2.54) svode se na

B2ff = 6,928551q ,

odakle se posle integracije i vadjenja korena dobija
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Bf(t) 3,7225yat ,

pa je iz (3.2.56)

1,1188 0t .

Sa ovim vrednostima za dubinu penetracije i povriinsku temperatu-

Af(t)

ru iz (3.2.52) dobija se

6 = 3,7225Y at,
(3.2.57)
q = 1,1188Y at .

Ako se ove vrednosti unesu u (3.2.49), za koeficijente P i q; se
dobija .
a5 = 0,7525 Jat q, = 0,3662Yat .

Ovi koeficijenti ispunjavaju uslov (3.2.48), obezbedjuju da tempe-
ratura T za sve vreme procesa bude pozitivna i zbog toga je aprok-
simativno reSenje problema

. ) _ x 3
T(xz,t) = 0,7525F yat (1 " 3,7225 7a5) !

+ 0,3662F \at (1 - 2 )4,
3,7226 yut

Frtt

Tadno reseryé

= — — — Aproksimalimo reserye

28

g6

04

of

0 T TTTae e ue 20
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Sa slike 3.5 jasno se uodava veliko slaganje izmedju tacd-

nog |5| i aproksimativnog reZenja.
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IV GLAVA

VARIJACIONO PROUCAVANJE FENOMENA PROSTIRANJA TOPLOTE
KROZ CVRSTA TELA SA PROMENLJIVIM TERMOFIZIZKIM
SVOJSTVIMA

Transportni procesi su do te mere sloZeni da se njihovom
proudavanju ¢ak i u linearnom sludaju prilazi usvajanjem niza vise
ili manje fizi&ki opravdanih pretpostavki, a najvaZnija je da su
termofizilke karakteristike sredine konstantne za sve vreme proce-
sa, jer ona &ini da diferencijalne jednadine postaju linearne, 3$to
u znatnoj meri olak3ava njihovo proudavanje putem analiti&kih me-
toda matematike. Uzan je krug procesa kod kojih se moZe smatrati
da je ova pretpostavka odrZiva, a narodito danas kada je i sa te-
orijske i praktiéne strane porastao interes ka proucdavanju inten-
zivnih procesa, kao 3to su oni koji se odvijaju'u termonuklearnim
reaktorima, pri trenju kosmi&kih letilica sa vazduhom u guséim slo-
jevima atmosfere itd. Usvajanje &injenice da termofizi&ke karakte-
ristike sredina zavise od promene njihovih temperaturskih polja do-
vodi do nelinearne diferencijalne jednadine, a kada se tome doda
da su na povr$ini S oblasti V temperatura i njen gradijent takodje
promenljivi, sa matematidke tadke gledi¥ta problem postaje krajnje
sloZen i pomoéu postupaka stroge matematidke analize nereZiv. Raze
voj metoda koje .dovode do aproksimativnih re3enja zadovoljavajudée
tagnosti diktirala je inZenjerska praksa kojoj su potrebni podaci
o procesima radi uspeZnog projektovanja ma3ina, mehanizama i dru-
gih konstrukcija., -

Jedan veoma sloZen, ali danas aktuelan, proces je fenomen
Prostiranja toplote kroz &vrsta tela koji je reZavan za razlidite
éeometrijske oblike tela i razne grani&ne uslove, ali pod pretpos-
tavkom konstantnosti termofizi&kih karakteristika. Obilje radova
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posveéenih ovoj problematici nedvosmisleno potvrdjuje znadaj koji
ovaj proces ima kako za inZenjersku praksu, tako isto i za teorij-
ska izucavanja i upoznavanja mirkosveta &iji procesi dovode do o-
vog makrofenomena. Proucavanje ovog fenomena komplikuje i &injeni-
ca da ¢ak ni za linearnu diferencijalnu jednadinu paraboliénog ti-
pa, a ona J matemati¢ki model ovog procesa, nema dokaza o egzis-
tenciji reSenja, a da se i ne govori o nelinearnoj, koja je mate-
matidki model kada se prihvati da su termofizidka svojstva sredine
zavisna od termidkog stanja.

Ovaj rad tretira sloZen a do danas nere3en problem pros-
tiranja toplote kroz &vrsta tela sa promenljivim termofiziékim svoj-
stvima 3to dovodi do reSavanja nelinearne parcijalne jednadine pa-
rabolidkog tipa. Osim toga proudava se sludaj kada je telo izloZe-
no radijaciji, tako da se Stefan-Balcmanov zakon pojavljuje kao gra-
niéni uslov zadatka. Grafidki prikazana refenja uporedjena sa re-
Senjima linearnih sluajeva pokazuju da je izbor varijacionog prin-
cipa sa iSezavajuéim parametrom pri aproksimativnom reZavanju o-
vog zadatka pravilno i opravdano izvrsen.,

4.1. Izvodjenje jedna@ine prostiranja toplote kroz
sredine sa termi&ki promenljivim termofizi&-
kim svojstvima varijacionim metodama

Moguénost primene varijacionih metoda pri proudavanju ne-
kog procesa pokazuje se sposobno$éu akcionog integrala da repro-
dukuje jednacinu tog procesa. Zbog toga je u sledeéa dva odeljka
pokazano da se koriSéenjem varijacionog principa sa i%&ezavajuéim
parametrom i varijacionog principa sa nekomutativnim varijacija-
ma dolazi do najopStije nelinearne jednadine provodjenja toplote i
koje, u tim sludajevima, oblike imaju LagranZeve funkcije.

4.1.1. Koriddenje varijacionog principa ea
133esavajudim parametrom

U LagranZevoj funkeciji, saglasno principu, figuriZe i
proizvoljni parametar i zbog toga se propisuje, LagranZijan oblika
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. 2k 3 T t/k
(4.1.1) L = (1, )%= Sa02) 3?[?(T’T] 32 ok,

gde je k proizvoljni parametar, a u(T) = p(T)e(T) unutrasnja ener-
gija po jedinici mase. Uslov stacionarnosti akcionog integrala

I = fdeth,
t v

ekvivalentan je sa Ojler-LagranZfevim jedna&inama kada se pretpos-
tavi da na povr$ini S oblasti Vv varijacija 6T iZ&ezava i da su u
poZetnom i krajnjem trenutku vremena varijacije &7 jednake nuli.
Kada se iz (4.1.1) odrede izvodi koji figuri%u u Ojler-Lagranie-
voj jednadini (3.2.18), ona se posle sredjivanja svodi na

t/k

(4.1.2) {3—1[1*(1’) TJ - z: 5??‘;[" (1) (T,J-)]} e =

Jj=1

k_,1 9 2 T, 3 2 t/k
i} o O uenz]y @) 7500 ()55 [u(r)r]; ) otk

Deobom dobijene jednakosti (4.1.2) sa et/k a zatim, saglasno prin-
cipu i3¢ezavajuéeg parametra, sprovodjenjem graniénog procesa
(3.2.,20) dolazi se do

(4:1.3) 55 ()T }= div() (T) grad T} ,
najoptije jednadine provodjenja toplote (1.10), &ime je dokazano:
1. da se proces prostiranja toplote kroz &vrsta tela sa termicki

promenljivim termofizi¢kim osobinama moe varijaciono formulisati
i 2. da je LagranZeva funkcija (4.1.1) dobro izabrana.

4.1.2. Koriddenje varijacionog prineipa sa
nekomutativnim varijacijama

FiziZki proces koji se proudava u ovom radu je krajnje



_gl_

disipativan i zbog toga se, 3to je pokazano u odeljku 3.2.5, ne mo-
Ze prihvatiti Jomutativnost variranja i diferenciranja PO Vremenu
bez dopunskih restrikecija. U pomenutom odeljku je pokazano (izraz
(3.2.34)) kakav zakon treba propisati za variranje brzine tempera-
turskog polja da bi stacionarnost akcionog integrala dovela do 1li-
nearne jedna¢ine provodjenja toplote. S obzirom da u nelinearnoj
jednadini (4.1.3) ne figuriSe samo brzina temperaturskog polja ne-
go i brzine termofizi&kih osobina tela, predlaZemo da se pravilo
variranja pro$iri na brzine svih veli&ina koje zavise od tempera-
turskog polja i da glasi:

(1)} _ 3 2£(T)
oa)  s@LELy = Bispir)) # U 6y,

gde je f(T) neprekidna funkcija temperaturskog polja. Postulat ko-
mutativnosti variranja i diferenciranja Po prostornim koordinatama
ostaje u vaZnosti, tj.

of(r) )
xj axj

Osim toga zadrZava se petpostavka da je na prostornoj granici s i
vremenskim, t, i tys varijacija temperaturskog polja § T jednaka nu-
1i.

Neka je akcioni integral oblika

2 3
2 () 2
(4.1.5) I = AMT)z= Lu(T)T| + r (T,.)° ydv dt .
tf{{ e [2me] + A

Usvajanjem pravila o variranju brzine (4.1.4) njegova prva varija-
cija postaje
= a.l._l[ ' ] )afau
§I ff{” 3% [#(T) Tfs TN BSR rereutr) g 1| +
t v

(4.1.6)

22

] 2’
+A(T)§? [u(T)TJ 6T+8[§— (T’j) J} dv dt ,

N e

Jj=1



- 92 =

%to se s obzirom na identit

2 3 3
A 2 ) 2
§{ T (17,.)°y = [ s— (A7) 7,,6T7y -
L =5 B i=1 °%; AN
3 3
2 - 2
A“(m) ETai T ~AMT)8 i (1,,0° o7 ,
svodi na
= S| d%
& f{fur)at[“rsr+u(war]dt}dv+
v ot
(4.1.7) + f{f 32 [xz(wm GT]dV}dt +
3 . z — Far
1y §=1°% !
+ f f{%%[u(ﬂ TJ + A(T) %,[u(w rJ -
t v '
a3 @ -atm Eoo,,.)67av a
5T ;L 7 j=1 94 )

Kada se u prvom integralu izraza (4.1.7) izvr$i parcijalna inte-
gracija po ¢, u drugom primeni Gausova teorema, iskoristi uslov da
na prostornim i vremenskim granicama varijacija temperature 6T i3-
&ezava, a zatim sve sredi,dobija se

3
L a—-q[x (T)T,j]}sﬂ’ dv dt .

3

(4.1.8) I = f{x (T){s%[u(T)T] - .7

t

Uslov stacionarnosti akcionog integrala (4.1.5) zbog (4.1.8) is
obzirom da se unutar prostorno-vremenske oblasti koeficijent top-
lotne provodnosti A(7T) 1 variﬁacija temperature 67 ne anuliraju.
identidki, dovodi do najopstije jednadine provodjenja toplote.
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Prema tome, proces prostiranja toplote kroz &vrsta tela
sa promenljivim termofiziékim osobinama moguée je varijaciono for-
milisati i varijacionim principom sa nekomutativnim varijacijama,
propisivanjem pravila za variranje brzine u obliku (4.1.4)

4,2, Postavljanje i matematilko modeliranje
problema

Ovaj deo rada je posveéen aproksimativnom re3avanju pro-
cesa prostiranja toplote kroz polubeskonacan prizmatiéan Stap &i-
je su bodne strane termiéki izolovane (sl. 4.1). Termofizilke ka-
rakteristike tela - %tapa - zavise od promene temperaturskog po-
lja i zbog toga je pri aproksimativnom reavanju merodavna jedna-

/ 78lo Sje se

Cema,oow.éxha Jolo Fenperaluyrab paje Zraz/
Nero_se o dodirusg O—- : : : L. -
Sooyadpom sredsnom
Lemperalure V& ////
K
B/ ~oubina perelroclé

Sl 4.1

¢ina (4.1.3). S obzirom da se proudava slutaj kada je &eona povr=-
5ina Stapa, koja je u dodiru sa spoljasnjim ambijentom temperatu-
re VU, izlofena radijaciji, ili telo preko nje zra&enjem gubi top-
lotu (a tada se pretpostavlja da je spoljafinja predina apsolutni
toplotni ponor),; grani¢ni uslov se svodi na Ste%an-Bolcmanov zakon,
kao %to je izneto u I glavi. Ako se ovome doda da je temperatura
tapa u svim tadkama pre poZetka procesa bila k$nstantna i iznosila
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.7, i ako se pretpostavi da je brzina promene unutra3nje energije,

3%%21, zanemarljivo mala, moZe se pristupiti matematidkom modelira-
nju.

Imajué¢i u vidu uzetejpretpostavke, matematiéki model pro-
cesa sa&injavaju:

a) nelinearna parcijalna diferencijalna jedna&ina parabo-
lidkog tipa

(4.2.1) % (1) 9%.:5%“(1-) S

b) nelinearni graniéni uslov

4.2.2) M) SR - R s 2 )" -y zaz=o

gde je & Ajnstajn-Bolcmanova konstanta,uo poCetna apsolutna tempe-
ratura spoljaSnjeg ambijenta, a eksponent mdefinife telo koje se
prouava. Ako je m = 1, radi se o sivom telu (sva gvoZdja i &eli-
ci), a ako je m = 4, red je o apsolutno crnom telu. Kod realnih ma-
- terijala vrednost eksponenta m je izmedju ovih grani&nih, I<m<d.

<) podetni uslov

(4,2,3) T(x,0) = To .

Ovako definisan problem do danas nije re%avan, a sva rede-
nja koja su data u radu su potpuno originalna. Sreéna je okolnost
Sro varijaciona formulacija tipa i¥&ezavajuéeg parametra dopusta
primenu direktnih metoda varijacionog raduna i zbog toga se ona i
u ovom radu koristi u cilju odredjivanja aproksimativnih resenja.

4.3. Aproksimativna reSenja

Zbog pretpostavke o brzini promene unutrainje energije i
s obzirom da se posmatra jednodimenzioni sludaj svrsishodno je Lag-
ranzevu funkciju (4.1.1) ispisati u obliku koji i ove &injenice u-
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zima u obzir. Tada ona glasi

2
(4.3.1) b= (2L (22 ko YN S LB R

a akcioni integral se svodi na

2 |
(4.3.2) 1= [ LA D2 - Luann 352 et ax ax.
t x

Aproksimativna reSenja za razlidito specificirane zavis-
nosti termofizidkih karakteristika tela od temperatuskog polja bi-
¢e traZena u klasi probnih funkcija oblika (2.9) sa dubinom pene-
tracije kao jednom od generalisanih koordinata, a zbog toga je od
direktnih metoda varijacionog raduna najpogodnije izabrati Kanto-
rovidevu metodu delimine integracije (odeljak 3.1.2), 5to je u o-
vom radu i uinjeno. Eksperimenti su pokazali |11,68| da naj&e3ée
termofizidka svojstva tehnidkih materijala zavise od temperature
po linearnom zakonu, a + bT, ili stepenom, aTB. Linearna zavisnost
je karakteristi¢na za plasti&ne mase i neke obojene metale, i na
primer, za bakar vrednosti termi&kih koeficijenata su:

A(T) = 241 - 0,019 T

e(T) = 50 + 0,0086 T .

U IT i III glavi je red&eno da je preporuéljivo probne fun-
keije specificirati tako da odmah zadovolje grani¢ne i podetne us-
love, da ostaci Og i o, jos izborom oblika probnih funkcija budu e-
liminisani, a da se ostatak oy usrednji po celoj prostornoj oblas-
ti. Kada su graniéni uslovi prvog, drugog ili treéeg reda (glava I),
ovaj zahtev je relativno lako ispuniti, ali kada su oni nelinearni,
§to je sludaj u ovom radu, taj zahtev je izuzetno teZko zadovolji~-
ti, skoro nemoguée, a to &ini da minimizaciju ostatka 04 treba po-
vezati sa minimizacijom ostatka Oy Imajuéi bag to u vidu Lardner
| 61| je predloZio da se pomoéu graniZnog uslova uspostavi veza iz-
medju generalisanih koordinata i time omoguéio da se aproksimativ-

na redenja traZe u klasi probnih funkcija sa veéim brojem vremenski
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zavisnih nepoznatih parametara Am(t) (glava III izraz (3.1.4)), ko-
ji u ovom radu imaju tadno definisan fizi&ki smisao, a to dovodi do
kvalitetnijih aproksimativnih reZenja. Koristed&i se iskustvom M.
Bioa i njegovih sledbenika koji su kroz svoje radove sistematizira-
1i oblike probnih funkcija koji su najpovoljniji pri prou&avanju
procesa prostiranja toplote u cilju dobijanja kvalitetnih aproksi-
mativnih reSenja, u ovom radu se aproksimativna re3enja trafe u ob-
liku

Tlz,t) = = (T -q)(1 - %)”

(4.3.3) =y -
I =v To

g§§;je-f(x,t) temperatursko polje polubeskonaé&nog étapa,To polet-
na tempertura tela, q = q(t) temperatura tela na slobodnoj povrii-
ni koja je u dodiru sa spoljainjim ambijentom (povrZinska tempera-
tura), 6 = 6(t) dubina prodora toplote u telo (dubina penetracije),
a z koordinata poloZaja preseka (sl. 4.1), dok jevy promena tempe-
rature spoljadnjeg ambijenta. Povr$inska temperatura q(t) i dubina
penetracije 6 (t) su nepoznate funkc&je vremena, odgovaraju nepoz-
natim parametrima A.(t) i pri koriZéenju Ojler-LagranZievih jednali-
1a igraju ulogu generalisanih koordinata.

Linearni sludaj, kada su termidke osobine materijala za
5Ve vreme procesa konstantne, u(T) = u, = const., A(T) =Ao=const.,
>vde postavljenog problema reSavali su Lardner |61] i Rafalski i
ti%kovski |69| za kvadratni profil temperature, n = 2, koriZéenjem
Jiovog principa. Opstiji sludaj kada »n nema posebnu vrednost, raz-
atrali su B. Vujanovié i Dj. Djukié |64| i pokazali da se njihova
*eSenja vrlo dobro slaZu sa re3enjima Rafalskog i Zigkovskog. Na-

’edeni radovi ¢e sluZziti kao potvrda tad&nosti u ovom radu dobijenih
‘eSenja.

4.3.1. Sludaj konstantne unutradnje energije %
linearno zavisnog koeficijenta toplote
provodnosti od temperature

Pri Proudavanju ovog sludaja polazi se od jednadine(4.2.1)



- 97 -

sa grani¢nim (4.2.2) i poletnim (4.2.3) uslovom i usvaja se da je
unutrasnja energija polubeskonalnog Stapa konstantna za sve vreme
procesa, u(T) = u, = const., a da je koeficijent toplotne provod-

nosti linearna funkcija temperature,

' = I
(4.3.4) MT) = X, (1 +8 To) ,

koji zbog usvojenog aproksimativnog resenja (u.3.3)‘ﬁostéﬁe'

_ _.g_ - _x,n
(4.3.5) ar) o= {1 To(ro q)(1 =37},

Formiranje LagranZeve funkcije (4.3.1) koriféenjem ap-
roksimativnog resenja (4.3.3) i izraza (4.3.5) ne (3 ~lstavlja po-
sebnu te3kofu, a kada se to udini, zatim stavi u akcioni integral
(4.3.2) i izvrdi ihtegracija po z od 0(od &eone povrdine koja je
u dodiru sa spdljaénjim ambijentom (sl. 4.1) do dubine penetraci-
je 6 dobija se

t 2 2
2 n (T - q)
- 2 o -
I= J' { Ao 20 ¢1(q)
g
(4.3.6)
_k - B - t/k
7 %, Aoe[qaz 7,—; (To q) ¢3]} e dt,
gde je
010q) = st - —2_ Byp ) 4 1 ﬁ(r-)z
1'97 = 3577 T Fm-1 T, Y09 #n-1 270 = Vs
[~}
1 2 To—q .8 n (To - q)z .2
(‘0.3.7)¢2 =m{q - 5 qo + =1 92 8°} >
1 (s2_2% 9 . 2 = }To'q)z .2
% “Fmv7 9 T35 99 * 5 33 o7 .

U sprovodjenju procedure pri dobijanju akcionog integra-
la (4.3.6) iskori3éena je Kantorovieva metoda delimi&ne" integra-
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cije, jer Jje integracija izvrSena samo po promenljivoj xz, po kojoj
je aproksimativno reSenje (4.3.3) potpuno specificirano, dok se dru-
ga promenljiva pojavljuje u reSenju preko nepoznatih funkcija q i 9,
koje su uzete za generalisane koordinate. S obzirom da Ojler-Lagran-
Zeve jednadine proistidu iz zahteva stacionarnosti akcionog integ-
rala, u posmatranom sludaju se iz (4.3.6) formira takva jednadina

za generalisanu koordinatu 6. Kada se, saglasno principu i%&ezava-
juéeg parametra, tako dobijena jednalina podeli izrazom et/k, a za-
tim stavi d& k +0, dolazi se do

2, _ 2 0
n (To q)

o 2
.3.8)) 3 - 8y =
(4.3.8) 0 410a) 0 u,0 {55 —TBG-(TO a) 5g-1=0.

Parcijalni izvodi koji se nalaze u jednadini (4.3.8) lako se odre-
djuju iz (4.3.7) i kada se stave u (4.3.8), ¢ine da ova jednadina

postaje obiéna diferencijalna jedna&ina po nepoznatim funkcijama

vremena q(t) i ¢(t), '

T -gq
1 -__2n o 5
(4.3.9) - g + 0 +
an + 1 4n2 - 1 6
+ 28 (75-a) - 2n To ~ 4 8} -
3T, 3+l T T Fm -1

- o {1 e — (D -
- = q) +
u, e2 2n 1 3n ITo o
-1 iﬁ 2
M e SLEP A B
° .

Zbog toga 5to sadrii dve nepoznate funkcije, q(t)i 6(t),
jednadina (4.3.9) 5e neresiva. Potrebno je naéi jos jednu jednaéi-
‘nu ili vezu izmedju nepoznatih funkeija kako bi sistem mogao da do-
vede do reSenja. I drugu jednaZinu moZe da reprodukuje akcioni in-
tegral (4.3.6) formiranjem Ojler-LagranZeve jednadine za koordina-



- 99 -

tu g, & to bi znatilo da je izvrSena minimizacija samo ostatka Ope
7zbog toga se ne moZe tvrditi da tako dobijene funkcije q(t¢) i o(t)
automatski minimiziraju i ostatak 9,, jer izborom oblika aproksima-
tivnog redenja (4.3.3)nije postignuto anuliranje tog ostatka (re-
Zenje (4.3.3.) ne zadovoljava identi&ki graniéni uslov (4.2.2.)).

U cilju da se jednovremeno sa minimizacijom ostatka o, izvr3i i
minimizacija ostatka e prihvaéena je sugestija Lardnera i preko
grani&nog wlova (4.2.2), a pomofu (4.3.3) i (4.3.5) uspostavlje-
na veza izmedju generalisanih koordinata q(t) i 6(t), koja glasi

1 - (0 - q)
A n(?_ - q) T 4.
(4.3.10) 8= 2 e T o °

h m _ m
q Vo

UnoZenjem (4.3.10) u (4.3.9) kona&no se dobija

28(1-3)-1 _ 2" 1(1-3)
1-g(1-3) m ZM_gm >+
0o

1 .an
- * {
2n+l 4n2-1

+

m

2 B(1-a) o, _ _2n [2 g(1-3)-1 _ zm-I(I-z)] }

3 3dn+l 3n=-1{ 1- B (1-3) gM-gm
o
2
(s" - M)
= Q { =2 -2 g (1-3) +
(1-3) (1- B(1-ap8 ~Em~1  on7l
+ 1 2 2,dt
Y ra—1 B (1 - 3)°} Iz °
gde je
3 = L s 3 = =2 s T = 9 .
Ta 7] Ta uq Ao

Dobijena obié¢na diferencijalna jedna&ina (4.3.11) raz-
dvaja promenljive i zbog toga je veoma pogodna za numerifku inte-
graciju. Iz podetnog uslova (4.2.3) dolazi se do podtnih uslova za
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refavanje jednadine (4.3.11) i oni glase za

4.3.1a. Analiza dobijenih redenja

Re$enja diferencijalne jednadine (4.3.11) zavisidée od
getiri parametra n, m,B 1 2, jer se oni pojavljuju u jednalini.
Da bi se pokazalo da se dobijena redenja mogu prihvatiti kao dobra
aproksimativna re$enja problema, treba pokazati da integrai dej-
stva (4.3.6) i jednadine (4.3.11) sadrZe, kao specijalne slucaje-
ve, ranije odredjene iste izraze, ali za posebne vrednosti parame-
tara. Zaista, ako se u integralu dejstva (4.3.6) stavi da jep = 0,
a to znadi da se posmatra sluéaj sa konstantnim koeficijentom top-
lotne provodnosti, dobija se izraz identican sa izrazom (60) u ra-
du |64| . Kada se u jednadini (4.3.11) usvoji da je B = 0 , dobija
se jednadina (64) iz rada |64| . Osim toga, ako se usvoje sledele
vrednosti parametara: B = 0; n=2; m=4 ; a_= 0, posle inte-

o
gracije jedna&ine (4.3.11), dobija se

8 2

(1-707) z° + 21z° - 50z + 28 = 0 .

Rad IGGI Rafalskog i Ziskovskog odnosi se na slucaj ka-
da je B= 0 i n = 2. Kada se uzme da jem = 4 i z, = 0 u njihovom
radu posle integracije, dobija se

8 4 24,52% - 573 + 31,5 = 0

(1 - 88,21t) 3
$to, s obzirom da su u pitanju aproksimativna reZenja dobijena raz-
liditim metodama, predstavlja dovoljnu jednakost.

Parametar 2z, kao odnos podetne temperature spoljaénje
sredine i poCetne temperature tela definiSe dva slucaja: 1. ka-
da telo zraé&i energiju u spoljadnji ambijent (za< 1) i 2. kada je
telo izloZeno zradenju (zo> 1). Kada je 3, = 0, onda je i Vo, T 0,
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temperatura spoljasnjeg ambijenta je apsolutna nula i ta sredina

predstavlja apsolutni toplotni ponor, apsorbuje svu kolilinu ener-
gije koju telo zrali. Parametar m definiSe model tela koje se pro-
udava, o Cemu je ranije bilo redi. Oba ova parametra usko su pove-

zana sa fizikom procesa.

Slika 4.2. pokazuje vrlo dobro slaganje izmedju rezultata

90
“ Nz
190 Ze10 \ Z.2

N 4
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dobijenih u ovom radu (ta&kasta linija) preko jednaline (4.3.11),
a za sluéaj kada je n = 2 i B = 0, sa rezultatima koje su dobili

Rafalski i ZiZkovski |69 (puna linija)

Interesantno je prouditi uticaj eksponenta n aproksima-
tivnog resenja (4.3.3), &to je dato na sl. 4.3 i 4.4 za sludaj
8:0'
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Odmah se uofava da eksponent n ne utie bitno na aproksi-
mativno reSenje, bilo da je u pitanju sivo (m = 1, el., 4.3.) ili ap-
solutno crno telo (m = 1, 8l. 4.4.) . Ova &injenica opravdava rani-
je izneto tvrdjenje da poveéanje reda polinoma nije garancija brie
konvergencije aproksimativnog redenja ka stvarnom.

Parametar B definife materijal posmatranog tela i njegov
uticaj na promenu povrinske temperature sa vremenom dat je na sl.
l’.tSo iule.

( mef Pl Bed
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Prethodna analiza i slike 4.2-4.6 nedvosmisleno potvrdju-
ju da su redenja_ jedna&ine (4.3.11) vrlo dobra aproksimativna rese-
nja problema prostiranja toplote kod tela sa termi¢ki promenljivim
koeficijentom toplotne provodnosti i konstantnom unutrainjom ener-
gijom. Da su krive na slikama 4.5 i 4.6 zag = 1 .znatno odstupile
od krivih za B=0, jednadina (4.3.11) bi bila sumnjive tanosti.

4.3.2, Sludaj kada su unutradnja energija <
koeficijent toplotne provodnosti
linearne funkeije temperature

Aproksimativno resenje i u ovom sludaju traZi se u obli~-
ku (4.3,3) i pretpostavlja se da je pored koeficijenta toplotne
provodnosti i unutra3nja energija u(T) linearna funkcija tempera-
ture oblika

. ) az
u(T) = uo(l - 7;)'

8to se s obzirom na (4.3.3) svodi na

_ ' o _ _xn
(4,3,12) u(T) = uo{ 1 7 (To q) (1 T/ }
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Procedura formiranja LagranZeve funkcije (4.3.1) i izradu-
navanje akcionog integrala (4.3.2) koriséenjem Kantorovileve metode
delimiéne integracije ista je kao i u prethodnom sludaju. Kada se
obave sve operacije propisane u akcionom integralu (4.3.2) i izvr3i
integracija po x od 0 do ¢ , integral dejstva &e, za ovaj slu&aj, bi-
ti oblika

t
2 2
- g P (Ty ~ 4) k
I‘f{)‘o %o - 4pla) -G Ae’[“sz
¥

(4.3.13)

(a+B)_(To - q)

T
o

o B 2], _t/k
¢3*¢4 ?: ?; (Ta - q) ]} e dt ,

gde su veliline $1> ¢, i 93 date izrazima (4.3.7) dok je

(4.3.18) ¢, = %

Iz integrala dejstva (4.3.13) nije tedko formirati Ojler-

-LagranZevu jednadinu za koordinatu 6, a kada se tako dobijena jed-

t/k

na¢ina podeli sa e i zatim pristupi grani&nom procesu (3.2.23),

dobija se

2 2 ¢
n“(T - q) .
0 1 _
A, 2 ¢,(q) %, 0 { Y
(4L.3,15)
(a+B)(T =~ q) 3 3¢
o 3 ,a B 2
- —_— __.__(T..) —=}=0
T, Y T, T "0 %" 3% }

Parcijalni izvodi koji figurisu u, (4.3.15) lako se odredjuju iz
(4.3,7) i (4.3.14). |
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Graniéni uslov (4.2.2) ne zavisi od unutra3nje energije
u(T) i zbog toga veza izmedju generalisanih koordinata (%#.3.10) i
u ovom sludaju ostaje ista kao i u prethodnom.

Kada se odrede parcijalni izvodi iz (4.3.7) i (4.3.14),
iskoristi veza izmedju generalisanih koordinata (4.3.10) i smenom
uvedu lezdimenzione veliline iste kao i u prethodnom sluéaju,

X 2(m-1)

jednadina (4.3.15) postaje.

-1
o1 2n_ 28(1 -~ z) -1 _ & ° (1~ z)
Znedl T 4 2 { 1 - g(1-3) m m m b+
n -1 3 -3,

2(a+B)(1-3) (1 - 2n [28(1-3)-1 - m zm-l(l—z)] }

o+
3(3n+1) 3n=1 1-8(1-2/ zm—zz
(4.3.16)
_es1-3)% (1 _=n 28(1-2)-1 _ 3" 101-2)7, .
dn+l 2 167!2"1 1- B(i-3) — =
' 2 =3
. o
t B m _ m 2
= (z zo) { 1 _ 26 {1 _ )
(1 - z){1- Br1-5)2 ¥ -1 3n -1 3) +

+

g 2_ dr
=3 (1-2)% 3z °

obi¢na diferencijalna jednadina prvog reda koja razdvaja promenlji-
ve i zbog toga je veoma pogodna za numeridku integraciju, pri po-
¢etnim uslovima

t, =0 s T =0 z.=1 s

koji se dobijaju iz (4.2.3)
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4.3.2a. Analiza dobijenth rezultata

Itegral dejstva (4.3.6) i jednad¢ina (4.3.11) iz prethod-
nog odeljka dobijaju se iz akcionog integrala (4.3.13) i jednadine
(4.3.16) kada se stavi da je parametar a = 0. Ove &injenice pokazu-
ju da s jednacina (4.3.16) moZe usvojiti kao jednalina &iji inte-
grali daju dobra aproksimativna reSenja postavljenog problema. Pri-
loZene slike potvrdijuju ovaj zakljudak, jer su za o = 0 grafici na
slikama 4 .7-4.10 identi&ni sa graficima na slikama 4.3.-4.6.

Treba ukazati i na to da se sa slika 4.8-4.10 odmah uo-
¢ava mali uticaj promenljivosti uhutraénje energije sa promeénom
temperature na proufavani proces. Svi zaklju&ci i obja3njenja da-
ti u analizi 4.3.l1a ostaju na snazi i u ovom sluéaju.

T
woz:-(? Zo22
’ /=8
\\ /2]

1,0
10 AN

/126" /122
of 72— L/7= 8
o/
90| : | :

92 ¢4 g6 48 10 12 14 16 j0 20 z

Sl 47
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4.3.3. Sludaj etepene zavisnosti termidkih
koeficijenata tela od temperature

Metodom i%&ezavajuéeg parametra moguée je prouditi i pro-
ces prostiranja toplote kroz &vrsta tela ¢ija termidka svojstva po
stepenom zakonu zavise od promene temperature,

o B
u(T) = U, T N AT)= Aa T .
S obzirom da se i u ovom sludaju aproksimativno resenje trazi u ob-
liku (4.3.3), termidka svojstva tela zapisuju se u obliku

.o a & z ,n+o
w(t) = uy(-1)" (T -q) (1-%)
(4.3.17)

- B __,B _ z,n+B
ey = -1)" (1) (1 - &)

Postupak formiranja integrala dejstva (4.3.2) isti je kao
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i u prethodna dva sludaja, s tom razlikom &to se termi&ki koefici~
jenti uzimaju u obliku (4.3.17). Kada se formira LagranZeva funkci-
ja (4.3.1) i izvr3e sve potrebne operacije ukljudujuéi i integraci-
ju po x, akcioni integral se svodi na

t 8
B} 2{ % n? (1, = @)®°*2
I = f T(Zen + Zn = 7 3 -
t;
(4.3.18) '
) aeB t/k
—-Euo AO (To-q)~_¢}e/ dta
zde je
2(T, - q)
¢ = 1 -2 o 26+
(a+8+* 2) n+l ¢ (a*B8+ 2)({a+B+* 2)n+i} 9

vaq)?
on (T, =q)°

(a+B8+ 2) {(a+B+ 2)° né-1} o

62 .

+

Ojler-Lagranteva jednadina formirana iz (4.3.18) za koo-

rdinatu © , podeljena sa et/k, a potom stavljanjem da k* 0, daje
2 - B+1 ‘ _ a
Ap P @o q) 2“0 (To q) g -
T@n F 2n = 1 ) * t
q (a+B+ 2) {(a+B+ 2)n+1}

(4.3.19) -

- an o~ 9 6}= 0

(a+B+ 2) n - 1 g =

Veza izmedju generalisanih koordinata,kao i u prethodna
dva sludaja, uspostavlja se pomoéu graniénog uslova (4.2.2) korii-
éenjem (4.3.17). Ona glasi:



(4.3.20) 6=

Na kraju, uvodjenjem bezdimenzionih veliéina,

v, 2
-9 . o - h (2m=2 =-o0-8)
3 = 5 2z T - T = e T t
To o Ta U, Ao o

i koriséenjem veze (4.3.20) izmedju generalisanih koordinata, jed-
na¢ina (4.3.19) se svodi na oblik

1 m m
2gn + 2n ~ 1 (a7 = zo) dv +

2(1 - z)u+6+1

. {1+
(4.3.21) ( ar B+ 2) {(a+B+ 2) n - 1}
m=1
3 —3

]

Ova obi&na diferencijalna jedna&ina prvog reda veoma je
pogodna za numeridku integraciju, jer razdvaja promenljive.

4.3.3a. Analiza dobijenth redenja

Kada se u jedna&ini (4.3.21) stavi da je o =8= 0, ona se
svodi na jednadinu (64) iz rada | 61| . Grafici prikazani na slici
4.11 pokazuju vrlo dobro slaganje izmedju rezultata prikazanih u ra-
du [69| (pune linije) sa refenjima koja se dobijaju iz jednacine
(4.3.21) (isprekidane linije). Na slikama 4.12-4.l4. je prikazano
da ni u ovom slgéaju zavisnost termidkih koeficijenata od promene
temperature ne utidu bitno na fenomen prostiranja toplote kroz &vr-
sto telo.
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ZAKLJUCAK

DuZnost mi je da na kraju ukaZem na one delove teksta ko-
ji su od bitnog znadaja za shvatanje i razumevanje osnovne koncepci-
je ovoga rada, sadrfe u sebi "ideju vodilju", ili predstavljaju ori-
ginalni nauéni doprinos, ili pak mogu da posluZe kao putokaz za da-

lja istraZivanija.

1. Osnovni cilj izloZenog rada jeste da se podvucée mogué-
nost varijacionog opisivanja fenomena prostiranja toplote u &vrstim
telima preko integralnih varijacionih principa mehanike Hamiltonovog
tipa. Zadatak se sastoji kako u dobijanju ta&nih diferencijalnih jed-
nat¢ina procesa zajedno sa odgovarajuéim grani&nim uslovima, tako i u
dobijanju aproksimativnih re3enja nelinearnih problema upotrebom di-
rektnih metoda varijacionog raduna.

2. Mada strogo nekonzervativni i ireverzibilni, procesi
prostiranja toplote u &vrstim telima poseduju izvesnu unutra3nju op-
timalnost koja je karakteristi&na za konzervativne sisteme. Ova oso-
bina i jeste polazna tadka za garanciju kvalitetnih redenja dobije-
nih varijacionim metodama. Sa toga glediSta varijacioni principi ne-
linearnog provodjenja toplote, u jednom povratnom smislu, pruzaju do-
prinos klasiénoj mehanici nekonzervativnih sistema u kojoj ovi feno-
meni do sada nisu ni proudavani.

3. Originalni nauéni doprinos ovoga rada predstavlja re-
Senje problema provodjenja toplote u termodinami&ki nelinearnoj ho-
mogenoj sredini sa radijacionim grani&nim uslovima tela razlidite

emisivnosti (m = 1 i m = ¢4, u IV glavi).

U radu je takodje prvi put primenjen princip nekomutative
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nih varijacija u studiji provodjenja toplote linearnog tela sa gra-

niénim uslovima drugog rada (III glava).

4. Da bi program opisan pod taZkama 1. i 3. mogao biti re-
alizovan bilo je neophodno izvrditi generalizaciju nekih fundamen-

talnih pojmova klasi&ne mehanike i to:

a) generalisane koordinate ne predstavljaju samo skup geo-
metrijskih parametara koji jednoznagno odredjuju poloZaj materijal-
nog sistema u geometrijskom prostoru i vremenu, veé skup parametara
koji jednozna&no definidu stanje fiazidog procesa koji se proudava.

b) Sledstveno tome, pojam generalisane sile u svetlu ovog
razmatranja znatno je obogaéen, shvaden je kao uzrok prameﬁe staci-
onarnog stanja fizidkog sistema u najdirem smislu re&i. Ova i ovome
slidna razmatranja mogu da doprinesu smanjenju jaza izmedju savre-
mene fenomenolo&ke ireverzibilne termodinamike i klasi&ne dinamike
disipativnih sistema.

v) Varijacioni principi klasiéne mehanike zbog svojih oso-
bina predstavljaju, govoreéi idejno i prakti&no, veliki "rezervoar"
koji obuhvata daleko veéi spektar fizi&kih procesa od onoga za koji
su bili formulisani.

g) Posebno treba naglasiti da su ovakve analogije vrlo za-
hvalne i sadrZajne i da su u ovom pravcu neophodna specijalna istra-
Zivanja u cilju unifikacije disparatnih fizi¢kih pojava u kojima kla-
si®na mehanika moZe da odigra znatnu kohezionu ulogu.

5. U tekstu su izneti hronolodkim redom svi osnovni integ-
ralni varijacioni principi Hamiltonovog tipa koji se upotrebljavaju
u savremenim proudavanjima fenomena ireverzibilne termodinamike; ta-

kodje je dat i kratak kriticizam ovih formulacija.

6. I konaéno, ovaj rad treba gledati u svetlu moguénosti
primene snaZnog aparata klasidéne analitiéke mehanike na probleme fi-
zike koji trenutno, zbog svoje ireverzibilnosti, leZe van magistral-
nih pravaca ove discipline. Drugim re¢ima, pada u o&i da osim margi-
nalnih pokuZaja kanonske jednadine dinamike, Hamilton-Jakobijeva me=~
toda, klasi&na teorija poremefaja itd., nisu uop&te prodirene, dak
ni na dinamiku idealne tadnosti (opisane Ojlerovim koordinatama), a
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pogotovu na savremenu teoriju transporta.

Prema tome, ovaj rad treba smatrati kao skroman doprinos
varijacione analiti®ke mehanike na ireverzibilnu teoriju transpor-
ta. MoZe se odekivati da ée se primenom pomenutih oblasti analitié-
ke mehanike na teoriju provodjenja dobiti daleko spektakularniji
rezultati.
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