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PREDGOVOR

Ovaj rad je na izvjestan nalin nastavak mog magistar-
skog rada; sadrZaj je dopunjen i proSiren nekim metodama
za rjedavanje Sturm-Liuvilovih problema. |

Inade, rad je podijeljen u pet dijelova kojl su nume-
rigani od O do 4. U prvom dijelu je dat kratak istorijski
pregled razvoja teorije DJ 1 problema te teorije ( prema

31} , [33], [34] ). U drugom dijelu uvedeni su osnovei poj -
movi, definicije i oznake, Sto je potrebno za dalje izla-
ganje. Tredi dio sadrZi pregled metoda za rjeSavanje ne-
homogenih i homogenik granicnih problema obiénih DJ. Ra -
zumije se da nije bilo moguée obuhvatiti sve metode; iz=
vor je papravljen u zavisrposti od sadrzaja sledecih dije-
1ova. Cetvrti dio sadrii rezultate mojih proufavaenja gra-
nidénih problema obilnih DJ. Ti rezulitati su ranije publi-
kovani ( [6], [7]1). Peti dio sadrZi takode rezultate mojih
proudavanja granidnih problema obidnih DJ. Jedan dio tih
rezultata je publikovan ([8]), a jedan dio jJe saopSten u
Kaudnoj sekeiji Drustva matematilara, fizidara 1 asirono-
ma SR Srbi;e. |

U toku rada imao gam punu podrsku mojih profesora
dr K. Orlova, dr B. Ra3Sajskog i dr M. Bertolipna. Dobro su
mi do$li razgovori i savjeti doc. dr R. MiloSevica. Keka
mi bude dozvoljeno da im se i na ovom mjestu zahvalim.

Ako ovaj moj rad bude predstavlijao manji kamenc¢ic¢ ili
2koljku na obali velikog neotkrivenog okeana istire, bicu
zadovoljan i to de mi dati snagu da ideje koje su se javi-
le u toku rada razradim i tako dobijem potpuniju cjelinu
posmairane problematike.

A. Z.




Ke znam kako ja izgledam ljudima; ali
gam sebi izgledem kao djeCak koji se lgra
na obzli mora i zabavlja se sam sa sobom
pronaZavii s vremene ne vrijeme manji ka-
mendié 114 1jepSu Skoljku, dok se veliki
okean istine &itav pruZa neotkriven preda
mnom. |

Isak Njutn (Isaac Fewton, 1642 - 1727)

Jedan od osnovnih podsireka razvoja nauka, znaci i
metematike, je praksa., Proizvodnja materijalnih i duhov-
nih dobara,. teZnja ka boljim uslovima Zivota 1 drustvena
praksa u najSirem smislu rijei usmjeravaju Covjekowvu ak-
tivnost ka proucavanju drustvenih i prirodnih pojava 1
procesa razvijajucl postojele i stverajuéi nove teorije.
Pri tome je ofigledna povratna sprega izmedu teorije 1
prakse; nestrogo govorell praksa postavlja probleme, te-
orija rjeSava i otvara nova pitanja, Pitanje 35ta je “bo-
ije“ praksa bez teorije i1li tecrija bez prekse nema ni=-
kakav smisazo., Cijsniti preksu bez teorijske osnove zna-
¢ilo bi bitl moreplovac koji mlazi u brod bez krme 1 bez
- kompasa ne znajuéi kuda se plovi.

Razvitak jJjedne teorije dovodl Sesto do takvih proble-
ma za ¢ije rjeSavanje su potrebne kvalitativno nove metoe
de ispitivanja koje, dakle, proizilaze iz unutrasnje po-
trebe same te teorije. Na taj nalin se moZe stedi utisak
da se ta teorija razvija relstivno pezavisno od neposred=-
ne prakse, Faprotiv, radi se o unutraSnjoj logici razvo-
ja teorije koja se nalazi u izvjesnom dijalektickom je~
dinstvu s praksom..

Razvitak teorije diferencijalnih jednalina (DJ) je u
tijesnoj wvezi sa zadacima odredivanja krivih, tatnije re=
Seno familije krivih, koje imsju tangenta odrederog zada=




tog svojstva., Takvi zadaci su bili predmet interesovarja
matematictara 1 prije nastankes diferencijalncg i integra-
lnog racuna (René Descaries, 1596-1650, Isaac Barrow,
1630~1677). Inacde, sam termin - diferencijalna jednati-
pa - predleZzio je lLajbnic (Gottfried Wilhelm Leibnigz,
1646~1T716)}. ¥nogi zadaci geometrije, astronomije, fizike,
mehanike itd. nisu mogli biti rijefeni aparatom diferen=-.
¢ijalnog i integralnog racuna 3 zahtijevali su sastavlija=
nje jednalina koje sadrZe argument, nepoznatu funkeiju i
njene izvode 111 diferencijale. Dakle, pocetak teorije
DJ Je u tijesnoj vezi s drugim nezavisnim teorijama,.

U svom remek-djeln "Matematifki principi prirodne fi=-
lozofije™ (Philosophiae Naiuralis Principia Lathematica)
1686% Kjutn je proudio peke tipove DJ. Njemu pripada i
netoda dobijanja integrala DJ u obliku stepenog reda pri
Cemu jJe korisilio ideju metode neodredenih koeficijenata
i fdeju metode uzastopnih aproksimacija. Imao je i pred-
stavu o opStem rjeSenju DJ, all zapisivanje opsSteg rje-
Senja korisSéenjem proizvoljne konstante pripada Bernuli-
ju (Johannes Bermoulli, 1677-1T48), koji je primijento i
idein integracionogxmhaiitelja (poznata Bernulijeva DJ).
Lajbnicu su bili poznati nadini integr&cija DJ koje raz=
dvajaju promjenljive. On je takoder pokazao kako se uvo=
denjem novih promjenljivih homogene i lineazrne DJ prvog
reda mogn svesti na DJ koje razdvajaju promjenljive.

Medutim,-sistematsko'izuéavanje teorije DJ polinje
1724. godine, kada je objavljeno detaljno ispitivanje i-
talijanskog matematic¢ara Rikatija (Jacobo Riccatl (1676~
«1754) = Animadversiones in aequationes differentiales
secundi gradus, Acta Eruditorum publicata Lipsiae} jedne
DJ, koja je kasnije (1769.) na predlog Dalambera {Jean
le Rond IAllambert, 1717-1783) nazvana Rikatijeva DJ.

U daljem rezvoju teorije DJ znalajnu ulogu su imali:
Ojler {lLeonard Eunler, 1707-1783), Dalamber, Bernuli (Ki-
colaus II Bermoulli, 1687-1759), lagran? (Joseph-Louis

* Prema pekim izvorima 1687. - Dirk J. Struik - Abriss
der Geschichte der Mathematik, Berlin, 1963,
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Lagrange, 1736-1813), Klero (Alexis Claude Clairsuv, 1715~
-1765), KoZi (Augustin-Louis Cauchy, 178%-1857), Hamiltor
(Wiliam Rowan Hamilton, 18C5-1865), Liuvil (Joseph Liouvi-
1lle, 1809-1882), Jakobi (Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804-
~1851), Pikar (Bmile Plcard, 1856-1941) i tako dalje.

Pojam sipgularnog rjeSenja se prvi put srece kod Tej-
lora {(B.. Paylor, 1685-1731). Kasnije je Klero naSaoc sin-
gularno.rjeSenje DJ koja nosi njegovo ime; Dalamber je
na3ao gingvlarno rjeSenje opsStije DJ kojs nosi ime Lagra-
n¥a. Problem singularnog rjeSenja je bio predmet intere=-
sovanja i drugih matematilara: Ojlera, Laplasa (Pierre Si-
mor Laplace, 1749-1827) i.drugih,

Mnogl zadacli mehanike, astronomije, fizike 1 drugih
prirodnih nauks dovell su do razvoja pribliZnih metoda za
rjeSavanje raznih zadataka povezanih sa DJ. Razrade tib
metode je su3Stinski uticala ns teoriju egzistencije 1 Jje=-
dinostl rjeSenja DJ, Tako je Qjlerova metode poligoralnih
1linija posluZila kao osnova dokaza znadajne teoreme o eg-
zistenciji rjeSenja DJ. Ojleru pripada i ideja predstav-
ljanja rjesenja.DJ u obliku odredenog integrala.

Granicni problemi DJ su bili predmet interesovanja
Dalambera, Laplasa, LezZandras (Adrien Marie Legendre,
1752-1833), Lamea (G. Lamé, 1795-1871) i drugih, ali je
pocetak znacajnijeg proucavanja tih problema vezan za Lie
uvila i Sturma (Charles Sturm, 1803-1855), Liuvil je pos-
matrao DJ -
()

(0.1.) —=Z— + (gr - m) = O,

gije su g, K 1 m pozitivne funkecije srgumerta x, V fun-
kcija argumenta x i parametra r & r je kerijen neke tran-
acendentne jedracine w(r) = 0, zajedno s graniénim uslo-
vima , . : .
g - h?_'f 0 za X = X i_%,- HY = 0 za x = X;

gdje su h i H pozitivne konstante, nule ili beskonadre
vrijednosti, Ako jJe h =we , onda je V=0 z2a x = > J ake
je E=2 , onda je VYV = 0 za x = X. Posmatrana DJ je vrlo

-
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| (0.3.) d(K g%)

| gdje suKiG ftmkcije argmenta X i pa:rmetra TA ogra-

o macajna u tretiranjn mogih pitanja mtmticke ﬁzike.
| I.invil je rjesenje traZio u obli]m reda |

| _.-gﬂje = K(x ) = I imamo -

mean, J’ e
. L %o L R SIS S R
..---......'-"..1--;..-..--- ) | -. ﬂ '
pi.;.l - .r -f (H - 9-') Pid:’ i '_]-:,_m -
U iato vrl;)m Stm je detaljno 1spitim IDJ I
: 2 -
_-(02) Ii? -l-lE -l-HT-O

_gdja je v nennmta ﬁmknija a L l Zl aa.te rnn.'r.cije are-
' gumenta X T detom intervalu. Mnogl sadaci mtmtiﬁke Li-
zike se woﬂe na- ovn BJ. Ha' :la'pitivanja ove DJ Sturma su

naveli isviesni prohleni algebre. On Je, naine, primije-_'
tio, ako je poznato r;}esenje BJ uw oblikan reda 411 u-ob-

- 1ika odredenog integrala, -éa. je vrlo Eesto taﬁ.m ﬁ;'u‘ek-- -

tno ispita:l:i odredena. avo;‘lsm tog rjmnda. Primijetio

Je da’je proat.ije izvodenje zakljutka O. svojstvims nepo-

.. gnate fu:nkcije - rjesenja. DJ - pamtranjen same DJ. To
| Je bio: pot'puno nov pr:!.'.l.az kralitativnog iapitivanja in-.

| _tegrala DI, koji 3e kor:l.stan i ‘kod :I.:racunamja kori;ie-

 pa niza transcendentnih jeﬁnaéina mtematiéke ﬁ.zike .

~ kada su. poznata odredena mjstva koja imaju 1 kerijeni, .

Poalednja DJ- (0. 2. ) Be noze muti na aladeéi obli.k
-l- Gy = 0

nicene u datom intervalu ik £ 0. O'péte r:lesenje ove DT

| sadrzi dvije proimoljne konstani:e za. koje mozemo uze'l:i S
v i. $¥ . sa odgovarajue, posebne nijeanosti x, tie :-3..-- PR
Zenje treba izabrati tako.da bi y.1 G u dato] tedki -
- bild ;]eanan nekoj proixvoljno za&atoj :Ennkciji parame- S

. 4- i - ) . .
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tra 2. Ofigledna je veza izmedu DJ (0.1l.) i (0e2e)e
Dakle, metoda uzastopnih aproksimacija pripada Liu-

vilyu. Metodu uzastopnih aproksimacija Liuvil je primije-
nic i na DJ

dX L ....dM &N 40U
dx=

gdje su Xk, L, ... . ¥, K pozitivne i neprekidne funkeije
argumenta x, r parametar koji ne zavisi od x, a U funkeci-
 4a koja zavisi od x i r. Ovim pitanjima bavio se i Ostro=
gradski (A, o8, Oemporpagecss , 1801-1862). Metodu uzasto-
- pnih aproksimacija detaljno je razradio Pikar.

Potpun razvoj teorije DJ omoguden je razvojem teori-
je funkcije kompleksne promjenljive. Tu su znacajan uti-
caj imali radovi KoSija (araliticko produZenje rjesenja,
calcul des limites (racun granica)), Gausa (Johan Fried-
rich Carl Gauss, 1777-1855), VajerStrasa (Karl Wilhelm
Theodor Weierstrass, 1815-1897) i drugih velikih matema=
tiara 19. vijeka.

. U dana3nje vrijeme veliki uticaj na razvoj teorije
DJ, zapravo na razvoj pribliZnib metoda 2z2a rjeSavanje DJ,
ima savremena elektronska radunska tehnika. Pri “tome se
kod pribliZnih metoda pored konvergencije, ocjene greske,
broja radunskih operacija posmaira numeridka stebilnost,
ekonomidnost sheme radunanja i s tim u vezi optimizaclja
proceﬁa radunanja.

Znatan uticaj na razvo] teorije DJ su imali radovi
sovjetskih matematicara. Pomenimo ovom prilikom samo Lja-
punova (A, M. dengseé , 1857-1918) koji je u svojoj dok-
torskoj disertaciji "OpsSti zadatak o stabilnosti kretanja”
(1892.) prvi ispitivao u strogoj matematifkoj postavel
problem stabilnosti mehanidkih sistema s konalnim brojem
stepeni slobode. Radovi Ljapunova (1 drugih matematicara
i prije i poslije njega) usmjerili su razvo] teorije DJ
u jos.jednom pravecu = u pravcu kvalitativne teorije DJ,
koji se nalazi u izvjesnom jedinstvu sa teorijom DJ 1 te-

+ rU = 0,

-
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orije pribliinih metoda za rjeEavanje.DJ. Ta) pravac,ma-
da predstavlija relativno nezavisno teorijsku cjelinu, u
tijesnoj . je-vezi sa zadacima za koje bi se moglo reéi da
su predmet proucavanja numericdke matematike.

Izvjestan doprinos razvoju i primjeni teorije DJ dali

'su i nasl matematicari. Pomenimo na ovom mjestu samo neke

od njih: M. Petrovié (1868-1943), J. Plemelj (1873-1967),
T, Pejovié 1 drugi. ' | o
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Uvedimo, najprije, neke pojmove, oznake i osnovne
pretpostavke koje cemo kasnlje koristiti.

Defiricije 1. JednaZina u kojoj osim nepoznate funke-
cije, jednog ili viSe argumerata, i poznatih velicinz fi-
gurisu i izvodi nepoznate funkcije po njenim argumentima
raziva se diferencijalra jednagina,

Pretpostavidéemoc da su argumenti nepoznate funkecije
realni, a sama nepozrata funkecija realna i jednoznacna.
Red najviSeg izvoda koji figuriZe u diferencijalnoj jed-
radini predstavlja red diferencijalpe jednadine., Ako ne-
poznata funkeija zavisi od jednog i samo jednog argumen-
ta, onda se diferencijalna jednalina zove obilna difere-
ncijalna jednalina, inafe je parcijalpa diferencijalna
jedpnalina. Predmet naSeg interesovanja ce biti vezan za
obifne diferencijalne jednaline. Jednostavnosti radi mi
demo umjesto termina - obifna diferencijalna jednalirna -
upotrebljavati termin - diferencijalra jednalina -, kra=-
tko DJ.

Primjer 1. Diferencijalna jednacina
(1.1.)'_ F(x,y,y',...,y(n)) = 0

je DJ n-tog reda..
Ovdje je ¥ nepoznata funkcija argumenta X3 J ...,
y(n) su redom prvi,..., n-ti izvodi funkcije y po x & F

je zadata funkeija svojih argumenata u oblasti deflnlsa—
nosti & (XyTyT geee ,y(n) Y.

U teoriji diferencijalnih jednadina CeSce se razmatra
DJ u tzv. normalnom obliku

(1.2.) y(n)_= f(x,y,y ,:..,y(n-l)),
gdje je f zadata.funkecija svojih argumenata u oblasti de-
finisanosti D(x,y,y ,...,y(n' )) Ako je furkeija f line-




arna po argumentima y,y',...,y(n'l), onda se DJ (1.2.)
zove linearna difererncijalna jedpnac¢ina, u oznaci LDJ, 1i-
nate je nelinearna. LDJ se moZe zapisati u slededem obli-
ku - ‘ _
(1.3) ¥ 4 p 3PV 4 el o ()7 - r3),
ili | _

(1.32) . Ly} = r(x),

gdje jJe L +; linearni diferencijalni operator, tj.
(n-1)

—_— —

1fy] = 3™ 4 Py (x)y + «o- + p (x)y .

Akxo je r(x) = O, onda je LDJ homogena linearna diferenci- .

jalna jedpacina, u oznaci HLDJ, inade Jje nehomogena.
Primjer 2. Diferencijalna jednalina

| 2u 2u - Quy _
@"1*‘2*“_‘_":1*“*3:17312'“'!*gxn)- 0

je parcijalna diferencijalna jednalina prvog reda.
U ovom sluéaju u je nepoznata funkcija argumenata Xy

- . 2 ou a1 3 vy
Xoseesedny 3%, 2x,°°""" axn.su parcijalni ;zvodi prvog
reda nepoznate funkcije u redom po argumentima Xq9Xoyenes

x, &2 § je zadata funkcija svojih argumenata.
U teoriji DJ proufavaju se i sistemi DJ, kako obiénih
tako 1 parcijalnih, | |

-, Erimjer 3. Ukupnost DJ
.. Fi(x’yl'“"’n’yl"-“'J:;) =0, 1= -i_;ﬁr
ili u tzv. normalnom obliku

-,

yi-= fi(‘x!yll""lyn)? 1= m:

predstavlja sistem obi&nih DJ prvog reda.

Ovdje su Ys» i=1,n, nepoznate funkeije argumenta x
2y5, 1= 1,n, izvodi tih funkecija po x. Funkecije F;y od-
nosno f., 1 = 1,n, su zadate funkcije svojih argumenata,
Ako su funkcije f., i = 1,n, linearne po argumentima Yy
...;yn, onda je s8istem DJ linearan, inade je nelinearan,

Definicija 2. RjeSenje ili.integral DJ (1.1.), odno-
sno (1.2.) na odsjeckn I =.[xl,xé{ jeste takva funkcija
y = y(x), koja ima neprekidne izvode y'(x),_..,y(n)(x),

L]
' -




aa je za (Vx)(x€I) iepunjeno:

a) [I,S’(x) 'y (x)q---ty(n) (I)l‘e 2

b) F(x,5(x),7° (X)0eeey®(x)) =0,
odnosno

a)) [x,:r(x),y (%) yeeey B xN] e D,

b (n) (n—l)(x))

1) = P(x,y(x) 7 (X)yeseay
Pod devoljno op3tim pretpostavkama u odnosu na funk-
ciju F u (1.1.), odnosno funkeiju £ u (1.2.), postoji

beskonacan skup rje%enja DJ (1.1l.)
(lcq'-)_-“W(X,chln;---’cn) -
odnosno DJ (1.2.)

(1:5-) ' :'T = e(x!cl’lil,c )1‘

gdae su 01,...,0 proizvoljne konstante.
Definicija 3. RjeSenje (1.4.), odposno (1.5. J zove se
opSte rjeSenje DJ (1.1.), odnosno (1.2.).

OpSte rjelenje predstavlja familiju krivik linije, ko-
ja zavisi od n proizvoljnih komstanti. S glediste primje~
ne vedi znacdaj ima rje%enje; npr. DJ (1.2.), ¥ = y(x) ko-
je zadoveljava odredene uslove. Ti uslovi mogu biti veza-
" pi za jedou ili viZe talaka 31i za neke odredene osobine
rjeSenja u pogledu npr. ogranienosti, monotorcsti, peri-
odidnosti.-i tome slicinmo.

Definicija 4. Baesenje y = y(x) DJ (1.2.) koje zzado-
voljavsa uslove :

(1.6.) y(x)=7,, y'(xo)=y;,...,y(n-l)(x;)zfén-l). X=X

zove se KoSijevo rjeSenje, a uslovi (1.6.) poCetni ili Ko-
Eijevi uslovi.

Problem nalafenja partikularnog ili KoSijevog rjeSe-
nja nosi naziv KoSijev problem. Geometrijski, trzzi se
ono rjefenje koje prolazi kroz talku (x .y, ) 1 u toj ‘va-
cki izvodi ¥ 1.,..3(P- ) dmaju zadate vrijedncsti. Oci-
gledno, n.pofetnih uslovae (1.6.) odreduju posebne vrijed-

nosti konstanti cl,....cn.




Osim opSteg rjeSenja i Ko3¥ijevih rjesSenja DJ, koja se,
ustvari, mogu dobiti iz op3teg rjeSenja, postoje rjeSenja
DJ koja se, nestrogo govoreéi, ne mogu dobiti iz opsSteg
rjeSenja. Takva rjeSenja se zovu singularna rjeSenja.

Ako umjesto podetnih uslova (1.6.), koji su vezani za
tadku x = x_, posmatramo n , n>2, uslova vezanih za tac-
ke X < Xy L oo <Xy k »>2, medu koje moZe biti ukljuceno i
% o , onda dobijamo granicne uslove. Problem nalazenja
rjeSenja y = y{(x) DJ koje zadovoljava graniéne uslove no-
si naziv granicni problem. Navedimo neke obllike granicnih
uslova. | |

‘Neka su date taclke x1<'12< oo <Xy k>»2, 1 DJ n-tog
reda, n>2. Granicni uslovi mogu imati oblik

(n=-1)
(1.7.)  Gu(T. 237 5....32°1) e eves
_ G, 5',:1 311 3,1 Yz, xz Iy,

a &G,, V= 0,531,_su date'funkcije svojih argumenata, u
opStem sluaju nelinearne. Ako su G,, V= 0,n-1, linearne,

onda su granicéni uslovi (1.7. ) linearni i mogu biti zapi-
sani u sledecem oblixu

(1.8. ) U, (7, »4 (n~1) | (n-1)
1 xl’ ’yl 12 121---13 ERRE:

o (n=1)y _ _
Yxk, xk,-n.ll'yxk. ) ." &U’l‘ "D— O?ﬁ:I"

gdje su O,, Vv= 0,n-1, linearne funkcije svojih argumena-
ta, a u,, ¥= 0,n~1, date konstante. Ako su u,=0, V=
= 0,n-1, opda su grapi&ni uslovi (1.8.,) homogeni, inale
su nehomogeni. Ako je DJ linearna i ako su graniéni uslo-
vi linearni, onda je granidni problem linearan, inale je
nelinearan. Ako je DJ homogena i ako su granicni uslovi

- 10.




homogeni, onda je granidni problem homogen, inaCe je ne-
homogen.

Grani®pi uslovi mogu imati 1 specijalne oblike. Npr.
za DJ drugog reda

(1-9-) F(&) - A, y(b) =
granidni uslovi prve vrste,
(1-10-) y’(a) = A, F’(b) =

granini uslovi druge vrste,

(1.11.) oly(a) + o,y (a) = &, pAy(e) + gy (b) =
ledod +1e¢d >0, | Ao + | >0,
graniéni uslovi trede vrste,
U teoriji DJ postavljaju se sledec1 zadacl:
1) nadéi sva rjeSenja DJ,
2} nadi rjeSenje DJ koje ima zadate osobine,
3) dokazati da postoji rjeSenje DJ koje ima odredene 0S0-
bine ne nalazeéi to rjesenje efektivno.
Na3 interes ée predstavljati nalaZenje rjeSenja date
DJ koje zadovolijava granicne uslove. Posmatrademo grani-

Zne uslove (1.9.), (1.10.), (1.11l.) i opstlje granicne
uslove (1.8.).

Granidni problem moZe:

a) nemati rjedenje,

b) imati jedinstveno rjelenje,

¢) imati koznadno ili beskonano mnogo rjesenja.
Primjer 4. Rije3iti sledeli granilni problem

F;' + 3- = 0_, F(O) = O’ y(ﬂr) = l.
RjeSenje: Op3te rjeSenje date DJ je
y(x) = C,cos x + Czsin x .

" Na osnovu graniénih uslova dobijamo

0 = C1 i 1= Cl,
8to je nemogude. Dakle, dati granicni problem nema rjese-

nje.
Primjer 5. RijeSiti slededi graniéni problem

¥y +3y=0,y(0)=0,5Q) =

11.




RjeSenje: U ovom slu€aju imamo
0 = Cq |
1l = Cl cos 1 + 02 gsin 1,
odakle dobijamo Cy = 0, C, = 1/sin 1 . Dakle, dati grani-
&ni problem ima jedinstveno rjeSenje
y = gin x/ sin 1.
 Primjer 6. Rijesiti glededi graniéni problem

| v’ +y =0, y(0) = 0, y() = O.
RjeSenje: RjeSenje ovog graniénog problema je
y = C sin x,
gdje ie C proizvoljna konstanta. Dakle, dati graniéni pro-
blem ima beskonalno mnogo rjesenjé.
 Prizjer 7. RijeSiti sledeéi graniéni problem
, e 3 2 :

y =37 , y(0) = 4, y(1) = 1.

Rje3enje: Ovaj granidni prﬁblem ima dva rjesenjaj; rjese=
nja su prikazana na sledeco] slici.
1 |

Pretpostaviéémo, ako se drugaEije ne naglasi, da za-
dati granini problem ima rjeSenje ili 8ak Sta visSe da
je to rjeSenje jedinsiveno.
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>, - PREGLED VETODA ZA RIESAVANJE GRANICNIE PRO-
BLEMA ORIEKIE DIPERENCIJALLIE JEDRACINA

a) Svodenje na KoSijeve problemét
Posmatrajmo sledeéi granicéni problem

(2.1.)  L{yj=y"" + p;(x)y" + pg(x)y = r(x),

(2.2.) y(a) = 4, y(b) =

Keka je ¥ = P(x, Cl,Cz) opite rjeSenje DJ (2.1.). Ka osno-
vu granilnih uslova (2.2.) dobijamo sistenm jednalina po
C1 i 02

¢(a,Cq,Cp) = A

¢ (b, Cy4C5 } = B.

Sistem jednadina (2.3.) moZe nematl rjeSenje, imati jedin-
gstveno rjesenje, imati konadno ili beskonadno mnogo rjese-
nja. Pretpostavimo da sistem jednalina (2.3.) ima rjeSenje
i neka je Cy = Cis Cp = C,; teda je

y = E(x,ﬁl,ﬁ )
rjeSenje graniinog problema (2.1.)-(2.2.).

RjeSavanje granilnog problema (2.1.)-(2.2.) korisée-
njem opteg rjesSenja DJ (2.1.) je powezano s dobro pozna-
tim tedkodama integracije date DJ.

Metoda op3teg rjesSenja, bez sumnje, moZe u principu

(2.3.)

biti primijenjena i u sltlaju najopstijeg graniénog pro-
blema (1.1.)=(1.7.). |

‘Poznato je ([13]) da se rjeSenje granifnog problema
(2.1.)=(2.2.) moZe dobiti kao lipearna kombinacija rjeSe—
" nja yl(x) i yz(x) redom slededih KoZijevih problema

(2.4.) L[yi]= r(x), yl(a)_= A, y{(a) = 0,

(2.5-)' L[3'21= 0,- yz(a) = 0, yé’(a) = 1,

td.
(2.6.) I(® =31(x) + dyy(x),

13,




gdje je o , za sada, neodreder realan parametar.
Zaista, neposrednim provjeravanjem utvrdujemo da je

(2.6.) rjeSenje DJ (2.1.) i da je ispunjen prvi granilni

uslov y(a) = A. Iz drugog granilnog uslova y(b) = B do-

_bijamo | | B - yl(b)

(2.7.) o = -W .

Fa taj nac¢in imamo B -y, (b)

(2.6) o ¥(x) = yy(x) 4 -'-—;(;-)—-.3-2(1),

gdje se pretpostavlja da jJe yz(b) # 0, i pri tome grani-
¢ni problem (2.1.)-(2.2.) ima jedinstveno rjeSenje. Ako
je y,(b) = 0, onda graniéni problem (2.1.)-(2.Z2. ) 111 i-
mz beskonaZno mnogo rjesenja §11 ucp3te nema rjeSenje.

Prizjer 8. Svodenjem na Kosi;eve_probleme rijesiti
sledeé¢i granicni problem

x?y" - 2:3' + 2y = 2,

y(1) = 1, y(2) = 3.
Pgesen;e. Posmatrajmo sledece KoSijeve probleme -~ nehomo=-
geni KoSijev problem
1231 - 2131 + 231 = 2: 1(1) = 1, Fl(l)
1 homogeni EKoSijev prohlem

_1232 - 2xy, + 2y, = O, 32(1) =0, y5(1) = 1.

fje3enje nehomogenog KoSijewog problema jJe yl(x) = 13 rije-

0,

‘Senje homogenog KoSijevog problema je yz(x) = X - X, Bu-
éuci da je y1(2)_= l1i 32(2) = 2 imamo da jJe

d=3-1=1'
2

ra je rjeSenje granicénog problema |
y(X) =1+ (x -x) =1 - x4+ x°.
U sluéaju DJ n-..og reda, n.::r2,'

(2.1 3} w3 2 p @y @V 4t p @)y = T
i, granidnih uslova | |
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(2.27) y(x,) = By, 1=1I.3,

rjeSenje traZimo u obliku |
n
(2.62) y(x) = y1(x) + — o354 (x)
gdjé je yl(x) riesenje sledeéeg nehomogenog KoSijevog pro-

blema

(2.40) L[5y = T, y(x) =7y, 7{®(x)) = 0, 5 = TF,
a yi(x),. = 2,n, su rjeSenjae sledecih homogenih Eosijevzhl

problema

(2.5.) I‘-[F] = (5, y:(x ). = 0, F(E-D(x ) = *e. ® " i:
- L i i 1 1 1 0, g # i
= 2,1. | _

Eoeficijenti olys i= 5:5, ge odréduju iz uslova

F(xi) = ﬁil i=2n,
tj. iz sistema jednacina o

| (2-.7.) . yl(xi) + ; a{jyj(xi) = /51,', i=2,n.
| g = .

Prlmaer 9. Svodenjem na Kosi;e?e probleme r13e51ti sle-

deci graniéni problem R - |
fL[yis(xz --2i + 3)y" "7 - (x?'+ll)y" + 2;3"--2y.; -2y
3(-1) =0, 3(0) =2, 3(1) = 2.

RjeSenje: PotraZimo rjeSenje u obliku |

T = 7@ + ey @ + Ly,

gdje je yl(x) rieSenje slededeg nehomogenog 3051Jevog pro-
blema |

Ly = -2, ¥1(0) = 2, 37(0) = 0, 337(0) = O,

& yz(x) i y3(x) sﬁ&redom.rjeéenja gledeéih homogenih KoSi~
;evlh problema |

L Yé] = 0, 32(0) 0, 35(0) =1, ?2 “(0) ='0f |
'Ba taj nalin dobijamo redom | o

e -il(xz - 1),

Fl(X) 1l - '2" X + 3

3

winy

e -

-.-.-q_-'.




32(I)=I,
_ .1 1.3, L% .
FB(I) = -3 x+ 3 e’ + 3(: 1),
- pa je odgovarajuél sistem (2.7:) |
N 24271 2,311 = 0
g+ e c/2+(3+3e_)a(3
:1;+-§-e_ +aé2+(—%'-+%e)c{3=2,

odakle je o, =1, o3 = -2. Dakle, rjeSenje datog grani-

Enog problema je

yi{ix) =2+ x - xa.

Analogno bismo postupili i u sludaju drugacijih gra-
nidnih uslova. Na primjer u sludaju granilnih uslova ire-
de vrste | |

o y(a) + 2y(a) = &
(2.8.) | | T
fyy(d) + Byy°(b) = B
ool * [la] 05 |/3g] + |fy] >O»
rjeSenje graniénog problema (2.1.)-(2.8.) traZimo u obli-
Xu D |
(2.9.) y(x) = 33(x) + X y,(x),

gdje je yl(x) neko partikularno rjeéenje nehomogene LDJ
Lyq] = ={x), I
a2 y,(x) nenulto rjelenje odgovarajuée HLDJ
o L{zz] =0,

a o, za sada, neodreden realan parametar.
Heposrednim provjeravanjem utvrdujemo da je (2.9.)

rjeSenje DJ (2.1.). Na osnovu prvog granilnog uslova ima-

' mo

050[31(8)- -+ atiz(a)] + "(‘]Pi(a) + og_yé(a)] = A.
111 g : :
[o ¥1(2) + _at.lyi(a)] + ol 7o (2) +a(1yé(a)} = 4,
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pa zakljuCujemo da je potrebno da bude
txoyl(a) + diyi(a) = A
dFo(a) + oy7,(8) = O.
Da bi prethodne jednakosti bile ispunjene dovoljno je da
gtavimo
¥o(2) =4k, y5(a) = - ok,
gdje je k konstanta razlilita od nule 1

A
(a) =;Zo . 3’1(&) = 0,

za <, £ 0, ili

71(a) = 0, yi(a) =3

za oy ‘£ 0. Dakle, pod uvedenim pretpostavkama rjeSenje
(2.9. ) zadovoljava i DJ (2.1.) i prvi graniéni uslov

(2.8.)., Odredimo konstantu <« tako da bude igpunjen i
drugi granini uslov (2.8.), tj. da bude

po[F1(0) +<Tp(BY + py[F{(0) + Ly;(0)] = B
111 |

[ﬂayl(b) + ﬁlﬁ'i(b)] + a(,['/g,oyz_(b) + /blyé(b)_l = B,
odakle je | | .; _
(2.10.) oA = B (A1 () * A7 (]

T2 () + P45 (0)

gdje se pretpostavlja da Je ﬁbyg(b) + ﬂlyz(b) £ 0, i pri
tome granini problem (2.1.)-(2.8. } ima jedinstveno rjesSe-
nje, Graniéni problem (2.1.)-{2.8.) ili pemz rjeSenje 111
ima beskonatno mnogo rjesenga, ako je /3 yz(b) + ﬂlyz(b) =
= 0. Dakle, rjeSenje (2.9.) se dobija kao linearna kombi-
nacija rjeSenja yl(x) i ye(x) glededih RKo3ijevih proble-
ma

L[yq]

Fi(a)

r(x), 5'1(3}- =f s Fi(a)‘.= 0 (ili yl(a)' =

A : 0
dl, :

L[Yz] = , Fz(a) = dlk' 32(3) = Ofokﬁ

17.




Ocigledno, u ovim razmatranjims bitnu uwlogu je igrala
linearnost DJ; granicni uslovi mogu biti i nelinearni.

Primjer 10, Svodenjem na KoSijeve probleme rijesiti
sledec1 granicéni probliem

L[y] =(x + 1)y’ " -2x3y" ¢+ 2y =

y(0) + y°(0) = 3, 2y(Q) - y° (1) = 4.

- RjesSenje: Posmatrajmo sledecda dva KosSijeva problema
Llyy] = 6 39(0) =3, y;(0) =0,

L[y =0, 3,00 =k, y;(0) = -k.

RjeSenje prvog, nehomogenog Ko¥ijevog problema je y,(x)=3,
8. raesenje drugog, homogenog Kofijevog problema je y,(x) =
= -k(x + x - 1), 11i, stavimo 1i npr. k = -1, yz(x) = x2+
+ X - 1. ‘Ka osnovu (2,10.) imamo
| = 4 =1223 - OF

221 = 1#3

——

= 2,

pa je traZeno rjesenje

_ 3($);= 3+ 2(12 + x - 1) = 1 + 2xw+'2x2.

b) Svodenje na linearnu kombinaciju linearno nezavis-
- nih funkcija. |
Izvjestan broj metoda daje mogucnost nalaZenja rjesSe-
" nja y(x) grani&nog problema’ |

(2.11.) Li{y]l=y "  + pl(x)y + pz(x)y = r(x),
Ul[:?]-egoy(a) + aily (a} =

Up[A=p,7(0) + 3777(b) = B,
gdje je

(2.12.)

ol * >0 |4g + 1810 _
u analitifkom obliku polazedéi od proizvoljnog skupa line-
arno nezavisnih (bazisnih) funkecija u;(x), i = 0,n, od

kojih funkeija u, (x) zadovoljava nehomogene granilne uslo-
ve




(2.13-) '1[_“0-l - L 2‘-'3.'::'J

a funkcije (x), i = i,n, zadoviijavaju odgovarajuée ho-
mogene granlcne uslove

_(2.14.) Up[uy] = 0, Ez[ui‘] =0, i=1,n.

B,

Ako su granidni uslovi (2.12.) homogeni, onda se uzi-
ma da je wu_{x)=0.

Rjesenae granilnog problema (2.11.)-(2.12.) trazimo u
obliku

r
(2.15.) y(x) = uo(x) ¥ — Giui(x).

Ovrstime 14 (2.15.) u (2.11.) dobijamo
(2.16.) B(x,Cl,...,C ) =L{y] r(x)=L [u ) -r(x)+ §_’_ CyL [ul]
Ako je za neki izbor koeficijenata Css i-= 1,n,
,R(::,Cl,...,cn) =0, za ag<x<b,

onda je (2.15.) tacno rje%enje'graniénog probleme (2.11.)-
-(2.12.). UopSte govoreéi takav izbor koeficijenztia C:
i = 1,n, je nemogud. (Rezumije se, to ée biti samo u slu-
gaju da je linearna kombinacija bazisnin furkcija jedna-
xa taSnom rieSenju y(x).) U praksi se zadovoljavano time
da se funkeija R(x,Cy,...,C, ) anulira u izvjesnom broju
tafaka intervala (a,b) ili da se za xe(a,b) minimizira
u pnekom smislu; ne taj nalin se dobijaju razme metode 2&
rjeSavarja postavljenog graniénog problema.

Metodz kolokacije se sastoji u sledecem. izaberu se
talke Xi, X4 e (a,b), 1 = I,n, - tafke kolokacije i iz us-
lova da se funkcija R(x Cl""’ C ) apulira u tackama ko-
lokxacije odredujemo koeficijente Ci' i = 1,o, Ka ta] ne-
%in dobijamo sistem linearnih algebarskih jednalina

(2 17 ) R(Ii, 1,---,0 ) - 0 i = 1 n,

za odredivanje koeficijenata C., i = 1,n.

Osnovni problem kod primjene metode kolokacije je 1z-
bor tafaka kolokacije. Ponekad se za tadke kolokacije uzi-
maju talke ravnomjerne podjele intervala (s, b), a ponekad
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nule nekog specijalnog polinoma.

Primjer 11. Metodom kolokacije rije3iti sledeéi grari-
¢ni problem |

| vy xy+y=2x, y(0) =1, y(1) =

RjeSenje: Neka su redom ba31sne funkeije u (x) = 1 - x,

(x) = x(1 - x), uz(x) = X (1 - X), ug(x) x3(1 - x) i

1 1

tacke kolokacije x4 =3 X, = Xy = o O¢igledno, bazisne

o
L]

funkecije su linearno nezavisne 1 zadovoljavaju uslove
(2.13.) i (2.14.). RjeSenje graninog problema traZimo u ob-
liku . | | o _
y(x3 = (1-x) + Cx(1-x) + C,x°(1-x) + C;r(1-x).
Zemjenom y(x), ¥ “(x), ¥°°(x) u datu DJ dobijamo
R(x,C,CpsCq) = (1-4x) + (-2+2:—3:2)Gl (2-6x+3x°-42°)C, +
| (6:—121 +413-5:4)C

U talkama kolokacije imamo
203 c

n(-,cl, 3)_—__0-1- (- 15)01*‘362"'56 3=0
R(-—,C .Co 03)--1 + (=1 Ioey +(- %)Cz‘* Tg' Cy =0
R(z-cl- 2:03) =2 + '_(_"E's')cl +H= e, (- 220520

11 | |
1203 C4 + 160 C, - 432 C; = O
3C4- 36C,~- 28Cy =16
-549 C4 - 640 C, - 560 C; = 512.

RjeSenje ovog sistema je: C, = -13.233, C, = 7.039, Cq =
= =33, 709,”pa je rjeSenje granicnog problema

y(x) = (1-x) - 13. 233x(1-x) + 7. 03912(1-1) -
- 33, 709:3(1-x)
11
y(x) = (1-x)(1 - 13.233x + 7.039x2 - 33.709x°).

Integralna metoda najmanjih kvadrata sastoji se u sleg=-

20.




deéem: koeficijenti C;, 1 = 1,0, u (2.16.) se odreduju iz
uslova b
(2.18.) I(CqyseeesCy) = [ B2(x,Cy,...,Cp) dx = min.

a

Da bi bio ispunjen uslov (2.18.) potrebno Jje da bude

(2.19, ) = R = 0 i=1,n.
O08igledno, (2.19.) pre&stavlja gistem linearnih algebar-

skih jednadina; rjeSavanjem ovog sistema doblijamo koefi-
cijente Cy, 1 = i,n. |

Prlmjer 12, Integralnom metodom naamangih kvadrata ri-
jeSiti sledeéi granicni problem

, r

v’ + xy° - 3y = 4x, y(0) = 0, y(1) = 2.

Rjesenje- Neke su redom bazisne funkcije u (x) = x(x + 1),

1, (x) = x(x - 1), u,(x) = x 2(x - 1. Raesenje granignog
problema trazimo u obliku

y(x) = x(x+1) + C x(x—l) + C, 2(:—1)
Zamjenom y(x), ¥ (x), vy’ ‘(x) u datu DJ dobijamo
-R(x,cl,cz) = (2-6x—x2) +-(2+2:-12)C + (-2+8z+x2+13)02.

Za odredivanje xoef ficijenata C1 i C, na osnovu uslova

(2.18.), odmosno (2.19,), imamo sledeci gsistem linearnih
algebarskih jednalina |

1af -_-.Ifl' R :::_3_6_ 231 22_.

28 Sy P, EFFT OG0 1570
1 0 1 |

'}.E:ﬁ B g = 1T o , 1667, _ 21T _ 4
2 3Cs ¢ : 2Cs x =% * 052" T30 "

111

216 C, + 231 C, = 184
1617 Cl'+ 3334 02 = 1839,

odakle Jje -
c. = 165547
1 =

= 0.4776, C, 3095613 _ o,5796,
346617 5341182




pa je trazeno rjesenje

| y(x) = x(x+1) + 0.4776x(x-1) + O. 5796:2(x-1)
Sili : |
y(x) = 0.5224x + 0.8980x° + 0.5796:3.

~ Ako umjesto uslova (2.18.) za odredivanje koeficlje-
nata Ci, i = I,n, uzmemo usloV'minimuma kopacne sume

(2.20.) IH(C{]_,...,C ) = ER (x ,01,...,0 ) =

| gdje-je xj, j = 1,N, H;;n, dovoljno gust skup tacaka od-
‘gsjedka [a,b] , onda imamo talnu metodu najmanjih kvadra-
ta. Da bi bio 13punjen uslov (2 20.) potrebno je da bude
(2.21.) = =2 R =0, i=1I,n.
I aci

b

- OEigle&no;.(2.21.)'predstavlja sistem linearnih algebar-
skih jedna&ina, tzv. sistem normalnih jednalina; rjesa-
vanjem ovog sistema dobijamo koeficijente C;, i = 1,n.

. Primjer 13, Tafnom meiodom najmanjih kva&rata rije—~
151ti glededi granicni problem |

Yy 4xy -2y =2, y0) =0, 31 =
RjeSenje: Neka su redom bazisne funkcije u, (x) = x, 1(x)-
x(x-1), u,(x) = x° (x~1). RjeSenje trazimo u obliku

| ¥ (x) = x + Cyx(x-1) + sz (x-1).
Zamjenom'y(x), 3’(:) v (x) u datu DI dobijamo
R(x,07,0,) = (-2-x) + (x+2)€; + (+6x-2)C,.

Uzmemo 131 za Cvorove intervala (O, 1) tacke xj = 1@ j =1,
2,3, tada dobijamo

| R(xj, 1 2) = -2-£j-+(xj+2)G1+(13+6xj-2)02, j=1,2,3,
ili - - '
R (x; clc)_-z-xj+a¢jcl+/acz, 3-123,

gdje .‘3_3 a{.j=xj+2 /:3j 13+§xj - 2.

‘Na taj nalin imamo
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2 .

Odgovarsjuéli sistem normalnih jednadina (2.21.) je

3 % " . 3 3
21

() [l
"
O

3—2__= Jé (.—E-Ij) [bj + claédj ﬁj + 62 Jé /53

glededom tabelom dat je rafunski proces

n

g x5 2Ey | oAy | CEERP Ay 3
1l0.25|-2.2500|2.2500{ -5.0625 | 5.0625| 0.0156
210.50] -2.5000|2.5000| =6.2500 | 6.2500} 0.1250
3

: : | -18.8750 | 18.8750

- .1.5000 | -0.4844 | 0.2346 |-1.0899 | 1.0899
- 3,0000 § 1.1250 | 1.2656 2.8125 -2 ,8125
 4.5000 | 2.9219 | 8.5375 | 8.0352 | -8.0352

Na taj nain imamo - |
18.8750 C + 9.7578 02 = 18,8750
odakle dobijamo: C, = 1,000, C, = 0.000. Dekle, rje3enje
datog graniinog problema je
o oy(x) = x+ x(x-1) = x°.
Odredimo 1i koeficijente Cy4, 1 = I,n, v (2.16.) kori-

stedi slededu teoremu iz teorije opStenih Furijeovih redo-
va (Joseph Fourier, 1768-1830), koju navodimo bez dokaza

(3,
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Teorema: Neka je ui(x), i =0,1,..., potpun sistenx

funkeija s nenultom normom koje su ortogonalne na cdsje-
dku [a,b]. Ako je funkcija f(x) neprekidna i ortogonalna

sa svakom funkcijom u;(x) na odsjelkn Ja,bl , tj.

| b | |
(2.22.) f f(x) w.(x) dx = 0, 1 = 0,1,...,

a

onda je f(x) = 0 za a<x<b, dobijamo metodu Galerkina ili

metodu momenata. Naime, koeficijente C. i i= l,n,.ndreduge-
mo iz uslova ortogonalnosti funkcije R(x, Cyse-esCh ) i fun-
kcija u,(x), 1 = 1,n, na odsjedku [a,b], tj.

B . | .
(2.23.) J w(x) B(x,04,...,C) &x = 0, 1 = 1,n.
a | _. '

O¢igledno, (2.23.) predstavija sistem linearnih algebarskih

jedpacina za odredivanje koeficlaenata Gi' i=1,n.

Primier 14. Galerkinovom.metodom r13e51ti sledecdi grani—

¢ni problem | - | |
¥y - (x-l-l)y' + 2y = 2x, 3(0) =1, y(1) = O.

Bﬂesenje- Neka su bazisne funxcije u, (x) 1-x, 1(1) =
= x{1-x}, u,(x) = x 2(1-x). RjeSenje trazimo n obliku

yi(x) = (1-x) + Clx(l—x) + 021.(1-1).
“{(x) n datu DJ dobijamo'

Zamjenom y{x), 3y (x),
R(x,8,,C,) = (3-31) + €y (32-3) 4 Cp(X+3x°-8x42).

sistem linearnih algebarskih jednaclna (2.23.)

_Odgpvaraju éi
Je 1 2
o S (x—x ) R(z, +C») dx = 0

o , -
1
J (= -13)3(::,01,{:2) dx = 0

111 - . -
1027 31 31
WCZ-E_CI."E:O’




odakle je Cy = 11606, = 0. Dakle, traZeno rje3enje datog
graninog problema je
Cy(x) = (1-x) + x(1-x) =1 = xz.

¥ije te3ko pokazati da navedene metode mogu biti pri-

| mijenjene i u slucaju grani¢nog problema za LDJ n=-tog re-

da, n>2. Linearnost DJ je pri tome bitna pretpostavka, a
granidni mslovi mogu biti 1 nelinearni; bazispe funkcije
treba izabrati tako da budu zadovoljeni dati nelinearni
‘grani&ni uslovi. Ove metode mogu bitl primijenjene 1 u zlu~-
gajun nelinearnih DJ; uopsSte govoredéi odredivanje koeficlje~-

nata C;, 1 = 1,n, se svodi na rjeSavarje sistema nelinear-
rih alggbarskih_ili transcendentnih jednacina.

_c) Mstdda konacénih razlika,*

Posmatrajmo DJ
(2.24.) P(x,y,3°,7°7) =0
i granicne uslove
¢ (a,y(a),7°(2)) = O

:Gb(b,Y(b),F'(b))'= O.

Metbda'konaénih'razlika za rjeéavahje graninog problema
(2.24.)-(2.25.) sastoji se u slededemn. odsjefak [a,b] podije-
1imo na n jednakih dijelova duZine |

(2.25.)

n = b - 2 .

| n
Tatke podjele = &vorovi imaju apscise X, = ¥, + in, 1 = 0.z,
X, = 2, Xy = b. Uvedimo za x':fxi sledede oznakes y(xi) = Y4

y(xg) = 75, T(x3) = F5s P(x;,y(x;),77(x3),777(x4)) =

= E(xi,yi,yi,yif); Ako u DJ (2.24.) zax = X4, 1 = l1,z-1 ,
umjesto izveds uzmemo pribliZne vrijedrosti - kolicnike ko-
naénih razlika | | |

, Ji31 = i1
J3 = 77 °
,, V541 — e¥g v Vi1

Fi. =2 0

_!Opétiji bi bio nasi#: HMetoda mreze.

25,0




dobicemo sistem od (n-1)-ne jedratine po y;, i1 = O,n,

Fl+1'3 -1 F*+1-2Fi+yﬁ—l

(2-27-) F (11,5’ 2h y -h. h2— — ) = 0, i - l’n-l -
Za tacke X, =8 i X, = b imamo
‘-3 +4y,-37,
G (xo!y | 2 x = 01
(2.258.) 3
Y,—4Y,_1+7
(I'n'_ nl n-2)=0-.
2h

OEigledno, (c 27.) 1 (2.28.) predstavlaa gsistem od (r#+l)-ne
jednalire sz {p+l)-nom nepoznatom: ¥, Fyseess Yo

Ako je granicnl problem linearan (tj. ako F linearna
fugkeija po v, 77, ¥ i ako su Ga 1 &, lipearne funkcije
PO ¥, ¥ ). onda je dobijeni sistem lipearan, inafe je peli-
neaean. Axo je granicéni problem homogen, dobijeni sistem Jje
hoxoger, inace je nehomogen.

Razumije se da su dobijene vrijednosti For Frse-os Y
rjesSavanjem sistema jedradina (2.27. )-(2.28.) pribliZne

ijednosti rjeSenja y(x) u &vorovima x5, 1 = 0,8 (zbog to-
ga bl bilo korektnije da su drugacije obiljeZene, Dnpr. sa
Yi* i =0,n). Ako se Zeli postidi veca tacnost, onda je pri-
rodro smanjiti duZircu h, tj. povedati broj &vorova. Medutim,
vovedatje broja Evorova dovodi do povedanja broja jednacina
u sistemu (2,27.)-(2.28.). Na taj nalin imamo da se teorij-
ski dobijeno povedanje talnosti smanjuje zbog gresSaka pri
rjeSavanju dobijenog sistema jedpaclina. Umaesto toga bolje

Je umjesto obrazaca (2,26, ) uzeti tadnije obrasce, na pri-
mier

y: S22 F SVg4g - 8711 * T4op
i 7 _
| 12n
(2.267)

Ako se koriste obrasei (2.26.), onda imamo obiZnu me-
todu-konanih razlika; ako se koriste obrasci (2.26.) onda

26.




imamo poboljSanu metodu konacnih razlika.

Ova metods moZfe biti primijenjena i u slunéaju BJ n-tog
reda, n>2; potrebno je izvode zamijenitil odgovarajuélm ko=
li¢énicima koracénih razlika, XNpr. ako je u pitanju DJ tredeg
reda, onda imamo i

voe Tiap T 341 * 2Ty 7 V30
oho

'y

114
~Y1,3%87 4,0 137541415751 Byi 2*31-3

Bh3

r r o’

J o

U opStem slucaju imamo za k parno

o (k)' 1 k |
Yi ;k A 31_ % ’

a2 z& k neparno

yik) m% '::k( ékyi_ E"!'l + Akyi_
Ilustrujmo metodun sledeéim primjerima.-
Primjer 15. Obi&nom metodom konalnih razlika ri;esiti
slededi granicni problem |
| vy’ + y+ X =0, y{O) = y(1) = 0, h 0.2.
RjeSenje: Iz graniinih uslova imamo Jo = C 1 Vg = 0; odgo-
varajuéi sistem jednacira je

32 '_231 + 0 o _
e 7S + ¥, + 0.2 = 0
(0.2)° |

k-1 ) -
2

Y3 = 29 * 73
e + Yy +0.4=0
(0.2)° €

zﬁt- 2y3 * y---2-4-1- Y3 + 0.6 ; 0
(0. 2)

9 - 2 + v
_____3i__§_2 + 34 + 0.8 = 0.
(0.2) : _

RjeSavanjem ovog sistema dobijamo

_27.




x| o 0.2 0.4 0.6 __ 0.8 1
y | 0 0.03610 0.06278 0.07102 0.05250 0

Poredenja.rédi navedimo numericke vrijednosti tadnog rjede~ _
pja y =8inx/ 8inl - x |
| 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0o___ _
0 0.03611 0.06281 0.07106 0.05256 O

x |
y |
Primjer 16. PoboljSanom metodom konadnih razlika rije-
3iti slededi granicni problem
v  -xy° + 2y =0, 10y(-1) + y°(-1) = 10, 1l0y(1) - 3°(1)=
= 10,_.h_=.0.5- | |
Rjesenje: Odguvarajuéi sistem linearnih algebarskih jednaci-
na u sredenom obliku je - | |
7y, + 4591 - T2 10
'7:5' - 12y, + 973, 0
Y - 1631 + 24y2 - 16y3*+ Tq = 0
9y, - 123'3 + 734 =0
| 32 4y4 = Ty, = 10,
ra Jje rjesenje granicnog problema

I

¢

x | -1 —0.5 _ o____ o, 5 1 .
y | 3.7500 5.0000 3.7500 O

Primaer 17 Rijesiti slededéi homogenl granlcni problem
¥+ axy =0, y(0) = y(1.5) =0, h = 0.5.

RjeSenje: Odgovarajuci sistem linearnih algebarsklh jedn301-
na u sredenom obliku je |

35+ (0. 533 - 2)y1 0

Iz uslova za postojanje netrlvijalnog raesenja ovog sistema

[ 1 0.5%a -2

054 -2 1
dobijamo jednalimu -

X - 242 + 96 = 0. |
RjeSenja poslednje jednacline .11I=_18.93'i 12 = 5,07
predstavljaju dvije sopstvene vrijednosti zadatog homogenog
granicnog probliema - Sturm-Liuvilovog problema, QOdgovaraju-
ce sopstvene funkeije su y(x,18.93) i y(x,5.07); numerilke

= 0

=b6.




vrijednosti ovin funkcija se mogu odreditil iz posmatranog
homogenog sistema algebarskih jedr:Cina.
Primjer 18. Rije3iti sledeéi granicni problem

yu_l-l-x

y =0, F(O) = 1, 3(9@) = G, h = 0.5.
2+ X

RjeSenje: Iz diferencne jednacine

Y41 - 231 * Fi1 1+ 4n

0.5 2 + ih |

redom radunamo y,, F3.,e.- U funkciji od y4. S obzirom na

drugil graniéni uslov moZemo staviti da je y, = 0 i na taj
nadin dobijamo niz aproksimacija za y,.

y; = 0, 1=1,2,...

A ¥, =0
Yo, = 2,15y, - 1 y, = 0.465
Jq = 3.6583y, - 2.1667 ¥, = 0,593
Y4 = 5.82007; - 3.,7202 ¥, = 0.6392
Y5 = 9.0728y; - 5.9714 y, = 0.6582
Yg = 14.090y, - 39,3836 ¥y, = 0.6660
¥, = 21.925y; - 14,672 y, = 0.66%2
Jg = 34.245y - 22.961 y, = 0.6704

Primjena ove metode u slucaju nelinearnog granicnog
problema je moguca ali je povezana 8 dobro poznatim tesko-
dama rjeSavanja pelinearnih sistema algebarskihn jednafina.




3, - PRIMJEFA METODE OSTATAKA N4 RIESAVANJE GRA-

e = IO N A e e e e e

NICNIE PROBLEMA OBICNIE DJ

U 2.a) je pokazano kako se rjeSavanje granlicnlh pro-
blema obidnih LDJ n-tog reda moZe svestl na rjeSavanje
jednog nehomogencg Kosijevog problema i (n-1) homogenog
KoSijevog problema. Za rjesavanje odgavarajuélh Kosijevih
problema moZe bitl primiaenjena bilo koja od poznatih me-
toda - $to predstavlja nov problem. Ovdje demo pokazatl
xako se na granidne probleme DJ moZe primijenitl metoda
ostataka razradena u [1] , posebno na linearne 1 posebno
na nelinearne granine probleme. Bide posmatrani i neho-
mogeni i homogenl graniEni'problemi. Rjeéenjé odgovaraju-
'ih_Ko%ijevih;problema_éemo-traiiti u obliku Tejlorovog
reda.

a) Linearni gganicni Eroblemi. | .
1) Svodenje mna dva 1li vise Kosijevih Eroblema.

Posmatrajmo slgdeéi graniéni problem

- (3.1.) Liyl