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YBOJ|

CpenmoImKoICKu cucteM je Beh roguHamMa Mera pa3sHOpa3sHHX KPHUTHKA CTPYdYHE
jaBHOCTH. MHOTE CTBapu y TOM CUCTEMY HHUCY OHaKBe KakBe Ou Tpebano na Oymy, anu ce
UCTO Tako Beh roToBO JBe JeleHHje Y HheMy HUllTa He Mewka. CBH ce YBEK KpHjy H3a
(hI0CcKyna Kako je rpaauBo MPeoOUMHO, KaKo je IJIaH ¥ IporpaM HeaJeKBaTaH U CIIMYHO,
aJli Ce PETKO KO TPYH Jia MaKap y JOMEHY CBOT pajia HEIlITO U TIPOMEHHU.

Ox cBUX IIKOJCKHX TpeAMeTa, cMaTpaM Ja je MaTeMaTuka yOeaJbHBO
HajJHEOMUJbCHH]a, Kako Mehy hamuma, Tako u mehy oapaciaum Jpyauma y CpOuju. Jako
Masid Opoj CpenmOIIKoyala ce MaTeMaTHKOM OaBH BHIIE HETO IITO 3aUCTa MOpa, a
HEPETKO C€ W CpeAme IIKOoJe Oupajy Mo TOMe TJie MMa HajMame Maremathke. To je
3ancra 3a0pumaBajyhe, anmu cMatpam naa je jomr Behw mpoOieM IMTO 4aK U OHU KOjU
MaTeMaTHIM 1ocBehyjy BHIllE MaXKike, TO HE paje Ha, 10 MOM MHUIUBCHY, aJeKBaTaH U
KOPHCTaH HA4MH.

CpemOoIIKOJICKU TIpodecopr MaTeMaTHKE PETKO Kaja jKelie Ja ce YIylTajy y Ouio
KakBa TCOpHjCKa pa3Mmarpama, Beh ce moHamajy kao mpodecopu KyJlMHApCTBa — Jeiie
pelenite 3a W3pagy 3amaraka. Tako HacTtaje Beiawku mpoOieM. Komuko cMo camo
(dbopMyIia HAyYWIH Yy CPEh0j IIKOJIM a JIa HaM HUKO HHje PeKao ofakie Te GopMylie U
300r vera one Baxe. Kaga cmo ynucanu Matematuuku akyireT, mpodecopu Cy TEKUIH
Ja Hac HayYe HEKMM 3HAaTHO KOMIUIMKOBaHMJUM CTBapuMa, cmarpajyhm nma Te
CPEAOIIKOJICKE ,,TPUBUJATHOCTU " T0OPO 3HAMO.

[Tohu hy on cBor mpumepa. 3aBpIIMO caM NPUPOJAHO-MATEMATHYKH CMEpP THMasHje
KOja je 1o CBUM UcTpaxuBamuMa Mehy 6osbuma y Cpbuju, uMao caMm cjajHy npopecopky
MaTeMaTHKe, TOJMHaMa caM OJJIa3uo Ha JOAATHY HACTaBy M3 OBOT MpEIMeTa, Kao U Ha
CBa TakMHU4Yewa. Wmak, ¥ mopea cBera OBOra, Kaja caM CTHrao Ha MpPBY TOAUHY
MareMaTiukor QaxyiTrera CXBaTHO CaM KOJHMKO je MOje 3Hambe MaTeMaTHKe 3aIpaBo
CBEJICHO Ha pelllaBame TUIICKUX 3ajaTaka. Hujenan jenuHM A0Ka3 HHCAM yMeo caM Ja
M3BE/IEM U3 MIPOCTOT PA3JIora jep MU TO HUKa/la HUKO HHje I10Ka3ao.

EBo jeaHor mpuMepa: cBako OJf HaC C€ MHOTO IyTa CycpeTao ca MoTpedoM Ja peru
HEKY KBaJpaTHy jenHauuHy. CBM MH, 10 ayToMaTH3My, OJMax IOTEXEMO 3a J00po
MO3HATUM O0pacIeM 3a M3padyHaBame pelliemha KBajapaTHe jeaHaunHe. Ty dbopmyny cy
HAC HAyYWIN y IPYTOM paspely Cpelbe IIKOJIE U MH CE TaJa HUCMO IPEBHUIIE MUTAIN
ojakie Ta ¢popmyna, Beh cMo BepoBaiaM Ha ped HamMM npodecopuma. JlaHac, kaga cMo
Ha MOYEKY PagHOT BEeKa, MO)KEMO HACTABUTH IO MCTOM NMPHHIMUIY U AATH OBY (HOPMYITY
ydeHHMIIIMa 0e3 MKaKBOT 00jallmbera, UM Ce MOXKEMO MOTPYAUTH Ja YUYEHHKE 3aucTa
yoenumo 1a oBa ¢opmysia uMa Oail TakaB OOJMK M J1a TO HHje HEKO TE€K TaKO CMUCINO
Beh je oHa mocieauIa Hu3a JOTHUKUX Kopaka. OBO je caMo jeJlaH O MHOTO ITpUMeEpA.

Tema oBor pana cy, jeIHOM pedjy, J0Ka3u. JacHO je Jla CPeaOIIKOJICKAa MaTeMaTHKa
He MoXke OuTH Oa3upaHa Ha JOKa3MBamky TEOpeMa jep je BeoMa Maiu Opoj ydeHHuKa
CIpEeMaH J1a UCIPaTH TakaB HA4YMH paja, ajii, ca JApyre CTpaHe, He CMEMO 3aIll0CTaBJbaTH
HampeaHU]y JIelly ¥ OCTaBJbaTU UX 0e3 o0jalllkbemha 32 MHOTE MaTeMaTHYKe TeopeMe Y3
pedeHuLy ,.BepyjTe MM Jla TO BaXu‘. MaremaTuka je XapMOHHYHA CpelulHa y KOjJy
HUjenHa (opMyia HHje TeK Tako cTurjia Beh je mocienuia pazIuuUuTHX JOTMYKUX
3aKOHUTOCTH. AKO C€ OTpeIeMMO 32 TIOTIIYHO N30CTaBJbamke JI0Ka3a , Kako JaHAaC MHOTH
npodecopu paje, KoJ ydeHHKa ce CTBapa YTHCAK J1a jé MaTeMaTHKa MOTIYHO alcTPaKkTHA
HayKa ¥ YUTaBO JIOTHYKO IIAPCTBO KOj€ BIaja y H0j MOYHHE J1a Ce ypyIlIaBa.



Muoru he pehu ma cy noka3u HCyBHINE CYBOMApHU U TEIIKO Pa3yMJbUBH JIEIU U
nonekse he 6utu y npaBy. Mmak, He IOCTOje caMO TaKO3BaHW YUOSHUYKHU JI0Ka3u Beh 3a
MHOTE€ TeOpeMe IMOCTOje M MHTEPECAHTHE WIIyCTpaIije Koje Ou nery yoeaune y BaKeme
onpehenor TBphema. HapaBHo, He Tpeba oTuhu HU y IPyry KpajHOCT M OYCKHUBATH Ja
npodecopu cBaky GhopMyIly U3BOJIE WIH CBaKy Teopemy n0kasyjy. IIpodecop je Taj koju
Tpeba /1a MPOICHM IITa OM Bajballo JI0KA3aTH jep CE Ha Ta] HAYMH KOJl YUYCHHKA pa3BHja
JIOTHYKO MUILBEHE, TO he UM y ajbeM IIKOJIOBamkYy, Ma KOJUM ITyTeM KpEHYIH, OUTH
0J1 BEJIMKOT 3Hayaja. Jpyru BakaH edekar Koju ce IMOCTHKE Ha 0Ba] HAYMH j€ Taj IITO Ce
YYCHHIIM HETIPEKUIHO ,,IIeTajy* KpOo3 YMUTaBO TPaJuBO MAaTEMAaTHKE M HAa Taj HAYHMH je
nporiec 3a00paBibarma CBEJICH Ha Mamby MEpY.

Benuku mpoOiiemM je U YMIbEHUIIA J1a CACBUM CHTYPHO HU BEJMKH OpOj MOjUX KoJera
HE 3Ha Jla JIOKa)Ke MHOTE Ba)KHE TEOPEME jep e MPOCTO TroJUHAMa HUCY CyCpeTald ca
norpeboM na To ymHe. M Ty MoOke HacTaTh BEIMKH TpoOJieM, ako OW HEKO Jere
3aTpakuiio o0jalimee 300r yera Ou, Ha MpUMep, aAulKroHa (GopMylia Mopala Ja uMma
0amn oHaKaB OOJIHK.

OBaj pax mpenctaBsba ckpaheHu mperiieq cBUX obnacTu anrebpe U aHanHu3e Koje ce
o0Opahyjy y cpeamuM mkoidama. Y HBEMy Cy HU3/IBOjeHE HAjBaKHH]jE TEOpeMe Kao U
BUXOBH JI0Ka3u. Tpyauo cam ce Ja TeopeMe Oyay IITO Pa3HOBPCHHU)E, O OHHX KOje ce
M3BOJIE NPOCTHM padyHameM IPEeKO TAaKO3BaHMX JO0Ka3a y JIBa cCMepa, Ma CBe [0
KOMIUIMKOBAaHMX TeopeMa 3a 4Hje pa3yMeBambe je IMOTPEOHO JIocTa 3Hama W
KOHIICHTpaIH]e.

Tpeba jour HarnacuT Aa y paay CUTYpHO HUCy oOyxBaheHe Oarll cBe TeopeMme Koje ce
MOTY II0jaBUTH y CPEAOIIKOJICKOj MaTeMaTHIi. Heke cam CUTypHO M30CTaBHO, Al OHE
KpYIHjaJIHE CY UITaK OBJIC.



| YBOJAHHU ITIOJMOBH
1.1. JEOUHUIIMJA, AKCUOMA, TEOPEMA

On Benuke BaKHOCTH je Ja Cce YYeHHMIHM Beh Ha MOYETKY CpEeAm-OLIKOICKOT
oOpa3oBama YIO3HA)y ca TPU OCHOBHA MaTeMaTHYKa TEPMHHA Ka0 M Ca HUXOBHM
3HauemeM. YecTo ce JemaBa Ja YYCHHWIM HHM Ha Kpajy Cpeime IIKOoJIe He yMejy Ja
olpene pa3uky uzMely AepUHUIM]Ee U TEOpeME, a TO He OM CMeJIo Ja ce JelaBa.

Jedununuja je peyeHuIa Koja HAC YIIO3HAje ca HEKUM HOBUM IIOJMOM U OOQjallmbhaBa
HaM Koje 0COOMHE Taj I0jaM UMa M IITa ra Kapakrepuiie. Ha npumep, Ha IOYETKY IPBOT
paspena cpenme mKoje AeuHHIIe ce ojaM NCKa3a Kao peueHHIIe KOja UMa TagyHO jeTHY
UCTUHUTOCHY BpenHoct. Jlaknme, aeduHMIMja HAM Jaje  ofjalImeme O HEKOM
HOBOYBEJICHOM I10jMY.

AKCHOMA je MaTeMaTHYKO TBpheme Koje ce He JoKa3yje. 3a pa3uky oj aehuHHImje,
akcuomMa HE YBOJIM HHKakBe HOBe MojMoBe Beh uckasyje onpehene ocobune Beh
neuHrcaHux mojMoBa. Hajounrnennuju mpumep Om Ouie TEOMETPHjCKE aKCHOME ca
KojuMa ce aena cycpehy Beh y mpBom paspeny. Ha mpumep: cBake aBe pa3nuuure Tadyke
onpelhyjy TadHO jenHy MpaBy.

Teopema je MmaTemaTHuKO TBpheme Koje ce nokasyje. [lo ¢popmynanuju je ucTo Kao
aKCHOMa aJi € OHO MOJKE JIOKa3aTH.

Hekwu ayropu ymecTo nojma Teopema kopucte nojMmose Tepheme win cras. Tu nojMoswy,
Yy MaTeMaTUYKOM CMHCITY, IMa]y UCTO 3HAYCHE Ka0 U Teopema.

Taxohe, Herge ce Moxe cpectd u mojam Jiema. To je HEKO MOMOhHO TBphemwe Koje ce
KOPHUCTH TPWIMKOM JOKa3WBama Heke Teopeme. Jlakie, 1Mo CTPYKTYpH je CIUYHO
TEeopeMH, J0Ka3yje ce, ajli UIaK HeMa TOJIMKU 3Hayaj Kao cama Teopema.

[TocTojame akcuoma ce MOKe ONpaBJaTH YHHEHULIOM J1a 0e3 BuX He Ou Ouio cMucia
UIITa J0Ka3uBaTH. MopaMo MMaTH Heke MovyeTHe MH(popMalHje 3a Koje ce 3Ha Jja Baxe
(axkcmomMe), Te Ha OCHOBY HWUX U Je(PUHMIIM]a MOXEMO H3BOAMTU Jlajba CIOKEHHja
TBphema (Teopeme).

1.2. JOKA3HU - ®OPMAJIHU U HE©@OPMAJIHU

Kao mTo cmo Beh pekim, maTeMaTHUKO TBphemwe Koje ce Jokasyje je Teopema. lllra
3Hauu Joka3aTh Heky Teopemy? Kako ce To panmu? Ha oBo murame peTko Koju
CpeAmOoIIKoIal O yMeo Aa Ja TayaH oArosop. Mako cy TeMesbu MaTeMaTHKE HacTajalu
yIIpaBO Ha IIOCTaBJbalkby TEOpeMa M FHHXOBOM JOKa3WBaWy, JaHAIlka HacTaBa
MaTeaMTHKE Y CpeIlbUM IIIKOJIaMa ce Oa3upa Ha HEKUM JIpyruM (yHJaMEeHTUMA.

Xajne mpBo na o0jacHMMO IITa 3ampaBO 3HA4YM Jl0Ka3aTh HeKy Teopemy. [IpBa
acolyjanuja IpUIKKOM IIOMEHa pedn TeopeMa cBuma je ITutaropa u merosa TeopeMa o
MpaBOYTJIOM Tpoyriy: ,KBazpar Haj XuNOTEHY30M jeqHaK je 30upy KBajpara Hal
KareTama npaBoyrior Tpoyria.” Kako noka3atu oBo TBpheme?
3amka y Kojy ce Hajuenrhe ymaaa mpuinKoM MOKYyIaja ga ce HEKO TBpheme ToKaxe jecte
Ja ce Hal)e HEKU MpHUMeEp 3a KOjU MOCTABJHEHO TBphEmEe BaXXKMU U Jla C€ Ha OCHOBY TOr'a
3aKJbYYH Ja je (hOpMYIHCaHO MPABWIO YBEK TaYHO. Y OBOM KOHKPETHOM CIIy4ajy, TO OH
3HAa4YMJIO J1a ce Hal)e HeKU MPaBOYIJIM TPOYTao, Jla ce U3MEpH AYKHHA HErOBUX CTpaHUIA
W JIa Ce 3a Te KOHKPETHE Mepe MpoBepr TayHOCT TBphema. HakoH mTo ce ucmocraBu ia



je TBpheme TauHo, MOTJIM OMCMO J1a ra TeHepalu3yjeMo Ha OMIIO KOjU JIPYyTH MPaBOYTIIH
Tpoyrao. OBO je HapaBHO MOIPEIlaH IyT.

JlokazaTu HEKy TeopeMy 3Ha4yM I0Ka3aTh Jla jé OHa yBEeK TauyHa HE3aBUCHO Of u30opa
eneMeHata koju ¢urypupajy y woj. Jakie, Ilutaropuna teopema Baku 3a OWJIO KOJU
MPaBOYIJIM TPOYrao a HE caMo 3a HEeKH u3abpaH. JacHO je na Huje Moryhe HpoBEpUTH
TBpheme 3a CBaKku MPaBOYIJIM TPOYrao jep MX MMa OECKOHaAYHO MHOIO Ila ¢€ MOpPaMo
MOCTYKUTH HEKOM JIPYTOM METOJIOM 3a JIOKa3HBambe OBE TEOpPEME.

Jloka3 je pacyhuBame TOKOM KOjer ce yCTaHOBJbaBa MCTUHUTOCT WJIM MOTPEHIHOCT
HEKOr TBphema (Teopeme). Y IOKa3MBamy TEOpPEME CE OCIakbaMO Ha aKCHOME WIIH
paHUje JoKa3aHe TeopeMe M03uBajyhul ce mpu ToMe Ha JePUHUIH]je TT0jMOBA.

Ca nmpyre cTpaHe, Kaja XeIuMO Ja JOKaKEMO Jla HEKO TBpheme He Baku, Taja je
JIOBOJbHO YOUHUTH CaMoO jelaH npumep (T3B. KOHTpalpHMep) 3a KOjU IOCTABJHEHO
TBpheme HIje TAUHO U Ha OCHOBY H-€Ta 3aKJbYUUTH J1a TBPhEHhEe HE BaXKU YBEK.

Jlokaze MOXeMO MHOJENUTH Yy JIBE BeJMKe rpymne. Y mpBoj Ipynu Ou Ouiu mpaBu
MaTeMaTHYKH JIOKa3u U TO Cy jeMHHU MOTIIYHO MCIPAaBHU JOKa3M Teopema. [lakie, To cy
J0Ka31 Yy KOjUMa ce KOPUCTE MCKJbY4HMBO nepuHHIMje U Beh [oKa3zaHe TeopeMme.
Mehyrum, Beoma decTo cy popmarHu To0Ka3u oJpe)eHuX TeopeMa MPEBHIIE TEUIKH 1
6u ux geua morna pazymerd. Crora nocToje ¥ HEeITo Mambe (HOpMalHU J0Ka3U KOjU CY
Hajyemhe pa3yMJBUBHJU CPEAHOMIKONIHMMA. 10, Ka0 IITO CMO PEKIH, HHUCY CTPOTH
MaTeMaTHUYKH J0Ka3u Beh BUIlle HEKE WIYCTPalllje U CIMKOBUTA 00jallliberba Koja CIykKe
na yOezie Aeny y UCTHHHUTOCT ofpel)eHnX TBphema Mako ce ca MaTeMaTHYKOT TJICAMINTA
HE MOry cMaTpaTH ,IpaBuM® pgoka3uMa Teopema. JlemaBa ce Ja y TUM
M0jeTHOCTAaB/LCHUM JIOKa3uMa HEKH CIHENHjaHU CIy4ajeBH He OWBajy pa3MOTPEHU H
cIMm4yHO. MehyTum, ¥ TH HENOTITYHU J1I0Ka3u Cy O0JbM HEro HUKAKBH JTOKa3H.

Ca meronuyke cTpaHe riieaHo HajBehn mpomamiaj je u3ahu mpen ydeHHKe ca HEKUM
TBphemeM 0e3 ja IMaMo Ha4uMH Ja Jieny yoeauMo y TauHocT Tor TBphema. U kana nokas
HUJ€ CaCBUM MaTeMaTHYKU KOpEKTaH (OJJHOCHO HHje cToro (opMainaH), yueHUu To Hehe
3HaTH jep HUXOBO MAaTEeMAaTHYKO 3HAIE jOII YBEK HHMje HAa TOM HHUBOY. AJIM M TaKaB
,,HEMOTHYH" f0Ka3 he y ydeHHYKUM o4rMa u3a3BaTH ocehaj /1a ce paau o TBphewy Koje
jé TOTHYHO JIOTUYHO M ouurieaHo. HM3ocTtaBbame JA0Ka3a (WIM HEKOr JApYyror
MOTKpeIybema) oapeheHor TBphema N0JaTHO MHUCTH(HHUKYje MOHAKO JOCTa arCTPaKTHY
HayKy KaKBa je MaTeMaTHKa.

Ako mocmarpamo (opmanHe JJ0Kas3e, MOCTOJU HEKONMKO Hajuyemrhe kopuirheHux
MeXaHu3ama 3a JOKa3uBambe MaTeMAaTHYKUX TeopeMa M O TMM MeXxaHu3Muma he OuTH
BHUIIIE PEYH HELITO KaCHU]JE.

Ca gpyre crpaHe, JOKa3e MOXEMO IOJEIUTH Ha JEJHOCTaBHE M CIIOKEHE.
JenHoCcTaBHO [OKa3uWBamke TEOpEME pajud Ce€ TAaKO IITO c€ KpeHe oj JeduHunuje u
kopuctehun Beh mo3Hara TBphemwa TexHMO aa gohemMo 10 KesbeHor pesynraTta. Kox
CIIO)KEHHX JI0Ka3a ce KOPUCTE pa3HH MOMONHHM €JIeMEeHTH, ACPUHHILY HOBU O0jeKTH U
cimyHo. OBakBa BpCTa JI0Ka3a jé MHOIO HHTEpeCaHTHHja jep Huje npeasuauBa. OHO 1ITO
je mehyrum mpoOeM KOJ OBaKBE BPCTE JI0Ka3a jeCTe IITO aKo HE BUIMMO HJIE]y J0Ka3a
TEIIKO J1a OMCMO caMM yCIIeNH J0 e Ja JoheMo.



1.3. UMIIVIMKAIINJA U EKBUBAJIEHIIUJA

JlBe normuke omeparnuje 0e3 kojux O6u Ouno Hemoryhe Qopmuparn mMareMaTHUKe
TEeopeMe jecy MMILUIMKaIMja U ekBuBalieHIHMja. OcBpHYheMo ce cajga yKpaTko Ha HbHX,
KaKo OMCMO KacHHje MOTJIH J]a UX KOPUCTUMO 0€3 JOJaTHUX 00jalImbemna.

NMrmukanuja ¥ eKBUBAJICHIIMja Cy JIOTUYKE OIEpaIlfje Koje Cy O] OrPOMHOT 3Havaja
y 4YMTaBOj MaTeMaTuiu. Bemuku Opoj BaXKHHX TeopeMa, Kako airebapcKux Tako M
T€OMETPHU]CKUX, Y OKBUPY CBOje (popMyIalije caapKu JeIHY O] OBE JIBE OIepalinje.

AKO ce HEKMM HCKa3uMa P M ( NPHIPYXU Olepanuja MMIUIMKaluje, 1001ujaMo HOBH
ucka3 obnmuka P —=(. [locroju BuIIe HaUMHA HA KOj€ CE OBAj UCKA3 MOXKE MPOYUTATH.

EBo Hekux:

1) Axo p onpa q;

2) p umrIuMIMpa q;

3) U3 wuckasa p ciean uckas g;

4) Wcka3 p moBiiauu McKas (;

5) p je moBosbaH ycIoB 3a (;

6) Qje norpebaH ycioB 3a ...
Tpeba ce jomr moxaceTwTH Aa je MCKa3 P—>( HETa4yaH jeMHO OHJA KajJa je MCKa3 P
TayaH, a MCKa3 (] HeTayaH. Y CBMM OCTaJMM CJIydyajeBMMa HaBeJCHA MMIUIMKAIHMja je
TayvHa.
MHoro je TeopeMa Koje y cebu caapike “‘CKpHBEHY UMIUIMKAIH]y. Y HacTaBKy OBOT paja
heMo ce MOCBETUTH HEKUMA O]1 FhHX.

[Tornenajmo, ca qpyre crpane, onepanmjy eKBUBaJCHIMje. AKO ce HEKUM HCKa3uMa P
U ( OpUIpYKU omepaiyja eKBUBaJeHIHje, 100MjaMO HOBHM HCKa3z oOJIHMKa P <(.
ITocToju BuIlle HAUMHA HA KOj€ Cc€ OBaj MCKa3 MOXke MpouynTaTH. EBo HeKkux:
1) Wcka3 p je eKBUBaJICHTaH HCKa3y (;
2) P axo M camo ako (;
3) Ako p oHzma ( u OOpHYTO;
4) p je motpebaH U TOBOJHAH YCIIOB 3a (...

Cagna Ham mpeocTaje Ja morjieaMo KakBe Be3e MMa OBO IITO CMO HaBeJH ca JoKa3uMma
MaTemMaTHukux Teopema. [lornenahemo caga 1Be KOHKpETHE TeOpeEMeE:

Teopema 1: Heka cy a,b,c mpousBosbHu mpuponHu OpojeBu. Tama Baxu: ako a|b wu

b|c onma ajc.

[IpeBenumMo caza oBy TeopeMy Ha je3UK MaTeMaTH4Ke JIoruke. To Ou u3rieaano OBako:
(a,b,ceNAalb aAb|c) = alc

Jloka3 oBakBOT TBphewa (He caMO KOHKPETHO OBOT Beh MHOTHX KOja Cy OBaKBOT OOJIMKA)

ce W3BOJAM HAa HAUYMH Ja MU KOPHUCTUMO OHO IITO HaM j€ JaTo Ha JIeBOj CTpaHU

UMIUIMKAIMje, U Ha OCHOBY TOra W HEKUX ApPYTUX, OJl paHHje IO3HATUX TBphema,

JI0Ka3yjeMo Ja Bau TBpheme ca JecHe cTpaHe. AKO yCIieMO y TOj HaMepu, MOXKEMO

pehu na je TBpheme noka3aHo W na je a|C mocienuia ymmeHuna a,b,ceN, alb u

blc.



[Tornenajmo cana aApyru mpumep:

Teopema 2: Tpoyrao ABC je mpaBOyriu ca MpaBUM yriioM y TemMeHy C ako U caMo aKo
Baxu | AC [ +| BC [*< AB .
AKo OBy TeopeMy 3allMIIEMO jEe3UKOM MaTeMaTHYKe JIOTMKe, OHJAa OuW TO OBaKo
U3IIIEAANI0:

Tpoyrao ABC je mpaBoyrnu (ca mpasum yrioM y C) <> | AC|> +| BC[’=| AB|
VYkonuko OMCMO cajla OBy T€OpeMy HNOKYIIAIM Ja JOKaKeMO, TO OMCMO ypaJuiu y /1Ba
Kopaka. Beh cMo Harmacunm Ja Mcka3 P <> ( 3HauM ako P oHpa ( u obpuyro. To,

JAPYTUM peYrMa 3HAud J1a C€ OBO TBpPhHeme MOKE pACTaBHTH Ha J(Ba Apyra TBphema U TO
Ha ciaenehy HauuH:

1) Tpoyrao ABC je npasoyrmu(ca npasum yrioMm y C) = | AC | +| BC|*=| AB[

2)| AC|* +| BC [’ AB|* = Tpoyrao ABC je npasoyrmu(ca npapum yriaom y C)
JlpyruM pedrMa, eKBHBAJICHIM]a j€ UMIUIMKANMja y JABa cMepa. To 3Ha4w J1a OM Hajupe
MOpadM Ja JOK&KEMO Jia 3a CBakd [PaBOYIIM TPOYrao BaXH pejanuja
| AC|* +|BC[’=| ABJ’, a 3aTuM 1a YKOJHKO BaXM Ta peNalyja, MOCMATPaHH TPOYrao
jecTre mpaBOYTIIH.

Ja pesumupamo: TBpheme A= B mokasyje ce Tako mITO MPETIIOCTABUMO JIa j€ YCIIOB
A TadyaH W Ha OCHOBY TOra JoKa3zyjemo 1a Baxu u B. Tepheme A< B “paszbujamo” Ha
nBa Mama TBphema: A= B n B = A u nocrymamo kao y mpBoM CIIy4ajy.

1.4. HEKA ITPABUJIA JIOTHYKOI 3AK/bYUHUBAIBA

Huje moryhe y HajmmpeM cCMHUCIy HaydyUTH MEXaHH3aM 3a JOKa3HMBamke OMUIIO KOje
MaTeMaTHYKe TEOpeMe jep TAaKBHUX MEXaHW3aMa HMa jako MHoro. HMmak, MoxeMo
oapenuTy Hajuemthe kopuutheHe “TpuKoBe” U JOIMUYKE 3aKOHE TOMOhyY KOJUX ce HEKE 01
TeopeMa MOTy JI0Ka3aTu.

BepoBaTtHo Hajuenrhe kopuithena merona jecte ceolerve na npomugypeunocm (nat.
Reductio ad absurdum). OBoM MeTO/10M ce Ha MOYETKY JI0Ka3a MPETIOCTaBJba CYIPOTHO
OJ1 OHOTA ILTO CE JKEeJIN J0Ka3aTh. 3aTUM BPIIMMO HU3 €KBUBAJIECHTHUX TBP/IH Ca IIUIbEM
MpoHajacka KOHTpaaukuuje (amcypaa). Ako mpoHaheMo HEKy KOHTpaaAuKIHujy To he
3HAYUTU Ja je MOYeTHa MpPeTNocTaBka OWiia morpeniHa, Te he BaXUTHU HO] CYNPOTHO
TBphewe a TO je ympaBo OHO INTO CMO M JKeJenu jaa jAokaxkemo. OBae ce KOpucTu
TAaKO3BaHU 3AKOH 0 HenpOmMuepeyHocmu KOju TBPAU Jla jeJlHa KaTeropuyHa M3jaBa He
MOXK€ OMTH HCTOBPEMEHO M MCTUHUTA M mnorpemHa. Takohe je OutaH U 3aKkown
ucKkmpyuerwa mpehez xoju HaM Kake Jja KaTeropuyHa M3jaBa Mopa OUTH WM TayHa WIIH
norpeiHa, 1j. Hema Tpehe MoryhHoctu. JIpyrum peunma, yKOJIUKO HHUj€ UCTHHHUTA MOpa
OWTH MOTPEIIHa U OOPHYTO.

Jlakiie, ako eJIuMo Jia IOKaXKEeMO J1a BaXKU HEKO TBpheme A, 10Ka3 MOYUHEMO TaKo HITO
IPETIIOCTaB/baMO CYMPOTHO, OJHOCHO na Baxkn —A. Hakon Tora mokymasamo 1a
“U3ByYeMO” HEKY HEJIOTMYHOCT. AKO yCIEeMO, 3HauH Jia MOYeTHA MpeTIocTaBKa (7a je
TayHO —A) HUje OuJla TauHa, 1a BaXKu HOj CYNIPOTHO TBpheme, 0THOCHO A.

OBakaB HauMH JOKa3WBamkba CE€ YECTO HA3MBa M HMHJIUPEKTHO JIOKAa3WBambe jep He
JTI0Ka3yjeMo KeJbeHO TBpheme Beh ocrmopaBMo CynmpoTHO TBpheme.

VY oBoM pany he 6MTH IpUKa3aHO HEKOJIMKO JI0Ka3a KOjU Cy U3BEAECHU OBOM METOJIOM.
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Cnenehe yecto kopuiheHo JOrMYKO MpaBMIIO pacyhuBama MO3HATO je MO JATHHCKOM
Ha3uBy mModus ponens. EBo mrTa Ham OBakaB Ha4YMH 3aK/by4HBama FOBOPH: aKO UMaMO
ucka3 P ¥ 3HaMo Jia je OH TayaH M ako je TadaH uckaz P = Q, taga Mopa OuTH TayaH U

uckas Q . 3ammcaHo je3UKOM MaTeMaTH4Ke JIOTHKE, TO M3IJIE/la OBAKO:

PAP=Q)=Q.
Ha npumep: Ako je ucka3z P -Jlanac je yropak, a uckas Q -Muiomr uae Ha ocao, Taga he
ucka3 P = Q rmacuTtu: AKo je 1aHac yTopak, oHaa Muiom uje Ha 1mocao.

Jlakie, ako 3HaMO Ja je JaHac yropak (Baku TBpheme P ) u ako 3Hamo 1a je TBpheme
“Axo je maHac yropak, oHjpa Mwiom uae Ha mocao” TayHo (Baxku P = Q), Mmoxemo

3aKJbYYHTH J1a BAKU U TBphewme ““Muton ujae Ha 1mocao”.

Bpno civyaH mpeTxoJHO HaBEJEHOM 3aKOHY JIOTHYKOr pacyhuBama je u cienehm
3aKkoH mo3HaT kao modus tollens. CymTuHa oBakBor pacylhuBama cactoju ce y cieaehem:
ako je TayHa mMmiuiikanuja P = Q a ucka3 Q Huje TayaH, Tana je u uckaz P Takohe
HeTayaH. J[pyruM peunma BaxH:

(P=QAr-Q=—P.
Ha npumep: Mcka3 “Ako y IpocTOpuju BMa BaTpe, OH/A y IPOCTOPUjU MMa KUCEOHUKA™
je Tauas (ucmymeno je P = Q). Axo Baxu u uckas “Y mpocTopuju Hema KHCEOHUKa”

(oBo je ucka3z —Q ), kao JOoru4aH 3akjpbydyak ce Hamehe 1a y mpocTopuju HeMa BaTpe, a TO
je ynpaBo ucka3 —P .

Kana je ped o mMareMaTMykuM JOKa3uMa HEM30CTABHO j€ NOMUbAKLE MPUHUUNG
mMamemamuyke unoykyuje. Vlako oHa He MOke Oamr Ja ce CBpCTa y OBY KaTeropujy,
HaBOJUMO je Oaml oBJE jep je jelaH oJl 4ecTuX ‘“‘anara’ 3a JJOKa3HBame PasInYUTHX
TBphema. CylITHHA MPUHIMIIA MaTeMaTUYKe WHIYKIM]e je Ja ce JOoKaxe aa oapeheHo
TBpheme Baxku 3a Omilo koju npuponad 6poj N . To ce, mpruMeHOM OBOT MOCTYIKA, pajau
Ha cienehy HauMH:

Heka je P(n) tBpheme koje Tpeba nokaszatu. Taga npuctymnamo ciesiehieM mocTymnky:
1) TIpoBepaBamo ma i Baxku TBphewe 3a N=1. OBaj Kopak ce Ha3uBa 0Oaza
UHOYKYUje.
2) IlpermocraBuMo fa TBphemwe Baxu 3a HEKO N. OBakBa MPETIOCTaBKa HAa3MBa CE
UHOYKMUGHA XUnomesa.
3) IlpoBapaBamo na nu je TBphewme TauHo 3a N+1. To YMHMMO Tako MITO Ce
KOPHUCTHUMO MPETIIOCTaBKOM Ba)K€Ha MHIYKTUBHE XUIIOTE3E.
4) YKOIMKO CMO Jo0Ka3ald CTaBKy 3), 3akbydyjemo jga he tpaxkena dopmyia
BaYKUTH 32 CBaKU IpUpoJiaH Opoj N .
[Ta cmo 3ampaBo Ha OBaj HAYMH 3aKJbYUHIIN?
1) Joxazamu cmo ga Baxu P(1);

2) Hoxkasamu cMmo na ako Baxku P(n), Baxuhe u P(n+1), mTo ce Moke HamucaTu u
Ha oBaj HaunH: P(nN) = P(n+1);

3) Uz 1)wu2)umamo aaje P(1) = P(1+1), na he Baxxutu u P(2);

4) Ha uctu Haunu umamo aa P(2) = P(2+1), to ject Baxku u P(3);

5) MoskeMo /1a 3aKJbY4MMO J1a 0Baj IPUHIUI BaXKH 32 CBaKU MPUPOJAaH Opoj N .



OBO MOKeMO TIPEJICTABUTH U HA jeJaH CIIMKOBUT HAYMH TaKo3BaHU edekar joMuHa: AKO
MMaMo Jyrayak HU3 JOMHHA H aKO CMO CUTYPHH Jia:

1) npBa nomuHa Maja;

2) Koja rox JOMHHA Ja najaHe, obopuhe u cienehy nromMuHy,
OHJIa MOYKEMO J1a 3aKJbYIHMO Ja he cBe TOMHUHE MMacTH, YKOJIHMKO ¢e 000pH IIpBa TOMHHA.

Y okBupy nokaza Teopema u3 Tpehe roaune he OUTH joII peyud O MaTEeMaTHUKO]
uHayknuju. Taga hemo u 1oka3aTu HeKa TBphema moMohy OBOT METOA.

1.5. OBEJIEZXKABAIBE JIOKA3A

Y MatemaTuIy 1moctoju yoOuvajeH Ha4MH 32 3aliCUBamkbe J0Kaza oJpeleHe Teopeme.
EBo caza kpaTke mpude 0 TOMe 0JIakjie YOIIITe JaHAIlllkbU CUMOOIN U TEPMHUHOJIOTH]a.

Q. E. D. je ckpahenuna marunckor m3pasza quod erat demonstrandum (,,mmro je
Tpebasio mokazatu‘). OBa ckpaheHuna ce 0OMYHO KOPHUCTH Ja Ha3HA4YM Jia j€ HEIITO
nepuHUTHUBHO noKa3zaHo. O0MUaj je 1a ce MaTeMaTHYKH JI0Ka3 CBaKe TEOpeMe 3aBpIlIaBa
Ha OBaj HAYUH.

Ynorpeba oBe ckpaheHuiie moTuye o/ KOHBEHIITMOHAIHE (PopMe JJoKa3a: TMOYHbE ce ca
OIIITUM aKCHOMama, 3aTHM C€ KOPHCTHU JIeAYKTHUBHA JIOTHKA J1a Ou ce JOIUIO A0 HOBUX
pe3yinrata, CBe JIOK ce He JoOHje UCcKa3 Koju je Tpebasio mokazatu. CBH JJOKa3u Teopema y
EykmunoBum ,,EnemenTrMa® 3aBpiuaBajy ce ToM pedeHuLoM. M3 moyactu mpema memy
omITo je yoOn4ajeHo Ja ce Kpaj JIoka3a o3HayaBa Ha Taj HauuH. J[aHac ce oBa ckpaheHmIa
HE KOPUCTH TOJMKO YECTO Kao HeKaJla jep je JATUHCKU y CBE MamoO] YNOTpeOu H
npodecopu ra cBe Mame MO3Hajy.

Ca pa3BojeM TaMIIaHUX KIbUTa 701434 JI0 TI0jaBe HOBOT cCMMO0J1a KOjU O3Ha4YaBa Kpaj
JoKa3a Heke TeopeMe. Taj cuMOon je O (mpas3aH KBaapatuh) win m (IpHU KBaapaTuh).
ITocroje pa3He nmpuue oTKyJ Oamn oBaj cuM60I 3a Kpaj Teopeme. [1o jenHoj je uoBek Koju
j€ mpHUmpeMao K\HTry 3a mTamny BuaeBmm Ha kpajy Q.E.D. momuciano ga Ha ToM MecTy
Tpeba cTaBUTH KBajparT ma je To W yunHuo. Mnak, Ta mpeTrnocraBka je norpemisHa. OBaj
cumboi yBeo je [Ton Xanmomn amepruky MareMatudap Mahapckor nopekia.

[Topen oBe, kopHUCTe ce U Ipyre o3HaKe. Y €HIVIECKOM je3UKY je TOCeOHO JTOBUTIFHBA

o3Haka W, mTo je ckpahenmma ox “which was what was wanted” (mTo je oHo mITO Ce
TPaXKUJIo).
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Il TOKA3HU Y ITIPBOM PA3PEJY

[lnan u mporpamM MaTeMaTHKE 3a MPBU pa3pell CPeime MIKOJIe HUje MpeBHIIe Oorat
anre0apckuM TeopeMama Koje OM ce MOTJe JIOKa3uBaTH. Y OBOM JIeNy HaBOJUM HEKE OJ1
J0Ka3a KOjH C€ MOrY YUYCHHIMMA H3BOJUTH Yy TPBOj TOJMHU CPEAHOLIKOJICKOT
oOpazoBama. [Ipe Tora moriemajMo Baxehum mimaH u mporpaMm MpBOr paspena y
rMMHa3MjaMa Ha IPUPOIHO-MATEMATHIKOM CMEpY:

Penun HACTABHE TEME Bpoj bpoj uacosa 3a

6poj dacoBa o | oGpanry | ocrame

HAaCTaBHE TeMH TUIIOBE

TEME JacoBa
1 Jloruka u cKynmoBu 27 11 16
2. Peannu 6pojeBu; IpoMOpHHOHATHOCT 13 8 5
3. YBoa y reomeTpujy, MoayAapHOCT, BEKTOPU 19 8 11
4 Parnmonannu anreGapcku u3pazu 32 9 23
5 Hzometpujcke Tpanchopmainuje, Teopeme o 21 8 13

TPOYTIY, Y€TBOPOYTIY U KPYTy

6. JluneapHe jelHaYMHE U HEjeAHAUNHE 16 5 11
7. Cru4HOCT 13 4 9
8. TpuronomeTpuja mpaBoOyrIor TPOyriia 7 2 5
YKYITHO 148 55 93

2.1. TOKASUBAIBE CKYIIOBHUX UAEHTUTETA

[IpBa moTpeda 3a moKa3uBambEM KOJ YICHHKA Y TIPBOM pa3peny Cpeimbe IIKOJIE jaBba
ce MPUWINKOM U3y4yaBama CKYNoBa. ¥ TOj 00JIACTH MOCTOjU YNTaB HU3 33aJaTaka y KOjUMa
je IiJb TOKa3aTu J1a Bake oapel)eHn CKYIOBHH UIACHTUTETH.

Tu noxasu ce TeMesbe Ha JIB€ YMHECHUIE KOje MPOMCTUYY M3 OCHOBHMX JAe(pUHHUIM]a
JEIHAKOCTH CKYIIOBA.
IIpBu HauMH Ja ce JOKake€ HEKH CKYNOBHM HJCHTUTET jecTe IUPEKTHAa HIpHUMeHa
nedUHUIIM]e O JeTHAKOCTH CKYIOBa, KOja Kake Ja Cy JiBa CKyIa jeJHaKa ako C€ CBAaKH
€JIEMEHT NPBOT CKyNa Haja3u M y JIPYroM CKymy M OOpHYTO. Je3MKOM MaTeMaTHuKe
JIOTUKE TO OM U3IJIeAa o OBAKO:
A=B < (¥X) (xe A=xeB)A(xeB=xeA)
i, Kkpahe 3anucaso:
A=B < (VX) (xe A< xeB).
JIpyru HaYMH J1a ce HeKa jeJIHaKOCT JIOKaXKke jecTe MpUMeHa TeopeMe Koja Kaxke Jia Cy JiBa
CKyla jeHaKa ako M caMO aKoO je IPBH MOACKYN IPYror W JIpYrH IMOACKYI IpPBOT,
OJTHOCHO:
A=B < AcBABCA.
Banarak 1: Jlokaszatu 1a 3a cBe ckynose A u B Baxu AN(AUB)=A.
Pewerve:

HpI/IMCHI/IhCMO IIPBU HAYHWH 34 JOKA3UBAKE CKYIIOBHUX UACHTUTCTA, I1a he BAXKUTHU:
(vX) X e (AN(AUB)) < (xe A)
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Jlasbe, mpuMemyjeMo AeQUHULI]e 3a CKYITOBHE Olepallije YHHje U IpeceKa ma IMaMo Ja
je:
(VX) (xe AAxe(AUB)) <= (xeA),

OJTHOCHO:

(VX) (xe AA(Xe AvxeB))<(xeA)
Jlasbe, MOXXEMO MPHUMETUTH Jla y HaBEJICHOM Hu3pa3y ¢urypumry nBa uckaza Xe€ A u
X € B, Te cMO JJ0Ka3MBambe TAUHOCTH OBOT' CKYIIOBHOT MJIEHTUTETA CBEJIM HA UCIIUTUBAE
MCTHHUTOCHE BPEAHOCTH UCKa3HE GopmyIie

pA(pva)<p,
raeje Xxe A uckas p a Xe B uckas (. Ocraje HaMm Jja TPOBEPUMO J1a JIU je OBa UCKa3HA

¢dbopmyia TayToNOTHja, OTHOCHO J1a JIM j€ YBEK TayHa. T0 MOXKEMO ypaauTH pa3InduTUM
MeToAaMa, a MU heMo OBJie KOPUCTUTH TUCKYCHU]Y IO CIOBY:
1) Ako je 7(p)=T, onna he outn TA(Tv Q)< T, omHocHo TAT < T, mwro je
Ta4HO.
2) Axo je 7(p)=L, onna he outu L A(LvQ)<Ll, omHocHo L AQ <L, mro je
Ta4HO.
Ha oBaj HauuH, g0Ka3am cMO Jia je OBa MCKa3Ha (opMyJsia TayToJIOTHja, IITO JaJbe 3HAYH
na je u ckymnoBHa jeaHakocT AN(AUB)=A u3 Koje cMO U3BEIM UCKa3Hy (Gopmyiry

PpA(PVvQ)< P yBek TauHa, a MPeACTaB/ba UACHTUTET.

Bamarak 2: Jlokazatu na Baxu P(ANB)=P(A)NP(B), rae je ca P(A) oGenexen
IIAPTUTUBHHU CKYII CKyma 4.
Pewere:
[MpunukoM pemiaBama OBOT 3a/aTKa CIY)XKHNeMO ce TaKo3BaHOM METOJIOM HHKIY3Hje,
OJHOCHO JokazaheMo crieseha 1Ba uaeHTUTETA!
1) P(AnB) < P(A)nP(B)
2) P(ANnB) o> P(A)nP(B)
[Ipenazumo Ha nOKa3UBameE:
1) c:
[To nepununmju je moTpedHO Aa ToKaxkeMo cienehy UMIIMKaIujy:

X eP(AnB)= X € (P(A)nP(B)).
N3 tBphewa X e P(ANB) 3naum na je X c(ANB), a 10 nasme 3Haum Jna je
XcAAX cB mro ce moxe 3amucatd U kao X eP(A)AX eP(B) a To je
exBuBaieHTHO ca X € P(A) N P(B), mto je u Tpebaio mokasaTH.
2) D
Cana nokasyjeMo “Apyry cTpaHy’’, OTHOCHO:

P(AnB) > P(A)NP(B).

N3 tBphewa X € (P(A)NP(B)) 3namo na Baxu X € P(A)AX € P(B), mrto name
3Hauu aa je X < AAX c B, na ako je HeKHd CKyln MCTOBPEMEHO MOJCKYI M CKyna A u

ckynma B, Mopa OuTu 1a je W MOACKYI HHUXOBOI Ipeceka. Jlakie, To 3Hauu Oa je
X € P(ANB) aTo je u Tpebaiio g0Ka3aTH.

OBakBHX CKYMOBHHUX HICHTUTETA j€ MHOTO, HABEJIEH j€ TI0 je/laH MPUMEp 3a CBAKH O
HaYMHA Ha KOjU C€ U3BOJIH JI0KAa3, a OCTaJIH JIOKA3U Ce pajie MOTIYHO aHAJOTHO.
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2.2. ITIPOCTHU BPOJEBU; IE/bUBOCT; HPAIIMOHAJIHU BPOJEBHU

Mako ce Hamasu y IUlaHy W TIporpamy IMpBOT paspela, MHOTH Hpodecopu He
MOKJIamkajy TPEBUIIIE AXKHE TOTJIaBJby KOje HOCH Ha3UB PeaHH OpOjeBH. Y OKBHPY OBOT
MOTJIaBJba JaT je MperJie]] o] NPUPOIHHX T1a CBE JI0 peasHux OpojeBa. Ha oBom mecty he
OWTH HaBEJIECHO HEKOJMKO TBphema Koja ce THYY JE/bMBOCTH OpojeBa Kao M MPOCTHUX
OpojeBa, a Koja HUCY IIPEBHUIIIE TEIIKA U HEPA3yMJbUBA YICHUIIMMA 32 JOKA3UBAGE.

Teopema 1: Heka cy a,b,c npousBosbHu npupogau Opojeu. Taga Baxu:
l)ako a|b u b|c onma ajc;
2)ako a|b ommaje a<b;
3)ako a|b wu a|c onxa je 3a npousBosbHE 1iese OpojeBe X u Y: a|(bx+cy);
4)ako a|lb u b|a onnaje a=hb.

Jlokas:
1)

2)

3)

4)

4 K

W3 gumenunnie g1a a|b cioexu ga moctoju Hekw Opoj M TakaB ga je b=ma, a u3
b|ccnenn na mocroju Heku Opoj N TakaB aa je C=nb. Ako cama y uzpa3 c=nb
ymecto b 3amennmo b=ma mobuhiemo 1a je C=nma u3 4yera je jacHo jaa a Jaeiu C
IITO je U Tpebao J0Ka3aTH.

Cnuyno kao U noxa 1) uMaMo J1a U3 YumeHUIEC na a|b cieam na mocroju HEKH

O0poj m>1 takaB aa je b =ma, u3 yera HenocpeaHo cienu aa je a<b.

N3 a|b wumamo ma je b=ma, a u3 a|c he Baxutm C=na. Xemumo na
MPOBEPHMO Ja JIM MOCTOjU HEKU Opoj p TakaB jaa je bx+cy= pa, rae cy X,Y
POU3BOJbHHU Tienn OpojeBu. M3pa3 bx+cy = pa hemo Tpanchopmucaru nomohy
MoJlaTaka Koje MMaMo y lbeMy €KBUBAJIEHTaH U3pa3 Max+nay = pa, WTo je Aajbe
exkBUBaNieHTHO ca a(mx-+ny) = pa. OmaBje je OYMIJICAHO Ja MOCTOjU TPaKEHU
Opoj p ¥ Aa je OH jeHaK P =mx+ny.

Axo a|b, onnga mocroju 6poj m>1 takaB aa je b=ma. Jame, ako Baxu b|a,
Taza mocroju 6poj N>1 takaB ga je a=nb. To nasme 3Haum ma je: b=mnb,
onakie ce nobuja na je mn=1, a To je moryhe jeauHo kaaa je m=n=1, mro
3HauM J1a je a =D a To je u Tpebano gokazaTw. O

Tpeher TBphewa NpeTxoaHE TeopeMme Cclequ MOocienuia Koja ce Hajuerthe

KOpUCTHU:

Mocaenuua: Axo cy a,b,c mpousBosbHM pupoaHM OpojeBH TakBH Aa je a|b u ajc,

Taga a

|(b+c).

OBo TBpheme je Beh mokazaHo ako y ciaydajy moJ 3) U3 MPEeTXOHO HaBeJeHe Teopeme
y3MeMmo Ja je p=0g=13a30upu p=1, =-1 3apa3nuky.

[Tornenahemo cana jeqny TeopemMy 0 TpOCTUM OpojeBUMAL:
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Teopema 2: IIpoctux 6pojeBa nma OECKOHAYHO MHOTO.

Jlokas:
OBy Teopemy hemo jokaszatu 1o npuHIHUIY cBohema Ha arcypa. akie, mohu hemo ox
CYIPOTHE MPETIOCTaBKe: MPOCTUX OpojeBa nMa KOHAYHO MHOTO. Heka cy:
P Paseees Py
CBHU IPOCTH OpPOjeBH, a CBU OCTAJIM MIPUPOIHU OpojeBu Behu ox 1 cy ciokenu. bpoj:
P=p-p,-...-p, +1,

je mpema Tome cioxkeH. Ho, oH1a oH MOpa OMTH J1eJbUB HEKUM OJ1 IPOCTUX OpojeBa, IMITOo
je Hemoryhe jep P nipu fesbemwy 0110 KojuM of OpojeBa P, P,,..., P, ZAaje octarak 1.

m
OBaj /10Ka3 je IpBH H3BEO EyKsz[l y CBOM 4yBeHOM jeny “Enemenmu’” (kmwura X,
teopema 20.)

Jloka3u KoOju ce MOMHEbY JOII Y OCHOBHO] IIKOIHM jecy JOKa3d HPAlMOHATHOCTH
nojenuHux OpojeBa. Canma he OuTH HaBeneHa JBa JI0Ka3a a OCTalM C€ M3BOJE JIOCTA
CIIMYHO M.

Teopema 3: He nocroju panosanan 6poj X KojH 3a/J0B0JbaBa jeAHAUnHy X° = 2.
Jpyrum peunma, J2 HUje palroHalIaH O0poj.

Hoxas3:
U oBaj noka3 hemo m3Bectn kopuctehu ce Meroom cBohema Ha ancyp. Jakie, mohumo

O]l CYIpOTHE MPETIOCTABKE: HEeKa je 2 parrionanan 6poj. Kao takas, on 6u ce Morao
3amucaTi y oOJMKY pa3jioMKa, a Ou BaXXHIIO:

=P

q
raeje p,geN,u p,q cy y3ajamHo npoct 6pojeBu. Tana Ou Baxxuso u:
2
2=2
q
OJJHOCHO:
p*=29". (1)

U3 (1) ce namehe 3ak/byyak ga je 6poj P> mapad (JesbMB ca 2), IITO [a/be 3HAYM A U
Opoj p Taxohe mopa 6uTH NesbuB ca 2. Opatie UMILTUIUpPA a ce Opoj P MOKe 3arucaTi
y oomuky p=2K, rae je K mpowusBosbaH mpupomaH O0poj. Ako oBo 3ameHumo y (1)
nobujamo fa je:

(2k)* =2¢°,
TO jecT:

4k? =292,

! Eyxmun (rpu. EviAeidng oxo 300. rojuue) mpe HOBE epe 6HO je aHTHUKH MaTeMaTHIap.
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OJHOCHO:

2k? =q?. (2)

U3 (2) ce Moke 3aKJbyduTH fa je U Opoj (° mapaH, ma u O6poj  Takohe mMopa GuTH
napax.
Konauno, nobunu cmMo ga cy 1 P u (| OpojeBU JeJbHBH ca 2, IITO 3HAYM Jja HHUCY

y3ajaMHO TPOCTH a TO je Y CYIPOTHOCTH Ca IOYETHOM IMPETHOCTaBKOM. [lakiie, Mouutu
CMO JI0 KOHTPAJIUKIIH]e, 1A je IPETIIOCTaBKa /1 je J2 parmonanan Opoj Ouia morperrxa,

IITO J1aJb€ 3HAYU JIa BAXKU TBphEHmE CYIPOTHO OBOM a TO je 1A je J2 uparuoHaian 0poj,
a TO je yIpaBO OHO LITO CMO JKEJIEIH J]a MOKAKEMO. i

3aparak 1: bpoj J2+43 j€ upalroHaiaH.

Hoxas3:

[ToHOBO MOJIA3UMO O CYNPOTHE TpeTnocTaBke. Jlakie, Heka je J2+B=r palMoHaiaH
Opoj. M3Boaumo crenehn HU3 eKBUBAJIGHTHUX TpaHCcopMarmja:

B3=r-\2
3=r2—rJ2+2
r2=r2-1

r’-1
-

[Tocrmeama jeTHAKOCT HAM TOBOPHU 1a je Opoj V2 Moryhe 3ammcarty Kao KOJIHYHUK J1Ba
paronanHa Opoja, mTo je, Kako cMo Beh qokazanu y MpeTxo/IHOj TeOpeMH, HeMoryhe,

I1a je MOYeTHa NpeTnocTaBKa Ouila Morperxa, Te je 30up J2+3 UpaluoHaitad 6poj.

2.3. HIOJIMHOMMH

Jomr y oCHOBHO]j MIKOJIM YYEHUIIM CE€ YIO3HAJy ca HEKUM o7 (opmysia 3a pacTaBjbame
MOJIMHOMAa Ha YMHUOIE W cpehuBame MOIMHOMA Kao IMITO cy Qopmyla 3a pas3iuKy
KBajpaTa Wi Gopmysa 3a kBaapaT OuHoma. JlokazaTu cBe Te GopmyJie je MONPUIUIHO
JETHOCTAaBHO, MOTPEOHO j€ camMO U3BPUIMTH Ha3HAYeHa MHOXEHa U CPEeIUTH J00ujeHe
u3pase. [lornenajmo oBe gokase:

Teopema 1 (o pasnuuu kBajparta): 3a m3pase A u B Baxu: A° —B® = (A-B)(A+B).
Jlokas:
[Ipumennhemo nucTpuOyTHMBHM 3aKOH Ha JI€CHOj CTpPaHM OB€ JE€IHAKOCTH:

(A-B)(A+B)=A*>+AB-BA-B’. HakoH Tora, NOmTO 3HAMO Ja j€ MHOXEHE
KOMYTaTHBHA olepalyja, cieau 1a cy MoHomu AB u BA jeanake BpeaHOCTH, T€ cTOra
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Baxku: (A—B)(A+B)=A’+AB-BA-B°=A>-B? a Gam 0BO CMO M 3Kelemu na
=0

HOKaXKEMO. m

Teopema 2 (o paznuuu u 30upy KyooBa): 3a uzpaze A u B Baxu:

A’ +B? =(A+B)(A>F AB+B?).

Jlokas:
HcTto ka0 u y TpeTXOJHO] TEOPEeMH, MOTPEOHO je caMO NMPUMEHOM JIUCTPUOYTHBHOT
3aKOHAa HM3MHOXHUTH 3arpajie Ha JIECHOj CTpaHH OBE jeJHaKocTH. Tako ce mobwuja:

(A£B)(A°TAB+B%) = AT A’B+ AB>+BA*> - B°A+B®. HakoH mTO cpemuMo OBaj
uspas 6uhe: (A+B)(A’F AB+B?) = A*(FA’B+£BA’)+(AB*-B’A)+B*=A’+B®. O
%6_1
=0 =
[Tornenajmo cazia Teopeme 0 KBajpary u KyOy OuHoMma:

Teopema 3 (o kBaxpaty 6uHOMa): 3a m3pase A u B paxu: (A+ B)* = A>+2AB + B®

Jlokas:
U oBa Teopema ce IoKasyje jeIHOCTAaBHOM IMPUMEHOM AUCTpUOYyTHBHOT 3akoHa. Hanwme,

tpeba npumerntu na je (A+B)*=(A+B)-(A+B) W 3aTUM M3BPIIMNTH HA3HAUECHO
MHOXEHhE Ha  JEeCHOj CTpaHM jeAHakocTd. Ha Taj HaumH  joOujamo:
(A+B)*=(A+B)-(A+B)= A+ AB+BA+B* = A+ 2AB+B?, a T0 je 0HO mTO CMO U
XKeJIeH J]a TOKaXeMO. m

Jloka3 oBe TeopeMe MMa MHTEPECaHTHY rpaduuKky MHTEpIIpPeTalnjy Koja BeoMa 4ecTo
YUYCHHUIIUMA TIOMaXxe Ja ymamrte kako ¢opmyna riacu. [Ipobrem Hactaje jep MHOTH
ydeHUIM Muciae aa Baku (A+ B)2:A2+B2 ITO, HapaBHO, HUje TauyHOo. Cnexnehe
rpaduuke wuiIycTpalyje HaM MOMaxy Ja yOeaumMo JAely y TMOCTOjale TaKO3BaHOT
CpeImer 4WiaHa MPWIMKOM KBaJIpHpama
OMHOMA:

A

b ab b?

Jlakie, ako UMaMoO KBajpaT uBHIEe a+b,
jacHo je na he meroBa moBpIIMHA OUTH

jemHaka (a+b)’. UYnutas KBaJpaT CMO

(@ + b)

MOJICTIMIIM Ha J[BAa Mama KBaJapara 4duje Cy
a a ab MBUIIE & W D W BUEeNM Ja YKOJHMKO Ou
Baxkuno 1a je (a+b)*=a’+b* mospmmna
BEJIMKOT KBajapara OW ocrama 0Oe3 Ba
NpaBOYraoHWKa, CBAKOT MOBPIIUHE 1O ab .
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CnvyHa TpUYa BaXKH M 3a JOKa3HUBaHE A
dopmyne (A—B)*> = A> —2AB+ B,
V3ehemo kBagpar crpanuie & u 0e3
YMambeHha OMIITOCTH MIOCMATPATH CITy4aj
na je b<a. Taga mocmarpamo kBagpat a
uBuile a-b (ma cimmmm je obojen
3eJIcHOM 00joM) uYHja TIOBPIIMHA C€ (@ — b)2
MOXE JIOOMTH aKo OJ MOBPIIMHE
BEJIMKOI  KBajapara (cTpaHuie &)
OJly3MEMO KBajJpaT CTpaHuilc b wu 1Ba B
nmpaBoyraoHuka mpuie a u b. Ha Taj
Ha4YMH CMO JIOKa3allu J1a je:
(a—b)* =a’*—2ab+Db>.

U TeopemMa o pa3imiy KBaJapara ce MOXKE Ha CIIMYaH HAYMH IOKa3aTH, Te hemo cana u

TO IMOTJICIATH:

- g—b — > ph —»

' Bemw NPaBOYraOHMK Ha CIIUIHA UMa
b jemHy CTpaHWIly IYy)XHHE &, a OPyry
A cTpanully ayxkuHe a+b. Ako
g TOCMarpamo IiaBd MPaBOYTAOHMK Ha
cmui  (crpanuia a+b wm a-—b)
a—b BEroBa  TOBPIIMHA  CE  MOXKE
. b u3padyyHaTH Ha cienehu HauuH:
\/ \ (a+b)(a—b)=a’—ab+ba—b?
(G + b) a TO je aJbe jeAHAKO:

(a+b)(a-b)=a’-b?,
IITO CMO M KCJICJIN a ITOKAXXEMO.
OBu rpaduuky MpHUKa3u HE MPeICTaBibajy (GOPMAIHU J0Ka3 BaKEHa OBUX JETHAKOCTH,
QA Cy WTEKaKO OJ] TOMOhM ey TpH y4Yewy, MOIITO je IMO3HATO Ja Jiella OBaKBe
I/IHTCpHpeTaHI/IjC JOKa3a MHOT'O JIAKIIIC yCBajajy HETO KJIaCU4YaH OJ0Kas3s.

On ocHoBHUX (hopMylia OBaKBOI OOJIMKa, OCTAIO HaM je Ja JOKAKEMO BaKEHe
dhopmyna 3a ky0 OmHOMA:

Teopema 4 (o kyOy 6uHOMa): 3a m3pase A u B axu: (A+B)° = A’ +3A’°B+3AB*+B°.

Jlokas:

Ipumernmo na Baxn (A+B)®=(A+B)?(A+B)=(A*+2AB+B*)(A+B). Ocraje Ham
Jla U3MHOXKHMO JIECHY CTPaHy OBE j€THAKOCTH U JIa 3aTHM CPEIMMO JOOWjCHH H3pa3:
(A*+£2AB+B?)(A+B)=A’+ A°B+2A’B+2AB* +B°A+B’. Hakon cpehupama,
nobujamo: (A’ +2AB+B?)(A+B)=A*+3A’B+3AB*+B®, a To je ympaBo OHO mTO
CMO | JKEJICJIH JIa TOKaKEMO. m
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[Tocroju m reoMeTpujcka UHTEPIpETaLIMja OBE POpMyIie, ajH MOLITO Ce Pagu O KyOy
HEKor u3pasa, Hehe HaMm BuIIe OUTH JOBOJbaH TE€OMETPH]CKH MpUKa3 y paBHU Beh hemo
MOpaTH Ja ,,A0JaMo" u Tpehy AuMeH3ujy U mpecenumo ce y mpocrop. [lornemxajmo To Ha
CITUTIH:

Ha cnunu je mpuka3aHo Kako ce KOIKa UBHUIE P+ ( uuja he 3ampeMuHa OUTH jerHaKa
(p+0q)°® Mosxe ,,pa3sMOHTHpATH HA B KOlKe (jefHYy UBHIE P, a APYTY UBHIE () U HA
1o Tpu Mel)ycoOHO moaynapHa KBajpa (Tpu cy uBuia P, p,qd, a Tpu cy uBuma p,q,q).

I[OKaSaheMO caga jez[Hy BE€OMaA BAKHY TCOPEMY KOja C€ TU4YC ACJbMBOCTH ITIOJIMHOMA:

Teopema 5: Heka cy A(X) u B(X) mpou3BO/bHH NOJIMHOMH, IIPU YeMYy je mosuHoM B(X)
paznu4uT of1 HynTor. Tana mocroje u jeauHcTBeHo ¢y oapehenu nomuaomu Q(X) u R(X)
TaKBH J1a BaXH:

A(X) = B(x)-Q(x) +R(x),

IpHU YeMy je monuHOM R(X) Wiy HYJITH MM UMa CTETIeH Mamu o mojauHoMa B(X) .

Jlokas:
JHokaxumo jenuHcTBeHOCT monuHoMa Q(X) m R(X). IlpermocraBumo ga mocroje aBa

napa nomuHoMa Q,(X) u R (X), omHocHO Q,(X) u R,(X), kKoju 3a10BOJBaBajy yCIIOBE
Teopeme:

A(X) = B(x)-Q,(x) + R, (x)

A(X) = B(¥)-Q,(x)+R,(¥)
U3jeqnauaBameM JeCHUX CTpaHa TUX peraiuja qo0uja ce:

B(x)-Q,(x) + R, (x) =B(x)-Q,(x) +R,(x),
OJTHOCHO:
B(X)- (Q,()~Q, (X)) = R,() ~R, ().

AKO TIOIMHOM Ha JIECHO] CTpaHHM He OM OWo HYyITH (TO jecT, ako He OW BaXUJo
R, (X)=R,(X)), taj momurom Ou OWO cTemeHa Mamer oj momuHoma B(X) (jep Ty
ocobuHy nMajy o6a monmuHoma R, (X) u R,(X)). Melyrum, creneH momumHOMa Ha JIEBOj
cTpaHH je Behu Wiu jeqHak of crerneHa mojauHoma B(X) (omeT u3yseB y ciiydajy Kajaa je
Q,(x)=Q,(x)). Hakie, Ta jeqHaKOCT MOXe Ja Baku camo y ciaydajy R (X)=R,(X) u
Q(x)=Q,(x), a To ynpaBo 3Hauu na cy momuHomMu Q(X) u R(X) jemuHCTBEHO
onpehenw, mTo je u Tpedayio JOKa3aTH. i
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Kana je peu o monmuHOMUMa, Y IPBOM pa3pey Cperhe IIKOJIe H3yyaBa ce jelHa 10CTa
3HayajHa Teopema IoMohy Koje ce oapelheHu MoJIMHOMU MOT'Y pacTaB/baTH Ha YMHHOLE.
. 2
VY nuramy je be3yosa” Teopema.

Be3yoBa Teopema: Heka je P(X) monmmHOM M a peanan Opoj. Ocrarak mnpu JeibCrby
nonuHoma P(X) moimmHOMOM X—a jemHak je P(a), oIHOCHO, BpEIHOCTH MOJUHOMA
P(X) y Tauku X =a.

Jlokas:

Ocratak npu jae/bemy noiauHomMa P(X) ca X—a mopa OMTH WM HyJIa WIH TOJMHOM

HYJTOT CTEMeHa (jep OCTaTak MpH JAeJbeYy JBa MOJMHOMA MOpa OUTH CTENeHa Mamer

Hero nenwnain). Taj ocrarak he OuTH HEeKku peanaH Opoj, o3HaveH ca I . Jlakie, Baxu:

P(X) =(x-a)Q(x)+r,

3a Heku nonmHOM Q(X) . 3amemyjyhu y TOj jeqHakocTH X = a nobuja ce:
P(a)=(a—-a)Q(a)+r=r,

1ITO je ¥ Tpebao qoKa3aTu.

2.4. HEJEJHAKOCTH

Nako ce oBa o0iacT y peOBHOj HAacCTaBM T'OTOBO HUKAaJ HE Pagud TOKOM CpEeAme
IIKOJIe, CBAKO OJ YYEHHKAa KOjU C€ HKaJa OKYIIa0 Ha HEKOM OJ MaTeMaTHYKuX
TaKMUYEHha CycpeTao ce ca 0ap HEKOM OJf YyBEHUX MaTeMaTHUKHUX HeEjeJIHAKOCTH.
TakBuX HejeHAKOCTH y MaTeMaTuiy uMma nonpwindao. Cana heMo HaBeCTH HEKOJIHMKO
Haj3HA4ajHUjUX, HAPABHO, Ca CBE JIOKa3UMa BUXOBOT Ba)KEHa.

[IpBe y HU3Y HEjeTHAKOCTH Cy HEjeTHAKOCTH u3Mel)y Tako3BaHe YeTHpHU CPEUHE:
Hexka cy naTi npou3BoJbHH HEHETaTUBHU OpojeBU &,d,,...,d,, .

_ata,t.ta

1) Apummemuuka cpeouna oBux 6pojeBa nepuHuIIe ce Kao: A

n
2) T'eomempujcka cpeduna osux Gpojesa nedunue ce kao: G, =/aa,..a. .
3) Xapmonujcka cpeduna nepunucana je ca: y _ n .
S
a & a,

2 2 2
a +a, +..+a8
n

4) Keaopamna cpeduna oux 6pojena nedunuie ce kao: K, =\/

Teopema 1: He3aBucHo oz u3bopa 6pojesa a,,a,,..., 4, , Baxke cienehe HejeJTHAKOCTH:
H, <G, <A <K,.
CreriijaHo, 3a 18a Opoja a u b, Baxu:

2 a+b [a®+Db?
—r <ab < er gﬂ, ; . (1)
a

1
+7
b

? Etjen Besy (dpan. Etienne Bézout 1730-1783), dpaHirycKi MaTeMaTHyap.
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Jlokas:
Jlokas Bakema OBHX HEJeTHAKOCTH U3BOJM CE€ Y TPU KOpaka:

T 1 <+ab. Tpaucpopmucahemo neBy crpany
7_'_7
a b

1) IlpBo moka3yjeMO HEjeIHAKOCT:

) ) 2ab
He_]e,[[HaKOCTI/I TakKoO Oa Ce OCJ'IO60,Z[I/IMO I[BO]HOF Ppa3IOMKa: —b < \f ab . HOH_ITO 3HaAMO
a+

na ¢y a u b mo3utuBHM OpOjeBH, MOKEMO KBaJpHpATH U JIEBY U JCCHY CTPaHy M TaKoO
282

nobujamo: ——— <ab. Hakon mTo 0be cTpane mojaenuMo ca ab u MOMHOXKHMO ca

(a+b)
(a+b)® nobujamo na je: 4ab<(a+b)* aTo je exBuBanentno TBphemy 0 < (a—b)?, mro

j€ YBEK TauHO.

) a+b
2) 3atum hemo nokasaru cienehy HejeqHakoct :+/ab < T . [Iohu hemo ox ouurnenne

HEJeHAKOCTH (\/5 —\/5)2 >0. KpampupameM wu3pa3a Ha JICBO] CTpaHU 1o00uja ce:

a-24/ab+b>0 . Ako ce Ha 00e cTpaHe OBe HejeHAKOCTH aoaa 2+/ab, a 3aTum cBe

nozenu ca 2 nobuja ce aTer >./ab , a TO je ynpaBo HejeTHAKOCT Koja ce JI0Ka3yje.

. . . a+b [a*+Db?
3) JlokaxuMoO joIl Ha Kpajy MOCIeAmy Yy HH3y HEjeIHaKOCTH 5 < ;-

KBampupahemo o00e crTpaHe oBe HEjeAHAKOCTH, HAKOH dera hemo 10o0UTH
(a+b)* a’+b? .
2 < 7 Hakon mro o0e cTpaHe HejeHaKOCTH NMOMHOXHUMO ca 4 U u3pa3 Ha

NeBOj CTpaHH KBajpupamo, nobuja ce: a’+2ab+b”*<2a’+2b’. Hakom mTo cBe

npeGamuMo Ha jecHy cTpany nob6ujamo 0 <a®—2ab+b®, ogsocro: 0<(a-b)?, a oBo
je, kao mro Beh 3Hamo, yBek TayHo. OBHM CMO [OKa3alld W TOCICIAEHY y HH3Y
HEjeTHAKOCTH, T€ CTOra 3HaMO Jia Baxu (1). i

EBO cazma HEKONMKO MHTEPECAHTHUX TpapUUKHUX IMpHKa3a KOjU HaM MOMaXy Ja IyTeM
CIIUKE YBUJMMO Ba)KE€H-€ OBUX HEjeTHAKOCTHU:

Hexka je nata kpyxHuua uuju
je TpeyHWK jeaHak a-+b.
KoHnctpyuimemo mpaBoyriu
TpPOyrao Kao LITO je OBaj Ha
ciuiy (IpaBoyIJM je jep My
j€  XUIOTEeHy3a  IPEYHUK
kpyra). [IpumeHom Teopema
0 CIIMYHOCTH TpoyTia
(mpuMeHa  CIMYHOCTHM  Ha
MPaBOYTJU TPOYrao), 3HaMo
Jla je BUCHHA CIIyIITEHa M3
MPaBOT yIja Ha XWUMOTEHY3Y
jenHaka reOMETPH]jCKOj

-20 -



CPeIIMHU OJIceYaKa Ha KOje OHa JICJTU XHUITOTeHY3Y (TH ojceuI cy a u b ), ma je TpakeHa

. . a+b
pucuna h=+/ab . Caga je ca ciuke Buie Hero o4mrienHo aa je  +ab ST

(HejeqHAKOCT TpoOyria), a TO je Oaimr HejeqHakocT u3Mehy reomeTpujcke U apuTMETHIKE

CpenuHe.

EBo jom jenHor rpaduukor mpuKaza 3a HCTY
HejenHakocT. KBampar crpanune  a+b  uma
noBpumHy Behy o yermpw mpaBoyraoHuka
cTpaHuna a u b, Tako ja Baxwu:

(a+b)?>4ab
KopenoBameM u JeBe U JeCHE CTpaHE OBe
HEjeHAKOCTU J00HjaMo:

a+b22\/$,

OJJHOCHO:

a_;bz@

b

b a

HaBoaumo cama jom jeman rpaduykd MpHKa3 Ha KOjeM CE€ jaCHO BHJIE CBE YETHUPHU

HEjeHAKOCTH Mel)y cpearHama:

G
2ab
p a+b >’M
Aﬂ H Q] a+b >
2
a-b

2 HI?-

b

G‘L-\-

R

a-b

Heka je PM =a, QM =b. Tama je PQ=a-b, ma je AQ=AG=AR=T "

AM =a—;b. Tpoyrao AGM je mpaBoyrau (yrao

u3Mel)y TaHreHte u ojronapajyher

MOJyIIpeYHHKa Kpyra je IpaB), Ma U3 TOr Tpoyria npumeHoM I[luraropune Teopeme

nobujamo ga je: GM =+/ab. Ilpumenom ciamunoctu Ha tpoyrmoee AGM u GHM ,
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2ab 2
a+b

nobujamo 1ma je HM = . Taxohe, mpumenom Iluraropune Tteopeme Ha

7+i
a b

2 2
tpoyrao AMR, no6ujamo na je RM =,/a ;b :

W3 mpasoyrior tpoyrna GHM umamo na je HM <GM (karera mpaBoyrior Tpoyria

) 2ab ) )
Mama je 0/ Bberore xunorenyse). OQHOCHO, BaxXu: —b <+ab, a To je HejemHAKOCT
a+

u3mely xapMmoHujcke u reometpujcke cpeaune. Jlamwe, u3 npasoyrior Tpoyria AGM ,

) a+b ) ) )
Ha HWCTHU HA4YMUMH CJICAN Ada _]e *\fab <T mTo J¢C HC_]CI[HaKOCT FCOMeTpI/I_]CKe nu

aputMmetnuke cpeaune. Hajzax, u3 tpoyrma ARM 3akipyuyjemo aa je AM <RM,

a+b [a®+Db? . .
OOHOCHO 2 < 2 , a TO _]e HUINOTA I[pyTO o HejeI[HaKOCT apI/ITMCTI/I‘-IKC %1

KBaJIpaTHE CPE/INHE.
EBo jomr jennor rpaduykor qokas3a 3a OBe HejeJHAKOCTH:

G

AB=a, BC=b

a+b
AD=DC= >

BE L AB, DE=AD
FELED, FB||ED

_b-a

EG=BD="3
A C
[ ,
< a N—b—‘z‘ﬂ—n b;’“ >
< b >

AKO OMCMO Xelenu Ja JOKAKEMO BaKCHE HABEICHUX HEJCTHAKOCTH Yy OTIITEM
Clly4yajy, OJJHOCHO 3a IMPOU3BOJbHE OpojeBe a,,a,,...,a,, MOpaJid OUCMO J]a ce 030BEMO

Ha MaTeMaTU4Ky WHAYKIH]Y, @ TO YUEHHUIIH Y IPBOM pa3pey Cpele IIKOJIE jOoIT YBEK He
3Hajy. Yak M kaja Haydye MaTeMaTHYKy MHAYKIH]Y, OBU JOKa3u HUCY Oalll jeTHOCTaBHU
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CTOra je JOBOJHHO JOKa3aTH Bakemhe TBphema y ciydajy nBa Opoja, mro cMmo Beh
YPaIHIIH.
3a kpaj hemo mpukaszaTu joII jeIHy HejeTHAKOCT:

: 1
Teopema 2: 3a cBakH MO3UTHBAH Opoj X Baxu: X+—>2.
X

Jlokas:
Beh cmo ce Bume myra ysepwin aa je (X—1)°>0. Ako OBy Heje[HAKOCT PACIIHIIIEMO

no0ujamMo J1a BaXKH: X* +1>2X, ma HAKOH MLITO YUTaBY HEJE€IHAKOCT IMOACIUMO ca X
) 1

100MjaMo yIIpaBo KEJbEHH pe3yaTaT X+ — > 2. i
X

EBo u rpaduuke uHTEpIIpETaIje OBE HEJSTHAKOCTH
AKO0 mocmarpaMo MpaBOYTIM TPOYrao ca Karerama 2

1 . .
U X——, JobujamMo J1a je XUIIOTEeHy3a TOI TpOyrJja X %
X

® =

. 1
jenHaka X+—. M3 ocobuHe mpaBoyrjior Tpoyria aa
X

j€ XUIOTeHYy3a HheroBa Hajayka CTpaHUIla, T00HUjaMo
J1a BaKU TPAXKCHA HEjeTHAKOCT.

2.5. TOJATAK V3 IPYT'O MOTJIABJLE

VY mpBoMm paspeny ce He mocBehyje mpeBHIlle Maxmke 00JacTU pearHux OpojeBa u
MHOTa HHTEpECaHTHA TBphema 0CTajy HETIOMEHyTa U HeJJ0Ka3aHa. Y OBOM J0AaTKy hemo
JI0Ka3aTH jOIll HEKOJMKO MHTEPECaHTHUX TBphewma Koja Ha MPBU TMOTIEA JeNyjy
KOMIUTUKOBAHO 3a JIOKa3WBambe, a CUTYyalldja je MOTIYHO JApyrauuja.

Beh cmo mokasamu nma mpocTux OpojeBa mMma OeckoHauyHO MHOTO (Ha cTaHu 14).
[TornenajmMo cana jour jeHO UHTEPECAHTHO TBPHEHE KOje c€ TUYE MPOCTHX U CI0KEHUX
OpojeBa:

Teopema 1: VYBex ce moxe Hahm K y3acromHux crnoxkenux OpojeBa, rae je K
MIPOU3BOJbAH PUPOAAH OPO].

Hoxas3:
[TocmaTpajmo Opojese:
A=k+D-k-(k-1)----- 3-21+2=(k+1)H+2

A=k+D-k-(k-1)----- 3-2.1+43=(k+D)~3

To cy y3actomHu mpupoaHu OpojeBH, MMa UX Ta4HO K ¥ CBH Cy cliokeHH: A, je JeJbHB
ca2, A jenemuBcal,..., A ca k+1. lakne, noowim cMo K y3acTOIMHUX MPUPOJHUX

OpojeBa KOjH Cy CIIOKEHHU.
m
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Hagemrhemo caja v jenan 3agatak KojH je Ha MPBH MOTJIE] TEUIKO PELIUTH:

3agatak 1: [lokazatu na usmel)y cBaka JBa pa3MyuTa palioHaTHa Opoja MOCTOjU
OCCKOHAYHO MHOT'O pallMOHATHUX OpojeBa.

Pewerve:

. : . . a+b
Heka cy a u b mpousBosbHM paninoHaaHu OpojeBu u Heka je a<b.Tana je u 0poj

a+b )
pALMOHANIAH U BaXu: a < S <b, mrto ce nako nokasyje.

[IpernocraBumo cana aa usmel)y parroHaaHux OpojeBa @ W b MOCTOjU KOHAYHO MHOTO
panyoHanHUX OpojeBa: a<a, <a, <...<a, <b. To je Hemoryhe, jep Ha ocHOBy Beh

JI0Ka3aHOT uMaMo Jia usMmely paunnoHanHux OpojeBa a M @, Mopa [ocTojaTu Oap jeaaH

T

paronanas 6poj

H TaKO PCIA0OM.

[TornemajMo cana u jenan 3aaarak Koju ce (y pa3IMuYuTHM BapHjaHTaMa) 4ecTo cpehe Ha
MaTeMaTHYKUM TaKMUYCHHUMA:

3agarak 2: Jlokasatu ja je 6poj 9 +4% nemus ca 5.

Pewerve:

Jla Ou Heku 6poj 6HO AeJbUB ca 5 HEOMXOIHO je na ce 3apuiaBa iudppama 0 wim 5. Jlake,
Tpeba ToKazaTH 1a je mocnenma mudpa 6poja 9™ +4% mexa on ose age. Ilormemajmo
KaKo ce MoHata 6poj 9 kaza ce cTenexyje peoM IpUupoJHUM OpojeBUMaL:

9'=9

9% =81
9% =729
9* = 6561

OHO mITO MOXEMO J1a MPUMETUMO je Jla YKOJIIMKO Opoj 9 cTeneHyjeMo mapHUM OpojeM,
pesynarat he ce 3aBpmaBaTté nudppoM 1, a YKOJIUKO Ta CTENEHYyjeMO HemapHUM Opojem,
pesynrar he ce 3aBpmasatu muppom 9. Onatie 3akbydyjemo aa ce 6poj 9% saspiasa
uugppom 1.

[TonoBuhemo wWcTH TOCTyMak 3a MOHAIIalke Opoja 4 TPH CTENEHOBaWkY MPUPOTHUM
OpojeBuMma:

4 =4
4% =16
4° =64
4% =256
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Taxohe, npumehyjemo na kaga ce Opoj 4 creneHyje mapHUM OpojeM JA0OMjeHU pe3yaTar
ce 3aBpmaBa nUppoM 6, a YKOJIUKO Ta CTENEHYjeMO HeMmapHUM OpojeM pe3yiTar ce
3aBpmraBa udpom 4. Onatie ciean aa ce 6poj 4% 3aspmapa nudpom 4.

Kana cabepemo 6pojee 9* u 4% no6uhemo 6poj xoju ce 3aBpimasa mudpom 5, na he on
3amcTa GUTH JIeJBUB ca 5.

-25-



11 JOKA3HN Y APYI'OM PA3ZPENY

Jlpyra roawHa CpEOOIIKOJICKOT H3y4daBama MaTeMaThKe 4YHuTaBa je mocBeheHa
anreOpu M W3y4yaBamkby MHOTOOpPOJHHMX ,,HOBUX (pyHKIMja, jefHAUYMHA M HejeIHAuYMHA.
AXO0 TOBOpHMMO O JOKa3uMa TeopeMma, apyra roJuHa HHje MpeBuIle OoraTa JOKa3uMa
KaKBe CMO CpeTaJld y IPBOM pa3peny Beh cy To MaxoM padyHCKa n3Bolema pazHOpa3HUX
¢dopmyna. YmpaBo u3 paziora IITO CE pagd O pauyyHCKHUM TpaHCopMalyjama, TaKBH
JI0Ka3u Cy y4eHHLIMMa MHOTO Onmku U pasymsbuBuju. Cana hemo ce gera/bHO yHo3HATH
ca HaYMHOM Ha KOjH c€ CBE T€ MHOTOOpOjHE (hopMyIlie MOTY JOKa3aTH OJHOCHO M3BECTH.
I[Ipe Tora, KpaTak moryie]| Ha IUIaH U IPOTPaM:

Pennn HACTABHE TEME Bpoj bpoj qacosa 3a
0poj 9acoBa o [ oGpany | ocraie
HACTaBHE TEMU THIIOBE
TEME JacoBa
1. CreneHoBame U KOPEHOBAHE 39 13 26
2. KBanparna jeqnaunHa u KBaapaTtHa GyHKIUja 49 17 32
3. ExcrioneHnujaiHa u morapTuMacka QyHKIHja 33 10 23
4 Tpuronometpujcke GyHkuuje 54 20 34
YKVYIIHO 175 60 115

3.1. CTEHIEHOBAIKBE U KOPEHOBAE

Kana je ped o obmacTu y K0joj ce u3y4yaBa CTEIICHOBAEC U KOPEHOBAHE, PETKO Kaja ce
npodecopu OUTydyjy Jla YUYCHHUIIMMA JIOKa3y]y BaKEHh¢ HEKUX O] OCHOBHUX CBOjCTaBa
OBUX OTiepaiinja, Beh ce MaxoM Ociamajy Ha 3HAKE KOje CY YUCHHIM CTEKJIM Y OCHOBHO)]
KON Kao W Ha mHTyHuujy. Cana he OMTHM mpuKazaHH JTOKa3H HEKOJIMKO OCHOBHHUX
CBOjcTaBa 3a oBe JiBe onepaiyje. [lohumo on HajjenHOCTaBHH]E:

Teopema 1: 3a cBe peanHe OpojeBe a,b u 3a cBe nmpupoane OpojeBe M, N BaxKu:

1. am ‘an — am+n;
2. (@")"=a™,
3. (ab)"=a"-b";

4, —=a"", m>n.
a
Jlokas:
Axo nohemo o1 UnmeHHUILIE /1A je :
a’=a-a,

umahemo ma je: a"-a"=a-a-...-a-a-a-...-a=a

a’=a-a-a,

m n




[Tonaszehu on ucte ynmeHMUIIE, UMaMO Ja je:
@"=a"-a"-...-a"
%/—/
n
[IpuMeHOM HCTOT TPHHIMIEA, KAa0 H KOpHUIINemeM OCOOMHE KOMYTAaTHBHOCTH 3a
MHOXEHE, T00MjaMo J1a BaXKH:
(ab)" =(a-b)-(a-b)-...-(a-b)=a-a-...-a-b-b-...-b=a"-b".

m m m

mn

=a

KonauHo, J1aKk0 je MpUMETHTH Ja TIOJ] YCIIOBOM /1a je M >N BaXKH H:
m n m-n n

m-n m-n

" a-a-..-a a-a..aaa..a aa..a m-n
—= = = -a-a-...ra=l-a-a-...-a=a
a-a-...-a a-a-....a a-a-...-a

n n n
O
OHO mTO OM Yy OBOM TPEHYTKY Tpebaslo HArJIACUTH J1a OBO HMj€ MOTIYHO KOPEKTaH
JI0Ka3 U3 MPOCTOT PasJiora IITO Ce CTENeH Hekor Opoja neduHuine Ha cieaehu HaunH:

HMedpununuja 1: Heka je a mpousBosban 0poj. Tamga Baxu ciienehe:

1) a’=1

2)a" =a"-a (neN)
Jlakne, cTenieHOBame ce NeUHUIIC Ha TAKO3BAaHH PEKyp3uBaH HaunH. To 3Hauu aa Ou ce
JOKa3u TBphema Be3aHMX 3a CTEICHOBAME H3BOJWIM TMPUMEHOM MaTeMaTHYKe
uHayknuje. Mehytum, npobiaem je mTo ce MareMaTH4Ka WHAYKIHja y9d T€K Ha Kpajy

Tpeher paspena cpenme mkose. CTora je y TPeHYTKY ydewma CTeleHOBama Hemoryhe
[I0Ka3aTH JELY TaKaB JI0Ka3.

[Tohumo cama kopak nase. XKesba Ham je ga ce ocnoOOAMMO 3axTeBa M>N y
penanuju 4 MpEeTXOJHE TEopeMe, Y3 YCIIOB Jla OHa U Jajbe Baxku 3a cBe a€ R\{0}, u
cazia, 0e3 orpannuema, 3a cee M,N € N . Taga Ou Mmopaso outH:
a—m:am’m =a’, aeR\{0},

am
HO, TO 3Ha4M ja je (30or a—m =1):

a’=1 aeR\{0}.

Hcto Tako
1 a' B
Z=—==—=a"’=a" aeR\{0},
a a’ a
1 a a

=—=—=a1_3=a_2 aER\{O},

1
im: a _ a _ ) — g™ g e R\{0}.
a
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Jakie:

1

—=a" aeR\{0}, meN.
a

VBepulieMo ce caza Ja 3a yBEICHE CTCICHE Ba)Ke HABEICHA CBOJCTBA Y HEKUM
CTELIMjATHUM CITy4ajeBUMaA.

1) Hekaje m=0,neN:
am_an :ao.an :l_an :an :a0+n :am+n1
(am)n =(aO)n =1n =l=a0 =a0-n =a‘mn,

(ab)" =(ab)’ =1=1-1=a°-b’=a"-b"
2) Hekaje m=-k, keN,neN

)
(ab)" = (ab)* =~ =+ .1

akbk:ak'bk:{Jl_k'b_k:am'bm
3) Hekaje m=-k, keN,n=-I,1eN
m n -k -1 1 1 1 1
a"-a"=a*a'l=—" ==

(k1) _ gk+(-1) _ gmen

(am)n — (a—k)—l :(a_lkj_ _[%} — (ak)l :akl :a(—k)(—l) :amn,

@)
CgojctBo (a-b)" =a™-b™ cmo Beh mokazanu mox 2.

= . = :_:a
a* a a“-a a

Jokazahemo cajia HEKOJIMKO CBOjCTaBa Koja ce TU1Yy KOpPEHOBAamba.
Teopema 2: 3a a,b>0, mn e N . Tana Baxu:
1. Ya-Yb=4ab;
2. @ = Va (b= 0);
b b
3. Ya="a

Jlokas:

[Tonazehu ox cBojcTBa KOje CMO JI0Ka3alld Kajila CMO TOBOPUJIM O CTENEHOBawY, MaheMo
na sk (Ya-UYb)" =(a)"-(Yb)" =a-b (Ha OCHOBY YHILEHHMIIE J1a j€ (Ya)' =a, aKo je
a>0). Takohe, Baxu u: (Q/ﬁ)" =a-b. To 3Hauu 1a Baxu:

(Va-¥b)" = (¥a-b)"
I1a Ha OCHOBY CBOjCTBa 11a 3a X, X, >0 Baku X" =X," < X, = X, , 3aKJby4yjeMo Ja je:

Ya-Yo=ab.
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Hekaje a>0 u b>0 u n npupoxaan 6poj. OHa je, Ha OCHOBY Beh MOMEHYTOT CBOjCTBa
o kome je (Xa)" =a, akoje a>0:
(% ] _(®a)y _a

W) @by b

Kao u:
a) a
4
na je:
va) _(fa)
() ()
OJTHOCHO:

Axko je a>0 a m,n npupoanu 6pojeBu, Baxke cienehe penanuje:
(-] ) -( -
(<) -4

Jlake:
(]
IITO 3HAYU J1a BAXKH U

W ="4a.

OBuM je Teopema JoKa3aHa. O

3a kpaj hemo MoMeHyTH J1a OCOOMHE CTEMEeHa KOje CMO JIOKa3alk y Clydajy Kajaa cy
M3JI0KHUOLM LI OpojeBH, BaXKe U y CIydajy Kaja Cy U3JI0KHOLM pallMoOHaIHU OpojeBH.

P

Hekaje a>0,r=—, peZ qeN. Taxa nobujamo:

P\ ey,
@)=|a" | =a® =a".

[MosutuBHu OpojeBn @' u a’ uMmajy cBOjcTBO 1a je (-TH crereH Opoja a' jemnak a’.
Crora, npema jeUHHAIMjU KOpeHa, Opoj @' je MO3UTHBAH (| -TH KOPEH MO3UTUBHOT Opoja

a’. Jlakne, Baxu:
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Teopema 3: Heka cy a,bmo3utuBHEM peanHu OpojeBH, a ,S NPOU3BOJGHHU PAIlHOHAITHH
opojeBu. OHpa je:

1. a"-a’=a"";

2. (") =a";

3. (ab)" =a"-b".
Jokas:

. m
Heka je r=—,s=£, mpeZnqgeN. Osnaunmo ca x=a'=4a", y=a’=+a’.
n q

Tama cy X u ymosutuBHH OpojeBu u X" =a", y?=aPf. Ako npBy o1 OBHUX jeHAKOCTH
cremeHyjeMo ca (, a apyry ca n, mobmjamo X' =a™, y"=a"™. Muoxemem
HOCIIEIbHX JBEjY jemHakocTn Hamasu ce X' -y" =a™ -aP . Osxe cy u3inoxuonm 1eam
OpojeBu, Ma ce MOT'y MPUMEHUTH CBOjCTBa Koja cMO Beh gokaszanu, Tako Ja he BaKuUTH
(xy)™ =a™"" ognoCHO:

mg-+np m
ar .as :Xy:n%amqﬁ-np —a nq :an :ar+s.

OBHUM CMO JTOKa3aJId MPBO CBOjCTBO HaBeJeHE Teopeme. CIMYHO MOKa3yjeMo OcTaia JiBa
CBOjCTBa:
P
M \q !
(ar)s :{an ] — q (n’am)p .
CreneHoBameM ca (N OBE jeIHAKOCTH, 1001jaMo:

@y =({a am)p)qn =(( « am>p)q]n (<) —am.

mp
naf . mp

Ca npyre crpane je a°=a"?=4+a™, omakne wnamasumo: (a")" =a™. 36or
((ar)S)qn — ((ar)S)qn , AMaMo Haje (ar)s — ars.

P
q

3.2. KBAJIPATHA JEAJHAYNHA

OBa obnacT je MOXK/Ja U Haj3HaYajHUja y YUTABO] APYroj TOAMHU cpeame mkone. O
M3Y3€THE je BaXHOCTH Jla YYEHUIM J100po caBliajiajy pelllaBambe KBaJpaTHUX jeJHAYMHA
Jep ce MHOre Jpyre jelHaulHe KOje ce y4ue KaCHHUje HEPETKO CBOJIE YIPaBO Ha KBaJIpaTHE.
[Tokazahemo caja HauyMH Ha KOjU C€ H3BOAM 00pasall 3a pellaBambe KBaIPATHUX
JeIHaYMHa, a KOju MpodecopHr BpJIO YECTO YYEHHUIMMA Jajy caMO y TOTOBOM OOJIHKY,
3atuM BujeToBe dopmyie, Kao U jOII HEKOJIMKO TeopeMa Koje ce THIy IPUPOJIE peleHha
KBaJ[paTHE jeJHAYMHE U pPacTaBJbarba KBAJAPATHUX TPUHOMA HAa YHHHUOLIE.

Kaga roBopumo o pemiaBamby KBajJpaTHE jeJHAYMHE HAjIpe MOPaMO BHUICTH y KOM
CKYITy eIMMo Ja pemumMo oapeheny jennaunny. Ca TuM y Be3u hemo mocmarparty JBa
cllyyaja:

1) PemaBame KBaJpaTHE jeTHAYMHE Y CKYIy peaHiX OpojeBa;

-30 -



2) PemaBame KBaJpaTHE jeIHAYMHE y CKYITy KOMIUIEKCHUX OpojeBa.

Teopema 1: Heka je nara jennaunna ax’ +bx+c=0 (a,b,ceR).
a) [locmarpaHo y cKyIy pearHux OpojeBa:
1) axo je b*—4ac>0 Tana jenHauMHA MMa JBa pealHa pelIeHha Koja ce pauyHajy
2a R 2a '
2) axo je b*—4ac=0 Tama xBagpaTHA jeHAYMHA MMA j€JHO PEATHO PEIIEHE Koje

npemMa Gopmynama X, =

ce goduja npexko Gopmyine X = 2a ;

3) axo je b® —4ac <0 Tana jeqHAYMHA HEMA PellieHha y CKYITy PEaTHUX OpojeBa.
0) [locmatpaHo y cKyny KOMILTIEKCHUX OpojeBa:

1) axo je b*>—4ac>0 Taga jenHauMHAa MMa IBa pelliema y CKYIMy KOMILIEKCHHX

—b++/b? —4ac

OpojeBa KoOja ce pauyHajy mpeMa ¢opMmynama X = 22

—b—+/b? - 4ac
2a '
2) axo je b’—4ac=0 Tajma KBajpaTHa jefHAYMHA MMa jEJHO pElICHE y CKYIY

X, =

KOMIUICKCHUX OpojeBa Koje ce 1o0uja mpeko popMyiie X = —;

3) ako je b°—4ac<0 Tama jenHAYMHA MMa JBA KOH]yroBaHA pEIICHA y CKYITy

~b+ivdac-b’ —b—iv4ac—b?

KOMIUIEKCHUX OpojeBa U OHA Cy: X, = U X, =
POj Y& oa 2 2a

Hoxas3:
Heka je ax’-+bx+c=0 npousso/bHa KBajpaTHa jeqHauMHa M Heka Baxku a=0 (y
crydajy na je a=0, ta jenHaunHa He Om Owia kBajparHa Beh ymueapna). Ctora hemo

JeIHaYMHY MO/IEIUTH ca & M Ha Taj HauuH J1001jamo:

2, b C_
x+ax+a_0. )

Cana hemo U3BecTH HU3 €KBUBAJICHTHUX TpaHchopMaluja:
[IpBo hemo ga “ynakyjemo” mpBa J1Ba 4jlaHa ca JieBe cTpaHe jenHakoctu (1) y kBagpar

ouHOMA!
[ bjz b2 ¢
X+— | ——+—=0.
2a 4a° a
Haxkown cpehuBama, 1o6uja ce:

(HLT_M_O )
2a 4a? ' (2)

Jlasbu TOK pelaBama OBE jeJHAYMHE 3aBHCH OJ TOra Jia JId je b® —4ac mo3uTHBHO,
HETaTUBHO WJIH J€THAKO HYIIH.
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1) Ako je b*—4ac >0, Tana ce jeHaunHa (2) MOKe 3aMUCATH Y OOIHKY:

( bjz_mz

X+— =0.
2a

2a
[TpumenoM dopmylie 3a pa3nMKy KBaJpaTa JICBY CTpaHy OBE jeJJHAYMHE PacTaBbaMO Ha
YUHUOILIC U SaBpI_HaBaMO pemaBaH,e Ha I1O3HAaT HAYUH.
b «/b?-4ac b +/b?-4ac

X+ —————— || X+—+——|=0,
2a 2a 2a 2a

aTo je JaJb€ CKBUBAJICHTHO Ca:

b +b’-dac b «b®-4ac

X+ —— 0 Vv X+4—+——""=0,
2a 2a 2a 2a
OOJHOCHO:
,__b Wb’-dac b +b’-dac
2a 2a 2a 2a

Hakie, y oBoM ciydajy jenHauynna (1) uma 1Ba peaiiHa peniema:
= 2a hRT 2a '
Yo6uuajeHo je 1a ce 0Ba YMIbEHUIIA 3anucyje U Ha cieaehn HaunH:
_ —b++b®-4ac
2= oa :
2) Ako je b* —4ac =0, Tana je jenHaunna (2) 3anpaBo jeHAUKHA:

OBa jegHauMHa EKBHBAJICHTHA je ca X+2—=0, Ma UMa Camo jeHO PEANHO pPEIICHE
a

b . .

X=—2—. n Yy OBOM CJIy4aJy MOXKE CC€ KOPUCTHUTH q)opMyna KOJy CMO I[O6I/IJ'II/I y
a

MMpETXOAHOM:

—bxvb’—4ac -bx\V0 b
2a 2a 2a’
VY oBoM ciywajy KaxxeMoO Ja KBajpaTHa jeqHaunHa (1) mma “aBa” jenmHaka peliema

K==

*  2a’
3) Axo je b —4ac <0, Tana je uspas ca nese cTpaHe jenHaunHe (2) 3aMpaBo 361p
MO3UTHBHE KOHCTaHTE U U3pa3a urje Cy CBE BPEIHOCTU YBEK HEHETaTHBHE U Kao TaKaB

u3pa3 ca JIeBe CTpaHe He MOXe OMTH jeJIHaK HYJIM HU 3a jeIHy BPEIHOCT IPOMEHIbUBE X'

( b jz b? —4ac ( b jz b? —4ac
2a 4a 2a 4a
%/_/

HEHETAaTHUBHO 3a TI0O3UTHUBHA
CBAaKO pealHo X KOHCTaHTa

Xy, =
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Jlakiie, y OBOM ciy4ajy, jeqHauuHa (1) Hema peanHuxX pemiema. Ad, UMa peuiema y
CKYITy KOMIUICKCHUX OpojeBa.

Kako je b®-4ac<0, ommocHo 4ac—b®>0, umamo na je moclema jeIHAYMHA

CKBHUBaAJICHTHA Ca.
2
2
( b ) Jdac —b? i

X+—
2a 2a

Kopucrehu ¢opmyny 3a pasnuky KBaapara, Hala3UMO KOMIUIEKCHA pelllera JaTe

=0.

KBaJ[paTHE jeJHAYNHE:
2
/ _h2 / 2
X+£_—4ac b i X+£+—4ac b i| =0,
2a 2a 2a 2a
IITO j& eKBUBAJICHTHO Ca!
2 / 2
XJFE——Arac b i=0 v X+£+—4ac b i=0,
2a 2a 2a 2a
OJHOCHO:
X = b +—'Aac_b2| v X—_E_—Aac_bzi—o

2a 2a 2a 2a
Jlakne, ako je b®—4ac <0, jennaunna (1) ©Ma 1Ba KOMIIEKCHA PeIICH:A:
_ -btiVdac-b’
/2 — '
2a

Axo je b®—4ac<0, xommIekcHa pemema KBajapaTHe jenHaunHe (1) mehyco6HO cy
KOHjyroBaHa, ia ce Kaxke Jja jeJHaYiHa UMa 1ap KOHjyroBaHO KOMIUIEKCHUX pelleHha.

Mako Huje MOTIyHO KOPEKTHO, TPAJMIMOHAIHO CE yCBaja JJOroBop: ako je b*—4ac <0,

oHma ce ca +b?—4ac o3nauama +iy/4ac—b’ . OBakaB JOroBOp JOHEKIE je ONpaBIaH
JeHaKoCThMA:

(i\/4ac—b2 )2 —j? -(\/4ac—b2 )2 — (-1)-(4ac—b?) = b? — 4ac

[Ipn oBakBOj ymnoTpeOM KBaJpaTHOI KOpPEHAa HE CMeJy ce€ NPUMEHUBATH OCOOMHE
KBaJIpaTHOT KOPEHa HEHETraTUBHUX peaHUX OpojeBa.
HaBenenu 10roBop ce ycBaja 3aTo HITO Ce Taja pelieka cBake KBaapaTHe jeqHaunne (1)

MOTy onucaT popmynom:
_—bxyb?-4ac b0 b
X2 = 2a ~ 2a  2a
3ancra, axo je b® —4ac <0, onza je MpeMa YCBOjeHOM JIOTOBOPY:

_ —b++/b? —4ac _ bt iv4ac—b?

2 2a 2a
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Teopema 2 (o0 mpupoau peuiewma KBaJpaTHE jeAHAYMHE): 3a KBaJpaTHY jeJHAYUHY Ca
peaHuM KoedunujeHTuMa ax’ +bx +c¢ =0 Baxu:
1) jenHaunmHa wWMa JBa pa3MYMTa peaJHa pelieHha ako M caMo akKo je
D =b’ —4ac > 0;
2) jenHAYMHA MMa jeIHO peaHo Pelekhe ako U caMo ako je D =b® —4ac =0;
3) jenHauyMHA MMa jeaH Map KOHjYTOBAaHO — KOMIUICKCHHX PEIIcHha aKo U CaMo aKo
je D=b*—-4ac<0.

Jokas:

[Tomro BuaMMO /12 HaBe/IeHA TBphewma y ceOu caapike eKBUBAJICHIIN]Y (aKO U CaMoO aKo),
noka3 hemo m3BecTH y JBa jena (kao mTOo je Beh Ha mMoOuYeTKy paja 00jalImeHo).
JlokasyjemMo mpBo cMep <=

1) Ako je muckpumuHanta D mo3uTHBHA, OHZA je U JD nosurusan peanan 0poj,
b+VD . -b-D
2a ' 2a
2) Axo je nuckpumuHanta D jemHaka Hynu, OHJA je U JD JeIHaK HyJH, Ta je:
-b b

X1 =—, X2 =—, IITO 3Ha4Yu L[aje Xl = X2 , 4 TO CMO H XCJICIIHU Ja ITIOKAXKEMO.
2a 2a

na cy pemema X, = peallHu U pa3NIuYuTH OpOjeBU.

3) Ako je nuckpumuHanta D HeratuBHa, oHza je —D mosuTHBaH peanan Opoj, na je

J-D no3uTtuBaH  peaman  Opoj. Crora je 'y TOM  caydajy
» X

. ~b+iv-D —b-iv-D
\/Bz\/(—l)-(—D) =iv—D u pemwema cy: X = = , a
2a 2a

TO j€ jefaH map KOHjyroBaHO KOMIUIEKCHUX OpojeBa.
OBHUM CcMO JI0Ka3ajlM jelaH cMep Y HaBeleHo] TBpAmU. OcTaje jou Ja JTOKaKeMOo cMep
=.
[Tomro je D peanan 6poj, Ha OCHOBY CBOJCTBa peajHUX OpojeBa CIeAu 1a OH MOXKe OUTH
WJIM TTO3UTUBAH, WM jeIHAK HYJIU, WM HETaTUBAaH.

1) IlpermocraBUMO Ja jeAHAUYMHA HMMa JiBa pa3MuYMTa peanHa peiewma. Kama
TUCKPUMHUHAHTA He Ou Ouia MO3WTHBHA, OHJA OM OWia WM jelHaKa HyIHd HIN
HeratuBHa. Ho, y TuM ciyuajeBuma Ou periema Ouila peaiiHa U jeIHaKa, Uilu map
KOHJYTOBaHO — KOMIIJIEKCHUX OpojeBa, IITO j€ CYNPOTHO IMPETIOCTABLU Jia CY
peaiHa U pa3IuyaunTa.

Tephemwa 2) u 3) nokazyjy ce NOTIYHO aHAJOTHO.

OBuM je TeopeMa y MOTIYHOCTH JI0Ka3aHa. o

Teopema 3 (BI/IjeTOB63 ¢dbopmyiie) : bpojeBu X, u X, cy pellema KBaJpaTHE jeJHAUYNHE

ax® +bx+c =0 ako n camo axo je:

+X __b u X, =2
XX = 3 X 2= ©)

® ®pancoa Bujer (dpan. Franois Vite, 1540-1603), ppaHiycki MaTemMaTHyap.
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Jlokas:
U oBo TBpheme y ceOu caapku eKBUBAJICHIU]Y, CTOTA J0Ka3 U3BOJMUMO Y JiBa Jieia (IBe
UMIUIIKanyje). JJokakuMo NpBO HMMIUIMKALUjy: aKko Cy X, M X, peliema KBaJapaTHe

jenmaunne ax’ +bx+c =0, onna cy ucnymene jeaHakoctu (3).

[omTo cy X, U X, peliema KBajpaTHe jeqHaunne ax’ +bx+c =0, onna je:
= 2a hRT 2a '

CabupameM U MHOXKEHEM, HEMTOCPETHO, T00HjaMo:

—b++/b? —4ac . —b—+b?-4ac _-2b b
2a

2a 2a a

X +X, =

Kao u:

X +X =

—b+b*—4ac | [ -b—+b’—4ac | b*-b’+4ac _dac _c
2a a

2a 4a° 4a°

JIoKaXXHMO cajia Ipyry UMIUIMKAIUjy: ako OpojeBH X, U X, 3a0BOJbaBajy jeIHAKOCTH
(3), ona cy OHM peliema KBajgpaTHe jeHaunHe ax’ +bx+c=0.
W3 oBux nBejy jeanakoctu ciemd na je b=-a(x,+X,) u c=a-X -X,, na KBajpaTHa
jeIHAYMHA MOJKE JIa Ce 3aIluIIIe Y O0JIUKY:

ax® —a(x, +X,)x+axx, =0,
OJTHOCHO:

a(x® — (X +X,)X+XX,) =0,
AXo casia U3BPIIUMO TOJIECHO IPYIUCAHE YWIAHOBA Y 3arpaJy BUAUMO J1a BaXKH:

a(x* —xX—X,X+XX,) =0,
LITO j€ 1aJbe€ EKBUBAJIEHTHO Ca!

a(x(x=x%) =%, (x=x)) =0,
OJTHOCHO:

a(x—x)(x=x,) =0,

a OJlaB/I€ j€ OUMIJIETHO Ja cy X, M X, pellema T€ jeJHAauYlHEe, Ila CaMHUM THUM jecy U

pellerma O] eKBMBAIEHTHE ToNasHe jeaHaumHe ax”+bx+c=0, a To je u Tpebamo
MOKa3aTH. O

Teopema 4 (0 pacTaBibamy KBaJpaTHOI TpUHOMa Ha uuHuUoIE): bpojeBu X, u X, cy

peliema KBajpaTHe jefHauMHE ax’ +bX+C=0 ako M caMo ako ce KBaJpaTHH TPUHOM
aX2 + bX +C MOXKE pacTaBUTHU HA JIMHCAPHC YUHUOLC HA Cﬂe[[ehl/l Ha4YUH:
ax? +bx+c=a(x—x)(X—X,) 4)
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Jlokas:
Kopucrehu ce BujeroBum popmynama nodujamo cienehu HU3 jeTHAKOCTH:

ax® +bx+c =a(x? +§X+§) =a(x’ + (X +X,)X+XX,) =a(Xx—x)(X—X,), WTo noKasyje

MIPBU JICO HAIIET TBphema.
OG6pHYTO, aKO 3a KBaApaTHH TpHMHOM ax’ +bx+C Baxu (3) onma cy « u B pelema

jenHaunne ax® +bx+c=0. OBo TBpheme je ounrienHo n mUMe cMo ce Beh KopucTuam
K01 nokaza BujeroBux gopmyia. OBuM je Teopema JIoKa3aHa. m

JlokazaheMo, Ha Kpajy jolI jeHy TeOpeMy O 3HaKy pellickha KBaJipaTHE jeJHAYNHE:

Teopema 5: Pemewa X, M X, KBaJpaTHE jeHAUMHE ca PEATHUM KOEPHUIIM]JEHTHMA

ax’+bx+c=0 cy:
c

1) peanHa M IO3UTHBHA aKo M caMmo ako je b*—4ac>0, — <0, —=>0;
a a
. c
2) peajiHa M HETaTHUBHA aKo M camo ako je b —-4ac>0, —>0, —>0
a a

Hoxas3:

Heka cy X, u X, nosutuBHu OpojeBu. OHza je X, + X, >0 u XX, >0, ma Ha ocHOBY

. . b b c
BujeroBux ¢opmyna nHamazumo ga je —— >0, omHocHo —<0 u —>0. Ilomro cy
a a a

pelema peanna, mopa 6utu u b’ —4ac>0.
. b c .
O6pHYTO, Heka je ncnymeno b> —4ac>0, — <0, —> 0. Ha ocHoBy BujetoBux popmyma
a a

oJlaB/ie Haja3uMo jaa je X, + X, >0 u XX, >0. [TomrTo je quCKpUMUHAHTA HEHEraTUBHA

peliema KBajJpaTHE jeJHauuMHEe Ccy peanHa. [lomro je HUXOB HPOM3BOJ IMO3UTHUBAH,
peliema cy UCTOT 3HaKa, a Kako je U ’UXO0B 30up MO3UTHBaH, 00a peliewha Mopajy Outu
no3uTHBHA. Teopema je OBUM JI0Ka3aHa.

Crnydaj 2) ce noka3yje Ha UCTH HA4MH Kao U ciay4aj 1). ]

3.3. OCOBHHE JIOTAPUTAMA

Beoma uecto ce memaBa na kama ce 'y ApyroMm paspeny oOpalyyjy Jioraputmu,
npodecopu JIeceT CBOjcTaBa JiorapuraMa HaBeay 0e3 MKakBor jJoka3za. Ha Taj HauuH Kox
y4eHHKa ce cTBapa ocehaj Jja Cy JOrapuTMH 3alpaBo BELITayKa TBOPEBHHA YHYTap Koje
Ba)ke Ta MpaBHJIa MPeMa HEKaKBOM JIOTOBOPY, a MCTHHA j€ MOTIYHO japyraddja. Ce Te
ocoOuHE Jlorapurama 3ampaBo Cy caMO JIOTHYHA [ocienuna came jaeduHuimje
JIOTapuUTMa U BeoMa JIaKo Cc€ MOTY JIOKa3aTH, mTo he caga OWTH U yIHHEHO.

Hapemrhemo Ha modetky neuHUIM]Y JorapuTMma jep hemo ce MPUIMKOM JI0Ka3HMBamba
CBOjCTaBa Ha Ky MO3UBATHU:
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HMedpununuja: Peanan 6poj x kojum Tpeba cTerneHoBaTd ocHOBY a (a>0, a=1) nma 6u ce

10010 no3utuBaH Opoj b HazuBamo sorapuTMom Opoja b 3a ocHoBy a. [Ipyrum peunma,
BaKH:

log,b=x < a‘=b 1)

BeoMa je BakKHO HArjgacHTH yCIIOBE O] KOjHMA j€ JIorapuTaMm Je(QUHHCAH, jep ce TO
BEOMa 4eCTO MPEBUIM T1a JI0JIa3u JI0 rpeniaka. Buaumo, npe ceera, 1a 6poj a mopa outu
MO3UTUBAaH. AKO TIOCMAaTpaMoO JIOTapUTaMCKy GQYHKIH]y Kao (YHKIHj)Y HWHBEP3HY
€KCIIOHCHIIMjaJIHOj, jaCHO je 300r 4Yera oBaj YCJIOB Mopa OWTH 3aJI0BOJBEH, jep HU
eKCIOHeHIMjaHa (PyHKIHMja HUje AeUHUCAaHa aKo jeé OCHOBa HeratuBHa. Jlabe, Opoj a
He cMe OuTH jenHak 1 jep O y cynmpoTHOM 100U KoHCTaHTHY ¢pyHkimjy f(X)=1 mro

HaMm HUje y uHTepecy. Konauno, nocnenmu ycio je aa je b>0. Taj ycioB je camo
JIOTHYHA TIOCJIEHIIA MIPBOT yCJIOBAa U OCOOWMHA E€KCIOHEHIMjajdHe (YHKIUje: TO3UTHBAH
Opoj cTerneHoBaH Ma KOjUM peaaTHuM OpojeM yBeK je Behu of HyIe.
[Tocneame mMTO Bajba HAIIOMEHYTH IPE HETO MITO C€ KOHAYHO TOCBETUMO JOKA3UBAMY
ocoOWHa JlorapuTaMa jecte Jia YKOJIUKO Ce OCHOBA JIOTapuTMa M30CTaBH, HE 3HAYH JIa je
MU CaMH MOXXEMO MPOHM3BOJFHO M3abparu Beh 1a HHje O 3HAa4Yaja Koja je OCHOBA TOT
JIOTapUTMa, OJTHOCHO JIa HABEJICHO CBOjCTBO BaXKH 3a OMJIO KOjy OcHOBY. IIpena3umo cana
Ha JIOKa3uBame MO3HATUX JIECET CBOjCTaBa:

1) log,1=0 (a>0, a=1)

OBO CBOjCTBO j€ MOMPUIMYHO OYUTIIEAHO U HUjE ra TEmKo noka3zatu. 3 nedunuiuje

noraput™Ma umamo 1a je log,1=x < a*=1. Jla 6u cremen Hekor Gpoja Guo

jeIHAK jeIMHUITM FEeTOB M3JIOKWIIAIl MOpa OWTH jeHak Hynau. J[pyra BapujanTa je na
Oyne a=1, anmu Tama oBaj m3pa3 yommte HUje nedunucad. Jakie, X=0 To0 ject
log,1=0;

2) log,a=1 (a>0,a=1)

Kpenumo oner ox nepununmje: 10g, a =X < a* =a. Onatie je cacBUM OYUTIIETHO
naje x=1.

3) a™%’=b (a>0,a=1b>0)

Heka je log,b=x. Onmatne 3mamo na je a*=b. Tama je a“°*"=a*=b. Oso

CBOJCTBO CE€ MOJKE€ JI0Ka3aTH U KOpHUCTehH ce YMIEeHMIIOM Ja KOMIIO3UIMja HeKe
¢GbyHKIMje U BHO] WHBEpP3HE (YHKIIMjEe JEJCTBOBAEM Ha HEKU €JIEMEHT Jaje Hera

camor ((f o f1)(x)=x)
4) log,(x-y)=log,x+log,y (a>0,a=1 x>0, y>0)
Hexka je log, x=m u log, y =n. To, mo nedununuju, 31aun ga je x=a" u y=a".
Tana umamo na je:
log, (x-y) =log,(a"-a")

—log, a™"

=m+n

=log, x+log, y
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5) log, x" =n-log, x (a>0,a#1 x>0,neN)
AKO CBOJCTBO 4) MPUMEHUMO BUIIIE ITyTa 32 peAoM, J00nheMo jeTHaKOCT:
log, x-x-...-x=log, x+log, x+...+log, x=n-log, x

n

n

6) Iogaﬁzlogax—logay (a>0,a#1 x>0, y>0)
y

Heka je: log. x=m u lo =n. To, no nebuHuMjy, 3Haun 1a je X=a", y=a".
J a a ] J

Tana umamo na je:
m

X a m-n
|Oga—:|oga¥:|ogaa =m-n=Ilog, x—log, y
y

7) Iogab:I (a>0,a=1,b>0,b=1)
b
Heka je log,b=m u log,a=n. To, mo nebununuju, 3uaun aa je a" =b u b" =a.
Tana je:
(b")"=a" =b.
OnHOCHO:
b™ =b.

. ) 1
Opnasne 3akspydyjeMo aa je mn=1, ognocuo m =— . Kayia 3ameHumMo m u n
n
nobujamo Gar:

log, b=

log, a
8) Iognbzl-logab (a>0,a=1,b>0,neN)
2 n
Kopucrehu ce ocobunama 5) u 7) umamo 1a je:
1 1 1 1
n

1
— = = =—log, b
2 log,a" n-log,a

log,a n

9) log, b= 129:P
log

(@a>0,a#1,b>0,¢c>0, c=])

c

Heka je: log,b=m, log.b=k, log.a=n. To, mo neduuuimju, 3Ha4n na Baxu:

a" =b, c=buc'=a. Tana, mo Beh 10Kka3aHUM CBOjCTBUMA BaXKU:
1 log.b

log, b=log, c“ =k-log, c =log_b- =
log.a log.a

10) log,b=log ,b"  (a>0,a#1b>0,neN)

N3 cBojcTara 5) 1 8) MOXKEMO /12 3aKJbYIMMO J1a BaXKHU:
1
log,b=log_, b"==-n-log,b=1log, b
n

OBUM CMO JJ0Ka3aJIM BayKEHE CBUX JIECET CBOjCTaBa JiorapuTama.
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3.4. TPUTOHOMETPHJA

[Ito ce Tnue obmactu kojom hemo ce cama mo3abaBUTH, OHA je BEPOBATHO jeHA O]
rpaHa MaTeMaTHKe Koja je Hajooratvja pa3sHOBpcHUM ¢opMymnama. OHO ImITO je
HAjUHTEPECAHTHH]E j€ IITO Ce MMO3HABAKEM JIBEjy OCHOBHUX Ae(PUHHUIM]a, KAO U JIBA WIH
TPU OCHOBHA CBOjCTBAa TPUTOHOMETPHJCKHX (YHKIIMja CBE T€ MHOroopojHe dopmyse
Mory 0e3 npeBuIIe Myke u3BecTH. HepeTko ce aemana aa npodecop y Cpeam0j MKOIH
O]l CBOjUX YYCHHKA 3aXTEBajy Ja CBE T€ CHWJIHE (OopMyJie yde HalameT, YMECTO Ja UX
Hayde Kako Ja caMu M3BeIy cBe muX. To Ou OMiIo 3HATHO KOPHCHH]jE, jep YaK U Kaja
HEKO ycCIle Jia yCBOju Te (GopMysie, 300T BUXOBE CIMYHOCTH he mx Beh HAKOH KpaTKOT
BpeMeHa ckpo3 m3memaTtu. Cama hemo “npohu” kpo3 uuTaBy TPUTOHOMETPHU]Y, JEO IO
neo, u3Bojchm pasHe TpaHchopManmje W JA0Ka3yjyhn OCHOBHE TPUTOHOMETPH)CKE
UJICHTHUTETE.

[InanoM W mporpaMoM HACTaBe MaTeMaTHUKE 3a MPBU pa3pell CPEeAme IIKOJe,
npenBul)eHO je Ja ce Ha Kpajy TOJWHE HEKOJHMKO 4YacoBa IIOCBETH OCHOBHUM
TPUTOHOMETPHjCKUM (pyHKIMjama. MelhyTum, yciaen HeqocTaTka BpeMeHa U mpeoOuMHOT
nporpama, mpodecopu ce Hajuemhe OITy4dyjy Ja W TE€ HAJOCHOBHHUjE IIOjMOBE U3
TPUTOHOMETPHjE Ca YUCHUIIMMa ypaje y Apyrom paspeny. [louehemo ca nepunumnmjom
OCHOBHHX TPHUTOHOMETPH]CKHX (PYHKIIM]ja OIITPOT yIiia:

[TocmaTpajmo mpaBoyrinu Tpoyrao ABC u jemaH oa HETOBHX OINTPUX YIJIOBA O KOJ
TemeHa A4:

Jepunnnmja 1:
1) Cunyc yria o je KOJIMYHUK HACIPaMHE KaTeTe yriia o M XMIIOTeHY3e. Y CiIydajy

ca cImKe, To je Sina = % ;

2) KocuHyc yria o je KOJIMYHUK HaJeryie KaTeTe yria o ¥ XUIoTeHy3e. Y clly4ajy ca
CIIUKE, TO je COS = % ;

3) TanreHc yrna o je KOTMYHHK HacpaMHe W HaJerjie KaTeTe yria o. Y ciydajy ca
cnuke, To je tga= % ;

4) KoraHreHc yria o je KOJHYHUK HAJErJIe ¥ HaclpaMHe KaTeTe yria o. Y ciaydajy

. b
ca CIMKe, TO Je Ctga=—
a

3a OoBaKkoO yBelEHE MOJMOBE, MOTY ce NokazaTu oapehene jemnaxoctn. HajBakauja
Mel)y ’uMa je cBakako OCHOBHA (pOpMyJia TPUTOHOMETpPH]E:
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Teopema 1: 3a npon3BoJbaH OIITAP YTa0 O BaXKU:
sina +cos’ o =1.
Jlokas:
Ogo TBpheme Huje Temko jgokazati. EBo kako ce To pamu:
U3 sin a:% = a=sina-Cc,awu3 COSa:% = b=cosa-c. Kako je mocMaTpanu Tpoyrao
ABC mpaBoyrim, 3a mera Baxu Ilutaropmna Teopema, omHocHO: a’+b’=c’. Ako
MIPETXOTHO M3BEACHE pellalije, 3aMEHIMO Y OBY jeIHAKOCT 100HjaMo:
(sina-c)® +(cosa-c)* =c?,
OJTHOCHO:
sin a-¢* +cos® - c* =c?.
AKo 00€ cTpaHe OBe jeJHAKOCTH MOIEIMMO ca c? nobujamo:
sin a +cos* a =1
a TO CMO U JKEJIeJIH J]a TIOKAKEMO. i
_cosa

a
u Ctga =— .
coso SINa

Teopema 2: 3a omtap yrao o Baxu: 9o =

Hoxas3:

OBo TBphewme ce AoKa3yje HeMmocpeaHo u3 MeUHUIM]e TAHTCHCA U KOTAHTeHCa OIITPOT
a c-sina Sina b c-cosa cosa

yria: iga =—= = ucClgo=—= - =— .
b c-cosa cosa a C-Slna Siho

O
Hakon mro ce ypaau yommrewme yria, Moryhe je jokaszaTu a ocHOBHa (opmyna

TPUTOHOMETpPH]j€ BAXKU 32 IPOM3BOJbAH YIA0 ¢ a HE CaMo 3a OLITPE YIJIOBE.

Ca TpUroHOMETpHjCKE KPYKHUIlE (jJeIMHUYHA KPY)KHHUIA ca LIEHTPOM y KOOPIUHATHOM

MOYETKY) 32 youeHy Tauky M (X,,Y,) MOXXEeMO OYHTATH BPEAHOCTH CHHYCAa M KOCHHYyCa

3a yrao umje yonuTeme Ta Tayka IpecTaBsba.

AY

Ancuuca X,Tauke M je kocuHyc peaiqHor Opoja t (yommreHor yrna t), a opauHara Y,
tauke M je cuHyc peaaHor opoja t (yommTeHor yria t).

O063upoM j1a je jeHayrHaA JeUHUYHE KPYKHHIIE ca LIEHTPOM y KOOPAMHATHOM MOYETKY
x*+y? =1, omatie HeMOCpeTHO CIEAH Ja je 3a CBAaKy Tayky Te KpyxkHuie cieneha

jemHakocT TayHa Sin’t+cos’t=1.
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Teopema 3: Kocunyc je mapHa, a CHHYC HenapHa (QyHKIIHja.

Jlokas:
Hexka je t € R u Heka je P Tauka jenuHHYHE Kpy*KHE
nunuje nata ca: P=E(t), Tana je tauka Q = E(-t) 4
cuMmeTpuyHa Tauku P y onmHocy Ha amcrmcy. Tauke
P(cost,sint) u Q(cos(-t),sin(—t)) umajy jemnake P
arcIfyce ma je:

cos(—t) =cost,

IITO 3HAYM JIa je KOCHHYC MapHa QyHKIIHja. 0 *
Kako je |sint|=|sin(-t)|, a opaunaTe cy cympoTHOT
3HaKa, 1o0uja ce: Q

sin(-t) =sint,
a TO YIIpaBo 3HAYM JIa je CHHYC HenapHa (QyHKIH]ja.

O

Teopema 4 (aguuMOHE TEOPEME 3a CUHYC M KOCHHYC): 3a MPOU3BOJbHE YIiIoBe o U f
BaXKH:

sin(a + ) =sina cos S+ cosasin g,

cos(a £ f) =cosa cos S Fsinasin f;
Hoxas3:
Heka je y paBaun XOy nata jenuHu4Ha KpyxkHa JuHHja K ca mentpom O. AKO Tauka
M(X,y) mnpumaga TOj KpykHOj JuHMju u ako je M =E(a) (rauka koja Ha
TPUTOHOMETPH]CKOj KPYKHULM MPECTaBba yrao « ), Taaa je, Kao ITO 3HaMO:

X=cosa u y=sina.

Bektop OM je BekTop ronoxaja Tauke M. To 3Haun sa he BaXuTH:

OM =Xi+Yyj=cosai+sinaj.
Axko paBan XOy portupamo oko Tauke O 3a HEKH YONIITEHH yrao [3, Halia KpyxHa
JMHWja TIpecivKaBa ce Ha camy ceOe. I[Ipu Ttome he ce Tauka M mpeciukatd y HeKy

-4] -



tauky N, mpu demy je N =E(a+ f)(Tauka K0ja Ha TPUTOHOMETPH]CKO] KPYKHHUIH
npeacTaBiba yrao « + f) . Bekrop nonoxaja tauke N je oHma:

ON = cos(a + B)i +sin(a + ) ] .
[usp HaM je [a KOOpAMHATE OBOT BEKTOpAa M3pa3uMo MOMONy CHHYca M KOCHHYCa
YOIILITEHUX YIJIOBA & U f3.
Jlepuanmmmo y ucroj pasun Hoeu Jlekapros? mpaBoyrim xoopauHatHE cucTeM X' Oy

Ha cienehu HaunH. O3HaunmMo M = A' 1 Heka je HOBa ancIucHa oca MpaBa Koja CaapKu
tauke O u A' opujeHTHCaHa TOMONY jeAMHUYHOT BEKTOPA:

i'=0OA"=OM =cosai+sinaj.
[Tomro je A'=E(«r), HoBa opauHaTHa oca he Outu npaBa Koja caapku Tauky O U TauKy

B'=E (a + EJ U OpPMJEHTHUCAHA je TOMONy jJeTMHUYHOT BEeKTOpa:

j'=0B'= cos(a+£j7+sin(a+zj] .
2 2
Kopucrehu ce popmymnama 3a cBoheme Ha MpBU KBaAPaHT, UMaheMO Ja BaXKU:
j'=0OB'==sinai+cosa .
Y HOBOM KOOPAUHATHOM CUCTEMY BEKTOP (W HMa HOBC KOOPpAWHATC U NIpCACTaBJba CC Yy
00JIHKY:
ON =cosB-i'+sinB-j".
AKO 3aMEHHMO y OBY j€IHAKOCT JOOMjeHE BPETHOCTH 3a i' u |, Hamasumo 1a je:
ON =cos - (cosai+sina j)+sin B-(=sinai+cosa )
= (cosa cos B —sinasin B)-i+ (sina cos B+ cosasin B)- j.
[TomrTo je, ca npyre cTpaHe:
ON =cos(a + B)-i+sin(a+B)- ],

Mopa OUTH:

cos(a + B)-i+sin(a + B)- j = (cosa cos B —sinasin B)-i+ (sinacos B +cosasin B)- | .
Ho, nBa BekTopa cy jeqHaka ako M camMO ako Cy MM OJiroBapajyhe KOopJuHATe jeHaKe.
300r TOra Mopa Jja BaXu:

cos(e + ) =cosa cos f—sinasin S
u
sin(a + ) =sinacos f+cosasin 5.
[Tomro cy ¢ m [ TpoOU3BOJBHU YOIIITEHU YIJIOBH (peasHu OpojeBH), 3aKbydyjeMo Ja
oBe popmyne Baxke 3a cBako «, S €R.
AKO y IpeTxo/iHe /IBE JeIHaKOCTH yMecTo [ ctaBumMo —f nobuhemo:
cos(a — ff) = cos a cos(—f) —sin e sin(—f) = cosa cos B +sinasin S
Kao u:
sin(a — ) =sina cos(—f) +cos asin(—) =sina cos f —cosasin .

* Pene Jlexapr ((ppan. René Descartes 1596-1650)-(paHiycky MaTemMaTHdap
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OBze cMO ce TMOCIY)XUJIH YUE-CHUIIOM JIa jeé CHHYC HemapHa (yHKIHMja, JOK jeé KOCHHYC
napHa (QyHKIuja (I0Ka3aHO y MpeTxoaHo] Teopemu). OBUM CMO JOKa3ajld aJUIMOHE
TEOpeMe 3a CHHYC U KOCHHYC. i

Hagenthemo cana HEKOIMKO HHTEPECAHTHUX IpadHMUKUX J0Ka3a 3a aAUIOHE TEOpEME
3a cuHyc M KocuHyc. Kao mro cMo BuIle myTa Harjaacwiv, TO HUCY (OPMAaHU JOKa3H
Beh rpaduuky HaYMH 32 HHTEPIIPETALUjy OBUX TeopeMa. [lorienajmMo npBy ciauky:

Heka je nara kpyxHuuma K uuju je

1 .
MOJIYTIPEYHUK I = > Heka je h Bucuna

tpoyria ABC u tauka D meHo nogHoxje
Ha crpanuuu AB. U3 tpoyrma ADC

. AD
uMamMo Ja je COSX=T, OJITHOCHO:

| AD|=b-cosx. Ha wuctu HauuH, wu3
tpoyrna DBC hemo umatu na Baxu

cosy:@, onHocHo |BD|=a-cosy.
a

CabupameM OBUX JBajy jEAHAKOCTH,
nobwuja ce:
| AD|+|BD|=b-cosx+a-cosy
OJTHOCHO:
c=a-cosy-+b-cosx.
Yrao ZACB je mepudepujcku yrao Han tetuBom AB, ma je Kao TakaB Mamu O]l
1

oarosapajyher nentpansor yria HaJ Tom TetuBoM. Kako je ZAOE = > ZAOB, To 3Haun
na he Baxutn ZACB=~/AOE=1z. Tama u3z tpoyrma AEO wumamMo na Baxu:

sinz=%-=c. Kako je sinx=a wu sSiny=b, u ako y3smemo y o003up mga je

Nl oo

z=180°— (X + y) umahemo na Baxu:
sin(x+y) =sin(180°— (X +y)) =sinz =sin XCOS Yy + COS XSin y,
a TO je yIpaBo je/iHa O] aIUIIMOHUX TeopeMa.
OBoO Baku y cnyqajy Kazma Ccy X,Y OIITpH YrJIOBH, JOK 3a OCTalec cnyqajeBe OBHUM HHIITA
HHCMO OJOKa3aJiu.

EBo jom jelHOT MHTEPECAHTHOT “‘7I0Ka3a” 3a BAXKEHE UCTE TEOpEMe:
ITocmaTpajmo poMm6 cTpanule 1 uuju je jenan yrao X+ Y.
Oxo pomMba ce MOXe ONmUcaTh NPaBOYraOHMK (MTOTJIeJaTH CIMKY) TaKo J1a jeJiHa CTPaHHIA
MIPaBOYraoOHHUKa 3aKjarna ca CyCeHUM CTpaHHIlaMa poMOa yrao X, OJTHOCHO Y .
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Heka je ZKNM =x+Yy, na npema Tome je:
/BKL=Xx,ZAKN=y. byayhu na je
cTpaHuila  pomba  ayxuHe 1,  J1aKo oL
3aKJbY4yjeMO JIa j€ EeroBa OBPILHHA: \

P=sin(x+Yy), N |
a MCTO TaKO Jia cy NyXuHe cTpanuna AB
oxHocHo CD jemnake COSX+COSY, a [y x

crpanune BC u AD cy Sinx+siny, na je A K B

MOBPIIIMHA TIPABOYTaOHHKA:
P, =(sinx+sin y)(cos x+cos y).
30up MOBpLIMHA TPOYIJIOBa KOjU cy “ok0” pomba (MMa WX YETHpH, J1Ba U JBa CY
nojayznapHa) je:
P, =sinxcosx+sinycosy,

T€ je MOBpPUIMHA caMora pomo0a jenHaka:

P=P-P,
a KaJla 3aMCHHUMO M3padyHaTe BPEAHOCTH TO je:

sin(x+y) = (sin x+sin y)(cos X+ C0oS y) —SiN XCOS X —SiN yCOS Y .
Hakown cpehuBama nodujamo:
sin(X+y) =sin xcosy—cosxsiny,

a TO je aJIIMOHAa TeopeMa 3a CHHYC 301pa yrioBa.

[Tornenahemo caga jomr jegan rpaduyku MPHKa3 KOJUM JACIly MOXEMO YOeIuTu y
BXEHH-E aTUIIMOHE TEOPEME 3a CHHYC Pa3JIMKe YIIIOBa:

Hexka je nat npaBoyrnu tpoyrao ABD ca mpaBum yriom kox TeMeHa B uuju yrao KoJ
temeHa A usHocu X. [lyx AC Kkoja ce Haia3w y yHyTpamimocTd Tpoyria ABD nmenwm
Halll IOYETHHU TPOyrao Ha JBa Tpoyria: npasoyriu ABC u omrpoyrmu ACD. Yrao xox
temeHa A y Tpoyrny ABC uznocu Y. OuurieqHo je aa Baxu:

PAACD = PAABD - PAABC
D

A A bcosy B A acosx B

W3 tpoyrnma ABD Baxxu BD =asinx u AB=acos X, 1ok u3 tpoyriia ABC umamo 1a je
BC =bsiny, a AB=bcosy. Jlakie, npumerrhemo aa Baxku AB=acosx=Dbcosy.
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[Ipumetrumo aa y tpoyriny ACD, BuCHHY KOja 0iroBapa CTPaHULUM @ MOXXEMO OJIPEIUTH
Ha crnegehn Haumn h=Db-sin(x—y). Tama hemo y jemnakoctu P,,cp = Pigp — Pusc
HUMAaTHu Aa BaXXu:
a-b-sin(x—y) asinx-bcosy acosx-bsiny
2 2 2

AKO OBy jeZIHAKOCT IOMHOXXHMO ca 2 ¥ mojeiaumMo ca ab noduhemo:
sin(x—y) =sinXx-cosy—cosx-siny
mTO U jecte (hopmysia KOjy CMO KeJIeu 1a 1o0ujeMo.

U 3a kpaj, rpadmyku 10Ka3 jou jeaHe O aAUIIMOHUX (hopmyJa:
C
C

boosy + asinx

D bsiny
Ca cnuke je jacHO J1a BaxH:
Puec = Puoc * Paosc -
[TpumeHoM neduHHUIINMja TPUTOHOMETPH)CKUX (DyHKIHMja, Ka0 U (opMyIa 3a MOBPIIUHY
TpoyTia 1001jaMo 1a BaXKu:
|AC|~|BE|:|AD|~|DC|+| DB|-|DC|
2 2 2 ’

OIHOCHO.
a-b-sin(z—-(x-y)) acosx-bcosy N bsiny-asinx
2 2 2

TO JecT:
a-b-cos(x—y) acosx-bcosy N bsiny-asinx
2 2 2 '
HakoH mTo yuTaBy jeIHAKOCT MOMHOKUMO ca 2 1 nmojenumo ca ab mobuja ce:
COS(X—Y) =C0SX-COS Yy +Siny-sinx.
OBHUM CcMO JJOKa3aliil BO)KEHHE aUIIMOHE TEOPEME 32 KOCHHYC Pa3JIMKe JIBa yIJia.

Teopema 5 (aaunnoHe TeopeMe 3a TAHT€HC U KOTAHTEHC): 3a YIIIoBe & U [ BaXu:

1) tg(aiﬂ)z%, axo je cos B#0, cosa =0, cos(atf)#0;
2) ctg(oﬂrﬂ)—Ctthgﬁ$1 ako je sSin =0, sina#0, sin(a+f)=0
B ctgatctgp ’ ! ’ ’ .
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Jlokas:
[Tohu hemo on ynmeHuIe aa je:

sin(a + f)
glaxf)=—1——"—+
cos(a £ )
a TO je MPUMEHOM aIMIIUOHUX (hOpMyJia 3a CHHYC U KOCHHYC jeTHAKO JlaJbe:
sin(fe+ ) sinacospxcosasinp
tg(axp)= = T o
cos(e¢x ) cosacospFsinasing
ITon HaBenenum ycimoBuma €OS 5+ 0, cosa =0, cos(a+ f)#0, moryhe je u nMeHmUIAIL
1 OpojuIiall OBOT pa3fiOMKa MOJEJIUTH ca COS COS [, HAaKOH yera Jo0ujamo:
sinacosgtcosasinf  sina N sin 8

tg(a+ f) = cos & €os f3 _cosa cosp  tgaxtgp
9la= /)= cosa cos BFsinasin B _1$M C1Ftga-tgp
CcosSa cos cosa cos B

Ha ciimyan HauwH ce qoka3yje u aauirona GopMylia 3a KOTaHTeHC:
ctg (o £ ) = cc_)s(aiﬂ) _ CF)SO!COS,B%—SIH as!nﬂ .
sin(e+ ) sinacosftcosasinf
[Ton ycnoBom aa Baxwu Sin S =0, sina #0, sin(a £ f) =0, nonenuhemo Opojuai u
UMeHmIaIl ca Sin aSin # u tako 100ujamo:
cosacos fFsinasinf  cosacosp -

otg (a+ ) = sinasin _sinasing _ctga-ctgB+1
=P = Sinacos fcosasinf CosfB cosa  ctgftciga
sinasin B sinf sina

OBuM je 1okazaHa aJuI[MOHA TeopeMa 3a TAHTCHC M KOTaHTEHC.

Jlokazahemo cazia jeAHy je AHOCTaBHY MOCIEIUITY auAIIOHUX TeopeMa:

Teopema 6 (0 TBOCTpYKOM yTi1y): 3a IPOU3BOJBAH YyTa0 @ BaXW:
1) sin2a =2sinacosq;

2) cos2a =Cos” a—sin® a;

3)tha:2tL2a 3a a¢1+k7z, keZ Ha¢i£+nﬂ, neZzZ
1-t9° « 2 4

ctg® o -1

4)ctg2a = a;tk—ﬂ, keZ
2ct 2

Jlokas:
[IpumernmMo na cy oBe ¢opmyse 3ampaBo camo CHeldjajiaH ciyda] Beh goka3aHux
AUIMOHNX TeopeMa. AKO y aJIMIIMOHUM TeopeMaMa y3MeMo Ja je 3a « = [ noduhemo:

1) sin2a =sin(a + @) =sSin@ CoS & + Cos . Sin & = 2Sin ¢ COS «;

2)c0os 2a = cos(cr + ¢r) = COS ax COS @ —Sin arSin e = cos” ax —sin’ «;
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tga+tga  2tga

I tg(a+a)= = :
) 9(a+a) l-tgatga 1-tg°«a

ctga ctga -1 ctg’«
ctga+ctga 2ctga

d)ctg(a+a) =

m
EBo u jegHor rpaduukor mpuak3a Koju he Ham moMohu na y4eHUKE YBEPHMO Y
BaKEHE OBUX (hOpMyJia Ha jeaH IPYKIHjU HAUHH:
y

C(cos26, sin26)

2sinf

26 I -

A 0 D B

U3 tpoyrna ABC mmamo n1a je:

c059=£:£:> AC =2cosd
sinﬁzgz%: BC =2sind

Tpoyrao AOC je jemnakokpaku, jep je AO = AC (momympeyHuK Kpyra), mna je
crojpalikbu  yrao konx Ttemena O jemnak 20. U3 tpoyrma ODC wumamo na je
OD =c0s 26, mTo gabe 3Hauu Ja je:

AD =1+c0s26.

ITpumernhemo nasse na Baxku AABC ~AADC, Te Ha OCHOBY TOra MOXXEMO Ja
3aKJbYYHMO J]a BaXKHU:

CD BC
AC AB '
OIHOCHO:
sin20  2sin@
2c0s6 2

O,Z[aTJ'IC CJICaU da BAXH:
sin20 =2sin@¢cosé.
Ca nmpyre cTpane, U3 CIMYHOCTH UCTUX TPOYTJIOBA UMaMO Ja je:

-47 -



AD _AC
AC AB’
TO JecCT:
1+cos20 2cosd

2cosd 2

Opnartne 3aKkJbyqyjeMo J1a BaXkH:
c0s20 =2cos” 61,
a OBO je Jpyrauuje 3anucad oOJIuK O
c0s 20 = cos* @—sin’ 4.
OBHM CMO JJOKa3aJIH BaKemhe (opMylia 3a JBOCTPYKH yrao CHHyca U KOCHUHYCA.

[Ipena3umo cajga Ha T0Ka3uBamke POpPMYIIa O MOIYyriy:
Teopema 7 (o monyyrity): 3a IpOU3BOJbAH YTA0 ¢ BAXKHU:

_ [1-cosa
2\ 2

1) sinZ

2) COSz _ 1+COSO{:
2\ 2
3)‘tg « =,/1_Cﬂ, sa a%(k+)r, keZ
2 1+cosa
4)|ctg & :,/mﬂ, 3a a#2kr, keZ
2 1-cosa

Jlokas:
Behuna oBHX TPUTOHOMETPHJCKHX pealja ce MOoKe JoKa3aTH Ha BHUIIEe HauumHa. Mu
hemo noka3zatu jenan o Moryhux HauMHa 3a JI0Ka3uBambe 0BE popMyJie:

. . .o ,
W3 ocHOBHE TPUTOHOMETPHU]JCKE peralnje UMaMo Jia je Sin EY +Cos > =1.
Kopucrehu ce popmynama 3a KOCUHYC JBOCTPYKOT yIiia, 100Mjamo ja je:
a «a Q. L
COSa =COS| —+— [=C0S" ——=SIN" —..
2 2 2 2
AKko cabepemMo OBe JIB€ JeTHaKOCTH 100uja ce:
a
2cos’ —=1+cosa ,
2
OJTHOCHO:
;a _l+cosa

cos" —=———,

IITO j€ eKBUBAJIEHTHO ca!

HOCJ'IC,Z[H)E[jCI[HElKOCT ce yHOTpe60M alCoJIYTHC BPCAHOCTHU MOXKE 3aIlIMCATHU KaO:
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(04
COS —

_ |1+cosa
2 \/ 2

a To je (hopMyIa 3a KOCHHYC MOJIyyTJia KOjy CMO M KEJIeNIU /1a TOKaKEMO.

., a . a
Axo y dopmyny sin’ E+COS2 EY =1 3aMeHHMO pe3yJTaT KOju CMO JOOHIHM 3a COS’ >

nobujamo:
1+cosa

2

sin“—=1 ,

a To je CKBHUBAJICHTHO Ca.

sin® —=———-,

.o l1-cosa
sin—= = f—
2 2
a| |l-cosa
2 \f 2

sin—
Octaje Ham na JokaxxeMo (opMmyse 3a TaHTEHC W KOTAaHTCHC TOJyyria INTO HUje
MPEBHIIE TEIIKO aKO UMaMO H3BeJcHEe (hopMyIie 3a CHHYC U KOCHHYC nonyyria. Tama he
ouTH:

OJJHOCHO:

IITO CE€ MOXKC 3aIIMCaTHu U Kao:

sing 1-cosa
tgg:i 2 _4 : 2 _y4 1-cosa
2 cos® +C0Sa l+cosa
2 2
OJHOCHO:

a 1-cosa

tg —|=,]———.

2 \/1+cosa

q)OpMy.Ha 3a KOTaHI'€HC C€ M3BOJW HAa UCTOBCTAH HAYMH:

1+cosa
1-cosa

TO jecT:

a
ctg —
g2

B ’1+ cosa
1-cosa

m

[Tonako ce OmmXkUMO  Kpajy U3BOheHmMMa  pa3HUX  TPUTOHOMETPH])CKHX
TpaHcopmaija. CBakako Tpeba MorjeaaTd Ha KOjU HA4MH ce u3Bojae (opMmylie Koje
TpaHC(HOPMHUILY TIPOU3BOJ TPUTOHOMETPUJCKUX (DYHKIMja y 30Mp U Pa3IUKy U OOPHYTO.
Beoma gecTo 110 TOT TpeHyTKa yUSHHUIH YCIIEBajy Aa MEMOPHINY CBe GOpMYJIe ajl Y TOM
TPEHYTKY OE(PUHUTUBHO J0JIa3u A0 Mpe3acuhema. YIpaBo U3 TOT pasjiora jé MHOTO
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KOpHCHHje TOKa3aTH Jey Kako MOTy BeoMa Op30 Ja M3Bely OBE TpaHCopMaluje ako
UM Hekaaa Oyay Owmite morpedne. EBo kako ce To panu:

Teopema 8: 3a nmpousBoJbHE yrioBe @ U [ Baxe cienche jennakocTu:
1
COS ¢ COS B = E(cos(a + f8) +cos(a - f3))

sinasin g = 1 cos(a — B) —cos(a + f3)
2( )

sinacos ff = 1 sin(a + B) +sin(a — )
2( )

OBe jemHakocTH TO3HaTe Cy Kao (opMmyne 3a TpaHchopMalujy MpOU3BOIA
TPUTOHOMETPH]CKHUX (DYHKIH]a Yy 30Up U PA3IHKY.

Hoxas3:

Hanummmo agunmone Gopmysie 3a CHHYC 30Mpa U pasiiuKe:
sin(a + ) =sina cos S+ cosasin S, 1)
sin(a — ) =sinacos f—cosasin S . @)

Axko cana cabepemo dopmyie (1) u (2) noduhemo:
sin(a + B)+sin(a— f) =2sina cos S,

OJHOCHO.
sinacos,B=%(sin(a+,8)+sin(a—,8)) @3)
AKO OMCMO jOIII HAaIUCAK AAUIIMOHE POopMYIIe 3a KOCUHYC 30Hpa U pa3iuke:
cos(a + ff) =cosa cos S —sinasin 3; 4)
cos(a— ) =cosa cos f+sinasin S. . (5)

a 3aTUM UX cabpanu, 100mIH OucMo:
cos(a + ) +cos(a — ff) =2cosa cos 3,
LITO j€ UCTO Kao U:

cosa cos B = %(cos(a +3)+cos(a— f3)) (6)

Axko 6ucmo, mak, oxysenu jennaunne (4) u (5) nobunu 6ucmo:
cos(a — ) —cos(a + f) =2sinasin 3,
TO JecCT:

sin asinﬁ=%(005(a—ﬁ)—005(04+ﬁ’)) (7

®opmyine (3), (6) u (7) mpencTaBibajy ynmpaBo OHO INTO CMO W JKEJENH Ja MOKaKEeMO,
OJTHOCHO TBpheme Teopeme.
m
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Teopema 9: 3a mpousBoJbHE yriioBe @ U [ Baxe cienehe jeTHAKOCTH:
o+ o—
ﬂC% ﬂ;

sina +sin g =2sin

2
sina—sinﬂ:2003a+’gsina_’8;

2 2
COSa+COSﬂ=2COSa+ﬂCOSa;’B;
COSa—COSﬂz—ZSinaZﬂSina;ﬁ.

OBe jemHakocTH MO3HaTe Cy Kao Qopmyne 3a Tpancopmanujy 30upa U pasimke
TPUTOHOMETPH]CKHUX (PYHKITHja y TPOU3BO/I.

Hoxas3:
Axko y jenqnakoctuma (3) , (6) u (7) 3ameHuMO X+Yy=a u X—Y = 3, OAHOCHO:
w & + [ noy= a—-pf
2 2

nobwujajy ce cienehe popmyne:
sin(x+ y)cos(x—Y) :%(sin(x+ y+X—y)+sin(x+y—-x+Yy)),
OJIHOCHO:
(sin2x+sin2y) = 2sin(x+ y) cos(x— )

a TO je eKBUBAJICHTHO ca:

X+y X—=Yy

sinx+siny =2sin Cos——
Y 2 @)
Hasbe:
cos(x + y)sin(x—y) = %(sin(x+ y+X—y)=sin(x+y—-x+Y)),
OOHOCHO.
sinx—siny = 2sin 2 cos XY
Y= 2 2 9)
Ha uctu nauun ce no6wuja:
X+y X-y
COS X +COS Y = 2C0S ——= COS ——
g 2 72 (10)
. X+Y . X—Y
COS X —COS y = —25in —=sin—=
Y 2 2 11)
OBuM je AOKasaHa W OBa TCOopeMa, UYUMEC CMO 3aBplIWIN Ca JOKa3WBaAKBEM
TPUTOHOMETPUJCKUX (popMmyIa. O

Ha camom kpajy mpuue O TPUTOHOMETPHjH, TOKAKUMO U CHHYCHY M KOCHHYCHY
TeopeMy. Mako Te qBe TeopeMme BHILIE IPUIAIA]y TEOMETPUjH HEro ainredpu, 0e3 mux Ou
11eJ1a OBa IpUYa O TPUTOHOMETPHjH OHJIa HEMOTITyHA.
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Teopema 10 (CunycHa teopema): CTpaHule TpOyria MPOHNOPIHOHAIHE CYy CHHYCHMa
BUMa HaCIPaMHUX YIJIOBa.

Jokas:
[TocmaTpajmo Ba TpOyTia: OMITPOYIIIM Ha MPBOj U TYNOYTIIM HA APYTOj CIHUIU U HHXOBE
BucuHe h.:

B D A B

Ha ocHoBy neduHMIIHje CHHYCA Y IPABOYIIIOM TPOYTILY, IPEMa PBOj CIUIH, U3 TPOYIa
DBC u tpoyrna ADC, cnenu:

h.=asin g
h, =bsina
OJTHOCHO, 300r Sina # 0, Sin ##0 Baxu:
a b
sing sing’ (12)

IIpema npyroj cnuim u3 tTpoyrsia BDC , onHocHo Tpoyrna ADC, cinenu:
h. =asin(180°— B) =asin S
h, =bsina

oxakJie ciueau ucra penanuja (12).

Ha notnyHo victi HauMH, Kaja 6McMo KOpUCTWIM BUcHHY N, , toOujamo:

a ¢
sna sy (13)
N3 (12) u (13) 3akspydyjemo 1a je:
a b ¢
sing sing siny’
YUME CMO JI0Ka3aJld CHHYCHY TEOpEeMY. i
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Teopema 11 (Kocmnycna teopema): Heka cy a,b,c nmyxune crpanuna m «,f,y
BenuunHe oarosapajyhux yrmosa tpoyrina ABC. Tanga Baxu:

a’ =b’ +¢* -2bccose;

b® =a’ +c* —2accos f;

¢’ =a’+b*—2abcosy.

Jlokas:
Heka je mat omrrpoyriu Tpoyrao (Ha MpBOj CIUITH).
Cc
a
b
hC
a
A X D B

W3pazumo nyxuny Bucune h, mo I[luraropunoj teopemwu, npBo u3 tpoyria ACD, a
3atuM 13 Tpoyriia BCD nobujamo:
hc2 — b2 —x2:
h?=a’-(c—x)’
U3 jenHakoCTH JIEBUX CTpaHa CIIE/IN jETHAKOCT JECHUX CTpaHa, Ia HMaMo:
a’® =b*+c® —2cx.
W3 tpoyrna ACD je X=DbCOS« , ma 3aMeHOM y NMPETXOIHY jeTHAKOCT J00HjaMo:
a’ =b®+c”—2bccosa.
OBa jeTHaKOCT BaXKU U Kaja je o Tyn yrao. [Ipema npyroj ciuim, umamo:
a’=h?+(c+x)*=(bsing, )’ +(c+bcosa,)’,
OJTHOCHO:

? =b’sin® o, +c* +2bccos a, +b* cos® a

a
=Db?(sin® a, +cos” a,) +¢* + 2bc cos(180° - @)
=b*+c* - 2bccosa.
Ha notnyHo victi HaunH, ako 6ucMo u3paswiu BucuHe h, u h,, mo6wimm Gucmo:
b® =a® +¢* —2accos g;
¢’ =a’ +b®—2abcosy.
OBuM je KOCHMHYCHaA T€OpEMaA JOKa3aHa. O
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3.5. JOJATAK ¥3 TPERE IIOI'JIABJBE

Y oBoM oj1espKy hemo morienaTy aBa 3a/aTka KOju Ha MPBH MOTJIE]] U3TIIea]y TEIIKN
3a pemaBame. Yak, Kaja UX IPBU MYT CPETHEMO, Jeyje HaM Jla HE 3HAMO OJlaKje Ja
MOYHEMO Ca M3paJIoM 3ajaTka. Mmak, cBU OHU ce pellaBajy J0CTa jeJHOCTABHO YKOJIHKO
“MaMo J00py uaejy:

3anarak 1: Jloxasaru na je: In(tgl®) +In(tg2°) +...+In(tg88°) + In(tg89°) =0

Pewerve:

[TpBo hemo nmpumenuTu ocobuny 3a 30up Jorapurama, npema kojoj he Baxxuru:
In(tg1°) +In(tg 2°) +...+In(tg88°) +In(tg89°) = In(tg1°-tg 2°-...-tg88°- tg 89°) .

Haxon Tora, nociayxuhemMo ce Y4MbEeHUIIOM 2 32 IPOU3BOJbAH OLITAP YTa0 & BaXH:

tga =ctg (% - a]. To 3Haum na he BaxkuTu:

tg1°=ctg(90°-1°) =ctg89°
tg 2° = ctg(90°-2°) = ctg 88°

tg 44° = ctg (90° — 44°) = ctg 46°.
Kana oBo 3aMeHnMoO y Hairy jemHakocT umahemo na je:

In(tgl°-tg2°-...-tg89°) = In(ctg89°-ctg88°-...-ctg 46°-tg 45°-tg 46°...- 1g88°- tg 89°) .
[IpumeTnMO N1a ce TaHTeHCH M KOTAHTEHCH CBHX yriioBa ox 46° mo 89° mojaBibyjy y
napoBHUMa, T€ MOXXEMO UCKOPHCTHTH YHIbEHUILY Ja je tga-Ctga =1 , omakie cienu na
je:

In(ctg89°-1tg89°-ctg88°-1g88°-...-ctg46°-tg46°-tg45°) =In(tg 45°) =In1=0.
%r—/

=1 =1 =1

3amarak 2: Jlokaszatu na Baxu: Sinl>sin(cosl).

Pewere:

Ouurnenne cy cnenehe nejeanakoctu: 0< COSl<1<%.AKO y3MeMo y o03up Ja je Ha
T .
UHTEPBAILY (0, Ej cuHYycC pactyha ¢yHKuHja, Taga he BaXuTH u:

sin0 <sin(cosl) <sinl<sin (%j

OJIHOCHO:
0 <sin(cosl) <sinl<1,

a TO CMO H KCJICJIN Ja ITOKaXXEMO.
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IV 1OKA3HU Y TPEREM PA3PEY

Tpehu pazpen je mTo ce THYE MaTEMATHKE BEPOBATHO HAJUHTEPECAHTHUJU U3 TIPOCTOT
pasziora jep je caapikaj rpaauBa Koje ce M3ydaBa MONPHINYHO MIAPEHOIUK, TE€ CBAKO
MOXe 3a cebe aa nmpoHalje HeKy 00acT Koja My oJAroBapa u koja My je omucka. Illto ce
THYE JIOKa3WBamba Pa3InINTHX TeopeMa U Ty je ucTh ciydaj. Tpehu paspen je BepoBaTHO
1 HajOOTraTHju PA3IMYUTUM TeopeMaMma W TBphemuMa Koja ce YUCHUIIMMa 0e3 MpPEBUIIe
MyKe MOTYy JoKa3uBaTu. Ha mo4erky, Kao u 110 caja, riI00aiHy IIaH ¥ IporpaM HacTaBe
MaTeaMTHKe Y TpeheM paspeny rumMHa3uje mpUpOJHO-MaTeMaTHYKOT CMepa:

Pennn HACTABHE TEME Bpoj bpoj gacosa 3a
6poj 1acoBatio | ofpany | ocrame
HAaCTaBHE TeMH TUIIOBE
TeME Jacosa
1. [Tnanumerpuja 11 3 8
2. Crepeomerpuja - momeapu 12 4 8
3. CrepeomMerpuja — 0OpTHa Telna 20 6 14
4. JlerepMuHaHTE W CHUCTEMH JIMHEAPHHX 13 3 10
jenHadrHa
5. Bekropu 20 5 15
6. AHaIUTHYKa FeOMEeTpHja y paBHU 46 16 30
7. MareMaTHuka HHAYKIMja 1 HU30BH 22 10 12
8. KommiekcHu OpojeBr ¥ NOJTMHOMHU 36 11 25
YKYITHO 180 58 122

4.1. JETEPMUHAHTE U OCOBUHE JETEPMUHAHTHU

Hajnpe hemo noxazaTtu oapeheHa cBojcTBa 3a JeTepMHUHAHTE pena JBa, jep hemo To
KOPHUCTUTH TPHIMKOM JOKa3MBama OCOOMHA 3a JETEPMHUHAHTE pela TpU Koje Cy Ham
Haj3HayajHUje 300r pellaBamka CUCTEMa jeHauMHA, M KacHHje KOJ BEKTopa U Yy
aQHAJIUTUYKO] T€OMETPHjU.

ITo3Haro je ga ce neTepMUHAHTA peja ABa AeuHuUIIe Ha ciae/lehn HauuH:

Nepunnumja 1: 3a yetupu 6poja a,b,c,d medunHMIIEMO H3pa3:
a b
c d

KOJH C€ Ha3uBa JeTEPMHUHAHTA pe/ia JBa.

‘:ad—bc

Teopema 1: 3a nerepmuHaHTe pea 1Ba Baxke ciejeha cBojcTBa:
1) BpexaHocT neTepMHUHAHTE Ce HE MEHa aKO BPCTE M KOJIOHE 3aMEHE MECTa;
2) Axo aBe BpcTe (MM JIBE KOJIOHE) 3aMEHE MECTa, IETCPMUHAHTA MEHha 3HAK;
3) Ako ce jeaHa BpcTa (MM jeIHa KOJOHA) MOMHOXKHK OpojeM K, Tama je BpeaHOCT
JIeTepMUHAHTE Takol)e momMHokeHa Opojem K ;
4) Axo cy aBe Bpcre (WK JBE KOJOHE) IETEPMUHAHTE MPOMOPIIHOHAIHE, BPETHOCT
JIeTEpPMUHAHTE j€ HYIa;
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5) BpemHOCT JeTepMHHAHTE CE HE MCHa aK0O CE CICMEHTHMA jeJHe BpcTe (KOJIOHE)
nonajy oaromapajyhu enemeHTH apyre BpcTe (KOJOHE) MPETXOIHO MOMHOKECHH
HEKHUM OpojeMm.

Jokas:
OBo cy pauyHCKH JTOKa3u Koje heMo u3BecTH peoMm:
a b a c . :
1) Ako WMamMO JETepMHHAHTE q b dl’ HUJ€ TEIIKO YTBPAUTH Ja je
BpenHOCT 00¢ 011 BhuX (1o nepununmju) ad —bc;
a b c d . .
2) Y3MHUMO JeTepMUHAHTE g u NE [Mornemajmo cnenehy jemHakoct:
a
a b c
al= ad —bc=—(bc—ad) = , @ TO CMO M K€eJIENIH J1a TIOKAXKEMO;
a
, ka Db a '
3) IlornemajMo aeTEPMUHAHTY al= kad —kbc =k(ad —bc) =k - , a4 To je
c
OHO IITO CMO JKEJIEIH J]a TOKAKEMO;
: a b :
4) Heka je nara JgeTepMHHAHTA kb" Y 10j Cy €JIeMEHTH TpBE U JAPYre BPCTE

IIpOoIopHrOHAIHE. Bpe,[[HOCT OBC JCTCPMHUHAHTC je: K
a

b
=akb—-kab=0, a to
kb

je u Tpedalto mokasarw;
5) Tlornenmajmo jeqan mpumep:
a b+ka
c d+kc
a OBO CMO U JKEJIETH JIa TIOKaKEeMO.

a
=a(d +kc)—c(b+ka) =ad +akc—cb—kca=ad —bc = .

;

m
OBHUM cMO JJ0Ka3alli BaK€HE OCHOBHMX OCOOMHA 3a AETEPMUHAHTE peja JBa. Y BOJIUMO
caJla 1ojam JeTepMHHAHTE pesia TpH:

Nedunnmmja 2: 3a neset O6pojesa a,,a,,3,,b,,b,,b;,¢,,C,,C; nedunume ce jeanaxoct:

C
™ bl ' bz C, a G a, bz
a, bz C, :aib c _b1a3 c +C1a3 b
a, b3 c, 3 U3 3 3

KOja ce Ha3MBa JIETEPMHUHAHTA pelia TPH.

OBo je pa3Boj AeTEpMHUHAHTE IO MPBOj BPCTH. JleTepMUHaHTa pesia TP ce MOXKE Pa3BUTH
1o OHMJIO KOjOj BPCTH U KOJIOHU M H€HA BPEHOCT j€ YBEK HcTa (HEe 3aBUCH OJ BPCTE WU
KOJIOHE TI0 KOjOj ce pa3Buja).

CBojcTBa KOja BaXke 3a JIETEPMUHAHTE PeJia Ba BayKE U 'y OBOM CITy4ajy:

Teopema 2: 3a nerepMuHaHTE peja TpH Baxke ciieneha crojcTpa:

1) BpenHocT eTepMUHAHTE CE€ HE MEHa aKO BPCTE M KOJIOHE 3aMEHE MECTa,
2) Axko nBe BpcTe (MM JBE KOJIOHE) 3aMEHE MeCTa, JeTePMUHAHTA MEFha 3HaK;
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3) Axo ce jenHa BpcTa (WM jefHA KOJOHA) TIOMHOXKHK OpojeM K, Tama je BpemHOCT
JeTepMHUHAHTe Takohe moMHOkeHa Opojem K ;
4) Axo cy aBe Bpcre (WIH JBE KOJOHE) IETePMHUHAHTE MPONOPLIHOHAIHE, BPEIHOCT
JETCPMUHAHTE j€ HYIIa;
5) BpeaHocT jeTepMHHAHTE Ce HE MEHa aKo Ce eIEMEHTHMA jenHe BpcTe (KOJIOHE)
70J1ajy oAroBapajyhu eneMeHTH Apyre BpcTe (KOJOHE) MPETXOAHO NMOMHOKCHH
HEKHUM OpojeM.
Jlokas:
ai bl 1 al a2 a'3
1) TpeOa moka3zatu na Baxu: (a8, b, c,|=|b b, b;|. OBo ce HajjenHOCTaBHH]E
a; by ¢
JI0Ka3yje Tako IITO Ce IETEPMUHAHTA Ha JIEBO] CTPaHH pa3BHje IO MPBOj BPCTH, a
JICTEPMHHAHTA Ha JECHOj CTPAHHU I10 MTPBOj KOJIOHU:

3 Cl C2 C3

C
a1 bl i bZ C2 a2 C2 aZ b2
a, b, C2:a1b c _bla3 c +C1a3 b
as b3 C3 3 3 3 3
a
al ’ a?' b2 b3 a'2 a3 a'2 a‘3
b, b, bj=a —b, +C
CZ C3 C2 C3 b2 b3
Cl CZ CS
Cana je TBpheme OUUTIIeTHO.
& b ¢ b a ¢
2) V3mumo nerepmuHante (@, b, C,| m |b, a, C,|, n UMamo 1a 3a BUX Baxu:
a3 b3 C3 b3 a3 C3
C
:1 El ' a1 b2 C2 bl a‘2 CZ C a2 b2
2 M Y| T - +C =
b, ¢ C b
a3 b3 C3 3 3 a‘3 3 a3 3

= a1b2C3 - aibscz - blaZC3 + b1C2a3 + Clazbs - Clbzas
= _(a1b3C2 - a1b2C3 + b1a2c3 - blCZa3 - ClaZbS + Clb2a3)
= _(b1 (azcs - Czas) - bz (3103 - Clas) + bs (a102 - Claz))

b oa o
a C C C
:_[bl 2 2 —b2 al 1 +b3 a1 :I.J:_b2 a2 CZ
a3 C3 a3 C3 aZ C2 b
3 a‘3 C3

a TO CMO M JKeJIeJH Ja OKaXeMO.
3) [la OucMo MITyCTpOBaJIM OBO CBOjCTBO JTOKAKMMO jEHAKOCT:

ka, b ¢ Ja b ¢
ka, b, c,=kla, b, c,|.
ka3 b3 CS a3 b3 C3

AKO JieTepMUHAHTY Ha JIeBOj CTPaHHU pa3BHjeMO IO MPBOj KOJIOHH 00HjaMo:
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b ¢
b3 C3

b ¢

—a
i bz C,

+a,

|

=

b ¢
b

N

c
b, ¢

w
w

a OBO je U Tpebasio MOKa3aTH.

4) Heka je D BpemHocT meTepMHHAHTE YHje Cy ABE BpCTe (MM JBE KOJIOHE)

npomnoprronanae. Heka je K xoHcTanTa nmponopimonansocTy. Taga ce oHa MOXke
“uzByhu wuchnpen nerepmuHante”, ma he Baxutn D=Kk-A T1me je A
JIEeTepMHHAHTa KOja MMa JIB€ BpcTe (KOJOHE) MACHTHYHE. AKO T€ JIBE BPCTE
(KoJIOHE) 3aMeHEe MecCTa, BPEIHOCT JIETEPMUHAHTE ce He Mema. Ca Jipyre cTpaHe,
Ha OCHOBY CBOjCTBa 2) JeTepMHMHaHTa Mema 3Hak. Crora je A=-—A, 0JHOCHO
A=0,naje D=k-A=0. OBuM cMO J10Ka3aiu xeJbeHy ocoouny. OBaj goKa3 je
MOTao0 Ja C€ M3BE/IC U PAuyHCKH aJlll CMO C€ OIPENEeNIUIIN 32 OBY “‘elleraHTHH]y”
BapHjaHTy.

5) Mokaszahemo jemaH citydaj KOju WIYCTPYje MOCIEAHE CBOJCTBO JACTEPMUHAHTH M3

HaBCACHEC TCOPCMC. I[OK&?»aheMO je,Z[HaKOCTI

& b c+kh| & b o¢
a, b, c,+kb|=la, b, c,
aS b3 C3 + ka aS b3 C3

3ancTa, ako pa3BUjeMO JCTEPMHHAHTY Ha JIEBOj CTpaHU MO MPBOj KOJOHHU
no0ujamo:

c +k
aoboarkhy ke b otk b ok
a, bz C2+kb2:a1b ) 3 =
,  C,+Kkb, b, c,+Kkb, b, c,+Kkb,
a, by c;+kb,
b, c C
:a1b2 cz_azsl cl+assl l
3 3 3 3 2 C2

Jep cMO 0BO €BOjCTBO Beh Joka3anu 3a JeTepMUHAHTE pefa /iBa, U TO j€ yNpaBo
JIeCHa CTpaHa TPaXkKeHe jeTHaKOCTH.
O
4.2. KPAMEPOBO ITPABHJIO

3a pemiaBambe JMHEAPHOT CHCTEMa jeHAYMHA OOJMKAa 3X3BPJIO YECTO KOPHUCTHUMO
Tako3BaHO KpaMepoBo® MpaBUIIO WIIH TPABHIIO JeTepMHHAHTH. MaKko ce oBaj MEXaHH3aM
MOJK€ KOPHUCTHTH 32 pelliaBame Ma KOI' KBaAPaTHOI CHCTEMa jeTHauYnHa (CUCTEM Y KOME
je Opoj Hemo3HATHX U Opoj jeTHaYMHA jeIHaK), OH ce 300T CI0KEHOCTH pauyHa Hajuyenihe
KOPHUCTH CaMO 3a CHCTeMe jeqHaunHa 2x2 U 3x3, JOK Ce CUCTEeMH jeHaYrHa BUIIIET
pena, Kao U CHCTEMH jeTHAaYMHA KOjH HHUCY KBaJpPATHOT TUIA PEIIaBajy HEKOM APYrom
MeTOoJIOM (Hajuenrhe FaYCOBI/IMG MTOCTYIIKOM).

® laGpujen Kpamep (dpan. Gabriel Cramer, 1704-1752) — mBajuapcku MaTeMaTHaap
® Kapn ®puzapux Tayc (wem. Johann Carl Friedrich GauB 1777-1855) — nemauku MaTemaTiap
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Teopema 1 (KpamepoBo npasuiio): Heka je gat cucreM Tpu JTUHEApHE jeTHAUYUHE Ca TPH
HeIo3Hare:

axX+by+cz=d,
ax+by+c,z=d,.
ax+hby+cz=d,

1)

rae ¢y X,Y,Z HemosHate, a &;,b,C;,d, (i=12,3) nosnaru peannu O6pojeBu. O3HAYNMO

ACTCPMHUHAHTY OBOI' CUCTEMA Ca:

a b ¢
A=la, b, c,l.
a3 b3 C3
Axo nopea OBC ACTCPMHUHAHTC YBEACMO U O3HAKC!
dl bl Cl al dl Cl a1 bl dl 2
Ay =ld, b ¢l A=la, d, c| A,=[a, b d,. 2)
d3 b3 C3 a3 d3 C3 a3 b3 3

Taja Baxu cienehe:
1) Axoje A =0 oHaa cucTeM jeHaYMHA UMa jJeAMHCTBEHO peliee. To perene je :

A, A, A . .
(x,y,2) = (TX’ZY’XZ) AKO cHCTEM MMa jeJIMHCTBEHO peliese, ouaa je A # 0
A A Az
A'ATA)
2) Axo je A=0 wu Oap jenan ox A,,A,,A, je pa3IM4uT O Hylle, CUCTEM HEema

U TO peniese je (X, Y, Z) :(

perema;

3) Ako je A=A, =A,=A,=0 KpamepoBo TmpaBuio He [aje HHUKAKBE
uHopMalyje o peuiemy cucTemMa (CUCTEM jelHaulHa UM HeEMa pellieha U UMa
OECKOHAYHO MHOTO PEIICHA).

Jlokas:
[MpernocraBumo na je (X,Y,Z) peuewe cucrema jeanaunmHa (1). ITo jemHoj on Beh

JIOKa3aHUX 0COOMHA JIETEPMUHAHTH, IMaheMo J1a Baxu:

ax bo¢
X-A=la,x b, ¢,
aSX b3 C3

Cana MOXKEeMO MCKOPUCTHUTH jOII jeIHY OCOOMHY JE€TEPMHHAHTU MO KOjOj C€ BPEIHOCT
JIeTepPMUHAHTE HE MEHa aKo jeJIHO] BPCTH (KOJIOHH) JOJaMO APYry MOMHOXEHY HEKHM
Opojem. Mu hemo eneMeHTHMa IpBe KOJIOHE NOJATH OJroBapajyhe einemeHTe apyre
KOJIOHE TIOMHOXKEHE ca Y na he outu:

ax+by b ¢
X-A=|a,x+b,y b, c,|.
ax++by b, c;
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Jom jenHoM heMo NMPUMEHUTH HCTYy OCOOHMHY: €JIEMEHTHMa NpBE KOJOHE noxaheMo
eneMeHTe Tpehe KoJoHe MOMHOXEHE ca Z, HaKOH yera he BaxuTH:

a1X+b1y+Clz bl Cl
X-A=la,x+b,y+c,z b, c,|.
aX++by+cz b,

U konauHo, Ha ocHOBY cuctema (1) mobujamo na je:

dl bl Cl
X-A=|d, b, c,|=A,
d3 b3 CS

[ToTmyHo aHanorHo gokasyje ce ja Baxu Y-A=A, u Z-A=A, .
Axko caga mpernoctaBuMo Aa je A =0, oHga AebemeM T0OUjJeHHUX jeAHAKOCTH ca A
nobujamo:
X= A—X y y = A—Y , 7= A_Z .
A A A

W3 oBora 3akipydyjeMO Ja je peIIeHhe CHCTeMa jJeIWHCTBEHO (jep 3aBHCH CamMoO O]
Koe(ulrjeHaTa), OTHOCHO BaXH:

_[Ax Ay Ap
(x,y,2) (A,A,AJ

) ) . A, A, A
Axo npernioctaBumo 11a je A = 0 taga mocroju ypehena tpojka (X,Y,z) = (TX , XY , XZ]
1 JIaKOM IIPOBEPOM Ce JI0Ka3yje Ja 0Ba TPOjKa JecTe pelIeHEe MOJIa3HOT CUCTEMA.

3a cnyuaj na je A =0 umanu OucMo Ja BaXKkH:

X-0=A,
y-0=4,
2-0=A,

a u3 Tora cieau na 3a ciaydaj naje Ay, #0 wmm A, #0 wim A, #0 cucrem jeqHaunHa

(1) Hema pemiema.
m
4.3. BEKTOPU

OBy o6usact Hehemo aerasbHO “miperpecaTn’” Beh hemo ce 3aycTaBUTH Ha J0Ka3MMa
HEKOJIMKO WHTEPECAHTHUX TeopeMa.

[To3Haro HaM je Kako ce CBaKOj TaukKH paBHU Jojesbyje ypeheH map peannux OpojeBa
(X,y) — 1j. ®eHe koopauHate y JlekapToBOM KOOPJAMHATHOM CHCTEMY.

CnunuaH MMocTynak Moke ce MPUMEHHMTH M 3a Tauke npocropa. Haume, Heka OX, OY,
OZ Tpm y3ajaMHO HOpMaITHE OpHjEHTUCAHE TIpaBe Koje ce ceky y Tauku O. OpujeHTrncane
npase OX, OY, OZ na3uBajy ce KOOpJIMHATHE OCe, U TO peloM: X-oca, y-oca 1 Z-oca, a
tauka O je xoopauHaTHU modetak. OBUM ereMeHTHMA je oapeher JlekapToB mpaBoyTiH
KOOP/JMHATHHU CUCTEM y IIPOCTOPY.

Heka je M mpousBo/bHa Tauka HpocTopa. Kpo3 Tauyky M moctaBUMO TpH paBHU
napanense paauma OYZ, OXZ u OXY. Ose paBuu ceky oce OX, OY i OZ penom y
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taukama M,,M,,M,, a Tum taukama Ha npaBama OX, OY i OZ (cxBaheHnum kao OpojHUM

mpaBama) oJrosapajy OpojeBu X, Yy, Z. Ilpema tome, Tauku M y mpocropy oarorapa
ypehena tpojka OpojeBa (X,Y,Z), a OYUTIICTHO j€ J1a BaXKH U OOpHYTO Ja cBakoj ypeheHoj
TPOjKHU pealHuX OpojeBa 0roBapa jeJHa Tayka mpocTopa.

Heka je nat neku Bektop OM (umju je moyeTak y KOOpJAMHATHOM OYETKY) oapehen
taukoM M ca koopaunarama (X,Y,z). Heka je i Bektop ayxune 1 ca mouerkoM y tauku O
KOjH MMa UCTH CMEp Kao X oca, | BeKTop ayxkuHe | ca moyerkoMm y taduku O Koju mma

—

UCTU CMep Kao Y oca u Heka je K BekTop mayxuHe 1 ca mouerkoMm y tauku O koju mma
UCTHU CMep Kao Z-oca.
Tana Baxu:

OM = xi +yj +zk

3aucta, ako cy M;, M,, M, npojekuuje tauke M perom Ha X-ocy, y-ocy, Z-ocy. Tana je:
OM, +OM, =ON;

Takohe je:
ON +-OM, —OM |

na je:

OM =0M, +OM, +0OM, .
[Tornemahemo cBe oBo Ha ciuiy na he 6utu jacHuje:

: Jakie, BUAMMO Ja HajIpe MOKEMO
mocMaTpaTH  HOPMalHy  MPOjeKIHjy
tauke M Ha paBan OXy u meHa
npojekuuja je tauka N. Tako cmo ce
“cmycTunn” y paBaH M JIako yBHDamo
Jla je y TOj paBHHU:
OM, +OM, =ON

Axko cana nmocMmatpamo Tpoyrao ONM ,
. MOXKEMO yBUJETH 1a he BakuTH:

s m_ ON +0OM, =OM

! jep cy Bektopu OM, u NM 3anpaBo

UCTH BEKTOp (MCTOTr TMmpaBla jep cy
napajiesiHd, UCTOT MHTEH3UTETa jep Cy
W jelaH W JApPYrd BHCHHA KBajpa W
ucror cmepa). M3 oBe aBe jeaHAKOCTH
HETIOCPETHO CIIC/IH:

OM =OM, +OM, +OM,

Axo cajga TMpUMETHMO Ja je OMl:/ﬁ, rae je A=OM,| ma 3axbydyjemo naa je

OM, = Xi . Cinuso ce nokasyje n1a je OM, = y] u OM, = zk . Ta 3aKJbY4yjeMo J1a je:
OM=0M, +OM, +0OM, <> OM =xi+Y]+zk
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Hedunucanu cMo 10 cajga KOOpAWHATE BEKTOpa 4Yuju je moyerak y Tauku O, Tj. y
KOOPJIMHATHOM Io4YeTKy. Buaehemo cama kako oapemuTH KOOpAMHATE BEKTOpa YHUjH

nouerak Huje y Tauku O. Heka jeﬁ IIPOM3BOJbAaH BeKTOp U Heka je OM BekTop jeaHak
Bektopy AB. Bektop OM nobGwuja ce Tpancnamujom BekTopa AB Tako nma ce tauka A
tpanciupa y Tauky O. Koopmunare Bektopa AB nedunHITy ce Kao KOOpIUHATE HEMY

jennakor Bekropa OM .
N3Bemrhemo caga HekonMko ¢GopMyia 3a ornepalyje ca BEKTOpHMa KOjU Cy 3aJaTh
CBOJUM KOOpJMHATaMa:

Hexacy a=(x,Y,,2) u b=(X,,Y,,2,) npoussossnu Bexropu. Tana je:
a=xi+y,j+zk i b=xi+y,j+z,k
na Kopucrehy 3akOHE KOjH Bake 3a caOuparbe BEKTOpa U MHOXKCH-E BEKTOpa CKajlapoM
nobwuja ce:
a+b= (X1?+ yl_j + Z1R) + (X1?+ yl] + Z1R)
= (X1 + Xzﬁ"‘ (yl + yz)_j + (21 + Zz)E
OIHOCHO:
a+b:(X1+X21 y1+y2121+22)
CJIMUHO, U3 je/IHAKOCTH @ = X17+ ylj + ZIE , CIICIIN:
Aa=AXi+Y, j+7,K) = (Ax)i+(4y,) ] +(4z)k
TO jecT:
Aa= (A%, Ay, Az,)
TornenajMo caga kako ce oxpeljyje mHTeHsuter |a|Bektopa a= (X, ¥,,2). To

MOXXEMO YpaauTH JeTHOCTaBHOM mpuMeHoM [lutaropune Teopeme (pauyyHamo
JMjaroHaiy KBajpa 4uje cy uBMIe X, Y,,Z, ) U Baxuhe:

|§|=\/x12+y12+212

Bunehemo jour kako ce oapelyje Bekrop AB ako cy Ham 1o3HaTte JBe Tauke

) A=(X1,yl,Zl) n B=(X2,y2,22). Beh cmo
HAIMOMCHYIJIM J1a Cy KOOPANHATC HEKEC TaUKE

A jennake koopamHatama BekTopa OA. Ha
OCHOBY TOra, 3aKJbyuyjemo n1a he outu:

OA=(x,¥,,2) n OB=(X,,Y,,2,)
. Ca mpyre ctpane, BUIUMO J1a BaKU:
OA+AB=0B

TO jecT:

AB=0B-0A
0JIaKJIe 3aKJbYUyjEMO J1a je:
AB = (Xz =X, Y, =Y 4, _21)
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[Tornexajmo cana jeaHy TeOpeMy Koja HaM Kasyje Ha KOju Ha4yHH je Moryhe ucnuratu
71a JIA Cy TPU BEKTOPA JINHEAPHO HE3aBHCHA!

Teopema 1: Bekropu a= (X, ¥1,2), b= (X,,Y,,2,) n c= (%3, Y5,2Z;) €y ITMHEapHO
HE3aBHCHHO aKO U CaMo aKo je:

Xl X2 X3
yl y2 y3 # O '
Zl Z2 ZS

Jokas:
Axo roljemo ox jenHakoctn aa+ Bb+yc=0, 10 jecr:
(X, Y1, 2) + B(Xy, Y5, 2,) + 7 (X5, V3, 25) = (0,0,0)

1001jaMO CHUCTEM jeIHaYMHA:

aX + PBX, +y%x, =0

ay,+pY,+ry, =0

atz,+ Pz,+yz;=0
10 HEMmo3HaTuM «, 3,7 . OBaj CUCTEM jeHAYMHA, Ka0 IITO 3HAMO, MMa Ta4HO jEIHO
pemewe U T0 @ = =y =0 ako u camo ako je

XX X
A=ly, Y, Ys|#0.
L I, I

(epje Ay =A,=A,=0).

O
[MornenahemMo casa U HeKe OCOOMHE CKAIapHOT, BEKTOPCKOI M MEIIOBUTOI IPOM3BOIA
BeKTOpa:

Hedpununuja 1: 3a 1Ba He-HyMa BEKTOpa aub muxos CKaJIAQpHU MPOU3BOJI Y O3HALH
aoh , je:
aob=lal-|b|-cos/(a, b) ,

rae Z(a, b) osnauasa yrao uzMely BeKTOpaa ub.

Teopema 2 (ocoObuHE CKalapHOT MPOU3BOJIA): 3a BEKTOpE a,bwuc saxu:
1) acb=hoa (KOMYTaTHBHOCT);
2) cKaJapHU IPOM3BO/] HUje acOIMjaTUBHA OIEpallHja;
3) 3a mpou3BoJbaH OpOj A BaXKH: (1a)ob=ao(Ab) = Aaob;
Jlokas:
1) aob=al|-|b|-cosZ(a, b)=boa;
2) Kako je aob Hekn 6poj, Ha npumep Heka je aob=m, taga je (aeb)oc=m-c
HEKH BEKTOp KOIMHeapaH ca BeKTopoM C. Ca apyre crpane ao(boc)=a-n je

HEKH BEKTOP KOJIMHEapaH ca a,
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3) Axoje A>0, onna je:
(la)ob= Aa|-|b|-cos Z(Aa,b) = A|-|a|-|b]|-cos £(1a,b)
=A-|a|-|b|-cos Z(1a,b) = Aac-b
jep je y oBom ciyuajy | A|=4 u Z(1a,b) = Z(a,b).
Hame, ako je A <0, Tazga je:
(Aa)ob=|Aa|-|b|-cos £(Aa,b)=| A|-|a|-|b]|-cos £(a,b)
=—A-|a|-|b|-(~cos £(a,b)) = A-|a|-|b|-cos Z(a,b) = 1ach
jep je y oBom cayuajy |Al=-A u Z(lab)=z+Z(ab) ma je
cos Z(Aa,b) =—cos Z(a,b) .
Hajsaz, axko je A =0, tana je (1a)ob=(0a)ob=00b=0, a Taxohe je 0ach=0.
CauvHO ce oKa3yje jeIHaKOCT ao(Ab) = 1aob.

EBo caza jenne, Mmoxna u KIbydHe Teopeme Kaja je y nuTamy CKaJapHH MPOH3BOJL:
Teopema 3: He-Hyna Bektopu aub Cy OPTOTOHAJIHU aKO M CaMO aKo je aob=0.

Jlokas:
Bunumo na y dbopmynaumju Teopeme (urypuile ornepanuja eKBUBaJCHIUjE, TaKO 1a
JI0Ka3 U3BOJMMO Yy JBa CMepa:

Jlokasyjemo mpBo TBpherbe: AKO Cy BeKTOpH @ W D oproroHamHu oxza je ach=0:
aob=al-|b|-cos90°=|al|-|b|-0=0

Oo6pnyTO: AKO je aob=0 onna CY BEKTOpHU aub OpPTOT'OHAJIHU:

Jla 6u jemHaKOCT acb=lal-|b|-cos/(a, b)=0 6una WCIyHCHA, IMaMO TPH

MoryhHocTH: | al=0 wm |b|=0 umu cos/(a, b)=0. Kaxo ce y TEOPEMH Kaxe Jia cy

BEKTOPH @ U b He-Hylta BeKTOpH, 3Hauw 1a je |al# 0 u |bl# 0, tako xa ocraje

coS 4(5, 5)= 0. To 3Hauu na je 4(5, B)z 90°.

M3zBenumo jomr GopMyIty 3a CKaJapHH MIPOM3BOJ] BEKTOPA MOMONY HBHUXOBHX KOOPAMHATA.
Hexaje a=(X,Y,,z)u b=(X,,Y,,2,) . Umamo, nakne:

506:()(1T+ y1]+21E)o(x27+y2]+22R)
I1a Ha OCHOBy OCO6I/IHa CKaJ'IapHOF l'IpOI/I3BO,[[a ,[[O6I/IjaMOZ
aoh= (X 1)o (X, 1)+ (x1)o (Y, )+ (X 1)o(z,k)+
(% D)o 01+ (¥ 1) o (¥, )+ (v, 1) o (z,K) +
(2,K)o (%, 1)+ (2, k) o (y, 1) +(z,K) o (2, k)
=X X0 1+ X Y,i0 j+XZ,i0k+
y1X2_j oi+ ylyZ_jo ]"‘ ylzz_jo k+
zlxzﬁoﬂ zlyZRo ]+2122Ro k
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TO JecCT:
aob=x-%+Y,"Y,+2-2,.

CrenrijanHo, kajga je a=b , onga je:

505=| a|2: X12 + Y12 +212’

|5|=«[50§=4/x12 +y’+z7 .

JMepunnumja 2: 3a 1Ba HCKOJHMHEApHA BEKTOpa @ M D IUXOB BEKTOPCKH MPOU3BOJ Y

OOHOCHO:

o3Hamm axb J€ BEKTOD YH]jH je:

1) uutensurer |axbl=a|-|b]|-sin£(a, b) ;

2) mpaBall HOpMaJiaH Ha paBaH oJpeljeHy BeKTopuma aub:;

3) cmep TakaB Ja TpU BeKTopa a, b,axb, TuM pegom, UMHE AECHH CUCTEM BEKTOPA.

Teopema 4: He-Hyna BekTopy @ U D cy KoJmMHeapHHU ako U camo ako je axb=0.

oxas:
gHaHMo na y dopMmymnanuju Teopeme (UTypHIe Olepanuja SKBHBAJICHIU]E, TAKO 1a
JI0Ka3 U3BOJIMMO Y JIBa CMepa:
Jlokazyjemo mpBo TBpheme: AKO cy BEKTOpH aub KOJIMHEApHH OHJIA j€ axb=0:

|laxb|=|al|-|b|-sin0°=|a|-|b|-0=0

O6pnyTo: AKo je axb=0 onma Cy BEKTOpH aub KOJIMHEapHHU:
Jla Oum jegHakocT |ax5|=| 5|- |5|-Sin 4(5, 5)=O Ouna WHCIymeHa, UMamMo TpU
MoryhHoOCTH: |al=0 wm |b]=0 mwm sinZ(a, b)=0. Kaxo ce y TEOpEeMH Kaxe Ja Cy
BEKTOPH aub He-HyJla BEKTOPH, 3HAYU Ja je |5|¢0 " |5|¢0, Tako Jia OCTaje

sin Z(a, b)=0. To 3naun xa je Z(a, b)=0°, oxgHOCHO 1A BEKTOPH aub saucra jecy
KOJIMHEApHH.

i
AKO HaJl BEKTOpUMa aub KOHCTPYHILIEMO
rnapasnenorpaM, Taja HbEroBa MOBpIIMHA P
W3HOCH, Kao LITO 3HAMO:

P=al-|b|-sinZ(a b) .

IIpema TOME, 3a MOBPIIUHY P
napajsenorpama KOHCTPYHCAHOT Haj

BeKTOpHMa a u D Baxu:
P=lax b].

M3zpenthemo caga ¢opMyiy 3a BEeKTOPCKH IIPOM3BOJ [Ba BEKTOpa moMohy HUXOBHUX
xoopaunara. Heka je a=(x,Y,,2) 1 b=(X,Y,,2,) . Umamo, naxre:

axb=(xi+Y, j+zK)x(%,i+Y, | +7,k)
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Ma Ha OCHOBY OCOOMHA BEKTOPCKOT TMPOM3BOAA (AHTHKOMYTAaTHBHU 3aKOH U
JTUCTPUOYTUBHH 3aKOH) J100MjaMo:

axh = (x,1)x (%,1) + (4 1) x (¥, ) + (41) x (2,K) +
(¥, D)% 01 + (% 1) (Y, D)+ (1, 1) x (2,00 +
(le) X (xZT) + (zlﬁ) X (yzi) + (zlﬁ) X (ZZR)
= XX, X1+ X, Y, 1 X ] +X,Z,1 XK +
VX, XH+ VLY, X+ Y,Z, ) <K +
2,%,K i +2,y,kx j + 2,2,k xk,
TO J€CT:
axb =(y,2,~2,Y,)i — (%2, =2%,) | + (%Y, = Y%, )k.
Jakne, BekTOpcKM mpousBoj Bektopa a=(X,Y;,z) u b=(X,Y,,2Z,) je Bekrop
axb= (a2, — ZlyZ)T_(Xlzz - lez)] +(X%Y, — y1X2)R' -
[lpumernMo na ce ¢opMmyna 3a BEKTOPCKH Ipou3BojJ BekTopa a=(X,Y,,Z) H

b=(X,,Y,,Z,) MO)e 3r0JJHO HANKCATH Y OOJHKY CUMOOINYKE AeTePMUHAHTE!

i] ok
X1 yl Zl !
X2 y2 ZZ

jep ce pa3BojeM OBe JETEPMHHAHTE IO TPBOj BPCTH J00HMja YIpPaBO jeIHAKOCT 3a
BEKTOPCKHU TPOM3BO/] OBA JIBa BEKTOPA.

HMedpununuja 3: MemoBuTH MpoOU3BOA TPU BEKTOPA a, b, 6, y O3Halu [5, b, E] , jecte
Opoj neduHKCcaH TOMOhY jeTHAKOCTH:
[a, b, c]=(axb)oc

Teopema 5: Tpu He-Hyna BekTopa @, b, C Cy KoIIaHapHa ako M CaMO akKoO je HHXOB

MEIIOBUTH TTPOU3BO]T [a, b, ] JjeIHAK HYJH.

Hoxas3:

Jloka3yjemo J1a aKko cy a,b,c KOTUTAHAPHU BEKTOPH OHJIa MOpa OUTH [a, b, c]=0. Kako

je [a, b, c]=(axh)oc uxako cy a, b, C komIaHapHE BeKTOpH, TO 3HAYM Ja j& BEKTOP
axb nopmanau Ha BexTOp C onakie ciemu aa je (@xb)oc=0.

OO6pHyTO, HeEka je (axb)oc=0. Kako je, MO TPeTHOoCTaBIIH, c%0 IIOCTOj€ JBE
moryhuoct: axb=0 wm axb je Hopmanan na C . Ako je axb =0, onzma cy BexTopH
a u b xonmHeapHwu, ma cy cTora Bektopu a, b, ¢ xommanapau. Heka je axb Hopmanan

Ha C . Mehyrum, Bektop axb HOpmanan je v Ha @ W Ha b. Jlakre, BEKTOPH a, b, c

HOpMAaJIHU Cy Ha BEKTOp a X b , I[Ia Cy CTOr'a KOIIJIAaHApHU. O
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W3zsemhemo cazna ¢opmyly 3a MEIIOBUTH IPOU3BOJ BekTopa 4@, b, C momohy

IXOBHX KoopauHaTa. Heka je: a= (X, Y1, 2)), b= (%, ¥,,2,), c= (X3, Y3, 25) - Tana je:

i ] k
(aXb)OC: X Y 4 0(X3i+y3_j+23k)
X2 y2 ZZ
z |- - - - - _
O e 1k}o(x3i+y3j+z3k)
Y. 7, X, I, X Y,
Z Z
=y1 1'X3+X1 1 y3+X1 yl'23
Y. %, X, I, X Y,
X3 y3 23 Xl yl Zl Xl yl Zl
=X L= Yy L=X Y, 7
X2 y2 ZZ X2 y2 22 X3 y3 23
TO jecT:
o o Xl yl Zl
[a,b,c]=(axb)oc=|x, Vy, 1z,
X3 y3 23

Tokom oBor usBohewma cMO ce KOPUCTUIM OCOOMHAMa JIETEPMUHAHTH KOj€ CMO paHHje
JOKa3aJIx.
o
4.4 MATEMATHYKA UHAYKIINJA

VY yBogHOM jeny oBoT pana Beh je Omiio peun o mMaTeMaTH4KOj MHAYKIHjU. Tama je
caMo OMJIO HaBEJEHO IlTa MaTeMaTHYKa MHAYKLHMja NpeACcTaB/ba U KOjU THII JIOKa3a ce
MO’KE€ ypaJuTu MpUMEHOM oBOI MexaHu3ma. Cana hemo ce Maso nerajbHUj€ 1103a0aBUTH
CaMHM CMHCIIOM OBOT TIOCTYNKa W 00jacHUTH 300T uera je Oamn oBaj OOMHK WHIYKIIH]jE
nobap 3a oapehene nokase.

VY maremaTunu 4ecTo Tpeba UCIIUTATH TaYHOCT (hopMyJie 0OIHKa:

a+a,+...+a,=F(n), (1)
3a cBaku npupojaH 6poj n. Ha npumep, motpebHO je mokaszatu Aa je popmyiia

P+2°+...4n° _nin+Hn+1)
6 )

TauHa 3a cBako Ne€N. To He MokeMO (PU3UYKU ypaJuTH 3a CBaKH MPHUPOJAH Opoj jep
IPUPOJHHUX OpojeBa MMa OECKOHAYHO MHOTO. OCHM TOTa, aKo j€ OHa TauyHa 3a HEKOJIUKO
NPBHUX MPUPOAHUX OpojeBa, peuumo N=12,3,4,5, To He 3Hauu na he OuTh TayHa u 3a
n==a6.

Kox ¢opmyna obnuka (1) Moke ce mocTynutu Ha cienaehu HaumH: ako je (1) Tauno 3a
CBaKH npupojaH O6poj n, taxa y3 (1) umamo u:

a+a,+...+a,+a,, =F(n+1),
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na, 1ocJie oy3uMama, gooujamo a, , = F(n+1)—F(n), o ject:
F(n)+a,,, =F(n+1).
[Mopen tora, 3a n=1, popmymna (1) cBoau ce Ha &, = F(1).
Hake, ako je:
a+a,+...+a,=F(n) VneN (3)
Taja je:
a,=F@® wu F(n)+a,,=F(+1) 3acsako neN 4)

JoxaxxuMo 1 00pHYTO TBphemwe, To jecT na u3 (4) cnequ (3). 3aucra, us (4) ce nodbuja:
FQ)+a,=F(2) F(2)-F@) =4,
F(2)+a,=F(3) FQ)-F(2) =2,

F(n-)+a,=F() F()-F(h-1)=a,
U, TIoclie cabupama,
F(n)-FQ)=a,+a,+...+a,,
wiy, ¢ 003upom Ha To wTo je F(1)=a,,
a+a,+...+a,=F(n).

[Tpema ToMe, (3) je ekBUBaJIIEHTHO ca (4), a ce AoKa3uBame jeqHakoctu (1) 3a cBako
NneN MoXe 3aMEHHUTHU JOKA3UBAKEM jETHAKOCTH (4).

W3noxeHn MeToja je BeoMma CrenuduuaH U MOXe Ce NMPUMEHHUTH Ha JIOKA3HBambe
jemnakoctu (1). Mehytum, oH ce Moxke Tako mpeGopMyIUCcCaTH Ja MOCIYXH Kao OCHOBA
3a TaKO3BaHM METOJI MaTeMaTHuYKe MHIYKIIHMje, KOJU C€ KacHHUje NMpUMEHYje Ha MHOTO
mpe kiace npoodiema.

[Ipehumo cana Ha Ty nmpedopmynanujy. Bumenn cmo ga ce ymecto jemnakoctu (1)
MO3K€ JO0Ka3aTH HbOj EKBUBAJIIEHTHU CHCTEM KOJU CE€ CaCTOjH U3 JeTHAKOCTH

a=F(@) ®)
F(n)+a,,=F(n+1). (6)

Jennakoct (5) ocraBUMO KakBa jecTe, a jeaHakocTu (6) mahemo jegaH APyrH CMHCAO.
Haume, ako ca (¢,) o3Haunmo dopmyny (1), Tama ce jemHakoct (6) Moxe
MHTEPIIPETHPATH U Ha cieaehn HauuH:

Axo je (¢,) TauHo 3a Heko N, oHna je (¢,,,) TauHo. 3aucra, ako je popmyna (4,) TauHa

3a HEKO N, Taja ce MOXE U JIEBO] M JIECHO] CTpaHu Te (popMmylie 1oaaTH Wwiad &, .., 1ma ce

n+l»
nobuja:

a+a,+...+a,+a,, =F(n)+a,,,
ma Ha ocHOBY (6) creau:

a+a,+...+a,+a,, =F(n+1),
mTo je ypaso Gopmyna (4,.,).
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Jpyrum pednma, aa OMCMO J0Ka3alid Ta4HOCT Gpopmyie (4,) 3a cBaku npupolaH Opoj
N, TOBOJHHO j€ JTI0Ka3aTu cieneha nBa TBphema:

1) dopmyna (¢,) je Tauna; (7)
2) umruakanuja (@,) = (4,,,) Mopa Outu TauHa 3a ceako Ne N . (8)

OnummMo caja, Ha Ipyrd HauuH, 3amTo u3 (7) u (8) u3naszu taunoct dpopmyne (4, )
3acBako NeN.

Axo craBumo N=1 y (8), nobujamo uckas: ako je (¢4 )tauHo, tauHo je u (¢,) . Mehyrum,
Ha ocHOBY (7) 3Hamo 1a je (¢)) TauHo, ma 3akJbydyjemo na je u (¢,) TauHo. OBakaB
Ha4YWH 3aKJby4HBamka je Tako3BaHu modus ponens (00jaIImkeHO Y YBOJIHOM Iy Pajia).
Axo craBumo N =2 y (8), nobujamo: ako je (¢4,) Tauno, TauHo je u (¢@,) .Mehyrum, Beh
cMo joKa3aid jaa je (¢,) TadHo, Ima 3aKkJbydyjemMo ja je (¢,) takohe tauno.

Hacrasspajyhu oBaj moctynak, BuauMo aa je (¢4,) TauHo 3a cBaku mpupojaaH opoj N .

Jloka3uBambe Ha OCHOBY IPHHIMIIA MAaTeMAaTH4Ke HHAYKIHjE, TO jECT METOJIOM
MaTeMaTHUYKe WHIYKIHMje, HMa IIUPOKY M pPa3HOBPCHY NpHMEHYy. Emmupujckom
WHIYKIIMjOM MOTY C€ HACIyTUTH Heke (Gopmyie (jeAHaKOCTH, HEjeTHAKOCTH U CIIMYHO)
KOj€ 3aBHCE O] IPUPOJHOT Opoja N, a METOJ MaTeMaTHIKe MHAyKIHje oMoryhyje 1a ce y
MHOTHM CJTy4ajeBUMa YTBP/IH JIa JIM je MOCTaBJbeHa XUITOTe3a TaYHA WK HHje.

OBMM NpPUHIMI MaTeMaTHYKe WHAYKIMjEe HHUje J0Ka3aH Beh je camo mpernusHo
o0jammen. M3Bemhemo caja jeqan 10Ka3 NpUHIMIA MaTEeMaTHUKe HHIYKIU]e y3uMajyhu
na je cneneha YMmHEHUIA €BUICHTHA!

V cearxom nenpasznom noockyny ckyna npupoonux opojeéa nocmoju najmarou 6poj.  (9)
[MpernocraBumo caxna na je (T,,T,,...,T,,...) HU3 TBphema 3a KOje BaKH:

a) T, je Ta4HO;

0) 3a cBako N e N, u3 raynoctu TBphewa T, U3sa3u TayHOCT TBphemwa T, .
Jokaxxumo cania na cy ca tBphewa (T,,T,,...,T,,...) Tauna. [IpermoctaBUMO CYNpOTHO,
TO JECT Ja MOCTOJU HEKO TBphewe y OBOM HU3Y KOj€ HHje TayHO. To 3HAuu Jia je CKyI
NpUpOIHUX OpojeBa N TakBUX Ja je T, HETayHO HEmpasaH, Ia Ha OCHOBY (9) mocToju u
HajMamK npupojan Opoj P Takas ga je T, Herayno. Ha ocHoBy uumenunne na je T,
TauyHo, 3aK/by4yjeMo Jia je P >1. Mehyrum, kako je p—1< p, tephewe T, ; mopa OGutu
Tauno. Jlakne, T, je HeTauHo, 10K je T, ; TayHO, WITO je y CynpoTHOCTH ca 0) . Tume je

A0Ka3 3aBpIICH.

VYpanuhemo caga HEKOJIMKO J10Ka3a pa3iMuUTUX TBphewa KOju ce U3BOJE MPUMEHOM
MPUHIUIA MAaTeMaTHUKe WHAYKIH]je:

IIpumep 1: Jlokazatu 1a 3a cBe npupogHe OpojeBe N BaKu:
n(n+1)(2n+1)
— 5

1?+22+3+..+n° =

Pewerve:
[TpumemyjeMo NPUHITUT MaTeMaTHIKe HHIYKIH]e:
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1-(1+1)(2-1+1)
6

3a n=1je 1= =1=T(1) je TauHo.

n(n+1)(2n+1)
S

HOI[ IIpETIIOCTABKOM Ja OBO BaXH, IIPOBEPaBaMoO J1da JIH he Baxwurtu I/IMHHI/IKaHI/Ija
T(N)=T(+1):

Caja nocraBbaMo MHAYKTHBHY Xumotesy: T(N)=1°+2°+3"+...+n° =

T(+D) =2 +22+3+.. . +(n+1)2 = (+)((n+)+H@2n+1)+1)

6
Cama  hemo  cpemuTH  OBaj  W3pa3 M JOKa3aTd  IErOBO  BAXKCHHE:
n+1)(n+2)(2n+3 .
L= 12+22+32+...+n2+(n+1)2:( X X ):D, rne je Luesa crpana

6

_n(n+1)(2n+l1)
N 6

jemnakoctr, a D nmecHa crpana:

L n(n+1)(2n+1) F(n+1) = n(n+1)(2n+1) +6(n+1)? _(n+D(@2n+1)+6(n+1)) _
6 6 6

_(n+)@n° +7n+6) _(n+H(n+2)@n+3) ’
6 6

YrMe CMO JI0OKa3aju KeJbeHy uMILtukaimjy. Kopucrehu uumenuily na je T(n) tauxo,
MOKa3ajau cMo Aa Baku U T (N+1).

Ha ocHOBy mpuHIMIAa MaTeMaTH4Ke MHIYKIHUje, 3aKJbydyjeMO J1a HaBEICHO TBpheme
Ba)KM 33 CBaKW MPUpPOAaH O6poj N.

Ipumep 2: Jloxasatu 1a 3a cBe mpupoHe Opojese Baxy TBpheme 3|5" +2" .

Pewerve:

3a n=1 je 3|5 +2" < 3|9 mro je TauHo TBpheme. Cama MOCTABHAMO MHIYKTUBHY
xunoresy: T(n) je 3|5" +2"". Ha ocHOBY mOCTaBJbEHE XUIIOTE3E, JOKA3YjeMO J1a H3:
T(n): 3|5"+2" = T(n+1): 3|5"" +2". [Ipucrymamo cpehuBamy u3pasa Ha JECHO]
CTpaHu UMILIMKAINje:
35" +2"? & 3|5-5"+2-2" =5.5"+2.2"" +3.2"" _3.2" =
\—_ﬁ/_—J
:5'2n+1
=5 (5"+2"™ )-3.2""«< 3|5-(3x) -3-2"" =3(5k - 2"").
—
110 MH/YKTHBHO]
XHUIIOTE3H J€ NCJBUBO
ca TpH Ia oBaj
u3pa3 MOKEMO
3anucaru Kao 3k,
rie je k Hekn
eo Opoj
Uspas 3(5x—2"") je oumrmemno nemuB 6pojeM 3, ma mamMmo AokasaHo aa je T(n+1)
TayHO, @ TO HaM je W Ouo 1wb. [IpuMEHOM mNpHHIMIA MaTeMaTHYKe HHAYKIIH]E,

3aKJbY4yjeMO Jla OBO Ba)KU 3a CBe IPUPOIHE Opojese N .
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Npumep 3 (BeprymmjeBa’ nejennaxoct): Heka je heR, h>—1 u neka neN. tana
Ba)XKU HEjEHAKOCT:
(1+h)" >1+nh.
Pewerve:
3a n=1 HejeaHakocT je TauHa jep ce cBoau Ha (1+h)>1+h.

IMpernocrasumo aa je (1+h)" >1+nh tauno. Kako je h>-1, onnaje 1+h>0, na

MOKEMO 00€ CTpaHe HEjeTHAKOCTH IIOMHOXHTHU ca 1+ h HakoH vera no0ujamo:
(L+h)"" > (@+nh)(L+h) =1+ (n+1)h+nh*.
Mebhyrum, kako neN To 3Haum aa je n> 0. Takohe je h*>0. Croraje nh®> >0, ma
3aKJbY4yjeMO J1a je:
1+ (n+Dh+nh*>1+(n+1)h,
mro 3ajexno ca (L+h)™™ > (1+nh)(1+h) =1+ (n+1)h+nh?® naje:
(L+h)"™ >1+(n+Dh.
Ha ocHOBy npuHIMIIa MaTeMaTUIKe HHIYKIM]je, bepHyirjeBa HejeTHaKOCT je IoKa3aHa.

Teopema 1: Heka je a=(a,a,,...,a,) gara N—Topka MO3UTUBHUX OpojeBa. Heka je:

A@=22R 4 6 @) =138, 8,

Tana Baxku:

A (a)2G,(a)
Jlokas:
Tephemwe hemo nokazaTH MaTeMaTHYKOM MHAYKIHjOM. 3a K =2 je TBpheme 10Ka3aHo y
npBoM paspeny (ctpana 20).
[TpernocraBumo ja je TBpheme Tauno 3a N=K—1, To jecT, 1a Baxu:

+a,+...+3,_
% azk—l L >ka, a, ..

M IOKAKUMO J1a BaKkr 3a N =K.
be3 ryOouTka OmmTocTH MOXKeMo mpernoctaButd aaje 0<a <a, <...<a,.

Tana je:
k k
a1:a1+a1::”'+a1sAk(a)sa"Jrakar"'Jra":ak. (6)

W3 mpeTxomHUX HEjeTHAKOCTH MOXKeMo jaa mpuMeTumo naa je: a, — A (a) >0, oxHocHO
a+a —-A(@)=a >0.
[Mocmarpajmo k-1 mno3utuBHHX OpojeBa 4&,,8,,...,8, ;,8 +a, —A(a), 3a koje

MOKE€MO MPUMEHUTH UHIYKTUBHY XUIIOTE3Y, 1a he BaKUTH:

a,+a,+...+a_,+a +a —A(a
, +a, |;(1_131 K A‘()kaj/a?'ag‘---'ak,l'(%"‘ak_A<(a))'

7 Jako6 Beprymu (sem. Jacob Bernoulli, 1654-1705) miBajiapcku MaTeMaTHuap U HaydHEK.
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Kako je a, +a, +...+a, , +a, =k-A (a), nperxonHa HejeTHAKOCT IOCTaje:

kA((:)__lA((a) :A((a)ZkRj/az'ag'---'ak_l'(ai+ak_Ak(a)) .

Opnasne cienu naa je:

Af*l(a)zaz-a3~...-ak_1-(a1+ak—Ak(a)),

OJHOCHO:

Af(a)zAk(a)'az'as""'ak—l'(ai—'—ak_Ak(a))' (7)

U3 (6) umamo nma cy A(a)—a, u a, — A (a) nosuTuBHM OpojeBH, Ta je ¥ HUXOB
MPOM3BOJI O3UTHBAH, OJTHOCHO BAYKH:
(& - A(@) (A(a)-a) 20.

AKO M3BpIIMMO Ha3HAUCHA MHOXKCHa, IPETXO0/IHA HEjeTHAKOCT M0CTaje:

-8, -(a, -~ A(a)) +A(a)(a, - A(a) =0,
OIHOCHO:

A(a)-a —a,-a +A(a)(a -A(a))=0.
[Tocnenma HEjeTHAKOCT je EKBUBAJICHTHA ca:

A@) (a+a,-Al@)za 8.

Axo 006e cTpaHe OBe HEjeJHAKOCTH MIOMHOXKUMO ca a, -8, -...- 8, , J00HjaMo:
A<(a)'a2 e "-"ak—l'(ai"'ak _Ak(a)) e L RERR PR :Gl':(a). (8)
Cana u3 (7) u (8) cienu na je:
A(a)=G((a),
TO jecT:
A (@) =G, (a).

4.5. APUTMETUYKHU U TEOMETPUJCKHU HU3

[Tokazahemo caga kako ce wu3Bojxe (opmyne 3a padyHame OIINTeT UIaHa
ApPUTMETHYKOT M TEOMETPHjCKOT HHM3a aKO HaM je JaT NpBH WIaH HHU3a W pa3juKa
(KOMMYHUK KOJ| T€OMETPHMJCKOI') HM3a, Kao U (opmyne 3a 30up mpBUX N YIaHOBA
ApPUTMETHUYKOT, OJTHOCHO TEOMETPH)CKOT HH3A.

3a apuTMETHYKH HH3 Yy ONINTEM ciiydajy Baxu: a.,,—a,=d (n=12,...). [Tonazehn

O]l OBE JeTHAKOCTH, HU]j€ TEeIIKO MPUMETUTH J1a he BaKUTH:
a,-a =d
a,—a,=d
a,,—a ,=d

a,—a, ,=d

AKo cabepemMo CBE OBE jeTHAKOCTH JTOOMheMo:

a,—a =(n-1d,

Nn—
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OIHOCHO:
a,=a+(n-1d,
IITO TpeacTaBiba GopMylly 3a H3padyyHaBarbe OIILITEr YIaHA apUTMETHYKOT HH3a aKo
HaM je T03HAT MPBU WIAH TOT HU3a M Pa3jIiKa HU3a.
Hwus cBux npuponnux 6pojeBa (n)=(1,2,3,...,N) YMHU apUTMETUYKH HHU3 (Ca TPBUM
yiaHoM 1 u pasmukom 1). M3padyHajMo camga 30up mpBUX N 4WiaHOBa OBOT HU3A.
MeronoM MaTeMaTH4Ke HHAYKINje MOXKEMO JOKA3aTH J1a BaXKU:

1+2+3+...+n=w.
VYnpaBo ce pekyp3uBHO | JneduHuIIe 30Mp MPBUX N OpojeBa U TO Ha clieichy HAYMH:

1S, =1
2)S,.. =S, +(n+1).

EBo jennor rpaduykor npukasa Koju
WIIYCTPYj€ OBY UHIHCHHUILY:
[IpernocTaBumMo @ MMaMo KameHuuhe Tako
Ja y3uMaMoO jemaH kKameHumh, ma JBa
kameHunha, TpH, UTH, CBE A0 N KameH4uha.
[Topehamo nu kameHunhe Ha HAYMH HA KOJH je
TO MPHUKA3aHO Ha OBOj CIUIU BUIUMO a3 30Up
1+2+3+...4n
W3HOCH NOJIOBUHY ~ KaMeHunha  Koju
dbopMupajy MpaBOYraoHHUK Ca CIIUKE YHje CY
cTpaHuiie N u n-+1, Tako Aa noGujamo 1a je:
n(n+1)

1+24+3+...+n=

EBo jom jemHor ciuyHOr rpauykor mpukasa 3a
UCTY J€THAKOCT:

Jlara je monoBuHa KBajpara crpanuiie N. Hberosa
2

n .
nospiMHa he OutH PR Bugumo na ce taj kBajgpar

MOXe€ M3JICTNTH Ha Mame KBajaparuhe crpanuie 1.

VY cBakoj o1 N BpcTa HEOCTaje Mo jeHa MOJOBUHA

manor kBagpatwha. Jlakie, 3a cBake JB€ BpCTe

MMaMo 10 jeJaH Malu KBajapartuh, Tako aa he 36up
1+2+3+...+n

OUTH jeHaK:

n’ n_ n+n_n(n+1)
2 2 2 2

W3Benumo cama Gopmyny 3a 30up MPBUX N 4WIAHOBA HEKOT apUTMETHUYKOT HU3A, TO
JeCT U3pauyHajMo BpEIHOCT u3pasa S, Iie je:

S,=a +a,+...+4a,.
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dopMaHo 3amrcaHo, 30up MpBUX N YjJaHOBA HEKOT HHU3a AehUHUIIE CE PEKYP3UBHO:
DS, =a;
2) Sn+l = Sn + a‘n+l'

Kopucrehu ce popmMysiom 3a ONImTy 4wiaH apuTMETHYKOT HH3a HAJIa3UMO:
S,=a,+(a+d)+...+(a, +(n-1d)
=na, +d+2d+...+(n-1)d
=na, +1+2+...+(n-1))d.

Mebhyrtum, Ha ocHOBY Beh pokazanor TBphewa 1+2+3+...+Nn= Baxkuhe u:

n(n+1)
2

1+2+3+...+(n—1)=@.

Kana to 3amenumo y jeanakoct S, =na, +(1+2+...+(n-1))d nobujamo:
S,=na +(1+2+...+(n-1))d

=na, Gl LU

OOJHOCHO:
S, :g(2a1+(n—1)d).

Hagenthemo cana, 6e3 momatHux o0jalimera, joil Heke rpaduyke HiycTpanuje 3a
nobujame ommtux (opmyia 3a 30Mp MPBUX N YIAHOBA PA3IHYUTHX APUTMETHUKHX
HHM30BA.

OBu npuKasu cy Beoma 3roJHu kako Ou miaha gena (mpBEeHCTBEHO Aela U3 OCHOBHUX
I1KO0JIa), a TOHEKa/l U CTapyju hauy MOTJIH JIaKile /1a yIiaMTe CBe oBe (popmyIie:

14345+ +@n-1) = n? 143+ +@n-1) =30nP = 2
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1+2+1=22

1+42+3+2+1 =32

142+3+4+3+2+1 = 42

1424+ (- +n+(m-D+-+2+1 = n?

[Ipenazumo cajga Ha JIOKa3WBamE JIBE OCHOBHE (OpMyJie y BE3H Ca I€OMETPHjCKUM
HU30M:

. . a
3a reOMETPUjCKU HU3 y OIITEM Clydajy Baxkn: —*L = (n=12,...). [lonasehu ox
an

OBC jeﬂHaKOCTI/I, HI/Ije TCHIKO MPUMETUTH [1a he BaxuTu:

a, a, a,, a
—:q’ —=q“_=—n =q’ n =q
ai a2 an—Z a'n—l
AKO TOMHOXXMMO OBE jeTHaKOCTH 100uhemo:
Lo T T E G

ai aZ an—2 an—l

TO JecT:

OIHOCHO.
_ n-1
a,=a-q -,
mTo mpeacraBjba (I)OpMy'J'Iy 3a U3pavyHaBamkC OMIITCI 4YJIaHa T COMCTpI/IjCKOP HH3a aKo
HaM je IMMO3HAT IIPBU YJIaH TOT' HU3a XU KOJIMYHUK HH3a.

W3Benumo caga popmyny 3a 30up IpBUX N 4iaHOBa reoMeTpujckor Hu3a. Kaxo je:
S,=a,+a,+...+a,.

O63upoM Ha (opMyITy 3a OMINTH YIAH TEOMETPHjCKOT Hu3a a, =8, -q" " no6uhemo:

S, =a,+aq+...aq"",
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ma ako o0e cTpaHe MOMHOXHUMO ca ( 6uhe:

gS, =aq+aq°+...a,q".
Axo cana of jenHakoctd S =a, +a,q+...8,0" " omysmemo S, =a,q+aq°+...aq"
6uhe:

1-a)S,=a-aq".

[Ipema Tome, 3a =1 (jep je 3a =1 HU3 KOHCTAHTaH) JOOHjaMO:
1-¢
1-q

n

S, =

4.6. TPAHUYHA BPEJHOCT HU3A

Kpajem tpehe roanne cpeme mKoIe YISHHUIIN CE YITO3HAjy ca M0jMOBHMA Kao IITO CY
OTpaHWYEH HH3, MOHOTOH HH3, KOHBEPI€HTaH HH3, Tadyka HArOMWJIABamba WT/.
Konnenmuja oOpahuBama oBe TemMe je TakBa Jia je aKIEHAT CTaBJbeH HAa M3PAuyyHaBambY
auMeca 0e3 TpeBHIIEe TeopeTHcama. 1o je W3 pasjora jep je, 10 MOM MHIUBEHY,
TEOpHjCKa MOoJIora OBe OOJIACTH JOCTa CIOXKEHA M TellKa 3a CaBlia/laBambe MPOCCYHOM
ocaMHaecToroguimaky. Hu oBne Hehemo mokazuBaTé myHO TeopeMa W3 OBE OOJIACTH,
Beh heMo Ha HEKONMKO OCHOBHHMX IIOKa3aTW KaKO ce JI0Ka3yjy KJby4yHa TBphema u3
00JIacTH KOHBEPIeHTHUX HU30BA.

OnucHo roBopehw, jemaH ox HEHTpaNHUX MpodOjeMa KOjU Cce IMOCTaBba 3a HU3
(a,a,,...,a,,...)=(a,) jecre muTame mMTa CE JClIaBa ca ONIITUM YWIAHOM &, Kajaa N

nocraje cBe Behe u Behe (Mim, Kako ce Kaxe, KajJia N HeOTpaHUICHO pacTe).
[Tornenajmo jenan HU3:
11 1
@)=,=,=,....— ... |.
2 3 n

: . : 1 :
JacHo je ma mTo je N Behu npupoaHu Opoj, OMIUTH 4iIaH OBOT HHM3a @, =— IIOCTaje CBE
n
. 1 .
MamH, 1 003upoM aa je(a,) =—>0, ce ce Bumre nmpudamxasa O6pojy 0. HapasHo, HE 32
n

. . 1 . .
jenan mpupojan O6poj N mu3paz — Hehe Outu jegHako 0. Ca apyre crpane, y3umajyhu
n

JIOBOJBHO BEJIHMKO N,MOXKEMO YYHMHHTH J1a ce a, =— pasiaukyje ox 0 3a OHOJIMKO MaJlo
n

KOJIMKO MM TO kenumo. Perumo, ako xohemo aa ce a, pasnukyje o 0 3a mame ox 0,001,
J0BOJBHO je y3etH na je N >1000. JacHo je ma @, 3a AOBOJFHO BEJIMKO N Moke npuhu

HYJIU joll OJInxKe.

1 . . : .
Haxie, mako — nukaz "uje 0, mro je N Behe u Behu, a, je cBe 6mmke u 6imxe 6pojy
n
0. 300r Tora kaxemo Aa je 0 rpaHrYHAa BpeIHOCT (JIUMEC) HU3a @, U MULIEMO:

lima, = Iimizo

n—o0 nN—o0 n

-76 -



Xajae na BUIUMO KaKo c€ Ha TEOMETPHUjCKH HAYUH MOXKE UHTEPIPETUPATH OBO O YEMY

11 1
CMO 70 cajaa mpuyaiad. AKO 4YJaHOBE OBOT HHM3a: 1,5,—,...,—,... MPUKAKEMO Ha

n
OpojeBHO] TPaBOj, BUAMMO Ja CE€ WIAHOBM TOI HH3a HaroMmwiaBajy oko Tauke 0.
[ITaBuie, ako oko Tauke () OMUIIEMO HEKH HHTEPBAI Ma KOJIUKO MaJie Iy)KHHE, BUIUMO
na he caMo KOHAYHO MHOTO WJIAaHOBa HH3a JIGKATH W3BaH TOT MHTEpBaja, JAOK he CBH
OCTaJM YIAHOBH TOT HM3a (BUX OCCKOHAYHO MHOr0) OWTH yHyTap WHTEepBaia. To ce
Ka)K€ ¥ OBAKO: CKOPO CBU WIAHOBH HM3a Halla3e CE y OKOJIUHM Tauke 0.

2 03 0.4 06 07 08 09 1

o
w

[Tornemajmo Ha ciuiy, ako cy tauke A, B, C, D, E, F, G... penom unaHoBu Haier Hu3a.
Bumumo na ce, kako ce MHIEKC HU3a noBehaBa, TaKo Cy M T€ TayKe CBE OJIVKE HYIH, U
one he ce OeckoHauHO MPHOJIMKABATH TAYKH HYJIAa ali HAKaJla HUjeHa Tauka Hehe OuTH
6am 0.

Hedunummmo caga u GopMaIHO TpaHUYHY BPEAHOCT HU3A!

Jepununmja 1: Peanan Opoj @ je rpaHnYHa BPEIHOCT HU3a (&,) aKo ce y MPOU3BOJBHO)]
& -OKOJIMHH Opoja @ Haja3e CKOpO CBH WIaHOBHM Hu3a (&,) .Ako TakaB Opoj @ IOCTOjH,
OHJIa ce Kaxke Jia je Hu3 (a,) KOHBepPreHTaH U Jia KOHBEprupa Ka a, v MHIIE Ce:

lima, =a.

IIpumep 1: Jlokazatu 1a je:
. n+1
lim——=1.

n—o n

Pewerve:
Ha ocHoBy nedunuMje TpaHUYHE BPEAHOCTH, Tpeda 10Ka3aTH /1a ce caMO KOHauaH Opoj
n+1 345
YjaHoBa HM3a &, =——=| 2,—,—,—,
2 34

] Haja3u U3BaH & oKoymHe Opoja 1, Tj. u3BaH
n
unrepBana (1—¢&, 1+¢), rae je & mpou3BoJbaH MO3UTHBAH OPOj.

[Tpumernmo mipBO Aa JieBo of Opoja 1—& Hema unaHoBa Hu3a. OcTtaje, nakie, 1a BUAUMO
Jla T1 UMa YIaHOBa HU3a JIECHO oJ1 Opoja 1+ &, To jecT, ocTaje Jia ce pemu HejeJHaunHA

n+1 ) .
_—> 1+ E. OBa He] cJHauYnHa Je CKBHUBAJICHTHA Ca.
n

n+1 1 1
—-l>eo—>cnm n<—.

n n &
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. . 1
Crora 3akJpy4yjeMo Jja Cy CaMO OHM WIAHOBU HM3a 3a KOje je N < — H3BaH & OKOJMHE

. .1 : .
opoja 1. Kako je — oapehen mo3utuBan 0poj, BUX je caMo KOHauHO MHOTO. [Ipema Tome
&

. n+1
JOKa3aJiIn CMO 1a BaXu lim——=1.
n—o0 n

Mu cMO rpaHUYHY BPEIHOCT HH3a AeHUHUCATN MOMOhY MOjMOBa OKOJHMHA M CKOPO
ceu. Caga hemo mckazaTH jeHy Maio Jpyradjy IedUHHIH]Y KOja je Hajlo3HaTHja
nedUHHUIM]ja TpaHWUYHE BPEIHOCTH HU3a W Hajuemhe ce cpehe y TakBoM OOJIHKY.
dukcupajMo MO3UTHUBAH OpPOj £ ¥ MCIUTAjMO MPBO IITa 3HAYH JIa CE CKOPO CBH YWIAHOBH
Hu3a (a,) Haylase y & -OKOJIMHM Opoja a. AKO CKOpO CBH WIAHOBHM HH3a (@,) mpumnangajy

& -OKOJIMHU Opoja @, TO 3Hauu Jja caMO HBHMX KOHAuYHO MHOTO HE MOpa Jia MpUMaja Toj

okonuHu. Heka cy To wiaHoBu: &,8,,...,d, , e je N, dukcupad npupoxsu 6poj. Kako

CBH OCTaJIM WIAHOBH HH3a (@,) mpunanajy & -oKoJIuHH Opoja &, IMaMo:
a-g<a,<a+e¢, 3acBako N>ng,

TO jecT:
—£<@a,—a<g, 3acBako N>ny,

WIN:
|a,—al<e, 3acBako n>n,, .

W3 oBora npouctuue aepuHULIM]jA:

Jedpunnmmja 2: Huz (a,) koHBeprupa ka Opojy a (a je rpaHuuHa BpeqHOCT HuU3a (a,))
aKo 3a CBaKH MO3UTUBAH OpOj &, MOCTOjU MpUpPOIaH Opoj N, Takas na je |a,—al<e 3a
CBaKko N > N,. MaTeaMTHYKH 3aMMCaHO:

lima, =a < (Ve >0)(3n,)(VneN)(n>n,=|a,—alk &)

n—o0

VYBemumo caja jomn jema mojam 3a HuzoBe. Kaxkemo na je Hu3 (8,) OrpaHHYCH aKo

MOCTOj| MO3UTUBaH 0poj K Takas ja je:
|a,| <K 3acBako n=12,...

Cana heMo J10Ka3aTy HEKOJIMKO BaKHUX CBOjCTaBa KOHBEPIreHTHUX HU30Ba:
Teopema 1: KonBeprenTtan Hu3 je orpanndeH. OOpHyTa TBp/ilba HE MOpa J1a BaXKH.

Jlokas:
Hexka je (a,) xonBepreHTan Hu3 U Heka je lima, =a. Taga 3a & =1 nocroju npupoaH

N
Opoj N, TakaB 1a je:
|a,—al<l 3a n>n,.
W3 oBe jeAHaKOCTH CleIu:
a-l<a,<a+l 3an>ny,

ra, TUM TIpeE,

-78 -



a,<lal+l 3an>n,.
Hekaje M =max{|a|+1|&|,...,|a, [}. Tana je, ounrnenno,
|3, <M,
3a cBako Ne N, mTo 3Hayu 1a je Hu3 (8,) OrpaHHYCH.
OGpuyra TBpama He Baxku. Ha npumep, nuz (b)) =(-1)" jecre orpanuden amu Huje
KOHBEPICHTaH.

Teopema 2: Hexka je lima, =a, limb, =b unekaje a, <b, (neN).Tamaje a<b.

nN—o0 n—oo

Jlokas:

. 1 )
[IpernocraBumo cympotHo. Heka je b<a wu craBumo g=§(a—b). Taja IOCTOje

OpUpOHU OpojeBu N, U N, TakBu 1a je |a,—al<e 3a n>n u |b,—a|<e 3a n>n,.
CrenujaiaHo, IMamo:
a—g<a, (3@ n>n) u b <b+g (3a n>n,).

Heka je n, =max{n;,n,}. Tana je:
b, <b+g:b+%(a—b):a—%(a—b):a—g<an,

3a CBaKo N >Ny, IITO je y CYMPOTHOCTH ca mpeTnocTaBkoM a, <b . Jlakie, Hehe BaxuTH
Hu b<a,maje a<b.

Axo 3a Hu3 (@,) BaxH:
a,<a,, (VneN)
Kaxe ce aa je Hu3 (a,) pactyhu. Hus 3a koju Baxu:
a,.,<a, (vneN)

n+1
Ha3uBa ce ornajajyhu Hu3.
JenmHuM MMEHOM, OBaKBY HU30BU CE€ HAa3MBajy MOHOTOHH.

Teopema 3: Ako je Hu3 (@,) OrpaHHYeH U MOHOTOH, OH/Ia j& OH U KOHBEPIeHTaH.

Jlokas:
He ymamyjyhu ommroct, npernocrasiuhemo na je Hu3 (a,) orpanudeH u pactyhu. To

3Ha4M J1a nmoctoju 6poj K TakaB 1a je &, <a, <...<a, <...< K, 10 jecr, 3a cBako neN

BaXXu:

a, <a a, <K.

n+1?

Tana o6aBe3no mocroju 6poj a <K TakaB aa ce y NpOM3BOJbHO] & -OKOJIMHU Opoja a
Hasla3e CKOpo CBU wiaHoBM HH3a (@,). Jpyrum peunma, mocroju 6poj a< K TtakaB na

je lima, =a.

n—oo
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Hamwme, necHo on Opoja K Hema wiaHoBa Hu3a (8, ), jep cy cBu mamu o1 K. Mory na
1ocToje M pasHu aApyru OpojeBu, Mamu ox K (peuumo 6poj K,) ca mcrom ocoOUHOM.

Heka je a najmamu TakaB Opoj, TO jecT HajMamH OpOj TakaB Ja JIECHO Of Hera Hema
ygaHoBa Hu3a (@,) . Taxa je lima, =a.
nN—o0

3aucra, ako je &£ >0, Taga y untepBany (a—&,a) Mopa na Oyjae HEKM wiaH a, HHU3a

Mo

(a,) jep xama ce y ToM HHTEpBaJly HEe OM HaJIa3MO HUjEllaH YWIaH TOT HHU3a, OHAA & He Ou
Ouo HajMaru Opoj AECHO Ol Kojer Hema wiaHoBa Hu3a (a,) . Haume, a—& Ouo 6u Opoj
ca THM HCTHM CBOjCTBOM aJl KOjH je Mamu o a. Mehyrum, kako je uu3 (a,) pacryhwu,

OHTa ¥ @, ,;,8a . Takohe mpurazajy uarepsany (a—e&,a). Jlakie, Ckopo cBH 4WiaHOBU

No+17 “ng+27°

Hu3a (@,) Hamasze cey & OKOJIMHHM Opoja a.

O
OBo Hmje Oam perynapaH Jgoka3, Beh Bulle BpcTa yOehuBama, anu 3a OBaj CTaIUjyM
y4eHha MaTeMaTHKe j& CACBUM JIOBOJbAH.

4.7. BPOJ e

X, :(1+1] .
n

3ajeqHo ca HU30M (X,) mocmatpajmo u Hu3 (Y,), rae je:

Y, :(Hniljn (n>1).

Heka je uu3 (X,) nedunucan ca:

Ako y BepuynujeBy Hejennakoct: (1+h)" >1+nh,
xoja Baxu 3a h>—1 n neN, craBumo h=-n"? (n>1), nobujamo:

ERE RN NS
n n n

Kana npumenumo ¢opmyiy 3a pa3iuky KBaJapara, 0Ba HeJeJHAKOCT M0CTaje:

(A
oA (5 (T et

OBHM CMO JI0Ka3aiu aa je X, > X, ,, To jecT na je Hu3 (X,) pacryhu.

nim

Axo cana y bepuynujeBy HejeqHakocT ctaBuMo h = (n>1), nobujamo:

n2

(1+ 21 j >1+ 2n >1+1
n° -1 n° -1 n

-80 -



. 1 .
jep je >—, IITO HHje TemKo mpoBeputd. Mehytum, 1+ = , mna
n

n*-1
MPETXO0IHA HEJETHAKOCT TI0CTaje:

( n j"( n jn n+1
> ,
n-1 n+1 n
( n jn [n+1)n+l
—_— > —_— ,
n-1 n
n n+l
[1+—1 ) >(1+1j ,
n-1 n

na cMo Jiokasainu jaa 3a Hu3 (Y,) Baxu Y, > Y, .,, OJHOCHO Jia je Taj Hu3 onaaajyhu.

OJaKJIC U3Jia3u:

WIn:

OcuM Tora, HEeMOCPEIHO Ce MpoBepaBa 1a 3a N >1 Baxu:
1Y 1Y
X, =|1+=| <|1+——| =Y,.
n n-1

X <Xy <o <X << Y, << Yy

n

[Ipema Tome:

Opnatne cnenm 1a je 3a ceako n=12,...
O<x,<y,=4,

na je Hu3 (X,) pactyhu u orpanuueH, oqaocHo nocroju lim x, . Ta rpanuuna BpegHoCT

nN—oo

: : : 1Y
neduHuie ce kao O6poj e. Hakiae: limx, = Ilm(1+—j =e.
n—oo

n—o0o n

4.8. TEOMETPUJCKHU PE[

Heka S, o3nawaBa 30up mpBUX N WiIaHOBa T€OMETPHjCKOT HHA3a YHjH j€ MIPBH WiaH | u
KOJIMYHUK (],TO JECT HU3A:

Lq,9%...9""%,..)

Jlokazaau cMo jeJHAKOCT:

Sn=1_q , 3a Qq=#1,

KOja c€ MO€ MPEJICTABUTH Y OOJTUKY:
1 N
Sp=—(@-9") (a=1).
1-q
OgakBa jeqHakocT nedunuiie jenad HoB HU3 (S.)=(S.,S,,...S,,...). Axo je |ql<1
MOXe€ Ce M3pavyyHaTH rpaHUyYHa BpeIHOCT Hu3a (S,) meduHHCAHOT HA HABEJCH HAYMH.

3ancra, umamo aa he BaxKuTH:
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limS, = Iimi(l—q”) :ilim(l—q“) :L.

n—»o0 naool_q 1_q n—»oo 1_q

AKO Jipyravuje 3aruiieMo OBY jeTHAKOCT:
Iim(1+q+q2+...+q”‘1):1i (150

. 1
MOKEMO YBHJIETH Jia IIITO BUIIIE YJIaHOBAa HU3a cabepeMo, cBe cMo Oimku Opojy o

Ha ocHoBy Tora, yBoau ce cieneha nedunumnyja:

HMepumannuja 1. Axo je |(|<1, 30up cBUX wiaHOBa 0ECKOHAYHOI T'€OMETPH]JCKOT HHU3a

(1,9,9%,...9",...) jenHax je li To ce 3anucyje oBako:

; S 1
1+9+9*+...40"+...= > q" =1 (lqlkd).
k=0 —q

W3pas Ha 1eBoj CTpaHU jeIHAKOCTH Ha3WBa CE T€OMETPHU)CKU Pel.

_ . 1 1 1 = (1)
IIpumep 1: Jlokazatu na je: 1+E+Z+...+—+...:Z —| =2.

2" o\ 2
Pewerve:
= 01 (1Y 1 1
[Tpumenom popmyiie Zq =—— (]9 umamo na je: Z = =——===2.
k=0 1-q koL 2 1_1 1
2 2
EBo u jeqHor rpaguykor 10kas3a oBe TBPIE:
. 1 1 101 .
Kaxo je 1+§+Z+...+E+...=2, TO 3HAuU Ja je §+Z+...+§+...=1. [Tornenajmo
CIIUKY:
AKoO KBajpaT cTpaHule 1 moaeaumo MpBO Ha JBa
3 1 .
3 o MpaBOyraoHMKa cTpaHuna 1 u > 3atuM jedaH of
1/2 4 Ta JIBa MPaBOYTAOHUKA MOJICTMMO Ha JIBa KBapara
1 .
1 /2 1/ 2 1 CTpaHHUIIe > I[la jemam ox TUX KBajpara

1
noACJIIMMO Ha JBa MpaBOYTraOHHWKa CTpaHUIa E u

2
1/2

1 .
Z U OB4a) IOCTYyIIAK IIOHABJbAMO OCCKOHAYHO

MHOr0 MyTa. JacHO je Ja je MOBpUIMHA YUTaBOT
1 KBaJpaTa jeqHaka 1, a OHa ce MOXKe MPEJCTaBUTH U
Kao 30Mp MOBpIIMHA MPAaBOYraoHWKAa W KBajapaTa

KOJU T'a CaulibaBajy, OJHOCHO: §+Z+m+2_”+m =1.
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Jlo caga cMO mocMmaTpalid T€OMETPUjCKM HM3 4Mju je mpBH wiadH 1. Mebhyrtum,
JETHOCTABHO C€ JIOKa3yje /1a je y OIIITEM CIIy4ajy:

a+ag+aq’+...+aq"+...= Y ag* -2 (qKkD.
k=0 1-q
[Tornenahemo cazna jomn jemHy ciauky koja he Ham momohu 1a Ha r€OMETPHjCKHM HAYUH
nohemo 10 oBe popmyse:

~|=

a + ar + a? +ards e

. 1
Y3MHUMO MPaBOYIIM TPOYrao 4uje cy Karere a4+ ar rar’+.. . +ar"+...u =, [Topenumo
r

JIM OBaj TPOYrao Kao Ha CIULH, 1o0nheMo 6eCKOHAYHO MHOTO Tpoyriimha KOju Cy CITMYHU
M0JIa3HOM TPOYTITY. Y O4MMO CaJla OCEHYEHHU TPOYTao.

Bberore karere cy 1-r um ar. Ako cajga TPHUMEHHMO
CBOJCTBO CIMYHOCTH TPOYIJIOBAa Ha Taj TPOYrao M BEJHKH,
NI0JIa3HH, TpOoyrao uMahemo a Baxu:

1

r 1-r
a+ar+ar®+... ar

Oz[aBz[e IIponu3nIa3un:
ar
(1-r)-(a+ar+ar’+..)=—,
r

OIHOCHO:
2 a
(a+ar+ar+...)=—.
1-r
3anucaHo y3 ynotpedy cuMm0Ooia 3a cymy, TO je:

N art =2
Z:}ar =T
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4.9. AITEBAPCKE CTPYKTYPE

VY oBoM ojiesbky hemo mokazatu Ha HEKOJIWKO MpUMeEpa Kako U3IIIeNajy HajBaKHU]e
anrebapcke CTPYKType, OJAHOCHO Kako C€ 3a HEKM OpOjeBHH CKYN IpOBEpaBa Ja JIH
MPUIIaZa HEKOj anre6apckoj CTPYKTYPHU U K0joj.

Jepunnumja 1: Heka je mat Henpaszan ckyn S. Ako ce cBakoMm ypeherom mapy (X, Y)

eleMeHaTta U3 S JojeJbyje TayHO jellaH JIEeMEHT Z CKyma S, OHJa ce KaXe Ja je Ha
ckymy S neduHucaHa OMHApHA orepalyja.
UYecro ce mumie U Z =X*Y M KaXe Jia je Ha CKyly S JeduHUCcaHa omnepanyja .

PaznukoBahemo anrebapcke CTpyKType ca jeqHoOM | JBe oneparuje. Heka je nat ckym
S u onepanuja * nedUHUCAHA HA TOM CKyNy. Tajga Bau:

1) ako je omeparuja * OuHapHa, oHza je (S,*) rpynou;

2) ako je y rpymouay (S,*) omepardja * acounujaTuBHa, oHIa je (S,*) ceMHrpyna,

3) ako y cemurpynu (S,*) mocroju HEKH eleMeHT € € S (HeyTpas) TakaB Ja 3a
CBaKO X €S BaxHu X*e=e*X=X, cTpykrypa (S,*) je MOHOMT;

4) ako y moHouny (S,*) 3a CBaKM €leMEHT X €S IOCTOjH HEKH eleMeHT X ' €S
(MHBep3) TakaB Ja BaKH X*X ' =X " *X=¢€, onzaje (S,*) rpyma;

5) ako je y rpymu (S,*) omepaumuja * KOMyTaTHBHA, OHJA j€ TO KOMYTaTHBHA
(AGesoBa®) rpyma.

Mpumep 1: Ucnuratu na au je (N,+) Heka aaredapcka CTpyKTypa U ako jecTe Koja je?
Pewere:

Kpenumo penom, Tpeba mpBO HCHMTATH Ja JM je omepanuja + OWMHApHA y CKYIy
npupoaHux OpojeBa. Jpyrum peunma, na au he 30up cBaka JiBa mpupoaHa Opoja Outu
Takohe mpupomaH Opoj. OAroBop je MOTBpAaH, Tako Ja j€ MPBH YCJIOB HCHYHEH.
[IpoBepaBamo masbe, Aa JM je y CKyImy NPUPOJHHMX OpojeBa omepanuja cabupama
aconujatuBHa. Oj paHWje HaM je NO3HATO Ja je M oBa ocoOuHa ucnymeHa. Cana
IIpoBEpaBaMo Ja JIM MOCTOjU HEeyTpall, OAHOCHO Ja JIU MOCTOJU HEKU NMpUpoiaH Opoj e
TakaB Jla BAXXU: X+€ =€+ X=X 3a CBaku npupojaan 6poj X. Bunumo ma 6u oBaj ycioB
ucnyHuo 6poj 0, anu Kao MTO 3HAMO TO HHje MPUPOJAaH Opoj, CTOra 3aKJbydyjeMo jaa y
HallleM CKyIy He MOCTOju HeyTpanHu eneMeHT. Ctora je ctpykrypa (N,+) cemurpyma.

Ipumep 2: Ucnurat na mm je (Z,+) Heka anrebapcka CTPYKTypa U ako jecTe Koja je?
Pewerve:
OuurieHo /1a MpBe aBe 0cOOMHE Bake U 3a CTpyKTypy (Z,+) . Iloriemajmo aa mu y oBOj

CTPYKTYpH TOCTOJU MHBEP3HU €JIEMEHT, OJJHOCHO J1a JIU MOCTOjU HEeKH 11e0 Opoj e TakaB
na je X+e=e+X=X. Ilocroju, u y nuramy je Opoj Hyna. IlITo ce Thue deTBpTE

ocoOuHe, 3aHMMa HAC J1a JIU 3a CBaKU elleMEHT X TI0CTOjH HheMy oropapajyhu X' Takap
ma je X+X'=e=0. OunrnegHo je Aa TakaB eleMeHT MOCTOjM M Ja je X & =—X.

® Hune Xenpuk AGen (uop. Niels Abel, 1802-1829)-HopBeniku MaTeMaTHIap
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KoMyTaTHBHOCT y CKyITy IeuX OpojeBa BaXkH, Ia 3aKkJbydyjeMo 1a je cTpykrypa (Z,+)
AGenoBa rpyma.

IMpumep 3: HUcnuraru na mm je (Z,-) Heka anredapcka CTpyKTypa U ako jecte Koja je?
Pewerve:

MHoxemeM JBa 1eia Opoja yBeK Kao pes3yaTraT ao0ujamo 1eo Opoj, ma je omepaiuja
MHOXXKEHa OWHapHa Ha CKyIy IeNuX OpojeBa. ACOIMJaTUBHOCT KOJ MHOXCHA je
ounrienHa. Caia mpoBepaBaMo Ja JIM MOCTOJH HEYTpall, OMHOCHO Ja JIU MOCTOJH HEKH
1eo Opoj e TakaB Ja BaKH. X-€=€-X =X 3a CBakW 1eo Opoj X. JacHo je na TakaB Opoj
nocroju u na je X-1=1-x=x 1j. na je e=1. [IpoBepaBamo caza nocTojame UHBEP3a, J1a
JIM 3a CBAKH 110 OPOj X MOCTOjU HEMY HHBEP3HHM 11e0 6poj X - Takas 1a je X-X  =e=1.

oo 1 1 ) .
Bumumo na he To 6utn 6poj X ==, alMm — TrOTOBO HMKAj HHuje 110 6poj (ocuM 3a
X X

X==1), Tako Ja He MOCTOj1 UHBEP3HHU €JIEMEHT 3a CBAaKH 11€0 Opoj Ma 3aKJbydyjeMo Ja je
crpykrypa (Z,-) MOHOUI.

IMpumep 4: Ucnuratu na au je (R,-) Heka anrebapcka CTPYKTypa M ako jecte Koja je?

Pewere:

Huje Temko nmokasatu aa he oBa cTpykrypa OUTH Tpyma jep Baxke cBe MoTpeOHEe 0cOOUHE.
MehyTtum, oBe ce Beoma 4ecTo jaBjba jeJaH mpeBua. Hamme, Koa mpoBepaBama jaa Jiu
MOCTOjU MHBEP3aH €JIEMEHT, KaKeMO Jia 3a CBaKH peajlaH Opoj Mopa HOCTOjaTH H-EroB
uHBep3. M To Baxu 3a cBe peanHe OpojeBe M3y3eB 3a Opoj Hyna. 3amMcTa, Kako je:

0-x'=x"'-0=1, Bugumo na HUjegaH Opoj TMOMHOXKEH ca HYyJIOM HE MOXE [aTu
jemmuuny. Jlakiue, crpykrypa (R,-) HHje rpyna Beh “camo” MOHOWA. YKOJIHMKO KEITUMO
na on (R,-) mampaBumo rpymy, MokeMo mocmatpatu cienehy crpykrypy (R\{0},-), u
oHJ1a he To 3aucra 6UTH rpymna.

Teopema 1: V rpynu Baxku “3akoH ckpahuBama’, TO JeCT, U3 JEAHAKOCTH X*Y =X*Z
cienn y =2Z.

Hoxas3:
N3 X*Yy=X*z uMamo 1a je:

X (xxy) =Xx"*(xx2),
rie je X' uHBep3aH elIeMEHT ejleMeHTa X. AKO cajJa HCKOPUCTHMO 3aKOH
aCOLIMJaTUBHOCTH KOJU BaXXH Y TPYIH, IPETXOHA jeTHaKOCT he OUTH jeqHaKa:

(Xt xx)ky=(x"xX)*2,
Bynyhu ma je X *X=¢ (e je HeyTpan y Toj rpynu), umahemo 1a je:

exy=e%7,
OJTHOCHO:
y=12. |
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[Ipena3umo cama Ha aredapcke CTPYKTYpe ca JIBe orepaiiuje:
Heka je S HempasaH ckym U HeKa Cy * W o OMHapHE omepardje Tor ckymna. CTpyKTypa
(S,*,°) KOja UMa CBOjCTBA:
1) (S,*) je Abenosa rpyia;
2) (S,°) je cemurpymna,
3) 3acBako X,Y,Z€S Bake jeIHAKOCTH:
Xo(y*z)=(Xey)*(xez),  (y*z)ex=(yex)*(zoX)

Ha3suBa CC IMPCTECH.

Teopema 2: Heka je Heyrpan rpyne (S,*) o3HaueH ca e U HeKa X = 03HAyaBa €JIEeMEHT
uHBep3aH eneMeHTy x. Taga y npcteny (S,*,0) Baxe cienachu 3akoHu:

1) Xoe=eox=e;

2) xtoy=xoyl=(xey)

3) xtoyt=xXoy,
Jlokas:

1) HMmamo:

Xoe=Xo(e*e)=(Xoe)*(Xoe),
a Takohe
Xoe=(Xxoe)*e,
u kopuctehu ce 3akoHoM ckpahuBama KoOju Baxu y rpymu (S,*), TO jecT mocie

“ckpahmuBama” ca Xoe, nobuja ce:

Xo€=¢€.
CnuyHO ce ToKa3yje U JeTHAKOCT €o X = X.
2) Hmawmo:

(xToy)*(xoy)=(x"*x)oy=€0y=¢,
1ITO 3HAYHM J1a je X oY CyIpOTaH eleMeHT eleMEHTy Xo Y, TO jeCT:
XToy=(xoy)™.
CIM4HO ce JoKa3yje U jeTHaKocT Xoy '~ = (Xoy)™
3) Hmawmo:
XToy=(xoy )T =((xoy) ) =xoy.

Bpiio cnruHo nmojMy npcteHa 1epuHUILEMO joll jeIHY alre0apcKy CTpYKTypy:

Heka je S Hempaszan cKkyn W HEKa Cy * W o OMHapHEe omepanuje Tor ckyma. CTpyKTypa
(S,*,°) KOja MMa CBOjCTBA:

1) (S,*) je AGenosa rpyma;

2) (S',0) je AbemnoBa rpyma, tae je S'=S\{e}, a ca e je O3HaYEH HEYTpaIHH

eneMeHT rpyme (S,o);
3) 3acBako X,Y,Z €S Bake jeTHAKOCTH:
Xo(y*z)=(Xoy)*(Xoz),  (y*z)ox=(yox)*(zoX)

Ha3MBa Ce MOJbe.
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4.10. KOMILIEKCHHU BPOJEBHU

[TocToju BHIle HAYMHA Ja Ce KOMIUIEKCHH OpojeBH 3amuiry. Ca jeqHUM O] HauWHA ce
YYCHUIIM YIIO3HAjy y Apyroj ronuHu kaaa ce aehuuume z=a+ib (a,beR). dpyru
Ha4YMH 3amuca je momohy ypehenor napa, rae ce 6pojy z=a+ib (a,beR) mnoaemyje
ypehenu map (a,b) m mpeko Tor 3ammca ce yBoje M CBE Ompallje ca KOMIUIEKCHUM
opojeBuma. [TornemajmMo u kKako:

Heka cy z=(a,b) u w=(c,d) npousBosbau KOMILICKCHH OpojeBu. Tana je:
1) cabupame: z+w=(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d), a eBo u 3amro:
(a+ib)+(c+id)=(a+c)+i(b+d);
2) MmHoxkeme: Z-W=(a,b)-(c,d)=(ac—bd,ad +bc), jep je:
(a+ib)(c+id) =ac+iad +ibc+i’bd =ac—bd +i(ad +bc) ;

3a caM moYeTak JOKaXHMO jeTHY TEOpeMy Koja je Y IUPEKTHO] BE3H ca MPETXOIHOM
TEMOM:

Teopema 1: Ctpykrypa (C,+,) je mosbe.
Jlokas:
[ToTpebHo je nokaszaru cienehe craBke:

1) Crpykrypa (C,+) je Abenosa rpyma;

2) Crpykrypa (C',-) je komyrarusHa rpyna, rae je C'=C\{(0,0)};

3) Baxu TUCTPUOYTHBHOCT MHOKEHA IIPeMa Cadupamy..

1. TIposepaBamo na i je (C,+) KOMyTaTUBHA TpyIa:

1.1. bunapHOCT OUMTIIIEAHOCT BaXXHW jep je 30Mp Ma Koja JBa KOMIUJIEKCHa Opoja
Takohe KoMIIekcaH Opoj

1.2. AcouunjaTUBHOCT BayKH IITO CE JJOKa3yje HETTOCPETHOM ITPOBEPOM;

1.3. Heyrpan je Opoj (0,0). 3aucra, 3a cBaku KomiuiekcaH Opoj z=(a,b) Baxu
cienehe: (a,b)+(0,0)=(0,0)+(a,b)=(a,b)=z;

1.4. Caku xomriuiekcan 0poj z=(a,b) uma unBep3, u oH je jeanak (—a,—b). 3aucra,
Baxwuhe: (a,b)+(—a,—b)=(-a,-b)+(a,b)=(0,0)=e;

1.5. KomyraTUBHOCT BaXH M TO C€ TIpOBEpaBa HEMOCPEIHO PAYyHCKH:
(a,b)+(c,d)=(c,d)+(a,b)=(a+c,b+d).

2. TlpoepaBamo ga iiu je (C',-) KOMyTaTuBHA rpyma:

2.1. BUHApHOCT OYMTO BaXKH, jep MPOU3BOJ [BAa KOMITJIEKCHa Opoja Mopa OuTH Takohe
KOMIUIEKCaH 0poj.

2.2. AconmjatuBHocT Baxu jep je: (a,b)-((c,d)-(e, f))=((a,b)-(c,d))-(e, ), mro ce
OIIET JIAKO PauyyHCKH ITPOBEpaBa.

2.3. Tpaxumo HeyTpai: Tpeba HaM HEKH Opoj € Tako Ja 3a CBaKM KOMIUIEKCaH Opoj Z
Baxu z-e=2Z. Axo je z=(a,b), ouhe: (a,b)-(x,y)=(a,b) mro je nmame
ekBuBalieHTHO ca (ax—by,ay+bx)=(a,b), omakne ce nmame n00uja ma je
ax—by=awmay+bx=b <a(x-1)-by=0umay+b(x—1)=0, ma je onma
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by

a
pazmuuntd on Hyne (ycioB). [Jakie, noownm cmo na je e=(1,0) Heyrpan
crpykrype (C',-).

2.4. Cajga TpaxuMO HHBep3, OJHOCHO Opoj Z ' =(X,y) TakaB na 3a cmako z=(a,b)

ay+b—2=0<a’y+b’y=0<y=0 ma je b(x-1)=0=x=1, jepcyau b

BaXKHU: (a,b)-(x,y)=(,0) mro  je Jajbe CKBHBAJICHTHO ca

(ax—by,ay+bx) =(L,0) ma je: ax—by=1 u ay+bx=0—= y=_—bX na ako TO
a

: : —bx b*x
3aMEHHMO y MpPBY jeJHAYMHY n00ujamo: ax—b - =1 <:>ax+? =1, arTo

je name a’x+b?’x=a ma he BaxuTu u: a’x+b’x=a x=

-b a -b . .
=—+———=——- . Kako cy oBa nBa 6poja ysek nedunucana (jep cmMo
a a“+b° a“+b
tauky (0,0) y kojoj HuCy nedHHHCAHW HWCKJBYUWIIM), J0OMjaMO Jia je:

—— OJHOCHO
a®+b?

_ a -b )
Z ! = > TR > ITO 3HA4YU a4 HOCTOJI/I I/IHBepBaH CJIICMCHT.
a“+b° a“+b

2.5. KomyratTuBHOCT je oOuuWIVIeqHa, jep C€ JacHO youyaBa Ja  BaXwu:
(a,b)-(c,d)=(ac—bd,ad +bc) = (c,d)-(a,b) =(ca—db,da+ch)
3. ductpubytuBHOCT ce, Takohe, IpoBepaBa TUPEKTHO PAUyHCKH:
(a,b)-((c,d)+(e, f))=(a,b)(c+e,d+ f)=(ac+ae—bd —bf ,ad +af +bc+be)
((a,b)-(c,d))+((a,b)- (e, f)) =(ac—bd,ad +bc) + (ae —bf ,af +be) =
=(ac—bd +ae—Dbf,ad +bc+af +be)
OBuM je 10Ka3 TeopeMe 3aBpIIIeH.
m
[Topen nBa Beh BulleHa HaumHa, KOMIUIEKCHM OpoOjeBM UMajy U CBOj
TPUTOHOMETPH)CKHU O0IMK. YTIo3HaheMo ce cajia ca BbuM:
Beh cMo Bunenu na ce cBaku KOMILIEKCaH Opoj MOXKe PeACTaBUTH Mpeko ypeheHor napa
(a,b). Ako Tom ypehenom mapy nomenumo ojroeapajyhy Ttauky y JlekaproBom
KOOPJIMHATHOM CHUCTEMY, N0OMjaMO Ja CBaka Tayka TOI CHCTEMa MpEeACTaBiba jelaH
KOMILIEKCaH 0poj.
Moxemo  mpumetutH  ciexaehe:
YA pacTojame KOMILJIEKCHOT Opoja of
KOOpDAMHATHOI TIOYETKa MOXe Ce
n3padyHaTu npuMeHoM llutaropune
a z=a+ib TEOpeMe Ha MPaBOYIJIM TPOYrao 4yuje
cy karere & W b a xumoreHysa je
ympaso 6poj r. Kana To uzpauynamo,
BuzehemMo 1a To pacrojame 3ampaBo
MPEICTaBba MOAYO KOMIUIEKCHOT
Opoja. Jlakie, Baxu:

X r:\/a2+b2

Y
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[Ipenasumo caga Ha oapehuBame TPUTOHOMETPH)CKOT 00JIMKA KOMILIEKCHOT Opoja:

bim Heka je kommiekcan 6poj
z=a+ib=0 npexacrasibeH y
KOMILUIEKCHO] PaBHU TauyKOM
M, u meka je Tauka N
NMoJHOX]je HopMasie u3 M Ha

M X-ocy. Kao mro je nmo3naro:

ON=a, MN =b.
O3Haunmo pacrojame uzmehy
r Tauke O u Tauke M ca r, a
yrao u3Mel)y X-oce u mpaBe
OM wMmepeH y MO3UTHUBHOM
=~ comepy (1. 'y  cmepy
a CYIIPOTHHM CMeEpy Ka3aJbKe
Ha caTy) ca 0.

Tana u3 npasoyrior Tpoyria ONM mMokeMo 3aKkJbydlTH Ja BaXKe jeTHAKOCTH:
cosf =2 u sin6’=9
r r
OJTHOCHO:
a=rcosé u b=rsing.
To 3naum na ce komrutekcan Opoj z=a+ib =0 Moxxe mpencTaBuTH y OOJIUKY:
z=a+ib=rcos@+irsinéd
TO jecT:
z=r(cos@+isinH)
OBakaB 00JIMK 3alMCHBaka KOMILJIEKCHOT Opoja je MO3HaT Kao TPUTOHOMETPH]CKH O0JIMK
KOMILIEKCHOT Opoja.
bpojeBu a,b,r,0 Be3anu cy penanujama a=rcoséd u b=rsin@. 13 tux penamnuja ce
HaKOH KBaJpUpama 1 cabupama goouja:
a’+b’=r?cos’ @+r’sin® @ =r*(cos’ 6 +sin*G) =r?,

r=+a?+b?.
Jlepunuuuja 1:  TlosutuBan Opoj I nedummcan ca r=+a’+b’ ce 30Be Momyo
KOMILIEKCHOT Opoja Z u 03HayaBa ceca |Z|.

na je:

Ca ppyre crpane, Opoj 6 HHje jeqHO3HA4YHO ofapeheH jenqHakocTMMa a=rCcoSé u
b=rsind. 3aucra, ako Hekn (ukcupan Opoj & 3am0BOJBABA pernaiyje a="rcosé wu
b=rsind, tana u cBaku ox OpojeBad+2kz (k €Z), Takohe 3a710BOJbABA TIOMEHYTY
penamujy.

buno xoju peanan O6poj € 3a koju Baxku a="rcosd u b=rsinf Ha3uea ce aprymeHr
KOMILIEKCHOT Opoja Z u o3HaudaBa ce ca & =Argz. [Ipema Tome, Argz HHUje O3HAKa 3a
jenan onpehen Opoj, Beh 3a jeman w3 cKyma OpojeBa Koju ce MeljycoOHO pa3nimKyjy 3a

-89 -



1enodpojHe ymHouike 0poja 27 . CnenujanHo, 6poj € koju mopea yciaoBa a=rcoséd u
b=rsin@, ucnymasa u —7 <@ <7 Ha3uBa cec IIaBHU apryMeHT Opoja Z U 03Ha4yaBa ce
ca argz.

Teopema 2: JIBa xoMIuieKCHa Opoja Z, U Z,Cy jeIHAKH aKo M caMo ako je |z |=z,| u
aKo moctoju 1eo opoj K takas na je Argz, = Argz, +2kr.
Jokas:
Heka je z, =r(cosg, +ising, ), z, =r,(cos @, +isinb,). Ako je I, =T, To ject: | Z, | z, |,
u ako noctoju k € Z TakBo na je 6, =6, +2kz, omnocno Argz, = Argz, + 2Kz, Tana je
OYMIJIETHO Z, =Z,.
OO6pHyTO, U3 JeAHAKOCTH:

r,(cosé, +ising, ) =r,(cosd, +isiné,)

MIPOU3HIIA3H:
rLcosf, =r,cos6, u rsing =r,sing,. . 1)
[Tocne kBagpupama 1 cabupama OBUX JeTHAKOCTH JOOH]jaMo:
riZ — r22 1

na ¢ o03upom aa je I, >0, r, >0 umamo:

Mehyrum, Taga jemaakoctd (1) mocrajy:
cos¢, =cos@, u sing =siné,,
ofaKje wu3Ja3M Ja mocToju 1eo Opoj Krtaka nma je 6, =6,+2kz, omHOCHO

Argz, = Argz, + 2Kz, a To cMO U Keleu Ja MOKaKeMo.

4.11. MOABPOBA ®OPMVYIJIA; KOPEHOBAIE KOMIIVIEKCHUX BPOJEBA

Kao mto cmo Beh Buzenu, ako je z, =a, +ib, u z, =a, +ib, , Tana je:
z,+2,=(a, +a,)+i(b +b,).
CnmaHo, 3a TpH KOMIUIEKcHa Opoja z, =&, +ib,, z, =a, +ib, u z, = a, +ib, umamo:
z,+2,+2,=(a,+a,+a,)+i(b, +b, +b,).
Hacrasspajyhu oBaj mocTynak, 3akjbydyjemMo 1a 3a N opojeBa z, =a, +ib, (k=1,2,...n)
Baxu (popmyna:
Z+2,+...+2,=(a,+a,+...+a,)+i(b, +b, +...b)).

Haxiie, 30up KoMIUIEKCHMX OpojeBa jeTHOCTaBHO ce H3pakaBa Momohy 30upoBa
HBHETOBUX PEATHUX W UMardnHapHUX JIeJI0Ba.

Ca mpomsBojoM CTBap cToju apykudje. Hamme, 3a 1Ba Opoja z,=a +ib u
z, =a, +Iib, , kao mTo cMo Beh BuaEIH BaXU:
z,-7,=(a,a, —bb,) +i(ab, +ba,).
3a Tpu Opoja z,=a,+ib, z,=a,+ib, u z, =a, +ib, nocne kpaher pauyna mgobujamo
opmymy:
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2,-7,- 7, = (,a,8, —bb,a;, —ab,b, —ba,b,) +i(ab,a, +ba,a, +a,ab, —bb,b,).

JacHo je ma he ce oBa ¢dopMyla KOMIUIMKOBATH CBE BHIIE, TAKO Ja 3a MPOU3BOJ N
KOMIUIGKCHUX OpojeBa TEMIKO MOXKEMO Ja HalMIIeMO OmmTy (GopMyiay Kao IITO CMO
YUYUHHIIU KaJ1a je y uTamby 0o 30up N KOMILIEKCHUX OpojeBa.

AKko 6ucMO, MaK, KOMIUIEKCHE OpojeBe mocMarpaid y TPUTOHOMETPUJCKOM OOJHKY,
cutyanyja he ce mpOMEHHUTH.

Heka cy z, =r(cosé +ising) u z,=r,(cosé,+isind,) nBa xommuiekcHa Opoja. 3a
HBUXOB ITPOU3BO/I 100HMjaMo:

2,2, =1,(cosé, +ising))-r,(cosb, +isinb,) =

I,r, ((cos 6, cos &, —sin 4, sin 8,) +i(sin 6, cos &, +sin 6, cos &,))
1a Ha OCHOBY Q/IMIIMOHUX TE€OpEMa 3a CHHYC ¥ KOCHHYC 3aKJby4yjeMo J1a je:

2,2, =rr,(cos(é, + 6,) +isin(6, + 6,)).

Jlakie, mpou3BOJ JBa KOMIUIEKCHa Opoja ao0uja ce Ha Taj HAUYMH IITO CE HUXOBHU
MOy TIOMHOKE a apryMEHTHU cadepy.

V3MUMO cajia TpHU KOMIUIEKCHa Opoja z, =1, (cosé, +isiné,) , z, =r,(cosé, +isind,)

u z, =r,(cosé, +isind,) . Kopucrehu ce ynpaBo usBeneHoM GpopMysioM 1001jamo:
2,2,2, =(2,2,)Z, = 1,1, (cos(6, + 6,) +isin(6, + 6,)) - r,(cos G, +isin6,) =
= r,r,((cos(é, +6,) cos &, —sin(g, + 6,)sin 6,) +i(sin(, + 6,) cos &, +sin G, cos(b, +6,)))
=11, (cos(6, + 6, +6,) +isin(6, + 6, + 6,))

HacraBspajyhu oBaj mocTymak, BHOMMO Ja 332 OUYEKMBATU Ja 3a N KOMIUICKCHUX

opojeBa z, =1, (cosg, +ising,) (k=12,..n) Baxu:

2,2,...2,="0r,...r (cos(6,+ 6, +...+6,) +isin(6, + 6, +...6,))
Hpyrum peunma, npousBoj Opojesa z,, Z,,...,Z, A00Hja ce Ha Taj HAYMH LITO C€ MOJYJHU
TIOMHOKE a apr'yMEHTH cadepy.

VY cneuujanHom ciydajy kajna cy OpojeBu Z,Z,,...,Z, Mel)ycoOHO jeaHaKH, OTHOCHO
Kaja Baxu Z, =2, =...=Z =r(C0OSO+iSiNF) u3 mperxoaHOr 3aK/bydyKa HEMOCPEIHO
CIIeN:

z" =r"(cosn@+isinnd), neN
Oga (opmyra mo3Hara je Kao MoaBpOBa9 dbopmyna.

CBakome ko ce 0aBM MaTeaMTHUKOM JaCHO j€ /1a OBO IIITO CMO YIIPaBO U3BEIH HE MOXKE
Ja ce cmarpa JokazoM Moaspose ¢dopmyne, Beh cMO ce MNOCIyXWIM HAaYMHOM
3aKJbY4YHMBamka KOJU j€ TMO3HAT I0J MMEHOM eMMHpHjcKa MHAyKIHja. Jla GucMo 3amcra
JI0Ka3alil Bakeme oBe (opMmyse Mopanu OMcMO y moMoh Ja Mmo30oBeMO MaTeMaTH4Ky
WHAYKIU]Y ¥ BOM Ja JOKaXEeMO Jla Ha3Ha4eHa (OopMyIia 3aucTa BaKH 3a CBE NPUPOIHE
Opojese. Xajae 1a TO ypaauMo:
®opmyna z" =r"(cosnd+isinnd) Moxe Ja ce 3amuile Y eKBUBAIECHTHOM OOJIMKY KOjH
he Ham OUTH MOJIECHU]JU 32 OHO IIITO YKEJIUMO Ja TOKAKEMO:

(r(cos@+isind))" =r"(cosnd+isinnd). 1)

% AGpam e Moasp (¢p. Abraham de Moivre 1667-1754) — dpanirycku MaTemMaTHdap
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Oga ¢opmyna je TauHa 3a N=1 jep ce CBOAM HA OYUTJIEAHY JeTHAKOCT:
r(cos@+isinfd)=r(cos@+isinb).
[IpernocraBumo na je ¢popmyna (1) tauna 3a Heko neN . Taga, mocie MHOXEHa OBe
crpane ca r(cosé+isind) nobujamo:
(r(cos@+isin )" =r"(cosn@ +isin nd)r(cosd +isin )
=r""(cosn@cos @ —sin n@dsin @ +i(sin n@ cos @ +cos nésin )
=r"(cos(n+1)@ +isin(n+1)0)
Jlakiie, Ha OCHOBY NpPUHIUIA MaTeMaTH4ke WHAyKuuje, popmyna (1) je Tauna 3a cBe
npupoaHe Opojese N .

N3Bemhemo cama wu  ¢QopMyny 3a KOIMYHUK KOMIUIEKCHHX OpojeBa Yy

TPUTOHOMETPHjCKOM 00JIMKy. Ha mpBOM MecTy IpUMeTHMO J1a je:
1 B 1 cosp—ising  cosgp—ising
COS@+ising COS@+ising CoSp—ising  COS? @+sine
Crora, axo je z, =r,(cosé, +ising)) u z, =r,(cosé, +isinég,), r, >0, nodujamo:
z, _ n(cos@ +ising) _r

= =-L(cos@ +isind )(cosd, —isin O
z, r,(cos6,+ising,) r2( ' 1)(c0s6, 2)

=Cosp—ising.

= i((cos&l C0s 6, +cos G, cos 8,) +i(sin 6, cos 6, —sin 6, cos b))
.

2
? .
=-L(cos(6,—6,) +isin(6, —6,)).
r-2
z . : :
Jlakie, KOMMYHUK —- KOMIUIEKCHHX OpojeBa mo0Mja ce Ha Taj HAUMH INTO C€ MOMIYJIH
ZZ
MOJIENIE @ APTYMEHTH OAY3MYy.

PasmoTrpuhemo cama Ha koju je HauMH Moryhe KOpeHOBaTH KOMIUIEKCHE OpojeBe.
Heka je n pmatu mpupojnaH Opoj M a JaTH KOMIUIEKCaH Opoj pa3MuuT OJ HYIIE,
NPEICTaBbEH Yy TPUTOHOMETpPHjCKOM o0imky a=r(cosd+isind). Ha ckyny C
pelraBaMo jeTHauuHYy I10 Z:

z"=a
Axo je z=R(cosp—ising), Taga Ha ocHOBY MoaBpoBe (opmMmyiie Hamia jeaHadynHa
MoCTaje:
R"(cosng+isinng) =r(cos@+isin0) .
Kopucrehu ce mpaBuwiioM 0 jeJHAKOCTH KOMILJIEKCHHX OpojeBa y TPUTOHOMETPH)CKOM
00muKy, nMahemo J1a BaXKu:
R'=r i np=0+2kr (ke2)
OJIaKJIe U3Ja3u:

R=tr, =07 ez
n

Crora 3akJpy4yjeMo J1a je CBaku oj1 OpojeBa Z,, TAE je:
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z, :Q/F(cosmﬂsinwj (ke2)
n n

pelieme jeqHaynne 2" = a.

Bbynyhu na je k mpousBosban 1eo Opoj, pekiio OM ce Ha MPBH MOTJICHA Jia jeAHaYHHA

z" = a uma 6eCKOHaYHO MHOTO pemliema. To, Mehyrum, Huje cirydaj. 3aucra, 003UpOM Ja
HaM je M03HATO Ja BaXKu: COS(« +27) =CoSex, Sin(a +2x)=sina umahemo na je:

Z.n =W(cosw+isinWJ
n n

Q/F(cos[erZﬂszin(erﬂﬁD
n n
Q/F(Cose+2kﬂ+isin 6’+2k7r): 2,

n n
TO jecT:
Zyn =1
Axo ymecto K y oBy dopmyny craBumo k+n mobujamo Zz,.,, =Z,., LITO 3ajeqHO ca
Z,., =, maje z,.,, =Z, . HacraBpajyhu oBaj moctynak BUAMMO Ja 3a CBakH 11eo 0poj K
BaXKU:
Zipsn = Ly
TJIe je S IPOU3BOJbaH I1e0 Opoj..
[Ipema ToMe, ymecTo cBux OpojeBa z,, KeZ, noBosbHO je y3etu camo cieaehux n
opojeBaz,,z,,...Z,, jep ce octaiu OpojeBU, KacHHUje, MMOHABJbAJy (Aymiupajy ce Beh
nocrojeha pemiema).

Jlakne, nokazanu cMo na Baxu cieaehe: ako je a=r(cosd+isind), tana jeqHa4dnHa

z" =a. uMa TauHo N pelena JaTuX ca:

. :g/;(cosmﬂsinw] (k=0,...n—1)
n n

Ca Ta peema cy Mel)ycoOHO paznnuuTi OpojeBu anu To HeheMo JoKa3uBaTH.
412. TTOJIMHOMMH HAL TIOJBEM KOMIIVIEKCHUX BPOJEBA
3a KOMIUIEKCHE OpojeBe Baku cienehe TBpheme MO3HATO Kao OCHOBHA TeopeMa
anredpe:

Teopema 1: Caku noiarHoM P Hal oJbeM KOMIUIEKCHUX OpojeBa nma 0ap jeHy HyIy.

Jpyrum peunma, OUII0 Koja jeqHauuHa 1o Z:
n n-1
a,z"+a, ;2" +...+az+a,=0,

raecy a,,a,,...a, J1aTH KOMIUIEKCHU OpojeBu, uMa y ckyny C 0ap jeqHO penieme.
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BaxxHo je mpuMeTuTH da oOBa TeopeMa HE BaXM y CKYyIMy peamHux Opojesa.

Hajounrnenuuju npumep je momuHoM X°+1=0 3a Koju je MO3HATO 1a HeMa HHUjeIHY
peaniny Hyiny. MehyTtuMm, y cKymy KOMIUIEKCHUX OpojeBa, Taj MOJIMHOM MMa HYJIe U OHE
cy i, —i.

OcHoBHY Teopemy anredbpe HeheMo qoka3uWBaTH jep je TO MPETEHIKO 32 CPEAbOIIKOIIIIE,
Beh je y3uMamMO aKCHOMAaTCKH W KOpPUCTHNEMO je MpH JOKa3MBamkby HEKHUX JPYTHX
YUEHCHUIIA.

IMocaenuua ocHoBHe TeopeMe ajiredpe: CBaky MOJIMHOM:
P(z)=a,2"+a, ;2" +...+3,2+4,
MOJKE C€ Ha jelMHCTBEH HauWH HAIMCATU y OOJIUKY:
P(z)=a,(z-a)(z-a,)...(2—«,).
Hoxas3:
OBa nmocnenuna he Hekome OuTh oumrienHa. Haume, U3 OCHOBHE Teopeme airedpe
3HaMmo s1a noauHoM Py ckyny C uma Gap jenny Hyiy. Heka je To «, . Tana ce, kao mro

3HaMO, ITOJIMHOM P Moxke mpukasaTH y 00JHUKY:

P(2) = (z2-,)S,(2)
rae je degS, =n-—1, a HajcTapuju KOePHIIUjEHT TIOJIMHOMA S, je a, .
Jlasbe, mpemMa OCHOBHO] TeOpeMH airedpe u nmosmHoM S, uma y ckyny C Gap jeany Hyiy
a,,Tace S, MOXe IMpHUKa3aTH y O0JIHKY:

S, =(2-a,)S,(2),
npu uemy je deg S, =n-—2 ,a HajcTapuju KoeHUIMjSHT MOJIMHOMA S, je &, .
Hacrasspajyhu oBaj noctymnak 1o01jaMo HU3 jJeIHAKOCTH U3 KOJUX CIIEU /1A je:

P2)=a,(z-a)(z-a,)...(2-a,). (1)

Jlokaxxumo camga nga je (akTopuzaudja jeAWHCTBeHa. llpermoctaBUMO aa TOpen
¢dakropuzanuje (1) nocroju u paxropuzanyja:

P(Z):bn(z_ﬂl)(z_ﬁz)"'(z_ﬂn)' (2)
Tana uz (1) u (2) cnenu na 3a ceako Z € C Baxu:
a,(2-a)(1-a,)...(2-a,)=b, (2= B)(2-F,)...(2= ) - (3)

AKo cTaBuUMO Z = @, 1001jaMo:
bn(al _ﬂl)(al _ﬂZ)"'(al _ﬂn) =0.
Kako je b, #0, 3akpyuyjemo na je OGap jeman ox dakropa a,—f,, rme je 1<k<n
jemnak 0. be3 cMamema OmmToCTH MOKeMO y3etu na je o, —f, =0, ogHocHO o, = f,.
Mehyrum, Taga (3) mocraje:
an(z _az)---(z _an) = bn(z _132)-~~(Z _ﬁn) :
Axo cTaBumO Z = ¢, , 100HjaMo:
b, (@, = B;)-- (@, = B,) =0
U MOXEeMO y3eTu Ja je «, = /5,. HacraBibajyhu oBaj mocTymak 3akibydyjeMo Ja je

a, =, 3acBako k=1,2,...,n uHaj3ag na je a, =b, .
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[Tornenajmo joi jeaHy TEOpPEMY:
Teopema 2: [TosimHoMm P crernena N He MOXKE MMaTH BHUIIIE O N Pa3IUYUTHX HYIIA.

Jokas:
Kako je P monuHoM crenena N, \eroB HajcTapuju KoepUuLujeHT a, Mopa OUTH Pa3IuIUT

O]l HyJIE ¥ B! Pa3Boj:

P(z)=a,(z-)(z-a,)...(z-«,) (a,#0).
W3 oBe jemHakocTH ce BUAM Ja ce MOOJMHOM P aHymmpa 3a Z=¢,,Z2=0a,,...2=0, .
Jlakie 3a N BPeTHOCTH aKoO Cy oy, Q,,...,0,Me)yCOOHO Pa3IMyuTH WM 32 Mame o7 N
BpelHOCTH ako Melhy OpojeBuma o, @,,...,a, UMa JeJHAKUX.
[IpernocraBumo na ce monuHoM P amymupa u 3a zZ=a#¢q, (i=12,...,n), To Ou
3HAYUIIO /1A je:

Ple)=a,(z-a)(z—a,)...(z—,)=0. (4)
Mebhyrtum, o mpernocrasiy je & —a; =0 na u3 (4) cieau na je a, =0, mTo je Takohe
Hemoryhe jep je degP =n.

4.13. BHUJETOBE ®OPMY.IE

VY npyrom paspeny cmo ce Beh yno3nanu ca HekuMm BujeroBuMm popmynama Koje Baxe
KoJ KBaapaTHe jeaHaynHe. OBO je MehyTUM MHOTO IIMPH I10jaM O] KBaJpaTHOT 00JIHMKa
NOJMHOMA M caja heMo ce TuMe m03a0aBUTH.

Ako je P monuHoM spyror creneHa gepuHUCcaH ca:

P(x) =ax*+bx+c, a=0
Taaa €€, Kao IITO 3HAMO, OH MOKC IPECACTAaBUTH Y O6J'II/IKy2

P(X) =a(x—-a)(x-p)

pu yemy Hyle o u [ nonuHoma P mory Outu jennake. Cana 3akJbydyjeMo J1a BaXu:
P(x) =ax’ +bx+c=a(x—a)(x— )
TO JecT:
P(x) = ax’ +bx+c =ax’ —a(a + f)x+aaf
u u3jenHavyjyhu koepuiujente 1o0ujamo:
a+pf= b I aff = ¢
a a

Oge Bese cy BujetoBe hopmyre koje cy Ham Beh Ousie mo3Hare.

Heka je P monunom tpeher crenena:
P(x)=ax’ +bx* +cx+d, a=0
W HeKa ¢y «, 3,y Hyine noauHoMa P. Tana Bake jeHaKOCTH:
P(x) =ax’ +bx’ +cx+d =a(x—a)(x— B)(Xx—y) =

=ax’ —a(a+ B+y)x* +a(af + fy +ay)x—aafy
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oJlaKie ce, u3jeAHaYaBameM KoedulmjeHarta, 1o0ujajy Bujerose gopmyre 3a monuHom
Tpeher crenena:

a+ﬁ+7:—§, aﬂ+ﬂ7+a7/:§ i 0{,37:—%

3a [moJIMHOM YCTBPTOI' CTCIICHA:
P(x) = ax* +bx® +cx* +dx+e, a=0
quje cy Hyne «, f,y,0 nobwuja ce:
P(x) =ax’ +bx® +cx® +dx+e=a(x—a)(x— B)(Xx—y)(x=9).
Axo TOMHOXMUMO (aKTOpe Ha JECHO] CTpaHM M CPEIUMO IOJMHOM, HAKOH

u3jeqHavaBama KoedunujeHata, nooujamo BujeroBe dopmynie 3a MOJUHOM HYETBPTOT
CTeleHa:

a+[3+7/+5:—g, aﬂ+a}/+a§+ﬂ}/+ﬁ’5+}/§:£ ,
a

aﬁy+aﬂ5+a}/§+ﬂ75=—9 i aﬂ}ézg.
a a

JacHo je 1a 0Baj MOCTYIAaK MOKEMO HACTaBUTH U 3a MOJMHOM IIETOT, IECTOT, ..., N-TOT
creneHa. BujeroBe dopmyne mnpenactaBibajy Be3dy usMmely koedunujeHata u Hyna
noiauHoMa. [IpumeTnmo 1a Be3a MMa OHOJIMKO KOJIMKH j€ CTETIEH MOJIa3HOT IOJINHOMA.

4.14. JOIATAK Y3 YETBPTO IIOI'/TIABJBE

VY okBHpY OBOTr TOrjaBba heMo Ha HEKOJIMKO NpHUMepa MOKa3aTH KAaKo CE PEelIaBajy
3agad  mpUMeHOM  JIMPHXNIEOBOr IpHHIMNA. JIMPHXICOB TNPHHIUI Yy OCHOBH
IpeJCTaB/ba TPUBHjATHO TBphEmE KOje c€ CBOAM HAa YMIEHMIlY Ja aKO KeIMMO N
roixy0oBa Jla CMECTUMO y M KaBe3a M ako je Mpu ToMe N> M, Taga y Oap jeaaH KaBes
MOpPaMO CMECTUTH BUIIIE OJ1 J€THOT Toiyda.

EBo 1Ba mpobsiema Koju ce pellaBajy IpUMEHOM OBOT IPUHIIHIIA:

3aparak 1: Jlokasatu na y beorpaay mocroju HajMame J1BOje JbYIHM ca UCTHM OpojeM
JJIaKa Ha TJIaBH.

Pewere:
ITpoceuna ocoba nma oxo 150 000 aymaka Ha riaBu. Moxemo ca curypHoihy pehu na He
MOCTOjU 0co0a Koja MMa MPEeKo MUJIMOH Jjlaka Ha riaBu. Y beorpany xusu Buiie of 1,5
MWJIMOHA JbY/IH, ITO HaM FOBOPH J1a MTOCTOj€ HajMame BE 0co0e ca UCTUM OpojeM Jitaka
Ha TJIaBU.

3aparak 2: Y cBakoj rpynu o N JbYAU MOCTOj€ HAjMame JIBe 0co0€ KOje MO3Hajy UCTH
Opoj by U3 Te rpyme (cMarpa ce Ja je penanyja mo3HaHCTBa cUMeTpryHa). JlokazaTw.

Pewerve:

10 Joxam Tlerep I'ycras Jlexen upuxie (Hem. Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet; 1805-1859) -
HEMa4K{ MareMaTH4ap
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http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9D%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%87%D0%BA%D0%B8_%D1%98%D0%B5%D0%B7%D0%B8%D0%BA
http://sr.wikipedia.org/wiki/1805
http://sr.wikipedia.org/wiki/1859
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9D%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%87%D0%BA%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%B0%D1%80

Bbpoj Moryhux mosnancTaBa cBakor yoBeka y oBoj rpymnu je uamehy 0 u n-1, mro je
YKYIHO N Moryhux mo3HaHCTaBa. AKO IOCTOjH HEKO KO mo3Haje N—1 ocoly, Tama oH
M03Haje CBE MPHUCYTHE, TaKO JIa HE MOCTOjU 0coba O6e3 hjeaHor MO3HAHCTBA. T0 3Ha4M aa
0 1 n—1 He Mory OMTH UCTOBpPEMEHO OpOj MO3HAHCTaBa HEKWX JbYAU W3 Te Tpyme. Ha
OCHOBY JIMpHXJICOBOT MPUHITUIIA 3aKJbYTYjEMO JIa ITOCTOje JBE 0c00E YHyTap Te rpyIe ca
HUCTUM OpOjeM MO3HaHUKA.

3anarak 3: Ha crangapiHy maxoBcKy Ta0iy nocraBibeHa cy 33 moBua. JlokasaTu na ce
ca Ta0Jyie MOKe YKJIOHUTH 28 JToBaIa, Tako Jia Ce MPeoCTalluX 5 He Hamaajy.

Pewerve:

[IpumeTnmMo 1a ce ABa JIOBLA KOja ce Hajla3e y UCTOj BpCTU He Hanaaajy. Kako je noBaia
33, a Bpcra 8, To ce mo upuUXJIICOBOM MPHUHIHMITY, Y OapeM jeIHOj BPCTH Haia3u 5
noBaria. Jlakie, JOBOJHO j€ YKJIOHUTH MpeocTainx 28 josara.
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IV TOKA3HU Y UYETBPTOM PA3PEY

YerBptH pazpen ruMHaszje (M OCTAIUX CPEIBUX IIIKOJIA) YIJaBHOM je mocBeheH
o0lacTIMa MaTeMaTHUKe aHajau3e. YTO3HajeMo MOojMOBe U3Boja U HMHTerpana. Ocrarak
rpaguBa HCHYICH jeé KOMOMHATOPUKOM M BEPOBATHONOM M CTaTUCTUKOM. Y OBOM JIEITy
hemo nokasatu HeKe O HajBaXHUJUX Teopema Koje ce cpehy y oBoM cramgmjymy
OaBJpeH-a MaTeMaTUKOM, anu ce Hehemo mpeBuiie aerasbHO mocBehMBaTH JOKa3uMa
CHUTHUjUX TBphema jep Cy OHM HWIIAK MPETEUIKH 33 YYEHUKE Yy OBOM CTYIbY pajaa
maremaruke. Hamomenyo Oux na ce oxpehenor nnrterpana yommre HeheMo JOTHIIATH jep
Ja OGUCMO TO YUMHWIM MOpPaId OMCMO JIeTaJbHO J]a C€ YIIYCTUMO y pa3iiMuuTa TEOPH]jCKa
pa3marpama a 00MM OBOT pajia To He J03BoJbaBa. Ha moveTKy, riodanHu miaH paja:

Pexnn HACTABHE TEME bpoj bpoj uaconra 3a

6poj 9acoBa MO | oGpany | ocrane
HAaCTaBHE TEMH TUIIOBE
TeME JacoBa

1 OyHKIHje 35 13 22

2. N3Bonun 31 13 18

3. HNuTterpanu 36 14 22

4 KombunaTtopuka 11 6 5

5 BepoBarHoha u cratucTuka 15 9 6

YKVITHO 128 55 73

5.1. DYHKIHUJE

Y oxBupy oBOr oje/bka hemMo [0Ka3aTH HEKOJMKO Haj3HAYajHUJUX Teopema o
byHKIMjaMa.

Teopema 1: I'paduk nmapHe GpyHKIMje CUMETPUYAH j€ Y OJHOCY Ha Y-0Cy JIOK je rpaduk
HermapHe (pyHKIMje CHMEeTpUYaH y OJHOCY Ha KOOPJMHATHH MOYETAaK.

flx)=x

fla)

ffe)

+/f(-a)

napHa GpyHKIHja HernapHa QyHKIHja
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Jlokas:

Axo je Tauka M(a, f(a)) Tauka rpaduka mapue pynkuuje, onaa je 30or f(—a)= f(a)
u tauka M '(—a, f(a)) Tauka rpaduka dyaknuje. Tauke M u M'cy cumerpudne y
OJIHOCY Ha Yy-0Cy.

Ca apyre cTpane, ako je Tauka M (a, f (a)) Tauka rpaduka HemapHe GyHKIH]E, OHIA je
30or f(—-a)=-f(a) u tauka M '(—a,—f(a)) tauka rpaduka ¢pynkuuje. Tauke M u
M 'cy cumeTpuuHe y OJJHOCY Ha KOOPAMHATHHU MOYETaK. ]

[Tosnato Ham je ma cy rpadpunu Heke ¢yHkmuje Y= f(X) m ®moj omrosapajyhe

unBepsHe ynkmuje Yy = f (X) cumerpuunm y omHocy Ha mpaBy Y =X. Ilormenajmo
cajia Ha CIIMIU KaKo Ce TO HIIyCTpyje:

Buaumo na ako tauka M (a,b) mpumana rpaduky dynukuje y= f(X), onma he tauka
M '(b,a) mpunanaru rpaduKy Boj nHBep3He QyHKIMje Y = f 7 (X).

[TornegajmMo caga kKako ce, Mo JepUHMULIU]U, JOKAa3yje HEMPEKUIHOCT HeKe (YyHKIH]je.
[TpBo hemo ob6jacHuTH 1ITa 3HAYM J1a j€ DYHKIIM]a HEMPEKUIHA.

Jepnnunmja 1: Heka je ¢ynkumja f nepunucana y wmnrepBamy (a,b) u Heka
X, € (a,b). 3a pynkuujy f kaxe ce na je HEMpeKHIHA y TaYKHU X, aKO 33 MPOU3BOJHHO

£>0 mocroju 6>0 Tako &ma je 3a CBakKO Xx 3a Koje je |X—X,|<J wucmymeHo
[ F(X)—f(x)<e.
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3aparak 1: Jlokasatu na je pyakmmja f(X) =3X+1 Henpekuana y Tauku X =1.

Pewerve:
Kako je:

| f(x)— (@) |=3x+1-4=3|x-1],

TO je, 3a MPOU3BOJBHO & > 0, TOBOJBHO Y3€TH Ja je | X —1|<§ . 3ancra, y TOM ciy4ajy u3
£ .
| X—1|<§ , I0buja ce:
£
[f(X)- D] <3-§=5.

Hakne, O ce oapehyje u3 ycioBa 525, jep he 3a |x-1|<Jd OuTH HCIyHEHO
3

| f(X)—f ()| < &. Hctu mocTymnak Moke ce CIIPOBECTH U 33 IPOU3BOJBHY TauKy X, .

[TornenajMo cana HeKe 0COOMHE TPAaHUYHUX BpeIHOCTH (DyHKIIHU]ja:

I'pannuna BpegHoct QyHkuuje (mumec (GyHKIMje) je jemaH oOJ OCHOBHHUX
M0jMOBA MaTEMATUYKE aHAIM3e KOjU Ce€ THYE IMOHAaImama QYyHKIHjEe y OKOJUHH HEKe
BPEIHOCTH HE3aBHCHE TpoMeHJbuBe. llomohy rpanwmdnHe BpegHOCTH — (QYHKIHjE
NeUHUITY Ce TOjMOBH HETIPEKUIHOCTH, H3Boaa U oapeheror muTerpama. [lopen Tora
3Ha4aj TpaHUYHE BPETHOCTH CE Orjiesia y TOME IITO je moMohy e Moryhe aHanm3upaTH
MOHAIIakEe U BPEAHOCT (PYHKIIM]E€ Y OKOJIMHM HEKE Tauke 4Yak M Kaja (QyHKLHja y camoj
TOj TaYKU HUje AepUHHCaHA.

Hedopmanno peueno, ¢yHKIMja WUMa TpaHH4YHY BpeaHocT by Taukum a kama je
BpEIHOCT QyHKIH]E ,,0;iu3y*“ b kax roj je BpeIHOCT HE3aBHCHE TIPOMEHIBUBE ,,01H3Y* a.
Jpyrum pednma, kajaa ce QyHKIHja MPIMEHH Ha BPETHOCT JOBOJHHO OJIM3Yy BPEIHOCTH 4,
pe3yaTar je Mpou3BoJpHO 0su3y BpeaHoctu b. Ykomuko ce BpeaHoCcTH GyHKIIH]jE 3a TaUKe
Yy OKOJIMHH @ BE€OMa pasJiuKyjy (ako ce He ,,cTaduIu3yjy* oko Heke oapehene BpeTHOCTH)
Kake ce J1a QyHKIMja HeMa IPaHuYHY BPEIHOCT.

[Tornenajmo cama u popmanHy neUHUALIHA]Y:

HMepunnumja 2: Heka je dynkiuja f nedpuuucana y HEKOj OKOJUHH Tayke a, OCHM

MOXIa y camoj Tauku a. bpoj b HasumBa ce rpanuuna BpemHoct (yHkiuje f kama x

TeXH & ako 3a cBako & >0 moctoju & >0 3a koje je:
O<x—-al<o=|f(X)-b|<e.
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http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%BA%D0%B0_%D0%B0%D0%BD%D0%B0%D0%BB%D0%B8%D0%B7%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D1%98%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9E%D0%BA%D0%BE%D0%BB%D0%B8%D0%BD%D0%B0_%D1%82%D0%B0%D1%87%D0%BA%D0%B5
http://sr.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%9D%D0%B5%D0%B7%D0%B0%D0%B2%D0%B8%D1%81%D0%BD%D0%B0_%D0%BF%D1%80%D0%BE%D0%BC%D0%B5%D0%BD%D1%99%D0%B8%D0%B2%D0%B0&action=edit&redlink=1
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9D%D0%B5%D0%BF%D1%80%D0%B5%D0%BA%D0%B8%D0%B4%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%BA%D0%B8_%D0%B8%D0%B7%D0%B2%D0%BE%D0%B4
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%98%D0%BD%D1%82%D0%B5%D0%B3%D1%80%D0%B0%D0%BB

[TornenajMo ¥ reOMETPHjCKY HHTEPIPETAIN]Y OBE AePUHHIIH]E:

)]

U

|6
—t—
L a

X

3a &£>0 KOHCTpyHIIEMO TpaKy oOrpaHuueHy mpaBamMa Y=b—-& u y=b+e.
Onrosapajyhu Opoj & Ttpeba na Oynme TakaB nga jgeo rpaduka dynkmuje f  Hag
uHTepBaioM (a—0,a+0) Oyae caapkaH y YHamnpe[ KOHCTPYHMCAHO] Tpamu (ocuM,
MOX]1a, BPSHOCTU Y & ).

Ha ocnoBy nedununmja HenpekuaHoctu Gpyakuuje f y Tauku u rpaHuYHE BpETHOCTH
¢dbyHKIMje y UCTOj TayKu, OUYMIje/iHa je Be3a usmely oBa nBa mojma. Hanme, Baxu na je
¢bynkuja f HenpekumHa y Taukd a ako u camo ako Baxu lim f(x) = f(a).

X—a

[TornenajMo cama oka3e HEKUX TEOpEeMa O CBOjCTBUMA IPAHUYHHUX BPEIHOCTH (PYHKITH]ja:

Teopema 3. a) Axko ¢pynkimja f wma rpaHWYHY BpPETHOCT y Taukd d, Taaa MOCTOjH

OKOJIMHA Tauke a y K0joj je ¢pyHkiuja f orpanuyeHa;

0) Axko je limf(x)=b u b>0, Taga mocroju okonauHa Tauke a, y kojoj je f(x)>0
X—a

(ocuM, MOX/1a, Y CaMOj Ta4KH @) .
Jlokas:
a) Hexa je IXI_)rral f(X) =b. Taga, npema nepuuunmju rpanudHe BpenHOCTH (QyHKIHje, 3a
cBaky okonmuHy (b—¢,b+¢&) mocroju okonmmua (a—o,a+dJ) koja ce (M3y3eB, MOXIA,
came Tauke @) pyukuujom f mpecnukasa y okomuny (b—e&,b+¢), 10 jecr, 3a kojy je:
b—e< f(x)<b+¢, mro 3Haun na je GpyHKIMja OrpaHUYEHA.
0) N3abepumo & >0 tako 1a je b—& >0 (To Mmoxxemo aa ypaaumo jep je b >0). 3a tako
n3abpano ¢ mocroju ¢ >0 TakBoO 1a je (0cuM, MOX/1a, Y TA4KH a ):

xe(@a—-d,a+9) = f(x)e(b—¢,b+¢),
TO jecT, 3a TakBy OKOJUHY Tauke a je f(X)>b—-&>0.
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Crneneha Teopema je mocta BakHA alld HHMjE Tako jeJHOCTAaBHA 3a JI0OKa3uBame, na hemo
OBJIC HABECTH CaMoO JI0Ka3 jeHOT OJ1 TP TBphema Koja oHa jaaje:

Teopema 4: Axo je lim f (x) =b, u limg(x) =b,, Tana Baxxe cneneha cBojcTsa:
a) im[f(xX)+g(X)]=b, +b,;
) lim[f (x)- g ()] =b, b

8) Iimﬂ:E (b, #0).
a2 g(x) b,
Jlokas:
a) Heka je nato & > 0. Kopucrehu cBojcTBO ancoiyTHe BpeIHOCTH 3a 30up 1Ba Opoja:
la+b|<|al +|b],
“MaMo J1a je:

| £00+9(x) — (B, +b,)[=|(f () —b) +(9(X) —b,)[ <[ F ()~ +]g() -b,[. (1)
U3 IXi_r)lgf(X)zbl nobuja ce ma mocroju o, >0 Ttako ma w3 O0<|x—al<o, cuemu
| f(x)-b|< g Caununo, u3 Ix'f; g(x) =b, nobuja ce na mocroju J, >0 Tako na ce u3
O<|x—al<o, mobuja |g(x)—h,|< g Axo craBumo O =min{o,,0,} Tama wu3

O0<|x—al<o cnemu ucrospemeno | f(X)—b | < % u |g(x)-b,|< %, ma ce, KOHa4YHo,
u3 (1) nobuja na je:
£

:g’
2

[109+9()- (b +b)] < 7+
TO jecT, Ja je:
lim[ f (x)+ g(x)] =b; +b

m
HaBoaumo cazna jomn jenHy Teopemy Kojy hemMo KacHHje JocTa KOPUCTUTH 3a U3BOheme
HEKUX IPaHUYHUX BPETHOCTH:

Teopema 5: Ako je lim f(x)=limh(x)=b wu ako je y Hekoj okonuHu Tauke a (ocuMm,
X—a X—a

MO/, y Tauku @) 3a70BosbeHa HejeqHakocT f(X) < g(x) <h(x), ramajewu limg(x)=Db.

Jlokas:
U3 nexennakoctu f(X) < g(x) <h(x) ciemu HejeqHAKOCT:
f(X)—b<g(xX)—b<h(x)-b. @)
Y HEeKkoj O OKOJIMHM Tadke a, To jecT 3a: 0 <|x—a|<d. U3 (2) cnenu na je:
|9(x)—b| < max{|f (x)—b|.|n(x)-b|} sa0<|x—al<s, 3
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(jep He 3HaMO J1a U Cy pa3nuKke y (2) MO3UTUBHOT WM HEraTUBHOT 3Haka). Heka je mato
£>0. Taga u3 lim f(x) =limh(x) =b cnemn na nocroje 6pojesu o,,6, >0 TakBu na
X—a X—a

BaXWU:
0<|x—al<s, =| f(x)-b|<e 4)
0<|x—al<d, = |h(X)-b| <&

Axo u3abepemo 6* =min{d,d,,d,}, Tana u3 (3) u (4) 3aK/by4yjeMo J1a BaXu:
O<|x—a|<o*=|g(x)-b| <&,
To jecT na je limg(x) =b, mro cMo U XTeNu 1a JOKaKEMO. m
X—a

[lpe Hero mTO ce NOCBETUMO U3BOhEHY HEKHX KapaKTEPUCTHYHHX TPAaHHMYHHX
BPEIHOCTH, NEPUHUILIMNMO jOII J[Ba IOjMa:

Jedpununmja 3: bpoj b ce HazuBa neBa rpannyHa BpeqHocT pynkuuje f y Taukum a ako
3a cBako £ >0 mocroju & TakBo ma M3 a—o < X<a ciemu | f(X)-b|<e.
JleBa rpaHMYHa BPETHOCT O3HAUaBa ce ca Iim0 f(x).

X—>a—

bpoj b ce Ha3uBa necna rpannuna BpeaHoct pynkiuje f y Taukum a ako 3a cBako £ >0
HOCTOjM & TakBO Ma M3 a<x<a-+o cuemu | f(X)-b|<e.
JlecHa rpaHMYHA BPEIHOCT O3HAYaBa CE ca Iim0 f(x).

X—a+

JIako je 3aKJbYYuTH Ja aKO HeKa (YHKIMja UMa JICBY M JICCHY TPaHMYHY BPEAHOCT U aKO
Baxu: lim f(x)= lim f(x)=b, taxa Baxu u lim f(x)=b.
x—a-0 x—a+0 x—a

5.2. HEKE BA’KHUJE TPAHUYHE BPEJHOCTH

[Tornenahemo kako ce Mory mpoHahu Heke TrpaHHMYHE BPEIHOCTH KOje HHCY Oarnn
OUMIJIeIHE, a KOje Ce Y MaTeaMTUYKO] aHaJI3u BeoMa dyecTo kopucte. [Tornegajmo ux:

. sinX
1) lim——=1

x=>0 X

Hoxas3:

) . sinx ) )
Kako je dyHkumja —— mapHa, MOXXEMO pa3MarpaTtd camo ciydaj kamga je X>0.
X

. . V4
JHokaxxumo Hajpe ciienehy Hejemnakoct 3a 0 < X < 2 :

i 1
cosx<w<l. (1)
X
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[Tornenajmo crnenhy ciuky:

WIIn:

Hexka je x myxxuna xpyxHor nyka AK, rme
je A Ttauka KpyxHuie Ha x-ocu, a K
MPOM3BOJbHA Tauka KpPY)XHHIIE Y TPBOM
kBagpanTy. OszHaunMo ca H HoOpMalHy
npojeknujy Tadyke K Ha x-ocy, a ca L
npeceyHy Tauky mnpaBe OK W TaHTCHTE
KpyxHurie y tauku A. Kao mTo Ham je
n00po mo3HATO, Taja je:

KH =sinx, AL=tgx.
Kopucrehu cnmky 3akbydyjeMo Oa ce
noBpmrHa uceuka OKA Hamasu uszmehy
nospiuHa Tpoyrinoa OKA u OAL, na je:

1-sinx<1-_x<1-tgx

2 2 2
OJlaKJe je:
1<_L< 1
SINX COS X

sin X
Cos X < — < 1.

X

Kopucrehn ce mokaszanoMm teopeMoMm (Teopema 5, oiesbak 5.1) M YHEEHHIIOM 1a je
lim cos x =c0s0 =1 u3 nejennakoctu (1) mobujamo:

X—0+

. sinXx . . sinx .
Melytum, 300r napaoctu GyHKIMje —— uMamo 1a je u lim —— =1, na je 3aro:
X

2) Iim(1+lj =e
X—>»00 X

Jlokas:

. sinx
lim——=1.
x—=>0+ X
x=>0- X
. sinx
lim——=1
x—0 X

JlokaxuMo TIPBO TA4HOCT OBOT TBphema kama X-—>+oo. [lpu TomM hemo kopuctutn
nepunuiyjy Opoja e:

Onagne je:

[x]+1

<—X<
X

e=Ilim

N—0o0

1 n
(1+ —j (neN)

n
Heka je x>1 mpowusBosbaH peanan 0poj, a Heka je [X] meo meo ox x. Tama je Tauna
HEJETHAKOCT:

[X]<x<[x]+1.

1
—, a 3aTHM:

[x]
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1 <1+1s1+i,
[x]+1 X [X]

[x] X [x]+1 (2)
(1+ ! J <(l+£j <[1+ij .
[x]+1 X [x]

[x] [x]+1 1
lim |1+ ! = lim |1+ ! |1+ ! =e-l=e
x> [x]+1 [ [x]+1 [x]+1

[x]+1 [x] 1
lim 1+i = lim 1+i . 1+i =e-l1=¢
Dol [X] Dol [X] [x]

U Kako je [X]—)-i—OO €KBHBAJICHTHO Ca X—>-+00, Ha OCHOBY Beh JO0Ka3aHC TCOpPEMC

1+

OOHOCHO:

Kako je:

X—>+00 X

VY cnydajy kaga X — —oo, ctaBuMo Y =—X. Taga X — —oo moBiauu Y —> 40, Te je:

X -y -y y
lim (1+3j ~ lim [1—1] ~ lim (y—_lj ~ lim (L]
X—>—00 X y—>+o0 y y—>+0 y yoto |y -1

y-1
= lim [l+i] -(1+ij =e-l=¢e
y—>+00 y_]_ y_l

OBzie cMO MCKOPUCTHIIM PE3yNTaT MPETXOAHOT CIydaja Kaja X —>+00 M THME JIOKa3alH
KeJbeHO TBpheme.

(reopema 5, oxerpak 5.1), u3 penaruje (2) 3ak/pydyjemo aa je 3aucra lim [1+ lj =e.

|
3) lim In(1+ x) 1
x—0 X
Hoxas3:

[Ipe cmera, U3 npeTxoAHO I00MjEeHE TPAHUYHE BPETHOCTH HEMOCPETHO HMaMO U

I'PaHUYHY BPEIHOCT:
1
lim(1+x)x =e.

x—0

Haume, ako KoJ rpaHMyHe BPEIHOCTH 2) YBEAEMO CMEHYy — =Y, OHJa je X —>o0
X

1
eKkBUBaJleHTHO ca Y —>0 u Iim(1+ y)y =e. Kopucrehn ce OBOM YHIEHHUIIOM U
y—0

HenpekuaHonhy joraputamcke QpyHKIMje, UMamo:

1 1
im M%) imins ) = In[lirrol(1+ x)X]: Ine=1.

x—0 X x—0

X X

=Ina (a>0, a#1), um cnerujaaHo IirrOI
X—>

4) Iinga 1

X X

- 105 -



Jlokas:

. In1 :
VBequmo cmeny Y=a‘'-1(x—>0 < y —0). Tagaje x=1log,(1+Yy) = @ ,Taje:
na
im@ =L —tim—Y— —tim"12Y_ _jha1-ina,
x>0 X y—0 In(1+ y) y—0 |n(1+ y)
Ina
rJIe CMO MCKOPHUCTHIIH ITPETXOIHO J0Ka3aHy IPaHUYHY BPEIHOCT.
O
5) |in3(1L)‘1=a (¢ €R, a #0)
Jlokas:
Axo (1+X)* manmmemo y o6muky e“" ™™ u uckopuctumo 3) u 4), no6utiemo:
a _ aln(l+x) _ aln(l+x) _ 3
T i T N 1 In(L+x) 3
x—0 X x—0 X x—0 In(1+ X) X

ma ako y IpBOj TPaHU4YHO] BpemHocTH ctaBuMo Y=« In(l+X) ¥ nmpumeTumo aa ako
X—0 onmaheu y — 0, taga he jennakoct (3) mocraru:

. e’=1 . In(l+x)
a-lim -lim =
y—0 y x—0 X

all=«a,

a TO CMO H XKXCJICIIN Aa ITIOKa>XKCMO.

5.3. 13BOJ1 ®YHKLHUJE

Beoma BaxaH anar TNPWIMKOM HWCHUTHBaKka TOKAa pa3IUYATHX  (YHKIH]ja
IpeJcTaB/bajy M3BoAM ¢yHkuuja. buxoBa mpuMeHa y marematuuu U (GU3MLM je Of
BEJMKOr 3Hauaja. Umak, y CpeamOIIKOJICKO] MaTeMaTuilk, (OoKyc Te MpPUMEHE je Ha
UCIHUTHBaky HEKUX ocoOuHa ¢yHkuuja. Huje My kesba na ce oBae mpeBulle 0aBUM
pPa3IMYUTUM TeopeMaMa O U3BoJy (PYHKIHja M3 MPOCTOT pa3jiora IITO C€ OHE y CPEAmhO0]
IIKOJIM TOTOBO HUKAJa HE JI0Ka3yjy jep Cy 3aucTa cyBHIIe cioxeHe. Mnak, mo Heka of
OCHOBHHUJUX TEOpeMa Ce 3aucTa He CMe NpecKouyuTH. Ann nohumo on aedpuHuUIMje
U3BOJA:

Nepunummja 1: Heka je ¢ynkumja f nedunucana y mutepBany (a,b) u Heka je
X, € (a,b) ¢ukcupana tauka. Heka je AX mpmpamuraj aprymeHta (QyHKIHMje TakaB Ja
X, +Ax € (a,b). ITox m3Bomom dyukuuje f y taukm X,, y ozHamm f '(X) momgpasymeBa
ce cieneha rpaHnyHa BPeAHOCT (YKOJIUKO ITOCTOjH):
F1(x,) = lim 22 = fjm T G A0 = T0%),
MX—0 AX  Ax—0 AX

Mpumep 1: Onpenutu n3Box dyaxmmje f(X)=X°.
Pewerve:
Axo je f(x)=x’, tana je, mo nedununmju:
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f (% +A)— (%) lim (X, +AX)? =X,
AX Ax—0 AX
Jaxne, f'(X,)=2X,. OBumM cmo nokaszamu na ¢yskuuja f(X)=X> uma u3Box Yy

f'(x,) = lim = lim(2x, + AX) = 2X,.
( 0) Ax—0 Ax—>0( 0 ) 0
NPOU3BOJbHOj Tauku X, u aaje f'(X,) =2Xx,.JacHo je Takohe na ce npomeHom X, mobuja
HoBa (ynkumja f'(X)=2X, rme cMo ymecTo X, CTaBHIM X. AKO JKEIUMO H3BOX Y

KOHKPETHO] TauKH, OHJIa Ty BPEIHOCT Tpeba 3aMeHUTH yMecTo X y GyHKuuju f'.

XKesba HaM je cama ma OApPEIMMO M3BOJE 3a HEKE OJ eieMeHTapHHX (yHKIHja. 3a
npBux nap he Ham OuTH TOBOJbHA camo aeduHUIMja n3Boaa. KpeHnmo penom:
1) Heka je f(x)=C =const 3a cBako x. Tana je 3a mpousBosbHO x. f(X+Ax)=C, na je:

f(x+Ax)—f(x)) im Cc-C
AX

oo =1, o Ax

0,

3aro je f'(x)=0.
OBUM CMO TTOKa3aJIH J1a je U3BOJ KOHCTAHTE jeIHAK HYIIH.

2) 3a pynkuujy f(X)=x" neN umahemo 3a x =0 ciexnehe:

. F(x+AX) - f(x . (X+A)"=x" ~
f(x) = lim ( ) ():Ilm( ) =lim x =x"tn=n-x""
AX—0 AX AX—0 AX AX—0 AX
X
[IpunukoM npenacka Ha TpaHUYHY BPEIHOCT MOCITYKUAJINM CMO CE€ YNEECHUIIOM J1a BaXKU:

lim @+x)"-1
x—0 X

= le_r)rgi [A+X)-1[A+X)"" +1=X)"?+...+(1+X)+1] =

= lim[(1+ )"+ (1=X)" 4.+ @1+ x)+1]=n.
3a cnyyaj na je Xx=0 mobuja ce:
(0+AX)" —0" _{11 n=1,

HO) = fim — = lim (A)™* =0, n=2,3,..

Buaumo na ce u oBaj cityuaj ykiana y Beh nodujenu pesynrar 3a X # 0, na je nakie:
f'(x)=nx"".

[TorymoHo aHamorHo moja3umo a0 u3Bojga ¢yukmnuje f(X)=X“ aeR,a#0 rae je x
TakBo Ja je pynkiuja nedmnucana. Hanme, nodunu 6ucmo:
(X*)'=ax“*.

3) 3a pynkuujy f(x)=a*, a>0, a=1, umamo 1a je:

_ X+AX _ X AX _
£ = lim PXHA) = 00 _ iy 87280 _ iy o+ 2
X—> AX Ax—0 AX Ax—0 AX

1
=a“Ina.

OBze cMO MCKOPHUCTHIIM jelHY OJf OCHOBHHUX TpaHHYHMX BpegHocTH (Opoj 4). [akie,
BaXKU:
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(@)'=a"lna.
Crenujanno, 3a a=¢€ naaje: (e*)'=e”.

4) Onpenumo cana usBon pynkimje f(X)=Inx. Heka je X >0 ¢uxcupano a AX TakBo

naje X+Ax>0. Taga ce npuMeHOM rpaHUYHE BPETHOCTU Itlrro1 In@+1) =1 nobwuja:
In 1+&
. . f(x+AX) = f(x) . In(x+Ax)—Inx . x )1 1
f'(x)=Ilim = lim = lim —==
Ax—0 AX Ax—0 AX Ax—0 g X X
X

Jakie, moOuIn cMo:
(Inx)'= 1
X
5) Onpehyjemo cana uzsox ¢pyukuuje f(X)=sinx. Kako je:
Ay = f (x+ Ax) — f (x) =sin(x + Ax) —sin x = 2sin %cos(x+%),
HEMOCpeAHO ce 1obuja:

sing
f'(x)=lim Ay lim —2-cos(x+gJ:cosx ,
AX 2

Ax—0 AX  Ax—0
2
. sint .
I7I€ CMO KOPUCTHIIM YUEECHUILY “mT =1 u HenpexkuaHocT QyHKUHMje COSX. [lakie,
t—0

BaXKU:
(sinx)'=cosx.
6) [Tormyno cnmaHo ce no6wuja 3a pynkuujy f(x)=cosx. Kaxo je:
AX

Ay = f (X+Ax) — f (X) = cos(x + Ax) —cos X = —2sin %sin(x+?j,

nobujamo 1a je:
sin&
£ = lim &Y = |im——2-sin(x+§j:—sinx.
Ax—0 AX  Ax—>0 AX 2

2
Haxme, Baxu:
(cosx)'=-sinx.

Jla GucMO TMPOHANUIM M3BOJE OCTAUX E€IEMEHTapHUX (YHKIIHMja HajIpe Mopamo Ja ce
YIO3HaMO ca HEKUM ocobmHama n3Boja. Jlokaxkumo Hajrpe cienehy Teopemy:

Teopema 1: Axo cBaka on ¢ynkumja f w g uma u3BOj y Tauku X, Tajga (QyHKIHUja
Cf (C =const.) u 30up, pa3nuka, mpou3Boa U KonmuHuk ¢yHkuuja f u g (y ciyuajy
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KOJIMYHUKA MPETIOCTaBKa je na je ( # 0) takole umajy u3BOJ y TAUKH X, U TIPH TOM BaKe

dhopmyre:
a) [C- f(x)]'=C- f'(x);

0)[f ()£ g(x)]' =/ '(x) + g'(x);
6)[f(x)-g(x0)]' = f'(x)-g(x) + f(x) -/ '(x);;

2)[f(X)} _ f'(X)-g(X)—f(X)-g'(X)_
9(x) 9%(x)

Jlokas:

AX Ax—0 AX
O3HaveH npupamraj GyHkuje f y Tauku x Koju oaroBapa npupamrajy AX .

. Af . Af )
a) Jloka3 cienu HEmoCPeaHO U3 YHELESHULIC 1A je AIImO(C —j =C-lim —, rxae je ca Af
X—>

0) Heka je y(X)=f(X)xg(x) u Heka Af,Ag,Ay o3HauaBajy pemoM MpuUpaIlITaje
dbynkuuja f(x),g(x), y(X) y maroj Tauku x, Koju oaronapajy npupamrajy Ax. Tana je:
Ay = y(x+Ax) = y(x) =[f (x+ Ax) £ g (x + Ax)] [ f (x) = g (x)]
=[f(x+Ax) - £ ()] £[g(x+Ax) - g(X)]
= Af +AgQ.
Opnasne ce, neobom ca AX#0, nobuja:
sy _af ,ag ®
AX  AX  AX

Kako, no npernocrasiy, NocToje rpaHuYHE BPEAHOCTH:

A\ ! . Ag ,
WM = P Im 2 =9
. . . A
to u3 (1), kama AXx — 0, 3akJbydyjeMo Ja IOCTOjH U AIImoA—y =y'(X) u na Baxwu:
X—> X

y'(x)=f(x)£g9(x),
ITO je ¥ Tpebaso moKasaru.
8) Cana craBibamo Y(X) = f(X)-g(X). y3 ucTe 03HaKe Kao y MPETXOAHOM Cly4ajy A00uja
ce:

Ay = y(x+AX) - y(X) = f (X+AX)-g(X+Ax)— f(x)-g(X)
=f(X+AX)-g(Xx+Ax)— f (x+AX)-g(x)+ f (X+Ax)-g(x)— f(X)-g(x)
= f (x+A)[g(x+Ax) =g )]+ g(X)[ f (x+Ax) - f (x)]
= f(Xx+AXx)-Ag +g(X)-Af.
Hleobom ca AX =0 mocneame jeTHaKoCTH 100uja ce:

Ay A Af
—Z =f(X+Ax)-—= X) - —.
o= e a) g ()

g (2)
AX
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) . Af . . Ag , )
Kaxko je mo npernocraBim lim — = f'(x) u lim — = g'(x) u kako mocrojame n3BoOIA
Ax—0 AX Ax—=0 AX

f '(x) moBnaum HenpekunHocT pyHkuuje f(X) y Tauku x, TO jecr: Alirr}) f(x+Ax) = f(x)
X—>
TO C€ ca MpeJackoM Ha I'paHUYHY BpeIHOCT y (2) kana AX — 0 gobGwuja:
y'(x)=1(x)-9'()+9(x)-f'(x),
a TO M jeCTe OHO IITO CMO JKEJIEIH JIa IOKaKEMO.

)

2) Y oBoM citydajy craBuhiemo Y(X) = . Caga nobujamo:

f(x+Ax)  f(x)
g(x+Ax)  g(x)
_ f(x+Ax)-9(x) - f(x)g(x +Ax)
g(x)- g(x +Ax)
_ fx+A%)-9(0) — F(x)-g(x) + £ (x) - 9(x) - f (x)9(x+AX)
9(x)-g(x+Ax)
_9Lf (x+Ax) — £ ()1 f ([ (x+AX) - g(x)]
9(x)-g(x+Ax)
_9(x)-Af - f(X)-Ag
g(x)-g(x+Ax)
Heobom ca AX =0 u3 mocneame penanyje 1001jamo:

Ay = y(x+Ax) - y(x) =

Af Ag
Ay_g(x)'ﬂ_f(x).ﬂ (3)
AX  g(x)-g(X+AX)
AKko, Ha Kpajy, y penanuju (3) AX — 0, onga hemo cirdHO Kao 1o 6) U 8) JOOUTH Ja je:
, f'(x)-g(x)—f(x)-g'(x
yi(x) = ()9()2 ()9()’
9°(x)

a TO je OHO IITO CMO JKEJIEIH JIa TOKaKEMO.
O

Kopuctehu ce oBom TeopemoM, cajja hemo M3BECTH jolll HEKE M3BOJE €IEMEHTApHUX
¢byHKIHja.

7) PazmaTpamo u3Box ¢pyukumje f(X)=tgXx.

HOCJ’IY)KI/IhCMO CC IMO3HATOM YHMEHCHHUIIOM JJa je tg X= n HpI/IMCHI/IheMO IMpaBUJIO 3a

COS X
M3BOJ KoIMYHKKA. Ha Taj HaunH qo0ujamo:

,_[sinx) _(sinx)"-cosx—sinX-(Cosx)' COSX-COSX—SinX-(—sinx)
COS X cos’ X cos’ X

_cos’x+sin®x 1
cos? X cos? X

Hakie:
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(tgx)' = (x¢%+k7z, keZ).

cos® X
8) Ciimunum noctynkom noduhemo u uzson pynkuumje f(x) =ctgx:

. COS X .
Hakie, uMaMo 11a je Ctg X = 1 npuMeHnhemMo mpaBuiIo 3a U3BOA KoianyHUKa. Ha Taj

SN X
Ha4yuH 100HjaMo:

,_(cosx) (cosx)"sinx—cosx-(sinx)' —sinX-sin X —Cos X-COS X
sin x sin® x sin® x

_—sinx-cos’x -1 1
sin? x sin?x  sin?x’

Hakie:

(ctgx)'=— _12 (x=kz, keZ).
SIN” X

HaBopmmo cama jomr jemHy TeopeMy HpeKo Koje heMo H3BECTH H3BOJIE MPEOCTATUX
eJIeMeHTapHUX (YHKIIH]ja:

Teopema 2: Heka 3a ¢ynximjy Y= f(X) mocroju umBepsna dynkmmuja X=f(y) y
OKoJIMHH (puKcupaHe Tauke X,. Ako moctoju u3Box ¢ynkuuje y= f(X) y taukum X, u

npu oM je f'(X,)# 0, Tana mocToju u u3Box uHBep3He GyHkuuje X = f '(y) y Taukm

Y, = f(X,) ujennak je

1
fi(%)

Jlokas:

Wmajyhu y Buy o3Hake Ay =Y —Y,, AX=X—X, 1 1epUHULHU]Y U3BOAA QYHKIIH]E, KAO U
AX—0 < Ay — 0 (300r HenpekuHOCTH HHBep3He (yHKIHje y Tauku Y, = T (X,)),
MOEMO TTHCATH:

P00+ A = F (o) _ iy D= (o)

X (y) = (1) (%) = lim

Ay Y=Y, Y=Y,
—lim—2"%__ _|im L _ 1
o f(X)— F(x,) 200 FOG+A)=T(X)  f'(x,)
AX
TO jecT:
(F) () = —
f'(x,)

O
Ha OCHOBY OBC TCOpPCMC HU3BOAMMO U IIPCOCTAIIMNX HCKOJIMKO H3BOJA CIICMCHTAPHUX

¢dbyHKIHja:
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9) Heka je y=log, Xx. OBa ¢ynkuuja je wasep3na ¢ynxumju x=a’ (a>0, a=1l).
[TpumenoM noka3aHe TeopeMe, 100Hujamo:

(log. X)'= 1 1 1
# (@)’ a’lna xIna’
Hakne, Baxu:
(log, x)' = ! (a>0,a#1 x>0).
‘Ina

: : : .1
CnenujaiHo, 32 @ =€ j00uja ce yumbeHuIa Kojy cMo Beh pokazamu (Inx)'=—.
X

10) Onpenuhemo cana u3Boa GyHKIHje Y =arcsin x:
Kako je y =arcsin x @(—gg ygg, siny = XJ,TOje:
1 1 1

(siny)' cosy Jl—sinz y N1-x2
[Ipema Tome, gOKa3amu cMO Ja je:

y'=(arcsinx)'= (-1<x<1).

(arcsinx)'= (-1<x<1).

1-x°

11) U3 nedununuje pyHkuuje y =arctg X umamo za je —% <y <% u tgy=X. 3aro je:

'=(arctg x)' = 1 L s y = t 1
= (tgy)" 1 1+tg?y 1+x*
cos’ y

Jakie, mokasaiu cMo J1a je:

1
tgx)' =
(arctg x) 1

X2
CnnunuMm noctyniuma kao y 10) u 11) nmokasyje ce na je:
(arccosx)'=— ! (-l<x<1)
1-x°
u

(arcctgx)'=— !
1+X

OBuM je u3Boheme U3BOIa IIEMEHTApHUX (DYHKIIH]a 3aBPIICHO.

2

JlokaxuMo caja joIn jeaHy HW3y3e€THO 3HauajHy W He3ao0umiaszHy TeopeMy. Ped je o
TEOPEMU O U3BOJY CIOXKEHE PYHKIIH]E:
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Teopema 3: Axko ¢yHKuuja ¢ uMa u3BOA Yy (UKCHpaHO] Tayku X, a (yHKIHja
h= f(g(x)) uma u3Bon y tauku Yy =g(x), tana u ¢pynakuuja h= f(g(x)) uma usson y
Ta4yKky x ¥ pu ToM Baku popmyna h'= f'(g(x))-g'(x).

Jlokas:

O3naunMo ca AQg TmpHpamTaj KOju OAroBapa MpupamTajy AX y Tadkd X, Tj.
Ag =g(Xx+Ax)—g(x),a ca Ah mnpupamraj ¢ynkuuje h= f(g(x)) xoju oxrosapa
npupamTajy AX. AKO IOCTOjU OKOJIMHA Tadyke X Y K0joj je Ag # 0, Tana je:

h(x) = Aliinoi_zz lim f(g(HAXA)i - 1(9(x)
—lim f(g+Ag)— f(g(x)) . g(x+Ax)—g(x)
&0 g(x+Ax) - g(x) AX
— lim f(g+Ag)-f(g(x) lim g(x+Ax)—g(x)
Ag—0 Ag Ax—0 AX

=f'(9(x))-9'(x)
jep Ag — 0 xaga AX — 0, mTo cienu U3 HEMPEKUIHOCTH PYHKIHUje ( Yy TayKu X (BHILIE

myTa CMO TIOMEHYJIM Ja TIOCTOjare Uu3BOJa (YHKIMje Yy HEKO] TadKH ITOBJIAYU

HEMPEKUIAHOCT UcTe QYHKIUjE Y UCTO] TAUKH).

Ako je Ag=0 nHa OEcKOHaAYHO MHOTO MECTa, MPOM3BOJFHO ONM3Yy Tauyku X, Tada je

Ah=f(g(x+Ax))—f(g(x))=f(g(x)+Ag)— f(g(x)) =0 Ha OGeckOHAYHO MHOr0O MeCTa
Ah

MIPOU3BOJBHO OJIM3Y Tauku X, na je h'(x) = lim ™ =0.
Ax—0 AX

m
OBo Huje 6amr ctporo ¢hopmaliaH JOoKa3 alid J€ CACBUM JIOBOJbAH 3a OBAaj CTA/IU]YM yueHa.

HaBopumo jeany TeopeMy Koja ce NpUMEHYje TNPUIMKOM HCIUTHUBamka TOKa HEKE
¢ynkuuje. Hehemo je nokasuBaru Beh caMo MOHYJIUTH j€THO T€OMETPUJCKO 00jalIbEE.

Teopema 4: Heka je pynkimja f nudepennujadunna y uarepsany (a,b) (uma uszBon y
CBaKoOj Tauku TOT nHTEpBaia). Axo je f'(X)>0,3acBako X €(a,b), Tana je pynxmmja f
pactyha y tom unTepBaity. Ako je f'(X)<0 3a cBako X e(a,b), onna je pynkumja f
onanajyha y ToM uHTEpBaiy.

['eomeTpujckn mocMaTpaHO Ha WHTEpPBally, II€ j€ W3BOJ MO3UTHBAH, TAHTEHTa rpaduka
¢byHKIHje 00pasyje omrap yrao ca x-ocoM (jep je Koe(UIrjeHT IpaBla TAHTeHTEe y TAaYKU
ca ancuucoM X, jelHAaK U3BOAY y TauKH X, ). 3aTO y TAKBOM MHTEpBaly (yHKIIH]ja pacTe.
AHanorao pa3marpame UMaMo y ciydajy kana je f'(x) <O0.

Ha xpajy npude o u3BoauMa, HAaBOJUMO JBE T€OpEMe Koje CHajiajy y Tako3BaHy Ipymy
TEOpEMa O CPEH0] BPETHOCTH:
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11

Teopema 5 (depmaoBa Teopema): Heka je mara ¢ynkumja f:[a,b]—> R koja

ucnymana cienehe ycinose:

-y HeKoj Tauku C € (a,b) moctrmxke cBojy HajBehy (HajMamy) BPEIHOCT;
-nmudepenijaduina je y Tauku ¢ (moctoju f'(c)).

Tanmaje f'(c)=0.

oKa3:

ﬁpeTHOCTaBI/IMO na f mocrtmke cBojy HajBehy BpenHoct y Tauku c. Taga je f(X)< f(c),

3a cBaku Opoj x u3 uHTepBaia [a,b], maje f(x)— f(c)<0, Vxela,b].

Axko je X<cC,Tagaje Xx—Cc<0 ma je:
f(x)—f(c)

X—C
Kako npema nipernocrasiu nocroju f '(C), cienu Ha ocHoBy (4) naje f'(c)>0.
3a Xx>cC cnemu 1a je X—Cc>0 ma je:

f(x)—f(c)
— <0, Vxe(c,b] ®)

Opnasne 3akspydyjemo aa je f'(c) <0, na to 3Haum na mopa outu f '(c)=0.

>0, Vxela,c) 4)

O

Teopema 6 (PosoBa'? Teopema): Heka je nara dyukimja f :[a,b] > R koja ucrymana
cnenehe ycnose:

-HempekuIHa je Ha [a,b],

-mudepennujabunna je Ha (a,b),

-saxu n1a je f(a)=f(b).

Tana nmocroju Tauka C € (a,b) Taksa naje f'(c)=0.

Jlokas:
Axo je f xoncrantHa ¢ynkuuja Ha [a,b], Tama je f'(X)=0 3a cBako X ma Teopema

BaXKH.
[MpernocraBumo 1a moctoju X € (a,b) Tako ma je f(X)> f(a)= f(b). Taga f goctmwxke
cBojy HajBehy BpemHocT y Hekoj Tauku Ce€(a,b) (Ha ocHOBY HempekuaHoctu). Ha
ocuoBy depmaoBe Teopeme Taja je Tauka C, TakBa gaje f '(c)=0.
Amnarorso ce u3BoM 10ka3 u 'y ciy4ajy na je f(x)< f(a)=f(b).

Bpno je jemHoctaBHO reomeTpHjcko Tymadewme PomoBe teopeme. IlormemajMo 1O Ha
CIIUILIN:

" Tjep ne ®epma (dp. Pierre de Fermat 1601-1665) — paniyck MaTemMaTHdap
2 Mumen Pox (¢p. Michel Rolle 1652-1719)-paniycku MaTeMaTHIap
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a C b X a c¢; c, b
Jlakie, ¢pyHKIM]ja KOja UCIyHhaBa YCIOBE TeopeMe, UMa 0ap jeHy Hyly IpBOT U3BOJA Y
uHTepBany [a,b]. HapaBHO, MOke MMaTH W BHIIE TaKBUX Tadaka (Ha APYroj CIUIH
npuMep QyHKIIM]je KOja UMa JIBE TaKBE TAUKe).

5.4. HEOJPEBEHU UHTEI'PAJI

[Ipe Hero ImTO JOKAXKEMO HEKOJMKO HajOCHOBHHjUX TBpl)CHa BE3aHHX 3a OBY TEMY
MOTJIe/IajMO OCHOBHE JIe(DUHUIIH]E:

Jepunnumja 1: Heka je mara ¢ynkuuja f, nedmnucana y Hekom mHTepBaiy (a,b).
Csaky ¢ynkuujy F nedunucany y unrepsany (a,b), xoja uma cojctBo F'(x) = f(x)
HA3WBaMO IPUMUTHBHOM (QYHKIHjoM 3a pyHKIujy f .

Omnepanuja Hamaxema NPUMUTHBHE QyHKIHje naTe QyHKIMje Ha3uBa Ce MHTETpalyja.
OBa omepanyja je WHBEp3HA omepauuju audepeHnupama (Hanaxema u3Boaa). Ho, 3a
pa3nuKy oa AudepeHIrpama, WHTETrpalyja HHje jeqHo3HadHa omepanuja. Axo je F
npumuTUBHA QyHKIHMja nate Gpynkuuje f, taxa je u cBaka pynkuuja F(x)+C, rue je C
MPOU3BOJbHA KOHCTaHTa, Takohe mpumuTuBHaA 3a f . 3ancra, ako je F'(x) = f(X), tana je
[F(x)+C]'=F'(x) = f(X) jep je u3Bo1 KOHCTaHTE CBy/a jeJHAK HYJIH. AKO (YHKIIH]ja
f y unrepBany (@,b) mma m3Box cramHo jemHak HynH, Taxa je gynkumja f jeqHaka
Hekoj KoHCTaHTH C. JIoKkaXHMo cazia jeJHy TeopeMy:

Teopema 1: Axo ¢yukimja f nedpunucana y uutepBany (a@,b0) uma npuMHUTHBHY
¢byukuujy F, Tama ckyn ¢ynkunuja oonmka F(x)+C, C e R, mpencraBiba CKyl CBUX
NpUMHUTUBHEX QyHKIHMja3a f .

Hoxas3:
Tpeba nma nokaxemo na cBaka npumuTHBHAa ¢QyHKimja G ¢yHkumje f wmma o6k

F(x)+C 70 ject na 3a cBaky TakBy pyHkuujy G mocToju Heka KoHcTaHTa C TakBa jaa
je G(X)=F(x)+C, xe(a,b).

dopmupahemo dyukuujy @(x) =G(X)—F(x), x e (a,b). U3Box dpyukimje ¢ je jemnax
Hyau 3a cBako Xe(a,b): @'(X)=G'X)—-F'(xX)=f(xX)—f(x)=0, xe(a,b). Ipema
ToMe, QYHKIMja ¢ je jeqHaKa HEeKOj KOHCTaHTH (jep Ha yMTaBOM MHTepBany (a,b) muma
u3BoA  jenHak  Hynmu). To 3Haum  ga  je G(X)—F(x)=C, oamHOCHO
G(x)=F(x)+C, xe(a,b).
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HMedpunnnuja 2: Heonpehenun unrerpan pynknuje f je ckym cBUX BeHUX MPUMUTHBHUX
dbyHKIIHMja ¥ 00eNekaBa ce OBaKo:

jf(x)dx.

Ha OCHOBY JJOKa3aHC TCOPEMC MOKCMO IMHUCATH OBAKO:

[fydx=F(x)+C.

Crneneha Teopema faje HaMm JBa OCHOBHA CBOjCTBA HeopeheHuX nHTerpana:

Teopema 2: a)Axo 3a ¢ynkuuje f w ¢, nepunucane y mHTepBany (@,b), mocroje
Heospel)eHn MHTEerpad, Taja | 3a BbUXO0B 30Up MOCTOjU HeoApel)eHn MHTErpat U BaXKH:

j[f(x)+g(x)]dx=jf(x)dx+jg(x)dx 1)
0) Ako nocroju Heonpehenu unrerpain 3a Gynkuujy f umaxoje KeR, K#0, tana u 3a
¢bynkuujy Kf (X) mocroju HeoapeheHu HHTErpal U BayKu
[K-f(dx=K- [ f(x)dx. )
Jlokas:
a) Ako cy F u G mpumutuBHe pyHkuuje 3a f u g pemom, tana je F+G npumuTHBHA
¢ynkuujasa f +g, jep je:
[FO)+G(X)]'=F'(x)+G'(x) = f(x)+9(x).
3aro je neBa ctpana y (1) jemHaka:
[If9+a()]dx=F(x)+G(x)+C.
[MTokaxxumo 1a je u necHa crpana y (1) jerHaka oBOM n3pasy:
[ F09dx+ [g(x)dx =[F(x)+C,]+[G()+C,] =
=F(x)+G(x)+(C,+C,)=F(x)+G(x)+C.
[Momro cy C, u C, nmpousBospbHe KOHCTaHTE, U BUXOB 30up C, +C, =C je mpousBosbHa

KOHCTaHTa jep ce, OUMIJIENHO, CBaku peasaH 6poj C Moxke, U TO 4Yak Ha OECKOHAYHO
MHOI'0 HauuHa, 100UTH cabupameM peanHux opojea C, u C,.

0) Ako je F'(xX)=f(x), onnaje [K-F(x)]'= K- f(X), mrro 3nauu na je:
J'K- f(X)dx=K-F(x)+C .
JlecHa ctpana y (2) Takohe je jemHaka OBOM U3pa3y
K-[ f()dx=K-[F()+C]=K-F(x)+KC, =K-F(x)+C,

jep ako je C, mpomsBoJpHa KOHCTaHTa, oHza je 1 KC, = C mpon3BoJbHA KOHCTAHTA.
o . . C
Hanwme, cBaku peanan 6poj C je mpomsBox 6poja K (K = 0) u peanHor 6poja C, = PR

m

OcHoBY 3a Hanaxeme HeoJpeleHMX HHTerpajga IMpoOKe Kiace (yHKIHUja YUHHU
Tabaua ocHOBHUX MHTerpana. OHa ce popMupa HemocpeJHO Ha OCHOBY TabJUIle U3BOJA
eJleMeHTapHUX QYHKIIHja.
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Ceaka opmymna F'(X) = f(X) u3 mudepeHnujaHor payyHa jaje HaM OAroBapajyhy
(dbopMyIly HHTETpaJTHOT payyHa I f(x)dx=F(x)+C.
Mpumep 1: Oxpenutu jsin xdx .
Pewere:
N3 (cosx)'=-sinx HemocpeaHo ce jgoduja I (=sinx)dx=cosx+C, omHOCHO
_fsin xdx =—-cosx+C.

[TornenajMo cama JBe BaKHE TeopeMe Koje HaM omoryhaBajy pelaBame IIUpe Kiace
MHTETPATHUX MpobiieMa O OHE KOjy HaM Jjaje caMo TabJuia OCHOBHUX MHTETpasa:

[Tohumo ox jenHor mpumepa:
W3 tabnuie HeonpeheHNX nHTErpana 3HaMo Ja je jcos xdx =sinx+C .

Axo y u3pa3 Ha necHOj cTpanu ctaBumo X =t°—1, no6uhemo sin(t’-1)+C . 3a cBaxy
nojenuHayHy BpenHoct C oBo je jenHa ¢(ynkmmja mo t. Bber wm3Bom je jemHak
[sin(t®> —1) + C]' = cos(t® —1) - 3t*. OBo MOCIIEIbE 3HAYH na je
I cos(t® —1)3t*dt =sin(t> +1)+C. Ilpema ToMe, ako NoApasymMeBaMo ga cy x M t
MOBE3aHW TaKo Jia je x=t>-1, Tama je sinx+C =sin(t*-1)+C, oxgHOCHO
I cos xdx =Icos(t3 —1)-3t°dt. Ha Taj HaumH cMO y HHTerpamy .[ COS XAX M3BPIIHIH

sameny X =1°-1.
DOpMYIUIIMMO cafia TEOpEMy Ha uMjeM IPHHIUITY je 3aCHOBAH U HaBEJeHH MPUMeED:

Teopema 3: Heka je f dynknuja nedunncana u Henpekuana y uatepsany (a,b) u Heka
je wjenHa HempekumHO nudepeHuujabmiHa (yHKIUja Koja HekH uHTepBan («,[ff)
npeciukaBa Ha uHTepBan (a,b). Tanxa je:

j f (x)dx = j f(p(t) w'(t)dt ©)

pH YeMy ce mojpasymena aa je X =y (t)

Hoxas3:
O6a wmHTerpana y (3) mocroje jep cy ¢ynkuuje f,y,y' HempekumHe, ma cy u oba
MHTerpaja HenpekuaHe QyHKuuje (MoCcToju TeopemMa Koja To TOBOpH). Y3MHUMO OUII0 KOjy
npumutuBHY QyHkimjy F 3a f . Tana je j f(X)dx = F(x)+C. O6enexumo F(w(t)) ca
®(t). Tana je O(t) =F(w (1)), t (e, p) . Kako je:
O'(t) =F'w®)-v'®=f®) v,

TO je pynkuuja @ jenna npumutrHa pyHkuuja 3a T (y(t))-yw'(t) , naje:

[ f@)-v'@)dt=d(t)+C =F(y(t)+C.
Kako je x=w(t),t e (e, ), oBaj nocienwu u3pas je jeanak F(x)+C, mro 3Haum na

Baxu (3).
m
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Ocraje HaM joIl Ja MorjieaMo jeHy TeopeMy Kaja je ped o HeoJpe)eHuM HHTerpaauma.
Peu je 0 Tako3BaHOM MeTOAY MapIyjaaIHe HHTETpaIyje:

Teopema 4: Heka cy dyHkuuje U u V HempekuaHe y uHrepBany (a,b), u Heka umajy
HemnpekuaHe u3Boae U' u v'. Taxga je:

[ £09-9°09dx=109-9()—[g'09- f (x)dx.

Jokas:
[Ipema mpaBuity 0 U3BOY MPOU3BO/IA ABE (PYHKIIM]E UMaMO:

[U(X)-vO)T" = u'(x)-v(x) +u(x)-v'(x),
u(x)-v'(x) =[u(x) - veI'=u'(x) - v(x) .

OJaKIJIC CIICAn:

3aro je:

j u(x)-v'(x)dx = j [u(x)-v(x)]'dx — j u'(x) -v(x) dx
=IJ(X)-V(X)——IU'(X)-V(X)dX,

IITO J0Ka3yje skejbeHo TBpheme. [Ipu TOM HHTErpaid MOCTOje jep Cy MOAMHTErpaiiHe
(byHKIM]je HeTIPeKUIHE.

m
OBa ¢dopMyia ce decTo 3anucyje y kpahem oOJIMKY, akO HE HarjiamaBamo Ja (yHKIIH]e
U,V 3aBHce 01 x U ako ymecTo V'dX mumiemo dv, ogHocHO ymecto U'dX mumemo du:

judv:uv—jvdu.

5.5. KOMBUHATOPHUKA

Ob6nacT KOMOMHATOpUKE j€ 4YecTO HajnpolleMaTHyHHja YYEHHUIIMMa, a W Hama
HacTaBHUIIMMa HMje Oaml Jlaka 3a mpeaaBame. OBae hemMo mokazaTu Kako ce H3BOJE
ocHOBHE GopmyJie 3a nmpedpojaBamke MepMyTallfja, Bapujalrja 1 KoMOMHaIuja, aau hemo
uX Hajupe aAeduHUCATH:

Nepunnmmja 1: Heka je mar ckyn A={a,a,,...,a,} ox n enemenara. Huz on
K(1<k <n) pasnuuuTux WIaHOBa KOjU Cy €JIEMEHTH CKyrna A Ha3uBaMoO Bapujaiuja

ckyna 4 (ox n enemenara) kiace K.
VY caygajy Kk =n, Bapujarujy kimace N ckymna 4 Ha3MBaMo TepMyTaluja cKyma A.

Nepununmja 2: Heka je gar ckyn A={a,,a,,...,a,} ox N enemenara. [loackym of
k(1<k <n) enemenara ckymna 4 Ha3uBa ce KOMOMHaIMja Ki1ace K ox N enemeHara.

JlokaxxuMo caja TIPBY TEOpPEMYy KOja HaM TOBOPH O OpoOjy pasIWyuTHX BapHjaluja,
nepMyTayja, 0JHOCHO KOMOUHAIH]ja:
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Teopema 1: Heka je mar ckynm 4 ox N enemenara. Heka V,' o3HasaBa Gpoj cBux
Bapujanuja kinace kK oq n enemenara, Heka P, Oyne o3Haka 3a Opoj CBHX IepMyTaiuja
ckyna 4, a C, Heka o3HauaBa Opoj cBUX KOMOWHAaIHUja Kinace K oq N ernemenara (y cBUM
cilydajeBHUMa mmojipazymeBamo aa je 1<k <n). Tana je:
a)V,'=n-(n-1)-...-(n—-k+2)-(n—-k+1);
0) P,=n-(n-1)-...-2-1=nl;
V' _n-(n-1)-...-(n-k+1)

) Ce=tr T K1

Jlokas:

a) Heka X,X,,...,X, 03HadaBa MpOM3BOJbHY Bapujauujy xiace Kk  ckyma
A={a,a,,...,a,}. Ha mpBom mecTy y HU3Y X, X,,..., X, , Tj. IPBU WIaH HH3a, MOKE OUTH
om0 koju ox N enmemeHara ckyma 4. Ca cBakuM ojf N eJeMeHaTa Kao MPBUM WIAHOM

HU3a UMaMO Jia APYTY 4WiaH HU3a MOke OuTu Omiio koju o1 N—1 mpeocranux eiremMeHara
CKyIia A, TO jecT IPBH U JAPYTH WIaH HU3a MOTY ce u3abparu Ha N-(N—1) HaumHa. 3a cBe

TakBe M300pe MpBa JBa WiaHa uMamMo N—2 MoryhHoctH 3a u3bop Tpeher unana, ma ce
npBa Tpu wiaHa Mmory u3abpatu Ha N-(N—1)-(N—2) nHaymna. CAMYHUM MOCTYIKOM
3aKJbydyjeMo J1a ce K uiaHOBa HM3a MOTY W3abpartu Ha:
n-(n-1-(n-2)-...-(n—(k-2))-(n—(k-1) =
n-(n-1)-(n-2)-...-(n—k+2)-(n—k +1) nauuna.
0) Ilomro je, mo nedbuHUIUWjU, TEepMyTaluja ckyma 4 on N eneMeHaTa jeqHaka
BapHjalju Kiace N ckymna A, To je, mpema pe3yirary Hoj a),
P=V'=n-(n-1-....(n—-(n-)+2)-(n-n+2)=n-(n-1)-...-2-1=n!
6) On jenHe koMmOMHauuje kimace K, pemumMo X, X,,...,X,, MOIJIH OHCMO NPOMEHOM
HopeTKa WwiaHoBa, 100utu (npema 6)) P, = k! nepmyranmja ckyna {X;, X,,..., X, }, TO jecT,
k! Bapujarmja kimace Kk momasuor ckyma A4 om N enemenara. Ako je C; ykyman 6poj
KoMOuHaIuja kiace K o N egemeHara, Taza je, AaKie:
C,/-kl=V',

oJakie ce qobuja:

V n
CA =%

© ok

O

o camga cmo ce 0aBwiM Bapujandjama kiace K u mepmyranujama ckyna 4 ox N
eneMenara, qepuHUIYhr WX Kao HA30BE Cca Pa3IMYMTHM WIAHOBHMA KOjH Cy €JIEMEHTH
ckyna A. [lpu tome je 1<k <n. Meljyrum, MOKeMO MMOCMATPaTH U HU30BE KOJ KOJUX
MMa U 4JaHOBa KOjU HE MOpajy 00aBe3HO OMTH pazNu4uTH, Beh ce, Kako ce TO OOMYHO
Ka)ke, HeKM YWIaHOBHM MOT'Y U MTOHABJbAaTH y HU3Y. Y OBOM cilyudajy hemo pehu na ce paau
0 BapwjalMjaMa M MepMyTalldjamMa ca MoHaBJbamkbeM. JacHO je, Takole, Jga OBIEe MOXKe
outu u K > n. [Torneaajmo cana aeuHUIIN]Y:
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Nepununmja 3: Heka je nat ckyn A={a,,a,,...,a,}. Huz X, X,,..., X, (k>1) xox kora

HEKH YJIaHOBH HHM3a MOry Outu m MelycoOHO jemHaku Ha3MBa Ce Bapujaiuja ca
MOHaBJbameM Kitace K.

VKOJHKO ce Y HU3Y X, X,,...,X, IOjaBJbyjy CBU €IEMEHTH CKyma A, U TO &, TadHo K,
nyra, a, Ta4yHo K, myra, ..., &, Tauno K, myra (taga je K +K, +...+k, =k), rakaB Hu3

ce Ha3uBa IepMyTallija ca IOHaBJbAmbEM CKyIla 4 o1 N enemeHara kiace K.

[IpumeTumo aa KOA MepMyTallfja ca MoHaBJbakbeM Mopa OuTH K >N u Mopa ce 3HaTH
KOJIMKO IyTa C¢ CBAKHU €JIEMCHT MOHABJbA.
[Tornenajmo cazma Kako ce padyyHa Opoj OBaKBUX BapHjalyja U nepMyraiuja:

Teopema 2: Heka je nar ckyn A={a;,a,,...,a,}.

a) Axo ca V," o3HaunMo Gpoj cBHX BapHjanuja ca moHassbareM kiace K (k >1), taza je:
/N _ Ak
V,/=n".

0) Axo R;kz,--ﬂkn O3Ha4aBa OpOj CBUX MEpMyTallMja ca MOHABJbAKEM CKyIa A, KOJ KOJHX

ce eleMEHT @, IMojaBJbyje (mOHaB/ba) K, myra, enmemeHT a, K, myra, ..., &, K, myra,
Taja je:

n ok tk, + k)]
KiKyronky — .
v K-k, bk !
Hoxas3:
@) Ha npBom MecTy y HU3Y (Tj. IPBU WiIaH HHU3A) X, X,,..., X, MOXE CE HAJIA3UTHU OMIIO

KOjU 0J1 N elleMeHaTa, He3aBUCHO OJ1 OCTAJIMX WIaHOBA HU3a. VICTO BaXku M 3a cBa ocrana
MecTa y Hu3y (3a cBe ocTajie WwiaHoBe Hu3a). 3aTo he ykynmaH Opoj Bapujaluja TakBOT
TUTIAa OUTH:

0) YKOJIMKO TMPETHOCTaBUMO Jla Cy CBHM WIAHOBM y TEPMYTallUjU Cca TOHABJHABEM
pa3NMYMTH, Taja OWCMO HMMalk MepMyTalujy Oe3 moHaBbama on K, +K, +...+K,

eneMenata, Te je ykyman Opoj jemnak (K +Kk,+...+k )!. Kon cBake mepmyranuje ca
MOHABJ/HAKEM MOKEMO MEHATH MeCTa 4YIAHOBMMAa KOjU Cy jeIHakH @, a Ja ce
nepMmyTalyja He mpoMeHd. TakBuX pasmemitarba uMa K, ! CIudHO MOXKEMO YYHHHUTH ca
4JJAHOBUMA KOJU Cy jeHAKU a,. TakBH WIaHOBH MOTY MeHaTH MecTa Ha K,! HaunHa Ut
Jlakie, 3a cBaky IepMmyTalujy ca moHaBjbatbeM uma K MK,l...k ! mepmyranumja 6e3

MOHAaBJbaKka Y KOjUMa ce He Memha Mel)ycoOHU pacnope]l pa3IMuyUuTHX WIAHOBA CKyna A.
Memajyhu u TakBe pacriopene 100w OucMo yKymaH 0poj mepmyTaiuja 6e3 moHaBJbamba
oxn K, +k, +...+K, eremenara. 3aTo Baxu:

ktkt kR = (kK Lk )!

OJJaKIJIC je, KOHA4HO:
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p" (kg ko +k)!
ky Ky ok kll . k2| . kn| .

5.6. BUHOMHA ®OPMYJIA

, n
Hepununuja 1: bBuHOMHUM KOEPUIIMJEHTOM, y O3HAIU [kj(‘lI/ITa ce “n Hag k) ,rme

k,neR u 1<k <n, HazuBamo 0poj:
n-(n-1)-...-(n—k+1)
k! '

. . (n
[To neduuumUju je (Oj =1,
OcHoBHe ocoOuHe OMHOMHUX KoeduljeHTa aje HaM cieaeha Teopema:

Teopema 1: 3a GuHOMHE KOEDUINjEHTE BaXKU:

n n!
a) =—
[kj k!(n—k)!
5) m_(n ;
k n—k
n n n+1
8) . |+ = :
(kj (k +1] (k +1]
n
3a k=0 u k=n jegnakoct je TayHa jep je mo AeHUHHLUH [0}21 u 0!'=1, nok je

(n]: n(n-Y...(n-n+1) _n!

' —' =1. Heka je 1<k <n. Tana je, npema nepuHULINjH:
n n? n!

Jlokas:

N n(n-1)...(n-k+1) n(n-1)...(n—-k+1) (n-k)!
(k]_ k1 - k! (n—k)!
~_n(n-1)...(n-k+1)(n-k)(n-k-1)...3-2-1  nl
N ki(n—k)! ~ki(n—k)!
0) Kopumrhewem cBojcTBa a) 1061jamo jaa je:

ny n! n\_ n! B n!
[kj_k!(n—k)!’ [n—kj_(n—k)![n—(n—k)]!_k!(n—k)!’

. n n . .

ma je 3amcra [k} =( k} . OBO j€ TaKO3BaHO CBOJCTBO CHMETPHYHOCTH OMHOMHHX
n —

KoeuIMjeHaTa.

) [lpumeHOM jenHakocTH a) u unmbeHuile aa je k!=(k—-1)!-k, nodbujamo:
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m ( n ] : 0
+ = + =
k) \k+1) ki(n—k)! (K+1)!(n—k—1)!

_ n! { 1 . 1 }: n! k+l+n-k
kKin—k-1)! n-k k+1] kin—k-1)! (n—k)(k +1)

B n! n+1 (+)! (n+D)!  (n+l
_k!(n—k—l)!‘(n—k)(k+1)_(k+1)!(n—k)!_(k+1)!(n—k)!_(k+1j'

OBHM CMO JI0Ka3aiv MpaBUjIo cabupama OMHOMHHUX Koe(uIrjeHara.
m

Ha3u OMHOMHHU KOe(pHIHUjEeHT y BE3M je ca pa3BojeM Omnoma (a+b)". Haume, 3a

N=2 u N=3 uMaM0 UACHTUTETE:
(a+b)>=a*+2ab+b?* (a+b)’=a’+3a’b+3ab®+b°,
KOj€ MOKEMO MUCATH Y 00IUKY

(a+b)? :[zjaz +(Zjab+(2)b2;
0 1 2

(a+b)® = (3] a® +(3J a2b+(3j ab® +[3] b®.
0 1 2 3

ITocTaBba ce muTame pasBoja 6bmHoma (a+b)*.(a+b)®,...Onrosop Ha TakBO nuTame
naje cneneha reopema:

Teopema: Baxu cnenehu uieHTUTET:
n n n n n 1
(a+b)"=| |a"m’+|  |a"'+| _|a"h+...+ ab"™+|  |a%", @
0 1 2 n-1 n

wiu kpahe:
n.n
(a+b)"=>| '|a"*b* ,neN.
k=0 k
Oga (opmyina ce Ha3uBa OMHOMHA (opMyIIa WIH H)yTHOBal3 O6uHOMHa (hopMmyIa.

Jlokas:
Jloka3 6uHOMHOT oOpaciia H3BOAM ce IMyTeM MaTeMaTuike nHaykuuje. 3a N =1 dhopmyna

(1) uma obnuk:
1 1
(a+b) = [0] a'b’ +£J a’v'=a+b,

HITO j€ OYUTIIETHO TauHO.
Hexka je popmyna Tayna 3a HeKO N, OJJHOCHO HEKa BaXKU:

n n n n n
(a+b)"=| |a"0’+| |a" ' +| _|a" % +...+ ab"t+| |a%".
0 1 2 n-1 n

3 Ycak bytH (enr. ser Isac Newton 1643-1727) — enrnecku MaTeMatiaap,pusmdap i Gpuao3od
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Tana je:
(a+b)"™ =(a+h)"-(a+h)

:Kn]a“bo+(nJa"‘lbl+[nja”‘2b2+...+( " ]alb”‘1+(nja°b”}'(a+b)=

O l 2 n—l n

P I P L A P e | L I B | Y L PUS S
_(n+1 1410 n+1 bt n+1 e n+1 ab" 4 n+1 %™

mTo 3Ha4yM na je popmyna (1) tauna m 3a n+1. HamomeHumo ga cMo y mocienmeM
KOpaKy MPUMEHWIM TPaBWIO O cabupamy OWHOMHUX KOe(pHIIMjeHAaTa M jEeITHAKOCTH

n_n+1_n_n+1_1
o) L o) \n) \n+1) ™
5.7. IOAATAK Y3 IIETO INOI'VIABJBE

VY oxBupy oBOT THoriasjba hemo pasmMoTpuTH aBa npobiema. [IpBu ce Tuue ananmse a
Ipyru Teopuje BepoBaTHohe:

3anarak 1: Jlokasatu na je 7° <e”.

Pewerve:

[IpeTmocTaBUMO CYIpOTHO: Heka je 7° >e”. Taja, Ha OCHOBY OCOOHMHA JIOTapUTaMCKe
¢byHKIIMje MOpa Ja BaXH U:

Inz® >Ine”,

OJTHOCHO:
e-Inz>x-Ine,

TO jecT:

e-lnz>r.
Axo 00e cTpaHe NoCIIeIle HejeTHAaKOCTH NoJenMo ca In 7z, mobujamo:

e>——.
Inz

Axo Oucmo nocmarpanu Gyakumjy f(x) = Ii uynju je nomen D, = (0,+0), npumeHoM
nx

MPBOT U3BOA 0NN OMCMO 110 cieneher pesynTara:
f'(xX)<03a xe(0,))v(Le), o ject: f(X) je omamajyhaza xe(0,)u(le) u
f'(xX) >0 3a xe(e,+x), 1o ject: f(X) je pactyha3a X € (e,+x).
Ha ocHoBy Tora mMamo jaa je MUHUMYM oBe (yHKuuje Tauka (€,e). To 3Haum na je

T )
f(n)= W >e. Jlouwm cMo 10 KOHTpaaukImje. Jlakie, Baxu 7° <e”.
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Hpyru npobGneMm, koju hemo canga morjenaTu Oa3upaH je Ha TEOPHjU BepoBaTHohe.
[IpoGnem je mo3HaT Kao BI/IQ)OHOB14 po0JIeEM U €BO KaKO OH TJIaCH:

3aparak 1: Y paBHHM je aT CKyIl MapajelIHuX MpaBUX, IPH YeMy je pacTojame u3Mehy
owro koje aBe cycemne npaBe d(d >0). Ha paBan ce Oama urna ayxuuae | (I <d) .

Oppenutu BepoBaTHONY Jia UIJIa ce€4e HEKY O] IPaBUX.

Pewerve:

Jla 6ucMO mpelnId Ha caMo pelaBambe npodiiemMa MopaheMo MpBo Ja OIPEIUMO MOJIa3HEe
€JIEMEHTE ¥ M3BPIIMMO HEKa pa3Marpama.

YourMo 3a moverak ciy4dajHe BEJIMYMHE KOje Cy HaMm o1 uHTepeca. Mcxo ekcriepuMenTa
je ompeheH mosoxkajem uriie y paBHu. 300r yciaoa mo kome je | <d jacho je na uria He
MOJKE Jia cede BHUIIE O jeJTHE MpaBe, Ma je JOBOJFHO MOCMATPaTH IMOJIOXKA] Y OJHOCY Ha
HajOIKy MpaBy.

d P

I
VY omHocy Ha mocMaTpaHy MpaBy, TOJIOXKA] WIJVIE j€ Yy TMOTIYHOCTH ojapeheH aBeMa
CIIy4ajHUM BETUUMHAMA:

X — yrao wurie y oJHOCY Ha MPaBy MEPEH y MO3UTUBHOM CMEpY;

Y — yaJbeHOCT CpeuIITa UTJIe OJ1 TIpaBe.

3a oBako AeUHUCAHE CITyuajHE BETUUNHE BAXKU:
d
O<X<rzmwu O<Y<E.

ITornenajmo caga npoctop Moryhux ncxoaa. OH oaroBapa NpaBoOyraoHUKY Ha CIULIM:

Y Kopsx Jlyj Jlexnep Budop (dp. Georges-Louis Leclerc, Comte de Buffon 1707-1788)- dpaniycku
MareMaTH4ap U MPHPOIEHAK
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[SHF-R

m X

Anrebapcku onMcaH 0Baj MPAaBOYTaOMHUK UMa OOJHK:
H:(X,Y):{(x,y):OSXSmOS yg%},

rae X, Y NpelncTaBibajy peajin30BaHe BPEIHOCTH ClyyajHUX BeauunHa X u Y .

Jlasbe je moTpeOHO OAPEIUTH IPOCTOP MOBOJEHHX HMcxona. Tpeba na mperno3HamMo oHE
TayKe MPOCTOpPa CBUX HCXO/a y KOjHUMa HIJIa Ce4e HEKy OJ MPaBUX, OJAHOCHO, TAUuKe Y
KOjuMa Cce pealn30Bao eKcrepuMeHT. Mriia cede rnpaBy yKOJHMKO je pacTOjambe CPeAUIITa
UIJie O] TE MpaBe JOBOJBHO MO 32 HEKYy (HUKCHUpaHy YraoHy MO3HMIH]y HIiie. AKO

. I . .
KOOPJAMHATY IO Kpaja Wrje HalUIIeMO Yy OOJIUKY y—Esm X, 3aKJbydyjeMO Jia ce
MIPECEK jaBJba YKOJIHUKO je OBa BPEIHOCT HETaTHBHA, OJHOCHO, aKO BAXKU:

I .
<—sinx.
Y 2

ITorpeOHO je jom na oOXpeauMO 3ajeJHHUYKY pacHojely BepoBaTHOha cCiydajHUX
BenmnunHa X wu Y. Ta pacnoxmena je oapehena HUXOBOM 3aje JHUYKOM (YHKIIH]OM
ryctune f, . (X, y). la Gucmo my oapeaunu, MOpaMo TpPBO BUJETH HA KOjU HAUMH CE
eKCIepuMeHT u3BoAU. byayhu na ce urna Oara Ha cilydajaH HauMH, MOXXEMO CMAaTpaTu
na je pacronena ciydajHe BenmuumHe X yHudopmHa Ha mHTepBany [0, 7], Tako na je
HBEeHa MapriuHajiHa I'yCTHHA paciojierne:

fx(x):i, 0<x<r.
T

Ha uctu HaumH MOXeMO cMmaTpaTH M JAa clydajHa BeaudnHa Y MMa pPaBHOMEPHY
pacniofeny Ha uatepsaiy [0,4], Tako 1a je leHa MapruHajIHa TYCTHHA PacIoIele:

2 d

f =—, 0<y<—.
v (Y) r y=5

AKO MpPUMETHMO Jla YraoHU II0JIOXKA] WIVIE HM HAa KOJU HAYUMH HE 3aBUCHU OJ HEHOT
pacTojama O]l TIpaBe, 3aKJbydyjeMo Jla Cy ciydajHe BenmunHe X W Y HesaBucHe. To
3Ha4M Jla je MHXOBa 3ajeJHMYKa TYCTHHA paclojiele jeHaKa INpPOU3BOJY HUMa
oJiroBapajyhux MapruHajiHUX T'yCTHHA:
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2 d
f(x,Y)(X1Y)=E, 0<x<m, OSySE'

Ocrtaje HaM jorl Aa oApeauMo TpakeHy BepoBaTHohy. To hemo ypaautu tako mrto hemo

WHTETrpaUTHU 33] ez[HI/Iqu I'YCTHHY Ha MPOCTOPY MOBOJHHUX MCXO/A:

|
7smx 75|nx

P= ][' J‘ —dxdy——'[dx j dyzﬂl—dIsinxdx:z—

0 0 zd
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3AK/bYYAK

[Tokymao caMm Ja y OBOM pajay Majo JeTajbHHje IMPOYYUM JI0Ka3e TeopeMa Koje MU
MaTeMaTHYaph CBAKOJHEBHO KopucTtuMo. Takole, jkeJba MU je Owia Ja arncTpakTHE
J0Ka3e, KOJIMKO TOJIMKO YYMHUM 3aHMMJBMBHjUMA, J]a YECTO TIIOMa3HE JJOKa3e CBEIEM Ha
Mepy Koja OM Moria OWTH pa3ymMJbUBa U HANpPEIHUJUM CPEIHOIIKOIINMA, a ca JpYyre
CTpaHe Jla TH JIOKa3H U JaJb€ OCTaHy KOPEKTHHU.

Cmatpam na O6u nmemu OWJIO JajeKko JIakUIie Ja yrmamTre mojenuHe (opMmyse HIu
TeopeMe Kaja O 3HaIM Ha KOjH HAuMH Ce JI0 BHX JI0Ja3H, yMECTO IITO UX CaMo J00H]jy Y
TOTOBOM OOJTUKY.

Baxnoct nmokasa y maremMatunM je BUIIecTpyka. Kox ydeHHMKa pa3Buja JIOTHUKO
MUIIJbeHE. [l0Ka3 ce CIMKOBUTO MOXKE MIPUKA3aTH Kao je/laH JIaHall Ha YUjeM MOYETKY Cy
MMOCTaBJbEHH YCJIOBH a Ha Kpajy TpakeHH pe3yntar. Mu nokasyjyhu oapeheno tBpheme
kpehemo of mpernocraBku Koje cy HaM jaate y hopmynanuju TBphema. Ha ocHOBY mHX
U3BOIUMO OJpeheHn 3akipydak, Ia Ha OCHOBY TOT 3aK/bydKa HOBH 3aKJby4aK M TaKO
peoM CBE JJOK HE CTHUTHEMO JI0 IIUJba — KEJHEHOT pe3yaTara. YKOJIMUKO ce IMOKUIa CaMmo
jeAHa Kapuka y OBOM JIaHIly, 4HWTaB JaHan he ce pacmactu. Jlpyrum pednma,
MaTeMaTHYKH JJ0Ka3 HE BPEIM HUINTA aKO CaMo jeaH o Melykopaka HHje TadaH (U
Huje 1o0po 3acHoBaH). Cnuka naHna mel)yTuM Huje Oall cacBUM BajbaHa jep HUje CBAKU
apryMEHT y TOM JIaHIy jeJJHAKO BaKaH W HE JI0JIa3W CE JI0 CBAKOI HOBOT apryMEHTa
JeIHAKO JIaKo, OTHOCHO TEIIKO. Takole, MU peTKo yHarpe] 3HaMo Kako Tpeda 1a u3riena
crenehn Kopak, KOJMKO je BEIMKH M y KoM cMmepy Tpeba mhu. Kama 6m Omno Tako,
MaremaTuka Ou Omina Beoma JocaaHa. JlokazuBame je KpeaTHBHA, CIOPTCKA M YMETHHYKA
aKTHUBHOCT KOja ce He Moxe ucranupatu. Kao mro cmo Beh momeHynu, peTko kajaa Ha
MOYETKY J0Ka3a 3HaMO TayaH IyT JI0 HETOBOI Kpaja. 3HAMO CaMo MOYETHY M Kpajiby
Tayky. MoryhHocTH 3a npaBJbeme nyTa u3mely te ase Tauke uma MHoro. [Torpe6Ho je 3a
noyetak Hahu Oap jeZaH TakaB IyT, a KACHUj€ MPOBEPUTH Ja JIM je Taj MyT ONTHUMAaJaH
WJTU TIOCTOJU ,,jepTuHHU]e" pememe. Tpeda BOAUTH padyyHa O TOME Ja CBaKH KOPaK Ha TOM
nyTy Mopa OuTH cTabuiaH, OJHOCHO CBaKM HOBM 3aKJby4ak Mopa OUTH MaTeMaTHYKH
KopekTaH. OHO MITO MPHUIIMKOM TIPaBJbEHha TOT IyTa CMEMO Jla KOPHCTUMO jecy TEMEJbH
Koje je Heko Beh mocTaBuo (oka3zaHa MaTeMaTU4Ka TBphema).

Beowma uecto ce Tparajyhu 3a gokazom oapeheHe Teopeme J0JIa3uI0 0 MHOTO JPYTUX
Benukux oTkpuha. Heperko, kajga mokaszyjeMo TeopeMy ceOM MOCTaBUMO HEKOJIUKO
MehylupeBa Kako OMCMO JIakie JOLUIM /0 IVIaBHOT Iuiba. Takohe, Hekaa KpeHeMo
MOTPELIHUM IyTeM M Ha TOM IyTy MpoHaheMO HEITO LITO YOMIITE HUCMO TPaKWIH
aJly j€ JeTHaKO BPEHO Kao U IMJb 3@ KOJUM TparaMmo. YNpaBo Cy U MHOTE€ BaKHE TeopeMe
JI0Ka3aHe Oall Ha OBaKaB HAUMH.

AKO ce 3a TpeHyTaKk BpaTHMO Ha TPUYy O JIOKa3zy Kao O JYyraykoM JaHiy, Tpeba
00paTUTH Naxmwy Ha cienehy cTBap. Y YUTaBOM JIaHIy apryMeHTaltje JOBOJbHA j& Maa
HEeMaXmka, CUTHA TPelIka W CBE OJUTa3W y mpomnacT. Ty W JIeKM OCHOBA MaTE€MaTHKE:
CKOpO TayHO je UCTO WITO W morpemHo. Tpeba mmatu Ha ymy M Ja je JOKa3UBame
KpeaTtuBaH mporiec onrtepeheH rpemkama. Jlemasa ce ja ycnemo Ja JOKaXeMO HEIITO
HITO je IPOTUBYPEUHO Npeharime qokazaHuM Teopemama. Tana Tpeba OUTH yropaH U He
OJIyCTaTH CBE JIOK C€ HE OTKpHje HEHaMepHa, BeoMa 100po cKpuBeHa rpemika. nax, Ty je
HCKYCTBO IIPECy/1aH eeMEHT.
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Kana yuenuru 3akopade mano ny0Jbe y CBET MaTeMaTHKE, MOXKEMO UX TPEHUPATU U
Ha cinenehn HauwmH. M3BemheMo moka3 Hekor TBphewa Koje HHUjE TaYHO U MPUIUKOM
JI0Ka3a HampaBUTU Trpemky. Taga 6u Tpebaso MyCTUTH YYEHHUKE Ja MOKYIIajy caMH Ja
Hal)y mTa To y JoKa3zy Huje BaJbaHo. CeTUMO ce Ha mpumep ,,joka3a™ na je 0=1. I'pemky
y TOM 4yJIHOM J0Ka3y Ou Moruu Ja Hal)y Beh y4eHUIM y IpBOM pa3peay Cpeamhe LIKOJIE.
Jlo oBor pesynirara ce J0Jia3d Tako HITO C€ Yy JEeJHOM KOpaKy JoKa3za M3BPILU JIEJbCHE
HYJIOM, IIITO HApPaBHO HUje 103BOJbEHO. Vn, Ha mpuMep, Kaja ce paau J0Ka3uBambe Ja cy
onpeheHr KOpeHW HpalmoHaIIHU OpojeBH, Tpebayio OW Moka3aTd y4eHHIUMa U ,,JI0Ka3™

na je J4 uparmoHaiian 0poj. HapaBHo na cBa jera 3Hajy Ja je BpeIHOCT OBOT KOpEHa 2,
IITO je panroHaNaH Opoj, Ma CaMUM TUM 3HAuH JIa HETJE y MPUKA3aHOM JO0Ka3y MOCTOjU
rpemka. Bepyjem na Ou OWIIO MHTEPECAHTHO MYCTHTH YYEHUKE Ja MpoHaly rpemky y
OBOM “‘7i0Ka3y”’. YIIpaBo OBaKBH MPUMEPH, yTUUY Ha TO Ja JIela y4e J1a pa3MUIILbajy a He
Jla caMO yCBajajy MmojMoBe 0e3 MMalio pa3MHIILbamkba U CBECTH O OHOME IITa y4Ye.

Jomr jeqHOM OWX Harjacwo ja je usBoleme GopMylia, OJHOCHO JOKA3UBALE TEOpEMa,
OJUTMYaH HAaYMH 33 MMOBE3WBamEe HOBUX IMOjMOBa ca Beh HaydyeHuUM rpamuBoM. HapaBHo,
He Tpeba oTmhmM HH y JIpYry KpajHOCT Ta CPEIHOIIKONIE YIHaBUTH Ca CYBOIAPHUM
J0Ka3uMa, To OM OMO HAuWH J1a JIelly jOII BUIIEe 0J0UjeMO O]l MaTeMaTHKe, a TO HUKOME
O]l HaC HHj€ [UJb.

He tpeba Hu Tepatu Jeiy aa ydue J0Ka3e HaraMmeT. 3a CPeIHOIIKOJICKA HUBO OWlo Ou
CacBHM JIOBOJBHO JIa pa3yMejy JIOKa3 U Jia CTeKHY ocehaj 3a HauWH Ha KOjU CE TeopeMe
noka3yjy. Takohe, BaXXHO je J1a Jlera y TOM y3pacTy yMejy Jia TpOICHEe, KaJla BUIC HEKH
JI0Ka3, Jia JIM je TO 3a;McTa JI0Ka3 TeopeMe WM je y MUTamy caMmo oapeheHu crerujanan
cirydaj. Jom 6m Tpebano ycaauTH ydyeHHIIMMa y CBECT Ja CBAKH O MOTPEOHMUX yCIIOBa 32
BaXCHE HEKE TEOpEME MOPaMO MPOBEPUTH aKO KEIUMO Jia yIOTPEOUMO Ty TEOPEMY.
Yecto ce necu a ce IpUIMKOM ojipel)eHoTr Toka3uBama M030BEMO Ha HEKY TeOpeMy aju
Ja TOM TPUIMKOM 3aHEMapuMoO ,.CUTaH ycinoB. Tako ce MoXe JoKa3aTH MHOTO
HeoOnyHUX TBphemwa, Koja HapaBHO HUCY TavyHA.

CBe y cBeMy, OHO IITO He OM CMeJOo Ja ce JIellaBa jecTe Ja YUCHIIH 3aBpIle CPeamby
1IKoJly (IIPBEHCTBEHO T'MMHAa3Wjy) a Ja JoKa3e yomiure He cycperHy. Kao mro cam
HaroMeHy Beh MHOro myra, JOKa3u MPEACTaBibajy CpXkK MaTreMaTuke U 0e3 HUX
MaTeMaTHKa TpecTaje Jga Oyne Kpajbulla CBUX HayKa M MpeTBapa ce y HayKy CYMEHBOT
KBAJIUTETA M jOIII CYMEbMBHJUX PE3yJITaTa.

VY kpajmem citydajy oBaj paa Moxe Ja Oyae WHTEpPECaHTHO IITUBO Kojierama Koju
pazie y cpedmiM IIKojaMa Kako O Tectupanu cede U BUAETU KOJUKO TeopeMa 3Hajy 1a
JIOKaXy CaMH, a KOj€ I0Ka3e Cy BpeMEeHOM 3a00paBUIIH.
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