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P REDGOV OR

U mnogim oblastima matematike se ¢esto na posve prirodan nac¢in
javljaju dve ili viSe razlicitih struktura istovremeno na posmatranom prostoru.
Pritom se prirodno namece pitanje njihove medjusobne povezanosti, kao i uti-
caj jedne strukture na drugu. Jasno je da se u takvim prostorima sagledavaju
kvalitativno nove osobine, ¢ime se sti¢e potpunija slika o posmatranim prosto-
rima.

Uredjenje se u tom smislu javlja kao struktura koja je prirodno po-
vezana sa drugim struktura ma, bilo da ih generise, bilo da je sa njima pove-
zana na neki drugi na¢in. Realna prava, kao model od koga se polazi u mnogim
sluéajevima pri prouc¢avanju raznih problema, pretstavlja najbolji pri mer pro-
stora na kome se javljaju topoloska, uredjajna i grupna struktura, koje su me-
djusobno prirodno povezane. Uredjene grupe, topolo§ke mreze, topoloski ure-
djene grupe, uredjeni topoloSki vektorski prostori su oblasti koje se upravo ba-
ve proucavanjem prostora na kojima je pored uredjenja zadana i neka druga
struktura.

Materjal koji je izloZzen u ovom radu usmeren je ka ispitivanju pro-
stora na kojima su istovremeno zadane topoloSka i uredjajna struktura, pri ce-
mu su te strukture uvek povezane odredjenim uslovima.

Proucavanje ove problematike javlja se ¢etrdesetih godina u radovi-
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ma Birkhofa i Nahbina, da bi u danagnje vreme dostiglo svoj puni zamah u ra-
dovima mnogih matemati¢ara. Stoga su i pristupi proucavanju ove problemati-
ke raznovrsni. U radu se tezilo da se pored originalnih rezultata, koliko je to
moguée, izloZe osnovni rezultati u prou¢avanju ove materije, kako bi se stek-
la to potpunija slika o ovoj relativno novoj oblasti.

Rad se sastoji iz ¢etiri dela koja su oznacena rimskim brojevima .
Svaki deo se sastoji iz odeljaka koji su oznaceni arapskim brojevima. Nume-
racija definicija, stavova i teorema tece neprekidno u svakom odeljku poseb-
no. Pri pozivanju, na primer, na teoremu 1. III.2., re¢ je o teoremi 1. dru-
gog odeljka treéeg dela. Oznake dela, pa i odeljka su izostavljeni ukoliko se
ima u vidu definicija, teorema ili stav iz istog odeljka, odn. istog dela.

U prvom delu su uvedeni neki pojmovi iz opSte topologije i teorije
mreza koji su neophodni u daljem radu. Dokazi teorema iz ovog dela mogu se
naéi u klasiénim delima op&te topologije i teorije mreZa.

U drugom delu se prou¢avaju prostori na kojima su istovremeno za-
dane topolo§ka i uredjajna struktura. U svimrazmatranim sluc¢ajevima te dve
strukture su medjusobno povezane tako, Sto je uredjenje okarakterisano u to-
pologkim terminima. Rezultati koji su izloZeni u ovom delu, u slu¢aju diskret-
nog uredjenja daju dobro poznate rezultate opste topologije. Pritom ovi rezul -
tati nose u sebi jednu novu dimenziju koja je dobijena istovremenim razmatra-
njemtopoloske i uredjajne strukture na posmatranim prostorima ., Svi rezulta-
ti drugog, treéeg i etvrtog odeljka, kao i teoreme 1.5., 1.6. 1 5.4. ovog de-
la su originalni.

Tredi deo je posveéen izu€avanju ravnomernih prostora na kojima
je zadano uredjenje. Te dve strukture su povezane kvaziravnomernom struk -
turom koja ih generiSe. Ovu prirodnu povezanost tih dveju struktura prvi je u-
otio i prouc¢avao Nahbin. Prostore u kojima su te dve strukture tako povezane
nazvao je ravnomerno uredjenim. Uredjenje u takvim prostorima je neprekidno

u odnosu na ravnomernu topologiju istih. Rezultati koji su izloZeni u ovem delu
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odnose se iskljué¢ivo na takve prostore. U poslednjem odeljku ovog dela prou-
c¢ava se uobiajena ravnomerna struktura realne prave. Dokazano je da jerav-
nomerna struktura realne prave u odnosu na prirodno uredjenje ravnomerno u-
redjena struktura. Rezultati drugog i petog odeljka, kao i teoreme 1.1 1i 1.8. 0~
vog dela su originalni.

U poslednjem delu ovog rada prou€avaju se prostori bliskosti na ko-
jima je zadano uredjenje. Relacija bliskosti je sa uredjenjem povezana relaci -
jom kvazibliskosti koja ih generife. Uredjenje u tim prostorima je takodje ne-
prekidno u odnosu na topologiju generisanu relacijom bliskosti. Prvih pet ode-
ljaka ovog dela odnose se na proucavanje takvih prostora. U Sestom odeljku
razmatra se specijalni tip uredjajne topologije i njena povezanost sa relacijom
kvazibliskosti. Dokazuje se da za svaku topologiju postoji kvaziuredjenje koje
na odredjen nacin indukuje zadanu topologiju. Poslednji odeljak ovog dela prou-
¢ava saglasnost topologije i uredjenja. Sa tog stanovista su razmatrane sve to-
poloSko-uredjene strukture koje su u ovom radu prouc¢avane. Svi rezultati dru-
gog, treeg, Cetvrtog, Sestog i sedmog odeljka su originalni.

Na kraju rada je dat spisak literature.

Posebno mi je prijatna duznost da se zahvalim pro-
fesoru DuSanu Adnadjeviéu, pod éijim je rukovodstvom ovaj
rad radjen, koji me je svojim savetima i sugestijama usme-

ravao u toku rada.



I.UvOD

1. KVAZIUREDJENJE I UREDJENJE

Neka je P proizvoljan neprazan skup. Relacijom na skupu P nazivamo
potskup u Dekartovog proizvoda PxP. Ako je par (a,b)e U , za elemente ai b
kaZemo da su u relaciji p 1ipiSemo ap b.

Ako je R potskup skupa P na kome je definisana relacija p , tada za
relaciju u " definisanu na R sa

a pab qg apb

kazemo da je indukovana relacijom p .

Svaka relacija p definisana na skupu P indukuje relaciju p—I na sku-
pu P.sa

(a,p)ep 1 2 (b,a)ep .

Ovako definisanu relaciju nazivamo inver znom datoj relaciji i . Lako je vi-
deti da su relacije p i ;.k-l definisane na skupu P simetri¢ne u odnosu na di -
jagonalu A p= {(x,x) : x€P} skupa P.

Zarelacije 4 i V definisane na skupu P definiSe se kompozici-
ja pey relacijap i VvV . Elementi a,b€P su u relaciji pov , ako postoji ele-

ment c€P tako da je (a,c)ev i (c,b)ep .



Relacija p definisana na skupu P je
(Ul) refleksivna, ako je ap a za svako a€P ,
(U2) simetri¢na, ako iz apb sledi bua ,
(U3) antisimetri¢na, ako iz aub i bua sledi a=b ,
(U4) tranzitivna, ako iz apb i buc sledi apc .

Relacija | definisana na skupu P je relacija kvaziuredjenja,
ako zadov oljava uslove (U1) i(u 4) . Relaciju kvaziuredjenja koja zadovoljava
uslov {U3) nazivamo ured jenjem . Lako je videti da je relacija @ definisa-
na na skupu P relacija kvaziuredjenja onda i samo onda, ako je A p< M i Hop
CH . Relacija p je uredjenje na skupu P onda i samo onda, ako jepop=p i
pn p_l =A p-

Za skup P na kome je definisana relacija kvaziuredjenja (uredjenja)
p kaZemo da je kvaziuredjen (uredjen) i oznafavamo ga sa (P,M ). U daljem
radu éemo za relaciju kvaziuredjenja (uredjenja) uglavnom koristiti oznaku <.

Neka je (P,<) uredjen skup. Za elemente a,b€P kaZemo da su upo-
redivi, ako jeagb ili bg a; u protivnom kaZemo da suneuporedivii pi-
Semo anb. Uredjen skup u kome su svaka dva elementa uporediva nazivamo to-
talno ililinearno uredjenim. U literaturi se ¢esto totalno uredjen skup
naziva lancem.

Neka je < relacija kvaziuredjenja (uredjenja) definisana na skupu

P. Relacija Sd definisana sa:

b def b
je relacija kvaziuredjenja (uredjenja), koju nazivamo dualnom u odnosu na
relaciju < . Iskaz u terminima kvaziuredjenja (uredjenja) koji se dobija zame-

nom relacije ¢ sa <4 nazivamo dualnim prvobitnom iskazu. Pritom vaZzi

PRINCIP DUALNOSTI: Ako iskaz o delimiéno uredjenim skupovi-
ma formulisan u opStelogi¢kim terminima i terminima u -
redjenja vazi, tada vaZi i njemu dualan iskaz.

Pozivajué¢i se na ovaj princip, formulacije dualnih pojmova kao i do-



kaze dualnih stavova u daljem tekstu uglavnom ne¢emo navoditi.

Neka je (P,<) kvaziuredjen (uredjen) skup. Potskup GC PxP formi-
ran od onih parova (a,b)EPxP za koje je x ¢ ynazivamo grafom kvaziuredje-
nja (uredjenja) <. Ako su a,beP za koje je a<b, tada skup onih elemeneta
xe P koji zadovoljavaju uslov a<x <b nazivamo zatvorenim intervalom
i oznafavamo sala,b] . Skup onih elemenata xEP za koje je x £a nazivamo le-
vim poletnim zatvorenim intervalom ioznatavamo sa (=,4a] .Du-
alno se definife desni pocetni zatvoreni interval a,~).

Za potskup A delimino uredjenog skupa P kazemo da je opadajuci,
ako iz a<b i be A sledi a€ A. Svaki potskup B delimic¢no uredjenog skupa P na
jedinstven na&in odredjuje najmanji opadaju¢i skup d(B) koji sadrZi skup B.Tac-
ka a je element skupa d(B) onda i samo onda, ako je a<b za neko be€B. Drugim
recima, skup d(B) se moZe prikazati kao

d(B) = |J (=,a] .
acB
Da bi skup A bio opadajuéi, potrebno je i dovoljno da je A = d(A). Dualno se

defini¥e pojam rastuéeg skupa, kao i najmanjeg rastuéeg skupa i(B) koji sa-
drzi skup B.

Potskup A uredjenog skupa P je konveksan, ako iza,b€Aiax<h
sledi [a,H € A. Pritom svaki potskup BCP na jedinstven nacin odredjuje najma-
nji konveksan skup c(B) koji sadrzi skup B. Tacka b je element skupa c(B) onda
i samo onda, ako postoje elementi a,c€B tako da je agb=<c.

Preslikavanje f delimi¢no uredjenog skupa (P,'Sl) u delimiéno uredjen
skup {R,sz) jeizotono ili rastuée (antitono ili opadajuée), ako
iz x g y sledi f(x) -_:,2f{y) (f(y)< 2f(x.) ). Preslikavanje f je dualno izoto-
no (antitono), ako iz f(x) £2f(y) sledi x< ¥ (y< Ix). Obostrano jedno -
znacno preslikavanje f delimi€nouredjenogskupa P na delimicno uredjen skup
R koje je istovremeno izotono i dualno izotono, nazivamo uredjajnim izo -
morfizmom .

Neka je {(Pi,si} : i€1} priozvoljna familija kvaziuredjenih (ure-

djenih) skupova, a P = 1'[13'i proizvod skupova Pi. Tada se na skupu P moze
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uvesti kvaziuredjenje (uredjenje) na sledeé¢i nacin. Ako su x= (xi),yz(yile P,
stavimo da je
def .
Xay —=s xi-s,yi za svako i€l
Lako je proveriti da je ovako definisana relacija < na P kvaziuredjenje(ure-

djenje) . Ovakodefinisano kvaziuredjenje (uredjenje) nazivamokardinalnim.
2. MREZE
Skup L na kome su definisane dve razli¢ite operacije, koje svakom

paru (a,b)ELxL pridruzuju elelment aVb odn.aAb skupa Lnazivamo mreZom ,

ako su zadovoljeni slededi uslovi:

(1.1) (Va,beL) avb=bva (JT) (Va,b€L) aAb=DbAa
L) (Va,b,c€L) aV(bVc) = (avblve L,) (Ya,b,ceL) aA(bAc)=(ahb)Ac
(La) (Va,beL) aV(aAb)=a (1.3,) (Va,beL) aA(aVb)=a

Svaka mreza se moze okarakterisati pomoéu uredjenja. U tom cilju
uvedimo neke pojmove koji su za to neophodni.

Neka je (P,<) uredjen skup. Za element kazemo da je gornja gra-
nica skupa HCP, ako je h<a za svako heH. Gornja granica a skupa H je su-
premum skupa H, ako za svaku gornju granicu b skupa H vaZzi a<b. Pojam
donje granice iinfimuma definiSu se dualno. Supremum skupa H ozna-
cavamo sa supH, a infimum sa infH.

U svakoj mrezi se na prirodan nacin moze uvesti uredjenje pomocu
operacija mreze. Preciznije, vaZzi sledeta
TEOREMA 1. Neka je (L,A,V) mreza. Tada je sa

a<b <§9_—f> aAb=a
na skupu L definisana relacija uredjenja. Za ovako defini-
sanu relaciju uredjenja i proizvoljan konacan potskup{al,
a ,...,an}elemenata mreze L postoji supremum i infimum i

2

pritom vazi: 5

n
inf{al,az,...,an}= /\ a, sup{r;ll.,az,...,an}=\/l.:-xi 5
i=1 i:



StaviSe, vazi obrat, koji istovremeno daje alternativnu definiciju mre-

Ze u terminima uredjenja.

TEOREMA 2. Neka je (L, ) delimiéno uredjen skup u kome sva-
ka dva elementa imaju supremum i infimum. Tada je skup
L mreza u odnosu na operacijje A i A koje su na L defini-
sane sa

aAb = inf {a,b} ’ aVb = sup{a,b} .

Neprazan potskup RCL je podmreza mreze (L,A,VY) ako je za sva-
ka dva elementa a,b€R aVb,aAbeR. Ocigledno je svaki lanac mreze L podmre-
za mreze L. Skupovi (=,a] i [a,=) su takodje podmreze mreze L.

Mreza (L,A,V) jedistibutivna, ako su zadovoljene sledete ak-
siome:

(L4} (Va,b,ceL) aA(bVc) = (aAb)V (aAc)
(L) (Ya,b,c6L) aV(bAc) = (aVb)A (aVe) .

Ako je u mrezi L zadovoljena aksioma (L4) tada je zadovoljena i ak-
sioma {L4,) i obratno. Mreza L je dakle distributivna, ako je zadovoljena jed-
na od aksioma (L4) i (L4,). Lako je videti da je dualna mreza,kao i svaka pod-
mreza distributivhe mreze distributivna.

Ideal mreZe L je svaki neprazan potskup IC L koji zadovoljava sle-
dete uslove:

(Il) (Va,bel) aVberl,
(Iz) (Vael) (Vxe€L) apxsI .

Lako je videti da se uslov {12) moZze zameniti slede¢im uslovom:
{12,) ako je a€l i y<a, tada je yel .

Analogno se definiSe dualni ideal. Napomenimo da se u literatu-
ri dualni ideal naziva filtrom . Iz definicije se vidi da je svaki ideal (dualni
ideal) podmreZa date mreze. StaviSe, svaki ideal (dualni ideal) mreZe je kon-
veksna podmreZa te mreze.Obratno, svaka konveksna podmreza mreze L moze

se prikazati kao presek nekog ideala i nekog dualnog ideala.



3. TOPOLOSKE STRUKTURE

U ovom odeljku izloZi€¢emo neke pojmove opite topologije koje éemo
u daljem radu koristiti . Osnovne pojmove opste topologije neéemo posebno u-
voditi. Rezultati koje ¢emo izloZiti mogu se naéi u klasiénim delima opste to -
pologije, pa ih stoga neéemo posebno citirati.

Neka je ("(i)ie:I familija topologija na skupu X. Oznacimo sa Yi skup
X snabdeven topologijom 'i'i, a sa fi identicko preslikavanje X—= Yi' Najsla -
biju topologiju 1 na X, pri kojoj su sve funkcije f neprekidne nazivamo su -
premum topologljom i oznacavamo sa sup(T ) ili V'{ Familija svih
skupova oblika 5] £ (U ), gde je JC 1 konaan potskup skupa I, a ;e 1 je
baza supremum t0p01091 je.

Neka je {(Xiﬂi) :i€1} familija topologkih prostora; najslabiju od
svih topologija na proizvodu X = F'IXi, u odnosu na koju su sve projekcije

pr; : X = Xi

neprekidne, nazivamo proizvod topol ogijom .Familija svih moguéihko-
nacnih preseka skupova oblika pri_1 (Ui) , gde je Ui otvoren skup u topologiji f{i
je baza proizvod topologije. Lako je videti da se svaki bazni element moze pri-

~

kazati kao proizvod I';I Gi , gde je Gi otvoren u topologiji \, za svako i€l,pri
c¢emu je Gi = Xi za sve osim kona¢no mnogo indeksa.

Topoloski prostor u kome za svake dve razlitite taike postoje okoli-
ne svake od njih, koje ne sadrze drugu tacku nazivamo Frefeovim ili Tl-pro-
storom . Topolo$ki prostor nazivamo Hausdorfovim ili T2~prostorom ,ako
svake dve razlicite tacke imaju disjunktne okoline. Za topolodki prostor kaze-
mo da jeregularan, ako za svaki zatvoren skup i proizvoljnu ta¢ku koja mu
ne pripada, postoje disjunktne okolineistih. Regularan Tl—prostor nazivamo T:3
prostorom. Topologki prostor je normalan, ako svaka dva zatvorena, dis -
junktna skupa imaju disjunktne okoline. Normalan T] prostor nazivamo T4 pro-
storom . Sledeta teorema daje karakterizaciju normalnih prostora u termini-

ma funkcija.
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TEOREMA 1. (URISONOVA LEMA) Topoloski prostor X je normalan,
ako za svaka dva zatvorena, disjunktna skupa A,BC X posto-
ji neprekidna funkcija
f:X—=1
za koju je f(A)=0 i f(B)=1.
Sledec¢a teorema daje jos jednu bitnu karakterizaciju normalnih pro-

stora pomo¢u neprekidnih funkcija.

TEOREMA 2. (TICEOVA TEOREMA) Topolo8ki prostor je normalan
onda i samo onda, ako se svaka realna funkcija neprekidna
na proizvoljnom zatvorenom potskupu tog prostora moze
proSiriti do neprekidne funkcije na celom prostoru.

Za topoloski prostor kazemo da je potpuno ili nasledno nor -
malan, ako je svaki njegov potprostor normalan. Svaki potpuno normalan pro-
stor je normalan.Obrat u opStem slucaju ne vazi.

Topoloski prostor X je savrSeno normalan, ako za svaki par zatvore-
nih, disjunktnih skupova F'O,FIC X postoji neprekidna funkcija f: X—1 za koju je

(1(x)=0) & (xeF ) i (f(x)=1) > (xeF,) -

Oc¢igledno je svaki savrseno normalan prostor i normalan, dok obrat
u opstem slucaju ne vazi. Pri karakterizaciji savrSeno normalnih prostora vaz-
nu ulogu igraju skupovi tipa (38 i Fy . Za neki skup kazemo da je tipa Gg (FG Vi
ako se moze prikazati kao presek (unija) prebrojivo mnogo otvorenih (zatvo-

renih) skupova.

TEOREMA 3. TopoloSki prostor je savrSeno normalan onda i
samo onda, ako je normalan i ako je svaku zatvoren skup
u njemu tipa Gf§ .
Klasa savr3eno normalnih prostora je jo3 uza od klase potpuno nor-
malnih prostora, jer je svaki savr$eno normalan prostor potpuno normalan.
Veoma vaznu kategoriju topoloSkih prostora pretstavljaju potpuno re-

gularni prostori kao i prostori Tihonova. Topoloski prostor X je potpuno re-
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gularan, ako za svaku tacku ae X i svaki zatvoren skup F koji ne sadrzi tu
tacku, postoji neprekidna funkcija f:X—1[, tako da je f(a)=0 i f(x)=1 ako je
x€ F. Potpuno regularan Tl prostor nazivamo prostorom Tihonova. Lak
je videti da je svaki potpuno regularan prostor regularan. Napomenimo da su
Hausdorfovi prostori, regularni i potpuno regularni prostori invarijante topo-
loskog proizvoda.

Familija U ={Uy:or€ A} otvorenih potskupova topoloZkog prostora X
jeotvoren pokrivad istog, ako je X =°{Lé)A Uy, - TopoloSki prostor je
kompaktan, ako se svaki njegov otvoren pokrivaé¢ moze redukovati na kona-
¢an potpokrivac. Lako je videti da je svaki zatvoren potskup kompaktnog pros-
tora kompaktan. U Hausdorfovim prostorima svaki kompaktan potskup je za-

tvoren. Moze se dokazati da je svaki kompaktan, T prostor normalan. Kom-

paktnost je takodje invarijanta topoloskog priozvod:. Preciznije, vazi sledeta
TEOREMA 4. (TEOREMA TIHONOVA) Da bi topolofki proizvod nepra-
znih topoloSkih prostora bio kompaktan, potrebno je i do-
voljno da su svi prostori kompaktni.

Moze se dokazati da je svaki prostor Tihonova svuda gust potskup ne-
kog kompaktnog Hausdorfovog prostora.

Topoloski prostor nazivamo Lindelefovim , ako svaki njegov otvo-
ren pokriva¢ ima prebrojiv potpokriva¢. Svaki regularan prostor Lindelefa je
normalan.

Za topoloski prostor kazemo da je lokalno kompaktan, ako sva-
ka tacka tog prostora ima bar jednu kompaktnu okolinu. O¢igledno je svaki
kompaktan prostor i lokalno kompaktan; obrat u opStem sluSaju ne vazi. Svaki
lokalno kompaktan Hausdorfov prostor je regularan.

Neka je sada X proizvoljan topoloSki prostor, a x* skup dobijen uni-
ranjem skupa X i jednoelementnog skupa{w} koji nije sadrzan u skupu X. Tada
se na skupu X* moZe uvesti topologija formirana od svih otvorenih skupova

prostora X, kao i svih skupova U iz X*, za koje je X* - U zatvoren, kompak-
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tan potskup prostora X. Ovako definisana topologija je kompaktna. Prostor X*
sa ovako definisanom topologijom nazivamo jednotac¢kastom kom pak -

tifikacijom prostora X. Pritom vazi

TEOREMA 5. (ALEKSANDROV)Prostor X* je Hausdorfov onda i samo
onda, ako je X lokalno kompaktan Hausdorfov prostor.

Na kraju ovog uvodnog odel jka uvedimo neke osnovne pojmove iz te -
orije filtera.

Nepraznu familiju g potskupova skupa X nazivamo filtrom , ako
su zadovoljeni sledeci uslovi:

(F) 0¢%
(F2J ako je Ae & i AC B, tada je Be @
(P‘S) ako je Ae¥ i Be %, tada je AUBe @ .

Ako je @ maksimalna kolekcija koja zadovoljava uslove (Fl}_(Fs)’
tada kafemo da je % maksimalni filter ili ultrafilter.

Podfamilija & filtra ® jebaza filtra & , ako za svako Fe @
postoji F'e %’ tako da je F°C F. Da bi familija % * bila baza filtra % , potreb-
no je i dovoljno da su zadovoljeni sledeéi uslovi:

(FB) 0£%’,
(FB,) za svako F,, Se‘{;-'tako da je F,C FNF,.
Neka je @ filter definisan na topologkom prostoru X. Za filter & ka

F e % postoji F

Zemo da konvergira ka tacci pe X, ako svaka okolina tacke p sadrzi neki e-
lement filtra % .U tom sluc¢aju pisemo G e

Neka je A neprazan, usmeren skup, a X topoloski prostor. Presli-
kavanje @ : A —= X nazivamo uopitenim nizom i oznatavamo sa{@®:
8c A} . Elemente ©(8) prostora X nazivamo ¢lanovima uopstenog niza i jedno-
stavno oznacavamo sa % . Ako je A potskup u X, tada za niz {@ (8) : SeAY ka-
zemo da je rezidualan u A, ako postoji SOGA tako da je (Q{S)GA za svako
S So' Za uopiteni niz4e (8 ): SeAY kazemo da konvergira ka tacci peX, ako

je rezidualan u svakoj okolini tacke p.
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Neka je @‘:{FS :Bea} filter. Tada skup A mozemo smatrati usme-
renim stavljaju¢i da je 6 > & onda i samo onda, ako je Fg C FB' . Uopéteni
niz {@ @) : SE A}, gde je @(d)eA nazivamo uopstenim nizom koji je gene-
risan filtrom & . Obratno, ako je 1@ (§) :0eA} uopSteni niz, tada je famili -
ja

& - (F :niz {o(8) :Se A} je rezidualan u F }
filter generisan uopStenim nizom {@ (8) :8eA} . Lako se moze dokazati da je
filter konvergentan ka tacci p onda i samo onda, ako uopsteni niz generisan

filtrom & konvergira tacci p. Vazi i obrat : uopSteni niz konvergira ka tacci

p onda i samo onda, ako filter generisan njime konvergira tacci p.
4. RAVNOMERNE STRUKTURE

Nepraznu familiju W potskupova Dekartovog proizvoda nazivamo
kvaziravnomernom strukturom na X, ako su zadovoljeni slede¢i us-
lovi:

(Ul) svaki element familije Y sadrzi dijagonalu skupa X,
(U2) ako je Uenu i UCV, tada je Vel ,

(U3) ako je U,Vea], tada je UNVe ,

{U4) za svako Ue | postoji Ve , tako da je VoVC U .

Kvaziravnomernu strukturu koja zadovoljava uslov:

(US) ako je Ue , tada je i U_Ie u,
nazivamo ravnomernom ili uniformnom strukturom na X.

Ako je U kvaziravnomerna (ravnomerna) struktura na X, tada par
(X,U) nazivamo kvaziravnomernim (ravnomernim) prostorom.

Podfamiliju ® kvaziravnomerne (ravnomerne) strukture A4 naziva-
mo bazom kvaziravnomerne (ravnomerne) strukture, ako za svaki element
Ue U postoji element Ve @ tako da je VC U. Podfamiliju @ kvaziravnomerne
(ravnomerne) strukture U nazivamo predbazom, ako familija konacnih

preseka elemenata iz € pretstavlja bazu kvaziravnomerne (ravnomerne)struk-
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ture Qzl\ -

Neka je U ravnomerna struktura na X. Ozna¢imo sa %X (U) kolekci-
Jju potskupova skupa X koji su definisani na slede¢i nadin. Skup G je element
kolekcije T(U) , ako za svako xeG postoji Ued tako da je U(x)C G. Lako je
videti da je T(U) topologija na X. Ovako definisanu topologiju nazivamorav -
nomernom topologijom.

Da bi topologija @ (U) indukovana ravnomernom strukturom Al bila
Hausdorfova, potrebno je i dovoljno, da je presek svih elemenata ravnomerne
strukture identican sa dijagonalom tog prostora.

Preslikavanje f ravnomernog prostora (X,U) u ravnomeran prostor
(Y,V) jeravnhnomerno neprekidna, ako za svako vely postoji Ue
tako da je (fxf)(U)c V.

Moze se pokazati da je svako ravnomerno neprekidno preslikavanje
istovremeno i neprekidno.

Neka je ((x“'md})ateI familija ravnomernih prostora. Ravnomernu
strukturu na proizvodu X = []

oel
na X u odnosu na koju su sve projekcije pr, : X=X ravnomerno neprekidne

Xy snajslabiju od svih ravnomernih struktura

nazivamo proizvodom ravnomernih struktura.
Za svako e I i Ue Uy neka je
ww,d) = { (x,y)e XxX : (x,,y)eU }.
Tada je familija {W(U q):de I i Ue,} predbaza ravnomerne struktura na X.
k)
Sledeca teorema karakteriSe topciogiju ravnomernih prostora dajuéi

istovremeno klasu onih topologkih prostora koji su uniformizabilni .

TEOREMA 1. Topologija ® na skupu X je ravnomerna topologi-
ja neke ravnomerne strukture onda i samo onda, ako je
prostor (X ,%) potpuno regularan.

Konacno uvedimo jo$ jednu vaZnu klasu ravnomernih prostora. U tom
cilju uvedimo najpre pojam KoSijevog filtra.

Filter & ravnomernog prostora (X,U) nazivamo Ko&ijevim , ako
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za svaki element U ravnomerne strukture U postoji element F filtra §  tako
da je FxFC U.

U ravnomernom prostoru svaki konvergentan filter je KoSijev. Obrat
u opsStem slucaju ne vazi.

Ravnomeran prostor u kome je svaki KoSijev filter konvergentan nazi-
vamo kompletnim ili potpunimravnomernim prostorom.

Neka je (X,U) ravnomeran prostor. Minimalan element skupa svih
Kogijevih filtera ravnomernog prostora X nazivamo minimalnim Ko&ije-
vim filtrom u X. Ozna¢imo sa X skup svih minimalnih KoSijevih filtera
u X. Za svaki simetrican element U ravnomerne strukture U oznafimo sa U
skup svih parova (% ,9 ) e XxX sa osobinom da je FXFC U i GxGC U za neko
Fe® i neko Ge%g . Mnoitvo skupova oblika U obrazuje fundamentalni sistem
okolina neke ravnomerne strukture U na X. Ovako definisana ravnomerna
struktura je kompletna Hausdorfova uniformnost.

Kako je filter okolina &x) svake tatke x iz X minimalan Kogijev
filter, to je sa i(x)= ®(x) definisano preslikavanje prostora X u prostor X.

Kompletnu Hausdorfovu ravnomernu strukturu W nazivamo Haus-
dorfovom kompletizacijom ravnomerne strukture U , a preslikavanje i:X+X
nazivamo kanonskim preslikavanjem prostora X u njegovu kompletizaciju X.

Pritom vazi
TEOREMA 2. Neka je X ravnomeran prostor, X njegova ravno-
merna Hausdorfova kompletizacija, a i:X—X kanonsko pre-
slikavanje. Tada su zadovoljeni sledeé¢i uslovi

‘(i) Potprostor i(X) je gust u X,

(ii) za svako ravnomerno neprekidno preslikavanje
f prostora X u kompletan Hausdorfov prostor Y postoji,i
pritom je jedinstveno, ravnomerno neprekidno preslikava-
nje g : X—Y tako da je f=qgoi ,

(iii) ako je (5‘:1, i,) bilo koji drugi par koji se sa-
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stoji iz kompletnog Hausdorfovog prostora 5'{1 i ravnomer-
no neprekidnog preslikavanj a il:X—"-){1 i koji zadovoljava
uslov (ii) teoreme, tada postoji jedinstven izomorfizam ¢

:X—-'-Xl tako da je i1=<Pei.

5. PROSTORI BLISKOSTI

Binarnu ralaciju 8 definisanu na partitivnom skupu skupa X naziva-
morelacijom kvazibliskosti ili kvaziproksimalnom struktu-
rom , ako su zadovoljeni sledeci uslovi:

(P ) (AU B)SC onda i samo onda, ako je ASC ili AS C %

AS(BUC) onda i samo onda, ako je ASB ili AS ¢
(P ) ako je ASB tada je A¥@ i B£Q@ ,
(P ) ako je AﬂB;‘G, tada je ASB
- (P4) ako je ASB, tada postoji skup EC X tako da je AS E i
X—Eg B .
Relaciju kvazibliskosti koja zadovoljava sledeci uslov

(P) ako je ASB, tada je BSA
nazivamo relacijombliskosti ili proksimalnom strukturom na
X. Uredjen par (X,S ), gde je 8 relacija kvazibliskosti (bliskosti) na X naz-
va se prostor kvazibliskosti (bliskosti).

Relaciju kvazibliskosti (bliskosti) koja zadovoljava uslov:

(Pﬁ} ako je xgy, tada je x=y
nazivamo Hausdorfovom relacijom kvazibliskosti(bliskosti).
Svaka relacija kvazibliskosti (bliskosti) indukuju topologiju ”L(g)

pomoéu operatora zatvaranja

——

gde je A% ={x€X: xSA} ;

Za svaku relaciju kvazibliskosti 8 vezana je relacija kvazibliskosti
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8_1 definisana sa:
A% = B onda i samo onda, ako je BSA .

Ovako definisanu relaciju kvazibliskosti nazivamo konjugovanom sa rela-
cijom 8 , a topologije %(8) i ""\'.(8_1) konjugovanim topologijama.
U opétem slucaju ove topologije su razlicite.

Neka su R i 8 topologija i relacija kvazibliskosti (bliskosti) de-
definisane na istom skupu . Relacija kvazibliskosti (bliskosti) je saglasna sa
topologijom % , ako je % =% (8). Sledeéa teorema daje klasu onih topoloskih

prostora koji imaju saglasnu relaciju bliskosti.

TEOREMA 1. Ako je (X,®) potpuno regularan topoloSki proster,
tada je relacija bliskosti 8 definisana sa:
ASB ako postoji neprekidna funkcija f:X—] ta-
ko da je f(x)=0za xeA i f(x)=1 za xeB,
saglasna sa topologijom @ . Stavie, ako je (X,[) prostor
Tihonova, tada je 8 Hausdorfova relacija bliskosti.

Vazi i obrat ove teoreme.

TEOREMA 2. Ako je (X,S ) (Hausdorfov) prostor bliskosti, ta-
da je r’6(8}(to;:uolcagi_ia. Tihonova) potpuno regularna topolo -
gija.

Neka su {X’gl) i (Y,Sz) prostori bliskosti. Preslikavanje f: X-=Y
jeproksimalno ako iz

A 818 sledi f(A)Szf(B) .

Svako proksimalno preslikavanje je neprekidno u odnosu na topologi-
je indukovane odgovaraju¢im relacijama bliskosti.

Neka je sada ((Xu’ga ))ﬁsl familija prostora bliskosti, a X =c2] Xy
proizvod skupova X:.f . Tada na skupu X mozemo definisati relaciju bliskosti na
slede¢i nacin:

ASB onda i samo onda, ako za svaki par konacnih pokrivaca

{A1’A2’ S ,Am} i {Bl ,Bz, e ,Bn} skupova A i B respektiv-
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no, postoje skupovi Ai i Bj tako da je prd(Aj} (iprd(Bj) za sva-
koo el .

Ovako definisanu relaciju na skupu X nazivamo proizvod relaci-
jom bliskosti. Pritom je proizvod relacija bliskosti najslabija od svih re-
lacija bliskosti na X pri kojima su sve projekeije proksimalno neprekidne.

Kolekeiju @ potskupova prostora bliskosti (X, 8) nazivamo S—ul -
trafiltrom ako su zadovoljeni sledeéi uslovi:

(i) ako su A i B elementi familije @ , onda je ASB 5
(ii) ako je A8C za svako Ce @ , tada je A& @,
(iii) ako je (AUB)e@, tada je A€ ili BeG -
Za svako xe X, kolekcija Gx ={ACX: A8x} je g—ultrafilter. Takav 8-ultra—
filter nazivamo tac¢kastim. .

Neka je (X,S) Hausdorfof prostor bliskosti. Oznadimo sa ¥ skup

svih g—ultrafiltera u X. Za potskup AC X oznac¢imo sa

A ={B8e ¥ :Acp}
Za svako x€ X neka je f(x)= Gx - Lako je videti da je f 1-1 preslikavanje za ko-
je vazi f(A)C &.

Za skup A se kaze da apsorbuje skup PCX |, ako je Ae@ za svako
8€ @ . Moze se dokazati da je relacija 8* definisana na skupu % sa :

@ LSF& onda i samo onda,ako je ASB kadgod A apsorbuje skup
@ aB apsorbuje skup & ,
Hausdorfova relacija bliskosti na X . Stavife, (% ,'7{,{8*}] je kompaktan Haus-

dorfov prostor, pri cemu je f(X) gust u % . Preciznije, vazi

TEOREMA 3. Svaki Hausdorfov prostor bliskosti je gust pot-
prostor jedinstvenog (do na S—homeom()rfizam)kompaktnog
Hausdorfovog prostora.

Prostor bliskosti (% , 8#} koji je prethodno opisan nazivamo kom -

paktifikacijom Smirnova za dati prostor bliskosti [X,S ).



[I. TOPOLOSKI UREDJENI PROSTORI

1. AKSIOME SEPARACIJE
U TOPOLOSKI UREDJENIM PROSTORIM A

Topolo3ki uredjen prostor (X,%,<) je skup X na kome jeis-
tovremeno definisana topologija ® i uredjenje < . Smatra¢emo da su ove dve
strukture definisane nezavisno jedna od druge. Ukoliko ne postoji moguénost da
dodje do zabune, mi ¢emo topologki uredjen prostor jednostavno oznacavati sa
(X,7T), izostavljajuéi oznaku < za uredjenje. Cesto ¢emo razmatrati topoloS-
ke prostore na kojima je definisano kvaziuredjenje. Takve prostore nazivamo
topolosko kvaziuredjenim prostorima, aoznalavatemo ih isto
kao topoloski uredjene prostore.

Kako se svaki topoloski prostor (X,7) moZe posmatrati kao topo —
logko uredjen prostor sa trivijalnim uredjenjem, to prouc¢avanje topologko ure-
djenih prostora u sebi ukljucuje i proucavanje apstraktnih topolo&kih prostora.
Stoga su rezultati dobijeni pri prouc¢avanju topoloski uredjenih prostora &esto
uopStenja rezultata datih u opstoj topologiji. Sobzirom da se topolska i ure -
djajna struktura ¢esto prirodno javljaju zajedno, to je proucavanj: medjusob—
nih odnosa ovih struktura od interesa, ¢ime se daje jedna nova dimenzija pro- 4

ucavanju topologije.
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DEFINICIJA 1. Topolo$ki uredjen prostor (X,®,<) je odozgo
( odozdo) Tl—uredjen, ako za svaki par elemenata a,be X za ko-
je je atb, postoji opadajué¢alrastué¢a)okolina W tacke b(a)
tako da je ag W (b¢ W). Topoloski uredjen prostor je T . -ure-

1

djen, ako je istovremeno odozdo i odozgo T, -uredjen(vid [31 ),

1

Pojam T, -uredjenog prostora poklapa se sa pojmom semizatvorenog

uredjenja (vid-[XV]l) kao i pojmom semineprekidnog uredjenja (vid.[56]).
TEOREMA 1. U svakom topologki uredjenom prostoru (X,%,<)
sledeca tvrdjenja su ekvivalenta:

(i) (X,",<£) je odozdo (odozgo) Tl—uredjen,

(ii) za svaki par tacaka a,beX za koje je adb, posto-
ji otvoren skup U koji sadrzi tacku a(b) tako da je x$b(a$

x) za svako xe U,

(iii) ako niz {x,,»>€ A} konvergira ka a, i ako je X <
<b (b xd)za svako e A, tada je a<b (b=a),

(iv) za svako xe€ X, skup (=—,x ([x,=~)) je zatvoren
(vid. 31 ).

DOKAZ: Da je (i) ekvivalentno sa (i) je ofigledno.

(ii)=>(iv) Ako je xe¢ X, tada je prema pretpostavci, za svako ye X-
~(=,x (X-[x,=~)) y4x (x£y). Stoga postoji otvoren skup U koji sadrzi element
y, tako da je u€x (x<u) za svako ueU. Odatle je UCX-(=~,x] (UC X-[x,~)) ,
Sto dokazuje da je skup X-(=,x] (X-[x,—)) otvoren.

(iii)<=(iv) Neka je {x e A} niz koji konvergira ka tacci a, i pret-
postavimo da je x,< b (b<xy) za svakockeA. Tada je prema pretpostavci ae
€(=—,bl ([b,~)), pa je stogaa<b (b<a).

(iii) = (ii) Pretpostavimo da (X,R , <) nije odozdo (odozgo) E=
uredjen prostor.Tada postoje elementi a,b€ X, a4b, tako da svaki otvoren skup
U koji sadrzi a(b), sadrzi element X 28 koji je Xy <b (a {._‘XU)- Oznacimo sa

Al familiju otvorenih skupova usmerenih inkluzijom kao relacijom poretka.Oc¢i-
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gledno je da niz {xU:Ue'U.} konvergira ka a(b). No tada je a £b, Sto je kon-
tradikcija.“

DEFINICIJA 2. Topolo$ki uredjen prostor (X; %, <€) ju T2—ure -
djen ako za svaki par elemenata abe Xtakvih da je a4b,po-
stoji rastuca okolina U tacke a i opadajuc¢a okolina V tac-
ke b koje su disjunktne (vid. [31).

Pojam T, -uredjenog prostora poklapa se sa pojmom zatvorenog u-

redjenja (vid.[XV] i ili pojmom neprekidnog uredjenja. Opravdanost ovih nazi-
va vidi se iz sledece teoreme.

TEOREMA 2. Neka je (X,%,<) uredjen topolofki prostor. Tada
su slede¢a tvrdjenja ekvivalentna:

(i) (X,® , <) je T, -uredjen prostor,

(ii) =za svaki par eljmenata a,be X, takvih da je
at4b, postoje otvoren skup U koji sadrzi a i otvoren skup
V koji sadrzi b, tako da je za svako xe U i svako ye V x4y,

(iii) graf uredjenja < je zatvoren u proizvod topo-
logiji na XxX,

(iv) ako su {x ,ofe A} i ({y, :cke A} nizovi koji konvergi-
raju ka a i b respektivno, i ako je X <Yy za svakoole A,ta-
da je azb (vid.[31) ). '

DOKAZ: Oc¢igledno je da su uslovi (i) i (ii) ekvivalentni. Da su uslovi (ii) i
(iv) ekvivalentni dokazuje se analogno kac u prethodnoj teoremi.

Dokazimo sada da (iii)=>(i). Pretpostavimo da je graf G uredjenja
zatvoren i neka su a,b e X takvi elementi za koje je a £b. Tada je (a,b)e Xz—G.,
pa kako je graf G zatvoren, to postoje okoline V' i W” tacaka a i b respektivno,
tako da je:

(VxW)NG=¢@ ;
drugim rec¢ima, ako je xe V' i ye W] tada je x4 y. Oznafimo sa V=i(V’),a sa
W=d(W").Kako je V'€ V, to je V rastuéa okolina tacke a. Sli¢no se zaklju¢ujeda

je W opadajuta okolina tacke b. Dokazimo da su skupovi V i W disjunktni.Pret-
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postavimo suprotno, da postoji ze VNIW. Kako je ze V, postoji tacka ze V' takoda
je x<z. Slicno se zakljucuje da postoji tacka ye W tako da je z< y. Sada iz x gz
i z<y sledi da je x<y, Sto je kontradikcija, jer je (x,y)e VxWw’.

Dokazimo sada da iz (i) sledi (ii), Pretpostavimo da graf G uredje -
nja nije zatvoren. Tada postoji tacka (a,b)e X2 tako da je (a,b)e G i (a,b)e X2-
-G. Stoga je a4b. Neka je V proizvoljna rastuc¢a okolina tatke a, a W proizvolj-
na opadajuca okolina tacke b. Kako je VxW okolina tacke (a,b), to je (VxW)NG
£ O, jer je (a,b)e G. Stoga postoje elementi ve V i we W tako da je (v,w)e G,
odnosno v<w. No skup V je rastuci, pa stoga iz v<w i veV sledi da je weV.Ti-
me smo dokazali da okoline V i W nisu disjunkme.”

Lako je videti da je svaki Ti—uredjen prostor istovremeno Ti topoloS-

ki prostor (i=1,2)(vid.[31 ,[XV]). Obrat u op&tem sluéaju ne vazi (vid.[(31)).

DEFINICIJA 3. Topolo§ki uredjen prostor (X,%,<) je odozdo (o-
odozgo) regularno uredjen, ako za svaki zatvoren opada -
juc¢i (rastuéi) potskup FC X i svaku tadiku xeX-F postoji o-
tvoren opadaju¢i (rastuéi) skup U i otvoren rastuéi (opa-
dajué¢i) skup V, tako da je xeV, FCU i UNV=@. Topoloki
uredjen prostor jeregularno uredjen, ako je istovremeno
odozdo i odozgo regularno uredjen (vid.(11),031)).

Regularno uredjen prostor koji je istovremeno i T, -uredjen nazivamo

1
T, -uredjenim prostorom.

’ Neka je (X,%, <) topoloski uredjen prostor. Tada svaki potskup ACX
na jedinstven nacin odredjuje najmanji opadajuéi, zatvoren skup D(A) koji sadr-
zi skup A, kao i najmanji rastuci, zatvoren skup I(A) koji sadrzi skup A.
TEOREMA 3. Ako je (X,%,<)topoloiki uredjen prostor, tada su
sledeé¢a tvrdjenja ekvivalentna:

(i) (X, %, =) je odozdo (odozgo) regularno ure-

djen,
(ii) za svaku otvorenu rastuéu (opadajuéu) okoli-

nu V tacke aeX postoji otvoren rastuéi skup W koji sadrzi



tacku a, tako da je I(W)cV (D(wW)c V).
DOKAZ: (i) =»(ii) Neka je X odozdo (odozgo) regularno uredjen prostor i neka
je V otvoren, rastu¢i (opadaju¢i) skup koji sadri tatku a. Skup X-V je zatvoren
opadaju¢i (rastuéi) i ne sadrzi tacku a. hako je X odozdo (odozgo) regularno u-
redjen, postoji otvorena rastuc¢a (opadajuca) okolina W tac¢ke a i otvorena opada-
ajuca (rastuc¢a) okolina W, skupa X-V,tako da je wnwlzqa. Skup X—Wl je zatvo —
ren rastu¢i (opadajuéi), pa kako je WC X—Wl, to je WC I(W)C X—Wl (weD(w)c
X—Wl). Stoga je ae WC I(W)CS V (aeWC D(W)CS V).

(ii)=(i) Neka je F zatvoren, opadajué¢i (rastu¢i) skup koji ne sadr—
zi taCku a. Tada je V=X-F otvoren rastué¢i (opadajuc¢i) skup koji sadrzi tacku a.
Stoga postoji otvoren, rastu¢i (opadajuci) skup W koji sadrzi ta¢ku a,tako da je
D(W)C V. No tada je G=X-D(W) otvoren, opadajuéi (rastué¢i) skup, pri éemu je
FC G, ae Wi GNw=.l|
DEFINICIJA 4. TopoloSki uredjen prostor (X,%,<) je normalno u-

redjen, ako za svaka dva zatvorena disjunktna skupa F‘1 i F,

od kojih je prvi opadaju¢i a drugi rastuéi, postoje otvoreni,
disjunktni skupovi Gl i G2" tako da je GI opadajuéi i sadrzi
F, a G, rastuéi i sadrzi Fy (vid.CXVv),[311).

Normalno uredjen prostor koji zadovol java aksiomu Tl—uredjenosti %
nazivamo T4—uredjenim prostorom. Lako je videti da je svaki Ti—uredjen prostor
istovremeno iTi_l—uredjen prostor (i=2,3,4). Obrat u op$tem slué¢aju ne vazi (
vid.[31]).

Napomenimo da se navedene aksiome separacije mogu analogno formu-
lisati i u topoloSki kvaziuredjenim prostorima. Sve dokazane teoreme vaze i u ta-
kvim prostorima.

TEOREMA 4. U svakom topolofki uredjenom prostoru (X,R,<) sle
dec¢a tvrdjenja su ekvivalentna:

(i) (XX,<) je normalno uredjen,

i G,, gde je G

1 2 1

opadajuci,a G, rastuc¢i skup i G1U02=X, postoje skupovi F1 i

(ii) za svaka dva otvorena skupa G
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F2 k oji su respektivho opadajuéi i rastuc¢i, tako da je F1C Gl s
c i -
F,CG, i FUF,=X,
(iii) ako je F zatvoren, opadajuéi (rastuéi) skup ,a
V otvoren, opadajuéi (rastué¢i) skup koji sadrzi skup F, ta-
da postoji otvoren opadaju¢i (rastuc¢i) skup W tako da je FC

CWiD(WCcV (I(W)CV) (vid. [XL) , [111).

DOKAZ: (i)=>(ii) Neka su G, i G, otvoreni skupvi za koje vazi GlU G,=X, pri

rastuéi skup u X. Tada su skupovi H, =X-G i Hy=X-G,

opadajuci i H1 n szci. Prostor X je nor-

cemu je G1 opadajuci a (32

zatvoreni, pri cemu je [—I1 rastuéi, H2

malno uredjen, pa postoji otvoren rastuci skup K1 koji sadrzi l—l1 i otvoren opa-

daju¢i skup K, koji sadrzi H_ i pritom je Ky n K2=G}. No sada je F =X—I{1 za -

2 2 1

tvoren opadajuci skup, 1*“2=X—K2 zatvoren rastuci skup, pri ¢emu je F]U F2 = X.

BT . c A - )
Lako je videti da je F} Gl i F‘2 G2

(iii) = (i) Neka je F zatvoren, opadajuéi (rastuéi) skup, a V otvoren, opa-
dajuéi (rastuéi) skup koji sadrzi skup F. Skup X-F je otvoren, rastu¢i (opadajuéi)
pri ¢emu je (X-F)U V=X, pa stoga postoji zatvoren, rastué¢i (opadajuéi)skup F‘1

i zatvoren, opadajuc¢i (rastuéi) skup F_ tako da je F,C X-F, F_C Vi FIU F2:X.

2
. Tada je W

1 2

Stavimo da je W =X-F_ i W2=X—F‘ otvoren, opadajué¢i (rastuéi) skup,

2
W2 je otvoren, 1"1::1*_=.tuff:i1 (opadajuc¢i) skup i Wl; W2=(3. Pritom je FC Wl i X-vc W,-
Stavimo da je W=W1. Tada je D(W)C D(x—w2)=x~w2c Vv (I(w)c I(X—w2)=X-—w2CV) .
(ii) = (iii)Neka je F1 zatvoren opadajuéi skup disjunktan sa zatvorenim, ra-
. Tada prema (iii) postoji otvoren, opa-

stuéim skupom F_. Stavimo F=F1 i V=X-F

2 2
dajuéi skup W tako da je FC Wi D(W)C V. Skupovi GI=Wi 62:X—D(W) su otvoreni,
pri ¢emu je prvi opadajuéi i sadrzi skup Fl a drugi je rastuci i sadrzi skup Fz.“
TEOREMA 5. Neka je topologki uredjen prostor X regularno kva-
ziuredjen. Ako je X prostor Lindelefa, tada je on normalno
uredjen.

DOKAZ: Neka je A zatvoren, opadajué¢i skup, B zatvoren, ra-

stuc¢i skup i ANB =@ . Kako je prostor X regularno uredjen,
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to za svaku tacku ae A postoji otvoren, opadajuc¢i skup B, tako da je D{Ga)ﬂ B=@.

Familija {Ga} ac A UCA je otvoren pokriva¢ prostora X koji se redukuje na pre-
brojiv potpokrivac obrazovan skupovima CA,Gal ’032‘ .-- . Stoga je AC GaIU
GaZU SEE

Analogno se mogu odrediti otvoreni, rastué¢i skupovi Hbl’Hb?_’ Sal g
tako da je BC Hblu Hb2U ..., pri cemu je AN I(an)z(E za svako n=1,2,... .

Za n=1 stavimo da je U,;=Ga, i V =Hb1—D(U1). Za n>1 defini§imo

1
skupove Un i Vn induktivno:
= - U...u1v V =Hy -(D u...ub(u .
U =Gy ~(I(V)U ...UI(V_ ), V _=Hp ~(D(U,) (U ))
Skupovi Un i Vn su respektivno otvoreni opadajuéi i rastu¢i u X. Tada su skupo-

V1
= 1 - = ..
G=U UU2U 1 H 'u'lu UZU

respektivno opadajuci i rastuéi skupovi u X. Kako je Vnr_' an., to je I(Vn} c
c I{an). Stoga je AN I(Vn) c AN I(an) . Odatle sledi da je AC G. Analogno
se dokazuje da je BC H. Konacno, dokazimo da je GNH=@. Za to je dovoljnodo-
kazati da je Unn Vm:G za svako n,me N. Zaista, ako je m<n-1, tada je prema
definiciji skupova Un., Unn I(Vm):ﬁ, pa je Unanzﬁ. Ako je n<m, tada je pre-
ma definiciji skupova V_, D(U )NV =@, odakle sledi da je U NV =G.“

n n m n m

TEOREMA 6. Neka je uredjen topoloski prostor X normalno ure-
djen. Ako je preslikavanje f:X—Y neprekidno, zatvoreno
preslikavanje normalno uredjenog prostora X na topoloski
uredjen prostor Y, pri cemu je f istovremeno izotono i du-
alno izotono, tada je prostor Y normalno uredjen.

DOKAZ: Neka je f:X—Y preslikavanje sanavedenim osobinamai neka je X nor-
malno uredjen prostor. Neka su G] i GZ otvoreni potskupovi ulY, pri (':e;nu je

G, opadajui, G, rastuéi skup i G,U G,=Y. Tada su skupovi f (G)) i £ (G,)
otvoreni, pri ¢emu je zbog izotonosti preslikavanja f prvi opadajué¢i, drugi ras—

tuéi skup u X i

-1 = =
f (Gl]Uf (Gz)=f (GIUG2)=X .
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Kako je X normalno uredjen prostor, to prema uslovu (ii) TEOREME 4. postoje
z.atvorem skupovi F1 i F2 tako da je F OPEdEJUCI F2 rastuéi skup, F2C f {Gl],
sz:f (CJ )i F u F, =X. Kako je preslikavanje f "na", to je
f(F)U f(F2)=f(F1U Fy)=Y

i I(FI)C Gl’ I(F2)C (32. Preslikavanje { je zatvoreno, pa su stoga skupovi i{Fl)
i f{F2} zatvoreni. Dokazimo da su oni respektivno opadajuéi i rastué¢i u Y. Ne—
ka je xef(F,) i y<x. Tada postoji ieFl i ye X tako da je f(X)=x i f(y)=y. Kako
je funkcija f dualno izotona i f(y) <f(x), to je y<x. Skup F, je opadajuéi,xe F,
i y=<Xx, odakle sledi da je y e F,- Stoga je y=f(y)e £(F ). Analogno se dokazu-
je da je f{F‘Z} rastuéi skup.”

Sada €emo izloziti prvi fundamentalni stav u ovom odaljku. U slu-
¢aju kada je posmatrano uredjenje diskretnog tipa, ova teorema se svodi na

Urisonovu teoremu o separaciji zatvorenih, disjunktnih skupova normalnog

prostora pomocu neprekidne funkcije.

TEOREMA 7. Da bi topolo8ki kvaziuredjen prostor X bio nor-
malno kvaziuredjen, potrebno je i dovoljno, da za svaka

dva zatvorena, disjunktna potskupa F C X, gde je FO

O’Fl
opadajuéi, a F‘] rastuc¢i skup, postoji neprekidna, rastu-
¢a funkcija f:X—1 tako da je f(x)=0 za xeFO i f(x)=1 za
xt.sl"‘1 (vid. [XL]).

DOKAZ: Pretpostavimo najpre da takva funkcija f postoji. Definifimo skupo-

ve
A0={xex:f{x)<1/2} " Alz{xeX:f(x)}l/E} s

Sobzirom na ucinjene pretpostavke o funkciji f, skup Ao je opadajuéi i sadrzi
skup FO, skup AI je rastuéi i sadrzi skup F1 , pri cemu je ocigledno Aoﬂ A1=Q$-
To dokazuje da je prostor X normalno kvaziuredjen.

Obratno, pretpostavimo da je X normalno kvaziuredjen prostor i
neka su F‘O i ]3'1 zatvoreni, disjunktni skupovi, pri ¢emu je prvi opadajuéi a dru-
gi rastuci.

Za svaki dijadski razlomak g, oblika k/2n, gde su k i n prirodni bro-
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jevi, 0y < 1,definiSimo otvoren,opadaju¢i skup V(%) X na slede¢i nacin:
V(o) =@ ’ V(1) = X-F . .onnn. (1)
Neka je n proizvoljan prirodan broj. Pretpostavimo da smo za svako
k=0,1,...,2" definisali skupove
VOIS 5555 04 fmn moe siess monn o [nJ
tako da su sledeci uslovi zadovoljeni:
(1) V(k/2") je otvoren, opadajuéi skup (k=0,1,...,2"),
(2) D(V(k/2M))c V((k+1)/2") (k=0,1,...,2"-1),
(3)) Fc Vik/2") (k=1,2,...,2M),
(4) V(0)=.
Formule (1) pokazuju da za n=0 ovi uslovi zaista vaZe.Uoc¢imo sada
proizvoljan prirodan broj nyo i definiSimo za svako k=0,1,2,... ’2n+1 skupove
v(k/2™1 e e e e e . . .Dnel)
na slede¢i nacin.
Ako je k paran broj oblika k=2p, gde je p=0,1,... ,2n, stavimo
V2™ v L L (2)
Ako je k#1 neparan broj oblika k=2p+1, gde je p=1,2,... 1Bn—l,tacla
je prema uslovu (2n)
D(V(p/2")eV((p+1)/2") . . . . .. (3)
Skup D(V{pfzn)) je zatvoren,a V( (p+1)/2n)) otvoren, opadajuéi, pa kako je
X normalno kvaziuredjen prostor, to postoji otvoren, opadajuéi skup WO tako da

e:
: D(V(p/2M))c W i D(W )& V( (p+1)/2™) (4)
U tom slucaju stavimo da je V(k/2n+1)=wo.
Ako je k=1, primetimo da je prema uslovu (3n)
F.cv(12h) .

Zbog normalne kvaziuredjenosti prostora X, postoji otvoren, opadaju¢i skup Wl
tako daje

F.C W, i D(wl)cvu/z") e |
1

1
Na taj nac¢in imamo niz [n+1] potpuno definisan. Ovako definisan niz

U tom sluaju stavimo da je V(1/2""
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‘oc¢igledno zadovoljava uslov (1n+1}. Uslov (2n+1) je takodje ocigledan; ako je
k=0, to neposredno sledi iz (4n),' ako je k>o paran broj, uslov (2n+l) sledi iz
prvog dela (4), a ako je k=1 iz drugog dela (5). Konacno, ako je k>1 neparan
broj, tada uslov (2n+1] sledi iz drugog dela (4). Na slican nacin se moze poka-
zati da su i uslovi (3n+1) i (4n+1) zadovol jeni. Stavige, iz (2) vidimo da niz
[n+1) proSiruje niz ().

Time smo metodom potpune matematicke indukcije za svaki dijadski
razlomak % konstruisali otvoren opadajué¢i skup V(%), 0 £% <1, tako da su
zadovoljeni slede¢i uslovi:

(a) ako je < ¥, tada je D(V(Y))cV(Y),

(b) ako je >0, tada je FOC v(x),

(c) v(0) = @, V(1) = X-F .

Defini§imo funkciju f(x) kao supremum onih dijadskih razlomaka g ,
0< 5 <1, za koje je xe X-V(3). Ocigledno je 0<f(x)<1.

Ako je xe F‘O1 tada iz uslova (b) sledi da je xe V(%) za svaki dijad-
ski razlomak 3>0. To dokazuje da je f(x) = 0.

Ako je xeF_, tada je xe X-V(1) zbog uslova (c), pa je dakle f(x)=1.

Pretpostavilmo sada da za elemente x,ye X vazi x=y. Ako je xe X-V(y),
tada je ye X-V(3) jer je skup X-V(Y) rastuti. Stoga je f(y )>X . Sobzirom na
proizvoljnost broja § , zakljucujemo da je

f(x)<fly) ako jex<y ;
funkcija f je dakle rastuca.

Primetimo na kraju da je

V(§)cD(V())
kao posledica uslova (a), pa stoga imamo inkluziju:

(a’) ako je § <%, tada je V(R)C D(V(Y))

Koriicenjem poslednjeq uslova, potpuno analogno dokazu Urisonove
leme, dokazuje se neprekidnost funkcije il

Napomenimo da u normalno kvaziuredjenim prostorima vazi niz in-

teresantnih osobina (vid.[9],[39],046] ). Od specijalnog su interesa rezultati ko-
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ji se odnose na interpolaciju semineprekidnih funkcija neprekidnom funkeijom
(vid. £391,046)) koji uopStavaju poznate rezultate opste topologije.

Slede¢i fundamentalni rezultat ovog paragrafa odnosi se na prosire—
nje neprekidnih funkcija u topoloski uredjenim prostorima. Zbog duzine, dokaz
ove teoreme ne navodimo.

TEOREMA 8. Neka je X normalno kvaziuredjen prostor, F za -
tvoren potskup prostora X, a f ogranicena, realna funkci-
ja koja je neprekidna i rastu¢a na F. Oznacimo sa A(%) i
B(%) skupove

A(%)={xe X:f(x)<x} o B(E)={xeX:f(x)2Z2%} ,
gde je 3 preizvoljan realan broj.

Da bi se funkcija f mogla prosiriti do neprekidne,
ogranicene funkcijekoja jerastu¢a na X, potrebno je i do-
voljno, da iz

g4y sledi DA(IINIB(T)) = ¢
(vid. [X1]).

Na kraju ovog odel jka uvedimo jos neke pojmove koje ¢emo u daljem
radu koristiti.

Neka je (X,% , <) topologki kvaziuredjen prostor. Za topologiju &
kazemo da je lokalno konveksna, ako je skup konveksnih okolina svake
tacke baza okolinskog sistema te tacke. Topologija @ je jako konveksna,
ako je skup otvorenih konveksnih potskupova baza topologije @ . Ako je skup ko-
ji se sastoji iz otvorenih opadajucih i otvorenih rastué¢ih skupova predbaza topo-
logije ™ , tada za topologiju X kaZemo da je konveksna (vid. [XL] ).

Lako je videti da je svaka konveksna topologija jako konveksna, a da

je ova lokalno konveksna (vid.[XL]1).

2. POTPUNO NORMALNO UREDJENI PROSTORI

Neka je (X,®% ) topolodki prostor snabdeven kvaziuredjenjem (ure-
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djenjem). Ako je YE X, tada je (Y ,*\:Y) kvaziuredjen (uredjen) potprostor pro-
stora (X,™ )u odnosu na kvaziuredjenje (uredjenje) indukovano kvaziuredjenjem
(uredjenjem) sa prostora X na potprostor Y.

DEFINICIJA 1. Topolo&ki kvaziuredjen (uredjen) potprostor

(Y,WY) prostora (X.%¥) je ®-saglasno kvaziuredjen (ure -
rr‘\'.Y_z
(rastuéi) u Y, postoji M-zatvoren skup F* koji je opadaju-

djen), ako za svaki atvoren skup F koji je opadajuéi
&i(rastuéi) u X, tako da je F= FNY (vid. 31 ).

O¢igledno je , da svaki potprostor topoloski uredjenog prostora ne
mora biti ¥-saglasno uredjen.
STAV 1. Neka je (Y.%Y) % -saglasno kvaziuredjen potprostor
topolo&ki kvaziuredjenog prostora (X,%). Tada za svaki za-
tvoren, opadajuéi (rastuéi) potskup AcY vazi A=D(A)NY
(A=1(A)NY).
DOKAZ: Kako je (Y.’?L"Y) X -saglasno kvaziuredjen potprostor prostora (X,% ),
to za svaki zatvoren opadajuéi potskup AC Y postoji zatvoren, opadajuci potskup
A* u X, tako da je A=A NY. Kako je D(A) najmanji zatvoren opadaju¢i skup ko-
ji sadrzi skup A, to je D(A)C A" Stoga je D(ANYC Any=a. Inkluzija ACD(A)
N Y je ofigledna. $to dokazuje da je A=D(A)NY. Drugi deo tvrdjenja se analog-
no dokazuje.”
STAV 2.Topoloski kvaziuredjen potprostor (Y,’{Y) prostora
(X, %) je R-saglasno kvaziuredjen ondai samo onda, ako za
svaki '7(.Y-—otv01'en opadajué¢i (rastué¢i)potskup GCY postoji
otvoren opadajué¢i (rastué¢i)potskup G* u X, tako da je G =
-d'ny.
DOKAZ: Neka je (Y’Q(Y) X -saglasno kvaziuredjen potprostor prostora (X,% ).
Ako je GCY %Y—otvoren opadajué¢i (rastu¢i) potskup u Y, tada je F=Y-G KY—
zatvoren rastuéi (opadajuéi) potskup u Y. Stoga postoji zatvoren rastuci (opa-
dajuci) potskup F¥u X, tako da je F=FNY. Skup & wF je otvoren opadaju¢i

. ” - #
(rastuci) potskup u X za koji vazi G=G NY.
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Obratno, pretpostavimo da za svaki I>EY—zal:\-'c;ren., opadajué¢i (rastu-
¢i) potskup GC Y postoji otvoren opadajué¢i (rastuéi) skup a*u X, tako da je G=
=G'NY. Neka je F WY—zatvoren, opadaju¢i (rastué¢i) potskupu Y. Skup Y - F
je I"“LY—c:onr en, rastuc¢i (opadajuéi) potskup u Y, pa stoga postoji rastuéi (opa-
daju¢i) skup G* otvoren u X, tako da je Y-F=YNG¥. Skup F*= X-G* je opadajuéi
(rastuci) i zatvoren u X. Lako je dokazati da je F=rF"ny.ll
DEFINICIJA 2. Topoloski prostor X snabdeven kvaziuredjenjem
je potpuno (ili nasledno) normalno kvaziuredjen, ako je
svaki njegov potprostor normalno kvaziuredjen. Potpuno

normalno kvaziuredjen prostor u keme je kvaziuredjenje

uredjenje, nazivamo potpuno normalno uredjen prostor.

TEOREMA 3. Neka je X topoloSki prostor snabdeven kvaziure-
djenjem u kome je svaki potprostor h’f—saglasno kvaziure -
djen. Tada su sledec¢a tvrdjenja ekvivalentna:

(i) (X,X) je potpuno normalno kvaziuredjen,

(ii) za svaka dva potskupa A,BCX koja zadovolja-
vaju uslov

D(ANB=¢=ANIKB) . . . . . . . . . (#*)

postoji otvoren opadajué¢i skup U*i otvoren rastuéi skup v”

tako da je % "
AcC U , BCV

*nv- g .

DOKAZ: (i)=>(ii) Neka je X potpuno normalno kvaziuredjen prostor i neka su
A i B potskupovi u X koji zadovoljavaju uslov (#). Oznacimo sa Y skup X-(D(A)
NI(B)). Tada su skupovi D(A)-1(B) i I(B)-D(A) zatvoreni u Y, pri ¢emu je pr-
vi opadajuéi a drugi rastu¢i u Y. Stoga postoje otvoreni skupovi Ui V u Y, pri
cemu je U opadajuci, V rastuci potskup u Y i

D(A)-I(B)gU , I(B)-D(A)EV i unv=¢ .
Na osnovu STAVA 2., postoje otvoren opadajuci skup U* i otvoren rastuéi skup

v* u X tako da je U = UNY i v = V*NY. Stoga je
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D(A)-I(B)cU* , 1(B)-D(A)SV® , Unv'g.
Kako je AGD(A)-I(B), to je AC U™ Sli¢no se dokazuje da je BC v
(ii) = (i) Neka je YC X proizvoljan potskup prostora X i neka su A
i B disjunktni, zatvoreni potskupovi u prostoru Y, pri cemu je A opadajuci a B
rastuéi potskup u odnosu na kvaziuredjenje indukovano na Y kao potprostoru
prostora X. Dokazimo najpre da skupovi A i B zadovoljavaju relaciju (). Za-
ista, prema STAVU 1. je A=D(A)NY, B=I(B)NY, pa je stoga
ANI(B)=D(A)NI(B)N Y=(D(A)NY)N(I(B)NY)=ANB=0
Analogno se dokazuje da je D(A)NB=@. Stoga postoje otvoren opadajuéi skup
U*i otvoren rastuéi skup v* , tako da je
sey’ , Beyv* i v ¢
Ocigledno je AC uny-=u , BC viY=v i UNV=@. Pritom je U otvoren i opada-
juéi,a V otvoren i rastuci potskup u Y. Prostor X je dakle potpuno normalno

kvaziuredjen.”

STAV 4. Neka je X topoloSki prostor snabdeven kvaziuredje-
njem. Ako je svaki otvoren potskup GC X prostora X nor-
malno kvaziuredjen, tada je X potpuno normalno kvaziure-
djen

DOKAZ: Neka je YC X proizvoljan potprostor prostora X. Neka su F‘l i F2 za-
tvoreni, disjunktni potskupovi u Y, pri ¢emu je prvi opadajuéi a drugi rastuéi
u Y. Oznacimo sa F skup D(Fl)ﬂI(Fz] . Skup X-F=G je otvoren u X, pa je pre-
ma pretpostavci normalno kvaziuredjen kao potprostor prostora X. Skupovi
D(Fl)nG i I(F2 JNG su disjunktni i zatvoreni u G. Stoga postoje disjunktni sku-

povi G, i G, u G od kojih je prvi opadajuci i sadrZi skup D(Fl)ﬂG a drugi ras

1
tuéi i sadrzi skup I(Fz)ﬂG. Kako je Flg D(Fl}ﬂG, in: I(Fz)ﬂG, to su Glﬂ Y
i GzﬂY disjunktne okoline skupova F1 i F‘2 u Y. Pritom je Glﬂ Y opadajuci a G,

NY rastuéi skup u y.ll
STAV 5. Neka je (X, ) potpuno normalno kvaziuredjen topo-

poloski prostor u kome je svaki potprostor % -saglasno

kvaziuredjen. Ako za skupove A,BCX vazi
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D(A)NB = @ = ANI(B) ,
tada postoji otvoren, opadajuéi (rastu¢i) skup G tako da je
ACG i D(G)NB=p (BEcG i ANI(G)=@ ).
DOKAZ: Neka je Y = X-(D(A)NI(B)). Tada su skupovi D(A)-I(B) i I(B)-D(A)
disjunktni i zatvoreni u Y, pri éemu je prvi opadajuéi a drugi rastuéi u Y. Ka-
ko je prostor X potpuno normalno kvaziuredjen, a svaki njegov potprostor X~
saglasno kvaziuredjen, to postoji otvoren opadajuci skup G u Y tako da je
D(A)-I(B)cG i D(G)NYN(I(B)-D(A)) =@ .
Kako je ANI(B) = @&, to je ACD(A)-I(B)S G. Iz relacije D(A)NB = @ sledi
D(G)NBS D(G)N(1(B)-D(A))C D(G)NYN(I(B)-D(A)) =& .
Stoga je D(G)MNB = . Analogno se dokazuje drugi deo tvrdjenja.

TEOREMA 6. Neka je (X,% ) topoloki prostor snabdeven kva-
ziuredjenjem. Ako je svaki potprostor prostora X K-sa -
glasno kvaziuredjen, tada su sledeca tvrdjenja ekvivalen-
tna:

(i) (Xx,%) je potpuno normalno kvaziuredjen,

(ii) ako su A i B zatvoreni potskupovi prostora X
od kojih je prvi opadajuéi a drugi rastucé¢i, tada postoje
zatvoreni skupovi A¥ i B¥ od kojih je prvi opadajuéi a dru-
gi rastuc¢i u X i

A"UB*-x , A*N(auB)=A , BN(AUB)=B .
DOKAZ: (i)=>(ii) Neka su A i B zatvoreni skupovi u X, pri ¢emu je prvi opa-
dajuéi a drugi rastuéi u X. Kako je A zatvoren opadajuci skup u X, to je A =
=D(A). Stoga je D(A-B)C D(A) = A, odakle sledi da je D(A-B)N(B-A) =@ .
Prema STAVU 5., postoji otvoren opadajuci skup G, tako da je:
A-BCG i D(G)N(B-A) =@ .
DefiniSimo skupove:
A*-D(G)u(anB) i B*= (X-G)U(ANB) :
Skup A* je opadajuéi. Zaista, neka je ye A* i x<y. Kako je ye £, to je ye D(G),
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ili ye ANB. Ako je yeD(G), tada je i xeD(G), pa je dakle xe A*. Ako je ye ANB,
tada je y¢ B-AC X-D(G) pa je stoga ye D(G). Odavde sledi da je xe D(G)C A*.
Sli¢no se dokazuje da je skup B* rastu¢i u X.Sada je:
AUB*2D(G)U(X-G)2GU(X-G) = X .
Lako je proveriti da je
A'n(aus) = a i BMN(aUB) =B
cime je prvi deo teoreme dokazan.
(ii)=>(i) Obratno, pretpostavimo da za svaka dva zatvorena skupa
A i B, gde je prvi opadaju¢i a drugi rastué¢i u X, postoje zatvoreni skupovi A*
i B¥, gde je A* opadajuéi, B¥ rastuéi, tako da je
A"UB*=X , A*n(auB)=a , BM(aUB)=B.
DokaZzimo da je svaki potprostor YC X normalno kvaziuredjen. Neka su MD i
M1 disjunktni, zatvoreni potskupovi u Y, pri ¢emu je prvi opadaju¢i,a drugi
rastu¢i u Y. Tada je prema STAVU 1.
MozD(MO)ﬂY y M1=I{M1)HY .

Prema pretpostavci teoreme, postoje zatvoreni skupovi CO iC, uX, gde je Co

1

opadajuéi, C, rastué¢i skup u X i

i}
Ccﬂ(D(MO)UI(Mll) =D(M) , c,ND(M UIM,)) = (M

clc, =X .
o 1

e,

Stavimo Fi =C _iﬂY, gde je i=0,1. Na osnovu prethodnog imamo:

FUF, =(Cc UC_)NY=Y
o 1 o 1

1

Pritom je:
FNM =CcNYNM =CNM =C N(I(MIUD(M_)INM =I(M_ NM .
o o 1 [e} 1 o 1 1 1 o 1 [s)

Dokazimo da je I{Mi)ﬂ MO = (. Kako su skupovi Mo i M, disjunktni i zatvoreni

1

u Y, to su oni zatvoreni i u MOU Ml' Skup M, je rastuci u MOU Ml, pa je pre-

1

ma STAVU 1. M, = I(MIJH(MOU Ml)' Stoga je
M NI(M)E (M) N(MY M) = My

Kako je MoﬂI(Ml)r;Mo, to je MOﬂI(Ml)C Moﬂ Ml = @. Dakle je FOHMO =0 .

Na analogan na¢in se dokazuje da je D(Mo}ﬂ M, = @, odakle sledi da je FlnM1=

= @. Time smo dokazali da je svaki potprostor YC X normalno kvaziuredjen Al
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STAV 7. Neka je (X,1) topoloiki prostor snabdeven kvaziure-
djenjem u kome je svaki potprostor X -saglasno kvaziure -
djen. Ako je X potpuno normalno kvaziuredjen prostor, ta-
da za svaki opadajuéi skup A i svaki rastuc¢i skup B za ko-
je vazi
ANI(B) = @ (D(A)NB = @)
postoji otvoren, opadajué¢i (rastuc¢i) skup G tako da je
ACG , GNI(B)=¢ i D(GNBSD(A)
(B€G , D(ANG=¢@ i ANI(B)CI(A)).
DOKAZ: Uoc¢imo skupove A i B-D(A). Tada je
ANI(B-D(A))c ANI(B) = @ = D(A)N(B-D(A)) .
Na osnovu STAVA 5., postoji otvoren, opadaju¢i skup C\o tako da je:
ACG i D(GO)H(B—D(A}) =@ .
Iz poslednje relacije sledi da je D(GD)ﬂBgD(A). Stavimo da je G = GO—I(B).
O¢igledno je ACG i GNI(B) = ¢. Pritom je
D(G)NB = D(G_-1(B))N BCSD(G_)NBESD(A)

¢ime je prvi deo stava dokazan. Drugi deo stava se analogno dokazuje.“

STAV 8. Neka je f:X—=Y neprekidno, zatvoreno preslikavanje
potpuno normalno kvaziuredjenog prostora X na topolosSki
kvaziuredjen prostor Y. Ako je preslikavanje f istovreme-
no izotono i dualno izotono, tada je Y potpuno normalno

kvaziuredjen.

DOKAZ: Neka je X potpuno normalno kvaziuredjen topolologki prostor i neka
je A proizvoljan potskup kvaziuredjenog topoloSkog prostora Y. Skup f_i{A) je
normalno kvaziuredjen potprostor prostora X. Kako je

£:67 () —= A
neprekidno, zatvoreno preslikavanje koje je istovremeno izotono i dualno izo-
tono, to je prema STAVU 6.,1. potprostor A prostora Y normalno kvaziure -

djen.“
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3. SAVRSENO NORMALNO UREDJENI PROSTORI

DEFINICIJA 1. Topolo&ki prostor X snabdeven kvaziuredjenjem
je savrSeno normalno kvaziuredjen, ako za svaki zatvoren
rastuc¢i skup B i svaki zatvoren, opadajuéi skup A, ANB=@,
postoji neprekidna, rastuéa funkcija f:X—1 koja zadovo -
ljava uslove:
(f(x)=0)<=>(x€A) i (f(x)=1)&>(x€B)...(1)

O¢igledno da su uslovi za savrSeno normalnu kvaziuredjenost stro-
zi od uslova koje zadovoljava funkcija €iju egzistenciju garantuje uopstenje
Urisonove leme na normalno kvaziuredjenim prostorima. Stoga je svaki sa -
vr$eno normalno kvaziuredjen prostor normalno kvaziuredjen. Savrseno nor-
malno kvaziuredjen prostor u kome je je kvaziuredjenje uredjenje, nazivamo

savrSeno normalno uredjenim prostorom .

DEFINICIJA 2. Neka je X topolo&ki prostor snabdeven kvaziu-
redjenjem (uredjenjem). Potskup FC X je opadajuéeg tipa
(rastuéeg tipa) GS‘ ako se moze prikazati kao presek pre-
brojivo mnogo otvorenih opadajué ih (rastué¢ih) skupova.
Sli¢no se definiSe skup opadajuéeg (rastuceg) tipa Fy . Lako se moze
videti da su familije skupova opadajuéeg (rastuéeg) tipa Gg i rastuceg (opada-

juceg) tipa Fy medjusobno komplementarne.

STAV 1. Neka je A zatvoren potskup savr$eno normalno kva-
ziuredjenog prostora X. Ako je skup A opadajué¢i, tada po-
stoji neprekidna, rastué¢a funkcija f:X—1 za koju vazi e -

kvivalencija:

Wil ao)ee=a el) - « « <« « w0 & (@)
Dokaz ovog stava neposredno sledi iz DEFINICIJE 1. » ako se za skup

B izabere prazan skup. Analogno se zakljucuje da vazi sledeéi
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STAV 2. Neka je B zatvoren potskup savrSeno normalno kva-
ziuredjenog prostora X. Ako je skup B rastuéi, tada posto-
ji neprekidna rastuéa funkcija f:X—=1I, za koju vaZzi ekviva-

lencija:

(£(x) = 1) &> (xeB) . o . . . . . (3)
Da bi smo utvrdili jedno od vaznijih svojstava koje karakteriSe sa -

vrieno normalno kvaziuredjene prostore, dokazimo sledefu lemu:

LEMA 1. Neka je A zatvoren skup opadaju¢eg tipa Gg§ u nor-
malno kvaziuredjenom prostoru X, i neka je BC X zatvo -
ren, rastu¢i skupdisjunktan sa skupom A. Tada postoji ne-
prekidna, rastuc¢a funkcija f:X—=1 koja zadovoljava uslove
(f(x) = 0)e>(xeA) i (xeB)=>(f(x) = 1) .
DOKAZ: Kako je skup A opadajuteg tipa Gg , to se moze prikazati kao:
A= GIUGzlJ
gde su Gn (n=1,2,... ) otvoreno opadaju¢i skupovi. Pritom moZemo pretpo -
staviti da je GnﬂB = @, jer u protivnhom skup Gn mozemo zameniti sa Gnﬂ CB,
koji je otvoren i opadajuc¢i. Skup A jekao presek opadajué¢ih skupova opadajuéi,
pa sobzirom na normalnu kvaziuredjenost prostora X, a na osnovu TEOREME 7.,
1., za svako n=1,2,... postoji neprekidna rastuc¢a funkcija fn:X—-I tako da je
0, zax€EA
f(x) = {
1, za xeX—Gn

DefiniSimo funkciju

o
f(x) ’Z 2" f(x) .
n=1

Kako je red koji definiSe funkciju f ravnomerno konvrgentan, to je funkcija f
neprekidna. Pritom je 0< fn-ﬁ- 1 (n=1,2,... ), paf : X—I. Funkcija fn je ra-
stuéa pa je za x <y In(x}sfn(y) (n=1,2,... ). Odatle sledi da je f(x)<f(y).
Funkcija je dakle rastuca.

Neka je sada xeB. Kako je BC X—Gn za svako n=1,2,... , to je f(x)

= 1. Time smo dokazali implikaciju xeB=>f(x)=1
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DokaZzimo sada ekvivalenciju xe A f(x)=0. Kako je AC Gn (n=1,2,
3,... ), to je i}x} = 0 za svako xe A, pa je dakle {(x)=0. Ako je xe X-A, tada
postoji takav indeks ne N za koji je x€ X-Gn. No tada je fn(x)=1. Dakle je f(x)
>o.ll
LEMA 2. Neka je A zatvoren, opadajuci potskup normalno
kvaziuredjenog prostora X, i neka je BC X zatvoren pot -
skup rastué¢eg tipa G§ koji je disjunktan sa skupom A. Ta-
da postoji neprekidna, rastuéa funkcija f:X—1 koja zado-
voljava sledece uslove:

(xe A) =(£(x) = 0) i (xe B)&>(f(x) =1) .

Dokaz ove leme analogan je dokazu prethodne leme.

TEOREMA 3. TopoloSki prostor X snabdeven kvaziuredjenjem
je savrieni normalno kvaziuredjen onda i samo onda, ako
je normalno kvaziuredjen i ako je svaki opadajuéi, zatvo-
ren skup opadajuteg tipa Gs, a svaki zatvoren, rastudi
skup rastuleg tipa Gg

DOKAZ: Neka je topoloski kvaziuredjen prostor X savrSeno normalno kvazi-
uredjen. Tada je on normalno kvaziuredjen. Neka je AC X zatvoren, opadaju-
¢i skup. Prema STAVU 1., postoji neprekidna, rastuca funkcija f:X—1 koja
zadovoljava uslov (2). DefiniSimo skupove:

Gn={xeX:f(x)‘-%}

za svako n=1,2,... . Skupovi Gn su otvoreni i opadajuéi. Tada je
+00 + 1 1
nrjl Gn = nf_ll{xe){:f(x){;}a {xe X:f(x) 4; za svakon} =

= {xeX:f(x)=0}= A .
Time smo dokazali da je svaki zatvoren, opadaju¢i skup opadajuceg tipa G§ . Na
osnovu STAVA 2., analogno se dokazuje da je svaki zatvoren, rastu¢i skup ra-
stuceq tipa Gg -

Obratno, neka je X normalno kvaziuredjen prostor u kome je svaki
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zatvoren, rastuéi skup rastuceg tipa Gg , a svaki zatvoren, opadaju¢i skup opa-
dajuéeqg tipa Gg . Neka su A i B zatvoreni, disjunktni skupovi, respektivno opa-
dajuéi i rastué¢i. Na osnovu LEME 1. postoji neprekidna, rastu¢a funkcija g:X-I
takva da je
(xeA)=>(g(x) =0) i (xeB)=»(g(x)=1) .
DefiniSimo skupove
G={x€ X:g(x)'ﬁ%! , F=ixeX:g(x)= %} 5 H:{xe){:g(x):"'}z— 3
Tada su skupovi GUF i HUF zatvoreni, pri éemu je prvi opadajuéi a drugi rastu-
¢i. Kako je (GUF)NB=@@, to na skupove GUF i B moZemo primeniti LEMU 2., u-
zimajuéi intervalll/2,1] umesto [0,1] . Postoji dakle neprekidna, rastuéa funk-
cija h na X koja zadovoljava uslove:
(xeB)&>(h(x)=1) i (xeGUR)=S(1(x)=3) ,
gde je 1/2< h(x)=< 1. DefiniSimo funkciju

_[a(x) , zaxeGUF
£(x) -{h(x) , za xe HUF

Kako je (GUF)N(HUF) = F i g(x)=h(x)=1/2 za xeF, funkcija f je neprekidna.
Pritom je (GUF)U (HUF) = X, odakle sledi da f: X—=1. Funkcije g i h suras-
tuc¢e, poklapaju se na skupu F, pa je stoga i funkcija f rastuéa. Lako je vide-

ti da funkcija f zadovoljava uslove (1).”

TEOREMA 4. Topoloski prostor X snabdeven kvaziuredjenjem
je savri3eno normalno kvaziuredjen onda i samo onda,ako
su zadovoljeni sledec¢i uslovi:

(i) za svaku odozdo poluneprekidnu rastué¢u fun-
kciju f postoji rastué¢i niz neprekidnih rastuéih funkcija
¢ija je grani¢na vrednost funkcija f,

(ii ) za svaku odozgo poluneprekidnu rastuéu fun-
kciju f postoji opadajué¢i niz rastuéih, neprekidnih funkci-
ja ¢ija je grani¢na vrednost funkcija f.

DOKAZ: Neka je X savrseno normalno kvaziuredjen prostor. DokaZimo najpre
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da vazi prvi uslov. Dokaz ¢emo izvesti u tri koraka.

Pretpostavimo najpre da funkcija prima samo dve razli¢ite vrednos-
ti X,3eR. Ne umanjujuéi opstost dokaza, mozZemo pretpostaviti da je X=1 a
P=0. Kako je funkcija f odozdo poluneprekidna i rastuéa, skup A={x€ X:f(x)=0}

je zatvoren i opadajuc¢i. Stoga se na osnovu TEOREME 3. skup A moze prikaza-

ti kao:
+C0
A=l G. 5
n
n=1
de je G_otvoren, opadajué¢i skup za svako neN, pri éemuje G C G . Pro-
g n » OP n+1 n

stor X je prema pretpostavci savr$eno normalno kvaziuredjen, pa je stoga i
normalno kvaziuredjen. Za svako ne N postoji dakle neprekidna, rastu¢a fun-
kcija fn takva da je fn(x)=1 za x€ X—Gn i l‘n(xj=0 za X€ A, pri cemu je Osfn

=< 1. Funkcija h(x) definisana sa
+C0

N 1
h(x) = ) ()
n=1
je neprekidna i rastu¢a na X. Za svako neN defini$imo funkciju
gn(x) = min{l, nh(x)}
Tada je { gn} monotono rastuéi niz neprekidnih, rastuéih funkcija cija je gra -
nicna vrednost funkcija f.
Pretpostavimo sada da funkcija f prima n razlicitih vrednosti 0(] >
S0 == ->O(n. Definisimo funkcije g, za svako 1= i< n-1 na slede¢i nacin:

2
of . . za xelxeX:f(x)<of. . )
i+l i+l
gi(X) = .
oy , za xé{xex:f(x)gcxhl}

Ocigledno je f:min{gi,gz, v ,gnv!) . Neka je (gij} monotono rastu¢i niz nepre-

kidnih, rastué¢ih funkcija takvih da je lim gij = gj. Tada j(:{rnin(gi *0ipseee .gm_i)}

niz neprekidnih, rastu¢ih funkcija koji ima funkciju f kao granicnu vrednost .
Razmotrimo sada najopstiji slucaj. Ne umanjujuci opstost dokaza, mo-

Zemo se ograniciti na slucaj kada je 0<f< 1. Neka je

el
=fxeX F—sr(x)>L}
mp m m
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gde su m i p prirodni brojevi koji zadovoljavaju uslov o<p< m-1. Za svako
fiksno m, neka je

) = -
g (%) == za X _

Funkcija - je odozdo poluneprekidna i rastu¢a na X. Stoga postoji monotono
¢i niz eprekidnih, tué¢ih funkcij koje je li = . Pri-
rstuci niz {gmj} neprekidnih, rastucih funkcija za koje je lim gmj gm ri
tom je ocigledno gms f. Ne umanjuju¢i opstost dokaza, mozemo pretpostavi-
ti da je gmj?_' 0 za svako x€ X. Napisimo dvostruki niz lgmj} u obliku obi¢nog
niza {hn'; i formirajmo niz
I-In = mm{hl,hz, e ,hn}
Definisimo funkciju +D
1
ok A
2n Hn
n=1
Tada je H> 0 za svako x € X. U protivnom, ako je H(x)=0 za neko x€X, tada je

i Hn(x)zo za svako neN. No onda je i hn(x)zo za svako ne N, odakle sledi da
je gmj(x}:l) za svako m i j. Stoga je lim gmj(x)=0, pa je dakle gm{x]:O, Sto
je suprotno pretpostavci da je f(x)>0 za svako xe X. Lako je videti da je H= f.

Neka je
fn = mm{H,Hn} =

Tada je {fn} niz neprekidnih, rastuc¢ih funkcija koji konvergira funkciji f.

Na slican nacin se dokazuje da je svaka odozgo poluneprekidna, ra-
stuc¢a funkcija grani¢na vrednost monotono opadajuéeg niza neprekidnih, ras-
tu¢ih funkcija.

Obratno, pretpostavimo da su u topolodkom prostoru X snabdevenom
kvaziuredjenjem zadovoljeni uslovi (i) i (ii), i dokazimo da je on savrSenonor—
malno kvaziuredjen. Neka je A zatvoren, opadajuc¢i potskup u X i dokazimo da
je on opadajuéeqg tipa Gg. DefiniSimo funkciju

0, xeA
f(x) =
1, xeX-A
Ovako definisana funkcija je ofigledno odozdo poluneprekidna i rastu¢a na X.Sto-

ga postoji monotono rastu¢i niz neprekidnih, rastué¢ih funkcija fn’ tako da je
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lim fn = f. Definisimo niz funkcija (g} sa

g = max{0,f }
Funkcije g_su neprekidne i rastu("e.i_ggx X. Stoga je i funkcija

<) &

g L on Qn
neprekidna i rastu¢a na X. Dokazimo da je g(x)=0 onda i samo onda,ako je xeA.
Ako je xe A, tada je f(x)=0. Kako je fn(x}sf(x) , to je fn(x)E 0. Stoga je max(0,
fn(x] )=0, odakle sledi da je gn(x)=0 za svako neN. Dakle je g(x)=0. Obratno,
ako je xe X-A, tada je f(x)=1, pa je stoga lim fn[x}zl. Stoga postoji indeks n €
€ N tako daje fn(x)‘-'-'* 0 za svako n=n_. Odavde zakljucujemo da je gn(x)> o za
svako n= - Dakle je g(x)> 0. DefiniSimo skupove

1
Gn ={xeX .g(x)<;} .

Skupovi Gn su otvoreni i opadajuc¢i. Pritom je

I']Gn ﬂ{xex:g(x)ﬁ:%}z {xEX:g(x)-c:% za svako n } =

{xeX:g(x)=0}= A,

¢ime smo dokazali da je svaki zatvoren, opadaju¢i skup opadajuceg tipa Gg . Slic-
no se dokazuje da je svaki zatvoren rastuci skup rastuéeg tipa Gg .

Ostaje jos da dokazemo da je prostor X normalno kvaziuredjen. Neka
je A zatvoren, opadaju¢i skup, a B zatvoren rastuc¢i skup disjunktan sa skupom

A. Prema prethodno dokazanom, postoje neprekidne funkcije 9 ig, koje su

2
rastuce na X i koje zadovoljavaju uslove:

(gl(x)=0}<:;>(xeA) i Oggltx)il

{gz(x)=0)<:;>(x68) ; —1592(:()50 .
Funkcija
g=g; +9y
je neprekidna i rastu¢a na X, pri ¢emu je pozitivna na skupu B a negativna na
skupu A. Skupovi
F={xeX:g(x)<0} i G={xeX:g(x)<0}

su otvoreni i disjunktni. Pri tome je F opadajuéi i sadrzi skup A,a G je rastuéi
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i sadrzi skup B. Na osnovu TEOREME 3., prostor X je savrseno normalno kva-
ziuredjen.“

Dokazimo sada jedan interesantan rezultat koji daje vezu izmedju
savrseno normalno kvaziuredjenih prostora i metrizabilnih prostora. U tom

cilju uvedimo najpre sledecu definiciju.

DEFINICIJA 3. Neka je X kvaziuredjen metri¢ki prostor. Fun-
kcija rastojanja d koja definise metriku prostora X je sa-
glasna sa kvaziuredjenjem, ako su zadovoljeni sledeéi us-
lovi:

(i)ako je F zatvoren, rastué¢i skup i x <y, tada je
dix,F)=d(y,F),

(ii) akoc je F zatvoren, opadajuéi skup i x<y, tada

je d(x,F) =d(y,F) (vid.[46]).

TEOREMA 5. Svaki metrizabilan prostor snabdeven kvaziure-
djenjem u kome je metrika saglasna sa kvaziuredjenjem je
savrseno normalno kvaziuredjen.
DOKAZ: Neka je X metrizabilan topoloski prostor snabdeven kvaziuredjenjem
u kome je metrika d, koja indukuje topologiju prostora X, saglasna sa kvaziu-
redjenjem. Tada je prostor X normalno kvaziuredjen (vid.[46] ).
Neka je sada F proizvoljan opadajuc¢i skup zatvoren u X. Defini&imo
funkciju f:X—=R' sa
f(x) = d(x,F) .
Ovako definisana funkcija f je neprekidna i rastuca, jer je funkcija rastojanja
d saglasna sa kvaziuredjenjem. Za svako neN ?eﬁniéimo skupove Gn sa:
Gn ={xeX: f(x}<; .
Kako je funkcija f neprekidna, skupovi Gn su otvoreni, a sobzirom na izotonost
funkcije f, oni su i opadajuéi. Pritom je

na
n

ﬂixe){:f(x)::'rl-l'} = {xeX: f{x)‘:%za svakon} =
{xeX:f(x) =0}={ xeX:d(x,F)=0}=F ,

"
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¢ime smo dokazali da je svaki zatvoren, opadajuéi potskup prostora X opadaju-
Ceg tipa Gg . Analogno sa dokazuje da je svaki zatvoren, rastuci skup rastuceg

tipa Gg . Na osnovu TEOREME 3., prostor X je savrseno normalno kvaziuredjen.

4. KOMPAKTNO UREDJENI PROSTORI

DEFINICIJA 1. Kompaktan topologki prostor snabdeven kvaziu-
redjenjem (uredjenjem) je kompaktno kvaziuredjen (uredj-
en), ako je kvaziuredjenje (uredjenje) zatvoreno (vid[XL]).

Na osnovu TEOREME 2.,1.,vidi se da je kompaktno kvaziuredjen pros-

tor ustvari kompaktan, T, -uredjen prostor. Svaki kompaktno uredjen prostor

je kompaktan Hausdorfovzprostor.

STAV 1. Neka je X kompaktno kvaziuredjen prostor. Ako je
KC X kompaktan potskup prostora X, tada su skupovi d(K)i
i(K) generisani skupom K zatvoreni.

DOKAZ: Dokazimo da je skup d(K) zatvoren. U tom cilju uo¢imo proizvoljnu
tacku a€X-d(K). Tada za svako xe K vazi a4 x. Stoga za svako xeK, na osno-
vu TEOREME 1.1.,postoji rastu¢a okolina V: tacke a i opadaju¢a okolina Wx tac-
ke x, disjunktna sa V:. Kako je skup K kompaktan, to postoji konacno mnogo
tacaka X 9 X5 e e ,xne K takvih da je

KS Wy, U Wy, U oUWy

n
Oznacimo sa V skup definisan sa
Xq Xo Xn
vV=v_nv-on..nv
a a a
Skup V je ofigledno rastuca okolina tacke a. Pritom je
Vﬂngn(wxluwxzu ...u wxn) = (Vﬂwxl)U ...U(vnwxn)

g{vxlnwx])u ...U (Vxnnwxn) =@,

odakle sledi inkluzija K€ X-V. Kako je skup X-V opadajuci, to je d(K)E X-V,
odn. VNd(K) = @. Drugim rec¢ima, skup X-d(K) je otvoren. Slicno se dokazu-

je da je i(K) zatvoren skup.“
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STAV 2. Ako je X kompaktno kvaziuredjen topoloski prostor,
za svaki opadaju¢i (rastué¢i) potskup AC X i svaku okolinu
V skupa A postoji otvorena opadajuca (rastuc¢a) okolina W sku-
pa A koja je sadrZzana u V.

DOKAZ: Oznacimo sa W skup X-i(X=V) Kako je skup X-V zatvoren, lo je on
kompaktan. No tada je skup i(X-V) prema prethodnom stavu zatvoren. Skup W
je dakle otvoren i opadajuc¢i u X. Pritom je

X-VCX-VCi(Xx-V) ,

odakle sledi inkluzija WC V. Da dokazemo da je AC W, dovoljno je pokazati da
je ANi(X-V) = @. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji tacka t€X koja je i u
skupu A i u skupu i(X-V) . Kako je te i(X=V), to postoji element x€ X-V  tako
da je x<t. No kako je te A, to je i xe A, 5to je u kontradikciji sa ¢injenicomda

jeV okolina skupa A. Stav se sli¢no dokazuje u sluc¢aju kada je skup A rastuéi.l

TEOREMA 3. Svaki kompaktno kvaziuredjen topolo$ki prostor
je normalno kvaziuredjen.
DOKAZ: Neka je F zatvoren, opadaju¢i skup i ae X-F. Tada je ag x za svako
xe F. Zaista, ako bi bilo a< x, tada je aeF, 5to je suprotno pretpostavci.Sto-
ga za svako xe F postoji opadaju¢a okolina Ox tacke x i rastué¢a okolina O: tac-
7 X sy i il
ke a, tako da je Oxn " @. Familija {Ox} xeF Je otvoren pokriva¢ skupa F.
Skup F je kao zatvoren potskup kompaktnog prostora kompaktan, pa se stoga
pokrivac [Ox} Gy redukuje na konacan potpokrivac {Oxl , 0x21 R Oxn} . De-
finiSimo skupove:
n
o_.=U 0 ; 0. =N @
Fogq =1 ®

Oc¢igledno je O_N Oa = @, pri cemu je DF opadaji¢a okolina skupa Fa a Oa ra-
stu¢a okolina tacke a.

Koriste¢i prethodno dobijeni rezultat, zakljucujemo da za svaka dva
disjunktna skupa F] i F2‘ od kojih je prvi opadajuci a drugi rastuéi, postoje o-
koline Opl i OF2 koje su respektivno opadajuci i rastuci, disjunktni skupovi .

Na osnovu STAVA 2., postoje otvorene okoline GI i G2 skupova F‘] i F2 koji su
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respektivno opadajuéi i rastuciskupovi i koji zadovoljavaju uslove:
F,.SGEO0p, . F,CG,CO0p,
Ocigledno je G, ﬂGz =gl
U slu¢aju uredjenja, ove rezultate je dao Nahbin (vid.[CXL]). Stoga su
i dokazi ovih tvrdjenja, izuzev poslednje teoreme, analogni dokazima odgovara-
juc¢ih stavova koje je dao Nahbin.
Dokazimo sada jedno svojstvo savrieno normalno kvaziuredjenih pro-

stora u klasikompaktno kvaziuredjenih prostora. U tom cilju dokazimo sledecu

lemu.

LEMA 1. Neka je X kompaktno kvaziuredjen topolo8ki prostor
Ako je Gotvoren, opadajuc¢i (rastué¢i) skup u X, tada za sva-
ko a€ G postoji ob:ol:ln:-ﬂi)a tacke a koja zadovoljava uslov:
ae0 €D(0 )& G (aeO0 cl(O)EaG) .
= a a a
DOKAZ: Skup X-G je zatvoren i rastué¢i u X, pa prema prvom delu dokaza pret—

hodne teoreme za svako ¢ X-G postoji opadajuca okolina Oa tacke a i rastuca

okolina OX- G skupa X-G, tako da je Oaﬂ OX-—G = (. Na osnovu STAVA 2.,
postoji otvorena. rastu¢a okolina W skupa X-G tako da je
-GC
X-GCwCo OX—G

Stoga je OaﬂW:Qi. odn. Oal; X-W. Kako je X-W zatvoren skup opadaju¢i u X, to
je D(0_)C X-wea.ll

TEOREMA 4. U klasi kompaktno kvaziuredjenih topolo3kih pro-
stora slede¢a dva svojstva su ekvivalentna:

(i) prostor X je savrSeno normalno kvaziuredjen,

(ii ) svi otvoreni rastuéi i opadajuéi potskupovi pro-
stora X imaju svojstvo Lindelefa.
DOKAZ: (i)=>(ii) Neka je G otvoren, opadajué¢i skup i neka je @ ={F_} otvo-
ren pokrivac skupa G:

a= U r .

. . . Fa€S . . «
Kako je prostor X savrseno normalno“kvazmredjen, to je svaki otvoren,opada-
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juéi skup opadajuceqg tipa Fy :
G = HIU H2U -

Na osnovu kompaktnosti prostora X, svaki od skupova Hn pokriven je konacnim
brojem skupova E,€ 6 . Stoga je ceo skup G pokriven prebrojivom familijom sku-
pova F_ € &. Potpuno analogno se dokazuje da svaki otvoren, rastuc¢i skup ima
svojstvo Lindelefa.

(ii) =>(i) Na osnovu TEOREME 3., prostor X je normalno kvaziure-
djen. Neka je G otvoren, opadaju¢i skup. Na osnovu LEME 1., za svako x€G
postoji okolina Ox tacke x, tako da je D(Ox)g G. Okoline Ox obrazuju sistem

okolina Ox1,0x2, _—_— ,Oxn cija je unija skup G. Kako je D(Ox)g G, to je :
+0

D <
nl;ll (Oxn) =G,

tj. G je skup opadajuéeqg tipa Fy - Na osnovu TEOREME 3.,2., i ¢injenice da su
mnostvo skupova opadajuceg tipa (rastuceg tipa) Gg i mno&tvo skupova rastu-
¢eg (opadajuceg) tipa Fg uzajamno komplementarni, zakljuéujemo da je pros-

tor X savrseno normalno kvaziuredjen.“

5. POTPUNO REGULARNO UREDJENI PROSTORI

DEFINICIJA 1. Topolo3ki prostor X snabdeven kvaziuredjenjem
je potpuno regularno kvaziuredjen, ako su zadovoljena sle-
deéa dva uslova:

{4 za svaku okolinu G priozvoljne tacke a€ X po-
stoje neprekidne funkcije f,g:X—1, gde je f rastu¢a a g
opadaju¢a na X, pri ¢emu je

f(a)=g(a)=1 i . inf{f(x),g(x)} = 0 ako je xeX-G ,

(ii) za svake dve tacke a,beX zakoje je agb posto-
ji neprekidna, realna funkcija f rastu¢a na X za koju vazi
f(a) > f(b)

(vid. CXL1).
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Potpuno regularno kvaziuredjen prostor X u kome je zadovoljen jedan
od sledet a dva ekvivalentna iskaza:

(a) prostor X je Hausdorfov ,

(b) kvaziuredjenje prostora je uredjenje ,

nazivamo potpuno regularno uredjenim prostorom (vid.CXL]).

STAV 1. Svaki potpuno regularno kvaziuredjen prostor je u-
niformizabilan. Kvaziuredjenje takvog prostora je zatvo-
reno, a skup otvorenih, opadaju¢ih i otvorenih rastuéih
skupova je otvorena predbaza (vid.[XL]).
DOKAZ: Da dokazemo prvi deo tvrdjenja, dovoljno je pokazati da je prostor
potpuno regularan. Neka je G proizvoljna okolina tacke a. Oznatimosafig
funkcije koje zadovoljavaju uslov (i) prethodne definicije . Funkcija h(x) de-
finisana sa
h(x) = sup{0,f(x)+g(x)-1}

je neprekidna, pri cemu je 0<h<1. Ocigledno je h(a)=0. Ako je xeX-G, tada
je f(x)=0 ili g(x)=0. No tada je h(x)=0. Prostor je dakle potpuno regularan.

Pretpostavimo sada da je agb. Prema uslovu (ii) prethodne defini -
cije, postoji neprekidna, rastuéa funkcija f za koju vazi f(a)> f(b). Neka je
f(a):-s:a- f(b). Stavimo da je V={x:f(x)>%} i W={x:f(x)< %} . Skupovi Vi W
su disjunktne okoline tacaka a i brespektivno, pri ¢emu je V rastué¢i a W opada-
juéi skup. Na osnovu TEOREME 2.1., kvaziuredjenje je zatvoreno.

Konaéno, neka je G okolina tacke a,a f i g funkcije odredjene uslovom
(i) definicije. Defini§imo skupove

W, ={x:f(x)>0} , W2={x:g(X)> 0% w

Skup w1 je otvoren i rastuci, a W2 je otvoren i opadaju¢i, pri ¢emu je a€ wlﬂ w2
ca.l

TEOREMA 2. Svaki topoloSki uredjen potprostor kompaktno u-

redjenog prostora je potpuno regularno uredjen (vid. [X13 )

DOKAZ: Kako je svaki potprostor potpuno regularnog prostora potpuno regu-
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laran, dovoljno je dokazati da je svaki kompaktan prostor potpuno regularno
uredjen. Neka je X kompaktno uredjen prostor, ae X i neka je G proizvoljna

okolina tacke a. Tada postoji otvoren, opadajué¢i skup W, i otvoren, rastuéi

skup W2 tako da je a€ Wlﬂ Wz"; V. Skup d(a) je cpadajuéili zatvoren i pritom
je disjunktan sa skupom X—Wl. Kako je kompaktno uredjen skup normalno ure-
djen. to postoji neprekidna rastuéa funkcija g“: X—=1 tako da je
g'(d(a)) =0 i g'(X-w)=1 .
Funkcija g=1-g”je neprekidna, opadaju¢a na X pri ¢emu je
gla) =1 1 g(x) =0 ako je X€ X-W,
i 0=g=<1. Analogno se zakljucuje da postoji neprekidna, rastuc¢a funkcija f:X
— [ za koju vazi
f(a) =1 i f(x) = 0 ako je x€ X-W,,
Kako je X-GC {X—WI)U(X—WE) , funkcije f i g zadovoljavaju uslov (i) DEFINI-
CILJE 1.
Neka je sada afb. Tada je i(a)Nd(b)=@, pa stoga postoji neprekidna,
rastuca funkcija f:X—1 za koju je
f(d(b)) = 0 i f(i(a)) =1 .
Stoga je f(a)>f(b). ¢ime je dokazan i uslov (ii) DEFINICIJE 1.l
Kao i potpuno regularni prostori, tako su i potpuno regularno uredje-
ni prostori odredjeni u terminima funkcija. Sasvim se prirodno postavlja pita-
nje unutrasnje definicije potpuno regularno uredjenih prostora, koja nebi u se-
bi sadrzala pojam funkcije, a da se sam prostor ne posmatra kao gust potskup

kompaktno uredjenog prostora. Da bi smo odgovorili na ovo pitanje, uvedimo

najpre neke pojmove koji ¢e nam u daljem radu biti potrebni.

DEFINICIJA 2. Neka je (X,%,=<) uredjen topologki prostor, a

&

7 i %2 topologije na X za koje je %1,(&25%. Uredjen par

1,%2) nazivamo uredjajno definicionim, ako su sledeéa

a4

(
tri uslova ekvivalentna:

(i) xecly{y} (ii) x<y (iii) yecly {x}
(vid.[29)).
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Moze se pokazati da je uredjenje topoloSkog prostora semizatvoreno,

ako postoje topologije %l i "(’.2 na X tako da je (%1,%2) ured jajno definicioni par

DEFINICIJA 3. Neka je (X, % ,=<) uredjen topolo$ki prostor, a &
i ® respektivno, familije opadajué¢ih i rastu¢ih, zatvore-
nih skupova u X. F‘amilijagﬁ.‘-,7 =sAU@ je normalno uredjena
predbaza prostora X, ako su zadovoljeni sledec¢i uslovi:

(i) s (®) je baza zatvorenih skupova topologije
%‘w {Q‘L&], pri ¢emu je (ni@,qm) uredjajno definicioni par za
koji je MgV Raet ,

(ii) =za svaki M4 (W@))—zatvoren skup FCX i xeX-F
postoji skup B(A) u @ (s€), tako da je x€B(A) i BNF=@ (AN
nNF=@),

( iii) za svako AesfA i Be®,ANB=¢, postoje skupovi Ag
#i Be@tako da je ACA’, BCB’, ANB=@-ATNBi AUB=X (vid.[29])

U radu [29] je dokazana sledeéa teorema.

TEOREMA 3.5Svaki potpuno regularno uredjen prostor ima nor-
malno uredjenu predbazu.

Mi¢emo sada dokazati obrat ove teoreme. Uvedimo najpre sledecu
definiciju.
DEFINICIJA 4. Neka je (X,®M .,<) uredjen topoloiki prostor u
kome je uredjenje semizatvoreno. Skup 2 parova (F‘.C)F]'1

gde je Fesg(®),a O_eX-®(X-) okolina skupa F, je uredjajno

potpun, ako z:f svaki par (F‘,OF )€Z postoji okolina OI;EX~®
(X-) skupa Fe & (®) i skup Fed (®), tako da su zadovolje-
ni sledec¢i uslovi:

(i) D(of;)t;ﬁt;oF (1(o)eFeoy)

(ii) (F,0p)e L, (F,0p)e L.

Da dokazemo obrat TEOREME 3., dokazimo najpre ncke pomoéne sta-

vove.
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LEMA 1. Ako je 8 =/ U& normalno uredjena predbaza, tada

je ¥ = {(A,OA)} ,gde je Ae A (S, er X-@(X-8), uredjajno
potpun sistem.
DOKAZ: Neka je A8 (&), O,€ X-@&(X-=4), pri cemu je (A,OA]e 2. Uodimo
skup §=X—0Ae & (). Ofigledno je ANA=@. Kako je ¥ normalno uredjena pred-
baza, to postoje disjunktne okoline O;\E X-(X-4) i O:KE X-g( X-®) skupova A
i A respektivno. Skup F=x~0:FL je element familije #(®). Kako je o:\ﬂ ok = @,
to je O;%l; X-O:ﬂ-& = F. Sobzirom da je F zatvoren, opadaju¢i (rastuéi) skup, to
je D(OA)CF (I(O:A]C F). Dokazimo da je F':.OA
(X-0,)NF = (X-0,)N(X-0%) = Aﬂ(X—Ok) =@,
to je FEO, . Kako je Aed (B), er X-d(X-®) , Fe A (R), 0,€ X-®(X-=), to
je (A,07)e T i (F,OAJGZ.H

. Zaista, kako je

LEMA 2. Neka su A i B zatvoreni, disjunktni skupovi u topo-
loski uredjenom prostoru (X, ,=<), gde je skup A opadaju-
¢i a skup B rastué¢i. Ako za skup A postoji sistem opadaju-
¢ih okolina {Gr] numerisan svim dijadskim racionalnim

brojevima r (0<r<1), tako da je G, =X-B i iz r<r’sledi D{Gr)

o Gr' , tada postoji monotono rasltuéa funkcija f: X—1 ta-
ko da je f(A)=01i f(B)=1.
DOKAZ: DefiniSimo funkciju

f(x) = inf(r : xeG »
i dokazimo najpre da je neprekidna. Neka je xeX i A€l takav realan broj, za ko-
ji je f(x)<XA. Kako je skup dijadskih razlomaka gust u R, to postoji dijadski ra-
zlomak r tako da je f(x)< r<r. No tada je Gy okolina tacke x. Zaista, ako G-
nebi bila okolina tacke x, vazila bi nejednakost

sup {r : xe X-G }= r.
Kako je

inf{r:xeGr} - sup{r:xeX—Gr},

§to se lako moze dokazati, to je f(x)=Tr, suprotno pretpostavci da je f(x)<r.
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Neka je y€G-. Kako je f(y)=inf{r:ye G-}, to je fy)s r. Sobzirom da je
(x:f(x)sTrC {x:f(x)<A} ,

to je f(y)<A . Time smo dokazali da je funkcija f(x) odozdo poluneprekidna.A-
nalogno se dokazuje da je ona i odozgo poluneprekidna.

Da je funkcija f monotono rastu¢a, neposredno sledi iz c“:injehice da
za X,yeX, Xx<v, ve Gr vazi kadgod je xeGr.

Konaéno, na osnovu definicije funkcije f je jasno da je f(A)=0 i f(B)
= 1.l
LEMA 3. Neka je (F,OF e I , gde je 2 uredjaino potpun sis -
tem. Tada postoji neprekidna funkcija f:X—1, monotono
rastuc¢a na X, tako da je f(F)=0 i f(X-OFJ=1.
DOKAZ: Oznacimo sa Ol skup OF' Kako je sistem 3 uredjajno potpun,posto-
ji okolina Go skupa F i zatvoren, opadajué¢i skup (Do tako da je

FCG CD(G )adca
(o] (o] (o]

1 L]
pri cemu je
(F,Go)ez . . . . 2 " (1)
i
@EEL « 3 ¢ & = o @&
Iz (2) sledi egzistencija skupova C'l/IZG X-8 i CD‘I/ZE 4. tako da je

P,E6,,ED(G, ,)EDB G,

Nastavljajuci isto rasudjivanje, indukcijom mofemo za svaki dijadski razlomak
e n R g ;
r oblika p/2 (0=sr<1) konstruisati zatvoren,opadajuci skup C[:I»/zn i otvoren
3

opadajuéi skup G, n , tako da je

e c D(G ) € G .
Py & Oppyy & DOy, IE Dy 4C prl
211 n+1 n+i n+ .n
Na taj nacin smo za skupove A2=F i B:X—OF %(onstruisall sistem opadajucih oko-

p/2

lina Cr koji zadovoljava uslove prethodne leme, ¢ime je tvrdjenje leme doka-

zano.”

TEOREMA 4. Ako uredjen topoloiki prostor (X,%,<) ima nor-
malno uredjenu Predbazu, tada je on potpuno recgularno u-

redjen.
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DOKAZ : Neka je & normalno uredjena predbaza prostora X. Prema LEMI 1.,
3= {(A,OA) }. gde je Aeh(®), O,¢ X-®(X-4), je uredjajno potpun sistem.
Neka je ae X. a G proizvoljna okolina tacke a. Kako je S normalno uredjena
predbaza,prema uslovu (i) DEFINICLIE 3., postoje skupovi Ae<fl i Be &, tako

da je
xe(X-A)N(X-B)c G .

Kako je uredjenje potpuno regularnog prostora semizatvoreno, skup (=,a] je
zatvoren. Stoga je (=.al e X-B. Kako je ((=, al , X-B )e Z jer je (= ,akd,
X-Be X-%, to prema LEMI 3., postoji monotono rastu¢a, neprekidna funkci-
ja f7: X—=1I, tako da je
f((=,a)=0 i f(B)=1

Funkcija f=1-f" je neprekidna. monotono opadaju¢a, pri ¢emu je f(a)=1 1 f(B)=0.

Potpuno analogno se moze konstruisati monotono rastuc¢a,neprekidna
funkcija g: X -1, tako da je:

gla) =1 i g(A) =0

Kako je X-GC AUB, to je inf{f(x).g(x)} =0 za xe X-G. Osim toga je f(a)=g(a)=
g g

Konacno dokazimo da za svako x,y€ X, x£ y, postoji neprekidna, mo-
notono rastuca funkcija f:X —= R tako da je f(x)=>f(y). Na osnovu definicije
normalno uredjene predbaze, skupovi (=-,y] i[x,—= ) su medjusobno disjunktni
elementi predbaze ¥ . Kako je (= ,yle of , X-[x,—=)€ X-B, a X-[x,—~) je oko-
lina skupa (=.y]. to je ((‘-,yl.X—[x.--))GZ . Stoga na osnovu LEME 3., po-
stoji neprekidna. monotono rastuca funkcija f:X—= I koja zadovoljava sledece
uslove:

f({=,y1) =0 , f([x,=>))=1 .

Ocigledno je {(x)> f(y)."

Sada iz TEOREMA 3. i 4. neposredno imamo posledicu koja daje ka -
rakterizaciju potpuno regularno uredjenih prostora pomoéu separacionih aksio-
ma. Drugim recima, dobijamo unutrasnju karakterizaciju potpuno regularnou-

redjenih prostora.
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POSLEDICA 1. Topoloski uredjen prostor je potpuno regularno
uredjen onda i samo onda ako ima normalno uredjenu pred-

bazu.

6. KOMPAKTIFIKACIJA UREDJENIH
TOPOLOSKIH PROSTORA

U ovom odeljku éemo sa (X™"*) obelezavati jednotackastu kompa -

ktifikaciju topolofkog prostora X, gde je X*= XUid}, &¢ X.

DEFINICIJA 1. Neka je (X, ,<) uredjentopologki prostor, a G graf uredjenja
na X. Ako postoji uredjenje na X*éiji graf & zadovoljava uslov G*N(XxX) =
= G, tada (X",%*,<") nazivamo uredjajnom kompaktifikac ijom pro-
stora (X,% ,=<). Ako je uredjenje <¥zatvoreno, tada prostor {x‘,"t",s"')

nazivamo T2—uredjajnom kompaktifikacijom (vid.[29]).

DEFINICIJA 2. Uredjen topoloSki prostor (X, ,<) je strogo
lokalno kompaktan, ako za svako X, YEX, X£y vazi jedan od
uslova:

(i) postoji rastuéa okolina G taike x, tako da je
G kompaktan,

(ii ) postoji opadajuéa okolina H taike y, tako da je

I

kompaktan (vid.[29] )

TEOREMA 1. Ako je (X,T1,<) uredjen topoloiki prostor, tada
se na X* moZe definisati uredjenje tako da je (X%%* <%
jednotackasta Tz-uredjajna kKompaktifikacija onda i samo
onda, ako je prostor (X,%,<) strogo lokalno kompaktan,
Ta—uredjen (vid.[29]1).

DOKAZ: Pretpostavimo najpre da se na X* moze definisati uredjenje <™ tako
da je (X'\‘,"\'i"P <" T,-uredjajna kompaktifikacija prostora (X,Y ,<). Prema TE-

OREMI 3.4., prostor (X*ﬁ‘ 5 _ﬂ_*) je normalno uredjen. Kako za svako x,yeX,



x4y, vazi xgwo ilid 4y, to postoji opadajué¢a,X*-otvorena okolina H tacke 9
i rastu¢a, R¥-otvorena okolina tacke x, tako da je GNH=@. No tada je x€GC x*
-H, odakle sledi da je clyG kompaktan skup. Slicno se zakljucuje ako Lb$ Y-
Pritom je (X% ,<) Tz-urndjml, cime smo teoremu dokazali u jednom smeru.

Pretpostavimo sada da je (X,":'\. ,=) strogo lokalno kompaktan, Tz-
uredjen prostor. Definisimo na x* uredjenje <* na sledeéi nacin. Za x,y€ X
stavimo da je xs’y onda i samo onda, ako je x<y. Za element x€ X stavimo
da je x<%a, ako postoji opadaju¢i,® -otvorena okolina G tatke x tako da je
clq G kompaktan skup, a ne postoji rastuci, ¥ -otvorena okolina tacke x cije je
zatvorenje kompaktan skup. Dualno se definise uredjenje <*na x*u slucaju
kada je & < . Lako je videti da je <* uredjenje na Y

Ostaje da dokazemo da je (X": %*‘5*) Tz—uredjen prostor. Neka je
za x€X, x$*®. Tada je d<*x ili @lx. Ako je 3<*x, tada postoji rastuéa,X -
otvorena okolina G tacke x, tako da je clg G kompaktan skup. Skup G je rastud
u x* , jer iz ge G i g<*y sledi da je y€G. Ovo zbog toga 5to je yAw®, a G je ra-
stuéa, % -otvorena okolina tacke g Cije je zatvorenje kompaktan skup.Stavimo
sada da je H=X*-G. Tada je X*——{'I.Q_G:H. Pritom je G rastut¢a, X¥*-okolina tac-
ke x disjunktna sa opadajuc¢om ™ okolinom H tafke & . Isti zaklju¢ak se ana-

lognim rasudjivanjem dobija u slucaju kada je CBIIx.”

DEFINICIJA 3. Kompaktan, T2~uredjen prostor (Y,U.39) je u -
redjajna kompaktifikacija prostora (X,U ,<) ako postoji
uredjen potprostor (Z,’UZ.,EIZ) prostora (Y,U,sS)gust u
njemu, koji je istovremeno homeomorfan i uredjajno izo-

morfan prostoru (X,% ,<) (vid.[xL1,[29]).

DEFINICIJA 4. Ako je (Y,U,<g) uredjajna kompaktifikacija pro-
stora (X,W ,=<) sa osobinom da se svaka ogranicena, izo -
tona funkcija koja. preslikava X u R moze proSiriti do o-
graniCene, izotone funkcije koja preslikava Y u R, tada pro-
stor (Y,u,=g) nazivamo Slon—f.‘ehnvljevqm uredjajnom kom-

paktifikacijom prostora (X, ,<) (vid.[XL1,(29]).



Kao i u prethodnom paragrafu, oznac¢imo sa 4 (®) familiju svih za-
tvorenih, opadaju¢ih (rastuéih) potskupova uredjenog topologkog prostora (X,
% ,<). Ako je & (8) neprazan potskup skupa (), tada uredjen par (% ,%€)na-
zivamo [,85] familijom, ako je FNG £ @ za svako FEQ® i svako Geg . Pisade—
mo (¥ ,9)C (€,%’), ako je ¥C G’ i G g’. Kako je ovo relacija uredjenja u
skupu [#,®] familija, to na osnovu Zornove leme sledi, da za svaku & .@fa
miliju (¥ ,€) postoji maksimalni element (%,%) u skupu svih [=9,G) familija
za koji je (¥ ,€)C @,%9).

Za svaki element x€ X, oznacimo sa ggx[%x) skup onih elemenata fa-
milije & (@) koji sadrze x. Tada je (sﬂx,@ax) maksimalni element skupa svih
[ ,®] familija. Ako je prostor potpuno regularno uredjen, tada je Me8 = (= e |
i N®™ =fx, ) (vid.[29]). Stoga je N UB)=(x1. Lako je pokazati da je
ngqg _qu onda i samo onda ako je %%q;)@)p.

Neka je { (@”,@P),peP}t kolekcija maksimalnih (4,5 ] familija ure-
djenog topoloskog prostora (XX ,<). Na osnovu rec¢enog, ofigledno je da izme-
dju [#,®] familija oblika (.ngx,@), gde je xeX, i tacaka prostora X postoji 1-1
korespodencija. Stoga, ne umanjujuéi opitost dokaza, moZemo smatrati da je
XCP. Oznacimo skup P sa cg(x) i definiSimo na njemu relaciju R sa :

pRq onda i samo onda, ako je sﬂqg sqp 5
TEOREMAZ2. Relacija R je uredjenje na Cg’ (X) za koje x=<y
vazi onda i samo onda ako je xRy (vid.[29]).
DOKAZ: Ocigledno je pRp za svako pe(‘g‘(x). Ako je pRg,tada je (ggp,@,p) =
S (gﬂq,%q), pa je p=q. Lako je videti da je R tranzitivna relacija.

Neka je sada x<vy i Aesa”. Kako je skup A opadajuéi, to je xe A, pa
je Ae sﬂx, c¢ime smo dokazali da je xRy.

Obratno, ako je xRy, tada je sayg ngx., pa je (=.,x3=1N ggxg I'ngy =
= (<=,y]. Stoga je x<y.ll
TEOREMA 3. C%(X} je distributivna mreza.

DOKAZ: Neka su (sﬂ“,&)") i (s91,®") maksimalne L8 ] familije koje odgo-
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varaju tackama p,qe (“.2 (X). Familije F-.g'ngiis :@P U & su neprazne.
Zaista, ako je APe &P i A% o , tada je APu Aqs &, jer biu protivnom po-

stojao skup B"e @ tako da je 8'n {APU AY)-@. No onda je B8N AP-g, %o je su-
protno ¢injenici da je (4. @) [ 4 »®] familija. Analogno se zakljucuje da je
AP A% 7 .

Familija (%,€) je maksimalna (o9, ] familija. Da to dokazemo,
pretpostavimo suprotno, da postoji (&4, ) familija (%, %) za koju je (% .,8)
C(%7,€). Ako jeRC I, tada postoji skup A"€4” koji nije iz §. Stoga on ne
pripada bar jednoj od familija nﬂ'p i sﬂq. Ako A’ nije u r.ﬂp, tada postoji skup
BYe @_;p takav da je AT BP = @, suprotno pretpostavci da je (& °, g )[4, ] fa-
milija. Slicno se dokazuje da A’nije u w?. Ako je ©c &', analogno se zaklju-
¢uje. Stoga je (%,€) maksimalna («9.8) familija. Postoji dakle re CS (X) ta-
ko da je (¥,%&)=(s¢",®"). Dokazimo da je pVq=r.

Kako je «'c .sﬂp, =& s to je p,q=r. Neka je p,q< s za neko s€ CE’(X) .
Tada je sﬁst; ssp,.uaq , pa je ss*st; &' . Dakle je r< s, Sto dokazuje da je pVq=
=T .

Na slican nacin se dokazuje da za svaka dva elementap,qe C% (X)po-
stoji infimum pAq.

Konac¢noe, mreza C:? (X) je distributivna, jer je maksimalna [, B)
familija (s U (g7 Nat™)) koja odgovara elementu pV (gAr) o¢igledno jednaka
maksimalnoj [s4,®] familiji ((4"U uﬂq)ﬂ(sﬂpUsﬂr)) koja odgovara elementu
(pVg)/\(er).“

Definisimo sada za svako A(B) iz & (%) skupove

D(A) ={peCD(X):Ae P}, w (B) - {peCD(x):Bealt .
Na osnovu prethodne teoreme zakljuéujemo da je za svako A(B) iz < (®), skup

®(A)(W(B)) ideal (dualni ideal) u CEZ(X).

LEMA 1. Ako za skupove A(B) iz H(®) vazi AUB=X, tada je
S(A)UY(B) - CD(x).
DOKAZ: Neka je pecﬁ’(x) i pretpostavimo da p nije u $(A)U%(B). Tada Aggsp
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iBga, pa stoga postoje skupovi AP iBPu «P i &P respektivno, za koje je
ANBP = g = APN B. No tada je
AMNEP - (aPneP)nx = (aPneP)n(aus) = g

suprotno pretpostavci da je (&€ p,G’ap) maksimalna familija.”

LEMA 2. Ako je X potpuno regularno uredjen prostor, tada
je familija {®(A), W(B)} , gde je Ae A i Be & , predba-
za zatvorenih skupova topologije u na C%(X).

DOKAZ: Pretpostavimo da X sadrzi vise od jednog elementa. Tada postoji A€
& ili Be® tako da je A#X ili B#X. Ako je A#X, tada postoji X€ X-A, pa prema
TEOREMI 3.1., i uslovu (ii) DEFINICIJE 3.5., postoji Be® tako da je x€B” i
BNA=@. Stoga je (AN '\U(B):Q}.”

TEOREMA 4. Ako je X potpuno regularno uredjen prostor, tada
je (C‘;‘?(X ),u) kompaktan, T2—uredjen prostor (vid.[29)).
DOKAZ: Pretpostavimo da familija {¢(Ak) 2 w(rsl)} , ke K, 1€L ima osobinu ko-
na¢nog preseka, gde je AkESﬁ, B & @ za svako k€K, 1€L. Oznacimo sa%= {Ak:
keK}, asa® :{BlrleL}. Tada je (¥.,&) [&,D] familija. Stoga postoji ma-
ksimalna [ &9, 3] familija (Sﬁp,‘:bp], ])EC%(X}, tako da je (%,€)C (sﬂp,%p).
Stoga je p€ ¢{Ak) 9] '\U(Bl} za ke K i svako leL, Sto dokazuje da je C%(X) kom-
paktan prostor.

Neka je sada pg£q, P,q€ Cr‘f; (X). Tada je sﬂqqtsﬂp, pa stoga postoji
A9 ¢ % koji nije u <. Postoji dakle BPe & tako da je APN BP=@. Prema uslovu
(iii) definicije normalno uredjene predbaze, postoje skupovi ABu 4, ta-
ko da je Adc A, B°cB, AUB=X i A9NB=@=ANB". Skupovi U=CE(X) -(A) i
V=C&(X)-y(B) su u-otvorene okoline tacaka p i q respektivno. Pritom je U
opadajuéi, a V rastuéi skup u C&(X) za koje je UNV = @.

Potskup Z uredjenog topoloSkog prostora X je opadajuéi (rastuéi)nu-
la skup, ako postoji opadajuéa (rastuéa) funkcija f:X—=R tako da je Z={xe X:
f(x)< 0} . Familiju svih opadaju¢ih (rastu¢ih) nula skupova oznacavamo Sa

A (S ).
o o
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LEMA 3. Neka je f neprekidana funkcija koja preslikava X u

&
I. Funkcija F‘:(‘_ﬂ:(x) — R definisana sa:
F(p) =inf { supf(aP)}
Aleal
je rastuca i f(x)=F(x) za svako xeX.
LS
DOKAZ: Neka je p,qeCeq (X), p<q- Tada je 87", Ako je
S:{supf(Aq} :Aqegﬂg g T ={ supf(aP) : aAPe 592 b,
tada je SCT, pa je stoga F(p) = infT<infS=F(q). Ako je f(x)=a, xeX, tada je
A={ye X:f(y)=< a} element familije sﬂ'z, odakle sledi da je F(x)< supf(A)< a.

Obratno, F(x)=inf{supf(A*)}> f(x) . I
AX g gX

LEMA 4. Neka je f neprekidna, rastuéa funkcija koja pre-
slikava X u I. Ako je G funkcija koja preslikava C?}:(X} u
R definisana sa:
G(p) = sup {inff(B%)} ,
bpe‘?,;)
tada je F=G.

DOKAZ: Ako je p€ C%(X), tada je za svako APe d};, Be %z

sup £(AP) > sup 1(APNBP) > inf (APNBP) > inf£(BP) .

Stoga je inf {supf(AP)} > inff(B”), odakle sledi F=G.
Peul
[e]
Obratno, za >0 stavimo da je a_= F(p)-&, Ag=(xeX:f(x)<ag}i

Be=4ixeX:f(x)2 agl. Kako je AUBg= X, to je prema LEMI 1., d(Ag)U w(Bg)
= CE (X). Odatle je ped(Ag) ili pe W (Be).
Ako je peP(Ag), tada je A € sﬁg i stoga je F(p)ssupf(Ag)sag<
<F(p). Odavde sledi da je
G(p)=inff(B)= ag= F(p)-& ,
&to dokazuje da je G=F. ||

TEOREMA 5.Neka je f neprekidna , rastuéa funkcija koja pre-
slikava X u I. Tada postoji neprekidna, rastué¢a funkcija F
koja preslikava C% (X)ul, tako da jef(x)=F(x) za svako x€ X
(vid.[291).
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DOKAZ: Definidimo funkciju F kao u LEMI 3. i dokazimo da ima trazene osobi-
ne. Prema LEMI 4., F je rastuéa funkcija za koju je f(x)=F(x) za svako x€X.

Ostaje da dokazemo da je F neprekidna funkcija. Neka je pe CE?:(X} 5
a U okolina tacke F(p) oblika (=,al,ael. Neka je V=[b,~), gde je F(p)<b<
<a. Tada je UUV=I, pa je f_l(U)Uf-l(V) = X. Kako je f_l[UJe < , fwl(V) €
@"o‘ to je na osnovu LEME 1., CD(I-I(U))U"-P(f—l(V) ):C%: (X). Sada pe’lp‘(fh](v)),
jer bi u protivnom bilo f_l{V)e ‘355 , pa bi vazila nejednakost

G(p)ZinII(f-l(V)JEjnf\D-F(p) s

suprotno LEMI 4.. Stoga je skup U=C&(X)—W{I_1(V)J ocigledno u-okolina
tacke p.

Ako je qeU, tada je qed(f 1)), pa je 1 (u)e wg ; stoga je

F(gq)< supf(f_l(U) )< supU ,

odakle sledi da je F(q)e K. Time smo dokazali da je pe UC f_l(K) . Ako je U
okolina tacke F(p) oblikala, ), dokaz se sli¢no izvodi ”

Teoreme 2.-4. sazete u jedan rezultat, koji je ujedno centralni rezul-

tat u ovom odeljku, moze se iskazati sledeCom teoremom.

TEOREMA 6. Ako je (X,%,E)potpuno regularno uredjen pros-
tor a of(X) = ¢l X, gde je u topologija na C%:(X), tada je
(OC{X),‘UU(X),E) Ston-Cehovljeva uredjajna kompactifikaci -

ja prostora (X,%,=<) (vid.[29]).



III. RAVNOMERNO UREDJENI PROSTORI

1. POJAM RAVNOMERNO UREDJENIH PROSTORA
1 OSNOVNE OSOBINE

Neka je U kvaziravnomerna struktura na X. Ozna¢imo sa U mno%-
tvo potskupova Dekartovog proizvoda XxX oblika Vﬂw_l, gde je V,We. La-
ko je proveriti da je U* ravnomerna struktura na X. Za ravnomernu struktu -
ru U* kazemo da jegenerisana, ili asocirana datom kvaziravnomer -
nom strukturom U (vid.[XL] ).

Oznacimo sada sa G presek svih elemenata neke kvaziravnomerne
strukture U . Tada je G graf kvaziuredjenja na X. Pre svega je ofigledno, da
za svako x€X, (x,x)e G, jer je (x,x)eAC V za svako Ve U. Neka je dalje (x,v)
€Gi (y,z)eG. Za svako Vel postoji Wel, tako da je WWC V, pa kako je
GCW, to je (x,z)e GGE WeWC V. Za.ovako definisano kvaziuredjenje kazemo

da jegenerisano kvaziravnomernom strukturom U.

DEFINICIJA 1. Ravnomeran prostor (X,U) na kome je istovre-
meno zadano kvaziuredjenje je ravnomerno kvaziuredjen
prostor, ako postoji bar jedna kvaziravnomerna stuktura
koja generiSe ravnomernu strukturu U i kvaziuredjenje de-

finisano na prostoru X (vid.[XL]l).
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DEFINICIJA 2. Ravnomerno kvaziuredjen prostor koji zadovo-
ljava jedan od sledec¢a dva ekvivalentna uslova:
(i) ravnomerna struktura prostora je Hausdorfova
(ii) kvaziuredjenje prostora je uredjenje
nazivamo ravnomerno uredjenim prostorom.
Dokazimo najpre neka jednostavnija svojstva ravnomerno kvaziure-

djenih prostora.

STAV 1. Neka je (X,Uu) ravnomerno kvaziuredjen prostor, a
Y ravnomeran potprostor prostora X sa indukovanim kva-
ziuredjenjem. Tada je Y ravnomerno kvaziuredjen prostor.
DOKAZ: Neka je G graf kvaziuredjenja zadanog na prostoru X. Ozna¢imo sa
“UY i GY ravnomernu strukturu i graf kvaziuredjenja na Y koji su generisa-

ni ravnomernom strukturom U i kvaziuredjenjem prostora X. Kako je U rav-

nomerna struktura, postoji kvaziravnomerna struktura ¥ naXx koja generise

<

Y trag kvazi-

ravnomernu strukturu U i kvaziuredjenje na X. Oznacimo sa
ravnomerne strukture % na YxY:
= {FN(YxY):Fe G} .
Tada je G’Y kvaziravnomerna struktura na Y (vid.[XIV] ). Lako je dokazati da
kvaziravnomerna struktura %Y generiSe ravnomernu strukturu "UY. Kako je
ng‘ Qg(Fn(YxY)) (NE)IN(YxY) = GN(YxY) = Gy
to je kqumredjeme generisano kvaziravnomernom strukturom %‘Y identi¢no

sa kvaziuredjenjem koje je generisano kvaziuredjenjem prostora X na potpros-

tor Y.“

STAV 2. Kvaziuredjenje svakog uniformno kvaziuredjenog
prostora je zatvoreno (vid.[XL])

DOKAZ: Neka je (X,U) ravnomerno kvaziuredjen prostor, a G graf kvaziure-
djenja na X. Ako za tacke a,beX vazia b, tada je (a,b)e XZ—G. Ako je% kva-
ziravnomerna struktura koja generiSe ravnomernu strukturu U i kvaziuredje-

nje na X, tada postoji Ve¥ tako da je (a,b)e XV Neka si v,,We F za ko-
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je je Vlon_C_V i WOWCVI. DefiniSimo skupove A i B sa

A =ilw(a)l i B = d{w_l(b]] .
Kako je W(a)C A, to je A rastuca okolina tacke a. Sli¢no, iz w_l(b)CB vidi-
mo da je B opadajuéa okolina tacke b. Prema TEOREMI 2.1., dovoljno je do -
kazati da su A i B disjunktni skupovi. Pretpostavimo suprotno, da postoji z €
€ ANB. Kako je ze A, to postoji xe W(a) tako da je x< z. Pritom je (a,x)e W,

(x,z)e GC W, pa je (a,z)e WoWCV . Sli¢no se iz z€B zaljucuje da je (z,b)e Vi'

1
Stoga je (a,b)eV OVIQV, $to je u kontradikciji sa ¢injenicom da je (a,b)e

)
ex2-a.ll

STAV 3. Topologija svakog ravnomerno kvaziuredjenog pros-
tora je lokalno konveksna (vid.[XL)).

DOKAZ: Neka je (X,U) ravnomerno uredjen prostor, G graf kvaziuredjenja na
X, a ¥ kvaziravnomerna struktura koja generife ravnomernu strukturu U i

kvaziuredjenje na X. Neka je A okolina tatke a€X. Tada postoji element We U
tako da je A=W(a). No tada postoji V€F tako da je Vo v"lg W. Odredimo V€

a1
e ¥ tako da je VeV, C V. Neka je W, = Vlﬂ V,sa B:ktwl(a)l , gde je k o-

1
znaka za najmanji konveksan skup koji sadrzi skup Wl(a) . Kako je Wl(a) cB
i Wle U , skup B je konveksna okolina tacke a. Dokazimo da je BC A.Neka je
xeB. Tada postoje tacke x,x"¢e Wl(a)q tako da je x=x<x" Sada je (a,x’)ew1:
gvl, (x;x)eGC\fl, 5to dokazuje da je (a,x)€ Vlo Vlg V. Sli¢no, iz (a,x")e Wl
€ VIl i (x,xMeGEV, sledi da je (x,a)e VoV, CV, ili (a,x)e y Stoga je
(a,x)e VAV 'C W, tj. xeW(a)=A, 3to je i trebalo dokazati. |l

Sledec¢a teorema po svojoj sustini i vaznosti zauzima centralno me-
sto u ovom odeljku. Ona naime, potpuno karakteriSe topologiju ravnomerno
kvaziuredjenih struktura, istovremeno opisujuc¢i klasu onih uredjenih topolos —
kih prostora koji se mogu snabdeti saglasnom ravnomernom strukturom, koja

je u odnosu na dato uredjenje ravnomerno uredjena. Zbog duZine, dokaz ove

teoreme ne navodimo.

TEOREMA 4.Topologija svakog ravnomerno kvaziuredjenog
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prostor je potpuno regularno kvazuuredjena. Obratno, sva
ki potpuno regularno kvaziuredjen prostor ima saglasnu
ravnomerno kvaziuredjenu strukturu (vid.OXO )

Neka je (X,U) ravnomeran prostor na kome je istovremeno zada-
no kvaziuredjenje koje je nezavisno od ravnomerne strukture U na X. Slede-
Ce pitanje se prirodno postavlja. Pod kojim uslovima je W ravnomerno kva -
ziravnomerna struktura? Odgovor na ovo pitanje daje sledeta teorema, koju

je dao Nahbin (vid.[XL]).

TEOREMA 1. Neka je (X,U) ravnomeran prostor na kome je de-
finisano kvaziuredjenje grafom G. Da bi bila ravnomerno
kvaziuredjena struktura u odnosu na zadano kvaziuredjenje
dovoljno je da su zadovoljeni sledeé¢i uslovi:

(i) za svako VelU, postoji Wel, tako da je WGE GeV,

)

(ii) za svako VeU, postoji WelU, tako da je (GoW)S(WoG
cv,

(iii ) skup i(a) ={xeX:x=>a} je zatvoren za svako aeX.
DOKAZ: Pretpostavimo da su uslovi (i)-(iii) teoreme zadovoljeni. Kako je 4
CGoV i GO{Vlrl Vz)C (GOVl)ﬂ (GOVZ) , to skupovi oblika GeV, gde je VeU, ¢ine
bazu nekog filtra na X“. Oznadimo taj filter sa & , i dokazimo da je & kva -
ziravnomerna struktura koja generise ravnomernu strukturu i kvaziuredjenje
na prostoru X.

Da dokazemo da jeg kvaziravnomerna struktura na X, dovoljno je
pokazati da za svako Ve U , postoji WeU , tako da je

(GoW)o(GoW) S GoV .
Za dati skup Ve U, neka je V& U takav skup za koji je VoV'C V. Prema uslo-
vu (i) teoreme, postoji skup Ve'U , tako da je VG GoVI Skup W=V V"~ je
element ravnomerne strukture U za koji je
GoWoGoW C GoV 0 GoV 'C GeGoV oV " C GoV

Dokazimo sada da je ravnomerna struktura generisana sa & identi¢na sa ravno-
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mernom strukturom W . Primetimo najpre da je GoV € U za svako VEU , 5to
neposredno sledi iz inkluzije V=AoV C GoV. Da dokazemo obrat, neka je Veul.
Tada prema uslovu (ii) teoreme postoji skup W&Utako da je (GoW'}o(WBG_1)5
CV. No tada za skup W=WNW" L vz 1 kluzija (GoW)o(GoW) 1 V, ¢ime smo
dokazali da je ravnomerna struktura U identi¢nasa ravnomernom strukturom
koja je generisana kvaziravnomernom strukturom & .

Na kraju, ostaje da dokazemo da je kvaziuredjenje generisano kva-
ziravnomernom strukturom % identi¢no sa datim kvaziuredjenjem, ili ekvi -
valentno, da je G=\Q‘SGOV) . Kako je G=GPACGoV za svako VEU , to je G C
N (GoV). Da dokaZemo obratnu inkluziju, pretpostavimo da je (a,b)e XZ—G 5
odn. da je agb. Skup i(a) je prema uslovu (iii) teoreme zatvoren, pa kako je
beX-i(a), to postoji okolina tacke b, ozna¢imo je sa B, koja je disjunktna sa
skupom i(a). Neka je Ve U takav skup za koji je V_l(b)=B. Tada je (a,b) €
€ X2—G0V ,jer bi u protivnhom postojala tacka xeX za koju je (a,x)eG i (x,b)
€V. No tada je a<x, odn. xei(a) i er_l(b) , suprotno pretpostavci da su B
i i(a) disjunktni skupovi. |l

Napomenimo da Nahbin u dokazu ove teoreme za kompoziciju AeB sku-
pova A i B uzima skup {(x,y): (3z) (x,z)eA i (z,y)eB} , $to u standardnoj
literaturi koja koristi relacijski aparat nije uobicajeno. Ovo napominjemo zbog
toga Sto éemo u daljem radu koristiti uobi¢ajenu definiciju kompozicije relaci-
ja. Doslednost u tom smislu nuzno bi dovel_a do promene u formulaciji prethod-
ne teoreme, ¢ime bi se izgubilo u originalnosti. Stoga smo dokaz i dali u nave-

denom obliku.

TEOREMA 6. Svaki Hausdorfov, ravnomeran prostor (X,U) ko-
ji je istovremeno polumreZza u odnos u na supremum, u ko-
me je xVy ravnomerno neprekidna funkcija je uniformnou-
redjen prostor (vid.[XL]).

DOKAZ: Oznacimo sa G graf uredjenja na X. Dokazimo da su uslovi (i)-(iii)

prethodne teoreme zadovoljeni, ¢ime ¢e i teorema biti dokazana.
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Da dokaZemo da je zadovoljen uslov (i) prethodne teoreme, uofimo
proizvoljan skup Ve ineka je Well takav skup za koji iz (x7x7)ewi (yivy™")
e W sledi (x"Vy’, x"Vy“)e V. Ovo je moguée zbog ravnomerne neprekidnosti
operacije V. Neka je sada (x,y)€ WoG. Tada postoji teX tako da je (x,t)eW i
(t,y)eG odn. t<y. Kako je (x,t)e Wi (y,y)eW, to je (xVy,tVy)eV, odn. (xVy,
,y)eV jer je tVy=y. Pritom je x<xVy, pa je (x,xVy)eG. Stoga iz (xVy,y)e V
i (x,xVy)eG sledi da je (x,y)€ GoV. Dakle je WeGC GoV.

Neka je sada Ve U i odredimo skup W€ U tako da je Wy w;lowl c V.
Neka je dalje W.eU takav skup da iz (x x")ew i {y,y”}eW2 sledi (x*Vy’,
x“yy“)e W, . Stavimo li da je W=w1n Wz,tdda je (Gow)n (WoG~ )C V. Zaista,ako
je (x,y)€(Gow)N (\«bG_I), tada postoji ueX tako da je (x,u)€G, odn. x<u i
(u,y)eW jer je (x,y)eGow. Slicno, zbog (x;Y}EMbG_I, postoji ve X tako da je
(x,v)eWi (v,y)e G“l odn. y<v. Sada iz relacija (x, VJEWCW i (u,y)er:w
sledi da je (xVu,vVy)eW,. Kako je x\r‘u-u i vyy=v, to je (u, v)ew, . I(onzzw:,no1
iz relacija (x, v)eWCWl, (vyule W1 § (u,y)ew sledi da je {x,y)ew ow ow
C V, ¢ime je dokazan i drugi uslov prethodne teoreme.

Kona¢no, primetimo da je xVy kao ravnomerno neprekidna funkcija
istovremeno neprekidna funkcija dveju promenljivih, a time i neprekidna funk-
cija svake od promenljivih posebno. Stoga je za svako a€ X skup i(a)={xeX:
xVa=xjzatvoren, jer je X Hausdorfov prostor. Time je dokazan i poslednji u-
slov teoreme. U

Dokazimo sada dve teoreme, koje daju razlic¢ite klase uredjenih to-
pologkih prostora sa osobinom da imaju saglasne ravnomerne strukture koje
su u odnosu na uredjenje zadano na tim prostorima ravnomerno uredjene struk-

ture.

TEOREMA 7. Svaki kompaktno uredjen prostor ima saglasnu
ravnomernu strukturu koja je u odnosu na uredjenje pros-
tora ravnomerno uredjena struktura (vid[XLJl).

DOKAZ: Neka je X kompakino uredjen prostor. Oznatimo sa % filter okolina
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grafa G, i dokaZzimo da je % kvaziravnomerna struktura koja generiSe rav -
nomernu strukturu W saglasnu sa topologijom posmatranog prostora, kao i
uredjenje na X.

Dokazimo najpre da je % kvaziravnomerna struktura na X. Ako je
Ve, tada je ACV jer je GE V. StaviSe, za svako ve% , postoji We % tako
da je WoWC V.Da to dokaZemo, pretpostavimo suprotno. Tada postoje tacke x,
ye X tako da je (x,y)exz-v i (x,y)eWoW. Iz poslednje relacije sledi egzisten-
cija takvog elementa te X za koji je (x,t)eW i (t,y)e W. Oznac¢imo sa V” skup
onih tacaka (x,t,y)€ x3 za koje je (x,y)e X2-v iteX. Za svako WeF neka je
W skup svih tadaka (x,t,y) iz X3 takvih da je (x,y)e Xz—V, (x,t)eWi (t,y)ew.
Oc¢igledno je wc V; i sobzirom na pretpostavku da WoWCV ne vazi, skup W je
neprazan. Stoga je kolekcija skupova W, gde je We@ , baza nekog filtra f na V?{
Kako je V’kompaktan skup, to filter f ima bar jednu tacku nagomilavanja (a,h,b,

Tada je a<h. U protivnom bi, sobzirom da je X normalno uredjen,
postojala otvorena, opadajuéa okolina Q tacke b i otvorena, rastuta okolina P
tacke a, tako da je PNQ=@. Kako je topologki prostor X normalan, a P okolina
zatvorenog skupa i(a), to postoji zatvorena okolina P” skupa i(a), tako da je P”
C P. Na sli¢an na¢in se moze odrediti zatvorena okolina Qtacke h, tako da je
QT Q. Skup W=X2—PS(Q'je otvoren i sadrzi G. To dokazuje da je We% , pa je
dakle We f. Stavife, P’xQ'xX je okolina take (a,h,b) u X3 koja je disjunktna
sa skupom W, jer je za svaku tadku (x,t,y)e P"xQ'xX ofigledno (x,t)€ Xz—w,
i stoga je (x,t,y)e XS—W. Ovo je pak u kontradikciji sa ¢injenicom da je (a,h,
b) tatka nagomilavanja filtra f. Analogno se dokazuje da je h<b, odakle sle-
di da je a<b. Odatle sledi (a,b) € V, §to je u kontradikciji sa ¢injenicom da
je (a,h,b)€V:Dobijena kontradikcija dokazuje da za svako VE¥ , postoji We%
tako da je WoWC V. Filter % je dakle kvaziravnomerna struktura.

Doka?imo sada da & generiSe uredjenje ¢iji je graf G. Kako je X2
Hausdorfov prostor, to je G presek svih okolina kvaziravnomerne strukture.

Konac¢no dokazimo da je ravnomerna struktura generisana sa% sa-
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glasna sa topologijom prostora X. Oznacimo sa W filter okolina dijagonale A.
Tada je U jedinstvena ravnomerna struktura saglasna sa topologijom prostora
X. Ocigledno je svaki otvoren skup u topologiji definisanoj pomocu kvaziravno-
merne strukture & otvoren i u topologiji definisanoj pomoéu ravnomerne stru-
kture U. Osim toga, topologija definisana ravnomernom strukturom je Haus -
dorfova. Na osnovu osobina kompaktnog prostora zakl ju¢ujemo da su ove topo-
logije identicne. Stoga iz jedinstvenosti ravnomerne strukture saglasne sa to-
pologijom kompaktnog, Hausdorfovog prostora sledi identi¢nost ravnomerne

strukture W sa ravnomernom strukturom koja je generisana kvaziravnomer -

nom strukturom % . ”

TEOREMA 8. Svaki strogo lokalno kompaktanT,_ -uredjen pros-

2
tor ima saglasnu ravnomernu strukturu koja je, u odnosu
na uredjenje prostora ravnomerno uredjena stuktura.
DOKAZ: Neka je (X,X) strogo lokalno kompaktan, Tz-ured,jen prostor. Tada
se na jednotackasto] kompaktifikaciji x* moze definisat uredjenje, tako da je
(X*,Q'L*) jednotackasta, ’1‘2-—uredjajna kompaktifikacija prostora (X,% ). Prema
prethodnoj teoremi, postoji ravnomerna struktura saglasna sa topologijom "'1",

-
koja je ravnomerno uredjena u odnosu na uredjenje na X. Stoga tvrdjenje teo-

rema neposredno sledi prema STAVU 1. . Il

2. PROIZVOD RAVNOMERNO UREDJENIH PROSTORA

Neka je U ravnomerna struktura definisana na uredjenom skupu X i

neka je G graf tog uredjenja. Familija §(U) definisana sa

& (U) ={ Ve : postoje VisVy---€U takoda je V =V, iza
svakoneN, GCV i V oV cVv }
n n+l" "n+l n
je kvaziravnomerna struktura na X za koju vazi sledeci "

STAV 1. Neka je (X,U) ravnomeran prostor na kome je isto-

vremeno zadano uredjenje c¢iji je graf G. Da bi prostor
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(X,U) bio ravnomerno uredjen, potrebno je i dovoljno, da

je ¥M(W)2U i NF@WESG (vid.[42])

DOKAZ: Kako je ¥ (U)C U, ofigledno je ¥*(U)SU . Stoga, ako je & *u)gu,
to je $MU)=U , £to dokazuje da kvaziravnomerna struktura & (U) generige rav-
nomernu strukturu U .

Neka je @ ¥ (U) kvaziravnomerna struktura na X za koju jeN& =G
i €% U . Oigledno je €S F (U), pa je stoga NG 2 NEF(U). Time smo doka-
zali da kvaziravnomerna struktura @& (U) generife i uredjenje na X.

Obratno, pretpostavimo da je © kvaziravnomerna struktura na X za
koju je GENgi ©* U . Ofigledno je BC %(U). Ako je He U , tada je H:UI'IV-E
gde je U,Ve &, pa je He@*u).ll

Napomenimo jos, da je & (U) maksimalna kvaziravnomerna struk-
tura, koja za datu ravnomerno uredjenu strukturu " ima osobinu da jec?{f'u)=

=i NE@)=G (vid.[42]).

TEOREMA 2. Neka je {(Xi,fU.i}} iel familija ravnomerno ure -
djenih prostora. Ako je U proizvod ravnomernih struktu-
ra na Dekartovom proizvodu X:iDI Xi, tada je (X,U) rav -
nomerno uredjen prostor u odnosu na kardinalno uredjenje
na X.

DOKAZ: Neka je Gi graf uredjenja na Xi, a G graf kardinalnog uredjenja na X.
Ozna¢imo sa ® bazu ravnomerne strukture U na X. Tada za svaki element
U ravnomerne strukture U postoji element B baze & , tako da je BC U. Skup
B je oblika

B = B(Uj,»Ujyr-- Ui ) = O, Uil)ng‘i;(uiz)n,,,ng'irll(uin},

gde je Ui € 'Uik i 9, PTj) XPT i (k=1,2,...,n). Kako je (xi,'ui) ravnomerno
uredjen prostor za svako i€l, to je prema prethodnom stavu ’Ui c Q"lﬂii) za
svako iel. Stoga za svaki skup Uike ‘Uik, postoje skupovi Uj'k.,Ukag {(Uik)
tako da je :

i w1

Uy, = U nug
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(k=1,2,...,n). Stoga postoje skupovi Vm Wm ((U.ik), (k=1,2,...,n3m=1,2,

3,... ), koji zadovoljavaju sledeé¢e uslove:
1 1

Vk U 3 Wiszjk 5
m o m
, Gi S Vi ’ Cip= Wy
i
Vm+1 Vm+1 ym wm+1 Wm+1 wh
ik °Vi, Vi , iy WM, & W

za svako k=1,2,...,n 1 svako m=1,2,... . Definisime skupove

n
m 1. i
)

n
vl n g iV ;. wWh=n g-l(\v{;l)
k=1 K k=1

. ..m
(m=1,2,... ). Kako su skupovi V. i elementi ravnomerne strukture Uj to su

skupovi v™ elementi baze ® ravnomerne strukture U . Pritom za svako m=
m +1 ymt 1

=1,2,.. vazi V QV . Zaista,
n
Vm+10vm+1 wf ﬂ ‘Jl_kl m-}—l)}o{ n g-i-l:.(v?ll+1”g
k=1 k=1
= 1
cno«n 97, (Vin)ogrl (V)
k=1 ki1
n rn
c n(n (g (v hog v
kel k21 ko Tk 'k K
i 1 1 1 1
€ N (gp (4 ogp (Vii")) &
k=1 k k
n n
cn gj‘kl(v‘f::lo v{’;”) &N i"l(vf;} . L
k=1 k=1 k
Stavise,
-1 e | s |
G=ng (Glen g (Gl n g (V)=
iel k=1 k 'k k=1 'k ‘k

e . . . 1 :
vazi za svako m=1,2,.... Time smo dokazali da je V element kvaziravnomer-
oy ; S—.. | :
ne strukture & (U).Sliéno se dokazuje da je i W element kvaziravnomerne struk-

ture & (U). Stoga je Vln(wl)-l element ravnomerne strukture g*((U}. Kako je
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1
vinah™ = (n gl o n o) -

=1 k K k=1 'k k
mn 1 n 1

=(n {ai_ (r; HNen g; (U) =
k=1 "k k k=1 'k k
n T

- (0 gl'w; NACN a7 u)™ -
k=1 k IS k=1 'k k
9 1 1 n

‘ kr.].lgikulikn L.ik }= 0 g-il{Ui ) =B,

k=1 'k k

to je B element ravnomerne strukture G'(ru ). Pritom je B&Q U, pa je dakle U
€ @*a ). Time smo dokazali da je U € G*au).

Ostaje jos da dokazemo inkluziju NS (U ) CG. Pretpostavimo  da
(x,y)# G. Tada postoji indeks iel za koji je {xi,yi) ¢ Gi' Kako je NG @.)S Gi’
postoji bar jedan element Uie G U i)' tako da je {xi,yi)ﬁ Ui' Skup U=gi_ (Ui}
je element kvaziravnomerne strukture & (u). Zaista, kako je UiE & (flli}, to
postoje skupovi U:, U?. ... koji su elementi ravnomerne strukture ‘Ui, tako da

je

1
U, = U, . =
1 1 e/ 1
i | i Y
O il = T
1 i | 1

. =1, n .
(n=1,2,... ). Tada su skupovi Unz(.i (lii ) elementi ravnomerne strukture .
. Stavige,

-1, n+l -1
] (8] =
m-].0 n+l ']i (Ui )O‘Ji

Oc¢igledno je l:‘:l_.‘-I

; W ed s ™o Huh e v, .
i | 1 1 1 1 n

G :ﬂgi_l(("ai)g{Ji_l((Si)f;l_iiulili?) = 4
odakle je Ue G (). Sada iz U = g-lll'i) i {xi,yi)i U sledi (x,y)¢ U, odn.
(x,y)e N § (W) Time je dokazana inkluzija NS (U )€ G. Prema prethodnom
stavu, (X,U) je ravnomerno uredjen prostor. Il

Sledeéa posledica neposredno sledi iz TEOREME 6. 1. i prethodne te-

orcmaoe.
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POSLEDICA 1. Neka je (Xi,"uij familija Hausdorfovih, ravno -
mernih struktura koje su polumreze u odnosu na supre -
mum. Ako je x \fiy ravnomerno neprekidna funkcija za sva-
ko i, tada je proizvod ravnomernih struktura U u odnosu

na kardinalno uredjenje ravnomerno uredjena struktura.

POSLEDICA 2. Neka je Ai potprostor ravnomerno uredjenog
prostora Xi za svako iel. Tada je ravnomerno uredjen
potprostor A= nAi ravnomerno uredjenocg prostora X:HXI
u odnosu na kardinalno uredjenje jednak proizvodu rav -
nomerno uredjenih potprostora Ai.
DOKAZ: Na osnovu prethodne teoreme, proizvod I—l){i ravnomerno uredje-
nih prostora Xi je ravnomerno uredjen prostor. Potprostor A= HAJ_ u odnosuna
indukovano uredjenje i ravnomernu strukturu je prema STAVU 1.1. ravnomer-
no uredjen prostor. Ravnomerna struktura na A generisana ravnomernom stru-
kturom na proizvodu HX]_ identic¢na je proizvodu ravnomernih struktura pot -
prostora Ai .

Neka je HGﬁ_ graf kardinalnog uredjenja na A, a G graf kardinal-
nog uredjenja na X. Tadla je

(x,y) e [l _@(Viell(x.my.)eﬁA<:‘,>(Viel)((x,ay.)eGﬂ(A.xA.))Q
i 11 i 175 i Tl |

A
<:>(Vie1)({xi,yi)ecjﬁ (x.4y,)e AXA )
@(Viel)((xi,yi)e(}i)J\{Viel)((xi.yi)eAixAi)@)
@(x,y)eGA(VielJ(xieAi) A (Vier) (y,e A)
@(x,y)ef}!\xeﬂﬁ\i A y(—:l_lAi =y
S xyeanflayx(layn

Sto dokazuje da je uredjenje indukovano uredjenjem prostora X na potprostor

A identicno sa kardinalnim uredjenjem proizvoda HAi Al
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3. RAVNOMERNO UREDJENI PROSTORI
U KLASI TOTALNO UREDJENIH SKUPOVA

Neka je (X,U) Hausdorfov ravnomeran prostor na kome je definisa-
no uredjenje ciji je graf G. Ako postoji bar jedna kvaziravnomerna struktura
T koja generige ravnomernu strukturu U , tako da je GQ N% , kazemo da je
(X,U) skoro ravhnomerno uredjen prostor. Ocigledno je svaki rav-
nomerno uredjen prostor istovremeno i skoro ravnomerno uredjen prostor.Ob-
rat o opStem slucaju ne vazi (vid.[42], primer 2.3. ). U klasi totalno uredje-

nih skupova ova dva pojma se medjutim poklapaju,Sto sledeci stav i dokazuje.

STAV 1. Neka je (X,=<) totalno uredjen skup na kome je za -
dana ravnomerna struktura W . Da bi (X,W) bio ravnomer-
no uredjen prostor, potrebno je i dovoljno, da je on sko-
ro ravnomerno uredjen (vid. [43]1 )

DOKAZ: Neka je % kvaziravnomerna struktura na X za koju je G*-u iGC
CN%. Pretpostavimo da (x,y)e (N )-G. Tada je (y,x)eGESNT . Neka je He
€ U. Tada je VIV G i 2mmeke VS « Kako je (y,x)e V, to je (x,y)ev_l.
Stoga je (x,y)eH. No tada je (x,y)e€ NU Kako je (x,y)¢G, to (x,y)¢A. Pro-

stor (X,U) dakle nije Hausdorfov, &to je kontradikcija. ||

DEFINICIJA 1. Ravnomeran prostor (X,U)na kome je zadano u-
redjenje je ravnomerno konveksan, ako za svako Ueu, po-
stoji Veu, tako da je VEU, pri ¢emu je V(x) konveksanskup
za svako xeX (vid.[43]).

Jasno je da je svaki ravnomerno konveksan prostor istovremeno i lo-

kalno konveksan. Obrat u opStem sluc¢aju ne vazi ( vid.(43], primer 2.1. ) .

STAV 2. Svaki skoro ravnomerno uredjen prostor je ravno -
merno konveksan (vid.[43]).

DOKAZ: Neka je (X,<) uredjen skup i neka je b Hausdorfova ravnomerna
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ravnomerna struktura na X. Oznacimo sa % kvaziravnomernu strukturu na

X za koju je GENG i G*-U . Neka je U proizvoljan element ravnomerne stuk-

ture U. Kako je $%= U , postoji skup Fe¥ tako da je FNF'C U. Tada postoji

skup Ve ¥ tako da je VoVCF. Neka je W=V nVLl .Za svaki potskup ACX, skup
Conv (A) ={teX : (3a,beA) tako da je ast<b}

je konveksan skup koji sadrzi skup A. Za svako x€X, neka je Lx=Conv (W(x)).

Konacno, neka je M ={ (x,y)eXxX : yveL(x)} . Oc¢igledno, za svako xe X skup

M(x) = L je konveksan.

Dokazimo najpre da je MeAl . Ako je (x,y)e W, tada je ye W(x):Lx,
pa je (x,y)eM. Stoga je WEM, odakle sledi da je M€ U .

Neka je sada (x,y)eM. Tada je ye I,x.; postoje dakle tacke a,beW(x)
tako da je a<y<b. Sada je (x,a)eWCV, (a,y)eGEV. Odavde sada sledi da
je (x,y)€EVoVECF. Osim toga, (x,b)(—:w;\?‘l, (y,b)eGCV, odakle je (y,x)
€ VoVCF. Stoga je (x,y)e FﬂF_lg U. Time smo dokazali inkluziju MCU.“

DEFINICIJA 2. Neka je (X,<) mreza. Ako je U ravnomerna
struktura u odnosu na koju su operacije mreze ravnomer-
no neprekidne funkcije, tada kazemo da je (X,u,<) ravno-

merna mreza.

STAV 3. Neka je (X,=) totalno uredjen skup. Ako je U uni-
formno konveksna, Hausdorfova ravnomerna struktura na
X, tada je (X ,U,<) ravnomerna mreza (vid.[43]).
DOKAZ: Neka je Ue@Ul . Tada postoji simetrican element W ravnomerne struk-
ture U, Tako da je WoWCU. Kako je (X, ) ravnomerno konveksan prostor, po-
stoji VEU tako da je VG W, pri ¢emu je V(x) konveksan skup za svako xeX.
Neka je

V*:{(a,x,b,y) : (a,b)ev, (x,y)eVv} .
Da dokazemo stav, treba dokazati da je (VxV) (VM CU i (AxA) (V) CU. Mi
éemo dokazati samo prvu inkluziju; druga se dokazuje sli¢no.Neka je (a,x,b,

1y}t’—;\.f’w. Ako jea=x i b=y, iliasx i b<y, tada je (aVx,bVy)eVCU.
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Ostaje da razmotrimo slucaj kada je x=a i y=sbilix<a i y=b.
Pretpostavimo da je x<a i y=b. Tada je (VxV)(a,x,b,y)=(a,y). Razmotri-
mo sada dve moguénosti koje mogu nastupiti.

(i) Pretpostavimo da je y=a. Tada iz y=a=x sledi da je aeV(x),
jer je yeV(x) a V(x) je konveksan skup. Sada je (x,a)eV, tj, (:\,K)EV_I 5
odakle imamo:

(a,y)e\f—lo VEW-] oW=WoWCU

(ii) Ako je y<a, tada je a>y=b. Stoga je yeV(a), jer je skup Via)
konveksan i beV(a). To dokazuje da je (a,y)eVCU. Na slican nacin se doka-
zuje da je (VxV)(a,x,b,y)eU, ako je x=a i y<b. Time je dokazana inkluzi-

ja (VxV)y(veu Wl

TEOREMA 4. Neka je (X,=) totalno uredjen skup na kome je
definisana ravnomerna struktura U . Tada su sledeée tvr-
djenja ekvivalentna:

(i) (X,U,<) jeravnomernouredjen prostor,

(ii) (X, 4 ,<) je skoro ravnomerno uredjen prostor,

(iii) M je ravnomerno konveksna, Hausdorfova rav-
nomerna struktura na X ,

(iv) (X,4 ,=) je ravnomerna mreza
(vid.[43]).
DOKAZ: Da (i) povlaci (ii) je ofigledno. Na osnovu STAVA 2., (ii) povlaci (iii).
Prema STAVU 3., iz (iii) sledi (iv). Kona¢no, prema TEOREMI 6.1., iz (iv) sle-
ai ().l

4. UREDJAJNA KOMPLETIZACIJA
RAVNOMERNO UREDJENIH PROSTORA

Neka je (X,U) skoro ravnomerno uredjen prostor, a (X,U) ravno-
merna kompletizacija prostora (X,u). DefiniSimo na X binarnu relaciju na

o . 5
sledeé¢i nacin: ¥=2 ¥ onda i samo onda, ako za svaki Kosijev niz ( Xyt Uen
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koji konvergira ka %, postoji Kosijev niz {YL" :Ue 'uS} koji konvergira ka ¥,ta-

ko da je za svako Ue W~ x, =<y . . Ovurelaciju zvatemo strogim uredje -

u—-u
njem na X.
Neka je sada & kvaziravnomerna struktura na X za koju je nN% 2aG
i $“ . Defini%imo na X binarnu ralaciju =) na sledeéi naéin: X< (%) ¥
onda i samo onda, ako za svako VE% i svaki KoSijev niz {xU: Ue "U.S}CX koji
konvergira ka %, postoji KoSijev niz {yU: veu®rc X koji konvergira ka ¥, ta-

. . s i 7
ko da je za svako Ue~ (x JeV. Relaciju <(¥) na X nazivamo @ -ure-

u*Yu

djenjem . Ako je ¥, ofigledno je X< (% )y za svaku kvaziravnomernu struk-

X=
turu & za koju je GE NG i QU .

STAV 1. Ako je (X,U) skoro ravnomerno uredjen prostor, ta-
da su relacije strogog uredjenja i G-uredjenja relacije po-
retka na X (vid.[42]).
DOKAZ: Neka je & kvaziravnomerna struktura na X za koju je GC N F iu=
g*.

Otigledno je ¥=% i %< (%)% za svako XeX.

Pretpostavimo da je X=2¥ (X< (3)¥) i §=% (§=(F)%). Neka je ty
Ue ’US} C X KoZijev niz koji konvergira ka §. Dokazimo da niz {yU} konvergira
ka %. Neka je We U°. Tada postoji Heu® tako da je FioflIC W. Neka je Ve® ele-
ment kvaziravnomerne strukture % za koju je (VoV}ﬂ(VoV)_lC H. Prema de-
finiciji relacije = ( <(%)), postoji Kosijev niz {xU :Ue UEExkoji konvergira

ka X i Kosijev niz {2 Ue qu}CX koji konvergira ka ¥, tako da za svako U €

S i 5 s
e vaziy sx; ((ygax)eV) i xyszg ((x; +2(;)€V) . Stoga je
(yU,xU)GGQV ((YU,XU)EV}
i
(xy02,,)€GEV ((xU,zU}eV)

Kako su { yU} iz U] Kogijevi nizovi koji konvergiraju ka ¥, to postoji K € US
tako da je KEH i za koji iz JEK sledi {Y_r 12 e VﬂVﬂl. Stoga je (zJ ¥y JeV,
pa je dakle {xJ »Yy JeVoV. No sada je

(yy % Ye(vev) I NVEHCH .
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No tada je (i,xJ)EKEFl pa je stoga (S'c,yj)el'-'i FficW. To dokazuje da niz )
konvergira ka %, a kako je U Hausdorfov prostor, to niz Ly takodje kon-
R s R e
Pretpostavimo sadada je %2 ¥ (X< (@ )¥) i ¥=2 (¥<(¥)2). Neka je

{x  :UeU S} C X KoSijev niz koji konvergira ka %. Tada postoji KoSijev niz {yU:

U
Uenurg X koje konvergira ka ¥, i KoSijev niz {zU: U E"US}C X koji konver -

y , s ,
gira ka 2 tako da je za svako Ue U~ x <y, ((x oy )eW) i y sz ((y 2z,

€ W). No tada je za svako Ue t'u.s XySz ((xU,zU)eWOWCV), Sto dokazuje

da je x=% (%<@)z).ll :

STAV 2. Ako je (X,U) skoro ravnomerno uredjen prostor, ta-

da svako $-uredjenje na X zadovoljava uslov:

GEG(s(8)NN(PxP) ,

gde je G(=(%)) graf Y -uredjenja =(%) (vid.C42)).

DOKAZ: Neka su x,y€ X za koje je x<y. Neka su U,Ve¥ takvi skupovi za ko-

je je WoWC V. Pretpostavimo da je {xU: Uefus} c X Kosijev niz koji konvergi-

ra ka x. Ako je J:wnw’l, tada je (x,xJ e WoW e W, Stoga je
(x,y)eGCW ; (x},y)eWowgv

DefiniSimo niz {yul sa

xy » ako U;twﬂw_l

¥z = =
U y , ako UCWNw 1
Tada je {yU‘;Q X Kosijev niz koji konvergira ka y, pri ¢emu je (xU,yU)eV za

svako UE’U.S . Stoga je x< (& )y.”

STAV 3. Neka je (X,U) ravnomerno uredjen prostor. Ako je
@ kvaziravnomerna struktura na X, tada je uredjenje in-
dukovano % -uredjenjem sa X na X identié¢no zadanom ure-
djenju (vid.[42]).

DOKAZ: Neka za elemente x,yeX vazi x<y. Tada prema STAVU 1. vazi x<(%)

y. Obratno, pretpostavimo da je x<(& )y. Niz definisan sa xU=x za svako Ue€



€ fus je ocigledno KosSijev niz koji konvergira ka x. Neka su V i W elementi
kvaziravnomerne strukture @ za koje vazi WoWC U. Tada postoji niz {y“: u
€ "U.s} C X koji konvergira ka y tako da je (x,y )a.(xU,yU)E W za svako U-E u®,
Ako je J(;Wﬂw_l, tada je (y,y JeWwn w‘l.C_ W . Stoga je (x,y)eWoWCV. To
dokazuje da je (x,y)e NS , odn. xsy.”

Neka je (X,U) skoro ravnomerno uredjen prostor, a & kvaziravno-
merna struktura na X za koju je GE NG i ¥"=U . Za svako Ve @ , oznafimo
sa [V] potskup Dekartovog proizvoda XxX ¢iji su elementi parovi (%,¥) sa osobi-
nom da za svaki KoSijev niz {xU:Ue 'U,S} koji konvergira ka X, postoji Kosijev
niz {yU:Uequ} koji konvergira ka ¥, tako da je (xU,yU)EzV za svako Ue 'U.S.

Neka je I§| filter generisan na XxX familijom { M: Ve%} .

LEMA 1. |g| je kvaziravnomerna struktura na X.
DOKAZ: Kako je ATV za svako Ve§ , to je (X,%)e V za svako %eX.
Neka su V i W elementi kvaziravnomerne strukture § za koje je WoW

C V. Pretpostavimo da je (X,¥),(¥,2)e|Wl, i neka je {x :Ue uSe x Kosijev

U
filter koji konvergira ka %. Kako je (%X,¥)e|Wli (¥,2)e|Wl, postoje Kogijevi ni-
zovi {yU:Ue 'US},{ zU:Ue('LiS]; X koji konvergiraju tatkama ¥ i Z respektivno,
z WoW

12;) € Wowg

: s 2 :
tako da je za svako Ue U™, (X[J,y Jew i (yU 14 JeW. Stoga je (x

J I
CV za svako Ue 'US. To dokazujebda je IF| kvaziravnomerna stru}Lctura na XH
Lema 2. |G1%= .
DOKAZ: Napomenimo najpre da je za dati skup Ae 'U.s 5 A skup iakvih parova
(%,¥)e XxX, sa osobinom da za svaki niz {xU:UE- u®y koji konvergira ka % i
svaki niz {yU:Uefus} koji konvergira ka ¥, postoji Uefd s tako da za svako T,
KC U vazi (xJ )Yy Je A. Pritom je A filter generisan familijom {A:Ae 'U.S},
za koji vazi {A:aeu’y c @°.

Neka su V i W elementi kvaziravnomerne strukture % za koje vazi
WoW CV, i neka je H=VN V_]. Dokazimo najpre da je IW1°IWI-1Q|——']. Neka je (%,¥)

- s
ciwin Iwl 1, i pretpostavimo da su {x UeayC X i {yU:UG"U P C X Ko-

8]
$ijevi nizovi koji knovergiraju tatkama X i ¥ respektivno. Tada postoji Kosi-
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jev niz {aU:U e’us} < X koji konvergira ka ¥ tako da je (xU,aU}ew za svako
veu®; postoji dakle skup K €U ® , tako da je za svako P,QCK, (EH:HYQ) eW.
- - -1 . <o .
,yQ)e WoeWC V. Osim toga je (X,¥) € IWl ~, pa postoji KoSijev niz
{bU: Ue 3 CX koji konvergira ka % tako da je (yU,bU)ew, tj. (bU ¥ )EW_I.,

Stoga je (xp

s & - s z
za svako UeU . Kako niz { bU} konvergira ka X, postoji Lel~ tako da je za

! s - &
svako P,QCL, (xp,bQ)ew . Stoga je (x lew low ! cv 1. Dakle, ako

PYQ
je P,QELNK, tada je (xp,yQ)sVﬂV_l,éto dokazuje da je (X,¥)e H.

Neka je Ve% , a H=Vﬂ\i’;“l . DokaZimo najpre da je ACIVl. Pretposta-
vimo da je (%,¥)efl, i neka su {xU:Ue uHre x i (z* Ue ‘US}Q X Kogijevi
nizovi koji konvergiraju tackama % i V. Pretpostavimo dalje da je We‘us takav

skup da za svako J,KC W vazi (x

J,zK}eHCV. Definiimo niz {yyl sa

. xU , ako thw

y
U
25 ako UC W

Oc¢igledno je {yU\C X Kogijev niz koji konvergira ka ¥ pri ¢emu je (xU ,yU)gV
za svako Ueu S. Stoga je (%,¥)e|V|. To dokazuje da je f—[l; V| .

Ako je Aedl , tada prema prethodnom postoji VeSZ tako da je Fl:?\,
gde je H=VN v Stoga je lwm[wt_lt; A za neko [Wlel@l . Obratno, ako je ARIT
tada postoji V€% tako da je IVIN{VI 1o & Neka je H=VN v}, Tada je prema
prethodnom 1 C VI, odakle je zbog simetri¢nosti, HC IVIN Wit Stoga je FICA,

¢ime je konacno dokazano da je|g|*= all

LEMA 3. G(=(@)) = nIFl .
Dokaz ove leme neposredno sledi iz definicije kvaziravnomerne struk-

ture lgl i g—uredjenja.

TEOREMA 4. Neka je (X,U) skoro ravnomerno uredjen prostor.
Tada je ()?,"f.t) ravnomerno uredjen prostor u odnosu na ¢ -u-
redjernje (vid.[42])

DOKAZ: Na osnovu LEM A 1.,2. i3.,g je kvaziravnomerna struktura na X za
koju vazi G(s(%)) =nlgli Igl%u.ll
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TEOREMA 5. Ako je (X,U) skoro ravnomerno uredjen prostor,

tada je (i,’ﬂ) skoro ravnomerno uredjen prostor u odnosu

T S e
. e 1ecenom, ] nqtca;u § -uredjenje na X za koje je G(_(
(%)) 2G. Prema LEMAMA 1.,2. i 3., |G je kvaziravnomerna struktura na X
za koju vazi .G NGl i 1G1"- M
,' Da bi (i,'ﬂ) bio ravnomerno uredjen prostor u odnosu na strogo ure-
djenje, neophodno je uvesti dodatne uslove, koji ¢vrice povezuju ravnomernu
strukturu U i uredjenje dato na posmatranom prostoru.
Neka je (X,U) ravnomeran prostor na kome je zadano uredjenje ¢i-
ji je graf G. Za ravnomernu strukturu kazemo da zadovoljava uslov (M) ,ako
za svako Ve"d, postoji We U
tako da je WoGC GoV '
Kako je Go(UNV)C (GoU)N (GoV) za svako U,Ve , skup {GoU : Ue U} je ba-

B €5 B

za nekog filtra na XxX. Oznacimo sa @(1U) filter na XxX generisan mno$tvom

{GoU:Ue U}.“

STAV 6. Neka je (X,=<) uredjen skup, a U ravnomernu struk-
turu na X. Da bi ravnomerna struktura U zadovoljavala us-
lov (M), potrebno je i dovoljno , da je G @)=8@W) (vid.@2)
DOKAZ: Pretpostavimo najpre da ravnomerna struktura A0 zadovoljava uslov
(M). Ako je He &(U), tada postoji J€ §(U) tako da je JoJCH. Kako jeGE J,
to je
GoJC JoJCH
Sobzirom da je J€U , imamo da je He @ . Dakle je G (u) c &g).
Obratno, pretpostavimo da je Ue . Prema uslovu (M), postoje sku-
povi vl’VL’.’ FEsr tako da je V]:U i Vn+10 vn+1:Vn za svako ne N, pri cemu je
Vn+lo(3CGo Vn .
Za svako neN, defini§imo skupove Wn=GoV2n_1. Tada je w1=GoV1=GoU. Stavi-

Se, za svako neN vazi G;Wn, pri cemu je
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. i T
W1 Vg~ OOV goGoV, g &

C Go G0V2n0V2n;

2 '3
c C_ao\.zn_lc

cw .
n
Stoga je GoUe G (U), odakle sledi da je @(U)c G(U) .
Pretpostavimo sada da je G (U)=®@(U), i neka je Ue U . Tada je Go U

G (), pa stoga postoje skupvi V V,€ € (U) tako da je V,aV,& GoU. Kako

15
je @(U) baza filtra, postoje skupovi J

QVZ. Stoga je

l,Jze'u tako da je GDJ1QV1160J2‘;
J oGgfmJ 0GolJ "_‘C:oU .

Time smo dokaza]: da ravnomerna struktura zadovoljava uslov (M) “

STAV 7. Neka je (X,U) skoro ravnomerno uredjen prostor.
Ako ravnomerna struktura zadovoljava uslov (M), tada su
relacije @-uredjenja i strogog uredjenja ekvivalentne (
vid. [42]) ).
DOKAZ: Oéigledno je GEG(<(F)).

Obratno, pretpostavimo da je X<(% )y i neka je {XU:UE U} Kogi-
jev niz koji konvergira ka tacci X. Neka je Ve S . Tada postoji Kosijev niz
(yU'UE'uS}CX knji konvergira ka ¥, tako da je (x sy, )€GoV za svako U

u

E'u . Stoga postoji a, €X tako da je (x «ay, e i (a ,¥.,)eV. Razmotrimo

Vv

niz {a \-CX Za svako Ve " jex,=<a.i {a )ev Neka su V.Vie au®

v =8yt Wyly :
skupovi za koje vazi Vo V'Q V. Tada postoji skup UeU~ tako da je za svako
J,KCQ U.(yJ,yK)eV'. Stoga iz J,KC UNV imamo (“J"YJJE JEV i (}'i,)f}\.}e\*:

Odavde je (a],yK)EV. To dokazuje da je {a kKosijev niz koji konvergira ka

¥
v
istoj tacci kojoj konvergira i niz {y”}. Drugim recima, {.‘1V}CX je Kosijev niz

koji konvergira ka ¥. Odavde zakljucujemo da je X=7.

POSLEDICA 1. Neka je (X,U) skoro ravnomerno uredjen pros-

tor. Ako ravnomerna struktura U zadovoljava uslov (M),
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tada je (f'(,ﬁ) ravnomerno uredjen prostor u odnosu na stro
go uredjenje (vid.([42]).
Ovaj rezultat neposredno sledi iz STAVA 2. i prethodnog stava. Ako

je (X,U) ravnomerno uredjen prostor, analogno tvrdjenje ne vazi (vid.[42]).

5. REALNA PRAVA
KAO RAVNOMERNO UREDJENA STRUKTURA

Realna prava je model od koga se, zbog bogatstva razlicitih struktura
koje na njoj postoje, polazi pri uvedjenju i izu¢avanju novih pojmova. Kako se
na realnoj pravoj prirodno definiSe ravnomerna struktura indukovana metrikom
realne prave, samo se po sebi namece pitanje dali je ova ravnomerna struktu-
ra u ndnosu na uredjenje realne prave ravnomerno uredjena struktura. Odgo -

vor na ovo pitanje daje sledeci

STAV 1. Ravnomerna struktura U realne prave je ravno -

R
merno uredjena struktura u odnosu na uredjenje prirodno
definisano na realnoj pravoj .
DOKAZ: Da dokazemo da je ravnomerna stuktura ‘UR prirodno definisana na
realnoj pravoj R ravnomerno uredjena struktura, dovoljno je dokazati da je xVy
kao funkcija od (x,y) ravnomerno neprekidna. Ozna¢imo sa EE,R bazu ravno -
merne strukture "LIR. Neka je Ur={(x,y) 1 Ix-y|<r} proizvoljan element baze
@)R. Tada je

W(UI_,Ur)= {((x,y),(u,v)) : (x,u)eUr i (y,v)e Ur ¥
element baze ravnomerne strukture proizvoda 'URX'UR . Da dokazemo ravnomer-
nu neprekidnost funkcije YV, uoimo proizvoljan element (x,y), (u,v))eW(Ur,Ur) "
i pokazimo da je (VxV)((x,y),(u,v))e UI_, ili 5to je ekvivalentno, da je

ixVy - uVvi<r

Kako je ((x,y),(u,v))e W(Ur,Ur). to je (x,u)e Ui (y,v)e Ur. Stoga je 1x—ul<

<ri ly-vi<r, ili
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U-T< X<<U+4T i V-T=<< y<V+I

Iz poslednjih relacija imamo da je
sup {u-r,v-r}<sup{X, yl< sup {u+r,v+ri

odnosno

sup{u,vl-r < sup{x,y} < supfu,vi+r
Odavde sledi da je

1xVy —uVvi<r
sto je i trebalo dokazati. |l
Sledeéi stav daje konstruiciju kvaziravnomerne strukture koja gene-

riSe uredjenje i ravnomernu strukturu realne prave. StaviSe, pokazacemo da
je to jedinstvena maksimalna kvaziravnomerna struktura na R koja generise u-

redjenje i ravnomernu sturkturu U  realne prave. Da formuliSemo taj stav,

R
uvedimo najpre tu kvaziravnomernu strukturu.
Y 2 ;
Za svako r>0, oznacimo sa Vr={(x,y)eR : x<y+r} . Tada je {Vr:

reR} baza neke kvaziravnomerne strukture na R (vid.[XIV] ). Oznacimo tukva-

ziravnomernu strukturu sa 'G’R.

STAV 2. Kvaziravnomerna struktura @R generise uredjenje
i ravhomernu strukturu realne prave.

DCKAZ: Neka je Ur ={(x,y) tix - yy<r} element baze ravnomerne strukture
‘UR. Tada je

Ur ={(x,y) t -r<x-y<r} =
= {(x,y) : y<x+r} N{(x,y) : x<y+r}= Vrﬂv;l

. . =1 =1 : 3 -1 ; : s
Kako je Vrﬂ\ar eﬁRn‘ﬁ'R »toje Ue ﬁ’Rﬂ "ﬁ'H . Obratno, neka su \f,.l i Vr2
elementi baze kvaziravnomerne strukture 'D’R. Ne umanjujuc¢i opstost dokaza,

@ s . o— =1 .
moZzemo pretpostaviti da je r.<r,. Tada je | rlC \f’rlﬂ \;‘"2 , gde je Url: {(x,y):

1
Ix-yj<r,} . Zaista, ako je (x,y)eU,

tada je 1x-y;<r_ , odnosno —rl<x—y<.r1 .

1’ 1

Odatle sledi da je y<x+r, i X<y+r , pa je dakle

1 1 1

. No sada je y<x+r, i Xx<y+r
-1 . -17 . :
(x,ydev, i (x,y)e\'l-l . Stoga je (x,y)ev,‘ln V. , §to dokazuje da je 'uk—.

= (OR n’\?_R . Dokazimo sada sada da je N (ﬁR = (i, gde je G graf uredjenja na
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R. Ocigledno je G C&{(x,y) :x<y+r}= Vr za svako r>0, pa je dakle GC ﬂ'ﬁ'R.

Obratno, pretpostavimo da je (x,y)€ XxX-G. Tada je y<x. Izaberimo r>0 ta-

ko da je y+r<x. Tada je (x,y)s){x}(—vr. Zaista, ako bi bilo (x,y) eVr, tada bi

vaZila nejednakost x <y+r, suprotno nafinu izbora broja r. Stoga je
(x,y)eXxX - N

Sto dokazuje da je ﬂ'l}RC G. Time smo dokazali da kvaziravnomerna struktu-

ra ’ﬁ'R generise uredjenje na R.l|

STAV 3. Ako je (@{‘UR) filter generisan familijom {GoU: U"LiR},
gde je G graf uredjenja na R, tada je c@(‘UR)=r6'R-

DOKAZ: Neka je V e'O' . Tada je GoV c V . Zaista, kako je GEQV i

r/2

. Pritom je V

r/2

-"_ , pa je

l_/‘C\f/Z,ioJeGoL /2 r/’ /. r78° /2—

stoga GOUU.2 SV_ . Iz poslednje inkluzije sledi da je Vre @(‘UR) , Cime smo
dokazali da je ‘ﬁn c ‘Q{’UR) :

Obratno, neka je GoUr € ‘Q(’UR) . Tada je VrCGoUr. Da tc dokazemo,
pretpostavimo da je (x,y)eVr. Tada je x<y+r, pa postoji z<y koje zadovolja-
va nejednakost x-r<z< x+r, odnosno 1x-zj<r. Odatle sledi da je (x,z) € Ur
Kako je z<y, to je (z,y)eG. Sada iz (x, z)EU i (z,y)eG sledi da je (x,y)e
eGoU .- Time smo dokazali inkluziju V C GoU o Pa je stoga GoU € 'O‘ Dakle
je 'B("U ):'O’R, ¢ime je stav dokazan. ”

STAV4. Kvaziravnomerna struktura 'B'R je jedinstvena mak-
simalna kvaziravnomerna struktura koja generiSe ravno -
mernu strukturu "UR i uredjenje na realnoj pravoj.

DOKAZ: Neka je VE'U.R. Kako je funkcija xAy ravnomerno neprekidna u od-

nosu na ravnomernu strukturu "LlR na R, to postoji We'4  tako da za svakipar

R
tacaka (xl,xz) i (yl,yz) iz W vazi

(xlnyl.xzs\yz}sv
Dokazimo da je WoGQGoV. Zaista, ako je (x,y)€WoG, tada postoji z€R tako
da je (x,2)eG i (x,y)eW. Iz (z,y)eW i (x,x)eW sledi da je (xAz,xAy) e V,

odnosno (x,xAy)eV. Kako je xAy<y, to je (xAy,y)eG. No sada iz (x,xAy)eV
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i (xAy,y)eG sledi da je (x,y)€GoV. Dakle je WoG S GoV.
Kako ravnomerna struktura "UR zadovoljava uslov (M), to je prema
STAVU 6.4. ‘G{Q,IR) =g ("LIR}. Stoga je ‘e(ﬂdR) jedinstvena maksimalna kvazi-
ravnomerna struktura na R koja generise ravnomernu strukturu "UR i uredje -

djenje na R. No prema prethodnom stavu je CG(MR) ='1§'R. [l



IV.PROSTORI UREDJENE BLISKOSTI

1. DEFINICIJA I OSNOVNE OSOBINE
PROSTORA UREDJENE BLISKOSTI

Neka je 8 relacija kvazibliskosti definisana na X. Definisimo na
* gs i
partitivnom skupu skupa X relaciju 8" na sledeci nacin:
* 4 e
AS B onda i samo onda, ako za svaka dva konacna pokrivaca

{A ceyA } i{B B } skupova A i B respektivno,

Az‘ 1’ 2’ T
postoje skupovi A i BJ tako da je A SB i B SA
Lako je videti da je 8 relacija blxskost: na X (vid. E48] [50]} Za relaczjus
kazemo da je generisan relacijom kvazibliskosti 8 .
Dokazimo sada da je sa
X<y onda i samo onda ako je x8y
definisana relacija kvaziuredjenja na X. Zaista, iz {x}N{x}={x}# @ na osnovu
aksiome (Ps) sledi da je {x1 § {x},0dn. x<x za svako xeX. Relacija < je da-
kle refleksivna. Da dokazemo da je relacija < tranzitivna, pretpostavimoda
je x<yiy<zili, Sto je ekvivalentno, da je xSy i ySz. Tada je xgz Zaista,
ako bi bilo x8z tada bi prema {P ) postojao skup EC X, tako da je xgE i
X-E 82 Ako je yeE, tada je xSy suprotno pretpostavci da je xgy Ako je
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ye X-E, tada je ygz, &to je takodje kontradikcija. Dakle je x<z, Sto dokazuje
da je relacija = tranzitivna.
Za relaciju < kazemo da je asocirana iligenerisana relaci

jom kvazibliskosti 8 (vid. £481).

DEFINICIJA 1. Uredjena trojka (X,8,<), gde je 8" relacija bli-
skosti, a < kvaziuredjenje na X, je prostor kvaziuredjene
bliskosti, ako postoji bar jedna relacija kvazibliskosti na
X koja generisSe relaciju bliskosti 8*1 kvaziuredjenje < (
vid.[501 ).
Prostor kvaziuredjene bliskosti (X,S*, <) koji zadovoljava jedan od
sledecih ekvivalentnih uslova:
(a) relacija bliskosti 8* je Hausdorfova relacija bliskosti,
(b) kvaziuredjenje < na prostoru X je uredjenje,
nazivamo prostorom uredjene bliskosti (vid. (50])
Da bi smo ispitali neke osnovne osobine prostora uredjene bliskosti
dokaZimo najpre niz lema, koje su, mada interesantne, uglavnom tehnickog ka-

raktera, i na koje ¢emo se u daljem radu cesto pozivati.

*
LEMA 1. Neka je (X,S ,<) prostor kvaziuredjene bliskosti .
Ako jeS relacija kvazibliskosti koja generise relaciju
bli isi i jen j ie %(8% =w(S)ved!
iskostioi kvaziuredjenje <, tada je W(d ) ="(0)V( )
#imo najpre da je X8V @ )cx 8" je Gen(Svad!
DOKAZ: Dokazimo najpre da je ®(0)V™( JCA(® ). Neka je GeR(0)V1 ¥
—1
ex®)ic.ex®

1 2
C G. Kako je xe(:le 1(8), to je x0 X G . Sli¢no, iz x €

a xe€G proizvoljna tacka skupa G. Tada postoje skupovi G

tako da je xeG ﬂG2

€G £ "(,(8 ) sledi da je xg X-G,, ili ekvivalentno, X-G gx Pritom je {X- 01
X-G } pokriva¢ skupa X-G, pa je x8 X-G, Sto dokazuje da je Ge’l(g ).

Da dokaZemo obrat, oznacimo sa 8 najfiniju relaciju kvazibliskos-
ti saglasnu sa topologijom 'L{S)V 1(8 . Kako je topologija %( 8"3 finija od
topologija % &) i 'R(SAI}, to;i_e i relacija kvazibliskosti gﬂ*finija od relacije

* *
bliskosti 8 . Zaista, ako je Ag B, tada postoje konacni pokrivaci {Al,A avaia ,Am§

21
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i {B ,B ,B } skupova A i B respektivno, tako da je A SB ili A, 8 B, za

2’
e
svako LE §s Stoga je A, g B. za svako i i j, jer je relacija kvaz1bhskost1 8

finija od relacija kvazibliskosti 8 i 8 . 1z poslednje relacije imamo da je

m as* N
ulAIS UBJ~
i=1—

odakle konacno sledi relacija A, Stoga je 1.{8 ;-\(8 ) = )V%{g_l}.l
LEMA 2.Neka je 8 relacija kvazibliskosti na X. Tada je sva-
ki zatvoren skup u topologiji r“i(S] (%(8'1)) opadajué¢i (ra-
stuc¢i) skup u odnosu na kvaziuredjenje generisano relaci-
jom kvazibliskostis.

DOKAZ: Neka je x€ A= AS . i pretpostavimo da je y<x, odn. ygx. Kako je
xe}’s8 , to je XSA. No tada je ySA. Zaista, ako bi bilo ygA, tada bi prema
aksiomi (P4) postojao skup EC X tako da je ygE i X—Eg A. Ako je xeE, tada
je _vgx. Sto je u kontradikcijom sa pretpostavkom da je ny. Slicno se iz x

€ X-E dolazi do kontradikcije x S A. Stoga je y SA, odakle zbog A = As sledi

da je ye All

LEMA 3. U svakom prostoru kvaziuredjene bliskosti (X,S',S)

je = a

D(A) = N{B: X-B8A} i I(A) = NiB : AS x-B)

gde je 8 relacija kvazibliskosti na X koja generife rela-

ciju bliskosti 8*i kvaziuredjenje < na X.

DOKAZ: Pretpostavimo da je xeX-D(A). Kako je D(A):{x:xSA}:As , to je

ng. Stoga postoji skup BCX tako da je ng i X—B-g A. Kako je x-gB, to je

x¢B prema aksiomi (P3) . odakle sledi inkluzija N{B : X—BE ArCD(A). B
Da dokazemo obratnu inkluziju, pretpostavimo da je xeéD(A) i XBSA.

Kako je tada x 8 A, to je x€B, jer je D(A)S B. Drugi deo leme se dokazuje ana-

logno ”

L
LEMA 4. Usvakom prostoru kvaziuredjene bliskosti {X,S,S)

vaze sledeée ekvivalencije:



86.
(i) x 8 A onda i samo onda ako je xSD(A).

(ii) AS x onda i samo onda ako je 1(A) 8 x ,
gde je 8 felacija kvazibliskosti kdjapdneri¥e rélatih bRekosti Sri't-iazmre—
djenje < na X.
DOKAZ: Kako je ACGD(A), to iz xS A ocigledno sledi da je xSD(A). Obratno.
ako je x S A, tada postoji EC X tako da je x SE i X-E 8 A. Iz X-E O A sledi inklu-
zija D(A)C E. Kako je xgE, to je x-gD(E] . Analogno se dokazuje i druga ekvi-
valencija."

Za dokaz prethodnih dveju lema koristili smo sledeti lemu.
LEMA 5. U svakom prostoru kvaziuredjene bliskosti (X.gt,s)
vaze sledete implikacije:

(i) ako je A?B, tada je D(B)& X-A,

(ii) ako je ASB, tada je I(A)ZX-B ,
gde je 8 relacija kvazibliskosti koja generise relaciju
bliskostig‘i kvaziuredjenje < na X.
DOKAZ: Pretpostavimo da je AEB. Tada za svako x€ A vazi ng. Ovo je pak
ekvivalentno sa ¢injenicom da iz xg B sledi xe X-A. Odavde sledi da je B’SCX—A,

odnosno D(B)C X-A. Dualno se dokazuje druga implikacija.”

LEMA 6. Ako je (X,S',s} prostor uredjene bliskosti, tada za
svaka dva neprazna skupa A,BCX vazi

A8 Booada | samo onda ake §& TLAJE D),
gde je 8 proizvoljna relacija kvazibliskosti koja generise
relaciju bliskosti S*i kvaziuredjenje < na X.
DOKAZ: Ako je ASB, o¢igledno j e 1(A)8 D(B), jer je ACI(A) i BED(B) .
Da dokazemo obrat, pretpostavimo da je Ag B. Prema aksiomi (Pq) postoji
skup ECX tako da je AgE i X-E-gB. No sada iz X—E-gB, na osnovu LEME 5.,
sledi inkluzija D(B)C E. Kako je AgE, to je Ag D(B). Stoga prema (Pq) posto-
ji skup FEX za koji je AgX—F i FgD(B). 1z A-SX—F, na osnovu LEME 5. sle-
di inkluzija I(A)S F, pa je stoga I(A)ED(B].”
DEFINICIJA 2. Neka je (X, ,=) topoloski prostor snabdeven
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kvaziuredjenjem (uredjenjem). Za relaciju kvazibliskosti
8 kazemo da je saglasna sa topologijom % i kvaziuredje -
njem (uredjenjem) = na X, ako relacija kvazibliskosti

generiSe dato kvaziuredjenje (uredjenje) <, pri é¢emu je
'-‘1,(8*) =%, gde je S*relacija bliskosti generisana relacijom

kvazibliskosti & (vid. C48), (500 ¥

STAV 1. Ako je(XX.¢) kvaziuredjen (uredjen) topolofki pros-
tor, tada je relacija 8 definisana na partitivnom skupu
skupa X sa

ASB onda i samo onda, ako postoji monotono opa-

dajuéa, neprekidna funkcija f:X—1 tako da jef(A)=0

i f(B)=1
relacija kvazibliskosti na X.
DOKAZ: Da dokazemo da jeg relacija kvazibliskosti na X, dovoljno je poka-
zati da je zadovoljena aksiom_a (P4), jer su ostale aksiome ocigledno zadovo-
ljene. Pretpostavimo da je A8 B, i neka je f neprekidna, opadaju¢a funkcija za
koju je f(A)=0, f(B)=1 i o<f<1. Neka je E={xeX:1/2<i<1}. Tada je funkci-
ja

2y , ako jeO0<sy<1/2

gly) =
1 , ako jel/2=<vy=1

neprekidna i rastué¢a na X. Funkcija gef: X—=I1 je takodje neprekidna i opadaju -
¢a na X, pri cemu je gof(A)=0 i gef(E)=1. To dokazuje da je AS-E. Sli¢no se
dokazuje da je X-E 8B. U tom slucaju treba posmatrti funkciju foh, gde je

0 , ako jel0=sy=<1/2

h(y) =

2y-1 , ako je 1/2=<y=<i
Tada je foh(X-E) = 0, foh(B) = 1 i 0=<foh =<1, pri ¢emu je foh neprekidna i opa-
daju¢a funkcija na .l

-1
Lako je videti da je relacija 8 definisana na kvaziuredjenom (ure-

djenom) topolofkom prostoru (XX ,<) sa
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-1 5
A 8 B onda i samo onda ako postoji monotono rastuca, nepre-
kidna funkcija f: X—1 tako da je f(A)=1 i f(B)=0

konjugovana sa relacijom 8 5

TEOREMA 2. Ako je (X,%,<) potpuno regularno kvaziuredjen
topoloski prostor, tada postoji relacija kvazibliskosti b
saglasna sa topologijom M i kvaziuredjenjem (vid.[50] ).
DOKAZ: Oznacimo sa U i & respektivno topologije formirane od svih ras-
tuéih, odnosno opadajué¢ih skupova otvorenih u topologiji ™. . Oznac¢imo sa 3
relaciju kvazibliskosti definisanu u STAVU 1. i dokazimo da je U8)cu i
(8 1) c §2. Neka je Ge™(8) i pretpostavimo da je xeG. Kako je Ge%(S),
to je x g X-G. Stoga postoji neprekidna, opadajuca funkcija f:X—1 tako da je
f(x)=0 i f(X-G)=1. Skup f_l(EO,I/E)) je otvoren u odnosu na topologiju @ ,pri
éemu je x€ r‘1([0,1/2)): G. Kako je G rastuéi skup, to je Gell .

Analogno se dokazuje da je "‘E(S_l)g &. Stoga je A(S)V r'\".-(S_l) o2
S UV &. odavde, na osnovu LEME 1., sledi da je % (8% c uvee. Kako je pro-
stor X potpuno regularno kvaziuredjen, to je UV =X | odakle sledi inkluzija
2 (8HeX.

Da dokazemo obratnu inkluziju, pretpostavimo da je Ge™ i neka je
x€G. Kako je prostor potpuno regularno kvaziuredjen, postoje skupovi Ue U
i Le &tako da je xe UNLE G. Skupovi X-U i X-L su zatvoreni, pri ¢emu je pr-
vi opadajuéi a drugi rastuéi i X-GE(X-U)U(X-L). Kao i II.,5 ., moZe se do-
kazati da postoji neprekidna, rastuc¢a funkcija f:X— 1 tako da je f(X-U) = 0 i
f’(x) = 1. No tada je funkcija f=1-f" takodje neprekidna, monotono opadajuéa
funkcija za koju je f(x)=0 i f(X-U)=1. Stoga je xg X-U. Analogno se zakljucu-
je da postoji neprekidna, monotono rastuc¢a funkcija g:X—1 tako da je g(x)=0
i g(X-L)=1, Sto dokazuje da je X-L g_lx. Kako je pritom {X-U,X-L} pokrivac
skupa X-G, to je Ge'\‘i(g‘) .

Konacno dokazimo da je kvaziuredjenje generisano relacijom Q iden-

ticno sa zadanim kvaziuredjenjem na X. Pretpostavimo da je x:f;y. Kako je X
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potpuno regularno kvaziuredjen prostor, postoji neprekidna, monotono rastué¢a
funkcija f: X -~ R tako da je f(x)>f(y). Tada je funkcija
T(z) = E(E) 521 AR
fly)-f(x)
neprekidna i monotono rastué¢a na X. Osim toga je f(x)=0 i f(y)=1. Funkcija
= sup{0,inf{1.f}}
je takodje neprekidna i opadajuca na X za koju vazi g(x)=0,g(y)=1i 0<g=<1.
Stoga je xg y, §to dokazuje da je x $By, gde je =g kvaziuredjenje generisano
relacijom kvazibliskosti 8
Obratno, ako je x$8y, ili Sto je ekvivalentno, xg y, tada postoji ne-
prekidna, monotono rastuca funkcija f: X —=1I tako da je f(x)=0i f(y)=1. Skupo-
vi Ag={xeX: fix)<zy i By={ x€X : f(x)>%} sudisjunktni, pri ¢emu je prvi
rastuéi, a drugi opadajuc¢i u X. Kako je x e Ay , ayeBx , to je xgy. Zaista ,
ako bi bilo x<y. tada skupovi Ay i Bg ne bi bili disjunktni, Sto je kontradik-

cija.”

DEFINICIJA 3. Neka je (X,R ,<) kvaziuredjen topoloski prostor
a M i8 familije otvorenih, rastué¢ih i opadajuéih potsku-
pova prostora X respektivno. Ako je UV&-R, tada za topo-

logiju™ kaZemo da je konveksna.
g1)

STAV 3. Ako je (X, % ,<) konveksan, T4—kvaziuredjen pros -
tor , tada_je sa

ASB onda i samo onda ako je I(A)ND(B) = @ (%)
definisana relacija kvazibliskosti koja je saglasna sa topo-
logijom X i kvaziuredjenjem.
DOKAZ: Da je relacijom (# ) definisana relacija kvazibliskosti, jasno je na os-
novu STAVA 1. i ¢injenice da je u normalno kvaziuredjenom prostoru I(A)ND(B)
=@ onda i samo onda ako se I{A) i D(B) mogu funkcionalno razdvojiti neprekid-
nom, opadajué¢om funkcijom.

Da je relacija kvazibliskosti saglasna sa topologijom i kvaziuredje-

njem prostora X, neposredno sledi iz TEOREME 2. i ¢injenice da je svaki kon-



90.

veksan, T4—kvaziuredjen prostor potpuno regularno kvaziuraljen.”

STAV 4. Ako potpuno regularno kvaziuredjen prostor (X,%,<)

ima relaciju kvazibliskosti definisanu sa (%) koja je saglas-

na sa topologijom W i kvazuredjenjem <, tada je X normal-

no kvaziuredjen prostor.

DOKAZ: Neka je A=I(A), B=D(B) i ANB=@. Tada je prema pretpostavci teoreme

ASB. Stoga prema (P4) postoji skup EC X tako da je X-EEB i Ag E. Na osnovu

LEME 5. je D(E)E X-A i I(X-E)C X-B, odn. AT X-D(E) i B&C X-I1(X-E). Kako

je X-D(E) otvoren, rastu¢i skup, a X-1(X-E) otvoren, opadajué¢i skup i
(X-D(E) )N (X-I(X-E)) =

to je X normalno kvaziuredjen prostor.”

LEMA 7. Neka je 8 relacija kvazibliskosti saglasna sa topo-
logijom i kvaziuredjenjem potpuno regularno kvaziuredje-
nog prostora (X,% ,<). Ako je A kompaktan, a B zatvoren
rastuc¢i (opadaju¢i) skup disjunktan sa skupom A, tada je
BgA (AgB).

DOKAZ: Za svako ae A, na osnovu LEME 4., vazi Bg a. Na osnovu LEME 4.,

i ekvivalenta aksiome {P4) postoji otvorena okolina Ua tacke a tako da ja Bgua.
Sada je {U :ae A} otvoren pokrivac skupa A, pa se iz njega moze iz,dvojit&ko-
nacan potpokrl\rac ’\UaI,Uaz,.. 2Ug '[ Na osnovu aksiome (P ) vazi BSU Ual,

odakle je B SA Analogno se dokazuje da je A SB ako je skup B opada_]um ”

TEOREMA 5. Svaki kompaktno kvaziuredjen prostor ima jedin-
stvenu relfciju kvazibliskosti definisanu sa
AS B onda i samo onda ako je I(A)ND(B) = ¢

koja je saglasna sa topologijom i kvaziuredjenjem.
DOKAZ: Neka je 8 proizvoljna relacija kvazibliskosti saglasna sa topologijom
i kvaziuredjenjem. Ako je I(A)ND(B) # @, tada je na osnovu aksiome (PB) I(A)
SD(B), No onda je na osnovu LEME 6. ASB. B

Obratno, ako je I(A)ND(B)=@, tada je prema prethodnoj lemi l(A}S
ED(B), odakle je prema LEMI 6. Ag .1l
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TEOREMA 6. Ako je ( X,S*, <) prostor kvaziuredjene bliskosti,
onda je (X,Q(S*),S) potpuno regularno uredjen prostor (vid.
0501 )
DOKAZ: Neka je 8 relacija kvazibliskosti koja generise relaciju bliskosti 8*i
kvaziuredjenje <. Oznac¢imo sa P proizvoljnu ”L(S*)-—okolinu tacke pe X. Kako
je (8 )=V "f-(Sﬁ ), to postoje skupovi U€ n(Q) i ve "l(S ) tako da je
peUNVEC P.O¢igledno je pS X-U, pa stoga postoji -\.(8 )-neprekidna, rastuc¢a
funkcija f: X —I tako da je f(p)=1 i f(X-U)=0. Slicno se zakljucuje da postoji
r'?.(Sm)—nleprekidna, opadajuéa funkcija g:X— I tako da je g(X-V)=0ig(p)=1.
Ako je x€ X-P, oc¢igledno je f(x)=0 ili g(x)=0.

Pretpostavimo sada da je x££ y. Tada je xgy. pa stoga kao i prethod-

F
no, postoji U8 )-neprekidna, rastuéa funkcija f tako da je £(x)>f(y). |l

*
DEFINICIJA 4. Neka su (xi,Si,si) (i=1,2) prostori kvaziuredje-
ne bliskosti. Za funkciju f:Xl—'- X2 kazemo da je proksimal-
no uredjeno preslikavanje ako na Xl postoje relacije kvazi-

-
b11skost18 koje generisu relacije bliskosti 8" i kvaziure-

(vid.[501).
Za prostore {Xl,sl,s) i (X 8215) kazemo da suproksimalno
uredjeno izomorfni, ako postoji 1-1 funkcija { koja preslikava prostor )(.1

djenja <, (1-1,2)1 tako da je f(A) 8 f(B) kadgod je AS B

na prostor X2 tako da su f i f_1 proksimalno uredjeni izomorfizni (vid.[50])
Na osnovu prethodne definicije je otigledno da je svako proksimalno
uredjeno preslikavanje f:(X ,8*,5 ) — (X ,8;,5 ) istovremeno rastuce
preslikavanje uredjenog prostora (X ,S ) u uredjen prostor (X,J,_z) kao i
proksimalno preslikavanje prostora bllskostl (X 8* } u prostor bliskosti (qu
8 ). Stoga je sledeta teorema ocigledna.
TEOREMA? Ako je f: (X 8 ,,_ ) — (X 82,_ ) proksimalno ure -
djeno preslikavanje, cnda je f: (X A 8'),—— pe—= (Xz,"L(S ), < }
neprekidna, rastuca funkcija (v1d.L50] ).

Sledeca teorema, koja daje dovoljne uslove za obrat prethodne teore-
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me, uopétenje je poznatog rezultata koji vazi u prostorima bliskosti.

TEOREMA 8. Svaka neprekidna, rastu¢a funkcija koja pres- -
likava kompaktno uredjen prostor u prostor kvaziuredje-e
ne bliskosti je proksimalno uredjeno preslikavanje(vid. [50]).
DOKAZ: Ako je X kompaktno uredjen prostor, tada je jedinstvena saglasna re-
lacija kvazibliskosti definisana sa:

A 8B onda i samo onda , ako je I{AND(B) # & .
Stoga za funkciju f: X—= (Y, 8*,'5), iz A8 B sledi {(1(A))Nf(D(B)) # @#. Sada
iz AS B imamo da je I(f(A))ND(f(B)) # @, pa je stoga I(f(A)]SzD(f(B)]1 oda-
Kle sledi relacija f(A)Szf(B) Al

2. PROSTORI UREDJENE BLISKOSTI I MREZE BLISKOSTI

DEFINICIJA 1.Neka je (X, =) mreza na kojoj je istovremeno
definisana relacija bliskosti 8 . Ako su operacije mreze
proksimalno neprekidne funkcije u odnosu na zadanu re-
laciju bliskosti 8.tada ka*emo da je (X,<) proksimalna
mreza ili mreza bliskosti.

Sobzirom da mreza bliskosti prirodno povezuje uredjajnu strukturu
sa relacijom bliskosti, prirodno se postavlja pitanje veze izmedju tih struktura.
Mi éemose ovde specijalno zadrzati na izuéavanju veze izmedju mreza blisko-
sti i prostora uredjene bliskosti.Dokazacemo da je svaka mreZa bliskosti isto-
vremeno prostor uredjene bliskosti.

Da to dokazemo, najpre ¢emo dati jedan interesantan rezultat koji
istovremeno daje odgovor na pitanje, kada je prostor bliskosti, na kome je za-
dano kvaziuredjenje nezavisno od relacije bliskosti, prostor kvaziuredjene bli-

skosti.

TEOREMA 1. Neka je X skup na kome je definisana relacija
* *
bliskostig i kvaziuredjenje <. Ako relacija bliskosti 8

zadovoljava uslove
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(i) ako je AS B,tada postoji potskup ECX tako da je
. _ i
AgG 1{E) i X-G l(EJS'B, gde je G graf kvaziuredjenja
(ii) skup d(a) je zatvoren u topologiji (8*) za svako
aeX,
8#
tada je (X,0 ,=) prostor kvaziuredjene bliskosti.
DOKAZ: Defini§imo na partitivhom skupu skupa X relaciju 8 na sledeéi na -

cin: * _1
A S B onda 1 samo onda, ako jeAgG (B) . . . . (%)
Ovako definisana relacija 8 je relacija kvazibliskosti na X. Da to dokazemo,
proverimo da li su zadovoljene aksiome (P )—(P4) relacije kvazibliskosti.
(P,) : (AUB) 8 ces (aUB)8'G(C)es a8 (c) 11i B8 (0)
& aSc i1i BSc
A8BUC) =A% (BUC)e> A8 (BUGT(C)) &

¢>A8'G'1(B) i a8 c)esa8Bii aSC .

(P.): Neka je A=¢ ili B=¢. Ako je B=¢, tada je G_I{B):ﬁ. Kako je 8‘

2
relacija bliskosti, to je na osnovu aksiome (PB) relacije bliskosti, Ag‘G_I(B) )

To dokazuje da je A 8 B.

(P.) : Ako je AﬂB;!Q, tada je na osnovu aksiome (P ) relacije blisko-
sti 8* AS B. Kako je BC G~ (E.’.}1 to je A 8'(3 (B), pa je prema definiciji re-
lacije 8 A 8B. i

(P,) : Pretpostavimo Sada da je ASB £to je na osnovu definicije re-
lacije 8 ekvivalentno sa AS G~ (B) Tada na osnovu aksmme (P ) relacije
bliskosti postoji skup ECX tako da je A S'E i X-E S G- (B) 1z poslednje rela-
cije na osnovu definicije relacije 8 odmah sledi da je X-E 8 B. Dokazimo da
je A§E. Kako je A ‘S’E, to prema uslovu (i) teoreme, postoji skup FC X tako
da je AE'G_l(F) i X—Gﬁl(F}g’E. Sada iz X—G_I(F)Q'E prema aksiomi (Pa)
prostora bliskosti sledi da je (X—G_](F))HE = ¢§, odakle imamo inkluziju EC
c G—I(F}. Kako je G_E(F) najmanji opadajuc¢i skup koji sadrzi skup F, to je

—I{E]QG“] (F). Sobzirom da je AS*G (F), to je prema jednoj od prethod-
dnih osobina relacija bliskosti AS G- (E) Time smo dokazali da je ASE.
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Oznacimo sada sa 81 relaciju bliskosti generisanu relacijom kvazi-

*
bliskosti § , i doka¥imo najpre da je 8 = 81.
Da to dokazemo, pretpostavimo da je A S’B. Neka su {Al,Az, . ,Am}

i {Bl ,B21 S ,Bn} proizvoljni, konaéni pokrivaci skupova A i B respektivno. Ka-
ko je
m n
AC U Ai 3 BC U B.
i=1 j=1

iA S.B to prema aksiomi (P ) prostora bliskosti postoje indeksi i i _] tako da

JEASB (1=si<m, 1535n] Sobzn"omdajeACGh 1BCG (B) to
* -1

je G~ (A }8' A 8"a (B ). Poslednje dve relacije pokazu]u da bilo kO]a

A

dva konacna pokrwaca 1A . } i{B ,B e ,Bn\ skupova A i B res-

g L e 1352
pektivno, sadrze takve skupove Al i B] za koje vaz e relacije A SBJ i BJg A,
To dokazuje da je AS B.

Obratno, pretposta\nmo da je A S*B, i neka su {A A } i

aeeey
{Bl‘ AR ,B } konacni pokrivaci skupova A i B respektivno, tiko da je A= UA1
i B= UBJ Kako je AS B, to je prema aksiomi (P ) prostora bliskosti A, g BJ za
svako i i svako j (1=i<m,l<j<n). No tada je A. SB Zaista, prema uslovu
(i) teoreme, postoji skup EC X tako da je A g G (E)iX-G~ (E]g B.. No sa-
da je BJCG {E}, odakle je i G (B fadc (E), pa je dakle A S‘G (BJ) O-

davde imamo da je A g BJ Time smc dokazali da je AS B, sto zajedno sa pret-

hodnim dokazuje ldenncnost relacija bliskosti 8 S; .1

Ostalo je jos da dokazemo da je kvaziuredjenje < identi¢no sa kva-
ziuredjenjem koje je generisano relacijom kvazibliskosti 8. Ozna¢imo sa =g
kvaziuredjenje generisano relacijom kvazibliskosti 8 i pretpostavimo da za
elemente x,ye X vazi Xggy. Tada je prema definiciji kvaziuredjenja =g, xg ¥s
to je ekvivalentno sa &injenicom da je x g’o'l(y). Kako je G_l(y)=d(y), to je
X S'd(y) . Stoga je prema aksiomi (P3) prostora bliskosti xe X-d(y), to doka-—
zuje da je x£y.

Obratno, pretpostavimo da je x¢y. Tada je xeX-d(y). Kako je skup

i &
d(y) prema uslovu (ii) teoreme zatvoren, to je xg d(y).Pritom jed(y)=G 1(y),



.o -1 _ s A - ; i
pa je x8 G (y). Stoga je prema definiciji relacije » X 0y. Dakle je xZ£gy,
¢ime smo dokazali da relacija kvazibliskosti 8 generise kvaziuredjenje zada-

no na prostoru X.”

TEOREMA 2. Neka je [X,S‘b] Hausdorfov prostor bliskosti na ko-
me je zadano uredjenje <u odnosu na koje je (X,<) supre-
mum-polumreza. Ako je operacija sup remuma V polumre-
7e (X,€) proksimalno neprekidna funkcija, onda je {X,S:'s.)
prostor uredjene bliskosti.

DOKAZ: Pretpostavimo da je AQ’B Prema aksiomi (P ) prostora bliskosti po-
stoji skup EC X tako da je AS EiX ES B. Kako je operacija supremuma pro-
ksimalno neprekidna u odnosu na relaciju bhskost18 to je V (A) S* {B},
gde je S SXS . Stoga postoje konacni pokrivaci {Al,Az,...,Am} i {El,

E E } skupova V ](A i Vv *I(B) respektivno, tako da za neko s=1,2

2"""!
vazi =
prs(Ai)g*prS(Ej}
za svakoiij(l<i<m,l< j<n). No tada je prema aksiomi (Pl) prostora bli-
skosti - ”
%
U pr (a)8" U pr_(E) ,
: s i X s ]
1=1 J:].
odnosno,
n
pr_ (U A)gpr (U EJ)
1 j=1
Stoga je L= 3
= A
prV La) 8 pr V (E)

Ocigledno je AC prSV (A}, pa je stoqa
Asvpr v (E) "

Pritom je G*I(E)(; pr v (E) pa 10 dakle AS G (E} Zalsta skup pr \ I(E)
je opadajuéi, pa kako je Egpr v (L), to je G (E)C pr_ v (E) Dokazimo da
je skup pr V (E) opadajuéi. Odred}enosn radi, pretpostavimo da je s=1.Neka
je xeprlv (A) Tada je (x,y)e V_ (A) za neko ye X. Stoga je xVye A. Ako je
z<x, tada je zV(xVy)=xVy e A, jer je z<x<xVy. Odatle sledi da je (z,xVy)e
V-l{A). No tada je i z€pr1V _1(A).
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Kako je ECG ' (E), to je X-G(E)C X-E, pa sobzirom da je X-E 8, imamo
relaciju X—G‘l(E)? B. Time smo dokazali da za svaka dva skupa A,BCX za
koja je AE*B, postoji skup EC X tako da je A E*G_l{E) i X-—G_l (E)S‘B. Time
smo dokazali da je uslov (i) prethodne teoreme zadovoljen.

Da dokaZemo da je zadovoljen i uslov (ii) prethodne teoreme, pri-
metimo da je operacija supremuma V kao proksimalno neprekidna funkcija
istovremeno i neprekidna funkcija dveju promenljivih, a time i neprekidna fun-
kcija svake promenljive posebno. Stoga je skup

d(a) ={xeX:xVa =
zatvoren, jer je X Hausdorfov prostor. Prema prethodnoj teoremi, (X,S*,‘F_)

je prostor uredjene bliskosti.ll

POSLEDICA 1. Svaka mreZa bliskosti je prostor uredjene bli-

skosti.

3. PROSTORI SKORO UREDJENE BLISKOSTI

DEFINICIJA 1. Uredjenu trojku (X,S",s), gde je < uredjenje a
8‘ Hausdorfova relacija bliskosti na X, nazivamo skora u-
redjenim prostorom bliskosti, ako postoji bar jedna rela-
cija bliskosti 8 koja generiSe relaciju bliskosti 8 pri ¢e-
mu je G(SJEG(S';S), gde je G(sg) graf uredjenja generisan re-
lacijom kvazibliskosti 8.

O¢igledno je svaki prostor uredjene bliskosti i prostor skoro uredje-
ne bliskosti. Ako je delimi¢no uredjen skup totalno uredjen, tada su pojmovi

prostora uredjene bliskosti i prostora skoro uredjene bliskosti ekvivalentni.

STAV 1. Neka je (X,<) totalno uredjen skup na kome je defi-
* *

nisana relacija bliskosti 8 (X,S ,<) je prostor uredjene

bliskosti onda i samo onda, ako je prostor skoro uredjene

bliskosti.
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DOKAZ: Neka je 8§ relacija kvazibliskosti koja generiSe relaciju bliskosti 8.

pri cemu je G(=<)C G(sg) , gde je <g uredjenje generisano relacijom kvazi-
bliskosti § .

Pretpostavimo da postoji par (a,b)e X;z~ tako da je a 8 bia<gb. Tada
je b<a, pa je stoga bqsa, odnosno b8 a. No tada je a S*b. Kako je 8‘ Haus-
dorfova relacija bliskosti, to je a=b, to je u kontradikciji sa pretpostavkom
da je agb. Time smo dokazali da je svaki prostor skoro uredjene bliskosti i-

stovremeno i prostor uredjene bliskosti "

STAV 2. Topologija "}I.(S“) svakog prostora skoro uredjene bli-
skosti (X,S’,E) je lokalno konveksna.
DOKAZ: Kako je (X,St,‘s) prostor skoro uredjene bliskosti, to postoji relaci-
ja kvazibliskosti 8 koja generise relaciju bliskosti 8* , pricemu je G(<)
CG(SB), gde je =g uredjenje generisano relacijom kvazibliskosti 8 .

Neka je xe Ge rt((dw) . Tada je X?X—G. Stoga postoji konaéan pokri -

vaé {Pl,Pz,...,Pn‘, skupa X-G, tako da je za svako i=1,2,....,n
ngi ili Pigx. .o o o AL
Stoga za svako i=1,2,...,n postoji skup QiC X tako da je
x 8Q. i X-Q8P, . . . . (2)
ili ! s
P. 8 X-Q, i aSx . . . (@
i i i

zavisno od toga dali vaZi prva ili druga relacija u (1). Neka je
n n
Q= n (X'Q.sz_ U Q i

; i . i

i=1 i=1
a K=k(Q) najmanji konveksan skup koji sadr#i skup Q. Dokazimo najpre da p

o

K okolina tacke x. Da to dokazemo, dovolijno je pokazati da je xS X-Q, jer je
ocigledno xe QC K. Oznacimo sa Qii one skupove Q]_, i=1,2,...,n, za koje

je Qigx, a sa Qik one skupove Qi za koje je xSQi. Tada je
(L},JQij)SX i "S(EQik) .

Kako je {U Qik " ll'! Qik} konacan pokriva¢ skupa X-Q, to je XS'X—Q .
]
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Dokazimo sada da je K€ G. Neka je a€K=k(Q). Tada postoje elemen-
ti u,veQ tako da je usa<v. Kako je G(<)EG(sg), to je uSa i a8v. sobzi-
rom da su u i v elementi skupa Q. to je u,v 8 X—Qi i XuQi 8 u,v za svako i=1,
T — n. Stoga je ag Pik za svako i. Zaista, ako bi vazila relacija aS Pik 4
tada bi bilo X—Qikg Pi s sto je u kontradikeiji sa (2) - Sli¢no se iz Cinjenice
da je v 8 )(—Qj za svako i=1,2,.. ,n dokazuje da je Pijg a za svako ij' Stoga
je = =
aSEij i L:].)Pijga ”

pa kako je {UPij. UP;,} konacan pokriva¢ skupa X-G, to je a® X-G. Odav-

ik
de sledi da je aeG.ll
POSLEDICA 1. Svaki prostor (X,S‘,S) uredjene bliskosti je lo-

kalno konveksan.

4. PROIZVOD PROSTORA UREDJENE BLISKOSTI

Neka je {(XG,S:,E,‘)} familija prostora kvaziuredjene (uredjene)
bliskosti. Tada se na skupu X= ﬂXu moze definisati relacija bliskosti kao pro-
izvod relacija bliskosti S: N a skupu X se pomocu relacija uredjenja =4 ha
razlic¢ite naine moze uvesti uredjenje. Tako se na skupu X javljaju dve struk-
ture: uredjajna i proksimalna. Stoga se prirodno postavlja pitanje, dali skup
X snabdeven tim dvema strukturama moZe biti prostor uredjene bliskosti. Od-

govor na ovo pitanje daje sledeéa

TEOREMA 1. Neka je (Xa,g:,,ﬂd] familija prostora kvaziure -
djene bliskosti. Ako je 8* proizvod relacija bliskosti S:,
a =< kardinalno kvaziuredjenje na proizvodu X=|;|x“ , tada

je (X,S‘,*S) prostor kvaziuredjene bliskosti. Ako je {(Xg,

:.E“) :atel} familija prostora uredjene bliskosti, onda je
i (X.gﬁ,s} prostor uredjene bliskosti.

L
DOKAZ: Kako je (Xd,g“,%‘) prostor kvaziuredjene bliskosti, to za svako o€ 1
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postoji relacija kvazibliskosti Sac koja ge nerise kvaziuredjenje < i relaciju
*
bliskosti 8 na Xg. Oznacimo sa 8 proizvod relacija k\razihliC;kasti Sd a sa

*
8 relaciju bliskosti na X generisanu njome. Dokazimo da je 8 1 .
U tom cilju pretpostavimo najpre da je A 8 B, i neka su {Al A2

o ,Am} iiB i 'Bn} proizvoljni, konacni pokﬂvaCJ. skupova A 1 B res-

1280
pektivno. Kako je A 8 B, to postoje indeksi i i j za koje je A, SlBj i BjSlAj
(lsi<sm,l<j<n). Uocimo prizvoljne, konacne pokrivace {AirAiz‘ .--.Aip}

i {le,sz,...,qu} skupova Ai i Bj respektivno. Kako je Aig B., pri cemu

1]
je 1 proizvod relacija kvazibliskosti Sa, to postoje skupovi Ajk i le tako
da je pr, (Alk) Sd_prd(le) za svako xel (1=k=p,1<1<q). Ne umanjujuci

opstost dokaza, mozemo pretpostaviti da je AikC A; i le

(;BJ. Stoga je pry(
(A )Cpr (A ) i pr, (Bll)gpr (B ) za svako «€l. Kako je pr {Aik}gdpr (BJI)"

to je pogotovo prg (A )8 Pry (B ) za svako «€l. Analogno se iz relacije E!J Al
zakljucuje da je Pry (BJ 8 Pl (A ) za svako «€l. Stoga iz poslednjih dveju rela-
cija sledi da je pry (A JS Pry (E ) za svako olg . To dokazuje da je AS‘B

Obratno, pretposta\nmo da je AS'B, i neka je {A % ,Am} ko-

2"'

2, saa ,Bni konacan pokrwac skupa B. Kako je

ASB to postoje skupovi A i EJ tako da je pry, (A )8 Pr (B ) za svako of € I

nacan pokrivac¢ skupa A, a {B

(l<si<sm,l<j<n). Odavde specijalno sledi da je pry {A )8 Pry (B )i pry (B )

Sxprd(A ) za svako o€ . Dokazimo da je A S B i B 8 A , Cime cemo do -

1
kazati da je AS B. U tom cilju uoc¢imo dva prmzvol]na konacna pokrivaca

{All’Aiz‘ i .,Aip} i iB“. o1 .,qu} skupova Ai i Bj respektivno. Kako
ie
q
pro(A. )Ekulpr oA ) i pr“(Bj)l; ll-J] pr“(le) 5

a pru(Ai}Sﬁpr“(Bj} za svako ael, to je i
q
ku1 pr, (A1k)gdll;ll Pry(Bj)
za svako oL€l. Postoje dakle indeksi k i | tako da je pra(Aik)gapr“(le) za sva—
ko €I (1=k<p,l<1<q). Time smo dokazali da je A SlBj' Analogno se do-
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kazuje da je B 8 A . Iz poslednjih dveju relacija sledi da je A 8 B. Time smo
ujedno dokazall da relar:l]a kvazibliskosti 8 generise relaciju bl1skost1 8*

Dokazimo sada da se kardinalno kvazwredjenje poklapa sa kvaziu-
redjenjem koje je generisano relacijom kvazibliskosti 81. Oznacimo posled-
nje sa =g , i pretpostavimo da za tacke x=(x,) i y=(ye) iz X vazi X<g,y- Ta-
da je na osnovu definicije kvaziuredjenja generisanog relacijom kvaziblisko -
sti 81, x8 Y Kako je 8 proizvod relacija bliskosti Sct’ to je pryl (x]S Pry
(y) za svako ot € I. Stoga je x, S“y“ za svako « € I, pa kako relacija 8 gene-
rise kvaziuredjenje na X, to odavde sledi da je X, < y, 2a svakoo. To
dokazuje da je x<vy.

Obratno, ako je x<y, tada je X,<,¥, za svako x€l. Ovo je pak e-
kvivalentno sa cinjenicom da je &8«}/“ za svako o€ I, jer relacija kvaziblis-
kosti Oy generife kvaziuredjenje <y na Xy za svako olel. Kako je svaka
tacka sama sebi pokrivad, a prg(x)=xg i Prg(y)=y« , to je x SIY‘ ili ekviva-
lentno, xs&y

O¢igledno je proizvod prostora uredjene bliskosti takodje prostor u-

redjene bliskosti.”

5. KOMPAKTIFIKACIJA PROSTORA UREDJENE BLISKOSTI

Neka je (X,S*,'S) prostor uredjene bliskosti, a 8 proizvoljna rela-
cija kvazibliskosti na X. Oznacimo sa % skup svih S—ultrafiltera definisa -
nih na prostoru bliskosti (X.S*) ,asa (‘w relaciju bliskosti na % (vid.I1.5.).
Defini&imo sada na % relaciju S

@ SQ. onda i samo onda, ako je AS B kadgod je Pcdb i Qc®

LEMA 1. Relacija § je relacija kvazibliskosti na %. Ako
relacija kvazibliskosti 8 generise relaciju bl1skost18 na

X, tada relacija kvazibliskosti 9 generi$e relaciju bli-
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skosti 9* na ¥ . Stavi$e, skup X snabdeven uredjenjem <
generisanim relacijom kvazibliskosti 8 je uredjajno izo-
morfan skupu f(X)C¥ u odnosu na uredjenje < generisano
relacijom kvazibliskosti S (vid.[50]).
DOKAZ: Da je 9 relacija kvazibliskosti na X , dokazuje se potpuno analogno
kao i ¢injenica da je swrelacija bliskosti na % . Neka relacija kvaziblisko-
sti 8 generise relaciju bliskosti S" na X, i neka relacija kvazibliskosti 3 ge-
neriSe relaciju bliskosti s-'na % . Da dokazemo da su 9' i s”identiéne rela-
cije na ¥ , primetimo da je 2‘* najgrublja relacija bliskosti koja je finija odre-
lacija § i 87 . Kako je relacija bliskosti $¥rnsaod § 1 §°1, to jo relaci-
ja bliskosti S finija od relacija g g . Stoga je relacija g' finija od rela-
cije s . Pretposta\nmo sada da je @ S & , ineka su A,BC X skupovi za koje
vazi ®cst, 99%1 AS.B Kako je relacija bliskosti g generisana relacijom kva-
zibliskosti 8 , to postoje pokrivaci {A tieJmtb i 4 BJ _]EJ t skupova A i B res-
pektivno, tako da je A SB ili B SA za svako {1,_1)€J xJ * Famxlue&sﬂ ieJ }
1{’37 ieJ } su konacni pokrwac; &.kupova @ ia respektwno Kako je A, 8 BJ
ili B SA za svaki par (i,j)e J X0 toje _
A; 93’5 i 8,

za fvako (i,jleJ ]xln. Stoga je & 9 :ﬂl » Sto dokazuje da je relacija bliskosti
9* finija od relacije bliskosti 9*

Oznacimo sa < kvaziuredjenje generisano relacijom kvaziblisko-
sti g . Kako je S*(zg“) Hausdorfova relacija bliskosti, to je 4 relacijau-
redjenja na ¥ . Da dokazemo da je x< y onda i samo onda, ako je f(x) < f(y),
dovoljno je dokazati da iz x 8 y sledi 6 8 G » Jer je obratna inkluzija ocigled-
na. Neka je sxt-:.ﬂ i @ e® . Tada je AEG i Be@ ., pa je stoga XSA i ygli
Dakle je ASx i yS B . Kako je xSy, to je ASB odakle sledi da je 6 9 G
LEMA 2. (%, g »%) je kompaktno uredjen prostor u kome je f()a,
gust potskup proksimalno uredjajno izomorfan sa pros-

»
torom (X,8,<) (vid.[50]).
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DOKAZ: Da je prostor uredjene bliskosti (% , g*.. <) kompaktan, a f(X) gust
potskup prostora % . neposredno sledi iz ¢injenice da je (% ,9') kompactifi-
kacija Smirnova prostora (X, 8*) . Da dokazemo da je < zatvoreno uredjenje,
pretpostavimo da za elemente Gl % Bze'f vazi relacija 6141 62. Tada posto-
je skupovi A € Gl iBe G tako da je A8 B. Stoga postoje skupovi E,FE X, ta-
ko da je ASE FSB i X- ESX F. No tada za skupove %@e’as vazi geD(@.)
i e 1(5). Iz relacije X-E SX—F sledi %U@' '.{ pa je stoga &?—D{&J ras-—
tuca okolina tacke G1 koja je disjunktna sa opadajuéom okolinom ¥ -1(‘3 ) tac-
ke (;2. Da dokazemo da su X i f(X) proksimalno uredjajno izomorfni, po-
kazacemo da je AS B onda i samo onda, ako je f(A) e f(B) za svaku relaciju
kvazibliskosti 8 koja generise relaciju bliskosti S‘na X. Primetimo najpre
da je 1(B) Csf onda i samo onda, ako je BCr:lq. & A. Implikacija

1(A) S 1(B)=>A8 B
je o¢igledna, jer je f(A)C & i f(B)C ® . Da dokaZemo obratnu implikaciju,
pretpostavimo da je A S Bif(A)C @ f(B)E Q . Neka je, ukoliko je to mogu-
e, PSQ Tada je pema LEMI 6. 1., I(P)gD(Q) odakle je Cngle Kako je

ACclP, BCclQ i ASB, to je c1p8 clQ, sto je kontradikcija.“

LEMA 3. Svaki proksimalno-uredjajni izomorfizam g prosto-
ra (X,S'.S) na gust potskup kompaktno uredjenog prostora
(s 8:,51 ) moze se profiriti do proksimalno uredjenog i-
zomorfizma prostora (%, 3', <) na prostor (Y, 8;, Sl] .
DOKAZY: Kao proksimalni izomorfizam prostora bliskosti (X,S') na gust pot—
skup kompaktnog prostora bliskosti (Y, 8:) , preslikavanje g se moze prosiri-
ti do proksimalnog izomorfizma h prostora bliskosti (E,g.) na prostor blisko-
sti (Y, 8:) na sledeé¢i nacin:

Ako je @€ %, tada postoji jedinstven 8—ultrafi1ter 31 koji sadrzi
slikug(e) ={g(A):Aeg@} 8—ultraiiltra @ u Y. Kako je Y kompaktan pros-
tor, to postoji yeY tako da je slzgy. Stavimo da je h(@ )=y, i dokazimo da

je ovako definisano preslikavanje proksimalno uredjajni izomorfizam prosto-
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ra (E,S'ﬁ) na prostor (Y, S:,ﬁ) . Neka je 81 jedinstvena saglasna relacija
kvazibliskosti na Y. Dokaza¢emo da je ®§Q onda i samo onda, ako je h(®
§ h(@) za svaku relaciju kvazibliskosti § koja generise relaciju bliskosti
. Ako je @ @88 . tada je (B)ND(Q) # @. Neka je 8e I(P)N D(L), ineka
je h(@)=y.Dokazimo najpre da je h(®) s 1Y+ Pretpostavimo suprotno, i neka
suE i F potskupovi u Y za koje je h(®) S Y-E, Y- Eg y i ES F. Kako je
}1(@)8 Y-E, to skup g_ (E‘.} apsorbuje ®. Stoga je g (E) element svakog 8-
ultraflltra u@. 5]1(‘1’10 se dokazuje da je g (F)EB Kako je & ®Pee , imamo
dajeg (E) 8q° g (F} No ovo je kontradikcija, jer je g proksimalno presli -
kavanje i E 8 F. Stoga je h(®) 8 L Sliéno se dokazujeda je y 8 h(&), odakle
sledi relacua h(®) 8 h(&). Obratno pretpostavimo da je h(®) 8 h{&} Ka-
ko je Y kompaktno uredjen prostor, postoji ye I(h(®))ND(h(Q)). Neka je @ =
=h_1(y). Ako je Aeg@ , a B apsorbuje & , tada je A8 1(Q) i h(@)SclBSD(B).
Odavde sledi da je A8 B, pa je dakle @89 . Slitno se zakljutuje da je ®8e,
pa je stoga @ SQ, .”

Kao neposrednu posledicu prethodnih lema imamo sledeCu teoremu.

TEOREMA 1. Svaki prostor uredjene bliskosti (X,Sﬁ,s) je gust
potskup jedinstvenog (do na proksimalno-uredjajni izomor-
fizam) kompaktno uredjenog prostora ¥%. Kako % ima jedin-
stvenu saglasnu relaciju kvazibliskosti, to za potskupove
Ay BEX va_éi

ASB onda i samo onda, ako je I(A)ND(B)}=¢ u 2
gde je 8 bilo koja relacija kvazibliskosti koja generise
relaciju bliskosti 8‘ (vid.(501).
DOKAZ: ; Neka je g proksimalno uredjeno preslikavanje prostora (XI’S 1= )

na nrostor (X 8 ). Kako je g proksimalno preslikavanje, to se ono mo-

'_2
ze produziti do neprekidnog preslikavanja h: (I g ) —= ('&'2, 3 Y, gde je
preslikavanje h definisano sa
h(g) = =4 IieP(X ):B 82(]((‘) za svako Ce 6 t

Dokazimo da je h pr okmmalno uredjeno preslikavanje. Neka su 8 relacije
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kvazibliskosti na X koje generisu relacije bliskosti 8‘{i=1.2) , pri cemu iz
A 8 B sledi g(A) S,)(}(B) Pretpostavimo da je @ 8 Q , i neka A apsorbuje h(@®)
a neka B apsorbuje h@). Pretpostavimo dalje da je Ag B., ukoliko je to mogu-
¢e. Neka su C DCX takvi potskupovi za koje vazi:

ASX—(‘ . Wy DTS.[S i CEED .
Sada A apsorbuje h(®), pa kako je AS X —C, to skup X, -C nije sadrzan niu
jednom 8—ultraf11tru iz h($) . Kako je g proksimalno prgslikavanje, skup

g7 (X,=C) = X,=g” (€)
nije element nijednog 8—ullrafiltra iz @, Sto dokazuje da skup 9_1( C) apsor-
buje & . Sli¢no se dokazujeda g_l(D) apsorbuje & . Kako je @S]Q. , to je
gl ) 807 (D) .

Sto je u kontradikcijisa Cinjenicom da je g proksimalno proslikavanje.”

Slede¢a teorema neposredno sledi iz prethodne teoreme i TEOREME 5.1,
TEOREMA 3.Kompactifikacija Smirnova potpuno regularno u-
redjenog prostora (X, R ,<) defini%e uredjajni izomorfizam
skupa {S,,:d.t-:l} svih saqlsnih relacija kvazibliskosti na X
na skupidXy:otel} svih kompaktifikacija Smirnova na pro-

storu X (vid.[50]).

TEOREMA 4. Neka je (X,8,<) prostor uredjene bliskosti. Ta-
da za svaku relaciju kvazibliskosti S koja generise rela -
ciju bliskosti S*Vaéi
AQB onda i samo onda, ako postoji proksimal-
no uredjajno preslikavanje g: X—1 tako da je
g(A)=11ig(B)=0
(vid.L501).
Dokaz ove teoreme analogan je dokazu odgovarajute teoreme u teo-

riji prostora bliskosti.



6. TOPOLOGIJE GENERISANE KVAZIUREDJENJEM
I RELACIJOM KVAZIBLISKOSTI

Neka je (X,<) kvaziuredjen skup. DefiniSimo na skupu X topologi-
juR na sledec¢i nacin. Skup G je otvoren u topologiji & ako za svako xeG va-
zi[ x,~» )& G. Ovako definisanu topologiju zvatemo segmentnom ili ke -

nusnom topologijom (vid.[8])

TEOREMA 1. Ako je (X,M )segmentna topologija indukovana kva-
ziuredjenjem = , tada na prostoru X postoji relacija kva-
zibliskosti 8 koja je saglasna sa topologijom %
DOKAZ: Oznacimo sa G ={(x,y) : x<v}. Tada je sa

A 8 B onda i samo onda, ako je (AxB)NG # @&
definisana relacija kvazibliskosti na X. Oznacimo sa "L(S) topologiju induko-
vanu relacijom kvazibliskosti 8 i dokazimo da je "4’.(8) L

Neka je Ae i xeA. Tada je [x,—~)C A, pa jelx,=)N(X-A) = @ .

Stoga je za svako ye X-A, x£y. Drugim recima, vazi relacija
Ux}x(X-ADNG=¢ ,

odakle je prema definiciji relacije kvazibliskosti 8 3 XE X-A. To dokazujeda

je Ac%(S).

Obratno, ako je A% (8), tada za svako xe A va3i 2 D Rk Stoga je
prema definiciji relacije kvazibliskosti 8 . {xt x(X-A)NG = ¢. Poslednjare-
lacija pokazuje da je[x,—)N(X-A) = @, odakle sledi inkluzijalx,~ )€ A. Da-

kle je At .|l

STAV 2. Ako je relacija kvazibliskosti 8 saglasna sa topo-
logijom ® na skupu X, tada postoji kvaziuredjenje u od -
nosu na koje je topologija @ segmentna.
DOKAZ: DefiniSimo na skupu X relaciju < sa :

x<yonda i samo onda, ako je x Sy .

Lako je videti da je ovako definisana relacija kvaziuredjenje na X. Neka je
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G e% i xeG. Kako je relacija bliskosti saglasna sa topologijom % , to je "‘.(8)
=" . Ako je x<v, tada je i ye G. Zaista, ako bi bilo ye X-G, tada bi vazila re-
lacija y S X-G. No kako je x<y, to je x8y, pa je stoga x S X-G. Sobzirom da

je skup X-G zatvoren u topologiji %(8), to je xeX-G, sto je kontradikcija.“

POSLEDICA 1. Svaki topolo$ki prostor je kvaziuredljiv; dru-
gim recima, za svaku topologijupostoji kvaziuredjenje u
odnosu na koje je ta topologija segmentna.

DOKAZ: Zaista, kako svaki topoloski prostor ima saglasnu relaciju kvazi -
bliskosti, to prema prethodnom stavu postoji kvaziuredjenje koje generise se-

gmentnu topologijom identi¢nu sa datom tOpolc:gijom.”
7. SAGLASNOST NEKIH TOPOLOGIJA SA UREDJENJEM

Pri prou¢avanju raznih problema u matematici, cesto se na posve
prirodan nacin istovremeno javljaju viSe razlic¢itih struktura. Samim tim se
postavlja pitanje medjusobnog odnosa izmedju razlicitih struktura definisanih

= istom prostoru, kao i zavisnost jedne strukture od druge. Na taj nacin se
doslo do pojmova kao Sto su topoloske grupe, topoloske mreze, uredjene gru-
pe, itd.

Ovde ¢e biti izlozen jo$ jedan pristup proucavanja topoloske i ure -
djajne strukture. Kao rezultat takvog razmatranja topoloske i uredjajne stru-
kture javlja se pojam saglasnostitopologije i uredjenja. Postoje vie razli¢i-
tih definicija saglasnosti topologije i uredjenja, no sve definicije zadovolja -
vaju niz uslova koji se prirodno postavljaju pri izu¢avanju ove problematike

i od kojih se na kraju poslo pri uvodjenju samog pojma saglasnosti.

DEFINICIJA 1. Neka je (X,<)uredjen skupna kome je defini-
sana topologija ® . Topologija® je S-saglasna sa uredje-

N Tl—mpologija, i ako za svaki par taca-
ka a,beX za koje je a<b, postoje okoline Oa i Ob taca-

njem =, ako je
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ka a i b respektivno, tako da su zadovoljeni uslovi:
('Sl) ako je era, tada je x<b ili xub ,
(Sz) ako je yeO tada je a<y ili yina

(vid.[47]).

b!

DEFINICIJA 2. Topologija & je strogo S-saglasna sa uredjenjem
< prostora X, ako je® Tl—topologija i ako za svaki par ta-
¢aka a,be X za koje je je a<b, postoje okoline Oa i Ob taca-
ka a i b respektivno, tako da je zadovoljen uslov:

(S) ako je xeO_ i yeEO tada je x<svy ili xny
(vid.[471).

Ovako definisani pojmovi saglasnosti topologije i uredjenja zadovolja-

b\

vaju uslove koji se prirodno postavljaju pri samom uvodjenju pojma saglasnosti.

Navedimo neke od njih.

(i) Neka je (X ,<) uredjen skup, a r"tl i r*tz topologije na X za koje

vazi qzi';"{l. Ako je topologija '311 S-saglasna (strogo S-saglasna) sa uredje-
njem < na X, tada je i topologija h'i.z S-saglasna (strogo S-saglasna) sa uredje-
njem < .

(ii) Neka su Sl i =, uredjenja na topoloskom prostoru (X,%) za
koja je Slc <, Ako je topologija & S-saglasna (strogo S-saglasna) sa ure-
djenjem 52, tada je ona S-saglasna (strogo S-saglasna) i sa uredjenjemgz.

(iii) Neka je (X,<) uredjen skup,a Y potskup skupa X. Ako je topolo-
gija X S-saglasna (strogo S-saglasna) sa uredjenjem < na X, tada je i topolo-
gija "LY saglasna sa uredjenjem < v

O¢igledno je svaka topologija strogo S-saglasna sa uredjenjem isto -
vremeno i S-saglasna sa tim uredjenjem. Obrat u opStem slucaju ne vazi.Sta-
vide, postoji Tz—topalogija koja je S-saglasna sa uredjenjem, koja medjutim ni-
je strogo S-saglasna sa tim uredjenjem (vid.[47]).

Gotovo sve vaznije uredjajne topologije, kao Sto su intervalna topolo-

gija, konvergentna topologija, idealske topologije, itd., su S-saglasne sa ure-
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djenjem koje ih indukuje (vid.[47]).

Kako su uslovi za strogu S-saglasnost znatno jaci od uslova za S-sa-
glasnost, to su ove topologije tek uz dodatne uslove strogo S-saglasne sa ure -
djenjem (vid.[47),[44) 145 ).

Na osnovu definicije saglasnosti topologije i uredjenja i osobine (i)
prirodno se namece pitanje egzistencije najveteg elementa u skupu svih topo-
logija koje su saglasne sa datim uredjenjem. Delimic¢an odgovor na ovo pitanje
je dat u radu [45].

Navedimo sada jos jednu definiciju saglasnosti topologije i uredjenja.
U tom cilju uvedimo najpre neke pojmove.

Neka je (X,S;) uredjen skup. Oznacimo sa xQ y relaciju koja je zado-
voljena ako je xQYy ili xuy. Za skupove A,BC X kaZzemo da suuredjajno u -
daljeni, ako su slededi uslovi zadovoljeni:

(i) ANB-=¢,
(ii) V xeA,VyeB vazi x§y ili Vxe A,VyeB vazi y§x.

DEFINICIJA 3. Neka je (X,%, Q) prostor na kome je definisana
topologija R i uredjenje Q- Topologija® je A-saglasna sa u-
redjenjem Qs ako za svake dve tacke a,be X i svaku okolinu
Ua tacke a koja ne sadrzi tacku b, postoji okolina U;C Ua
koja je uredjajno udaljena od tacke b (vid.[2],03]).

Napomenimo odmah, da ovako definisana saglasnost topologije i ure-
djenja zadovoljava uslove (i)-(iii).

Sam pojam A-saglasnosti je opStiji od pojmova S-saglasnosti i stroge
S-saglasnosti, jer obuhvata Siru klasu topoloskih prostora koji mogu biti saglas-
ni sa uredjenjem. Tako naprimer postoji,TD—prostor cija je topologija A-saglas
na sa uredjenjem (vid.[2]).

Potpuno analogno se moze definisati saglasnost topologije u kvaziure-
djenja (vid.[4]).

Ispitajmo sada odnose izmedju navedenih pojmova saglasnosti topolo-

gije i uredjenja.
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STAV 1. Neka je (X,%) T -prostor. Ako je topologija % A-sa-
glasna sa uredjenjem =< na X, tada je ona i S-saglasna sa
tim uredjenjem.
DOKAZ: Neka za tacke a,be X vazi a<b, i pretpostavomo da je Ua okolina tac-
ke a koja ne sadrzi tacku b. Kako je topologija " A-saglasna sa uredjenjem
=, to se u okolinu U moze upisati okolina U’ tacke a koja je uredjajno udal je~
na od tacke b. No tada za svako er vazi x<b ili xnb Dakle je U trazena
okolina . Analogno se dokazuje da postop okolina Vb tacke b tako da je za sva-
~

ko er zadovoljena jedna od relacija b<y ili bily. Kako je "1 Tl topologija,

b
to je ona S-saglasna sa uredjenjem.
Neka je (X,<) uredjen skup. Potskup AC X je konacno separabilan,

X € A tako da je

ako postoji konacan skup elemenata Xp9XpaeeeaX
n

n
AC U (=,x3JulUC[Cx,—~)

: S i

i=1 i=1

Za tacke a,beX oznacimo sa N(a,b) ={xeX : nije x<a,x<b i nije
x=a,x=b}. Uredjen skup (X,<) je konacno separabilan, ako je skup N(a,b)

konacno separabilan za svako a,beX (vid.®7]1).

STAV 2. Neka je (X,<)konacno separabilan skup. Ako je % T1
topologija koja je A- saglasna sa uredjenjem, tada je ona
i stroga S-saglasna sa tim uredjenjem.
DOKAZ: Dokazimo najpre da su skupovi (<,al i [a,> ) zatvoreni za svako
aeX. Neka je xeX-{a,—) i pretpostavimo da je U, proizvoljna okolina tacke
x koja ne sadrzi tacku a. Kako je topologija ® saglasna sa uredjenjem, to se
u okolinu UX moze upisati okolina Vx tacke x koja je uredjajno udaljena od tac-
ke a. No tada je V,& X-[x,=). Zaista, ako bi postojala tacka ye Vxn fa,—~) ,
tada bi bilo a <y, Sto je suprotno ¢injenici da je okolina \r'x tacke x uredjajno
udaljena od tacke a. Analogno se dokazuje da je svaki skup oblika (<= ,a) za-
tvoren.

Neka je sada za tacke a,beX, a<b. Kako je X prema pretpostavci

konaéno separabilan, to postoje elementi Xp9XgyeeesX € N(a,b) tako da se



svaki element iz N(a,b) nalazi u nekom od skupova (--,xlj geean(=—yx 1

fxl.."'}....,Lx s ). Skupovi
n - "

A= (=00 (U (=x)) i B=[b=)u( U lx,~))
i=1 i=1
su zatvoreni, pri cemu je lako videti da je ae A,beX-A;be B,aeX-B i AUB=X.

No tada su Ua: X-B i Ub=X~A disjunktne okoline tacaka a i b respektivno, sa
osobinom da je za svako xe Ua i svako ytsUb x<y ili xmny. Zaista, ako bi
za neko x€ Ua i neko ye Ub vazilo x>y, tada bi bilo x€ (-—,xiJ za neko X ili
x€(=,al. No onda je X, = x ili a=zx, pa je dakle x>y ili a>y. Stoga ye (=,al

U(u (= .xi] ), pa je ye X-U, 3to je kontradikcija.ll

b
U celokupnom radu, sa izuzetkom uvodnog odeljka, razmatrani su pro-
stori na kojima je istovremeno zadana topologka i uredjajna struktura. Pritom
Jje uvek postojala odredjena povezanost izmedju tih struktura, $to je pretstav -
ljalo i osnov za izucavanje topolodki uredjenih prostora. Sobzirom na izloZenu
problematiku saglasnosti topologije i uredjenja, sasvim se prirodno postavlja
pitanje saglasnost topologije i uredjenja u dosada prouc¢avanim prostorima.Svi

stavovi koji slede, upravo sa tog aspekta razmatraju topoloski uredjene pros -

tore koji su proucavani u dosada izloZenom radu.

STAV 3. Ako je (X,S*,s) prostor uredjene bliskosti, tada je
topologija "1‘.{8‘) A-saglasna sa uredjenjem .

DOKAZ: Neka za tacke a,beX vaZzi astb, i pretpostavimo da je Ua proizvoljna
okolina tacke a koja ne sadrzi tacku b. Kako je agb, ili ekvivalentno ad b, to
"postoji skup EC X tako da je a gE i X-E_gb. Kako je aeX-E i agX-(X-E) , to
je X-E 8_—okolina tacke a; dakle je i topologka okolina. Pritom je za svako
x6X-E x 8 b, odnosno x%b. Skup V;Uaﬂ (X-E) je okolina tacke a koja je upi-
sana u okolinu Ua sa osobinom da za svako xeV_ vazi x$b.f|

STAV 4. Topologija "\t(g‘) prostora uredjene bliskosti (X,S','S)
je strogo S-saglasna sa uredjenjem <.

DOKAZ: Neka sua i bproizvoljni elementi iz X za koje vazi a<b. Kako je

L3
(X,%(8)) Hausdorfov prostor, to postoje otvoreni skupovi 0,,0,€ Q(S’) tako
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da je anl b(—:O i O ﬂO =@. Topologija 'L(S) je prema L.EMII 1. supremum
topologija «.(8} i 1(8 pa stoga postoje skupovi L (8 ) I.U Uze 'L{S]
tako da je

aeLan1C 01 i b€L20U2C02 .

Oznacimo sa L i U respektivno skupove LlﬂL i Ulﬂ Uz. Kako je svaki skup

2
otvoren u topologiji %(8) (“ﬁ.(S_l )) prema LEMI 2.1. rastuéi (opadajuéi), to je
skup L opadajué¢i a skup U rastuéi. Kako je a<b, to je a€L a beU. Pritom  je
LNU=@. Zaista, ako bi postojao element ce LNU, tada bi on istovremeno pripa-

dao i skupu Oan &to je suprotno ¢injenici da je 01” 0,=@.

2
Dokazimo sada da za svako xeL i svako ye U vazi x<y ili xuy. Pret-
postavimo suprotno, da je x>y za neko x€L i neko yeU. Kako je skup L opada-
juéi a y<xeL, to je yeL. No ovo je u kontradikciji sa ¢injenicom da je LNU=@.
iz prethodnog stava sledi da je topologija '{(S.) svakog prostora ure-
djene bliskosti S-saglasna sa Llredjen‘jem na tom prostoru.”
U dal jem ne¢emo specijalno naglaSavati o kojoj je saglasnosti rec ;

podrazumevaé¢emo da je u pitanju bilo koja od navedenih saglasnosti topologije

i uredjenja.

POSLEDICA 1. Ako je (X,% ,<) potpuno regularno uredjen topo-
loiki prostor, onda je topologija saglasna sa uredjenjem.
DOKAZ: Ako je (X,% ,<)potpuno regularno uredjen prostor, tada prema TEO-
REMI 2.1. postoji relacija bliskosti S‘ koja indukuje topologiju % , pri femu je
{x.S’,s) prostor uredjene bliskosti. Stoga je na osnovu TEOREME 3. topologi-

ja saglasna sa uredjenjem “

POSLEDICA 2. Ako je (X,%,<) komp aktno uredjen topoloski prostor,
tada je topologija % saglasna sa uredjenjem.

DOKAZ: Ako je (X% ,<) kompaktno uredjen prostor, tada prema TEOREMI 5.
1. postoji jedinstvena relacija bliskosti koja je saglasna sa topologijom % i

uredjenjem. Stoga je prema STAVU 3. topologija i saglasna sa uredjenjem.”
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POSLEDICA 3. Neka jeo {(X“,Swsﬂ):d.e A} familija prostora ure-
t 3
djene bliskosti. Ako je (X,S ,<) proizvod prostor, gde je
§*. N8; - g, MR 3 a8}
= «, @8 < kardinalno uredjenje, tada je topologija (o)
saglasna sa uredjenjem =.
DOKAZ: Prema TEOREMI 1.4., proizvod prostora uredjene bliskosti je takodje

prostor uredjene bliskosti u odnosu na kardinalno uredjenje, pa je stoga prema

»
STAVU 3. topologija X(8) saglasna sa uredjenjem <.l

POSLEDICA 4. Ako je ( X,U,=<) ravnomerno uredjen prostor,
tada je topologija A(U) indukovana ravnomernom struktu-
rom U saglasna sa uredjenjem =.

DOKAZ: Prema TEOREMI 4.1.11I., topologija®(U) indukovana ravnomernom
strukturom U je potpuno regularno uredjena, pa je na osnovu POSLEDICE 1.

ista saglasna sa uredjenjem.“

POSLEDICA 5. Neka je {(X,U_,S,):x€A} familija ravnomerno ure-
djenih prostora. Ako je (X,u,<) proizvod prostor, gde je
A\l -[TUx a < kardinalno uredjenje, tada je topologija i ()
saglasna sa uredjenjem.

DOKAZ: Proizvod prostora (Xy,Uy,=,) je prema TEOREMI 2.2.1Il. ravnomerno
uredjen prostor. Stoga je prema prethodnoj posledici topologija X (U) saglasna

sa uredjenjem S“
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