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Ovaj rad je usmeren ka ispitivanju osobina bitopolodkih prostora
pomocu poluotvorenih skupova. Dat Je preqled dosadainjih rezultata
i dokaz nekih osobina ovih prostora koje do sada nisy bile prouiene,

Kelly je 1962. nodine definisao bitopolodki prostor i prouZio neke
njegove osobine. Dalja proucavanja ovih prostora vriili su, pored
ostalih, Kim, Swart, Pervin, Dvalidvili, Singal.

Sve date definicije i osobine ovih prostora se, u slufaju rokla-
raanja zadanih tonoleaija,svode na poznate definicije 1 osobine
tocoleskih prostora.

Levine je 1963, godine definisao poluotv_oren skup i proudio neke
njegove oscbine, Intenzivn nijem proutavanju osobina ovih skupova

i esobina topoloikih prostora pomo¢u ovih skuoova, pristupilo se
od 1270. codine. Osohine topoloSkih i bitopoloskih prestora i
njihovih preslikavanja pomocu ovih skupova prouZavali su: Noiri,
Prasad, Maheswari, Sinqal i druai. '

Dimenzija, kae vaZna tonolodka invarijanta, proutena je detalino

za topolodke prostore. U ovom radu detaljnije je proutena dimerzio-

na funkcija driX topoloskoa prestora X kao i dimenziona funkCIJa
.-Hﬁf definisana porocu Paranitnoa pokrivata prostora X. U racu je

dat i crealed definicija, osobina i medjusobnih odnosa dimenzionih

funkcija bitoooloskih prostora. Dimenziie ovih prostora proucili su

pered ostalih Reilly i Dvaligvili.



NEKE OSOBINE TOPQOLOSKIH I BITOPOLOSKIH PROSTORA

1. TOPOLOSKI PROSTORI

U ovom poglavlju ukazace se na neke pojmove opite topeolosije
koji se koriste u daljem radu. Dokazi pojedinih osobina topoleskih pros-
tora mogu se videti u radovima Aleksandrova, Kuratovskeg i Felly-a.

Posmatrajmo konaéne familije podskupova nekog skupa Y.Zz2 fa-
milije skupova A ""?An i Bj,..,B kaZe se da su sliéne u kerbinatorncn

smislu, ako je {A, n...nA ~,6'} g {Bi‘fn"-nsik = 7} za preizve-

1jan skup indeksa (fn).

Neka je FT' ...‘F konaZna familija zatovrenih skuzova u
normalnom prostoru (X,T). Tad= se svaki skup F (1 £33 ¢n) nalazi u
nekom otvorenom skupu G'I’ pri Cemu je familija sku,gova C]Gi’ ek :1Gn

slicna datoj familiji u kombinatornom smislu, ,
Posmatrajmo sada normalan prostor (%, T). Svaki e skup Xa

noriralnog prostora X je nJegov normalan podprostor, Neka je XC.E X] Fa
skup u prostoru X i F zatvoren skup u podprostoru X Tada £2 moZe do-
kazati da je F 1F‘. skup u prostoru X,

1.1. L E M A (Zeh), Jizka je A podprostor nasledno normalnog
prostora X. Tada za proizveljan, ctvoren u A, konzian pokrivaé

TL=[U ti=1,... k]prostara A postoji familija skupoval= {\f li= ...k}l

takva da je V. CUi 23 1 = 1,..., k. Skunovi v su otevreni u prostoru
X 1 familija skupova {¥je sli¢na familij4 skupova v

KaZe se da je topoloski prostor (X, T) potpuno norralan, ako
za svaki par disjungtnih zatverenih skupova A, Be X, postoji nenrekidna
funkcija f: X-»I takva da je (f(x) = 0)¢> (xeA) i (f(x) = 1) &> (x€B),
MoZe se pokazati da je normalan prostor, u kome je svaki ctvoren skup
tipa Fe , potpuno normalan prostor.



Pod_prostor xo normalnog. prostora X je normalno rasporedjen
u X, ako v proizveljnoj okolini O skupa xo postoji skup X1? Xo’ tipa
ﬁf u prostoru X,
Posmatrajyic sada pokrivaZe topolodkog prostora X. Neka
svaki elemenat pokrivaZa WUmetritkog prostora X ima dijametar manji
od €. Tada se pokriva&ilnaziva gpokrivac.
Topoloski prostor X je finalno konpaktan, ako se u svaki ot-
voren pckrivag teg prostora moZe upisati prebrojiv otvoren pokrivaé.
Topolosko raziijanje prostora X je lokalno konaZan pokrivac,
€iji su elementi kanon_ski zatvoreni skupovi sa disjunktnim unutradnjcs-
tima.Skup je kanonski zatveren (#a~skup) ako je jednak zatvorenosti
ctvorenog skupa; tj. A = c1G, gde je G otvoren skup u prostoru X, Tada je
G<Int ACA i A=cl6cel IntA CAtj. A=cl IntA.
Swupovno razbijanje prostora X je familija njegovih disjunktnih
podskupova, takvih da je njihova unija Eitav skup X.

1L2.DEFINICTIJA heka je data familija X, ,dell, to-

poleskih prostora. Diskretna suma d&;XL prostora X, je disjunktna suma

gxm = X skupova {vsnabdevena sledecom topoloaijom: Skup 0 je otvoren u
prostoru X, ako i samo ako je otvoren svaki skup Of\&k u toplogiji pros-
tora X, za «ell.

Posmatramo sada presfiﬁ%anje toplodkih prostora. Neprekidno
preslikavanje f: XY toﬁﬁo§kog prostora X u topolo3ki prostor Y, naziva
se ¢preslikavanje, ako inverzna slika svake tacke veV, f_1{y), ima di-
Jametarmanji od €.

Preslikavanje f: XY topoloskog prostora X u topoloiki prostor
Y Jje faktorno preslikavanje, ako je skup V&Y otvoren u prostoru Y, tada
i samo tada, kada je f (V) otvoren skup u prostoru X.

Za primenu algebarskih metoda u topologiji potrebno je prou-
Citi simplicijaine komplekse. Skup K &iji su elementi simpleksi Euklidovog
prostora En' naziva se simplicijalni kompleks ako su ispunjeni slede¢i
uslovi:

a) Broj simpleksa u skupu K je konaéan.

b) Ako simpleks sp pripada skupu K a simpleks sq je strana
simpleksa sp, onda i simpleks sq pripada skupu K.

c) Dva razliGita simpleksa skupa K nemaju zajedniékih tacaka.



Oveko definisan kompleks naziva se pofpun . Potpun konaZan
kompleks, €iji su elementi disjunktni otvoreni sinpleksi datog prostora
E“, naziva se triangulacija kompleksa K,

Kombinatorna zvezda bilo kog sinpleksa s kempleksa K je
skup svih siipleksa konpleksa K, koji imaju sirpleks s kao svoju stranu
ti.st(s) = {t: s £ teK}, Otvorere zvezde vrhova date trianculacije
naziva’se glavne zvezda. Mole se pokazati da je trizngulacija K nervsi-
stema svojih glavnih zvezda, ' "

Neka je = "IUI.E 15 fyves s![ konaéan otovren pokriva& topo-
loskeg prosteora X. Svakem elementu U; pokrivaZa dodeliro vrh LI
Svi vrhovi X5 odradjuju kompleks J1U), s tim §to vrhovi xif xiz,...xip
odredju sinpleks kompleksadit4) cnda i samo cnda, kada je Ui1n... nUi ‘-—-f

n
Ovako dobijen kompleksd(Vsznervookrivaca . Nery pokriveéadlije delimicno

uredjen skup relacijom 4 . Neka su T, 1T, stnleksi kerpleksa 4[4l

Tada je T1 £T2’ k2d god je sinpleks T.I strana simpleksa T2. U slugaju
kada je simpleks T, prava stranz sinpleksa Ty bice T, 4 T2.

Cefinidimo sada osncvne dimenzicne invarijante“topeloikeog
prostora X 1 navedimo neke njihove osobine. To su mala induktivna disen-
zija indX, velika induktivna dimenzija IndX i kombinatorna dimenzija
dim X.

indf = -1, Neka je definisano ind X £ n -1. ind X £ n, ako
za profzvoljnu tacku xe X prostora X i njenu okolinu O postoji ckolina
0y, tako da je ¢1(04)<0 1 ind Fr(0,) €n-1,ind X = n kada je
ind X£naind X €n- 1 nema smisla. Ako za svako n 2 0 nije ind X4n,
tada je ind X = o2,

Ind ¢ = - 1, Neka je definisano Ind X ¢ n - 1. Tada je
Ind X ¢ n, ako za bilo keji zatveren skup FCX prostera X i proizvoljnu
njegovu okolinu OF, pustoji ckolina 01 F, tako dz je cT{Of}C-’.F i
Ind Fr (0, F)én-1.IndX=n,akojeIndX4nalnd¥ €n-1 nema
smisla. Ako za svako n ® 0 nije Ind X £ n, tada je Ind{=oo ,

Dimenzija dim X toploskog prostora X je najmanji ceo broj
n = 0, takav da se u svaki kona&an otvoren pokrivacUprostora ¥, moZe
upisati konacan otvoren pokrivaé V", takav da je ordV<4 n + 1. Ako za
svake n postoji takav konalan otvoren pokrivac U ,da svaki upisan u
njega, otvoren pokrivaé Vima ord U'>n + 1, tada je dim X = oo, dim P=-1.



dim X = n 2ko je dim X £ n a nije dimX £ n - 1.

Ovako definisane dimenzione funkcije Ind X i dim X su
monotone po zatvorenim skupovima prostora X, a ind X je monotona po
svakom skupu prostora X.

Za Euklidski prostor E » moZe se pokazati da je Ind E,=indE =
= dim En = n. '

Neka je { F, Igel'} lokalno prebrojiv zatvoren pokrivaé pros=
tora X, takav da je Ind Fe € n, za svakovel. Tada je Ind X <

MoZe se dokazat1 teorema razlaganja, tj.Ind X ¢ n, ako i
samo ako je X =UA., i = 1,,..,n + 1 takvih da je Ind As £0za
12 VLylaes 0 1,

Navedene osobine vaze i za dimenzionu funkciju dim X za sve
metricke prostore, jer je za te prostore Ind X = dim X

Topolo3ki prostor X ima dimenziju dim X £ n, ako i samo
ako, postoji G-lokalno konaina otvorena baza & , takva da je ord Fr(€)sn.

Neka je U= J\U [ 1=1,...,k} familija otvorenih skupova,
adwil -‘-F ji = 1....,k} famﬂua zatvorenih skupova u normalnom prostoru
% tak\nh da je Fic U1 za i =1,...,k. Tada je dim X £ n, ako i samo
ako za svaku famﬂijuﬁi svaku familiju F, postoji familija otycrenih
skupoval {\" )i = E P k} takva da je F_ic,V c U zai=1,...k1i
ord} Fr(v, LR ek 4 n,

Definisacemo sada dimenziju ds (X, ¢ ) delimigno uredjenog
skupa (X, € ).

Linearno prosirenje delimi&no uredjenog skupa (X, € ) je
linearno uredjen skup (X, £) koji ima osobinu: za dva proizvoljna ele-
menta X, ye X za koje je x<£y vaii i X <, ¥, deA,

Familija¥ Tinearnih progirenja (X, d_) deh definise delimi-
&no uredjenskup ako su ispunjeni uslovi:

a) AKo je x<y, onda je X4, ¥ za svakoeA, X, y € X

b) Ako xli<y, onda postoji bar jednodeA za koje je X<y
i bar jedno AeA za koje je Y <px.

Za svaki delimitno uredjen skup (X, € ) moZe se na¢i fa-
milija linearnih pro%irenja koja ga definige.



13.DEFINICIJA (L)) Dinenzija ds (x, £)
delimi€no uredjenog skupa (X, £ ) jednaka je & , ako je M najmanji
kardinalni broj, takav da postoji familija ¥ lineranih proirenja
" skupa (X, € ) keja ga definise i ¢iji je kardinalni broj Mo
Za dva delimiCno uredjena skupa (P, ¢ ), (0, ¢ ) takva
da je (Q, € ) € (P, £), vazi nejednakost ds(Q, £ ) € ds(P, ¢ ).
Dimenzija kardinalnog proizvoda (X% X, £) je
ds (Xyx Xy £ £2 max (my, mz), gde je dimenzija ds (X5 £ i)
delimicno uredjenog skupa (X“é{) jednaka me, 1= 1,2, (v.C3])
Dimenzija dsAfnerva sistema VW =UVU, ade su U
iV sistemi podskupova prostora X ispunjava vezu dsh{7¢ dshfll+ dsi(T)s
Neka su (£ %), EN Ex = §, delimicno uredjeni skupovi
ds E, £ n, n>1. Tada je ds(Elé ) € n, gde je E =VE  , a uradjenje
¢ je takvo da je:

a) xfy <> x4 y, x, yeE
b) Xli¢y, x€Es y€ E5 , Lp. (»51)

Posmatracemo sada metrizabilne prostore. Meka je P
topoloski zatvorena familija prostora i n prirodan broj. Ispitzéemo
osobine prostora X za koji postoji ekstenzija YeP, takva da je
dim(YNX) € n.Neka je P klasa kompaktnih prostora i1i klasa kerpletnih
prostora. (v. £43)

Nazovimo otvorenu kolekciju Vtakvu da je (0wl e,

Tgranicni pokrivag prostora X. Tada se mogudefinisati dimenzion= funk-
cije®dim X i -Dim X na slede¢i nacin:
Rdim X £ n, ako za svaki konatan T-qraniéni pokrivaé U
prostora X, postoji graniéni pokrivac Vtakav da je Ui ord Lgn#.

©-Dim X € n, ako za svaki Tgranigni pokrivac L prostcra
X postoji F-granicni pokrivat Vtakav da je Vi ord " £ n + 1.
P-dim X = -1 (Dim X = - 1) ako i samo ako je Xe 7.
Neka je $= 4 g} . Tada je Rdim X = dim X.
Kada je P=HKlasa metrizabilnih prostora, onda je
Rdim X = T-Dim X. Za svaki prostor X je ispunjen uslov T-dim X ¢ P-Dimx<
< dim X.



Neka je P zatvoreno monotona klasa i F zatvoren podskup
u prostoru X. Tada je3-dim F £5-dim X 1 RDim F £RDim X,

Neka je A klasa kompaktnih prostora i E (n 2 1) Euklidov
prostor, Tada je Xdim Eh =X-Dim E . =n.

Pored navedenih moze se pokazati i slede¢a osobina ove
dimenzione funkcije. Neka je {Fi ] i= 1....}prebro,j'iv zatvoren pok-
r'ivafggr. takav da je Tdim F; €nzai=1,2,... Tada jePdim X ¢ n,
gde je 7 zatvoreno monotona i prebrojive zatvoreno aditivna klasae

(v.(1D).



2. BITOPOLOSKI PROSTORI

Pojavi bitopolodkih prostora prethodilo je prouavanje
kvazimetrickih funkcija.

Neka je na skupu X definisana kvaziretricka funkcija
P» tj. funkcija koja preslikava XxX u skup penegativnih realnih
brojeva i ispunjava sledece uslove:

) p(x, ) =0 Bx=y
bY p (xs ¥) €p (x, 2) +p (z, y)

gde su x, y, z¢ X. Tada je moguce definisati funkeiju
q tako da je p (x, ¥) = q (y, x) gde su x, y € X. Kao &to je peznato,
tako definisana funkcija je kvazimetricka. Kako funkcije piadefini-
Su na skupu X dve topologije, megu se definisati bitopslos-
ki prostori. Ove prostore je 1962, godine definisao Kelly a proucavali
su ih  pored ostalih Birsan, Dvalisvili, Pervin, Reilly, Swart, Kim, Cirie,

U ovom delu rada navedene su samo neke osobine bitopologkih
Prostora koje se kasnije koriste.

Neka je X skup na kome su definisane dve topologije 2 i< -
Uredjena trojka (X.?ﬁ.) naziva se bitopolodki prostor.

Posmatrajmo sada familiju {{Xi.?a, 2 )1iel}
bitopolodkih prosotra, Neka je P direktan proizvod topologija -+ de-
finisan na ]'j)(,i tako da za podbazu ima familiju skupova oblika p?(GJ qde
je GeT, a P; Su projekcije. Meka je £ direktan proizvod topolonija na
MX; definisan (na isti nacin) topologijama & . Tada se uredjena trojka
( ﬂxi.?;,?,} naziva proizvod bitepolodkih prostera senerisan familijom
«xi‘l?"] éi. )}-

Neka su (X,%2) 1 (Y,%,V") bitopoloski prostori. Na :kupy
Xx Y uvodi se bitopoloZka struktura, sa oznakom (Xx Y,J’L}’UJ'), na sle=-
deci nacin: kaZe se da je skup ACX X Y  f:otvoren u prostoru X x Y,
ako je unija skupova oblika G % H, gde je 6 Zotvoren skup u prostoru
X, a H lkotvoren skup u prostoru Y, Skup B<X x Y Jje W-otvoren u pros-
toru XxY, ako je unija skupova oblika Px Q gde je P J-otvoren skup u
prostoru X a Q Wotvoren skup u prostoru Y.



Posmatrajmo preslikavanja bitopolozkih prostora. Za
preslikavanje f: X->Y bitopoloskoa prostora (x,?,&,) u bitopoloski
prostor (Y,WU,I') kaZe se da je bineprekidno u tacki x e X ako za
svaku Wokolinu U i svaku Tokolinu V tacke f(x) postoje Fokolina
P i Qokolina Q tatke x, takve da Je f(P)cU i f(Q)cV. U slucaju
kada je preslikavanje f bineprekidno u svakoj tacki prostora X,
naziva se bineprekidno preslikavanje. Bijektivno i obostrano bi-
neprekidno preslikavanje bitopolo3kog prostora (x,?icl} u bitopolo-
pki prostor (Y,%1") naziva se bihomedFFizam.

Neka su (X,2,), (Y,%V) i (zZRT) dati bitopolotki
prostori. Definisacemo preslikavanje h: Z-2X x Y na slede€i nadin:
‘h(z) = (hy(2), hztz)), gde je h1(z)ex, hztz}e\'. Za ovako defini-
sano preslikavanje h kaZe se da je bineprekidno, ako i samo ako su
preslikavanja h1: Z-X i h2: Z->Y bineprekidna.

Definidimo sada normalnost bitopoloikog prostora.

2A1DEFINICIJA, Bitopoloski_prostor (X,23),

Jje uzajamno normalan, ako za ma koji P-zatvoren skup Es i ma koji

fzatvoren skup Fys koji su takvi da je Fon Fy = #, postoje J<otvoren

---------------------------------------------------------------

§-zatvoren_skup B, koji_su_takvi da je AN _B =@, postoji_bineprekidna

B ittt Db LSt O WL A SIS S S 00—




_ Posmatracemo sada par (A, B} podskupova bitopoloikog

- prostora (X,52). A je podprostor topoloskoeg prostora X, ) a
B podprostor topoloskog prostora (X,2). Za par (A, B) kaze se da

- Je normalan par ako su A i B disjunktni, A je ’}zatvoren)s Zzatvoren
‘skup u prostoru X.

y Neka je B skup koji se sastoji od jedne tacke i nije
'sadrzan u skupu A koji je P-zatvoren u prostoru X, i1i je A skup

[ ':.':‘o'j‘i se sastoji od jedne tatke i nije sadrian uZzatvorenom skuﬁu B.

 Tada Jje par (A, B) regularan, U sluéaju kada su skupovi A i B razli-

) 'jé'i:ti)a sastoje se od po jedne taZke, par (A, B) naziva se Hausdorfov
par,

: ‘Neka Jje (Ao. Bo) normalan par bit"poIoEkag prostora
E ':(xa,_?*‘, Vi ) gde je Xo p-zatvoren skup u bitepoloikom prostory
- (682) 2 PH2* indukovane topologije. Moze se pokazati da ada
postoji normalan par (A, B) takav da je Ao =An ¥ i Bo =B niX.

25.DEFINTCIJARsranica u odrosu nz Q proizvolines

- sjkupa A bitopoloikog prostora (%20 ), 2% FraA, je skuo el A nacl {788
___J-granica u odnosu na P preizvelinog podskupa A bitopolodkeg prostore
gral

-;'.QL?;E).,_-??:"PA, je 2e1A n P-cl(i\A).

26, DEFINICIUJA, Prea rada normalnoe (regulernca)

= e e 2 e kS

------------------------------------------------------

------------------------------------

- Mogu se dokazati sledece oscbine normalnog para bitopoloskeg
prostorat (V. £461)

' Neka je (P,Q) normalan par bitopoloskog prostora (r,8) 1

Fokotina 0 (L-okolina 0P)  skupa g (skupa P) tzkva da je o-clO0CXNP

(S<10Pcx\Q). Tada je  dP-FroQ (BFrOP) precrada pars (°,Q).

Neka je (P,Q) normalan par uzajamno nermainog bitopolodkog

prostora (X,?,2). Tada postoje <okolina OP i F-okolina 0Q takve da je

1 0P 1 J-c100 =ﬁ. ;
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2.7.DEF I NICIJA Bitopoloski_prostor_ (X,5d)

---------------------------------------------------------

--------------------------------------

------------------------------------------------

------------------------

---------------------
----------------------------------------

----------------------------------------

Koriste¢i definiciju dokazuje se da je bitopoloiki pros-
tor (X.‘J‘,;{) uzajamno regularan, tada i samo tada, kada se za proiz-
voljnu tatku x€X i proizvoljnu njenu T-okolinu 0 (s2-okolinu V) moze
naci ?—okoﬁna 01 ( «-okolina \'1} takva da je .£-c101C0 (f’—c'l‘.',c\').

210, DEFINICTIJA, Bitopoloski_prostor (X.52

-------------------

je uzajamno To ako za svki par razlicitih taaka prostora X, postoji

----------------------------------------------------------------

tacku, (MN - PTo - prostor).

--------------------------------------------------------------------

2.12. DEF INTICIJA. Bitopoloski_prostor (X,54)

Jje uzajamno T!’ ako za svaki par razli€itih taka x i y prostora X,

--------------------------------------------------------

yeu i x¢v, yeV, (PT1 - prostor).




1

2ZALDEFINICIJA, 31592919551'-9595295_.(345.’,-s'z.l
Je_uzajamo_Hausdorov, sko za_svake dve razlicite. tacke x i v pros-
tora X, postoje  Tokolina U_tacke 'x i J-ckolina V tacke Y,_takve
da_je UnV - 4. .

Za bitopolodki prostor (X,52) kaze se da je P R, u od-
nosu ha o, ako je za svaki P otyoren skup G prostora X, takayv
da je x € G ispunjeno oXcl {x} ¢ 6. Bitopolodki prostor se naziva

PRo-prostor ako je T R, U odnosu na & { QRO u odnosu na P .

lMoZe se pokazati da je svaki uzajamno regularan bitopole-
%ki prostor PR, - prostor,

Posmatracemo sada pokrivaé bitopolodkoao prostora i u vezi
s tim neke osobine oveg prostora.

Za pokrivat U bitholoskeg prostors (X, 3,2 ) kaze se da
je  PQ-otvoren, ako je UCPu . Neka je sada pokrivaé U bitopo-
loskog prostora (X, B2 ) takav da je UCPua i W sadrzi najranje
Jedan neprazan skup topologije T i najmanje jedan neprazan skun topdo-

gije . Tada se pokrivag WU naziva uzajamno otvoren pokrivaé,
U vezi sa ovim definicijama pokrivala bitopoloikog prostora,
moZe se na razne nadine definis_ati kompaktnost oveq prostora.
Bitop“‘lo§k1' prostor naziva se uzajamno kompaktan ako za syaki
- uzajamno otvoren pokrivaé prostora X postoji konatan pedpokrivaz,

2. DEFINICTIJA, Bitopolozki prostor (X72) je

-------------------

------------------------

. konatan podpokrivac. (% 49)

----------------------------

------------------------

---------------------------------

-------------------------

---------------------------------

U slutaju kada se topologije 7 i & poklapaju sve .ve de-
~ finicije 1 osobine svode se na dobro poznate definicije i osobi:
~ logkih prostora. Neki od sluZajeva,
pologije &1 poklapaju su sledeci:

{,
[ ¢

2 topo=
u kojima se moZe pokazati d: se to-
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Neka su (X, ®) i (X, 2.) Hausdmffovi prostori i neka je
(X, $,& ) uzajamno kompaktan prostor. Tada je P=2.

Neka je (X;?)&) uzajamno Hausdorffov prostor i neka su
(X, 2 ) 1 (X, & ) kompaktni prostori. MoZe se pokazati da se i tada
topologije P i L poklapaju.

; Neka je (X,?, QL) uzajamno'Hausdorffov i B-kompaktan bito-
polodki prostor, Tada je T=&2.

Neka za svaki F-otvoren pokrivac prostora (X,?,-i) posto=-
ji finiji Q~otvoren pokrivaé, i za svaki <-otvoren pokriva& pos-
toji finiji  T-otvoren pokrivaZ tog prostora. Neka je (X, )
~ uzajamno Hausdorfov prostor. Tada se topologije Pi2 poklapaju
(V.g20]).

Proutimo neke osobine bitopoloZkih prostora,’

2.16. S T A V Neka je (5,_5_’!_,2_ )_bitopoloski_prostor.

Tada su_sledeca_tvrdjena_ekvivalentna:

----------------------

.'.15'951 sadrzi F, postoji ?—otvoren_g[_cyg_r_lh;akav da_je Fc N < &~ clIN

b) za svaki par disjunktnih skupova, T-zatvoren Fo

"1 ,‘Z—zatvoren F1. postoje  l-otvoren skup Go i ?—otvoren skup 61

-------------------

Dokaz a)=2b). Neka su T~zatvoren skup 5

. i J-zatvoren skup F1 u bitopolodkom prostoru (X,'.?, L) takvi da je

- F N Fy = f. Prema tvrdjenju a), postoji P-otvoren skup N takav da

‘! }:jﬁ':ﬁ CNc J-cli € X \Fo. Neka je 6 = X~ ~cIN 2-otvoren skup
8 a 6, = N T-otvoren skup u prostory X. Tada je Fo ©6gs Fy €6, i

b) Sa). Neka je F  -zatvoren skup, a U ZP-otvoren
kup koji sadrzi F. Prema tvrdjenju b) postoje J-otvoren skup G1 i
oren skup G, takvi da je F QG XNUC G i 6, N6, = #. Ponovo
prema tvrdjenju b) postoje, F-otvoren skup ¥, i L-otvoren skup Wy
. ‘i:alwi da je-FCHP X ~G l:‘.!.vl2 i N‘n Nz = ﬁ Neka je N = w1 JF-otvoren
- skup. Tada je FCN i N = H.lc X\Nzcﬁ.l <X N Goc u.

.
C.U}



~ Kako je N6, dzatvoren skup u prostoru X, bice fLelN < X G, V.
‘Tada je FENC2cINCU. 0 :

-

D ok a_z: Neka je A uredjen skup indeksa. Kako Je
/) uzajamno normalan prostor, postoje P-otvoren skup v,
ren skup Ho’ takvi da je X \ertcuoc'Ho [ Go' Tada je
645 Gysenn ¥ Potvoren pokrivac prostera X. Pretpostavire da su
Q0<deA,  P-otvoreni skupovi Uy i L-zatvoreni skupovi Ha 2z
‘o definisani tako da je Uﬁc EsC G . Tada je
'Uf‘i Gpﬂ1 7O }?—otvoren pokrival prostora X za /4<d.
Je pekrivag ¥ tackasto konaéan, {U,-,} pokriva X, Bite Us C Hpy
za svako A i {Hp je J-zatvoren pokrivaé prestora X, o

2,18, ST A V: Neka_Je (X,2,4__) uzzizrno norralzn bito-

-----------------------

98ki_prostor. Neka je 4 Gu )ucAl lokalno _konagna_kelekeiia

--------------------------

tvorenih_skupova_u_orostoru X i _{E‘_L-¢€ A } konzéne_kelek-

---------------------------------------

Jafid-zatvorenih skuccva u prostoru X, takvih da_je

---------

vako %€ 8. Tada postoli kolekcija_ d-zatvorenin_skunove 4 g lue :l
kvih_da_je Eic HuC Gy za_svako w g A

Do k_a_z: Neka je A uredjen skup indeksa. Neka j
132 svih konaénih preseka elemenata familije 4 F, | ye A}

da neiéadrti prvi elemenat Fo' Kako je (X,'.?,oZ} uzajamno normalan
tor, postoje skupovi Hys Lzatvoren i U, F-otvoren takvi da je
Uy € Hy € (XN FING,. Tada je familija skupova s Boibyiealt
¢na familiji {F.;, | e A } . Nastavljajuci postupek dalie, do-
se familija {H.L | e Ah ~zatvorenih skupova.

2.19. S T A V: Bitopologki_prostor (X,24) je_tada i_szmo

428janno_normalan, kada_se_za bilo koji__ Fzatvoren sku

-----------

Py X, i bilo_koju_njeaovu__deokoliny OF, moze maci oL-0kolina_0
je  Fe1(0,F) < oF, (w (13])
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' D0_KAZ: Neka je (X,® &) uzajamno normalan prostor
1 neka je F zatvoren skup a OF njegova <-okolina u prostoru X.
Tada P~zatvoren skup F i Zzatvoren skup F1 = X ~0F imaju disjunk-
tne, i to «okolinu 0,F i Rokolinu 0y Fy> X \OF. Tada je
€l (0F)n0, Fy = f i, $ci(0,F) ¢ XNO,Fy € XNF, = OF .
L Neka su sada Fy proizvoljan $-zatvoren i Fy oL-zatvoren
skup u prostoru X, takvi da je FynF, = £. Neka je OFy =X N F,
kolina skupa Fy. Izaberimo takvu okolinu 0,Fy da je el (0,F,) CoF,
1 neka je OF, = X\ ?-:1(011-‘1) 10, Fy ~ 0, F, = #. Prostor
ii_’l_.;je tada uzajamne normalan. o
- 2200 DEFINICIUA: Skupovi_A_i_B_u bitonoloZkom
- prostory (X, 8,2) su___d=razdvojent, ako_je. F-clA B .2z An2:clB,

-

 _-z.3Kup X\ (AL 8) je P-razdvajanie skupa A_od_skupa B

s SLitne se definise 2P-razdvojenost skupova A i B
L),
- Skupovi A i B nazivaju se uzajamno razdvojeni u bitepolo-

3kom prostoru (%,2)2) ako su PL-razdvojeni 1 QP- razdvojeni u pros=
“toru X.

2.21.S T A V: Da_bi_bitorologki orostor (X, %) _bio_uzajamno

------------

‘masledno_normalan neophodno je i dovelino, da_u niemu_svaka dva_vzajamno
- razdvojena_skupa P i 0 imaju_disiunktne okoline.

t D9 K AZ: Neka je (X,Fy& ) uzajarno nasledno normalan

- prostor a P i 0 2-razdvojena skupa prostora X. Neka je X=X\ ( P- c1Pn2-¢1Q)
podprostor prostora X. Kako je po pretpostavei PN<10=F, bice 1

Al T-cPn Q-cn) = 4, tipc Xy« Analogno se pokazuje da je

Xo Neka je A = X N P-c1P P-zatvoren skup u X, a B=X na-¢lQ

~ od-zatvoren skup u xo. Sada je AAB = xon (F-clP N &—c10)=}f.

o je Xo uzajamno normalan prostor, to u njemuy postoje J-okolina

‘skupa AlFokolina 0B skupa B, takva da je DAAOB-:}f. X, e biotvoren

Up u prostoru X, i 0A i 0B su Qotvorena, odnosno Fotvorena okolina u

toru X. Kako je poznato PeX , bice PCX N3-c1P=AC0A i 0 < 0B i

08 = ¢ u prostoru X. S1jcno se dokazuje tvrdjenje za <2P-razdvojene
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Neka je sada P ?-za_tvoren a 0 J-zatvoren skup u prostory
Xy» tako da je PAQ = @ i X,C X podprostor prostora (X,Bd). Tada je
( P-c1PAQ) U(P A Q-c10) = f/ i prema pretpostavei P i 0 imaju disjunkt-
ne okoline OA <kotvorenu i 08 Totvorenu u prostoru X. Sada je 01A = 0AnX,

10,8 = 08X, d-otvorena, odnosno P-otvorena, okolina skupa P,

odnosno skupa 0, u prostoru xo. Prostor xo Je uzajamno normalan, a time
Je dokazana i uzajamno nasledna normalnost prostora X, o

2.22. POSLEDICA: Neka je (X, B ) uzajarno_nasiecno
normalan prostor i A podskup skupa X, Neka je H, JotverenaH o-0tvoren

--------------------------------------------------------------------------
--------------------------------------------------------------------------
--------------------------------------------------------------------------

--------

iz 2.21. stava,
2.23. ST A V: Neka je B-kompaktan prostor Xo pedrrostor

-----------------------------------------

--------------------------------------------------------------------

----------

DO KA Z:Neka je y proizvoljna tacka skupa x\xo. Kako je
prostor X uzaﬁ"ﬁﬁ"ﬁ'a'ﬁsdor#ov, za svaku tacku x € Xo. postoji P-otvoren
u X skup 0y i Q-otvoren u X skup 0, tako da Je yeO v, xe0, 10yn 0 =7,
Za sve tacke x skupa Xo odeovarajuéi skupovi Ox pokrivaju skuo )fo. To je
o~otvoren pokrivac 32 . Tada postoji ?-otvoren podpokrivaé upisan u pok-
rivag ?L . ?-atvorenn okolina Oxoecxu... Vv Ox i '?'otvorer.a okolina

s
0,= Ox,y“ noxsy se ne seku 1 bice 0, n Rl (0X ) = §. Zato v nije

Padherentna tacka skupa Xo u prostoru X. Kako je y proizvoljna tifka skupa
X\XO. xo Je ?-zatvoren skup u prostoru X, o
e 2240 ST AV: Neka je MB-Kompektan podskup_uzajeng
HausdorTfovog prostora X_i_xeX\A, Tada postele disiunktne okoline Uf Y

---------------------------------------------------- =

dotyorene,_takve_da_je_x €U, AgV.

--------------------

D 0 K A Z: Kako je X uzajamno Hausdorff‘ou prostor, postoji
Tokolina Uy svake tatke ye A takva da x.#.',LcI Uy. Kako je A B-kompaktan,
postoji konatna familija J-otvorenih skupova Vos VyseeusV koja pokriva
A, tako da x ¢del Vi, 1 = 0,1,...n. Neka Je Veulv, | 1=0,1,...n} .Tads

je A Vi x#,‘l—cw. Zato je xe ¥ \k1V, AcV, (X\.E—cWJnV-ﬁi to

Su traZene okoline,
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POLUNEPREKIDNA T POLUBINEPREKIDNA PRESLIKAVANJA

1. POLUOTVORENI SKUPOVI

Levine je definisao poluotvoren skup na slede¢i na&in.

\z
Oscbine ovako definisanoc skupa prouﬁ su pored Levina
Noiri, Prasad, Singal, i dr.

--------------------------------

OcAccl0, tj. A je poluotovren skup u prostoru X. Neka je sada A poluot-
voren skup u prostoru X. Tada je za neki otvoren u X skup 0, 0 < IntA
i cl0ccl IntA . Zato je AcclOccl IntA . 0
Na osnovu ove osobine moZe se pokazati da je podskup A
poluotvoren u topoloskom prostoru X, ako i samo ako je clA=c1 InthA
i da, kada god je A neprazan poluotvoren skup u prostoru X, mora biti

IntA fﬂ

Prema definiciji poluotvorenog skupa jasno je dz je svaki
otvoren skup poluotvoren u topolo3kom prostoru X, a da svaki poluotvoren
skup rémora biti otvoren u prostoru X. .

Neka je A, AcCB cclA, poluotvoren skup u prostoru X. Tada
je 1 B poluotvoren skup u prostoru X.

Neka je U otvoren a A poluotvoren skup u prostoru X. Tada
Je Un A poluotvoren skup u prostoru X, Zaista, kako je A poluotvoren
skup, postoji otvoren u prostoru X skup 0 takav da je 0€Accl0. Kako
Jje U otvoren skup u prostoru X, bi¢e Uncl0 ccl(UnD). Zato je
0nAcAnU < cl(0nU) tj. AnU je poluotvoren skup u prostoru X.
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Neks je data familija A={ A |uea} poluotvorentn
skupova u topoloZkom prostoru X, Tada se mole pokazati da je
y& poluotvoren skup u prostoru X. Medjutim, presek dva poluotvorena
skupa neinora biti poluotvoren skup u prostoru X.

Neka je X topolodki prostor { 3= { B,;Iua_} familija
podskupova od X.Tada je Int%= {Inte, |ca).

Neka je SO(X) klasa svih poluotvorenih skunova a T klasa
otvorenih skupova topoloikoq prostora X. Tada je "CCSO(X) i
T = IntSO(X). Neka je 0T otvoren skup u prostoru X. Tada je 0 SO(X)
i kako je 0 = Int0 bice 0 € IntSO(X). Neka je sada 0 ¢IntSO(X). Tada
Je 0 = IntA za nek{ skup A€S0(X). Zato je Oe'rlotvoren skup u prosteru
X,

Posmatrajmo sada dve topologije T4 T na skubu X takve ca
Je SO(X,T ) € SO(X,T*). Tada'je TeT*, jer je T= IntSO(X,T) <

cIntso(x,T =T .

Slede¢i primer pokazuje da kada je TcT"neEnora da tuce
S0(X,T ) so(x, T¥).

Neka je X = R4 T'topo'logi:]a generisana skupovima oblika
(x; ¥), ade je x manj‘e od y. Heka je 't"topo1ng1ja cenerisana skupovima
oblika {X, y), ade je x manje od y. Tada JeTCT‘; ali so(x, T }#SU{X, )
Jer (x, y]€ SO(XT), ali (x, ¢ sox,T* ).

W.O.TEOREMA: Neks fe A ¢ Y c ¥, ode je ¥ pcdorostor
topoloskog prostora X. Neka_je A g SO(X). Tada_ie A_¢_SO(Y).

D0 K A Z: Kako je A poluotvoren skupu prostoru X, postoji
otvoren u X skup 0, takav da je 0c Ac cly 0. Tada je 0cY 0:=0nYe
cAnYCYncix 01 Dchc c'l, 0. Kako je 0AY = 0, skup 0 je poluotvo-
ren u podprostoru Y.a
MoZe se pokazati da u sludaju kada fe skup A, A ¢ YeX,
poluctvoren u podprostoru Y prostora Xy on n@ mora biti poluctveren u
prostoru X. ’
leka su sada A i xo tekvi podskupovi u prostoru X da je
Acxo i Xo poluotvoren skup. Tada je A poluotvoren skup u prostoru X,
ako i samo ako je poluotvoren skup u podprostoru Xo.
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Veoma je vaZan pojam okoline neke tacke u topologkom
prostoru X. Na s1ian nalin moZe se definisati poluokolina neke tacke
topoloskog prostora. -

1.4DEFINTICTIJA: Skup MCX_je poluokolina taike

MoZe se pokazati da je poluokolina A taike x eY, poluoko-
lina tacke xe X, ako i samo ake je Y poluotvoren skup u prostoru X,

Za dalja proufavanja osobina topolo3kog prostora neophodno
je definisati i prou¢iti osobine poluzatvorenih skupova,

Na osnovu definicije poluzatvorenog skupa u topoloskom pros-
toru X:‘Iako se vidi da je skup A poluzatvoren ako i samo ako je X \A po-
luotvoren skup u prostoru X. Skup A je poluzatvoren i
u prostoru X, ako i samo ako je In_t clA cA.
Neka je A poluzatvoren skup u prostoru X i IntAcBcA.
Tada je skup B poluzatvoren u prostoru X, jer je X~ ACXNBcX \IntA=c] (X\H)
Neka je F zatvoren a Fo poluzatvoren skup u topoloikom
prostoru X. Tada je Fu F0 poluzatvoren skup u prostoru X. MoZe se poka-
2ati da je presek poluzatvorenih skupova poluzatvoren skup. tj,ﬁ A.L
.ziupgljiz'atvoren skup ako jei= {Aé lde 55 fzmilija poluszatvorenin
Na osnovu navedenih osobina poluzatvorenih skupova moZe
se pokazati i sledece tvrdjenje. leka je Y podprostor topoloikoa pros-
tora X i A poluzatvoren skup u prostoru Y. Skup A je poluzatvoren u
prostoru X, ako i samo ako je Y poluzatvoren skup u prostoru X. (¥.L[411).
Koriste€i definiciju poluzatvorenog skupa moZe se defini-
sati poluzatvorenost nekog skupa u topoloikom prostoru.

Poluzatvorenost skupa A oznaiava se sa sclA. N&.

osnovu definicije je jasno da je to poluzatvoren skup u prostoru X i
da je sclAcclA.



Ia'.p'roizvad topolodkih prostors vafi
1.8.TEOREMA: Neka su Xy i ¥, torolotki prestord

X = Xyx X, topoloski profzvod. Neka je A, poluotvoren skup u pros-

:1_ i Ag poluotvoren skup u prostoru Xpe Tade je X Aa poluct-

n skup u prostoru Xyx Xy (v. £3%])
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2. POLUNEPREKIDNA I IREZOLUTNA PRESLIKAVANJA

--------------------------------------------------------

Svako neprekidno preslikavanje topoloskih prostora
Je poluneprekidno preslikavanje, a poluneprekidno preslikavanje ne
mora biti neprekidno preslikavanje, 3to lako sledi iz definicije.

Neka je f: XY jednoznaéno preslikavanje topolodkog
prostora X u topoloski prostor Y. Preslikavanje f je poluneprekidno,
ako i samo ako za svaku tacku peX i otvoren skup 0CY u prostoru Y,
takav da je f(p) €0, postoji u prostoru X poluotvoren skup A takav
da je peA i f(A)cO.

Osobine ovako definisanog prelikavanja topolo3kih pros=

tvrdjenja évivalentna:

a) funkcija f je poluneprekidna

________________________

-----------

---------

-----------------------------------------------

-------

e e o e o
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Posmatratemo sada poluotvoren pokrive 4= { 2 leeal
prostora X i preslikavanje f: X =Y topolodkog prostora X u topoloZki
prostor Y. Tada Jeyza svakoucea)A‘_ poluotvoren skup u prostoru X i

2 _dg&& = X. Neka je restrikcija f| Aﬂ : Ad-p\' poluneprekidno preslika-

vanje za svako<€ 4, Tada je f poluneprekidno preslikavanje, leka je

V proizvoljan otvoren skup u prostoru Y. Tada je, za wako «e 8,

(f [ A )'1(\.') - f"‘(vmadesc(a& )s jer je f|A,  poluneprekicno

preslikavanje. MNa osnovu osobina poluotvorenih skupova je F'i(V)n A, & SOIX)
i U mna ) = £l esom).

Neka je f: X=»Y poluneprekidno oreslikavanje topoleikoa
prostora X u topolodki prostor Y i Xa otvoren skup v prosteru X.Tacda
Je restrikcija f I xo: XQ-'»Y poluneprekidno preslikavanie.

Na osnovu sveca do sada izloZenoq moZe se polunenrekidne
preslikavanje topoloZkih prostora definisati i na slede¢i nagin:

23DEFINICIVA: Funkcija fi ¥-»Y_ _koia rresli-

-------------------------

---------------------------------------------------------------

poluckoling tadke x.

Funkcija f je poluneprekidna na X ako je poluneprekidna
u svakoj tacki x prostora X.

Pesmatrajmo sada poluneprekidno preslikavanje i prafzves
topoloskih prostora.

Neka je f,: Xy=>Y; za 1 = 1,2 poluneprekidno pres!ikava-
nje topolodkog prostora X; u topolodki prostor Y‘!‘ leka je preslikavanie
fi Xyx X, Y, x ¥, definisano na siede¢i nagin: Flxys %) = (F40x,),7, (%) »
Tada je #: Xy x xzhﬂ1 x Y, poluneprekidno preslikavanie proizvocs topo-
1o8kih prostors x1 i xz u proizvod topolofkih prostors Y.I i Y:.

Neka su X, X, 1 }!2 toroloski prosteri i h: X-)Y.ft)’z polu=-
neprekidno preslikavanje topoloskoo prostora ¥ u preiz od topoliskih
prostora X i xz definisane na slededi nadin: za xeX h(x)=(x.,x2} i
neka je fi: X-&Xi preslikavanje topolodkog prostorz ¥ u topoloi i
prostor x1 za i=1,2 definisano sa fim"‘i' Tada je 1“{:)(—:rx1 ze 1=1,2
poluneprekidno presHk‘vanje. Ovako definisano preslikavanje h e mora biti
~ poluneprekidno ako su poluneprekidna preslikavanja f1 za i=1,2.
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Neka je f: XY preslikavanje topolodkogq prostora X u
topolo3ki prostor Y i neka je preslikavanje g: X-»X x Y definisano
na slede¢i nafin: g(x)=(x,f(x)). Tada je f poluneprekidno presli-
kavanje, ako i samo ako je g poluneprekidno preslikavanje.

Neka je f: X—>Y otvoreno i poluneprekidno preslikavanje
topoloskoa prostora X u topolodki prostor Y. Tada “je f"(B) poluot-
voren skup u prostoru X za svaki poluotvoren skup B u prostoru Y.

Neka je f: XY otvoreno poluneprekidno preslikavanije
topoloskog prostora X u topolodki prostor Y i a: Y—=Z pcluneprekidno
preslikavanje topolodkog prostora Y u tpolodki prostor Z. Tada je
g« f: X>Z poluneprekidno preslikavanje.

Posmatracemo sada ﬁﬁuotvorena i skoro otvorena preslika-

vanja topoloSkih prostora.

-------------

u_prostoru Y,

Neka je f: X->Y neprekidna i otvorena funkcija topolodkoa
prostora X u topoloski prostor Y. Tada je f poluotvorena funkcija i
oy poluneprekidno, (ne mora biti funkcija).

---------------------------

MoZe se pokazati da kada je f: X->Y poluneprekidna i
skoro otvorena funkcija toooloSkoa prostora X u topolodki prostor Y,
tada je f”(V) poluotvoren skup u prostoru X, za svaki poluotvoren
skup V u prostoru Y (V.[29]).

Posmatraju¢i samo poluotvorene skupove u fholoikom pros-
- toru X mogulejedefinisati irezolutno preslikavanje. :

2.6.,DEFINICTIUJA: Preslikavanje f:_X-»Y_topolodkog
prostora X u_topoleski prostor Y je _irezolutno_preslikavanje,_ ako_je
za svaki__poluotvoren skup S u prostoru Y, f'1{5] poluotvoren skup u

——————
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Na osnovu navedenih osobina otvorenih i neprekidnih
pres‘likavanja. moZe se pokazati da.je svako otvoreno,psjektivno nepre-
kidno preslikavanje topoloskoq prostora X u toroledki prostor Y

~ frezulutno preslikavanje. Neprekidno, {rezalutno preslikavanje
~ topoloSkih prostora ne mora da bude otvoreno preslikavanje.

Koriste¢i definiciju drezalutnog preslikavanja moau
se pokazati i sledece osobine oveg preslikavanja.

Funkcija f: X =Y je 1.rezo'|u1ﬂa ako 1 saro ako, za
svaki poluzatvoren skup M u prostoru Y, f (H} je poluzatvoren
- skup u prostoru X.

- Funkeci a f: X=Y topolodkog prostora u topoloiki pros-
tor Y je irezolufh™i samo ako je:
: a) f(scM}Csc'l(f(A)) za svaki podskup A<

b) scl(f '(B))ef '(scl8) za svaki podskup BcVY.

Neka su funkcije f: X-»Y,topoleskoa prostera ¥ u topoloki
stor Y, i g: Y—,thopoiogkog prostora Y u topoloiki prostor Z irezo-
~lutne. Tada Je 1 funkcija gef :X-9Z drezolutna funkcija.

i Oznalimo sada sa C(X,Y), SC(X,Y) i I(X,Y) klase neprekid-
""‘I'!i-.i poluneprekidnih ifrezolutnih funkcija topolodkog prostora X u

- topolofki prostor Y.Tada je C(X, Y)<SC(X, Y) 1 I(X, Y)&SC(X, Y),

~ §to neposredno sledi iz definicija ovih preslikevanja. (vi£241),
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3. POLUBINEPREKIDNA I BIIREZOLUTNA PRESLI KAVANJA

K 3U.DEFINICIJA: Neka_je f: X—3Y_preslikavanje
§j’§°gg}ggl_cgg‘grgg»;grg_.(;,?_l_q,)u bitepoloski_prostor (Y,41). Preslika-

---------------

prostoru X, za_svaki_V-otvoren u Y skup V.

3.2. S T A V: Neka je f: XY preslikavanje_biipoloZkog

---------

- prostora_(X,7,4) u_bitoroloski prostor (Y250, Preslikavanie_f_Je
- plubineprekidno, ako_i_samo_ako, za_f(p)eU_ i_f(p)e V.. ade je U U-ot-
, -}gg.gen a_¥_Lotvoren_skup_u_prostoru Yy postoje 2-poluotvoren_u_X_skup
- Addkpoluotvoren_u_X_skup B_takvi_da_je p ¢ A, peB i f_(A)CU,

fBlc V.

9_9_515_2: Neka je U lotvoren skup, V 1otvoren skup u
prostoru Y i pef ' (U), pef (V). Tada je f(p)e U, F(p)eV i postoje
“skupovi A_T-poluotvoren i B d-poluotvoren u prostoru X, takvi da je

; 3 i -1 o~
pe_np. Pe Bp i f(Ap)C u, f(Bp)c\'. Tada je peApcf (U) 1 pe Brc (V).

feka je 7'(u) =UA 1 £ 1) = B, Tada e £ (u) Z-poluotvoren 1
f"1(\~‘) 2-p01uotv;?'{anpskup u pr‘os':‘.orupx.

Neka je sada f(p) €Veli f(p)e VeV Tada je pef (V)

~ 2poluotvoren skup u prostoru X i pe_f'1(V) d-poluotvoren skup u prostoru

X, jer je preslikavanje f poluneprekidno. Meka je A=f'1(u) i B=f-1(‘o').

Tada je p€A, peB i f(A)CU, f(B)c V.o :

_ 3.3.5 T A V: Neka_je f: X-»Y_polubingorekidno_preslikavanje
bitopoloskoo prostora (X,%d ) u_bitopolodki_prostor (Y,U,V). Neka_je
X, biotveren_skup_u_prostory X. Tada je f lxs:)(a-)Y polubineprekidno_pre-
- -éiikéregisg_

D 0 K A_Z: Neka je'f: X=2Y polubineprekidno presiikavanje.

~ Tada je, za svaki Wotvoren skup V u prostoru Y, f"(\') o-poluotvoren

~ skup u prostoru X. Zato je f"}(\f)nxo J-poluotvoren skup u prostoru X.

.. Bice f"(".')n x;(f"‘l xo)-1$\')2-po'!uutvoren skup u prostoru X . S{itno
~ se pokazuje da je (f | X,)" ' (U) P-poluotvoren skup u X,» 28 svaki

~ Yotvoren u Y, skup U. 0 ‘
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. 3.4. 8 T AV: Neka je f: ¥-a¥_polubineorekidno presli-
~ kvanje_bitboloskog_prostora_(X,24) u_bitopoloski prostor Lun,

_———

Tada_je_ inverzna_slika_svakoa &lana podbaze topolocije 1L;oggg§ggiﬂ;
n2_Y, T,odnosno_d poluotvoren__skup_u_prostory J.

D0 K A_Z: Neka je f polubineprekidno preslikavanie.
Inverzna slika svakog €lana pedbaze topolocije Wna Y je P-poluot-
voren skup, jer su svi &lanovi podbaze tooloaije U U~ otvo-
Iiiani skupovi, S1igno se pokazuje tvrdjenje za &lanove podbaze tore-
~ logije Via
3.5. PRI ME DB A: (brnuto tvrdienje tvrdjenju 2.4,
stava nije tacno. Svaki Y-otvoren skuo U prostora Y je unija ore-
~ seka konano mnogo &lanova pocdbaze topoloaijeflld f"(u) Je unija
konatnog preseka inverznih slika &lanova pedbaze, Inverzne sliks ovih
€lanova su?po1uotvareni skupovi u prostoru X a njihev presek ne rora
;*@p-hude P-poluotvoren skup, S1i¢no se pokazuje tvrdjenje za elersnte

- podbaze topologije VU,

e L UL L=t S0 G S I

(X,2,2)_u_bitopoloski_proster_(Y,U1)_je_polubinenreks

----------------------------

- ako_je, f~(F) 51901g5gtvoren skup_u_prostoru_X, za svaki ﬁ-zatvcrag

Y _skup F i f"1(01_2:9c1uzatvoren skup_u_prostoru X, ze_svaki
voren_ u Y _skup Q.

D e e s e —————

< DO KAZ: Lako sledi iz 3.1. definicije 1 osobina poluzat-

---------------------

-----------------------------

---------------------------------------------------

---------------------------

olinu W_tatke f(x) g_!_gostcjﬂzg@UokoTina_p tatke x_¢_X_takva_da_je

-

. lf‘ﬂlﬁ:.!;
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DOKAZ: a) = b)y . Neka je tatka xeX iU
'ﬂ_'-oko‘l'ina tatke f(x)eY. Tada je x ef”[U)‘X-poTuotvoren skup u pros-
toru X. Kako je U %okolina tacke f(x) to postoji Lotvoren u Y skup
6, takav da je f(x)€GcU. Bice xef (6)Cf ' (U) 1 £ 1(U) je
$poluokolina tacke x € X. S1icno se pokazuje tvrdjenje za Jtokoliny
tactke x €X.
b) 2 c). Neka je tacka x € X iU J-oko-
Tina tatke f(x)€ Y. Tada je V = £ '(U) Rpoluokolina tacke x & X.
Bice f(V) = f{f"(U))c U. S1i¢no se pokazuje tvrdjenje 2a Tokolinu
tacke f(x)eV. )
. c) a). Neka je tacka xeX i U HY-okolina
: tatke f(x)€ Y. Tada postoji T-poluokolina V tacke x € X, tako da je
f(V)CU. Tada postoji i T-poluotvoren u XsxirA takav da je x € AcV,
i bice f(A)cf(V)cU. STigno se pokazuje tvrdjenje za V-okolinu
= ‘tatke f(x)e Y. Prema 3.2, stavu,f je polubineprekidno preslikavanje.o
3 3.8. S T AV Svako_bineprekidno_preslikavanie bitono-

-----------------

lofkoc prostora_je_polubineprekidno preslikavanje.

DOKAZ: sledi iz 3.1.definicije.

3.9.P R I MEDB A, Tvrdjenje obrnuto tvrdjenju 3.8.
stava nije talno, 3to pokazuje i slede¢i primer:

Neka je X=¥=[0,1] =1 P={d, 1, (0,a) ] a e 1} ,

3 ‘ﬂ:ﬁi, 1,(b,1) ] b€ I} . Neka je preslikavanje f: (X,32) = (Y.32)

s /(Y,2F)/ definisano na sledeéi na&in: f(x) = 0 za 04x£1/2 i

f(x) = 1 2a 1/2 < x£1, Tada je f polubineprekidno preslikavanje, ali
nije bineprekidno preslikavanje.

3.10. ST AV Neka je fi: X;~»Y; Ppolubineprekidno
preslikavanje bitopoloskoe prostora (Xi.;r{‘.?{ ) u bitopoTosSky prostor
1"’1,11-;,11’ Za 1 = 1,Z. Neka je presTikavanje f: X.Ix xz — Y1 x Y2
- @etinisanc na sledeci nacin: f[x.l. XZI = {f1{x1j’ fz{sz). lada Je T
- Polubinesrekidno presTiKavanje.

. DOKAZ: Neka je 0, X 0, C Yy X Y,, gde je O,

- Uotvoren skup u prostoru Yo 1= 1,248 X S, € X, X X,, ode

- Je § “i-otvoren skup u prostoru Yis 1= 1,2, Tada je - _

B (0, x 0,).= 1] (o) x ] (0,). Tako ge f"1 (0,) _:Fb-po]u-

N ctvoren skup u prostoru X;, = 1,2, bice £7'3(0) 'x 1, (0,)
Sl=poluotvoren skup u prostoru (X1 X XZ.IL,w"J. SLi¢no se pokazbje da je
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1 (Sy) x £ (S,) Wpoluotvoren skup u prostoru (X x Xy, SLy woo).
Nekd je 0 Nlotforen skup u prostoru-Yy x Y,. Teda je £71(0) = £ (U0, )=
=V o, ), gle Je 0, oblika Oy X Oy - poluctveren skup
u prostoru X, x X,. Slitno se pokazuje da je f '(}) LDoluctvoren skup u
prostoru X, X X,, za svaki Wotvoren skup ¥ u prostoru (Y, sz‘Sq'_',‘U,"‘ )

3.11, ST AV, Neka je h: )t—-rx1 X X2 polubinenrekidno cresli-

----------------------------------------------

---------------------------------------------------------------

LX.I X lej'LJw) definisano na slede¢i nadin: za x € X y h(x}={x1.x2);

ode je prelikavanje fii X X, 1=1,2 definisano na slede¢i naZin:

------------------------------------------------------------------

DOKAZ: Dovoljno je dokazati da je F.[: Y=Y, rolubi-
neprekidno preslikavanie bitopolodkon prostora (X,2,2 ) v bitcooledki
prostor (x1. ?‘il 31 ). Neka je 01 ﬁ:-—otvoren skup u prosteru }i.[ i S.[

J}otVOren skup u prostoru X}. Tada je 01 X ijbotveren skup u rrostoru
X.I X Xz a S.I *® X2 W=otvoren skup u prostoru )‘.1 X Xz. ¥ako Je

h-1(01 X %) S poluotvoren skup u prostoru X a h-1(S1 x Y) JJ-pcluot-
voren skup u prostoru X, i £ (0,) = h™ (04 X X5), £ {51)=!-;- (Sy X %),
1 1 5

to je f, polubineprekidno preslikavanje, O
vex 3+ 12P RIMEDB A: Tvrdjenje cbrnuto tvrdienju 3.11,
stava nije tacno, Sto pokazuje i sledefi prirer:
Neka je X = X, = ¥,= [0,1] = 1. P={f,1(0,2) | 2¢ 1},
g, L, (5,1 ] b€ 1Ja (63, (%,5,2)4 (%, ) bitopoioski pros-
tori. Neka je f,: X=X, definisano tako da je f,(x) = 1 za 04,41/2 1
f1(x}=0 za 1/2 & x41. Neka je fai X =2X, definisano tako da je

fo(x) = 1 za 04x < 1/2 i fo(x) = 0 za 1/2 ¢ x£1, Tada je fytX X, polu-

bineprekidno preslikavanje za i=1,2, Preslikavanje h: X --1»)(1 x %, cefi-
nisano na slede¢i nalin: h(x)s(f1(x), fZ{x)) nije polubinepre! idne.

-----------------------------------------

----------------------------------------------------

preslikavanje bitopoloskoo prostora (X,2,d) u_oroizvod prostoraz (¥ x Y% W),

----------------------------------------------------

definisano_na_slede¢i _nalin:_a(x)=(x,f(x)).Tada_je_ f _polubineprekidno

-------------------------------------------------------

je. 2ve_i_saro zko_je__c_polubipeprekidno_preslikavanje.

E LREVE
----------- e s r e e mr e e n e E et e e e e R e - ————————————
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DO KAZ: Neka je f polubineprekidno preslikavanje i x
eroizvoljna talka prostora X. Neka je W l-otvoren skup u prostoru X x Y
koji sadrzi tafku a(x)=(x,f(x)). Tada postoji T-otvoren u X skup G i
lotvoren u Y skup V takav da je (x,f(x)) € 6 x V. '. Kako je f polubine-
orekidne preshkavanJe postoii T-noluotvoren u X skup U takav da je
X € U0 i f(L ) . MNeka je U= UQf\G Bice xe U Q-pq?utovren u X skup i
g{l) ¢ Gz‘.’c.{ Slicno se dokazuje tvrdjenjezalotvoren skup u prostoru
X x Y Zato je g polubineprekidno preslikavanje.
Neka je g polubineprekidno preslikavanje i x proizvoljna taZka
prostora X. leka je U Y~otvoren skup u prostoru Y koji sadrii tacku f(x).
Tada je X x U [fi-otvoren skup u prostoru X x Y i ge X x U, Kako je g polu-
binerrekidno preslikavanie, postoji ?—po]uotvoren u X skup UO takav da je
X g Loi g(ly) CX XU, Zato je f(Uy) c U i f polubineprekidno presiikavanje.o
3.14.S T A V. Neka je f: X—>Y polubineorekidna biotvoreno
creslikavanje bitonoloZkoa nrostera (X,2.2) u bitoooloZki -:-r’ostor{Y,u.L").
Tada ie f"r@) nolubiotvgren skup u prestoru X, za svaki polubiotvoren skun

2 u prostoru Y.
00K AZ: 7a proizvoljan skup B polubiotvcren u prostoru Y,
nostoji lkotvoren u Y skup Ui V-otvoren u Y skup V takav da je U ¢ Be U-elU
i ‘Ic?:c‘b'—'c'l ' Kako JE f biotvoreno preshkavarue bice:
{U)cf (B)cf (tiU}cci(f {U}) i

vy er @) e av car ).

Kako je f polubineprekidno preslikavanje, f (U) je  P-poluot-
voren a f_ {‘.’ J-po'luotvoren skup u prostoru X. Zato Je f (B) polubiotvoren
skup u prostoru X, O

3.5, DEFINTCIJA: Preslikevanje f: X—> Y bitopoloZkoa
prostora (X22) u bitopolodki prostor (Y,%, I, V) Je polubiotvereno, ako je

f(A) YU-poluotvoren skup u orostoru Y, za svaki  P-poluotvoren skup A u

orostoru X i f(B) T=poluctvoren skun u prostoru Y, za svaki J-ooluotvoren
skup B u prostoru X,

Skup A je oolubiotvoren u bitoooloZkom prostoru (X, $,2) ako
i samo ako je ?—po]uotvoren i .proluotvnren skup u prostoru X.
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3.16. ST AV, Neka je £ bineorekidno,biotvoreno preslika-
vanje bitopoloskos prostora (X, .2 ) u bitonolodki prostor (Y, U, ).
Tada su f i f | polubiotvorena preslikavanija,

DOKAZ: Iz 3.8.stava i 3.14,stava sledi da je f | polu-
biotvoreno preslikavanje. (ngmora da bude 1-1), CokaZimo da je f rolubi-
otvoreno preslikavanje. Neka Tje A polubiotvoren skup u prostoru X. Tada
postoje ?—ctvoren u X skup U i L-otvoren u ¥ skup V takvi da je
UCACT-cIU i Y AC Z-c1V., Bite fU) « f(A) € F(clW) ¢ c1f(u) i
f(V) € f(A) € f(c1V) C c1(F(V)). Kako je f(U) Y-otveren a f(V)

.:-,-otvoren skup u prosteru Y, to je f polubiotvoreno preslikavanje. a
317.DEFINICTIJA: Preslikavanje f: ¥ =Y bitonclezkoe
prostora (X,$A ) u bitooologki prostor (Y, %, V) je birezolutne, ake je
za svaki ﬁ-co'luotvoren skunuu prostory Y, f-1(U) T-noluctvoren skun u
prostoru X, i za svaki  [Zpoluotvoren skup V u prostory ¥, Fh]’_'.": Je
<-poluotvoren skuo u nrostoru X.

3.18. STAV, Neka je f: ¥ —> Y binerrekicne, bictvorenc
preslikavanje bitopoloskoa prostors (,94) u bitcroleiki prestor (Y. U 1),
Tade Jje f biirezolutno presiikavanje .

DOKAZsledi iz 3.16.stava i 3.17.definicije.

3.19.8 T A V. Preslikavanie f: ¥ —> v bitenoleEkon nrostera
4% 73 ) u bitopelodki prostor (Y, % V) ie birezclutno, ako 7 sarn akn
je £ '(H) Ppoluzatvoren skun u prostoru X, ze sveki  U-poluzzcvorer skun
H u orostoru Y 4 f-f{B) je g-_no'luzatvcren Skup u nrostoru ¥,z svaki

V=pcluzatvoren skup B u prostory Y. o

DO KAZ: Neka je f: X —> Y bBirezolutno preslikavenje. Neka
je H u—pcﬂuza-..-oren skup u prostoru Y. Tada je 'F'T{Y ~ H) P-roluotvoren
skup u prostoru X. rake je F'1{Y N HY =X \f"T[H), 10 je f'1(.l) ?—po?uza-

tvoren skup u prostoru X. Sligno je, za poluzatvoren y Y skup 2, "1(9\)
d-poluzatvoren skup u prostoru X.

Neka Je sada, za svaki U-poluzatvoren u Y ckup K, <)

T-po'l uzatvoren skup u prostoru X i za svaki JLpoluzatvoien u Y szup F,

f-1(F) Q-po'luzatvoren skup u prostoru X, leka je Q U-poluotvoren skup u

prostoru Y. Tada je f-1(\’ N Q=X N f (@) i f-'(q} je  P-poluotvoren

skup u prostoru X. Sliéno je, (R) ol-poluotvoren skup u prostoru X,

za svaki  V-poluctveren U Y skup R. Zato je £ bfirezolutno preslikavanje.Q
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3.20. S T A V.Svako birezolutno preslikavanje bitopoloZkih
orostora je polubineprekidno preslikavanje.

DOKAZ sledi iz definicija 3.1. i 3.17.

3.21.P RIME R, Neka je X = {a,b,c},

P 4ol da s qael, )il daby qa e}, X
. Neka je preslikavanje f: (X}?,,Z ) 7> (X,2,P ) definisano na sledeci
natin! Za svake x ¢ X je f(x)=x. Tada je f birezolutno i bineprekidno
rreslikavanje.

3.22.P R I ME R. Neka je X=I= (0,1] =¥. P={fx}u {[0,a)]0caef

i .,?:1:}(, ﬂ V] {[0,2"1} ] n=1,2... } Neka je preslikavanje
f: (X,2,2) => (Y, ,% ) definisano na sledeci nacin: za svake x € X
Je f(x)=x. Tada je f Mirezolutno preslikavanje.

3.23.S T A V: Neka je f: XY birezolutno preslikavanie
bitocolodkoo prestora (Xs 2,2 ) u bitooolodki orostor (Y, U, v )i
a: ¥ = Z biirezolutno preslikavanie bitonoloikon prostara (Y, 4, 1") u bito-
roloiki crostor (Z,Qiﬁ"]. Tada je gef 1 f —>» 7 bi rezolutno preslikavanie
Sitopoloskoa prostora (X, P 0 ) u bitorolozki prostor (Z,4&,7).

DO KAZ: Neka je A R-poluotvoren skup u prostoru Z. Tada
je 9'1(,'-\) U-poluotvoren skup u prostory Y i 'F-1(g— (A)) D-poluotvoren
skup u prostoru X. Tada je {g(f))-1{A)=f'1{q'1(A}] P-poluotvoren skup u
prostoru X. S1i¢nc se pokazuje da je (gef) '(B) J-poluotvoren skup u
prestoru X) za svaki T—powotvoren skup u prostoru Z. i

3.26,5 T A V: Preslikavanje f: X > Y bitopoloskon rrostora

(X, P2 & ) u bitonoloski prostor (Y, U, V™) Jje Eirezolutno, ake i samo
2ko Je, za svaki pedskun A u X, f( J-sc18) Clhsel(f(A)) i
fld-sclA) CA=scl{f(A)).

DOKAZ Neka je A < X. Tada je U-scI1(f(A)) f=polu-

zatvoren skup u prostoru X. Premz 3.19.stavy F—1( Y-sel (A)) je

Zooluzatvoren skup u prostoru X. Bice A\-’-:"T{f{ﬁ.})cf"l( U-sc1(f(A))) a
F(ASCIA)CE (71 YascT (F(A)))S hmscT(F(A)). Analomno se dokazuje da je
fasclA)< Vosc1(F(A)).

Neka je sada H li-poluzatvoren skup u prostoru Y i posmatraimo
£1(H). gice f(9—sc1{f-1(H})}‘:ﬁ-scl(f{f—‘l(H]%hﬂ-sc'l(H A F00))MscTH=H,
Zato Je@=scT(F ()< (H) 1 7 (H)= B-sc1(f | (H)). Analoono se dokazuje
da je f"l(F) lmo?uzatvoren skup u prostoru ¥, za svaki 'U'--pomzatvcren

skup F u prostoru Y.o
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3.25.5 T A V.Preslikavanje f: X-Y bitopolotkon pros-
tora (X,%.2) u bitonolodki prostor (Y, ALY je biirezolutno, ako i
" samo ako je, za svaki nedskup B prostore Y,?-SCT(F-Ifg}}chfﬂ-sdﬂ}
i d-scl(f~' (8))CF ™ (Y=scls). '

DOKAZ, leka je BCY. Tada je 'II-SdBJ {~poluzatvoren

skup u prostoru Y, a kako je f biirezolutno preslikavanje,f'q("U-sc]B)

je $P-poluzatvoren skup u prostoru X. Kako je f-1{8}¢.‘-1(-’u -sc1B) bice

P-sc1 £71(8)¢t™ (U-5c18). Analoono se dokazuge da jed-sc1(f ' (8))er (1seln),
Neka je sada B {-poluzatvoren skup u rrostory Y, ti.

B=-sc1B. Po pretpostavei je tada 7' (8)cfP-sc1 £ (B)er™! (Yoscre)er Ve,

pa je fd(B}: P-scr 'F-1(B}. Neka je sace A {~poluzatvoren skup u prostory

Y. Analogro se dokazuje da je f'T(A}J_-po?uzatvoren skup u prostoru X.o
3.26DEFINICIJ A, Preslikavanie f: X—s¥ bitorolo-

Skoa prostora (X,32) u bitorolotki orostor (Y,1.09 je skorc bictvorens,

ako je za svaki ll-otvoren skup U prostoryY, f-1(",{-c1 U J‘.C?-::'I{"'T*'L'\}
i za svaki V-otvoren skup V prostors Y, £ (el v YC2-c1(F (v,

3.27. ST AV, Neka je f: X-ov polubinenrekidnp i skero
biotvoreno preslikavanje bitopoloZkee prostora %,22) u bitorcloiki
prestor (Y 4. Tada je f—}{U) polubiotvoren skun u prostory X, za
sveki polubiotvoren skun Uu nrostory Y.

DOKAZ, Neka je U polubiotvoren skup u prostoru VY,
Tada postoje otvoren u Y skup 6 iMotvoren u ¥ skun D,takvi de je
6 cUclkerr i D CUctlD. Kako je f skoro biotyoreno prelika-
vanje bice £ '(6)c £ (U)e £ hctt)c 2 ey
love e T aRan)e e (£ (0)). Kako se preslikavanje f i
polubineprekidno, to je f (G) ?oo?uutvoren a f'i(D} J-po]uotvcren
skup u prostoru X, Zato je f‘T(U) polubiotvoren skur u prostoru ¥.no

3.28. S T A V. Svako biotvoreno oreslikzvanie bitonolofkih
prostora je skoro biotvoreno presiikavanije.

DOKAZsledi iz 3,26.definicije i dafinicije biotvorenog
preslikavanja,

3.29.P 0OSLEDTI CA. Neka je f: X—2Y biotvoreno i
bineprekidno preslikavanie bitopoloZkea prostora (X.?;«Z} u biteoolodki
prestor (Y,U\), Tada je f_](U] polubiotvoren skup u nrestory Y, za
svaki polubiotvoren skup U u prostory 1.
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DOKAZ sledi iz 3.26. stava i 3.28. definicije.
3,0 POSLEDIC A, Neka je f: X—Y polubineprekidno i skoro

bictvorenc preslikavanje bitopoloskoa prostora (X,%,.2) u bitopolodki
prostor (Y, V). Tada je f bfirezolutno preslikavanie.

D 0KAZ sledi iz 3,27, stava i definicije bfirezo-
'lutncgpres'likavanja.
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4. AKCIOME SEPARACIJE U TOPOLOSKIM I BITOPOLOSKIM PROSTORIMA

U ovom delu rada navedene su aksicme separacije u topoleskim i
bitopolodkim prostorima koriste¢i definicije i osobine poluotvorenih
skupova.

------------------------------------
-------------------------------------------------------------
--------------------

(STo-prostorJ ’

Svaki otvoren prostor STO-prostora je STUﬂprostor. Topoledki
prostor X je STO;prostor. ako i samo ako je, za svaki par razli¢itih
taZaka x i y prostora X, sclix) # seli¥}s (v Cyd)

------------------------------------
--------------------------------------------

--------------------------------------------------------------

Svaki otvoren podprostor ST,—prostcra je STi-prostor. MoZe se
pokazati da je topoloiki prostor X ST1-prostor. ako i samo ako je, svaki
Jjedno€lan skup poluzatvoren. (V.[41]),

2a_svaki_par_razligitih_taZaka x_i_y prostora X _postoje, poluotvireri_u X,
skupovi_A_1.B_takvi da_je xe A, ye V. i An B=f.(ST,-prostor)

MoZe se pokazati da je svaki otvoren podprostor STz-prostora
5T2-prostor. i da je proizvod dva STz~paostora STz-prostor. Neka je X to-
polofki prostor i Y ST,-prostor. Neka je f: X=Y otvoreno, bijektivno i
neprekidno pres11kavan}e prostora X u prostor Y. Tada je prostor X,STz-pro-
stor. Na osnovu osobina poluneprekidnog preslikavania, lako se vidi da je
prostor X STz-prnstor i u slu€aju kada je f: X=>Y poluneprekidno, bijekti-
vno preslikavanje topolodkog prostora X u Tz—prostor b 4

Topoloki prostor X je ST2 ako i samo ako, za svaki par razligi-
tih taaka x i y prostora X, postoji poluneprekidno i skoro otvoreno pre-
slikavanje f: X=9Y prostora X u ST,-prostor Y, tako da je f(x)#f(y).(V(41]).
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Neka je f: X—Y poluneprekidno i skoro otvoreno injektivno
preslikavanje prostora X u ST.I (STU) prostor Y. Tada je prostor X
ST,(ST,) prostor. (V.([34], 36]).

Prouimo sada neke osobine bitopolodkih prostora posma-
trajuci poluotvorene skupove.

44DEFINTCIJA. Bitopoloski_prostor (X,f,2)_je
uzajamno semj TO’ ako za svaki par razli¢itih tacaka prostora X,

-----------------------------------------------------------------

Svaki PTO bitopolo3ki prostor je PST_U-prostor'.

Slede¢i primer pokazuje da svaki PSTO-prostor nije
PTG-prostor: } ‘ Ll
Neka je X={a,b,cy, ?=4,¢,X} 1 o?.={‘iba Xyddi - - #
Tada je (x.:"-};z) PST -prostor ali nije PTy-prostor. Tada (X,§,2) nije
par STD topologija.

Svaki biotvoren podrostor PSTu—pr-ostora je PSTo-pros-
tor. Poznato je da’tb'itopu'loski prostor (x,ﬁz} PSTys ako i samo ako
za date dve razliCite tacke prostora X, {1i su njihova P-poluzatvo-
renja ili -poluatvorenja disjunktna, tj.za date tacke x, yeX, .
xty je i1i Foscl |x|# P-scliyy i1 o-scl {x}# o-sc1 {y}. [v.[42)).

4.5.DEF INTICIJA, Bitopoloski_prostor(X,,2)_je

T = P A,

uzajamno_seml Ty, 2ko za_svaki_par_razli¢itih_tacaka x

Lako se vidi da je svaki PST,—prostor i PSTO—prostor ali
PSTD-prostor nije PST1-prostor.

Svaki PT1 bitopolodki prostor je PSTj—prostor. Siede¢i pri-
mer pokazuje da nije svaki PST,-prostor i PT,-prostor: .

Neka je X= {a,b,c}, P=.9, Ja}, It} Ja,bj, x}i d={{ct, ¢,X}.
Tada je (X,j’,;?_} PST,-prostor ali nije PT,-prostor.
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Svaki biotvoren podprostor FSTrprostora je PST,-prostor.

Sledeéi primeri pokazuju da sy PS.'I‘1 i P*r° prostori medju-
sobno nezavisni:

1) Neka je X = fab,c) T={x, {a,b}, 8} 1=10, ja}, It}
ia,b} , x_'( . Tada je (x.‘f’,oi) PTO-prostor ali nije PST,-prostor.

2) Neka je X -n{a.b.c.d.ej vF={o, {al, 4b), Ja,bY . XY
iz J‘B, ,'b}.{cj .{b.c}, Xj. Tada je (x,?,&) PST,-prostor ali nije
PTy-prostor (V.(37]).

4.6. TE O REMA, Bitopoloki prostor_(X,012) je

D O KAZ. Neka je X PST,-prostor, Neka je xeX 1 ye Xnx:
Tada je y # x 1 postoje F-poluotvoren u X skup 0, 1 5 =poluotvoren u
X skup 0_, takvi da je :ce 0, ¥4 0, i yeox. x,icy. Keko je
Ye DycX\ Iy bice {x} o~poluzatvoren skup u prostoru X. Lovoljnost
tvrdjenja lako sledi, g

-------------------------------------

-------------------------------------------------------

-------------------

DOKAZ Neka je ¥ PST,-prostor i neka su x 1y dve
razli¢ite talke u prosteru X. Kako Jje f injektivno preslikavanje, pos-
toje u prostoru Y, U-poTu:?‘Ft%oren skup \"x i V-poluotvren skup Vy, takvi
da je xe Vx.x§. \fy iye Vy Kako je f polubineprekidnoe 1 skore biotvore-

no preslikavanje, f“1(‘-’xJ Je ?-po]uotvoren a f'1{v},} ja i-po]uotmren
skup u prostoru X. Tada je xe f"{vx), yfif"T{Vx} i _yef'1{vyJ,

xf-fq(\'y} ti. (x,F&) je PST ,=prostor.
Lako se dokazuje odgovarajuce tvrdjenje za PSTD-prostor.n
4.8.DEFINICIJA, Bitopoloski_prostor (X,22) je_uza-

jamno semi” Tz-prostor,ako za svaki par razlicitih tagaka x 1 y v prostoru

--------------------------------------------------------------------------
S e e s mr sl S e L T L s YA _a Rl

-----------------------
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MoZe se pokazati da je svaki PTz—prostor i PSTz-prostor,
ali svaki PSTz—prostor nije i PTz-prostor Sto pokazuje i primer *,

Svaki biotvoren podprostor PSTz-prcstora Jje PSTz—pmstor.

Za bitopolodki prostor (X,:‘;‘ﬁ"l) su sledeca tvrdjenja ekvi-
valentna: .

a) (X,%%,) je PST,-prostor.

b) za svake dve razlitite tacke x i Y u prostoru X, )
postoji f{’-poluotvoren skup U takav da xe U i y¢?_}-5c'?u, za 1+3, 1,”":1

c) za svako xeX & {*3=ﬂ1%'5‘1“1 REUy Uag
?i-poiuotvoren skup, 43, 1, j=1,2.§ (v.[42]).

4.9. ST AV, Bitopoloski prostor (X,54) je PSTz-prostor‘

- B T I ——

ako i samo_ako, za_svaki_par_razli¢itih tacaka_x_i_y_prostora_X,postoji

---------------------------------------

polubineprekidna i skoro biotvorena funkcija f: X-Y prostora X u PSTZ-

zprostor(Y,U,1), takva da_je f(x)#f(y).

DOKAZ., Neka su x i y dve razliZite tacke u prostoru
X. Prema pretpostavci postoji polubineprekidna i skoro biotovrena funk-
cija f: X—Y prostora X u PSTz-pmstor Y, takva da je f(x)#f(y). Tada
u prostoru Y postoje ”.l-po]uotvoren skup vx i Vpoluotvoren skup Vy

takvi da je f(x)e Voo TV e Vy iV ‘n'y= . Kako je f polubinepreki-
dna i skoro biotvorena funkcija, f"(VxJ je P-poluotvoren skup a f"‘(vy}
je 2-poluotvoren skup u prostoru X i f“1(\~'x}n f"{vy) = @, Tada je

X€ f"(vx), ye f'1(vy) i X je PST,-prostor.

U sTu€aju kada je f indentina funkcija lako sledi da je
tvrdjenje stava neophodno. o

------------------------------

----------------

------------------------------------
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411, POSLEDTIC A, Neka je (Y.,‘EL‘V) PSTz-pr‘ostcr i

---------------------

---------------

4.12. TEO REM A, Neka_je_f: XY polubineprekidna_i

---------------

skoro biotovrena funkcija bitopoloskog prostora (X.?“Q) u PSTz-pros-

------------------------------------

tor (Y.u-}{}‘}. Tada Je_{ffi' X5) [ f(xﬂz.:.f(xz)} poluzatvoren skup_f

(Xx X, Pxd)

DO KAZ. Neka e A ={(xs x,)If(xy)=Fxp)f 1 (xysx,)eXxXN,
Tada je f(x))#f(x,) 1 kako je Y PST,-prostor, postoje i(-poluotvoren
skup \*'1 i 1=poluotvoren skup Vz u prostoru Y, takvi da je f(x) eV1.

fly)e Vo 1 V4a Y, = @, Kako je f polubineprekidna i skoro biotvorena
funkcija, bice f-1('!'1} P-poluotvoren skup, a f'1(1!2) Z-poluotvoren skup
u prostoru X. Tada je x,€ 11 (V,)s xpe £7(V,) 1 lvpntv,) =0

Tada je (x.l. xz)ef-1(V1) X f-1(V2)cX X X\NA 1 A je poluzatveren skup
u prostoru (X x X, Px£).a ’

Na osnovu definicije 1 osobina PSTD. PST1 i PST2 prostora
vidl se da izmedju njih postoji slede¢i odnos:

PT, = PST,
3 b2
PT, = PST,
[ ¥

PT, 2 PST,

Prouéimo sada nekolike osobina PSRQ-prostwa.

413, DEF I NICIJA, Bitopoloiki_prostor (X,". &) je

-------------------

® semi- Ry u odnosu nag , ako je za svaki P-poluotvoren u X, skur G 1

0 o o o o e e e

svaku_tatkiy xe G, 2-scl4 xtcG,

Ekvivalentna ovoj je i sledeca
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4.14. DEF INTCIJA, Bitopoloski_prostor (X, 2.)
je P semi. Ry u odnosu na 2 ako za svaki $P-poluzatvoren u X skup F

- o -

i.za_svaku_tatku x € X _koja_ne_pripada_skupu_F, postoji_2-poluotvo-

-----------------------------------------------------------

Bitopoloski prostor (X,P,2) je PSR ako je P Ry U
odnosu na 2 i d R[J u odnosu na .

MoZe se pokazati da je svaki PRc-prostor i PSRO-pmstor.

-----

2 3¢ 1da
. et2,0 K A Z. Pretpostavimo da je Pselixfn Lseli2f 1
1KY é F-sef4Xy A 2-0c1 43y Newa 3 2€ 4 ~selixy nQ-scli¥) 1 nexa

A &-sehivhn Poseldxhe Tada x¢ 2-seld¥s 1 xe XN 2-5e13Y), @ ove ae
s-poluotvoren skup u prostoru X. Tada je P-sclixyd Xa-seli¥),serae
tea-seidt 4 zate (X,2,2) nize R semi Re u edncsu na P

Neka je sada G. P-poluotvoren skup i x e G. Pretposta-
vimo da {-scl ] Xy ¢.G. Tada postoji tatka yed -scl 4xy tako da
¥46 i P-scl iyt nG = @, jer je X\ G P-poluzatvoren skup 1 ye X\ 6.
Zato 4X,9%d P-selixt A w-schi vy ,9_5114::3:\.,2—&15?3-4;(;; { 24 svaxe

By D-sclixtc @ 3
Sligno se pokazuje da je prostor (X,T2) A-semi” R(J u odnosu na %.

Na osnovu navedenih definicija lako se pokazuju i sle-
deca twdjenja:

Neka je (X,5Q) PST,-prostor. Tada su prostori (X,?) i
(X, ol ) SRy-prostori.

Neka je (X,T]a‘l) PSTz-prostor. Tada su prostori (X,F) 1
(X, )‘ST1-prostori.
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NEKE DIMENZIONE FUNKCIJE U TOPOLOSKIM I BITCPOLOSKIM PROSTORIYA

1. DIMENZIJA dm u TOPOLOZKIM PROSTORIMA

Dimenziona funkcija dm zasniva se na poimovima nerva
pokrivala prostora X, posmatrancgkao delimiZno uredien skup i diren-
zione funkcije ds delimiZno uredjencg skupa, Eije su osobine date
u prvom delu ovog rada.

Dimenzionu funkciju drm uveo je Acnzdievi€ 12€5,ccdine,

2 kasnije su je proufavali Zarbahidze i Tovcdrns’Pasynkov, cirie,

TADEFINTICIJADIrenziia ¢r tonclofken ~restors
X, definise se na sledeci nzzin:

dm f = =1
dn X = 0, ako se y svaki konaZan ctveren rokrivad rrcstcra

X moZe upisati pokriveZ, ¢&iji ie nerv potnuno neyredien sku-;

dn X £n (n>0) ako se y sveki konafin otvoren pebrdvs= €
prostora X, roZe upiszti otvoren nokrivaz Vtzkav da ‘e dsHivlen+4.

dm X = n, ako je dn X € n a nife ¢ ¥ £ n-t

dm ¥ =eo, kadz za D”oizvo1Jvﬁ kona®no n mostoii rkrivaé Ui
prostorz X, u kcii se ne moZe upisati bar jedan H'?P1YrvtrtaPﬁ dz je
dsN(V n o+ 1,

Iz cvako date definiciie Tako sledi da je direnz® &
dm X prostora ¥ topolodka invarijanta. MoZze se pokaz=+i da ka's Jje
F zatvoren podskup prostora Xydm F £ dm X. {v. L2}

Posmatrajmo sada normalan prostor ¥, feka je  §. ;”1, Up&

pokrivaé normalnog prostora X i neka zatvoren podskup F prostora X ima
dm F = n. Tada postoji familija U= {w1....wrj skupova koji su otvoreni
u X, pokrivaju F, upisani su ulli

dsjquﬂ‘ n+l, n>0
2 , n=0,



40

Neka je za svaki otvoren skup 6 normalnog prostora X
dm G € n. Tada je za svako A<:X,dm‘A n. Neka je A proizvoljan skup
normalnee prostora ¥, dimenzije dm A € n. Neka je F proizvoljan zat-
voren skup prostora X\A, dimenzije dm F € m. MoZe se pokazati da je
tada dm(clA) € m+ n + 1.

Posmatrajmo normalan prostor X kao uniju skupova A i B.
Neka je dm A £ ma dn B < n. Tada je dn X £ 2(m+n) + 3. U slucaju
kada je jedan od ovih skupova zatvoren, direnzija prostora ¥ je

(LS

dm ¥ém+n+1. Pored ovog i u slede€im sluajevima je moquée smanjiti
navecenu ocenu dimenzije unije prostora.

Neka je normalan prostor X jednak X = AuUB i neka je A
otvoren skup u prostoru X sa dm A4n i dr B £ n. Tada Je dm X € 2n+1,

l'eke je F zatvoren skup u normalnom prostoru X i
k =max {dnF, dn(X\F)} . Tada e dnX € 2k + 1. teka je XeAu B naslecno
normalan prostor i dmA € m, dm3 £ n, Tada je dmX £ men+i.

Pokazuje se da za dimenziju dm teoremz o zbiru zatverenih
skupova ne vazi, veé za konaéno mnodo skunova]a11 se moZe dokazati
sledeca osobina:

Neka je normalan prostor X—LJY » ode su svi skupovi X
zatvoreni u prostoru ¥ i neka je de £n za svako i. Tada je dnx‘2n+1

Neka su Ai’ T=1: 25507 Dtvoren1 i zatvoreni skupovi pros-
tora X = VA, A, A A = £ i dm A;n. Tada je dmXén.

' Dimenzija Euklidovog prostora E} je

dmE n=Ns 2 dimenzija kruZne linije 51 je dm S'=2,

U sluéaju kada je ¥ kompaktan metricki prostor mogy se po-
kazati sledece osobine dimenzije dm X.

Nejednakost dm X € n je ispunjena tada i samo tada, kacs
za proizvoljno £>0, postoji takav otvoren g-nokrivaé deaJe dsﬁ{uﬂ‘n+1
za ny0 13&;19 potpuno neuredjen skup za n=0.

Neka za svako £>0 postoji tpreslikavanje kompaktnog metri-
Ckog prostora X u neki kompaktan metricki prostor % dimenzije dei £n,
Tada je dm X £ n. ) )

Neka su X i ¥ bikompaktni metricki prostori i m = max {dm X’dhaij-

Tada je dm(XXxY) € 2m + 1.
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Za normalne i bikompaktne prostore mogu Se pokazati
Sledeca tvrdjenja. - :

1.2.5 T A V. Neka je X normalan prostor. Tada je dmY=dm AX
ade je BX Stoun-Zehova bikompaktifikacija prostorz X, (v. £54])

DOKAZ. dnx € dmpX, Neka je dnAX € n, Za proizvoljan
otvoren skup H prostora X sa Op H ozna&imo najveéd » Otvoren u I‘X.

Skup koji u preseku sa X daje skup H. Neka je W= {H1.....Hs} proizvoljan
otvoren pokrivaZ prostora X. Skupovi OpHyseues Op Hg obrazuju pokrivessl
prostora /X, Kako je dnp¥4n, to se u pokrivad 1 mofe upisati otovren
pokrivag \]n{ﬂv....ﬁr} prostora pX, takav da je dsW(V|]€ n + 1. Tada
skupovi X “61""’x"6r obrazuju pokrivaé<prostora X upisan u W takay

da je dsM€ n + 1. Zato je dm¥én.

dnPX € dm X. Neka je dmX ¢ n 1=4044...,0,]  otvoren
pokrivaZ bikomapkta /AX. U pokrivag Nl moze se korbinatorng unisati
/v.[§] 1'1 + 10/ zatveren pokrivag fF1....F5j prostors /Y. 7a svako
i=1,...5 neka je V; okolina skupa Fis takva da je f:x-cwi Cﬁi. U
otvoren pokriva Y= {X n V1....,Xr\vs} Frostora ¥ role se upisati ko-
naan zatvoren pokriva¢ '\Jii¢1}...,¢,j takav da je ds.J‘-’NJ‘ n+ 1,
FaniTija skupova c1(V) ={ AXac1dy ,oou, X = c184} de sTiena famitisi ¥
P dsiV(c1V) € n+ 1. Keko je Gepx-c10,) = Py -ﬂUP & )= AX=ciX=pX,
to je familija skupova c11y) pokrivad prostora MY, Svaki elerant rokriveds
c'l{\’) sadrZan je u jednom od skunovafax-cW(V.‘nX} < px -'."!(\nfijcr.‘1 te je
pokrivag cI{Q} upisan u pokrivad Wi zato je dm[by $n, D

Posmatrademo sada presiikavania bikorpaktnth prostora i
njihove dimenzije,

Nek: je f: X=3Y neprekidno preslikavanie bikompak-a ¥ na
bikompakt Y, pri Zemu je dm¥én a wr¥) ¢T . Tace postof! tak:.v bikerpant
Z 1 takva neprekidnz preslikavanja g: X2Z 1 h: 7Y, da je ¢ 24n,

W(Z) €Ti f = hq.

U klasi nermainih prostora mess ce cckeze*d slede i odnos
dimenzija dimX 1 dmX. Za ove prostore je ispunjcna vezs-

dim X € dmX € 2dim X + 1.0 sTufaju kada Je dimX=1, bice
1€ dmx43. Pokazuje se da su ve¢ y klasi Tokalno poveranih kontinuuma
moguca sva tri znafenja koja moZe imati funkcija dmx.

Neka je X jednodimenzioni {u smislu dim) Tokalno rovezan

kontinuum. dmX=1, tada i samo tada, kada je X homeomorfre sdsefky
i, 13 . (v T=£43)
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Neka je X jednodimenzioni (u smislu dim) lokalno povezan
kontinuum. Nejednakost dm¥£2 je ispunjena tada i samo tada, kada za
proizvoljno €30, postoji E-pres'!ikavanje prostora X u Euklidovu ravan
Ey. dmX=2, tada i samo tada, kada X nije homeomorfno odsetky fo,1]

i za proizvoljno €30 postoji &preslikavanje u ravan.

Lokalno povezani kontinuumi za koje ne postoji E-preslikava-
nje u ravan za neko ©0(napr.kontinuumi Kurtovskoaq,v. Dzlfimaju dm¥=3,

Pored ovih, moou se dokazati i sledece osobine dimenzije
dm topolo3kih prostora.

1.3.L E M A, Neka ie okolina 0 podskupa X normalnog prostora
X pokrivena, otvorenim u X, skupovima Gi’ is= 1,...._sv'i neka postoji

takav normzlan podprostor Xy prostora X da je xo foco i dmx.lén.

Tada se u pokrivag y= {Dinxo 4 = 1....,5] skuba ¥, moZe upisati,otvoren
u XG’ pokrivai Y takav da je ds.i’(ﬂ]é n+ 1.

DO KAZ. Upisino u otvoren pokrivat V=40, n Xy ] i=1,...s]
konaZan otvoren pokrivag V= {Vj Ij=1,...,k_"takav da je ds.}l[‘ujé n+ 1.
Tada je pokrivac Y= | v.nx, Ji= 1,...,k}skupa Xos otvoren u X,, upisan
u pokrivag Vi dshflllé n'+ 1. o .

1.4, ST A V. Neka je xocx normalan pod;}stor normaInog

prostora X. Tada je dmX,%dmX, ako za bilo koju okolinu O skupa ¥,,postoji
0 0)

normalan podprostor ¥,=X,(0) prostora X, takav da je XOCX1‘0 i dmx.lfd-r-‘}:o‘

DOKAZ. Neka je 0= fﬂi } i=1,...,s}nor‘ma1an otvoren pokri-
vat skupa Xg+ Izaberimo u X takve otvorene skunove V. da je Gi=\»‘1. N XO’
i=1,...,5. Teda familija skupova )= {‘Ji [i=1,...,s Y pokriva okolinu
0= ?/Vi skuoa XU. Frema 1.3.7emi sledi da se u pokrivaZ ¥ 'moze upisati
otvoren pokrivaz Utakav da je ds.f."{‘ltlé dmX + 1, 'tj.dmxo‘-’-'dmx. a

1.5.5 T A V. Sledeée osobine nermalnoa prostora X su ekyiva-

lentne:

1} Postoji otvoren pokrivac orostora X, takav da je
dsNUW< n+1,

g) Postoji zatvoren pokrivaé Vprostcra X, takav da je
dsV{VE n+1.

3} _Postoji konagno razbij anje Worostora X,takvo da Jje
dsMW< nit.  (n>0), -
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Ove osobine kzrakteriZu dimenziju dmX.
DO KAZ. 1)=3] Neka je fL proizvoljan otvoren pokrivas
_ prostora X. Prema tvrdjenju 1) u pokrivaiflse moje upisati pokriveZ U takav
da je dsMW n+1, Saglasno dopuni. tecrere 14/v. (€], 110/ u pokrivae U
'se moZe kombinatorno upisati razbijenje W . Bice dsJﬂud dsAU) € n + 1,
2)=21). Neka jefl=| Ogsenesly Y oroizvoljen konzan
;ﬁtvoren pokriva¢ prostora X. Prema tvrdjenju a poestoji zatvoren pokrivac
F 4Vy...0V ) prostora X upisen u pokrivacfl , tzkav da je ds JiUj4n+1.
Saglasno teoremi o razbijanju postoje okolime OV. skupova V. e Vkoje obrazuiy
pokrivaz Ws1igan pekrivatu V7, takav da je dsl(Ujén+1. Xzko je pokrivac V
upisan u pokrivaé fl , to svako V.eV le3i v nekem 0; $3) €. teks je, za
SVeko J=12,...,5, 0,20¥,M 0, . [Tads e W= {0, ,.. o o} sokrivac pros-
tora X, takav da je dshﬁLFn+1 upisan u pokrivaé JU.
Lako sledi da 3)92 o
. 1.6.S T AV, Za diskretnu sumu nermalnih prostorz ¢ AL Yot e A
ispunjeno je dr{dVUry) € sun am X
; DOKAZ: Heka Je drX, 4 n, za svako «eh i Y= 4 LR '=1,...,5}
 k6haEan otvoren pokrivad prostora Y=d led Za svako deh u pokr1vat
N X, | #5450 00es8 5 upigimo, otvoren u X, porkivat v prostora ¥ , takav da
Je dsk{ij$n+1 Familija ﬂ?&id Je otvoren pokrivaé prostora X, upisan u pokri-
'YaE’W. Bice d&NN] n+1(jer su X, disjunktni) i dm¥4n., ©

1.7.5 T A V. Neka je podskur 2 norrzlnon proctors ¥, Fg shkyn,
Tada je dmAf2dmy+1.
DO KAZ. Neka je normalan podprostor A rredstavijen u cbl ku
Qrebroa1ve uriije zatvorenih skupova A i=1,2,... Tada je dmA £dr L za i=1,2
i bice dmA42dmX+1,
1.8.5 T A V. Neka je podprostor xg normalno raspcredjen u

prostoru X. Tada je drX.é2dmX+1.

0
Jokaz sledi iz 1.7.stave,
1.9.5 T A V. Neka je XO proizvolian poderostor cf *puno

normalnog prostora X, tada je dmX£2dmy+1.

D 0 K AZ. Kako je svaki podprostor potpunc normalnca prostora
X normalno rasporedjen u prostoru X dokaz sledi iz 1.8.stava.
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1.10.S T A V. Reka je X=AUB normalan prostor. Neka je
A zatvoren skup u prostoru X, dmA4n(n»0) i dmB=0. Tada je dm¥£ns+2.
DO KAZ. Neka je %= 4 U; | 1=1....,s} konaéan otvoren
N pokrivag prostora X. Tada il {U,i NAJ i=1,...,s } pokriva A 1 kako je
drA4n, to se u ovaj pokrivat moZe upisati konaan, otvoren u X, pokrivaé
T ‘}Vil Ii=1,...,55 takav da je ds}.{'{ﬂ!nﬂ. Oznatimo sa F=)(\§J‘.rfI zatvoren
: podskup skura B. Tada je dmF=0 i postoji familija W= 5“1 | i=1,...,rj
tako da je BCON,, Wy su otvoreni u X, Wie upisano udl 1 dsk{ue.
Oznadimo sa ﬂ==ﬂ H1...., ”r’ V;,...,V;B otvoren konacan pokrivad prostora
B X, upisan u pokrivac W. Bice dsﬂfﬁF n+142 i dm¥4n+2. o
- 1.11.S T A V. Neka je ¥=A uB, ANB=f nasledno normalan
~ prostor. Neka je A zatvoren podrrostor prostora X i dmA4n. Neka je B
 otvoren podrrostor prostora X i dm34n. Tada je dmX4n (n > 0).
D 0 KA Z. Neka je U= 1U1 | i=1,...,r5 konaan otvoren
pokrivat prostore X. Tada¥= fu, A8 1=1,...,r Y pokriva B a 42 Ju, nA [ i=t... e}
pokriva A. Kako ie dmAén i dmB4n, u pokrivaé1fse moZe upisati konacan ot-
voren pokrivad U’ltakav da je ds.l'f,-'!ﬁi-'nﬂ, a u pokrivaég ﬁ"se moZe upisati konalan
‘otvoren pokrivaéV takav da je dsﬁﬁﬂkn+1. Prema lemi Ceha pestoje familije
N ﬂl {Vif i=1,....r} ilW= {wj] j=1,....s} takve da su Vi i Hj otvoreni skupovi
. u prostoru X, \{ICV:., W.CW! i dsi(V¥n+1 a dshW¥n+1. Kako je V. A Nj=ﬁ(, za

< J
svako 1,3 bice dsN{Vy,onV Mo WY € 0ot 4 ankén. @

1.12.5 T A V. Neka je X finalno kompaktan prostor{ haka je
indX=0. Tada je dm¥=0,
DO KAZ. Neka Je ind¥=0 ill={U;,...,, | otvoren pokri-
vaf prostora X. Treba nac¢i upisan u njeca, konafan otvoren pokrivaé &iji
‘ Jje nerv potpuno neuredien skup. Svaka tacka x €X nalazi se u nekom Uieu .
Kake je indX=0, postoji otvoreno-zatvorena okolina Vx takva da je
X € \'xclli. Kako je X finalno kompaktan prostor, to je iz skupa svih Vx

moguce izdvojiti prebrojiv pokrivag { v, = Ve rees by ,..}umsan u U,
Neka je sada 01=V1. 02=v2\ "'1""'0;(’"‘9}&73"“ Kako su k skupovi
: ,vk otvoreno-zatvoreni, to su takvi skupovi Gk. Osim tooa oni su disjunktni,
1 obrazuju pokrivac W'= 101. 0ys04.0,5...[upisan u pokriva& U. Nerv ovog
pokrivata je potpuno neuredjen skup i dm¥=0. o

1.13.S T A V. Neka je X topoloZki prostor. dmX=0, ako 1 samo
ako je IndX=0 (prostor X je tada normalan).




DO KAZ. Keko Je Inciddin) 1 ciryécny bice Ind¥<emy.

Neka je Ind¥=0. Tadz je X normalan prostor. leka ie
-"l""’UsEI proizvoljan otvoren rokrivaé prestora ¥, Postoji, kombine-
upisan ul, zatvoren peokrivas 'U'={ 1,...‘«-'55 . fake je Ind¥=0,

- za svako V.elpostoji takev otvoreno-zatveren skup 0;, da je ¥, cO, c Uy,
Sl pekrivac u,]e upisan pokrivaé (¥= {0 ,...,Gs Y koJ1 se sastoji od
o-zatvorenih skupova. llekz je ﬂs 01,ﬂ2 2\ 01’“" G N bO

sS. PokrivaZ g -'- J] 1,...,A |J d1saurr.;.mh otvoreno- zawcremh skuno-
ﬂpisan jeu po-:rwat‘.";{ » @ njegovnerv je potpunc reured.ien skup. Zato Je
a

1.14.S T A V. Neka ie X toroledki rrestor § dm¥=n, Tadz de

une nepovezan nrostor,
DOKAZ sledi iz 1.13.stave i tvrcdjenia 2 (v. £&7 Z,2)
1

LI n
1,15, T A ¥, Sistem W= Joesd  ctvorenit sveszds t ?’zr"“u

~
..poliedra P=K, je otvcren pekrivel nolidera P. Teda Je dsd Uiié ret,
n> 0.

a-

DOKAZSsledi iz T.t(ve [43.3 R B

1.16. S T A V. D'imenzua pcliedra PP j2 P £ 1 (np0).
DOKEZ, Doveljno je pokazati cz roliedar ima, zz bilo
£>0, otvoren &-pokrivat Weiji je nerv takav ce je deffuin+!. Da tisme
taj pokrivag uzmimo triznculaciju X po‘i‘iedra, £ii1 su sim=ksi iZe-
manjeg od §/3. Otvorene zvezde (¢ vrhova tstr:a- Tacije, imsiy git=retrr
i 0d € i obrazuiu pokrivaZWpoliedra P7 = ¥, tzkav da je dav' -

1.17.5 T A V. Svaki kernakt & koid se reTszi v p-—erncr

vom prostory £, ima dmé &n.

D OKAZ, Kempakt ﬁt-CEp, kzko ie ooranifes zatvaren skup,
' se u nekom zatvorenon simpleksu 'T'n, i €ini zatvorszn podprcstor tor:
ksa. Tada je dnd < dni n.
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2. DIMENZIJA T-dm TOPOLOZKIY PROSTORA
Aarts i Nishiura su definisali pojam realtivne dimenzije.

Neka je A klasa metrizabilnih prostora. Podklasa 7T klase A
tenoloski zatvorena, ako sa svakim svojim elementom sadrii i sve ele-

- mente koji su mu homeomorfni. Po definiciji e ﬁé?:

. Klasa Tje menotona, ako podskup svakog elementa klase P
pripada klasi T (tj.YCX, XePave? ).

: Neka jePklasa prostora. Prostor Y. je P-jezaro prostora ¥,
ko je YCX i YT, Klasa P jeslabo aditivna, ako je ZePkad god je Z=x vy,
"XeP, YeP i X je zatvoren.

i Neka su X, Y € Z podskupovi skupa Z. Prostori X i Y su
- komplementarni u Z, ako je Z=X UY i X AY = g

_ Neka su®i Q dve klase prostora. Postor 7 je neodredjen
“u odnosu _na?iq » 3ko ispunjava uslov: Xe? s ako i samo ako je Yeq , ode

..

Su X 1Y komplementarni u Z, (v411).

: 2ADEFINICTJ A Neka jeP tonoloski zatyvorens klase
granicni pokriva& prostora X je otvorena kolekcija V=ivitakva da
Je (M\uvje? . Skup X je zatvoreno J-jezaro Roraninoa pokrivada. | ¥. )|

2 Nerv ?-graniénog pokrivaca definise se na isti nain kao i

prostora. F-

nerv pokrivaca.

2.2.L EMA. Neka suT iQ klase prostora monotone po zzatyo-
nin skupovima. Neka je prostor 7 neodredjen u odnosu n2 £ 1 @ 1 neka sy
iy komplerentarni u Z. Neka Je 4 otvorena kolekciiz u prostory 7.7ada
Al¥ _ToraniZni pokrivaé prostora X, 2ko i samo ako je, UlY  Q-sreni-
¢ ¥ - "~ pokrivag prostora Y. (v. L1)

i Posmatrajamo sada klasu P kompaktnih prostora.

2.3.0EFINICTIJA, Neka je T tonclofki zatvorena klas
stora i X topoloski prostor. Pdm¥=-1, ako je Xe 7.

Pedm¥=0, ako se 4 svaki konafan [J-oraniZni pokrivaé U pros=-
a X, moZe upisati konazan F-aranizni cokrivac V™

» €iji je nerv sotruno ney-

Rdmxén(n > 0), ako se u svaki konatan P-aranizni nokrivae U
prostorz X moZe upisati konafar ?-nran‘i?fni nokrivaé

17, takav da je dep/tisnst,
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Fdnken, ako je P-drvzn, & nije Pdr¥én-1.
U sTucaju keda je P=4 £} , 54, je P dmX=cmx.
2.4.S T A V. Direnziona funkcija P-dmX je topoloka

2.5.5 T AV, leka je P klasa prostora, monotona po zat-
renim skupovima. Za svaki zatvoren podskup F prostora X, je P-cmF< P-dm¥.
d DO KAZ. Dokazimo stav za Pdmy®1. leka je {U,.lrcrj' kona&an
_ ?fgraniﬁm pokrivaé podskupa F sa zatvorenim ?ﬂ'ezgrom G. Tada je
={ -u;_lreFJU{X\ F} » ade je I.!:.'n F = U. za svako yel" , konatan otvoren
itni pokrivaZ prostora X. Tada postoji konaZan Pegraniéni pokrivaz V"
tora X sa zatvorenin Fiezaron H, takav da e Vel dsufifg P-cmxe1.
da je V=V|F %-aranizni pokrivac podskupa F, sa za
HOF 1 dshllj< dship}4 Fodmxs1. q
2.6. ST AV, Neka je klasa ?s‘!aho aditivna, rmonotona po
vorenim skupovima i neka je F zatvereno ?—j

tvorenim P-jezeoren

ezoro prostora X, Tace je

DO KAZ. Dokazimo prvo nejednakost - dmXé P-dm(x F),
Fodm(X \ F)¥1, Neka jeMRgranizni pokrivac proste

rom G. Kako je F zatvoreno $- jezaro, kiasz P ronotona po otvorenip
'vi.ma,‘!{{){\ F je ?—granitn'l pokrivad prostora ¥ \F sa zatvorenimiez-
G\ F, Neka je V'Zcrenizni pokrivee prostora X \F, upisan u pekrivac

F sa ds.!a‘[i’]é?-dm(x \F)+1’€ zatvorenim P-jezgrom H. Keko je H zatvoren
D U prostoru X\ F, HUF Je zatvoren skup u prostory X. Kako je T siabo

tivna klasa, to jeV3oranini pokrivac prostora X sa zatvorenir P-
FuH,

ra X sa zatvorenim .

Jjez-

Dokazimo sada nejednakost Fdm(X~F)€ P-dm¥ za P-medt.
Jelr P-granizni pekrivaé prostora ¥ N F sa zetvererim ﬁjezgr:m f.
e GuF zatvoreno '.'P—jezgro prostora X 1 Vje P-aranicni poirivac
tora X, sa zatvorenim J-jezarom G yF. Neka je U P-qraniéni prkrivaz

ra X upisan u pokriva& V", takav da je dsN{NF Pedmyt+1
rom H. Kako je P klasa prostora monotena Po 0
UIXNF Pgranicni pokrivac prostora X \ F
F i dsyp)¢ Padmx+1, o

» S& zalvorenim
tvorenim skupovima, to je
sa zatvorenim ‘P~jezgrom



2.7.5 T A V. Neka su T 1 klase prostora monotone po
zatvorenim skupévima. Neka je prostor Z neodredien u odnosu na 7 i} .
Tada je T-dmy= Q—drﬂY cde su X i Y kemolementarni u prostoru Z.
DO KAZ, Dovoljno @ dokazati nejednakost $-dmX¢ Q-dmy
za Q-dmY¥1, qgde suX iy komplementarni u prostoru Z. Neka je Q-dmYén i
iUrl,a roranicni pokrivaZ prostora X. Za svakorel neka je U"' otvoren pod-
skun u prostoru Z, takav da je U::nx Up za svakoyd . Prerna Jlemi 2.2
lL trrl'fl\’ je Q eranicni pokriva& prostora Y Kako je Q-dm\"n to se u ovaj
.\-aramém pokrival moZe upisati q-cramém pokrivaé 1= { 1.!' ]Eed}sa
ds.uw‘ n+1.5ada se moZe formirati otvorena kolekcija 1V‘|,f,41§ takva da
je {"*l&h ]Y ﬂh‘i&b} Bice UX { {,m { ‘.]“fj'l dsl|t)4n+1. Sada
je T = 9 Vg l&aY| x Raranicni pokrivac prostora X sa dsh[ifén+1. Zato je
f.r—dr‘)f‘n 1)

2.8.5 T AV, Neka je P Klasa prostora monotona no zatvorenim
skupovima i konafno zatvoreno aditivna. Neka je X=YuZ, ade suZ i Y zatvore-
ni skurovi u prostory X. Tada je QdmX=max {RdmY, T-dmz |

DO KAZ. Neka je n=max {B-dn¥, P-dnZy . Prema .stevul.5
je TcmX3n, Dokazimo samo nejednakost T-dmX¢n, za n1. Neka je {{= { Urlaral'j

Taranigni pokriva& prostora X, sa zatvorenim J-jezarom F. Tada je QIZ
G-graniéni pokrivaé prostora Z sa zatvorenim Fjezarom F N Z, Meka je
=4 Vel c€Ty Toranicni pokrivat prostora Z sa zatvorenim T-jemgrom 6, upi-
San u 'Ll.iZ i ds«"v’fﬂé n+1, Sada je V;,CU‘. F Vr.=\r'a.1 , kad acd je U =yt -
Ve ¥ Ve su neprazni kad god je Uy fUa_}' Skup G je zatvoren u nros-
toru X 1 G uwF je zatvereno ?-J'ezpro. heka je la.fx- = {Ua_]?_)\__;\‘r za svake yef.
Tada je U= 1,1—",];€rj?ﬁraniéni pokrivaZ prostora X, sa zatvorenim P-jezaron
G UF, takav da je dsl(WZ) € n+1 iWcll. Slicno vazi za Y[Y. Tada je W
Goraniéni pokrivat prostora X sa dsh{W¥ n+1.

2.9.5 T AV, Za proizvoljan tonoloski prostor X je

Tdmyédmy.

2.10,S T A V.Za svaki konacan Toarani&ni pokrivaé
|
‘L',q..‘u.,...,; ’] normainog prostora X, pcsto" xorbinatorno upisan u njeocz, zat-

voren Teoranizni pokrivaé =  — i
= .I I s
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DO KAZ, Za familiju zatvorenih skupova 6’:{)(\01]...'}(\0;&
prema T.13/vI8]l/ postoje takvi otvoreni skupovi 0'1....,0‘5 da je
X0, € 0f,...,¥0Q0; xxo%cgi;...,x \o;cos i familije skupova
K10Y50005¢1 0L Y Je slitna faniliji G. Kako je §0,,...,0.}
M.granizni pokrivaé prostora X, to je X\ \:101.6?.()( N0 )N cen(Xn0.)eP
. Znaci i c101"n ...ncms‘g?tj.skupovi 0'1‘=X \cio;.....0:=x\c'=t';
obrazuju ﬁgraniﬁni pokrivaf prostora ¥X. n
2.11. ST A V. Neka je F zatvoren pods kun normalnoa
prostora X, Tdrfén i U= 4U,,...,U ¥ Poraniéni pokriva nrostora X
sa zatvorenim T-jezerom K. Tada c-'ostoji femilija U= 4 ¥ ,...,b.’l_k

1
skupova koji su otvoreni u X, a Ni su upisani u Ui Z& 1=, 20005t

Familija Wie Roranicni pokrivaé skupa F sa zatvorenim fsezarem &
1

+1, 0
skt >

DOKAZ. (za nx0), Iz ?-gran‘i&nog pokrivata U prostors
X dobijamo T—gr‘an‘iém‘ pokrivaé e 1U1 n F,...,Urn Fj skupa F sa zat-
vorenim ‘?—jezgr‘om HnF. U ovaj T-grani(‘.n‘l pokriva upidimo ‘T—gran‘iéni
pokrivag 1= h’,,...,vr} sa zatvorenim J-jezorom G, tako da je dsk[1]<n+.
Kako je F normalan prostor, to se u svaki njecov konatan T—gran‘iéni nok-
riva¢ moZe upisati Qwaraniéni zatvoren pokrived X= 'il( ....,Ksj sa zat-
vorenim T—jezgrom H. Za svaku familiju zatvorenih skupova norralnoc pros-
tora, postoji familija otvorenih skupovaw”:{wv...,wrﬁ prostora X upisa-
nihull. Sada je Ky Uy 22 svako =tsiir § Kj A een AR A Al
Wje trazena familija skupova. o

2.12.5 T A V. Neka je X normalan sroster i@ klas: prostora

3
W

monctong po zatvorenim skupovima. Neka je Y=huB, tce je A zatvoren nod-
skup _od ¥ sa T-cmAdm i Tdrdén. Tada je Fecr¥fmins!

DOKAZ. (zanp»0 1 m»0). Neka iz A zztvoren rodskup
prostora X i{[= {Ui l‘i=1....,kj':{’-gran1‘tni pokrivaZ prostora X sa zatvo-

p
g,

renim ?—jezgrom H. U pokrivaZ Y moze se upisati familija V= })Vi | 121,00,

takva da je
)V Fgranicni pokrivac skupa A sa zatvorenim P-jezarom
H,=HnR, gde su skupovi V; otvoreni u prostoru X i dsk[V¥ms1,

1)



Na isti nagin se u pokrivaé W moze upisati familija
Ve 4w, }i=1,...,r] sa osobinom
W je T—g‘r‘aniéni pokrivaé skupa F=X\G‘Jp sa zatvore-
nim Pjezorom stl-!n F. ¢

2) W; su otvoreni skupovi u prostoru X 1 dsMtfn+1.
Sada je familija X= { v't.....vp,wp...,wr} upisana
u b i otvorena u prostoru X, To je P-araniéni pokrivaé prostora X
sa dsN{{!4mtn+2 i zatvorenim T-ﬁezgrmH,qu. Zato je T-dmxémin+l.n
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3. NEKE DIMENZIONE FUNKCIJE U BITOPOLOSKIM PROSTORIMA

31 DEFINICTIJA, UbitopoloSkem prostoru
(X,2.2) @ je nula dimenzionalno u odnosu na o) , sko topolecijalf

ima bazu od Q—zatvorenih skupova, t3. za svaku tafku x pros-

tora X i Totvoren skup U koji sadr?i tu tafku, postoji «=zatvoren

i P-otvoren skup G, takav da je xe GcU.

Prostor ()(,?,o'l.) je uzajamno nula dimenzicnalan, sko
je P nula dimenzionalno u odnosu na & i & nula dimenzionalno u
odnosu na .

Navedime neke osobine uzajamno nula dimenzionzlncg
prostora.

Neka je (X,5;&) FHP uzajamno T, prostor i uzajamno
nula dimenzionalan prostor. Tada je bitopolodki nrostor X tataino
diskoneksan. Zaista, neka su x i y dve razli¢ite taCke prestera X,
Tada postoji Tﬂtvoren skup U takav da je x € U 1 yé U, i1 J-ot-
voren skup V takav da x¢V i ye&V. Kako je prostor X Pnula dimenzio-
nalan u odnosu nael , u prvom sluaju postoji?—otvoren i Q-zatvoren
skup G takav da je xeGcCU, Tada je X=G| X\G rarzdvajanie proitora
X i x€6 a ye X \G., Za drugi sluéaj dokaz je slican. Zato je "ros-
tor X totalno diskoneksan,

Moze se pokazati da kada je (X,5,,0) totalno diskoneksan
prostor iF10kalno kompaktan u adnosu na zi;tada je prestor X P-nula
dimenzionalan u odnosu na «£ . Neka je {X,:i,g.} totalno diskon -ksan
i uzajamno lokalnc kompaktan prostor. Tada je prostor X uzajerno
nula dimenzionalan,  { Va(33])

3.2DEFINICTCA, Neka Je (X7, ) bitopo'odki
prostor. Dimenziona funkcija PAndX definise se ns sledefi nelin:

9Q4ndx=-1, ako je X=f

Pl-indxén, ako za svaku tatku p &€ X i njenu TP-ckolinu U
postoji Potvoren skup V takav da je p e Ve SV U d
oind(d=Frv) € n-1,




(8]
mn

92<indX=n, ako je DindX<n.a nije B-indxén-1.
¥

FlindX=oe, ako nepostoji orirodan broj n takav da je

Beindx4n.

Neka za}gatu tacku p iF-zatvoren skup Fc X\ 4p}

u bitopoloikom prostoru (X.?,J.) postoji Rotvoren skup V, takav da
je pEVCICIVCX \F i ind(@-FrV)én-1. Tada je PRindp Xén i jasno
je da je R4ndXesyp(FR-ind, X) .

Rnalogno definiciji dimenzione funkcije 24ndX moze se
definisati i dimenziona funkcija <F-indX. Bitopolo3ki prostor
(X,%,2 ) ima dimenziju B-indXén, ako je incXén i RindXén, za
svako n € N.

Poznate su sledece osobine ovako definisane dimenzione
funkcije B-indX.

Funkcija B-indX je invarijanta bihomeomorfsnih preslika-
vanja na. Neka je Y podprostor bitopoloskog prostora X. Tada je
B-indY£B-indX. (v CHD)

33 DEFINICT J A, Neka je O!,?}Z, ) bitopolodki

prostor

3-Indy=-1, ako je X=g.

PI-Ind¥4n, ako za svaki zatvoren skup F 1 P-zatvoren
skup G u prostoru X, takve da je FaG=f, postoji Potvoren skup U
takav da je FelUclelUcX \G i J-Ind(J-FrU)én-1.

F2-IndX=n, ako je PLIndX<n a nije RlIndX<n-1.

F2-Ind¥=es, ako nebostoji néN tako da je ®Z-IndXén.

Analogna ovoj je definicija dimenzione funkcije
&2-IndX bitopoloskog prostora X. Bitopolodki prostor ima B-Indxén,ako

je AIndxén i LBIndxén.

Proiistiin sTedece osobine dimenzione funkcije
B-IndX.

Neka je dimenzija P2Indx bitopolodkog prostora X ko-
natna. Tada je X uzajamno normalan prostor. Dimenziona funkcija
JIndx je monotona po zatvorenim skupovima u obe topolegije. Neka je

(X, ) PT, bitopoloski prostor i B-IndX€0. Tada su topolo-

cije T i ol identiZne. [ v, C441)



o
)

Neka je (X,%,&)kvazimetrizabilan bitopolodki prestor
i A i B su podskupovi od X takvi da je X=AuUB. Neka je B-IncA<n,
B-Ind840, RIndAén iJIndAfn. Tada je B-IndXén+1.

Izmedju navedenih dimenzionih funkcija bitopoloskoo
prostora postoje sledeée veze,

Za bitopolodki prostor (X,H& ) je JA-IndX€d-IndX.
Neka je (X,T,R.) bitopoloski prostor i.‘lT1 topelogija. Tada je

3<indx¢ PlIndX. AN

Induktivne dimenzione funkcije u bitopolodkim prosto-
rima mogu se definisati 7 na sledeéi nalin.

34 DEFINICTJA, p-indX=-1, ako je ¥=f,

p-indX£n, ako za bilo koji reoularan par (P.0) rros -

tora X nostoji prearads B za koju je p-indB4n-1.

p-ind¥=n, ako je n-ind¥%n.a nije p-ind¥4n-1.

p-indi= o, ako nejednzkest p-ind¥#n niie iscunieneg ni

za jedno nd-1,

Za proizvoljan podskup A prestora ¥ je p-indA4p-indX.
fleka je p=-indX konzian broj. Tada je bitopoleiki prestor uzai:zmno re-
gularan. .
Poznate su sledece osobine direnzicne funkeije
p-indX.

Neka je bitopolodki prostor X uzejsmno reaularan. Tads
je p-indXén tada i samo tada, kada su ispunjeni sledeéi uslovi

a) za proizvoljnu tacku xe ¥ i prcizveTjnﬁ njen;ﬁﬂkCTﬁnu
0, postoji Tokelina 04,0 takva da je dc10, € O 1 peind(ZRFr(0, ))én-1.

b) za proizveljnu tatku x €X 1 proizvelinu njenu 2-oko-
linu v, postoji dokolina Vy, takva da jeilclﬁixc.?1 i p—ind{f;-Fr{¥1x)}én-1.

Ma osnovu oveg tvrdjenje jasne je du ‘= p-indX=C, tada
i samo tada, kada je X nula dimenzionalan prostor u smislu 3.1.defini-
cije.

Neka je u nas1ednoluzajamno normalnom bitonoledkem oros-
toru (X,Ql) dat skup Xo 1 u njemu tatke x5 & Xg. p-indy Xoén, tede i
samo tada kada se? -



a) u proizvoljnoj JFokolini l.1 sadrzi J-okolina
Ouoza koju je p~ind(X)NdFFro,  )én-1. .

b) u pro:zvol.]no.j J-oko'hm V. sadrii o-okolina

za koju je p-ind(X nﬁZ—Fr‘a’.l Yén-1, e

Neka je X nas]eﬁw uzajamno normalan bitopolodki pros-
tor. Za proizvoljna dva podskupa M, N.C X ispunjeno je

p-ind(M UN)ép-indep-indst,  ° (¥ [461)

SSDEFINICTIJANeka je (X,BL) bitopologki
prostor. pindX=-1, ako je X=#.

p-IndXén, kada za bilo keji normalan par (P,0) prostora
X postoji prearada B za koju je p-IndBZn-1.

p-IndX=n, ako je p-IndX4n.a nije p-IndX<n-1.

p-IndX= & , ako nije 'isnurrmjena nejednakost p-IndX<n
ni za jedno p2-1.

U sluCaju kada je p-IndX konaZno, bitopolozki prostor
je uzajamno normalan. Dimenziona funkcija p-IndX je monotena po
p-zatvorenim skupovima bitomloskog prostora X.

Neka je bitopolodki prostor X uzajamno normalan. Tada
je p-Ind¥n, onda i samo onda, kada su ispunjeni slede¢i uslovi:

a) za proizvoljan o~zatvoren skup F i za bilo koju
njegovu F-okolinu OF postoji Fokolina 04F takva da je ,,E-cw FCOF i
p-Ind(-@Fr(U F))4n-1.

b) za proizvoljan Pzatvoren sku_nCP i za proizvoljnu
lokolinu Ve postoji Zokolina V., takva da je Fcvpeve

p-Ind(22-Frv 1$)én-1. :

Neka je X nasledno uzajamno normalan bitopoloiki prostor
i X=AUB, ade je p-IndA¢n 1 p-IndB40. Tada je p-IndX<n+1.

Neka je nasTeno uzajamno normalan bitopclodki prostor
X= T X; i p-1ndX.€0 za i=0,...,n. Tada je p-Ind¥én. (V[#])

i SledeCe dimenzione funkcije definisane su koristeci pojam
pokrivata bitomloskog prostora. Kako Je moqu€e na razne nacine defini-
sati pokrivace ovih prostora, definisano je i1 prouceno nekoliko
razli¢itih dimenzionih funkcija.




3B6DEFINTICTIJA, leka je (¥,5,.0) bitoroloski
prostor, B-dinxén, eko za svaki kenafan, uzziamne ctvoren pokrived L

prostora X, prostoji konadan uzaiamno otvoren finiii nekrivaé U
tzkav da je ordU4n+1.

B-dimX=n, ako je B-dimX4n.a nije B-dir¥4n-1.

B-dimX=-1, ako ie X=ff.

B-dimX= coakc nije B-dim¥{4n za svako n>0.

MoZe se donazati da 'sada su X i Y bihemeororfni bite-
poloski prostori, B-dimX=B-dimY. Neka je B-dim¥n i Xy zatveren,
u obe topologije, podskup prostora X. Tada je B-dimxoén. lieka je
za bitopoloski prostor X B-dimX=0. Tada je prostor X uzajarmno norrzlan
i B-IndX=0, Iy

3.ZDEFINICIJA, Heka je (¥,22) bitonolodki
prostor. p-dim¥4n, ako su ispunieni slede¢i uslovi:

a) za preizvolinu familiju &L-zztvorenih skucova
dFy Li=tsu ok Y i proizvolinu fariliiu F-otvorenih skusovafu, | i=1,... k]
takvu da je F, (_U_l, i=1,...,k, postoji familija ?—otvcrernn skupovs 1
Jo. ] i=1,...,k} takva de je FiC0,€U s i=tyeun sk 1 ordLFro.| 1=, k]

b} za prmzvo)jnu fa'nﬂuu 9—z=tvnren1h s!'l..nova

%Q;‘)‘I 1....,k} i proizvoljnu fam1113u}otv‘§-enih skupova ﬁ li=1,....k}

=k takvu da je QJC\.-' 2. 1= 1....,k—; ﬁoston fam‘hja q?-otvcremh sh'r*c /2
ﬁw [RE 1,....k} takva da Jedcll; € Viy ds1,... K, ford JRLFrL | =1, 0y
" Neka je p-dimXén i x (_X p-zatvoren pods_| kun b1t-‘rn|c*kon
prostorz X. Tada je p-dim XO‘n Neka Jje za bitopolodki prostcr X
p-dimX=0, Tada je X uzajamno normalan prostor, (V-['ft':”
3.8.DEFINICTIJA, Dimenziona funkcija B-¢rX za bi-
topoloski prostor (X,7,Q) defini%e se na slede¢i raefin’
B-dmX=-1, ako je X=f.,
8-¢mX=0, ako se u svaki uzajamno otvoren pokrivaé prostora

X moZe upisati uzajamno otvoren pokrivac €iji je nerv poipuno neuredjen
skup,

B-dmX=ds N(X)-1, ako se moZe naci bar jedan uzaj: 7no otvo-
ren pokrivaé u koji setioze upisati uzajamno otvoren pokrivad ¢iji je
nerv_potpuno neuredjen skup i ako je dsN(X) konaino.




[
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(ds N(¥)=supdslifl) cde jest familija svih kona&nih uzajamne

LYY b

otvorenih pokrivad X, & nerv uzajemne otvorenoc pokrivafa se

definiSe na isti nain kao i nerv pokrivaca topolekog prostora X).

u L1

B-dmi=0, ako za svake ne N, postoji uzajamno otvoren
pokrivaé U takav da je ds‘h"i".l'lhn.

Funkeiia B-—dmx?crnnnotona po zatvore=-
nim skupovima u obe topologije. Neka su X i Y bihomeomorfni prostori.
Tada je B-dmX=B-dmY.
Izmediu ovake definisanih dimenzionih funkcija B-dmX i
B-dimX za bitopolofki prostor X postoji sledeca veza: B-dimX€B-dmX. (V'B‘l])
3.9.0 EFINICIJA. Neka je (X,BQ) bitopoloski prostor.
Bdimx=-1, ako je X=f.
Pd-dimXén, ako se u svaki P-otvoren konaZan pokriva& U pros-
tora X moZe upisati konalan g-otvoren pokrivaZ A", takav da je
ord V€ n+i,
- Qdimk=n, ako je P2dimxén, a nije Plinxén-1.
J2-dimX= 0 ako ne postoji ceo broj n>0 takav da je

RdinXén,
3,10.5S T A V. Neka je F Fzatvoren podskup bitopologkoa
prostora (X,%2). Tada je BdinF< P2dimX.
DOKAZ. Neka je Rodimtén. 1 neka je Y={ U kerf
T—otvoren pokrivaZ podskupa F. Formirajmo pokrivat U prostora X na
sledeci natin:
W=dyleeaYuixnr) | ade se uy = u! AF. Saca je U
‘]’-otvoren konatan pokrwat prostora X. Kake Jje ﬁ-d'imxin to se u ovaj
pokrivag mo!e upisati .2-utvoren konaZan pokrwnt 'U"- ‘f".f I&GAB takayv
da je ord V€ n+1. Tada je za svako deh, Y v! nF 1y 4y }.{(A}
J-otvoren konafan pokrivaZ od F. Kako je Ve bice ordVe€ ord v a‘-’n+1 i

S&dinf‘n. o

3.11.5 T A V. Neka je (X,F,2) bitopologki ‘prostor,
X'=AWVUB gde suA1B Q-ot\roren‘[ skupovi u prostoru ¥X. Neka je
Bsdimaén 1 PdinB=0. Tada'je Pl-dimkén+1.
' DOKAZ, Neka je fl =41 et} Potvoren konaZan pokrivac
pr'ostora X. Tada je 1! = ﬁ un A]uleﬂj Potvoren konatan pokrivaZ od
Aa U {q‘n n]unj ?otvoren konatan pokriva od B. Kako je F2-dimaén,
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to se u pokrivac 'L{!n‘o::e upisati «~otvoren konaZan pokrival
=4 :u.”j‘ takav da je ord U#n+1, Kako ]'e ?u?“vd*ﬂ3=0 to se u pokrivat y"
'noLe up15at1 dotvoren konaZ an pokrivac U= } q,{_M& takay da je
or d.'_fé 1. Tada je U= ki ]J.ehﬁ‘,}otxorer konaéan pokrivai prostora X,
upisan u Jotvoren pokrivaé Uprostora X. Tada je ord Vén+2 i Zldimkén+1.n
Oznacimo sa PdimX (o-dimX) dimenziju dim¥X u topologiji & (‘Q)'
3.13.5 T A V. Neka je (X,2) bitopolodki prostor.{ Pc £.
~ Tada je J2dimX€JdimX.
DO KAZ je neposredan,
3.18.S T A V. Neka je (X,D2) uzajamno Hausdmi“ov prostor
i neka su (X,P) 1 {X, L ) kompakti. Tada je Rldimx= PdimX=2-dinX.
D O KAZ je nposredan, jer je tada F=o2
3. 14.ST'AV. Neka'su (X, ) 1 (X, & )Hausdorffovi
prostori a (X,%2) uzajamno kompaktan prostor. Tada je Pd~dimX=PrdimX=ddimX
DOKAZ je neposredan
3.15.5 T A V. Neka je Q(.?l._'gluzajamna Hausdor‘ff_mr prostor.
Neka za svaki ?—otvoren pokriva& prostora X, postoji finiji Jotvoren
pokrivaZ, i za svakid-otvoren pokrivaZ prostora X, postoji finiji
Potvoren pokrivat. Tada je P-dimX=d-dimk=P2 -dimX.
DOKAZ je neposredan, jer je tada I=o
3.16.5 T A V. Neka je (X,3,2) bitopoloski prostor i neka
se u svaki P-otvoren pokrival prostora X moZe upisati i—otvoren pokri-
vaZ. Tada je J2dimXé2dimX.
DOKAZ. Neka jeﬂ?—otvoren konaan pokriva& prostora X.
Prema uslovu stava, u ovaj pokrival se moZe upisati ootvoren pokrivat”‘-
Neka je J-dimXén. Tada se u pokriva& )V moZe upisati Jotvoren pokrivad w,
takav da je ordW<n+1. Pokrivat W je upisan 1 u Fotvoren pokrivaz U,
ordW¥ n+1 i zato je Rdimk4n. o
3.17.5 T A V. Neka je (X, R ) bitopoloski prostor 1 neka
se u svaki d-otvoren pokriva prostora X moZe uu’sati P-otvoren pokrivaZ.
Neka je FJ-zatvoren podskup prostora X. Tada je PdimF<J2dimx.
DOKAZ. Neka je Y'= iU.‘].(e A} Z-otvoren konafan pokri-
vaZ podskupg F. Formirajmo pokrivaZ U prostora X na slede¢i nain:




1 = iUdMB\JlX\Fj , gde. je !{ = U nF. Tada je i
«-otvoren konacan pokrivaZ prostora X i prema uslovu stava moZe
se u njega upisati ?—otvoren konaéan pokrivacl 'LE {\{* |.15A} pros-
tora X. Xako je.’?.’l—d'i'mx‘n, to se ovaj pokrivac moZe upisati
,Zotvoren pokrivac U= in].LcA} takav da je ordlW4n+1. Sada je
51«! «€R) Jotvoren pokrivat od F, dde je za svako oeA
H;_ WAF. Pokrivag ¥W'je upisan u Fotvoren pokrivae U= VI-w"tﬁ
ade je V = | nF 2za svako «¢A. Kako Jeﬁll."b':ée ordW"‘ord‘WénH
i ﬁ-d‘th-n.

3.18. S T A V. Neka je (X,22) uzajamno Hausdorfiov
i B-kompaktin bitopoloiki prostor. Tada je P-dimk=d-dim¥= Pd-dimX.
DOKAZ je neposredan.

3.19.P R I M ER, Neka su (X,& ) i (X,) T,-pros-
tori, Neka je T= =X, 42} » j!_'[l hx, 4bY o BY 1 x=ab} . Neka je
(X,3,2) bitopoloski prostor, U={X, {a}} T-otvoren a U= Ix, 4ut}

.{-atvoren pokrivag prostora X. Tada je Z3dimX=2 a FdimX=2-dim¥=1.

3.20. S T A V. Meka je Fl-zatvoren podskup £Jkomnaktnoa
bitopolodkoa prostora (X,72). Tada je 2-dimF¢5.idimX.

DOKAZ. Neka je = ’;U ] i=1, ,ncj,?-otvoren pokrivaé
stkupa F. Tada je ’ll" {U ] i=1,. ...kju{X\F} &atvoren pokrivat pros-
tora X gde je U -I.I nF za svako i=1,...,k. Kako je prostor X JPkompak-
tan, to postc,]'i konat‘.an Totvoren podpokri vat‘.?pokr"wa(‘.a U, Kako je

l—d:mx‘n, u ovaj pckrwar‘.'t' moZe se upisati konatan J-otvoren pokrivaé
' W | R 3 [P S takav da je ord W'n+1, Tada je ‘WJIF iﬁotvoren
pokrivag od F,WeW'i ordW4n+1. Zato je 2-dimFén. o

3.21.5 T A V. Neka je (X;%.&) uzajamno normalan bitopo-
103ki prostor. Tada je .?Q'\ldimxén, ako za svaku biotvorenu kolekciiu
{U,]] 'i=1....,k} i -zatvorenu kolekciju 6F1 | 'i=1,....k5}takve da je

FoCU, za i=1,.00,k, postoji. Fotvorena kolekcija 'Iivi }1'=1,....k_!(
takva da je FycV; Uy i=1,00u,k 1 ord §Fr(Vy) Ji=1seiky 4.

DOKAZ, Posmatrajmo konacnu Totvorenu kol ekciju
{U 1 % PR }‘J-Zatvnrenu kolekciju 4F.| i=1,...,k} sa F, ;CU;. Kako
je X uzajamno normalan prostor, posto;a tvorena ko?ekcua {V ] i=1,.. ,kj
takva d2 je F.cY; C,Z—c‘w cl, i orc",é’-‘r'r{‘l }] it!,...,k!{ 4n, leka

je 8.=2 ""\L:’li .. Tada je ard 1’* 51-1 h{ npet o “ufl m!,...,kh“
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'oZe se izabrati .‘E~cwcren
pokrivag ¥ takav da za svaku tacku peX, S(p,})= u‘Ul pe Uea ¥
see najvise n+1 ¢lanova fami]ije/]G. (IR . 1 takav da je 'Lfc./' M35
gde de U= fu, X NGy A=A du ] 5t k) | Ul svako
=100k Neka je W —S{G RIS u{u)LeL Uné, = fgl.
Bice W, Uy, i= Tyeuesk 1 OPWenst, s huyl s 1.....k5.
Sada je Jotvoren pokrivag W upisan u P otvoren |::ok1r*n.ra<‘.{‘.f,I ) i=1....,k§
i2-dimXén  (J-dimX4n). o

zatvoren pokriva reda ¢ n+1 i G.cl.. ¥
Rt

3.22DEFINICTIJA, Neka je (X,2. ) bitenoloZki
prostor, 2dr¥=-1, ako je X=f.

P—dmX=0, ‘ako se u svaki konaZen
X mofe upisati kenalane-otvoren pokriva? #9111 e nerv potpurs neursiien
skup.

P.otvoren nokrive? orostors

2)ldm¥£n(n >0), ako se v svaki konafer Potvoren nokriveZ U

# b

prostora X moZe upisati konafzn Jotvoren ccirive? Vtaksv dz je
dejilEn+1,
DdrmX=n, ako je Pdr¥#n 2 nije DidrX4n-1,
]

M-dr¥=00, ako nenostoii cec broi n»0 takev da je
Qdmi<n, N
3.23.5 T A V. Neka je F Pzatvoren podskup biterclofkeos

prostora (X.4). Teda je RdmF< S2cry,

DOKAZ, Neka jefidm¥én(n>0) i neka je ¥ b lug F
konagan T-otvoren pokrivaé pedskupa F. Formiraimo konacen F-otve
pokrivaé W prostora X na slede¢i nadin:

W=fulkeafulan FY 5 ode de U =) AF za svako e b Kako
je 1)-dm¥én, u pm.rwacﬂwoﬁe da se upiSe konac=n J-otvoren rokrival
ﬂ'—“ﬂ}aﬁ}takav da je ds,‘.{tlfnﬂ. Tada je ’I}'—ﬁ &Iiureﬁ. , cde je EL -‘i: nFe
2a svakode A, kenaiand-otvoren pokrivaf podskupnz F i bice Ve U.j et
m['.rldf(v‘}. Zato je d&?i..r‘)éds'lf(lf;ém-. i PecmXén, n

3.24,5 T AV, Heka je F Jzatvoren nodskup bitercleiken
prostora (X ?2}. Neka se u svaki Jotvoren pokrival rrostors Y rofe
upisati Potvoren pokrivaé. Tada je R drFé TdmX.




Neka je BdmX4n (n>0) i neka je ‘1(J={ U:(k"- A}
J-otvoren pokrival podskupa F. Formirajmo &otvoren pokrivaé pros-
tora X na slededi naE_in:u:{LLheAﬁu{X\ F}[ , ade je U‘i =[£Lr\ F za
svako «& A. Prema pretpostavei u ovaj J-otvoren pokrivag U moZe
se upisati J-otvoren pokrivaé V= %VJ&AH . Kako je 2ldm¥X4n, to se
u pokrivaé U prostora X moZe upisati konadanj-otvoren pokrival
W= Jllij.geﬂ\_‘[ , takav da je dsK#n+1, Tada jewi= {lﬁk&Aﬁ , ade je
Ni = W nF za svakode A, d-otvoren pokrivat podskupa F, upisan u
9-otvoren pokrivac {'= ‘]‘Q}a,ﬁj , gde je \ﬁ=‘§‘_ nF za svako «€ A, Kako
jeWWbice dsh¥dsh(ifn+t i RdnFén. o
3.25. S T A V. Neka je (X,%) bitopolodki prostor i
fdnX2n, Neka je F 2zatvoren podskup prostora X. Neka se u svaki
J-otvoren pokrivaZ prostora X moZe upisati P-otvoren pokrivaZ. Tada
jeddmF=2'dmX.
DO KAZ je neposredan.

3.26.5 T A V. Neka'je F &zatvoren podskun 2Zkompaktnog
bitopologkoo prostora’ (X,2,.2). Tada je Z-drF<R2dmX.

DO KAZ lako sledi iz definicije ﬁkompaktnog prostora.

3.27.5 T A V. Neka je B-dmG4n, za svaki Fotvoren skup G
bitonoloZkoa prostora(X,RJ). Tada je §2dmAn, za svaki podprostor A
prostora X.

DO KAZ. Neka jell=4u; [3=1,....p§ Potvoren pokrivas
podprostora A, Za svako U.s J=1,...,p postuj'ifﬁ-otvoren u X,skup Vi
takav da je U,=AnV.. Kako je G\fj@otvoren skup i&l—dm{\;\fj)én, postoji
familijall= Wi [ 1=1....,r} upisana u ij ]j=1.....p§.
Familija I je Qotvorena i dsiZn+1: Sada W™= JW. A | i=1,...,r]
pokriva A, J-otvoren je, upisan ul| idsMWrdsh¥#én+1. Zato je

YdmA<n, o

3.28.L E M A. Neka je (X,2.2) bitopoloski prostor i
F Zzatvoren podskup od X. Neka je (X,2 ) normalan prostor i 2dnFén.
Neka je = AU,....,U } Potvoren pokrivaZ prostora X. Tada postoji
familijall= HN,,...,‘:JT} skupova koji su J-otvoreni u prostoru X, pok-
rivaju F, up'iséna ulli dshWén+1.  (nh>o)




DO KAZ, Neka je U= U, nF,...,u 2 F) Jotvoren
konaZan pokrivaé podskupa F. Kako je Z2drF<n, u ovaj se pokrivaé
moZe upisatiJeotvoren pokrivaé U= 5V1 ,...,‘er takav da je dsifl4n+!
(n>3). Kako je (X,.l) normalan prostor, moZe se upisati u pokrivaé 'U'\
J-otvoren pokrivag ?f"- I,V \r'r_'| takav da:ec1J c".f za svako i=1,...,r.
J-zatvoren pokrwaéiﬂ\'T...d\f }podskupa F jei J-zatvorena fam'ih,]a
skupova u prostoru X, Za svaku familiju J-zatvorenih skupova normal-
nog prostora (X,o-) postoji r'amh;a’w”-{l | i=1; ,r-5 Lotvorenih
skupova, takva dajeei;cW;, =1, s g ch‘1 Yo ncl‘f' }? l-.'1n....-,1-1r=ﬁ.
Familija lﬂ'={b.'1,...,l€r5 ispunjava uslove leme. O
3.29.5 T A V. Neka je(X,%) bitopolodki prostor i
X=AUB, ade je Adzatvoren podskup od X a (X,ol)normalan prestor.licka
je PlemAém, PdrBén i neka se u svaki Jotvoren pekrivaé prestora ¥ refe
upisati Zotvoren pokrivac.Tada je PdmX£men+1.

DO KAZ. Neka je J= &U fi=1 ...,k}_»otvoren pokriva

prostora X iAdzatvoren podskup od X. Tada postoji familija [U= { ]1 1, j
.Z-Gtvoremh skupova u prostoru X, koja pckriva A upisana je ull i ds,‘p.’.}-’nﬂ

Oznadimo sa I~‘--}<\S}l-l1 sezatvoren skup. Tada je FcB i R-dmF4n. Postoji

familija Zotvorenih skupova u prostoru X, D= 'iD |ist,... .k} koja pok-

riva F, upisana je ull ,takva da je dsﬁé}“nﬂ Tada 391[ 41-!1,... M

D1,...,Dkﬁj.atvcren pokrivaé prostora X, upisan u otvoren pokrivaé {3

ds’f(TnéMmi-Z. (m>0, n>0), Zato je B-dm¥fmen+1. O

3.30.S T AV, Neka je (X,?,2) bitopoloski nrostor i X=AuB.
‘Neka Je (X.) nasledno normalan prostor iP)dmAZm, ?,_Z_’-dﬂﬂé’n. Tada je
D-dm¥éran+1,

DO KAZ. Neka je Ji= 4U ]1 ;P ..,pj?-otvcren pokrivaé
prostora X. Tada je 1[7 lll} nAli=1,.. .,p& Potvoren pokrivag od A i
1[“ {U nBli=1,,.. .“gotvoren pokr‘waﬁ od B. Kako jeRldmiém, u pokrival 1{
moZe se upisati }otvoren pokrivag 1"’:: {V | i=1,. ..,p}takav da je
ds's['h,‘i-lm-'l (m>0), Kako je %-dmBén postoai}c*voren pokrivaé
W—J‘H | i=1,. ...pj upisan u pokrivacu , takav da je dsAi% 'n+‘I (n>0).
Prema Temi Ceha pnstoje.?—otvoren'l pokrivati 1= ‘{V | i=1,...,rk i
W'-*H |j= ,...,s} takvi da je V. C"'1 ‘H .:w ade su V W. J-otvoreni
skupcu\n u prostoru X za 1=1,...,r.. j=1 .....s Tada Je ds’]{p ém+1,
a1 1 ANV, aeneaV s Wysen M} € mims2, Pokrivat e VeV Wy W

je J-otvoren pokrivaZ prestore X, unisan u Zotvoren pokrivat
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3.31.5

e F J-zatvoren nodskup bitooclodkea

prostora (X,22) | sa  ™MerTén i (X,2)normalan orostor. leka je

M-drken, za svaks J-zatvoren pedskup K prostora X, takav da Je !(nF=?f.
Tada je Ddridon+.

DOKA Z.Neka jeu={u1....,usﬁfntvoren pekrivaé pros-
tora X. Tada se moZe upisati u pokrivall familija J= ﬁvp...,vrj s
takva dal'pokriva F, V; su Jotvoreni u prostoru X i dsifiZn+1. Neka
e A=V,u ... UV dotvoren podskup prostora X. Za Jzatvorene skupove
F 1 X\ A postojed-otvoreni u X, skupevi P i 0 takvi da je FCP,X\ACG
1-c1Palc10=f. Kako je X\ P Jzatvoren skup u X i (X\ P)nF=f.Tada
je, prema pretpostavci,?2dm(X\ F)én. Tada se uPotvoren pokrivaz U
prostora X moZe upisati familijaW= ﬁw1,...,wk5 Jotverenih u X skupo-
va, takva da je dsl{léh+1. Sade Je familija 7= {Vy,ou ¥ Myuuistty
Jotvoren pokrivaé prostora X, upisan u Potvoren pokrivaé (i dsfn’f'?l;£2n+2.
Zato je W=dmx€2n+1, g

3.32.S T A V,Neka je (X,2.) bitoooloki prostor.
X=AUB. adaje (X,2) normalan prostor, A Jzatveren podskup ;d X sa
,J.drr.ﬂ.ém i JdmBén.leka je mogu€e u svaki T-otvoren pokrivaé prostora ¥
upisati Jotvoren pokrivaZ, Tada je22dmy<r+n+1.

D0 KA Z. Neka je lf={u, Ji=1,...,k} konacan Potvoren
pokrivaé prostora X, UpiZimo uu_.lotvnr-en pokrivaté V. Prema oscbinama
dimenzije JdmX moZe se konstruisati J-otvoren pokrivac Wprostra X, upi-
san uVi u Rotvoren pokrivaé {prostora X, takay da je dsN(i}4mens2,
Zato je DlamXZmin+t. g

3.33.5 T A V. Neka'su'A., i=1,...,s Pzatvoreni i
d-otvoreni podksupovi bitopeloskog prostora (X,.’f,‘,’i). Ake je X={}Ai.

A,i(\Aj =ﬂ ze ifj i ?l-dmAién,.'iﬂ,...,s.‘ Tada je PlarX<n.

DOKAZ, Neka je il= J)Us| s=1,...,1] konagan T-otvoren
pokriva prostora X. Tada su ‘1(‘=1 us“Ai ] s=1,...,1_‘]?-otvorem' pok-
rivali prostora A, i=1,...,s u koje se mogu upisati Jotvoreni pok-
rivaci = {vj]j=1,....q1.5 takvi da je dsK(UJén+1 (n >0). Familija

‘Wﬂ V; | j=1....,qi, i=1....,r}je l—gtvoren pokrival prostora X, upisan
u 3otvoren pokrivaz U . Tada je.'ﬁl'}n#{vcquﬁ]if'l i dsMu¥n+1, Zato je



_dmisn. D
3.3 DEFINICIJA. Neka je (%T ) eA familija
bitonolodkih prostora. Diskretna suma dula ;.":r-f:stc;'r-ar Yo je disjunktna
sura LU¥ skupova X snabdevena sledeéim tonoloaijama: skup O je
Totvoren u duX,_ ako i samo ako je svaki skup 0n ¥y fotvoren u prostoru
X #¢ A i SRUI; V Jotvoren u du ¥«.ako i samo ako je svaki_skup VnX
Neotvoren u Drestoru Yei za SvakodeA.

Ll

3.35.5 T A V. Neka je duXy diskretna suma bitopolodkih
prostora (¥,24) i (X.;,_;Z;(L) normalan prostor za svako oA, Tada je
Fdn(d Uk )ésupl dmiy  (B2dim(d ke )ésupdddimte ).
O o, - ol

DO KAZ. Neka jeRmX, € n,d€A, n>0. Neka je
"J'=l~‘. | i=1 ,....sj konacan Fotvoren pokriva& prostora X=QJ& . Za svako

1
{€A u pokrivad {ldigxx‘l |'i=1,....55 upidimo Jotvoren pokrivad 'L;_ prostora
Xt s takav da je ds.k'{g‘-’nﬂ. Familija 1,’=i11£je JDotvoren pokrivaé prostora
X, upisan u pokrivatiyi dskli#n+1. Zato je Zl-dmxén.

S1iZno se dokazuje tvrdjenje sa BAdimX. o

3.36.5 T A V. Neka je (X,P.)2Pompaktan bitonoloski pros-
tor i neka skup AcX ima oblik Fs u normalanom prostoru (X,00 . Tada je

Q-dimA€22dimX,
DOKAZ. Neka je skup A~ prebrojiva suma.zatvorenih
skupova A, i=1,2....Tada je Jdimh € B2dimK, i=1,2... Prema teoreni
zbira za dimenzionu funkciju dim je a-dimAés::r &dimiéﬂdimx.
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POPIS POJMOVA

Biirezolutno preslikavanje
Zineprekidno preslikavanie
Bitopoloski prostor

3 kompaktan

MN-uzajamno T0
- FHP=-uzajamno Tg
- polukormpaktan

- povezan

= uzaiarno normalan

- uzajamno potruno normalan
= uzajamno polu TO

- uzajamne polu T1

- uzajamne polu T2

- uzajarno oolu R0

- uzajamno renylaran

- yzajamno Rg

- uzajarno T1

- uzajamno T2

DIMENZTJA B-dim

- S=-dm

- 8-ind

- 8ind

- dim
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DIMENTIJA
~2Din
e

- i

=33dm

DISKRETNA SUMA PREOSTORA
¢~ preslikavanje

Hauzdorfov par skupova

Irezolutno preslikavanje

Klasa prostora jako aditivna

- monctona

- teopoledki zatvorena

- nerv pokrivaca

- normalan par podskupova
T- cranicni pokrivaé
Peluckolina

Poluzatvorencst skura

69

26
56
59

22
4g

5, 46
18
18

Pregrada nermalnoa para skuncva §

Preslikevanje polubinepreking 24

- polubiotvoreno

- poluneprekidno

- poluotvereno

= skoro otvoreno

Prostor polu Tc

- polu T1

- polu T2

- pedpuno normalan
Razbijznje prostora skupovno
- topolosko

Reaularan par skupova
Simplicijalni kompleks
Skup kanonski zatvoren |
- p-otvoren

- poluotvoren

- poluzatvoren

28
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