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1.UVOD

Bitni rezultati u teoriji funkeija vi&e kompleksnih
promenljivih odnose se na algebarsko-topoloéke rezultate H.Kar=
tana, sa efikasnom primenom teorije pramenova, i doprinos Ja- -
panskog matematicara K,Oka. Zato se, Cesto danas, centralni
deo teorije funkcija viSe kompleksnih promenljivih zove teori;f-
jom Kartana-Oka. Ovaj deo teorije, kao i mnoga otvorena pita-ﬂj
nja u teoriji funkecija vide promenljivih, nemaju nekog intereT
sa u teoriji funkcija jedne kompleksne promenljive - podto se
analiza viZe kompleksnih promenljivih, uglavnom, razlikuje od
teorije jedne kompleksne promenljive. Nave3éu neke od tih raz-
lika:

1. Analitidka funkeija viSe promenljivih u nekoj ob-
lasti ne moZe imati izolovanih singulariteta /teorema Hartogsf
Osgud~-Brauna 1z ,{:gzj /7 :

2. Ako je K kompaktan skup u (*, tada je K Jé; .
e )| & ’Yﬂg)& I(2)) , za svaku racionalnl ¢ funkciju
RCZ) ¢iji se pxlovi ne nalaze u Kj. Medutim, u c" (M)
isto ne mora da vaZi. Na primer: K = Stgeo:“('n,s,'z,);o<_"é,&i§— 2\ &
Rf#{‘&e&“(m,z):\us)l £ MOX | LR , za svaku racionalnu
funkeciju IL(R) &iji su poloviKvan K },

3, Svaka oblast D iz je holomorfno-konveksna, to
jest ima sledeéu osobinu: ako je K kompaktan skup u D, tada
je i skup ﬁH(DT %_‘SE:Dj 1{1(5)1 4 /Yn‘gx \.e.(z.)\ , za svaku ana-

liti¢ku funkeciju u D} y takode, kompaktan. Ovu osobinu nemaju

sve oblasti iz (D“('YL}Z) ’



4, Za svaku talku sa granice oblasti D iz @4 pos-‘
toji analitidka funkcija u D koja se ne moZe analiticki produ-
Ziti kroz deo granice oblasti, kojem pripada ova tadka. Oblas“g
D iz Q'“, sa pomenutom osobinom, zove se oblast holomorfnosti,
Znaé¢i, svaka oblast iz @ - Jje oblast holomorfnosti. Sa druge
strane, svaka analitic¢ka funkcija u oblasti D = g_z—eﬁ,‘n (M2
2) . 0 1E-%IKR f sy Po teoremi Hartogs-Osgud-Brauna R4},22],
mo¥e se analitifki produZiti u oblast D =lze€™ (M3 2) !
12-2,1< R} , te D nije oblast holomorfnosti.

1.1. Oblasti holomorfnosti

MoZe se primetiti, prema prethodnom, da pojedine
osobine nekih oblasti iz -V(Em nemaju sve oblasti. U vezi toga
napomenuéu i klasu pseudokonveksnih oblasti: ako je za ma ko-
Ji kompaktan skup K iz oblasti D i skup K ‘&36. D: \‘P(S)‘
4 "m&x\b! , za svaku plurisubharmonisku funkc:l;]u 13&) iz D }
kompaktan, tada se za D kaZe da je pseudokonveksna.

Prirodno se nameée pitanje da 1li su u nekoj vezi, i
u kakvoj, ove tri klase oblasti. Najpre je dokazano da ;jé sva-
ka oblast holomorfnosti pseudokonveksna {19 , T24) . Zatim,
1932.godine H.Kartan i P.Tulen {9] su dokazali da je holo-

morfno-konveksna oblast, istovremeno, i oblast holomorfnosti,

a Benke i Stejn su utvrdili i obrnuto svojstvo L[2] .



E.Levi je 1911.godine postavio hipotezu /problem
Levi (28} : ako za svaku tadku 3 sa granice oblasti D posto~-
ji okolina U i analitidka funkcija u U N D koja se ne moZe
analitidki produZiti u tadku § , tada postoji analitidka fun-
keija u oblasti D koja se ne moZe analitidki produZiti u tad-
ku § . Ovaj problem resSio je K.Oka, a samim tim je dokazao
da je svaka pseudokonveksna oblast i oblast holomorfnosti.

/1942.godine za n=2, 1953. za n> 2 (44J/

Pored reSenja problema Levi, od Oka potidu i izvesni
rezultati iz teorije aproksimacija [14]:

1. Svaka analiti¢ka funkcija u okolini kompaktnog
skupa K moZe se ravnomerno aproksimirati polinomima na K, ako:
je K = l’{\‘,-: &S B TCI P4 /YYL&..K\'\s(})\ y za svaki polinomi ;

2. Svaka analitidka funkcija, u okolini kompaktnog
skupa K iz oblasti holomorfnosti D, je ravnomerna granica ana-
litickih funkecija iz D - ako je K = ﬁ\-\(\))' Isti rezultat Jje
uopSten Sto se umesto oblasti holomorfnosti moZe uzeti mnogo-

strukost Stejna C¥l-

Primeéujemo, iz dosad izloZenog, da su holomorfna
konveksnost i pseudokonveksnost bili predmeti istrazivanja od
velikog interesa, i ne tako brzo dobijeni, ekvivalentni uslo-
vi za holomorfnost oblasti. Pored ovih ekvivalentnih uslova,
francuska Skola H.Kartana dala je algebarsko-topoloSke uslove
&), dok od L.Hermandera potidu kao uopStenje leme Dolbo-
Grotendika [24),022) - Ova lema - poznata kao "problem delta



sa crton" - sastoji se u sledeéem: Za svaku beskonadno-dife-
rencijabilnu /p,q+l/-formu1‘z- ( P 0,a} O) u polikrugu N,
zatvorenu u odnosu na operator ‘3', postoji reSenje sistema
prarcijalnih jednadina §UF=# y U svakoj oblasti D koja Jje re-
lativno koumpaktna u T} . Vide od toga, resSenje definiSe bes-
konaéno-diferencijabilnu /p,q/~-formu u D. Od L.Hermandera ({24]
imamo sledeée rezultate:

1. Za svaku beskonaéno diferencijabilnu /p,q+l/-
fomu£ (pz, o, ay o) ) u pseudokonveksnoj oblasti D iz G:n,
pri Cemu Jje 4 zatvorena u odnosu na @ , postoji reSenje sis-
tema parcijalnih jednadina 57{'—'—?2 u D, i pri tome je WU besko-
na¢no~diferencijabilna /p,q/~forma u D;

2. Ako u oblasti D, za svaku beskonadno-diferenci~
jabilnu /0,q+l/~formu f /q 3 0/, zatvorenu u odnosu na 2 R
postoji reSenje jednaline 5%‘-—"—{ (. Jje beskonaéno-diferenci-
jabilna /0,q/-forma u D/ - tada je D oblast holomorfnosti.

Dakle, prema reSenju problema Levi, sledi da su us-

lovi u 2., potrebni i dovoljni da bi D bila oblast holomor-

fnosti.

l.2. Pramenovi i analitidke

funkciJe.

U svakoj tadki Z iz oblasti D iz @', preko klase
lokalno-analitickih funkcija u D /funkcije koje su analitidke

bar u jednoJj tacki iz D/, moZe se uvesti relacija ekvivalen-
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cije: £ 92‘6 , ako su -f i ,9_ jednake u nekoj okolini tadke
Z . Svaka od klasa ekvivalenci;je C(i:,ﬁ):—{(g‘—:%fzgj zove se
klica funkcije ﬁ u tadki 2 . Neka je, dalje,’}{é—z {C_L%)ﬁ);f
je analitidka u tadki 2—} iFHO)= &Uﬂ;ffé, Pomoéu topologije iz
D, dakle otvorenih skupova iz D, moZe se definisati topologi-
Jja u ’ff(D). Naime, za analitidku funkciju -}e u otvorenom
skupu GC D imamo okoline, odgovarajuéih elemenata iz 'ﬂ(D),
C.L% g)SL (2 )9 g Je analitidka u Gg U svakom od skupova
3 imamo strukturu komutativnog prstena. Zaista, zbir i pro-
izvod klasa ekvivalencije je definisan zbirom, odnosno, proiz-
vodom funkcija: C(Z—,{).\,C(})g):ﬂ%)f.\-%) R Q(Z,_ﬁ).C(%,g,),_—C(sz,g);
Konacno, moZemo definisati preslikavanje 13 » prostora ?((D)na
D: p(C(2£)=2 . Iz definicije topologije u FUD), P Je lokal-
no-homeomorfno preslikavanje. Dalje, svaka analitidka funkci- E
Jja :f. u otvorenom skupu G < D odreduje neprekidnu funkeiju
:z: G—> FL(D) sa osobinom 1305-: ID . No, i neprekidnoj
funkeiji na otvorenom skupu G € D, sa vrednostima u‘ocf(l))éija
je kompozicija sa ’]: Jjedinicéno preslikavanje, jednoznadno se
korespondira analitidka funkcija u G. Zato se takve neprekid-
ne funkeije, koje se zovu sekcije, identifikuju sa lokalno-
analitidkim funkcijama u D.

Buduéi da jJe T,C{E prsten sa jedinicom bez delitelja
nule, moZe se formirati polje odnosa -Mg: u’f( y pomoéu rela-
cije ekvivalencije u “f{,__x ('ﬁz\iob (€@, C(z g,,))~(€(lm(l(é,g§)
ako je C(2 ) C«&)ﬁﬂ -Ci f,_) C@, 84) Kao $to se topologija
uvodi u ”g{(b), slicno se moZe uvesti i u M(D) U_M . Isto ta-



ko, sekcije, na otvorenim skupovima iz D sa vrednostima u-ﬂ(«D,
se identifikuju sa lokalno-meromorfnim funkcijama u D.

Prema prethodnom razmatranju, moZemo zakljucéiti da
su‘ﬂ(D)i JX(D} pranenovi /klica holomorfnih, odnosno meromor-
fnih funkcija/ komutativnih prstenova, odnosno pramenovi vek-
torskih prostora, nad oblasti D. Jer, u svakon slogt173(2) gyi,
odnosno 73 ()= Jﬂ(g: , imamo strukturu komutativnog prstena i
strukturu vektorskog prostora.

Ma koji otvoren pokrivad QQ/ oblasti D odreduje ko-
homolodku grupu dimenzije p /p=0,1,2,.../ HIP(LU,? ’?;Z(D)), sa
vrednostima u pramenu ?ﬁ@bk TopoloSkim limesom, preko famili-
je svih otvorenih pokrivaéa oblasti D, definisana je p-dimen-
ziona kohomoloSka grupa H ([)ﬁQD» /p=0,1,2,.../ oblasti D sa
vrednostima u pramenu 7{“)) L] EZﬂ [221 Grupe H (DX(D) ;@
Qk—-gud_g , u opSten slucaju, ne moraju biti izomorfne. Je—f
dino 8to se zna, to Je da iz trivijalnosti grupe H (D'X D})
sledi trivijalnost H CUjffbﬂza svaki otvoren pokrivad QLJQI
Isto to vaZi, ako je D ma koji Hausdorfov prostor i ch, bilo
koji pramen nad D. Takode, ako Jje E;Q pramen klica beg™ 'qé;'
no-diferencijabilnih /o,q/-formi nad oblasti D, tada su grupe
Hb(D, E’i) i H'P('u,)éi) trivijalne, za svako p » O i svaki
pokrivad oblasti D [§7} . Dalje, ako je:fé‘pramen klica besko=-
nadno-diferencijabilnih, O -zatvorenih /o,q/-formi u oblasti
D, koristeéi lemu Dolbo-Grotendika, Dolbo L51 je dokazao tad-

nost niza



odnosno tacénost niza
0—> R0, L) = HP(D,Xg) - WPCD, P
—HP(D, L)~ KT (D, L.q)— - - s
U istom radu nalazi se analogan rezultat, pri demu se za ele-
nente pokrivacda °ll_=.§ Ug& uzimaju oblasti holomofrnosti, tako_.
da iz tadnog niza /1/ sledujé takav tadan niz, $to se umesto
D u nizu /2/ mo¥e uzeti 44 . Time se dobija poznati izomor-

fizam Dolboa Eﬂ
WO 30)= WP, R = WD R Y= = N F Y b° (D“i,,)[H b3E

(W, ) 2 1TOL) = HP (U= WU H)

O&igledno je da su O(D I‘o> i R° (D ag) )
globalne sekcije respektivno pramenova If‘ 1 9%} , dakle to |
su sve beskonaéno-diferencijabilne 0 -zatvorene, odnosno ko=
graniéne, /o,p/~forme u D. Iz navedenih rezultata HermanderaLM],
[22] za holomorfnost oblasti D, dobija se ekvivalentan alge- k
barsko-topoloski kriterijum: H"O( D)?CU))): 0, 13> 0.

Navedeni uslovi, koji su ekvivalentni holomorfnosti
neke oblasti D, odnose se u @7). y zan 2 l. Kao Sto smo prime-
tili da je svaka oblast u (E‘ y oblast holomorfnosti, to su da-
ti uslovi ispunjeni u svakoj oblasti iz (EA . Dalje, svaka me-
romorfna funkecija u oblasti nozZe se definisati kao sekcija m:
D>/ . Prema teorenmi Mitag-Leflera, ako je Q{—_— {un}m.—/v na
koji otvoren pokrivad oblasti D iz €' i {ﬁ’hgné'}familija ne-

romorfnih funkcija u WUp , takva da Je ﬁ’m"’ f,n analiticdka u



E%“(] DYL’ tada postoji meromorfna funkcija f u oblasti D,
pri Cemu Jje 4--¥q1 analitidka u svakom od skupova WA »
Pored toga, $to trivijalnost grupa Hﬁtqjl) karakte~
risu jednu klasu oblasti, ta trivijalnost ima jo§ jednu anali-
ticku dimenziju na osnovu koje se do8lo do primene kohomoloske
teorije u kompleksnoj analizi. Pomoéu prethodne tretirane ne-
norfne funkcije f i familije igm} dobijamo novu familuju %ggé
= £_gm g sa osobinama: 1. {_g,n} su analitidke u Um,
2, N,M,:-' f,m- fnu UmnO 3. E:wm su analitidke u UmMUni
4‘&‘;'?{;{@0717{“’“ UmNUy, . No, ako je data ma koja fa-
nilija funkcija %Gﬂnn}korespondirana presecina parova elene-
nata nekog otvorenog pokrivaca QL==§Lbhgne” oblasti D iz qf
sa osobinama 3. i 4., tada postoji familija funkcija %(lh} ,
takva da je ispunjeno 1. i 2. Ovo tvrdenje Jje direktno ekvi-
valentno trivijalnosti HA(DﬁRa grupe, odnosno grupe}P«Kij>.
Zaista, prema %. i 4. sledi da Jje %Qamm} kocikl pokrivaca QL
reda 2, pa prema tome Jje jednak nekoj kogranici istog pokri-
vada. Takode, teorema Mitag-Leflera je u suStini trivijalnost
grupe LP(D;RQ . Kontraprineron se noZe pokazati da prethodno
tvrdenje ne mora vaZiti u svakoj oblasti D iz @m my 2,) s
to Jest da za korespondiranu familiju funkcija nekog otvore-
nog pokrivada oblasti D, sa osobinama 3. i 4. postoji nova
fanilija funkcija takva da je ispunjeno 1. i 2. Znadi, ovaj
problen - poznat kao aditivan /ili prvi/ problem Kuzena E@l,
21,0241, 022) ,- nije refiv u svim oblastina iz @"(’h;z) .

Najpre Jje H.Kartan[ﬁ]izadoéao do &injenice, da iz reSenja



aditivnog problema Kuzena u oblasti D iz Q:Z s sledi holo-
morfnost te oblasti. Medutim, za oblasti iz (\:n(?’l}?;) isto ne
mora da vazi. Najzad, resenje istog problema je ekvivalentno
W ([),Tfe):o, ili \—Y‘(M}f()—:o za svaki otvoren pokrivadfll ob-
lasti D iz QE“ . Primetimo i to, da iz trivijalnosti grupe
“P(QR) za ’PZ/Q , ne sleduje i trivijalnost grupe HP((U)”;(’_) ‘
za svaki otvoren pokrivacl ('?L . Bolje reéi, H1°(cll)’f€)=02a svar
ki otvoren pokrivad, je jadi uslov od H*(}){ft)::(). Dovoljne
uslove za izomorfizam grupa \¥P(D;%3 i \yP(qx)j{) dao Je Lere
{31 . Dalje, prema definiciji pramenaiﬂxQ)nad oblasti D, sek-
cije pramena i grupelfpcujjt), moZemo uzeti da je Lﬂ°(Q{¢?}=Q
u izvesnom smislu, ekvivalentno reSenju uopStenja aditivnog |
problema Kuzena. Zaista, uolimo sludaj za p=2. Tada iz . .
HQ’(‘U)'fﬁ)-:Q sleduje: za svaku familiju funkcija &Qmmrj koja
je korespondirana presecima trojki iz qu, s Sa osobinama:
1.Q,hm1’ su analitidke u Qw,/)u,,qu y 2o Q'm,m P (1,%’\,\'“/‘,’:,'ﬁ
Ry p=m, g 7" Lo =Qmpa+Amng = Amnp=o
u umnum”up N u«ﬁ y Dostoji familija funkcija §a’/m‘n.}
takva da su (Q y,,analitiCke funkcije u Wamm MUy a%m-‘ahm
i da je Q—'\mnp = an‘%ﬁamnu uumﬂ“/nnu

Primeéujemo kod aditivnog problema u oblasti D, da
se za familiju analitickih funkcija u presecima parova eleme-
nata pokrivaca /kocikl reda 1/ traZi familija analitidkih funke
cija na elementima pokrivada, &ija je kogranica polazni kocikl.
Ovo istidemo iz razloga, Sto je prirodno da se prihvati pret-

hodno svojstvo kao uopSten aditivan problem Kuzena., Tim pre,
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ako resenje formulisemo na sledeéi naclin: svaki kocikl reda 2
/ili p/ pokrivada U je kogranica nekog kolanca reda 2 /ili
p-1/. UopsSten problem éemo smatrati reSenim u D, ako je ovo
tadno za svaki otvoren pokrivac U oblasti D.

Dok je resivost aditivnog problema u oblasti D iz
@n ekvivalentno H‘(D,’ﬁﬂso , to redivost uopStenog problema
/za neko p 2 2/ ne mora da bude ekvivalentno H1°(D)f{)=o.
Jedino, iz redivosti sleduje trivijalnost grupa H‘P(D) #®) .
Isto tako, reSivost problema u oblasti D iz G_‘,’L je ekvivalent=-
no ¢injenici da Jje D oblast holomorfnosti. Medutim, iz holo-
morfnosti oblasti D iz (E'n’ /n 2,3/ ne sleduje resivost uopStew

nog problema.

l1.3. Analiticke funkcije na

mnogostrukostina.

Svaka matrica (adj)’mxﬂ sa kompleksnim koeficijen-
tima ,QL& , moZe se identifikovati sa jednim elementom iz @m,
Znadi, u skupu T/m,n/- svih matrica - mozZe se uvesti topolo-
gija (Em. Otvorene skupove, odnosno oblasti, u T/m,n/ dobi-
jamo preko istih iz Q:mn; Na taj nadin, moZemo definisati
analitidku funkciju na matricama. Sliéno, moZe se pokazati
da je skup matrica T/m,n;k/ /8iji je rang o { k& min/m,n/ /
lokalno-homeomorfan prostoru G:N? N=HK (m+n-Ky, Vise od toga,

vazi sledeée: 1. T/m,n;k/ je Hausdorfov prostor; 2. Postoji

familija funkcija W‘a} QEh koja homeomorfno preslikava
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otvorene skupove u*oL iz T/m,n;k/ na otvorene skupove ad“ iz
@“; 3. {udy‘mje pokrival T/m,n;/; 4. fgd},&l« su analitid-
ke funkcije; 5. Ako je ‘eb lokalni homeorofizam, takav da su
QVR::,V i {’\,&02\’4 analitidke funkcije, tada Q\,é:ifkq& .

U tadki £ iz skupa X, u kojem su ispunjeni uslovi
1.-5. /aksiomi kompleksno-analitidke mnogostrukosti dimenzije
N/, moZe se definisati analitidka funkcija f, ako Jje g.;g;’ ana-
liti¢ka funkcija za svaki lokalni homeomorfizam h tadke : “

Primetimo, da je svaka oblast D iz @n s kao 1 sam
prostor @n s n-dimenziona analitidka mnogostrukost. Dalje,
klasi¢na analiticnost u tadki z iz D, isto je Sto i lokalna
analiticnost u tacki z, kao elementu mnogostrukosti D. Dakle,
svaka mnogostrukost /komplesno-analitidka/ je neSto opStije
od oblasti iz (En. Otuda je i razumljivo, Sto kompleksna ana-
liza na mnogostrukostima ima i sloZeniji karakter, to jest,
Sto mnogi rezultati na mnogostrukostima nose u sebi, kao spe-
cijalne sluéajeve, rezultate u oblastima iz ﬁ:%.

Kao Sto je definisan pramen klica holomorfnih funk-
cija u oblasti D /ili neke druge klase/, na isti nadin je de-
finisan pramen iste klase nad nekoj mnogostrukosti «. Dalje,
Stejn (3], (11,217 je definisao jednu klasu mnogostrukosti /mno-
gostrukosti étejna/ a koja sadrzi holomorfno-konveksnu klasu
oblasti. Znadaj /Stejnovih/ S-mnogostrukosti se pokazala Sez-
desetih godina, zahvaljujuéi Skoli H.Kartana [7—] . Nainme,
S-mnogostrukosti imaju, u izvesnom smislu, ulogu oblasti holo-

morfnosti ES],UQ],[QQ] , buduéi da je holomorfna obvojnica S
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ove mnogostrukosti jednaka S. H.GrauertEiLﬂﬂ]je dao potrebne )
i dovoljne uslove da neka mnogostrukost, bude S-mnogostrukost,
Takode, izomorfizam Dolboa se odnosi na Jjednu klasu mnogostru-
kosti, pri Semu su elementi pokrivada S-mnogostrukosti[5] .
Dalje, sistem parcijalnih jednacina 5%* ¥, §¥=0 u S-mnogo-
strukostima uvek ima redenje. /Ako je f biskonadno-diferenci-
jabilna /p,q+l/-forma, tada je reSenje beskonadno-diferenci-
jabilna /p,q/-forma/. Veé smo naveli dovoljan uslov: K = ﬁhﬂﬁ
za aproksimaciju analitidke funkcije u okolini K, analitidkim
funkcijama iz S.

Svaka analiticka funkecija na nekoj mnogostrukosti |
XmoZe se smatrati elementom iz(~CX,T{£K» ﬁilgtﬁﬂ. U opsStenm
sluéaju, za neki pramen 2?3 nad mnogostrukosti X, ne znadi da
postoje netrivijalne sekecije Cf],Di], H.Kartan [3] je dao do-
voljne uslove za egzistenciju netrivijalnih sekcija: X je
S-mnogostrukost i g?je koherentan analiticki pramen. ViSe
od toga, svaki sloj pomenutog pramena Jje generisan sekcijanma
iz F(X,J?) , kao 'z(z-modul. Ovi dovoljni uslovi imaju dosta
zajednidkog sa jednom teoremom Oka {{2] , prema kojoj je pra-
nen ﬂﬁz AxKx - $ koherentan nad svakoj oblasti D
iz Q™. Dalje, dovoljan uslov Oka [12] @ K= QH(D) , za
aproksimaciju analiticke funkcije u okolini kompakta K, sadrZan
je dovoljnom uslovu H.Kartana[[3] : K= V?

HCS)
ciju ma koje sekcije, u okolini K koherentnog pramena, global-

y Za aproksima-

nim sekcijama. Za navedene dovolJjne uslove dosad nisu dobije-

ni potrebni uslovi. Na primer, da 1li je }(::S i potrebno za
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egzistenciju globalne sekcije koherentnog pramena nad M I1i,
nije li koherentnost pramena nad S, potrebno za pomenutu eg-
zistenciju. Takode, nije poznato, da 1i iz trivijalnosti gru-
pa “p(g) X) 1 koherentnosti pramena (; sleduje %=S. Odnosno,
da 1i iz pomenute trivijalnosti i X=S, sleduje koherentnosti
I . Mada, iz X=S i koherentnosti I sleduje HP("},X):O, za
svako p 2 1 - Sto je opStije od dovoljnog uslova za HAP(D)'Q’.):Q
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2. PODPRAMENOVI PRAMENA NEPREKIDNIH FUNKCIJA

2.l. Neki podpramenovi pramena
neprekidnih funkcija nad Zordan o-

vin krivin,

U odeljku 1.3. definisani su pramenovi lokalno-ana-
litiCkih, odnosno lokalno-meromorfnih funkcija, u nekoj oblas-
ti Dcc[n, Slicno se moZe definisati i pramen lokalno-nepre-
kidnih funkcija u oblasti, ili nekom kompaktnon skupu, kao i

pojedini podpramenovi pramena neprekidnih funkcija.

Definicigja 2.1.1. Nekasuz,/p i€ res-
pektivno skupovi celih, realnih i kompleksnih brojeva. Neka je,
dalje, K kompaktan skup iz { °, D oblast iz C™i ZfKKZ )
QKEKX(R, CK= kx¥® , od.nosno,ZDanZ‘ s RD:DX [R ,
CD:: Dx € - Ukoliko u 7/ JR i O uzmeno diskretnu topolo-
giju, tada su Z,_, Ay s Re, Ro, Ck i CD topoloski prostori,
bolje reéi pramenovi nad K, odnosno, nad D. Ove pramenove zo-
vemo pramenovi celih, realnih, kompleksnih brojeva nad K, to

jest nad D.

Teoremna 2.1.1. Ako je K°={Zl‘i‘=i, 2664}
tada je HA(K.%Z‘K‘))?—_Z7 H4(K°_) Rke)g R') HJ(KO) CK.)g@'
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Dok az. Neka je °2[_~.={U4 uz; UA- {? '2"‘4 - —!“’«lﬂgi

}711.2 52 1Zl=1, 7 u(Q,"lgj( pn } otvoren pokrivad kompakta K,
Dokazaéu, najpre, da je H"("?L’Rko) = R. -

Svaki kolanac datog pokrivada je funkcija, takva da
je b (2)— &/AIC r(U.qﬂL(A, RK(,) i &.« = - %21 . Zato
se on moze identifikovati sa kososinmetridkin sekcijanma 'e\.42 N
Kako su elementi pokrivada %deflnlsanl, postoje povezani i

otvoreni skupovi u";?. i ‘L:’a. , takvi da Jje

/ 17 i Vi / " -
Ung=UsNlUg= Uaz Uiz, Upy B, Ue# @, Uy NUEDL /1 /
Znaci, prenma /1 /, svaki kolanac ’g,,mje definisan parom sekci-
. " 74 . .
ja %CF( 21 Ko) 1 ')42:: ‘—(uu , RKo) « Iz defini-~
cije sekc:.ae nekog pramena, dobijanmo
/ " 7
‘Buduéi da su n y (Lﬂ otvoreni i povezani skupovi, to su
[
na njinma ’}',‘9_ i '5,"2_ jednoznacno odredene realnin brojevima
J.,;z,o(:;z . Dalje, svaki kolanac datog pokrivada Jje istovrene-
no i kocikl. Zatin, odredimo kocikle koji su kochomoloski jed-

naki nuli, to Jjest kolance ’t\,/\,zsa osobinon

b bu= 08, 2ctes £= 1B, B, Rie MU, R) 72/
Kako su u;b povezani, to je %L(z-):(%lau). Prema /16/ i pret-

hodnon je

12 3)= @-£, (2 d
bmz),?_e o = L@ (@)= (2, - 4), 2el,, /3/
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Posto je '5‘41(%)" (z, ob\'p_) y B B)= (%) °(4,;. )

gbq.(%) 2\.4(2-) (z da_) (2, o) za svako Z€ (L4, to iz

/27 i /5 / sledi da je (Bolyg)=(2,da—oh) €Kox MR,

Za

2€Wn 1 (2,o0)= (2 ,dg-oly )& Kox R za 2€ ;. Daxle

Je OL;Q:_QLZ_OL,.:-_-G(‘:Q, Primetimo da vazi i obrnuto, svaki ko=

cikl oblika

P @)= (@, ) , z€ Uy,

je kohomoloSki Jednak nuli. Zaista, kogranica kolanca

/%
b=

{?\»\ 4 i L(E) = (2) 0) 9 K,_(z)= (£,o(,42) , Jje prena

/2/ i /3 / jednaka kociklu /18/.

Neka su
(2,du), 2€ Uy
@, 1,y ,2€UY,

%d:_: &[5:{ (2) f\’loﬂ-) vl 2‘6“«:7_

kocikli kohomoloSki jednaki, to Jjest
o
'el’ok‘ ’e\z/)‘): 52\/ 9 Ig\:’: B (Q{)RKQ),

Iz relacija /> /, /6 / i predhodnog dobijamo da je
! { ] 7
ha2= [Sr = olyg— Py -

Dalje, binarna relacija, u skupu IRXIR )

(&){3)"’(0(,”{5’)(:) h—ol!= [5-/51

(E)F“;Q- )) &E-U'Qz

/54

/6 /

/ Z’L/

je relacija ekvivalencije. Ako je LVQ, %(X)\oi) J- -X=Q Cg,émf,

tada je prema / 7./ skup kolicnik oblika

Rx R \ {{Q_’ Q,Emg

782/
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Ako u /8 / definifemo zbir
Lt b= Lo ey 0yeda, gy € B § /9/
tada fRX\Q\ ina strukturu grupe koja Jje izonmorfna ﬂz R/
/'9/ sledi da je ea_-\- K%C P_Cm_eo . S druge strane je i
(,a,, - {a—f eg - Zaista, ako je (Y4,x)€ (424-%’ tada Je
'g..x = a+4 . Dalje, sistem jednadina
Xax X, = X

arxr="Y% /10./
Ga-Xa= Lo

My X ,
RS = -
ina reSenje - Sto znadi da je (Y X)E{qﬁ’ﬁﬁ . Proverom zak- -

N

ljudujemo da su ispunjeni aksioni grupe, a prema prethodnom
Jje 4 ()= ’CI(L izonorfizan %:IRxIR-»[Q . Iz /By, /5,/,
/6/ i /B / sledi da su grupe W’ (fu-)lzko) 1 RX‘P\Nizomorfne -
dakle W'(U,R,) 1 R su izomortne.
by (n) ms
. .- — QK
Neka je m or {q §K=1.,---;'n. = Y2:121=4, 6'0'(\"4)

~§<ang.2< 0,8, 0402l , 0¢ §¢ L !, pokrivad
kompaktia K, i neka je kocikl h={f, L5 ..., {,m_”n) £ovm
kohomoloski jednak nuli, to Jjest
{’h) m 0’
&ca-:&d--&,;gé&,ae Ugp=lbiN Uy, =3t /e
Dakle je 0(,@'3:0%‘_0(4‘, , gde je ﬁc,j"" (2, di.j)v £ ()=
(2)0tk) 3 Ak €R) dyeR . T1i

. 11,
OL,,,_ +kgy+ o +°L"n-4'h —dsm =0 I/
Mo¥e se primetiti da je /13/ dovoljno, da bi kocikl

/&"2 {%ql)ﬁﬂ'z) e )/e\d\n zj '){n'd' (%):‘ (ZWLCJ') Vary
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bio kohomoloski jednak nuli. Zaista, sistem jednadina

°L\:LF"" 0[9: olf‘
Aa3= d3— dy, /1%/
oMam= dan— Au-4
ina beskonadno mnogo reSenja i pri tome je
datdant + oy n = ol ol =3/

Dalje, prema A1/, /12/ i /i3/ odredene vrednosti olwm i da
su takve, da je °(4h=0('n— PR Znacéi, svako reSenje sistena
72/ definiSe kolanac ¢ija Jje kogranica jednaka kolancu /4 /,
koji ima osobinu AL/,
Prena prethodnom, kocikli
(2)0(4’2-) y2E€Uag (2, -m.) 2 Uy
K.J,"" (2,d23), 2€ Uas f‘ﬁ: (2 (Sﬁ.s) €Uy A/

- cra - - - -

(,2:)00\'“)., & LLML 3

(E,ﬁ.m))teu;‘n
Bu kohomoloSki jednaki, onda i samo onda, ako je
4
Rag = foar +olan= By - ol v
| 1~ P, ol 2y fPar mAn” s o= Aria— =,
\111,5 ako je

I

_ , _ ]
&41*&13‘?‘ o +°("""""‘_"Lﬂ’h== ﬁ‘/\if/ﬂﬁs-@-n . -\—/gm_“m-—/g,‘,n /1T
) Prethodne relacije /7 / i /7' / definifu relaciju
1 "
Hkvlvalencme u skupu /R R - X/ZZ « Naine, u {/2 je sa

Oy o)~ Gl 06D oYty o= S /8 /

sta, definisana relacija ekvivalencije. Skup kolidénik je

ﬂm; {{Q_ ga-—(x,, Im) | Xa+Xax— 4%, = X =&,Qel\2}/'8ﬂ/
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bio kohomolofki jednak nuli. Zaista, sisten jednadina

‘»‘49}‘- ol a- <4
A2x= A3— Ay ol
c;x(fln.., o d,g«,-— (lu--a\

ina beskonadno mnogo refenja i pri tome je
0(42."'0('1’5*-'” % dmﬂfn':‘ 0'/\/\'1"0(,4\ =

Dal‘.je;. prema /il/, /12/ i /Z3/ odredene vrednosti olw i dy
su takve, da je ‘OL,‘,*L.; dom — 4 e Znacéi, svako reSenje sistenra
A2/ definiSe kolanac &ija je kogranica jednaka kolancu / & /s
koji ima osobinu /ALy

Prema prethodnon, kocikli

i (2)&41) )26 (/E/IQ.

. (7, r»z.) 2 EUqy
(})dzb))%&u-u ,9 — / (z‘-)(‘z.s) €Uy /4 /

—— e - — - n,
. —_——— -

) )dmm>’ P LL/\% 9

su kohomoloSki jednaki, onda i samo onda, ako je

11. [541,4'0!1‘5 ﬁgvyﬁ- ) -~‘,-CJ /T, /

g m, fqn_,,,n ﬂ{/ﬂl\ /3”2,‘
I11i, ako Je

. ) il
cbagtalgy oo+ biam=din= fargfrsee -\'ﬂm-ﬁm‘ foam. i
Prethodne relacije /7 /i1 / definisu relaciju |

ekvivalencije u skupu R R x R . Naine, u w Je sa
p X )~ (oo YodE> X Yoo 4 Ny = X g ¥, 200 /18 /
zaista, definisana relac:ma ekv1valen<313e. Skup kolidnik je

@mk m‘-" { {Q.. ‘80«."" ()(4_). . )an)l Xa4Xz+- +X% oy X,h':: Ce }Q € [R} /‘»S'F;’ /



- 19 -

Kao Sto je sa /9/ bio definisan zbir u JRX QL, to se na ist_i
nadin i u ﬁZ“}N definise zbir: Kq*(@ ==§()(1 +‘l)¢4,19_+y,_1...) an-‘-gh)’
(xexyyimye Loy (Yeky, - yye € . Ako ge (XaXe, - ¥n)€4a,
i (YY) e @6 y tada Xat¥y - Xov Yoo o+ Xt o
Omepy = A + 8« madi, Lo+l Lgeg . b0 je, aalje,
&= (21}21)-.« )2‘41')6 {cw 4 tada je Z+e2,+ . + Zyoy —Zn =Gt

Dalje, sisten Jjednadina

Zq::)(q-{—% g
2= Xt 2 /10’ /

- e ——

Z;nw\ meat 3"’"’\

ima reSenje. Pomoéu jednog reSenja sistema /'lOI/ noguée je |
formirati Xy= Xa4 X2+ +¥qu—Q i %:3{4‘*32*"“"}%_4"@ ;
pri Cemu je Zp=Xni+Ym=X1+%)+ (Xatga) + o + (X, Y, ") — (C(‘('\@)%
= Zye2p 4+ B, —~ (a+8) - Dakle je X=(Xx,-.- Xw)eth
Y= (4n¥2,---, ¥n) € ‘e;@ i E=X+Y .

Iz /2! /, AL/, /¥ /, /13/ i 8 /, za svako® Y{E:N
imamo da su grupe H (Q‘m N RKO) i "Rmt izonorfne, odnosno da su

grupe H* (?,Lm,e7 Q-Kg)l R izomorfne.

Dalje, ako se umesto pramena ng posuatraju prane-

novi Z 1 (:-K s, tada su grupe H* (% Z Z, izomorf-
ne, to aest grupe H (QL L‘Jl a: su :Lzomorfne. Odnosno,
grupe H (Q(q,’g, Ex, ) i H? (Q(m,e) Cko) su, respektivno,
izomorfne grupama Z i G: . Navedeno tvrdenje Jje korektno

jer se u relacijama / %/, /°5/, B /, /A /, /A2/ i /13/ nogu
uzeti celi brojevi, ili kompleksni brojevi. Pri tome, sistenm

jednadina /10/, /12/ i /1Q'/ imaju reSenja u skupu celih, od-
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nosno, kompleksnih, brojeva.
| Sa druge strane, grupe H* (Cuwn,e , K) su izo-
morfne, za svako (M@)e NV x©,2). Zato se u

G=U H(Une, Reo) /15/

)
moze uvesti relaciju ekvivalencije

8,(“4)6‘)/\4 3(%L)9L)¢:> 9(,“ A,G«T— \‘i\q_&% 1,91\. ) / 16/
gde je Wy, izomorfizam Wjg ! H4 (QL(%%? QKOHH"(WM,GARQ;

Zatin, u koliéniku G l‘Y se moze uvesti strukbtura grupe

(4) ()

g %X'\'g x& CoN H* (om0, Ry 36% AH‘(’?AM RK.,)}/N/

Prema /1%, /16/, AT/ i prethodnon, grupa (3 \\‘( je izomofrna

R.

/
% Definiciga 2.1.2. Pokrivad WU={lly &) eq 1
fkompaktnog skupa K 1iz @ , 111 oblasti D iz C"', je finiji od.
pokrivaca QL (Lﬂ& R’ ako Jje svaki element pokrivaca 61.1.,
#adrian u nekom elementu pokrivada QL Fanilija pokrivaca
;‘{cué (—,,Eg konmpakta K, odnosno oblasti D, je dovoljno fina,
iako za ma koji pokrivad 9 , K odnosno D, postoji finiji pok-
hvac iz {cuége,es
Da bih, konacno, dokazao tvrdenje teoreme, mogu
é§c‘>c’:i od ma kojeg otvorenog pokrivada G],L skupa Ko « Buduci
éaa Je K konpaktan skup, to iz QL nogu izdvojiti konacan
gokrlvac QL . Dalje, po definiciji pokrivada CZ{,"Q , faidlija
? q"(’"ﬂj ~ je dovoljno fina, te se mo¥e odrediti Mi
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A0
takvo da je (M@Q) finiji pokrivad od QL , dakle finiji
i od "U. . Zato postoji homomorfizam, bolje reéi izomorfi-

zan CQ“I, Ezz] ?
Un,p
Sar WU R —H (Une, Ricy) . /18

Uzimajuéi topoloski limes [27) dobijamo da je isti

: . A v A
jednak grupi W (K” RK°> . Posto su sve grupe H (\Qj{m,e),fzm)
izomorfne grupi W\ y 1 prema /1% i /18/, inamo da su i grupe
4 [
H (K. R )1 R izomorfne.
) MK
. . . . e

Sliéno relaciji /1% moZe se formirati GZ/ i (jq; ’
dakle i relacije ekvivalencije u ovim skupovima, pri cemu su
koloénici Gﬁ{‘t’ iG@'\f sa strukturom /17/, grupe izomorfne
Y/ , odnosno C . obzirom da je familija %u(”ﬂ;@\%(n,e) € MK
dovoljno fina, u odnosu na na koji otvoren pokrivacd Q(/, dobi~
jaju se odgovarajuéi topoloski limesi H"(ko,ﬁ,)i H‘(Kc) CK) -
izonorfni Z , odnosno (D .

Posledica 2.1.1. Ako je K zatvorena Zor-
danova kriva iz Gjn 4, tada je Hd(K)QK )%/R; HA(K)ZK\; 5
Rk, G&)=C.

Zaista, K je homeomorfno K,. Znadi, svaki otvoren
pokrivac K se homeowmorfno preslikava na otvoren pokrivad ko s
i obrnuto. Homeomorfne slike familije 5{2& ;(,n‘ms su takve,
preko kojih su odgovarajuée grupe izomorfne lp ) Z i <E o
Dalje, ova familija Jje dovoljno fina u odnosu na na koji otvo-
ren pokriva¢ K i odgovarajuéi topoloSki limesi se svode na

grupe koje su izomorfne /P\ y Z/ i G,“ .
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Posledica 2.1.2. Neka je K zatvorena
5 . . . * s . .
Zordanova kriva 1z ¢ s C (K) nultiplikativna grupa onih

korpleksnih neprekidnih funkcija na K koje nemaju nula u

%
K, i neka je &Mtc (K\ {,QJQ'U’K. g_ €C*(K)} , tada je
zue,(:*(m '

ool e = Z.

Ako je K kompaktan skup tada je, prema teoremi

Brulinskog [161, (K)! L (K)= HA(K>2K).

Iz Posledice 2.1.1. i pomenute teoreme sledi Posledica 2.1.2.

Kao $to je u odeljku l.3. definisan prarmen ﬁ(D)
(pramen klica lokalno homeomorfnih funkcija u nekoj oblasti |
D), slidno se definiSe i pramen klica nad kompaktnin skupom
K /ili oblasti D/ iz @n, ’3k/ili @D/ lokalno neprekidnih
funkeija na K /ili D/. Pri tome Je H"(K)(EK):_H*’(D,GQ:b[ﬂ!

Svaka od grupa l‘R ,Z i (E se noze snmatrati pod-
grupon. grupe neprekidnih funkcija na K, odnosno D, ¢ije su
vrednosti u {L . Dakle i pramenovi RK ( RD) ’ ;Zk(z D>

CK(CD) su podpramenow. pranens CK KxCK) CD Dx C(D))
Sa druge strane, pramnen C K (C ) je podpramnen prarnena

G (&o) > znac¢i' da” sW: pranenovi Re (RD) 4 2 (Zn)

i C\((Ca)podpramenov1 pramena (ZK( D) e

Nije tesSko pokazati da Jje H (Ko ,CK\ O
Zaista, neka je %L definisani pokrival Ko u Beoremi 2.1.1.

i kocikl
ﬁ (2, {—')) 2 €l
LB )= . y A9 /
@, ,2elUyy
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Po definiciji pramena CK {‘ i ‘g' su neprekidne funkci-

je, respektivno, u LL“,_ i u,yz . Funkcija 4/ se moZe produ-

ziti do neprekidne funkcije f u Ke , tako da Jje jednaka nuli

u LLI{;, . Takode, funkciju ’-ﬁ” produziéemno do neprekidne funk-
vy

o ‘
cije f" , pri Cemu je ¥” Jjednaka nuli u Umg_. Ukoliko uzmemo

kolanac dimenzije jedan

£=ha, k2], L@=@)F) 26 W, £,@)= G, §Y,2e Uy /20/

dobl,jamo, prema relacijama /32/ i /33%/, %_.__ /(S;c Dakle je

R(%Ck) o .

4 ~
Pokazaéemo da je i H (uﬂﬁ;(lkc) = O , za svako
M, 8) € Nx(0)21L) . Neka su M i L proizvoljne fik-

sirane vrednosti i
,e\a_-')l/e\’/\& &4\3,"‘) ’Yl—/\'n')&/\’n‘} /,21*/
na koji kocikl ovog pokrivada. Pri tone je
g’-‘(‘.a' (2)= (‘&) ﬁca‘)qi‘f-“ij" LLLQU-J/’ .,e. - E—C,(Ko)_ /22/
Ponoéu funkecija f“d moZe se formirati n neprekidnih funkcija
na Kg
zel
g4 {i % w,2eln frm€liman, 2,
A" 10\2-6. UM'L 2= o,’}euz%,...,‘ﬁm‘; fm,ieum
Ovih n funkcija definiSu kolanac

C ={IC4Q/C2)“ '7/6’)2}'; /Cz(,= (%) :fb) /24

takav da Je,prema 21/, /22/, /23/ i ,2k/, J‘,c—.—-.»ﬁ, R
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Kako Jje iu(fn‘e)g dovoljno fina familija, to je
H*(Ke, C i )=O.

Prema Posledici 2.1.1. imamo da je H*(K,C.)=0,
za svaku zatvorenu Zordanovu krivu K iz @". Iz Yeoreme2.l.li
dinjenice da je H'{(K,’CKV)--O, na Zordanovoj zatvorenoj krivo,j;
dolazino do sledeleg pitanja: Ako Jje C—;C(K) na koja podgrupa"if
grupe (C(K), kakva je grupa H"(K) é,ﬂ? Bolje reéi, koje su to:__>
podgrupe grupe C_(K) ije su jednodimenzione kohomoloSke gru=-
pe trivijalne nad K ? Ukoliko bismo uzeli grupu racionalnih’
brojeva Q, kao podgrupu C(k), kao u dokazu prethodne teoreme -
dobili bismo da je H'(K Q) T Q, sde je ka K x Q. Ali, ako |
bismo, na primer, uzeli kao podgrupu funkcije koje se aauli-
raju u jednoj tadki Z,eK , tada bi jednodimenziona kohomoloS-
ka grupa bila trivijalna. Zadnje tvrdenje bi se dokazalo kao |
8to je pokazano H«( ‘(, E'KF 0.

MoZda bi od interesa bilo posmatrati podgrupu P(K)
grupe C(Y), - neprekidne funkcije koje se ravnomerno aproksi-
miraju polinomima na K - i ispitati grupu H‘(Kvﬁk), gde Jje
sk = K x P(K).

U vezi prethodne primedbe od interesa je uopsStenje
teoreme BrusSlinskog koje su dali Rojden i Arens[(45]. U tom ra-
du se, iémedu ostalog, definide spektar neke algebre A sa
jedinicom kompleksnoznadnih funkcija na nekom skupu X, pri

demu elementi iz A razdvajaju taCke iz X:
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Definicija 2.1.3. Spektar algebre A je
skup svih netrivijalnih homomorfizama algebre A u skup komp-
leksnih brojeva ([‘4.

Pomenuto uopdtenje se sastoji u sledelem:

Ako je X spektar nekog normiranog prstena A, I
multiplokativna grupa algebreik /elementi iz A koji .imaju
inverzne u odnosu na mno.é'enje/ i E:%ﬁ,: ako postoji element
{en, takav da je g,zéw’fg, tada je H"(x‘z‘AeMIEa

Ukoliko je A normiran prsten neprekidnih funkcija
na zatvoreno] Zordanovoj krivoj K iz ang tada Jje spektar ove
algebre jednak K, M je multiplikativna podgzgpa grupe A
onih funkcija koje nemaju nula na K i E= 4Z?uinh U tom sluca-
ju je, prema posledici 2A2MIE Z¥. .

Medutim, ako je K zatvorena Zordanova kriva u @

i A= P(K), tada je spektar ove algebre polinomijalna obvojnica

KP(K) E2 ’ [2410 C<c] :
X = ﬁ' - {5 -‘Ha @)\ & /m‘aéx \'\3(‘2;) \ o 28 svaki polinom 13(2)3?

to jest

’
gde su Xi komponente iz Cf\K koje su relativno kompaktne

u €047

U vezi prethodnog dokazaéu sledeéu teoremu:

X = KU (Y X)) /25/
L

Teorema 2.1.2. Ako je K zatvorena Zordanova

kriva iz ! i X spektar normiranog prstena P (X), tada je

H'(X, Zx) = 0, b4-
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Posmatratu slufaj kad je K = Kj . Tada je prema /25/

= R g: \Z| 4 1§ . Neka je ﬂ:{u(‘lig“mpokrivaé sprektra

X, gde Je

lLK -_-J\% RRRS L 17"5" (KA"’)‘;I<Q’L3 24 % «-(K;"\)&E 874 P4 41
Kr‘\ Y

Wip={2: nyeiz) "19.7“" -k ")2“<wl32<"“—(Kz-q)z“,mwum.mj

Ke=4,5,6, My={ 2: 1214 €, R, cQN}

Tada je HY{W 2Zx)=0 . Zaista, neka je dat ma koji kocikl
ovog pokrivaca 4@\’: {thg, gde Jje
kaa-(z)g(z)aq),z.&uq'zumud‘, t<lof<t Qe 12w

Kako je Q\, kocikl, znadi to je kolanac &ija je kogranica jed-
naka nuli, to prema /27/ dobijamo sistem jednadina koji zadovow-
ljavaju brojevi QLA ¥

Qo ~ O;zu-i-Ciz& =0

A 36- Qs+ G 13=0 /284

Q53 = Qupt A 45=0 - —

Qg3 ~0s3+Ase=0

0.6 —Qu+ Aue=0

Dakle, sistem jednacdina
RApy=Qs— 0y Q3c=0Q;~-Q3
Qu 2= Gq-Gy Q= Qg-Q1
A 23= QAx-G, Ae1= G-Ug

/29/
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ima reSenje u skupu Z\ . Dobijena reSenja, prema 27/, su re-
Senja 1 sistema
G.,g,-:.as—»Cu a_;.s- ':Ctr-Ocq.

Qy:=02-Ctr C3e = Qg- Q2 /50:/

Znadi, prema 9./ i /2)/, kogranica kolanca Z\‘-""{}&L& 2
%{_(Z)z(z-)ai_), =€ ll{ Je jednaka polaznom kociklu a?(t,é%:;?oé-
to je 4 bilo koji kocikl, to je H'(U, %)= o.

Kao $to je formiran otvoren pokrivad L sprktra X
mo¥e se formirati familija otvorenih pokrivacda Q,L(,mg, ¢iji
bi elementi bili definisani kao $to je to u relaciji /26./,
tako da je H'(Umy,Z,) = 0. Budu¢i da je X kompaktan prostor,
svaki otvoren pokrivad spektra X sadrzi konadan pokrivad u ko-
" ji bi bio upisan jedan element {‘le)ﬁ. Prema tome, topoloSki:
limes, preko svih otvorenih pokrivada X, jednak je trivijalnoj
grupi H* (x Zx)

Trivijalnost grupa H (X Zx) » 17)/ , se dokazuje

kao u Ueoremi 2.1.3.

Napomen a. Ukoliko se u relaciji /2T/ uzme
da je Q%‘eﬂl L, ild Cub‘ e € , tako da je ispunjeno /E8/, dobi-
1i bismo reSenja sistema /B2/ iz R , odnosno iz €. Ista re-
Senja bi,zbog /28/, bila i reSenja sistema /29/. Zna01, |
H‘(’ZL,Rx)z-. WU, Cy)=0 , odnosno B¥ (X, Ry) = ut (% , CX) a,

Ako je K zatvorena Zordanova kriva iz @ , kao éto

je pretpostavljeno u teoremi, tada je spektar algebre PLK) -
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homeomorfan spektru algebre P{Kg) te d€ ‘H“P(_X{,‘zx):O.

U teoremi se pretpostavlja da je K iz L1, a u do-
kazu se koristi /25/. Ustvari, spektar ma kojeg normiranog
prstena A je homeomorfan kompaktnom prostoru maksimalnih ide-
ala prstena A E‘l-], l}sj . Dalje, prostor maksimalnih ideala
prstena P(K) y odnosno spektar istog prstena, je homeomorfan
polinomijalnoj obvojnici I?p kompaktnog skupa K W1.vu speci-
jalnim slucajevima Jje lzpz K /identifikacija je u smislu ho-
meomorfizma/. Naprimer, ako je P(XK) = ¢C(X). Znaéi, da bi bi-
lo ‘2P= K, dovoljno je da se svaka neprekidna funkcija na K
moze ravnomerno aproksimirati polinomima na K.

Kod kompaktnih skupova u @4 uvek je mogule odredi-
ti, preko /2%, polinomijalnu obvojnicu, dakle i spektar P(K),
Medqutim, kod istih skupova u (E“(’n;,z) R Ili\p je Jjod uvek inte-
resantan sluéaj, u tom smislu, S$to nije dobijena neka relacija
slidna /25/. Dakle, i za zatvorenu Zordanovu krivu u @n(’h7/7-)
samo znamo da Jje %P spektar algebre P(K», ali ne znamo kakav
taj spektar ima "geometrijski" izgled. Iz ovog razloga mogu
biti interesantne kohomolosSke grupe g (X,Zy) . MoZe se de-
siti da iz trivijalnosti ovih grupa sleduje neka "geometrijska"
osobina spektra X, ili da trivijalnost bude ekvivalentna
"geometriskoj" osobini.

U vezi prethodnog, mogla bi se posmatrati algebra
R(X) -neprekidnih funkcija koje se ravnomerno aproksimiraju
racionalnim funkcijama na kompaktnom skupu K . Ovo bi bilo

od interesa za sludaj KC an(’\'b/z}. Jer, za K CcQ', spektar
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algebre R(K) se svodi na prostor maksimalnih ideala iz R(K) ,
odnosno na K .

U navedeno] teoremi Bruslinski-Rojden—-Arensa imamo
izomorfizam jednodimenzione kohomoloske grupe celih brojeva

nad pr01zvolgn1m kompaktnim skupom i grupe M}E, odnosno . v

C*\ T . Verovatno bi bio interesantan izomorfizam grupe
¢ija je dimenzija veéa 1, sa nekom grupom. Ili, izomorfizam
jedne od grupa HP(K QK)’H'P(K CK) sa nekom datom grupom.
Tu bi se moglo postaviti, takode, pitanje grupa H (K Q/K)

’P(k Pk) , u opsStem sludaju H (K,) Gc) gde Jje @C. pramer}
neke date podgrupe G (k) grupe C_(K) o

Sto se tide grupa: H (K £x), HP(K RK\ HP(K CK)

H'T’(K 0 Q_k) , gde je K zatvorena Zordanova kriva u e" ,1&2,2

imamo sledele tvrdenje:

Teorema 2.1.3. Ako je K zatvorena Zordanova

>
kriva u @M i ? ma koji pramen nad K, tada je H,] (I()SI)::O'

za P2 .

Dok az. Neka je K=K %{U-U‘,S)S definisana fa-
AU P e R p(‘u ’3;)..0
milija pokrivaca kompakta Ko’ dokazatéu da Je H (me, I3 J=0,
za svako (M,0)€ Nx (0,2%) 'i svako f) 22 . Zeista, prelbposta-
viéu da je ’ID bilo koji fiksiran prirodan broj, pri emu Jje
hrg, i (1,@) ma koje fiksirane vrednosti iz NX{muyNeka je,
dalje, multiindeks *(‘F(('Ov (4,'.‘,(.'?), gde je 1€ (k< ’YL,'K.:O,%...)@?
Wi= ud,ﬂui.‘n---ﬂudb i HF o~ Al proizvoljan kocikl

o el s
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dimenzije 13 pokrivaéa.%(gnp). Po definiciji pokrivaéa.@(vnﬂ%‘
imamo da Je
 , Le# C;,€7I<=F€
u{:: Ui o= {;4,_...:.-4;,9 /31/
uﬁn.n% ) L b= =y Gz o = Cp
Kako Jje %C kososimetridna funkcija, to Jjest z\,é Cq"'ck‘;xm‘" l‘,P=
-&bo(m Cionlie” (-1: , prema /31/ 'e\‘bge identidki Jjednaka nuli
na Ltd . Dakle, dati kocikl QL (:_94{L je kohomoloski jednak
nuli.
Kako je pokazano da je familija otvorenih pokrivaca
{Q(UBB)} dovoljno fina, u odnosu na bilo koji otvoren pokri-
va¢ koupakta Ko’ sledi tvrdenje teoreme za K = Ko°
Ako je K zatvorena Zordanova kriva, tada se preko
homeomorfnih slika LLLO uiq uL1 , dobija i homeomorfna sli-
ka({L . Znali, svaki kocikl ei ,prena /21/, na kojeg fiksiranog
pokrivaca Jje komoloski jednak nuli.
U dosadas$njin razmatranjima posmatrani su odredeni
podpramenovi pramena <fk na zatvorenin Zordanovinm krivim
iz quo Nije bez interesa ako iste pramenove uzmeno na Zorda-

. - A . I n . v
novinm krivim /neprekidnin, prostim krivim/ u cr. Naime, moze

se dokazati:

Teorena 2.l.4. Ako je K Zordanova kriva iz
C¥ (Np1) sade on gmure WPOK,CK) 5 WP (KR, WAKQY,
H/‘o(\( Z;‘) H (k C_m), za svako ’]’>>i, trivijalne. Ako je
M=A, tada je \-\*(K,pk);-oq P
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Dokaz. Neka je K = K ={Z:0<R2 <0,
IJuz= O 3 i neka je %_CU,MS familija otvorenih pokrivada,
gde Jje
}7: 0<& Rez¢ L ?m2-0§ LLK._\E =t <I2¢a<

/82/
K, %z=0825\«“ \ Un=42! 5 -7m Pezéd.'.'}m%—-oj

Najpre, moze se dokazati da je H4 (('u M)CK)"—%O , 2a svakoM22,

Zaista, neka Jje

A= 3 ﬁsﬁ, 4’\4&': (z,cua-)) %eud-¢=w-ntg, ag‘e(ll /53/
kocikl pokrivaca Gu_ za jedno fiksirano M . Zatim, primetimo
da sistem jednadina
Q,w,: Qz—w
Qaz= Q3 Qz /54/

- —— —— — o —

Qpam= Qm— Ow\-4 |
ima reSenja Q {44 { € ., v skupu C . Prema /3%, kograni-

ca kolanca fi=} ,(_‘:}7 Li=(2,&) , zelli, 1< <m, Jednaka
je kociklu / 3%.

Trivijalnost grupa HA((M“, RK) H‘(%n,QK)ylp(%n ZK)
sleduje iz &injenice, $to za polazne vrednosti Q,‘d y 12 Jednog
od skupova ,R O.)Z , Sistem /3%/ ima reSenja u istom skupu. *

Ako Je«.%: {&aiykomkl istog pokrivaca sa vrednos_—:jif

tima u pranmenu CK , tada je

b @)= (2,a)),. 2 eltyy, Gy CK). /55/
Preko neprekldnlh funkcija CL,;J mogu se formirati novih fn,
neprekidnih funkcija: Neka je a,GC(K) P pri Cemu je Q_4=O
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na K’ Qze CLK) takva da cje Qf ng';&eullt ,Q5=Q23+az,-z-éu.25,
oy Am= an-‘ﬂ'l'a%”%UMn- Odredene funkcije Q. ¢(&)e C(K)’
A L <m , definiSu kolanac

X=(2),2el /36/
takav da je df=A . Daxle je i H'(Un, Cr)=O. |

Iz teoreme Vajer3trasa-Lavrentieva [1] sledi da
je C(K)= P(k), daxle i H"‘(‘IL%,'!SK)‘—'O.

Ovde se mo¥e primetiti da je familija &u'nf dovolj;j-l
no fina u odnosu na svaki drugi otvoren pokrival, iz Cega ;
sledi tvrdenje teoreme za 13: 41iK-= KO. Trivijalnost grupa,

za19;2 i K=K , dobija se kao u prethodnoj teoremi. Dalje,

O’
svaka Zordanova kriva K je homeomorfna Ko te prethodno vazi
i ako umesto K0 uzmeno K,

Najzad, trivijalnost grupa 'Hﬁ( K, Pk ) 9 73 ),i, ’)1:1?

dobija se iz teoreme UolS-Lavrentieva [4{[, £18].

2.2, Pramenovi celihy, Prealnih

i kompleksnih dbrojeva nad oblasti-

ma iz @7}

U ovon odeljku posmatraéu pramenovez Dq R D i CD’
koji su bili definisani u odeljku 2.1l., u slucaju da je oblaét
D viSestruko-povezana. Kao Sto ée se videti, iz daljeg izlagég-'
nja, redenje jednog odredenog sistema parcijalnih jednadina, l

u nekoj oblasti D @™ zavisi od trivijalnosti grupe H‘b(D,CD),
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Preko svih funkeigja
u,LZVl, 2oy )= uzm(""v"%"')x“ Y Ya, oy dm J+4{ uf”(x»\,XQ_., ey Xmy
Y1ty ) m )y 210= Xk LY, 44 KEML
klase ngD) koje su beskonadno diferencijabilne u oblasti
DC (m (LLM) i (,{(,2) su beskonadéno diferenci;jabilne u DY moZemo
formirati konacno generisane 3 (D) -module [24] CZQJ

Sny={2 uf"dxk motg.,( w2 Lth)( Lcko(gm'um
FSUADY, y=n2 §= {Z (U.K"‘ uis Lu‘”’)dzk oAZ zdx- Ly} 71/

42(0).—5@;4& dXic, Xap=Yp, U €FTD]

Sli¢no, imamo module

= %0
3, 0= i%‘u%%(mh, WAE,), Uiy, €T CO) S,

¢ (D)= 51 (AXiey 153 AN Yy Xorep= iy U T3
WKe € kg At )T}y A g™ gpy Wkae g€ T0
¢iji se elementi zovu, respektivno, beskonadno diferencijabil-
ne (o)q,) -forme, odnosno q/ ~-forme, Zbir u modulima

je definisan

{g"' (eg = Z(uk+ VK) (dik»\b ser )d-qu') ’

)e<i> t o= 2 (Uk+We) (d"m,"'» d’x\(q,)
Dalje, za module SI,PCD)l ‘b (D), odnosno d‘)?CD) cbcl/(b)

imamo bilinearne transformacije B 3—

» Xj‘q,-—% j".‘H—Q,
B¢ ¢ Cb —> q) o+, s deflnlsane preko zakona distri-

bucije

B (4 e)= & 2 Ve (d2amr dspia), Q,’,@)‘Q):Z;ZEUKVK(‘*M: 3% apgy

talko da Je
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&‘i’.lmd,iku sy GLiKP)a‘iL‘ 1 CLZC,L', ‘)d,i%):(diﬁn di”_,'w drzo ‘,&7

(d.xkn-, dxkp) (dX£47aszz1 )d.xeq,)*.-.: Ld,XIM.) “ OLXI; ‘\)1-‘1:)1 d‘(zﬂ,d%")_

""“M )M

_(dZ,dz,), 0l X,\.,;bw)a-(ot Xv,o{xM, ). Blenent By($2) 5

-t e s -

odnosno B‘t (¥ Ce) , se zove spoljnim proizvodom formi 3?- i(e

a oznadava se sa 4/\‘& Znadi, forme ig:" (O(ZK“O‘.ZM ,0(5&21
-fq)- (dxkﬂ dxm, ) d)‘\&c‘,) moZemo uzeti kao proizvod for-
mi .f¢— A Xy, A AeyA - r\d.XK‘b " ig = AL, A Otikzz\ Adj"‘ﬂ
buduéi da je 5[44,\3({-2_,{3)] BL B (£4,42), 2], 22

:ﬁ e? 11 £, 64)% .

D1ferenc1 jalnim operatorima

“) 9 ”
OQ‘Z [?Li_bg_w:)dx (_au ?w oY+

au“’ u'» atL“ au‘“
’zi Shet G YWt (G - B ) =BG 33da e/

O, 3“«
U=W +bu, 7 OLLL 24 KdLXK y
definisana su linearna preslikavanja a go@H j' (D) ’

d, d} (D)—-)de (D) - Prema /1/ i /2/ dobijamo i line-
arna preslikavanja D 3-15 >j-1°41, d ! (b >¢»\3.\.4 .

5(Z u’KA\’"‘KbdZKt\A"'Ad'EK:» 7.‘:2 5 u)k,‘?"\ﬁa/\di|(,‘l\"'/\d.i‘<

P9

d (ZUIKA'\ K" d,XLK'\/\..,/\ d-xk,\,)‘:.z deLKA..A K‘PAd'K“A” ‘A d‘y\\(p.
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Iz /2/ i /3/ sledi
0(49)=4£03+9d4 ,
5( 2Ag)= ?){LACH(-M%@',
d (£.9)= fdg+gd¥, "
o{mg) =dfng+nPEadg.

Ako je ’/D(g.)—__-_ ZCLKA‘_“kMZ‘K’é:’:.-Z:anolinom, tada je prema
/2/y /3/ i /4/

DP@ =0, /5/

. . (&’\0 OO0
U opStem sludaju, prema /2/, jezgro operatora 0 .3‘0(‘))-—)?4(0)
Je prsten holomorfnih funkcija u oblasti D. Isto tako, jezgro
preslikavanja d ' (f?(b)«?d}?(l)) Jje skup kompleksnih brojeva.

. . - & -
Dalje, neka je P(2 T)= §_ ZKO.,&.,.QRKA,,_ n édﬁ.ggnénﬁ,zgn
bougd —~ — P l"("ﬂ ) > .

polinom poZ i 2 , tada iz a(a':ﬂ», &y s /4/ 1 /5/ dobijamo

~ - A { - ..4 -
aF(Z’Z):@é‘YE OLy,. + oo Bao B mESL ia‘f"’)O‘l«\—

/6/

—— w—— it — —

(Z ZQ@, Km an,,e‘.., e“ z“.. "Kn"‘-")diﬂ’

— — g

: £ - “f= —_
gde Jje QQ,,.WK»@ K, Z&dfj‘“ va(v 4Z~AK’~" 2_%k1;___0 za kv::-...o.
Prema /2/ i /3/ inmamo nizove

T (D)—> T (D)= - ->@°°(D)-—->9’

o
HOEYN (D)s‘--—ﬂt)”(b) O v
° e b *7’%4 "7”'*
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pri demu je 00 =0 10{0{:—.0 . Dakle, iz /7/ dobijamo grupe

254900, 1653 §, B3 Bes 06T, |, W22,

78§ 41df=0dctp}, B=fd et |, Wo< 2D

p
Iz /7/ i /8/ trivijalnost grupa H i Hg , Sto Jje isto Z.{;;_::

/8/

f2 e
B&" y Z¢ = B 'EP , Je ekvivalentno ¢injenici da sis-
teni parcijalnih jednadina u D
f()\e’:—g , za dato f, takvo da je 24’3=-—O 5 /9/
0{‘6:.-.%, za dato f, takvo da je df:‘o ? /10/

imaju reSenja. Prema lemi Poenkarea [21] sisten /10/ ima reSe-
. . — m v (9)
nje ako Jo D=3 X € R*™ 1Qk X=X\ oy | k=t,2,208,
Takode, prema lemi Dolbo-Grotendika [21] sisten /9/ ina reSenje
ako Je D={2 €@ Ru<\2-2@)< R k=25,
Iz ovoga sledi da trivijalnost grupa ‘—\g: i Hg s odnosno
taénost nizova /7/, u opsSten sludaju su osobine lokalnog ka-
raktera - ukoliko isto posmatramo ne u D, veé u pogodnim otvo-
renim skupovima u D. Otuda je razumljive $Sto se umesto abelo-
o5
vih grupa g\-‘P (D) " (p?; (D) mogu uzeti odgovarajuéi prameno-

vi i nad D. Naime k u Q‘J(q)(,omi w(?’) koline
13 .Pa . Na , neka s 2,0, = oko

) -
tadke z € D, koje pripadaju D. dalje, neka je f.e';“;(w“;‘),gbz
e 0 L) - D : _ z T
{g'%e(g":(wlh £~@,%éw£§ 1 (Sfp-—- géD{:f /P,iej'/P(wz\f
Slidno se dobija pramen 6 preko lokalnih formi cp?"_,,(w) y .
WC. D, Po teoremi de Rama {15] iz niza /7/ dobija se tadan

niz

90‘0'(7 94$ > gp—"—{é 913;;'-7"- ’ /11/
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odnosno tacdan niz
O—> ZP(D,Q)% {9‘9919 Zp?())‘g)—ao, /12/

a takode i trivijalnost grupe Hq)(b)({j):zp([)ﬁ)lgp, gde je
20,4)= s dip=0{, B*®Y)=ldg : giets?

) P P ? ) 3 '910 19—«3-
Primeéujemo da su nizovi /7/ kao i grupe /8/ lokalnog, dok
su nizovi /11/ i /12/ globalnog karaktera. Medutim, buduéi
da je ZO( D)’Q,());—':’(D /skup kompleksnih brojeva/, to prema po-

menuto] teoremi sledi da Je 1
HRD,Co)2 ZPOO,\BTOY) . 1y

Dakle, da sistem parcijalnih jednadina /10/ ima reSenje u D
potrebno je i dovoljno da grupa \-}'P(D,Cb)bude trivijalna. Ti-
me je globalni rezultat dobijen, neposredno, preko lokalno
beskonadno diferencijabilnih g-formi u oblasti D.

Kao Sto je navedeno u l.3. Dolbo CS]_ je dobio izo-
morfizanm ’ |

HPOD RGN ZP(E)| BRADE), 14/

analogan izomorfizmu /13/. Za razliku od izomorfizma de Rama,
izomorfizam Dolboa je izmedu grupa lokalnog i globalnog karak-
tera. Isto tako, ima i analitidku teZinu obzirom na rezultate
Oka~-Kartana za sludaj HT’(D#((D))

Iz relacija /2/ i /4/ sledi da Je H (D CB}’*O, za
’k>>’n . Kontraprimer, da ista grupa nije trivijalna za 1'><’YL-,
konstruisali su Benke i Stejn L1l . Medutim, ako je D oblast
Rungea prve vrste tada je H“(D,QQ:O za P2 TL [131.
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Teorema 2.2.1. Neka je Do= &zt\zx<1)ze&‘§,
K=j2:\2kget i D=Do\ K . Dalje, neka je _
U=, Unh, =tz eizicd, - eanpdy
Uy=$2: 9421, & ang e 3¢

otvoren pokrivad oblasti D. Tada je l‘“(%)z D)= Z') H (Q’RD)

Ry 1 (U,Cp)= Ty HPU, 2 p)= HP(U,Rp)=HRU,Cp)=0, PFL

Dok az. Neka je %=}‘KAQ§ bilo koJji kolanac, dak-
le kako je Q,(_ definisano, ma koji kocikl datog pokrivada sa
vrednostima u pramenu CB . Znaci, ‘aw_ je neprekidna funkecija
na u,,,:;u,‘n Ug. Kako je otvoren skup u”_ unija dva povezana,
otvorena i disjunktna skupa LUM. 1(,{,:’9_ y to Je

\ .

ng,z % Y, zelty /1€/
1&7 y & 6;u41,9 o

gde su 4417 ’)42 elementi, respektivno, iz FUA,,;,_, C 0) i

I"( u a2 C_D). 111
815, @)=(2,a00), 2EW, sy €@,

" U " T
4 @)= a1, 2€Un, ay,e €
Premafl6/ i AT/, kao u odeljku 2.1., dati kocikl je kohomoloZ-

.‘/].,7;/

ki jednak nuli onda i samo onda ako Je a/'fﬁ‘aﬂf{, Dalje,

ako su data dva kohomolosSki jednaka kocikla,

{&_‘ { (2, sz) gﬁ. l )@ £12) e

(2, G2 @, 64L)
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prema prethodnom, ova pretpostavka je ekvivalentna relaciji
Aty Qs = g~ bl - Tada se dobija skup koliznik CXC[~ sa
strukturom grupe, koja je izomorfna grupi (l: . Dakle, grupa
“’4((!1)(:0) Je izomorfna (t . Slic¢no se dokazuje izomorfizam
Hd(cu)l‘zh)': XN i H/\ (Ql)lp);‘l Trivijalnost grupa, di-
menzije 11)>/2 , dokazuje se na taj nadin 8to se formira re-
lacija slidna /51/ iz 2.1.

U pretpostavci ove teoreme, K je kompaktan skup iz
Do koji je na odreden nalin definisan. Primeéujemo, ako za
9 uzmemo da je jednako nuli, tada se K svodi na tacku. U-
stvari, tvrdenje teoreme ée biti korektno ako za K uzmemo bi-
lo kakav kompaktan skup iz Do u odnosu na koJji bismo odab-
rali otvoren pokrival oblasti D, kao Sto Jje to bilo u datom
specijalnom sluéaju za K,

Kao Sto je u prethodnom odeljku formiran otvoren

pokrivad CL(U‘],G) kompaktnog skupa K, moZe se formirati pokri-

vad (no (M) «

U n,py= fuw’s ) K=t g (TLBIE(OAD XN, Ui = 2 9LIZK A,

_ _ 119/
A) W 2 7 Y ‘

O+ U §Lang acork b, 000422,0¢8¢ £ § MY 2

oblasti D.

Teorema 2.,2.2. Ako je oblast D derinisana u
prethodno] teoremi,cd,n pokrivaé deiinisan relacijom 19 , ta-
da su grupe HP(?.{I&), H”(W,@i H”(QI,CD), respektivno, izo-
morine /A , /72 i (B za 1:):4 , & trivijalne za 1322.
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Dok az. Dokazaéu tvrdenje za grupu H-'P({u)CD),

najpre za f9=4. Zaista, kocikl

%—.: SI )e‘ML) f)\u,- "y Kmdm fwmf 5 #LL'J' (2)= (Z,CI%') 20/

je kohomolodki jednak nuli onda i samo onda ako je Q42,+

Qg3+ +0ppm= O . Ovo sledi iz 2.1. $to sistem /12/ i /1}/

ima resSenje u skupu (B . Znadi, ako pretpostavimo da su ko-

cikli ] &

TS LOSIYIES ARTHENE S
“

gu.'d‘ =(2)QC‘]')7P\(%3=(9—)%CJ), kohomolofki jednaki, dobija. se re-

lacija /7_'/'/ iz 2.1. Ov relacij definisu grupu @%*Nizomorf_

nu @ , dakle izomorfnu HA’ (QL)CD).

Trivijalnost grupa HP((U)CD\),}J),Q, dokazuje se na
osnovu relacije /31/ iz 2.1. Ako za Q(d‘ , odnosno ‘64;1 , uzme-
mo samo realne, ili samo cele brojeve - dobijamo kompletan
dokaz.

Kao $to smo primetili u prethodnoj fteoremi, i u ovom
sludaju, za K moZemo uzeti ma koji kompaktan skup iz Do o
Zatim, formirati pokrivac cum,e) oblasti D u odnosu na taj
skup, i dobiti tvrdenje kao u prethodno] teoremi.

Definisana oblast D je dvostruko-povezana. Zato Je,
mo#da, od interesa formirati neki pokrivaé viSestruko poveza-

ne oblasti pri demu je ta "viSestrukost" veéa od dva.
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Teorema 2.2.3. Neka je D:X\%WZM’X Z*—‘ié‘gi
by=lo U121 1214, Tz <0} U2 121 g ‘“”E}E‘f IR AVEEY

\zi1<d o<an§,(£ Dk fumthoUiz:lzict, Im2z>0 § 2V

U {2: 1214 Beang (a+7 1)Ul B 1Rt ——<ang,(e )
40}, o-{ Jzled {

otvoren pokrivad oblasti D. Tada su grupe H (U Co), HP(‘Z( D)

1
H (Ia ZD) yTes pektivno, 1zomorfne@ [kz Z/ , 2a P 1,

a trivijalne za 19&2 .

Dok az. Najpre, dokazadu da je ovo tadno za gru-
pu H’(@( CD) Otvoren skup U42 iz D je unija otvorenih i
) aw a(j)

povezanih disjunktnih skupova Q « Dalje, svaki ko-
Al (L
cikl 413 OVOg pokrivaca Jje oblika i‘S( ’5 ) 4(3)§ , gde je
(3) (¥) )
4% T(u C ) Kako su U  povezani skupov:L, to su sekci-

je 3(31 nad U‘g) oblika
(4) (@ .
Fa=(2,ag) 2607, 06 g
. (4
Iz pretpostavke da je kocikl 'ﬂ\,”_: }14( ) 4(”? 15(3)_?

kohomoloski Jednak nuli, dobija se

‘%,,11:: &2‘(4, e & F(Q,(, CD) . : /2%

Kako su (,(,k povezani skupovi sekecije ﬁ.K su definisane kon-
stantama @,K, znali da Jje ’ez.x(;’:): (Z,bwx), =€ L\« . Prema
/224 f23,/ i pretpostavke za kolanac sledi da je (2, Q-) =

(Z, €1~ 44 ) , 11i Q,,-;—_ Qy = Q3 . Nije tedko uoliti da

%)
je zadnji uslov i dovoljan da bi kocikl 1\42': (%, J) ZEU
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datog pokrivada bio kohomoloski nula.

Iz prethodnog sledi da su kocikli

fa@)=(2,04), 2 U, f, )= (2,8;), ze UP 2y
kohomoloski jednaki. onda i samo onda, ako je

a,\- '(-’7,\= CLL-—’ealf- aS"‘ ,&3. /25-/
Relacija 25/ definiSe binarnu relaciju u Cxex @ , daxle
kolidnik Q‘(QXQ‘ o $1ji su elementi oblika e'(a, e Q): {(X;d,}):

3y &2

Q-—Xf—@g ==-;(,—2—§. U ovom kolidniku moZe se definisati zbir

basg,e) +iat gy ey C ety oty g - 2o/
U svakom elementu ((Q gc) o kao potskupu iz ([:3 prema /25/,

pripada (Q-C)é{‘)o) . Iz zadnjeg se dobija

’{(G,ﬁ,c)z {i(a-q &-C0) - 2T/

Prema /pg/ i /2T/, preslikavanje ©(%)5,0)= (c:l‘J [’>) je izomorfi-
zam grupa CxCx (E’ ~, /sa strukturom /26/ i @2. Buduéi da su
grupe H"((u; C‘)) i CX@X@‘N izomorfne, imamo da su i grupe
H4(’U)CD) i @lizomorfneo

Ako u prethodnom dokazu posmatramo samo cele broje-
ve, ili samo realne brojeve, dobijamo dokaz za b=4 . Trivi-
jalnost datih grupa za 13}2 sledi iz /2L/ prethodnog odeljka.

Oblast D je na odreden nadin definisana, kao 1 njen
otvoren pokrivad. U opStem slucaju, mo%e se uzeti ma koju tro-
struko~povezanu oblast iz (CA , formirati pokrivad kao sto Je
to definisano relacijom/21/ i dobiti isti rezultat, kao u
zadnjoj teoremi. Vise od toga, mogli bismo uzeti ma koju tros-

4
truko-povezanu oblast iz C" formirati pokrivaé, analogno/21/,
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takode imamo igtl rezultat. Dalje, sko Lismo definigali
n-trostruko-povezanu oblast iz (l:n, kao u zadnjoj teoremi
/uzimajuéi & ¥ é}‘ 1 4= 4,2.' ey M=A, IZ-—d~[4 i,i“c':#%") L‘-?‘(}«/
mo¥emo formirati takav pokrivad % da su odgovarajule grupe
. -1 pn-1 n-4 o

izomorfne Gj ) /2 p , odnosno trivijalne za 7.‘)>,2. Ta-
kode, isto bismo mogli dobiti za ma koju n-trostruko-povezanu
oblast iz ({:no Tehnika dokaza je ista kao u zadnjoJ teoremi.

Iz izloZenog se dobija sledela:

Posledica 2.2.1. Sistem parcijalnih jed-
naéina /24/, iz 2.1., za 79:’1, nema reSenja u viSestruko-po-

vezanim oblastima.

Z aista, kao 3to je navedeno u 2.l., prema
teoremi de-Rama [15] , imamo relaciju /27/. Iz iste relacije,
dati sistem u oblasti D ima reSenje onda i sawmo onda, ako
Jje H4(D) CD)::O. Medutim, zadnja grupa Jje trivijalna. onda
i samo onda ako je H4(D)Q()>-_=O , za svaki pokrivad Q»L ob-
lasti D I:Q’ﬂ . FPoSto za viSestruko-povezanu oblast uvek se

4
mo¥e formirati pokrivad. takav da je H (‘/M)CD>:{:O, to je i

H"(D)CD) # 0

Napomen a. Ukollko bi grupe H (ﬂ C_D_) 'Pp’l,
bile trivijalne, ako je fl= U -Sz(, a 4L ﬂjl =P, (xg, ¢
su prosto-povezane oblasti, tada bi iz teoreme Lerea [ 3 ]

sledilo

HT(D,Cp) = HP(W,CD)? /28/
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gde je D viSestruko-povezana oblast iz C CLL takav pok-
rivad oblasti D da je Q{ %(b Uz?, UA/U;_:: U-Q(,,QL/UZ ~£25

UFJ') L2, su prosto povezane oblasti. Dakle, prema relaci-
ji /28./.

WD,Co)= HA(U, Cp), HR(D,Co)=0, $22.  ro/

U ovom sludaju, prema teoremi de-Rama, sistem parcijalnih Jjed-

nadina /4 /, za '7022, ima reSenja u D.

2.3. Polinomijalno - konJugo-

vane oblasti iz ¢%°

U prethodnlm odelgcmla imali smo odredene podprame-
nove pramena CK’ odnosno C . Ili, podpramenove. pramena
GK’ odnosno GKo U ovom slufaju posmatraéu neke podprameno=-

~

ve pramena CD, i podpramenove. pramena af’ nad oblasti-

maDlzC

Definicigja 2.3.1. Neka je D oblast iz "
i P skup svih polinoma. Pramen gB‘-‘-—‘ Dx P zvasemo polino-

mijalnim pramenom nad D.

DefiniciJja 2.3.2 NekajeDoblastiz(Cn

i P skup svih polinoma oblika (%, Z) = Z Z Qe ke kniff‘.,
e n Nha

i.hnz:‘ 2 ”Z‘.Pramen @D-— OX P ZOVEemo kongugovano—pollnomlgal-

nim pramenomn nad D.
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. 3
Sa g},’) oznadavaéemo podpramen pramena Q , pri
>

demu su klice u épdefinisane elementima iz P.

De finicija 2.3.3. (O,’p) -forme, kod ko-
jih su koeficijenti elementi iz P, zovemo polinomijalne (0,P)—
forme i oznadavalemo ih sa P,p . Ako su koeficijenti iz _}5,
takve forme zovemo polinomijalne-konjugovane (OIP)-forme, ko-

je oznadavamo sa P? o

(]
De finicigija 2.3.4. Oblast D iz € je po-
3. ~—
linomijalno-konjugovana ako su grupe H (D,@P)trivijalne,

za svako @3 { i svako £>0-

Teorema 2.3.1. Neka je l.:'. %—-—-P—B'P: P iden-

tidno preslikavanje i preslikavange D PP——?' PPM koje Je
definisano sa /3/ iz 2.2., tada je niz
Lﬁ%ﬁ-‘nﬁé_—)mé- 1
O”':? Po"'> o Y4 4 > P > E?D-‘-/' —3> %—70 / /

tadan.

Primeéujemo da se dokaz bazira na gledeéoj Cinje-
nici: ako Jje 578:.0 , ‘ﬁe E,’) , tada jednalina Zusﬂ ima
redenje iz ;519’4 . U uvodnon delu smo napomenuli da Jjedna- )
gina 51,1-:.-. { , sde je ﬁ‘.ﬁ.:_o?:ﬁe?;zf)), ima reSenje Buz???l»(ﬁ};);(,,r,\
- ako je D oblast holomorfnosti @ )@f_'l_ , dakle ima redenje
ako je D = Q:T’; Znadi, ako Je £€513 )54.9.-:..(] , tada jednalina
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3K=¥ ima reSenje & :Fg:( D) u svakoj oblasti holomorf-

nosti D. Takvih reSenja ima beskonadno mnogo. ZQkizudup@rapyck

3

postdjivregenije iz Sev.
Najpre, dokazaéwm d4 je niz /1/ tadan ako je 1343,

U ton slucdaju dobija - niz

e

0 >Po~%~ p-% B 2 P->53, , /2/

: tn = — K 5
Neka je %_ZQC" SN N zk, LZkme Py i
pri demu je D-ﬁ—o Tada je prema /5/ iz 2.2.

(T Qou ko 2bptfn. Z)n) dlZ+ (ZUekka2t 220203,
oot (Zaekkmzf%“"-na““)dim )

j 12
gde Je { = ({," el"_,’ Qh) , K= (Ka Kz, ) K-n)? 20- 7 »r_a_(’L,,, ZC’"_
Dakle, prema /3/, dobijamo

ae«“" = Q{KKQ-: T CLE,KK"": . /4/

Znali, iz pretpostavke :ff@ 50 Ié.ﬁao, prema /4/, sledi da je
£ 6 P o

Neka Jje, dalje,

(M)

‘£= (Z QM) ‘({‘,)O{I"""""(ZC\,C\\

M =
e B 22y olz, /5/

Ko

v N 3 (v} pM (w)
ede je e( (d) (v)! Ktv) U(H (\) 27 S “._éM:

—— (V) — k(v) (V) QK( ) Y . =~
Z-k Za ?‘; ;:M . Prema /5/, to jest iz O=a£é%

sledi

K e 3 KU-\(,_ A =g (2) (2) pb. !
“‘za (l\)k(l\) Ze 4 ZZ e ~Z\1 Z—a‘ (2)<‘1)K4 Z’C K " Zﬂ"

— - —
e -
-_‘......_.—_-—,._ -~ — —

) (w)

_ L “‘) ("’..4 i
ZC{U*)K(O mZ— é»\«‘ ZK ZC& "")g(“)“ Z‘C‘ ZK‘ 417::4(M=,0
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' ¢! 2) 2 (2) )
— 2000, ket gl 3 e () s o2 1L =i
2(7~)K‘2-) M & ZA Z {\V\) \<(\n) ZQ, D '2'\4 _—D

_— /6/

(M) (ne) g —Kh 4)_! nem w QU\LK(“) K’\\-'\ &
~Z R T e

Iz /5/ i /6/ dobijamo
/?7/

4T U 2B e )l (T 2R, i,

Posmatralemo sledele sludajeve:

1. Ako u :ﬁ postoji &lan %ZQ ‘6“4 0(7: /8to
oznadavano ;fjo[ﬂze /5'“—4 de /u:#o ’<V¢O Tada,
prema /6/, S Ko = IK - 40{_2 pri Semu je dy= —'—dv

2.

4’.0(';52“ ¢TIZEMZSY A +0, Kj#0, Ku 50, Kv== 0.
Doy = 4 1% d b
Tada g;MZe “z M"i,"f"dzﬁb 1 ;ﬁ’.)d(\)z-ezd ZK'“’ zkv 4412\1 .
Prema /6/. °<‘/l4.“ Q oé& , o(\)__ X a: . Ako je K3=1N
tada Jje kﬂ,_l(v &Ké i,] 01/14,::'"(\)"&3' ()
ey
3. ﬁ)d zegk =13 k'l, ZwMo(Z~+--;+oLm?_ez4Kf.-2:m d?;,,

4£}</MQY\, Kyv#0.Tada, prena /¢ /, dy= —=

?

K dyg V=43~
4o |
{,Do(v ieit’«"d'z\l 4 ,V;'-:/!:}Q)-'-']’n.
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Znaci, ako Je ,ﬁe ]34 ,,51?:0, tada moZe biti ispunjen samo
bar jedan od prethodnih sludajeva. Za "elemente" L € Py

uzeCemo samo one koji mogu biti oblika

Ay 5Kz Ky oy Kz K

A ATNZ L R iz Regiv Ay geg Ky g iom XY g gk
SR v,d‘ d ﬁzv’K‘ad Zim 9 Kyt &’,
u zavisnosti koji je od sludajeval, - 4. ispunjen. Prema /7/,
dobija se da je 5“,‘-'-‘-1-0-.

Dokazadu

Zaista, ako Jje -ﬁéP,
Dalje

da Jje niz pc-a? P.,-B—') § tadan,

tada je prema /7/ iz 2.2. 551?:0

, neka Jje

@Cg‘zzw& €%k )dEAd2~2+ +(ZQ 20 Z“ )dZAdI/a/

24 =0 >

U zavisnosti od toga da 1li je

b¥=-o, mogu postojati sledeéi
sludajevi za oblik forme /8/

1. 434, , 26 Z,

“dZ, AdZ,, 1S uvVEm.
2. {)&9#282

zu'dz AAZ +d, 282 “J 42"""

9\/
‘o(z AdE, +a§wze K“;f "‘K”dz- z AdZ, 44J</u<l)"n K, k,,ka#»o
%

‘£3°La,u,~282 J"‘ZKM Zy Z-A(‘a(z- AdZ + e
C’\v(_z dehZKv"‘

oLz AdEA 14 <MLV <'n K. \?‘,K»K"*ﬁ
Kako je af.o, to je .
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o ke -

=0 « djt :d.d(év.

- = K — T e

4, :ﬁDJAﬂ’Ze KZ 4234(3‘“2‘ ’W\O(Z"Adz—z.-g-o -+

damn L AdzﬂAdEM+¢13%€zA4“k* 42:*.4 o(}?-;_/\(/fi-r
=14 K= A

oty 2 Z S EPTL TR AT pl oot b 2B z—fmﬂ-z Az Adé
Prema /8/, dobija. se

74 Ky

OL/‘\,_.-&OLW ~ 3 g M=, 8. A, MLV, 2L Mg M, /9/

Resenje Jednacnne aQ-f .#GP formiraise tako.
Sto "elementi" forme QL mogu biti sledeéeg oblika:

S Gl K gk g3

1 KM-M /w )

K1 _ ‘
Eta,-?_-eg.z.d '“'2_. Ky f 1= 1<v
Ky
jav Ké,\(jé/‘"‘
3! Qazfg §- 'I-“,a. z'::f";gn"dz +Q z’;cz “Z /ud Kv_ Ldl

+Q»Z€zd d’z_/fﬂb___‘<vd,2y7 CLJ, "'—.!.;‘i.,(,LM 0, Oy=

- _.”k‘ % - Kp, =— Kv = IK~~A
7 4z M™Z =
+ayetz w—-»z A3 ront 592, 2, 5 dze, Az,
‘__-QLJM L _ Ky 4. o Ke
Aj= RKa Av={ ” G Kop Lipe, A= Ky 4T T KM

!
¢ ltA A-K Kom | = Ka =Kah (=
OJ42' L.o- Z‘N“ d24+ e +QM\Z£24 A' 'ZM’m O{Z./m7

obm_
Ar=- , 2 A2=0 av**“"'oiw

Kv
kag o V=3 4 ...
‘(2' 4 7 )AI ”’K7

m= 4)2),..)41_.
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Dokazavs$i tadnost niza /3/, imamo induktivni postu-,
pak za tadnost niza /1/. Naine, ako pretpostavimo da je niz
/1/ tadan za svako 13<’W-’l , tada je tadan i za svako P<M .

Zaista, neka je
:ﬁe P137 57{:0. /10/ |

Koristeéi Of=0, to jest kakav oblik mo¥e imati forma ﬁﬁ

formiraéemo formu UE P . koja zadovoljava jednacinu au 12

Oznaku ¥D (edZK >’L{DWCLZ{(O(Z‘ di /\ /\O(Ed, )

podrazumevamo: ako u formlfpostogl element ‘-edZ-K, tada u

formi . uzeéemo elenment Wdiz .

ez 92 39 dZ. AdZA-ndZ

L ‘f) OL3’4 é:z: zdﬂ Z-o“a "'2—31: dz’aa/\ 3z Iy’

v . N d i d - i X = . -— —”

4{}4\(“(3,‘,_,5'“7—? M )ﬁze Zafjaf,\“"‘ 232_2:..2}(3,? dk‘/\-"/\dzzf
d2

kd
= Kr=1

2
—Ke=4
oy, 2O E B 20 z‘a“’*"d,g A Adi&*
+ J-J.. t"ka; 7 Ky - -
.28 33+4 "‘Z~ "'Z }P-M o{ AN 44 L4 &M
\  Fy? 2,1}‘.4 Z, y d« 21”1 3( 3’& 3

_‘En

-4 kﬂ +1 P-4
d,‘ P 4 ————é’ we g
LA &) 1’0(.3‘ 2’1, 3’194-4 *

’S’z 3’1:+4~, = WA, ¢ € =¥, K ;A",‘Kg
O 3"" ! 1(4 " %1:1 ZJP. ’

Tpan. 'OLZJ? _. AO{Z?P-T ”3 “Hpan® Zf z"

L PR
K-y |
E 'aa 4w E a"’*”‘ d— t
. & 51;-\»4 dza’ A dz& Ao A 23'1,«\-'\‘
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Koeficijente a.(}, odredujemo kao u 2!

3. Ukoliko is}- ima elemente oblika

Ky iKq d’ -+ KJ""Q. -
3/10}87_ 2R }p}p %mf"* ‘1 0,2’3’\0&‘5" 0 "d% ?

tada zatvorenost ove forme uslovljava da koeficijenti O(a,
ispunjavaju vezu preko Ka-, kao u 3. iz prethodnog slucaja.
Zahvaljujuéi toj vezi mozemo da odredimo WC U, tako da se

gornji elementi iz *’ svode na 8\' .

Q( K = Ky
4. 5@ = }PZ a‘} za,h Zé:Pﬂ . *“ﬂdi‘g\

o A ek ez Kyt 3 K 3. 3 A nolF e
/\dzapr -Vm;s T s’ oLz, A dZy A AJZMM

vty b =2tz .K},P;g‘ 4 "‘a A .
*dé"p“rﬁ'/‘ JI‘PH'\,Z Z:}M—" m{* 0{221“’)’”‘ ~-./\d a'

Koeficijenti olé‘, ispunjavaju relaciju slidénu relaciji /9/.
Na osnovu te relacije moZemo odrediti koeficijente Qg, kao
$to je to bio sludaj 1 = &', takve forme WC W , pri demu je

oY= .

Posledica 2.3.1. Ako je D polinomijalno-
konjugovana oblast iz ¢ , tada je H%D,%):o, 4>1

Do k a z. Pomoéu niza /1/ dobijamo tadne nizove
 3.2.53,..55.55.0..5G,2
O—-yg’o—(‘)g)o-@-?%zyw'—%q?—?qswqaf “t@y‘a-) Q /1,/
A 3 & )2 MH8w->
0 —s T(0,3p) > M(DEY—> = DTy M(0Tpu)> "2 TOT>0,
Kako je svaka oblast D iz 0:"' parakonpaktan prostor, Pp pramen

abelovih grupa i HQ(D)QP)-—O , za svako 921 i svako P20 ,
to je prema teoremi de-Rama [14],[45] HQCD 9’3)2-0 9z1.
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z . RACIONALNI PRAMENOVI NAD OBLASTIMA KONVEKSNIM U ODNOSU
NA NEKE KLASE FUNKCIJA

32,1. Prosto - povezane O blasti
koje su konveksne u O dnosu na Jednu

klasu funkci]a,

U uvodnom delu su navedene holomorfno-konveksne ob-
lasti, kao i rezultati koji se odnose na ovu klasu oblasti.
Pojam konveksnosti mneke oblasti D iz G?t mo¥e se tretirati
sa geometriske tadke gledista. Naime, ako za ma koje dve tacke

Z, i £21iz D duz £+ (4-—-":)‘52,) O£ + £ 4 , pripada D
-tada je D /geometriski/ konveksna. Nije teS8ko uoditi da se

geometriska konveksnost moZe, u nekom smislu, analiticki defi-
nisati. Ako je K bilo koji kompaktan skup iz D i skup

§3€D KR Nv‘&xiﬂal,v@e;if ) Qf-‘-%w? 4>\KZK-‘ Wr\wwh\(‘@wj
kompaktno pripada D, tada Jje D geometriski konveksna. Takode;
iz beometriske konveksnosti vazi prethodno za bilo koji kompék-
tan skup iz D. Dalje, prema teoremi H.Kartan-P.Tulena EQI,EWﬂ?
[217], imamo da je svaka geometriski konveksna oblast D i holo-
morfno-konveksna, to jest D je oblast holomorfnosti.

Primeéujemo da Jje skupiii sadrZan u skupu svih ho-

lomorfnih funkcija **G»iz oblasti D. Kako je preko X moguég

definisati geometrisku konveksnost oblasti, ili L -konvekanost
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otuda Je razunljivsnis.o definicije holomorfne konveksnosti,

ili, na primer, polinomijalne konveksnosti.

DefiniciJja 3.1.1. Neka je SM neki skup
meromorfnih funkcija u oblasti D iz @€ i X kompaktan skup iz

D, tada se skup
R = fse bt o\ € M #@1 S, Sonk=0f 1/

/Q%je polaran skup funkcije _f / zove gm—obvojnica kompakta
A
K. Za oblast D kaZemo da je SM -konveksna ako KS kompaktno

(a4}
pripada D, za svaki kompaktan skup iz D.

Prema ovoj definiciji imamo R-obvojnicu kompaktnog
skupa K iz D, gde je R skup racionalnih funkcija. Takode, ima-
A
mo R-konveksne oblasti, ukoliko je KR kompaktan skup u D, za

svaki kompaktan skup K iz D.

Definicija 3.l.2. Za analitidku funkeiju
-&23) iz oblasti D kazademo da se ravnomerno aproksimira racional-
nim funkcijama. unutar D ako za svaki kompaktan skup K iz D
i svako &>0, postoji racionalna funkcija Uz ) takva da Jje
Tik= 3 ’m%x\ﬂz)——)&%% S

Skup analitidkih funkcija koje se ravnomerno aprok-

simiraju racionalnim funkcijama unutar D oznaclilemo sa RC\)),,

Kako je ‘ZU_)) prsten sa jedinicom, bez delitelja nule,

to je moguée formirati polje odnosa R(D) prstena R(LY .

R
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Dalje, pomoéu ﬁ(D) mogu se formirati skupovi
2. =4@,8): 2 0\Tg £ RO, =URe s

U skupufR mo¥e se uvesti topologija, na taj nalin, Sto se
okolina elementa (2-) ) definise sa %(?,f) ' \‘§-2:\4€§'.

Nije tesSko uoliti da je®, sa definisanom topologi-
jom, pramen nad D. Pre svega, D i R su topoloSki prostori.
Dalje, funkcija

R:R—-D, %, H)=2 /3/
je na i lokalno homeomorfno preslikavanje. Ovo, tvrdenje se
dobija iz &injenice da postoji okolina UWeD ma koje tacCke iz
D i jedan element fe ﬁU))ﬂ H(W , pri Semu se okolina
{(E):ﬁ) L 2elU } , pomoéu /3/, lokalno-homeomorfno preslika-
va na W . Ako je Y otvoren-povezan skup iz D i neprekidna &)
funkeija 1Y —> R, sa osobinom ﬁ:@:l%, tada je @) otvo-
ren skup u R i funkeciju € moZemo identifikovati sa jednim
elementom iz Q(D) . Isto tako, svaki element iz RO oare-

duje jednu funkciju sa osobinom. koju ima navedena funkcija S o

Teorema 3.l.1. Ako je D prosto-povezana ob-
mn
last iz €, H‘(D,’FKU))):O i ako se svaka analiticka funkcija

iz D mo¥e aproksimirati racionalnim funkcijama unutar D, tada

Jje HA(D)R)‘:O o

U odeljku 1.3. navedeno je da trivijalnost grupe

Al
H(D;&(D)), za Dc @“, je ekvivalentno ¢injenici da je u ovoJ
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oblasti re$iv aditivni problem Kuzena. Takode, H* (D #(D)=0, za
DCG?'L, je ekvivalentno holomorfnoj konveksnosti oblasti D.
Zato, prethodnu teoremu moZemo formulisati na sledeéi nacin:
Ako je u prosto-povezanoj oblasti D rediv aditivni problem
Kuzena i R(D)=H(D) , tada vaZi sledete: ako je ﬂz&wgo&:ﬁ
ma koji otvoren pokrivaé oblasti D tada za svaku familigju
funkcija { f46§(¢ﬁ)eAXA , sa osobinom :fa-K..,ﬁfK_t.:&-a- = 0O,
za % € ucﬂud‘ ﬂuK»’ :@ﬁe E(D)n H(vu,gf\\l{g), postoji familija
funkcija 5,%%#_“ takva da je Xol-é E(D)ﬂﬁ’(HDL)‘I '{;&fb':#/’)—‘fd-,
2ely nip-

Dokaz teoreme 3.l.1. Neka je U= %UA,UZ}’

otvoren pokrivad oblasti D. PoSto je D prosto-povezana oblast,
~ - 3 3 v r‘ ' ' ’ ¢ 3 u:
moZe se formirati otvoren pokrivac U= 1)‘/‘4,“1_% oblasti D koJji;
je finiji u odnosu na polazni pokrival Q( ~ takav da Je u.',\()u,'z_
povezan skup. Dalje, svaki kocikl pokrivaca ’-l(,/ sa vred-.
nostima u pramenu ﬁ; je kocikl istog pokrivada sa vrednosti-

ma u pramenu'ﬁ“))s _
Kako je  W(DH(D)=O , to de B (U Ho)=o0 , ili

/Cgﬂﬂ.“{m, Ay e B(Wy), /4
za svaki kocikl £ sa vrednostima u pramenu?ff(()), Prema pret-
hodnon, relacija /4/ je ispunjena i za svaki kocikl A sa
vrednostima u pramenu 72, . Znadi, iz relacije /4/ sledli‘da
se funkcije ,ﬁy mogliproduéiti, po putanji pomoéu L , do me-

romorfnih funkcija %y u oblasti D.
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Japanski matematidari J.Kajiwara i E.Sakai Lel
koristeéi rezultate S.Hitotumatu i 0.Kota [20] , pokazali su:
Svaka oblast nad mnogostrukosti Stejna je slabog tipa Paenkareg,
to jest svaka meromorfna funkcija u takvoj oblasti je oblika |
—é—- , gde su iﬁ i @ analitidke funkcije u toj oblasti.
Kako se svaka oblast D iz ¢‘Y¢ no%e smatrati oblaséu
nad @,’“‘ , a Qn je mnogostrukost étejna, to su produZene funkci-
je fv oblika -l ,pri Semu fyeH®), gy€eHd) . Sa druge strane
H(p)= RU)) te je prema /4/ kocikl £ Jednak kogranici ko-
lanca \‘)2\,\, 8 , sa vrednostima u pramenu ?\a Dakle je grupa
H"((w R) trivijalna. Kako Jje CU) finiji pokrivaé, u odnosu
na Y , to je i A (QL JQ"O

' ‘%rdngp tvrdongje slcdi ig opsSte tidrijce pramenova
Naime, ako Jje 5' na koji pramen nad nekim topoloskim prostorom

x i ako Je Q(.‘ otvoren pokrivad X , finiji od otvorenog pok-
rivaca Q/( , tada postoji homlomorfno, jedan-jedan preslikava-
e: €1 Wi, P> W(UT). |

MoZe se pokazati da Jje grupa P\‘"(QX;R.) trivijalna za.
bilo koji otvoren pokrivad Gu=3\ uﬁ%&@\ oblasti D. Zaista, for-
nmiraéemo finiji pokrivac ‘u >\Uv % B tako, Sto umesto eleme—-
nata uok iz Q,( . uzimamo njegove komponente U U{SQQL) koje .
su i1 elementi pokrivaéa QL . Neka je, dalje L= ‘i/cﬂa ,/C(S,Lg
kocikl pokrivada Q»L sa vrednostima u prmenu ?\, Kako Je

H‘(Dfé{(m}“‘oi , takode, kocikl sa vrednostima u pramenu ,ER(D) ,
da je D prosto-povezana oblast, svaka od funkcija ‘E‘F’ se pro-

y
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dufuje, po putanji, do jednoznalne meromorfne funkeije }2\,/5 u
oblasti D. Prema navedenin rezultatina 1 , svaka oblast D
iz @ je slabog tipa Poenkarea pa Jje svaka od funkclga iv,b
iz RU)) Dakle, kogranica dobijenog kolanca %2,{3?5 sa vred-
nostima u pramenu R jednaka je polaznon kociklu £ . Znacn,
H( (U)R)““O , odnosno H“(D,R)’—‘-‘-O- h

Ukoliko oblast D nije prosto-povezana, primeron se
moZe pokazati da ne mora biti HA(D)'?Q—:_O, pri ostalin pret-
postavkama teoreme. Zaista, neka je D dvostruko-povezana ob-
last i otvoren pokrivad QL:%M4,W§ takav, da je WaNWU2 uni-
ja otvorenih skupova w i T , takvih. da je w'nu'so,
uH:O, L(,”:L»O . U tom sludaju funkcija

o, zel

C(@)= >l 172 e LL” /5/
p

definife kocikl datog pokrivada. Iz pretpostavke HA (’U )32):-_07
sledi da je A= '&L—'e\h'z clanNUa, ’e\\,e (v, R) ,
ili VvEE‘(D) HHQU\)) ( A je kocikl definisan relacijon
/5/)., Kako je »&,,:2.2, y 28 ‘Z;ELL’ , to su Av neposredna pro-
duzenja kroz LL‘ . Sa druge strane, to su grane neke nnogo-
zna¢ne funkcije zg . No, grane mnogoznacéne funkcilje /9»\/ ne

~
nogu pripadati, po teoremi jedinosti, suzengju 12(.\3)\\1\).

U odeljku 1.2. je navedeno da se analiticka funkci-
ja u okolini polinomijalno-konveksnog kompaktnog skupa K /uka~
liko Jje Kz\?P/ no¥e ravnonmerno aproksimirati polinomima na K,

Analogno tome,,moie se pokazati::
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L enma 3%.l.l1. Ako je kompaktan skup K R-konvek-

A
san, to jest K= Kg , i funkecija { analitidka u okolini K,
tada se 19 mo¥e ravnomerno aproksimirati racionalninm funkci-

jama na K.

A
Dokaz. Neka je K= K R i Wk neka okolina kou-

paktnog skupa K. Mo¥e se pokazati da postoje racionalne funk-

cije (D, )"[,2, e Jle (i—) takve da je
K 92 @)I€ 4, 1edglfc Ui /e/
Zaista, neka su polinomi GaZa )y Qz2a,r- o) Omngw takvi da Je

lQyZy) £ 4 za zeK . 2Za ma koju tacku ZQ___(ZM’ ,.)Zg)q:uk,
sa osobinom da je YAy | L L, 1<V €M» no¥e se uzeti ra-
cionalna funkcija () . tako da je \Llo)l 21 i ’Y“QX kL
Po teoreni Hajne-Borel-Lebega. postoji konadno mnogo racio=
nalnih funkcija sa prethodnon osobinom, 04nOSNO konaéno mMnogo
da bude ispunjena relacija /6/ .

Kompaktan skup %Z“ mé(iﬂé. i, 1< cseﬂ' = Tr
je R-konveksan. Ako je & 1z R-obvojnice ovog skupa, tada Je
€ MA@, @) c R, QhK=( . Dakle,
e < /YY\CU(\T\ {2)‘ A+4{ $to znadi da zeT,

Neka je, dalje- T adherencija polikruga nc ki
sa centrom u nuli. pri cemu Tcn g 1 I =a2dherencija unutras-
njosti jedinidnog kruga iz € . Znadi, (i‘. Na@, . )nzLZ-B)E\‘\X'f_
Kako je funkcija{(%\ analiticka u W , to su zadovoljene Ko-

%i-Rimanove jednadine 'aﬁ:o Dakle, postoji analitidka funkci-
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ja f(%)u okolini ﬁx T‘a , takva da je :f;(%)z ;E(Z—, Na (),
Ny (;))f’llﬂ Medutim, deliniéne sume f:)(z)w) stepenog
reda oko tacke 2=0 é—ﬁx I(/’ , Tavnomnerno konvergiraju
funkeiji Lﬁ(i‘) u zatvorenom polikrugu ﬂ X I.e’ . Prema tone,
niz racionalnih funkeija :f,,j(z )74(2-) )16(2.\3 TavVNOTerno
konvergira funkeciji f (?;) Na (B, ))Ze(%) #(% na 17,

tin pre i na K.

Posledica 3%.l.l. Ako je D prosto-povezana

oblast iz @ , koja je holomorfno konveksna i R-konveksna,

tada je H* (D, R,)-—':O.

U odeljku 1.3. je istaknuto da K(D,H(DFOsledi iz
holonorfne konveksnosti oblasti D. Prema lemi 3.l.1l. se dobi-
ja, da iz R-konveksnosti sledd” H»(l)}:?(!)) . Znadi, ispu-

njeni su uslovi teoreme 3.l.l., te je H"(D)R)’—-

2
T eorena 3.l.2. Ako je D oblast iz Q'i

w (D,?\)‘:—"O , tada je D prosto-povezana i konveksna u odnosu
na klasu R(DYO KDY,

Dok az. Pretpostaviéeno suprotno, to jest da ob-
last D nije konveksna u odnosu na klasu 2(\)}(\\%(03 . U ton
sludaju bi postojao kompaktan skup KCcD takav da KQ(D)HM\s)

ne pripada kompaktno D. Sto znadi da bi postojala tadka

SE Krﬁ(b)ﬁ\'\’“)) 2D . Dalje, svaki element 46 RODYNBO)
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je oblika :%- , pri Cenu ivGR(D) Ukoliko niz racionalnih
funkeija (n“’ ﬁ) uniformno konvergira 4’-,/ na kompaktnom skupu

K< | _) tada po teoreni Vajerstrasa i niz racionalnih funkcija

atmn(w 20&{}{
( w J uniformno konvergira KV na K, za svako V=12,
az kip 0F
2 1y

Isto tako, svaka od funkcija - Je analiticka u D. Zna-

I
¢i, klasa E(D\ ﬂ H( D) je zatvorena u odnosu na diferenci-
ranje. Prema teoremi H.Kartan-P.Tulena [E] svaka funkeija
iz klase ﬁ(.D) QH-(D§ se analitidki produfuje u polikrug

u (So)n,) , gde je JU rastojanje kompaktnog skupa K od grani~
ce oblasti D. Neka je, dalje, B(‘S.,)nj) otvorena afera koja
pripada u(go)’LS . Kako je odredena tadka %o , svaka tadka
§'=('§,,"’§i)e'\5qg’moée se spojiti otsedkon To%' sa Jo . Na ovon
otsedku postoji tadka 3'= ("S,”) 3’2") sa granice DD - koja je
najbliza talki S’ . Pomoéu tadaka 'S' i 3" formirademo jedna-

&ine kompleksnih pravih. koje prolaze kroz tadku 37:

) p -g 7»-(/
Lq ' 21‘52‘,— 3;11.___ ”(2’\_.)4’/) O
- | /?/
Lovapmsd 4 525 , (2a=5))=0
feka je U= {Us, Uz %w
= (2,22) 2 (&, 2) €D\ L4 %) "
K 2=3 @ &) (3,20 €D\ Lak,
pokrivaé oblasti D. Tada funkcija
A
i(z)': . — - /9/
v Sa-34 no 35, o,
(Zz'-gz- & (4:,,—34))\22 Sy 4 =273
27 > 2
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odreduje kocikl u odnosu na pokrivad /8/ sa vrednostina

u pramenu R . Kako je po pretpostavci \r'\"(bjjz)-——(), znaci i
HA(‘U)R\:O . postoje funkcije %\)é r(u \),:Q):: /\ZV(D)(\ H (L)
koje definisu kolanac {Q\A)qu ¢ija Jje kogranica Jjednaka ko-
ciklu /9/. I1i, :.fl(z.):.— /&d}‘)-ﬁ,ﬁ'\za ze UiNUz= D\kLAUL'Z)'
No, tada je fu kcija |

o ,,(24 Z) A,

/10/

analiticka u D. Dalje, kako su 4KV iz klase RJLD) to Jje pre-
s £,
mu‘)rvluglgl 10 g—(%)~<iz 52, g 242 (24 54”)) ___Z?Z)’
{f . . v
4& € Q(D}. Rrom&~tomo . Je 1 é} iz klase IZ(D)I?F%(D) Posto
se svaka funkcija iz R(D)f)H(D) analitidki produfuje u

sferu B(S%nf) , to bi se prema /10/ i funkcija

1
¢ @)= /11/
L] 2 sy

§..
analitic¢ki produZila u tadku 5”’ kao analitic¢ka funkcija na

pravo] ‘—2 , Sto Jje nemogule obzirom da je to racionalna funk-
cija.
Iz primera /5/ se dobija da oblast D ne moze biti

visestruko povezana.
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Primetimo, da je HA(D;R):;() . za ma koju prosto-
povezanu oblast D Q:4 . Zaista, u odeljku l.3. smo videli
da je. u svakoj oblastiDCC're8iv aditivni problem Kuzena,
prema tome je H4(ny%(®)=(3° Isto tako, prema l.2. svaki
kompaktan skup iz (I: A je R-konveksan. te Je R(D): H‘(D)

Sasvin je odigledno da Jje R(D} = H(l))mz(\))u svakoJ
oblasti D c €. Medutin, za oblasti DC(‘:’“, Mm24 , to nije

tako jednostavno pokazati, kako Jjc¢ utvrdio E.M.Cirk. ,

3,2.Racionalni pranenovi nad

oblastina iz djn‘o

U prethodnom odeljku je posﬁatran pramen, koji je
definisan na odreden nadin, nad prosto-povezanin oblastima.
Ogranidenje na prosto povezane oblasti je potrebno zbog anali-
tidkog, odnosno, meromorfnog produZenja. Kao sto je istaknuto,
u primeru /5/ iz 3.l., produZenje neke funkcije ne daje Jjedno-

znadnu funkciju u viSestruko povezanoj oblasti.

U ovor odeljku posmatraéu neke pramenove nad oblas-
tima koje ne moraju biti samo. prosto-povezane. U nuvedcnon

radu [8] imamo sledeéu definiciju:
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Definicija 3%.2.1. Neka su M/\ i Mg,komp—
leksno-analitic¢ke mnogostrukosti i lokalnc-bihomomorfno pres-
likavanje 3. M,\‘—?MQ . Par (M/\) ) zove se otvoren skup, od-
nosno oblast nad M2, Sto zavisi da 1i Jje Ml povezana nnogo-

strukost.

Analiticka funkcija, u daljen raznatranju nezavisno
da 1i je jednoznacna ili viSeznadna, u oblasti DCCCTL noze
se smatrati kao jednoznacdna analiticka funkecija u otvorenonm
skupu, odnosno oblasti, u smislu definicije 3%.2.1., a pri mak-
simalnon analitickom produZenju u (En. Otvoren skup, odnosno

oblast, u kojoj je takva funkcija jednoznaéna,ima oblik

(v-{w’f:’) ) Vi"%(z)f}))%e!)}) b(z,{2)=2, /1)
gde Je 'TP—& klica neke grane funkcije :f(z—) u okolini tadke & .
Okolina tacke (Z)fz.)e(\/:g)’p) moZe se definisati sa ; (‘S,-fs)j{,
gde je 3 u otvorenoj sferi B D sa centrom u tadki Z , a
-{3 je klica grane ﬁ(;}) u sferi B .

Kako je definisana topologija u (Vzg,"a) nije tesko
uoliti da je (Vﬁl'p) kompleksno-analiticka mnogostrukost nad
@“, buduéi da je u /1/, sa 10(2-)4’-;_);2-, definisano lokalno-
biholomorfno preslikavanje /PI (V{— -)1>)—> ¢n

DefiniciJja 3.2.2. Neka je £(2-) analitidka
funkcija u oblasti DC a™ i Q\/gﬂg) otvoren skup nad D.
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Kazademo da se prirodna granica funkcije projektuje van D,
ako su povezane komponente, inverzne slike ma koje zatvorene

sfere ECD , kompaktni skupovi u(\/;@) 13)

Definicida 3.2.3. Vigeznadna analiticka
funkcija u oblasti D. ravnomerno se aproksimira racionalnim
funkcijama unutar D, ako za svaki kompaktan skup <D, svako
€50 i svaku granu i‘& , funkcije :ﬁ. na K, postoji racional-
na funkcija () . takva da je ’YY\%K ’.ﬁ )1@‘)\/ £ C.PnnK =

Ako je prethodno ispunjeno za ma koju granu :E\<\+
date funkcije ﬁ(z.) . na holomorfnoj obvojnici kompakta KC D,

tada se kaze - ir?- se g-racionalno aproksimira unutar D.

Iz definicije holomorfne obvojnice nekog kompak g
skupa K iz D /odeljak 1.1. i 3,1./ sleduje da racionalna ap-
roksimacija, neke funkeije, implicira g-racionalnu aproksima-
ciju. Dalje, za svaki kompaktan skup K iz neke oblasti PC @Y",
prema definiciji %.1l.1., mo%e se formirati R-obvojnica. Tako-
de, kao 8to Je napomenuto u 3.l., D je R-konveksna ako Jje
\Qp\(m kompaktan skup u D, za ma koji kompaktan skup iz D.
R-konveksnost oblasti D more se definisati preko racionalne
obvojnice oblasti. Naime, R-obvojnica nekog kompakta o B
mo¥e se posmatrati kao R-obvojnica u Q K (Q“ %ge@*n "1(‘:”(
(maX\T)(%)\ ne R C‘?hﬂ“”mg Tada se kaZe. da je racionalna
obvoJjnica DR neke oblasti DC Q“ unija R-obvojnica K C(\"”\

kompaktnih skupova \<C D - Dakle, prema prethodnom i deflnl—
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ciji 3.1.1., oblast D je R-konveksna- onda i samo onda. ako
A

JGD‘-;DRo

DefiniciJja 3.2.4. Neka je ;fCD skup svih
analitic¢kih funkcija u oblasti DCC\"_% kod koJjih se prirodna
granica projektuje van D. Neka je, dalje, R%((D) skup funkci-
Ja iz ’f("b, koje se g-racionalno aproksimiraju unutar D, a
R‘HED) ikup iz WD . koje se racionalno aproksimiraju unutar
D. Sa ’fLD , ER(D) i ;i’ U)) oznaciéemo polje odnosa, respek-
tivno H, 7Qﬂ(_0)i Rj}((p)’ .

Kako su ]?D, Rﬁ(‘)\i R%C(D)komutativni prstenovi sa
jedinicom bez delitelja nille, to se mogu obrazovati odgova?
rajuéa poija odnosa. Dalje, ako se za klasu ?(D uzmu samo
jednoznacéne funkcije, tada je')e(D skup svih jednoznacnih ana-

1itidkih funkecija u D. U tom sludaju je IZ%D): R,}{(D)r-ll(l))-

Lema 3.2.1. Svaka meromorfna, u opStem sludaju
T
mnogoznacna, funkcija f u oblasti DCC ‘ima oblik 59__ ’
gde su g, i /@J analitidke funkcije u D.

Dok az. Neka je \/{(D)-—‘—{(E,fa) , &€ D} i
v{’l ()= %@'- ’Jii-) ,,Zeﬁ”ﬂ; , gde je :ﬁi‘: klica jedne grane
funkcije -{(z) u tatki # . Tada je prema definiciji 3.1.1.
(\V{-({n),?) oblast nad CEM' . Znaéj, funkcija iﬁ se moZe smat-
rati kao jednoznacna funkcija f_ u VQ. (‘D). Kako je Q?“oblast
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holomorfnosti, dakle mnogostrukost étejna, to Je .ﬁ:___ ’

)P

gde su G 1 (),v analitidke funkcije u (\/ﬁ((\""")} )[6] , znadi
analiticke 1 u (V{( D)ﬂ)) No, u tom sludaju su gn\- 13" i
,({L,f /TD analitidke /viSeznadne/ funkcije u D i ;ﬁ %\/

L ema 3.2.2. Analitidka funkcija u R-konveksnoj
oblasti D &ija se prirodna granica projektuje ven D, moze se

g-racionalno aproksimirati unutar D.

4 \
Dok a z. Pokazadu, najpre, da je ’2&(@%): K WD)
za svaki kompaktan skup K iz D. Neka je Z&4& \( (&“) (e,(%)
ma koja jednoznadna analitidka funkcija u D. Kako Jje K ((h)
kompaktan skup u D i D racionalno konveksna oblast, a prema
lemi 3.1-1., postoji niz racionalnih funkcija (anLB> koji
unlformno konvergira funkciji (eLZ') na K (Q“}/u oznaci Q (%)
> @ () . Buduéi da Z-c&KR(C\f‘), sled1 da je

(R @o)-Nm(ZB| & MA@ -Rhel . 72/

Znaci, (mg%o)) je KoSiev niz u Q: i kao takav konvergira ne-

xom broju d& . Kako fl_m(z-)__ate(g.), to i ﬂ,mkzy--) @), te

je . Sa druge strane Je %.“”" /W‘CZK\RMQZ—\ (Q(%)\ 0,
DD

znaci

Lo MG | Tl (D)= mMmax\ U
m-s>x K K /3/

Prema prethodnom, odnosno iz relacije /2/ i /3/, sleduje da
je lcf(?:cﬂ £ ’YY\CU( \'e(®)| - Kako =zadnje vaZi za ma koju funk-
ciju iz W(OY , to Zo & K\—\UB)
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Neka je, dalje, R() skup onih racionalnih funkci-
Ja ¢iji su polovi van K. Iz definicije \( @am \neposredno se
dobija da su polovi svake funkcije iz R(K) i van K (Q“)
Vise od toga, postoji okolina MKR skupa |<R((Y.) koaa pri-
pada D i koja nema zajednidkih talaka sa polovima ma koje funk-
cije iz Q(K). Ovakva okolina Jje konveksna u odnosu na klasu
R(K) te Jje po teoreml H. Kartan-P Tulena \_9‘\ holomorfno
konveksna. Dakle je KH(D)C KH(LL )+ Medutim, iz R QT H (U R)

A

sledi l< H’(u‘ip) K R(K\ K Cc.n)

Kompaktan skup Ké&“)prema prethodnom. je konvek-
sna obvojnica kompakta K €D u odnosu na klasu R(K)e Kako Jje
A
svaka funkcija iz R(K) analiti¢ka u okolini KR(G_“) , to je
R(K) = R( 12 ((L“)) . Znaéi racionalna obvojnica za K C@q)— je
obvoanlca istog skupa u odnosu na klasu R(K), te Jje K (C\_ )
(K (C")\ Zaista, ako je Zoéka(ﬁ“)tada je
|1@o) | ¢ MAX L ¢ MAX ARG, e R, /4
A K KQ
Dalje, neka je ZOe(KR)Q tada
| RCZe)) € M U@ Tle R (K, /5/

<\Q
Buduéi da je Kz&ﬁ_h\ kompaktan skup, svaka od funkcija (&)

dostiZe maksimum u nekoj tadki ESNS KQQ.“), znadi

HL(zoN £\ | & maxine|, ne R, /6/

Iz /5/ i /6/ se dobija da Zo & K (C"‘), a prema /4/
K (€= (\<R(m;)

Cajzad svaka grana ik\\-& funkeije _{@"S{ D je



- 68 -

jednoznadéna analiticdka funkc:LJa na K )= K‘,(_G) dakle ana-
lltlcka funkcija u okolini KH(B) Kako je, iz prethodnog

KH(D} racionalno konveksan skup u D, to se ik prema lemi
5.1l.1. moZe aproksimirati racionalnim funk01gama na \2\_\.(0) .

Definicija 3%.2.5. Nekageﬂﬂ %(E,faf
je holomorfna klica funkcije fie}"é g ﬂ& tzJe-Djz‘;K . Preko
okolina %(E)fg)i ‘S*ZKEi se dobija topologija u R :’,
odnosno pramen nad D,

Ako se za (2‘)1?2) uzmu holomorfne klice funkcija iz

R”f%.‘)) , dobija se pramen J?, nad D koji éemo zvati racio-
nalnim pramenom nad D. ~

Takode, imamo g-racionalni pramen fR«Q ako se za

/\I’
ﬁ& uzmu klice iz R (D)

“H

Ukoliko je D prosto-povezana oblast tada se jz’}t,)
R’
@ ./C svode na pramen koji Jje definisan u odeljku 3.1l.
Sledeéi rezultati su uopsStenje: rezultata iz 3.l., odnosno

rezultati u pggu  [43] dobijaju se kao specijalan sludaj,

Teorema 3.2.1. Ako je D oblast iz @™ i ako
. A : : . ‘ Y
je H (D,RU)\)*-:O , tada je H‘\(D)J{ﬂ‘):

Dok az. Neka Je Q(, KUA,Uo.gotvoren pokrivac
oblasti D i /j c r(u,‘nuz, ?,) Ako je u,‘q_—u,‘()ug_ povezan

skup, 4  se moZe posmatrati kao Jjedna grana ncke funkclae:,e
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iz NS{D i, osim toga, A&H( Ure) . Iz H"“(Dn’a’((b\\:Osledi
H"(QJ\;K(\S‘)—O te je 4= J&\rﬂ,‘ , pri Cemu "f\nveH(UV).
Pomoéu funkcije —’?» i jednadine 4= g\l“é’w\ funkeije ’?'\y se

produzuju do meromorfnih /mnogoznadnih/ funkcija 2_\) ud .
N ¥

t -~ ~H
Dalje, prema lemi 3.2.1., ‘K:v :é—e‘;'-\'—» gde su '&.,V i &\, analiticé-
a ) Ay T 41
ke uD. Kako je §=9 , g ip suiz®, , voi Ay, Ly

pripadaju /\J(D , odnosno ,e\veﬂl,\v,:ﬁf),

Ako W4p nije povezan, 4 Jje definisano granama funk-
cija iz "# na povezanim komponentama skupa U A7 . \Pomof,u
grana funkcija iz ’f?}) R Ay se produzuju do funkeija —zl;*(:?tb .

Isto se dobija za ma koji otvoren pokrivad o‘t‘)l;sti
D. Zaista, neka je Q{:{‘X&%(,Leéotvoren pokrivad oblasti D i
5, ISNd{Slg(d,{z)G—AKA kocikl datog pokrivada sa vrednostima u pramenum
f/{"“' . Iz definicije pramena 2% i éinjenice da 'ij er(u& Qﬁj

. p (3> A
odnosno 'LL(%EH((Q(Q , sledi da Je \5/50((5% kocikl datog pokrivaca
sa vrednostima u pramenu #{). Kako je w(‘«f((h),!)) =O=Y\4(Dﬂ(\) .
to postoji kolanac e\-.-. 20\*% sa vrednostima u pramenu?((i)),
takav da Je ’S'o(,p:- 2\/&,0\& ?(("ZAa &QM:WDQ& . Svaka sek-
cija )Sot(_s je familija \( 30{&% , gde se 50! moze identifikovati

. ¢ gﬁg ';)cz . .
sa granom neke meromorfne funkcije ﬁc‘( — —-5':5:-—6 D na jednoj
(<

! .oy pd
ué\(b Pomosu <£0Lf3%

svaka od funkcija ‘KOL moze s¢ meronorfno produziti u oblasti
, )

ol

povezanoj komponenti otvorenog skupa

D, 1 na taj nadin. dobiti meromorfnu funkeiju 4"&»’- . Kako

su produZenja dobijena preko funkcija iz ‘5‘(0 s to Je '@vte;'{ D e

Dakle je ﬂ&(&'—‘- 'E\{S*LcL s pri Cemu_su 'QseL i!&p grane respektiv-
~ ~ ! * - ﬂ

no ()\.G,V iﬂ\p , te je Kf_—\ @'{d:ﬂ. ). Nujzad , podto prethodno

ne zavisi od izbora kocikla { 5&(5} i otvorenog pokrivada
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oblasti D, dobija sc H‘(D}RA&,“O .

Posledica 3.2,1. Ako je D oblast iz € ©
HA(D?()(D»-»Ol ako se svaka funkcija iz }(J noze aproks1m1-—
rati racionalnim funkcijama unutar D, tada je W\(D 2‘1)=O

Polazeéi od kocikla %{st} sa vrednostima u prame-
nu 7&0‘ . nekog otvorenog pokrivaéa (,(,,(} dolazimo do rela-
cije ’5&(s~j~(s~ .L’ obzirom da je HK(D ’?f—(’(\)))e@ Prema teo-
reml 3. 2 1.,, ’e‘aL i 6su grane funkcija & ~, ecf'f i

& =— 77 ERD . Iz pretpostavke da se funk013e iz "}(0 ’
ra01onalno aproks:l.mlraau, a po definiciji polga'}fﬁ D , funkci-
Je (14 , ‘J\ . ﬂf, , @\ﬁ pripadaju prstenu R‘K D) . I1i,

.x& Q?(LD) ,& e(l (D)

Posledica 3.2.2. Ako je H‘"(D{#ND))gOi

svaka funkcija iz ’}’(D se g—gacionalno aproksimira unutar

oblasti D, tada je H*(p, RR ):

Kao u posledlcl 3.2 1.,, iz relacije ?*/3" /eﬂ- oL €
dolazi do funkcija {\AET\ED)@/& :F(D o Medutim, kako se funk-
cije iz lsth g-rac:.onalno aproksimiraju tada su »Q\J‘ 1/Q\/Sgra-
ne funkcija iz Q (D)

Lema 3.2.3. Ako je D racionalno konveksna ob-
last iz Qm R (D) skup svih facionalnih funkcija koje nema-

ju polova u D, tada Je oblast D R(\)) ~konveksna.
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Dok az. Neka je KR“(D? obvojnica nekog kompakt-

nog skupa X € D u odnosu na klasu R U)) i

4 ,‘(‘i)“)':%%e@_’“ MU <ma@), NeR}o /7

Najpre, nozZe se pokazati da je K ) ograniCen skup. U sup-
R*w)

rotnom bi postojao niz tacdaka Z_m;(z(r:.gfr‘\),( )%(w\ c Ké(b\’

(v

takav da za jedan indeks '\4, 14\)<,é4'\1 Z\) —> 2o - Dalje,
klasa funkcigja uc.. é ?.q Zv ,?>o) me@ e N i'
pripada \2"(&)) te je

Q DT K o) /8/

R*(p) P2y,
Neka su K', ( (D\) (K(m )‘, projekcije, respektivno, sku-
A (D) P%VO )

pova K, KQ*W) sz.\) , U ravni (,3\50) Tada je, u ravni (Z\b}

K' kompaktan skup i (KR*(D)) neograniden., Znadéi, prema /8/,
pJ:'o;Jel‘:c:Lga(Kz )ae, takode, neogranicen skup u (-Z.\,) Medutin,
K
( P2‘\)

ni (év) kompaktnog skupa K!'. Dakle Je 1(‘& )p neogranicen

) je sadrzan u polinomijalnoj obvojnici Q\-( )\3 u rav-

skup u (ZVQ) , Sto je nemoguée prema /25/ iz 2.1,

Skup KR*(( )5 je zatvoren. Zaista, ukoliko to nije
taéno. postoji niz sz\ ;'.we\«&q Y, i tadka ‘50¢ KR*(;\‘X

tako da Jje QL'\MT_M ~2°. Medutin, prema /7/

\-'L(zm < max @), ¥ Re RECD). /9/
Znaéi, tatka 2o ne moze biti pol neke funkcije iz D\*(D),

Sa druge strane, zbog neprekidnosti

Kow gn(gw)\z\n(%o)lﬂﬂé@‘@) | /10/
(8 o Yad




- 72 -

Iz /9/ i /1lo/ sledi | R éw‘?x \)1(';:)\ , za svaku funkci-
ju Roe R .

Svaka oblast iz €' je prebrojiva u beskonadnosti,
to Jest D= gNK(O gde su K kompaktnl skupovi u D 1 KU‘ K(M)
Buduéi da je D racionalno konveksna oblast to su K UB\ bi K\U(Q“)
kompaktni i jednaki skupovi u D i, po definiciji racionalne
obvojnice kompaktnog skupa, K((")(\((() . Dakle je VU= U K“\.
Neka je, dalje Q(.K‘“) skup racionalnih funkecija ¢iji p‘f{\’OVl
ne seku komyakt K(Ua Kako je KC K(() . CZ Lo , to iz S& K‘R
sledd  |(3)| & MEKINE)IE MA@ Re ROSOY  (Hlo.

T1i,

A ,\ A
— Cy vy ‘0 o 11
Obzirom da Jje R*(D):—__ ﬂ Q('\(“") , to je prema /11/
(e~
7 ™) = /12/
\'< G ) 0/( 2 \Z(K\"‘) )

No, kako K“) c Do prema /11/ i /12/, sleduje da i

KQ*(@;)C D Prena prethodnom, skup \,( C&Y je zatvoren

Ri(-
i (¢ (D < \ znali, ako je 2o tacka na-
R*(p) R* cm ) ‘ .
gomilavanja za \< v , tada je Zog|). Kao Sto je pokazano
. A
da Je K \) zatvoren skup, bolje reéi iz relacija /9/ 1

(B)
/lo/, dobija se da %QQQ (\)>

U posledici 3.1.l., odnosno posledici iz {43] , pret-
postavlja se za prosto-povezanu oblast da je holomorfno-lon-

veksna i racionalno-konveksna. Primeéujemo da je, prema lenmi



..‘75_

3.2.3., dovoljno pretpostaviti da Je oblast racionalno-kon-
veksna - poSto je, u tom sluéaju, i holomorfno-konveksna.

Dalje, iz leme 3.2.3. sleduje i sledeéa teorema:

Teorena 3%.2.2. Ako je D racionalno-konveks-—

na oblast iz ", tada je H’P(D,?;e(\)))::_ @A,}‘\,i HA(D)R,R')=Q‘

Dok az. Ako je D racionalno-konveksna, prema
lemi 3.2.3., sledi da je D konveksna u odnosu na klasu R*(D> .
Sa druge strane, svaka od funkcija iz Q*tb) je analiticka u D
te je D, po teoremi H.Kartan-P,Tulena [J] , oblast holomorf-
nosti. Dakle je H’P( D)'j{(l)))r;())";)%.

Buduéi da je D racionalno-konveksna oblast, iz lenme
3,2.2., sledl da se svaka funkcija iz D noZe g-racionalno
aproksimirati unutar D. A kako je, prema prethodnom, H"(D,‘oe({()));o

to se iz posledice 3.2.2.. neposredno dobija da Je i

WA(0,R8)= 0.

U odeljku 3.1. dati su dovoljni uslovi da bi grupa
H’\(le) bila trivijalna /teorema 3.l.l., posledica 3.1l.1./
za prosto-povezanu oblast D, gde je :R, pranen nad D koJi Je
definisan relacijom /2/. Sa druge strane, iz trivijalnosti
grupe H‘A( [)’ :R_) sleduje da je D ‘pros.to-povezana oblast 1 da
je konveksna u odnosu na klasu ﬁ(b}ﬂH(b} /teorema 3.1.2./.
Dalje, u odeljku 3.2. dati su dovoljni uslovi da bi grupa

H"( D)Rﬁ') bila trivijalna /teorema 3.2.1l./. Analogno ovone
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no%e se nedto visSe ustanoviti za oblast _D ako je grupa

HA(\),?ﬁ) trivijalna.

Teorema 3.2.3. Ako Je oblast D iz QZ i
H"(D, R&)zo , tada Je \) konveksna u odnosu na klasu

RIDNKD)-

Do k az. Dokaz teoreme se zasniva, uglavnom, na
dokazu teoreme 3.1.2. Naime, ako se pretpostavi suprotno,
svaka od funkcija iz Q(D\)K}H{D) se analitidki produZuje u
okolinu neke tadke 3o€ 0D . Dalje, pomoéu kompleksnih pravih

LA iLQ_/relacija /7/ iz 3.1./ moZe se formirati pokrivad
@(?‘-2«{(14,“12 oblasti D . U tom sludaju, funkcija

f2)= 1 /13/

s - L}B o § ‘;_ y)
(s~ 5 ey g
54 =3a A ¢

y
2-30)
2 — 52
odreduje kocikl u odnosu na 02{ sa vrednostima i u pramenu

ﬁ,&. Zaista, prema definiciji 3.2.4. 1 3.2.5., seCenje nad
WaNUy Je jednoznadna analiticka funkeija u N, a koja Je
jedna grana neke funkcije iz E#((D) . A kako je funkcija iz
E(D) istovreneno i element klase ﬁ‘&((\)\ , to je kocikl /13/,

zaista, sa vrednostima u pramemlj(‘ﬁ o

Posto Je H"(D}Ra):o odnosno H"(()x)j{a)zo, to je

{@=fa@)- @, /137

- {
gde &\)Er(u“,lfz) y Z€UsNUg - Funkeije ’a\} su oblika %\, ’
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gde su Qv i AV analitidke grane funkcija K'Veﬂ (D) ‘E,” eR (D)
u Wy . Prema definiciji klase ?{D /IZ e(D)C_ﬁD/ funkc:LJe
4Qy 1*£v su grane funkc1aa'£y J.ﬂy u oblasti D . Prema to-
me ‘ay EFUV, ]Z) . Obzirom na relacije /13/ i /14/ dobija se
funkeija 4(2) , kao u relaciji /10/ iz 3.1., koja se nnalitid-
ki produfuje u tadku Lo . Najzad , pomoéu funkci&a@(%), koja

je definisana sa /11/ u 3.l., dolazi se do protivrednosti.
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