4

PRIRODNO-MATEMATICKTI FAKRKULTET
UNIVERZITET U BEOGRADTU

TAREN, %?%ﬂMOTEKA

A A e 2?‘&"5?#?!-:‘9-!%-?5“?#?‘!35
‘nPMFOAHO-ﬁ.;‘ATEMATHHKOF Q)AKYII?'?T"AE
spojuuneurapa —£f

7 ———

FUNKCIONALNI PROSTORI

Doktorska disertacija

MILAN DRESEVIG

Beograd 1973



Glava

Glava

Glava

Glava

Glava

1

l.
2.

3
4.

2

1.
2e

1.
2o
3

2

1.
2e

3

1.

SADRZAJ

I DEO
OSNOVNI POJMOVI

Neke topologije na skupu X i njihov odnos . .
Osnovne osobine kompaktno-otvorene topologije .
Kompaktni skupovi funkeija o ¢ o o o o o o o &
Neke manje poznate definicije i &injenice op3te

gia‘e * L] » [ L ] L L4 L3 L] e L] ® -] L] [ -] * L - L L ]

NEKE VARIJANTE JEDNE TEOREME K. KURATOWSKOG

Teorema Ko KuratOWSkOg 8 o o e o & o o o ® e e

Varijante teoreme K. Kuratowskog o o o o o « .
II DEOC

NEKI ELEMENTI TEORIJE KATEGORIJA

Po;jam kategoride [ ] [ ] L] [ o L ° -] ] -] ® -] L ] [ ] L ]
Vrste morfizama « o o« o o 6 ¢ o o o o o o o o o

Funkt ori L ] L L 2 L J L] * L 4 e L4 L ] ® L] ® ® ® L4 ® L L ]
GRANICE I PRESLIKAVANJA INVERZNIH SISTEMA

Pojam inverzne granice . ¢ . ¢ ¢ o o o o o o o

Preslikavanja inverznih sistema o« o o o o o o .
O INVERZNOJ GRANICI FUNKCIONALNIH PROSTORA

Komutiranje MapX funktora sa inverznom granicom

VI

topolo-

L2 L] L -

10

13

15

15

18
19
21

22
24

27



Glava

Glava

Glava

Glava

2.

Se
4,

4

1.
2e
Se

1.
2e

Se

3

»
-

Funkcionalno kompletni prostori ¢ o o o e o « o o ¢ o &

Teorema © utapanju . .

Neke osobine prostora Y«°>

® L] o & o L L ] ® ® ° L - L d L]

JEDNA TEOREMA O PROSTORIMA * SA KOMPAKTNO-OTVORENOM
TOPOLOGIJOM

Formulacija teoreme . ¢ « o o a o o o o s o ¢ ¢ 2 o =
Prvi Aokaz teOTreme « « ¢ o o o o o o o o o o 5 o o o o

Drugi dokaz teoreme . o« « « ¢ ¢ o o © a ¢ o > ¢ o &

IITI DEO
HIPERPROSTORI

TOPOIOgija’Vietoris-a o -3 [ @ o ] ® L) - [} ® & ] L] a LY

ViSeznadne funkcije o o o o o o o o o © o o o o o o o
ASCOLI-JEVA TEOREMA ZA PROSTORE VISEZNACNIH FUNKCIJA

TeOI‘ema Lin_a i ROSe-—a [ L] . [ [ ° o ) [ L] * » e o L) L]
Jedna originalna verzija dokaza Ascoli-jeve teoreme za
prostore jednoznadnih funkcija o o o o o o ¢ o ¢ o o

Dokaz teoreme Lin-a i ROS€=8 o2 o o ¢ o6 o o o ¢ s © o o
JEDNA NOVA KARAKTERIZACIJA KOMPAKTNIH SKUPOVA U YX

Napomene o odnosu nekih teorema o kompaktnosti skupova
f“nkcija *® * * L - @ L J L @ ® L J ® L ® @« ® L] L] ” L ] L * e
Uslov poluneprekidnosti odozgo funkcije iﬂp

Osnovnateoremaoo-oooooooooecooooa

L] @ LJ * L

Jedna posledica osnovne teoreme o« o « o o o« o o o o o

Literatura L ] L] L] L L 3 - L ] o [ L] L] © © ° ® ° o > * L 3 * -

VII
3C

33
37

42
43
45

47
49

52
54

56

F ¥

€9



PREDGOVOR

Neka su X i Y topoloski prostori i F neks ifamilija funkeija iz
X uY. Ako Je T neka topologija na ¥, koju, na odredjen naé¢in, gene-
risu topélogije od X i Y (obe ili samo jedna od njihj, tada se par
(F,:r) naziva funkcionalni topoloski prostor. Razume se, od najveéeg
interesa je sludaj kada je F skup YX svih neprekidnih funkeija iz X
u Y. Istorijski gledano, mogli bi smo reéi da je konalno-otvoierna ili
topologija Tihonova "najstarija" topologija na skupu WXO 0d rezzpih
drugih topologijs, na ovom skupu, mnogi radovi su pokiuzali da j& “naj-
adekvatnija" takozvana kompaktno-otvorena toP%ﬁogija I koju Je, 1945
godine, u jednoJ noti uveo R. H. Fox. Tipidan otvoren sub-bazni skup
ove topologije je oblika {f € YXI f(K) C U}, gde je K kompaktan skup
WX iU otvoren skup u Y. Od tada, pa sve do danas (dekle neSto me-
nje od 30 godina), traje neprekidno, viZe ili manje intezivno, ispi-
tivanje prostora (Yx,k)(u daljem tekstu kratkn: prostor YX)e 0d i-
mena matematicdara koji su radili ili jos uvek rade na ovoJj prcblema~
tici, pomenimo, ovde, samo nagznadajnijas R. Arens, J. Dugund ji, R.
H. Fox, D. Gale, J. R. Jackson, J. L. Kelley, K. Kuratowski, Morse,
S. Mrowka, S. B. Myers, A. H. Stone., Interesantno Je primetiti da Je
broj radova sovjetskih matematiara iznenadjujuée mali, kao i da omni
u ovoj oblasti, do sada, nemaju znadajnijih rezultata. Iako Jje, da=-
kle, &itava plejada uglednih matematidara (uglavnom sa zapada) radi-
la na ovom poslu, mnoga pitanja vezana za prostor YX ostala su, me=-
djutim, i do danas nereSena. Na primer, jo$ uvek, u opstem slulaju,
nisu poznati potrebni i dovoljni uslovi koje morajuvzadovoljavati
prostori X i Y da bi prostor YX bio kompaktan ili povezan. Koliko Jje
resavanje ovih problema teSko i u kojoj meri zahteva aparaturu koja
izlazi van domena opste topologije, najbolje u svojoj knjizi govori

d. Engelking ([14], str. 245).
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IT1
U ovom radu nasa paZnja Je prvenstveno usmerena na probleme ka-

rakterizacije kompaktnih skupova u YX, odred jene opsSte i konkretne
inverzne sisteme funkcionalnih prostora i njilhove inverzne granice
(iz ove oblasti, koliko mi je pozrate, do gada postoji samo jedan
rad K. Kuratowskog), a takodje, jednim delom, i na hiperprostore,
topologizirane tako, da\se na njih mnZe glodsti kao na odred jene
funkcionalne prostore., \\\

Tehnidki podaci su, inade, sledeéi. Celokupan tekst podeljen je
u tri dela: I, II i III. Delovi ae sastoje od glava kcje su numeri-
sane arapskim ciframa. Na poéetku\hvake*glaVé;ﬂraﬁixyeée’pregleﬁnoa
sti, dat je, kratko, njen sadrfaj. Glave imaju paragrafe (oznadene,
takodje, arapskim ciframa), u kojima se, redom, izlaZu definicije,
teoreme i td. Pri pozivanju na odredjenu ¢injenicu iz rada, ukazuje
se na deo, glavu i paragraf u kome se ista nalazi, kao i na njen vlia=-
stiti redni broj u okviru paragrafa. Tako, na primer, Propozicija
II.3.4.6 oznalava Sestu po redu propoziciju iz &etvrtog paragrafa
treée glave drugog dela. Kao &to Jje uobidajeno, oznake dela i glave
se izostavljaju ukoliko je reé o ¢injenici iz istog dela odnosno iz
iste glave.

Brojevi u uglatim zagradama oznaavaju redne broje#é Jedinica
iz popisa literature.

Kraj dokaza svakog tvrdjenja oznaden je simbolom //+ Koriste se
i sledeée skralenice: Def. (Definicija), L. (Iema), P. (Posledica),
Pr. (Primer), Prop. (Propozicija), T. {Teorema), Z. (Zadatak).

Matematicka simbolika u radu je standardna.

Od ukupno 68 kucanih strana teksta, na razna uvodna izlaganja
(glave I.l, II.1, IT.2 i IITI.1) otpada zajedno 25 strana. Ovaj uvo-
dni materijal sadrfi sve potrebne ¢injenice na koje se pozivamo u
naSim dokazima. Preostali deo teksta (glave I.2, II.3, II.4, III.2

i ITI.3), ukupno 43 strane, predstavljaju, dakle, na$ samostalan do-



prinos teoriji funkcionalnih prostora, odnosne tematici usko vezang
za nju (glave I.2 i II.4). Primetimo da se svaka od gore pomenutih
pet glava, koristedi odgovarajuéi uvodni tekst, moZze Citati nezavi-
sno od ostale etiri. NajvaZniji rezultati svaksko su sadrZani u gla-
vama IT.3,¢IT.4 i III.3., Opidimo ik ukratkoe,

U glavi II.3 posmatramo kategeriju & = (O,M) &iji su objekti O
gvi Hausdorff-ovi topoloSki prostori, a morfizmi M sva neprekidna
preslikavanja ovih prostora. Neka je X fiksirani objext kategorije
¥. Ako je Y€ O, neka Je MapX(Y) = YX, a ako je feM L £:¥ —— Z,
neka Je Mapx(f):Mapx(Y)——~—Hapx(Z) preslikavanje defiisano sa
[Mapx(f)] (g) = fog za svako g € Mapy(Y). Seda se moZe dokazati da Je
Magleﬁf——>%ﬂ kovarijantni funktor. U II.3.1 dokazujemo (T, 1.1 i
T. 1.2) da MapX funktor komutira sa inverznom granicom.

Za Y € 0, neka je Y = Y(°> i Y(n) = MapX(Y<n’1)) Z2a& D = 1,2,0000
Ze fiksirasno a € X, neka Je Py 3 Y(l)————+-Y(°) preslikavanje defini-
sano sa‘pa(f) = f(a). Stavimo Py = péo) i neka Jje Pén) = Mapx(pgn’l))
za n = 1,2,.... Tako dolazimo do inverznog niua prostora i preslikava-

nja {'Y(n), pgn)}éiju ¢emo inverznu granicu oznaditi ca Y(w)

o Nazévimo
prostor Y funkcionalno kompletnim u odnmosu na X ako je Y =2 Mgpy(Y). U
II. 3.2 dokazujemo (T, 2.4) da Je Y(Qabfunkcionalno kompletan u odnosu
na X. U II.3.3 dokazujemo (T. 3.3) da se svaki Hausdorff-ov prostor Y
(w)

moZe utopiti u Y(“». U II.3.4 ispitujemo osobine prostora Y i formu.
ligemo jedan otvoren problem. Kso inspiracija za ovu glavu posluzili
su mi radovi ([37], [38]) prof. M. Marjanoviéa.

U glavi II.4 dajemo dva razlidita dokaza teoreme (T. 1.3) koja,
uz pretpostavku da je X k-prostor, konstatuje interesantnu ¢injenicu
da Je prostor 2x(svih zatvorenih podskupova u X) sa kompektno-ctvo-
renom topologijom (u smislu definicije L. J. Billera-e) homeomorfan

inverznoj granici inverznog sistema {EC,ng*,UC} prostora 2C sa kom=~
4

paktno-otvorenom topologijom, gde Je X, familija svih kompaktnih sku=-



- iv
pova u X usmerena u odnosu na inkluziju i, za svaki par C1sC € X

takav da Je Cl C 02, funkei ja 'ﬂ'g:- s 201 ~-—-——*-~204 s definisana sa TrCz(F)

=FNCy 28 svako F € EC’- je neprekidna (. 1l.2).

Ako je ¥ data familija funkcija u progtoru ng tada svaki pod-
skup ® skupa F indukuje funkciju f“'@: X —2% (2¥ ina topologiju
Vietoris-a) definisanu sa Fq)(:x) {f(x)i fe®} za svako x € X. Na

sugestiju prof. M. Marjanoviéa (u III.3) ispitivao ssm vezu izmedju
topoloske uniformne neprekidnosti (Def. I.l.3.3) familije ¥ sa jedne
i poluneprekidnosti odozgo (Def. III.l.l.4) funkcije ’gcp sa druge
strane i dosSao do niza interesantnih rezultata (Prop. 2.3, T. 5,

L. 2.6, Te 2.7y Lo 3.1) na osnovu kojih sam dobio osnovni rezultat
(T« 3.3) ove glave: jednu novu karakterizaciju kompsktnih skupova u
Yx. Jedna od posledica osnovne teoreme Jje poznata teorema D. Gale-a

Recimo, ipak, sasvim kratko, nesto i o sadrZaju glilava I.2 i III.2.

U I.2 variramo Jjednu teoremu K. Kuratowskog. Dokazujemo tri no-
ve teoreme koJje zajedno sa pomenutom ¢ine skup od ¢etiri srodna
tvrdjenja.

U 1III.2.2 dajemo jednu originalnu verziju dokaza Ascoli-~jeve
‘teoreme za prostore jednoznadnih funkcija. U [%4] Y. Lin i D. Rose
generalisali su Ascoli-~jevu teoremu za prostore videznadnih funkcija
sa kompaktno-otvorenom topologijom. U II1I.2.3% mi, medjutim, dokazuje-
mo da jednoznaé¢na verzija Ascoli-jeve teoreme implicira onu za vide-
znadéne funkcije. Ovo umanjuje znadaj teoreme Lin-a i Rose-a.

Na kraju, zahvalio bih se prof. M. Marjanoviéu, koji me je kao
rukovodilac pri izradi ove teze pravilno usmeravao, ¢iji su me rado-
vi jednim delom inspirisali i koji mi Jje mnogo pomogao brojnim save-

tima i korisnim sugestijama.



GLAVA 1
OSNOVNI POJMOVI

PoSto su rezultati ove teze, skoro iskljudivo, vezani zs pro-
stor Yx (neprekidnih funkcija iz X u Y) sa kompaktno-otvorenom topo-
logijom, u prva tri paragrafa ove glave, koja je uvodnog karaktera,
izlaZemo osnovne pojmove i ¢injenice koje se odnose na ovaj proztor.
Pri tome izostavljamo neke (uglavnom dufe ili trivijalne) dokaze i
ograniavemo se samo na one rezultate, na koje éemo se kasnije pozi-
vati. U kratkom &etvrtom paragrafu, koji nije sadrfajno vezan za pr-
va tri, podseéamo na neke druge (manje ili viSe poznate) definicije

i éinjenice opste topologije, koje su nam potrebne u daljem radu.

1. NEKE TOPOLOGIJE NA SKUPU YX I NJTIHOV ODNOS
Neka su X i Y ma koja dva topoloska prostora i neka X oznada-
va skup svih neprekidnih funkcija iz X i Y. Ovaj skup se moZe topo-
logizirati na razne nadine. Ovde éemo navesti samo tri najstandar-
dnija nadina. Ako je Y% snabdeven topologijom T , odgovarajuéi topo~
loski prostor oznadavamo sa Yﬁa Primetimo, pre svega, da je X pod-

skup topoloskog proizvoda

P =[({Y, = Y|xex}

od X kopija prostora Y.
DEFINICIJA 1l.1l. Konaéno-otvorena topologija skupa Yx Jje ona to-

pologija, koju na ovom skupu indukuje topologija Tihonova prostcra P.
Za ma koja dva skupa ACX i B< Y, neka (A,B) oznadava poiskup

od Yx definisan sa
(4,8) = {£ €Y*|£(a) C B},

a [A,B] podskup od P definisan sa
1



[4,8] = {zer|2(n)CB].

fﬁ daljem tekstu umesto, na pr., ({a} B), piSemo, kratko, samec ‘a,B).

Sledeée tvrdjenje opravdava naziv "kona&no-otvorena topalogija”.

PROPOZICIJA 1.2, Eolekcija svih skupova (F,U), gde je F konafan
;iﬂ p u X i U otvoren skup u Y, &ini sub-bazu konadno-otvorene topolo-
%‘ide te

DOKAZ. Prema definiciji topologije Tihonova ([22], str. 37), ko-

glekcija svih skupova [x U], gde je x taka u X i U otvoren skup u Y,
iéinl otvorenu sub-bazu ove topologije. PoSto jJe

E (x,U0) = [x,U]NnP,

kélekcija svih skupova (x,U) ¢ini sub bazu topologije t (koja se, sto-
fga, desto naziva i "point-open" topologija). Za svaki konadan skup F
‘uX i svaki otvoren skup U u Y, posmatrajmo skup

(F,0) = {£eT*|2(MCU} =N {(x,0)| xe F].

Podto je F konalan, (F,U)et. Dakle, i kolekcija svih ovih skupova
'(r,U) Je jedna (8ira) sub-baza topologije t. //

ZapaZamo da se, u definiciji konadno-otvorene topologije t, ne
koristi topologija prostora X. Zbog ovoga, kao i ¢injenice da je ova
topologija veoma "mala" ([59], str. 279, Pr. 4#2.4), ona je u mnogim
sluéajevima nezadovoljavajuda. Verovatno "najprirodniju" topologigju
u skupu YX, uveo je, 1945, godine, R. H. Fox ([16]).

DEFINICIJA 1.3. (R. H. Fox) Kompaktno-otvorena topologija (u

oznaci k) skupa X Je topologija ¢iju otvorenu sub-=bazu &ini kole-
kcija svih skupova (K,U), gde je K kompaktan skup u X i U otvoren
skup u Y,

PROPOZICIJA 1.4. Konadno-otvorena topologija t je slabija od

kompaktno-otvorene topologigje k.

DOKAZ, Svaki konadan skup je kompaktan. //



3
PRIMEDBA 1.5, Ako je X diskretam prostor, tada, ofiglednn, sem

kona¢nih, nema drugih kompsktnih skupova u X, pa je k = t.
DEFINICIJA 1.6, 2Za topologiju T u YX kaze se da je dopustiva

ako Jje funkcija o 3 Yr}éx X Y,

definisana sa e (f,x) = f(x) za svako (£,x) &€ !‘_"XU X X, neprekidas. Ova

funkecija co naziva se evaluacija.

PROPOZICIJA 1.7. (R. Arens [1]) Kompaktno-otvorena topolosija k
Je slabija od ma koje dopustive topologije T.
DOKAZ. Neka je dat otvoren sub-bazni skup (K,U) u YE i tsdxs

f € (K,U). PoSto je topologija T dopustiva, evaluacija

X
H XX—

() Y‘U X Y

Je prema definiciji neprekidna. Dakle, za svako x € K, postoji otvo-

rena okolina Wy od x u X i otvorena okolina Vyod fu X tako da Je
w (VX W) C T,
Posto Jje K kompaktan, postoje tadke Xy3e+09X, €K tako da je

ch Veoo\_/w 'y
| *n

Neka je V okolina od f u Y‘}é definisana sa

V=Vxlf\o../'\v e

*n
Pokazatemo da je V C (K,U). Neka je g € V. Tada imamo

g(K) =w({g} X K) C U.

Ovo povlaéi da g € (K,U) i, dakle, V C (K,U). Prema tome, (K,U) je
otvoren u qu: i, znadi, kCT. //

Neka Je X proizvoljan, a Y metrizabilan topoloski prostor i d
Jedna od ogranilenih metrika koje indukuju topologiju prostora Y.
Postoji prirodna topologija u skupu X koju (posredno) indﬁku:je uole~

na funkcija rastojanja d. Neka je, naime,



X X

a~ s XY — R

realna funkcija definisanag sa
¥
d@m)-mm@&&hguﬂlxex}

za sveki par tadeka f i g u X,
Teda, vaZi sledeéa (mi izostavljamo rutinski dokaz)
PROPOZICIJA 1.8. Funkcija & : YX x YX*—=R je metrika u YX.
DEFINICIJA 1.9. Topologija u YXirdukovana metrikom 4’ naziva

¥* e . .
se 4 ~topologija indukovana sa 4 ili topologija uniformne konvergen-

*
cije u odnosu na d. Mi éemo sa Yg oznacdavati skup Yx sa 4 -topologi-

Jom.
Ova topologija, medjutim, na nesreéu, zavisi od izbora metrike

u prostoru Y, kao 3to pokazuje sledeéi primer.

PRIMER 1.10. Neka je Y podskup realne prave koji se sastoji od
tadaka 1/n i ~1/n za n = 1,2,... O%igledno, Y je diskretan prostor.
Konstruisimo dve ekvivalentne metrike u Y. Neﬁa Je dl uobidajena me-
trika realne prave, a d2 trivijalna metrika koja svakom paru razlidi-
tih tadaka u Y prideljuje rastojanje 1. dznaéimo sa X podprostor re-
alne prave koji se sastoji od prirodnih brojeva. Tada je skup X
isti kao skup svih funkcija iz X u Y.

Dve gore navedene metrike d, i d, definisu dve metrike dT:i d;:
u skupu YX. Pokazaéemo da metrike d?ii'd;’nisu ekvivalentne,

Neka je f;:X—=Y (i = 1,2,...) funkcija definisana formulama
fi(i) = -1/1i i fi(n) = 1/n 2a n£i, a £:X—Y funkcija definisana
na osnovu formule f(n) = 1/n za n = 1,2;... Lako se proverava da je
d(£,£5) = 2/i, dok Je d,(f,f;) = 1. Prema poznatoj teoremi ([14]%,
str. 171, T.2), ovo povliadi da metrike d, i d, nisu ekvivalentne. //

Dakle, sa topolodke talke gledista, nema razloga da se posma~-
tra topologija u YX indukovaha metrikom d¥: Sa druge strane, prostor

zg ima mnoga interesantna svojstva i, &ta vide, kao &to éemo videti,



p
x*
u va¥nom sludaju kada je X kompaktan, d ~topologija Jje identidna sa

kompaktno~-otvorenom topologijom. |
- *
PROPOZICIJA 1.11. & -topologija skupa YX, indukovena dajom

ogranienom metrikom d na Y, je dopustiva.

DOKAZ. Treba pokazati da Jje evaluacija
. vX

neprekidna. Neka je data tadke (fo,xo) < Yg X X i pozitivan brej € i
neka Je fo(xo) = Yoo Posto Je fo neprekidna, postoji u X okolina V
tadke x, tako da je

[74:£(x)] < (1/2)€

‘za svako x € V. Neka je U okolina od f, u YX definisana sa
»*

U= {feviid (£, < (1/2)e}-

Sada se lako proverava da je o (v,MC{y € Yld(3,,7) < 8}, 3to do-
kazuje neprekidnost evaluacije co . //

PRIMEDBA 1.12. Zapazimo da je, o¥igledno, svaka neprekidna
funkcija f:X—Y iz kompaktnog prostora X u metrizabilan prostor
Y, ogranidena u odnosu na ma koju metriku d u Y.

TEOREMA l.13. Neka je X kompaktan prostor, Y metrizabilan topo-

loSki prostor i 4 proizvoljna metrika u Y. Tada L_je, u YX, d.*-togolo-

gija istovetna sa kompaktno-otvorenom topologijom. Dakle, u ovom slu=-

. . .
gaju; 4 -topologija ne zavisi od izbora metrike d u Y.

DOKAZ. Prema Propozicijama 1.7 i 1.11, svaki skup otvoren u Yﬁ
Je otvoren u Yg. Da bi dokazali obrnuto, dovoljno je, oligledno, po-
kazati da za svako f €Yx i €> 0, postoji u Yﬁ otvoren skup G tako

da Jje
(1) fE6CH= {geyfa(f,e) < e}

Za svako x € X, neka L oznadava otvoren skup u Y definisan sa



W, = {yexla[e(x),y] <E&ul.

Posdto Je f neprekidna i f(x) € Wer Vy = f"l(wx) Je otvorena okolina
od x u X. Posto je X kompaktan, postoje tadke X]yeeeyX, €X tako da
Je |

(2 XCvV cee UV .

) Ve Vi

Stavimo (za i = 1,J..,n)

(3) E; = 'v'xi - f‘l(wxi), U; = {7 e vlafe(xy),v] < &3].

Skupovi Kl""'Kn su kompaktni u X, a skupovi Ul""”Un su otvoreni

u Y. Dakle’ Bkup
G = (Kl’Ul)r\ cee r\ (KngUn)

je otvoren u Yg. Pokazaéemo da, za ovaj skup G, formula (1) va%i.

Iz (3) sledi da je f(K4)CU; 2a i = 1,...,n, pa je f € G. Neka
Je € € G proizvoljno izabrana talka. Ako je x € X, postoji, prema (2)
i (3), indeks j { n tako da je x EKJ. Imamo, dakle, da je g(x) € Uy
i £(x) €U;j' pa Jje d[f(x),g(x)] < (2/3)& . Podto je x proizvoljno,
odavde je a4’ (f,g) < € i, dekle, g € H. //

2. OSNOVNE OSOBINE KOMPAKTNO-OTVORENE TOPOLOGIJE
Polev od ovog parégrafa pa nadalje, u ¢itavom tekstu, ukoliko
nije druga¢ije receno, predpostavljamo da je skup YX snabdeven ko-
mpaktno-otvorenom topologijom k. Stoga, umesto oznake Yﬁ, ubuduée
koristimo kraéu: YX.
PROPOZICIJA 2.1. Ako je A C X proizvoljan a F C Y zatvoren
skup, tada je (A,F) zatvoren skup u YX.

DOKAZ. Lasko se proverava da vaZe formule

(4,F) = N {(x,F)|x € A}
i | YX - (x9F) = (ng - F)e



Dakle, - (4,P) =VU{x,T - P Ix€ A}.

Sada je oligledno da je X . (A,F) otvoren skup. //

Sledeéa, ne3to modifikovana, teorema R. Arens-a [1], korstatuge
da se, u pogledu separacionih svojstava, Y i Yx "ponasaju” (uglavnom)
isto.

TEOREMA 2.2. Yxijg Tos Ty T,y regularan ili kompletno regularan

- prostor ako i samo ako je Y, respektivno, takav prostor.

Dakle, X Je Ty-prostor ako i samo ako Y Jde T;~prostor ze ié}%,
DOKAZ. R. Arens ([1], str. 481, T. 1). //

PRIMEDBA 2.3. Ako je Y normalan, Yx ne mora biti normalan., Zaista
ako je X diskretan prostor, tada Jje prostor YX sa kompaktno-otvorenom
topologijom, na osnovu Definicije l.l. i Primedbe 1.5, homeomorfan sa
topoloZkim proizvodom P =[]{Y = Y| x € X}. Poznato je, medjutim, da
proizvod normalnih prostora ne mora biti normalan.

U mnogim dokazima koristi se sledeéa propozicijas

PROPOZICIJA 2.4. (J. Jackson [27]) Ako je X Hausdorff-ov prostor
i o’ sub-baza topologije od Y, tada kolekcija svih skupova (K,U), gde

Je K kompaktan skup u X i U € o, &ini sub-bazu kompaktno-otvorene to-

pologije prostora Yxe

DOKAZ. Vidi S. T. Hu ([22], str. 153, Prop. l.3.). //

Naredna propozicija je direktna posledica jedne opsStije teoremsd
R. Arens-a ([1], str. 484, T.5).

 PROPOZICIJA 2.5. Neka je X lokalno kompaktan Hausdorff-ov pro-

stor. Ako X i Y imaju prebrojive baze, tada i YX ima prebojivu bazu.

'DOKAZ. ([22], str. 152, Prop. 1.2). //

Posmatrajmo sada neke znalajne funkcije vezane za prostor Yxo
DEFINICIJA 2.6. Neka, za svaku tadku y € Y, j(y):X —Y ozna-
gava konstantnu funkciju u Y* koja preslikava X u tadku y. Tada, ko-

respondencija y — j(y) definiSe funkeiju



J Y’———*—Yx

koju nazivamo injekcija od Y u X,
PROPOZICIJA 2.7. Injekcija J : Y —— YX je utapanje.
DOKAZ. DokaZimo prvo da je j 1-1l. Neka su ¥y i Yo ma koje dve

tacke u Y i neka Je ,j(yl) - :j(yz)o Tada, imamo
7= BeR]® = [Be]@ -y,
i, dakle, j je 1-1 funkcija.

Neka je (K,U) proizvoljan otvoren sub-bazni skup u X, Taga Je,
prema préthodnoj definieiji, =1 [(K,0)] = U. Ovo dokazuje neprekidnost
injekcije jo

Ostaje da se pokaZe da J preslikava svaki otvoren skup Vu Y na
neki otvoren skup u j(Y). U tom cilju, izaberimo neku tadku x €X1i
posmatrajmo otvoren sub-bazni skup (x,V) u X, O¢igledno, imamo

J(V) = J(I) N (x,V).

Dakle, j(V) Jje otvoren skup u j(Y). //
DEFINICIJA 2.8. Ako je a€X data tadka, neka

Py ¢ YX———-Y
oznadava funkciju definisanu sa
P, (£f) = £(a)

za svako f €Y%, Ova funkcija je na poSto preslikava podskup J(Y) pro-
stora YX na prostor Y. KaZemo da je Pg go;}ekci;}a (od YX na Y) indu-

kovana datom tadkom a € X.

' PROPOZICIJA 2.9. Projekcija p, : YX—+7Y je neprekidna.
DOKAZ. Neka je U otvoren skup u Y. Prema definiciji projekci je
Pgs inverzna slika p;l(U) Je, odigledno, otvoren sub-bazni skup (a,l)
u YX. Dekle, p, je neprekidna. //

Podseé¢amo na poznati pojam retrakta.
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DEFINICIJA 2.10. Podskup A prostora X Je retrakt od X ako po-

stoji neprekidna funkcija r:X——A tako da Jje r(a) = a za svako
a € A, KaZemo da je r retrakcija od X na A.
PROPOZICIJA 2.11. J(Y) Je f%&m%kt{odeX.

DOKAZ. Izaberimo tadku a € X i definifimo funkciju

b ol YX

—=J(Y)
sar=Jo Pge Posto su projékcija Pg i injekcija j neprekidne funkei-
Je, takva je kompozicija r. Ako je f € j(Y), postoji y € Y takc da Je

£f = j(y). U tom sludaju imamo

r(£) = §[p ()] = J[2(a)] = 37 = £.

Dakle, r je retrakcija od YX na Y. //
Neka su X, Y i Z topoloSki prostori i neka je f:Y—7 nepreki-

dna funkcija., Tada, par X,f indukuje preslikavanje

Mapy (£) : — X

definisano sa [Mapx(f)] (g) =fog

za svako g € YX.

X

PROPOZICIJA 2.12. Mapy(f) : Y- —=2X je neprekidna funkcija.

DOKAZ. Neka je (K,V) otvoren sub-bazni skup u Zx. Tada dokaz

sledi iz Jjednakosti
[Mapx(f)]"l [(st)]. = {slfos € (K.v)} = {g|f[g(K)] - v} A
- (ele® c 2} - myrloyy

Jer je, zbog neprekidnosti f, (K,f"l(V)) otvoren sub-bazni skup u X, //
PROPOZICIJA 2.13. Dijagram |

; D,

Y « YX
£ l 1 Mapx(f)
Yo - 7%
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komutira, tj. p, o Mapx(f) =fop,.

DOKAZ. Zaista, za g € YX Je
[PaoMapy (£)](g) = py(fog) = (fog)(a) = £[g(a)]
£[p,(8)] = (fop,)(g)-
Ovo dokazuje komutativnost dijagrama. //

DEFINICIJA 2.14. Ako je C C X dati skup, neka

X C .

—_—Y

SC HED §
oznalava funkciju definisanu sa

2a svako £ € YX. Ova funkcija naziva se funkcija restrikeije induko-

vana datim skupom C.
PROPOZICIJA 2.15. Ako je C kompaktan skup u X, funkeija restri-
Eﬁiii 8¢ ¢ ¥
DOKAZ. Neka je = {& € Y0 | g(c)) C U} otvoren sub-bazni skup
u.Yc(Cl C C kompaktan, U C Y otvoren). Tada tvrd jenje sledi iz jedna-

kostis 354®) - {r} (z1c)e @} = {£| (£10)(cy) cvu}
= {:f I f(cl> CU} f (clgU)o //

——¥C je neprekidna.

3. KOMPAKTNI SKUPOVI FUNKCIJA

Klasiéna teorema Ascoli-a (dokazana 1883 god.) tvrdi da unifor-
mno ograniena, ekvineprekidna familija funkcija ima kompaktno zatvo-
renje u prostoru neprekidnih funkcija sa topologijom uniformne kon-
vergencije. Ova teorema je znadajna u analizi, teoriji integralnih
Jedna¢ina, konformnom preslikavanju, radunu varijacija i td. Ona je
dugo vremena %ila u centru paZnje mnogih matematidara (Arzela, riontel,
Vitali i drugi). Tridesetak godina unazad (1946 god.), S. B. Myers [42]

generalisao je ovu teoremu. Jedan deo njegovih rezultata mo%e se for-
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mulisati kao Sto sledi: Ako je topoloski prostor X lokalno kompaktan,

ili zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti, a Y je metridki prostor,
tada je familijaﬂ? neprekidnih funkcija iz X u Y kompaktna (u 1 opo-
logiji uniformne konvergencije) ako i samo ako (l)ﬂglje zatvoren,
(2) -{f(x)l fE:gf) Je kompaktan za svako x € X, (5)?;'Je ekvinepre=~
kidna familija funkeci ja.

Ako se Zele okarakterisati kompaktni skupovi funkcija kada se
umesto metridkog posmatra topolodki prostor Y, nastaje problem éa se
uslov ekvineprekidnosti, koji gubi smisao, zameni nekim drugim ade-
kvatnim uslovom. Znadajne rezultate u tom praveu dobili su, 1950 god.,
D. Gale [18] sa jedne i, 1955 god., Kelley i Morse [28] sa druge
strane. U tretem delu ove teze, mi éemo se, takodje, baviti pitanjima
kompaktnosti skupova funkcija u prostoru YX sa kompaktno-otvorenom
topologijom i neposredno operisati sa osnovnim rezultatima ove trojice
eminentnih americkih matematidara. Pre nego $to navedemo njihove re-
zultate, napomenimo da su se, u skorije vreme, ovom problematikom Jos
bavili: J. Weston [58]9 R. Bagley i J. Yang [3]9 R. Smithson [54],

V. Mancuso [35] (respektivno 1959, 1966, 1971, 1972 god.). U poslednja
dva gore navedena rada daju se generalizacije za viSeznadne funkei je
modernizovanih varijanti teoreme Ascoli-a.

DEFINICIJA 3.1. Topoloski prostor X je k-prostor ako ispunjava
slede¢i uslov: Podskup A od X je otvoren u X ako i samo ako je AN K
otvoren u K za svaki kompaktan skup K u X.

Jasno je da se u ovoJ definiciji re& "otvoren" mo%e zameniti
re¢ju "zatvoren". Poznato je, takodje, ([59]9 stre. 285, T. 43.9) da
su svi lokalno kompaktni i svi prostori koji zadovoljavaju prvi aksi-
om prebrojivosti (i, dakle, svi metridki prostori) k-prostori.

U formulaciji naredne teoreme Py oznadava projekeiju.

TEOREMA 3.2, (D. Gale) Neka je X Hausdorff-ov k-prostor, Y regu-
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laran Hausdorff-ov prostor i ?podskup od YX. Tada, c3";_]e kon;paktan

ako i samo sko su ispunjeni sledeéi uslovi:

(G1) S-J je zatvoren u Yx,

(G2) px(‘}F) Jje kompaktan skup u Y za svaku tadku x € X,

(G3) ako je B zatvoren u Y, tada Je U{f'l(B) | f€®} zatvoren
u X, za svaki skup @ zatvoren uT.

Primetimo da se uslov (G3) moZe zameniti sa sledeéim, o&igledno, ekvi-
valentnim uslovom:
(G4) sko je B otvoren u Y, tada je n{f”l(B) | £€ ®} otvoren u x,
za svaki skup @ zatvoren u ?F.
DOKAZ. ([18], str. 304, T.1l). //
DEFINICIJA 3.3, Za familiju funkcija 3 C Y kale se da je topo-

loéki uniformno neprekidna (%"evenly continuous") ako za svaku tadku

x €X, svaku tadku y&€ Y i svaki otvoren skup V= y postoji otvoren
skup U D x i otvoren skup W Dy tako da

teF

} = fU) C V.
f(x)ew

Primetimo da se ova implikacija moZe pisati u obliku

T N (x,W) C (U,7).

Za dokaz sledele dve teoreme vidi ([28], str. 311, T. 21).
TEOREMA 3.4. (Kelley i Morse) Neka je X lokalno kompaktan regu-

laran prostor, Y regularan Hausdorff-ov prostor i ? podskup od Yx. Ta-

da, ? Je kompaktan ako i samo ako su ispunjeni sledeéi uslovi:
(k1) T je zatvoren u X,
(K2) px(B-’) Je kompaktan skup u Y za svaku tadku x € X,

(K3) F Jje topoloski uniformno neprekidna familija.

TEOREMA 3.5. (Kelley i Morse) Neka je X Hausdorff-ov k-prostor,

Y regularan Hausdorff-ov prostor i @v podskup od YX, Tads, ? Jje kom-
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paktan ako i samo ako su ispunjeni sledeéi uslovi:

(M1) ‘;T: Jje zatvoren u Yx,

(M2) px(c.}') Je_kompaktan skup u Y za svaku tadku x € X,

(M3) Flc = {flc | feﬁ'} jge_topoloski uniformno neprekidna fa-
milija u YC za svaki kompaktan skup C u X.

4. NEKE MANJE POZNATE DEFINICIJE I GINJENICE
OPSTE TOPOLOGIJE
Na kraju ove glave izlaZemo neke, uglavnom manje poznate, defi-
nicije i ¢injenice opSte topologije, koje éemo koristiti u narednim
raragrafima IT.3.2 i II.3.4.
Prvo navodimo dva separaciona aksioma.

DEFINICIJA 4.l. Prostor X je kompletno Hausdorff-ov prostor ako

za svake dve razlifite tadke a i b u X postoje otvoreni skupovi U i

V tako da Je a€v, bEV, TNV = 4g.

. DEFINICIJA 4.2, Prostor X je prostor Stone:a ako za svake dve

razli¢ite talke a i b u X postoji neprekidna funkcija £ iz X u jedi-
nidni interval I = [0,1] tako da Je £(a) = 0 i £(b) = 1.

Ngvodimo sada definiciju, propoziciju i teoremu na koje se osla-
njamo u dokazu Propozicije II.3.2.3.

DEFINICIJA 4.3. Peano-ov prostor je kompaktan, povezan, lokalno

povezan metrizabilan topoloski prostor.

PROPOZICIJA 4.4, Ako je f:X——Y neprekidna funkei a, X Peano-

ov i Y Hausdorff-ov prostor, tada je f(X) Peano-ov prostor.

DOKAZ. Vidi jednu implikaciju u dokazu teoreme Hahn-a i Mazur-
kiewicz-a; S. Willard ([59], str. 221, T. 31.5). //

TEOREMA 4.5. Svaki Peano-ov prostor je ludno povezan ("arewise

connected"),
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DOKAZ. S. Willard ([59], str. 219, T. 31.2). //

DEFINICIJA 4.6. Prostor X je potpuno separiran ako za svake dve
razlidite tadke a i b u X postoje otvoreni skupovi U i V tako da Je

ann) bEVQ Unv=¢9 qu.x.

DEFINICIJA 4.7. Prostor X je potpuno nepovezan ako su komponen~

te u X jedno¢lani podskupovi.

DEFINICIJA 4.8. Prostor X je O-dimenzionmalan ako svaka tedka u

X ima lokalnu bazu ¢iji su elementi otvorenoxzatvoreni skupovi u X.



GLAVA 2
NEKE VARIJANTE JEDNE TEOREME K. XURATOWSKOG

U ovoj glavi dokazaéemo tri teaiém&, koje zajedno sa jednom te-

oremom K. Kuratowskog ¢ine skup =d &detirl srodna tvrdjenia,

1., TEOREMA K. KURATOWSKOG
K. Kuratowski ([50], str. 89, T, 3) dokazao Jje slededu tzcremu:
TEOREMA. Neka Jje X kompaktan Hausdorff-ov prostcr i Y proizvo-

ljan Hausdorff-ov prostor. Tada Jje skup

P - {(tx,) ]y = f(x>}

zatvoren u prostoru Yx XX XY

Zamenjujuéi, u direktnom proizvodu YXx X XY, prostore X i Y
(jedan ili oba) njihovim hiperprostorima 2X¥ i 2% i definiguéi, na
prirodan nadin, odgovarajuéi skup ¢H, mi ée:iw0. n narednom paragrafu,

dokazati da vaZe Jjos tri tvrdjenja sliéna gore citiramnj teoremi.

2. VARIJANTE TEOREME K. KURATOWSKOG
U sve tri niZ%e navedene teoreme predpostavlja se da su posmatra-
ni hiperprostori snabdeveni topologijom Vietoris-a (Def, IIT.1l.1l. 1).

TEOREMA 2.1. Neka je X lokalno kompsktan regularsn prostor i Y

regularan prostor. Tada Jje skup

d = {(£,x,B) | £(x) € B}

zatvoren u prostoru X xx x2¥,

DOKAZ. Pokazaéemo da je komplement Skupa' C'ID otvoren skup. Neka
Je (£,,x,,B,) talka koja pripada tom komplementu, tj. £ (x,) ¢ B,.
Podto Jje Y regularan prostor, postoje u Y otvoreni skupovi U i V takvi

da Jje 15



: 16
\l) fo(xo) € U9 Bo C.vg Un V = ¢g

Pofto je f neprekidna funkcija (dakle, f;]'(U) je otvorena okclina
tadke 1:0)9 a X je lokalno kompaktan regularan prostor, postoji u X
kompaktan skup K ([22], str. 66, Prop. 2.14) tako da Je
x, € int(K), K C £51(U),
Ogigledno, tada f € (K,U), dok je, prema (1), B, € (V}. Dakle,
’ N = (K,U) X int(K) X (V)
je otvorena okolina tadke (fo’x0930)° Ostaje da se pokaZe da ;=2
yrn P = g.
Neka je (f£,x,B) € N. Tada je f(K) C U, x € int(K) i B C V. Dakie,
f(x) € U, pa, prema (1), f(x)¢ V, odakle, tim pre, f(x) ét B. //
TEOREMA 2.2. Neka je X kompaktan Hausdorff-ov prostor i Y ‘1‘3—

prostor. Tada je skup

d = {(1,4,7 | 7 €1}

zatvoren u prostoru YX x 2% x Y.

DOKAZ., Neka je (fo,Ao,yo) talka koJja pripada komplementu skupa
D, ti. v, & £,(4,). Posto je Y regularan prostor, postoje u Y otvo-

reni skupovi U i V takvi da Je
(2) ‘ rO(AO) C U9 yo eVQ U ﬂ V = ¢a

O¢igledno, tada Je A  C f:l(U)., pri demu je, zbog neprekidnosti fun-
kcije £ .f;l(U) otvorena okolina zatvorenog skupa A . PoS3to je (pre~
ma poznatom stavu) X normalan prostor, odavde sledi (opet na osnovu

poznate &injenice), da u X postoji otvoren skup G tako da Jje
| = ~ -1
A, C G, g croh.

Iz ovih inkluzija zakljuCujemo da je A, =3 (G} if, € (E,U)o Primetimo
da Je @ kompaktan skup u X. Dakle,
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N = (G,U) x (6) XV
je otvorena okolina talke (fo,Ao,yo). Treba jo3 pokazati da jo
NP - g
Neka Je (f,A,5) € N. Tada je f(G)CU, ACGiy€EV., Prema (2}, y¢

£(3). Posto je A C G, 0%igledno, y & £(4). //
TEOREMA 2.3. Neka je X kompsktan Hausdorff-ov prostor i ¥ Tq_-

prostor. Tada Jje skup

d = {(£,4,3) | £()N B £ 8}

zatvoren u prostoru YX X 2x X 2Y,
DOKAZ. Neka je (f_,A,,B,) telka komplementa skupa P, tj.
£,(4,) (\ B, = @. Podto je Y normalan, postoje u Y otvoreni skupovi

U 1V tekvi da Je
(3 £,(4,) C U, B, C V, UNV = g,

Odigledno, f‘;l(U) Je otvorena okolina zatvorenog skupa Age Posto Jje

X normalan, postoji u X otvoren skup G teako da je
- =1
AOCG, GCI‘O (m).
odavde je A, € (G) i £ € (G,U). Prema (3), B, & (V). Dakle,
N = (G,U) x{G&)x(V)
Jje otvorena okolina tadke (fosAogBo). Lako se proverava da je

¥Nnd =g/
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GLAVA 1
NEKI ELEMENTI TEORIJE KATEGORIJA

U ovoj glavi posmatramo samo neke od osnovnih pojmova i stavova

teorije kategorija koje cemo kasuije koristiti u Glavi 3.

l. POJAM KATEGORIJE

DEFINICIJA l.l. Za kategoriju X kaZemo da je data, ako jo data
klasa elemenata O(J ) (elemente klase O(J ) zovemo objektima kstego-
rije X ) tako da je:

l. Za svaki par (A,B) objekata iz } dat je skup Mx(A,B).
(Mm(A,B) nazivamo skup morfizama iz A u B. Pri tome &esto piSemo u:A
—B ili A—2+B umesto u Mm(A,B)).

2. Za svaku trojku (A,B,C) objekata iz X dato je preslikavanje

ol MnéA,B) X Mm(B,C) ——'—M,W(A,c)

koje zovemo kompozicija morfizama. (Pri tome ako je ueMJC(A,B),v
Hme,C) sliku Mm(u,v) para (u,v) oznalavamo i sa vu ili vou).

3. Skupovi M’J(‘.(A’B) i kompozicije morfizama zadovoljavaju slede-
ée aksiome:

(a) Kompozicija morfizama je asocijativna: ako A-%+B —Y%g ¥ D,

tada
w(vu) = ¥wv)u.
(b) Za sveki objekt A iz ¥ postoji 1Aemm(A,A) (tzv. jedinidni
morfizam od A) tako da ako B—2+A i A—Y.C, tada

1Au = u, le = V.
(c) Ako su parovi (A,B) i (A?,B?) razliliti, tada je

Mnc(A,B) N M (A%,B%) = 9.
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PRIMER 1l.2. Kategorija§ skupova i presiikavanja. Objekte ove

kategorije éini klasa svih skupova. Ako su A i B dva proizvoljna sku-
pa tada qu(A,B) oznaCava skup svih preslikevenja iz A u B. Kompozici-
Ja morfizama je definisana kao slaganje preslikavanja.

PRIMER l.3. Kategorija J topoloskih prostora i neprekidnih pre-
slikavanja. Objekte ove kategorije fine topoloSki prostori a morfiz-
me neprekidna preslikavanja. Kompozicija morfizama je slaganje pres-
likavanja.

DEFINICIJA 1l.4. Podkategorija X' kategorije K je kategori ja

tako da
(1) o(X') c o(x).
(2) Mm.(A,B) c M.x(A,B). |
(3) Kompozicija morfizama u X je indukovana kompozicijom u X,

i c . i ot X c .
(4) Jedinidni morfizmi u X su Jjediniéni morfizmi u X .

2. VRESTE MORFIZAMA
Jedno od vaZznih pitanja u svakoj kategoriji je pitanje klasifi-
kacije njenih morfizama.
Neka su kategoriji X dati morfizam u:i ———B i objekt X. Posma~

trajmo preslikavangje

dato sa [w,X](v) = uv.

DEFINICIJA 2.1l. Za morfizam u kaZe se da Je monomorfizam ako je

preslikavanje [u,X] 1-1 za svako X € 0(X) tj. vy F vy = uv,# uv,

PROPOZICIJA 2.2. Kompozicija dva monomorfizma je monomorfizam.

DOKAZ. Neka su u?:A——>B i u":B

C monomorfizmi i VysVotX—A.

Tada (unuy)vl = (unus)v2:uu(u9vl) = un(uvva)

= uvy = WV, = V) = Ve //
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i dakle u™u’:A——C Je monomorfizam,

PROPOZICIJA 2.3. Ako_ je uiA——3B, v:B——C i gako je vu monomor-

fizam tada je i u monomorfizam.

DOKAZ. Ako u nije monomorfizam postoje Vs v2:X«w—q-A, Vi€ v,
tako da je uvy = uv,. Dakle v(uvl) == v(uvz) i prema tome (Vu)v:L =
(vu)v, 5to je nemoguée jer je vu monoworfizam. //

O¢igledno vaki i slededa

PROPOZICIJA 2.4. Za_svaki objekt A u ma kojoj kategoriji K

1A:A———4—A je monomorfizam.

Neka su u kategoriji X dati morfizam usA ——B j objekt X,
Posmatrajmo preslikavanje ,
[x,u]: Mm(B,X)-——»MjC(A,X)
dato sa [X,u] (v) = vu.

DEFINICIJA 2.5. Za morfizam u ka%e se da je epimorfizam ako je

preslikavanje [ X,u] 1-1 za svako X € 0(%) tj. V¥ V,=3Viu 4 vou.
Lako se dokazuju sledeée propozicije:

PROPOZICIJA 2.6, Kompozicija dva epimorfizma je epimorfizam.

PROPOZICIJA 2.7. Ako je u:A——B, v:B—~C i ako Je vu epimor-

fizam, tada je i v epimorfizam.

PROPOZICIJA 2.8. Za_svaki objekt A u ms kojoi kategoriii

1A:An——~—A je epimorfizam.

DEFINICIJA 2.9. Morfizam u:A

B je bijekcija (monoepimorfizam)
ako je i monomorfizam i epimorfizam.

DEFINICIJA 2.10, Morfizam u:i B je igomorfizam (ekvivalenci-

ja) ako postoji morfizam v:B—=—A takav da je
Vu:lA, U.V:lBo

PROPOZICIJA 2,11, Syaki izomorfizam je bijekcija.

DOKAZ, Iz vu = lA prema Propozicijama 2.3 i 2.4 sledi da je u
monomorfizam, a iz uv =-1B prema Propozicijama 2,7 i 2.8 sledi da je

u epimorfizam. //
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PRIMEDBA 2,12, Bijekcija me mora biti izomorfizam, ([9] str.6)

PROPOZICIJA 2.13. Kompozicija dva izomorfizma je izomorfizam.

DOKAZ. Neka su utA—B i v:B——C izomorfizmi. Tada postoje
morfizmi u*:B—=A i v’:C—B takvi da je

u’a = 1A’ uu? = lB’ viv = lB’ vv? = 10'
Sada se lako proverava da je vu:l-—-C izomorfizam jer postoji mor-
fizam u’v’:C-—A i vafi

(wv?) (vu) = 1,, (vu) (wv*)=1,. //
3, FUNKTORI

DEFINICIJA 3.1, Neka su C i D dve kategorije i neka je F funk-
cija koja svakom objektu A kategorije C korespondira objekt F(4)
kategorije i svakom morfizmu u iz @ morfizam F u iz D .

Ka¥emo da je F kovarijanini funktor iz Cu éOako su zadovoljeni

sledeéi uslovi:
(a) Ako u:A —B, tada F(u) : F(A) —F(B),
(0) P(1,)=1p(py-
(e) F(vu)=F(v)F(u).

Sli¢no, ka¥emo da je F kontravarijantni funktor iz C u SO
ako su ispunjeni uslovi:s

(¢) Ako u:A —B, tada F(u) : F(B) —F(4).

(p) F(IA) = lF(A)°

(¥) F(vu)= F(u)F(v).

PRIMER 3.2. Neka je X fiksirani oblik date kategorije C .
Ako je Y objekt u C neka je FX(Y) = MG(LI). Ako je u:Y —2 morfi-
zam u C neka je Fx(u): FX(Z)————»FX(Y) dato sa [Fx(u)](v) = vu za
svako v e;Fx(Z). Lako se proverava da je Fye C ——~.§‘ kontravari-

Jantni funktor iz € u kategoriju § skupova i preslikavanja.



GLAVA 2
GRANICE I PRESLIKAVANJA INVERZNIH SISTEMA

Ova glava sadrZi definicije pojmova i iskaze stavova (b22 doka-
za), vezanih za inverzne sisteme topolos3kih prostora, na koje se po=-

zivamo u Glavama 3 i 4 ovog dela.

1. POJAM INVERZNE GRANICE

DEFINICIJA 1.1. Neka je ( binarna relacija u skupu A. Kafe se
da je A usmeren relacijom £ ako su ispunjeni slede¢i uslovi:

(1) Ako X €A, tada X { K- ’

(2)Akoo<,[3,5€Atakoda°($Pi[b £ ¥ teda .

(3) Ako o(,{b@ A, postoji ¥ &€ A tako da é X ip \é X -

Podskup S skupa A je kofinalan podskup od A, ako za svako X € A
postoji P € S, tako da je X L P.

Neka su A 1 B skupovi usmereni relacijama < 1 1 ( 2 redom. Za
funkciju f:A ——B kaZe se da Jje monotona ako <1[5 :f(«) r(p)
DEFINICIJA 1.2, Neka je A skup usmeren relacijom (, X topolo-

8ki prostor za svako X € A, i 'ﬂ'[5 : Xp
svaki par o, PEAtakavda Je K (P.,

X o( neprekidna funkcija za

Za kolekciju prostora X i preslikavanja TI’P kaze se da &ini

inverzni sistem prostora i presllkavanaa nad usmerenim skupom A, u oz-

naci {X o( {\TE< ,A}, ako su ispunjeni sledeéi uslovi:

(1) Ako % € A, teda T, = gt

(2) Ako X, P ¥ € A1 X ¢ P(ggtadawsc’wg"ﬂx

Umesto {Xo( ,'ﬂ'z ,A} desto se krhde pi%e {X, T, A} ili samo {X,‘ﬂ'}
ako je jasno o kojem Je usmerenom skupu rec.

PRIMEDBA l.3. Usmeren skup A postaje kategorija ako elemente iz
22
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A posmatramo kao objekte, a skup morfizama iz of u P Je ili prezan,

ako &« { P., ili sadrii samo jedan element, relaciju £, ako o <‘5

Tada, inverzni sistem nad A .Je, aednostavno, kontravarijantni
funktor iz A u kategoriju T topolosSkih prostora i neprekidnih pre-—
slikavanja,

DEFINICIJA l.4. Inverzna granica (kratko granica) inver;nog si-

stema {X,TT ,A}, u oznaci X, 1ili lim{X,TT A} je podprostor topoloskog
proizvoda prostora X » kKoji sadrii ome funkcije x = {: }, ‘kod kojih Je
-”-P(xp) = X 5 28 svaki par &, € A takav da & ([3

PROPOZICIJA 1l.5. Granica inverznog sistema Ti-p_rostora Je T -

prostor za i ( 5% Ako sveki X, ide Ty tada X je zatvoren u r']x .
DOKAZ, Separaclone osobine su produktivne i nasledne za i £ }2-
- Za drugi deo tvrdjenja vidi na pr. S. Eilenberg ([13],str,2l6 L.3.5). /
Neka je, za svako X € A, Tg(: Xmm-»xc( restrikcija na Xoopriro-
dne projekci je HXOZ-——-—X“ o
TEOREMA 1.6. Ako je {X,TI‘QA} inverzni sistem, tada je familigja
svih skupova oblikale’ozl(U o()., gde o prolazi neki skup S kofinalan

ui, a Uo( su _otvoreni podskupovi prostora X‘XQ baza prostora xooo
DOKAZ. Vidi R. Engelking ([1%4], str. 88, T. 3), //
PROPOZICIJA 1.7, Ako je x é'_xoo izC Xoo ; tada je

xE 7 (:}Trx('x) € T (2) za svako &€ A.

DOKAZ. Vidi K. Kuratowski ([29], str. 167, T. 3). //

PRIMEDBA 1.8. Postoje primeri inverznih sistema takvih da Je x(,<
F @ za svako X € 4, ali je X_= @ (S. Willard [59], str.211, Pr. 29.10)

Med jutim, vaZzi slededéa teorema ([13]9 str. 217, Te 3.6).

TEOREMA 1.9. Granica inverznog sistema (nepraznlh) kompaktnih

T,-prostora je (neprazan) kompaktan T,=prostor.
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2. PRESLIKAVANJA INVERZNIH SISTEMA

DEFINICIJA 2.1. Preslikavanje & = { Y, ‘?P} inverznog sistema

{X,T,A} u inverzni sistem {Y,9,B}, u oznaci

@ : {X, W !A} """""{Y,S,B},
Je familija koja se sastoji od monotone funkcije ‘P:B

kidnih funkcija

A i nepre-~

definisanih za svako [ € B, tako da za svaki par x,P € B, gdexX4p
sledeéi dijagram

Y(P)
. o) o
P PP
Y, — Y
komutira, tJj. 3“
P — ob
TuoTody = SxoFp

DEFINICIJA 2.2. Neka Je $ = {¥, ¥a} : {X,T, A} —{,9,B} pre-
slikavanje inverznih sistema. Ako je x = {x,} € X_, za svsko pPeEB
stavimo

Iy = \PF‘(XT(P))'

Na osnovu prethodne definicije, za talku y = {yp} e N YP i sva-

ki par X, € B takav da Je X &P, imemo

A
3% p) = SELFox (2] = LT GG x ppy] =

= ?«(XY(«)) = Jx
i, dakle, y € Y.

Granidno preslikavanje preslikavanja P, u oznaci “f“ ili 1lim &,
m—

Je funkcija

2 X, Yoo

oo

definisano sa ‘f“(x) = Y.
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TEOREMA 2.3. Granidéno preslikavangje ‘{’m: X —7Y_ Je ne-

prekidna funkcija.
DOKAZ. Vidi na pr. ([13], str. 218, 7. 3.13). //

Navedimo, na kraju, sledeu vaZnu teoremu ¢iji se dokaz moZe
izvesti iz ([13], str. 218-219 L.3.11; T.3.13; T.3.15) i ([14], str.
88, T.3).

TEOREMA 2.4. Neka jJe § ={¥,¥s} :{X,T,A} —»{¥,9,B}.

Ako je

(1) N kofinalan podskup od B,

(2) P (N) kofinalan podskup od A,

(3) ‘fP: X*.(P)———*-YP homomorfizam za svako p€ N,
tada je ‘{’w: X jo— Y homomorfizam,



GLAVA 3
O INVERZNQOJ GRANICI FUNKCIONALNIH PROSTCRA

Neka Je X kategorija ¢iji su objekti koupektni Hausdorff-ovi
prostori, a morfizmi neprekidna preslikavanja ovih prostora. Ako je
X objekt u K, neka exp(X) oznadava prostor svih nepresznih zatvore-
nih podskupova od X sa topologijom Vietoris—a. Ako je f morfizam u
X i £:X——7Y, neka je exp(f):exp(X)+—rexp(Y) definisand sa
exp(f) = f£(F) za svako F € exp(X). Tada je exp: X, — ', kovarijantni
funktor. Neka je {X,M,A} inverzni sistem u ¥ nad usmerznim skupom A.
U [51] s. Sirota dokazao Jje da je exp(%ig{xgﬂ}) ~ ;ig{exp(x),expCW)}.
Ako je {Y,Q,B} drugi inverzni sistem u X i @ ¢ {X,7}-{Y,Q} pre-
slikavanje ovih sistema, tada ono indukuje preslikavanje exp(®):
{exp(X), exp(Tr)}-—ﬂv{exp(Y), exp(g)}. U [38] M. Marjanovié dokazuje
da su tada preslikavanja exp(lim @) i lim exp(P) jednaka do na kom-
poziciju sa homeomorfizmima. Ovo kompletira pomenuti rezultat iz [51].
7a X u J, neka je X = X(O) i X(n) = exp(X(n°1>) 28 N = 1425000 o

Neka je u:X(e)——a-X(l) unija shvaéena kao preslikavanje. Stavimo

U= u(1> i neka Jje u(n) = exp(u(n'l>) 2a B = 2;5;,00.. Tako dolazimo
i i ‘ -  x a2y _wf®
do inverznog niza prostora i preslikavanja: X -— X — e

€iju éemo granicu oznaditi sa Xab). Nazovimo prostor X ek5ponenéija-
lno kompletnim sko Je X X exp(X). U [37j M. Marjanovié¢ dokazuje da
Je XGD) eksponencijalno kompletan i da se X moZe utopiti u X@»).

U ovoj glavi mi posmatramo kovarijantni funktor Mapx u katego-
riji Hausdorff-ovih topoloskih prostora i neprekidnih preslikavanja.
U prva tri paragrafa dokazujemo da svi gore pomenuti rezultati imaju,
u ovom sluéaju, svoje analoge. Navodimo i dva primera. U detvrtoj ta-
¢ki ispitujemo neke osobine funkcionalno kompletnog prostora Y«”) i
formuliSemo jedan otvoren problem.

26
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1. KOMUTIRANJE Mapx FUNKTORA SA

INVERZNOM GRANICOM

Neka je o0 = (0,M) kategorija 3iji su objekti O svi Hausdorff-
ovi topoloski prostori, morfizmi M sva neprekidna preslikavanjs ovih
prostora i neka X oznadava fiksirani ob jekt kategorije 0. Mi pretpo-
stavljamo da, ukoliko nije drugaéije redeno, svi prostori i 8ve pre-
slikavanja koja posmatramo u ovoj glavi pripadaju ‘3% » Za svako Y€ 0,
neka Mapx(Y) oznadava skup svih neprekidnih funkecija iz X u Y sma-
bdeven kompaktno-otvorenom topologijom., Umesto Mapx(Y) koristiésmo,
takodje, ponekad i uobidajenu oznaku YX. Posto je Y € 0, prema 7.
I.1.2.2, sledi da je Mapy(Y) € 0. Ako je f €M i £:Y —2, neka je
Mapx(f):Mapx(Y)-—-Mapx(Z) preslikavanje definisano sa [Mapx(f)](g)
= fog za svako g € Mapy(Y). Tada, preslikavanje‘napx(f) Je nepreki-
dno (Propi I.1.2.12). Ako je i M identiteta, tada je Mapy (i) tako-
dje identiteta i, lako je videti da, ako su fl i fouMmi flof2 Je
definisano, tada Mapy(f,0f,) = Mapx(fl)oMapX(fe). Dakle Mapy: ‘¥ —%,
je kovarijantni funktor (Def. 1.3.1) i slika od ‘¥ sa Mapy, u ozna-
ed Mapy (¥0), Je podkategorija od ¥ .

Exvivalencije u ¥ su homeomorfizmi i za dva prostora Y i Z u
W » Y™ Z oznadava da su Y i Z homeomorfni.,

Neka Je {Y;W}A} inverzni sistem u ¥, nad usmerenim skupom A.
Podto je Mapy kovariﬁantni funktor, {Mapx(Y)9Mapx(W),A} Je, takodje,
Jedan inverzni sistem u 3p.

Mi sada dokaZujemo sledeéu &injenicu (uporedi sa Bucur i Dele-
anu ([9], str. 57, Prop. 3.6)):

TEOREMA 1.1. Mapy(1in{Y, T}~ lin{Mapy(Y),Mapy(m)}.

DOKAZ. Stavimo Y__ = 132{1,“} i posmatrajmo preslikavanje

H:Mapy (Lin{Y, 7}) —Lin{Mapy (Y) ,Mapy (1)}

definisano sa
H(L) = {gxof}



28
za svako f € Mapx_(Ym), gde p, oznaava restrikciju prirodne projekci-

;je_'ﬂ{yo(lo(EA}——Yo( na skup Y .
Ovo preslikavanje je dobro definisano. Zaista, ako o(,[bﬁ:& i o(\<P

tada B
[Mapx(ﬂ'o()] (ppof) = po(of

Jer, za svako x € X, i dakle f(x) € Y s imamo

([Mapx(ﬂo':)] (pPof))(x) = (Tlﬁoppof)(x) =

=L (0 [E®]) = b, [2(0)] = (p0f)(x) .
Posmatrajmo takod,jeﬂ‘“‘i preslikavanje
G:1im{Mapy(Y) ,Mapy (1)} — Mapy (Lin{Y,T})
gde, za proizvoljnu tatku £ = {f } € Lin{Mapy (Y),Mapy (1)} (dakle £

[~ 4
€Mapx(Yo<)), preslikavanje G(f):X ——-—Yoogs:‘je definisano sa

[6(£)] (x) = {£.(x)}

za svako x € X. Da bi opravdali ovu definicu, mi zapaZamo, pre sve-~

ga, da je [6(£)] (x) zaista tadka u Y, za svako x€X, Jer, za X P,

imamo T,,E[fp(x)] = (Trf(’ ofP)(x) = ([Mapx(Tr'ﬁ)] (fP))(x) = £ (x).
Sta viZe, G(f) je neprekidna funkcija tj. G(f) €Y§° posto Jje, za

sveke x € X, [Ro6(0] (x) = p ({£,(0)}) = £,(x)

i, dekle, p 0G(f) = £,.
Pokazaéemo sada da su G i H bijekcije inverzne jedna drugoj.
(a) (GoH)(f) = £ za svako f ero, Jjer ako je x € X, tada

[(Gom) (£)] (x) = (a[H(£)])(x) = {(goni=} = {p [2(x)]}= £(x).
(b) (HoG)(f) = f za svako f = {fd}él_;iﬂl{napx(l') ,Mapx(‘ﬂ')} Jer

(HoG) (£} = H[G(£)] = {:pO(oG(f)} = {fo'(}- f.

Ostaje da se pokaZe da su preslikavanja G i H neprekidna.

(c) Neprekidnogt funkcije H. Neka je (C,U,) otvoren sub-bazni

skup prostora ij, gde je C kompaktan skup u X i U, otvoren skup u Yo(,
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o oy . . s s X, X
i ne];a Qo oznadava restrikciju prirodne projekcije ﬂ{Y“J’tx € A} _'Yo(
na podskup }‘i_l_n{napx(Y),Mapx(W)}. Dovoljno je dokazati neprekidmost
kompozicije q“bH.

£ € (g om ™ [(C,u )] q, [HN] € (6,U )
q ({p of}) € (C,u)e=ppof € (c,u )&= r,[2(0)] T,

E1(0) C PIHU) &= £ €(C,p (1)

i dekle (qo(oH)’l[(C,Uo()] = (C,p (T, ).

Ovo kompletira dokaz Jer Jje p'l(U ) otvoren bazni skup u Y
oK K PR ten

prema T, 2.1.6.

=l
o{
je otvoren sub-bazni skup u on(PrOp. I.1.2.4), AkO Je f = {fo‘}e

(d) Neprekidnost funkcije G. PoSto je X T,-prostor, S=(C,p (Uo())

l_i__m{_Mapx(Y) ,Mapx(“ﬂ')} imamo

 eci(8) = [6(0)] (CPLUIS/N] (1) € P (U), ¥xEC

-1
{0} € p (1), ¥xe0=1L () €T, ¥x € CeL(0) C T

o1y € (6,0 et € al [(6,1)].

Dakle, G'l(S) = q;l[(c,l{x):[ je otvoren skup u .'_ng{_Mapx(Y) ,MapX(TI')}
pa je G neprekidna funkcija.

Prema (a), (b), (¢), (d) dokaz teoreme Jje potpun. //

Neka Je {Z,9,B} drugi inverzni sistem u 4 nad usmerénim skupom
B. ko je ® :{Y,T}—~{2Z,3} preslikavanje ova dva sistema, ono ofigled-
_no definie preslikavanje Mapx(d_?):@'lapx(Y),Mapx(‘ﬂ')}-———-{_napx(z) .Mapx(g)}‘
Teko imemo dva indukovana preslikavanja Mapy(lim ) i lim Mapx(Q) za
koja éemo pokazati da su ista do na kompoziciju sa homeomorfizmima.
Preciznije imamo sledeéu teoremu:

TEOREMA l.2. Neka Jje dato preslikavanje inverznih sistema

@ = {_\fg\f‘ﬁ}z {YJ\'.;,A}——-»{Z9 ?/B}e
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Tada, postoje dva homeomorfizma H i K tako da dijagram

Mapy ( }ig{Y,TI’}) H L:‘i_@{napx( Y) ,Mapx(TT)}
Mapy(lim ) Lim Map,($)

Mapy(Lin{z,9}) —— Lim{Mapy(2),Mapy ()}
komﬁi:ira,
DOKAZ. Neka su H i K homeomorfizmi iz T. l.1 u odnosu na {¥,m}
i {Z,g}respektivno, i neka PP i QP oznadavaju restrikeije privednih
projekcija H{ZPI pPE B} ——Zpi H{leg I[Se B} —2% na podskupove
_l_g'in{z,g} i ]ﬂ{Mapx(Z),Mapx(g)} redom. Sada, za f € Ygoi PEB.Q, imamo
[QPoKoMapx(}_i;xp P)](£) = (VQPOK)(}_J}{)of)
Q{Fyolindot}) = ppoLingos.
Sa druge strane, prema definiciji granidnog preslikavanja je
[onl_,i__@ Mapy (P)oH] (£) = [Qpolim Mapy(P)] ({p, 0t}
Ali, za x & X, Je
(Fgolingof) (x) = Pa(lindlz(x)]) = ?P@\P(P)[f_(x)])
= (\FPOPfoP)Of)(X) |
pa je komutativnost dijagrama dokazana., //

Dekle, prema T. 1.1 i T. 1.2, funktor I*'IaLpK komutira sa inver-

znom granicom.

2. FUNKCIONALNO KOMPLETNI PROSTORI
Uvedimo sledeéu definicijus

DEFINICIJA 2.1. Prostor Y je funkcionalno kompletan u odncsu na

X ako je YR Mapx(Y).
PRIMER 2.2. Trivijalan primer funkcionalno kompletnog prostora
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Je svaki prostor Y koji sadrii samo jednu tadku.

Jedan drugi primer daje sledeéa propozicija (vidi Def. I.1.4.3);:

PROPOZICIJA 2.3. Svaki Hausdorff-ov prostor Y koji ne sadrii

lukAje funkcionalno kompletan u odnosu na Peano-ov prostor X.

DOKAZ. Prema Prop. I.1.2.7, Y je homeomorfan sa podprostorom
J(Y) (svih konstantnih funkcija) prostora X, Dakle, dovoljno je do-
kazati da je svaka neprekidna funkcija f:X—-Y konstanta. Zaista,
podto je X Peano-ov a Y Hausdorff-ov prostor, i f(X) je Peano-ow pro-
stor (Prop. I.l.4.4). Ako f(X) nije tadka, tada f(X) sadrii luk (T.
I.1.4.5), Sto je suprotno pretpostavci za Y., //

Za Y € 0, stavimo Y = Y(o)9 izan 1,2,... neka je

L}

(o Mapy (x(2-1)),
Neka je a € X fiksirana tadks. Posmatrajmo preslikavanje
P, : y(1)___, (o)

definisano sa pa(f) = f(a)

za svako f € Y(l), koje je neprekidno i na (Prop. I.1.2.9).

Oznadimo pa:Y(l)———»Y(°) sa pgo), izan-=1,2,,.. neka je

o

p;n) én_l)) . Y(n+1) Y(n)°

= Mapx(p

Tada sva preslikavanja pgn), n = 04l,...;, su neprekidna i na, Dakle,
dolazimo do inverznog sistema prostora i preslikavanja

(o)

(1) (n)
o Pa () Pa (2 vy _Pa (n41)

R X -Pp— 9 0 @ *®

Neka je Y@”)>= lig{x(n)gp;n?}e

Tada, Y@”) Jje objekt u.EB(PrOpo 2.1.5), i primenjujuéi T. 1.1 na

;ggfx(n),pgn)} neposredno dolazimo- do

TEOREMA 2.4. Prostor Y(G)) je'funkcionalno kompletan u odnosu na X.

DOKAZ. Mapx(x('” )y gg{ﬁapx(Y(n)) ,Mapx<p§n) )}
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= lin Y(n+l),pan+1¥} éﬂ.((u) ,

gde poslednja relacija sledi iz T. 2.2.4. //
Posmatrajmo sada preslikavanje f:Y——7 koje pripada?ﬁ; Stavimo
£=2° 3 5an=1,2,... neka je

£02) o yap (£07-1)y , y(2)_g(m)

DEFINICIJA 2.5. Dijagram

(o) p(n) .
y{o) (1) ... —y(m) a y(a+l} — ...
f(o) f(l) l f(n) f(n+l) 1
7(0) ~ 21—~ g(®) (21 .
p;o) péé)

nazivamo indukovani diJjagram.

L

PROPOZICIJA 2.6. Svi_cetvorougli indukovanog dijagrama komutiraju.

DOKAZ. Prvi cetvorougao komutira prema Prop. I.l.2.13. Posto je
Mapx kovarijantan funktor, komutativnost svih ostalih detvorouglova"
neposredno sledi. //

DEFINICIJA 2.7. Za preslikavanje f:Y—Z u d0 kasemo da je
funkcionalno kompletno u odnosu na X ako je f Jjednako Mapx(f) do na
kompoziciju sa homeomorfizmima.

Neka Je {f(n)} ~[Y(n) p(n)}—+{z(n) p(n)}preslikavanje inver-
znih sistema i neka je £ ;gg{f(n)}. Tada Je £(«) neprekidno (T.
2.2.3) i, dakle, preslikavanje u &.

TEOREMA 2.8. Za ma koje f:Y——«-Z‘g'aﬁ, preslikavanje f0n>:

)

——*'Z«o) je funkcionalno kompletno u odnosu na X.

DOKAZ. Primenjujuéi T. 1.2 na preslikavanje inverznih sistema
{f(n)} {Y(n) p(n)}__,{z(n) p(n)}

imamo
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Mapx(f(c‘))) ];:i_._m f(n"'l)} f(w)

Mapx( Z(G))) X ];jﬂl{z(n+l) ’p;n+1 )}_k____.__ Z((,Qs }

gde su h i k odigledni homeomorfizmi. Po3to su detvorougli komutati-

vni nalazimo da je

Mapy (£%7) = (koK) 0 2D o (nom). s/

3. TEOREMA O UTAPANJU
Pokazacemo sada da postoji podkategorigja od.gﬁéiji su svi obje~
kti funkcionalno kompletni u odnosu na X i da za svako Y € 0 postoji
2€0 koje sadrzi Y i funkcionalno je kompletno u odnosu na X.

Posmatrajmo preslikavanje
Jo : Y(o)————*-Y(l)

gde, za svaku talku y EZY(O), jo(y)sx-———Y oznac¢ava konstantnu fun-
kciju u Y(l) koja preslikava X u talku y. Preslikavanje Jo Je utapa-
nje (Prop. I.1.2.7). 2a svako n = 1,2,... neka je

jn = Mapx(jn_l) : Y(n)—""’Y(n+l)o |

Preslikavanja j,, B = O;1,..., su neprekidna pa imamo sledeéi

niz prostora i preslikavanjas

@ So_yy_ @ __ @) _dn_(ne1) _

L X X 4 e

PROPOZICIJA 5910 Za SV&kO n = 09190003 jn(Y(n)) Je retrakt Od
Y(n+1) sa retrakcijom jnop;n) s Y(n+l)——*—jn(Y(n)),

DOKAZ. Ovo tvrdjenje je tadno za n = O (Prop. I.1.2,11). Kcka
Je n> 0. Ako je f &€ ,jn(Y(n)), tada postoji g EY(n) tako da Je '

£ = jp(8) = [Mapyg(dy ;)] (&) = 3, ;o8-

(n)

0¢igledno, Pa

ojn je identiteta na Y(n), za svako n = Oy,1;..., pa

imamo
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(jnOP;n))(f) [Man(J 1°P(n~l))] (£) = jn_10p;n'l)of

(n-1)

= jn— op, o,jn_log = ,jn_lolY(n_l)og = jn__log = f.

Dakle, j op{™ Je vetrakcija oa Y(®+1) pg 3,x®). s
Za svako n = 0,1,..., stavimo

Jo9n = jn o] jn‘-l O o0 O jo H Y(O)—_"‘Y(n+l)
i posmatrajmo preslikavanje
Jorc ? Y——-—.}E{Y(m'ln P£n+l)} =y

definisano sa

3o, M) = {d5 n(3}

za svako y € Y. Ovo preslikavanje je dobro definisano. Zaista, za

ns=12,..., imamo
(n)[ao 7] = p(n)[(ano:jo 207 = Py ) [36,n-1(7]
[Map (p(n l)°'jn 1] [Jo n13] = (n l)ojn-lo'jo,n-l(y)

= y(n-1 )030,:2.m;},."f) = Jo n—l(y)°

FROPOZICIJA 3.2. Ako je f proizvoljna tadka u j, . (Y) i mo:

{Y(n)ln = 1 2,@.@} -——-Y( n) oznadava prirodnu proaekcl.ju, tada
. -1
["Tml(f)] (x) € Jn__l(Y(n ))
28 svako x €X in=1,2,... ,
DOKAZ. Posto je f € Jor o (¥), postoji y € Y tako da je JorenlY) = £

i, dakle, jo,nnl(y) = M (r)za svakon = 1,2,... . Neka Jen=11
X € X proizvoljno dato., Treba pokazati da je[T (f)] (x) € j (), tj.
da je ['ﬂ'e(f)] (x):X —Y konstantna funkcija u Y(l). Ali, ovo je ta-
tno Jer o] = [3, 1] @ = [(5108,)(7)] (x)

= [3603,(M] (x) = §o([5o(3] @) = §,(3)-

Pretpostavimo da je [Trn+l(f)] (x) € jn_l(Y(n"'l))., Tada je
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Ty, o(f) = do,ns1(7) = (3p41990,0) ()
- [Mepg€3n)] [36,2 3] = dp0T,; (0,
pa imamo Trn+2(f)](x) - Jn([vml(f)] (x)) € Jn(Y(n))

§to kompletira induktivni dokaz. //
TEOREMA 3.3, Svaki Hausdorff-ov prostor Y moje se utopiti u

funkcionalno kompletan prostor.

DOKAZ. Pokazalemo da se Y moZe utopiti u funkcionalno komy ietan
prostor Y(w). Posto je hey =y (@) homeomorfizam (T. 2.2.8), dovo-
1jno je dokazati da je :jogwutapan,je od Y uy™

Leko se proverava da je Jo,m 1-1. Sta viSe, posto su sva pre-
slikavanja Jo,n Deprekidna, tekvo je i jogw([22], str. 40, P. 5.8).
Prema tome, osta;jeA da se pokaZe da je Jo,matvoreno preslikavanje.

U tom cilju, neka V oznalava otvoren skup u Y. Tada Jje (a,V) otvoren
sub~bazni skup u Y(l). Neka je Tl': restrikcija prirodne projekci je

'ﬂ"n na podskup Y", Tada Je ('Trl*)"l [(a,v)] otvoren bazni skup u Y°°i,
%*
WS P e 30, N T ED] = o (0 N YN T (a,1)]

Je Qtvoren skup u jo,oa(Y)" Dakle, da pokaZemo da je ;jo’motvoren pre-~
slikavanje, dovoljno je dokazati jednakost ;jo c,_’(V) = P.
9
Neka je, prvo, fejo,w(V)., Tada, postoji y € V, tako da je
Jo’m(y) = £ 1, dakle, j,(y) =T,(f). Prema ovoj jednakosti je

[Trl(f)](a) = [§oM](a) =5V
i, dakle, T, (£) € (a,V). Ovo implicira da €T 71 [(a,V)] i, dekle,
oéigledno, fE€ P,
Obrnuto, ako je fE€P, posmatrajmo tadku Yo = [Wl(f-)](a) € V.
Dovoljno je pokazati da je Jo,w(yo) = £ ili, ekvivalentno,

jogn_l(yo) = -“-n(f) n = 192;”“0.

Utvrdimo indukcijom ove jednakosti.
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;30W(Y)9 postoii y € Y tako da j«

joaw(y} = £, Ovo povladi jo(y) = "“'1(1‘) i, dakle, Tfl(f) je konstantno

Neka je n = 1, Posto je f €

preslikavanje. Prema tome
LT ] =[] = v, = [3,(3,0] (x)
i, dakle, J (¥,) aﬂ‘l(i‘}o Pretpostavimo sada da je jo,nnl(yo) %"5@;(1‘)0
Na osnovu ove induktivne hipoteze, imamo
, \ (4 s R (n) y1
Jo,nTed = (30035 1) (Tg) = 34[TLAD] = Jp(p M [, (0)])
T : (n-1) TS (n=1)
EPI&PXC In..1%Pg )] [ﬂ;n»l(f)j = dn.1Pg °Trn+l(f)°
Dakle, za svako x € X, prema Prop. 3.1 i 3.2, je
- - v An=-1)y 0 sy \
[do,0lTed ] (x) = (3, 10m, A, (] )y = [T (£)] ()

i, prema tome, J, n(yo) aTi"n+1(f)° Ovo kompletira induktivni dokaz.
9
Dekle, u = h@jg GQ:YMY((‘O) Je utspanis od Y u Y(w)., //
?
Prema ovoj teoremi Y(c")) Jje neprazan akoe je Y neprazan i, dakle,
postoje i drugi primeri funkcionalno kompletnih prostora.

PROPOZICIJA 3.4. u(Y) je retrakt od Y\®).

DOKAZ. Da dokaZemo ovo, pokazaséemo da Je Jogw(Y) retrakt od Y%®
3 o (o) X $§1«: %
sa retrakcijom r = J,  op, oTTl s Y “"_"3094:0“)"
Neka je f € jo,m(Y)° Tada postoji y€Y tako da je 'jo,c,;(y) =

i, dakle, jo(y) s’ﬂ';f(f)o Prema tome, imamo

=) = 3, @S] = 3, (@ [3,]) = o, f3) = £ /7

Oznacimo sa Map}(lw) funktor koJji korespondira svakom Y € O pro-
stor Y% i svakom preslikavanju f:Y—=2 u K preslikavanje £,
Y(“’)‘-——*-z(“). Tada, iniamo

PROPOZICIJA 3.5. Map}(lw) Je_kovarijantui funktor iz Bﬁg‘z‘ﬁ,

L1

DOKAZ. Ako je i:Y—Y identidno preslikavanje, tada su i & 2

Y(n)——%Y(n) identi¢na preslikavanja, pa je takvo i i(w), Ako su f

°e

T—27ig: 2—Wudb, tada je (gof} ™ <« &'™or(®) . odakle jedno-
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stavno sledi (gof)(w) = g(w)of(w). //

Dakle, Hapgw)(ﬁﬁ) Je podkategorija kategorijelaﬂkoja ima Zelje-

nu osobinu.

4, NEKE OSOBINZ PROSTORA Y ™)
Posmatramo prvo neka separscions svsistva prostora Y@”)n

PROPOZICIJA 4.1. Y je T5(T5l) prostor sko i samo sko ¥ je

TE(TB%) prostor respektivno.

DOKAZ. Tmplikacija =) sledi neposredno prema T. 3630

Obrnuto, ako je Y TB(TB%) prostor, na osnovu T. 71,1.2.2, jindu-
kcijom je lako zakljuiti da su takvi i svi prostori Y(n)(n = 0,1,...),
pa, dakle, i prostor Yab) prema Prop. 2.1.5. // |

Narednim dvema propozicijama dopunjujemo T. I.l.?.2 (vidi Def.
T.lo4.1 i Def. I. 1l.4.2).

PROPOZICIJA 4.2. YX Je kompletno Hausdorff-ov prostor ako i samo

ako je Y takav.

DOKAZ, Ako je Yx kompletno Hausdorff-ov prostor, takav je i Y,

prema Prop. I.l.2.7.

Obrnuto, neka je Y kompletno Hausdorff-ov prostor i neka su f
i g dve razlidite tadke u YX. Tada, postoji a € X tako da je f(a) #£
g(a), a takodje i otvoreni skupovi U iV u Y takvi da je

f(a) € U, " gla) e v, TNV = g.

Dakle
’ f € (a,u), g € (a,V).

Iz relacija (a,U0) C (a,U) , (a,V) C (a,V) i Prop. T.1.2.1 imamo

(3,0 N (&N C (3,0) N (a,7) = (8,7) N (a,7).

Odavde sledi da Je (a,U) N (a,V) = ¢

(inade UN V # @), pa je, dakle, YX kompletno Hausdorff-ov prostor. //
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POSLEDICA 4.3. Yab) Jje kompletno Hausdorff-ov prostor akeo i sa-

mo ako je Y takav.

DOKAZ. Slidan dokazu Prop. 4.1. //

PROPOZICIJA 4.4. YXje prostor Stone-a ako i samo ako je I takav.

DOKAZ. Ako je X prostor Stone-a, takav je i Y (Prop. I.l.2.7).

Obrnuto, neka je Y Stone-ov prostor i neka su f i g dve razlidi-
te talke u YX. Tada, postoji a € X tako da je f(a) # g(a), a takedje i
neprekidna funkcija F:Y ——1 takva da je

Flf(a)] = O, Flg(a)] = 1.
Kako Jje sem toga
(b oMapg (F)] (£) = p, (Fof) = (Fof)(a) = F[t(a)] = O,
[P otapy (F)](8) = p,(Fog) = (Fog)(a) = F[g(a)] = 1,

= je prostor Stone-a. //

POSLEDICA 4.5. Y(&» je prostor Stone-a ako i samo ako je Y takav,
DOKAZ. Slidan dokazu Prop- 4.1. //

Za pratenje sledele tri”propozicije podseéamo na Def. I.l.4.6-8.

PROPOZICIJA 4.6. YX Jje potpuno separiran ako i samo ako je Y

tekav.

DOKAZ. Ako je X potpuno separiran, takav je i Y, prema Prop.
I. 1,2.7, zbog naslednosti osobine potpune separiranosti.

Obrnuto, neka Je Y potpuno separiran i neka su f i g dve razli-
gite tadke u X, Tada, postoji a € X tako da je f(a) # g(a), a tako-

dje i otvoreni skupovi U i V u Y takvi da Je
f(a) € U, gla) € v, UNV =g, TUV =Y.
Sada se lako proverava da za skupove (a,U) i (a,V), otvorene u YK, vazi
£€(a,0), g€ I(a,V), (a,0)N (a,V) =8, (a,0) U (a,V) = ¥*

§to dokazuje potpunu separiranost prostora yx, V4
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POSLEDICA 4.7, Y(Q» Je potpuno separiran ako i samo ako de

tekav,

DOKAZ. Ako je Y potpuno separiran, prema prethodnoj propoziciji,
irdukcijom je lako zakljuditi da su takvi i svi prostori Y(n)ﬁ Odavde,
zbog produktivnosti i naslednosti posmatrane osobine, zakljudujemo
potpunu separiranost prostora Y(w)°

Drugi deo tvrdjenja sledi iz T. 3.3, //

PROPOZICIJA 4.8. YX je potpuno nepovezan ako i samo ako e ¥

takav,
DOKAZ., Ako jJe YX potpuno nepovezan, takav Jje i Y, prema Prop.
I. 1.2.7, zbog raslednosti posmatrane osobine.
Neka je, obrnuto, Y potpuno nepovezan prostor i pretpostavimo

dz je C povezan gkup u Yx

koji ima bar dve razlidite tadke f i o
Tada, postoji a € X tako da je f(a) # g(a). Neka je pasYxa—me pro-
Jekcija indukovana elementom a. PoStc je C povezan i P, neprekidna,
pa(c) Je povezan skup u Y koji, ofigledno, sadr¥i bar dve razlidite
talke f(a) i g(a). Ovo Jje, medjutim, nemoguée. Iz dobijene protivre-
¢nosti sledi da je X potpuno nepovezan., //

POSLEDICA 4.9, Y«M) Je potpuno nepovezan ako i samo ako je Y

takav.
DOKAZ., Slican dokazu P. 4.7, //
PROPOZICIJA 4.10. Y* je O-dimenzionalan ako i samo sko je Y

tekav,
DOKAZ. Ako je YX O-dimenzionalan, takav je i Y, prema Prop.
I. 1.2.7, zbog naslednosti posmatrane osobine.
Obrnuto, ako je Y O-dimenzionalan, neka Jje £ G:Yx proizvol jno
izabrana tacka i G ma koji otvoren skup koji je sadrZi., Treba pikaza-
ti da postoji otvoreno-zatvoren skup H u X tekav da je £ € H < G.

Néigledno, moZe se pretpostaviti da de G otvoren bazni skup. Sta
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viSe, posto je konadan presek otvoreno-zatvorenih skupova opet ta-

kav skup, dovoljno je posmatrati samo sludaj kada je G otvoren sub-
bazni skup u Yx@ Neka je, dakle, G = (K,U), gde je K kompaktar a X i
7 otvoren u Y. Ako je sada x € K, tada je f(x) € U, pa kako j¢ ¥ O-

Gimsnzionalan, postoji u Y otvoreno-zatvoren skup V, takav da je
f(x) € V. C U
Dakle
’ £(K) € UV, | x€ K}
Podto je f(K) kompaktan, postoje tadke Xys0009%X, € K tako da je

FRYC V, \ eaa UV, .
1 *n
tavime :
Stav VeV aeasV, H = (E,V).
1 n
Tada, ofigledno, fE€ H, HC G (jer je VC U) i H je otvoreno-
zatvoren (jer je V otvoreno-zatvoren). //

POSLEDICA 4.11. Y*) je O-dimenzionalan sko i samo ako je Y

takav.
DOKAZ. Sli¢en dokazu P. 4.7. //
PROPOZICIJA 4.12. Neka je X lokalno kompaktan prostor. Tada

W)

Y( ima prebrojivu bazu ako i samo ako Y ima prebrojivu bazu.

DOKAZ. Ako Y ima prebrojivu bazu, prema Prop., I.l.2.5, indu-
kcijom zakljudujemo da svi prostori Y(n) imaju to svojstvo. Podto
Je prebrojiv proizvod prostora sa prebrojivom bazom opet takav pro-
stor ([22], str. 40, Z. 5J) i posmatrana osobina je nasledna, sledi
da v¢) ina prebrojivu bazu.

Drugi deo tvrdjenja sledi iz T. 3.3. //

PROPOZICIJA 4.13. Neka je X kompaktan prostor. Tada, Y'®) je

metrizabilan ako i samo ako je Y metrizabilan.

DOKAZ. Slican dokazu prethodne propozicije, prema T. I.1.1.13

- “injenici da Je metrizabilnost nasledme i produktivna ako je ko-
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ordinatnih prostora prebrojivo mnogo ([22], str. 98, Prop.8.3. i T.8.5).
Navedimo, na kraju, jedno otvoreno pitanje,
PROBLEM &4.14. Dali je Y(*) retrakt od [1{x(®|n - 1,2,0.017%
Nagpomenimo da se, ukoliko je odgovor potvrdan, moZe, takod;e
dokazati sledela

PROPOZICIJA 4.15., Neka je X kompaktan metrizabilan prostor. Tada,

Y(C") Jje apsolutni retrakt ako i samo ako je Y apsolutni retrakt.




GLAVA 4

JEDNA TEOREMA O PROSTORIMA 2%
SA KOMPAKTNO-OTVORENOM TOPOLOGI.JOM

Dobro je poznato da ako je X kompaktan T,-prostor, tada F:Y-——X
Je neprekidna funkcija sko i samo ako graf od f je zatvoren skup u
XX Y. U [5] L. J. Billera posmatrao je problem topologiziranja sku-
pa 2x, svih zatvorenih podskupova prostora X, tako da neprekidre fun-
kcije iz Y u 2X budu tadno one funkcije koje imaju zatvorene grzfove.
On je definisao kompaktno-otvorenu topologiju i dokazao da je ona Je~
dinstvena topologija na X sa Zeljenom osobinom ako je X lokalno kom-
paktan T,-prostor.

U ovoj glavi mi éemo dati dva razlidita dokaza teoreme koja kon-
statuje interesantnu ¢injenicu da je prostor X sa kompaktno-otvore-
nom topologijom homeomorfan inverznoj granici odredjenog inverznog si-

stema.

1. FORMULACIJA TEOREME
Neka 2X oznadava skup svih zatvorenih podskupova topolo$kog pro-
stora X (ukljudujuéi i prazan skup @) i neka je:K;familija svib kom-
paktnih podskupova od X. |
DEFINICIJA 1l.1. ([5], str. 141) Baza kompaktno-otvorene topolo-
gije :_:ia X je kolekci ja {(x - C) | c€ K] gde je, za ma koje C .

(x-cy={Fe2®*| Fcx-c}

LEMA 1.2. Neka je X topoloSki prostor, Y podprostor od X, i ne-

ka 2x‘i 2Y imaju kompasktno-otvorene topologije. Tada, funkcija fY:

éx——*—2Y9 definisana sa fY(F) = FMN\Y za svako F e:zx, je neprekidna.

DOKAZ. Neka je (Y - C) = {A€2¥ | Ac Y- ¢} otvoren bazni pod
42
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skup u ZY, gde je C kompaktan podskup prostora Y (i, dakle, c€ K ).

Tvrdjenje ieme dobija se sada iz jednakosti:.
Y -cny = FeX [ tmex-0)} ={reX| rnvrcy- c}
=redlFnc=9g}={FeX|rcx-c}- x-0). //

U skupu I uvedimo binarnu relaciju { kao 5to sledi. Ako su Cy
i C, ma koja dva elementa u X, definisimo Cy g C, &0 C Cpe 0&i-
gledno, X Jje usmeren ovom relacijom (ako C1+Co € X tada C,U iy €
UC i Cls CzC ClU 02)°

Prema Lemi 1.2, za svaki par €;,C,€ X tekav da je C; { C, fun-
keija

cyf
definisana sa T!'gl(p) = FN C; za svako F C 202, je neprekidna.
4

Sem toga, lako je videti da je TTg identiteta na 2c za svako CE

¥, i da, za svaka tri elementa C1,0:C5 iz skupa X takva da je C;

Cr K 03, imamo “n'czo’ITC’ﬁ 'ﬂ'

Dakle, prema Def. 2.1.2, {2C, ‘H‘C:, 3{,} Jje inverzni sistem pro-
stora i preslikavanja nad usmerenim skupom .
Sada smo u moguénosti da formuliSemo sledeéu teoremus

TEOREMA 1.3. Ako je X k-prostor, tada je prostor X sa kompaktno

-otvorenom topologijom homeomorfan inverznoj granici inverznog siste-

na {20 T\'ci,‘\‘S{‘,} prostora 2C sa kompaktno-otvorenom topologijom tj.

2 m {25, G, K} -

2. PRVI DOKAZ TEOREME
Prvo izlaZemo neke rezultate koje éemo koristiti u dokazu.
Neka S oznalava prostor koji ima dve tadke, 0 i 1, i &iji su o-

tvoreni skupovi @,S i {O}'o Posmatrajmo skup SX svih neprekidnih funr-



44

kecija iz X u S sa kompaktno-otvorenom topologijom kake je definisana
za prostore neprekidnih funkcija (Def. I.l.1.3). L. J. Billera ([5],
str. 142, L. 3.2) dokazao Je sledeéu ¢injenicu {(koja opravdava naziv
kompaktno-otvoren u Def. 1.1): |

(1) Ako sx i 2X imaju respektivno kompaktno-otvorene topologi je,

tada je funkeija H:8* —~2%, definisena sn u(£) = r1(1) za _svako f€

sx homeomorfizam tj. X~ X,

Sa druge strane, poznata je sledeéa teorema ([14] str.123, 7.5);
(2) Ako je X k-prostor, tada za svaki topoloski prostor Y, rro-

stor YX sa kompaktno-otvorenom topologijom je homeomor:an invexrznog

granici inverznog sistema {Yc, S 81, '3&} prostora YC sa Zompaktno-gtvoe-
y

renom topologijom tj.

X

™ 1m {10, 982, 7}

gde za svaki par Cl’ Cgej{; tako da C1< Cr, funkeija

02 C i C

definisana sa ggﬁ-(f) = f|C, za svako f € YCD-9 Je neprekidna,
Dekle, prema (1) i (2), da bi dokazali tvrdjenje teoreme dovolj-

no je dokazati da Jje
Lin {s% 98, N} 1m{ 2°, W, %} .
U tom eilju, posmatrajmo preslikavanje
® =11, 8o} + {s% 92 K}—{% G2, W}
‘ovih inverznih sistema gde }je, prema (1), za svako ¢ € X , Hy:8 g¢—2C

home omorfizam (H (f) = f'l(l) za f € Sc), a I je identiteta na 3{

Dakle, na osnovu T. 2.2.4, dovoljno je dokazati da sledec1 d.laa-

gram gl2
o] Ci C
S ) S e S¥a
Hc1 l J ch
204 2C2
7l
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komutira, tj. da je
C c
H (o] 2 = TT 2 (¢} H ®
c,® 3¢ c, ° e,

Zaista, za f € s®2 imamo
(H ¢, ° 902)(f) = Hc (flcq) = (flcl)“l(l) = =l n Cy
= TE () - (T GroHg ) (£)

§to kompletira dokaz. //

3. DRUGI DOKAZ TEOREME
Sada ¢emo navesti i drugi dokaz teoreme koji je "direktan" u smi-
slu Sto efektivno konstruisemo homeomofizam o kome Jje red.

LEMA 3.1. Ako je F, € X i & < 2%, tada

FOGE & £,(F,) € fc(@) za svako ¢ € J.

DOKAZ. Prema L. 1.2, implikacija =—> sledi neposredno iz nepre-
kidnosti funkcija f ZX-——-EC

Obrnuto, pretpostavimo da F ¢ @ (e F, € int(2x @ ). Dakle
postoji kompaktan skup Co u X tako da je

F € (X - C,> i (x-cyc X ..

Posto je skup {A € 2Co | A C Co, = C } {¢} otvorena bazna okoli-
na od fc (Fy) =g u 20°koaa, zbog (X - C )hfi @, ne sede o (@),
sledi da fc (F ) G,L: f (@) i tvrdjenje leme Jje dokazano. //

Pokazaéemo sada da Je funkeija
h: ZX——’*]_.‘:'L_m{ZC,'ITgf, X1,
definisana sa h(F) = {IC(F)} za svako F € BX, homeomorfizam.,
Pre svega h je dobro definisana funkcija jer, za Clc Coy imamo
Cl = CZ = = =
Trc4(fc2(F)) TI-C4 (Ff\ 02) (Fﬂ 02) n Cl F r\ Cl fcl(F)o

(a) Lako se proverava da je h 1-1 funkcija, jer ako
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B(Fy) = h(Fp) = £,(F)) = £4(F), Yo eX =r N ¢
F,NCVeeX = N &} =F N x},Vxecx = F, = F,.
(b) PokaZimo da je h funkcija na lim {QC,TFg:, 3{.}. Neka je {Ac}e

Z_Lj_b__m{ ZC,Tl'g‘i,'\’j{:} proizvoljno data talka. Treba dokazati da posteji

tadka F € 2%, takva da je
B(F) = {8} &= £5(F) = g ¥Ce X & PNC = a5 ce K.

Stavimo
F = {x€ X | A{x} = {x}}»

i dokaZimo da je FN C = A; za svako C € X . Zaista,

XE€E A, = x €Cx} C C =>'1T%x}(AC) - Arg

= A5 N {x} = A{x}=>{x} = A{x} = XEF = x€FNC
_.ia dekle, AC CFN C. Obfnuto, ako

x€FN C:A{x}s {x}i{x}Cc =>A{x} ={x} 1
Ao N {x} = Axy= AN {x} = {x}=2{x] C 4y > x €44

iy, dakle, FN C C Ao
PoSto je X k-prostor i FNC = Aq € 2¢ za sv'ak"o ce 3{, y F je za-
tvoren skup u X. '

Prema tome, dokaz je potpun prema (a), (b), L. 3.1 i Prop.2.1.7.//
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GLAVA 1
HIPERPROSTORI

U poslednje dve glave ovog rada, viSeznalne funkcije i hiper-
prostori zauzimaju vaZno mesto. U ovoJj glavi navodimo potrebne defi-

nicije i stavove.

1. TOPOLOGIJA VIETORIS-A
Neka P(Y) oznalava partitivni skup datog skupa Y. Za ma koii

podskup A C Y, neka su (A} i YA{ podskupovi od P(Y) definisani sa
(A = {se€ P(Y)|sca}, A = {SeP(X)ISNn &£ g).

Ako je Y topolosSki prostor, P(Y) se moZe topologizirati na ra-
zne naline koristeli topologiju prostora Y. KaZemo tada da je P(Y)

hiperprostor prostora Y. Jednu od najprirodnijih i, bez sumnje, naj-

vise ispitivanih topslogija na P(Y) uveo je Vietoris,.

DEFINICIJA l.l. Konadna, eksponencijalna ili topologija Vieto-

ris-a na skupu P(Y) je ona topologija, &iju otvorenu sub-bazu &ini
kolekeija svih skupova (U) i YU{, gde je U otvoren skup u Y.
C¢igledno, iz prethodne definicije neposredno sledi

PROPOZICIJA 1l.2. Baza konadne topologije na P(Y) je kolekcija

svih skupova oblika

(U N DTN . NHUL

gde su U09 Ul,o..,Un otvoreni skupovi u Y.

Kao sto je poznato ([40])9 hiperprostor P(Y) sa topologijom Vi-
etoris-a ima slaba separaciona svojstva, pa Jje, stoga, u mnogim slu-
dajevima nepodesan. To, medjutim, nije sludaj sa njegovim podprosto-
rom, u oznaci 2Y9 ¢iji su elementi svi zatvoreni podskupovi od Y.

Zato Jje prostoru 2Y u literaturi posvelena znatno vela paZnja, Uohi

47
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c¢ajeno je, takodje, da se i on naziva hiperprostor prostora Y. Na o-

snovu gore izloZenog, otvoreni sub-bazni skupavi u 2X su oblika
{Fe2lircu}l 1 (r€ i g

gde Jje U otvoren skup u Y.

PRIMEDBA 1l.3. Da bi pojednosta¢ili simboliku, mi ¢emo, kada je
re¢ o prostoru 2Y, oznaku (U) odnosno U upotrebl javai. da nasznali-
mo i samo sve zatvorene podskupove od Y koji imaju odsovarajuie svo-
jstvo. Iz teksta cCe, naimé, uvek biti jasno dali, na Hrimer, simbol
{U) oznadava sve ili samo sve zatvorene podskupove F o4 Y za kojs
je FC U,

Prelazimo sada na pitanja neprekidnosti funkeijn éije Jje podru-
&je vrednosti prostor P(Y) odnosno prostor 2¥.

DEFINICIJA 1l.4. Neka Jje F : X—P(Y) data funkcija. Tada

(a) F je poluneprekidna odozgo ako je, za svaki otvoren skup

vCc y, F”l((V>) otvoren podskup od X, ili, ekvivalentro, ako je, za
svaki zatvoren skup B C Y, F”1(>B<) zatvoreu podskup cd X.

(b) F je poluneprekidna odozdo ako Je, za svaki otvoren skup

vVCy, F”1(>V() otvoren podskup od X, ili, ek.ivalientuo, ako Jje, za
svaki zatvoren skup B C Y, F”l((B)) zetvouren podskup od X.

(¢c) F je neprekidna ako Je istovremeno poluneprekidna odozgo i

poluneprekidna odozdo.

Razume se, imajuéi samo u vidu i prethodnu primedbu, na potpu=-
no isti nac¢in se definiSe poluneprekidnost odozgo (0odozdo) kao i ne~-
prekidnost neke funkcije F X —2%,

Na sledetu propoziciju (u kojoj se P(Y) moSe zamsniti sa éY)9
¢esto éemo se pozivati u daljem radu.

PROPOZICIJA 1.5. Neka je F : X——P(Y) data funkcija. Tada

(a) F je poluneprekidna odozgo ako i samo ako kad god je x € X,

VCY otvoren i F(x) C V, postoji u X otvoren skup U koji sadrzi x

i takav da a € U povladi F(a) C V.
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(b) F je poluneprekidna odozdo ako i samo asko kad god je € ¥,

y € F(x) 1 V je otvoren skup koji sadrzi y, postoji u X otvoren skup

U koji sadrfi x i takav da je F(a)N V # @ za sve a € U.

DOKAZ. Uporedi sa: R. E. Smithson ([53], str. 33, L. 2,1}. //

2. VISEZNACNE FUNKCIJE
Neka su X i Y dva topoloSka prostora. Ako je F(x) neprazan pod-

skup od Y za svako x € X, kaZemo da je F videznadna funkcija iz % u

Y i, koristeéi uobilajenu funkcionalnu notaciju, pisemo F & X~--—=TY,

Neka je F : X——Y viSeznaéna funkcija. Ako je A C X, neka Je
F(A) = U{F(x) | x € A},
a ako je B C Y, neka Je
71(B) = {x € X|F(x) N B # £}

Najprirodniji nadin da se definiSe neprekidnost viZeznadne fun-
kcije Jjeste da se proSiri neka od mnogih karskterizacija neprekidno-
sti za jednoznadne funkcije. I dok u nekim sludajevima izvesne alter-
nacije daju ekvivalentne definicije, u opStem sluaju ovo nije taéno.
Tako, na primer, viSeznadna funkcija moZe zadovoljavati uslov da je
inverzna slika svakog otvorenog skupa otvoren skup, ali ovo ne impli-
cira da je i inverzna slika svakog zatvorenog skupa zatvoren skup.

Uobidajena je sledela

DEFINICIJA 2.1. Neka je F : X~——7Y visSeznadna funkcija. Tada

(a) F je poluneprekidna odozgo ako je, za svaki zatvoren skup

B C Y, F-1(B) zatvoren podskup od X.
(b) P Je poluneprekidna odozdo asko je, za svaki otvoren skup

vVCy, F"l(V) otvoren podskup*od X.

(¢) F je neprekidna ako je istovremeno poluneprekidna odozzo 1

poluneprekidna odozdo.



GIAVA 2

ASCOLI-JEVA TEOREMA ZA PROSTORE VISEZNACNIH
FUNKCIJA

U [34], Y. F. Lin i D. A. Rose generalisali su jeinu implikaci-
Jju Ascoli-jeve teoreme (varijanta Kelley i Morse) za prostore vige-
znadnih funkcija sa kompaktno-otvorenom topologijom, oiredjujuéi do-
voljne uslove koje mora zadovoljavati neki skup F neprekidnih viZe-
znaénih funkcija iz X u Y da bi bio kompaktan. U sludsju kada F sa-
drzi samo jednoznacdne funkcigje, ova teorema se redukuj:z na uobilaje-
nu formu Ascoli-jeve teoreme za jednoznalne funkcije. 2ilj naSeg i-
zlaganja je da pokaZemo kako jednoznadna verzija Ascoli-jeve teore-
me implicira niZe navedenu verziju 1.5 za viSeznadne funkcije. Re-

zultate ove glave dobio sam u saradnji sa prof. M. Marjanoviéem ([59]).

l, TEOREMA LIN=A I ROSE-A
Neka su X i Y topoloSki prostori i neka M(X,Y) oznalava skup
svih visezna¢nih funkcija iz X u Y. Za ma koJja dva skupa AC X i B
C Y, neka (A,B) i )A,B( oznadavaju podskupove od M(X,Y) definisane

> (A,B) = {F € M(X,Y) | F(A) C B},

YA,B( = {F€ M(X,T) | A C F1(B)]®

PRIMEDBA l.l. Ako S(X,Y) oznadava skup svih jednoznadnih funkci-
ja iz X u ¥, tada, oligledno, sub-baza kompaktno-otvorene topologije
na S(X,Y) je kolekcija svih skupova (K,U) N S(X,Y), gde je K kompa-
ktan skup u X i U otvoren skup u Y. I dok su skupovi (K,U) N S(X,Y)

i )X, U( N 8(X,Y) uvek isti, skupovi (K,U) i )K,U( u opstem sludaju
50
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se u M(X,Y) razlikuju. Ovo opravdava definiciju koja sledi ([54],
str. 742, Def. 1l.3).

DEFINICIJA 1.2. Kompaktno-otvorena topelogija (u oznaci c) na

skupu M(X,Y) je topologija &iju otvoremu sub-bazu &ini kolekeija
svih skupova (K,U) i )L,V(, gde su X i I kompaktni skupovi u X, a U
i V su otvoreni skupovi Y.

Neka M(X,Yjc) oznadava prostor svih vifeznalnih funkecija iz X
u Y sa kompaktno-otvorenom topologijom.

PRIMEDBA 1.3. Pojam topoloske uniformne neprekidrosti (Derf. T.
1.3.3), definisen za familije jednoznadnih funkcija, paredna d:fini-
cija ([34], str. 742, Def. 1.4) generalile za proizvoljne podskuvo-
ve od M(X,Y). Primetimo, ovde, da se u Definiciji I.l.3.3 moZemo o-

granié¢iti na posmatranje samo baznih okolina V i W,

DEFINICIJA l.4. Familija T c M(X,Y) Jje topoloski uniformno ne-

prekidna ("evenly continubus") ako za svaku taCku x u X, svaku tadku
yuyYi svaku otvorenu okolinu V od y posto}i otvorena okolina U od
x 1 otvorena okolina W od y tako da

(a) ako Je FET i F(x) N VW £ @, tada je UC FL{V);

(b) ako Je FE T , (Xx)N W £ @ i F(x) ¢ V, tada je F(U) C V.

Primeéujemo da se, koristeéi gore uvedene oznake, uslovi (a) i

(b) mogu predstaviti ekvivalentno kao, respektivmo, (A) i (B):

(A) F n)H)x,w( c )u,v(,
(B) F n x,w( N (x,V) C (U,V).

O¢igledno, ako JF sadr?i samo jednoznadne funkcije, tada J za-
dovoljava Definiciju l.4 sko i samo ako T je topoloki uniformno
-neprekidna u smislu Definicije T.l.3.3.

Sada teorema Lin-a i Rose-a ([34], str. 746, T. 3.2) glasi:

TEOREMA l.5. Neka su X i Y proizvoljni topoloski prostori iF

podskup od M(X,Y;c) koji zadovol java sledete uslove:
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(11) ¥ Je zatvoren u M(X,Y;c).

(L2) V{F(x)| FeF} Je kompaktan skup u Y za svako x € ¥,

(L3) ¥ Je topolodki uniformno neprekidna familija.

Tada, F Jje kompaktan skup.

Da bi celokupno izlaganje ulinili povezanim i kompletnim, i
éemo, prvo, u narednom paragrafu, navesti jednu originalnu versziju

dokaza Ascoli=jeve teoreme za prostore jednoznadnih funkcija.

2. JEDNA ORIGINALNA VERZIJA DOKAZA ASCOLI-JEVE
TEOREME ZA PROSTORE JEDNOZNACNIH FUNKCIJA
Neka J oznafava familiju svih otvorenih, a ¥ familiju svih

kompaktnih podskupova topoloskog prostora X.

PROPOZICIJA 2.1. Ako su (X9TQ) i (x, ’Sl) dva topoloska prosto-.
ra, tada T < T, implicira X, C Ko

DOKAZ. Identidno preslikavanje i : (X, T,)——(X, To,) Je nepre-
kidno i ako K € ¥ ,, tada i (K) = K€K . //

Neka su J i ‘3'1 dve topologije na X. Uvedimo sledeéi pojams

DEFINICIJA 2.2. Podskup A od X je' (Tong)«-ravnomeran ako ove

dve topologije indukuju istu relativnu topologiju na A.
PROPOZICIJA 2.%. Neka su ‘Io i '3'1 dve ma koje topologije na X.
Ako Jje & (To,Tl)aravnomeran i A€'3Ci tada je Ae'xl_i (i = 0,1).
DOKAZ. Ako Je A (‘.To, Tl)_ravnomeran., tada za U € Ti postoji

Ve T, 5 tako da je ANT = AN V. Neka je {Vgl s €8} pokrivad od
A skupovima iz 9—1&1° Tada, posto je A (T , T,)-ravnomeran, za sva-
ko V, postoji U € T ; tako da je AN U, = AN Vs pa{U |l s€s]
pokriva A. Posto je A T j-kompektan, postoji konalan podpokrivad
{US l i = lgooegn‘}e Tada gv

i ®1
kle, A je Tl_iakompaktan, // -

l i = lgooegn} takOdje pOkI‘iVa A. iy ‘d&’

Kombinujuéi 2.1 1 2.3 dobija se sledeéa

POSLEDICA 2.4, Neka su T o i ‘Tl dve Hausdorff-ove topologije
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na X takve da je JT,C Ty. Tada, A€ ;> A€ K _i4Aje (T T.)
Ra X takve da je o 1° —= 1 o= & 48 0'v 1

=TaVIOMEeran,

LEMA 2.5. Neka je F topolosSki uniformno neprekidna famils ja u
Jexa Je >

o

YX9 ¥ konadno-otvoreno zatvorenje od T_i_ foé ? o Ako je K komoa-

ktan u X, V otvoren u Y i fo(K) C V, tada postoje talke XypeeesX, U

K i_otvoreme okoline W; C V od To(x;) tako da sko (za svako i=l,,..,n)

fe¥

} = f(XK)C V.

DOKAZ. PoSto je T topoloski uniformno neprekidna familiz:. za
svako x € K, fo(x) uY i otvorenu okolinu V od fo(x), postoje otvo-

rene okoline U, od x i W, od fo(x) tako da

fe F

}=> £2(U) C Vo
f(x) € Wy

Posto je K kompaktan, postoji konadan podpokrivad {v, 1i= l;0004m}
i
pokrivada {le X € K} skupa XK. Stavimo Wy = W, N V. 0igledno, tada
i
fo(xi) € Wig Wi cCvVvi
fe F

Q1 = £(U V.
' £(x;) € wi} %) C

Posto je f, € F , skup funkcija f € X koje zadovoljavaju (1) nije

prazan. Dakle, za neko takvo f, imamo
f(K) C f(u{UXv| i = lgocogn}) C VO //
i

Iz 2.5 dobija se

LEMA 2.6. Ako je ¥ topoloski uniformno neprekidna familija u

YX, tada je skup T ravnomeran u odnosu na konaéno-otvorenu i kom~

paktno-otvorenu topologiju na YX,

LEMA 2.7, Neka je F topoloski uniformno neprekidna familija u

Yxo Tada, ¥ Jje zatvoren u kompaktno-otvorenoj topologiji sko i samo

ako je zatvoren u konadno-otvorenoj topologi.jie
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DOKAZ. =: Neka Jje F zatovren u kompaktno-otvorenoj topologiji i

f € ‘E (konadno-otvoreno zatvorenje)., Pretpostavimo da imamo okoli-
nu od fo’ ®
V‘ {.f l f(Kd) C VJM; j = 190.09111}.
Tada je, prema 2.5,
%j = {f I f(x;j.) € WJ'-J.., J = lgooogn(;j)}

sadr¥ano u {f If(Kj) C VJ}° i '\Llf\ cee N U C V' , pa postoii f¢¥F
tako da f € VWV . //
TEOREMA 2.8. (Ascoli) ¥F ¢ YX Je kompsktan (u kompaktno-of:'vmre-

noj topologiji) ako su zadovoljeni sledeéi uslovis

(A1) ¥ Jje zatvoren u kompaktno~otvorenoj topologiji na YX,

(42) {f(x) | £f€ F} je kompaktan skup u Y za svako x € X,

(A32) ¥ je topoloski uniformno neprekidna familija.

DOKAZ. Prema 2.7, iz (Al) i (A3) sledi da je F zatvoren u ko-
na¢no-otvorenoj topologiji, &to zajedno sa (A2) implicira da je F
kompaktan u konaéno-otvorenoj topologiji. Prema 2.6, T je ravnome-
ran i, prema 2.3, ¥ je takodje kompaktan u kompaktno-otvorenoj topo-

logiji. //

3. DOKAZ TEOREME LIN-A I ROSE-A
Primetimo, prvo, da se svaka viSeznadna funkcija FeX —W7Y moZe
posmatrati kao jednozna¢na funkcija iz X u P(Y). Ako Je partitivni
skup od Y uzet sa topologijom Vietoris-a, F je neprekidna u smislu
Definicije 1.2.1 ako i samo ako je F : X——P(Y) neprekidna u smislu
Definicije l.lo.4.
LEMA 3.1, VaZe sledeée formule:

(X,U0) = {F € M(X,Y) | F(X) C <UD},
)K,U( = {F € M(X,Y) | F(K) C >U<}.

DOKAZ. Prva formula je odigledna, Za drugu, imamo



FEIK,NESKCFHSF)NT £ P, ¥x €K
S F(x) € YU, VXEK & F(K) C YU. //

Dakle, kolekcija skupova
{FIFER) D N HTL N ...nHU L]

(gde skupovi (U > N >U;{ N ... N YU éine standardni bazni sistem
za topologiju Vietoris-a na P(Y)) Jje druga sub-baza za M(X,Y;d).

LEMA 3.2. TopoloSka uniformna neprekidnost familije F € M(X,Y)

u smislu Definicije l.4 implicira topoloSku uniformnu neprekidnost

iste familije F < (P(Y))* u smislu Definicije Tele3e3.

DOKAZ. Neka su dati x € X, A € P(Y) i okolina (Vo> N >7<N...
N >V, od A. Neka je a; € ANVys i = 1500.,n. Tada, prema (a) u

l.4, za par x, a, postoje otvorene okoline Ws; od 8y 1 U; od x tako da

FeTF

=S F(U;) C >V, i = lygeeogne
F(x) € >wi<} 1 i T

Posmatrajmo {V, > N >Wi<{ N c.0o N YW, { 1 neka je U =r\{Ui| i=1,...,n}.
Ako Je FET i F(x) € (V> N HWKN «ea N »W,<, tada, na osnovu u-
slova (b) u 1.4, F(U)C KV )Y N VKN .. NHT L
Dakle za x € X, A€P(Y) i ma koju okolinu Vo> NH7,E N .. N
>V, 4 od A, U je okolina od x i <vo>n >WdN .. NHW,C 0d A tako da
Fed¥

}='>F(U)C (VD> NIV LN eae NIV L
F(X) € (V) NDOWK N oo N OW K o 1 n

Ovo dokazuje da je F C (P(Y) )X topoloski uniformno neprekidna. //
DOKAZ Teoreme l1l.5. Sva tri uslova Teoreme 2.8 su zadovoljena :

(Al) sledi iz 3.1, (A2) sledi iz Cinjenice da je P(B) kompaktan za

B=U{F(x)I FeTF} (viai [30] ili [40], podskupovi ne moraju biti
zatvorenil), (A3) sledi iz 3.2. Dakle, 2.8 implicira tvrdjenje Teore-

i,me 1.5. //



GLAVA 3

JEDNA NOVA KARAKTERIZACIJA KOMPAKTNTIH

SKUPOVA U Y¥

Kao S8to smo ve¢ ranije pomenuli (vidi Paragraf I.l.3), osnov-
ni problem koji nastaje pri generalizaciji teoreme S. B. Myers-a, tj.
pri Zelji da se okarakteriSe kompaktan skup 3’u YX, kuda se unesto
metridkog posmatra topoloski prostor Y, a umesto topo..ogije unifor-
mne konvergencije kompaktno-otvorena, jeste, da se us.ov ekvinepre-
kidnosti familije funkcigja 37, koji gubi smisao, zameii nekim dru-
gim adekvatnim uslovom. U tom cilju, D. Gale uveo je nuslov (G%) {ili
njemu ekvivalentan (G4), dok su Kelley i Morse posmatrali uslove
(K3) i (M3). U ovoJ glavi mi uvodimo u razmatranje jeuan nov priro-
dan uslov, u oznaci (U3), koji, &ini se (vidi komentar na kraju gla-
‘ve), ima odredjene prednosti u odnosu na gore pomenute uslove D. Ga-
le-a i Kelley-a i Morse-a. Za razliku od prethodne, u ovoJj glavi sve
posmatrane funkcije su jednoznalne, svi funkcionalni rrostori imaju

kompaktno-otvorenu, a svi hiperprostori topol.sgiju Vietoris-a.

1. NAPOMENE O ODNOSU NEKIH TEOREMA O KOMPAKTNOSTI
SKUPOVA FUNKCIJA
Na podetku ove glave dokazujemo tri propozicije o topologki
uniformnoj neprekidnosti date familije funkcija i na osnovu njih
komentariSemo odnos nekih poznatih teorema o kompaktncsti skupova
funkeija. Prvu od ovih propozicija koristiéemo i kasnije u dokazu
osnovnog rezultata (T. 3.3) ove glave.

PROPOZICIJA 1.1, Neka Jje F topoloski uniformno neprekidna fa-

milija u Yxli C proizvoljan podprostor od X. Tada je F|C = {f|C| fégj

topoloski uniformno neprekidna familija u YCQ

56
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Stavimo U = G N int(C), W = H.

Odigledno, UC G N C = N, Neka je
te ¥ i - f(x) € W,
Stavimo g = f£IC. Tada, g€ FIC i £(x) = g(x), pa, dakle, g(x) € H.
Prema tome, na osmnovu (2), g(¥) C V, pa je, tim pre, g(U) C V. PoSto
jeUcCCig=rIC, imamo, konaing, f{(U)C V.
Dakle, ¥ je topolofki uniformno neprekidna familija. //
Sledeéa propozicija je neposredna posledica prethodnih dveju,

PROPOZICIJA 1.4. Keka je X lokalno kompaktan prostor i F ¢ Y.

Tada, & Jje_ topoloSki uniformno neprekidna familija u X ako i samo

ako je FiC topolodki uniformno neprekidna familija u YC za svaki kom-
paktan skup C u X.

PRIMEDBA 1.5. Kao $to smo ranije pomenuli (I.1.3), svaki lokalno
kompaktan prostor jeste k-prostor. Ali, o&igledno, lokalno kompaktan
regularan prostor ne mora biti Hausdorff-ov prostor. Dakle, u opStem
sludaju, teoreme I.1.3.4 1 I.1.3.5 su neuporedive. Ako je, medjutim,
X lokalno kompaktan Hausdorff-ov prostor, tada Jje prema Propoziciji

1.4, teorema I.1l.3.5 generalizacija Teoreme I.l.3.4.

2. USLOV POLUNEPREKIDKOSTI ODOZGO FUNKCIJE §¢,
Neka su X i Y topoloski prostori i neka jJe ¥ data familija funk-

cija u prostoru Yx. Tada svaki podskup & skupa ¥ indukuje funkciju

v . Y
F@ s X 2
definisanu sa FQ (x) = p (@)
za svako x € X (ovde Py ¢ Yx-m——Y oznadava projekciju indukovanu

tadkom x € X i, dakle, pX(QD) ={f(x) | £&€ P P
Ova prirodno definisana funkcija le%i u osnovi svih nasih daljih

razgmatranja. Kao Sto éemo odmah pokazati, pod razliéitim pre-
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DOKAZ. Neka su date tatke x €C, ye Y i otvoren skup V > y.

Posto Je T topoloski uniformno neprekidna familija, postoje u X i Y,
respektivno, otvoreni skupovi ¢ ® x i H D y tako da

rte ¥

(1) }z}f(G) C Ve
f(x) € H

Stavimo U=G6GNC, v = H,

Tada je U otvorena okolina od x u C. Neka Jje

ge ¥FIC i g(x) € W.

Tada, postoji £ € T tako da Je £|C = g. Iz x €C i £|C = g sledi
£(x) = g(x), pa, dakle, f(x) € H., Prema tome, na osnovu (1), £(¢) C v,
pa je, tim pre, £(U) C V. Podto je UC C i f|C = g, imamo, konaéno,
g(U)C V.

Dakle, F |C je topoloski uniformno neprekidna familija u YC. //

PRIMEDBA 1.2. R. W. Bagley i J.S. Yang dokazali su ([3], str.
705, T. 4) da Teorema I.1.3.5 ostaje ta¥na ako se u njoj uslov (M3)
zameni odgovarajuéim uslovom (K3) Teoreme Iol.3.4. Propozicija l..l
konstatuje implikaciju (K3) = (M3), pa je, dakle, rezultat Bagley-a
i Yang-a samo jedan specijalan sludaj Teoreme I.1.%.5.

PROPOZICIJA 1.3. Neka je X lokalno kompaktan prostor i F ¢ YX.

Ako je, za svaki kompaktan skup C uX, FIC topolodki uniformno ne-

prekidna familija u Yc, tada je i F topoloski neprekidna familija u YX.

DOKAZ. Neka su date tadke x € X, y€ Y i otvoren skup V © y.
Posto je X lokalno kompaktan prostor, postoji kompaktan skup C tako
da x € int(C). Po pretpostavei je ¥ |C topoloski uniformno neprekidna
familija, pa, dakle, postoje u C i Y, redom;, otvoreni skupovi N = G N

C>x (G otvoren u X) i H D y tako da

geTFI|c
(2) . }=>scn>c V.
g(x)&€ H
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tpostavkama o prostorima X i Y, postoji tesne uzajamna veza izmedju
topoloki uniformne neprekidnosti familije ¥ sa jedne i polunepreki-
dnosti odozgo funkecije 'i"q) sa druge strane. Lokaszujemo, prethodno, je-
dnu ¢isto tehnicku propoziciju vezanv za funkeiju 'fé;@, a koju cemo ko-
ristiti tek u narednom paragrafu.

PROPOZICIJA 2.1. Neka je I proizvoljan podskup _progtore X i a

ma koja tatka u C. Tada:

(a) Prougsao X 3¢ ¥©

S

Y

(pa i qg projekci je, S¢ funkcija restrikcije) komutira,tj. Py = 95° Sg°
(b) Funkeije ¥y o i FglC (12 Cn 2¥) su jednake.
DOKAZ. (a) Za £E€Y%, imamo

(g © 35)(8) = g (f]C) = (fiC)(a) = £(a) = p,(£),

pa Je p, = g, © Qg

(b) Neka je x € C proizvoljno izabrana tadka. Tada, prema (a),
P giot® = (P10 = q, [$(P)] = p (D)
=‘F§(x) = (FQ!C)(X)e [/

IEMA 2.2. Neka je X proizvoljan, a Y regularan topoloski prostor
i neka je F C YX. Ako je, za svaki skup d zatvoren u F , funkciga

F ® : X——-—ZY poluneprekidna odozgo, tada je F topoloSiki uniformno

neprekidna familija.

DOKAZ., Neka su date talke x € X, yE€ Y i otvoren skup V > y.

PoSto je Y regularan prostor, postoji skup G otvoren u Y tako da je
y € G, GCV.
Dakle, skup | P = (’.‘*6) NF

j¢ zatvoren u ¥ (Prop. I.l.2.1). 0&igledno, p.(P) C G, pa je, zatva-
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ranjem, _Q(x)ca, odakle je, tim pre, ®(x C V. Prema tome, posto

Je funkecija F‘P poluneprekidna odozgo, postoji (Prop. 1.1.5) u X otvo-
ren skup U D x tako da

acu a?%ia} < V.
Stavimo W = G i pokaZimo da je
¥ N (x,w) C (u,V)

Neka je £ € F N(x,W) i a € U, Tada je, 001glecno, red, pa

Je p (f) € P, (P) i, prema tome, f(a) € pa(@)— Q(a), Posto je

—@(a) C V, imamo f(a) € V i, dakle, £(U) C V tj. £ € (U,V).
Ovo dokazuje da je ¥ topoloski uniformno neprekidna familija. //
Neposredna posledica ove leme i Leme 2 ,2.6 Je sledeée interesan-

tno tvrdjenje (za koje ovde dajemo i direktan dokaz):

PROPOZICIJA 2.3. Neka je X proizvoljan, a Y regilaran topolodki
prostor i neka je F C YXQ Ako je, za svaki skup cb zatvoren u F |

funkci;ja F o : X .2Y

~otvorena topologija redukuje na kona&no-otvorenu topologiju.

poluneprekidna odozgo, tada se na F kompaktno-

DOKAZ, Neka je K kompaktan skup u X i U otvores gkup u Y. Dovolj-
no je dokazati da je (K, U) N\ F otvoren skup u konaéno-otvorenoj topolo-
giji na F . Neka Je
(1) f, € (K,U)N Fo

Tada Je fo(K) C U, pa, dakle, poSto je Y regularan prostor i fo(K)
kompaktan skup, postoji u Y (prema poznatom stavu) otveren skup V ta-
kav da je

(2) £,(K) C v, vV cu.

Neka je x€K proizvoljno izabrana tadka. Tada Je
$: - x, N T

zatvoren skup u ¥ . Lako proveravamo da je px(@x) C V, odakle, zatva-
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ranjem i na osnovu (2), imamo

Fq)x(x) C U,

Dakle, posto je funkcija F@ poluneprekidna odozgo, postoji u X otvo-
X
ren skup Nx D x tako da

(3) a€ N, = igx_(a) < U,

Prema tome, familija {_Nx | x € K_} je otvoren pokrivad kompaktnog sku-

pra K i, znadi, postoje tadke Xy9seesX, € K tako da je

KCN \_ eso UN ®
1 Xn

PokaZimo da za skup
G = (xl’V) /\ oo e f\ (%9V),\ T’

otvoren u konadno-otvorenoj topologiji na ¥ s Vazi
£, € G, G C(K,U)n F.

Zaista, na osnovu (1) i (2), f, €G. Neka je g € G i a € K. Tada, a €

Nx;j za neko j ¢ n, pa je, prema (3), ?cb (:) C U, Iz g € G, sledi g
X,

. J
€ @xj, pa, dakle, imamo

g(a) = p.(g) € Pa@xj> C p (¥ “x;;) F‘@xj(a) C U,
Ovo, oligledno, kompletira dokaz. //

Sledeta lema je, u izvesnom smislu, obrat Ieme 2.2. Ovu lemu, u
nedto izmenjenoj formi, ali sa osnovnom pretpostavkom da je Y kompa-
ktan prostor, sugerirao mi je prof. M. Marjanovié.

LEMA 2.4, Neka je X proizvoljan, a Y kompaktan Hausdorff-ov PIo-

stor. Ako je FTcC YX topoloski uniformno neprekidna familija, tada Je

o

x—-—2Y poluneprekidna odozgo za svaki podskup P c ‘3f .

DOKAZ. Neka je dat podskup < F, tadka x € X i skup V otvoren
u Y tako da Je Fé(x) C V. PoSto je Y regularan (kao kompaktan Haus-
dorff-ov prostor) i F é(x) kompaktan (kao zatvofen skup u kompaktnom
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prostoru), postoji u Y otvoren skup G tako da Je

(4) F_(x) Cg, T cv.

o
Neka Jje y e Eé(x) C G proizvoljno izabrana tadks. Podto Jje ¥ topolo-
8ki uniformno neprekidna familija, takve Jjey ofigledno, i femilijad,
pa, dakle, postoje u X i Y, respektivno, otvoreni skupovi Uy 2x i

W, 2y tako da

J
red
(5) }= 2 coe.
_ f(x) € wy
Dakle, {wyl ye€ fqb(x)} Je otvoren pokrived kompaktncg skupa ?§®(x)

i, znadi, postoje tadke F1see03y € -F-cp(x) tako da je

F x) CW W_
q:" ylu v o

Neka je _
U Uylr\ r\Uyno

Ocigledno, U je otvoren i sadr¥i X, pa je dovoljno dokazati da
a€EU=>F_(a) C V.
$
Zaista, ako je fe€ d , tada je f(x) € f@(x), pa je £(x) € W, za

y.'l.
neko i ¢ n. Dakle, prema (5), f(Uye) C G, odzkle zskljudujemo da je
1

£(U) C G, odnosno f(a) € G. Prema tome,
{t(a)1 £ € P} C 6.

Odavde sledi da Je palé) c G, pa Jje, prema (4), _ﬁé(a) C Ve //
Direktna posledica Leme 2.2 i Leme 2.4 je sledeéa teoremas:

TEOREMA 2.5. Neka je Y kompaktan Hausdorff-ov nrostor i '"'JTCYX.

Tada, sledeéa tvrdjenja su ekvivalentna:

(a) ¥ je_topoloski uniformno neprekidna familije,

(b) funkeija f¢, : X —2F Je poluneprekidna odozgo za svaki

skup & zatvoren uJ.

LEMA 2.6. Neka je X lokalno kompaktan regularan prostor, Y Haus-
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dorff-ov prostor i '3: kompaktan skup u YX. Tads je funkcija F

&’

X—~-2Y poluneprekidna odozgo za svaki skup P zatvoren uJ.

DOKAZ. Neka je dat skup § zatvoren 13, tadka x € ¥ i skup V
otvoren u Y takav da Je F §>(x) C V. Trebz c¢drediti otwvorenu okolinu

U tadke x tako da
6 a€EU =% F .(a) C V.
(6) & )

Primetimo prvo da Jje pa(é) zatvoren skup u Y (za sval'o a € X). Zai-
sta, podto je P zatvoren u ¥ i ¥ kompaktan, sledi da .e & komprktan
skup, pa dakle, zbog neprekidnosti projekcije Py takiv je i pa{fb).
Keko je, medjutim, Y Hausdorff-ov prostor, imamo da je p (&) = P (D)
ili, 8to Jje isto, -f@(a) = {f(a) | fGCID}. Dakle, prems¢ (6), treba
pokazati da

ae€l
(7) } — f(a) € V.
red
Neka je g € P proizvoljno izabrana tacka. Tada Jje g(x) € 'F-cp(x)
i, dakle, g(x) € V. Po8to je g neprekidna funkcija, postoji u X otvo-
ren skup U8 D x tako da Jje

S(Ug) c v,

Posto je X lokalno kompaktan regularan prostor, postoji kompaktan
skup K, ([22], str. 66, Prop. 2.14) tako da

x € 1nt(Kg)a Ks C ‘Ugo
Dakle, s(Ks) CVti. g € (Kg,V)e Prema tome, familija {(Kgﬂ) | gecb}

je otvoren pokrivad kompaktnog skupa @ i, znadi, postoje talke 81

cee 8y € d tako da je

D C(Kg sV U oee U (K 5V)e
1

&n
Neka Je

U = 1nt(Kglr\ ceo N Kgn) = 1nt(Kgl) N oso N :mt(Kgn).
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Ofigledno, U je otvoren i sadrZi x, pa ostaje 4o se proveri implika-
cija (7). Neka je £€ & i a € U. Tada je f(KS') CVzanekoi(n i
i

ace€ int(Kg.), 8to povladi f(a) € V. //
i

Dokazujemo sada prvu teoremu ¢oja karekieriie kompaktne skupove
u YX.
TEOREMA 2.7. Neka Jje X lckelno konpektan regularan prostor, Y

regularan Hausdorff-ov prostor i J podskup od YX° Tad: , J je_ kca-

paktan ako i samo ako su ispunjeni sledeéi uslovi:

(U1) F je zatvoren u YX,

(v2) px(‘}) je kompaktan skup u Y za svaku tadku x € X,
(U3) funkcija ﬁ@ : X—*EY je poluneprekidna cdozgo z& svaki

skup ¢ zatvoren u ¥F.

DOKAZ. Pokazaé¢emo da je, pod gore navedenim pr¢ tpostavkama o
prostorima X i Y, skup uslova (Ul)=-(U3) ekvivalentan skupu uslova
(K1)-(K3) Teoreme I.l.3.4 Kelley-a i Morse-a.

(U1)-(U3) = (K1)=(K3) : Prema Lemi 2.2.

(K1)-(K3) = (U1)-(U3) : T je kompaktan (T. I.l.3.4), pa impli-
kacija sledi na osnovu Leme 2.6, //

Navodimo posledicu dokazane i Tecieme T.l.3.4 (uporedi sa T.2.5).

POSLEDICA 2.8. Neka Jje X lokalno kimpaktan regularan prostor,
X

Y regularan Hausdorff-ov prostor i F podskup od Y~ ko;i ispunjava uslo-

ve (Ul) i (U2). Tada su uslovi (K3) i (U3) ekvivalentni.

3. OSNOVNA TEOREMA
Prirodno se postavlja pitanje, moZe 1li se u Teoremi 2.7, pretpo-
stavka da je X lokalno kompaktan regularan prostor, zameniti sa pretpo-
stavkom da je X Hausdorff-ov k-prostor. Kao Sto éemo kasnije videti,
odgovor na ovo pitanje Jje potvrdan.

LEMA 3.1. Neka su X i Y Hausdorff-ovi prostori i F kompaktan

skup u X, Ako je C kompaktan skup u X i $ zatvoren skup u F, tada
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je funkci ja F |C s C ——'~2Y poluneprekidna odozgo.
4 ®

DOKAZ. O¢igledno, C je kompaktan Hausdorff-ov prostor i, dakle,
lokalno kompaktan regularan prostor.

Posto je funkcija QC.YX—-NWC neprekidna (Prop. I.1.2.15) i F
kompaktan skup, 90(3’) = F1C je kowpskten skup u prostoru Y°.

PokaZimo sada da je &P |C zatvcren skup u ¥ |C. 7.eista, posto
je & zatvoren u FTi¥ kompaktan, P je kompaktan u Y i, znadi, gc(é)
= ®|C je kompaktan u YC. Poito Je Y Hausdorff-ov prostor, Y© Je Ha-
usdorff-ov prostor (T. I.1.2.2) i, dakle, P IC je zatvoren u "?{e,; kao
kompaktan skup u Hausdorff-ovom prostoru. Ovo, zajednc sa odiglednom
inkluzijom ¢ c F [Cy implicira da Je P I C zatvorea skup u F |c.

Dakle, prema prethodno dokazanom, na osnovu Lem: 2.6 (gde Jje X

zamenjeno sa C, Y% sa Yc T sa Flci D sa P 1C), funkeija F@C

$iC
= ‘I’ ICy, pa je, dakle, funkcija F ® | C poluneprekidna odozgo. //

o] —--"2Y Je poluneprekidna odozgo. Ali, prema Propoziciji 2.1, F

LEMA 3.2. Neka je X k-prostor iF: Xﬂ»‘—————EYo Axo je, za svaki
kompaktan skup C u X, funkcija FIC : C ¥
tada je i funkcija F poluneprekidna odozgo.

Poluneprekidna odozgo,

DOKAZ. Neka je U otvoren skup u Y. PokaZimo da je F'l((U)) otvo-
ren skup u X. Neka je C pron.zvolaan kompaktan skup u Xb Oéigledno, va-

Zi jednakost
F"l((U)) NC = (Flc)"‘l«U})o

Posto je funkcija FIC poluneprekidna odozgo (FIC)”I«U/) Je otvoren
skup u C. Dakle, posto je F'l((U))f\ C otvoren u C i X k—prostor,
'l((U)) Je otvoren skup u X. //

IzlaZemo sada osnovni rezultat ove glave,

TEOREMA 3.3. Neka je X Hausdorff-ov k-prostor, Y regularan Haus-

dorff-ov prostor i F podskup od YX., Tada, J je kompaktan ako i samo ako

su_ispunjeni sledeéi uslovi:




(V1) ¥ je zatvoren u YX.

(u2) px('dT) Je_kompaktan skup u ¥ za svaku tadku x € X,

(U3) funkcija F & *

skup P zatvoren u ¥ .

oY Je_polureprekidna odozgo za svaki

DOKAZ. O¢igledno, dovoljnc je wmokazati da Je, pod gore navede-
nim pretpostavkama o prostorima T i Ty ekvp uslova (Uly-(U3) ekvivalénJ-
tan skupu uslova (M1)-(M3) Teoreme I.l.3.5 Morse-a i Kelley-a.

(U1)-(U3) = (M1)-(M3) : Prema Lemi 2.2, & Je topolosk! .rifor-
mno neprekidna femilija, a prema Propoziciji 1.1, F IC Jje, takod:a, to-
polodki neprekidna familija za svaki kompaktan skup C 1 X.

(M1)=(M3) => (U1)-(U3) : Na osnovu Teoreme I.1.3.5, F i kompa-
ktan, pa je, prema Lemi 3.1, funkcija f@ |C:0 —27F roluneprexidna
odozgo za svaki kompaktan skup C u X i svak'i skup @ zatvoren u J . oda-
vde zakljuujemo (Lema 3.2) da je i funkcija ’F'cpgx ——2¥ polunepreki-
dna odozgo za svaki skup P zatvoren u F . //

Iz dokazane i Teoreme I.l1.3.5 sledi

" POSLEDICA 3.4. Neka je X Hausdorff-ov k~-prostor,- Y regularan Ha-

usdorff-ov prostor i F podskup od YX koji zadovoljava uslove (Ul) i

(U2). Tada su uslovi (M3) i (U3) ekvivalentni,

PRIMEDBA 3.5. Primetimo da se uslov (U3), prema 2.1 1 3.2, moZe
zameniti sa sledeéim uslovom:

(U4) funkcija F (.':-—-*2Y Je poluneprekidna odozgo za svaki
=503 ¥ ¢

kompaktan skup C u X i svaki skup & zatvoren u ¥ .

4, JEDNA POSLEDICA OSNOVNE TEOREME
Pokazaéemo, na kraju, da se Teoremd I.l.3.2 D. Gale-a moZe do- .
biti kao posledica Teoreme 3.3.
Neka su X i Y topoloski prostori i neka je¢ F data femilija fun-

kcija u prostoru X, Tada svaki podskup & skupa F indukuje funkciju



Fcb : X —P(Y) ©7

definisanu sa

za svako x € X.
TIako tehnilke prirode, naredna propozicija je veoma vazna,kao
osnova veze izmedju gore pomenutih teorema.

PROPOZICIJA 4.1.. Neka je B proizvoljan podskup od Y. Tada je

FEB’()B() -u{rlm | red).
DOKAZ. Sledi iz

xeF'g'

OB &= Fg(x)e >B< = {f(x) [ fed}n B¢
&= 3IfePd if(x)eBe=Ifted ixe f“‘l(s). //

LEMA 4.2. Sledeéa tvrdjenjsa su ekvivalentna:

(G3) ako je B zatvoren u Y, tada je U{f”l(B)l fe@} zatvoren

u X, za svaki skup @ zatvoren u T c YXs>

(H3) funkcija F 5" X —=P(Y) je poluneprekidna odozgo za svaki
skup CP zatvoren u F .

DOKAZ. Ekvivalentnost tvrdjenja (G3) i (H3) je neposredna posle-
dica Definicije l.1.¢ 1 Propozicije 4.1. //

Na osnovu Leme 4‘.2, Gale-ova teorema dobija formu veoma slidnu
formi Teoreme 3.3. Ovo, medjutim, omogulava, da preko naredne dve je-
dnogtavne leme, lako dodjemo do Zeljenog cilja.

LEMA 4.35. Neka je Y Hausdorff-ov prostor, F kompaktan skup u YX

i & zatvoren skup u F. Tada su funkcije F@ i i"q) jednake .

DOKAZ. Prema€ definiciji funkcija F§ i F@ s dovoljno je pokaza-
ti da je px(cfb) = px(cb) za svako X € X. Dokaz ove jednakosti, medjutim,
sadrZzan je u delu dokaza Leme 2.6. //

LEMA 4.4. Neka je Y regularan prostor i F podskup od Yxe Tada

uslovi (G2) i (G3) Teoreme I.1l.3.2 D. Gale-a impliciraju uslove (U2)

i (U3) Teoreme 3.3.
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DOKAZ. (U2) sledi iz (G2) i regularnosti prostora Y. DokaZimo
(u3).

Neka je dat skup ¢ zatvoren F » taCka x € X i skup V otvoren

u Y takav da je i"@(x) = px(@) C V. Kao zatvoren skup kompaktnog

prostora px(?), px(@) Je kompaktan skup. Dakle, po3to je Y regula-

ran'prostor, postoji u Y otvoren skup G tako da Je
r () C @, G Cv.

Dakle, Fé(x) px(@) C G, pa, posto je (Lema 4.2) Fépolunepzr, exidna

odozgo, postoji u X otvoren skup U D x tako da

8 €U =Fg(a) = p(P) C 6,

odakle fé(a) =p (P)CCcCV. s/

Prema 4.3, i 4.4, neposredna posledica Teoreme 3.3 Jje sledeéa

TEOREMA 4.5. Neka je X Hausdorff-ov k-prostor, Y regularan Ha—

usdorff-ov prostor i ¥ podskup od X, Tada, J je kompaktan ako i samo

ako su ispunjeni uslovi (G1)-(G3).
Iz Teorem* 3.3 i 4.5 dobija se

POSLEDICA 4.6. Neka je X Hausdorff-ov k-prostor, Y regularan

Hausdorff-ov prostor i F podskup od YX ko;jifispun,java uslov (Ul). Ta-

da su uslovi (U2) i (U3) ekvivalentni uslov1ma (G2) i (GB), odnosno,
uslovima (G2) i (H3).
Ako poredimo uslove (G3), (K3), (M3) i (UB.), pada odmah u odi

da je, prema definicji funkecije F@, uslov (U3) prirodnije vezan za u-
slov (U2) nego 3to je to sludaj sa uslovima (63) i (G2), (K3) i (k2),
odnosno (M3) i (M2). Pored toga, po formi, (U3) Je, svakako, staudar-
dniji od (G3), (K3) i (M3). Sto je najvaZnije, u praksi, (U3) Je la-

kS8e proveriti nego (K3) ili (M3). Isto tako, dok (G3) (tj. (H3)) ope-
rife sa svim podskupavima prostora Y, (U3) se ogranidava samo na kla-

su zatvorenih skupovsa,
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