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P R E D G OV O R

CilJ ovog radas Je da ispita egzistenciju dire-
ktne granice funktora u nekim kategorijsma, pa de ta ispiti-
venja primeni ns karakterizaciju pramenova, sa vrednostima u
tim kategorijama. |

U radu se posmatraju kategorije topoloskih gru-
pa, topoloski uredjenih prostora, uredjenih grups i bitopolo-
Skih prostora, kso i neke njihove podkstegorije.

Rad se sastoji od Sest delove, koji su oznale-
ni rimskim ciframa. Sveki deo ili glava, kako te delove nagzi-
vamo, sastoji se od psragrafa, a svaki paragraf od odeljeka.
Paragrafi 1 odeljci su oznaleni erapskim cifrems. Pri poziva-
nju, na primer, na odeljsk I.3%.2., reé je o odeljku 2., pera-
grafa 3., u glavi I. Numeracija definicijs, teorema i prime-~
ra tele neprekidno u svakom odeljku posebno. Pri pozivanju,a-
ko se radi o teoremi I.l.%.l., red Jje o teoremi 1., odeljks 3.,
paragrafa l., u glavi I.

U glavi I., izloZene su osnovne ¢injenice teo-
rija topoloikih grupa, topoloski uredjenih prostora, uredje-
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nih grups i bitopoloskih prostora. Masterijal izloZen u ovom
delu neophodan je za daeljs ispitivanjs, a koncipiran Jje ta-
ko da svaki parsgraf, koliko je to moguée, predstavlja izve-
snu celinu.

U glavi TI., uvodi se pojam direktnih sistema
i epranice direktnih sistema skupova i preslikavanja (parap-
raf II.1l.), jer taj pojam je neophodan za definiciju direkt-
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ne granice funktora u proizvoljnoj kategoriji (paragraf II.3?
U ovom delu istide se znadaj koji konstrukcija granice dire-

ktnih sistema skupova i preslikavanja ima u definiciji prs-
menova skupova, a takodje se daju, koliko je to moguée,l ne-

ki elementi teorije pramenovs (paragraf II.2.).

Glava III., posveéena je proucavanju direktnih
sistema topoloSkih grups i otvorenih homomorfizsma. Prvo se
u paragrafu ITI.l., posmatraju direktni sistemi abelovih gru-
pa, a zatim se, u paragrafu III.2., uvode direktni sistemi
topolo8kih prostora i otvorenih preslikavsenjs. Dokazuje se
egzistencija direktne granice funktora u kategoriji topolos—
kih prostora i otvorenih preslikavanja (teorems III.2.2.1.),
a takodje i egzistencija direktne granice funktora u katego-
riji topoloskih grupas i otvorenih homomorfizsms (teorema III.
%.2.1.).Pored toga definisSu se i pramenovi sa vrednostima u
kategoriji topolodkih prostora i otvorenih presliksvanjs 1
navode neki primeri (primeri IIX.5.3%.1l., i IIT.5.%.2.) U pa-
ragrafu I1I.4., govori gse predpramenovima i pramenovims abe-
lovih grupa, a8 u paragrafu III.5., o predpremenovima i1 pra-
menovima topoloSkih prostora.

Koliko je meni poznato, dokaz teoreme III.l.2.2.,
parasgraf III.2., paragraf III.%., i kao i paragraf III1.5.,pre-
dstavljaju originalan doprinos.

U glavi IV., posmatraju se, pre svega, direkt-
ni sistemi uredjenih skupova i izotonih presliksvanja, kong-
truide se granics tih sistema i uvode se pojmovi predprsmeno-
va, pramenova uredjenih skupova. KonstruiSe se pramen pros-
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tor uredjenih skupova i dsje se odgovarajués karakterizaci-
ja pramenova uredjenih skuvnova. Posmatraju se i direktni si-
stemi uredjenih grupa, konstruisSe se granics tih sistema i
definisdu se predpramenovi i pramenovi uredjenih grupa. Daje
se ksrakterizacije prasmenove uredjenih grupa.(psragraf IV.l.)
U paragrafu IV.2., posmatraju se direktni sistemi raznih kle-
sa uredjenih topoloS8kih prostora. Tu se konstruisu granice
direktnih sistems A-uredjenih, S-uredjenih, strogo S-uredje-
nih i 0, » A-uredjenih topoloskih prostdra (i = 0,1,2).

Koliko je meni poznato, razmatranjas u glavi IV.,
predstavljaju originalan doprinos.

Glava V., posvelens Je ispitivanju klase uzaja-
mno Ti-bitopoloékih prostora (i = 0,1,2) teko $to se konstru-
i%e granica direktnih sistema tih prostora(parsgraf V.l.). U
toj glavi se uvodi i proudava pojam bitopoloskih pramenova,
koji je uopdtenje pojma premenovs.(paragraf V.2.).

Rezmatranja u ovoj glavi su, koliko je meni po-
znato, originselan doprinos.

U glavi VI., uvodi se i proudesva pojsm kretsnje
topoloskih prostors u sebi. Materijsl u ovoj glsvi predstav-
lja sintezu materijsle izloZenog ranije, s predstavlaa 0SNo~-
vu za dalja istrazZivanja u oblasti ovog rada.

Rezmatranjes u ovoj glavi su originslna, koliko
je meni poznato.

Znaéajnu ulogu za pisanje ovog rada ima moje
udestvovanje na seminaru za topologiju PMF-a u Beogradu,pa
koristim ove redove da se rukovodiocu seminara prof.D.Adng-
djeviéu i svojim kolegsma zahvalim na korisnim sugestijama.
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I.U V O D
1. TOPOLOSKE GRUPE
1. Osnovni pojmovi .

Teorija topoloSkih grupa, u obliku koji mi danas
sreemo, pojsvile se 1926 godine i njen kreator je O. Srajer.
(vid.[9]). Deteljni ekspoze teorije topoloZkih grups Javlja
se nesto kesnije, tadno 1939 godine u monografiji L. Pontri-
Jagina koji toj teoriji deje strukturu koju ona dsnas prakti-
éno ims.(vid.[40]). Interessntno je napomenuti da je jo¥ u to-
ku druge polovine XIX veka Sofus Li uveo pojam "neprekidnih
grupe" koje su danas poznate pod nszivom "grupe Li", s da je
proudevanje grupe neprekidnih transformacija neposredno pred-
hodilo pojavi teorije topoloskih grups.

Neka je G skup na kome su definissne topoloSks s-
truktura i struktura grupe oznadena multiplikstivno. Ako su
zadovoljeni uslovi:

a) Preslikavenje (x,y) = xy, skups GxG u G je

neprekidno;
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b) Preslikavanje x +— %t

, skupa G u G je nepre-
kidno,

teda je G topoloska grupa. Dekle, topoloska i slgebarsks str-

uktura u topoloskoj grupl G povezane su uslovims &) i b), pa

je skup G u tom smislu, snabdeven, da tsko kazemo saglasnimn

struktursma.

Neposredno iz definicije topoloskih grupe proizi-
laze mnoga svojstve i mi ih ovde navodimo bez doksze.

Pre svegs, napred navedeni uslovi a) i b), saglas—
nosti topoloSke i algebarske strukture u topoloskoj grupi, mo-
gu se zameniti samo Jjednim uslovom:

8’ ) Preslikavanje (x,¥) n—---xy"l skups GxG u skup

G je neprekidno.

Osim toga, svaka levs (desna) translacije y, (55}
me kojim elementom ae¢G, kao i svaki unutrasnji automorfizamﬁa
su homeomorfizmi. Neposredno zato sledi da ako je A otvoren
(zatvoren) podskup od G i xeG, skupovi xA, Ax i A~ su otvo-
reni (zetvoreni) podskupovi od G kao trensformscije skupa A
odgoverajuéim homeomorfizmima,

Neka je E topoloSki prostor 2 f i g preslikevanja

prostors E u topoloSku grupu G. Oznsdimo sa f-l

preslikavenje
£~}.5 — G definiseno sa f"l(x) = [f(x)]’l, a sa fg preslikae-
venje £p:E — G definissno sa (fg)(x) = f(x)g(x) za svaki e-
lement x ¢ E. Ako predpostavimo da su f i g neprekidne funkei-
je u tacki X, € E, tads su i funkcije f-l i fg tekodje nepre-
kidne u telki x e E. Oéiglednq, skup neprekidnih presliksve-
nje E u G Je podgrupe grupe ¢ sviu preslikavenja E u G.

, Takodje, ako je F filter ns skupu E i ako su £ i
g presliksvenja skups E u topoloSku grupu G, koja Jje Hausdor-
fov topolofki prostor, teda ako postoje lim,f i limgg, onda
postoje i limgf'l i limgfg i vezi lim?f'l= (IL:i.m,ri‘)"1 odnosno
limgfg = (limgf)(limgg). (vida. [9]).

2. Okoline tacke
u topoloskoj grupi.

U odeljku l.1., videli smo da Je leva odnosno de-
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sna translacija grupe G, ma kojim elementom s € G homeomorfizam
topolosSke grupe G u samu sebe. Ako sa t, oznsdimo filter oko-
lina neutralnog elementa e < G, bife familija all skupova obli-
ka aU, gde U prolszi familijom U , filter okolina elementa a,
aeG. Sliéno, fsamilija {la, skupove oblika Ua, gde U prolazi
familijom UL biée filter okolina elementa aeG.

Kako su funkecije (x,y) —=xy i x S neprekid-
ne, svaki filter okolina (/, neutralnog elementa e e G ima sle-
deta svojstva:

a) Za svaki element Uell , postoji element Vell |,

tako da Jje VVc U,

b) Za svaki element Uell , vaZi uew

Uslove a) i b) moZemo zameniti jednim njime elvi-
valentnim uslovom: '

8’) Zs svaki element Ue{l, postoji element Vell ,

toko da je VV ic U.

Kako Jje svaki unutrasnji sutomorfizam E%:G —_— G,
definisan ss e%(x) = axa'l z8 svaki element xe¢ G i ae¢ G, ho-
meomorfizam, to veiZi i uslov:

¢c) Za ma koji element ae G i Vell vaii aVa—leib .

Svojstva 8), b) i ¢) filtrs Ul su karskteristilna,
zapravo vazi sledeéa teorema.

TEOREMA 1. Neka je G grupa i ([ filter nas skupu G

koji zadovoljava uslove a), b) i ¢). Postoji tsds

Jedne Jedina topologije na skupu G ssglasns sa st-
rukturom grupe ns G za koju je U filter okolinas e-
lementa e e Go U toj topologiji filter okolina nea

koje talke ae G su filtri all i Us.

Ukoliko je grupa G komutativna, uslov ¢) je dispu~-
njen oligledno i prelazeéi na aditivnu notasciju dobijsmo sle-~
deéu karskterizaciju filtra okolina elementas O ¢ G:

al) 78 svaki element Uell , postoji Vell , tako

da je V + V<U.

by) Ze svaki element Uell , bide ~Uell, .
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%+ Preslikavangja
topoloskih grupa.

Iz definicije topolosSkih grupa ne moze se zaklju-
¢iti da su homomorfizmi odgovarajuéih grupa, neprekidns pres-
liksvanja. Da homomorfizam topoloSke grupe G u topolosku gru-
pu G° bude neprekidsn, potrebno je i dovoljno ds je neprekidsn
u bar jednoj tacki iz G, Sto neposredno sledi iz svojstva ho-
mogenosti topolosSkih grups. '

Preslikevanje f topoloske grupe G u topolosku gr-
upu G’ nezivamo izomorfizmom topolodkih grups ukoliko Jje £ i
zomorfizem grupe G u grupu G° i homeomorfizam topoloikog pros-
tors G u topoloski prostor G |

Sveki unutrafnji sutomorfizam ®, grupe G je, nop-
rimer izomorfizam topolosSke grupe G u samu sebe 1 on se nauziva
unutrasnjim sutomorfizmom topoloske grupe G.

Lokalnim izomorfizmom topoloskih grups G i G’ na-
zivemo sveki homeomorfizsm f okoline V neutralnog elements e,
e € G na okolinu V’ neutralnog elementa e’e G; pri demu su zado-
voljeni uslovi:

a) Za svaki par talska x,yeV, 28 koje je xye V ,

vazi f(xy) = £(x)f(y).

b) Ako je g inverzno presliksvsnje preslikavanju

fixiyeV’ tads vezi g(xy’) = glx Dgly’).

Preslikavanje g:G '~ G Je odigledno lokelni izo-
morfizem. Topoloske grupe G 1 G su lokslno izomorfne, eko DPO=-
stoji lokalni izomorfizem koji jedﬁp preslikava u drugu.

Predpostavimo da je £:G —= G’ neprekidni homomor-
fizsm topoloskih grupa. Jezgro ker(f)<=G je normalna podgrups
_grupe G, a f(G)<=G’ Je podgrupa grupe G: Preslikavanje f moZe-
mo prirodno razloZiti na kompoziciju £ = w.F.r, gde Je ¥ kano-
niéna projekcijs G —= G/ker(f), ¥+ kenonidna injekcijes £(G) =G
i f bijektivni, neprekidni homomorfizem G/ker(f) ~»—f(G), pri-

~

druZen funkciji f. Ukoliko je f bineprekidno presllkavanae, ted
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izomorfizam topeloSkih grups, preslikevenje f se nazivs stro-
gim morfizmom, Karakterizaciju strogih morfizsma dsje sledecls
teorema.(via.l2] )

TECOREMA 1. Neprekidni homomorfizam f topoloSkih

grupa G u G’ je strogi morfizam sko i samo sko su

zodovoljeni sledeéi ekvivelentni uslovi:

o) Slikas sa f, otvorenog podskupa u G je otvoren

podskup skups f£(G).

b) Sliks sa f, okoline neutrels eeG je okolina ne-

utrala e’ef£(G).

Neprekidni homomorfizam topoloSke grupe G u topo-
losku grupu G’ je stropil morfizsm sko je G’ diskretna topoloi-
ke grupa ili sko je G kompaktna a G’ hsusdorfova topoloska pr-—
upa 8to se neposredno zskljuduje iz teoreme 1.



2. 'TOPCLO. LY
UREDJENT PROGORY

1. Osnovni pojmovi
i definicije.

Opsti koncept uredjenja, preciznije delimiénog u-
redjenja prvi put Jje izolovano posmastran u devetnestom veku.lla]
znaajnija istrazivanje nes tu temu dstiraju od 1847 godine i po
tidu od DZ. Bula. Aksiomstiku delimicno uredjenih skupovs zusni-
vae K. Pirs 1880 godine i sve do pojave Dedekinds teorijs delimi-
¢no uredjenih skupova sluZi potrebams logike. Dedekind je‘zapra—
vo prvi koJji posmatra delimiéno uredjenje kso predmet sutonom -
nog istrsZivenja. On zajedno ss Hausdorfom i Kantorom 1897 (;0-
dine izleZe osnovne ideje teorije delimidéno uredjenih skupova ,
» podine 1900 uvodl pojem modulernih mreZe.

Pojevom aksiomatski zssnovane teorije topoloskih
prostora pojavljuju se radovi DJj. Kurepe u kojima on posmatuin
delimiéno uredjene skupove zajedno sa topologijama koje su ns
njima definisene. U svojim radovima (vid.n.p.r.[31] ) Dj. Kuve-
pa proucsva probleme teorije uredjenih skupova kao Sto su pro-
blem uredivosti i1 dobre uredivosti skupove, kontinuum hipotezu,
Suslinov problem, nslszi ekvivalente Suslinovom problemu, defi-
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nise pojsm Kurepinog drvets i ukszuje na moguénost ds se pozi-
tivan ili:negativan odpovor na fjuslinov problem moZe uzeti kao
sitsiloma,

Mnogo kasnije u nesto opstijem vidu, pojsvljuje se
sistematsko proudavanje topoloski uredjenih prostors u radovims
Ti. NMehbina(vid.[371), E. Volka (vid.[58],159]), lec. Cartana, A.
i M. sekanine (vid. [34],[#5]) i D. Adnedjeviés(via.[1], ["], [%]
il4]) pa je teorija topoloZki uredjenih prostores dobils denasingi
oblik. ‘

U deljem izlagenju koristilemo pojmove kvazi--ure -
djenja, delimicénog 1 linearnog uredjenja onsko kako se oni obi-
¢no definifu. (vid.[46]) _

Pojam topoloski uredjenog prostora uvedimo slede -
¢om definicijomn. .

DEFINICILJA 1. Neka je X skup. Topoloski uredjenim

prostorom nazivamo skup X, ako je ‘on snabdeven bLo--

poloskom i uredjsjnom strukturom tako ds je praril
uredjenjes zatvoren podskup topoloSkog prostoras ¥x¥

Uredjajne strukturs na skupu X u opsStem slulaju je

kvezi-uredjenje.

Ova definicijas pokazuje ds topoloski uredjen pro-
stor nije nista drugo do skup ns kome su definisane dve strull -
ture, uredjajna i topolofka, a koje su u izvesnoj vezi, saplos-
nosti. Ta saglssnost izrsZens je uslovom ds grafik uredjenja bu-
de zatvoren u topoloskom proizvodu XxX. Da se rsdi o prirodnoj
povezanosti topologije i uredjenja pokeazuju mnogi primeri. Ako
Je topologija na skupu X diskretns svako uredjenje na skupu X
saglosno je sa tom topologijom. Topologija racionslne prave (
ili realne prave R saglasna Jje sa uredjenjem koje je definige.
(vida.[37]).

Predpostevimo da je skup X uredjen relascijom < .
Za podskup AcX kazstemo da je opadajull sko za elemente a,beX
uslov a € b i beA implicira seA. Najmanji opsdsjuéi skup koji
sadrZzi dati skup B oznadavamo ss d(B). Duslno se moie definisa-
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ti restuéi skup, a8 takodje i najmanji rastué¢i skup koji sadr-
zi neki skup C, u oznsci i(C). Za element xeX su d(x) i i(x)
oznske zs A(ix}) 1 1i( g ).

Jednu karskterizsciju napred definisenih towrolod-
ki uredjenih prostora daje sledele teorema.

THOREMA 1. Neka je X skup sa topoloSkom i uredjsi-
nom strukturom. Grafik kvazi-uredjenja = Jje zalvo-
ren podskup prolzvoda XxX ako i samo sko zs wa ko-
Jje dve tadke x,yeX za koje x £ y ne vaZi, moZcuo’
odrediti rastucu okolinu V tedke x i opsdsjucu o-
kolinu W tacke y, tako das Jje VAW = &. I'ri tome =u
za svaku tadku aeX, skupovi d(a) i i(s) zatvoreni.

1}

DEFINICIJA 2. Neks Je X skup ne kome su definisane
topoloska i uredjajna struktura. Ukoliko za svala

dvé disjunktna gzstvorena podskupa FO i Fl od X ,

pri Cemu Jje F, opadajuli a Fy rastuéi, postoje di-
sjunktni otvoreni, redom opadsjuéi i rastuéi pod-
skupovi A i Ay pri Cemu Je APF, i A=Ty kaualomo
da je X, normalno uredjen topolodki vrostor. Spoci-
Jelno je X normslno kvazi-uredjen, sko Jje uredjchje

na X kvaszi-uredjenje.

Neposredno primeéujemo da Jje u sludsju diskretnog
uredjenje sveki skup i opedsjuéi i rastuéi, ps je u tom sludu-
ju svaki normaslno uredjen topoloski prostor zsprsvo normalsn
topoloski prostor. U tom smislu stevovi teorije normalno ure -
dJenih topolodkih prostora predstavljsju uopstenjs odgovarsju-
¢ih stavovs koji vaZc u normslnim topolofkim prostorima, kao
§to su Urisonove lema, Ticeova teorema ekstenzije i sliéno.
(via.l[19) i(20]1).

Osim gore navedenih veza izmedju topoloSke i ure-
djajne strukture ns datom skupu X naveséemo i druge veze ovih
struktura pod nszivima W-ssglasnost, S-ssglssnost, A-sspglasnost
i njima posveéujemo naredne odeljke ovog parsgrafa.
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2. W-s8glasnost
topoloske i uredjsjne strukture.

Zs podskup S delimidno uredjenog skupa X kaZemo da
Je D-zatvoren(Dedekind zatvoren), sko za sveki njegov desno( le
vo) usmeren podskup AcS i y = supA (y = infA) element yeS. Pri-
metimo da u opStem sludaju suph (infA) ne mors ds postoji keo
nsjmenja gornjs (najveéa donja) grenice podskupa A u X. Oznadéi-
mo ss J intervslnu topologiju delimicno ‘uredjenog skupa X.

DEFINICIJA.1. Neks je X skup ns kome su definisa-

ne topoloska i uredjesjna struktura. Topoloska st-

rukturas je W~-saglasna ss uredjsjnom sko su ispu-
njeni sledeéi uslovi:

a) Svaki zatvoren podskup u X je D-zatvoren.

b) Sveki skup [s,b] = (x| 8 < x € b} Jje zatvoren

podskup u X.

Ako sa & oznalimo topologiju ns skupu X ¢iji su
zgtvoreni skupovi ba$ D-zatvoreni podskupovi od X, mo¥emo pri-
metiti de je ma kojas topologijs o na skupu X, W-saglssna ss u-
redjenjem na X ukoliko je J = 75 9 , t.j., 8ko Je ona jada od
intervalne topologije J, o slabije od Dedekindove topologije &
(via. [58] 1 [59] ).

Od interesa Jje svakako sluc¢aj kada se intervalns
topologijs J i Dedekindovs topologijs & poklepaju, odnosno slu-
¢aj kada na delimidno uredjenom skupu postoji jedinstvena V-
-seglasna topologija sa uredjenjem. Sledeés teorema nam daje je-
dsn odgovor na to pitsnje.

TEOREMA 1. Ako je delimidno uredjen skup X konad-

ne sirine, tads na njemu postoji jedinstvensa W=

~-saglasna topologijs sa uredjenjem. U odnosu ne

tu topologiju prostor X je hsusdorfov topolosgki

prostor.

U iskazu predhodne teoreme pod Sirinom delimidno
uredjenog skupa X podrazumevemo supremum skupe kardinalnih bro-
Jeva potpuno neuredjenih podskupove od X.
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5+ S-gaglasnostl
topolodke i uredjajne strukture.

DEFINICIJA 1. Neka je X skup ns kome su date to-
poloska strukturs i strukturs delimidnog uredjenje
Topoloska strukturs je S-saglasna ss delimicnim u-
redjenjem ako su ispunjeni sledeéi uslovi:

a) Wopolodki prostor X je T,~-prostor.

b) Zs sveke dve tadke a i b iz X, pri demu je a<h
postoje okoline 0(s) i 0O(b) tako da je

Sl) za svski element xeO(a) vaZi x<b ili xub, gde
xib znac¢i x je neuporedivo sa b.

82) za sveki element yeO(b) je b<y ili biy.(vidJ1y)

UZi pojsm saglasnosti od S-sspglasnosti je tskouzva-
ns strogs S-saglasnost topologije i delimiénog uredjenja i nju
uvodimo sledeéom definicijom.

DEFINICIJA 2. Neka je X skup ns kome su dste to-

poloska strukturs i strukturs delimidnog uredje -

nja. Topolodka struktura je strogo S-saglasna gs

delimicdnim uredjenjem ako su ispunjeni sledeéi u-

slovi:

a) Topoloski prostor X je Tl—prostOr.

b) Ako su 3 i b elementi skups X za koje ve?i ds

Je a<b, postoje tada okoline 0(s) i 0(b) tsko ds

za elemente xe¢0(a) i yeO(b) vaZi x<y ili xuy.

Ovsko definissns ssglasnost topolofke strukture
i strukture delimiénog uredjenjs omoguéuje iskaz mnogih tvr -
djenja od kojih navodimo jedno karakteristidéno.(vid. [45])

TEOREMA 1. Intervalna topologijs ns delimiéno u-
redjenom skupu X je S~seglasns ss uredjenjem na
tom skupu.

Intervalna topologijs je strogo S-saglasna sa de-
limiénim uredjenjem koje definiSe, sko je hausdo-
rfova.(vid. [(#5] 1i[44]).
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4. A-saglassnost
topoloske i uredjsjne strukture.

Koncept A-ssglasnosti topoloSke i uredjajne st-
rukture uveo je prvi put D. Adnadjevié u svojim radovima({l], [2l.
(2] i[4]). Uredjenje o kome je red je u opstem sluéaju kvazi-ure
djenje. Pre nego 8to uvedemo pojem A-saglesnosti uveSéemo pojsu
kvazi-uredjsjne udaljenosti.

DEFINICIJA 1. Neks je X kvezi-uredjen skup relaci-

Jom p . Podskupovi A i B skupa X su kvazi-uredjuj-

no udaljeni ako vasZe uslovi:

8) AnB = 2.

b) za sveki element xeA i yeB je ili xpy ili yex.

Pri tome xpgy znedi xpy 1li xny.

Ako je na skupu X pored uredjenjs p definissne i
topoloSka strukturs reéilemo de su disjunktni podskupovi A i B
skupa X uredjsjno raszdvojeni ukoliko postoje uredjajno udalje-
ne okoline U i V tako da Jje AcU i BcV.
Pojem A-saglasnosti topoloske i uredjsjne struk -
ture daje sledeéa definicija.
DEFINICIJA 2. Neks Jje X skup na kome su zsdate to-—
polosks i uredjsjna strukturs p. Topoloiks struk-
tura je A-saglasna sa uredjajnom sko za svaki par
elemenata a 1 b iz skupa X, zs koje postoji oko-
line U(s) taclke a, tako da bgU(a), postoji okoli-
ns V(s) tacke & uredjsjno udeljens od jednodlsnog
skups b} . Pri tome je V(a)c U(a) i sko je apb,
tada je V(a)p b,

Na osnovu definicije A-ssglssnosti topoloske i u-
redjajne strukture nas skupu, u moguénosti smo de govorimo o
reznim topolodki uredjenim prostorima.

U klasi topoloiki uredjenih prostors, kod kojih
su topologijs 1 uredjenje A-saglasni mogu se istsknuti podkla-
se 0;-prostora za i = 0,1,2, koje se uvode na sledeéi nadin.
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Topoloski uredjen prostor je Oo—prpstor ako za
sveke dve njegove talke postoji okolina bs® jedne tadke ure-
djejno udeljens od druge.

Topoloski uredjen prostor je Ol—prostor ako zs
svake dve njegove razne tacCke postoji okolins jedne tadke ,u-
redjsjno udaljena od druge.

Topoloski uredjen prostor je 02—prostor, ako se
svake dve reszne tacke mogu uredjsjno udsljiti.

Navedimo nekoliko teorema koje karskteriSu topo-
loski uredjene prostore kod kojih su topologije i uredjenje
A-saglasni.

TEOREMA 1, Proizvod femilije topoloski uredjenih

O,-prostors je topoloski uredjen O,-prostor.

TEOREMA 2. Ako je X topoloski uredjen O.,-prostorn

tada je graf uredjenja zatvoren podskupbprostora

XxXo

TEORLEMA 3. Ako je X topoloski uredjen kompaktsn
O,-prostor, ondas je on normalno uredjen. (via.[1l)



3. UREDJENE GRUPL

1. Osnovni
pojmovi i definicije.

Krajem devetnestog veks, u vezl ss sksiomatskim
zosnivanjem realnih brojeva, uveden je pojam uredjenih grupa.
Jedna od prvih teorema teorije uredjenih grupa je teorems He-
ldera o izomorfizmu sarhimedove linearno uredjene grupe sa po--
dsruponm aditivne grupe reslnih brojevs. Helder zapravo defi-
nife sditivnu grupu realnih brojeva kao msksimalnu arhimedo -
vu grupu. Pri tome se delimicéno uredjensa grups naziva arhime-
dovom ako iz nejednskosti a<b za svaki nell sledi & = e.

Sistematsko izulavanje uredjenih grups jevljs sc
u dvadesetom veku i pojasvljuje se u rasdovims Dedekinda, IHel-
ders, Hilberta, Nojmena, Birkofa, Maljcevs i drugih. Vel 1905
godine pojevio se jeden od fundsmentslnih rezultats u teoriji
uredjenih grups koJjim je data uredjajno-slgebarska ksrakteri-
zacije reslnih brojeva, a to je teorems Hantingtona. Prema o-
voj teoremi, da neki skup E bude izomorfan skupu realnih bro-
jeva potrebno je i dovoljno da budu zadovoljeni uslovi:

a) Postoji relacija linearnog uredjenja u odnosu

na koju je skup T uredjen povezan i neograniden.
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b) Postoji zekon kompozicije + na skupu E, u od-

nosu na koji je skup E abelova grups.

¢) Ako sa O oznalimo neutralni eleuwent grupe I

tada zs ma koje elemente a 1 b iz skupa I za ko-

Jje je 820 i bz0 sledi a + b= 0,

Bliza obavestenje o ovoJ teoremi mogu se naéi u
radu (31] .

Pojam uredjene'grupe, zea koJju Je zakon kompouvi -
cije oznacen multiplikativno uvodimo sledeéom definicijou.

DEFINICIJA 1. Neka Jje X skup na kome su zuodasle
uredjajna struktura i struktura grupe. Skup X
nazivamo uredjenom grupom ukoliko za svaka tri
elements x,y i z iz skupa X, pri éemu Jje x = y,
veZzi xz € yz i zx € zy.

U sludaju da iz x £ y sledl zx = zy(xz € yz) re-
¢iéemo ds je grupna struktura levo(desno) saglasna ss uredjo-
jnom. Ako su grupns i uredjsjna strukturs levo i desno sopla-
sne kao Sto Jje to sludaj u definiciji 1., kszalemo Jjednosba -
vno da su grupna i uredjesjna struktura ssglesne.(vid.n.p.r. 1))

Polazeéi od definicije uredjenih grupa neposiaed.
no se mogu dokazati sledeta tvrdjenja.

TEOREMA 1. Neka je G uredjena grupa i P podakup

skupa G definisen sa P = {xl|xeG,e <€ x}. Skup 2

je podmonoid grupe G i tvrdjenje x € y ekvivale-

ntno je tvrdjenju x’lyeP za svaka dva elementa

x i1 y iz skupa G.

THOREMA 2., Neke Jje G grupa i P podskup skups G

tako da Jje eeP i PPcP, tade Je relacija x—lye;v

uredjenje na skupu G saglasno sa strukturom gru-

pe G. Da to uredjenje bude delimi&no potrebno je

i dovoljno da bude PaP~T = fg

Iz gore navedenih teorema neposredno se vidi ko-
liko Je vaZns uloga podmonoida u grupi i da definisanje uredje-
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nja ssglassnog sa strukturom grupe predstavljs zspravo izbor
nekog podmonoida date grupe.(vid.[50], [51]1i [52])

2« Neki rezultati
teorije uredjenih grupa.

Problemi teorije uredjenih grupa mogu se rszvrs-
tati u nekoliko vaznijih pravaca. Tu su pre svega problemi u-
redivosti grupa i sledeée teoreme navodimo kao karakteristid-
ne rezultate koJji se dobijsju redavenjem tih problena.(vid J[56))

TEOREMA 1. Neka Jje G delimiéno uredjens grups i
P podmonoid pozitivnih elemenata u grupi G.Deli-
miéno uredjenje moZe se produZziti do linesrnog
ako i samo sko vazi uslov:

- Za ma koji konacan skup elemenata 8138590438,
u skupu G mogu se tako izasbrati vrednosti €18
€z ees€y jednake +1 ili -1, tako da bude

2,

PnS(al,32,.-o,a ")_ =

gde Je S(a ‘v a ,...,ae) semigrupa generisana ele-
1*°2

mentima a%,ag,...,a . Pri tome ako P zadovoljava

gornji uslov i aeG, tada PS(e,a) ili PsS(e,a” l)
definisu delimicno uredjenje sa skupom pozitiv-
nih elemenata P’'koji taskodje zasdovoljava gornji
uslov.(vid.[30]11i[12])

TEOREMA 2. Grupa G mozZe se urediti, tsko da bude
uredjena grupa ako i samo ako je ispunjen Jjedan
od sledeéih uslovs:

a) Zs sveki elemenat geG sa g # e postoji pod -
skup S$(g)cG tako da je geS(g) i e¢s(g), pri Ce-
mu za sveka dva elementa x,yeG vazi x5(g)yed(g)
ili xé(g)y:é(g).

b) Postoji sistem W podskupova S skupa G tako
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da Je ns = te 1 za sveko SeW vazi xSyc s ili

* x8SyoS, ked god su elementi x,yeG. (vid.[30])
Osim ovekvih rezultata kojl reSsvaju problem u-
redivosti grupa izucavaju se takodje topoloska i uredjajna s-—
vojstva linearno uredivih grupa, koja ovde ne moZemo izloéiti
zbog velikog broja pojmova koje predhodno treba definisati.

(vid.[30]).



4, BITOPOLOSKI PROSTORT
l. Pojava bitopoloskih prostora.

Pojam bitopoloskih prostors uveo je 1963 godine
D%. Keli, proudavejuéi tekozvsne kvszi-metridke funkcije, od-
nosno nesgimetricne metricke funkeije. On je primetio dz sva-
ka kvazi-metridks funkecija indukuje na datom skupu, na priro-
dan naéin, sebi konjugovanu kvazi-metriku. Konjugovane kvaui--
metrike na datom skupu generalizuju pojam simetrije.(vid.[2/)

Interesantno je napomenuti da su Vilson 1931, e
tekodje i Ribeiro 1943 godine proucavsali kvazi-metrilke funl--
cije.(vid. [57] 4 [43])

Sistematsko proudsvsnje bitopoloskih prostors i-
zvrdeno Je u zsdnjih petnajest godine o demu se moiemo obsve-
stiti u mom magisterskom radu.(vid.[16])

Ima vise klasa bitopoloskih prostora, s zajedni-
¢ko za sve klase Je to ds je svaki bitopoloZki prostor skup
X, zajedno sa dve topologije P i Q, u oznasci (X,P,Q), koje u-
vek stoje u izvesnoj vezi ili ds tako kaZemo, koje su saglaos-
ne na odredjen nacin.

Ta saglssnost, naprimer, u klasi kvazi-metrickih
(kvazi-pseudo-metriékih) bitopolodkih prostors znadi kvezi-une-
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trizabilnost (kvazi-pseudo-metrizabilnost) svake od topolo-
gijs indukovanim kvazi-metriksms (kvazi-pseudo-metrikama).

U bitopolosikon prostoru (X,P,D) topologija I
je regulsrna u odnosu na topologiju D, sko zs svaki eleuwent
xeX i P-zatvoren skup A, tako da x¢A, postoje P-otvoren s-
kup U i Q-otvoren skup V, ds vazi:

xeU, AcV 1 UnV = L.

Ukoliko je tovologijs P regularna u odnosu ns
topologiju @ i topologija @ regularna u odnosu na topolopi-—
ju P, ka¥emo ds je bitopoloski prostor (X,P,D) uzajamno wre-
gularan.

Bitopoloiki prostor (X,P,D) pripads klasl uuza-
jamno hausdorfovih bitopoloskih prostora sko je veza, say -~
lasnost njegoviﬁ topologija definisena tako Sto za svake
dve razne tadke x i y skupa X, postoje P-okolina U talke x
i O-okolina V tacdke y tako da je UaV = 0.

Klssu uzsjamno normalnih bitopoloskih prosto-
ra dine oni bitopoloski prostori (X,P,D) kod kojih je veza,
saglasnost topoloskih struktura P i Q definisana tako da uza
sveki P-zstvoren skup T i Q-zatvoren skup Fy pri demu je
FdwFl = &, postoje (Q-otvoren skup GODFO i P-otvoren skup G
Gy21 , tako da vazil GGy = .

1’

Pored ovih klass bitopoloSkih prostors uvede-
ne su i klsse uzajamno potpuno regulernih i uzajamno savr-
geno normalnih bitopoloskih prostora.

Preslikevenje £:(X,P,D) —= (Y,P;,D;) bitopolo-
Bkih prostore Je bineprekidno (blotvoreno) asko je neprekid-
no (otvoreno) preslikavanje topoloSkih prostores (X,P)»(Y,Pl)
i (XaQ) - (Y’Ql)°

Osim ispitivenjs pojedinih klasa bitopoloskih
prostora i iskazivenja stavdva koJi su 11i uopdtenjs stavo-
va iz opite topologije ili se odnose ne konkretnu klassu bi-
topoloskih prostora, u teoriji bitopolodkih prostors moZe
se govoriti o direktnom proizvodu familije bitopolo#kih
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prostora, o inverznim sistemima i granicems inverznih siste-
ma bitopoloskih prostora(vid.([16]), o kvazi-metrizabilnosti
(kvazi-pgeudo-metrizabilnosti) bitopoloskih prostora(vid. [27).
loZe se govoriti o povezsnosti bitopolofkih prostora(vid. [%9]
1128 ) kao i dimenziji bitopoloskih prostora(vid.[14], 42 ).

Problem koumpaktnogti u teoriji bitbpoloﬁkih.prom
stora predmet je proudsvenja mnogih sutors i postoji vedi
broj definicije uzajamne kompasktnosti(vid.[28]). Pogtoje ta-
kodje 1 tendencije da se teorija bitopolodkih prostora pove-
Ze sa teorijom uredjenih topolodkih prostora.(vid.[15)i[5])

2. Neke teoreme
u teorijl bitopoloskih prostoiu.

U klesi uzejamno normalnih bitopolofkih prosto-
ra moze se dokazati sledeéa teorema.

LEURENA 1.(Uop&tenje Urisonove leme) Neka je

(X,P,Q) uzajsmno normalan bitopoloski prostor.

Ako je T, Q-zetvoren skup i H, P-zatvoren glaup

tako da je Imll = &, tada postoji bineprekidna

funkeija g: X —= R, teko da je g(x) = 0, za s

vaki elemenst xel' i g(x) = 1, zs svaki eleuenat

xell 1 z8 sveki elemenat xeX veZi 0 = g(x) = 1.

Za dokaz ove teoreme, kso i dokaz uopstenja i~
ceove teoreme ekstenzije videti [3%].

Mnoge se teoreme iz opSte topologije mogu uops-
titl ne bitopoloske prostore, kso %to su teorema Vedenisova
(vid. (13] ), Urisonove metrizaciona teorems (vid.[16]1) iii
~metrizsciona teorema Napste-Smirnova (vid. (47 i1i[3%3] ), ko-
Ju ovde navodimo ilustracije radi. -

TEOREMA 2. Neka je bitopolodki prostor (X,P,D)

uzsjamno regulasrsn. Ako postoji niz ¥, = g%d},

(n = 1,2,%5,...), P i Q-lokelno kona¢nih, (Q-ot-

vorenih familija, tako da je t:Eph baza topo -

logije Q i niz Th = {Tnp} s, (n =1,2,.0.) P 1 Q-
lokalno konadnih P-otvorenih familija, teko da
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je_€T=£;'Tn baza topologije P, onda Jje prostor

(X,P,D) kvazi-pseudo-metrizabilen.

Napomenimo, na kraju ovog odeljks o bitonolos -
kim prostorims da osim teorems koje predstavljaju uopstenje
odgovarsjuéih teorems iz topologije ime teorems koje se od-
nose samo na bitopolofke prostore.(vid.[16])

Istaknimo takodje da je u teoriji bitopoloskih
prostora pojem dimenzije, relativizacija odgoversjuceg poj-
ma u opitoj topologiji i u vezl stim je veli broj sutora dao
vife interessntnih teorema.(vid.[14])

Na krsju uve gleve napomenimo de je veliki broj
primera sasglesnih strukturs. Pomenimo pre svege primer real-
nih brojeva onako keko su oni uvedeni u [9] i [1a .

U vezi sa ssglssnim struktursma od velikog in-
teresa za nas je problem kasko algebarsks strukiurs, na priro-
den nadin indukuje uredjsjnu i topolosku strukturu na datom
skupu.' Delimidan odgovor na to pitanje moZe se nati u radull?]
u kome se koriste neki pojmovi teorije grups (vid.[32]) i tle-
orije semiprups (vid.[12] ), keo i dekompozicije semigrupes u
redovine [53] , [54] 1 [29] . Za reSsvanje ovskvog problema od in-
teresa su i radovi 241, [29) i[26] .



IT. OPSTI POJAMN
GRANICE DIREKTNIH SISTEDNAs

1. DIREKTNI SISTEMY
SKUPOVA T PRESLIKAVANJA,

1. Osnovni
pojmovi i definicije.

Matematilke teorije obiluju konstrukecijsma., V-
1o se desto iz date kolekcije objekats & , nekom konstrukei -
jom X, konstruisSe objekt B. Postavljs se pitanje u kaskvom je
odnosu objekst B prems &lenovima kolekcije objekata £, odno-
sno, koje informacije prenosi konstrukcijs K.

Primera takvih konsgtrukcije, kako u algebri, to-
pologiji teko i u drugim oblastima metematike ima mnogo. Ka-
rakteristicden je primer konstrukecije grenica direktnih siste-
ma koje imaju vaZnu ulogu u slgebri, teoriji modela(vid.[36])
a posebno u teoriji pramenova. (vid.[23])

Pre nego Sto definiSemo pojem granice direktnog
sistema skupova i preslikavanja uve3éemo neke pojmove.
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Usmerenim skupom nazovimo skup A zajedno ss
kvazi-uredjenjem = agko je zadovoljen sledeéi uslov:

a) Za svaka dva elementa « i A iz skupa A ,

postoji element peA tako da Je <« ¥ ipsy,

. Pri tome graf uredjenjs < na skupu A ozna-

&imo ss Ay, dekle A, = {Coty )1 (tyB)e AxA ga £ £},

Nepomenimo da se gore definisani usmereni g-
kup /A desto zove desno usmerenim skupom.,

DEFINICIJA 1. Neka je (Ubien fomilijs sku-

pova indeksirsns usmereninm skupom A i neks je
za sveki par (d,ﬂ)aAl dato preslikevanje s s
Bp tUs=—~ Uy . Fomiliju skupovs WUdien » zajed-

no sa presliksvenjima Rp s Pri (a;m)e/\l na-

zivamo direktnim sistemom skupova i presli -

kavanja, u oznaci (U,, A, >(d,ﬁ)eA1’ ako va-

Ze sledeéi uslovi:

b) Za sveki indeks 4eA je By = idU‘ .

c) Ze sveka tri indeksa oy A 1 ¥ iz skupa A ,

za koje je o« £% vaii Ry = Boy® Ba s
odnosno slede¢i dijegrem je komutativen:

Uy 24U,

&A\UA/T%X

Predpostavimo ds je u oznaksma definicije 1.,
dat direkten sistem skupovs i preslikavanja. Ograds direl-
tnog sistema (Ud,f%p)(d,b)eA‘, Je skup V zsjedno ss famili-
Jou preslikavanja (634en » Bde za svaki indeks de Je
&yt Uy —=V, ukoliko je zadovoljen sledeéi uslov:

Bu=BpoR, » 28 L=,
odnosno sko Jje komutativsn sledeédi dijegram:
U, =%y
BN yy /6
AN U/&/s

U oznskama definicije 1., a s obzirom ne uve-
deni pojam ograde direktnog sistema skupova i preslikavanja
moZe se uvesti pojam gronice direktnog sistems skupova i
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preslikavenja.

DEPINICIJA 2. Granica dstog direktnog sisteua
(Usis Pp D uop)eA s Skupove i preslikevenje je

ogrode U, {%3.A  gde ze svski indeks oeN ,

T.: U — U, ako je zadovoljen sledeéi uslov:

d) Za svaku ogradu V, {63 , gde 6« Ui—V ,

za svaki indeks «eA , postoji jedinstveno pre-

slikevenje f: U — V, tako ds je za svaki in-

deks «eA sledeéi dijesgram

U, = v
ARG,

komutativan.

Neposredno iz definicije 2., vidimo da je pro-
nica direktnog sistemsa, da tako kesZemo, najbolje ogrsda si-
stems. Granica direktnog sistema skupove i preslikavenja ia

definicija 1. i 2., oznadava se Cesto i sa lif U .
A€
Koristeéi definiciju 2., moZe se pokazatil da

su sve granice dstog direktnog sistems skupove i preslikava-
nja Jjednake do ns izomorfizam, Sto ovde znaci egzistenciju
bijekcije ssglaesne sa presliksvanjima & za sveki indeks oe/\ .
' Prirodno se moze postaviti pitenje, kada Je ne-
ks oprads datog direktnog sistema skupova i preslikavanjs i
granics datog direktnog sistema. Sledeés teorema daje odgo-
vor na to pitenje.

TEOREMA 1. Neke Je U, {TdaeA » Bde il =~ U

za svekl indeks «e/\, ograde direktnoy sistema

(Ud,;%e)(d’ﬂ)&Ai.Akovsu zadovoljeni uslovi:

a) 78 svaki element ueU, postoji indeks «eA ,

tako da je uelIm(Jx).

b) %Zs indekse «,2€/\ i elemente uelU, i ubéUﬁ

je Tu(un) = Tn(us) ako i samo ako postoji in-

deks yeAN sa « <y 1 pcy i vaii L,(u,) =R,(u,)

tada je U, {%laeA granica direktnog sistema

(Uy s Rup )( STV
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Ostaje ds se joS pokeZe ds zs sveki dati direk-
ten sistem skupova i presliksvanja postoji granica. Na ta]
naéin pokazujemo da postoji objekt definicije 2., i dobijswo
potpunu predstavu o granicama datog direktnog sistemsa skupo-
va i presliksvanja. ‘

Uodimo zsto jedan direktan sistem skupovae i pre-
gliksvenjs u oznaci (U, , @ﬂ)(egﬂ)eAi « Sa W oznadimo sumu fo-
milije skuvova {UdueN o Dakle W = o lixer . Odigledno moZe
no posredstvom identifikacije u — (u,4), 2za svaki elemcul u,
uel, identifikovati skup Uy sa podskupom Ug» i3 skupa W, u
gomu suwmu shvetiti kao disjunktnu uniju familije Uduen

Ne skupu W definiSimo relaciju ~ ns sledeéi no-
dins ‘ _

Neka su ueUscVW i veUpcW proizvoljni elementi u

skupu W. Stavimo u~v onda i samo onde sko pos -

toji indeks ypeA s8 4 y i p<y da vazi /3&(“\)“

= /O/w(v)-

Relacijs ~ na skupu,W je relacija ekvivalencijc,
$to se vidi neposredno i ons razbije skup W na klasse medjuso -
bno ekvivelentnih elemensta. Uoclimo faktor skup U = W/, 2o -
jedno ss presliksvanjima 9;:U,—=U koja su kompozicijs presli-
kavanjs u dijsgramu:

U s U xS W B Wl = U,
pri demu je J, (u) = (u,«) z8 svski element uel, , k, inkluziv -
no preslikavanje, 8 p prirodna projekcija.

Skup U, zajedno sa preslikavenjima : U, — U, uza
svaki indeks «¢ AN Je granics direktnog sistems (’U‘,(,;?,/d)(o(’ﬁ’)EAi
skupova i presliksvanja jer zadovoljave uslove teoreme 1.

2. Direktni sistem preglikavanja.

| Neka su (U%,/%ﬁ)(%,ﬁ)eALi (Vg,/qn)(d,ﬂ)eALdva di-
rektna sistema skupova i preslikavanjas u odnosu na isti skup

indeksa /\ i neka su U, {TaeA 1V, {W.laeA grenice tih si-
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stems. Predpostavimo ds Je zs svaki indeks «e/\ definissno
presliksvanje u,: U,— V, teko da je z8 o <, dijsgram:
| UA"""““""\L
A
ﬂ;,n,U vﬂ
komutativen. MoZe se do azstl da postoji Jjedno jedino pres-
liksvenje u: U —»V tako da je ze sveki indeks «e/\ dijag -

ram:

komutativan,

Kolekeciju presliksvanje {(uulieA 5 gde u U, =
nazivemo direktnim sistemom preslikavanjs, odgovarsjuéih di-
rektnih sistema. Preslikavanje w:U —=V &iju smo egzistenci-
ju gore istakli nazivamo grenicom direktnog sistema presli -

kavanja {uilieA i ¢esto ga oznacavamo sa u = ii? Uy e

Mogu se dokezati sledeée teoreme.(vid.[8])

TEOREFMA 1. Neka su (Ud s Rp )( o, )el? (Vd ’/1,;(/5 >(ot,/5)e/\4_
i (wd’.me)(chﬂ)@Nflrektnl sigtemi skupova i

preslikavanja 1 U, {%laen , V, 83aen 1 W ,
{tudue/\ granice tih direktnih sistema redowm. A-
ko su WlaeA 1 VulaeA direktni sistemi pres-
likevanja, gde u,: U, —V, i v, : [ —=ly 2za sva-
ki indeks ae/N, {VusUdaeA Je direktni sisten
preslikavanja i vaZzi:

lin(v,eu,) = (lim v, )-(1lim u )
e * “ LeN < A€ A *

Dokaz ove teoreme Jje neposredsn. Konstrukcija ;-
renice direktnog sistema preslikaveanja prenosi svojstva inje-
ktivnosti 1 surjektivnosti presliksvanjs, kso 8to pokszuje s-
ledeta teorema.

MYEOREE i

direktni sistemi skupovs i preslikavanjs i Ualsen
direktni gistem preslikavanja, gde u, :U,~V, 2za
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sveki indeks de/\. Neka je u = lim u,. Ako su
, TV
ze svski indeks «e/\ preslikavanjs u, injekti-
vna (surjektivns) teds Je presliksvenje u inje-~

ktivno (surjektivno).

Kongtrukcijs granice direktnog sistems skupova

1 preslikavanjs u saglasnosti je sa traZenjem direktne i in-

verzne slike
deéa teoremsa.

u odnosu na i
jedno sa fami
A & je dire

sineren skup

podskupova. Karakter12301au tog odnoss daje sle-

TEOREMA 3. Neka su (U,, Paps )( d,ﬂ’)e/\ii (v, ) flope )( 2y p YA,

direktni sistemi skupovs i presliksvanja i (u.luen
direktni sistem preslikavanja u, :U,—V, . Neks

Je u = lim u,. Teda va¥i:
de N

8) Zs direktni sistem {M.lueA sa restrikeijams
odgoverajuéih presliksvanja Pap Ui — Us , podsku-
pova skupove U,, je Wa(MilueA , sa odgovaraju-
¢im presliksvanjims,direkten sistem podskupova g-
kupove Uy i vazi: |

dim u, (M) = u(lim M),

Ae/\ del\
b) Neke je tajluen kolekcija elemenata teko da

Jje aqeV, za svaki indeks «eA gsa Q%(a;) = qg
za o €h . Kolekcijs skupovs u}l(a;) Je direktan
sistemn skupova, podskupova skupova U, i vazi:

lim uy (ad) = u (a )R
‘xe/\

gde a’ oznalsva jednollani skup, podskup skupa
lim V; koji Jje kenonidka slika aednoclanlh sku-

BLG./\

pova {8j} za sve indekse e .

Predpostavimo da je /\ usmeren podskup skupa /\
ndukoveno uredjenje. Podfemilijs {U,d A’  zo-
lijom preslikavanjas tPpd » pri LeN reN i

ktni sistem skupova i preslikavenja u odnosu na
NX'. Oznadimo ss U i U’ redom grenice direktnih

sistema (U, Pa >(o<,/5)e/\'4 i (U, P"/’)(o(,/s)e/\i‘ Kolekcija §Tudqen’
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kenonickih presliksvanja %«:U,—» U je direktan sistem presli-

kavanjs te moZemo govoriti o preslikavenju g = lim %,g:U—U,
oA &N

koje nszivemo kenonidkim. Ako Je N usmeren podgkup od N u

odnosu ns indukoveno uredjenje i U” = 1im U,, s g’:U”-» v i
ae N
7 o v . N ) v e v
g”: U —= U kanonidka preslikavenja tada veii g” = g.g

Moze se dokazatl sledela teorema.

TEOREMA 4. Neka je /\ usmeren skup i (Ud’Pya)(d YA
37 4.

direktni sistem skupova i preslikavanja u odnosu
na skup /\ . Neka je U, %d.eA granica tog dire-
. . / . »
ktnog sistema. Ako je /A kofinalni usweren pod -
skup skupe /\ i U’= lim Uy tads je kenonidko pre-
LeA
slikasvanje g: U'—=TU bijektivno.
Pojmovi i teoreme navedene u ovom odeljku iumaju

znadajnu ulogu u teoriji pramenova.



TEORIJE PRAMENOVA,

1. Neki pojmovi u
teoriji ketegorija i funktors.

Teorija kategorija i funktors pojsvila se 1944
godine u vezl ss sksiomatizacijom teorije grups homologije i
kohomologije topoloSkih prostora i njeni krestori su S. Ajen-
berg i 3. Mc Lejn. Denss, ova teorija nslszi primenu u rsznin
oblastima matematike,

KaZemo da Jje zadena kstegorijs K, sko je data k-
lasa objekata u oznaci obK, éije elemente nazivamo objektima
kategorije K 1 zs sveka dve objekta A,BeobK skup HomK(A,B) ,
koji nszivsmo skupom morfizsema., Pri tome je u:A —=— B ili
A % B ornsks za ueHomK(A,B). Za svaka tri objekts A,B i C
definisano Jje preslikavanje:

a HomK(A,B)><HomK(B,C) ——»—HomK(A,C)

pri éemu #(u,v) oznadavamo sa vu i nazivsmo kompozicijom mor-
fizama ueHomK(A,B) i VeHomK(B,C). Skupovi HomK(A,B) i kompo -
zicije morfizema zsdovoljavaju uslove: ‘

a) Kompozicijs morfizesma je asocijetivna,

b) Za svaki objekt A<obK postoji jedini&ni mor-

fizam 1AeHomK(A,A) takav da za svska dva morfi-
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zmg u: B —=A 1 v: A —C veizi lAu = u i le = V.
¢) Ze rszlidite parove objeksts (A,B) i (A7, B’)
skupovi HomK(A,B) i HomK(A', B’) su disjunktini,.

Matematiks obiluje rasznim primerima kategorijs od
kojih navodimo neke sa kojima radimo kasnije.

Kategorija skupove i presliksvanja, u oznaci LIl
ima za objekte klasu svih skupova, 8 za sveka dva objekta A i
B je skup Ilom(A,B) ukupnost svih presliksvanjes skupa A u shkup
B.

Kategorija topoloskih prostora i neprekidnih ( o-
tvorenih ) preslikavenjs, u oznaci TOP (TOPO) ima za objektle
tonolofike prostore, a za svaka dva topolosSsks prostora X 1 Y ,
skup Hom(X,Y) predstevljs ukupnost svih neprekidnih (otvore -
nih) preslikevenje prostora X u prostor Y. O topoloskim kale-
gorijesma videti nsprimer [(60]. |

LKategorijs abelovih grupa i homomorfizsms, u o-
znaci AB, ims za objekte sbelove grupe, a za svaki par sbelo-
vih grups A i B, skup Hom(A,B) predstavlja skup svih homomor-
fizema grupe A u grupu B.

Kategorija uredjenih skupove 1 izotonih presli -
kavenja, u oznaci OENS ime zs objekte uredjene skupove, a za
svaki par uredjenih skupove A i B je Ilom(A,B) skup svih izoto-
nih presliksvanja skups A u skup B.

Neks su Kl i K2 date ketegorije. Koverijsntni
(kontraverijsntni) funktor F: K, — X, kategorije K, u kute-
goriju Ka Je daefinisen eko su zedets dve preslilimveonjse:

d) Preslikevanje A = T(A), koje svakom objek-

tu AsobK, pridruZuje objekst F(A)eong, i

e) preslikesvanje u —= F(u) Koje svakom morfiz-

mu u: A —~=B pridruzuje morfizam F(u):F(A)-1(B)

(F(u):7(B) -~ 1F(A)) i pritom vazi F(lA) = 1F(A)

i F(vu) = F(v)F(u) (F(vu) = F(u)F(v)).

Tunktori su dakle prirodne veze izmedju kstego-
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rijs i njima obiluje matematika.
Ako su F i G, koverijsntnl funktori kastegorije
Kl u kategoriju K2, tads je morfizam funktors u oznaci f, kKo-
lekeija morfizams f£(A): F(A) —G(A) u ketegoriji Ky, 28 sVE-
ki objekt AeobKl ako je zs svaki morfizam u: A - B u katego-
riji X, sledec¢i dijsgrsm:
r(a) —H8 o 6(a)
F(u) | - bo6(w)

?(B) S G(B)

komutativan,

Ako su funktori P i G kontraverijentni, tada u
definiciji morfizsms tih funktora, zahtevamo, umesto komuta-
tivnosti gornjeg dijesgrams, komutstivnost dijsgrama:

F(A) —LR o g(h)

P(u) I a(w

F(B) WG(B) .

Ako su F, G i H funktori i £f: F G 1 g: G ~H
morfizmi funktors stavimo 1i h(A) = g(A)-f(A) za svaki objekt
AeobKl, definissali smo morfizam h: I — H funktora. Morfizanm
funktora h nazivamo kompozicijom morfizeme funktora f i g i
oznsdavemo ga sa geof. Kompozicija funktornih morfizams je aso-
cijativna i ako Jje Xy mala kategorijs, dekle kategorijs &ijs
je klasa objeksta skup, ns prirodsn nséin moZemo govoriti o
novoJj kstegoriji, u oznaci Funct(Kl,Kg) diji su objekti svi
moguéi kontravarijantni funktori kategorije K1 u kategoriju
K2, 8 za svaka dva funktora F i G je skup Hom(F,G), skup svih
funktornih morfizema funktora I' u funktor G.

0 ostslim pojmovima koje ovde nismo naveli, kao
i opsirnije o navedenim pojmovimez moZemo se obavesiiti u 7.

7a nas je od interesa Sto se u teoriji kstegori-
ja i funktora definiSu za proizvoljnu kategoriju pojmovi kao
§to je proizvod, suma, granica direktnog ili inverznog sistema
objekata.
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2. Predpramenovi baze X
sa vrednostima u kategoriji L.

Neka je X topoloski prostor. Oznadimo sa ¢ ka-
tegoriju &iji su objekti otvoreni podskupovi prostora X,s zu
za svska dva objekta U,Veob( neka se skup Hbm(U,V) svodl na
jedsn element, sko je U<V i neka bude prazan skup u ostalin
sluéajevinma,

Neposredno mozZemo proveriti da Jje ¢ kateporija
koju nszivamo kategorijom otvorenih skupova.

DEFINICIJA 1. Neka je X topoloski prostor, g

kategorija otvorenih skupovs i K proizvoljna lu--

tegorija. Predpramen baze X, ss vrednostima u

kategoriji K je svaki kontravsrijantsn funktor

definisen ns kategoriji (¢ otvorenih skupova sa

vrednostima u kategoriji K.

N8 osnovu definicije l., svaki predpramen ' je
definigsen ako znamo kesko svakom otvorenom skupu U< X pridru-
zujemo objekt F(U)eobK i ako je zadat morfizam pgk (V) +1(U)

kad god je UcV, tako da su zadovoljeni sledeéi uslovi:
. : . U
a) Za svaki objekt Ueob® je Py = lF(U)’

b) Kad god je UcVCW za objekte U,V i W u ksa-
tegoriji O, vezi:
fo = PP
odnosno, sledeél dlijegrem:
P(W) L4 B(U)
e p(v) P

je komutativen.

Za svski par otvorenih podskupova U i V skups
X, pri VcU, morfizam pg: F(U) —=F(V) nazivamo morfizmom re-
strikeije ili ogrsnidenja.

Kako Je kategorijas otvorenih skupova ¢, mals
kategorija, moZe se kao u predhodnom odeljku govoriti o ka-
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tegoriji Funct(0,K). Dskle predpramenovi bsze X sa vrednogti-
ma u kategoriji K ¢ine novu kategoriju, sa morfizmima koji
su zapravo morfizmi predpramenovs.

Ako je kategorija K ebelova (vid. [23]),mo%e se
pokszati ds je i kategorija predpramenova abelova, te se u
njoj moze definisati pojem tacénog nizs i moZe se pokazati da
Jje potreban i dovoljen uslov da niz predprsmenovs:

se0 ——*'Fn_l an an‘Fl —_——b s s e

bude tadan, to da odgovarajuéi nizovi:
oo -'"""Fn—l(U) "—"Fn(U> —‘-'—‘Fn+l(U) — s e

budu taéni u kategoriji K, za svaki objekt Ueob®. Ovo znadi,
zapravo da je funktor F ~= F(U) tadan.

Veliki Jje broj primera predprasmenovs, koje smo
napred definisali i mi navodimo neke.

PRIMER 1. Neks Jje A skup i X topoloski prostor.
Tunktor AX je konstantni predpremen, sko je za-
dat sa sledele dve informacije:
1) AX(U) = A, za svaki otvoren podskup U skupa
X, koji je snabdeven topoloSkom strukturom.

U .
2>/OV = 1,: AX(U) -—*—AX(V), gde je Vc U, =za

otvorene podskupove U i1 V skups X,

PRIMER 2. Neka su X i Y topolosSki prostori.
Funktor CY neprekidnih funkcije sa vrednostima
u prostoru Y Jje predpramen, ako je zadat sle-
deé¢im informacijema:

1) CY(U) Jje skup neprekidnih funkecija U —=Y
za svaki otvoren pbdskup U ékupa X.

2) py: ¢T(U) ——C¥(V) sa £ = £IV, 28 VU i

U,Veob® za svaku neprekidnu funkeiju feCY(U),
gde je f£1V ogranidenje funkecije f na podskup V.

Iz primera 2., vidimo odskle potide naziv mor-
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fizem restrikcije ill ogrenidenjs za morfizme pg u definici-

ji l., predpramenova.

Unesto neprekidnih funkcije u primeru 2., mo-
gu se posmatrati i druge klsse funkcijs; recimo k-pute dife-
rencijabilne funkcije sa vrednostima u skupu R realnih bro-
jeva i1l1i anslitidke funkcije sa vrednostims u skupu C komp -
lelzenih brojeve i sliéno, ako zs skup X uzmemo da bude, re -
dom, otvoren podskup skups r™ 111 ¢®

PRIMER %. Neka je X topoloski prostor koji i -
ma vife od jedne tadke, recimo X = {0,1} ili

= [0,11Gq R gde su u oba sludajs topologije
indukovane iz R. Defini$Simo predpremen Py sa:
1) Pl(Y) = 7, gde je Z skup celih broaeva.
2) svi morfizmi restrikcija, osim pX su kon-
stantna preslikevanja.
%) Pl(U) = {0} za otvorene podskupove U # X.

Izsberimo element x €X. Definigimo predpramen
P, sledeéim informacijema:

1) P,(V)
27) P2(U) =40} , ako otvoren skup Upx,

1

7, ako otvoren skup sto.

37) Morfizmi restrikcije pg su indentiéna pre-
slikavanja ns skupu 2, sko Je erVc:U, a tri-
vijalna ako tej uslov nije ispunjen.

Primeri 1. 1 2., su tipicéni primeri predprame-
nova, dok su predpramenovi Py i Py karakteristiéni kao kon-
traprimeri u teoriji pramenova.(vid.{55])

3. Sloj predpramena u tacki,
Neka je X topoloski prostor i F predpramen baze

X sa vrednostima u kategoriji ENS, skupova i presliksvanja. U-
odimo neki element xeX. Kolekcije skupove F(U), kad skup U pro-



34,

lazi familijom otvorenih podskupova prostora X, koji sadrze
tadku xeX, zajedno sa preslikevenjima pgz T(U) —= (V) za
xeVC U, gde su U i V otvoreni podskupovi prostoras X, ¢ini di-
rektan sistem skupova i preslikesvanja.
DEFINICIJA 1. 8loj F(x) predpramena F u tacki
xeX je granica direktnog sistema (F(U),pg) %8
otvorene podskupove U i V prostors X, zs koje
vari xeVc U, zajedno sa preslikavenjima u o-
znaci ty, gde by: P(U) — (%), za svaki ot-
voren skup U koJji sadrzi tecku xeX.
Neposredno iz definicije l., vidimo da svski
element sloja FP(x), nad taékomIXeX mozemo predstaviti nekilm
elementom iz skups F(U), za neki otvoren skup Uc X. Takodje
< sloja T(x) u
todki xeX, predstavlijens elementima seF(U) i tel(V) redom ,

moze se zakljuliti da su dve elementa s it

jednaks ako i ssmo ako postoji otvoren skup Wc UnV tako da
. U "
vaZzil pw(s) = FM(L)‘

U odeljku 2., ovog peragrafs, definissli smo
u primeru l., pojam konstantnog predpramena AX‘ Sloj pred-
pramens Ay nad svekom tadkom xeX je oéigledno skup A, odno-
SNo Ax(x) = A, z8 svaki element xeX.

U primeru 2., predhodnog odeljks definissn Jje
predpramen CY. Elemente sloja predpramens CY u gsvekoj tocki
xeX, odnosno elemente skups CY(X> na osnovu gornjih razmatra-
njas mozemo predstaviti neprekidnim funkcijoms definisenim u
otvorenim okolinama tacke xeX.

Sloj predpramena Pl u primeru 3., predhodnog
paragrafa tojest skup Pl(x) za svakli element xeX Je jedno -
&lon skup (0}, za svski element xeX je dokle, P(x) = %03.

Prema tome su svi slojevi predpramens Pl Jed-
naki keo i u sludsju konstantnog predpramena A, za A ={0},

X
ali predprsmen Py nije konstentan.
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Neka je X topoloski prostor i f: F —G morfi-
zsm predpramenovse bsze X sa vrednostima u kategoriji ENS ,s-
kupova i preslikavanja. Postavlja se pitsnje kako taj morfi-
zam f, za neki element xeX indukuje preslikesvenje skupovs
F(x) —=G(x). O8igledno kolekcija morfizsma f(U): P(U) ~G(U)
za otvorene skupove U, koji sadrie talku xeX, obrazuje dire-
ktni sistem presliksvanja, pa Jje traZeno presliksvanje fx,
£z F(x) —= G(x) zspravo grenica tog direktnog sistems pre-
slikavanja. Dakle fx = lim £(U).

U dx
Presliksvanje £ F(x) —=G(x), preciznije s-
vakom elementu eeF(x) koji je predstavljen elementom sel’(U)
za otvoren podskup Usx, pridruzuje element fx(e) = (f(U)(s))x.

Da teko definissno preslikavanje jeste dobro definissno, vi-
di se neposredno, jer sko je element eeF(x) predstavljen ne-
kim drugim predstavnikom teF(V) za elemente s 1 t postoji o-
tvoren skup WC:UmV tako da je p, (s) = pv(t), pa je:
pw(f(U)(s)) = 200)pUCs) = 20n plC) =

Y MEISAIEIIN

dakle:
£,.(e) = (£(UX(8)), = (£(V)(H)),.

Neposredno se vidi da je (gef)x = gx°fx i

), = Laroys Sto je uostslom preformulscijs teoreme 2.1.
P/x P(x)
4. Pramenovi skupova.

Pojsm pramenova skupova, koji ovde uvodimo ima
veliku primenu u rsznim oblastimas mstematike, a posebno u ko- -
mpleksnoj analizi i elgebarskoj geometriji.

DEFINICIJA 1. Neka je X topoloski prostor i F
predpramen baze X, se vrednostima u kategoriji
ENS, skupova i presliksvanja. Predpramen F Je
premen skupova baze X, sko on zadovoljavs sle-
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deée uslove:
Gl) Neka je otvoren podskup U prostora X, uni-
Ja familije otvorenih skupova {U.},eA 1 neka

su s i s8° elementi skups F(U), tlako da za sva-
ki indeks «e/ vaZi: ’

Puls) = pyls®,
tads je s = st
G2) Neka je otvoren podskup U prostora X, uni-
Je familije otvorenih skupove {UJdueA i neks
Je (saluen foamilijs elemensts, pri demu 78

svaki indeks 4e/\, s,eF(U,). Ako za svaka dva
indeksa o 1 p iz skupa /\ veZi:

U. Un
/O[zpa{}/gsek) = /OIL“I%(Sﬂ)’

tada postoji element seF(U), tsko da za svaki
indeks ae/, pg(s) = S, .
ok

MoZemo se dogovoriti, da elemente skupova F(U)
gde je U otvoren podskup prostora X, nazivsmo sedenjima pra-
mena F po otvorenom skupu U ili prosto seCenjima.

Predprsmenove basze X, sa vrednostima u katego-
riji ENS skupovs i preslikavenja, koji zadovoljavsaju sksio -
mu G1) u definieiji 1., nazivamo monopredpramenovimas. Tako
su predprsmenovi u primerima 1. i 2., odeljks 2., ovog parae-
grafa, monopredpramenovi, kao i predpramen Pl u primeru 3.,
istog odeljka.

Primetimo da je elemenst seF(U), u definiociji
l., &iju egzistenciju tvrdi uslov G2), jedinstven ns osnovu
uslova Gl). Takodje sko uslov G2) primenimo ns slucaj kada
je skup indeksa /\ prazan, moZemo zakljuditi da je P(¥) jed-
noc¢lan skup, izuzimajuéi sludaj kada su svi skupovi F(U)pra-
zni, od degs se po dogovoru ogradjujemo.

Keo 1 u sluaju predprsmenova, moZe se govori-
ti o morfizmims pramenova ili op$tije o morfizmima monopred-
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pramenova skupove date baze X. U tom smislu nasvodimo sledelu
teoremu.

TEORLMA 1. Neka je F predprsmen i G monopredpra-
men baze X sa vrednostima u kategoriji LENS, sku-
pove 1 presliksavanja i f i g morfizmi funktors

I u funktor G, tako ds zs svaki element xeX va-.

&4 - [P m 1 o
zi fx = By Teda je £ = g.

Dokaz ove teoreme je neposredsn. (vid.[55])

Fredpramenovi CY, u primeru 3.2., i P2 u prime-
ru 3.3., su pramenovi skupovs baze X. Takodje je konstantni
predprsmen AX u primeru 3.l., pramen skupova baze X.

PRIMER 1. Neka je X topoloski prostor. Per(L,p)
gde je E topoloski prostor s p: E — X nepreli-
dno presliksvanje, nszivamo presecnim prostoron
baze ¥. Z8 svaki otvoren'podskup UcX sa IP(U) o-
znadimo skup svih neprekidnih preslikavanja s,
s: X —=—E, tako da Je p(s(x)) = x, za svoki ele-
ment xeU. Na oligledan nalin mozZemo definisati
morfizme restrikcija pg: F(U) —=1(V) kod god

Je otvoren skup Vc U i re¢i da Jje korespondenci-
jea U+ T(U) tips premens, 3to je lako proveri -
ti. Teko definisean presmen F nszivamo pramenon ge-

genje presednog prostors (E,p).

Primer l., moZemo modifikoveti ne viSe nadins ,
tako éemo umesto neprekidnih sedenjs posmatrati recimo dife-
rencijabilna, anslitidke i sliéno. Takodje, izbor sedenja u
primeru 1., Jje takav ds za svaki element xeX moZemo, da tako
ks¥emo, neprekidno birati elemente s(x), skups p'l(x), koji
nazivemo vlsknom preslikavanjs p nad tedkom xeX.

Napomenimo na krsju ovog odeljka ds je priwer 1.,
posebno vaZen Jjer se loristi za konstrukciju presmen prostora u
narednou odeljku.
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5. Pramen prostor.

Pre nego $to uvedemo pojsm pramen prostora ili
nadkrivajuteg prostors pridruZenog premenu, izkazaéemo i do-
kazati sledeéi stav.

TEOKEMA 1. Neka je X topoloski prostor i T pra-
men skupovea baze X. Za sveki otvoren podskup U
prostora X i selenja s,s’e F(U) va¥i:

s = s’ako 1 samo ako je za sveki element xeX ,

Sx=sxo

4

X

w

DOhAZ. Ako je s = s8] teds je odigledno S, =

za gvaki element xeX. Predpostavimo ds vazi S, = s; za svaki

element xe¥. Elementi 8, i Sé mogu se predstaviti selenjima -

s 1 s’definisenim u nekim okolinsma tadke xeX. Kako je po p-

redpostavei Sy = sé to postoji okolina Ux gde se te secenja

poklspaju. Uocdimo kolekciju otvorenih podskupovs [UX}XEU. O-
va kolekcija pokrivas otvoren skup U i restrikcije sedenjs s

i s"su jednake na svskomw &lanu U, te kolekcije. Kako vaii u-

slov G1) u definiciji pramenove, biée s = s’na skupu U, &to
Je 1 trebslo dokszati. Q.6.D

Teoremu 1. navodimo jer je koristimo kssnije
8 njen doksz radi ilustracije jer je jednostavan.

9

DEFINICLJA 1. Neka Je X topolodki prostor.irs-
men prostorom nad X, nazivamo par (E,p), gde
Je E topoloSki prostor, a p neprekidno presli-
kavenje 1 lokalni homeomorfizem E u ¥, Sto zna
Ci da za svaki element y E postoji otvoren s-
kup N tako da yeN i otvoren skup Usp(x) teko
des Jje restrikeija preslikavanjs p ne skup N,
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tejes, PIN: N ~—» U, homeomorfizam,

Morfizmom prasmen prostora, f:(E,p) —=(E;p’) nad
prostorom ¥ nazivsmo neprekidno preslikavanje f: E -= L] tako
da je p = pof, odnosno tasko ds je dijsgram:

F\Xr$’
komutativan.

Neposredno iz definicije l., vidimo da Jje pra-
men prostor (E,p) pre svege preseéni prostor baze X, kao u p-
rimeru #.l., te se moZe govoritl o pramenu sedenja prostora
(t:,p) po X, koji oznalavsmo sa GE. 51lilno za pramen prostor
(E5p”) oznacéimo odgovarsjuc¢i presmen sedenjes ss GL

Predpostavimo dabje f:(E,p) —(E;p°) morfizan
pramen prostora, tada za svaki otvoren podskup U prostora X
mozemo uoditi dijasgram:
O S ¢
$

\ r,/
By g
<

s i
U X

‘ Posmatrajué¢i taj dijegram prirodno se uodavs ko-
- respodencija s = feos, koja Je zspravo preslikavenje skupovas
GE(U) == GE"(U). Ukupnost tih preslikavanjs &ini morfizam Gf,
Gf: GE ——GL'prsmenova. Drugim redims, sveki morfizsm nadkri-
vajuéih prostors nsd prostorom X indukuje morfizem odgoveraju-
¢ih prsmenova sedenjs. |

Iz definicije 1., moZe se dokezsti sledede tvr-
djenje. |

TLOREMA 2, Neks Je (E,p) premen prostor nad X,

tada vaze sledeéi uslovi:

a) p je otvoreno presliksvanje.

b) Ako je U otvoren podskup prostors X i sede-

nje seGE(U) tada je s(U) otvoren podskup  pro-

stora 1., 8 skupovi tog oblika d&ine bazu topolo-

gije na skupu E.

c) U komutativnom dijagramu:
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E ——E’

PNy #P

ekvivalentni su iskszi: ¢ je neprekidno pres-
liksvanje, ¢ je otvoreno preslikavenje, ¢ Je
lokalni homeomorfizam i svi vaZe istovremeno.

TBOREMA 3. Neka je (E,p) prasmen prostor nsd X
i GE premen sedenjs (R,p) po X, tada je sloj
GE(x) u svekoj tedki xeX, do ns prirodnu bi-
jekeciju, Jednsk vlsknu p"l(x) preslikavanjs p
nad xeX. Podprostor p”l(x) je diskretsn pod-
prostor prostora.l.

TEOREMA 4. Za svski predpresmen F baze X, sa
vrednostims u kategoriji ENS, skupove i pres-
likavanja, moZe se konstruisati premen pros-
tor LF, tsko da zs sveki morfizem f: L L
predpramenova je indukovan morfizam LF—LI'",
u oznsci Lf, odgovarajuéih pramen prostora.

DOKAZ. Neka je LF = h&F(x), dakle disjunktna
unija slojeva predpramena F i neka je p:IF —X prirodns
projekeijs, pri Cemu je p_l(x) = F(x) za svaki element xe¥.
Skup LF moZemo topologizirsti na sledeéi nadin.

Predpostavimo da je Uc X otvoren podskup pro-
stora X i seF(U). MoZe se definisati preslikavanje S:U —L1"
g0 8(x) = sxeF(x)C:LF, zs svsoki element xeU. Skupovi 8(U),
pri B(U) = {8 \o eL¥, xeU] za se(U), pgde Je U otvoren pod-
skup prostors X Cine bazu topologije na skupu LF, tako da
taj skup postaje pramen prostor. Zaista, predpostavimo ds
je za sedenja sel’(U) i teF(V), S(UINE(V) ¢+ ¢, gde su U i V
otvoreni podskupovi prostora X, tada postoji element e,pri
ee8(U)NL(V). Dakle, selenja s i t se poklapaju u tadki x,
xeUnV, pa se dokle poklapaju i u otvorenoj okolini WeUnV ,
tadke x. Okolina W i predstavnik elements e, definisan ne
Y odredjuju bazni otvoren skup 8(W) = %(w)czé(U)n%(V), gde
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je skup 8(W) ustvari /0$(é>(w). U odnosu ne tsko uvedenu to-
pologiju skupa LF, presli@avanje p je neprekidno preslikeva-
nje topoloskog prostors Lﬁ u topoloski prostor X. Zaista,ne-
ka je Uc X otvoren skup. p—l(U) = u {8(V)|seF(V) za otvor.Vclj
je unijs bsznih otvorenih podskupova, pa je kao takav otvoren.
Preslikavanje p Jje jo§ i lokelni homeomorfizsm, jer je restri-
keijs preslikavanjs p na svakom skupu s(U) homeomorfizam.lalo
smo, dakle, konstruisasli pramen prostor pridruzen datom pred-
prauenu. @.6.9 '

leka je f:F — P’ morfizesm predpramenova skupo-
ve baze X. Na kraju odeljks 4., videli smo da morfizsw f, zao
avaki element xe¥X indukuje preslikevanje fx:F(x) — 1 (x), a
somim tim i preslikevanje Lf:LF —LF" tako da Jje sledeli di-
Jegram:

IF —f 1P’
PN s

komutativan. Preslikavanje Lf je neprekidno prema teoremi 2.d),
jer je TLL(A(U)) = £{UI(s)(U).

Na osnovu gornjih razmatranjs moZemo dokazati g-
ledeéu teoremu. '

T"EOREMA 5. Ako Jje E pramen prostor nad X, tada
je LGE kao prsmen prostor nad X, izomorfan sa I
u smiglu da postoji homeomorfizam tih prostora
saglasan sa projekcijama.

Teoreme 4. i 5., pokazuju nsm kako se od predpra-
mens F skupova baze X moZe dobiti pramen prostor LF s zetim i
pramen GLF. Time Jje da tako kaZemo izvrSena pramenizacijs pred-
pramena F. Dakle svakom predprsmenu skupova baze X moZemo pri-
druziti njegovu pramenizaciju, odnosno pramen skupovas baze X i
to na jednozna&an nedin, kako to pokazuje teorema 5. Radi se tu
o morfizmu ng:F — GLF funktora koji se definiSe na sledeéi na
¢in:

Ire svega za otvoren skup Uc X i sedenje sel(U) ,
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definiSemo preslikavsnje 8:U — LF sa 8(x) = s,eF(x), keo u
dokazu teoreme 4., odatle nF(U):F(U) — GLF(U) definiSemo ss
nF(U)(s) = S

Ovakva razmatrsnjas omoguéuju nam da izkaZemo s-
ledeéu fsktorizecionu teoremu, kojs nam kaZe da je pramen GLF
najbolji pramen koJjli se mozZe dobiti iz predpramena F.

TEOREMA 6. Neka je X topoloski prostor, F pred-
pramen i G pramen skupova bsze X. Svaki morfi -
zam f:F - G, predpramenova razlaZe se jednoz-
nac¢no na kompoziciju morfizama Belps gde Je
nyp:F — GLF gore definisan morfizam i @:GLF>G
jedinstven morfizem pramenova.

Iskaz teoreme 6., moZemo preformulisati tako ,
8to éemo reli ds za @ijagram:
.f.

F ot G

“"\GLF

postoji jedinstven morfizem pramenova g:GLF — G, tako ds
je komutstiven dijsgram:
_,‘1

" GLF A

Za dokaz teoreme 6. koriste se sledeée leme.

F G

[

LEMA 1. G je pramen onds i samo onda sko Je
nG:G — GLG izomorfizam prsmenova.

LEMA 2. Ako je F predpramen skupova baze X ,
sva preslikavenja F(x) - GIF(x) su izomorfi-
zmi, sko su indukovana morfizmom Np:F —e GLF,

Napred navedene teoreme, keo i dokaz teoreme 4,
naveli smo jer u potpunosti karskteriSu prsmen prostore i
daju vezu pramenova i odgovarsjuéih premen prostors.(vid.[2%,11])
Napomenimo na kraju ovog paragrafa de se teo-
rija pramenova pojevila pedesetih godina ovog veks i to je
Jedna od mslog broja teorijs izgradjenih ze desetak godina.



3+ DIRLKTNI
GRANICE FUNKTORA.

1. Osnovni
pojmovi i definicije.

Neks je K proizvoljne kategorijs i {Ai}ieI kolek-
cije njenih objekats. Objekt A, zajedno se femilijom morfizsma
{ui}ieI’ gde za sveki indeks iel, u; Ay == A, je sums kolekcije
objekata {Ai}iel’ ako je za sveki objekt X u kategoriji K, pre-
slikavanje:

HomK(A,X) — ElHomK(Ai,X)
definiseno sa u P—+-(uui)iel, bijektivno.

Morfizme u; za ieI, nazivsmo ksnonidkim injekecija
ma isko u opStem sludaju, ako su preslikavenjas, morfizmi u; ne
moraju biti injektivna.

Sumu kolekcije objeksta {Aii

. 1li ®A,
&iAl 1q51'

ieI oznalavamo sa

Kategorijs K, u kojoj sveka kolekcija objekata i-
ma sumu, nazivs se kategorija sa sumama. Kategorije ss sumana
su svakako kategorije ENS, AB, TOP u psrsgrafu 2.1.

Neks su A i B objekti kategorije K, a morfizmi uy
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i, elementi skupa HomK(A,B). Kojezgro psrs morfizsms u, i
Uy je objekt M kategorije K, zsjedno sa morfizmom m:B —= I,
ako su pri tome ispunjeni uslovi:

a) Ako je morfizsm u:B —— X taksv de je uu, =
= Ul,, tadas postoji jedinstven morfizem v:M-X
tako da Je u = vm.

b) Ako ze morfizsm u:B — X, postoji morfizem
v:M — X tako da Jje u = vm, tada Je uu, = ul,.

lo¥e se pokazati da su sveke dva kojezpra da-
tor, para morfizsma izomorfnsa. Takodje, ako je (M,m) kojezg -
ro pars morfizems ul,ug.A — B, tada je m epimorfizau.

U kategorijsms ENS, TOP, AB napriver, svaki
per morfizama ima kojezgro.(vid.[?])

2. Direktna granica
funktora u datoj kategoriji.

U paragrafu 2.l., uveli smo pojam katepgorije

T*‘unct(Kl, 2) svih kontravsrijentnih funktors kstegorije h]
u kategoriju he. Umesto kontravsrijsntnih, moZemo posmatira-
ti koverijsntne funktore, pa za date kategorije D 1 K, ka-
da je D mala kategorija, moZzemo definisati kategoriju u o-
zneci Funct(D,K) na sledeéi nadin:

78 objekte kategorije TFunct(D,K) uzmimo sve

kovarijantne funktore kategorije D u katego-

riju K, a za morfizme kategorije Tunct(H,k),

sve moguée funktorne morfizme.

(esto se tako definisana kategorijs neziva
kategorijom dijsgrsma, kategorija D Semom, a svaki funktor
kategorije D u kategoriju K, dijagramom u K, sa Semom D.

PRIMER 1. Neka je I delimilno uredjen skup,
kxoji ne mora biti desno usmeren. Sa Ordl oz-
nadimo kategoriju &iji su objekti elementi
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skupa I, 8 za svoki par objekata 'x,yel, skup
HomOrdI(x,y) jednodlan, ako je x = y, 8 pra-
zen u ostalim sludajevima. Neposredno provera-
vamo da Jje Ordl kategorija.

DEFINICIJA 1. Direktna granics funktora F,gde
I':D —=K Jje objekt A, kategorije XK, zajedno sa
morfizmima uX:F(X) ~ A, definisanim za sve ob-
jekte XeobD, tako da vaZi:

8) Za sveki morfizam a:X —7Y u kategoriji D

je u, = uYF(a).

b) Aﬁo je BeobKk i vX:F(X) — B morfizam u K,de-
finisan za sve objekte XeobD i vsiZi Vy = VYF(a)
za svaki morfizsm a:X —Y u D, tsda postoji
Jedinstven morfizam v, v:A —~B tako da vuii

v za sve objekte XeobD.

x = V¥
PRIMER 2. Neka Jje K kategorija ENS ili AB, =
I proizvoljni desno usmeren skup. Za svaki fun-
ktor F:0rdl — K se pojam direktne granice fun-
ktora I, poklapa ss pojmom graniée direktnog

sisteme familije {IF(1i)] kao u paragrafu 1.1

iel?
ove glave ili u paragrafu III.l.l.

MoZe se pokazati (vid.(?7]) ds su svake dve di-

rektne granice datog funktora izomorfne.

Direktna grenica datog funktors F obidno se o-

znaCave sa lim F, a ako Jje D = OrdI, ons se oznalava cesto
sa lim F(i).
. nd

O¢igledno, osnovni problem je egzistencije. di-

rektne granice funktora, objekata kategorije Funct(D,K),a po-
trebne i dovoljne uslove za egzistenciju direktne granice fu-
nktors daje sledeéa teorems.

TEOREMA 1. Potreban i dovoljen uslov da ma koji
funktor iz male kategorije D u kategoriju K ima
direktnu granicu je da kategorijs X bude kste-
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gorija sa sumama i da sveki psr morfizsma u
kategoriji K ima kojezgro.

Uslovi teoreme l., obezbedjuju jedan nadin da
se konstruife direktna granica datog funktora.(vid.[?7])

Dakle, osnovni problem je egzistencija direk-
tne granice datog funktors i mi taj problem nadaslje recava-
mo za kategorije topoloskih prostora i otvorenih preslikava-
nja, topoloskih grups i otvorenih homomorfizama, uredjenih
topoloskih prostora 1 bitopoloskih prostora i odgovarajuéil

preslikavanja.



ITI. O DIREKITNIHN
SISTEMIMA TOPOLOSKIH GRUP LA,

|

1. GRANICE DIREKINIH
SISTEMA ABELOVIH  GRUYA,

l. OpsSta rezumsatranju.

U ovoJj glavi proudasvaju se direktni sistemi to-
poloSkih grupa i pramenovi sa vrednostima u kategoriji topolo-
skih grupa. Zato, u ovom paragrafu definiSemo direktne siste -.
me grupa i granice tih direktnih sistema. U drugom paragrafu
uvodimo pojam direktnih sistema toploskih prostors i otvore-
nih preslikavanja i konstruisemo granicu tekvih sistema.

U proulsvenju inverznih slsteme topoloikih pro-
stora 1 neprekidnih preslikavenje (vid.[35)) isteknutu wulogu
imaju neprekidns presliksvanja i upravo prirodes definicije nc-
prekidnosti, uksezuje na potrebu, ds kada se rsdi o topolofkinm
prostorima, govorimo o inverznim sistemima, pogotovu Sto su
granice tekvih sistema podprostori odgovarsjuéih proizvods to-
poloskih prostora.

U sluCsju direktnih sistema, dskle, prirodno je
posmatrati direktne sisteme topolosSkih prostora i otvorenih
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preslikavanja i"mi u drugom parsgrafu tskve sisteme posmatra-
mo.

Problem saglasnosti topoloske i grupne struktu-
re resen Je u tretem parasgrsfu, a primens dobijenih rezulta -
ta u prve tri parasgrafa predmet Jje ispitivanjs u ostalim pa-
ragrafima ove glave.

2. Egzistencija granice
direktnih sistema abelovih grupa.

O direktnim sistemime abelovih grupa moZe se
govoriti kso o posebnom sluéaju definicije II.l.1l.1., dskle
definicije direktnog sistema skupove i preslikavanjs ili op-
$tije definicije II.5.2.1.

DEFINICIJA 1. Direktni sistem sabelovih grupa je
direktni sistem skupova (G“’F@6>(d,ﬂ)eAlt8k° A
je za svakl indeks «e/\, skup G, snabdeven stru-
kturom abelove grupe i za svaki par indeksa(«,s),
(otyp)e/\y je preslikavanje Pupt Gy = G, homomorti.-
zam abelovih grupa.

PRIMER 1. Neka je X topoloSki prostor i /\ fami-
lija svih njegovih otvorenih podskupova, usmere-
na relacijom ¢ koju definigemo nas sledeéi nsadin:

U € V eko i semo sko je UDV.
Ako Je F predprsmen ebelovih grupe baze X 1 pg s
= pyy 28 U €V, tada Je (F(U),ﬁhv) za U £V di-
rektan sistem abelovih grupa. '

I za slucaj direktnog sistema abelovih grupa mo-
ze se definisati pojam ograde. Ograde datog sistems abelovih
grupa, datog u oznskasma definicije 1., Jje ograda V, zajedno
sa preslikevanjimes {64 A » 8de za svaki indeks we/\, €:G, -V,
odgovarajuéeg direktnog sistems skupova, pri demu je ne skupu
V zadata strukturs abelove grupe tako da su sve preslikavanjs
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6« » homomorfizmi abelovih grupa.

Granics direktnog sistema abelovih grupa je gra-
nica odgovarajuéeg sistema skupova, snsbdevena strukturom abe-
love grupe u odnosu na koju su sva preslikavanjas homomorfizmi.

Neposredno vidimo da moZemo definigsti direktine
sisteme, ograde i granice direktnih sistema drugih slgebarskih
struktura, kso Sto su grupe, prsteni, moduli i.t;d., snalogno
koo u nepred izloZenom sludaju skupova i abelovih grupa.

Kao i u slucaju skupova, moZe se ns potpuno aiii--
logan nadin pokazati da su sve granice datog direktnog sisloun
abelovih grups jednake do nas izomorfizam (koji ovde znsdi Croe
zistenciju izomorfizma grupa saplasnog sa projekcijems, odno: -
no kanonickim preslikavanjima).

Preformulscijas teoreme IT.l.l.1l., za sludsj di-
rektnih sistema abelovih grups i homomorfizams moze se¢ dali u
obliku sledeée teorene.

TEOREMA 1. Neka je (Gu s )(d’/b)e/\idirektni Gl
stem abelovih grupa i G, zajedno sa homomorfi i
ma ¥laen ograda koja zadovoljava uslove:

1) zs svski element geG, postoji indeks «e/\ Li-
ko da Jje geImJy .

ii)zs svaki indeks «e/N i g8,6G, vazi G(gy) = 0
ako i samo sko postoji indeks e ss « €5 tako
da je /Oo(/b(gd) = 0,

teda je G granica direktnog sistena.

Ostaje de se poksZe ds za dati direktni sistem a-
belovih grups i homomorfizams postoji granica snabdevens strul—
turom asbelove grupe.

TEOREMA 2. Za dsti direktni sistem (G“’ﬂ%@)(x,m)eAi
abelovih grupe i homomorfizams postoji granics G,
zajedno se familijom {sl.cA pri Semu Jje skup G g-
nabdeven strukturom abelove grupe, a pri tome je

ze sveki indeks oe/\ preslikevanje %:G, — G, houo-
morfizsm abelovih grupa.
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DOLAZ. Neks je W suma familije skupove {Gyl.e/\.
Ne skupu W, kao po dokazu teoreme II.1.l1l.1., definiSimo rela-
ciju ekvivalencije ~ i sa G oznaéimo skup W/ . Skup G, so
preslikavanjima {%l«eN Je zapravo granica odgovarajuleg si-
stema skupova. Na skupu G moze se uvesti gtruktura abelove ;-
rupe, tako da za svaki indeks «e/\ preslikavanja :G, —=G ,
budu homomorfizmi abelovih grupe, na sledeé¢i nalin:

Za elemente weUs, VseU, i wreUg, sl + el =
= Lwy] ako i samo ako postoji indeks xre/\ ta-
ko da je d4=n 1 p£n 1 y£ 2 i da pri tone
veri Aa(ua) + On(¥s) = Bnlwy).

Dokazimo najpre da Je sabiranje elemensta na
skupu G svuda i dobro definisano. Neks su uﬂeU;C:W i vaeUpcl
proizvoljni elementi iz skupa W. Kako je skup indeksa N usume-
ren to za indekse o« 1 p» postoji indeks yeA, tako da je « = ¥y
i p €. Stavimo da Je wy = LOp(we) = Qp(uy) + Lap(vs ), sto
znadi da je [us«l + Va]l = Lwy] . Dakle, ssbirsnje je svuda de-
finisano, s8li i dobro definissno. Zaista, predpostavimo da je
tudd + vl = Lwsl, to poétoji indeks aeA da je €N , pE
€Ny 1 §&n. i de veii fafun) + Onfve) = Onafws). No, kakho
je skup indeksa /\ usmeren, to za indekse N i N postoji indcls
N e/\s tako ds je N€N i NEN,. Tada Je:

Pr(00) + Ban () =

= /OM,_(pom (u.)) + pm,ﬁp/sn(",s)) =

= PanLRalua) + Pan(ve)] =

= Lol Pralvyd) = pp(wy).
5 druge strane,

paml ) + P,nl(v/s) =

= /q\iy\,g pd»7\1(ua’~)) + phmz(pm,("n» =

=kﬁ%mzLQMSu*) + pﬂhﬁvﬁ)] =

= ool Pon,(W5)) = Psafws).
Prema tome, Py,(vy) = P5(ws) pe Jje Wy~ Ws, odnosno [w,1= Lws)
te je sabirenje na skupu G dobro definisano.

Keko se radi o direktnom sistemu abelovih gru-
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pa, sabiranje je asocijastivno i komutativno.

Primetimo da su svi neutrsli u jednoj klasi.Za-
ista, neka su O, i Op neutrali. Za indekse « i, postoji in-
deks yeA teko da je A2 ¥ 1 p=y. Tade je Q(0,) = Oy =
= [, (0s), P8 je Ox~ Op, odnosno [0 = [0p) . Potreban i do-
voljen uslov da element [u,l, pri uyeUx bude neutral u skupu
G je de postoji indeks yeA tako da Je o =¥, UscherOiys No va-
71 Qu(ud) + Pay(ve) = Pap(vp), @ to je onda i samo onda sko
Jje Rw(ud) = Oy, odnosno ako je u,ekerp,y. Ako je klasa ele-
menta weU,C W, neutral u skupu G, moZemo steviti [u,l= 0. .

Za svski element uw,eUsc W je [uul ==[usl . Za-
iste, (ua) + [vp] = [0,], 8ko i samo gko postoji indeks neA
teko da je asN, A&n 1 yen 1 Ouuy) + Pun(vp) = /(3,7\(0&)=
= 0,3 dskle, ako 1 samo ako g,(ux) = - O,(Vvs) = Lan(=vp) i-
1i uy ~(~vp) ili (~uy) ~ va, odnosno [~u )= Lvs] . Dakle, do-
bijamo da je -[uyl = L[-u/.

Konaéno, ako su elementi u, ,v, i Wy U U,cW ta-
kvi da je uy + v, = Wy, bide 1 Pu(ug) + LQu(Vu) = Pux(wa),
odnosno, [uy.] + [vi] = Iwd , t.j., [usd + [Vl = Cuy+v,] ,pe
su znaCi za svaki indeks oe/\, preslikevanja 9 :G,—» G homo-
morfizmi abelovih grupa. L.&. D

Gornja teorema moZe se izkazati ze ma koje, s
ne samo z8 sbelove grupe. Dokaz gornje teoreme moZe da pos-
luzi kao dokez teoreme egzistencije granice direktnog siste-
ma grupa (ne obavezno abelovih) i homomorfizema. Tekodje,ko-
nstrukcija grsnice u dokazu predhodne teoreme omoguéuje nam
da dokaZemo teoreme egzistencije granice direktnih sistema
topoloskih 1 uredjenih grups u psragrafims koji slede.



2. GRANICE DIREKRTMIH
SISTEMA TOPOLOSKIH PROSTORA.

1 OpsSta razmatranja.

Pojem slepljivenja topolofkih prostora (vid.[9])
kao i intenzivno proudavanje raznih klasa otvorenih preslikavuo-
nja (vid.[22]), ukezuju na potrebu i oprsvdsnost posmatranja ai-
rektnih sistema topoloskih prostora i otvorenih preslikavanjs.

Rezmatranja u odeljku IIT.l.l., kao i uloga st-
riktnih morfizems u teoriji topoloskih grupa u paregrafu I.l.,
pogotovu ukazuje na neophodnost proulsvanjs direktnih sistens
topoloskih prostora i otvorenih preslikavanja.

Zsto, u ovom peragrafu proucavamo direktne sig-
teme topoloskih prostora i otvorenih preslikavanje i konstrui-
éemd granicu takvih direktnih sistema.

Razmatrsnja vrSena u ovom paragrafu, kaso i u pa-
ragrafima ove glave koji slede, koliko je meni poznato, nisu.
bila predmet proulavanja drugih sutora.
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2. Egzistencija granice
direktnih sistema topoloskih prostoro.

U odeljku IX.l.l., definisali smo kategorije u
oznaci TOP i TOPO, topoloskih prostora i neprekidnih,odnosno
otvorenih preslikavsnja. Ako Jje X topoloski prostor,oznadimo
sa (f kategoriju otvorenih skupova na X, kao u odeljku I.2.2.
Ima u tom sludsju swisla govoriti o predpramenovima topoloi-
kih progtora.

DEFINICIJA 1. Neke je X topoloski prostor i

kategorijs otvorenih podskupova u X. Predprame-
nom topoloskih prostors baze X, nazovimo svalki

kontravarijantan funktor F:0' —K, gde je K je-
dna od kstegorija TOP ili 7T0PO.

Za definiciju slojs predpramens F u nekoj tac-
ki xeX i topoloike strukture na sloju svake tacke, potrebno
je uvesti pojam direktnog sistema, ograsde i granice direktHOg
sistema topoloskih prostora. Mi se nadalje ogranicavsmo, sa-
mo na kategoriju TOro, dskle kategoriju topoloskih prostors i
otvorenih preslikavanjs.

DEPINICIJA 2. N?ka Je ?Xd,pgﬂ)(d,ﬁ)eAidlrektan
sistem skupovs i preslikavanjea.Ukoliko je na s-
kupovima X, uvedena topolosks strukturs 9« tao-
ko da je za sveki par («,n)e/\, preslikavanje Qs
otvoreno preslikavenje topoloskih prostoras, re-
¢iéemo ds je zadan direktni sistem topoloskih
prostora i otvorenih preslikavanjse.

PRIMER 1. Neka je X topoloski prostor i /\ fa-
milijs svih njegovih otvorenih podskupova, Usi—
merena relacijom £ koju definiSemo sa:

U £ V ko 1 samo sko je UDV.

Predpostavimo da je F predpramen topoloskih pr-
ostora, baze X. Ako stavimo pg = Pyys 28 otvo-
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rene podskupove U i V od X, tako da Jje VcU,
tade je (F(U),ﬁbv)(u’v)eAidirektan sistem to-
poloskih prostora i otvorenih preslikavanja.
Skupovi P(U) mogu se topologizirati kso u rs-
dovima [6] ili [48].

Kao u sludaju skupova moZe se i ovde govoriti
o pojmu ograde i grsnice datog direktnog sistems topoloskih
prostora i otvorenih preslikavenja. lora se u tom sludaju
dokazeti teoreums egzistencije 1 mi je ovde dokszujemo.

DEOKEMA 1. 7o & ks
llUKLUf % |8 dlrekt?l SlSLGm'<Xd’ﬁ%b?(d”6)@Ai
topolosikih prostora i otvorenih preslikavanja

postoji granics X, {6«JicA » Bde je X topolos-
ki prostor, a 6&,:X,—~ X otvoreno preslikavonje

topoloskih prostora.

DUKAZ. Neks je W suma familije skupove {Xulien
i J i Xy=~=UacC W identifikacija skupa X, sa podskupom Uy V.
3vaki podskup Uyc W moZemo posredstvom indentifikacije .,
Jy 1 Xu— Uy smatrati topolodkim prostorom, ¢iju Eemo topolo-
giju oznadsvati sa 3Jx .

Neks Je ueU.C W proizvoljni elemenat skupa /.
Skup McW je 9~okolina elementa ueU,c W, ako postoji IL-~ol-
voren skup M,c Uy, tako da je ueMjyc M.

Kvazi-okolins UcC W, elementa veluicC W je takav
skup U, za koJi postojl indeks ge/ i J—otvoren gkup Mg, ta-
ko de ze sveki indeks pe/\, B8 ¥y é, veil:

Pp(w)e B (MU, 28 as 5 =y

78 svaki elemenat uel;c W oznséimo sa Bk(u) S
kup svih kvazi-okolina tacke u. Skup Bk(u) za svaki element
uelac W ims sledeésa svojstva.

KOl) Ako je UeBk(u) i UcvV, teds Je VeBk(u).

Zaista, neks je U kvazi-okolina elementa uel,
i UcV. Postoji tads indeks ye/\ i Ty-otvoren skup My, tako
de zs svaki indeks pe/\ sa y €, vaii pd/,(u)epm(mx)cUcv,



55

28 o £ ¥ £/, pé skup V ispunjave sve uslove ds bude kvazi-
okolina elements uelUuc W, te je VeBk(u).

K02) Ako su podskupovi UysUsseeey U, skupa W

teko da za sveki indeks i = 1,2,...,n pripe-

daju familiji Bk(u), tads 1 skup fXUi pripa-

da familiji Bk(u), gde je uelU,c V.

Zaista, dovoljno je dokszati gornje tvrdjenje
ssmo ze dva elementa, recimo Ul i U2 iz familije Bk(u). Ka-
ko UleBk(u)‘to postoji indeks ye/ i T,-otvoren skup My, 5 ba-
ko da za sveki indeks pmeA se y<m vaZi:

Rr(u)e P&M(P’ixi)CUl, prioE ¥ €M

§licno, kako je U,eB, (u) postoji indeks y e/
1 Jp-otvoren skup My, teko da za svaki indeks pzeN, sa ¥ =4
vazi:

&M(u)ep&ﬂ<M&)CU2’ 28 € Y, £ /M.

Neka je sada ye/\ tekav da je y«y i y, <
e takav indeks postoji zbog usmerenosti skupa /\. Za svaki
indeks re/\, sa y £,/ bice:

a tskodje i

ﬁgy(u)eﬁ%y(Mx)c;Ue, 28 o € y €M, pri demu
pe je prems tome i:

VaZi dskle UIﬂU?eBk(u).

KO%) Ze svaki element VeBk(u), postoji eleme-
nat V%sBk(u), teko da je za svaki element v,
VeV, VeBk(v).

Zeista, kako je VeBk(u) to postoji indeks peA
1 9y-otvoren skup M., teko de zs svski indeks re/\, sa y €y
vaZi:
Rp(wefy (M) V, pri o=y €/,
Uodimo skup V’=§gF%M(MK), za svaki indeks xe/\ za koji je

y €¥e Premsa definiciji skup V%aBk(u) iveyv.,
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Neka je veV: To znali ds postoji indeks veA,
so y=v tako ds je ve f,,(My). Kako je skup My, G-otvoren
bice 1 va(Mg), 7,-otvoren skup, Jjer Jje (5, po predpostavel
otvoreno presliksvanje. Tskodje za sveki indeks neN, S8 VEY
voazi: '

Pon (V)L (Pry (M) = P, (Mp)c ViV, sa y&Ve)
a to znadi ds Je VeBk(v).

KO#) Ako je UeBk(u) iu~v, teds jJe UeBk(v) y

pri uelycW 1 velUpcW.

Zaists, kako Je UeBk(u) to postoji indeks xeA
i sypotvoren skup My, tako de za svekl indeks re A, pri Ce-
mu je ¥, % ¥ vezi: )

Bu(u)e by ,(My)c U, pri o= & M.
Kako je v~u, to postoji indeks neA, 88 « =N i peEn, do
vazi  Lalu) = Lun(v).

va indekse ¥, 1 n, zbog usmerenosti skups /\
postoji indeks meA, teko da je ¥, €m 1 A =£7m. Bife tada:

Rum (W) = Pnn (Pan (0)) = F%n(ﬁ%m(v)> =

= p/57)<V)€p3r4fp<I"[xi)a
o za sveki indeks vyeA, sa £V bile:

10/5\.)(\!) = ,O,DV (lefg(myﬁ_)) = /O&@(M)q)CU’
$to znadi da je UeBk(v).

lla osnovu osobina KOl) do KO4) zaskljulujemo
ds je na skupu W/~ odredjens topologijs ¢iji sistem okoli-
ne predstevljeju kenoniéne slike kvezi-okolins. tumim tim
noponradno wekljudujemo dns Je skup X topolofkl prostor, s
zo svaki indeks oc/, preslikavenje 6;: X, ~= X otvoreno ksao
kXompozicijs otvorenih preslikavanja u dijsgramu: |

X, Vs SW Ie WA = X

Zalsta, za otvoren N,cX,, My = j,(Ny.) je ka-
noniéni otvoren u prostoru U,. Uolimo kvazi-otvoren skup U,
UcW, definigsn ss U = Y ﬁ@ﬂ(Md), za o<p . Za skup p(U) i
[vlep(U), sa velp , postoji kvezi okoline R = gf%a(Rx>’ Z8
y£85, h=y i A ¥, da Wlep(R)cp(U), te je P(U) otvoren u X,
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Primetimo na krsju ds se univerzslnost granice napred defi-
nisane dokszuje neposredno. Q- 6o &

Nepred nsvedenu teoremu egzistencije moZemo
dokazati jednosfavnije, sko uodimo topolosku sumu femilije
prostora {X.dee A , W oznaci W, pa ns faktor skupu W/. iza-
beremo najslsbiju topologiju pri kojoj su sva presliksvsnjs
G« Otvorensa. MoZe se pokszati ds je ta topologijs ekvivalen-
tna Sabtopolbgijom konstruissnom u dokazu predhodne teoreue.
Yo, mi smo Zeleli efektivnu konstrukeiju granice direktnog
sisteme topoloSkih prostors i otvorenih preslikavenjs sa o-
perativnom definicijom topologije na grsnici jer naprimer u
plavi V., nems uprsvo takve konstrukecije grenice omoguétava
da dokaZ?emo neke teoreme egzistencije granice direktnih sis-
tema nekih klsss uredjenih topoloskih prostora.



3. GRANICE DIREKTNIN
SISTEMA TOPOLOSKIH  GRUVA.

1. Osnovni pojmovi.

_ U glavi I., govori se o uzsjsmnoj povezanosti
algebarskih, topolosSkih i uredjajnih strukturs i tu se ukra-
ko izlaZu teorije topoloskih grupa, uredjenih grups, uredje-
nih topoloskih prostora i bitopoloskih prostora. U glavaua
IT., i III., govori se o predprasmenovima i pramenovima sku-
pova, abelovih grupa i topoloskih prostors.

Postavlja se pitesnje, dali moZemo govoriti o
pramenovima topoloskih grups, uredjenih grupa, uredjenih to-
poloskih prostors i1li bitopoloskih prostora.

Odgovor na ovo pitanje, svakesko, treba treziti
u egzistenciji granics direktnih sistems topoloskih grups, u-
redjenih grupa, uredjenih topoloskih prostors ili bitopols -
kih prostora.

‘Drugo pitanje koje se frirodno postavlja Je
okarskterisati te pramenove ukoliko granice odgovarajuéih di-
rektnih sistema postoje.

Razmotrimo, zsto sludaj topoloskih grups.
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2. Konstrukcija granice
direktnih sistema topoloskih grupa.

Pre svega, na prirodan nsdin, definisSe se po-
jam direktnog sistems topoloSkih grups i otvorenih homomor -
fizama. .

Direkten sistem CG“’f&ﬂ)(d,ﬂ)eAL skupova i pr-
eslikavanja je direktni sistem topoloskih grupa i otvorenih
homomorfizams, ako je ze svaki indeks oe/\, skup G, topolo:i-
ke grupe, 8 presliksvanje p., , ked god je o =, ,0tvoreni ho-
womorfizsm topoloskih grups.

Na priroden nalin se i u slucéaju topolodkih pgr-
upa uvodi pojsm ograde kao 1 pojam granice datog direktnog
sistems. lMoZe se doksza_ti da su svake dve granice datop di-
rektnog sistema topoloSkih grupse i otvorenih homomorfizsua
jednake do na izomortizam, odnosno, da za svake dve granice
prostoji homeomorfizam koji Jje istovremeno i izomorfizam gru-
pa.

Problem je da se za dati direktni sistem kon-
struide granics i da se na taj nalin dokaZe njens egzistenci-
Ja.

TEOREMA 1. Za svaki direktsn sistem topoloskih

grupa i otvorenih homomorfizsma koji moZemo 0z

naditi sa (X, pW5>(d,ﬁ)eA¢’ postoji granica X,

iBulaen 4, Bde je X topoloska grupa, 8 za svaki

indeks deN , B X, == X otvoreni homomorfizam to-
poloskih grupa.

DOKAZ. Neks Je W skupovns suma fémilije skupova
X SaeA 5 1 Jy:Xy—Usc W, definisano sa j,(x) = (x,x) bijek-
cija kojom nas skupu U, uvodimo strukturu topoloske grupe, pri
cemu mozemo smatrati da su preslikavanja Pup O0tvoreni homomor-
fizmi topoloSke grupe U, u topolosku grupu Us. Oznadimo sa X,
{6udacA grsnicu odgoverajuleg direktnog sistems skupova i
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presliksvanje. Ksko na skupovima X4 postoje saglasne grupnsa
i topoloSka struktura, u odnosu na koje su preslikavanja 6, ,
64 :X4— X otvoreni homomorfizmi, moZe se ns skupu X uvesti
topoloika struktura i strukturs grupe, tako da preslikavanja
Gt X=X budu otvoreni homomorfizmi zs svski indeks L&/ 118
osnovu predhodnih razmatrsnja. DokaZimo da je skup X sa topo--
loskom i grupnom strukturom, topolofka grupa.
' Zaists, neks je [O.leX = W/, neutrslni element
u grupi X. Oznadimo ss B skup svih okolina neutralnog eleme-
nta [O.deX. Skup B okolins neutralnog elementa zadovoljava u-
slove:
TGl) Ze svaki element UeB, postoji element VeB,
tako da je V + Vc U,

Zaista, za element UeB, postoji kvezi-okolins U™
U'cW, tako da je p(U*) = U. Kako je [OJeU, skup U je kvazi-
okolina elementa O,eU.cW, pe postoji indeks yeA i T—-otvoren
skup My, tako ds za sveoki indeks wpen, s y = vaii,
Pyp(0a) = Op € Py (My) U
kako~ je Uy topolosSka grupa, a MycUy otvoren skup kol sadrzi
neutral Oy to postoji u Uy, otvoren skup Vy tako da Je OyeVy
1 Vy + Vy<Hy, Neks je o indeks tako da je ¥ €/ . Bite tada,
Or € B (Vy+ Vy) = F}/<Vy> + Px/(Vf)C B (My)e Ul
Zs sveki indeks re/\ gde je ¥, su skupovi o-
znaéeni sa ,%’(Vx) + p@r(vy) i HV(V}) otvoreni u prostorima
Ur o Skup . [gv(v,) + Qw.(vxll za8 ¥=,x Je kvazi-~okolina ele-
ments O eUycC W. Tada je,
p(ULRH(Vy) + Py (W )) = )
/ = 2 PR (Vy)) + (R (V) UL
Ako stavimo, .
V = p(pv(vy)), za neki indeks ye/\ i yE N
dobijamo uslov TGl).
TG2) Za sveki element UeB je -UeB.

Zaista, neka je UeB. Uolimo skup U%:w, tako da
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je p(U") = U. Zatim uodimo, za svaki indeks ne/\ podskupove
UnU,c W. Kako Je [0JeU i kako je U™ kvazi-okolina elements
O,eU«c W, to postoji indeks #eA i g-otvoren skup M,, tako da
zansvoki indeks re/\, 8o ¥ &) verl Qeep (M,)cC UL
Kalko je za svaki indeks ye /A s8 y £/ skup o-
znacen sa ;%W(Mch:U:qybiée skup U?g” okolins elementa Oy u
Uyr. Kako je po predpostavci za svaki indeks xe¢ /A skup Uy to-
poloska grupavbiée skup 4U3Ud okolina elementa Oy u Ur o Pre-
slikavanje 6,:X, —=X Jje otvoreni homomorfizam za svaki in-
deks oeA , @ takvo je 1 presllkavanae @plvl q,-a-x. Skup ou-
naden sa G, (UnU,,)eB pe 1 gej [ (UAU )] = =L 6035 - (URU. Y] ¢ s,
Stavimo, -U = p(u [ (URUY)]) 28 v <x . Toda vesi:
(@ -WAUAL = o pl-(U ”U/)J
=y s,,afl[-wnuf )] = Q=637 (U0 ) e B
TG3) Za svaki element [u,] i VeB wvaZi da je
lud+ V -fule B,

Kako je VeB, V je okoline elements [0, , odno-
sno V = p(V"), gde je V™ kvezi-okolins elements OpeUspc W.To
znaci da postoji indeks pe A\ 1 %~otvoren skup My, tako da us
svaki indeks e/, sa ¥=/V vazi:

O/ve,ob,/,(MA»)ch S8 pE § EN,

Takodje, kako je u,eU,c W, to zs indekse o i &
postoji indeks m» tsko da je L€ v 1 A<7D. Uolimo element
Pun(uy) 1 skup /%W(M,)CLVT Skup VAU, je okolina neutrals O,
8 ;&v(u¢)eU@, pe kako je Un topoloSka grups, biée okolins
neutrala 0, skup f&v(u ) +LV?UQ Rn(uyg), Uolimo skup

O Py (W) + [VAUY) = ey (uadl, gde Je n=v, tads je:

ply ( Puv(us) + VAUl = A (ue))] =

= U p[pow<uot> + [Vf\U/f] - pa«v(ua)]ﬁB,
jer za svski indeku veA sa £V Je pfus) + VAU =p,(uy)
okolina neutrala Oy, pa je Lus]l + V =[u,] okolina neutrala
te pripada kolekeciji B.

Na osnovu osobina TGl), TG2) i TG3) zakljudu-
Jemo da su nas greanici direktnog sistems topolodkih pgrupa i
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otvorenih homomorfizame topolosks i algebarska struktura sa-
glosne te Jje granica direktnog sistema topolosks grupa. @.&.?

U dokazu predhodne teoreme, koristili smo adi-
tivni zepis zakona kompozicije na svim topoloSkim  grupama,
radi preglednosti, isko se govori o grupams koje u opstem s-
lucaju nisu abelove.

Ako se radi o direktnim sistemima abelovih to--
poloskih grupa, uslov 'G3) je automatski ispunjen, pa pred -
hodna teorema vaZi i za abelove topolodke grupe.

Primetimo, na kraju, da se predhodna teorems
woze i na drugi nacéin dokszati, eko na skupu X,vkoji Jje gra-
nica odgovarajuleg direktnog sistema skupove i preslikava -
nja uvedemo najslsbiju topologiju pri kojoj su sva presli -
kavenja 6.otvorena. T'a topologijs se poklapa ss topologijou
koju smo u gornjem dokazu konstruisali. Ssglasnost grupne
strukture sa tsko uvedenom topologijom moZe se takodje la-
ko pokazati. Frednost gore navedenog doksza je dini se u
tome Sto se koristi pojsm kvazi-okolina &ije proudsvsnje mo-
e biti od posebnog interesa.



4, PRAMEWOVI
ABELOVIH  GRUI'A.

l. Predpramenovi
abelovih grupo.

Neka je X topoloSki prostor i F predpromen ba-
ze ¥ sa vrednostima u kategoriji K. Ako za kestegoriju K uz-
memo kastegoriju AB, abelovih grupes i homomorfizama, tada je
F predprsmen ebelovih grupa baze X. Dskle, zs svaki otvoren
skup UcC X, skup F(U) ims strukturu asbelove grupe, a svaki
morfizem restrikecije png(U) — V), gde Jje Vo U, Jje homo-
morfizem abelovih grups.

Sve Sto vaZi zs predpremenove skupovs baze X,
o8igledno vazi i zs klasu predpramenova sbelovih grups baze
¥X. Anslogno se mogu uvesti predpramenovi prstens, modula i
drugih algebarskih struktura samo bi umesto kategorije AB,
trebalo ds se posmatra odgovarajuca kategorija.

Analizom primers I.l.1l., I.l.2., i I.1.%., mo-
Jemo zakljuditi ds predpremenove skupova, o kojims je tamo
reé moZemo smstratl predpramenovima abelovih grupa.
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Zaista, u primeru I.l.l., predpostavimo ds da-
ti skup A ima strukturu sbelove grupe. Kako je za svaki ot-
voren skup UCX, AX(U) = A, a8 morfizmi pg = ind,, za svaki
par otvorenih skupova U 1 V sa Vc U, neposredno vidimo da
je konstsntni predprsmen AX ustvari predpramen abelovih gru-
PER

U primeru I.l.2., moZemo predpostaviti da Je
skup Y snsbdeven strukturom abelove grupe. U tom sludéaju, s-
kup CY(U) mo%emo smatrsti abelovom grupom, gde smo sabirsnje
funkeijs definissli tacks po tadks, a svski morfizam restri-
keije homomorfizmom odgovarajuéih abelovih grupa. Naprimer,
stovimo Y = Z, gde je Z aditivna grupa celih sa trivijsluom
topologijom; tade je CY = CZ predpramen abelovih grupa, pa
éalk i predpramen\prstena. Ako stavimo Y = R, gde je R real-
ne pravs, tads jJe CR predpramen, recimo, sbelovih grupa.

U primeru I.l.%., predpramenovi Pl i P2 su o-
¢ipledno predpramenovi abelobih grupe Jjer je skup Z aditiv-
na grups celih brojeva a jednollsni skup (0} moZemo smatra-
ti trivijelnom grupom. Svi morfizmi restrikcija koji se to-
mo Jjevljaju su oligledno homomorfizmi abelovih grupsa. '

2. Prsmenovi
abelovih grupa

Pojsm presmena sbelovih grupe beze X uvodimo s-
ledeéom definicijom, koja Jje snalogns definiciji I.2.4.1.,s
kojs se odnosi na pramenove skupova.

DEFINICIJA 1. Neka Jje X topoloski prostor i T

predprsamen abelovih grupa baze X. Predpramen

I je prsmen abelovih grupe baze X, ako zadovo-

ljeve sledeCe uslove:

AGl) Neke Je otvoren podskup UcC X, unijes fami-

lije otvorenih skupove {UnincaA tedey, U =pUn.

Ako je selenje s<F(U) tekvo des je za svaki in-

deks neA , pg£s) = 0, tads Jje s = O.
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AG2) Neks je otvoren podskup Uc X, unije femi-
lije otvorenih skupova WUalneA toje, U = R Une
Ako je f{splneA , familije setenja speP(Un),ta-
kve ds za svaka dva indeksa ny e vadis

U LU,
pu'\,-\%ﬂ( Sy ) = /OU{\U/,( S/" ) ]
tada postoji sedenje seP(U) teko da je za sva-
. . U
ki indeks neA, PU£S> = 8, .

Neposredno iz definicije 1., zakljudujemo da
vaZze, u sludsju predpramenova i pramenova abelovih grups teo-
retie T.2.5.2., T.2.5.3., L.2.5.4., T.2.5.5., i leme T.2.5.1.,
i I.2.5.2,

Neks je X topoloSki prostor i T predpramen abe-
lovih grupa. Keo granicu direktnog sistema abelovih prups -
vaki sloj F(x) u tadki xeX moZemo snsbdeti strukilurom abelove
grupe, pa na osnovu togs odgoversjuéi pramen prostor (11',p) i-
ma sledeée svojstvo:

a) Za svaki element xeX, vlakno p”l(x) Je abelo-

Va grupa.

Irecizniju strukturu abelove grupe ns sloju pro-
izvoljnog elements xXeX, daje sledeéa teorema.

TEOREMA 1. U prsmen prostoru (E,p), koji zadovo-
ljava uslov a), sledeéi uslovi su ekvivalentni:
b) Za svaki otvoren podskup Uc X, skup GE(U) i-
ma strukturu sbelove grupe definissnu sabiranjem
sedenja tedke po tedke. '

b’) Oznadimo ss ExE skup {(e,e')eExE; p(e)=p(e’)}
Presliksvanje PiLxE — E, definiseno ss Yle,e” )=
= 6 - e’je neprekidno, '

Ze dokez ove teoreme moZe se videti [55].

Prawen prostor abelovih grupa baze X je pramen
prostor (E,p) koji zadovoljava uslove a), b) i b’), koje smo
napred naveli.

Morfizam pramen prostors (E,p) —=(Ep’) priro-
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dno se definiSe i pri tome Jje zs svaki element xeX, indukovas-
no preslikevsnje p'l(x) ~»—p"l(x), homomorfizam abelovih gr-
upa. MoZemo u vezi s tim navesti sledeCu teoremu.

TEOREMA 2. Ako su F 1 G prsmenovi abelovih gru-

pe baze X i f:F — G morfizem odgovarajuéih pr-

amenova skupova, tada je f morfizam pramenova -
belovih grupa, ako i samo sko je za svaki ele -

ment xeX indukovsno presliksvsnje fiF(x) - G(x)

homomorfizem abelovih grupa.

7a dokaz ove teoreme videti [5)L



5, PRAMENOVI
TOPOLOSKIH  PROSTORA.

1., Osnovni pojmovi.

U odeljku I.1l.5., definiSe se pojam pramen pro-
stora (E,p) beze X. U teoremama I.l.5.2., I.1e5.30, 3 Tol.5.4.,
opisuje se taj prostor i izmedju ostslog navodi ds Jje podpro-
stor p—l(X)CZE, dakle, vlakno u proizvoljnoj tsdki xeX, dis-
kretan podprostor prostora T. S druge strsne, ksads se radi o
premenovima abelovih grups :!i uredjenih skupova, imamo stru-
kturu grupe ili uredjsjnu strukturu na svekom vlsknu p 1(x)

u svokod UnBkil xeX, Bto se moZe videtl 1z teoreme III.4.3%.1.,

i iz izlsgenja u narednoj glavi.

Dakle u diskretnom podprostoru p—l(x)c;E moZe
se nsknadnim uslovime uvesti algebarsks i uredjsjna struktu-
ra. Neposredno se namele pitanje uvodjenjs topolosSke struk-
ture nekim dodatnim uslovima. Jedan odgovor na ovo pitanje
daje opite teorijs snopove (vid.[#9)) gde susreéemo ovakvu
definiciju snopa vlaksna.
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DEFINICIJA 1. Snop vleksna 55 odredjen je ako

je zadato: '

8) Topoloski prostor B, koJji nazivsmo snop pr-
ostorom,

b) topoloski prostor X, koji nazivamo baznin

prostdrom,

¢) neprekidno preslikavsnje p:B — X, koje na-
zivamo projekcijom,

d) topologki prostor Y, koji nazivemo vlaknou,
tako da pri gornjim uslovims zs svaki element

xeX, podprostor Y = pfl(x) je homeomorfan ¥

i postoji okolinas V talke x i homeomorfizsm ¢,
b:VxY —*—p'l(V), tako da Jje pd(xjy) = x| 20

x€Y i yeY.

liosim selenjem snopa nszivemo neprekidno pre-
slikevanje £:X —= B tako da Jje p(f(x)) = x,z8

sveki element xeX.

Gornja definicijs Jje dosts uopsStena i obiéno
se zshtevaju, naknadni uslovi, pe se sa tako uZom definici -
jom radi.

U sludeju premen prostora Jje svaki skup Yx=p"l(x)
diskretsn podprostor pramen prostors i postoji "homeomorfi -
zam (b:VxYx —»~p'l(V), tako da je O(x,y) = y. Ako predposta -
vimo da Je topoloski prostor X, luk povezsn, tada svaku kri-
vu C u X ss poletkom Xq i kXrejem Xps moZemo nedkriti nepre-
kidnim kretsnjem podprostors Yx od Y do Y. « Birsjuél Loz~

X X,
1 2
nu tacéku x eX, mozemo svaki skup Y. staviti w1 - 1 korespo-
denciju ss Y = Y, Dskle mozemo skup Y, = p-l(x) za Vvlek-
) o

no u pramen prostoru koJji tsko postaje snop prostorom.

Kso £to se vidi iz predhodnih razmstrsnje,kla-
se pramen prostora i snop prostora su neuporedive, no ima
pramen prostors koji su istovremeno i snop prostori.

U narednim odeljcima konstruisademo nediskret-
nu topolosku strukturu ns slojevima p’l(x) u pramen prosto-
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ru (E&,p) baze X i dobiti op8tiju konstrukeiju snopa vlaka-
ne, odnosno nsdkrivejuéi prostor presmens topoloskih prosto-
ra.

2. Slojevi u predpramenu
topoloskih prostora.

Neks je X topolodki prostor i I predprumen to-
poloskih prostora i otvorenih preslikavenja, baze X.Uocimo e-
lenent xeX. Skupovi ©(U), kad U prolazi familijom otvorenih
podskupova od X, koji sadrie tadku xeX, zajedno se preslika -
vonjima p%:F(U) — V), kad god je xeVc U, zs otvorene sku-
pove U i V &ine direktan sistem topolosSkih prostors i otvore-
nih preslikavanja.

DEFINICIJA 1. Sloj F(x), predpramens I topolos-

kih prostora i otvorenih presllkavanda Je pra-

nica direktnog sistemsa (F(U), pV)(U V) gde Je

UoVsx, t.j., skup lim F(U), zajedno sa presli-

kevanjima &; 7 (U) —»-11m ™(U), pri &emu na sku-

pu lim b(U) imamo topolosku strukturu za koju

su :33 preslikavanja 5U otvorena preslikavanjs

topoloskih prostora.

Neposredno iz definiecije 1., vidimo da svski o-
tvoren skup M, c F(x) moZemo nekim kvazi-otvorenim skupom Mew,

pde je W skupovna suma fsmilije {F(U)} o Precistavitie

Predpostavimo de su F i G predpramenovi topolos-
kih prostors baze X. Morfizam f:F -G, kao u sluc¢aju skupovs
definife se kso kolekecija presliksvenjs f£(U):F(U) — G(U),pde
U prolezi kolekcijom svih otvorenih podskupova od X, uz uslov
da je svako preslikavanje f(U) otvoreno preslikavanje topolos-
kih prostora. Kso u sludaju skupova definisSemo kompoziciju mo-
rfizma predprsmenova, a takodje se moZe pokazati da svaki wmor-
fizam predpramenova f:F —= G indukuje otvoreno preslikavanje
fX:F(x) — G(x), odgovarsjuéih vlakena sa odgovsrsjucom topo-
losikom strukturom i to zs svaki element xeX.
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3, Pramenovi topolosSkih

prostora i pramen prostori.
X v

Predpramen F topoloskih prostore, nazivamo pra-
menom topoloSkih prostore, sko on zadovoljava uslove Gl) i G2)
odeljka 1.6.3 daskle, premen topoloskih prostoras je jednostav-
no prsmen skupova koji su snabdeveni topoloskom strukturom u
pri tome su svi morfizmi ogrsnicenja otvorena presliksvanjo.

Kao u sludsju skupova, mozemo uvesti pojam pre-
gselnog prostora baze X, a takodje i pojam premen prostora.

Kao u odeljku 2.5., moZemo definisati proston
11 i preumen GLE seéehja. Tade, sveko vlskno premen prostors
(Lr,p) img svojstvo:

a) Za svaki element xeX, vlakno p“l(x) je topo-

lo8ki prostor.(lezavisno od &injenice ds Jje via-

kno diskretsn podprostor prostora LF.)

MoZe se zakljuliti da ako zs svaki otvoren pod-
skup UcX, pri xeU, na skupu GLF(U) imemo topolosku struktu-
ru, za koju su svi morfizni ogrenicenja otvorena preslikevas -
nje, tada je i vlskno p—l(x) topoloski prostor zs svaki ele-
ment xeX.

Na osnovu gornjih rszmatrasnja moZe se formuli-
sati sledela teorema.

TEOREMA 1. Svaki pramen topoloskih prostora je-
dnsk je do na igomorfizsm pramenu geéenja ne-
kog pramen prostora sa svojstvom a), pri Cemu
skupovi GE(U) imaju odgoverajuéu topolosku st-
rukturu. Pri tome smo sa (E,p) oznadili  pro-
men prostor, koji je i sem jedinstven do na i-
zomorfizam pramen prostors.

Na osnovu predhodnih razmatrasnjs moZemo uoéiti
sledeée vrlo interessntne primere.

PRIMER 1. Neka je X = {1,2}, diskreten topolo-
ki prostor i R skup realnih brojeve ss uobica-
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jenom topologijom. Sa RX

definissn sa: :
Za otvoren UcCX, neks RX(U} bude skup svih fu-
nkcija koje skup U preslikavaju u skup R, Bto

ozna¢imo predpramen,

zbog konstrukcije prostora X znacé¢i i skup S=
vih neprekidnih funkcijs U -~ R.
Za otvorene skupove U 1 V sa VcU, definisSimo
~morfizam ogranlcenga pv sa ﬂv(f) = f\v, kad
god Je fer¥ (U). Kako skup R (X), nozemo 1nden~
tifikovati sa RxR, a skupove R ({l )i R ({2}),
redom s8 Rx{0}i {0}xR, zskljudujemo da su po-
sredstvom tih identifikacijs skupovi RX(U),za
gvaki otvoren podskup U od X, topolodki pPro-
stori., Morfizmi ogranidenja su otvorens pres -
likavenjs, jer ih moZemo identifikovati sa
projekcijama. Sloj nad svskom taclkom xeX moZe
se identifikovati sa R. No, predpramen RX Je
pramen jer ako stasvimo U = {1,2} = {1} v {2},
tade iz ,L%%(f) - /O{%(g) i p{%(f) =»,o{g,)(g) sledi da
je £ = g, 8to se neposredno zskljuduje iz jed-
nakosti parova.

Gornji primer moZe se 1 mnogo opS$tije posmatra-
ti, eko umesto dvoélenog skupa X, u gornjem primeru, posmstra-
~mo proizvoljen topoloski prostor I, ss diskretnom topologijom.

PRIMER 2. Neka je {X. }lEI familija topoloskih
prostors i X = LJX suma familije prostora

{X. diere U odnosu na diskretnu topologiju je
skup svih funkcija f£:I —= X, sa8 f(l)eXl, ust-
vari skup svih neprekidnih funkcije. Se p oz-
naéimo preslikavanje skupa X u skup I teko da
je p'l(i) = X;, za svako ieT. Preslikavanje p
je neprekidno i otvoreno. Par (X,p) je prese-
¢ni prostor baze I, pa se moZe uoliti pramen
seCenja presecénog prostora (X,p) po I. Nepos-
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redno vidimo da se tu redi o pramenu topolos-

kih prostora i otvorenih presliksvanja, kao

u primeru 1l.

Gornji primeri pokazuju ds postoji veza izme-
dju pramen prostora, pramenove topolosSkih prostors i proiz-
voda topoloskih prostora, 8 ta veza moZe biti predmet pose-

bnih proucsvanja.



Iv. DIREKTNI S8ISTLEMI
UREDIENIH TOPOLOSKIH PROSTODRA,

1. UREDJAJNA STRUKTURA WA
GRANICAMA DIREKTNIH BSISTEA,

l. Osnovni pojmovi,.

Uredjenim skupom, nazovimo skup X zsjedno ss re-
lacijom £ mna tom skupu, ukoliko je ta relacijs kvazi-uredje-
nje, delimidno uredjenje ili linesrno uredjenje. Ukoliko Zeli-
mo da istaknemo vrstu uredjenje govoriéemo o kvsaszi-uredjenou,
delimidno uredjenom ili linearno uredjenom skupu X, keo &to
smo videli u glavi I.

Predpostavimo da su X i1 Y uredjeni skupovi i
f:X —~Y presliksvenje skupa X u skup Y. Presliksvanje f Je
izotono (antitono) sko vazi uslov:

1N

Ako je x £ y, onda je f(x) f(y).(iz nejedna-
kosti f(x) ¢ f(y), sledi x = y)
Uredjene skupove i izotona presliksvanjs moZe-

LN
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mo smatrati kstegorijom, u oznaci UENS. Dakle klasa obULNS
je klasa svih uredjenih skupova 1 za svaka dva uredjena s-
kupa X i Y, skup Hom(X,Y) predstavljae skup svih izotonih p-
reslikavanja uredjenih skupova X i Y. Neposredno se moze go-
voriti o raznim podketegorijama kstegorije UENS, kaso &to su
“otepgorija kvazi-uredjenih skupove i izotonih preslikavanja,
u oznaci KURNS, kategorijs delimicéno uredjenih skupova i i-
zotouih presliksvenja, u oznaci PUERS, i kstegorijs linear-
no uredjenih skupova 1 izotonih preslikavanja, u oznasci sa
LURHS

2. Predpramenovi
uredjenih skupova.

Predpramenom uredjenih skupova, nazivamo svali
predpramnen skupove date baze X, sa vrednostimas u kategoriji
UrNs. Ako Jje predprsmen skupova F baze X, sa vrednostimo u
nekoj od kategorija KUENS, PUENS i1li LUENS, tadas je to pred-
pramen, redom, kvazi-uredjenih, delimiéno uredjenih ili line-
arno uredjenih skupova.

Predpramenovi uredjenih skupova, prirodno se ja-
vlijaju, jer vrlo desto, kao 8to smo videli u glasvi 1., uredju-
jna struktura ide zajedno sa algebarskom i topoloskou.

PRIMER 1. Neka je A uredjen skup i A, konstant-

ni predpramen skupova definisan u pr?meru Irr.1.
Za svaki otvoren skup UcXx Je A (U) uredjen s-
kup. Morfizmi ogranidenja PV = 1ndA A&(U)”AX<V)
ze U,Veob ¢ su izotona presliksvanjas, pa se wo--
Ze zakljuditi da Je konstantni predpranen AX’
predpramen uredjenih skupova. U zavisnosti od
toga kakvo je uredjenje na skupu A moZemo govo-
riti o konstantnom predpramenu kvszi-uredjenih,
delimic¢no uredjenih ili linesrno uredjenih sku-
pova.

5.1,
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PRIMER 2. Néka su X 1 Y topoloski prostori i

neka Jje skuﬁ‘Y uredjen relacijom <. U priume-
ru 1I1I.,1.%.2., definisali smo predpramen QY
svih neprekidnih funkecijs sa vrednostima u Y.

Ksko je Y uredjen skup, to za sveki otvoren U,
UcX, moZemo skup CY(U) urediti ako staviwmo da
je £ £ g, za f,geCY(U) ako i samo ako je za s-
vaki element xeU, f(x) £ g(y) u skupu Y.svoki

morfizam ogranidenja pgzcy(U) ——-CY(V) je iuzo-
tono presliksvanje uredjenih skupova, Jjer ako

su funkeije £ 1 g w relaciji £ tim pre su u

toj releciji njihove restrikeije.

U gornjem primeru mogule su razne modifikaci jo.
rre svega, moZe se izostaviti topolosks strukturs ne skupu v,
i zehtevati de zs gveki otvoren skup UC X, skup CY(U) bude -
xup svih funkcijs. Osim toge moZemo primetiti da ne mors Dbi-
ti isti bip uredjenja ns skupu Y i skupovims CY(U). Ako za g-
kup Y uzmemo skup R, realnih ili skup C, kompleksnih brojevan
sa uwobidajenim ili nekim drugim uredjenjem, moZemo posmatbiu-
i odgovarajuée predprsuenove uredjenih skupova.

Predpramenovi skupova Pl i P2 u primeru I1X.1.-45.%
su oligledno predpramenovi uredjenih skupove.

3. Granice direktnih
sistems uredjenih gkupova.

Za direktsn sistem (Gﬁ,;QA)(d,ﬂ)eAiskupova i
presliksvanjs reéicéemo da Jje da je direktan sistem uredjenih
skupova, ako Je zs svaki indeks geA, skup G. snabdeven ure-
djajnom strukturom tako da za sveki par indeksa (a,n)e/\y, su
preslikavanja Q%:G*—a-qh izotqha presliksveanja uredjenih gliu-
pova.,

PRIMER 1. Neka je X topoloSki prostor i A fa-
milija svih njegovip‘otvdrenih podskupova, ug-
merens relacijom £ koju definiSemo sa:

U £ V gko 1 samo ako Je U2V,
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Predpostavimo da je F predprsmen uredjenih sku-

pova baze X. Za par otvorenih skupova U i V ta-
. . U WX .

ko de je U £ V stavimo g, = py. Ofigledno je

(F(U),phV)Uév direktan sistem uredjenih skupova.

Pojam ograde,i grenice direktnog sistems uredje-

nih skupova uvodi se na prirodsn nadin. Tekodje se neposredno

dokazuje i jedinstvenost granice dstog direktnog sistema ure-

djenih skupova i izotonih presliksvanjs. Ostaje da se dokaZe

ds za svski direktan sistem uredjenih skupova postoji grsnica.

TEOREMA 1. Neka Jje (Gd,A%)(d”ﬂ)eAidirektni sisg-
tem uredjenih skupova i izotonih presliksvanja.
Postoji tada uredjen skup G koji je zajedno s=u
kolekcijom izotonih preslikevanja 4:G,—~ G, zo
svaki indeks «</\ , granice tog direktnog siste-
na.

DOKAZ. Neka je W skupovna suma fsmilije skupova

{Guluen o Kao u sludaju direktnih sistema skupova definifimo
relaciju ekvivelencije ~ . Svaki uredjen skup moZemo identifi-
kovati uredjajno sa podskupom Uy sume W, te na osnovu te iden-
tifikescije moZemo smatrati da za indekse o 1 pri «¢,5 pre-
slikavenje p, slike skup U u skup Us. v

éi nadin:

DefiniSimo sada na skupu W relaciju € na slede-

Neka su ueU,cW i velUscW proizvoljni elementi s-
kupa W, tada je u = v sko i samo ako postoji in-
deks yeA tako da Je 4=3 i a4 ¢ i da u uredje-
nom skupu G, vazi L. (u) £ g, (v).

a) Ako je zs svaki indeks acA , uredjenje na sku-
pu G, refleksivns relacija, tada je relacija <
na skupu W refleksivna.

Zeiste, za svaki element uelucW je u £ u, jer je

Paa(u) € Py4 (u) u uredjenom skupu G,, pa Je relascija « na sku-
pu W refleksivns.
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‘b) Kako je za svaki indeks «e/\, uredjenje m
skupu G, tranzitivne relacijs, to je relacijs
£ na skupu W tranzitivna.

Zaista, neks su uelucW, veUscW 1 welUycW proi-
zvoljni elementi u skupu W tako da je u = v i v & w. Kako je
u £ v, to postoji indeks »reA, pri Cemu je «=n i p&n tuko
da je g,(u) = 6%h(v) u uredjenom skupu G,. Slicéno, kako vo-
i v € w to postoji indeks s~eA pri emu je spsp i yEn
tako da vazi g&ﬁv) £ f,y(w) u uredjenom skupu Gy. Poito je
skup’ A usmeren skup, to za indekse » i » postoji indeks 7,
melN, tako da je »n €% i xr =7 . Bide tada: |

loem)(u) = Pm(P«m(u)) £ Pry (Pan(V)) =

= Buy (V) = Bry (B (VD) & oy (B (0)) = Pyy (W),
dekle, Qn(u) & Opy(w), 8 to znadi u < w pa je relacija =
na skupu W trsnzitivna.

c) Neks Jje relecije na skupu W kvezi-uredjenje.
28 elemente uelUu«cW i velUpcW stavimo Uy ¥ ako
jeu<viv £ u., Relacija ~ Je relacija elovi-
valencije na skupu W. Ako Jje [u] klasa elements
uel,cW u relaciji ~ , & [u]l klasa top elemeii-
ta uw relaciji ~ tada Jje [u]<:[u]1 i (u]l je u~
nijs klasa u relaciji ~ svojih eleuensta.
Zeista, ako su uel,cW 1 velUncW elementi skupa

W teko da je u~y v, odnosno u £. v 1 v € u, biée to onda i

samo onds ako postoje indeksi ¥, y, i ¥ tako ds je o =3, i A=

£ Y, ,pe¥, 1ua=8, B8l 5=y i ds vaii ,Om(u) £ ,%X.i(v)j.

p/wz(v) £ p“,l(u), odnosno &x(u) P ,%g.(v) i /%x(v) £ Pup(u).
d) Na osnovu predhodnih . razmstranjs je Unnq V.
ako 1 samo gko Jje ispunjeno da postoji indeks
se/N\ tako da je Rp(u) € Puy(v) i Gh(v) £ Rp(u).
Neks je weUyeW tako da je welul. Teda postoji

indeks ne/\ teko da je O, (w) = P, (w) 8to znali g, (w) ¢ G,(u)

i P(u) € Py (w), odnosno, W ~q U, dakle we[uly. Prems toue
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vazi (ul c [ul, ps je sveka klasas relacije,vi unije klasa s-
vojih elemenata u relaciji ~

.

Stavimo G = WA 1 %:G=—=G, kso i u sludsju

I

skupova. Na osnovu predhodnih rezmstranjes vidimo da je skup
G uredjen i to kvezi-uredjen, delimidno uredjen ili linear-
no uredjen, ako su tekvi redom skupovi G, za svaki indeks

& €/\ e

Zaista, neks su skupovi G, kvazi-uredjeni ua
svaki indeks «eA 1 preslikavanjs Pxp 1lzotons preslikavanja.
btrema a) 1 b) refleksivnost i tranzitivnost se prenose 11
skup W, a lkoko vezi ¢) skup G moZe se snabdeti kvazi-ured jo-
njem koje u opstem sludaju ne mors biti delimidno uredjenje
Jer vazi {u] C:[u]l za svaki element ueW.

Ukoliko je na svakom skupu G, zadsno delimid-
no uredjenje bice [ul = [u]l, odnosno, ~y o= iwWwe = wﬁjl
jer uslov d) znali ~qc~ bpe je G delimiéno uredjen slkup.

. Predpostavimo ns kreaju ds je za svski indels
oy na skupu G, definisano linesrno uredjenje. Ako su {u.] i
Lv,] elementi skups G = W/ teko de je ueluclW i velUpcl tada
postoji indeks yen, sa w=y i A<y tako da Je Ae(u) e Uy
1 Py(vdely No skup U, je po predpostavei linearno uredjen
pa vazZi recimo p,(u) = By (V) dakle [u,) [vsl, ps su ele-
menti [u) i [v] uporedivi a to znadi da je G linesrno ure-
djen.

Univerzalnost granice i izotonost preslikavs-
njs pokazuje se neposredno. (...

44 Slojevi u
predpramenu uredjenih skupovao.

Neka je X topolosSki prostor i F predpraumen u-
redjenih skupova baze X. Uolimo element xeX. Uredjeni skupo~-
vi F(U) , kad U prolazi kolekecijom otvorenih podskupova u X
zajedno ss izotonim preslikavenjima png(U) —= F(V), kada je
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xeVc U, gde su U 1 V otvoreni podskupovi od X, cine direktan
sistem uredjenih skupova.

DEFINICIJA 1. Sloj F(x), predpramena F uredje -
nih skupova u tacki xeX je granica direktnog si-
steme skupova F(U) i preslikavanja i{p,} za =
zajedno sa uredjenjem koje smo uveli u dokszu
teoreme IV.l.3.1l., u odnosu na koje su sva pre-
slikevanja g, izotona preslikavanjs uredjenih
skupova.

Neposredno iz definicije 1., vidimo ds je zsn g-
vaki element xeX, sloj F(x) predpramena F, uredjen skup i to
kvazi-uredjen ako su tekvi skupovi F(U) odnosno, delimiéno i-
1li linearno uredjen ako su takvi, redom, skupovi F(U) za svu-
ki otvoren podskup U skupa X. .

U primeru IV.l.2.1., govori se o konstantnom
predpramenu uredjenih skupova AX' SloJ nad svakom tadkom xeX
Je skup A, dekle uredjen skup.

U primeru IV.l.2.2., radi se takodje o predpru-
menu CY uredjenih skupbva. 510 CY(x) u svekoj tadki xeX,kuno
gronice direktnog sistema uredjenih skupova moZe se i gom u-
rediti. Pri tome zs dva elementa s, 1 t iz sloaa C (x) u tu-
¢kl x, predstavljena sedenjima SeC(U) i teC (V) kaZemo ds je
8y = t ako 1 samo ako postoji otvoren skup Wc UnV, tako du

lje /DYY(S) = pw(t)

Sloj predpramena Pl u odeljku IV.1.2., tej., 8-
kup P (x) Je za sveaki element xeX Jednoélan skup {0}, a kao
takav Je uredjen,

’ Predpostavimo da su F i G predpramenovi uredje-
nih gkupova baze X. Morfizam f:F —=G predpramenove je kao i
u sluéaju skupova ili abelovih mrupa, kolekcija preslikavanja
£(U0):F(U) —~G(U) ksd U prolazi femilijom otvorenih skupova
uz uslov da je svako preslikavanje f£(U) izotono preslikavenie
uredjenih skupova pri demu se kso i u sludaju skupove zahteva
komutativnost odgovarajuéeg dlaaprama.
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Kompoziciju tekvih morfizama definifemo na pri-
rodan nadin stavljsjudi 28 F —= G —H, (gof)(U) = g(U)e£(U).
Talkodje se na prirodan nacin deflnlse pojam izomorfizme i ide-
ntiénog morfizus pramenova.

Kao poseban sludaj preslikavanjs direktnih gig-
tema moZe se navesti sledeéa konstrukecija:

Neka je f:F —= G morfizam predpramenova uredje-
nih skupova, tada f indukuje preslikavanje £ tF(x) — G(x) o-
dpovarajuéih slojeva u tedki X, za svaki element xeX, Pri to-
me ako je P ~= G —H, va?i (gof) x=8y° Ty e

Za svaki element xeX, preslikavanje L t ()G x)
definiSemo kao u sludaju skupova ili abelovih grupa StﬂV]JdJUu
éi f (e) = (f(U)(s)) y gde je e = Sys element predstavljen sc-
cenjem ge™(U) 1 neposredno dobijamo da je f izotono i da vu-
Zi (go f) = ggf uz(ind ) = lndF(x)'

S5« Pramenovi.
uredjenih skupova.

Pojam pramenova uredjenih skupova baze X, uvodi-
mo sledeéom definicijom.

DEFINICIJA 1. Neka je X topoloski prostor i
predpramen uredjenih skupova baze X. Predpramen
F Je pramen uredjenih skupova ako su zadovol je-
ni slededéi uslovi:

UGl) Neka Je otvoren podskup U skupa X oblika
U=\ Un, gde su za svaki indeks ne/\ skupovi 1,
otvorenl. Ako su s i s’eF(U) seéenga takva du je
za svaki indeks neA pg(s) & ﬂU(s ), tada va3i

8 € gt

UG2) Neka ae otvoren podskup U skupa X, unija fa-
milije otvorenih skupova {Un}neA , t.3.,U = LU,
1 neka je {s,}ncA femilija sedenjs pri &emu Je
za sveki indeks ne/\, 5eF(Un). Ako vaii:
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U U '
pqpﬁ53h> = fﬁéﬁfsﬂ)’
za sveks dvas indekse n,re/\, tada postoji sele-

nje seF(U), teko da Je pg(s) = 8,, z8 svaki in-
deks ne/\. '

Kao u sludaju skupova ili abelovih grupa, moZe-
mo predpramenove uredjenih skupova koji zadovoljavaju uslov
UGl) nazivasti monopredpramenovima, uredjenih skupova.

Primeri IV.l.3.1.,IV.1.3.2., 1 predpramen Pl u
odeljku IV.l.3. su primeri monopredpramenovs uredjenih skupo-
va., '

Primetimo da je elemenat seF(U), u definiciji 1.,
giju egzistenciju tvrdi uslov UG2) jedinstven na osnovu uslova
UGl), semo u sludaju ako su skupovi F(U) delimilno uredjeni, a
samim tim i linearno uredjeni, dok taj elemenat ne mora Dbitil
jedinstveno odredjen, sko se radi o kvazi-uredjenim skupovima
F(U).

TEOREMA 1. Ako Jje F predpramen, a G monopredpra-

men uredjenih skupova i f:F — G morfizam pred-

pramenova tako da za svaki element xeX, vaZi:

fx £ 8o tada Jje f = g.

Pri tome Je f € g, ako 1 ssmo ako je za svaki o-
tvoren skup Uc X, £(U) £ g(U), 8to je psk sko i
samo ako je za svaki element seF(U), f(U)(s) =
s g(U)(8); takodje Je £ € Byo ako i samo ako
je za svaki element eeF(x), fx(e) & gx(e).

DOKAZ, Navodi gornje teoreme se dokazuju analo-
gno dokazu odgovarajuée teoreme za skupove ili sbelove grupe,
tako Sto se koristi uslov UGl), umesto uslova Gl) ili AGl) u
definiciji monopredpremenova skupova ili abelovih grupa. Q.6.D.

Predpramenovi ¢t u primeru IV.l.2.2., i predpra-
. men P2 u odeljku IV.1.2.,‘su primeri pramenova uredjenih sku-
pova. |

Navedimo sada jedan interesantan primer.
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PRIMER 1. Neka je X topologki prostor. Par
(E,p), gde Je E topoloski prostor, @ p ne-
prekidno preslikavanje prostora E u prostor
X nszovimo preseénim prostorom baze X, kao
i u sluéaju skupova. Predpostevimo da je I
pramen sedenja preseénog prostora (E,p) po
X. Neka Je za svski otvoren podskup U sku-
pa X, zadsno uredjenje na skupu F(U). Ta-
da Jje zs svaki element xeX, vlakno p—l(x)
takodje uredjen skup. Ako Jje i skup X ure-
djen, tada je mogule skup E urediti tako

dg p:E ==X bude izotono presliksvanje.
7aista, stevimo za elemente e i ey iz sku-
pa E, e £ ey, sko i samo sko Je p(e) = p(el),
a za p(e) = p(e; ) =X, & 5 ey gde je <
uredjenje na p_ (x)c:E, pri demu smo skup
p"l(x) uredjajno identifikovali sa skupom
lim GLE(U)

Uax

6. Pramen prostor
uredjenih skupova.

Neka je X topoloski prostor i F predpresmen u-
redjenih skupova, baze X. Neka je LF =LJP(x) disjunktna u-
nijes slojeva F(x) u tadki xeX. 5lojev1 F(x) su uredjeni sku-
povi za svaki element xeX. Skup LF moZemo urediti tsko 8to
stavljsmo da Je u € v za u,velF ako i ssmo sko postojl ele-
ment xeX teko da je u,veF(x) i u £, ¥, gde je £ uredjenje
na FP(x). Skup LF moZe se topologizirati kso u teoremi II.2.5.4.

DEFINICIJA 1. Neka Jje X topoloski prostor.Pra-
men prostor uredjenih skupove je par (E,p)gde
je E topoloski prostor, a p:E — X lokalni ho-
meomorfizam i pri tome je skup E uredjen tako
da je za svako uredjenje na skupu X, p izoto-
no preslikavanje uredjenih skupovs.
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Morfizem f:(E,p) — (Eip°) pramen prostora je
morfizsm odgovarajuéih prsmen prostora skupovs, ako je Jo3
i izotono preslikevanje. Kao u sluéaju skupova ili grups,mo-
rfizan f:(E,p) — (E;p’) indukuje morfizem pramenova GE —GT:;
uredjenih skupova. Za svaki otvoren skup UcX, imamo presgli-
kavenje GE(U) —= GE’'(U) dato sa &= f<6., To preslikavanje
Je i1zotono preslikavenje uredjenih skupova. Zaista, zs sva-
ki element xeU je 6(x)ep°1(x). Ako je 7 neko drugo selenje
nad U bide T(x)ep—l(x). Kako je vlakno uredjen skup, mogu
elementi 6(x) i T(x) biti u relaciji uredjenja ili ne, &to
znaci moZemo za svaka dva elementa 5,5e¢GE(U) staviti e6=9
ako i gamo ako Je za svski eleuent xeU, 6(x) = 5(x), odno-
sno, £(6(x)) s £f(5(x)), pe je £:6 € £ u gkupu GE'(U), da-
kle korespodencijs 6 w» f<6 je izotons.

LEMA 1. Neka je (E,p) pramen prostor uredje-
nih skupova, tads je sloj GE(x) do na bijek-
ciju, bad vlakno p'l(x) preslikavanja p u ta-
éki xeX i pri tome Je diskretan podprostor
prostora E. Takodje, GE(x) i p'l(x) su ure -
djajno izomorfni.

Doksz ove leme Jje kao i za sluiéaj skupova ne-
posredan. Uredjeajna izomorfnost sloja GE(x) i vlakna p‘l(x)
sledl iz razmetranja posle definicije 1. Posredstvom tog u-
redjajnog izomorfizma sloj GE(x) i vlakno p’l(x) mozemo na-
dalje identifikovati.

TFOREMA 1. Ako je (E,p) pramen prostor ure-
djenih skupova, baze X, tada je LGE njemu i-
zomorfan pramen prostor bsze X, t.Jj., posto-
Jji izomorfizam 0:E — LGE pramen brostora.

DOKAZ. Na osnovu predhodne leme za svski ele-
ment xeX postoji uredjajni izomorfizam vlakna p—l(x) s8 s-
lojem GE(x), odnosno, vlakno p-}(x) uredjajno je izomorf-
no sa vlaknom pl_l(x). Svi uredjajni izomorfizmi uzeti za-—
jedno daju uredjejini izomorfizem {:E — LGE. Kako je kao
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i u sludaju skupova bez uredjenja §(s(U)) = 8(U), O je otvo-
reno 1 neprekidno, dakle homeomorfizam. Takodje je preslika-
vanje ¢ gsaglssno ss projekcijsma, t.j., komutativen je sle-
deli dijagram:

E = IGE |
PN x o | Q. 6.
Ova teorema daje karskterizsciju pramenova sa
vrednostima u kategoriji uredjenih skupove i izotonih presli-
kavanja, odnosno pramenova uredjenih skupova.

7. 0 jednom kerskteristiénom primeru.

Nd prirodan nedin moZe se uvesti pojsm direkt-
nog sistema uredjenih grupa, ograda i granice dstog sistemas
uredjenih grupa. Jedinstvenost te granice, ako one wstoji je
veé dokazena, Cinjenicom da su Jedinstvene granice direktnih
sistema grupa i homomorfizama, kao i1 granice direktnih siste-
ma uredjenih skupova i izotonih homomorfizama.

(staje da se pokazZe teorema egzistencije.

TEOREMA 1. Za svaki direktni sistem (GOU,42,(/5)(0(,/3)6/\L
uredjenih grupa i izotonih homomorfizsma pos-

toji granica G, 63.¢Ay, 8de Je G uredjena gru-

pa, 8 za gveki indeks «eN , §,:G ,—=G izotoni
homomorfizam uredjenih grups.

DOKAZ. Ako usvojimo oznake teorema III.1l.2.1.,1
Iv.l.%.1l., pa na osnovu njih na granici G konstruisemo grup-
nu i uredjsjnu strukturu, ostaje ssmo da se pokaZe saglasnost
tih struktura.

DokaZzimo da Jje skup G se definisanom grupnom i
uredjajnom strukturom, uredjena grupa.

Drugim relims dokeZimo da ze elemente u_ el C W,
VaelpcW 1 wyeUycW, vaii sledefa implikacijae:

Ako je [, = [val , tada Je [u I + 1wyl € [va] + (w,]

za sveka tri elementa iz skupa G.
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Zalsta, stavimo:
wld + [wyl = [z, 1 (vl + tw] = (X
Tada je:
(ud + (wel= [2y) 8ko i samo sko postoJi indeks
m, e/ Ny toko da Je «=m, ¥£91iven i vail ds
Je P.,%(ua) + anp‘(wr> = Pv'm(zv)’
takodje Jje:
Lvs] + wd = [x,] sko 1 ssmo sko postoji indeks
m e/, tako da je pev,, ¥sm 1 ~€7 1 veil de
Je P/M;,_(V/b> + fosm(wx) = Prp(xp).
Slicno Je:
(u.] & [v,] , onds i1 semo onds sko postoji in-
deks ne/\, tako da Je «&N 1 psxn 1 ds vezi
,Q,gy\(uo() & /%7\("/5)0
Kako je skup indeksa usmeren, to za indekse 7,
i m, postoji veéi, recimo da je to indeks me/A, a toekodje zs
indekse m i A postoji veéi, recimo 3eA. '
Iz uslove f,(u.) ¢ g, (vs), 2zbog izotonosti
preslikavanja Pz vazi:
Bl Pan(ua)) € Lrg(0y, (VgD
odnosno:
£y (ua) & Loy (Vs).
Element w, je u skupu U., pa Je ,Org(wx)eUT.No,
ns skupu U, imamo strukturu uredjene grupe, pas je:
/Od;(uaJ + P;;(Wx) & /Q/bt(v/j) + /O‘ry(wy)-
Kako je a & » = 7,¥e m =3 1 p= v 7, ¥£m, «%5 , bile:
/Qv';(ﬂmy, (uyg)) + Pz (Pxop, (W5>) =
£ By (B, (D) + Py (P, (wp)),
8 keko su Q,. i p,. homomorfizmi, biée:
tnosno: /O,,;J [Iou('v’(uo() + prp‘(wx)_j € )Ovﬂ El%yz(v/b) + %%(Wx)]
/%’?(/OVW(ZV')) < Pv;; (f}r»yz(x/r))s
dskle:
/Ovi(z\?> € K}T(X/,>,
$to znadi da Jje [z} ¢ [x,], odnosnoful + [w]l £ (W] + {wyl. @6.D
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Direktni sistemi uredjenih grupa su, keo &to
se vidi iz napred izloZenog, specijalan slucaj direktnih si-
stema uredjenih skupova. I u sludaju uredjenih grups, moZe-
mo govoriti o predpramenovima i pramenovima. Preciznije je
predprsmen F basze X, se vrednostims u kategoriji uredjenih
grupa i izotonih homorfizsms, ustvari, predpramen uredjenih
grupa baze X. Aksiome pramenova uredjenih grupa mogu se for-
mulissti u sledeéem obliku:

UAG1) Neka je otvoren podskup UcX, unija fa-
milije otvorenih skupova &Uikiel’ tede, U=y U,
Ako Jje selenje sel(U) takvo da za sveki indeks
iel vazi O < pg (s), teda je O & s.

i

UAG2) je ista sksioma kao u sludgju abelovih
grupa.

S obzirom ds konstrukcija grsnice direktnih si-
stema prenosi ssglssnost grupne i uredjsjne strukture, ksao
$to smo nspred videli, mogule je za dati pramen uredjenih gr-
upa konstruissti odgovarajuéi pramen prostor. Slojevi, odno-
sno vlskna nad svekom tadkom imaju strukturu uredjene grupe.
Mozemo zato okarskterisati pramenove uredjenih grupa slede-
éom teoremom.

TEOREMA 1. Svski pramen uredjenih grups jed-
nsk je do na izomorfizam pramenu sedenja ne-
kog pramen prostora uredjenih grups, kojl je

1 sem dedinetvon do ne izomorfizem premen pro-
stora. '

Dokaz ove teoreme predstavljaju nspred izloZe-
na razmatranja u ovom odeljku. Pri tome za pramen prostor s-
kupova reéilemo da Je pramen prostor uredjenih grupa, sko
ns svakom sloju imsmo ssglasne grupnu i uredjsjnu strukturu
i 1 sko ta strukturs ns slojevims indukuje strukturu uredje-
ne grupe ns skupovima seclenja,



2. SAGLASNOST TOPOLOSKE I
'UREDJAJNE STRUKTURE NA
GRANICAMA DIREKTNIH SISTEMA.

l. Granice direktnih sistems
A-uredjenih topoloskih prostors.

Veé smo se upoznsli sa raznim definicijsma sa-
glasnosti uredjajne i topoloske strukrure, u glavi I. Posta-
vlja se pitanje, koje saglasnosti prenosi konstrukecija gra-
nice direktnog sistema uredjenih topoloskih prostora i odgo-
varajuéih preslikavanja. U ovom odeljku posmastramo direktne
sisteme A-uredjenih topolo3kih prostors i izotonih, sntito-
nih i otvorenih preslikavenja i pokazujemo de postoji grani-
ca takvih direktnih sistema.

TEOREMA 1. Za direktan sistem (U*’p%e)(d,ﬁ)@ﬂi
A-uredjenih topoloskih prostors i izotonih, a-
ntitonih i otvorenih preslikavanja, postoji
granica U, {%liecA, gde je U, A-uredjen topo-
lo8ki prostor, a zs, svaki indeks ae A , 3:U, »U
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izotono, antitono i otvoreno preslikavenie A-u-
redjenih topoloskih prostora.

DOKAZ. Neka je U, {%l.eA granica odgovarajudeg
direktnog sistems skupova i preslikavanja. Na skupu U, moZemo
kao u predhodnom paragrafu definiseti uredjajnu strukturu, =
takodje 1 topoloSku, keo u predhodnoj glavi. Pri tome su pre-
slikavanje 7:U.— U zs svaki indeks o«eA izotona, sntitona i
otvorena, odigledno, prema konstrukeiji tih preslikavanja,

Treba pokeszati da su uredjajna i topoloska gtru-
ktura ns skupu U, A-saglasne, odnosno da je skup U ss uredjsj-
nom i topoloSkom strukturom, A-uredjen topolodki prostor.

Zaigte uolimo tadku ueU, njenu okolinu Mc U i ta-
éku veU tako de v¢M i neka pri tome vaZi upv. Kako je U = W/
izaberimo elemente ,elicW i VvpeUscW tako da jé U= [udivs=
= [@d « Zbog usmerenosti skupa indeksa A , za indekse « i
postoji indeks yeA, tako da je «=y i psy. Elementi u, =
2 O(uy) 1 vy = Prx(Vs) su razliditi elementi skupe U, jer
su prema svom izboru razliliti elementi u i v iz skups U. Sa
M* oznadimo kvezi-okolinu elementa uy za koju je p(M™) = M .
Skup M” = Pmn(Me) za ¥sr . Ne umanjujuéi op3tost zekljudi-
vanja moZemo predpostaviti da je /=4, pa je M“=§th}A(MJJ»
pde Je My, %-okolins elementa uy i w¢M,; jer v¢M. Po predpo-
stavel su uredjajna i topolodks struktura na skupu U , A-sapg-
lasne, pa postoji okolina Ny, tadke uy, uredjajno razdvojena
od jednollsnog skupa {vs , teko da sko je Uy 5 Vy, ondas Je i
Ny P vy. Primetimo pre svega da zbog predpostavke upgv na sku-
pu U, moZemo uzeti da je u,s Vy; na skupu U;. Oznadimo ss N*
kvazi-okolinu elementas u,eUy oblika N~ = U G (Ny) i stavimo
N = p(N7). Keko je N.cM, biée i NCM, a ksko je u,eNy, biée
ueN c M, DokeZimo da je skup N uredjajno razdvojen od jednod-
lanog skupa {v}c U. Zaiste, ako za svaki element x iz skupa
N vazi xllv, skup N je uredjsjno razdvojen od Jjednocélenog sku-
pa ivl. Predpostsvimo zato ds postoji neki element xeN koji
Je uporediv sa elementom veN. U tom sludaju mo¥e biti Xpv
i1i vex. Kako je N = p(N") biée x = p(xy) za xveN*'a;ﬁgﬁNx)
pe Je xy¢ fy(Ny¢) ze neki indeks veA sa ¥ =y . Dskle, xy =
= Pry(x¢) 28 neki element Xy u skupu Ny. Ksko vaZi N,B vy u
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skupu Uy moZe bitl x,p vy ill x,liv,. Ako Je x,8v, bile zbog
izotonosti preslikavanja py,:Uy—~ U,1 x,evy, Fde je v, =g,(v,)
a takodje 1 xpv, po definiciji uredjenja na skupu U. Ako je
pak x,1vy u skupu Uy ne moZe biti x uporedivo sa v, zbog an-
titonosti preslikavsnja p,, za sveki indeks nelss ysn .
MoZemo zskljuliti da veZi isksz Np v. Predpostsvimo na kraju
da postoji element yeN tako da je vp y. Kako je yeN = p(N™),
biée y = p(y») za neki indeks »e/\ sa y =7. Neka je, 5to ne
unanjuje opsStost zskljudéivenje, v,py,, gde je vy = Py (Vy )
Zbog; antitonosti preslikavenjs p,, mora biti v,poy,, pri ce-
mu je yyell, teko da je y, = 0,,(ys)e Keko za sveki element x,
x,eNy vazi x,pvy ne moze biti veey,, pa ni v,py,, pa dakle
ni vpy. Time smo pokezali ds od dva iskezs xpVv i ve x va-
zi samo Jedan i to prvi. Skup N je dskle uredjéjno razdvojen
od jednodlanog skupa v} i vazi implikacijas ugpv = Npv, &i-
me je teorema dokazena. (@.CO&L

Na osnovu gornje teoreme, definicije diskret-
nih topolosSkih prostora u smislu Aleksandrove i razmstrsnjs
u predhodnom paragrafu moZe se dokazati sledeés posledica.

POSTEDICA 1. Postoji grenica U, {TlqceA  di-
rektnog sistems (UA,ﬁgﬂ)(c‘ﬁ)eAidiskretnih prostors u smis-
1
lu Alekssndrova i odgovarejuéih preslikavenja.

2+ Direktni sistemi S-uredjenih
i strogo S-uredjenih topolo3kih prostora.

U ovom odeljku pokazaéemo da se S-saglasnost i
stroga S-saglasnost topoloske i uredjajne strukture ns datonm
skupu, odrZavaju konstrukcijom granice direktnog sistema S-u-
redjenih, odnosno strogo S-uredjenih topolodkih prostoras i i-
zotonih, antitonih i otvorenih preslikavenjs. Mogu se dokaza-
ti sledele teoreme.

TEOREMA 1. Za sveki direkten sistem, u oznaci

(Ud’fkﬁ)(d“p)eAi S-uredjenih topoloSkih pros-



900

[

tors i izotonih, antitonih i otvorenih presli-
kavanja, poétodi greniéa U, {guiscNy 8de Je U
S-uredjen topoloski prostor, a za svaki indeks
e/ , preslikavanje %:U,—~U izotono, entito-
no i otvoreno preslikavanje S-uredjenih topolo-
gkih prostora. '

DOKAZ. Primetimo pre svega da Je relscijas p
na skupu U delimidno uredjenje. DokaZimo da je topologijs ns
skupu U, Tl-topologija. Zaista, neka su u i v dve razlicite
tadke u topoloskom prostoru U. Postoje tadas elementi u,eUict
i veeUscW 1 indeks ye/\ s8 « 2y 1 p» &y, tako da su u =lu.l
ivelv] i pylu) =upi 0,(vs) =v,, dve razlidite tad-
ke u prostoru Ug. Kako je topologija ns skupu Uy, Tl—topolo—
gije postoji okolina M, talke uy teko da vy¢My i okolina N,
tadke v, teko da ugN.. Uodimo skupove M o= h&pfh(Mx), M=p(M)
N = ;ﬁjﬁA(Nf) £ N = p(N"). Skupovi M* i N” su'kvazi-okoline
redom tasdske u, i v, a skupovi M i N su redom okoline taclaka
u i v. Predpostavimo da vaZi veM = p(M™). Postoji teds neki
indeks ve/\ sa y<«v tako da je v = [v,1, gde je v, = £, (V).
Kako su izotona i istovremeno antitona preslikavenja delimic-
no uredjenih skupova injektivna, ne moze biti v,e }V(Mx) Jer
bi bilo v, = py,(x,) ze neki element x,eMy, odnosno 0, (X, )=
= Pyry(Vy), pa je x,= %, a to je nemogule jer v,¢M . Dekle,
v¢M. Sli¢no pokazujemo da u¢N, pa je topologija na skupu U,
Tl—topologija. Predpostavimo de je upv i da je upp vy 8to ne
umanjuje opdtost zakljudivanja. Kako su topologijes i uredje-
nje na skupu Uy, S-saglasne, postoje okoline, redom, tacaka
Uy 1 vy u oznaci B i Q,, teko da je Pyp vy i u,pQr. 08ig-
ledno moZemo predpostaviti da je Py = My 1 Qg = Ny. Teda Ce
na skupu U biti Mpv i upgN. Predpostsvimo da za neki ele-
ment xeM vaZi vp x. Neka je x = [x4], gde Je indeks »e/\ sa
y <m i vaii x@e/%v(Mr) te neka Jje na skupu Uy, Vv, e X,, pri
emu je Vi = Py,(vy). Kako je x@eq%”(Mx) postoji element x,
x, € My tako da je x, = F&b(Xx)o Ako je x,llvy, zbog vp x nije
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xliv, pa zbog M;?v i predpostavke vp x moZemo uzeti'dovoljno
veliki indeks ye/\ tako da Je xypVy i vype Xy. Kako je ure-

djenje na skupu Uy, delimiéno uredjenje bile x, = vy, pa de-

kle i x = v, §to znali veM suprotno predpostavci. Dakle va-
i Mg v. Slidno se pokazuje da veZl ug N pa su topologija

i uredjenje na skupu U S-saglsesni c¢ime je teorema dokszana.
Q.E.D

TEOREMA 2. Za sveki direkten sistem (U“’ﬁ%)(x

strogo S-uredjenih topoloskih prostors i izo-

3/ )é/\_i

tonih, entitonih i otvorenih preslikavenjs,po-

stoji granica U, {mlgpsde Jje 5,:U — U izoto-
no, entitono i otvoreno preslikasvenje za sva-
ki indeks «eA.

DGKAZ. Neka su u i v dva rezliditas elements u

skupu U i neka je upv, gde je u = {uJ, v = 1vy) i ye/ in-

deks sa o=y i A=y . Elementi uy = O (uy) 1 vp= 0, (v,)
su razliditi i zs dovoljno veliki indeks xeA, u skupu Uy,

vazi u,p v, . Keko su uredjajna i topoloska struktura na sku-

pu U, strogo S-ssaglasne postoje okoline My i Ny, redom, ta-

daka uy i vy tako da je Mg N , t.j., za sveki par tacaka u
tim skupovima, x,eMy i yeNy vaiZl xcpy, 1li x,11y,. Uodlimo
skupove M~ = U 0, (M), N* = U B, (N;), M = p(M*) i N = p(N
Skupovi M 1 N* su kvazi-okoline redom tadska u, i v, a8 s-
kupovi M i N, okoline, redom, talska u i v. Kako je M;p Ny
biée i MP N. Predpostavimo da zs neki par talsks xeM i yeN
vaZii ypx, pri demu Je y = [¥5]1 x = [x5], 28 indeks &e/\ sa
y €8 1 da Jje indeks & uzet tasko da veZi y; .o x5. Tekav in-
deks oCigledno postoji zbog usmerenosti skupa A i predpos-
tavke ds je yp x. No tada prema konstrukeiji skupova M i N,
Vs = Pes(¥p) 1 x5 = pps(xy) gde je xyeMy 1 yeeNy. Kako va-
zZi MpN, a nije xiy, moZemo, a 3to ne umanjuje opstost za-
kljulivenja, predpostaviti da u skupu U veZi xp y. S druge
strene, zbog entitonosti preslikavanja /O, :Uy— U, vaZzi ds

*).

Je Yp X, ps8 Je u skupu U istovremeno xpy 1 yp x, 8to je ne-
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moguée. Dakle ne moZe biti Yp x. Prema tome su topoloska i
uredjajna strukture na skupu U strogo S-ssglasne dime je i
teorema dokazsna. @.L.%).

‘ 3. 0 direktnim sistemims nekih
klssa A-uredjenih topolo3kih prostora.

U ovom odelﬁku posmatrsju se klase Oi’ A-ure-
djenih topologkih prostora (i = 0,1,2) i pokazuje se da ko-
ngtrukecija grenice direktnih sistems prenosi sksiome Oi’ 8-
ko su preslikavanja izotona, antitons i otvorena. Va¥i za-
pravo sledets teorema.

TEOREMA 1. Ze svaki direktan sistem (ui’pﬁ3)(d,ﬂ)eAl
A-uredjenih Oi—topoloékih prostora (i = 1,2,0),

i izotonih, antitonih i otvorenih presliksva-

nja, postojil granica U, {5l.cA o g8de je U A~
uredjen Oi—topoloéki prostor, a za svaki in-

deks oec A\, Ty4:U,— U izotono, antitono i ot-

voreno pres}ikavanje.

DOKAZ. DokaZimo teoremu nsjpre za A-uredjene
Oo-topoloéke prostore. U odeljku l., ovog paragrafa, dokas-
zali smo de je skup U zajedno sa uredjainom i topolodkom s-
trukturom A-uredjen topoloski prostor. Neka su u i v razli- .
¢ite talke u A-uredjenom topoloskom prostoru U = W/  tako
de Je ugv. Postoje tede elementi u,eU.cW i e YW teko
da je u = [uy) i v = [vﬁ]./Kako Je skup indeksa A usmeren,
za indekse o4 i A postoji indeks xe A tako da Je d£y 1 pHs
= ¥. Uolimo talke uy = Pap(ug) 1 vy = Pay(¥s) u skupu Uy .
To su razne tscke, jer gko bi bile jednake bilo bi u = v u
skupu U, suprotno predpostaveci. Keko je po predpostavei
up v, ne umenjujuéi opStost zakljudivenja mo¥emo uzeti ds
Je uyp vy. Prostoru Uy Je Oo~topolo§ki prostor, pa postoji
okolina M, tecke ueU teko da je w¢M i veZi M5 v,.U pro-
storu U, je topologija A-saglasna ss uredjenjem pa za okoli-
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nu M, tacke ug,"koja ne sadrzi talku v,., postoji okolina N,
N,c My talke uy, kojs Jje uredjajno razdvojena od jednocélsnog
skupa {vy} , & kako Jje u,p vy biée Nyp vy. Uolimo kvazi-okoli-
nu N talke u, definissnu sa N =§{hﬁm(Nx) i stavimo N = p(W").
Skup N je okolina tedke ueU. PokaZimo najpre da v¢N. Zeists,
predpostavimo da je v = yeN = p(N™). Dakle y = p(yy), z8 ne-
ki indeks veA sa ¥<v , pri demu je yye 04(Ny) pa postoji e~
lement y,eNy tako da Je y, = Oy, (¥z)e Keko je v = y bie v, =
= y, & skupu U, pe dakle i vypy, i J,p vy, &8 zbog entitonos-
ti preslikevanja o, :U,— U, biée y,p V¢ 1 Vypo ¥5,s 8 to Jje ne-
moguée jer je skup Ny uredjajno razdvojen od jednollsnoyg zhu-
ya {v,3 . l'rema tome ne moZe biti veN. Kao i u dokszu teoreme
l., u prvom odeljku ovog persgrefa, vaii Ng v, ¢ime Jje doka-
zano da Jje U, A-uredjen Oo—topoloéki prostor.

Da teorema vaZzi sko se rsdi o A-uredjenim Ol—
-topolodkim prostorime moZe se dokszsti analogno napred na-
vedenom dokszu za Oo~topoloéke prostore.

Dokszimo sada teoremu zs A-uredjene Og-topolo-
gke prostore.

Zaists, neka su u i v rezlidite tedke u skupu
U, tsko ds je up v. Postoje tada elementi u,eU,cW i v,elscW
tako da je u = {u,] i v = [v,] . Kako je skup indeksa A us-
meren, za indekse o i 5 postoji indeks yeA tako ds je « =¥
i p € y. Uodimo talke uy = f%a(ud> ive = an(qﬁ) u skupu Ug.
To su rezlilite talke, i ne umanjuje opStost zakljulivanja a-
ko stevimo da Jje uyp vyu skupu Ug. Kako Je Uy, A-uredjen 02~
topoloski prostor postoje u skupu Uy uredjsjno rszdvojene o-
koline My i Ny, redom taelska u, i v, teko da je M,p Ny.Uoli~
mo skupove M" “}inpf%(M‘) i N° = kgﬁ%h(Nx). Ovi skupovi su
kvazi-okoline elemensts uy i v, ,a skupovi M = p(M™) i N=p(N")
su okoline redom talaka u i v. DokaZimo da su skupovi M i ¥
uredjajno razdvojenl. Zaista, pre svegas Je MAN = &. Ako bi bi~
lo MAN # @, postojao bi element x = yeMnN, pri Cemu je xeM i
yeN. Obzirom na oblik skupova M i N, odnosno skupove M* i N*
vostoji indeks veA sa <y teko da je x, = Yy, gde Je [x,] =
=x =y =1L[y,], pri demu je x, = y,& O, (M )N /OW(NX.), pa pos-
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toje elementi x.eM, 1 y,eNy teko da je x, = Pro(Xy)y ¥y =
= Pyy(¥g)e Zbog sntitonosti preslikavaenjs y:U,—~ Uy mora
biti x. 0 ¥ 1 ¥, p X5 u skupu Uy, a to Je nemoguée Jjer su s-
kupovi M, i N, uredjajno razdvojeni. Vazi dekle MaN = #..
DokaZzimo ns kraju, da je Mp N. Neka su ael
i beN dve proizvoljne tadke. Prema konstrukciji skupova M
i N vaii ap b. DokaZzimo da be a ne vazi. Neks Je takodje a=
(8,] 1 b = [by] pde je indeks %e/\ takav da je y<m i da
je u skupu U,, b, p ay. No mora biti anef§n(MX) i bye O, (Ny)
pa postoje elementi ayeMy i byeNy tako da Jje am = Py, (8y) 1
b = Py,(by), pa zbog entitonosti presliksvanja O, :Uy—s-U.,
mora biti bype ag Bto Je nemoguée Jer su skupovi My i Ny ure-
djajno razdvojeni i vaZi iskaz M,© Ns. Dakle, Skupovi M i N

i

su disjunktne, uredjejno rszdvojene okoline, redom tadska u
i v i vazi Mg N, pe je teorema dokszam . &.6.&.



V. 0O DIREKTNIM SISTEMIHNA
: SKUFEOV A
SA BITOPOLOSKOM STRUKTURO M.

1. EGZISTENCIJA GRANICE DIREKINIH
SISTEMA NEKIH KLASA BITOPOLOSKIH PROSTORA.

1. OpS8ta razmatrasnja.

Na prirodsn nedin, uvodimo pojam direktnih gig-
tema bitopolodkih prostors i biotvorenih preslikavenja.Pri to-
me za preslikavanje f£:(X,P,Q) -—(Y,P1,Ql) kaZemo da Jje Dbiobt-
voreno, ako je ono otvoreno kao preslikavanje topoloSkih pro-
stora (X,P) —-—(Y,Pl) i (X,Q) ——-(Y,Ql). MoZe se tskodje govo-
riti o direktnim sistemime bitopoloskih prostora i biotvorenih
injektivnih preslikavenja. Postavlja se problem koje su klage
bitopolodkih prostora zatvorene u odnosu ne grenicu direktnih
gistema, preciznije, za koje klase bitopoloS8kih prostors pos-
toje granice odgoversjuéih direktnih sistema.

U ovom paragrafu posmatramo klsse uzsjamno Ti-
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~-bitopoloskih prostora, za i = 0,1,2, i konstruiSemo grenice
direktnih sistema takvih bitopolo3kih prostora.

2. Direktni sistemi uzsjsmno
Ti-bitopoloékih prostora (i = 0,1,2),

Direktni sistem (){U\,Q‘ﬂ)(oz’ﬂ)e/\L uzs jamno T4~
~-bitopoloZkih prostora (i = 0,1,2) i biotvorenih injektiv -
nih preslikavanjs je odgovarajuéi direktni sistem skupovs
i preslikevanja, pri demu je zs svaki indeks «e/\, skup X
uzajanno Ti—bitopoloéki prostor, a preslikavanjs @.,:X, ~ X,
biotvorena injektivna preslikavenja bitopoloZkih prostors.

| N prirodan nadin uvodi se pojsm ograde,a lLao-
kodje i pojam grenice gore definissnog direktnog sistema u.-
Zajanno Ti—bitopoloékih prostora i biotvorenih injektivnih
preslikavanjs. DoksZimo zato teoremu egzistencije granice
direktnih sistems tih bitopoloskih prostora.

TEOREMA 1. Za svaki direktsn sistem (Xd,f%ﬁ)(d,ﬂ)eAl
uzajamno Ti~bitopoloékih prostora i biotvore--

nih injektivnih preslikavanja postoji grani-

ca X, _{xddeA, gde je X, uzajamno Ti~bitopo~

loski prostor, a zs sveki indeks «e¢ A, pre-
slikavenje 7;:X,—= X biotvoreno, injektivno

preslikevanje bitopoloskih prostora.

DOKAZ. Neke Je X, 1isl.eA granics odgovarsju~
Ceg direkthog sistems skupova i preslikavaenja. Na skupu X
mogu se definisati dve topologije, kao u dokszu teoreme Me2.2.1.4
pri éemu su preslikavanja g;:X,~+X biotvorens i injektiv-
ns, za sveki indeks «e/N. Ako sa P i Q oznedimo topologije
ns skupu X, treba dokszati da je skup X, sa topologijama P
i Q, uzajsmno Ti—bitopoloéki prostor. Doka¥imo- da Je (X,P,0)
uzajsmno Te—bitopoloéki prostor.

Zaista, neka su [usd i [v,] dve razlidita e-
lementa bitopolodkog prostora (X,P,Q), pri emu je u eX cl,
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v, eXacW, gde Je WA = X. Za indekse « 1 p postoji, zbog us-
merenosti skupsa indekss N\, indeks ye/N\s8 «&¥ 1 pse¥,
Uodimo elemente Ay(us) i Ay(va) u skupu X . To su razlidi-
ti elementi skupa X,, pa ksko je bitopoloski prostor X, uza-
Jamno Tg, sa topologijema P, 1 Q,, postoje P}-otvqren skup
Uy i Qg-otvoren skup Vy, teko da Je uy=m Lip(uu)ely, v, =p,(v,)
sa weV, 1 vazi UgnVy = ¢#. Uodimo kvazi-okoline U =§€AQW(UX)
iv’ = §{hpwgvx) redom elemenats u, i v, . Skupovi U = p(U™)
iV = p(V*) su okoline redom tadsks u i v u skupu X. Pri to-
nme je U, P-otvoren, a V, OQ-otvoren skup u X. Vazi tekodje i
DAV = 0. Ako bi bilo UnV # @, postojao bi elemenst x = y,za
xel 1 yeV. Predpostavimo ds Je x = [%,] 1 y = (y;] , gde Je
s/ 1 yev. Ne umsnjuje se opsdtost zakljudéivsnja ako pred-
postavimo da Jje yx= » =v. Kako je x = y mora postojati in-
deks me A sa y=m toko da je p.(xy) = B,(y;), pri demu je
x,eUp 8 y,eVso Zbog injektivnosti preslikevanjs £y, MmOTa bi-
ti x, = y;, Sto zneéi da Jje UinVy # @, & to je nemogule. Da-
kle va%i UnV = ¢, pas je bitopoloski prostor (X,P,Q) uzajam-
no Te—bitOpoloéki prostor.

Analogno se moZe dokazeti teorema i zs sluéa]
uzajamno T, i Tl—bitopoloékih prostora. A to Jje i trebslo
dokazati. @.6.2.

Pitanje koje ostaje otvoreno je na koji se na-
¢in moZe oslabiti uslov injektivnosti presliksvanjs fup 28 o =
£ 4 u predhodnoj teoremi. Takodje je otvoreno pitsnje koje
sve klase dopuStaju konstrukeciju granice i uz uslov injekti-
vnosti preslikavanja Rybili uz neki drugi uslov koJji se mo-
Ze nametnuti preslikavanjims B ili skupu indeksa A.



2. BITOPOLOSKI PRAMENOVI.

1. Osnovni pojmovi.

U predhodne dve glave govorili smo o predprame-
novima i premenovima baze X, gde Je X topolodki prostor.Kasko
postoje granice direktnih sistema nekih klass bitopoloskih p-
rostora ims smisla posnatratl predpramenove i prsmenove tih
klasa bitopoloSkih prostora.

U ovom peragrafu, mi neéemo posmstrati predprsa-
menove 1 prsmenove bitopoloskih prostore jer su vrlo uske klso-
se bitopolosikih proatore zsntvorene u odnosu nes konstrukciju
granice odgovarajuéih direktnih sistems.

Ovde ¢emo predpostesviti da Je bszni prostor X
snabdeven bitopoloskom strukturom, deskle X = (X,P,Q) gde &e
topologije P i Q zadovoljavati neki od uslove saglasnosti.

DEFINICIJA 1. Kategorijs BO~otvorenih skupovs
u bitopoloskom prostoru X, ima za objekte sve
podskupove skupa X oblika UnV, gde je U, P-ot~
voren, 8 V, Q-otvoren skup, 8 za gvaki par ob-
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jekasta M,NeobB®, skup morfizama Hom(M,N) Jje je-
dnoélsn, sko je Mc N, a prazan u ostslim sluds-
jevinma,

Da se u gornjoj definiciji radi o kategoriji vi-
di se neposredno.

2. Bitopoloski predpremenovi.

Kao u sluaju predpremenova ¢ijs je bazs topolo-
Ski prostor, mozZe se govoriti,‘da tako kaZemo, o predpramcno-
vima ¢ijs je baze bitopoloski prostor ili kraée o bitopolosikim
predpramnenovina,

DEFINICIJA 1. Neke je X bitopoloski prostor. bLi-
topoloski predpramen F, baze X sa vrednostima u
kategoriji K je svaki kontravarijsntan funktor
F:BO — K, kategorije B0, otvorenihiskupovs u ka-
tegoriju K.

Drugim reéims, bitopoloski predpremen ¥, baze X
je dat sledeéim informacijama:

8) Svekom podskupu Uc X, koji je presek nekog P-

-otvorenog i Q-otvorenog skupa, pridruZuje se

F(U), koji nszivemo skupom selenjs F po U.

b) za sveka dva objekta U,VeobBO, sa Vc U odre-

djens je veza pgaF(U) — 1"(V) teko da Je:

- z8 svakl Ue¢oDbRBO, pg = indF(U)’

- ako Jje WcVCU, za U,V,WeobB0®, tada je
U Vv U
Pu = PyPy-
MoZemo enslogno primerims za predprsmenove kon-
struisstl primere za bitopoloske predprsmenove.

PRIMER 1. Neka Jje A deti skup. Konstentnim bi-
topoloskim predpramenom, u oznaci AX’ nazovimo
bitopoloski predpramen koji Jje dat ne sledeéi
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naéin:

a) Za svaki objekt UsobB®¥, stavimo AX(U) = Al
b) Kad god Je Vo U, za objekte U,VeobBW, vaii
py = ind, Ay (U) —= Ap(V).

PRIMER 2. Ozna&imo ss CL

zadat na slededéi nadlin:

bitopoloski predpramen

a) CY(U) je skup svih bineprekidnih funkeija o-
bjekta U u bitopolosSki prostor Y.
b) pU:c¥(u) —c¥(V), definiseno je sa py(£) =

= |V, kad god je VCU i U,VeobBO.

PRIMER 3. Definisimo bltOpOlOukl predpramen Pl
sledeéim informacijema:
8) Pl(X) = 2, a8 za UeobBO, sa U ¢ X, Pl(U) = {0}.

b) svi morfizmi restrikcijs su konstantns pre-
glikavanja, osim p%.

MoZemo definisati i bitopoloski predpramen P,
ako stavimo:

P2(U) = %, sko za UeobB®, x U, gde je x, ista-
knuta tadka, a P2(U) = {0}, ako x ¢U.

PV = ind , 8ko za U,Veob BO, vazi x eVCLU, a p

je trivijaslno u ostalim sluéajevima.

PRIMER 4. Neka je X bitopoloski prostor i T fu-
milija skupova W = UnV, gde Je U, P-otvoren, V,
Q-otvoren podskup skupa X. Femilija T Jje usme-
ren skup ako za Wl i w2 iz T'stavimo:

Wy & W, ako i samo ako je W D W,
Predpostavimo da je F bltopoloéki predpramen s-
kupova beze X. Stavimo pV Pyy 1 dobilemo da
je (F(U)’pUV)UéV’ direktsn sistem skupova.

Predhodni primer nam pokazuje kako se na pri-
rodsn nadin moZe govoriti o sloju nad destom tadkom xeX, pa
se moZe iskazsti sledela definicija.
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DFEFINICIJA 2. Neka je F bitopoloski predpra-

men skupova baze X i xeX. Neka T(x) oznalava

familiju objekata kategorije BO, koji sadrie

tadku x. Sloj F(x) bitopolodkog predprsmens I

u tedki x je grenica 1imF(U), direktnog siste-
Uuawe

Neposredno iz definicije 2., moZemo zekljudi-
ti da svaki element teF(x), moZemo predstaviti selenjem s,
5e(U) gde je UeobBO koji sasdrzi tadku x. Takodje dve eleue-
nta s, i t iz slojs F(x), predstavlijena selenjima geW(U) i
Le(V) su jednska, ako i samo sko postoji WeobB®, teko da
je WCUAV i veEl pi(s) = IMEE

MoZe se analogno poJjmu morfizma predprsmenova
uvesti pojsm morfizma bitopoloS8kih predpramenova. $31liéno mo-
Zemo definisati kompoziciju tih morfizama, pojsm identidnog
norfizma kao i pojem izomorfizma bitopoloskih predpramenova.

3. Bitopologki praménovi skupova.

_ Neka Je X bitopoloski prostor i F bitopoloski
predpramen skupova baze X. F je bitopoloski pramen skupova
baze X, sko su zsdovoljeni sledeéi uslovi:

BF1) Neka su W = {U} i U= {vj} dve

iel Jjed
familije, redom, P-otvorenih i Q-otvorenih s-
kupova tskve da Jje k{Ui = %’Vj = W,

atavimo W= Uuv( i L = IuJ i uodimo dva ele-
menta s” i s’“u skupu F(W). Ako za svaki in -
deks nel, 1 skup W,eW vazi:

W, W, »,
PWfs ) = pr(S ),
onda Jje s8'= s’ ¢

BF2) Neka su U = {U,}; ;1 U= {Vi3jeg ave
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familije, redom, P-otvorenih i Qiotvorenih 8-
kupova takve da Je \gUi = %)Vj=w.

Stavimo W = Uu U 1 I = Tud i zs indekse » i
# u skupu L uodimo elemente s,eF(WA) i sreF(Wy)
gde su W, ,WyeW. Ako je:

W"\( W/v
sn) = Q7 (s
Fuonsn W)

za sve indekse n,rel, |
tada postoji element seF(W) takav da Jje p%(s):
h

= 8,, 28 svaki indeks nel.

Element seF(W), ¢iju egzistenciju tvrdi uslov
BF2) je jedinstven prema uslovu BFl). Ako Jje L = @, bicée ¥(4)
jednodlen skup osim u trivijelnom sludaju, da za sve objekte
U u kategoriji B(, su skupovi F(U) prszni, 8to po dogovoru i-
skljudujemo. Formulscijs uslova BFl) i BF2) za bitopoloske
pramenove neposredna je posledica uvodjenja pojma bineprekid-
nih preslikasvenja koja se u radu [33] sreéu keo P-polunepre-
kidns odozgo i Q-poluneprekidna odozdo.

DEFINICIJA 1. Neka je X bitopolos8ki prostor.
Presedénim prostorom baze X nazivsemo sveki par
(E,p) gde je E = (E,PE,QE), bitopoloski prog-
tor, a p bineprekidno preslikavanje E u X.lo-
¢imo skup McC X. Selenjem prostora (E,p) nad M
nazivaemo svako bineprekidno preslikavsnje s,
s:M — E, tako da je p(s(x)) = x, za svaki ele-
ment xeM.

Neka je UeobB®, i F(U) skup svih selenje pre-
sednog prostora (E,p) nad U, u definiciji 1., tsda je vezs
U v F(U) tipa bitopoloskog pramena.

4, Bitopoloski pramen prostor.

Neka je (E,p) presedni bitopoloSki prostor ba-
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ze X. Nazovimo prostor (E,p) bitopolodkim praﬁen prostorom
ako Jje preslikavanje p:% — X lokalni bihomeomorfizam, tede,
ako postoje za ma koju tadku ueE, PE-otvorena okolina U i
QE—okolina V tskve da ih preslikavenje p presliksva u okoli-
ne p(U) i p(V), redom, P- i Q-otvorene, homeomorfno. ,

Bitopoloski pramen prostori (E,p) i (Eip’) su
izomorfni, eko postoji bihomeomorfizsm h:E —w E‘i vasi e hap.
' MoZe se dokazati sledela teorems.

TEOREMA 1. Neks Jje X bitopoloski prostor.Sva-
ki bitopoloski pramen F, skupovs baze X je

podpranen bitopolodkog pramens sedenjs nekog,
nekog bitopolodkoy premen prostora bazeX, ko-
Ji je 1 sem jedinstven do na izomorfizsm pro-
men prostora.

DOKAZ., Neka Je F(x) = lim F(U) sloj ned tad-
kom xeX., a F disjunktna unije skupova P(x) indeksirana s-
kupom X. Preslikevanje p:F — X, definiZimo sa p(P(x)) = x.
Na skupu ¥ uvedimo bitopolosku strukturu tsko da ona bude
najslebije bitopolosks strukturs pri kojoj Jje preslikavanje
p bineprekidno, enalogno sludsju zs pramen prostore. Ako kao
i u slucaju pramen prostora uodimo korespodenciju 1'(U)-F (1)
definisanu sa s > &, moZe se pokazati ds je te korespoden-
cija monomorfizesm funktora.Zsists, neke su elementi sy8 ér(u),
talkvi ds odredjuju isto sedenje prostora (¥,p) nad U. Tads
za svekl elemenat xeU veZi 8°(x) = 8°°(x). No, onda postoji
objekt koji sadrZi tsdku x, ns kome se sefenja 8’1 8°’ pok-
lepaju, te se U moZe zspisati kao unija obaekats Ui na koji-
ma se secenda s’l s’’poklapaju. Zato Je 8= 8" pa je kores-
podencijs F(U) —~TF(U) injektivna. Da je bitopoloski pranen
prostor jedinstven do ne izomorfizam prsmen prostors vidi
se neposredno. (.6.,

Iz teoreme l., moZe se zakljuliti da je bito-
poloski prsmen prostor ss supremumom topologija P i QII up-
ravo prsmen prostor topoloske baze X, ss supremumom topolo-
gije P 1 Q.
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l. Osnovni pojmovi.

Pojam prostornosti veé dugo zsuzima jedno od cen-
trelnih mesta u matematici, a puni svoj izraZaj dobija poja-
vom topologije. Topoloska strukturs ns datom skupu precizno
odredjuje pojem blizine, a dodstnim uslovima i pojem metrike,
pa na taj nacin dobrim delom zahvata sadrZa] naSeg intuitiv-
nog poJjms prostornosti.

No, prostornost nije jedini atribut kategorije
meterije u realnom svetuj kretanje je drugi vaZan atribut ma-
terijelnih objekata.

Prirodno se postsvljs pitanje, sSta je do sads u-
dinjeno na metematizovanju drugog vaZnog stributa msterijal-
nih objeksta, pojma kretanja.

Pojem funkcije, slobodno govoreéi trenslacije s-
kupe u skup, kso i pojsm funkcionslnih prostors, pojem grani-
¢nog procesa, homotopije, svaksko su sredstva da se opisuje
kretanje ili moguénost kretenjs. Medjutim ovi pojmovi ne zah-
vataju sedrzaj intultivnog pojme kretanjs, ni pribliZno ono-
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liko, koliko topoloska struktura zshvata intuitivni sadrzaj
pojms prostornosti.

O0¢igledno topoloski prostori su nepokretni i kr-
etenje im nije svojstvo.

U nerednom odeljku je namera dz se uvede pojam
kretenjs topoloskih prostors u sebi i ns taj nadin ds pri.-
log matematizovanju pojms kretanja.

2. Kretanje
topoloskih prostora u sebi.

Ako je X topoloSki nrostor i F pramen baze ¥ «n
vrednostima u datoj ketegoriji X, tads je do na i-.. .
odredjen premen prostor kao Sto smo videli u odeljku 1) .25,
U zavisnosti od izbora kategorije X, mi smo na prirodsn na-
¢in uvodili strukture na sloju F(x), sveke tadke xeX. Tako
swo, naprimer u glavi III., uveli na slojevima topolosku st-
rukturu i strukturu topoloske grupe; u glavi IV., uredjsjnu
strukturu i gtrukturu uredjenih topoloskih prostora, a u -
lavi V., bitopoloiku strukturu.

8loj J(x), svake tadke xeX je diskretsn podpros-
tor pramen prostors i u sloju mo¥emo, kako to ka%e B. R. Te-
nnison (vid. [55 str.1?7), izbor tadaka vrSiti neprekidno u o-
dnosu na topologiju pramen prostora.

Ako je pramen ¥ sa vrednostima u nekoj od kate-
gorija uredjenih skupova tada na sloau Hx) sveke tadke X,
xeX imamo i uredjsjnu strukturu, koju smo uveli u glavi IV,,
onde izbor talaks u sloju, ds teko kaZemo, moZemo vriiti od-
redjenim redom. .

Uredjajne struktura na slojevima u bramen prosto-
ru nije indukoveana topoloSkom strukturom baznog prostor X
koo Sto smo videli u glavi IV., ve¢ je definisana zadavanjem
uredjenjs na skupovima EQU) To se uostalom moZe videti i iu
sledeleg primers. '

‘RIMER 1. Neks je X topoloski prostor i cX pred-
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pramen svih neprekidnih funkcija sa vrednostima u X. Predpo-
stavimo da je na svakom skupu CX(U), gde je U otvoren  pod-
skkup u X, definissno uredjenje tako ds su za VcU, gde je V
otvoren podskup u X, morfizmi restrikcija izotona presliko-

X

vanja. Pod tim uslovom C* je pramen uredjenih skupovs. Ured;j-

enje na skupovima CX(U) moZze se definissti ns razne nadine i

wi navodimo jedan. Predpostavimo da skup X osim topolofike -
wa i uredjsjnu strulkturu, ss kdjom je uredjen topo’o*ki DI O~
tor. Za elenente f,ge¢ CX(U) stavimo f = g, ako Je f(x) = glx)
zo svelkl eleuwent xeU. FHorfizmi restrikcija pV, zs otvoren V,

VezU su izotona preslikavenjs pa je OX pramen uredjenih skupo
S va.

Pogtevlje se pitenje, da 1i samo zadsvanjem bou--
noyg prostoras, odnosno njegove topologije, moZemo definisati
pramen uredjenihbskupova. To zalsta moZemo na sledeéi nadin.

, Neks je X topoloski prostor iX(X) funktor ns lka-
tegorlji otvorenih podskupova u X, sa vrednostima u katego-
riji skupove 1 presliksvanja, definisan sledeéim informaci-
Joma: '

1. fX(X)(U) = {fIf:U - X, f otvoreno i neprekidnd

PV K )(U) - J(X)(V), zs otvoren VU, defi-
nissno sa pv(f) = £1V, za svaki fe J(x)(U).

TEOREMA 1. Za dati topolodki prostor X, J(X)
je prasmen skupova baze X.

DOKAZ. Za svakl element fe K (X)(U) je pv(f) u
skupu J(X)(V). Zeista, pv(f) Je neprekidno preslikavanje V
u X jer Jje preslikavenje f neprekidno. Neka je WcV otvoren
podskup u V. Ksko je V otvoren u X, W je otvoren u X, ps e
£(¥) = (£1v)(W) otvoren u X. Preslikavenje flV je dakle otvo-
rano, pa kako Je i neprekidno biée f£1Ve K (X)(V). K(X) je
pures towme predpramen skupova baze X.

Neka je U =y U, se sigjt(X)(Ui) pri demu  vaZi

U,
1 U. . ‘s U ,
PUQUJ(Si) = pU‘iqu‘_j(sj). Postoji se X(X)(U) se Pu () = 85
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ze svaki indeks i€ I. Treba pokszati ds je se H(X)(U). Kako
preslikavenje s postoji i ono je neprekidno, dovoljno je ds
pokaZemo ds je ono otvoreno preslikavanje skupa U u skup X.

Neka Jje zato, WcU =sz otvoren podskup skupa U.
W =UnA~AW i&U ~AW _U(U AW

s(W) = s(\i(U ~V)) = %.s(U .~ W), a ovaj Je otvo-
ren u X, jer je s(U, r\V) = g, (U ;W) s sy eJL(X)W
JX) je dakle pramen skupova baze Y. Q.L.D.

TEORLMA 2. Neke je X topolodki prostor. J(X) je
pramen skupova baze X, sa vrednostima u Xkatepo-
riji uredjenih skupova, ako uredjenje na skupo--
vima JO(X)(U) definifemo na sledeéi nadin:
~ za elemente s,te X(X)(U) stavimo s ¢ t, sko za
seCenja s:U —= X i t:U -+ X postoji sedenje p,
pe J(X) (s(U)) tako da je T = p.S, odnosno da
Jje komutstiven sledeé¢i dijagram:
U =~deew 5(U) < X
t(U) < X,
gde su 8, odnosno t preslikevanjs kojs imsju i-
sti grafik kao i presliksvsnjs s i t.

DOKAZ. Zs svakli otvoren podskup Uc X, skup sede-~
nja X (X)(U) je uredjen skup, 3to se neposredno proverava.'ic—
locijs = na tom skupu je u opStem sludaju kvazi-uredjenje.

Sveki morfizem restrikecije pg, za otvoren skup V,
VeU, Joe luzotono preslikevanje.

Aalsta, neka uu elementi s,te X (X)(U) tsko da je
8 £ t. Vazi p\,( ) = 8|V, pv(t) = tlv, pr:L demu s{V: V -e X
tIV: V —= X. DoksZimo da Jje pv(s) .-Pv(t) :

Uolimo preslikavenje pl(slV)(V): (slV)(V) - t(V),
za koje je pl(s|V)(V)(x) = p(x), ze sveki element x, xeV..

Preslikevenje p}s(V) Jje otvoreno, neprekidno pre-
glikavanje na skup t(V), dakle indentifikecija i ono u kompo-
ziciji se preslikavenjem pv(g) daje presllkavanae/a (t), pri
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demu su preslikavenja pv(s) i pv(t), presllkavanaa koja ima-
ju isti grafik kao presllkavsnaa f)g(s) i ;Dv(t) QeEuD.

Kso u glavi 1Va, mo¥emo zs premen JH(X) konstrui-
sati odgovarajuli pramen Qfostor, u oznacli K(X) i zsakljuditi
da je sloj nad svskon tadlkom uredjen skup. Uredjajna'struktu~
ra na slojevims u prsmen prostoru K(X) zavisi kao Sto se vi-
di iz teoreme 2., semo od topologke strukture bsznog prosto-
ra K. |

Osim uredjajne strukture na slojevims u pramen
prostoru K(X), moZemo, zadsvanjem baznog prostora X defini-
sati u opStem sludaju nediskretnu topolosku strukturu na s-
lojevima. U tom cilju izksaZimo 1 dokaZimo sledeéu teoremu.

TEORELA 3. Neka je X topoloski prostor. jf(X) Jje

pramen baze X sa vrednostima u ketegoriji topolo-

Skih prostora i otvorenih preslikavanja, ako to-

polosku strukturu na skupovime JL(X)(U) definife-

mo na sledeé¢i naéin:

- Podskup 0cH(X)(U) je otvoren, ako je za svaki
element x e U skup {xﬁ&eo otvoren u X, pri Cewmu
je x, oznsks zs £f(x). '

DOKAZ. Dokszimo najpre de je izabrana kolekeijs
podskupova skupa J((X)(U), kolekeija otvorenih podskupova.

Neka su 0y i 05 otvoreni podskupovi skupa J(X)(U)
tada Je Oan2 otvoren podskup. Zeista, za svaki element - x,
xeU vaZi:

Wﬁfeof &xfkeog = &Xéfeolnoe‘

Neka je x, € ixfgfeol’\{'xf%feoz , 8@ to znali ds Je
xveﬁxﬁfeol i Xveaxﬁfeog’\’e 0, 1 veO,, pa dskle i xve{xﬁf\oioz

Skupovi na levo]j strani gornje jednakbsti su o~
tvoreni podskupovi skupa X, pa Jje tekav i1 njihov presek da-
kle skup ixéféOiO Jje otvoren u X, za sveki element xe X ,
a to znadi da je O n02 otvoren skup u ZZ(X)(U).
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Neka Jje gsdas ioﬁiel kolekecijs otvorenih skupova

u X(x)(u) i 0 =0, Za sveki element xeU veZi:

g Udee 0, ~ X Age vo, "
Zaista, neki element yé?éﬁxﬂfeoi sko i1 samo ako

postoji indeks ieI i element feoi teko da je y = Xe o dskle,
y = xfe{xﬁﬁ&th Keko je skup na levoj strani gornje Jedna-
)

kogti otVoreh, takav je 1 skup na desnoj strani te Jjednakos-
ti. Skup O = t&oi Je prema tome otvoren.

Dokazimo na kraju da su morfizmi restrikcija ot-
vorena presliksvanje topoloskih prostora. Neka je zato skup
0c X (X)(U) otvoren, pg(o) = {tlt = £1V, £fe0) i to je otvoren
skup jer je ze sveki element xeV, t(x) = f(x), odnosno, x

= Xg, odnosno {xJ. ., = ixétefg(o). Q.E.D.

f =

Neposredno iz predhodne teoreme moZemo formulisa-
ti sledeéu posledicu.

POSLEDICA 1. Ako su na skupovima;M(X)(U) topolos-

ka i uredjejna struktura A-ssglssne, tada su to-~

polosks 1 uredjesjna strukturs A-ssglasne ns sloju

svake talke u pramen prostoru K(X).

DOKAZ. Na osnovu teoreme IV.3.1., na skupovima
J(x) (x) %%%~JC(X)(U) imamo uredjajnu strukturu, za svaki
element xeX. Ne tim skupovims imame i topolofku strukturu po
teoremi II1T.2.2.1l., a prema uslovims naSeg tvrdjenja i teore-
mi IV.2.1.1., ns gkupu JZ(X)(x) imamo A-saglssne strukture.

Kako je sveki prasmen do ne izomorfizsm Jednsk pro-
menu seenja nsdkrivajuéeg prostoras prema 1I1.2.5.1. teoremi,
pe dskle na sloju svske tedke u pramen prostoru K(X) imamo sa
glasnu i to A-ssglssnu strukturu uredjenog topoloskog prosto-
Ta. , Q.E.D.

Predhodns reszmatrsnja omoguéuju nam ds uvedemo s—
ledeéu definiciju.
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DEFINICIJA 1. Neka je X topoloski prostor. Premen
:K(X) baze X, sa vrednostima u kstegoriji uredje-
nih skupove (kso u teoremi 2{, ovog odeljka) nszo -
vimo kretanjem prostora X u sebi, sloj nad svakom
tadkom xeX, u prasmen prostoru K(X) nszovimo pula -
njom telke x, elemente svakog slojs mnszovimo po -
loZzajima, a uredjenje na sloju neke tacke xeX, nsa
zovimo lokslnim vremenom u tadki xeX.

Neposredno iz predhodne definicije i teoreme 2.41,
u poglsvlju 1I., moZe se formulisati sledeéa teorems.

PEORENA 4, Za sveki topologki prostor X je kretn
nje tog prostora u sebi jedinsgtveno do na izomon
fizam, ‘

DOKAZ. Na osnovu teoreme I1.2.5.1., svski prsuen
baze X izomorfan Jje pramenu selenja, pramen prostors, koji
je 1 sam Jedinstven do na izomorfizam pramen prostors.Pri to-
me pramen prostori date baze X su izomorfni, ako postoji ho -
meomorfizem izmedju njih, saglessn sa projekcijsma. oBaDe

TEORLEA 5. Kretasnje topoloskih prostora u sebi
je topoloska invarijsnta.

DOKAZ. Neka su X 1 Y topoloski prostori i h howe -
omeomorfizem ¥ na Y. Za otvoren podskup U<X i selenje s u g-
kupu X (X)(U) uodimo element h,. (S)GJK(Y)(h(U)) deflnlsdn na
sledeéi nadin. h (s) h(U) —»-Y sa hU( y) = hi(s(h™ (y))),kd
svakl element yeh(U)

08igledno, hy :K(X)(U) — K(Y)(n(u)).

Neka je xeX. Kako je K (X)(x) = llm){(x)(U) a
Ty (h(x)) = Lim K(X)(h(U)), imamo presllkavangp lim h, ss8

CEE o= U
{}m by K () (x) —+,C%(Y)(h(x)), a ono je leeKClJB,auta vife
i uredjajni izomorfizam. Dakle izomrfni su odgovsrajuéi pra-
men prostori a gsamim tim i prameni selenjes tih prostors, ko-

Ji su kretsnjs u sebi prostors X i Y. - Q.E.D.
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Nadkrivejuée presliksvenje p:K(X) —= X je loksl-
ni homeomorfizsm, pa neposredno iz definicije l., moZemo za-
kljuditi, da svaka dva poloZaja na putsnji neke tadke imsaju
homeomorfne okoline, a takodje to svojstvo ima tadka 1 sve-
ki njen polozaj. MoZemo zslkljuéiti da se svaka tedks baznog
prostora kreée, da tako kaZemo, po svojoj putanji zsjedno so
dovoljno malom svojom okolinom. Ako je xeX, a p"l(x)c K(X) ,
putanja tsdke x, teda svaks tadka Zep_l(x) definife otvoren
skup U,sx, se U, = p(VZ), gde Jje Vi:K(X), otvoren koji sadrzi
tadku zeh(X), taksv das Je prZ homeomorfizam. Skup U, je ne-
prozan, Jer sadrzi tedltu xeX i taj skup je, da tako ksZemo e-
lenentorni deo prostora X, koji se kreée zsjedno se tackom x.

' l.okslno vreme u svskoj tadki xeX Je kvezi-uredje-
nje u opétem slucdaju, 8to se neposredno vidi iz definicije.

Svojstve kretenjs topoloskog prostora X u sebi u
‘potpunosti zavise od prirode baznog prostora X. MoZe se nap-
rime% dokszati sledeéa teorema.

PEOREMA 64 Ako topoloSki prostor X ima bar jednu
izolovanu tacku, teda 2za svski element xeX puta-
nja p"l(x)c:K(X) ima maksimalni element.

DOKAZ,., Neke Jje yeX, izolovans tadka u prostoru X
i neka je xeX. Uolimo otvoren skup U, tako da xeU. U skupu
H(2)(U) izsberimo proizvoljno selenje s, gde s: U —» X, i
definidimo preslikavanje m: U —»X, sa m(z) = y, za sveki e-
lewent zeU. Preslikavanje m je neprekidno i otvoreno, ps do-
Xle me X(X)(U). DokaZimo de je s £ m. Zasists, uodimo preéli~
kavenje m”: s(U) -» {y} . Preslikavanje m” Je neprekidno i
otvoreno, pa med(X)(s(U)) i vaii mé% = m, pri demu jJe
preslikavanje ns s(U), koje ime isti grarfik keo i s. Irema
tome je s £ m. Sedenje m je maksimalni element u skupu/{X)(U)

leka je otvoren skup VecU, i pg odgovarajuéi mo-
rfizem restrikcije. Ako je meJK(X)(U) moksimalni element u
slkupu J(X)(U), teds je Fﬁ(m)€.5{(x)(V), maksimalni element u

ot
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skupu J(x)(V), 8to se vidi neposredno. Preleskom ns granicu
JU)(x) = 1im K(X)(U) zekljudujemo de i grsnice ime meksi-

Uax

molni element. QeE.D.

Neposredno iz ove teoreme moZemo zakljucditi ds
skup izolovanih telskes u prostoru X predstevljs, da tako Ia-
Semo nepokretni deo prostors X prema kome se sveks taclka kre-
e Interessntno je primetiti de sko za datu tadku xed wodli-
no polouje na njenoj putsnji, definisane klsgssma identifiko-
¢cijs u izolovanu talku, videlemo da su takvi poloZaji obos-
trono uporedivi, te de lokaelno vreme u tadki xeX ne uredjuje
tulkve poloZaje u tom smislu 3to, da teko keZemo, obostrano
Lele.

MoZ%emo primetiti, tskodje, da u svim skupovims g-
edenja K (X)(U) postoje minimalni elementi.

78ista, eko za deti otvoren podskup UcX, uodimo
skup svih homeomorfizams skups U u samog sebe, tada je svalki
tolkav homeomorfizam shvaéen kao otvoreno i neprekidno presli-
kovonje skupa U u skup X, minimslni element u skupu LX) (U).
7nista, sko je se K(X)(U) i t homeomorfizem skups U u skup U
biée t £ s, jer postoji identifikecijs skupa U ns skup s(U),
da je oznadiwo sa r, gde je r(y) = s(t—l(y)), za svaki ele-
ment yeU. Kako u opfitem slulaju morfizmi restrikcijs ne pre-
nose minimalne elemente u minimelne to bez dodatnih uslova
ne mozemo definissti minimalne elemente na putanji svake ta-

ke.

<

Kretsnje topolosSkog prostora u sebl Jje, mozemo
reéi mers zs homogenost topolodkog prostors. VaZi zapravo s-
ledets teorems.

TROREMA 7. Ako Je baszni prostor X topolosks gru-

pa, kretanje prostorsa X u sebi, do na izomorfi-

zam pramenova je konstantni pramen baze X.

DOKAZ. Translecijom sistema okolina neutralnog
elementa dobijsmo sistem okolinas svakog elementa u topoloS-
koj grupi X. Postoji zato izomorfizam skupove sedenjs, jer
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za svako sedenje se K(X)(U), gde je U otvoren skup koji sa-
drZi neutral eeX, postoji otvoren skup aU, koji sedrii eleme-
nt a, i sedenje te }(X)(aU) definisano sedenjem s, na slededi
nacing za svakl element y = sue alU, t(y) = s(a’ly), gde Je u,
u-U. Neposredno se proverave da je te X(X)(aU). Pridruiivenie
s +» t, napred definiseno Jje zaprevo uredjajni izomorfizam «-.
xupa J(X)(U) u skup K(X)(2U). Prelaskom na grenicu,grenicu
toy sistema preglikavenja, gde je taj direktni sistem indeks-
iran svim otvorenim skupovima U koji sadrZe neutral ee¥, zalk-
ljudujemo da postoji uredjajni izomorfizam skupova J(X)(e) u
sloup CK(X)(@). To pak znacdi da su putenje tadaka eeX i ae¥ u-
redjajno izomorfne u prsmen prostoru K(X). Ksko je a proizvo-
lina tadke u topoloskoj grupi X, zskljudujemo da su putanje
svih tacéaka uredjajno izomorfne. Uolimo sada konstantni pra-
wen baze X, AX’ deflnluan u primeru II.2.2.1. Ako stavimo da
je u tom primeru A = p~ (e), zakljulujemo da je kretanje to-
poloike grupe u sebi, do ns izomorfizam pramena, upravo pra-
men AX. GelLeDa

Teorema 7., moZe se uopStiti ne bilo koj homogen
topoloski prostor X, gde homogenim nazivemo onsj topoloski p-
rostor u kome za sveke dve razne talke x i y, postoje otvore-

: L a
ni skupovi stx, Vyay i homeomorfizam hny Ux Vy’ tako da
Je h__(x)
Xy
Moze se dokszati sledeéa teorema.

TEOREMA 8. Ako je topoloSki prostor homogen, kre-
tanje topoloskog prostora X u sebi, do na izomor-
fizem pramenove je konstantni pramen baze X.

DOKAZ, Neka su x,yeX, dve razne tadke u prostoru
X i sUGJE(X)(U), predstsavnik klsse bUJeJK(X)(x). Kako je to-
poloski prostor X homogen postoje otvoreni skupovi U, ox i Vy’
Vyay, kao i preslikavsnje h__: Ux —o—Vy koje Jje homeomorfizam

< Xy U v .
58 hxy(x) = y. Selenje SUAUX = sU[UnUx =‘ChnUx(SU> definide i-
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gti element [sUnU] [SU] ]{(X)(x)

Skup h (UmU ) Je podskup skupa V
homeomorfizam skupe UnU ne skup h y(U(\U Ve

Za sveki element zeh (UnU ) uolimo  sledeéi e-
lement; (h 1(z.)) . Presllkevenge th (U U ) h (UnU ) =X,

g & Xy[ UnU,, Je

tako definisano Jje oc¢igledno neprekldno i otvoreno, pa dakle
voii €y (U U, c:Z(X)(h (UnU )). Element ty (UnUx) jednozns—

Xy
dno deflnlxe klasu &h (UAU )]GJZ(X)(y)

Ako Jje sU,eJK(X)(U ) tako de je [sy J (s »prime-
timo ds postoji skup U’ 5x, tako da je Sy Juc= IU"bde je
U @CUAU’. Skup h y(U"U ) je otvoren i oadrz1 tacku yeX. Pre-
slikavenje h y|U/aU je homeomorfizam skupa Uer na otvoren
skup h_ (U KU, ). Uolimo selenje th (AU, )e:K(A)(h (U'AU,))

definisano sz 2 —»»-sU(h 1(4)), za svakl element zeh (U UX)

Kako je t s = 3 :
h, (URU,) hxy(UnUx)l h (VR UX), b

te ["n ,(UAU )] [thxy(UmUx)] :
Uoze se dakle dobro definissti preslikavanje sku-
pa (X)) (%) u qkupfkl%)(y) sa [SU] —»-[th (UnU )], za svaki

element [eU]e:lﬁx)(x) To preslikavanje ozn801mo sa ¢x‘ Pre-
slikavanje @ je preslikavanje 'ns".

ualsta, neka je [HJ€ZKX)(y), proizvoljni element
u skupu KO (y). Primetimo da je tV[VnV = FVXV (t ),element
koji u istoj klesi kso i tv

Uodimo sedenje s: l(VnV ) — X deflnlqano 58
s(z) = tyh (z) za svaki element z iz skupe h (VhV ).08igled—
no je tads ¢X([S]) = [tyd .

Presliksvanje ¢x je injektivno, Sto se neposred-
no vidi iz konstrukcije tog presliksvanja.
Na kraju preslikavanje ¢x je uredjsjni izomorfi-
zam Jjer eko je [sU] [sy7] postojl skup U’ cUnU; teko da jJe
"=FHI (SU) 2 U,\U" =/08"(SU’>’ pe postoji identi-
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fikacidja skupefjg,,(su)(U") na Skupf)g:.(sU,)(U") koju mo-
Zemo oznaliti ss t°’. Iz konstrukcije preslikevanjs ¢x zok -
ljudujemo da identifikacijs t’’ vezuje sedenja ¢X([SU]) i
@x([ﬁu,]) pa Je ¢x([sU]) < ¢x([sUJ )y 8 vaZi i obrat.

Ne tsj nadin dobili smo ds su slojevi uredjsjno
izomorfni, a anslogno teoremi 7., da je kretanje do ns izo-
morfizam jednakokonstantnom pramenu Ay, gde Je A = p"l(x) ,
sz bilo koji element xeX. Q.E.D.

Predhodna teorems inicira sledeés rszmatranja.

Neks Jje A topolofki prostor. Uvedimo relaciju |

na gledeCi nadin; ‘
- z8 elemente x,yeX, stavimo x[y, ako postoji o-

kolina Uxax i okolina V_sy i indentifikscija

hxy: U, -*ny, sa hxy(x = YVa

Neposredno proveravemo da je relscija [ kvazi-
uredjenje na skupu X. Relaciju I nazovimo gustinom, 8 ako
Je x 'y, recimo da prostor X ima veéu gustinu u tadki y,ne-
50 u tacki xeX.

Ako topoloski prostor X ima izolovenih tsdaks
onda su te talke maksimalni elementi u prostoru X u odnosu
ne uredjenje [. Dakle, ako topolodki prostor ima izolovanih
tadaka, onda on u njima ima najveéu gustinu. Homogeni pros-
tor ima u svim talkema ekvivalentnu gustinu jer u njemu re-
lacijs [ postaje trivijelna relacijas ekvivalencije.

Postavlja se na kraju pitanje kaksv je odnos kre-
tanja u sebi, datih topolo3kih prostora X i Y, ako su oni u
nekoj vezi. Navedimo jednu teoremu koja razmastra takvo pita~
nje.

THOREMA 9. Neka su X i Y dati topolodki prostori
i h: X — Y, lokalni homeomorfizam. Postoji mono-
morfizam ¢::€(X) - J(Y) kretanja u sebi.
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DOKAZ, Neka su U i th ) okoline redom tacsks x
i h(x), takve da je h.U R homeomorflzam skupova U, i Vh(y)
26 element s € K (xX)(U) vo&imo e]ement sugUnI =

’/OUnU (s ) = Sy U’ Oc1bledno je [SU1 [s UmU 7.

Na skupu h(UAU )’\Vh(x) moZemo Jjednoznadno odredi-
ti selenje trdu(Y)(h(UnU )) na sledeéi nadlin:

t(z) = h(SUnU (h™ (z))) zs sveki element zeh(UnU)

Pridrufivenje [s]) —» [t] definife preslikevanj.
slupova M) (x) -~ ,KIY)(h(x)) Oznadimo ga sa ®X.

Lao u dokszu predhodne teoreme moZe se pokazati
da Jje za svaki element xeX, presliksvanje ¢ uredjajni mono-
morflzam, 8 takodje i1 de je ukupnost preslikavanje Qx, u 0-
znaci m, monomorfizsm kretanja u sebi ;K(X) i (). QelteD.
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