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PREDGOVOR

Teorija polugrupa je danas vaZna oblast matematickih
istra¥ivanja i primena., Siromasna aksiomatika polugrupe
dala je bogatu matematiclku teoriju i primene u drugim obla-
stima matematike: fﬁnkdionalnoj analizi, teoriji grafova,
teoriji algoritama, diferencijalnoj géometriji, itd. 5 a
1 u drugim nauvkana, prvenstveno fizici. Jedan od neimara
teorije polugrupa A.D.Wailace [81] je izrekao hipotezu
da ée topoloske polugrupe biti vrlo vazZne u opisu prirod-
nih pojava i procesa. Naime, on istide da je teorija gru-
pa bila podstaknuta problemima geometrije vezanim za sim-
etriju geometrijskih objekata., Dotle, na primer problemi
fizike su veéinom ireverzibilni te mnogo blizi pojmu po--
lugrupe.

Danas, Sto se tile algebarske teorije polugrupa,pos-
toje dve monografije: E.S.Ljapin (45]:1 A.Clifford,G.
Preston.-t23j . Izdaje se i poseban casopis "Semigroup
forum", posvelen probléﬁima teorije polugrupa. 0d velikog
su interesa polugrupe snabdevene sa jos nekom strukturom:
parcijalno uredjene polugrupe~ L.Fuchs [31} ,topoloske
polugrupe-~ A.B.Paalman-de Miranda {EB]i.K.H.Hofmann,
P.S.Mastert (34} .

Danasnja strujanja u matematickoj analizi se sve
viSe pribliZavaju strukturi polugrupe. Teoriju mere sa
vrednostima u specijélnoj topoloskoj polugrupi razvio Jje

M.Sion [74} , a nekih rezultata u tom pravecu ima i u radu
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P.Antosika f14l. L.,Berg {}6}uoéava da se klasidna analiza
sa svojim pojmovima: skupovi,funkcije,granidéne vrednosti,
neprekidnost,redovi,integrali, te sa druge strane funk-
cionalna analiza ( u Sirem smislu) sa svojim pojmovima:
rastojanje,funkcionela, mera,distribucije, operatori, mogu
objediniti polugrupom obogaéenom sa jod nekom strukturom.
Polugrupe su i ranije imale veliku primenu u funkcionalnoj
analizi E,Hille, P,Phillips 533? , ali to je uglavnom anali-
tiéka teorija polugrupa, vezana.za operatore nad Banachovim
prostorom,

U ovoj tezi uvodim i proudavam neka preslikavanja
vezana za polugrupe, koja se u specijalnim sludajevima
svode na dobro poznata preslikavanja funkcionalne i realne
analize i teorije mere, Na taj nadin se izdvaja osnovna
matematicka ideja, koja se uniformizuje, da bi za specijal-
ne slucajeve dala klasidne rezultate.

Teza se sastoji iz dve glave,Doktorsku disertaciju
predstavlja prva glava, koja sadrzi dublje rezultate iz
funkcionalne analize i teorije mere, Druga glava je dopunska
za prvu glavu u kojoj su dobijeni i neki dodabtni rezultati.
Na pocdetku svake glave dat je kratak uvod, tako da se ovde
nefemo zadrZavati na detaljnom opisu pojedinih glava teze.

U prvoj glavi formulisSem i dokazujem nekoliko oblika
Dijagonalne teoreme.Pomoéu ovih vrlo korisnih teorema izvo-
dim niz vaZnih poznatih i dosad nepoznatih teorema vezanih
za funkcionalnu analizu ( izmedju ostalog i za teoriju

distribucija) i za teoriju mere nad raznim mreZama kao i
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teoremé o tackastoj konvergenciji i uniformnoj ogranice-
nosti familije novo uvedenih skupovnih funkcija. Polug-
rupa se poJjavlijuje kao domen ili kodomen posmatranih
funkcija,

Druga glava Je vezana za uopStenje pojma konveksne
funkcije na polugrupi. Ispitujem neke osobine ovako uop-
étenih konveksnih funkcija, te dajem neke primene dobi-
jenih rezultata. Polugfupa se pojavljuje kao domen i
kodomen uopstenih konveksnih funkecija.

U obe glave se pojavljuje Korisgna funkecija anti-

stepenovanja, koju su nad grupom uveli S.S.Jou, S.Kurepa

[®5].

Zahvaljujem se mentoru profesoru B.Stankoviéu na
korisnim savetima 1 strpljenju, koje mi je pruZao tokom
izrade disertacije. Profesoru M,Stojakoviéu dugujem
zahvalnost Sto Jje pregledao disertaciju i udinio niz
korisnih primedbi., Drago mi je Sto se mogu zahvaliti
docentu O,Had%ié¢ na saradnji u radu [673'1 na pregledu
poglavlja 1.3449 4% A.40.



1 GLAVA

DIJAGONAINE TEOREME I NEKE NJTHOVE PRIMENE

Teorija Dijagonalne teoreme ¢e nam omoguliti da za
polugrupu veZemo vaZne pojmove funkcionalne analize i
tcorije mere - skupovnih funkcija. Pokazalo se, u mome
radu E&g] , u radu P.Antosika Ll#} i zajednickom radu sa
O.Hadzié [67 ]da je Dijagonalna teorema vezana za struk-
turu polugrupe. Kako je Dijagonalna teorema moéno sred-
stvo u dokazima teorema matematicke analize, to éec nam
prethodno konstatovana ¢injenica posluziti osnovnom cilju-
~uvodjenju uopstenja nekih objekata funkcionalne analize
i teorije mere u polugrupu. Glavne karakteristike dokaza
teorema izvedenih pomoéu Dijagonalne teoreme ( u raznim
oblicima ) bi bile:

1) Jedinstvenost. Pomolu jedne teoreme se dokazuju

fundamentalne teoremec raznih grana matematicke analize.
Na taj nadin se objedinjuju i uniformizuju razne teorije

matematicke analize.

2) Elementarnost dokaza. MoZe se re¢i da su dokazi
klasidnih teorema izvedenih pomoéu Dijagonalne teoreme
jednostavniji, kraéi i zahtevaju elementarniji matema-
tidki aparat u odnosu na klasidéne dokaze, Istina, ovde
treba napomenuti da Jje ovakvo tvrdjenje izreceno u odnosu

na dokaze teorema iz monografija G.Kothe-a [38 ], N.Dun-
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ford-a, J.Schwartz-a [30 ]. Kako se danas ove monografije
smatraju udZbenicima za odredjene oblasti matematicke
analize,to se ovakvo tvrdjenje moZe prihvatiti. Tako sam
neke teorcme dokazane pomoéu Dijagonalne teoreme uneo i
u moju zbirku zadataka {e8 ] str., 267-276 namenjenu stu-
dentima matematike,

%) Generalizacija. Dokazi izvedeni sa Dijagonalnom

teoremom basd zbog koriséenja samo datih, najneophodnijih
pojmova Jjasnije ukazuju na sustinu problema, te omogula-
vaju odbacivanje nepotrebnih pretpostavki i tako daju da-
lja uvopsStenja veé poznatih fundamentalnih stavova ( P.
antosik [9) , [11] , {10} , [14) , J.Mikusifski[54 7).

U poglavlju 1.1 dat Jje kratak pregled razvoja Di-
jagonalne teoreme i njene primene., Izmedju ostalog sadr-
zi i moJe rezultate iz rada£66 ]-Dijagonalne teorecme
1.1.4 , 1.1.5 i lemu 1.1,1 , te teoreme 1.,1.6 i 1.1.7
iz rada P.Antosika (147 . Navedeni rezultati ée biti od
vaznosti u sledeéim poglavljima prve gzglave. Dijagonalne
teoreme 1.1.4 1 1,1.5 sam formulisao nad polugrupom u
kojoj operacija nije neprekidna u opStem sludaju u
odnosu na indukovanu topologiju funkcionelom f. Slicéno
Je, kasnije, postupio i P.Antosik u teoremi 1.1.6 vezu-
juéi se za polugrupu u kojoj je operacija samo parcijalno
neprekidna.

Poglavlije 1.2 predstavlja primenu moje Dijagonalne
tecreme 1.1.4 u funkcionalnoj analizi. Teoreme 1.2.1,
1.2.3, 1.2.4 sam dobio u saradnji sa dr 0.Had?ié [67 J,
dok je teorema 1.2.2 moje uopStenje ranijeg zajednidkog

rezultata[67'].
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U poglavlju 1,3 uopdtavam prostor nizova i doka-

zujem teoremu l,3%.,1 o ograniclenosti niza temp, nizova,

U poglavlju 1.4 uopstavam pojam funkcionele f
( kvazi-norme) nad polugrupom iz mog rada [gg) , &to
¢u iskoristiti u puglavljima 1.7 i 1.8.

Poglavlje 1.5 predstavlja kratak pregled proble-
matike skupovnih funkcija .

U poglavlju 1.6 prenosim delove teorije P.Antosika
[14] na specijalne mreze i izvodim svoje tedreme lg.l,
l6.2, 1.6.2 , 16.4

Poglavlje 1.7 je prilog teoriji u opStem slucaju
ne-aditivnih skupovnih funkcija, sa mojim teoremoma
l1.7.1 i 1.7.2 .,

U poglavlju l.é razmatram viseznadéne skupovne
funkcije sa vrednostima u polugrupi, té dokazujem teore-
me 1.8.1 1 1,82 .

U poglavlju 1.9 izvodim opStu teoremu 1,9.2, da bih

u poglavlju 1,10 dao njenu primenu.

1.1 Dijagonalne teorcme

Tako je nastanak Dijagonalne teorem%&ezan za 1969
godinu u radu [48 ]'J.Mikusiﬁskog, vel dénas'se moze reli
da je Dijagonalna teorema postala znadajan dinilac sav-
remene matematike, pre svega funkcionalne analize i teo-
rije mere, Dijagonalna teorema ( u raznim oblicima -
~ J.Mikusifiski [48 ], P.Antosik [97, [10] , [24] i moj
rad [66] Jomoguéava objedinjavanje raznorodnih a toliko
znacajnih teorema matematidke analize,

Koreni Dijagonalne teoreme vezani su za metodu
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"klizajuée, grbe" ( eng. sliding hump ) , koja se primenji-
vala pre pojave Dijagonalne teoreme. Tehniku "klizajuée
grbe" dali su H.,Lebesgue i O.Toeplitz ( vid. F.Hausdorff
32 .

Navesiéemo ukratko dosadadnje formulacije Dijagonalne
teoreme i primene tih teorema, Detaljan pregled razvoja 1
primene Dijagonalne teoreme moZe se naé¢i u mom magistar-
skom radu [64.] i mome ekspozitornom‘élanku { 6§1~

J.Mikusinski je uveo Dijagonainu teoremu u raduvﬁ3].

Sa N éemb oznaditi skup prirodnih brojeva,

DIJAGONALNA TEOREMA 1.,1.1. Neka je B Banach-ov

prostor sa normom |\ | . Ako je

XijeB(i,jéN),‘xii\>m)O i
aﬁ%? Xij =0 gzasvako i = 1,2,.00 ’

tada postoji beskonadan skup I pozitivnih celih brojeva

i podskup J & T takvi, da je za svako i€ I

;'Xij‘ < @

‘ind‘ >

4ed

m
2

Ova Seorema Je J.Mikusiﬁskom omoguéila da u istom
radu {48 ] leko dokaZe: Banach-Steinhausovu teorcmu ( J.
Mikusiﬁski,J.K.Brooks [ 50] ) i dva stava iz teorije mere
Nikodymov i Vitali-Hahn-Saksov.. o tackasto] kénvergenciji
prebrojivo aditivnih odnosno ) -~neprekidnih mera (N, Dun-
ford,J.Schwartz [50 ], S.Saks [ 723 , G.Vitali [ 597,
0,M.Nikodym [ 597 ) .
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Drugi poljski matematicdar P.Antosik prihvatio je
osnovnu ideju J.Mikusiﬁskog i uspeo da u radu [9] prenese
Dijagonalnu teoremu na abelovu grupu (G,+) sa kvazi-normom

{x\, tj . funkcijom G -> R (realni brojevi) za koju vazi:

ap 1o =0
(Ng) &-X‘ = ‘Xl. ’
(NB) ‘X + y‘é.‘x\ +‘ v\ ’

gde je O neutralni elemenat grupe G.
j € G (1,jEN)

i lim%.. =0 za i =1,2,... , tada postoji beskonalan
4300 1dJ

skup pozitivnih celih brojeva I i njegov podskup J takvi,

DIJAGONALNA TEOREMA 1.1.2. Ako Xs

da za svako i € I vazZi

225‘ Xij‘ <

‘ Zilxg~
T
Uzima se da Je

def 7
} in-‘ = lim L)Xi.\ ,
g maoo  lge] I
gde su J_ konadni podskupovi od J takvi da je 1lim J =J,

n Mo T

> 51x) .

U istom radu [9] P.Antosik je dokazao pomoéu Dija-
gonalne teoreme 1l.l1l.2 stav o podjednako] neprekidnosti
kolekecije linearnih neprekidnih preslikavanja ( G.Kéfhe

[38‘]) i stav o ekvivalentnosti slabe i jake ogranicdenos-
ti temperiranih vektora ( J.Mikusidski [517 ).Koristeéi
Dijagonalnu teoremu 1,1,2 J.Mikusinski (547 je dobio
opStiji Nikodymov stav o uniformnoj ogranilenosti fémili—

je prebrojivo aditivnih mera od onog iz monografijc N,Dun-
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forda, J.Schwartza{30), str. 336-337.
P.Antosik uopsStava u radu {10] dalje Dijagonalnu
teoremu na topolodku grupu ( vid. N.Bourbakiclgl). Zato
su nejednakosti iz ranijih formulacija Dijagonalne teoreme
zamenjene pripadanjem nekim zatvorenim ili otvorenim sku-
povima,

DIJAGONALNA TEOREMA 1.1.%. Neka je G aditivna to-

poloska grupa, neka su ViC ¢ ( ie N ) Btvoreni skupovi

jeG (i,jE€N). Ako, za svako i€ N, vazi

i neka x.
el s

Xii¢‘ﬁ. ('Vi je adherencija za V. ) ,

Vi + x5, €6 NV,

tada postoji beskonadan skup T<€ N i konadni skupovi

J, €1 (neN) takvi da je

1o J 7 = Jn\) K, » ede je K, ili prazan skup

111 sadr?i samo jedan elemenat koji je veli od clemenata

2, za svako i€1I vazi

aZ%;gij ¢ V&

za dovoljno veliko n.

P.Antosik je iskoristio svoju Dijagonalnu teoremu
1.1.3 i dobio vrlo opSte teoreme iz funkcionalne analize
{12] i teorije mere [1?1 . Koristedi pojam L-grupe vezane
za konvergentne prostore (A.R.Bednarek, J.Mikusinski [15]),
koji je opStiji od topolodke grupe, P.Antosik dobija -uop-

Stenja teorema ranije dokazanih sa Dijagonalnim teorcmama
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1,1,1 i 1,1.2 + U radu [12] P.Antosik je izveo i opsStu
teoremu tipa Orlicz-Pettisa za bezuslovnu konvergenciju

4
(eng. unconditional convergence) - J.K,Brooks i J,Mikusin-
skibo] sW.Orlicz [633 y Bed.Pettis [69] .

U mome raduEGGJ uopsStio sam Dijagonalnu teoremu 1,1.:
na polugrupu (X,% ) sa funkcionelom f: X *+R koje zado-
voljava uslove

(f) £Cx %y ) £ £(x) + £(y)

(£) 2 x%y )3 |t -] .

Uslovi (fl) i (f2) su nezavisni. Prvo ¢emo navesti primer
za koji vaZi (flj a ne vazi (fg): X =N, + uobidajna ope-

racija i

f(X)= ’XEN.

X
Primer za koji vaZi (f2) a ne vazi (fl): X =N, + uobidaj-

na operacija i
f(x) =x-1 , xeN ,

Dalje,‘vaéi:
Funkcionela f definisana nad X tako da vaZe Cfi)

i =1,2 Jje ne-negativna za svako x € X, To sledi iz

fF(x) + £(y) 2 £f(x%y )2 \f(x)-f(y)\ .

Stavimo 1i x = y , dobijamo
2 f(x) f(x) - f(x) =0 .

PRIMEDBA 1,1.1, Ako je X polugrupa sa neutralnim
elementom e tada se za funkcionelu f moZe Jjo$ zahteva-
i 4 |
; (f5> f(e) =0 .
éU tom sludaju su aksiomi (fi) i=1,2,3 1 (Nk) k =1,2,3



11.
ekvivalentni nad abelovom grupom (G,+ .Dokdzaéemo samo
H

netrivijalni deo : (f;) 1=1,2,3 = (N,) . Iz (f5) sledi

£( x +(-x) ) Y |£(x) - £(=0)| » £(x) - £(=x)

3. £0) 3 £(x) - £(-x) .

Na osnovu (f3> dobijamo

0 ?,f(x) - f(~x) , tj. £(-x) 7 f(x) .
Tgmenimo 1i mesta za x i -x , dobijamo f(x) »» f£(-x) .

Neka je

a(x,y) = | £(x) - (| ‘
Tada je lako videti da vazi

1., d(x,x) =0 ;
2. d(x,y) = a(y,x)

3. d(x,z) £ a(x,y) + 4(y,2)
za svako X,y,z € X.Tako funkcionela d(x,y) indukuje topo-
logiju u X ( vid. J.Kelly [37] ) , koja nije Hausdorffova,
Funkcionela f(x) je neprekidna u ovoj topologig’i. U

OpStem slucaju operacija %k Uu polugrupi nije neprekidna.
Jedan kontraprimer: Neka je (Z,+) abelova grupa cclih bro-
jeva i f£(x) = | x|\ ( apsolutna vrednost od x e Niz %_1?5
konvergira ka 1 kada n$® u topologiji indukovanoj sa
d(x,y). Tada i niz %;1} konvergira ka 1 kade n-3%
jer 3¢ |1l =1-11 .Ako bi operacija u Z bile neprekid-

na, tada bi za svako £ >0 postojalo n (€) tako da je

£ > \\ 1+ (-1} -\ 1+ 1\\ =11+ 1\ =2
za. n % nO(E), 8to je nemogucle.

Biée nam potrebna sledeta
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‘:L‘EI",IA vlolol. U (X,*) Vaii

(1.1 [fCx%y) - 0] £ £

za sve X,y € X,

Dokaz. Mo¥e biti ili f( x 3%y ) - f(x)» 0 ili
f(xgy)-f(x)< 0.

U prvom sludaju imamo

f(x%y ) - f(x) & £(x)+ £(y) - £1(x) = £(y) ,
na osnovu (fl).

U drugom slucéaju imamo

|2Cx %y ) - 20| = 2 - £ x % 5)

£ f(x) - ( £(x) - £(y) ) = £(y),

no osncvu (fg).

DIJAGONALNA TEOREMA 1.1.4. Neka je (X, % ) polug-

rupa sa funkcionclom f,

AMo x..€ X (i,jeN) i 1lim f(x;:) = 0 22 i=1,240e0,
13 30 - 1d

tada postoji beskonalon skup I < N i podskup J (konalan

i1i beskonadan) od I takvi, da je za sve i € T

(1.1.2) ' 2 £(x; ) < @
acJ
(1.1.3) tC % %40 ¥ 3 f(x5)
4€J
de Je ,
(% ) o (% ., )
f X s = lim £ X s
eJ m>0 g s
a %_jg% je rastuéi niz svih elemenata iz J, a
,h ’ ‘ . A "
%’— Xk = Xl* s e *Xn I Kzi“/‘l’l—"’) }°
ke K K?—i
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Dokaz, Prvo éemo dokazati da nejednekost (l.1.2) pov-

ladi egzistenciju f£( 3% x..) . Na osnovu leme 1l.1,1 imamo

§ed
hay) n ~n
fO % x..% % x.. )-f(¥k %, ) \
' i i i
t $=4 Is S=TM+4 Ig $=1 Is
n
5; £ ¥ X 4 )
S=Ter| JS
oM
< ZZ; f(x. . ) Zzao n 2> m .
5:’“’\#\ lJS‘ "
Tada (1.1.2) povliadi da Je é‘f( X% %54 )”% Cauchyev
3= g

niz u skupu realnih brojeva, te zbog toga konvergentan,
Zamenjujuéi kvazi-normu | | iz dokaza Dijagonalnc
teoreme 1.1.2 u radu P,Antosika [9] sa funkcionelom  f,

dobijamo dokaz Dijagonalne teoreme l.1l.4 .

PRIMEDBA 1.1.2, U slucaju abelove grupe Dijagonalna
teorema 1l.1.4 se svodi ne Dijagonalnu: teoremu 1,1.2, Mada sc
Dijagonalna teorema 1.1.3 moze formulisati i nad topoloskenm
polugrupom,Dijagonalna teorema 1l,1l.4 nije njena posledica
jer u opStem sludaju operacija u polugrupi X ne mora bHiti
neprekidna (primer (Z,+) sa ‘Ax( ) .

Dijagonalnu teoremu 1l.l.4 sam sa O.Fadéié iskoristic
za dokaz Jjedne teoreme 1l,2.1 u samoJj polugrupi keo i njegovog
integralnog analogona-teorema 1,2.4 ubradu[671 , te dali
njihovu primenu. Delovi rada®Psa izvesninm generalizacijana
biée izneti u poglavlju 1l.1l.2.

Lec]

U radu sam dao i uopStenje teoremel,l.i4 vezano za
blok-matrice.

Neka je K(X) skup svih nepraznih podskupoVa A skupa

¥ koji imaju konacan broj elemcnata,
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Uvodimo operaciju 3%k u K(X)

def
A% B=-{akbja€h, e Bg ABE K(X) .

Koristiéemo isti simbol ¥ 2& operacije u skupovima X i
K(X).(K(X),¥%) Je polugrupa.Uvodimo funkcionelu F
F(A) = max f£(x) za A€ K(X) .
RE A

0&igledno da funkcionela F zadovoljaVa uslove (fi) i=1,2

nad K(X).

DIJAGONALNA TEOREMA 1.1.5. DNeka je (X, %) polu-

grupa sa funkcionelom f.

Neka xkse X (k,seN) i 325.513 f(xks) =0 28 k=1,2,000 o
Matricu E.Xké] K,5€ I izdelimo na blokove Aij (i,3€ N)

tako do u svim blokovima i-te blok-vrste bude isti bro]

vreta matrice [ Xké] K,5€ 1 ( za svako i€N) , i da budec

beskonadno vrsta~blokova i kolona-blokova, Tada postoji bes-

konadan skup L€ N i njegov podskup J (kxonalan ili beskona--

an) tokvi, da Je za svako ie I

Z f(xi{]) < o0

3cd
‘ 1 o)
£( % Xe o ) >/ f(x::)
3e3 ij 2 ii
. o _ . o} . S .
gde je: f(Xij) —;%ig £(x) P e'Aij ;x5 dema
koji elemenat 1z Aij H Xij _Je ma koji elemenat 1z Aij’

mozda o
osim jednog (za fiksno i) Xiié'Aii .

Definicija f£( 3 je ista kao u Dija-

S
3€J 13 )

sonalnoj teoremi 1.1.4 .

Dokaz. Egzistencija izraza £( * Xij ) se dokazu~-

aed
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je isto kao u Dijagonalnoj teoremi 1l.1l.4 ,

Blokove Aij (i,j € N) nmatrice [XkS] K,5EN poOS=-
natraéemo kao podskupove od X ,

Prvo &emo dokazati da blokovi Aij imaju konacdan
broj clemenata. Skup prirodnih brojeva se ne moze podeliti
na dva beskonadna skupa tako da se oluva porcdak brojeva,
jer je W +W 2 w ( gde je W ordinalni broj za N,
W.Sierpiﬂski[?G]). Isto tako, posle beskonadnog podskupa
od N ne moZe doéi konadan podskup ( W + n >W ), Izdelimo
sada skup N na beskonadno podskupova tako da ocuvamo poredak
od N. Dobijeni podskupovi moraju imati konadan broj elcemenata,
Pretpostavimo suprotno, tj. da posle izvesnog broja konacdnih
podskupova naidjemo na beskonadan podskup ( posle ovog skup=
nema nijedan podskup od N),Tada je broj konadénih podskupova
konadan ( jer Je W + W 3(: W) , pa je i ukupan broj pod-
skupova konacdan , 3to je u kontradikciji sa polaznom pret-
postavkom,Primenimo 1li prethodno konstatovanu éinjehicu na
vrste i kolone matricc (;stj K,s€N ° dobijamo da svaki
od blokova Aij (i,j€N) sadrZi konadan broJj elemenata,

Talto imamo Aij € K(X) zai,je N i

FCA. . = max £ = f }C.). (?. A. . : i i N.
Iz
lim f(xks) =0 za k =1,2,... sledi
5
PEL

jer su Aij (i,j€& N) blokovi sa konadnim brojem elemenata

i sadrie iste vrste matrice [stw k.SE N (za fiksno i ).
- ’



le.
Sada moZemo pretpostaviti da ako Jje J konacCan pod-

skup od N takav, da je za svako 1 € J

(I SRES LAl

tada postoji pozitivan ceo broj - r veél od svakog elementa

iz J takav da Je

£f( X% x5.) & max f( % x..) < 1 £(x%.)
s I xjePig,aed  4ed +J 27
tie

1
3¢
za i »r . U suprotnom, teorema Je trivijalno zadovoljena.
Na osnovu ove dodatne pretpostavke, moZemo odabrati
rastuéi niz il,ig,... pozitivnih celih brojeva koo u

dokazu Dijagonalne teorcme 1.1.2 u radu P.Antosikai;9}

(zamenjujuéi kvazi-normu | | sa F). Tako dobijamo egzis-
tenciju za Z; £(x5.) i drugi deo teorcme 1z
3l
£( Y% x; ) 0y F(A; s ) - F( K AL s ) -
k=1 Tntk / Tntn K;1 Tntk
e o)
_ 2 By )
K= N+l 1otk ’
za n o= 1,2,00. T =§il,i2,...73 i J =1 .Time je

dokaz Dijagonalne tcoreme 1.1.5 zavrSen.

PRIMEDBA 1l.1.3. Dijagonalna teorema 1l.l.5 Je uopstenje

Dijagonalne tcoreme l.l.4 Jjer clementi u £ Hk xi. )
aed s

ne moraju biti iz iste vrste matrice [:Xké] k.S€ N .
b
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P.Antosik u svom radu Elqa proucava aditivne skup-
ovne funkcije nad {% -prstenom R'skupova ( za svaki niz
{‘An.‘( < r vazi h‘tz A, e R i AN BER 2
A,EBQ.E{) snabdevenog specijalnom konvergencijom a sa vred-
nostima u semi-topolo8koj polugrupi i komutativnoj grupi,
kao i1 u topoloskoj grupi.

Kolekcije C nizova iz Rfje (bezuslovna) konvergencija
ako vazi:

(i) iko Je niz%'Eﬁi disjunktan ( En'f\ E, = ¢ za
n+m in,megDN), tada za svaki disjunktan niziMr}S C P(W)

x
( P(N) je partitivni skup od N), niz % J E % ec .

eM, J

(ii) Ako Jje niz En% u C, tada je za sveko fiksno

m € N, niz Em.r\ U oB; za N =1,2450ee U Co.
' LEntim R
(iii) Ako éEn”lse ¢ i {an je disjunkbtan niz u

R, tedn  §E, O F lec.

(iv) Ako %En‘g € ¢, tada gEm e Cc .
n

b

P.Antecsik je uslovima (i)-(iv) izdvojio najvaznije kolck-
cije nizova skupova iz teorije mere, odnosno skupovnih funk-
cija.Specijalna konvergencija Jje tako kolekecija CO svih
disjunktnih nizova iz Rt

X je semi~-topoleska polugrupa sa neutralnim elementom
0, tj. operacija u polugrupi (x,y) = x + y Je neprekidna
po svdkoj promenljivo] posebno. Skupovna funkcija}L;R’—?X’
je C-neprekidna ako ze svakoiEnls & C wvaZi /‘L (En) -2 0

u X kada n o0 |, ,ﬁ“ je aditivno ako Je

MU B = P pe® e AN B=g1iA,BER]



18.
Sa (ﬁC,Xf) je oznaden skup svih skupovnih aditivnih
C-neprekidnih funkcija.
Za specijalni J, -prsten skupova P(N) vazi (P.Antosik
L8]

DIJAGONALNA TEOREMA 1.1.6. Neka NQG(P(N)CO,X')
T

(i€ W), i ncka su Vi (1€ N) otvorenc okoline O u X’,Ako

za sveko 1€ N vaZi

(1.1.4) C M@ v, 0N v, =5

tada postoji beskonadan skup TC N i skup J C I  takvi da

(1.1.5) ) € vy

za svoko 1€ I,

Kada je G’ semi-topoloSka komutativna grupa (tj. osim
neprekidnosti operacije u grupi (x,y) =2 x + y po svako]
promenljivo] posebno, jo¥ je i x -3 -x neprckidno) tada

vazi ( P.hAntosik £14} )

!
DIJAGONATNA TEOREMA 1,1.7. Neka Fif(RC,G') (i€ M),

neka su V. (i€ N) simetriéne otvorene okoline 1 %EG} €c .

Ako, ze svako i € N vaZi
2

(1.1.6) ( fx.; (Ei) + IV, A 2V =,®’ ’

» . ! .
tada postoji beskonacan skup I € N i skup E € R takvi da

(1.1.7) ﬂ‘{. (E) Q A za svako i € I,

Zadnja teorema Je P.Antosiku.£l4} osnovno sredstvo u
dokazivanju op$tih teorcma za aditivne skupovne funkeije
vezane za uniformnu ogranicencst familije funkcija,zatvo-

renost podprostora skupovnih funkecija u odncsu na tackastu
konvergenciju, kao i uopsStenje Shur-ove leme.
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1.2 Neke primene Dijagonalne teoreme l.l.4

u funkcionalnoj analizi

U ovom poglavlju éemo iskoristiti Dijagonalnu teo-
remu l.1.4 za dokaz nekih teorema iz funkcionalne analize,
Deo ovih rezultata Jje sadrizan u Zajedniékom radu{:67] sa
0.Had¥ié. Teorema 1l.2.1 je vezana za polugrupu (X, %) sa
funkcionelom £ ( poglavlje 1.1 ) i predstavlja osnovno
sredstvo u dokazu uopStene Shurove leme - teorema 1l.2.2.
Teorema 1,2.% je vezana za dualni prostor Bénachovog
prostora. Teorema 1l,2.,4 je integralna verzija teoreme l1.2.1
i mo¥e se iskoristiti za dokaz teoreme analognu Shurovoj

lemi za Lebesgue integrabilne funkceije.

TEOREMA 1.2.1., Neka je (X,% ) polugrupa sa funkcio-

nelom f ( poglavljel.l ).

Neka a, € X ( n,k € N) €ako da je

‘ x,
LA

Ako postoji rastuléi niz prirodnih brojeva %;ki% i niz

v 7 . . . L A .
konadnih skupova prirodnih brojeva §~Si $ ieN za_koje

Je max S < min S za 1 = 1,2,0es s
sé.Si s€.Si+l

da za neko & 2 0 va¥i

y> &

(1.2.2) £( ¥ a
: n&Si nki

Za 1 =1,2.00e . tada postoji beskonaclan skup
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ICN iskup SC N tako da je za svako 1€ T

£
(1.2.3) 0 X o ) > .
ne s nki 2
Objasnjenje: "
£( Kk a ) = 1lim f( ¥ a )
€S i wmao®  g=1 ngks

a i:n;k je rastuéi niz svih elemenata iz S.

PRIMEDRA 1.2,1. Nadalje éemo podrazumevati da je u

izrazu
%
ke K
gde je K konacan podskup od N, redosled operacija po ras-

Xk s

tuéim indeksima iz K.

Dokaz teoreme 1l.2.1, Neka Je

X=‘* a

law ne S. nki
Kako numeridki redovi > f(ank) (k= 1,2,00s ) kon-
n=\

vergiraju, to je zadovoljen Cauchy-ev uslov, tj. za

proizvoljno 8ZL > 0 postoji Ni(&d) da je

sl
— E - ,
(1.2.4) i tlagy )¢ &y = njm»N; (Eq)

i za 1 = 1,240ee o Kako jec funkcioncla f nenegativna

i zqdovoljava uslov (fl), to Je

v,
0
-
L f(a, ) 7 2 flag, ) TCH¥ oA ),
m=wa i neSj i né_Sj i
gde Je n. = min S a m, = max S . Na
seSj J S€ Sj

osnovu (1.2.4) Je tada
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(K ay, ) LE; za 3y i@,
1

€s.
nE S,

D401 > Ni(zl) .. To znadi da je

lim f(x- -) = 0 za 1 = 1,2,000 .
500

Odatle, na osnovu Dlaagonalne teoreme 1.1.4 sledi egz1sten—
cija skupa pozitivnih celih brojeva I i njegovog podskupa
J, da je za svako 1i€TI

1.2. * e > % ,
( 5,) f<j€J (nfsj “nie; ) 2 fI(1€S nk; )

gde Jje

n
£( ¥ ¥ = 1lim (¥ (K
(jeJ (né sjankin T N300 (s=1 (nE sjankin’
. S

a %jsl Jje rastuéi niz sfrih elemenata iz J. Granica sa.
desne strane prethodne jednakosti postoji na osnovu Dija-
‘gonalne teoreme 1,1, 4‘. Pokazaée‘mov sada egzistenciju .izraza
sa: desne strane sledece aednakostl, kao i samu jednakost,

Nalme, za i E I va¥i

£( X7k k )) = f( * I )
Jje d nesa ‘ ~ nes .1
ggié' je s = U s, | .w.'\Dokazvujemo za slu‘é‘a"j kada je J

- jeT 9 .
beskonacno. U slucaau kada Je J konacno ’ prethodna Jjed~-
> b %
nakost je tr1v13a1no zadovolaena.

Neka Je { 7; S. e Prvo éemo poka-
aeJ J

zati egzistenciju granice



t
lim  £(¥  a,
-peoa m=1 m i neée s

Na osnovu nejednakosti (1,1.1)

| $Cx%y) - 20 L & £

za

22,

Yy = £( K 2. ) za 1€I .,
1

X, y€ X

'
i (1.2.4) sledi da je za 1€ I i proizvoljno & > O

Q S g ) - N | £
m-—:'l rmki m=1 rmki ’

u .
£ w5k o, )&
m

=V+ | m i

u
< <
= Lo f(a
m=v

!
_)<£
1

1z
rnl*L

n
!
za  u > v X Ni(E) . To znadi da je {f(n?\fl

a

k.
T4

B

A

za n€ N Cauchy-ev niz u prostoru realnih brojeva za i & I,

pa time 1 konvergentan niz.

Niz

. n .
3 %
S\ﬂ :Sl (nes:j aﬁki”% nen

S
je podniz realnog konvergentnog niza

g v
f( ¥ a
“ m=1 ks )15 vel

pa Je i on konvergentan i1 sa istom granicom

£( XK a ) zaa 1 &
ne S nki

I
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Zato, ako u (l.2.,5) uvrstimo (1l.2.2) dobijamo (1l.2.3%).

Time Je dokaz teoreme l,2.1 zavrsen,

Prethodnu teoremu l.2.1 ¢emo iskoristiti za dokaz
uopStene Shurove leme za specijalne polugrupe, Sto e biti
opstiji rczultat od onog iz zajednidkog rada sa O,Hadzié
[6’7] , gde smo teoremu formulisali nad Banachovim prostorome.

Prvo, potrebna nam je sledeéa

DEFINICIJA 1.,2.1. Konstap’ca Macphaila M(X) za po-

lugrupu (X, ¥) sa funkcionelom f Je suprcmum realnih

brojeva M | , takvih da za svakm konadnu fami-

liju clemenata x: € X (ie I) postoji podskup J €I da

vazi

M 2 £(x;) £ £( *  x,

) .
ieT ieg *t

Sada mozemo formulisati uopsStenje Shurove lemec,

TEOREMA 1.2.2, Neka je (X,¥%¥ ) polugrupa sa funkcio-

nelom f i pozitivnom konstantom Macphaila M(X),

anke X ( n,keN) i
o0

2.
& f(ank) < o0 78 k=1,2.e40 .

Kko zo svaki podskup S € N vazi

1im £( 3

K =3 OD nes ank) )
( za sludaj kada Jje S beskonadno videti objasnjenjc na
kraju teoreme 1,2,1 ), btada je
X7

1im & £(a) = 0 .
K= nen
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da Jje

<
K> meN

Tada postoji &> 0 i dva rastuéa niza prirodnih brojeva
zpig ey 1 {qi‘&» ien teko da je

p;+l
a4 flay, ) > &

n=p;+1 a3
Zzd 1 = 1,2,0ee . Odatle sledi
Pi1
. . A eatd . .
£( X 8y ) > M PN f(ank )> M £ >0

za 1 =1,2,44e , 2de Je M(X) Macphail-ova konstanta
za X, &
or
Si C ?pi + 1y eee pi+l\% .
Tada, na osnovu teorcme 1,2,1 postoji beskonalan skup

IC 371i skup SC N tako da je za svako 1€ I

f( ﬁ& al’lk ) > M?“"g > 0 ’

meS a3

sto je u suprotnosti sa pretpostavkama teoremec.

Daéemo sada jedno uopStenje konvergencije niza iz
prostora 1; ka O ( G.XUthe [58:& )e Pritom écmo u

dokazu koristiti teorenu 1l.2.1 .

TEOREMA 1.2.3%¢ Necka Jje B Banachov prostor a B dualni

prostor od B. Neka a , € B (n, ke N) i
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ol

él i ank"<°° z2 kK = 1,2,400 .

Ako fe

x*
linm Z_f(ak)=0
K>® =4t 2

€0

za_svako (f1,f5, «us ) € t:l B’ SHEl g =04i1il

i
lim fa . b = 0 za 0 = 1,2,44e ’
K =5 00 Q nk
tade Jje on
L2208 Je =
lim Z_s. “ank“ = 0 .

K-> n=1

Dokaz. Ako bi bilo

—
K3 ney ™
tada bi postojalo £ >0 i niz prirodnih brojeva{kiz

0,

~i-

ieN
tako da je

1.2.6 Z ' I = 1,25000 .
( ) nGN“ anki“Z‘Eza i )2,

Postupicemo slicéno kao 1 u [58] , str, 281 , birajuéi

Nlé N tako da Je
o
< o
L—a “ ank u < & .
n=N1+1 1 s

Tade je zbog (1.2.6)

=3

=W el > EE

n=1

N

.

Odredimo £, zan=1, .., Ny da Je
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fn(ankl> = || aLnkl“ 1 “ T “ pr= 1

( na osnovu direktne posledice Hahn-Banach-ove tcoreric—
- vid. na pr. S.A13andié[ 5] str. 224 )
Neka je k. ( gy =1 ) takvo da je
J2

N
f—E “ ank.“<%€ .

1
1 do

Odredimo NQ > N1 tako da Je
Q0

Z “ ankj N> g & » ba Je

Odredimo £ = za n =DN; + 1, .0 , N, da Je

fn(anka ) = “ ankj2 H 1 ﬂ an g =1 .

Nastavljajuéi ovaj postupak dobijamo

) N
S s
—
2z e, )= 3 Wa . WL > ? &
n=N, ;+1 Jg n=N__q+1 Jg

za S=l,2,ooo (NO=O) .
Sada na osnovu teorecme l.,2,1 sledi da postoji bes-

konacan skup I € N i skup SCN tako da Je za
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svako 1€ T

2—\ JE‘n(amk. ) ‘| > 1(55 é !

nes Ji

sto je suprotno pretpostavei . teoreme,

Dateno na kraju integralni analogon teoreme 1.2.1 .
Koristiéemo integral u smislu Bochner~a ( vid. na pr.
Hille- Philips [55] ), koji je uopdtenje Lebesgue~ovog
intecgrala na funkcije koje preslikavaju rcalnu pravu u

Banach-ov prostor,

THOREMA  l.2.4. Neka je B Banach-~ov prostor,

{gn(t)} niz funkcija koje preslikavaju interval [2,00C )

u B  tako da je
00
SH g (Ol at<*+® z0 n - 1,2,,.. .

Qa
Ako postodi rastuéi niz prirodanih brojeva Egkl_i

- i
ie N =

niz ogranicenih merljivih skupova S s.bcia Y za koje Je
) L 1 ] ’

sup <] &£  inf s , inf s —> QO
s(—,Si seSi+l seSi

kada 1 200 | tc da za neko §>O vazi

S B, () g% > &
St

za 1 =1,2,000 , tada posto,ji beskonadan skup I C N

i merlijiv skup 8 € Ta, ©O ) +tako da je za svako i €1
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l\e E ONILY “ > 5& .

S

Dokaz, Postupiéemo slicéno kao i u teoremi 1,2.1 .

Uzmino da Je

Xj5 = g gki(t) dt .

*

Kako je 00 Sq

\ W ()l at < o0 28 Kk = 1,200
a

i inf s = 00 kada i —» 00 | to sc lako mo%c
sk S
i
pokazati da je lim x.. =0 i fIlx.s )| > & 2z
4500 13 ‘ ii
1= 1,206 + Na osnovu Dijagonalnc teorcme 1,1,2 postojil

beskonacan skup I C N i podskup JC I da je za 1€l

.L ( S g (t) dt Ot = g g (t) dt \'>%E ’
jed _ it _ i
Sa . SA !!
A€D
Jer Je
s; N 85 = g (i43) 1 ég3sj je

merljiv skup. Time Jjc zavrScen dokaz tceoreme 1,2.4

Ponoéu prethodne teoreme 1l.2.4 sc moZe dobiti wveé
poznata integralna verzija Shur-ove leme ( u prostoru

. . 1 . .
funkeija Lﬁmﬁm) , na pr. monografija [85} )e
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1.3 UopsSteni prostor nizova i tcorecma o

ogranidenosti

U monografiji P,Antosika, J.Mikusiﬂskog, R.Sikorskog
[13] izloZen Je deo teoorije prostora nizova ( vid, i
G.K8the L58] ) vezan za normirani vektorski prostor nad
poljem komplecksnih brojeva. Tako razvijena teorija se po-
kazala vrlo korisnom u teoriji distribucija.ilé} s B
Stankovié i?S] .

U ovom poglavlju éu preneti glavni rczultat P.Antcsika
{_9t§, dat i u.{1§1 y 0 ekvivalentnosti jake i slabe ogra-
nicenosti temperiranih vc%;yora s na semi-vektorski pros-
tor sa specijalnom funkcionelom f , koristeéi moju Dija-
gonalnu tcoremu l,1,4 . Glavni rezultat jeo sadrZan u

tecoremi 1,.3%.1 ,

Necka Jje (X, + ) komutativna polugrupa sa ncutralnim
elementom 074 Sa R, ¢emo obeleziti skup ne-ncgativanih

rcalnih brojeva,

DEFINICIJA 1,3.1. X je¢ semi-vektorski prostor,ako

Je za svako x &€ X i svako & € R+ definisan proizvod

(spoljasSnja operacija) ol x € X tako da vayi

lo. X(x+y)=@®x+Ay z2a ¥ x,7€X FeR, 3
2. (o(+(3)x=o(x+/3.y za ¥ xeX, Fo(,/beR_;

5.“(/5X)=(0<[§)X za-’v"XeX,cha(~,{5ER+;

4, 0 x = 07 zo. ¥ x e X
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5 lx=x za ¥ xe&X ;

6. K 0= 07 za ¥Fol & R+ .

PRIMFDBA 1l.3%.1, Uvedeni semi-vektorski prostor je
uopdtenje obidnog vektorskog prostora nad poljem rcalnih
brojeva R ( S.Aljandié EB] ) .« Naime, u slucdaju seni-vck-
torskog prostora X = G , gde je (G, +) abelova grupa, pri-
rodno se mo¥e profiriti spoljasnja operacija (dx za (5&R.

Treba uzeti za [€R

~(xx) za (b=-k KO
za A€ R+ Liako Jje videti dn Je

- (d X) = C* (—X) .
Tada nije tedko pokazati da pravila 1, - 6, iz definicije

1.,3.1 vazc za proizvoljne O(,i?)ER-

Nad semi-vektorskim prostorom X definidemo funkcionclu

f: X -9R+ tako da vaZi
(£)  f(x+y) & £+ £

(£,)  £(x+y) 2 )£ - | ;

]

(f,) £k x) = of £(x)
za XLy € X i de R+ .

PRIMEDBA 1.3.2. Za konadnu funkcionelu f uslov (f5>
iz poglavlja 1,1 sledi iz uslova (fq).Naime, iz O 07= 07
sledi £(07) = £(0 07) = 0 £(0") = 0 .
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PRIMEDBA 1.%.3., Kada je (X, + ) = (G, +) abelova
grupa, tada se na osnovu primedbe l.3.,1 semi-vektorski
prostor prirodno prevodi u vektorski prostor nad R. Kako
je tada f(x) = £(-x) za svako x & G ( poglavlje 1.1 ), to
je na osnovu (f,) za deR i x €G ([’)(0)

T dx) = £( ~(Xx)) = £(A(~x)) = K £(-x) =

=k £(x) = | Al x) ( & =1{nl), ti.

(fLL).’ £C5x) = [Pl za [>€ R.

To znaéi, da funkcionela f tada postaje scmi~-norma nad

vektorskim prostorom G sa poljem R,

Nadalje ¢emo u citavom ovom poglavlju pod oznakon
X podrazumcevati semi-vektorski prostor snabdeven funkcionclon
fr .

Sa  Q éemo oznaditi skup svih nizova

. o
L= (874855 eee ) = %‘ang ’
¢iji dlanovi a, pripadaju X, Uvodimo operacije

.A. + B 1+bl,a2+b2, LR X J )

def
d. i{"L = (dal,qag, cese ) Za O(Q R+ .

gde j\/ _['\. = ( al,ag, e o0 e ) i B = <bl’b2, seoeo ')n
U odnosu na uvedene operacije Q je semi-vektorski prostor
nad =2 .

4

Uodimo sada jo§ i realne nizove & = (81,85, ees )
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8iji dlonovi §n pripadaju R, » Za realni niz X

¢iji su svi &lanovi £ 0 uvodimo

Tt

o] B o
-

Za. realni niz X i Be Q@ uvodimo
def
K B = ( albl,azbg, [ ) ) .

Uvodimo sledeéec oznake

f(A) = sup f(a.)
JEN J
o0 }

P = 2 £al) .
3=1 !

Oéigledno je

£(a) £ f(n) .
. , € ) . Fo
Za rcalne nizove LK é&emo upotrbljavati oznake iz (9“,L19J .
tie
() =)x| -

£ =t x| =C§ a. .
Za £(A) wvazi
£( X 4) = .o< £(4) £(h + B) & £(0) + £(B)
i FEB)KS \El£@®B) .

Za T(A) vazi

(A L) =X T , £(4 + B) & £(L) + £(B)

i r@EB& Uzl s® | .

Stavige, vazi



5%

£(X B | E| £ .

Pretpostavimo sada da je dat niz Tq,Ts, e realnih

nizova ga pozitivnim ¢lanovimo i sa osobinom da je

Niz A € Q za koji vazZi

£( T,”™ 4 )< OO za neko k ,

Jje teémperiran 5

Niz . € Q za koJi Je

f( Ek J.ﬂl.) (00 Ze k = 1,2, ']

je brzo opadajuéi,

Sada éemo datl definicije ograniéenosti niza Lﬂ
temperiranih nizova:

Niz ﬁn temperiranih nizova Jje Jjako ogranicen ako 1
4

samo ako postoji indeks k i broj M tako da Je

~ -'“'1 ~
(DT A ) & M za né€N

Hiz An temperiranih nizova je slabo ograniécn ako

je niz f( A _, B ) ograniden za svaki fiksni brzo opada-
n

juéi realni niz R ( ne N ) , gde je

_ def - B
f(A , B) - lim (2 E:bs ) e
m>e  g=1 I
Primetimo da mo¥emo pisati i oznaku £f( B , X ) umesto
£ & , B ) , Jer po dogovoru moZemo pisati x@\ umesto

A X .
Kado Je X B)X©QO , tada f( X , B ) postoji
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( videti lemu 1,1.1 i podetak dokaza Dijeagonalne tcorems
l1.1.4),

22 brzo opadajuéi niz { 1 temperiran niz A
£(4, B ) uvek postoji ( to definicija slabe ogranidenosti
ima smisla), Sto sledi iz

FCRLOC T, BRI s, o)
<

1 prethodne primedbe,

BSada moZemo formulisati va’nu teoremu o cgranicdenosti

niza tenperiranih nizova,

TECREML 1,3,1. Niz An temperiranih nizcve jo

slabo ograniden ako i samo ako Je_Jako ogronidcn,

Dokaz, Postupnk dokazivanjs teorcme Jc slican onom

u €m9] i [;15] » te fomo s¢ ogroniditi samo na delove
dokaza koji se razlikuju u odnosu na prethodno spomcnuti,

Da 1z jake ogranidenosti sledi sloaba dokazuje se
isto kao u[_91 i [151 s Samo umesto oznaka { | 1 )| |
za nizove iz Q treba staviti oznoke £ i ki respektivno,
a unesto {(4_,R)| dodje e, , B ).

Dokazaéemo sada da iz slabe ogranicéenosti niza Aq

L

sledi jaka ogranidenost, Vazi ( [15] str, 217 )

(1.%.1) | T, Ej“l| & pi-d ,

22 1,J = 1,2,... 1 1<« j «Pretpostavimo da niz A (ne N)

nije jako ogranidcen. Tada postodi rastuéi niz {nikci I\

(1.3.2) f(a, .M )5 00 kada i s |
l’li 1



554

& S ji i ( 2K (& ik
Zato postoji niz triECﬁN takav da Jje

a ot "l L= \ p "'1 —
(1.3.3) £( Ao Ty ) -1 & f¢ .. An. Ts )y =
i i i
N.
- i ¥ i1
- 2C A (FIDT )
za 1 = 1,2, 4se y 8de € oznacava rcalan niz &iji
i
je ri-ti ¢lan 1 a cstali O ,
n. n,
A = ( a 1 a 1 see )
P i -1 1 \~1
Ti - ( (El ) ’ (52) 9 o0 ) .
Stavimo
oo = al (5351
ij T rs

Tada Xijéi X i éEsgof(Xij) =0 za 1=1,2,..s na

osnovu (1.%.1) i temperiranosti niza Al ( fiksno ni).

: i

Na osnovu Dijagonalne teoreme 1,1.4 postoji beskonadan
skup T C N 1 njegov podskup J C I ( konadan ili besko-

nadan) takvi, da je za sve 1 € I

(1.3.4) 2 g8, a4 1 ly < 0O
, jed B \
1
[ Ti. .
(1.3.5) £( 2, at (£J)H)?1) 2
jes T T

gde Je
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’
k n 3
‘i il —
= lim £( 2, a (E, %))
K - o¢ s=1 Jg Jg
3 i jgk je rastuéi niz svih elemenata iz J i

- 1 g\ -1 Jg -1
Tjs=(<fl),('§2),o'o>a

Dobijeni rezultat moZemo interpretirati na sledeéi nncéin,
Uvodimo realni niz R tako da je

- - - J—

e. R = Zz: €. © T.

i . i "r.

jed i

za svako 1 = 1,2,.ee oNa osnovu (1,3,1) red so dcsne
strane je konvergentan za svako 1 = 1,2,... « R Je

brzo opadajuéi niz ( dokaz isti kao u[:9] i Ll%? e

Kako Je
k .
n. J B
f( 4 ,E)=1im £(3 at (E. SOy
n. r. T,
i L -5 00 s=1 Jg dg

¢ 5 ’ a 3 - .
gde Je }.qu rastuci niz svih elcmenata iz J, To na osnovu

<105-5>’ (10304)9 (1.5.5> i (1.5.2) imamo

£(C 4, , E)0 knaa i-o00
1

§to je u kontradikciji sa slabom ogranicenoséu Al ( ne M),

PRIMEDRL 1.3.4, Kada je X vektorski prostor sa
normom nad R , tada se na osnovu primedbi 1.%1 i 1.%.7
teorema 1,%.,1 svodi mna teoremu o ogranicenosti iz[;gﬁ'i

Llﬁ} ( za sludaj polja realnih brojeva).
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1.4 Uopstena kvazi-norma nad

polugrupomn

U ovon poglavlju écmo definisati i dokazati ncke
osobine funkcije, koja prcdstavlja uopstenjc funkcionele
f iz mogo rada~L66] , navedene u poglavlju 1.1 sa osobinama
(£,) 1 (£5)

1 2
Veka je (X,%) polugrupa a (G, + ) omutativna totalne
b £ [&) > b ]

uredjena grupa, tj. (G, + ) Je komubtativaa gruva, G Jc
totalno uredjen skup u odnosu na relaciju poretka &£
relacija £ Je saglasna sa operacijom + U grupi G -
- a4 b povlaci c+a £ ¢c+b zasve ceh i
a,b € ¢ ( L.Fuchs [_51] ). Apsolutna vrednost | al za

elemcnat a€ G definisana Jjc sa

la) = max (a,-2) .

DEFINICIJA 1.4,1. Funkcija £f: X G za koju vozi

(F;) flxxy ) £ £x) + £(¥y) 3
(F,) £ x%y) > |G - £(n)|

7o SVe %,y € X , je uopsStecna kvazi-norma nad X,

Uslovi (Fl) i (Fg) su nezavisni ( primeri iz pog-—
lavlja 1.1 ). Oligledno je funkcionecla f iz poglavlja 1.1,
koja zadovoljava uslove (fl) i (fg), specijalna kvazi-
~norma ( kada je G aditivna grupa realnih brojeva).

Uop&tena kvazi-norma je "ne-negativna", tj. £(x) 3 0

ar

za sve X X ,gde jc O neutralni elemenat iz G.Dokaz je
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isti kao u poglavlju l.l., Ovu Einjenicu mozemo i ovako

formulisati: f: X P gde je pozitivni konus

P={ g | geG,g»ﬂ

( eng. positive cone ).U opstem sludaju , parcijalno uredje-
nje & Jje jednoznadéno odredjeno sa odgovarajuéim pozitivnim

konusom P ( L.Fuchs{l}ll )y Te

a4db & b+ (-a)E P

~

G je totalno uredjena grupa ako i samo ako Je

PU (-P) =6 ,

-P=%-g‘ geP} .

Tako se mo¥emo ograniditi na funkecije f sa polugrupe X u

gde Je

polugrupu P koja se mo¥e potopiti u totalno uredjenu

grupu G tako da P bude pozitivni konus za G.Takve polugrupe

su okarakterisane recimo u monografiji L.Fuchsa[ﬁ}i} -

— teorcma Birkhoffa str, 14 1 teorema Nakada str. 154 .
Za specijalne polugrupe P uvopStena kvazi-norma f

se svodi na funkcionelu iz poglavlja 1l.1. Ove polugrupe su.

okarakterisane teoremom Fuchsa - L.Fuchs{:Bl} ,str. 169,

Uodiéemo jos neke vaine osobine uopStene kvazi-norme.
PRIMEDBA 1.4.,1. Ako je X polugrupa sa neutralnim

clementom e +tada se u definiciji 1.3%.1 moZe dodati aksioma

(F5> f(e) =0 .
Primectimo da se uslovi kvazi-norme (Nk) k=1,2,% iz pog-

latlja 1.1 nad abelovom grupom, mogu prosiriti na funk-
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cije sa vrednostima u komutativnoj totalno uredjeno]
grupi.Tada su aksiomi (F;) i = 1,2,3 1 (N) k =1,2,3
ekvivalentni nad abelovom grupom ( dokaz isti kao u
primedbi 1,1.1 ),

Sledeéa osobina uopStene kvazi-norme Je uopstenje
leme 1,1.1 ,
LEMA 1,4.1. Za svako X,y€ X vazi

| t(x%ky) -] £ £ .
Dokaz Jje isti kao dokaz leme l.l.1 &
Dosada razmatrane osobine uopStene kvazi-norme bile
su algebarske prirode, Da bismo mogli uociti i neke topo-
loSke osobine ponoviéemo neke poznate definicije(S.Aljanéié[5])
Neka je (E, & ) parcijalno uredjen skup. Za ACE
je b € E majoranta od A ako- Je x £ b za svako x& A,
Ako je i b& A, b je tada maksimum skupa A.Simetricno se
definide i minoranta i minimum, Supremum za skup AC E
je mininmum skupa majoranti za A ( simetriéno za infimum).

Specijalno uvedimo oznake za supremum nizag Zn“ CE
-~

o
sup  z, ili ' z, i za infimum inf z, ili
ne N n=1 neée N
b3
z
n=1 o ¢

Nad parcijalno uredjenom grupom se obidno definisu
dve vrste topologije: uredjajna topologija ( eng. order
topology) i topologija otvorenih intervala ( eng. the
open--interval topology). Mi éemo se ograniditi samo na
uredjajnu konvergenciju nizova ( B.Z.VulihtSO] ,str.38).,

DEFINICIJ. 1.4.2, Njﬁ.ixn} elemenata iz totalno

uredjene grupe G je uredjajno konvergentan sa granicom
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x &€ G, u oznaci lim x = X ,_ako postoje dva mono--
m-% 00
tona niza elemenata iz G opadajuéi {.yn} i rastuéi

-%Zn} , takvi da je

1) x= inf 3y = Sup 2z R
nelN n neN n
2) z, £ ¥, £ ¥, z2& N=1,2,40e .

- Za osobine uredjajne konvergencije nizova videti
B.Z.Vulih [80], stri38 -45 .
Definisemo sada funkeciju d: X x X — G na sledeéi
nacin
(1.4.1) d(x,y) = ‘ f(x) - £(y) ‘
za X,ye Xo Oligledno vaZi

(D7) d(x,x) = 0

(D?> d(X9V) = d(y,x)

(D5> d(X,Z> \< d—(XQY> + d—(Y,Z)

za svako x,y,z € X. Nejednakost (D;) sledi iz nejednakosti
’J 2 5

[a + vl lal + | vl za a,bec ( L.Fuchs'{}l} ,8tr.76).

Ako je uvopstena kvazi-norma injektivna, tada va¥i i

(D4> d(X’y) = 0 @ X =3 .

Funkcija d za koju vaZe <D1>’(D2) i (DB) ZOvVe se
pseudometrika, Problem uopsStenja pojma metrike na funkQ
cije koje preslikavaju u neki parcijalno uredjeni skup
medju prvima je poceo izudavati Dj.Kurepa[:Béj . Teoriju
uopstenih metridkih prostora nad polupoljem (rus.polupolija)
razvili su M.Jd.Antonovskij, V.G.Boltjanskij,T.A.Sarim-

sakov[;6] s MeJsAntonovski] [7] «.ReDe Marr i I,Fleischer
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[461 ,[47] razmatraju apstraktne ﬁetrike sa vrednostima
u specijalnoj parcijalno uredjenoj polugrupi. U radu
M,J.Antonovsija i I.G.KoSevnikova [8] izvrSena Je pseudo-
metrizacija i opStih konvergentnih struktura.
U ovoj tezi ée nas interesovati samo konvergencija
nizova iz polugrupe X, te Cemo se ogranicéiti samo na tu

vrstu konvergencije.

DEFINICIJ. 1.4.%, Niz ﬂL xn7§ C. X konvergira ka

elementu x€ X ako Je

lin d(x
n ~> o0
08iglednc, da granica iz definicije l.4.3 u opStem slucaju

he X)) =0 .

nije jedinstvena, Ona Jje  Jedinstvena onda i samo onda
nko je funkcija £ injektivna,

Nad polugrupom X definifemo relaciju ekvivalencije

dety

X ~ Y = f(x) - £f(y) = 0O .

Relocija ~ je saglasna sa konvergencijom nizova-
- definicija l.4.%, tj. za dva niza ixn-% R %XH%CX
takva da Je X, nv.xﬁ za n & N uvek vazi X o~ X,

gde je 1linm d(xn, x) =0 i lim d(Xﬁ, x’) =0 .
- -5 00 mMm —=> 00

Naime, necka niz§‘x£§ konvergira ka x &€ X, tada je olig-
ledno svaki elemenat x‘€ X , za koji vazi x"~x ,
granica niza g_Xﬁ% . Pokazatemo da niz % Xé%ne moze kon-
vergirati ka elementu y&X koJji nije u relaciji Vv

sa  X. Po pretpostaveci je

lim } f(xn) - £(x) |

= 0
) vy -» ©0
1
un {5 -t | = o,

m —> 00
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No tada Je ( L.Fuchs [31] , str. 30 )

(1.4.2)  Lim ({20 - @] #2065 - 2] ) = 0.
M —» o0

Kako je uvek
l£G) - 2o |+ (2 - @] 3 | £ - 2|

to na osnovu (l.4,2) sledi, zbog ocluvanja relacije é
pri granidnom prilazu ( B.Z,Vulih ESO_[ ,str., 29 ), da

je f(x) = f(y) , tj. x~vy .

U opdtem sludaju relacija nv nije saglasna sa opera-
cijom ¥ u polugrupi X ( primer (Z,+) sa apsolutnom vred-
nogéu). Zato éemo se ubuduée ( i u poglaviju 1,8) ograni-
¢iti scmo na one sludajeve za koje je relacija o saglasna
sa operacijom ¥ , tJ. da iz xq xi i %, ~ Xé
22 Xq,X],X5,X5 € X sledi X1 % Xo ~ X7 K X5 e

Klase ckvivalencije éemo obelezavati sa njihovim
predstavnicima,

Sada moZemo govoriti ( za slucéaj saglasnosti relacije
~ i operacije M ) o jedinstvenoj granici u opsStijem
smislu, tJ. kada niz EXI& C X konvergira ka elementu x&X
po definiciji 1l.4.3, tada mislimo da niz klasa ekvivalencije
%_Xnﬁx C X/ps konvergira ka jednoj klasi ekvivalencije
X € X/m o« U sluéaju da Jje funkcija £ injektivna klase
ekvivalencije se svode na elemente skupa X. U polugrupu X
mofemo uvesti i pojem konvergentnog reda na sledeéi nadin:

Neka XJ-E X (jelN) . Ako je za neki elemenat xeX

1im a(
M - oo

lxj,x)=0 .

Tk
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L

v

: n
ada kaZemo da Jje granica niza X .
R Je 8 - * i < konvergentan

J=1

ed sa "sumom" x (koja nije u opdtem sludaju Jednoznacno
dredjena), Prenescmo 1i sve u kolicénik polugrupu Xy
za sludaj snglasnosti relocije v 1 operacije % ) dobi-

iamo definiciju konvergentnog reda koo granicu niza klasa

n
>kvivalencija€:9k Xj sa  "sumom" =~ klasom ekvivalen-
1

.

vije X

1.5 Skupovne funkcije

Teorija skupovnih funkeija podstaknuta potrebama teo-
~ije merc i integrala razvila se danas u samostalnu mate-
natidku disciplinu, UopsSte, pod skupovnom funkcijom podro-
suneveno funkeiju definisanu nad nckom familijom }K DOod -~
skupova datog skupa H a sa vrednostima u nckoJ topolosko-

-algebarskoj strukturi A, Danasnja stremljenja idu kako

za gencralizaciji strukture A 1 familiyagf , tonko 1 uzi-

8514

1anju Sto sirc familije j{ skupovnih funkcija.

Tako skupovne funkcije mogu imati za skup vrednosti:
1e-negativne realne brojeve,. realne brojeve, prosireni
skup realnih brojeva ( sa + oo 1li - oo ), komplcksnc
orojeve , Banach~ov prestor ( N,Dunford, J.Schwartz EBO}),
rormirani vektorski prostor, lokalno konvecksni vekborske
topoloski prostor ( C.E.Rickart [7@] ,[71] ) , grupu sa
normonm  ( J.Mikusiﬁskj.[5%], L.Drewnowski [25},{26},[251,

LEB] ), topoloku komutativnu grupu(D.Landcers 1 L.Rogge
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LLLB} , P.Antosik [4@] ,[l‘{] . I.Labuda[LLE] ) , seni-topo-
lodku grupu i polugrupu ( P,Antosik [lﬂ] ), komutativnu
Hausdorff-ovu normalnu topolosku polugrupu ( M.Sion[i?%] ).
parcijalno uredjenu komutativnu polugrupu ( L.Berg[:l6] e

Vaznu ulogu u prethodno navedenim radovima imala Je
i familija\j{ . Maime 1 tu su nastojanja bila da se sto
nanje pretpostavi o familiiig{ . Proucavaju se i funkcije
- d,OV‘Vt’:‘;f)L e
¢iji suguonstenja skupovnih struktura, kao aditivnc
funkecije (mere) nad Bool-ovim algebramn ( Z.Semadeni [73] )y
te se primenjuju u teoriji reprezentacije. Polintosik ‘ﬂ4]
je posmatrao prebrojivo aditivne funkeije nad L-grupama,.
Treéa vrsta ogranicenjo s%@dnose na osobine somih
skupovnih funkcijo. Tecrija mere i integrala je prvo pok-

renula izudéavanje prebrojivo aditivnih skupovnih funkcija
<O x, ,
MU B ) = 2WE;)  za E N E =0,
i=1 i=1 .
nFm i Ene.]{ (n ¢ N). Kasnije sc¢ pokazalo da sc moze

dobiti bogata teorije 1 samec 1z konadne acditivnosti:

MU B = WU+ (B oz A0z =4d

i A,Be;}ﬂ o Veliki broj autorn ima radove iz ove oblasti,
Deo teorije konadno aditivnih skupovnih funkcija sadrzan
je u radovima P.Antosika [1ﬁ] , M.,Siona (74] ,D.H.,Tucker,
H.B. Maynord[:77] o UoCeno Je da se i bez aditivnosti mogu
dobiti neke vaZne osobince skupovnih funkcija (L.Drewnowski
(25]:[26] +{27]s V.M. Aleksjuk [3],|x] )J{}o
Sledeéa poglavlja 1.6 , 1.7 & 1.8¥bice prilozi napred

sohomenutim nastojanjima u teoriji skupovnih funkcija,
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1,6 Aditivna ekshaustivna funkcija

nad M--mrezom

U ovom poglavlju éemo preneti neke rezultate iz rada
P.,Aintosika [lﬁ] na aditivne ekshoustivne funkcijc sa domen-
m  M-mrcZom(uopstenje definicionog skupa,poglavlje 1.5).
Jsnovno sredstvo ¢e nam biti Dijagonalna teorema 1,6.1, koja
32 razliku od slidéne teoreme 1,1,7 iz rada[lﬁ]P.Antosika,
>sim rozliditog domena, ima za kodomen polugrupu umesto
rrupe, Dokazaéemo teoremu 1.6.2 vezanu za uniformnu ogra-
11cenost familije aditivnih ckshoustivnih funkcija i tco-
reme 1,6,% 1 1.6.4 o tackastoj konvergenciji , koo uopste-
1ja teorema tipa Nikodym-a i Vitali-Hahn-Saksa .

Neke oznake su prenetc iz poglavlja 1,4 .

Prvo éemo uvesti specijalnu mrezu, kojavée zameniti

& -prsten skupova iz rada (14] .

DEFINICIJA 1,6.1, Za parcijalno uredjeni skun M

remo reéil da Je M-mrcza ako vazic

(Ml) M je mreza ( eng. lattise , vid, G.Birkhoff

[17] ), tJs za svaka dva elementa x,y&M postojc

sup (x,y) =xV y i inf (x,y) = x 4y u My
(M5) x. L M = sup X, € M
2 % ig ieN i

] oCQ
pljavamo i ak . Xe
( upotrpljavamo i oznaku 1.7 XL)

(M) SLyiEC,M s, XEN =

:§> x A sup y; = _ sup ( xA Y1 )
1€ N ieN
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(beskonadni distributivni zakon) ;

(M@) u M postoiji najmanji elemenat w , tj.

posteodi we M da je w £ x za svako x & 1,

Primetino da je(é -~ preten skupova (poglavlje 1.1 )
specijalna  M-mreza,

Iz definicije 1.6,1 direktno slede ncke osobinc
M-mrezc,

Na osnovu (Ml) kada x.€ M za i =1, ..o 40

tada i x; M ( G,Birkhoff [17] ).

1

H>»B

i=
Iz (M3, (M) 1 (1) sledi

(1.6.1) sup X, A sup ¥ -
ne N ke N
=  sup (x. B y,.)
n,kel n k
. L : -
za fxk C M1 sypdcH ( B.z.vulih [ 80] ).

UveSéemo sada neke pojmove u M-mrezu M , odgoviroe-

juée onin iz 6 -prstena skupova datih u radu flﬁ]P.Antosika.

DETIWICIJA 1.6.2. Elcmenti X.v &€ M su disjunktni

ako i samo ako Je x A y= w .,

Niz EXAE u M je disjunktan ake i same ako je
po parovima disjunkton, tJj. X, A X, = w za svako
nme i ntn .,

Sa SO oznac¢idéemo skup svih disjunktnih nizova iz M,
Pokazalcmo sada da kolekeija So zadovoljava uslove
analogne sa (i) - (iv) iz poglavlja 1.1 (P.Antosik[}ﬁ])

za bezuslovnu konvergenciju,
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TEM,. 1.6.1. Za kolekcigju So iz M-mrecZe vazi:

(I) Neka je ?.anﬂ €5, . tada za svaki disjunk-

i . " y -3 . ' g
;an niz 2“11"SCP(N) vaZi

Cjeny
(II){XI,:{S € S, povladi da za svoko fiksno ne i

11z

( o 7?

A X A V X - 6 S *

?. n i=n+nm l,. ne i ©

(III) Za ma koji niz %yn-g u M i Sc_xll’.\e 8,
sledd do niz {Xn A ynz < SO .

(IV) Ako je Zxﬁzse 8, ‘tada je i (Sxmle 8y
' .

Dokaz., Na osnovu (1.6,1) inamo za (I) i n § m

. J
J&flﬂ kEMm
= up b /i X = W
jCI?/Il ( 3 k ) s
ke M
m
. ( a 4 — =] ‘L
jer ixr&ebo i M, N M, = ﬁf za n oy M .

(ITI) 7Za fiksno me N 1 SXH%QSO na osnovu (MP>

je za n f s

( ¢ % DA ¢ T )
X A v X A X A v X =
n i=n+m 1 = T=g+m T
00 co
=(‘ v (XmAXi))A( V(xmAXr))=w.
i=n+m P=g+m

(ITI) Neka %xn”ge s, 1 SL‘VTRSC M , tada je zbog
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komutativnosti i asocijativnosti A Za n % m

il

(x Ay, ) ACx Ny, )

= (x, A x DA(y, A ¥

jer je x, A x =w za n Fmo.

(IV) Trivijalna posledica definicije 1.6.2.

Neka je X’ semi-topolosSka polugrupa sa neutralnim
elementom O (poglavlje 1.1 ) .

Posmatraiemo funkeije p,:hq—ax' . Za funkciju /b
éemo reéi da Je cekshaustivna ( ili Sy~ neprekidna) ako za
svaki niz gXﬁEEESO niz )L(xn) konvergira ka O u X’
kada n -3 00 . Funkcija }b je aditivna ako za svaka

dva disjunktna elementa x,y & M vazi

MOx TV oy) = ulx) + /‘b(y) .

Sa ( MS X’) éemo oznaditi skup svih aditivnih i

O,
ekshaustivnih funkcija iz M-nmreZe M u polugrupu X7,

Iskoristiéemo sada jedan deo dokaza tecoreme lele7
iz r@dﬂ.[lﬁ] , da bismo dobili Dijagonalnu teoremu za
X)) .

funkcije iz (M3,

Ako je 4L € X’ tada uzimamo da Je

1 A=A i nA=(mn-~-1)A4A +4

DIJAGONALNA TEOREMA 1.6.1, Neka ,}Li G;(MSO,'X')

( i€ N), neka su V; ofvorene okoline O u X~ i {xi%e Sy e

Ako za svako 1€ N vazi
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(1.6.2) (MG +v 00V = 4,

1

E tada posteji beskonadan skup I C N i elemenat x & I

ftako da
b

(1.6.3) M) & v,

¥ 1

- za svako i€ I,

Dokaz, Uzmimo

VY, (K) =)“‘i< j&vK x;)  (iem ’

L;gde je i.xﬁ% < Sq i X & P(N), Lako se proverava da
LV, e ( P(N)C,, X*), koristeti lemu 1.6.1 .
Na osnovu (1,6.2) moZemo pisati

(Y@ +v)0v, = 4

EOdakle, podto su ispunjeni svi uslovi teoreme 1.1.6, sledi

gda postoji beskonadan skup I C N i skup . J I tokvi da

‘ ‘ »
1 wji(J) & V; =zasvako i €I ,
i Tako , /

}bi(je JV Xj ) é_ Vi

\
ia svako i € I, sto je 1 trebalo dokazati,

Nadalje e sa G'biti oznadena semi~topolodka komu-~

Kao primenu Dijagonalne teoreme 1.6,1 prvo éemo doka-
?ati uniformnu ogranicenost familije tadkasto ogranidenih
unkcija }Le (MSO, G’) nad ‘specijalnim skuvovima A ¢ M.
?,e toga ¢emo dati neke definicije analogne onim u radu

P.intosikaf14] .
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Neka je F familija funkeija iz M u G’i neka Jje LC M.
F{L jc skup svih todaks oblika  fL(x) za €r i
L 1

X € 4, Familija F jo uniformno ogranicenn nad 4 alke i

samo 2ko Je skup Fya) ogroniden ( podskup D C G7je
ogranicen ako i samo ako za svaku okolinu U © & G 'nos-

todi prirecdon broj n takav d- Jje DC nU ), FPapnilija

F je tacdkasto ogranidcnn nad 4 nko i same ake Je za svaki

elencnat x € . skup T [Y} ograniden,
Sodn moZemo dati uvopStenje teorcme 1 iz rodo 1Yyt
x R B

TEOREM.L  1.6.2. Heka je F familija funkcija’hé(f@ O,G’).
Ako je fromilija F  talkasto ogrnidena nad M, tada je
4 . v
zZo Svalko 3 Xn?t QSO s O 1 uniformnc ogranicena no  slhunu
LS 2

-
@)

Dokaz, Pretpostavimo suprotne od tvrdjenja tceorenc

-~
[

-

4

da Jje F er} neogranicen skup. Tada postoji simetridn-
okoline U oko O ( tj, U = =U ) takva do za svako n &

N

postoji funkeija /u'n € T i indecks i vakvi do

n

/‘u/n(xi) 6% 2n U .

/ n

f e . —
\/u,n,i)an)ﬂ nU—,QS .
n
Posto je ne cosnovu (IV) iz leme 1.6.1 %Xirée_ SO , To nn

osnovu Dijagonnlne tcoreme 1.6,1 postoji beskonadan slmup

IC W i elencnat x € G takvi da

.
J,U, n(X) Q‘E nU zasvako nelI
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Ovo Jje u kontradikeciji sa tadkaston ograniceno§éu fami-

lije T, Time jc teorema 1,6.2 ddkazana.

Druga primena Dijagonalne teoreme 1.6.,1 se odnosi nn
taCkastu konvergenciju ekshaustivnih aditivnih funkcija
fb M —2 G , gde je G topolo8ka komutativna grupa, Poka-
zatemo da je podgrupa (MSO, G) grupe svih aditivnih funk-
cija sa M u G zatvorena podgrupa u odnosu na tadkastu kon-
vergenciju,

Niz {gng C G je Cauchy-ev ako i samo ako za gvaki
rastu¢i niz prirodnih brojeva %fpg} , niz g gp - gp -%

n+l n

tezi ka O kada n —> 00 ,

Sada éemo formulisati teorenu analognu teoremi %3 iz
rmklngJ . \

TEOREML 1i6.3s Neka A(&(MS_, 6) (_1€W) . iko je

z& svako x & M nigz [Ljﬁxj} Cauchy—-ev niz, tada za
svaki niz %Xn§ - SO niz *{/“'i@Cj)f tezli ka 0O kada

4 S0 uniformno u odnosu na i ,

Dokaz teoreme 1.6,3 je analogan dokazu teoreme 5
iz:mxkxﬂlﬂj sa nekim izmenama: Umesto nizova skupova§1%{%
izimamo nizove %)%;; € S, . Takodje, umesto 7.(1)

3
stavljamo

FiCx) & 37 )

1 umesto 7,(3)

(

X ) ~ , (x ) 2V
Pi+1l Pjy1 f‘pj P+l & ’

dakle za .= - ledi
k¢ + )u'pi+1 fb by o



(PosGr, D+T) N T = p,

te prinenom Dijagonalne teoreme 1,6,1 dolazimo do istog

zakljudka kac u dokazu teorcme 3 iz Ll@]..

Sada se moze formulisati

TEOREMA 1.6.4, Neka /‘Li € (8, ¢) _(Gen.
Ako je za svako x€ M "

}L (x) = . 1im }‘Li(x) ’

L~ 0
tada /(Le (MSO, G) .

Dokaz teoreme 1,6,4 je analogan dokazu tcoreme 4 iz
radn [13] sa nekim izmenama: Umesto niza skupovaéEgl

- B
posmatramo nizove%x}{’s © SO i umesto teoreme 3 iz

radal;lkj koristimo teoremu l.6.3.

1,7 Uniformna ogranicenost familije

ekshaustivnih skupovnih funkcija

Keko je bilo navedeno i u poglavlju 1.5, teorija
aditivnih skupovnih funkcija je danas dobro razvijena, Na
osnovu tega pruzena Jje noguénost za razvoj i ne-aditivnih
skupovnih funkcija, Ovo poglavlje treba da bude jedan
prilog teoriji u opsten slucaju ne-aditivnih skupovnih
funkcija. Osnovno sredstvo u dokazu teoreme 1,7.2 o uni-
formnoj ogranidenosti familije ekshaustivnih skupovnih
funkcija Je Dijagonalna teorema 1l,7.1 nad nolugrupom,

Znacdenje simbola ¢e¢ biti isto kao i u poglavlju l.4.
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Jedina dopuna je¢ ta, Sto je nad totalno uredjenom komu-
tativnom grupom (G,+) definisana i funkcija antistepeno-

vanja x*z reda 2 , tj. XVQ: GG i vaZi

§200 + Yo

() Polx+y)

za 8sve X,y€ Gy

It

(A2) Agpé( X+ X )= X zasve <X € G.

OpSta definicija i vaZne osobine antistepenovanja nad

polugrupom data su u poglavlju 2.2 ,

DIJAGONALNA TEOREM. 1.,7.1l. Neka Je fi (ieN) ni?

ucpstenih kvazi-normi, Xy € X (je€ N) i postoje

(1.7.1) lim fi(ag' X. )
Lake N 5=

( 8to ¢emo oznadavati sa fi('ﬂé X. ) )
jex
za_svoko 1€ N i svako KC N , gde je %js% rastuéi niz

svih elenmenata iz K ,

Ako

(1.7.2) 1linm f. (x2) =0 zd sve i€ N
é—)o@ 1 J
tada postoji beskonadan skup IC N i skup J< T takvi

dn za gve 1 &€ I wvazi

(1.743) fi<39§J x5 02 Yo (o))

Dokaz, Postupok dokazivanja je slidan dokazu teoreme
1.1,2 iz rade P.,Antosika [9] s ali je uneto i nckoliko
bitnih izmena,

MoZemo pretpostaviti, da ako postoji konacan skup J



Sk

takav da Je

(1.7.4) £ (% C £5(x) )
JeJX y‘z Xa

za svako i€ J , da tada postoji pozitivan ceo broj r
veéi od svakog elementa iz J  da Je

(1.7.5) £, Saiee I REN L5 100 )

zao 1 > r . U suprotnom , teorema Je trivijalnc zadovoljena,
Na osnovu ove dodatne pretpostavke, odabraéemo rastuéi niz

119 154 ee. prirodnih brejeva i konstruisalemo niz

D1y boy ses pozitivnih elemenata iz G tako da je
n-1
(lo7o6) f. ( % P ) = ( f. (X' )) + (""b>
i, k=1 i, Agé i, "7, n

( ako je n=1 piSemo f. ( ¥ X ) =0 ) i

q
(1.7.7) TNCRRIPE CALS
za ma koje n,g g N, a 2?22 oznadava g-tostruku
uzastopnu kompoziciju A?E .

Primetimo da funkcija Agé o¢uvava relaciju porctka,
tj. iz a &b zaa,bel = X“g (a) & d%(b)
(detaljmije wu poglaviju 2,2 )

Iz dodatne pretpostavke sledi egzistencija prirodnog
broja T takvog da Jje fi(xi) > 0 za 12r . Neka je
il =T i

by = foC8 G0
Dalje, na osnovu dodatne pretpostavke postoji indeks s » il

takav da Je
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(1.7.8) fi(xil) 'd X’g ( fi(:Ci) )

za 1 > s . Odaberimo i2 ) S tako da je

fil <Xi2><3’-2 <bl>

i uzmimo bgtako da Je
b=b"’(f- (xg ) ) + (C=1f, (%)) .
2 2 i, i, i, 14

PeSto je 1,2 s to je na osnovu (1.7.8) by, > 0 . Ocig-
ledno vaze (1l.7.6) 1 (1.7.7) za n =q =1 .

Pretpostavimo da smo nasli odgovarajuée il’ ese ,ip

(P22) 1 Dbyy ses, b, tako da vae (1.7.6) i (14747)

za 1& n ~$ p -1 i n+ g p .Na osnovu dodatne pretpo-

stavke posteji indeks u > :’Lp takav da Je

' D
1.7.9) f. X f.o(x)
(1.7 POk x D L Py (1))
za 1>»u , Odaberimo ip+1 > u  tako da Jje
(x5 e P )
f. X b
i, | 1p+1 < X2 n
za 1 ngp . To je moguée jer je fi(xi) > O 74
i r i lim f.(x:) = 0 za svako fiksno i & N,
42 1
Dalje, uzmimo da Je
Y
b = . ( f. (x. > ) + (- T, ( ¥ x. ) ) .
p+l 30 = lp+l lp+l lp+1 k=1 Tx

Posto je T, (x.
lp+l lp+l

(L.7.9) sledi bp+l> O. Lako se sada uvidja tadnost (1.7.6)
i (1.7.7) za l&nSp i n+qg L p+1., Tako je

)> 0 i ip+l > u na osnovu

indukcijom dokazana egzistencija nizova il’ig’ ves i

by,b5, ees  za koje vaZi (1.7.6) 1 (1.7.7).
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Sada, na osnovu osobina (Fl) i (Fg) (poglavlje

1.4 ) za f. (i€ N ) moZemo pisnti za p2i

i
_ D n-1
(1.7.10) fin( X F ) > 1y n(x )+ (= f(% x11>)+
p 4
- f. Sk . > |
" n (k=n+l Xlk ) -
n-1 P
- f. . 21_ f (x=. -
z n( ) n<k7‘—‘& e ) =n11( n 11:>>
Koristeéi (1.7.7) dobijamo
P
(1.7.11) 2. 1, ;)< 2” X‘ -
k=n+1 n k=n+1

p-n
Zg2<b><§ thcw \

jer je X'é(bn>>o za k €N .

Pokazaéemo da jJe

p Kk p
L.7.12) & $o @) = by = 4o (B
za n,p € N, Primetimo, da Je na osnovu definicije funk-
cije 82
by o+ (= M) ) = Pt .

Indukcijom sledi da Je

(1.735) b+ (= o) ) b e+ (= o0 0
= Al»g (b)) za neN
k

D
Kada (1,7.1%) uvrstimo u ¥ 3‘2 (b ) dobijamo (1,7.12),
k 1
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Uvrstimo 1i jednakost (1,7.12) u ( 1.7.11) dobijamo

Y
ran Tor Gg) & b o ()
Na osnovu (l.7.14) i (1.7.6) iz (1.7,10) sledi zo p > i,
P
(1.7.15) fin( 1?:1 Xik) D fin(xin) +

%
FO= g (g Gy )0+ () ) (o (= (B D)

<Xi ) )q
n

PN DR PG A CI IS (e

n n n

P
jer je XQ,, 5 (bn) > 0 =za pe N .

e

g

Na osnovu (l.7.1) egzistira

D
za i€ I, gdc smo uzeli J = I =§i1,ig, e } e ZbOg

osobine uredjajne konvergencije nizova - definicija l.4.2,

da iz v, ¥ a za nel i v, —5v kada jeSvngt_G

¢
—

i ae G sledi v > a , dobijamo (1.7.3) za 1€ I ,
kade u (1.7.15) pridjemo granici. Time Jje zavrSen dokasz
teorcme 1,7.1

Dokazanu Dijagonalnu teoremu 1,7.1 éemo iskoristiti za
dokaz jodne tecoreme o uniformno] ogranidenosti familije
skupovnih funkcija, koje &emo sada definisati.

'
Necka je R @ - prsten skupova (poglavlje 1.1 ).
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’
DEFINICIJL 1.7.1., Skupovna funkcijpwa: R> G Je

clemenat familije JYO ako zodovoljava uslove
(51) M C4U Bog @+ [ &
ze A\ B =8 i 4,Be€ R
(5 f (iU 3| JL@ - /Mmt

/
ze. L1V B=@ i A,BeR ;

(8x) /1, je ekshaustivana skupovno funkeija

( poglavljc 1.6 ) 3

4
(Sq) za gvaki disjunkton niz skupcvauiEﬁ%(: R

C s

L=

1§
\~>

z

-

=

lim fb( i'

i
M — O 1

Il

PRIMEDB. 1l.7.1l. Uslov (82) ekvivalenton je uslevu

(57 (2 UB) +pE LW
zn L (\ B=¢ i4,BeRr .

Razmotriéemo sada vezu izmedju definisanih skupovnih
funkcija i uredjajno neprekidnih skupovnih funkcija (cng.
order continuous ) , tj. fgggcija }L : R —> ¢ za koje
iz Gy O G i N =9 sleas Jep) = o
kada i =™ ( L,Drewnowski [26] ) .

U opsten slucdaju, uredjajno neprekidna skupovna funk-
cijs ne mora biti i ekshaustivna, a isto tako i cbrnutce
(L.Drewnowski [26} Je U sluéaju da je)L monotona skupovna

funkeija, tj. vazi

(M) & C B za A,BE R = }L(A) < Hm
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tada iz uredjajne ncprekidnosti skupovne funkeije M

slcdi , na osnovu

M (ED) ,M k E; )

za disjunkton niz iE %C_R, ch je 1 ekshaustivna ( uslov(u~ )
Primetimo , do Je uslov (M) jadi od (Sg)
Lko Je skupovna funkcija '\1, uredjajno neprekidna i zado-

voljava usleove (Sl) i (Sﬁ) tada ZEld.OVf‘lJ wva 1 uslov (,34)

Noaime, ~ko uvcdemo oznake n}x( E. ),
. : . (=
T, = M ( }1‘1+1 E) i ,(L(U E. ) , gde J”{Ei:f

disjunktan niz u R onda iz (Sl) i (82) dobijamo

X-yngxngyn+,x .
Kako y, - 0 kada n - , to i x - Y, = X i
y, ¥ > x kada n=2%, $to znali da X, 7 X, Sto jo 1
trebalo pokazoti,

Obrnutc u opstem sludaju nijc tadno. Naime, noZcmo

3 Y o a s

uzeti da y,—2 k$+0 ( o <k £ 2x ) ada vaii X, > X
kada n-->oe ,Spccijalno, aditivne skupovne funkcijo (pog—

lavljna 1.1 1 1.5 ) ﬂ, automatski zadoveljavaju usleove (Sl)

i (82), a tako i uslov (M). iko; Je )L aditivno 1 zadevoljava

(84), tada iz jednakosti

o n
(@(it:» E, ) = lim MU B, ) -
n

<7
= 1lim L’}l(E )
e —» 00 i=1

I
™
\F
o
—

sledi da je )L prcbrojivo aditivno .
Kako za aditivnu funkeciju vazZi (L.Drewnowski[26} s

P.Antosik Ll‘{] )

©
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}L (lgl El) - /,4 ﬁ(E ) /.L (—-n+1 El ) ]

to 1z uredjajne neprekidnosti funkeije f& toda sledi prebro-
Jiva aditivnost, Za aditivne skupovne funkcije vazi (M),
iz uredjajne neprckidnosti aditivne skupovne funkcije todn
sledi njena ekshaustivnost,

1z svega recenog moZemo zokljuditi, da je familija
skupovnih funkeija j%‘o vopstenje familije uredjajnc
neprckidnih skupovnih funkcija i da se ove dve familije nok-
lapaju v sluéaju aditivnih skupovnih funkcija, tj. obe sc
tada svode na familiju prebrojivo aditivnih skupovnih funlkeija,

e

Biée nam potrebna sledeéa

IEMA  1,7.1. ( J, Milusifski [_545 ) Neka su l" Syeee

neprazinc kolekcije nepraznih skupova, koji priradaju algebri

22 tokve do ako je skup iz . unija dva disjunktne
~2 — J+1 :

skupa, koji pripadaju Z » tada bar jedan od njih prinada rj

Tada postoj , ili

1) podniz {P g iz kojeg se mogu izvaditi skupovi

Ej € P - koji su svi disjunktni, ili
;La-
. i
2) podniz $ ( 1 iz kojeg se¢ mogu izvaditi skupovi
P s e 1 a 1
LJ. € r‘nj takvi da je Ej+1 C EJ. .

Sada se moZe formulisati

TEOREML  1.7.2.Neka je J’C podfamilija famildije n 5

tokva da za ncko g€ G (g > 0 ) postoji kp € I 22

/ .
vaeko E &€ R tako da je
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(1.7.16) ME) £ & ¢

zza /\L.’tj% ( Kp 8 =8+ 400 + 8 ) .
‘\_/‘-ke‘\../

E

Tada postodi r € N takvo da je

)

(1.7.17) @ < zg oz /_‘LE-.;A{ iEeR

Dokaz. Pretpostavimo supyotno cd tvrdjenja (1.7.17)

(~ '
teorcme, Neka je lij kolekcijo svih E € R takvih do je

(1.7.18) M > 2l za foe M
Pokazacteno da kolekeije r'j zadovoljavaju uslove leme
1.7.1.

Naime, za svako J & N kolekeija Pj nije prazna,
Jer bi u suprotnom tecorcma 1.7.2 trivijalno bila zndovoljenn.,
iko 4 E Pj+l 1 A=Ay U Ay a  Aq N L =y5
(A:L,A2 € R,) tada Aq 411 A, pripada Pj . AkO to ne bi
bilo, tJ. M(Al) £ 2d g i ,M, (Ag)\< 2d g za/(LE }t R
tada bi zbog osobinc (Sl) bilo

}L(A) 4 pd+l g za /\,\,Gﬁ( )
5

sto je u suprotnosti da A € Prema tone

J+1 ¢
ispunjeni su svi uslovi leme 1.7.1 , te vazi ili - 1)
ili 2),

Neka vazi 1), Tada postoji niz disjunktnih skupova

S EYK takav da je
. J

/\L(Ej) > J8 za )u,E.N. i’jGN,

Jer Je 3
g 2 I8 za Jj€& N.

Neka sada vaZi 2),Tada postoji rastudi niz {nj} Cu
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1 skupovi GJ.G r\n takvi da je
J

n.
(1.7.19) N(Gj) > 29 g za /.L(:'»M .

Na osnovu (1.7.16) i (1.,7.,19) za svako J € N postoje

brojevi » R kj € N takvi da je

poio ) &omys o e M

i postoje skupovne funkeije /ka.e M da Jjo

J

/*k (Gpj+l) > (ks+3) & .

Uzmino E, = G_ N\ G o Posto Jje G - G
J Pj pj+l pj pj+l ’
to su skupovi Ej ( j&N) disjunktni,

Kako Je

MED > Moo = M0
to Je

(1,7.20) MED > e - kie =iz

J
za je€ N, Vidimo da u oba slucaja leme 1l,7.1 postoji niz
5 EJ.Z disJunktnih skupova za koje vaZi (1.7.20).
X A

Iz osobine (85) za /L/ sledi  1im /iLi(Ej) = 0

zeo 1€ N, Kako je na osnovu (84)

n )
1inm (U B ) = NQV, E, )
“ > 6O [‘Ll el k /u'l k=1 k ?
_ QA
to su ispunjeni svi uslovi zA¥Dijagonalnu teoremu 1.7.1 ,
1 .
uzimajuéi R =X , U =% 1i Ea. = %5 (je N) . Zato

postoji beskonadan skup I C N i njegov podskup J ¢ I

takvi de je za sve 1 € T

O TN A PR DR

Jje d
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Wa osnovu (1,7.,20) tada dobijamo

Pi@® > ¥, ig) oz oier

gde smo stovili U ®. = E € ¥ . Uzimajuci
je J 9

( i, ako Je i parno

i-1 , ako je i neparno ,

dolazimo do rclacije

" - LY ___i,
Mi@® > P Cie) = 5 e
za sve 1& I, Sto je u suprotnosti sa pretpostavkon (1.7.16).
M
To znaci da bar jedna kolckeija | ; mora biti prazna,

¢ime Jje dokazana teorema 1.7.2 .

PRIMEDBA 1.7.2. U sludnju da je M familije
prebrojivo aditivnih skupovnih funkcija sa vrednestima u
komutativnoj grupi sc kvazi-normom , teorema 1.7.2 sc

F 4
svodi no teoremu J,Mikusinskoe 4t
Q o,

1,8 Uniformna ogranicenost familije
f-prcbrojivo aditivnih viSeznadnih
skupovnih funkcija sa vrednostina

u polugrupi

U ovonm poglavlju éemo zahvaljujuéi razmatranjima iz
poglavlja 1.4 dati jednu gencralizaciju Dijagonalne teo-
reme l.1.4 ,To ¢e nam omoguléiti da deokaZemo teoremu 1,3,2
o unifermnoj ogranicenosti familije f-prebrojive aditiv-
nih skupovnih funkcija sa vrednostima u polugrupi.

Oznake su iste koo u poglavliju 1.7.
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DIJ.GONALN. TDOREM. 1,8.1, Neka X4 5 € X (i)g’e‘j\\}

lim f(Xi.) =0 201 =1,2,4es 1 postonji

J>w® n
def
(r.8.1) £( > X3 4) = lin 20 x. )
: JEK J n = o0 s=1 dg

zo svako 1€ N i svaki skup KC I |, mde jc %js\é rostucli

niz_svih elenmenata iz K, Tada nostoji beskonadan skup I < 17

i njegov podskup J_(kenndan ili beskonadan)  trkvi dao

zo sve 1€ I vadi

MK k) oy (20 )

Dokaz je slidan dokazu Dijngonalne teoreme 1.7.1, e
se ncéeno na njenu zadriavati,

FRIMEDB.. 1.8.1, U sludaju da je (G,+) aditivna grup~
realnih brojeva Dijagonalna teorema 1.8.,1 se svidi na Dijo~

gonalnu teorcemu 1,1,4. Tada se moZe izostaviti uslov (1.8.1).

Posmatraéemo vifeznadne skupovne funkcije/u: R Xy
( vid., poglavlje Loy slucaj saglasncsti relacijesy 1 oncro-
cije 3% ). Funkcija M Je f-prebrojive aditivno alke za
svaki Jisjunktan niz %En‘g C R vazi

k ; oo
i , = b B .
1im  £( r}lﬁl M(En) ) £( )u,(n\.:l E_))

K- o0

Funkcijap\, Je aditivna nko je M (LU B) = }L (A)*’/A(B)

za. 4 (N B =,(é i 4i,B€ R,

Funkeija )LL je f-ekshaustivna ako je

lim  £C 4 (E)) ) =0
" > 00 ,(L R ,
za svald Aisjunktan niz iEn% C R,

Sa j’o oznaciéemo familiju svih aditivnih f-prebro-



65,
Jivo aditivnih f-ekshoustivnih viSeznadnih skupovnih funk-
13 - » ) / . .
cija iz (¢ -prstena R skupova u kolidnik polugrupu X4, .

Sada se moZe formulisati

TOOREML 1,842, Neka je?’ podfamilija fomilije ?r‘ o

Ltokvae da za neko g€ G (g2 0) postoji kEE-. N za gvako

E€ R tako da je

f(}L (B)) < kp & za A},M'e,g .

Tada postoji r€ N tokve da je

M@ € rg 2o MEI 5 ey

. Dokaz Jje isti kao i dokaz teorenc le742 , sano uncsto

’M( ) Sreba staviti f(fJL( )) e

PRIMEDBA  1.8.2. U sludaju da su funkeije }1,: R’ -> X/N
i f: X=DCG surjekeije, uslov f-prebrojive aditivaosti
zZ2 }1 se moze oslabiti, doveljna je cgzistencija
k
lim £( %k /U'(En) De

K= €O n=1
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1.9 (™ -aditivne funkcije nad polugrupom
)

U ovom poglavlju éu formulisati i dokazati teoremu
1.9.2 vezanu za specijalne funkcije definisane nad komu-
tativnom polugrupom a sa vrednostima u komutativnoj grupi
sa kvazi-normom. Iz ove vaZne teoreme u poglavlju 1,10
izvodim niz teorema o oduvanju nekih osobina specijalnih
aditivnih funkcija nad mreZama,u odnosu na tadkastu konver-—
genciju.Osim toga, kao posledica javlja se i jedna vaZna
teorema iz teorije distribucija,

Ovako uniforman prilaz Sirokom spektru razliditih
aditivnih funkcija sa razliditim definicionim podrudjima
omoguéila mi je Siroka definicija aditivnosti funkcije,koju
sam vezao za specijalnu relaciju nad polugrupom, Uzimajuéi
specijalne polugrupe i specijalne relacije nad njima dobi-
jam niz interesantnih posledica, od kojih su neke prvi put
formulisane u ovoj tezi.Osnovno sredstvo u dokazu teoreme

1.9.2 je Dijagonalna teorema 1.9.1,

Neka je (X, %) komutativna polugrupa.

DEFINICIJA 1.9.1, Relacija nad X ée biti oznadena

sa (¢ ako osim }J C X ¥ X zadovoljava uslove:

N
2

(Ry) simetridna je, tj. za svako (x,y)&€ =

= (y,x)éﬁ"’( umesto (X,y)&? pisademo i x (;‘* v )3

. l)’ 2 .. .
(R2) za niz %‘xn,{c;X za koiji ije X (;3 Xm za

svako n,m& N i n ém vaZi

(*’ Xj) e ( * X )
JEK s ke M
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za_sve konacne skupove K,MEN i KON = o .

Za nisz %’Xn?gCX ¢emo reéi da je S3 -niz ako je
xn(?xm za svako n,meN i n % nm,

Familija S nizova {XI}SCX Jje subkonvergencija
ako vazi

(U) 'SLXn e S =y %xni% €S , tj. ako niz
’{ans pripada S tada i svaki njegov podniz §~Xni7
pripada S,

Familiju svih "\;3 -nizova ( koja o8igledno zadovolja-
va uslov (U) ) oznadidemo sa S? Podfamlllau familije SS;,
koja zadovoljava uslov (U) oznadidemo sa Ss,’

Neka je (Xl, +) komutativna polugrupa sa funkcionelom
f ( poglavlje 1.1 ).

Preslikavanje g: X » X, Je ? ~aditivno ako za
svako x,y¢ X za koje je x s’) y vaZi

g(x% y) = g(x) + g(y) .
Iz ove definicije sledi konadna aditivnost funkcije g za
proizvoljno ng N, tj. ako Je XJ. ;‘5 Xy za J & k i

J=lyeee,n 1 k=1,...,n tada je
n n

g(i“fl x; ) =j§1 g(x;) .

Funkcija g je S-ekshaustivna ako za svaki niz

ixni € S f(g(xn)) tezi ka O kada n-scay |,
F)

Sa, S’;fgi'}_ Cemo oznaditi niz funkeija g; (ieN)

f0je su 9 —aditivne , 8/ -ekshaustivne i takve da ako

H

s

za %iné Sf; postoji

lim f(g ( %Z' X, ))
M > o s=1 g
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v 4 vV - L] *
( 8to éemo oznaditi sa f<gi(,je K xj)) ) za svako
1€ TC N i neko KC N, gde je {jsk rastuéi niz svih
elemenata iz K, tada postoji Xg € X takvo da je
£(g;( kd Xj)) = £(g;(xp)) za svako i€ T,
J& K
- Biée nam potrebna
, DIJAGONALNA TEOREMA 1,9.1, Za S [&5) lixalﬁé S‘,
- postoji beskonalan skup I€ N i elemenat x € X tako da

. 22 sve i€ I vaZi

(1.9.1) £(e;(x)) 2 5 f£(gy(x;)) .

Dokaz, Dijagonalna teorema 1.,9,1 Jje direktna posle-

- dica Dijagonalne teoreme 1l.l.4, Treba gamo staviti

Xj5 = gi(xj) za i,j €N i
iskoristiti da Jey, n
(K xy -2 E o))

Neka je (G4+) komutativna grupa sa kvazi-normom P
(poglavlje 1.1 ).,Posmatraéemo sada funkcije g: X9 G ,
Sa Sé [gi] Gemo oznaditi niz funkcija g; (1€ N) sa
Xu G koje su f ~aditivne, Sé ~ekshaustivne i takve da

sko za proizvoljno ; XJZE Sé postoji

n
lim {g.( M x. )
h";m‘ 1 s=1 JS l
(8to éemo oznalditi sa -\gi( »* x. )t ) za
jeK d

svako i€ TC N i neko KC N, gde je {js§ rastuéi

niz svih elemenata iz K, tada postoji

n
lim g, (% x.)
» o0 =1 Jg
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u topologiji indukovanoj sa funkcionelom fu - v} za
u,veEG , za svako i € T ( u oznaci gi( ¥ x.) ) i

jek 9
postoji XKE X  takvo da je

(1.9.2) gi( ij xa.) = gi(xK) za svako i€ T,

Sada se moze formulisati vaZna

TEOREMA 1.9.2. Neka je dat niz funkcija Sétgi] .

Ako za svako x& X postoji

Jlim g (x) = g(x)
L on

( konvergencija u odnosu na topologiju indukovanu funkcio-

nelomfu - vl za u,v€& G), tada za svaki niz %Xj} © Sé

gi(xj) —» 0 kada J -» ©0 uniformno u odnosu na i,

ti. za svako €% O postoji indeks j, _takvo da je

| 8z | <&

. Tada je 1 g 53 -aditivno i

za sve 1€ N i 3 2

o

’

S? ~ckshaustivno,.

Dokaz.Primetimo da za proizvoljan niz {XL_&& Sr' pos-
toji beskonacdan skup IO tako da Jje

J€

o)
za svako I ( P.Antosik [.101 ) oIz (U) sledi %x

% .. Fsc.
J% Jel °p

Iz (1.9.3) sledi egzistencija ( videti dokaz teoreme

l.1.4 ) n
Lin | g ( % x5 ) |
M‘GOQ S:‘ 1S

za 1 € R i {js"; = I, , pa na osnovu (1.9.2) sledi

egzistencija elementa Xy € X takvog da je

0
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85 ( X X:) = gi(xI ) za svako i€ I,e
J€ I d o]
Prema tome, neée biti ogranidenje ako pretpostavimo da za
nizove “LXJEE SS; i igi} vazi (1.9.3) za IO= N
( u celom dokazu).,

Predjimo sada na dokaz teoreme,Ako pretpostavimo da
teorema nije tacna, tada postoji é} 0 i nizovi
{n& iml‘ﬁ C N tekvi da je
NECADIE i 2 5
i M4
za svako i& N, Uslov (U) povladi {Xmi & S", «MoZemo
i
pretpostaviti da je ni=i i mi=i za svako i€ N,Uzmimo
§¥%0 taxvo da je  26< €&  ,Tada je
(1.9.4) lesx) | >28
za svako ig N, Indukcijom odaberemo niz zpj‘gc N ( na
osnovu %,’ -ekshaustivnosti) tako da je
(1.9.5) e x, V< $
J J+l -
za svako Jj & N,
Na osnovu (1.9.4) i (1.9.5) dobigjamo

Db e D> 4

(1.9.6) { e, Dsi1

J+l p

za svako j& N, Ako uvedemo oznaku

L Pis1 | 0Py
iz (1.9.6) dobijamo
(1.9.7) 6.(x, )| >8&
ogesy
B3y svako je& N, Gy (i€N) su ?—aditivne i Sé —~ekshaustivne,

Na osnovu polazne pretpostavke u dokazu}dobijene iz (1.9.3),
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sledi da je niz funkecija G (i€ N) ni r{Gl] .
Sada, na osnovu Dijagonalne teoreme 1, 9.1 u odnosu na
niz funkcija G, (i€ N) i i ,dobi-—
+ pJ+1 f

Jamo egzistencigju beskonadnog skupa I€N i elementa xeX

takvih da je za sve i€ I
i 1
G.(x") 1 G.(x ) .
‘ i ‘ 3 2 k 17ps 9 ‘
Odatle i na osnovu (1.9.,7) sledi

(1.9.8) | e | »§ .. eI .

Sa druge strane, po pretpostavei teoreme, za x°’
postoji J1lim gi(x’) o Odatle sledi da za za svako

900
£2 0 postoji 19 (&) takvo da je
0

{ gpi+l(X’) - gpi(X')] <& 2 1 3 pio(g),
tJ. f{gp‘(x’)g Je  Cauchy-ev niz u G, Po definiciji
funkeije Gil » tada ( jer je _S_-g'[Gi] )
Gi(x') ~» 0 kada i=-so0>» , No to

je u kontradikeciji sa (1.9,8), Prema tome mora gi(xj)'9 0
kada J -»#0 uniformno u odnosu na i za svako {xj}as‘; .

Dokazalemo sada drugi deo teoreme vezaﬁza funkciju g,
F —aditivnost funkcije g Jje ocligledna, Pokazademo da Jje g

i 8,5 —-ekshaustivno, Podjimo od Jednakosti
1,9, L) = c) - gl . . .
(1.9.9) 8(x3) = 8(xy) 8; (x35) + g;(xy)

za } & e S’ ( uz dodatnu pocetnu pretpostavku),.Kao $to

smo dokazall, za svako E_)O postodji indeks jo takav da

Je - £

‘gi(xj)\ < 2 za svako 1&N i j)jo.
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Tada je na osnovu (1,9.9)

(1.9.10) sl & et - sG] v 5

za svako ielN i J 7 jo . Kako Je po pretpostavci
teoreme  g(x)= ,lim gi(x) za svako x € X , to za svako

¢ 200
J & N, postoji indeks ij & N takav da je

| €
Le(xy) - gij<xj>{ < 5

Odatle i iz (1,9.,10) dobijamo

‘» g(xj) ’ < &

za svako J» jo yS5to znadi da je g Sr’ ~ekshaustivno,

Time Jje zavrsSen dokaz teoreme 1,9.2,

U sledecem poglavlju je data primena teoreme 1.9,-
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1,10 Posledice teoreme 1.,9.,2 u teoriji mere i

teoriji distribucija

U ovom poglavliju razmatram specijalne vrste E;adi—
tivnih funkcija nad mreZama ( B.Riedéan [84] ,[85] ), koje
se u sluéajué -prstena skupova svede na uobidajne adi-
tivne skupovne funkcije. Za uvedene opSte aditivme funkcije

nad mrefama izvodim neke teoreme kao posledice teoreme
1.9.2, da bi specijalno u sludaju é -prstena skupova dosao
do poznate teoreme tipa Nikodyma (L.Drewnowski‘£291, J e Miku-
sinski [48] ,P.Antosik [12] Yo U ova opSta razmatranja
ukljudene su i distribucije, Tako zahvaljujuéi teoremi 1.,9.2
dobijam i poznatu teoremu 1,10,5 o sekvencijalnoj zatvo- -
renosti prostora distribucija u odnosu na tadkastu konver-
genciju niza distribucija (L.Schwartz [86]), i to u funkcio-
nalno~analitidkom prilazu distribucijama za razliku od
monografije P.Antosika,J.Mikusiﬂskog,R.Sikorskog [13],gde Je
to udinjeno preko prostora nizova,

Predjimo sada na razmatranje specijalnih vrsta.f—

~aditivnih funkcija nad raznim strukturama,

PRIMER 1.10.1.,Neka je L distributivna mreza u kojoj
vazi:
(1,10.8) Proizvoljni monotono rastué¢i niz elemenata iz
I ima najmanje gornje ogranicenje.

Da je L distributivna mreZa znadi da vazi

(1.10.1) (xVy)Adzs=(x&z)V (yAz)
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za sveko X,y,z€ L, Odatle sledi (B.Z.Vulih {80] ) da va¥i

(1.10.2) sup X, A sup vy, = sup(xi Ay
i=l,ooo,n j=1900!3p J i,j J

za sve Xi,yj&L i=lyeee,n 1 J=lyeee,D .

Nad I uvodimo relaciju Ya na sledeéi nadin:
def
p'e ?a v <= XAy = a

za fiksno a € L i x,y L. Definisana relacija Fa je

otigledno simetridna, a na osnovu (1,10.2) sledi:

X,j fa ;Yk Z3a j:l,oa.’m i k:l’...,n :)
¢ - ) ( ; )
> v X f v 5
J=1 J a " eoq k ’

tj. relacija Ya zadovoljava definiciju 1.9.1,

Niz {Xni CL je Fa -niz ako je x, A x =8
za svako n,me& N i nim,

Funkecija /L: L ¥ G Je f’a -aditivna ako je za
XAy =248

M) = G /L(y) .

Funkecija }L Jje S P’L—ekshaustlvna ako za svaki nlzi.xl’l}besfq

/L(xn) ~3F 0 kada n -»00 .
Sa xsl ¢emo obeleZiti familiju svih f’ ~aditiv-
fo ' a
nih,Séq‘
voljaﬁaju i uslov:

—-ekshaustivnih funkcija }L: L %G koje zado~

n 00
1lim (v x.) = (v X: )
M -3 00 M i=1 * M 1=1 *
za svako &xi?;e Séq o Zadnji uslov uz fa-aditivnost

y o0
povliaci Z 00
Y MCxs) = (Vv %) )

i= i=1
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t3. f’a ~ prebrojivu aditivnost,
Uzimajuéi sada u teoremi 1,9.,2 specijalno X=L, ¥ =V
i umesto funkcija . Sg {gJ funkeije »’ie L (ig N)
o

. s,

dobijamo specijalan sludaj teoreme 1.9,2:

TEOREMA 1,10,1, Neka /,}ViQ ys"w (i € N) o« Ako za

svako x € I  postoji

e 1im Ax) = X
SN HORY AN
tada je za svaki nig %XJEE S; niz /u’i uniformno

’

- haousti i, T 3 a - i
fq, ekshaustivno po i ada je ),b qu' ekshaustivno

i f 5  —aditivno,

PRIMER 1,10.2. Vazan Jje specijalan sludaj prethodnog
primera 1,10.1,koji éemo sada razmotriti.

Neka je L isto kao i u primeru 1.,10.1 i jos postoji
najmanji elemenat w u L ( vid, poglavlje 1,6).Tada re-
lacija ?w daje  tkzv. disjunktne elemente mreZe L,
tj. dva elementa x,y € L su disjunktna ako i samo ako Je
XAY = W,

Ako je funkeija P’ L ~»G Fw-—prebrog'ivo adi-
tivna i ’L(w)=0, tada je i fw-—aditivna( treba samo
uzeti FW -niz sa konaénir@réjem elemenata razliditih od w).

Primetimo da smo fw—aditivne funkcije veé proucdavali
i u poglavlju 1.6, Tamo smo ime;li funkeije fb definisane
nad specijalnom M-mreZom a sa vrednostima u topolosko]
komutativnoj grupi.Familija fw—nizova wa je tamo
oznadena sa 8 (disjunktni nizovi), Teorema l.6.4 Jje tipa

teoreme 1,10,1, i one su ekvivalentne za funkcije P.definim
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sane nad M-mrezom a sa vrednostima u komutativnoj grupi
sa kvazi-normom, a koje su prebrojivo aditivne, Sf -

-ekshaustivne 1 ’b(w):O ( i1i F W-aditivne).

PRIMER 1,10.%, Proulilemo sada opStiji sludaj od
primera 1.10.2 ali razlicit od™ primera 1,10.l.Naine,
iskljudiéemo distributivnost mreZe,Tako dobijam teoremu
1.10.2, koja je verujem, nova., Neka je L’'mreZa u kojoj
vazi (1,10,8) i postoji najmanji elemenat w u L‘(distribu-
tivnost mreZe se u opsStem sludaju ne pretpostavlja),.

Relacija VW (primer 1.'10.2) nad L u opSten slu-
¢aju ne zadovoljava uslov (R?_’) iz definicije 1.9.1. (B.
RiecCan [84] )e Zato éemo izdvojiti one nizove ixrﬁC,L’
(i nazvati ih disjunktnim) za koje je

(VX)A(ka)=w

Je&K ke M
za sve konacne disjunktne skupove K,M € N ( B.Riedan {84] e
Familiju svih ovako definisanih dlsaunktnlh nizova tx k L’

5 (Ui

obeleziéemo sa S ( a neku pro:szolJn podfamiliju sa

R
2
SR2 )eO&igledno je SR2L wa , a ako je mreza L1
distributivona tada je SR =9 .
| 2 fw
Funkcija /&,.: L°’4 G je prebrojivo aditivna ako je za
svaki niz ixn% € SR2

1 E
’};t( ) X5 ) = )L(X ) .
(=4
Neka Jje dalje /“,(w) = 0, Tada je funk01ja@i konadno
aditivna za elemente niza {‘Xi&e SR2 s kao 1’ supremume ko-

nadnog broja tih elemenata ( SR2 -aditivnost).
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Funkcija p Je SR2 ~ekshaustivna ako }b(xn)a 0
kada n 9©3 za svako sbxn"g: Sé o Funkcijepp:L'>» G
5 :
koje su prebrojivo aditivne, ,’b(w) =0 i Sé ~ekshaustivne
A 2

su, obelezilemo sa fs

r L ]
Ry

Primetimo da su dokazi Dijagonalne teoreme 1,9.1 i
teoreme 1,9,2 izvodjeni samo nad nizovima koJji ispunjavaju
uslove (Rl) i (Rg) iz definicije 1.9.,1. Uz ovu primedbu

dobija: sekao posledica teoreme 1,9.2

TEOREMA 1,10.2, Neka ,uiefsi (i&N)., Ako za svako
2

x g L° postoji

eSO O
tada je %M/j} uniformno Sé —ekshaustivno po i,
/ 2

Tada Jje i l& SRe-ekshaustlvno i SR2 ~aditivno,

PRIMER 1,10,4, Sledeli primer Je vezan za specijalnu
mrezu , tkzv. logiku ( B.Rieéan{85] ). Interesantno je da
nam ni ovde neée biti neophodan distributivni zakon.Tako
dobijam teoremu 1,10,%, koja je verujem, nova,

Neka je H mreZa sa najmanjim elementom w 1 najveéinm
elementom q ( tj. postojigqe€H , xX£ q 2za sve
x€H).

Preslikavanje A x- x“'je ortodopuna ( eng. ortho-

~complétation) ako su ispunjeni sledeéi uslovi:

(Ll) Preslikavanje .» Jje obostrano jednoznaéno,
(L,) Ako x,yMi x € y , tada > &x>.
v . F W -
X = Xe

(L5) Za sve x € H vaZi

(LAL) Za sve x&H vazi x A XL = W o
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(L5) Za sve x & H wvaZi xVX‘l = q

Mreza H sa ortddopunom A je logika, ako su ispunjena jos

i sledeéa dva uslova:

e ')
o (L6) Za svaki niz {XHECH postoje n=\{ X € H
i A x € H .
n=1
(L7) Ako xXy,x, € H i x; £ %, , tada postoji

elemenat y& H, da je vy £ xl‘L i yV Xy = X5

Karakteristicéni primeri logike su:

Partititivni skup P(V) za dati proizvoljan skup V u
odnosu na relaciju poretka " biti podskup" i komplementi-
ranjem u odnosu na V,

Drugi vaZan primer ( narolito u kvantnoj mehanici) je
skup svih zatvorenih linearnih podprostora P datog Hilbert-
ovog prostora u odnosu na relaciju poretka "biti podskup"

i ortogonalnim komplementom P - P&‘ kao ortodopunom,

Nad logikom H uvodimo relaciju ?L

DEFINICIJA 1.10,1.(B.Riedan [85] ) Elemente x,y&H

éemo zvati ortogonalnim ( x ﬂ. v ) i pisaéemo x i y .,

ako je  x & y* ( ili, Zto je isto v £ x¥ ).

Pokazaéemo da uvedena relacija ,.’\. zadovoljava defi-
niciju 1.9.1. (Rl) je ocligledno zadovoljeno, Dalje, u svako]
nmrezi vazis

Ako Je x. & T Z& J=lyeeesl 1 K=lyeesyn

dJ
tada Jje
m ¢ n
vV x. _ Ay
=1 9 T k=1
. . . e
(G.Birkhoff {17} ). Odatle sledi, da ako je X5 £ vy, za
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J=lyeseym 1 k=l,y4se,n tada je

m : n A n X
vV x. & A - = V_y ) .
j=1 ¢ k=1 k=1

gde smo koristili i jednu osobinu logike H,
Familiju svih ﬁ ~nizova obelezidemo sa S& .
Bice nam potrebna sledeéa

DEFINICIJA 1.10.2. (B.Riedan [85) ) Podmre¥a K

logike H se zove prsten, ako iz x,v€ K sledi x A y“’€K .

Prsten K Jje é -prsten, ako za svaki niz {Xn} C K ogranicen

odgore elementom iz K sleddi Q\? Xy € K, Prsten je
n=1 o0
¥ -prsten, ako za svaki niz {anC K sledi V x

L€ K.

n=1
Nad podmrezom K logike H definifu se specijalne funk-

cije sa vrednostima u RT s, koje imaju ulogu mere nad K,

DEFINICIJA 1.10.3. (B.Riedan [85] )_Neka je K pod-

mreza logike H kojoj pripada najmanji elemenat w, MeTrom nad

K zvale se svaka ne-negativna funkcija}b( iog moze uéi u

skup vrednosti), definisana nad X, ,ﬂ.« (w) = 0 1 prebro-

Jivo aditivna, tj. za koju vaZi:

Ako Je an} proizvoljan niz po parovima ortogonalnih

o
elemenata iz X i V x, & K, tada je
n=1

0
X = - X .
}b n=1 o n=1 /L n
OCigledne posledice definicije 1,10.3% su ( B.Riedan [85} )

Mera ).t. nad podmreZom K sa w je konadno-aditivna,tj.
n

n
om0 B e

za konacan niz Xp9ees9X, PO parovima ortogonalnih elemenata
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iz K.

Mera/‘, nad prstenom K je monotona, tj. iz x & vy i
X,y € K sledi ’J,,(x) ,&}L(y) .

Do mere nad prstenom K se moZe doéi i slidno kao i u
primerima 1,10.,1 i 1,10.2 ( teorema 2.2 B.Ricdan 7[85} ):

Neka je K prsten, P. ne-negativna konadno-aditivna
funkcija nad K, Funkcija)“, je mera tada i samo tada, ako

QO

n £ %, (m=l,2,... ), ni1 ¥, € K sledi

L (T ox )= lin AL
/“(nzl *n " e ben) )

Ogranidiéemo se na & ~prstene K& , odnosno/ -prstene

1z Xne_ Ky x

Kz « U prvom slucaju éemo se zadrZati na svim ogranienin
-nizovima , - oznaci familije sa "
ﬁ nizov {Xng C K¢ , uw oznaci f ije s OS’L
( a podfamilije sa S5 ).
o~ i

Sada teorema 1,9.2 dobija sledeéi oblik:

TFOREMA 1,10.,3, Neka Je £t- i N niz Se 4 V-
5 ____J_;Ll<£>___oﬁ(oﬁ>
—ckshaustivnih mera nad A —prstenom K. ( J -prstenom KX e
L4

Ako za svako xeK, (KI ) postoji
(3 Mat =G0,
tada Je za svaki niz %Xj?{ @ OS§ (Sh) ;1__1_;_{/!,3% uni-

’

formno OSY.L (S’&.)—ekshaustivno po i. Tada je i }4,

’

osf,g (s 7l> ~ekshaustivno i ﬁ‘-—adltlvno nad X, (K s ) .

PRIMER 1.10.5. Neka je R’ & -prsten skupova.Relacija
fo nad R’ je data sa
‘ : qa
Afo B éi‘,; AAaB=g

tj. relacija fO daje disjunktne skupove.Relacija fo oc¢igledno
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zadovoljava uslove (Rl) i (Rg) iz definicije 1.9.1.
Familija Fo-—nizova {Ent ¢ R’ je poznata bezuslovna
konvergencija CO (poglavlje 1.1, P.Antosik \2121 e
ro-—aditivna funkeija ﬁ,: R -» G je uobidajna aditivna
skupovna funkcija (poglavlje 1,1 ).
ng —-ekshaustivne funkcije se svode na Oo—neprekidne
skupovne funkcije (poglavlje 1.1),
Funkcija ﬁ, Jje &—aditivna ako je za svaki niz

%EI}S €% o
¥ s y
(V E. ) = (E.) Neka jep.(@)=0,
e i=1  * i=1 A #
Svaka ogranidena é ~aditivna funkcija nad R’ je konadno
aditivna i ekshaustivna ( C,~neprekidna).,
PRIMEDBA 1,10,1, Primeri 1.,10.2, 1.10.3%, 1,10.4 se
nadz,-prstenom skupova R’ svode na ovde razmatran sludaj.
Uz jedno dodatno objasnjenje (L.Drewnowski [29] .

str. 728 ) vaZzi sledeéa posledica teoreme 1.9,2:

TEOREMA 1.10.4, Neka je /“‘i (1€ N) niz ogranidenih

& —aditivnih skupovnih funkcija P, ;¢ R°5 G  takvih da za

svako E€& R’ postoji granica

L M@ = HE®
Tada Jjec familija {}k’n (ng N),’“} uniformno& -aditivna,

Dokaz, Na osnovu teoreme 1,9,2 sledi da je familija

{f"“n (n e N)% uniformno ekshaustivna, Za svaku familiju
4 ~aditivnih funkcija nad R’ uniformna ekshaustivnost je
ekvivalentna sa uniformnom Z’ ~aditivnoséu (L.Drewnowski

[26] 1z, 5.6,5.7). Zato je pM. & -aditivno, a tako je
familija é}h L, (ne M ,/L% uniformno § -aditivna.
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Teorema 1,10.4 je tipa Nikodyma (J.K.Brooks,R.S.
Jewett [’221 ,L.Drewnowski t2’7] , I.Labuda {}Lf} ,N.Dunford,
J.Schwartz [ 30] ,J.Mikusinski §48) ,P.Antosik {12] ).
L.,Drewnowski je u radu [29] dokazao ekvivalentnost
teoreme tipa Nikodyma sa teoremom tipa Vitali-Hahn-Saksa, te

bi onda i to bila Jjedna posledica teoreme 1,9,2,

PRIMER 1.10.,6. Kao jod jednu posledicu teoreme 1,9,2
dokazadéemo poznatu vaznu teoremu 1.,10.,5 vezanu za sekvencijal-
nu zatvorenost prostora distribucija u odnosu na tadkastu
konvergenciju niza distribucija.Distribucije cemo razmatrati
u funkcionalno-analitickom obliku(L,Schwartz {86-},B.Stanko-
vié [75} ,K.Yosida [83] ) za razliku od prilaza preko
prostora nizova -P.Antosik,J.Mikusinski,R.Sikorski [15] .

Neka Je ® vektorski prostor test-funkcija,tj. svih
realnih funkcija YY) (x-= (Xl,....,xn)g R_) koje imaju
izvode svih redova i finitne su,tj. jednake su nuli izvan
nekog kompaktnog skupa (nezavisnog za svaku funkciju).Naj-
manji kompaktan skup iz Rn izvan kojeg Jje funkcija‘?(x)
identicki nula je nosac funkcije ‘F(x). ,

Niz {"Pn} elemenata iz ® konvergira ka funkciji
fed

1) Ako nosadi gvih funkcija P 0 (n=1,2,.4.) leZe u
jednom kompaktnom skupu K;

2) niz izvoda ‘P lgk) reda k ( k=0,1,40s ,izvod
reda o je sama funkcija) uniformno konvergira na skupu K ka
\P (k) « Primetimo da u;D postoji i prava topologilja
(K.Yosida {83} ) .
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Distribucija Je proizvoljna linearna neprekidna
funkcionela T definisana na prostoru J y Tde

1) za svaka dva broja a,b & 3 je

T a¥ +bdW¥ ) = aT(Y) +bT(\y) s

2) \P n ¥ O kada n-»®® u prostoru @ povlaci
1P ) 2 0 kada n-eo,

Distribucije su specijalan slucaj opStih F -aditivnih
funkecija,Naime, neka je Fd =§)x® .Tada familija S&
sadrzi sve nizove prostora @ o« Za podfamiliju S‘;J‘biramo
one nizove i‘?ngcm za ‘koje vazZi \Pn % O kada n+%e,
Tada je distribucija y&-aditivna, Séi-ekshaustivna funkcio-
nela nad @ .

Sada mozemo formulisati posledicu teoreme 1.9.2 u

prostoru distribucija:

TEOREMA 1,10.5 (L.Schwartz {86} ,str. 74 ) Neka je

Ti (i€ N) niz disBribucija nad prostoromﬁi._neka postoji

o lnm T, (P) =T(WP)
se0 P
za_svako \P(ﬁ +Tada je i funkcionela T distribucija nad

L .

Dokaz, Primetimo da ako P -4 0 kada n%uuuxi) yda
tada postoji podniz {nl} C N takav da
2 e ®
> k
i=1 \?ni = \P ( ) € @
za k=041,400 .Naime,adaptiranjem dela™ dokaza Dijagonalne
teoreme(P.Antosik [91 ) 1.2 dindukcijom dolazimo do podniza
é‘nﬁc N za koji je

i‘?(ﬁg((lx}%(?q ( x€ K )
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za svako k € N‘U&O} i 9 &« N,

- a——

fdokag?

Primenimo 1i sada’teorems 1,9.2 na niz distribucija
T T . , s . . . .
iTi?S 1 podnizove {\Pn:& 4 S’a dobijamo tvrdjenje
teoreme 1,10,5,



gS.
IT  GLAVA

N-KONVEKSNE FUNKCIJE N.D POLUGRUPOM SA
ANTISTEPENOVANJIEM

U pezlavijima 1.7 4 1,8 prethodne glave pojavila se
funkeija antistepenovanja specijalnog oblika, U ovoj glavi
cemo detaljnije prouditi ovu funkciju , te Gemo pomodéu nic
preneti pojom Jensen-konveksnosti funkeije na funkcije defi-
nisane nad polugrupom sa antistepenovanjen XLn a sa
vrednestima u parcijalnc uredjenoj polugrupi sa antistepeno-
«Konveksnost funkeije je vaZan pojam matema-

vanjem 5
J n

ticke analizc, te njeno proSirenje na polugrupe noze pomoéi
rozvoju annlize nad polugrupcm. Rad P.M,Vasiéa i D.D.Adamo-
viéa.{?S] s¢ moze smatrati jednim vesnikom ovakvog prilazas
Nas ¢e u oveJ tezi interesovati samo neke osobine ovako
unpstenih konveksnih funkeija,

U poglavliju 2.1 dat je¢ samo kratak pregled definiéija
i rczultate za konveksne funkeije, potrebnih za razmatranjc
u ovel glavi,

U poglavliju 2.2 dajem svoje definicije: antistepcno-
varja i n-konveksne funkcije nad polugrupom, te dokazujem
svcje leme 2,2,1 , 2.2.2, 2.,2.3 .

U poglavljima 2,% i 2,4 razmabtram uzajamnu povezanost
p-konvcksnesti 1 n-konveksnosti funkcije ( p 4L ), te
i;dkazujem svoeju lemu 2,%,1 i meje teoreme 2eAl, 24342 1
2Jl. 1,

U poglavlju 2.5 navodim nekoliko primera primenc mojih
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rezultata iz prethodnih poglavlija, te izmedju cstalog do-

kazujem sveju teorcmu 2.5.2.

2.1 Konveksne funkecije

JuL.W.VeJensen je uveo J-konveksne funkcije sledeéon
definicijom ( vid, DoS. Mitrinecvié [55} )
DEFINICIJ.: 2.1.1. Funkcija f: [ a,b] —» R (realni

brojevi) se naziva konveksna u Jensenovom smislu na intervalu

[La,b] oko zz svoke dve tadke x,7e La,0] wvoZi sledeén

nejednakost

X + ¥ f(x) + £(y)
(2.1.1) 0 EET ) ¢ .
Jensen je dokazao teoremu sledeéeg oblika (vid.lSﬁ],[§6})

TEOREM: 2,1,1, Neka je funkcija f J-konveksna na{;a,ﬁj .

Za bilo kojec talke Xy, ess ,x_ € [a,b] i bilo koje racio-

nalne nenegativne brojeve Tq9 eee o takve do je

n

Ty + eee + 7, =1, vazi nejednakost

1

n
n
<2.1.\2> £( iz=:1 . xi>£~ El r, £(x)

Rezlikujemo i konveksne funkeije

DEFINICIJA 2,1.2. Funkcija f se naziva konveksno na

intervalu [ a,b] ako i samo ako nejednakost

flax +(1-d)y)g a8x) +(1L-4a) £y

vazi za sve x,ye[a,b] i za sve realne brojove def0,1] .

Svaka konveksna realna funkecija je i J-konveksn~ a
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svaka ncprekedna J-konveksna funkcija Jje i kenvcksno.
Teorija realnih J-konveksnih i konveksnih funkcija Je

danas vrlo razradjena oblast motematidke annlize, Za deta-

ljan pregled videti monografiju D.S.MitrinﬂviéowEBBJ .

Za nas je od interesa generalizacija nejednakosti
(2.,1.1) dote od stranc S.Kurepe i S.S.JdJou-a [55]. Neka je
(G,+) oditivna abelova grupa s funkeijom antistepenovenga
512 roda 2 (poglavlje 1.,7) s tada za funkcionelu

f: G5 R kaZemo da je konveksns ako Je

(2.1.3) 2 £( X2+ 5y )0 ) £ 26+ £(y)

z0 X,yE€ G,

2.2 Antistepcnovanje i n-konveksna

funkcija

U ovom poglavlju éemo uopStiti pojam antistepcnovania

)
)

polugrupu, te éemo ispitati egzistenciju i neke oscbinc
ovako uopStenog antistepenovanja,. Uvodimo pojam n-konveks-—

nosti funkcije sa polugrupe u kojoJ postoji antistepenovonjie
&a

postoji antistepcnovanje é.n rceda n,

reda n u parcijalano uredjenu polugrupu u kojoj

Neka je (X,% ) polugrupa. Uvodimo sledeée oznrke

n def
< ) = X % cee * X
121 i 1 n
def
nx =
Lk _eee X X .

Sadn mozemo dati ondtu definiciju funkcije antistepe-

novanjo.
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DEFINICIJL  2,2,1, Funkcija antistepencvania reda n

Je funkeija an : X =3 X , za fiksno n e N, za koju vazi

() RpGOR R () = g Cxxy)
(A2> §Ln< nx)=x

72 8Ve x,y& X , 2ko tokva funkcija postoji. Z2 n=1 jo

Xl(x) =x zo x€ X .

Vazi sledcéa

LEMA 2.2,1. Ako postoji antistepenovanje 5“q rada n

nad X, tada jc ono jednoznacénoe odredjeno,

Dokaz. Pretpostavimo da pored dLn postoji Jjos jedna
funkcija antistepenovanja ‘f-é reda n ,Primenime 1i funk-

ciju 265_ na jednakost

n( ghm(x) ) = x =za proizvoljno x € X,

dobijamo

JalnC G0 = freo

Iskoristivsi osobinu (A2> za<¥-£ sa leve strane nprethodnc

Jednakosti, dobijamo
(x) = P (x) za proizvoljno x € X,
/ n n

Oc¢iglcdne da se ne moZe nad svakom polugrupon zodati
funkeija antistepencvanja proizvoljnog reda. Take na primer

nad polugrupcm - S sa neutralnim clementom e i so svinm

. . 2 s -
elementinn reda 2,tj. x° = e za x€ S, ne postoji funkeija

antistepenovanja reda 2, Jecr, za svaku funkciju h:X =X
mora biti  h(x) h(x) = e , pa ne vazi (Ag) iz defindicije
2.2.1 za x £ e,

Kako se ne moZe nnd svakom polugrupom zadati funkeija
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antistepenovanja proizvaljnog reda, to je od varnosti
okarakterisati polugrupc nad kcjima egzistira funkeije

antistenecnovanja odredjenog rcda. Sledeéa lemn nom bliZe

opisuje p:lugrupe sa antistepenovanjen,

LEML  2.2.2, Funkcija antistepenovanja 5ln reda n

posteji nad kcmubativnom pelugrupem X ako i samo ako nos-—

tojl jednc i samo Jedno redenje u X Jednadine pe u

nu=2a

zo svoko a€ X,

Doknz, Ako egzistira gln ( ovaj deo vaZi i za nckomu-
tativan slucaj), tada je odigledno XLn(a> resSenje Jjednadine
nu = a, Keko je 8%0 Jedinstveno antistepenovanje reda n
nad ¥, lema 2,2,1 , 1 Axn je funkcija , to Je novedenc
resenje i jedino,

Pretpostavime sada da jednacina n u = a ima Jedins-
tveno refenje y u X ( za svoko 2 € X) o Definidcemo pros-
likavanje g(a) = yo. Neka Je ny, =9 iny,=2a,.
Zvog komutativnosti operacije d%& u polugrupi X sledi

n( yl%y2>=al* &2 ’
odakle zakljvpéujemo da funkcija g zadovoljava uslov (Al) iz

definicije 2.2.1 « Iz some definicije funkcije g sledi

Il

g ny ) g(a) =y zn svako y& X , Sto Je uslov (Ag).
Time smo dokazali lemu 2.2.2.

Primctimo da iz prethodne leme sledi, da Je notreban
( 1 u nekemutativanon sludéaju) i doveljan uslov za egzis-—

tenciju antistepenovanja redn n  da se svaki clenenat x€ X

moze jedinstveno predstaviti u obliku x = n y za nekn ye X,



” 4o,

Raznotrimo sluéaj grupe G, Jednadinn n u = a zn

ae€ G i ne N karakterise kompletne grupc (rus, polnaja),
Naime, kompletna grupa G je grupa u kojoj postcji redenje
jednadine n u = a za svako a2 € ¢ i svako n€ I (A.G.Kurod
[41] )¢ Kompletne grupe imaju vaznu ulogu u teoriji grupa i
prilicno su obradjenc, VaZno je napemenuti, da se svaka
grupa moze potopiti u kompletnu grupu (L4,G.Kuros [41],str.
419).Uvode se 1 tkzv, R-grupe.To su grupe u kojima jednadina

n u = a nema vide od jednog reSenja za svako o€ G i svako
ne N. Svaka R-grupa je torziono slobodna ( eng.torsion-free )
tJs, nijedan clemenat nije konadnog reda. Na osnovu iznetog
nozemo reél , da ako je komutativna grupa G kompletnn
R~grupa , tada egzistira 4211 za svakoe negl,

U sluéaju polugrupa;bjednaéina nu = a nas dovodi do
izolovanih podskupova polugrupe - AJHClifford,G,B,Preston
L25] » str. 164(I) i izolovanih podpolugrupa - E,S.Ljapin
[45],str.259. Podpelugrupe B polugrupe ¥ je izolovana ako hAal
svako x€ X 1 svaki prirodan brej n iz n x & B uvek sledi
x & B. U slucaju ideala I polugrupc X ( neprazan podskup I
polugrupe X je levi idecal od X ako % x¥a | x€X,ae€ I}CI
/ za sveko 2€TI; sliéno i za desni idealy; I je idecal ako je

levi i desni ideal, E.S.Ljapinf[MSJ,str. 193) vaZi interc-
santno tvrdjenje (E.S,Ljapin L#B] ,str. 240 ):

TEOREMA 2.241, Da_bi ideal I bio izolovan, dovoljno

Je da zo svake x € X iz 2 x € I uvek sledi x € I .

Bice nam potreb na sledeé

LEM.  2.2.3. Ako postoji antistepencvanje reda pg

komutativno
nadVX

u oznaci 3& po) , tada postoje i antigtepenovango
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reda p (u oznaci.ng ) ireda q (u oznaci.glq).

Tada vazi

(2.2.1) X‘pq:X'pOXMq - Xl_qo XLP ’

gde Je sa o oznacena kompozicija (slagange) funkecija,

Obrnuto, 2ko postoje antistepencvanja reda p 1 q,

tada postedi i antistepenovanie reda DJ e

Doknz, Neka postoji antistepenovanje Xqu nod X,

Uzmimo da je

X‘p(X) = q ( XL 5 () )

LIS RO W cI)

Ocigledno da ovako definisanc funkeije dlp i’*?h_ zado-
voljavaju uslove (Al) i (Ag) iz definicije 2,2,1, to su
&L antistcpenovanja reda P odnosno q . Kako

(,\9” P . & q
Jje

S0 Fa St e ¥ pa 0 = F o 6o
Yot Yo )= fCa X’éq(x) ) = f g™

za x € X , to vazi (2.2.1).

Il

N

Drugi deo leme 2.2.3 sledi iz osobinc antistepencovanja,
uzimajuéi X’Pq = (?P o X"q .

Pre nego sto damo definiciju n-konveksne funkeije,
imamo neka objasnjenja.

Parcijalno uredjena polugrupa je skup X (L.Fuuhs[Bi})
za koJi wvazi

(sl) X je volugruna u odnosu na operaciju @
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(s,) X je parcijalno uredjen skup u odnosu no
2
relociju £
(SB) x £y povliadi x ® z &y 0 gz i

z © xL 2z ® y zasve z €X,

Iz (s5;) lako se dobija dn  x. Ly
’'n n
povliadi o x. £ ® .

. ~ .
i=1 1 i=1 1

Intistepenovanje S n definisanc nad parcijalns
uredjenom polugrupom ima sledeédu osobiau iko je x £ v,

tada je ili S n(x) <L gn(y) ili é (x) g (y)

nisu uporedljivi, U suprotncm bi bilo - (y) S (x)

¢ 9 n(x) F g'n(y) ) + Odatle bi sledilo

B (O, ) & a8 a(S o) bach )

n —
te ¥y £ x (X%y),étojenemoguée.
Sada se moze formulisati

D#FINICIJ. 242424 Neka je gXl,%) polugrupa sa anti-

stepenovanjem A)~n i (Xg, ® ) Jje parcijalnc uredjena

polugrupa sa antistenenovaniem 5 n Funkeiju

fe A — X2 emo zvati n-konvecksna funkcija nad skupon

A Jl s+ S84 _csobinom da zo sve X5 € Ad _d=1, .ee o0 Je
5

n n
(22 aCf R ) €80 206y))

n
> 4 x; ) € A, ako ili zadovoljava nejednakost
i=1

ili leva i desna strana prethodne nejednakosti nisu

uporcdlijive, za xie A 1 1 =1, ses oNe



4.

2¢3 Uslovi za n - konveksnost

funkeije

U ovom poglavlju Cemo ispitati moguénost prencsa
specijalnog sluéaja teoreme 2,1l.1 na nekonveksne funk—
cije. ¥y 1 X, su komutativne polugrupe.

Biée¢ nam potrebma

LEMA  2,%.1, Ako je funkcija f p-konveksna nad ACYX

1

(skup 4 e iz  definicije 2.2.2 ) , tada je i Dk—konvek~

sna nad 4 , za proizveljno k € N,
A

Dokaz, Neka je Afp antigtepenovanje nod Xl a é D
antistepenovanje nad XZ' Na osnovu leme 2,2.3 Cf.g ( gde
k oznacava k-tostruku uzastopnu kompoziciju funkeije <¥Lp)
Jje antistepencvanje reda pk, u oznaci a} % « Isto

P

q k k
vazi 1 za o p *Zasve x;, € 4 1 i=1, ...,

i
ey Y o
vazil Xk(;g.‘ x; ) € & ( ke n)
P i=1
jer P i
X‘p( i‘:‘- v ) & A za sve 7; € L
i i = 1, LY ,P .
/ Sada treba jo§ pokazati da vaZi nejednakost ( u upo-
redljivon slucaju) (2,2,2) za n = pk i k & N, Pokazaéemo

to indukcijom, Za k=1 (2,2,2) va%i na osnovu pretnostavke.

Pretpostavimo da je (2.,2,2) tadno za k., Tada za k + 1

imamo K+l
P
£( til ffl x; )) =f<Xtcfk(lll%
k k
Pp sp
¥ % 9 € & (o CC%k 2 NK

i= (p—l)p +1 P* g1 $ (g l)p +1



94.

Spk

& 3

§ ¢

O x
1 Y po di=(s-1)p™+1
k+1

£(x) )

f(Xi) )) =

e J

- Spk+l ( -

y ; Lo8
Time Jje zavrcen dokaz - lene 2e%ele - Me mozé uopstiti
na proizvoljan prirodan broj n , tj. da iz p-konvecksnosti
funkeije f sledi n-konveksnost za sve n € N. Tako recimo,
fom « . . 3
za polugrupu (T, . ) sa2 neutralnim elementom e i x° = e za
sve xg T, nc postoji antistepenovanje reda 3 , do@bostoji

antistepenovahje reda 2 ~ *ﬁg(x) - x° za x e T ,
d

Ipak, moZe se dokazati sledeéa

TEOREMA  2.%.1. - Ako je funkcija £ p.-konveksna

z& _i=1, see 4k nad A C Xy ( skup A je iz definicije 2.2.2),

tada je f n-konveksna funkcija nad A za svaki prirodan broj

aq a
oblika n = P1™ see Dy gde a; &€ N1 1 =1, see LK
. al &1{ ’ .
Dokaz. Neka Jje n = pl see Dp Za aie;N 1

1 =1, eee ko Koristeéi lemu 2,2.% mofeme konstruisati

antistepenovanja reda n nad polugrupanma Xl i X2

a a
Xlo...ogk
n Py Py

il

a ‘ a
1 k
= O ses
%4
gde Je 2?’p ai-tostruka uzastopna kompozicija funk-
i
ClJCEJ&IH- ( nad 4 vaZi uslov iz definicije 2.2.2) .

Sada Jje uz pomoé leme 2.,3,1 lako dobiti n-konveksnost

funkcije £ mnad A, Time Je zavrden dokaz teorcme 2.%.1,
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”

Ako u prethodned teoremi dodamo jod neke pretpos-
tavke , tada moZemo dobiti da 2-konveksnost funkcionelc
nad komutativinom polugrupom povladi njenu n-konveksnost za
sve n & N, Tako vazi

TEOREM:  2.5.2, DNeka je (Xl,%) komutativna polugrupa

sa_antistepenovaniem X~ n 22 sve nel i R je skup rcal-

nih brojeva ( ili skup R" nenegativnih rcalnih brojeva) sa

uobicajenim sabiranjem ( mnoZenjem)., Tada iz 2-kcenveksnosti

funkcionele £ L -» R (R ) nad 4L C Xy ( skup A je

kao u definiciji 2.2.2 za sve n € N) sledi njena n-konveks— ;

nost nad i za sve n€ N,

Dokaz,. Antistepenovanje nad (R,+) je dato sa gn(x) =

=,

p: : T n +
= = ( odnosno @ l,l(x) = ‘fx nad (R", « ) ) . Iz lene
2e%e1l slcdl da je funkcija f 2k=- konveksna nad A za sve
k € N. Pretpostavimo da vaZi (2.2.2) za n. Dokazademo da

tada (2.2.2) vaZzi i za n -1 , Iz naSe pretpostavke sledi

(2:3.1) f(/?‘n( X) R eee Xp-1 ¥ X'n-_l(xl%‘é "'%Xl’l--J-D}éi

€ 3R + euu + £(x 1) + £ Yo (K% e eor, 1)),

Sa druge strane, (Xl,*) Je komutativna polugrupa 1

X5 = (n-1) ( Xn-—l<xi) ) . Zato je

£( X.nb{l ¥ ook Xn-—l‘*éf‘n-—l(xl* ""A"E‘X.n--].>> -

n-1 n-1
R ALY NEICOMDIEID SURIQR I PDR

Uvrstavajuéi prethodnc dobijeni rezultat u (2.3.1) dobijano
(2.2.2) Za n haad 1 Y

Ainalogno se dokazuje teorema 2,3.,2 1 zo (R+, . ) i



ag.
§ .o = NEIE

PRIMEDBA 2.%.1. Dokaz teoreme 2.,3.,2 Jje izvedcn Cauchy-
~evom indukeijom, Medjutim dokaz se moZe sprovesti i obidnom
potpunon indukcijom , koristeli se idejaﬁa JehczEl-a [1]
str, 115-118 za realne funkcije realnc promenljive,

PRIMEDBL 243,22, Primetimo, da ako je u tecorenmi 2.3.2
polugrupa <X19;K> ideal ncke proizvoljne komutativne polu-~
grupe, tada je na osnovu leme 2,2.2 1 teoreme 2,1.,1 dovoljno

pretpostaviti samo egzistenciju antistepcnovanja reda 2.

2.4 p-konveksnost funkcije kao
posledica njenc n-konveksnosti

za p &L n

U prethodnom poglavliju smo videli pod kojim uslovima
ée neka funkcija biti n-konveksna, Morall smo pretpostaviti
vide nego za realne funkcije recalne promenljive, Da bi funk-
cija bila n-konveksna pretpostavili smo da Je Py -konveksna,
gde su p; prosti delitelji broja n. To Jje bilo potrebno
veé 1 zbog egzistencije antistepenovanja reda n,

Ako se vratimo na primer polugrupe (S, . ) iz poglavlja
2,2, vidimo da za nju egzistira antistepenovanje reda 3,
definisano sa 3}5(X> =x za xX€ 8, a ne postoji antistc-
penovanje nifeg reda - 2. Zato ¢emo u ovom poglavlju ispi-
toti kada iz konveksnosti vifeg reda funkcije sledi njena
konveksnost niZeg reda.

U odredjenom smislu vaZil obrauto od tvrdjenja teoremc

2,31, X9 i X, su komutativne pelugrupe,
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TEOREML 24.4,1. Ako je funkecija f n-konveksna

nad 4o C Xl (LA je kao i u definicijl 2.2.2 ), tada je i
a aq
pinkonveksna za i =1, eee K , mde Je P17 eee Dy =n

Z aie DT’( i = 1’ PN ’k ) *
Dokaz, Neka vazi nejcdnakost (2,2,2) (uporedljivi

slucéaj)e Na osnovu lemc 2,2.,3 sa

Xpi(x} = oy (B 00

definisana su amtistepenovanja reda Ps (i=1, see ,k) na
aq ai-l .
Xl s gd@ je ni = pl s Pi es e Pk °

Analogno
?

S, = n (S

su antistepencvanja reda p; na Xg.
Oligledno de kada XS-E L za s =1, eee 4 D: 22

i= 1, +ee &k , tada i
Pi
akp.( X* x, ) & A za 1=1, ...,k
1 =

Tako dobijamo reprezentacijc
a a
: _ 1 k
Xn“gplo"‘o § o,
- a a
A g lotoo o g k [
n Py Py

koje su nezavisne od poretka antistepenovanja AFI) ’
i

il

odnosno g Dy s ZQa 1 =1, eoe 4k
Sada imamo ( za uporedljivi sludaj)
Pi Pi
£( ( % x ) )= 1( (% n.( (x,) ))) =
Xpi s=1 ° Xpi s=1 T A’kni S



o %
Ps pl
= £( X‘pi< 9ni< X ny(xg) 0)) = fqncsfl n; (x,) ))&

Py Py
<« L0 ) ) = 8 (8, (o my 2 ) -
Py
= 8,0 8 £0)) ga 1=1, gk .

Time je zavrSen dokaz teoreme 2.4.1
Lako je sada na osnovu teoreme 2.3.,1 i teoreme Celtel
dokazati da vazi
POSLEDICA 2,4,1. Ako je funkecija f n-konveksna
(n = pil e pik za a;e N1 1 =1, ses 4k ) nad
AC X, ( skup A Je kao u definiciji 2.2.,2 ), tada je

b1 bk .
i s-konveksna , gde je s = P1™ see Dy za bi € N’ i

2.5 DNeke primene n-=-konveksnosti

funkeije

Na sledelih nekoliko primera ilustrovademo opsStu
n-konveksnost funkcije., Prva grupa primera Je vezana za realne
funkcije realne promenljive , gde se kao specijalan slucdaj
pojavljuje J-kenveksna funkcija (1.2.1), Drugi primer se
odnosi na jednu teoremu o funkcioneli nad totalno uredjenon
polugrupon,

Podjimo od sledeéih skupova realnih funkeija nad
podskupovima od R ili RY ( tamo gde imaju smisla definisa—

ni izrazi):



K]_ - i—f \ £( \j""}‘g; ) \< f(X)jz-f(y) 7.0 X"VEIE?S
Ky = %f | 2 {7 )é\,‘f(x) £(y) za x,5€ 127{
K, = % £ | £ B g f(x);ﬂy) 22 X,y7€ I “%

K, ={f | £ ) L (26 £ za xye Il\g ;

gde je I, C R sa osobinom srednje tadke, tJ. iz x,7€1;
sledi -3%2-— €I i I, rY sa osobinom da
X,y &€ I, povladi \] xy € 12 .

Primenjujuéi teorecmu 2.%.2 na funkcije iz istog
skupa K; za i =>1, eee o4 4 tj. na one koje zadoveljavoju
odgovarajuéu nejednakost za 2 , dobijamo da one zadovoljo-
vaju i odgoverajuée nejednakosti za sve ne€ N,

Uzmimo specijalno funkciju f£f(x) = x zéeR+ . Ona pri-
pada K1 . Tako dobijamo poznatu nejednakost izmedju arit-
metidke i geometrijske sredine za sve n€ N , Primenjujuli
nejednakost izmedju geometrijske i aritmeticke sredine na

skupove funkeija K; (i=1,2,3,4 ) dobijamo za I, = I,

K, C Ky i K, C K5 .
Ako uzmemo drugi specijalan sludaj f(x) = g—; za x>0
iz Kl , dobijamo nejednakost izmedju geometrijske i
harmonijske sredine za svako ne&N, /
Skup K3 Jje sku{ obidnih Jensen~konveksnih realnih
funkcija 4, a u skup Kq__ ulaze logaritamski konveksne funk-

cije( vid, na pr. D.S.Mitrinovié [ 55], str. 20-21 ).



Gama-funkcija f‘(x) za x» 0 pripada K, , te odatle
sledi da zadovoljava odgevarajuéu nejednakpst‘i za svako

ne N ( vid, D.S.Mitrinovié | 55) , str. 280 ). Funkeija

..ES}.L_.. Za. x}l
(x -
pripada skupu Kﬁ ( videti Problem 549, Math,Monthly
v 79 (1972) , 917-918 ),

Drugi primer je vezan za totalho'uredjenu polugrupu.
Pre svega daéemo neka objasnjenja ( L.Fuchs[Bi,,str.lSE-
-188 ) ,

DEFINICIJA 2.5.1s Grupoid sa sredinom (eng, mean -

grupoid) je skup W sa osobinama

(1)_W_je striktno totalno uredjeni grupoid;

(ii) svaki elemenat iz W je idempotentan;

(iii) W zadovoljava zakon entropije

(ab)(cd)=C(Cac) (ba)

za sve a,b,c,d € Wi

(iv) W_je Arhimedovsko ,w .smislu da ako je

al c<b, tada postoji prirodni broj n takav da mnoZeédi
a sa b n-puta sa leve (desne) strane dobija se
bb ses DaP ¢ ( abb 44e b > c¢) i dualno . Uzeli smo
bb ses ba = b( .ee (b2))

Za komutativne grupoide sa sredinom vazi sledeéa
(L.Fuchs [ 31} , str. 183-185 )

TEOREMA 2.5.1. Za_svaki komutativan grupoid W sa _

sredinom postoji injektivno preslikavanje f u skup realnih




AGd,

brojeva koje oluvava relaciju poretka i takvo da Jje

(2.5.1)  £(xy )= 5 ( £(x) + £(y) )

z3 _sve X, y&€ W . Ovo Preslikavanje je jednoznadno odredjenc

do na linearne traonsformacije , u smislu g(x) = a f(x) « b

(a>0, bER) .,

Lko se ogranidimo samo na komutativne striktno
totalno uredjene polugrupe, vidimo da su uslovi (1) i (4di1)
iz definicije 2.,5.1 automatski zadovoljeni, Zato demo sa
S oznaditi komutativnu striktno totalno uredjenu polugrupu
za koju vaze (ii) i (iv) i zvademo je komutativna polugrupa
sa sredinon,

Tada vaZzi

TEOREM. 2.5,2. Za svaku komutativau polugrupu sa

sredinom S postoji injektivno preslikavanje f u skup realnih

brojeva koja ocuvava relaciju poretka i takvo da Jje

n . n
- 1
(2.5.L> f( _i[_____.ll Xi ) = 7 j% f(Xi>

7o 8sve xieS 1 d= 1, see o0

Dokaz. Kako za S vaZi (ii) iz definicije 2.5.1, tJ.

x° = x za svako x€ S, to je sa
(2.5.3) Fo®) =x zaxe s
definisand antistepenovanje reda 2 nad 8, \

Posto su ispunjeni uslovi teoreme 2e541, to postoji
injektivno preslikavanje f u skup realnih brojeva koje
ocuvava rclaciju poretka i takvo da vadi (2.5.1) za x,ye S,

Na osnovu(2.5.3) umesto (2,5.1) mo¥emo pisati

£C #olxy ) = 3 (£ + £(3) ) 22 x,y€8.



Prethodna jednakost je ekvivalentna sa dve nejednakosti

(23)  f(f(xy)) & 5 () + £(3))

(2.5.5) TP o(xy)) P 5 (£G) + £(3))
za x,y& S, Primetimo da je nad polugrupom S definisano
antistepenovanje proizvoljnog reda n € N saJ@n(x)= X
za X€ S. To sledi iz Jjednakosti

X = %2 A2 o g X2 L za ng N\ € lE .

to povladi x" =x .

Iz nejednakosti (2,5.4) zakljudujemo da Jje funkcija f
2-konveksna, Kako su ispunjeni svi uslovi teoreme 2.,%.2 to

sledi da Jje f i n-konveksna za svako neN , tJ. vazi

]

(2.5.6)  £( Jr ( _ﬂ x; )) = £( ﬂ X4 z‘f(x)

$=1

za X;€ 8 1 1#l, .. 40

Iz nejednakosti (2.5.5) sledi da je fuhkecija  ~f

2-konveksna , te na osnovu teoreme 2;5.2 dobijamo da Je

-f i n-konveksna za svako ne N , tj. vazi
n

n

' 1 5
(2.5.7) £ Ql x N =2 x)32 % 2 £x)

=

Zza :X.'ie S i i= 1, ‘ooo Py ¢
Iz nejednakosti (2.5.6) i (2.,5.7) sledi jednakost

(2.5.2) + Time je zavrSen dokaz teoreme 2,5.1.
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