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Glava 1

Uvod

U matematici se redovno primenjuje nacin rasudivanja, koji se moze pos-
matrati i kao oblik principa reductio ad absurdum. U njegovoj osnovi je prirodna i
u matematici ¢esto koriscena ideja trazenja kontraprimera. Ako Zelimo da dokazemo
neko univerzalno tvrdenje mi probamo da nademo primer u kome ono ne vazi. Otsustvo
kontraprimera sluzi kao dokaz naseg tvrdenja. Jedno ovaplocenje te ideje u logici je
metod semantiékih tabloa koji potice od Betha '. U svom osnovnom radu [2] on
je na primeru predikatskog racuna prvog reda realizovao originalnu ideju o koridéenju
semantike za formulisanje sintaksnih pravila dedukcije u ovom racunu sa ciljem da
nade metod za proveru valjanosti predikatskih formula. Beth je razmotrio nesto
opstiju situaciju: ako neko tvrdenje ne sledi iz datih hipoteza onda svakako postoji
situacija u kojoj su sve te hipoteze tacne dok je samo to tvrdenje netac¢no. Drugim
retima postoji kontraprimer. Ako kontraprimera nema onda je tvrdenje (semanticka)
posledica pomenutih hipoteza. Beth je pokazao da je moguda sistematska potraga za
kontraprimerom i celu proceduru predstavio u obliku tablice (otud naziv metoda): u
jednu njenu kolonu smestaju se formule ta¢ne u nasem potencijalnom kontramodelu
(na pocetku se tu nalaze zadate hipoteze), a u drugu one koje u njemu ne bi smele da
vaze (izmedu ostalog i tu je i tvrdenje za koje proveravamo da i je posledica). Jasno
je da kontrapri;nera nema ako se ista formula pojavi u obe kolone, jer bi to znaéilo

da je istovremeno tacna i netacna u modelu. Beth isti¢e svoj postupak kao znaéajan

'Evert W. Beth (1908-64), holandski logi¢ar i filozof nauke
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primer primene analitickog metoda, jer se sama procedura sastoji u analizi i razla-
ganju formula u skladu s isitnitosnim tablicama i semanti¢kom definicijom kvantora.
Tako na primer ako se medu ta¢nim formulama nalazi ¢ A ¢ onda ¢ée se u istoj koloni
sa njom naéii ¢ i . Drugim re¢ima u izvodenju ucestvuju samo potformule polaznih
formula. Buduéi da prilikom pretrage dolazi do razmatranja slucajeva, to dovodi
do razdvajanja postojeée tablice u podtablice koje se eventualno dalje granaju itd.
Znaci da se ceo postupak opovrgavanja prirodno reprezentuje u obliku drveta. Obe
upravo pomenute karakteristike ukazivale su, $to i sam Beth naglasava, na bliskost
semantickih tabloa sa, tada ve¢ dobro poznatim, Gentzenovim sistemima. Naime u
specijalnom sluéaju kada je polazna formula valjana njen zatvoreni tablo (takav ¢ije
sve grane vode u kontradikciju) i dokaz u odgovarajué¢em Gentzenovom sistemu dosta
jednostavno se prevode jedan u drugi. Moglo bi se reéi da su Gentzenovi rezultati bili
vazan oslonac, a delom i inspiracija Bethu u formulisanju njegovog metoda. Razlike
ova dva pristupa medutim nikako nisu manje znacajne. Gentzen se gotovo iskljucivo
bavi analizom i transformacijom dokaza i svojom, sada ve¢ klasi¢nom, teoremom o
eliminaciji secenja definitivno utemeljuje teoriju dokaza. Bethovi tabloi ne koriste
secenje ali idu korak dalje u drugom smeru. Ako naime polazna formula nije valjana
onda ne samo sto se njen tablo ne zatvara nego bilo koja njegova otvorena grana
(takva na kojo) nema kontradikcije) sadrzi dovoljno informacija da se sa nje moze
ocitati kontramodel date formule. Takva grana je ustvari tipi¢an primer Hintikkinog
skupa?. Sam Hintikka je u svom radu [9] ovakve skupove nazvao modelski (model sets)
1 do njih dosao frazmatrajuéi problem kako dati neprotivrecan skup predikatskih for-
mula prosiriti do takvog ¢iji se model moze neposredno definisati. Jedno resenje nudi
naravno poznata Lindenbaum-Henkinova konstrukcija maksimalnog neprotivretnog
skupa koji prosiruje dati skup, ali je Hintikka kao i Beth preferirao analiticki pristup.
To znadi da je hteo da taj skup dobije semantickom analizom tj. razlaganjem formula
datog skupa tako da se u konstrukeiji pojavljuju samo potformule datih formula. Pri

tome je 1 on koristio neku vrstu drveta.

2K. Jaakko J. Hintikka, finski logicar



Odlu¢ujuci korak u realizaciji svih ovih ideja i kona¢nom sredivanju Citave
oblasti nac¢inio je Raymond Smullyan. Njegovi tabloi koje on naziva analitick: de-
taljno su izlozeni u knjizi First-order Logic. Za razliku od Bethovih tablica analiticki
tablo sastoji se’samo iz jednog drveta. U ¢vorovima tog drveta nalaze se formule i
to sa prefiksom T ili F ¢ija je uloga sledeca: ako pronademo granu na kojoj nema
kontradikcije (nisu i T4 1 F'tp na grani) onda moZemo zadati model takav da za svaku
formulu sa grane vazi: ako je na grani Ty onda t vazi u tom modelu a ako je na
grani F'1 onda ne vazi. Uspemo li u tome nasli smo kontramodel za polaznu formulu
jer njoj na pocetku pridruzujemo prefiks F'. Pored toga Smullyan je uveo i uniformnu
notaciju podelivsi (u slucaju predikatskog racuna prvog reda) sve formule u cetiri
vrste. Formule tipa o su To A, Fo V ip, F¢ — 1, kao 1 T—¢ 1 F'—¢. Mozemo ih
zvatl kongunktivnim jer su ekvivalentne nekoj konjunkeiji. Formule tipa 8 su disjunk-
tivne: ToOV P, Fo N, Tp — 1. Tip v Cine univerzalne formule TVx¢, FAz o, a tip
0 egzistencijalne formule T3z ¢, FVz¢. Smullyan je uocio da je u raznim standard-
nim dokazima i"konstrukcijama dovoljno razmotriti cetiri slucaja koji su u vezi s ova
cetiri tipa formula kao 1 to da u osnovi tih dokaza stoji nekoliko jednostavnih baziénih
principa. Time je ujedno otvorio put novim uopstenjima. U sledecem poglavlju re-
alizovana je jedna ideja do koje je autor ovog teksta doSao neposredno se inspirisuci
Smullyanovim pristupom. Na razradi Smullyanovih ideja i njihovoj primeni na razne
logicke sisteme najvise je uradio Fitting. Primena tabloa na neklasi¢ne logicke sis-
teme sumirana je u njegovoj knjizi [7]. Fitting je razvio tabloe za intuicionisticki
racun i prosirio Smullyanovu uniformnu notaciju na modalne sisteme. Po analogiji
s kvantorima formule tipa nuzno, a to su O¢ i =g oznadio je sa v, dok je formule
oblika $¢ 1 ~0O¢ oznacio sa w. U jednoj varijanti modalnih tabloa uveo je i prefikse
za moguce svetove, razradidi jednu Fitchovu ideju. Isto to uéinio je i sam Smullyan
objedinivii na originalan nacin tabloe za $4 i intuicionisticki racun. Drugo poglavlje
ovog rada predstavlja razradu 1 primenu ove tehnike. Razne varijante tabloa uvek
su bile popularne kao praktican metod za testiranje formula, a u najnovije vreme
redovno se koriste u izgradnji automatskih dokazivaca teorema.

Recimo na kraju nesto i o ovom radu ¢iji je predmet upravo metod tabloa

onakav kako ga je formulisao Smullyan.



Ovo poglavlje kao §to se vidi ima uvodni karakter. Pogled na istoriju samog
predmeta pracen je spiskom osnovnih definicija i oznaka.z

U narednom poglavlju najpre je data definicija fundiranog sistema. ldeja
je da se ode korak dalje u duhu Smullyanovog uniformnog prilaza i svi neatomski
elementi nekog logickog sistema podele na konjunktivne i disjunktivne. Ovo odgovara
pomenutoj podeli na « i 8 formule. Novo je to $to se elementi tipa v prirodno smestaju
u konjunktivne a § elementi u jednu ili drugu vrstu zavisno od prirode fundiranog sis-
tema. Njihovi ¢kupovi komponenata medutim u op$tem slucaju zavise od konteksta
i zato se uvodi funkcija sub koja svakom elementu fundiranog sistema dodeljuje skup
njegovih komponenata u odnosu na svaki skup elemenata tog sistema. Za ovako zadat
apstraktni sistem dokazuje se uopstenje Hintikkine leme: nadole zatvoren skup moze
se dopuniti do "potpunog” skupa tj. takvog koji, ako ga, recimo, tumacimo kao skup
retenica prvog reda, predstavlja kompletnu teoriju. Zanimljivo je da se u dokazu ko-
risti jedino fundiranost: svaki lanac koji od nekog elementa preko njegove neposredne
komponente vodi do atoma je konacan. Zatim se za definie opsti pojam tabloa. Ovde
treba reéi da u literaturi dosad nije bilo dovoljno opste i stroge definicije ovog pojma.
Uz ovo prirodno ide i pojam dokaza, da bi se zatim na primerima pokazalo kako su
ovi pojmovi dovoljno opsti da obuhvate sve najvaznije logicke sisteme.

U treéem poglavlju razmatraju se prodirenja intuicionistickog iskaznog racuna
i modalnog racuna S4 s namerom da se tablo pravila za njih dobiju s jedne strane
pomocu za njih karakteristicne Kripkeove semantike, a sa druge strane kao neke vrste
prosirenja tablo sistema za intuicionisticku logiku odnosno S4. Izmedu ostalog ideja
je da se kao prefiksi i dalje koriste konacni nizovi prirodnih brojeva uredeni pomocu
C uz eventualne dodatke. Tako se pokazuje da je za racune KC 1 S4.2 neophodno
uvesti i uniju prefiksa, dok u slu¢aju LC i S4.3 biramo prefikse tako da dobijemo gusto
leksikografsko uredenje medu prefiksima.

Cetvrto poglavlje posveéeno je konacnim modelima. Pokazuje se naime da
su tabloi direktno primenljivi i na tu vrstu problema. Boolos je pokazao da se u
slucaju predikatskih formula, uz izmenu pravila za 3 dobija sistem potpun u odnosu na
konaéne modele. Pokazuje se da je to moguce uraditi u modalnim tabloima menjajuci

pravila za <, a u intuicionistickim menjajuci pravila za — 1 .



Najzad peto poglavlje posveéeno je reprezentaciji pojma dokazivosti u tablo
sistemu. Taj se predikat moze opisati u nekoj vrsti slabe aritmetike pomoéu hornovskih
re¢enica. Time se ujedno daje teorijska osnova za izgradnju dokazivaca teorema u

Prologu zasnovanom na metodu tabloa.

1.1 Osnovne oznake i definicij

Koristiéemo uobicajene oznake i definicije, tako da ih ovde samo ukratko
nabrajamo.

Sa A C B oznacavamo A C B ako A # B.Ordinale shvatamo kao skupove
svih ordinala koji im prethode i ozna¢avamo ih malim grckim slovima. Sa w oznacavamo
prvi beskonaéa; ordinal tako da prirodne brojeve smatramo kona¢nim ordinalima. Sa
B A oznacavaéemo skup svih preslikavanja f : B — A. Ako je B neki ordinal o onda
je to skup svih nizova elemenata iz A duzine a. Mi ¢emo po pravilu posmatrati
drveta kao podstrukture strukture Seg(x) = (<", C) gde je x regularan kardinal, a
< ={k]8< /@}.‘ Seq =<“ w je dakle skup svih konaénih nizova prirodnih brojeva.
Ukoliko je jasno o kom & je re¢ pisacemo kratko Seq. Seq(k) moze se na poznati nacin
leksikografski urediti: s <; t akko s C ¢ ili s(m) < ¢t(m) gde je m najmanji x takav da
s(x) # t(x).

L(A) je jezik strukture A. Skup nosa¢ strukture A oznacavacemo sa A ili
|A|. Sa Ap oznacavamo ekspanziju strukture A: njen jezik obogacuje se imenima b
elemenata b € B C A i oznacava sa Lg(A).

Binarna relacija R na skupu A je fundirana (dobro zasnovana, dobro uteme-
ljena) ako ne postoji beskonatan R-opadajuci niz elemenata iz A, preciznije ako ne
postoji funkcija f : w — A takva da za svakin € w f(n 4+ 1)Rf(n). Navodimo

osnovna svojstva fundiranih relacija.
(1) Svaki neprazan podskup od A sadrzi R-minimalan element.

(i1) Ne postoje R-ciklusi, tj. ne postoji konacan niz a,,...,a, (n > 1) elemenata

iz A takav da a1 RasR... Ra,Ra,. Sledi da je fundirana relacija irefleksivna.



(iii) Tranzitivno zatvorenje R* fundirane relacije R je fundirano.

(iv) Rekurzijom se svakom x € A dodeljuje ordinal pg, njegov R-rang:

pr(z) = U{p(y) + 1 | yRa}.

(v) Ako posteji z € A takav da ¢(x) onda postoji R-minimalan a € A takav
da ¢(a).

(vi) Indukcija. Pretpostavimo da za sve x € A vazi: ako za svaki y € A takav da

yRz vazi ¢(y) onda ¢(z). Zakljutujemo da ¢(z) za sve & € A.



Glava 2
Fundirani sistemi

Neka je < fundirana relacija na datom beskonac¢nom skupu E za koji pret-
postavljamo da je disjunktna unija skupova B, Ci D. Skup B = {b € E | =3z = < b} je
skup baziénih elemenata ili atoma. Neka je pored toga zadata funkcija sub: Ex PE —
PE takva da sub(e,S) C {z]|z< e}

Sestorku F = (E, B, C, D, <, sub) zvademo fundiran sistem, C je skup kon-
junktivnih, a D skup disjunktivnih elemenata. U osnovi dokaza potpunosti za razne
sisteme bez pravila secenja stoji jednostavan rezultat zasnovan na povezivanju ideja
Hintike i Lindenbauma. Da bismo ga dokazali na nacin na koji je to uc¢inio Smullyan

treba nam sledgéa

Definicija 2.0.1 Za dati fundiran sistem F skup H C E zvademo zatvoren nadole

ako za svaki c € H N C vazi sub(e, H) C H i za svaki d€ HND sub(d, H)N H # (.

Lema 1 (OSNOVNA LEMA) Neka je H nadole zatvoren podskup od E i skup B C B
takav da:

- HN B C B;
~ za svaki e € H sub(e, H) = sub(e, B)

~ za svaki e € E i svaki S O B sub(e, S) = sub(e, B).

Tada postoji L C E sa svojstvima:

'Dakle sub(b, $) = 0 za svaki b € Bisvaki S C E.

10
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a

b = B;

) H

) L

¢) za svaki c € C ¢ € L akko sub(c,L) C L;

d) za svakid €D d € L akko sub(d, L) N L # 0.

DokAz Uvedimo oznaku L(< o) = U{L(B) | # < a} a zatim definisimo
familiju {L(a) | @ € Ord} na sledeéi nacin: L(0) = B, a za o > 0 L(a) = L(<
a)U {ce C|suble) C L(< a)} U{d €D |sub(d)NL(< a) # B}. Za svaki e € E koji
pripada gornjoj familiji oznagimo sa p, ordinal takav da e € L(p.) \ L(< p.), stavimo
O=U{p.+1|e€E}ilL=L(0O)idokazimo da ima trazena svojstva. Napominjemo
da ¢emo pisati kratko sub(e) kao oznaku za sub(e, B) 1 < y umesto x € sub(y, B).

Svojstvo b) je ocigledno ispunjeno. Da dokazemo c) pretpostavimo najpre da
c € LNC, tj. da’c € L(p.). Tada po konstrukeiji mora biti sub(c) C L(< p.) C L, jerje
c jedino tako mogao uéiu L 2. Obratno, neka je sub(c) C L. Za proizvoljan ¢ < c tada
vazi L(p.) = L(< pe +1) C L(< U{pe +1 | e < ¢}) (Jer a < 8 = L(< o) C L(< f)).
Otud sub(c) C U{L(p.) | e < ¢} C L(< U{pe+1|e < c}). Medutim U{p.+1 | e < ¢}
je upravo p. pa dakle sub(c) C L(< p.). Po gornjoj definiciji mora onda i ¢ uci u
L(p.) tj. u L.

Dokazimo jos d). Ako d € LN D onda d € L(p4) pa sledi da e € L(< pg) za
neki e < d po konstrukeiji skupa L. Ako je pak neki e < d u L, onda e € L(p.) pa
de L(p.+1)C L.

Sada je lako dokazati a) indukcijom po < —slozenosti. Za bazi¢ne elemente
iz H tvrdenje vazi po definiciji skupa L: HNB C B=LNB. Ako ¢ € HNC onda
sub(c, H) C H pa po indukcijskoj pretpostavei sub(c, H) C L. Posto je sub(c, H) =
sub(c, B) = sub(c, L), onda prema upravo dokazanom c) mora biti ¢ € L. Sli¢no ako
d € HND onda postoji e < d takav da e € H. Po indukcijskoj pretpostavci taj e € L.
Sa druge strane sub(d, H) = sub(d, B) = sub(d, L) tj. e € sub(d, L) pa prema d) vazi
de L. -

Kao "predprimer” odnosno "nulti” primer razmotrimo fundirani sistem ¢iji

je skup nosac E skup svih recenica proizvoljnog jezika logike L., ., koji sadrzi bar jednu

2posto su C i D disjunktni, nikakav ¢ iz C ne moze uéi u L "po osnovu” uslova za D.
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konstantu. Skup B &ine sve atomske reéenice tog jezika a za < uzimamo uobicajenu
relaciju ”biti neposredna potformula” s tom razlikom §to za recenice oblika Q¢
(Q je V ili 3) uzimamo njihove "neposredne podrecenice” p,(t) gde je ¢ proizvoljan
konstantni term nadeg jezika. Na taj na¢in ne izlazimo iz skupa retenica. Tako na
primer ¢ < - i za svaki prebrojiv skup recenica I'i p € ' je ¢ < VI, ¢ < AT
itd. Relacija <-je ocigledno fundirana. Definigimo sub(yp, E) = {¢ | ¥ < ¢} za svaki
F C E. Uzmimo zatim da je C = 0 tj. da sve sloZene recenice spadaju u D. Najprostiji
primer nadole zatvorenog skupa je proizvoljan skup B atomskih rec¢enica. Tada skup
L iz Osnovne leme saéinjavaju tacno one recenice koje su u B ili imaju bar jednu

podrecenicu iz B.

Na$ osnovni primer fundiranog sistema zasniva se na podeli retenica prema
vazenju u modelu. Obogatimo zato jezik date strukture A imenima elemenata skupa
|A| koje éemo oznacavati sa a,ag, @y, . ... Skup svih recenica proizvoljnog L., frag-
menta ovog jezika bice nosa¢ naseg fundiranog sistema. Relaciju < definisemo po

izgradenosti recenica, ali ovaj put je motivacija semanticka.

. P <
Pag...a,—1 < Pty... 11 —Pag...a,-1 < Plo... 1,1
p=<Vr —p <Vl
<Al —p < AT
@z(t) < Qzy (1) < 2Qze

Ovo vazi za svaki ¢ € T, svaki konstantni (zatvoreni) term iz L4(.A) i svaki a; € |A|,
uz uslov da nisu svi (¢ < n) imena, Aa(t;) = a;, a Q je V ili 3. Konstante iz L i

terme oblika fag...a,_; zvacemo bazicni. Isto tako cemo i recenice oblika Pagy. .. a,_,

1 = Pag...a,_, zvati baziéne. Skup B sacinjavaju upravo sve bazi¢ne recenice.

Skup C ¢ine atomske recenice koje nisu bazi¢ne i negacije takvih recenica
kao 1 recenice ¢blika =—¢. Dalje, u C spadaju sve recenice oblika AT', = VI, Vze
i =Jxp tacne u Ay, kao 1 sve reenice oblika -~ AT, VI, =Vze i Jze koje ne vaze
u Ay. Sve ostale recenice iz fragmenta (tj. one koje nisu u B ili C) smestamo u D.

Tako na primer ako 44 =V I onda \VI' € D, a inace VI' € Cisl.
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Sa 0(t1, ..., 1) oznacavamo proizvoljnu atomsku recenicu ili negaciju atom-
ske recenice &iji su svi baziéni termi upravo f, ..., ¢m, a njihove vrednosti u Ay su
ay, - .., Gy, respektivno. Sada mozemo definisati sub (£ je proizvoljan skup recenica):

sub(0(t1, ... tn), E) {0(a1,...,a,)} (terme t¢; zovemo redukovani)
sub(~—¢, ) {¢}
sub(~(¢ A1), E) = sub(=(¢V ), E) = {=¢, 7}
sub(=(¢ — ), E) = {¢,~¢}
sub(¢ — 1, E) {=0,v}
- sub(¢ A ¢, E) sub(¢ V ¥, £) = {¢,4}
sub( /\FE ) = sub( \/F E) r
sub(— /\FE—Sub \/FE) {-¢ |y eTl}
sub(Qrg, ) {¢.(a) | a € |Al}
sub(-Qu¢, ) = {-¢.(a)|a € |Al}

Vidimo da u ovom primeru vrednost sub ne zavisi od F pa ¢emo taj argument izostav-

ljati. Takode se lako proverava da za svaki ¢ € C i svaki d € D vaze sledece veze:

As E ¢ akko As | sub(c) (2.1)
Agb=d akko Jee sub(d) Ay e (2.2)
Aa e e akko Ve € sub(c) Ay e (2.3)
As e d akko Fe € sub(d) Ay e (2.4)

Neka je sada H proizvoljan neprazan nadole zatvoren skup recenica koji vazi u A,. Za
skup B koji se pominje u Osnovnoj lemi uzmimo skup svih bazi¢nih recenica koje vaze
u A 4. Dokazaéemo-da je skup L koji se pominje u Osnovnoj lemi upravo Th(Ay).
L C Th(A,4) dokazujemo indukcijom po p. definisanom u Osnovnoj lemi.
Ako p. = 0 onda e € L(0) = B pa Ay & B po definiciji skupa B. Ako ¢ € L
onda sub(c) C L. Posto za svaki e € sub(c) p. < p., po indukcijskoj pretpostavci
A4 = sub(c). Prema prethodnom to znaci da A4 = ¢. Sliéno ako d € L onda e € L
za neki e € sub(d) i za taj e vazi p, < py. Po indukcijsko] pretpostavei to opet znaéi

da A4 [ e i prema gornjim relacijama Ay | d.

>
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L D Th(A,) se dokazuje indukcijom po slozenosti recenice ¢ iz Th(Ay). Ako
je ¢ baziéna ona je onda po definiciji u L(0) pa dakleiu L. Ako A4 = 0(t1,...,tm)1
Aa(t;) = a;, onda Ax E 0(ay, ..., a,). Poindukcijskoj pretpostavei 0(ay, ..., a,) €
L, paif(t,...,t,,) € L. Ako je ¢ oblika AT onda A, | I' i po indukcijskoj pret-
postavei I' C L. Sa druge strane AT' € C i sub(AT') = I' pa po definiciji skupa L
mora biti AT € L. Ako je ¢ oblika \VT' onda postoji ¢ € I' takva da A4 = ¢. Po
indukeijskoj pretpostavei 1 € L. Osim toga ¢ € sub(\/I') tako da, opet po definiciji
skupa L, VI' € L. Sli¢no za ostale vrste recenica.

Primetimo da H i A odreduju familiju struktura koje bismo mogli nazvati

mintmalnim H—podmodelima od A. Svaki takav model B zadovoljava sledece uslove:

L. |B] = {a € |A| | a se pojavljuje u At(H)}, gde At(H) oznacava skup svih

atomskih recenica i negacija atomskih recenica koje su elementi od H.

2. @® = a #ko a € |B|, a inace je to proizvoljno izabran element iz |B|. Slicno
¢® = ¢4 ako se ¢ pojavljuje u At(H), a inace se interpretira kao proizvoljan

element iz |B]|.

3. za svaki operacijski simbol f (arnosti n) i svaku n—torku ao,...,a,_; iz |A]
ako se fag...a,—1 pojavljuje u At(H) onda definisemo f%(aq,...,a,;) =
fA(ao, ..., an_1). Zasve ostale n—torke elemenata iz | B| vrednost % je proizvoljna.
Proizvoljno zadajemo i vrednosti svih ostalih operacijskih simbola iz H, tj. onih

koji se ne javljaju u At(H).

4. za svaki n—arni relacijski simbol P i n—torku ao, ..., a,_; iz |B| definisemo:
Pag...ay-1 € H = (ag,...,an-1) € PE,
ﬂPdD...é‘n_l € H = (ag,...,a,_,) & P".
Za sve ostale n—torke iz |B| vrednost P je proizvoljna. Proizvoljno interpreti-

ramo i relacijske simbole iz H koji se ne pojavljuju u At(H).

Lako se proverava da B |= H. Za bazi¢ne recenice to vaZi po definiciji B.
Dalje dokaz ide indukcijom po izgradenosti recenice ¢. Ako na primer 6(¢) € H onda

i 6(a) € H gde je t* = a. Po indukcijskoj pretpostavci B |= 6(@). S druge strane po
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definiciji modela B imamo t% = t4 = a pa sledi B = 6(t). Za ostale vrste recenica

dokaz tece kao u gornjem tvrdenju.

2.1 Pojam tabloa u fundiranom sistemu

Namera nam je da tablo definis$emo kao drvo u &ijim su ¢vorovima pod-
skupovi skupa E. Ideja da se dokaz predstavi u vidu drveta danas je standardna stvar
u teoriji dokaza, najvise zahvaljujuéi Gentzenu. Beth je pokazao kako se semantika
logickih sistema moze pretociti u sintaksna pravila redukcije za veznike 1 kvantore
i uveo tzv. semanticke tabloe. Svoj konac¢ni oblik ovaj pristup dobija u radovima
Smullyana. On je ukazao na sustinsku vezu sa Hintikkinim rezultatima i uveo pojed-
nostavljenu i elegantnu notaciju ¢ime je opstost i prirodnost metoda postala ocigledna.

Neka je F = (E,B,C,D, <, sub) fundiran sistem i & > card(E) regularan
kardinal. Tablo ée za nas biti parcijalna funkcija iz <k u PE, koja se dodefinige pri
svakom koraku izvodenja. Za proizvoljan T C<* k x PE neka je dom(T) = {0 €<*
k | o se pojavljuje u T} i neka je I' grana drveta dom(T). Tada je pripadni skup
G =U{(To | c €T} grana za T é&iji je nosac I'. Kazacemo da je element c € CNG
aktivan na gran G ako sub(c, G)\ G # 0. Za d € DNG éemo takode reéi da je aktivan
na grani G ako sub(d,G) N G = 0. Zadajemo skup tabloa T nad F definisuéi pojam

izvodenja u F. Tablo ¢e za nas biti svaki ¢lan nekog izvodenja.
1. Zasvaki S CE Tp = {(0,5)} € T i {To} je izvodenje duzine 0 u F.

2. Neka je {{T, | a < S} | B < v} niz izvodenja (duzine ) u F. Razlikujemo dva

slucaja.

(a) v = B+ 1 za neki ordinal 8. Neka je GG grana tabloa Tj i njen nosac I'.
i. Neki ¢ € CN G je aktivan na grani G i § # E C sub(c,G) \ G.

Definisemo
Ts(o)UE, ako o =UI € dom(Tp)
T,(o)=1 E, ako o = UI" € dom(T})
Ts(o), inace (tj. ako o # UTI'.)
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ii. Neka je d € D aktivan na grani G i sub(d,G) = {e; | 1 < &} °.
Definisemo

T’Y = Tﬁ U {(UFA’L., {61}) | 1 < 5}

(b) 7 je grani¢ni ordinal. Definisemo

T, = {(0,5) | 0 € Upes, dom(Ty) i S = U{S"

(0,5") € Up<y Tis}-

Tada je niz {Ty | B < 7} takode izvodenje (duzine y) 11, € 7.
Drugi pristup pojmu izvodenja i tabloa je preko induktivne definicije. Neka

je operator A : PP(<*k x PE) — PP(<*k x PE) zadat na sledeci nacin.

AS) = {{(0,E)} | E CE}U{T, | za neku familiju S’ C § i bijekciju T:y — &'
“ {{T, | a < B} | B <~} je niz izvodenja i T, se dobija po pravilu 2a ili 2b}

Poito je operator A oéigledno monoton, tj. & C & = A(S) C A(S'),
onda on ima najmanju fiksnu tacku Ia. Znaci da A(Ia) = Ia 1 postoji ordinal ¢
kardinalnosti < cardP(<*x x PE) takav da In = Uscs 15 gde If = AUy IR)-
Ako sa T7 oznaéirrio skup svih tabloa ¢ije je izvodenje duzine < f# onda T8 C ]ﬁ.
Dokaz tece indukcijom po 3 koristeéi ¢injenicu da ako je niz {1, | & < 8} izvodenje
onda po definiciji A Tz € A({Ts | o < B}) Posto T = Uy T5 sledi da 7 C Ia. Sa
druge strane ako T € I onda T' € A(IA) pa po definiciji A postoji izvodenje za T
tj. T € T, dakle 7 = Ia.

Uveséemo jos neke pojmove koje éemo stalno koristiti. Grana tabloa je
zavriena ako ng njoj nema aktivnih elemenata ili, §to je isto, ako je nadole zasicena,
a tablo je zavrien ako su mu sve grane zavriene. Fiksirajmo familiju Cl C PE.
Kazacemo da je skup S C E zatvoren ako F C S za neki F' € Cl. Za tablo ¢emo reci
krajnji ¢lan zatvoren. Ako je njegov prvi elan {(0, §)} mozemo ga zvati dokazom za 5.
Zavréenu granu koja nije zatvorena zvacemo otvorena. Nazovimo tablo T fundiranim

ako su sve grane drveta dom(T') konac¢ne. Za dokaze vazi

37 1= e; je bijekcija 6 = card(sub(d, G)) i sub(d, G).
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Lema 2 Ako postoji zatvoren tablo Tza S onda postoji tablo za S (takode zatvoren)
éija svaka grana ima sledeée svojstvo: ako je F' € Cl podskup te grane onda na njoj

nema évora T takvog da T D o za svaki (0,S) sa grane takav da F'NS # 0.

Dokaz. Ako j¢"sam skup S zatvoren onda je {(§),5)} trazeni tablo. Ako ne, uoé¢imo
proizvoljan e € F'\ § koji lezi u &voru o # 0. Po definiciji tabloa to znaci da postoji ¢’
u nekom ¢voru ¢’ C o takav da e € sub(e/,G')gde G' CU{S C G |(0",5)eTio" C
o}. Drugim rec¢ima pri ubacivanju e u GG koristi se samo informacija o ¢vorovima C o.
Ovo nas upucuje da dato izvodenje preinacimo u novo na sledeci na¢in. Ponovimo
sve korake izostavljajuci pritom one korake koji se odnose na ¢vorove koji produzuju
sve ¢vorove u kojima se javljaju elementi iz F'. Lako se proverava da je ovo i dalje
izvodenje 1 da cemo dobiti F' C G kao i1 da tako dobijen tablo ima trazeno svojstvo.
U specijalnom slucaju kada se na svakoj grani polaznog tabloa svi elementi njo]
pripadnog F' nalaze u ¢vorovima C o za neki ¢vor o konaéne duzine onda na ovaj
nacin dobijamo fundiran tablo 77 tj. takav da je dom(T") fudirano drvo.

2.1.1 Primeri

Pojam tabloa i dokaza detaljnije ¢emo razjasniti na primeru logike L, .. Da
bismo zadali fundirzﬂm sistem prosirimo dati jezik L skupom C od w; novih konstanti.
Par oblika T'¢ 1 F'¢ gde je ¢ recenica logike L, na prosirenom jeziku L¢ zvademo
oznacena recenica a simboli T'1 F' su prefiksi. Nosaé E naSeg fundiranog sistema
saCinjavaju upravo sve oznacene recenice. Ovo je prilika da istaknemo da upotreba
prefiksa 1 "mesanje” semantike i sintakse koje je inaugurisao Smullyan predstavlja
prirodan i elegantan opsti na¢in da se semanticka svojstva logickih veznika, kvantora
1 modalnosti pretoce u sintaksna pravila redukcije za izgradnju tabloa. Zato ¢emo
prefikse stalno Jkoristiti premda u klasi¢noj logici nisu neophodni: ako umesto T'¢
stavimo ¢ a umesto F'¢ stavimo —¢ dobicemo prakti¢no istu teoriju kao onu koju
cemo sada izloziti. Skup B bazi¢nih elemenata sastoji se od recenica oblika 70, F'0
gde je 0 atomska recenica. Skup C ¢ine oznacene recenice oblika T'—¢, F—¢, F¢ —
v, TAN®, VO, TQr¢ i FQu¢ (Q je Vili 3), a skup D recenice oblika 'V ®, F A ® i

T'¢ — 1. Posto ¢emo u izvodenjima imati posla iskljucivo s prebrojivim skupovima, u
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definiciji funkcije sub koja sledi E je proizvoljan prebrojiv skup oznacenih rec¢enica dok
je za ostale podskupove od E vrednost sub proizvoljna. Osim toga neka je T'erm(E) =
{t | t je zatvoreni term jezika Lc i pojavljuje se u (nekoj recenici iz) E}, a C(F) =

Term(E)Nn C.

sub(T—¢,E) = {Fé}
sub(F~¢,E) = {T¢}
sub(T¢ — :b E) = {F¢, Ty}
ub(Fé — . E) = {T,Fp)
sub(T \®, E) = {T¢|¢¢€ @)
sub(F \®,E) = {F¢|¢€ P}
sub(T\/®,E) = {T¢|¢ec @}
sub(F\/®,E) = {F¢|¢ €}
sub(T3z¢, E) = {Tés(c)}
sub(Fx¢, E) = {Fd,(c)}
sub(TVz¢, E) = { {To,(t) |t € Term(ENB)}, ako Term(E) # 0
{T'¢s(c)}, za proizvoljan ¢ € C ako Term(E) = §
wub(F3ed, 1) = { {(Fé.(1) |t € Term(E N B)}, ako Term(E) # 0
{F,(c)}, za proizvoljan ¢ € C ako Term(E) = {

U slucaju sub(T3...) (FV...) ¢ je proizvoljan term takav da T'¢.(c) € E (F¢.(c) €
E). Ako takvog terma nema onda ¢ € C'\ C(E U {T3z¢} (c € C\ C(E U {FVzg¢}).
U primerima koji slede P je binarni predikatski simbol jezika L, ¢ i 1 su proizvoljne

reenice tog jezika.

Primer 1 Izvodenje duzine w :

Ty = {(0,{TVzIyPzy})}
Ty = {(0,{TVx3yPzy, TIyPcoy})}
Ty = {(0,{TVz3yPxy,TIyPcoy, T Pcocy})}
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@

T2k+l = {(®7{Tvx;lypxyvTayPCOy7TPCOCla 7T3ypcky})}
Topyz = {(0,{TV23yPxy,TIyPcoy, T Peocy, ..., TIyPery, T Pepcryr})}

T, = {(0,{TVz3yPzy,TIyPcoy, T Pcocy,...,TIyPecry, T Percrir,...})}

Tys11 dobija se iz Ty, prema sub(TV ...}, a Toryq 1z Tory1 prema sub(T3...). Vidimo

da svi tabloi imaju samo jedan ¢vor i da je T,, zavrsen.

Pogledajmo jos kako u ovom kontekstu izgleda zatvoren tablo, tj. navedimo primer

dokaza u Ly,,. Zadajmo Cl = {{T¢, Fo} | ¢ je retenica jezika L¢}.

>

Primer 2

To = {(0.{F A(d = i) = (6 = A i)}

L= AOAF NG =)= (6> A T A=), Fo— A\vib)

T, = {(Q), {F /\i<w(¢' - d)z) - (¢ - /\i<w %/)z')a T/\i<w(¢ — 1/’1), F¢ — Nicw ¥,
T¢, FNicoti})}

Iy = {(@, {F /\i<w(¢ — ) = (¢ — Nicw 1/%’)» T Nicw(¢ — wz’), Fo — Nicw ¥i
T¢" F/\i<w'(/)i7 T¢ - ’l,Z)o, T¢ - d"h v 7T¢ - 1/%7 .. })}

Ty = "{0{F Nicold = ¥i) = (6 = Nicw Vi), T Aicu(d = %), Fé— Aicw ¥,
T¢7 F/\i<w¢i7 T¢ - ¢07 T¢ - ¢17 s 7T¢ - ¢i7 .- })7

(0, {Fpo}), (L {F1}), .o, (6 {Fi}), - -}
Ts = {0.{F Nicol@ = i) = (¢ — Nicw¥i)s T Nicu(@ = ¥i), Fé— Aicw ¥,
Té, FNicotis Té—vo, Té—¢p1,..., T — ;... }),
(0, {Fto}), (1, {Fp1}), -, (G {FY}), - -
(00, {F"¢}), (01, {To}}
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Tivs = {0, {F Nico(d = ¥i) = (¢ = ANicw Vi) T Nicu(@ = i), Féd— Nico, ¥,
To, FAcothis Tod— tho, To— Yi,.. ., To — iy }),
(0, {Fo}), (1, {F¥u}), .o, (6 {F %),
(00, {F'$}), (01,{T0o}), (10, {F'$}), (11, {T¥1}), - .., (20, {F'¢}), (1, {Ti})

T, = {0AF Nico(d = ) = (¢ = Nicw Vi) T Nicu( = i), Fd— N ¥,
Té, FAhco¥in Téd— tho, Té—by,....,Tod— ti,...}),
(0, {F%o}), (L, {FY1}), o, (6 {FYi}), -,
(00, {F'¢}), (01,{To}), (10, {F¢}), (11, {Tepr}), ..., (10, {F¢}), (a1, {Th},

Kao to se vidi Ty, T4 i T5 dobijaju se prema sub(F¢ — 1, E), a Ty po sub(F' A .. .), dok
se T;,5 dobija ra¢vanjem grane (&iji je krajnji ¢vor) ¢ 1 to primenom sub(1'¢ — 1p;, .. .).

Tada T'¢ (iz 0 ) 1 F'¢ (iz 10) zatvaraju granu ¢iji je krajnji ¢vor 20, a F4); iz 1 zajedno

sa Th; iz 11 zatvara granu ¢iji je kraj ¢1. Sledi da su sve grane tabloa T,, zatvorene,
tj. dobili smo dokaz recenice A;c, (¢ — i) = (¢ — Aico ¥i)-

U narednim poglavljima nikad necemo izlagati tabloe drzeci se striktno definicije.

Posebno nedemo nikad eksplicitno navoditi drvo koje je nosac tj. domen tabloa,
ali ¢e, kada tablo prikazemo u vidu drveta ipak biti jasno kako bismo ako nam je
neophodno, strogo zadali taj tablo. Tako na primer pravila izvodenja L, . logike

prikazacemo na sledeci nacin.

o et T F—¢
(T-) | (F=) |
TF¢ 7T ¢
T Nicw @i
T F Nicu
(TN Tdo (FA) |

T Foo Fo¢y
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F\/i<w ¢z
CZj\/i<w ¢i I
(T'V) | (FV)  Feo
Ty Toy ... Fo,
Fo—9
T¢— |
— F —
(T —) ) (£ =) s

Tdx¢ Fixe
(T3) | (#3) |

Téu(e) P (1)

TVzo F¥z¢
(v) | (F¥)

T¢s(t) Fé.(c)

Konstanta c1iterm ¢ biraju se kao to je opisano u definiciji funkcije subza T3, F3, TV
1 FV.

Sledeci primer je iz modalne logike. Kao §to je poznato tabloi za njih zasni-
vaju se na Kripkeovoj semantici mogucih svetova. Zato se za prefikse uzimaju uredene
dvojke oblika 7T ilé 7F gde je m konacan niz prirodnih brojeva ([7], glava 8). Intu-
itivno n'1'¢ znaci da formula ¢ vazi u svetu 7, a 7F'¢ da ne vazi. Skup svih modalnih
formula s ovakvim prefiksima je nosa¢ fundiranog sistema. Podela na konjunktivne 1
disjunktivne elemente je uobicajena kad je rec o =, A,V i —, jer se oni u svakom svetu
ponasaju klasicno. Tako na primer u skup C spadaju #T¢ A, #F¢ — 1 itd., a u
D xT'¢ Vi, 1T¢ — 1 itd. Formule koje po¢inju modalnim operatorom po analogiji
s kvantorima sve su konjunktivne bez obzira na prefiks. Za klasi¢ne veznike imamo 1

ocekivanu definjciju: sub(rT oA, E) = sub(zT oV, E) = {nT ¢, 7T}, sub(rl¢ —
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¥, E) = {nF¢, 7Ty}, sub(nFd — ¢, E) = {rT¢,mFp} 1sl. Uporedo sa izgradnjom
tabloa na svako] grani G izrasta i Kripkeova struktura u vidu drveta: K = (11(G), ).

To je potencijaj'ni kontramodel za polaznu formulu ¢ (ukoliko smo poéeli da gradimo

tablo za {{0,{0F¢})}).

Primer 3 je modalni racun S4. On je okarakterisan Kripkeovom semantikom kod
koje je relacija refleksivno i tranzitivno drvo i zato se medu nizovima posmatra relacija
C . Da bismo definisali funkciju sub za modalne operatore, oznaci¢emo s II(E) skup
svih prefiksa 7 za koje postoji prefiks p D 7 koji se pojavljuje u formulama iz datog

skupa L.

) = {7Té}U{pl'¢ |7 CpCozanekioell(£NB)}
TFOP E) = {nF¢}U{pF¢|r CpCozanekioecll(ENB)}
) = {='T¢}

) = {r'F¢}
Ovde je 7' D 7 proizvoljan prefiks iz II(E) takav da 7'T'¢ € E ako posmatramo
sub(rTO¢, E), odnosno 7' F'¢ u slucaju sub(FO¢, ). Ako takvog prefiksa nema onda
7’ oznacava prvi prefiks (u leksikografskom poretku) takav da {p € Seq | p 2 7'} N
[I(E) = . Ukoliko ni takvog prefiksa nema, vrednost sub je proizvoljna. Ideja je

naravno da se (analogno slucaju egzistencijalnog kvantora) po potrebi izabere prefiks

koji je nov u odnosu na E.

Primer 4 Intuicionisti¢ki iskazni ra¢un ima istu Kripkeovu semantiku kao 54, ali
zasluzuje posebno razmatranje jer se veznici - i — drukéije interpretiraju ( V1 A su

isti kao u S4). Tako za negaciju imamo

sub(rT—¢, &) = {axF¢}U{pF¢|pell(E)}
sub(nF-¢,E) = {x'T¢}
sub(mF¢ — i, F) {r'Té,n' Fip}

Po analogiji za F'< ovde je 7' D 7 proizvoljan prefiks takav da #'T'¢ € £ (1 7'T'¢

i 7' Fi suu E uslucaju #F —) ili je nov za E u istom smislu kao u prethodnom
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primeru. Ta¢nu implikaciju ¢emo "razloziti” (koristedi u sustini opet ideju Smullyana)
pomoéu lokalno vazece klasi¢ne implikacije % koju definisemo sa sub(7T'¢ = ¥, E) =
{F, T} i smatramo disjunktivnom (primetimo da se = javlja samo s prefiksom T').
Zadajemo sub(rT¢ — ¢, E) = {xT¢ = ¢} U {pT¢ S ap | p € TI(E)}. Zakljucak
je da i implikaciju i negaciju smatramo konjunktivnim bez obzira na prefiks. Vazno
je pomenuti da je uslov zatvaranja za ove tablofr da se na grani nade iskazno slovo p
takvo da su ngp i T Fp na grani s tim da mo C 7. Ovo nam sluzi da uz pomenuta
tablo pravila dodamo i sledeéi princip permanencije: ako je 7T'p na grani i m 2 T s¢

takodje javlja na toj grani onda je mozemo produziti formulom mT'p.



Glava 3

Tabloi za neklasi¢cne logike

U ovom poglavlju razmotri¢emo razne poznate neklasi¢ne logicke sisteme u
svetlu metoda tabloa. U skladu s opstom idejom prevodenja semantike u sintaksu
osnovni objekti koje razmatramo biée tzv. oznacene formule ili formule s prefik-
sima, a to su trojke oblika #T¢ (7F¢), gde je ¢ formula odgovarajuceg iskaznog
racuna. Prefikse ozna¢avamo sa m,mg, 7, ... 1 intuitivno tumacimo kao moguce sve-
tove u odgovarajuéem Kripkeovom modelu. Namera nam je da to budu prirodni
brojevi, odnosno njihovi (konaéni) skupovi i nizovi i da zadajuci pravila za iskazne
veznike 1/ili modalne operatore definisemo relaciju medu prefiksima odredujuéi na taj
nacin izvestan Kripkeov model s tim da je p |¢ (p |I£¢) indukovano postojanjem
pT'¢ (pF¢) u tablou.

Razmé6trimo za pocetak logiku KC koja se iz intuicionisticke dobija doda-
vanjem aksiome - V 7. Poznato je da je njena karakteristicna semantika opisana
svojstvom Vay3dz(z Rz A yRz). Da bismo to izrazili pomoéu tablo pravila treba nam
§iri pojam prefiksa. Zato dodefiniSemo: ako su 7 1 7 prefiksi, onda je i m1gUm, prefiks
! Pravila redukcije su potpuno ista kao za intuicionistiéku logiku uz prirodan uslov
da skup prefiksa koji se pojavljuju na grani bude zatvoren za uniju. Isti ostaje 1iskaz

Hintikkine leme.

Lema 3.0.1 Ako je I' zavrena otvorena grana, onda se ona realizuje u nekom Krip-

keovom modelu (W, R), u kome relacija R tma svojstvo Vey3z(x Rz A yRz).

! Prefiksi su ovde shvaéeni kao skupovi uredenih parova

¢ 24
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Dokaz tete isto kao u slucaju intuicionisticke logike. Kripkeova struktura se ocitava
sa grane: W = {7 | 7 se pojavljuje na grani}, R je relacija € medu prefiksima, a
zatvorenost za uniju obezbeduje vazenje karakteristi¢nog svojstva.

Pogledajmo primer dokaza formule (p — —¢) — (=p V —¢) u logici 54.2.

0F (p——q) — (-pV—q)

0T p——q
0F -pV g
0F —p
0 F -q
007 p
017
oouolLT p
OIUO/lT 9
00U 01D 00U 01T g
X 00U 01Fq

P
Postoji medutim moguénost izmene i u samom pojmu modela. Lako je naime

videti da vazi: ako w |F-—¢ za neki w onda za svaki w, w ||-—¢. Uzmimo ovo svojstvo
u definiciju modela: Kombinujuéi ga sa uslovom za vazenje negacije, dobijamo uslov
kojim se definise klasa modela koju ¢emo posmatrati: Jwy Y, (wo Rwy = wy |fp) =

(Yww |£p), odnosno u "pozitivnom” vidu,
(KC") ako Jwy wo |Fp onda Yw Iw' (wRw & w' |-p). (3.1)

Indukcijom po slozenosti formule dokazuje se da ako ovo svojstvo imaju iskazna slova
onda imaju i sve formule. Ovaj uslov reflektuje se u sledecem pravilu izvodenja:
7TZ'T
(k¢') — ¢
i T'¢

(3.2)

Ovde su 7; 1 7; proizvoljni prefiksi, a prilikom prve primene pravila na par (7;, 7;)

definide se 7} = 7’ 21 pri ponovljenoj primeni pravila na ovaj par prefiksa koristimo

?Podsetimo se da smo sa 7’ oznac¢avali prvi novi naslednik niza 7 u leksikografskom poretku, tj.
biramo najmanji k takav da se prefiks 7~k ne pojavljuje na posmatranoj grani.
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ta] 7r; Preduslov za primenu pravila je da se na grani ne nalazi 7;7'¢ ni za jedan
Tk 2 5.

Dopunimo intuicionisti¢ka tablo pravila sa (kc') i dokazimo potpunost ali
u odnosu na klasu modela (K, R, |), gde je R refleksivna i tranzitivna relacija, a
| ista kao | osim sto je klauzula za negaciju smenjena sa (1.1). Drugim recima
dodatni uslov za R zamenjen je novim uslovom za |~. Primetimo da je zadovoljen
uslov: ako je | zadat za iskazna slova on je onda jedinstveno odreden za sve formule.

Posto4e korektnost pravila ocigledna pokazimo da vazi Hintikkina lema.

Lema 3.0.2 Za svaku zavrsenu otvorenu granu postoji model (W R, |H) koji real-

izuje svaku formulu sa grane.

Dokaz. Kripkeovu strukturu definisemo kao i dosad: K = ({7 | 7 se pojavljuje na grani}, C
yinm |Hp akkose 7Tp pojavljuje na grani. Najpre primetimo da model spada u
zeljenu klasu. Ako 7 ||-p onda je po definiciji moTp na grani. Tada medutim, posto
je grana zavrsena, za svaki 7 sa grane postoji na toj grani formula 7,Tp za neki
Ty D 71 : to je svakako istina ako nije ispunjen preduslov za primenu pravila (kc’), a
u suprotnom vazi jer je primenjeno to pravilo. U oba sluc¢aja dobijamo da za svaki m,
postoji m; D 1y takav da m; |F-p. Sam dokaz da je grana realizovana u ovom modelu
tece kao i obiénd indukcijom po slozenosti formula sa grane, ali posto je jedina razlika
u odnosu na intuicionisticku logiku vezana za negaciju, razmotricemo samo taj slucaj.
Pretpostavimo da je na grani formula oblika myT'—¢. Posto je grana zavriena, za svaki
T 2 mo sa grane je 7 [F'¢ takode na grani. Po indukcijskoj pretpostavci to znaci da
7 |/ ¢ za svaki takav «# D mg §to (po definiciji modela) implicira 7y |[£¢ za svaki T
sa grane. Po definiciji vazenja negacije to znaci da mg ||-—¢.

Ostaje jos da nademo vezu izmedu KC i KC' tabloa. Pri transformaciji KC'
tabloa delove u kojima se primenjuje pravilo (kc¢') smenjujemo slicnim, ali sagradenim
u skladu sa KC pravilima, definiuéi pritom i korespondenciju prefiksa u ova dva
tabloa. Tako u slu¢aju primene (1.1) izmena izgleda ovako: neka su prefiksima =; 1 ;
dodeljeni 77 odnosno 73. Tada pravimo sledeci korak u izgradnji KC tabloa: iz 701'¢
1zvodimo 7, U T?T(/). Ako je u pitanju prva primena (kc') na par 7;, 7, onda stavljamo

(m})° = 7% U}, a inate nema izmena. Ako je 7’ uveden pomoéu (F—) ili (F—) onda
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definisemo (7')¢ = (7°)" i ako je, na primer, posmatrani évor u KC' tablou 7£'¢ — 0
(a grana produzena sa 7'T'¢, 7' F'0) onda odgovarajuéu granu KC tabloa produzujemo
sa 7%T¢, m°'F#. Prilikom primene ostalih pravila nema dodefinisanja. Na pocetku
zadajemo §° = §. Vidimo da vazi: ako m; C 7; onda @7 C 7% i ako je u évoru KC
tabloa 7T¢ (7F ¢), onda je u odgovarajuéem &voru KC tabloa formula 7°T'¢ (7°F'¢).
Ovo kao neposrednu posledicu ima to da se svaki KC' dokaz prevodi u KC dokaz.

Vazi i obrat s tim §to se veza medu prefiksima uspostavlja prevodom * na
sledeéi na¢in. Ako smo (po pravilu permanencije) granu na kojoj je 7;7'¢ produzili
sa m; Um;T¢ i ako je to prva primena ovog pravila na par (m;,7;), onda po pravilu
(k¢’) produzavamo odgovarajuéu granu KC' tabloa sa 73"T'¢, jer se po pretpostavci na
grani nalazi 77T¢. U tom slucaju definisemo (m; Um;)* =« Formule tipa 7F¢ — 0
i mF-¢ prevode se kao u prethodnom slucaju. Slicno kao za °, za * vazi: ako je
u nekom évoru KC tabloa formula 7T¢ (7F¢) onda je u odgovarajucem ¢évoru KC’
tabloa formula 7*T'¢ (7*F¢). To znaci da se KC dokaz prevodi u KC' dokaz. Sve ovo
zajedno ima kao posledicu potunost opisane semantike. Vazi dakle

Teorema 1 (teorema potpunosti) Fgc ¢ akko je ¢ tautologija KC' semantike.

Navedeni pojam modela u nesto izmenjenom obliku teoreme potpunosti nalazi se
kod Esakije Srodan modalni sistem koji ¢emo takode razmatrati je S4.2. Njegova
karakteristi¢na semantika zadata je relacijom R koja je refleksivna, tranzitivna i kon-
vergentna tj. zadovoljava uslov Vazyz(zRy A xRz = Ju(yRu A zRu)). Kao sto je
poznato, medufim, za svaki takav model (W, R, |) i svet wy € W u kome vazi za-
data formula ¢, moze se konstruisati podmodel u kome takode vazi ta ista formula,
ali koji zadovoljava jace svojstvo konvergencije, isto ono koje karakterise KC. Dosta
je uzeti model (W'R/, |-') gde W' = {w € W | woRw}, a R' i |-’ su odgovarajuée
restrikcije R i | ma W’. Ovo nas navodi da u definisanju tabloa za ovaj sistem pri-
hvatimo potpuno isti pojam prefiksa kao za KC i ista pravila kao za S4. Sve ostaje
isto 1 kad je re¢ o Hintikkinoj lemi. MoZemo stoga pokusati da iskoristimo istu ideju
kao prethodno kombinujudi je sa uobicajenim modalnim tumaé¢enjem intuicionistickih

veznika. Posmatramo dakle familiju (refleksivnih i tranzitivnih) modela koja zado-
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voljava
FweVwi (woRwy — wy |Fp) — YVwIw'(wRw' A V" (v Ruw"” — w" |Fp)).

Definicija vaZenja se ne menja, a ispunjeno je svojstvo:
ako za neki wy” wy |F0-0¢ onda za svaki w w [O-04.

Razmotrimo jo§ jedno rasirenje intuicionisticke logike. To je racun LC koji
se dobija dodavanjem aksiome ¢ — ¥ V) — .

Dummet je pokazao da struktura G' = ((w+1)*,{0}, maz, min, —,0,w), gde
je (w+ 1)* poznati-tip linearnog uredenja zadat sa z <¢ y akko y € = (i u kome je

onda 0 najvedi a w najmanji element), 0 je jedini istaknuti element,

0, <y
T =y =
y, r>y

predstavlja karakteristicnu matricu za LC ako se iskazne operacije tumace na uobicajen

==, T9=0, L% = w. Pravi prosti filtri ove alge-

na¢in: V& = maz, A = min, —
bre su upravo ¢...,n+1,n,...,1,0}(=w) i zasvakin € w {n,...,1,0}. Ocigledno
Je da su to pravi prosti filtri, a da su i jedini vidi se razmatranjem dva slucaja. Ako
Je filter /" konacan on ima najmanji element n (u smislu <¢). No tada su svim >¢ n
takode u I tj. F' = {n,n —1,...,1,0}. Ako je I pravi prost beskonacan filter, on
onda ne sadrzi w pa je I C w. Posto je F beskonacan, za svaki n € w postoji k € F
takav da k& < n. Sledi da je onda n € F, tj. F = w. Oznacimo ovaj skup filtara sa
F. Kao $to je poznato (vidi Fitting ...) F ureden inkluzijom &ini Kripkeov model u
kome je vazenje indukovano (determinisano) G*—valuacijom v : F' |-p akko v(p) € F.
Tada vazi: v(p) = 0 akko za svaki F' € F F |f-. Koristeéi ovo odmah vidimo da je
(w1, <) karakteristicna Kripkeova struktura za LC. Ako naime F| ¢ ¢ onda ona vai u
svim Kripkeovim strukturama u kojima je relacija refleksivna, tranzitivna i povezana,
pa dakle i u (4 1, <). Ako ta formula nije LC-teorema onda postoji G-valuacija v
takva da v(¢) # 0. Sledi da postoji w € w + 1 takav da w |£e.

Mi ¢emo medutim na jedinstven nacin tretirati sistem LC i modalni sistem

54.3 zato sto ih karakteriSe ista Kripkeova semantika: relacija medu svetovima je

refleksivna, tranzitivna i povezana, tj. vazi Vey(Rzy V Ryz). Za prefikse éemo i dalje
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uzimati konacne nizove prirodnih brojeva, ali ovaj put uredene leksikografski, dakle
linearno. Osim toga neophodno je da pri uvodenju novih svetova imamo mogucnosti
da sistematski reprezentujemo sve moguce pozicije novouvedenog sveta u odnosu na
veé uvedene. Tehni¢ki to je moguée postiéi tako sto ¢emo uzimati samo prefikse koji
se ne zavrivaju nulom. Lako se uvida da je leksikografsko uredenje na skup svih ovih
nizova gusto. Tako ¢e se u vrhovnom &voru tabloa uvek nalaziti prefiks 1. Tako ce

pravilo (F' —) da glasi:

Tol'¢ — P
(F—) "mTé¢ wTé ... o Té mn+1T¢
whFy T FY L ow  FY w1

Pravilo (T<) (slicno F'0) glasi:

1o TOd

(T TG TmTd | | Woa T4 | 4 179

Tumacimo ga na sledeéi nac¢in: ako se na grani pojavljuje formula oblika 77'C¢ 1 ako
sum < ... <; 7w, (€ w)sviprefiksi >; 7 koji se pojavljuju na grani onda krajnji
évor dobija n + 1 naslednika: 7jT'¢, ©T¢,..., 7, T¢, n,+1T¢. Sax. (0 <1< n)
oznacen je proizvoljan prefiks takav da m; <; 7! <; m;41. ® Isto to za formulu moF'¢ —
.

Potpuhiost se dokazuje jednostavno, jer je u ovom vaznom slucaju vazenje
egzistencijalne formule obezbedeno mogucnoscu izbora prefiksa koji je ili izmedu pr-
vog 1 drugog prefiksa ili ... ili izmedu predzadnjeg i zadnjeg ili se smesta posle zadnjeg
priiksa koji se na grani pojavljuje. S obzirom da je re6 linearnom uredenju (s pocetnim

elementom) drugih amoguénosti i nema.

31zbor 7/ moze se uéiniti efektivnim zahtevajuéi na primer da to bude najkraéi prefiks sa tim
svojstvom 1 prvi ffiedu takvima (u smislu <;).



Glava 4

Tabloi 1 konaéni modeli

Vec je u pocetku naglaseno da otvorena zavrsena grana tabloa definise kon-

traprimer tj.model u kome ne vazi formula koju pokusavamo da dokazemo. To znaéi
>

da ako nas zanima zadovoljivost formule ¢ tablo zapoc¢injemo formulom oblika 7T ¢

sa ciljem da pronademo otvorenu zavr$enu granu 1 da sa nje o¢itamo model u kome

¢ vazi. U tu svrhu mozemo nas sistem pravila obogatiti novim egzistencijalnim prav-

ilom. U slucaju predikatskog racuna prvog reda ono glasi:

Jzep(z)
(Tﬂfi”) | gde je t proizvoljan zatvoren term koji se pojavljuje na grani,
(1)
s tim da se u te terme ubrajaju i sve konstante iz jezika, ili je ¢ nova konstanta. Pravilo
treba tumaciti disjunktivno: prilikom prve primene pravila (na dato pojavljivanje
formule na izabranoj grani) krajnji ¢vor grane dobija naslednika o(¢y), gde je to nova

konstanta, kao 1 naslednike ¢(t1), @¢(%2),... gde su ¢; termi sa grane. Tada vazi

Teorema 2 ([3] po ideji Burgessa) Neka je ¢ recéenica éistog predikatskog racuna
prvog reda koja ima konaéan model. Tada postoji tablo za ¢ éija je bar jedna grana

zavrsena, otvorena ¢ konacna.

Na$ cilj je da pokazemo kako se ova ideja moze iskoristiti u neklasi¢nim
iskaznim racunima za nalazenje kona¢nih modela. Ilustrujmo to na primeru os-

novnog normalnog modalnog iskaznog racuna K. Za prefikse mozemo uzeti elemente

30
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proizvoljnog prebrojivog skupa, pa je najjednostavnije da koristimo prirodne brojeve.
Izmena je u tome $to éemo umesto algebre prefiksa koristiti relaciju

, oznacimo je sa p, tako da ¢emo na grani tabloa imati novu vrstu iskaza
oblika mpn, gde su m i n prefiksi !. Pravila za modalne operatore analogna su onima
za kvantore. Za T'O i FO pravila ostaju ista, jedino sto se veza medu prefiksima ne
o¢itava iz njihove strukture nego se opisuje pomoéu p. Tako ée pravilo (T'0) sada

glasiti (slicno za (F'O)): ako se mTO¢ i mpn nalaze na grani onda se ona moze

produziti formulom nT¢. Shematski to mozemo ovako predstaviti:

mTOg¢ mb<e
(TO)  mpn, (FO)  mpn
| |
nT¢ nk¢

Za formule oblika 7O ... i FO. .. pravila zadajemo po analogiji sa (T3/%) i (FV/™)

mTO@ FO¢
(TS / \\ (FOfi) / \\
mpny ... mpng mpn mpn; ... Mpng mpn
nd¢o ... nyTéd nTo nkEFeé ... nFo nkFo¢
gdejeny,...,ny spisak svih prefiksa na grani (ukljucujuéim), an = max{ny,...,ng} +1

je nov. Uslovi zatvaranja grane ostaju isti. Ako Zelimo da metod primenimo na
prosirenja racuna K4 onda prirodno dodajemo pravilo
kpl
(Tr) lpm
|
kpm
Mi éemo kao tipi¢an primer razmotriti ra¢un GL, jer se tu dobro vide mogucnosti

i specifiénosti ovog metoda. Podsetimo na standardna tablo pravila ovog racuna

(detaljnije u [6F glava 8):

'Ovaj nalin prezentacije tabloa moZe se naéi u [1], ali nije korisden za sistematsko trazenje
konacnih modela. Sliénu ideju, ali u neéto izmenjenom kontekstu (re¢ je o izraunavanju terma)
autoru je svojevremeno predlagao A. Krapez i tu ideju on je u odredenom obliku realizovao u
izgradnji dokazivaéa u okviru programskog paketa PROVER.
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TP 7 FO¢ 7T 0¢ 1O
o) | Fm) | o) | (FO) |
W/T(ﬁ_ ' F¢ m ¢ mFo
T FO@ 7' T0¢

Ovde je n'(D ) kao i obéno nov na grani, dok je my D 7 proizvoljan prefiks sa grane.

F O(p Vv Op) — (Bp Vv 0Op)
T D(pV Op)
F Op v OOp
F Op
F oy
Fp
T Op
F Op
T 0O0p~
10 Fp
10 T0Op
0 TpvOp
N
OT{ 0 TOp
X 1 TpV Op
YA
10 fpVip X
/ .

10Tp 10TO0p

—_ = O

X *

Dobili smo otvorenu granu * koja nam daje model K = ({0,0,1,10},C, |I-), gde
0|£p, 10 |£p il |Fp. To je dakle ¢etvoroclani model u kome polazna formula ne
vazi. Uporedimo ovaj tablo sa sli¢nim koji sistematski daje kona¢ne modele. Koristeéi

jednostavnu ¢injenicu da je konacna tranzitivna relacija fundirana akko je irefleksivna,
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dolazimo do novog uslova zatvaranja a to je pojava na grani iskaza oblika npn, jer je
to znak da model koji o¢itavamo sa grane nije fundiran $to onda prirodno tumacéimo

kao protivrecnost.

g

0F D(pVDp) —)(Dp\/DDp)
07 D(pvOp)
0 F OpvOQp

0F Dp
0F
OFp le
X lTDp
0p2
OFDp lFDp 2F0p
X X 2700p
’ 1Tp\/ []p
1TI:Ip
} OFp 1Fp 2Fp 3Fp
2p2 | x 3T0p

X 2TpV Op
2Tp QTDp
* 1Tp

X
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Zapazamo odmah da je ovaj tablo vedi, ali je zato model
K = ({0,1,2},{(0,1),(0,2),(2,1)},{1 |#p, 2 |I-p}) koji o¢itavamo sa konacne, otvorene,
zavrene grane * troclan, dok smo standardnim metodom dobili ¢etvoroclan model i
nismo mogli dobiti manji. Vidimo takode da na najdesnjoj grani uvek primenjujemo
zapravo standardna pravila za O 1 .

Drugi primer je formula —=—p — p u intuicionistickom racunu. Lako se
proverava da standardna pravila koja smo naveli proizvode samo beskonacan kon-
traprimer za ovu formulu. Boolos-Burgessov metod medutim prirodno dovodi do

malog konacnog modela:

0F~=p—p
07 ——p
0Fp
0p0
0F—-p
\
OpO/ 0pl
0T'p 1Tp
X - Ipl
LEF—p
/|
1p0 1p1\1;)2
0T'p 1Tp 2Tp

X *

Vidimo da je grana * otvorena i zavriena i sa nje Citamo sledeéi model: W =
(0.1}, R = {(0,0), (0,1}, (1, 1)}, 0 [p, 1 |F».

Tablo metod Burgessa i Boolosa (koristicemo naziv BB - tablo) je ocigledno
potpun, jer u slu¢aju pravila za veznike odnosno operatora koji imaju egzistencijalni
karakter obavezno se poj avljuje i produzetak grane koji daju i standardna tablo prav-
ila. Uobiéajeni argument pokazuje: ako se zatvara grana na kojoj je uvedena nova

konstanta (novi prefiks) onda se zatvara i ta ista grana na kojoj je ta konstanta (taj
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prefiks) zamenjen(a) nekom veé uvedenom konstantom (nekim ve¢ uvedenim prefik-
som). Na taj na&in teziste dokaza prenosi se na korekinost metoda. Za to nam sluzi
slede¢a lema koju ¢emo iskazati za rac¢un K, ali se uz manje izmene prenosi na druge
standardne sisteme. Podsetimo najpre da je za dati skup prefiksa II i dati Kripkeov
model (W, R, ||-) preslikavanje I : Il — W interpretacija ako mpn = I(m)RI(n)
(6], glava 8). Kazemo da I realizuje formulu mT'¢ (mF¢) ako I(m) |l=¢ (I(m) |I#¢).

Lema 4.0.3 Ako formula ¢ racuna K ima konacan model onda BB-tablo za 01 ¢ ima

bar jednu zavrsenu, otvorenu konaénu granu.

Dokaz Neka je K = (W, R, |-) konacan Kripkeov model za ¢ i card(W) =k € w.
Pokaza¢emo da K realizuje bar jednu konaénu zavr§enu granu tabloa za 07¢. U
tom smislu za datu otvorenu granu definisaéemo interpretaciju I : II(G) L ow,
gde je TI(G) skup svih prefiksa sa grane G. Za pocetak definisemo I(0) = wq gde
je wg proizvoljan svet iz W takav da wy |-¢. Pretpostavimo da K realizuje granu
(G i da primenom nekog pravila grana GG dobija jedan ili vise nastavaka. Ukoliko
je primenjeno neko od iskaznih pravila ili (7'0) (ili #'O) onda se skup prefiksa na
grani ne menja pa samim tim ni /. Osim toga K realizuje bar jedan od nastavaka
grane (7. Tako na primer ako je G produzena redukcijom formule mT'¢ V 6 onda po
pretpostavci K realizuje tu formulu pomocu I tj. I(m) |4V 6 pa dakle I(m) |-+ ili
I(m) |-, drugim re¢ima K realizuje jedan od nastavaka mT, mT#6. Pretpostavimo
zatim da su mpn 1 mT'0vy na grani G i da smo je produzili dodajuéi nT4. To znati
da I(m)RI(n) i I(m) |F0O%. Sledi da I(n) |4 tj. K realizuje nT%. Najzad ako se
na grani nalazirmTow na koju je primenjeno (T'O/™) onda K realizuje mT Oy .
I(m) |0y, Znaéi da za neki w € W takav da I(m)Rw w ||-. Razlikujemo dva
slucaja. Ako za neki prefiks p sa grane vazi I(p) = w onda biramo produzetak grane
G na kome je mpp, pT), jer prema opisanom K realizuje taj nastavak. Ako takvog
prefiksa nema biramo nastavak na kome je prefiks n nov za granu G i definisemo
I(n) = w. Ocigledno je da preko ovako dodefinisane interpretacije I K realizuje
nastavak mpn, n |, kao i da I 1—1 preslikava skup svih prefiksa ovako produzene
grane u W. Pretpostavimo sada da je na grani G ve¢ uvedeno k (= card(W)) prefiksa

i da K realizuje tu granu pomocu I. Jasno je da sva pravila osim (T'Of*) i (FO/™)
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moZemo primeniti samo konaéno mnogo puta posle Cega ¢e grana biti otvorena i
zavriena. Pretpostavimo zato da je (s oznakama kao gore) primenjeno pravilo (TOFm™)
ali da K realizuje samo nastavak u kome se uvodi novi prefiks n. Znaci da za svaki
veé¢ uvedeni prefiks nq,...,np I(n;) |£. No kako je I 1 —1, to je svakiw € W
oblika I(n;) zatneki i 1 <1 <k, sledi da I(m) |l#Ov, kontradikeija.

Jasno je da se ovaj metod moze prosiriti na primer na racun 54 dodavanjem
pravila koja ée obezbediti da relacija p bude refleksivna i tranzitivna, ali i Sire na

srodne sisteme, no time se ovde neemo baviti.



Glava 5

Hornovska reprezentacija tablo

pravila

Pozabavi¢emo se sada reprezentacijom tablo pravila pomocu hornovskih
formula predikatskog ra¢una, ¢ime ustvari zalazimo u oblast teorije logickog pro-
gramiranja. Ono §to nas zanima jeste kako da okarakterisemo svojstvo dokazivosti u
predikatskom rac¢unu prvog reda pomocu ovih formula i to u nekoj vrsti slabe formalne
aritmetike (teorije diskretnog uredenja sa pocetnim elementom). To znaci da jezik
na kome ¢e opis biti zadat, od logickih simbola sadrzi samo implikaciju, konjunkeciju i
univerzalni kvafitor. Individualne promenljive oznacavaéemo sa z,y, z, Zo, Yo, - - . uvek
pretpostavljajudi da razli¢iti simboli oznacavaju razli¢ite promenljive. Nabrojacemo
predikatske simbole zajedno sa njihovim nameravanim znacenjem. Pri tome se ko-
ristimo oznakom ‘... koju moZemo objasniti na primeru promenljivih: ‘promenljiva’
oznacava sve one terme koji se u nasem opisu ponasaju kao promenljive tj. sluze kao
kodovi promenljivih iz objekt jezika. U nasem hornovskom jeziku svojstvo ‘promenljiva’

je definisano predikatom var.
fla(z) : z je ‘formula’
var(z) : z je ‘promenljiva’

d(xz): ‘formula’ z je ‘dokaziva’

37
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zg(z,y) : ‘zatvara se grana’ z Cije su konstante kodirane numeralom y

ra

élan(z,y) : z je ¢lan liste y
ob(z,y, ) : brisanjem svih pojavljivanja terma z u y dobija se z

zam(z,y, z,u) : ‘zamenom’ svakog pojavljivanja terma y u = termom 2 dobija se

term u
z < y: relacija < medu numeralima z 1 y.
x Z y : term z nije identi¢an sa y

Operacijske simbole naseg jezika sacinjavaju svi predikatski i operacijski
simboli objekt jezika (sa pripadajuéom arnoséu), kao i iskazni veznici i kvantori.
Dodatni simboH su konstanta @ i binarni operacijski simbol = koji sluze za pravljenje
lista, kao i konstante v i ¢ koje sluZe za predstavljanje promenljivih i konstanti. Buduci
da se prilikom dokazivanja u objekt jeziku pojavljuje najvise prebrojivo mnogo novih
konstanti, njihove "kodove” unosimo u jezik. Tako konstantu ¢; prevodimo u ¢,
gde je 7 lista 0~ (0~-...7 (070)...). duzine ¢. Drugim ret¢ima i formule i termi objekt
jezika postaju termi naseg jezika.

U skladu s notacijom iz PROLOGA izraz B < Aj,---, A, zna¢i da kon-
junkcija elementarnih formula Ay, ..., A, implicira elementarnu formulu B. Bududi
da su sve individualne promenljive univerzalno kvantifikovane, kvantore ne pisemo.

Listu a;™(az™...” (@n_1"ay) ...) pisemo bez zagrada tj. kao a1"ay™ ...” @y @y

Definicija 1 ]Yeka je A formula i I konacan niz atomskih formula. Tada jei A <= T
formula. Umesto A < pisemo kratko A.

Pogledajmo sada detaljnije konstrukciju nasih predikata. Najpre zadajemo

predikat ‘dokaziv’ :
d(z) < fla(z), zg(-2~0,0). (5.1)

Zatim definisemo svojstvo ‘biti formula’. Jednostavnosti radi pretpostavimo da ob-
jekt jezik sadrzi konaéno mnogo relacijskih simbola. Za svaki takav stmbol p duzine

(arnosti) n definisemo



fla(p(zy, ..., z,)) < var(zy),...,var(z,). (5.2)
SloZenije ‘formule’ se definisu kao 1 obi¢no:

fla(=z) < fla(z)
fla(z o y)f < fla(z), fla(y) (oje A,V ili —) (5.3)
fla(Qzy) < war(z), fla(y) (QjeJiliV)

Predikat var uvodimo na sledeéi nacin:

var(v™0) (5.4)
var(v™(0"z)) < wvar(v z) (5.5)

Osnovni uslov za zatvaranje grane je:
zg(z,y) < délan(z,z), élan(—z,z) (5.6)
Predikat ¢lan definise se na uobicajen nacin:

élan(z,2y)

élan(z,y~z) < clan(z, z).

Iskazna pravila prikazuju se hornovski na prirodan nacin:

zg(z,y) < &lan(——z,x),0b(——z,z,20), 29(2" 20, ¥y)
zg(z,y) < élan(z Au,z),0b(z Au,z,20), 29(2"u" z0,Yy) (5.7)
zg(z,y) < é&lan(zVu,z), 0b(zV u,z,20), 29(z"20,y), 2zg9(u"z0,y).

Na 1sti nac¢in prevode se 1 ostala iskazna tablo pravila. Prevod pravila za kvantore je

sloZeniji. Najpre evo pravilo kojim se uvodi prva nova konstanta:

2q(a,0) < éan(Tzu, x), zam(u, 2,0, uo), ob(3zu, o, 20), 2 (1o z0, ¢~ 1)
2g(2,0) &= dan(~Vzu, z), zam(u, z, ¢, uo), ob(~Vzu, z, zo),

zg(—up "z, ) (5.8)
zg(z,0) < élan(Vzu,z),zam(u,z,¢"0,up), 2g(uo”z,c”0)
zg(z,0) < élan(—3zu,z), zam(u,z,¢”0,up), zg(—uo"x,c”0).
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Redukcija univerzalnog kvantora:

i

zg(z,cy) clan(Vzu, ), w <y, zam(u,z,c”w,uy), zg(u"z,¢"y) (5.9)

()

zg(z, ¢ y) ¢lan(—dzu, z), w <y, zam(u,z,c”w,uy), zg(~u1" z,c” (H.10)

Najslozeniji je opis redukcije egzistencijalnog kvantora:
zg(z,c"y) < éan(Juw, z), zam(w,u,c¢” 0"y, w1), ob(Fuw,z,zo), (5.11)

zg(w1 " xg, ¢~ " y)

zg(x,c"y) <« éan(—~Yuw,z), zam(w,u,c” 0"y, w,), ob(~Vuw, z,z¢), (5.12)

zg(—w; "z, 0 y).

Ovim je logicki deo potpuno opisan, ostaju jos pomocni predikati.

ob(z,0,0)
ob(z, 2"y, y0) <= ob(x,y,yo)
ob(z,y"z,y ") & zZy, ob(z,z,z)
zam(z,z,y,y)
zam(Qay, ¢, z, Quy) (Qje Vili 3) (5.13)
zam(c,z,y,¢c) < zEec
Zam(v T,y,v) & T FE
zam\® z,y,0) < z#0.

U ostalim slucajevima za operacijske simbole definisemo !

zam(f(z1,...,2.), 2,9, f(y1,---,yn)) < xZ flzy,...,2,),

zam(z1, 2,Y, 1), (5.14)

zam (T, &, Y, Yn)

Predikat < definiSemo medu numeralima:

h<0

linfiksne operagore takode tretiramo kao prefiksne: zvy je v(z,y) itd.
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P<0z « 0<=x (5.15)

e <Py « <y

Bitno je da i razlicitost # mozemo definisati "pozitivno” tj. bez negacije. Najpre
za svaki (uredeni) par (f,g) razlicitih operacijskih simbola f i g (¢itajuci opet sve

prefiksno) definisemo

F@1y o) Z 9(Y1, - - s Yo )- (5.16)

Tako na primer imamo —(z) #~ (y,2), ali i ~(z,y) #Z —(z). Specijalno vazi v #
¢, v£D, c¢#® (isimetricno). Zatim za svaki operacijski simbol f arnosti n > 11

svaki ¢+ =1,...,n zadajemo

f(‘xlv""'rn)if(yla---ayn)<:xi77—$-yi- (517)

Naglagimo jos da Ce za nas zamena (promenljivih termima) u datom skupu
S atomskih formula biti proizvoljno preslikavanje o iz skupa I(.5) svih terma i for-
mula koje se javljaju u S, u skup svih atomskih recenica i konstantnih terma za koje
vazi o(fty...t,) = fo(ty)...o(t,), gde je f proizvoljan relacijski ili operacijski sim-
bol arnosti n > 0. Konstante se slikaju u same sebe, a samim tim 1 svi konstantni
termi. Znaci da je ¢ potpuno odredena svojom restrikcijom na skup individualnih
promenljivih (kojima se dodeljuju konstantni termi), pa se moze tako 1 zadati.

Nas sistem sadrzi samo jedno pravilo izvodenja, koje predstavlja specijalan

slucaj SLD-rezolucije:
(R) d(’r‘)<:Al,...,Ai_l,A,‘,AZ‘+1,...,An C@Bl,...,Bm

d(r) <= A17 ‘e 7Ai—17U(Bl)7 . '7U(Bm)7Ai+17' . -7An

gde je 0 zamena takva da o(C) = A; 2. Sada mozemo definisati 1 pojam izvodenja u

R. To ¢e za nas biti niz ¢iji se prvi ¢lan dobija zamenom u (1.1) nekog konstantnog
terma umesto z, a svaki sledeci ¢lan dobija se (po pravilu (R)) iz prethodnog clana i
neke od aksioma (uz pogodnu supstituciju).

Pre nego sto formulisemo osnovni rezultat evo jo$ nekih oznaka. Sa F 47 ¢

oznaci¢emo da je ¢ teorema ¢istog predikatskog racuna prvog reda zadatog pomocu

2U posebnom slucaju kada je premisa C, dobijamo zakljucak d(ry < A1,..., Aic1,Aip1, ..., An
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analitickih tabloa, a sa Fr A Cinjenicu da je A teorema u R. Neka je vy, ..., v, ...
spisak svih individualnih promenljivih naseg objekt jezika i co,...,c;,... spisak svih
henkinovskih konstanti koje u dokazima koristimo kao svedoke. Tada se prevod *
recenice @ dobija tako §to se svako pojavljivanje promenljive v; smeni sa v™17 i svako
pojavljivanje konstante ¢; smeni sa ¢~ ¢, gde smo kao i pre sa ¢ oznacili listu 0~ ...~

duzine 7. Sve ovo nam sluzi da dokaZemo osnovnu teoremu.

I

Teorema 3 Neka je ¢ recenica naseg objekt jezika. Tada & a7 ¢ akko Fr d(™).

Dokazacemo ustvari nesto jace tvrdenje o "izomorfizmu” A7 -dokaza i transformacije
terma R-rezolucijom (u koju je ukljucena unifikacija). Ako tablo shvatimo kao skup

njegovih grana onda vazi sledeca

Lema 5.0.4 Za svaki tablo T = {T'y,..., T} koji u vrhovnom évoru (korenu) ima

formulu —~¢ vazi:

o brd(e") <= Gy,...,G,, gde je svaki G; (1 <1 < n) oblika z¢(g;, m;)
o clan(y*, g;) akko je o neiskoriséena na grani I';

o ako su na grani I'; primenjivana samo iskazna pravila, m; = 0, a ako su pri-

menom pravila za kvantore uvedene konstante co, ¢y, ..., onda m; = ¢~ L.

Dokaz indukcijom po broju &vorova tabloa. U pocetnom slucaju tablo ima samo
jedan ¢vor (i jednu granu) u kome se nalazi formula —p. Buduéi da je p* prevod
recenice ¢, predikat fla(z), govoreéi u prologkoj terminologiji, uspeva zamenom oz =
@™ tj. posle izvesnog broja koraka (u kojima se primenjuje (1.2)-(1.5)) polaze¢i od
d(¢*) <= fla(*), zg(~¢*~0) dobijamo d(¢*) < zg(—¢*~0) tako da tvrdenje vazi.
Pretpostavimo sada da imamo tablo 7 = {ly,...,[s,...,T,} i da, po pret-
postavci, vazi Fr d(¢*) < Gy,...,G;,...,G,. Neka je formula ¢ A 6 na grani I;.
Njenom redukcijom na grani se dobijaju recenice ¥ i 6, ¢ime je 1 A @ iskoriséena
na to) grani. Sa druge strane to znaci da je (; oblika zg(g,m), s tim da se (¢ A
0y (= * A 0*)rpojavljuje u listi ¢. Zato u (1.7) pri zameni oz = ¢g,0y = m,0z =
V", 0u = 0 uspeva predikat ¢lan kao i predikat ob dajuci pritom kao trecu ko-

ordinatu listu go u kojoj nema vise (1 A 0)*.Kao rezultat se dobije Fr d(¢*) <
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*

Gyyoo o, Gy zg(0* 0" go,m), Gigr, ..., Gy, $to se u lemi i trazi. Sliéno ako je na
grani I'; recenica ¢ V # onda se ona produzuje u dve grane: I, = ', 1 ' = T,4.
(¢ime je 1 V 0 iskorid¢ena). Sa druge strane iz (1.8) dobijamo, uz isto obrazlozenje
kao prethodno, Fr d(¢*) < Gy,...,Gi_1, 29(¢¥* " go,m), 29(0* " go,m), Giy1,- .., Gy s
tim da se (¢ V 0)* ne javlja u go.

Razmotrimo jo§ dva tipi¢na slucaja redukcije kvantora. Pretpostavimo da
se na grani I'; nalazi neiskori§¢ena recenica v, kao i da se na grani pojavljuju
konstante cg, ¢y, ..., . Redukcijom se dobija I';,9(ciq1) 1 time je Ju;ep iskoriséena.
Po pretpostavci vazi: G; = zg(gi,c¢™l) 1 élan(Fv~j*, g;). Zato u (1.11) izvrsimo
zamenu: z = g;,y = Lu = v7j,w = ¥*. Dobijjamo w; = t,~;(c (I + 1)) i
(pomocu ob) 2o u kome se Jv~j* ne pojavljuje. Druga tacka iz leme je ispun-
jena jer vazi ¥, (ci41)* = ¥*,~;(c™ (Il + 1)), sto se dokazuje indukcijom po slozenosti
izraza 1. ®> Posto svi predikati, osim eventualno zg, uspevaju, dobijamo Fz d(¢*) <
Gi,...,Gicy,zg(wy " zo, ¢~ (L + 1)), Giga,y - ., G Pretpostavimo sada da je u tablou
grana I'; produZena primenom recenice Vv, na konstantu c¢;, (na grani su uvedene
konstante co, ..., ¢n,7 < m). Ovoj redukeiji odgovara sledeca zamena u (1.9): 2 :=
giny :=myz:=v"k,u:= 0", w:=j. Kao i pre uspevaju predikati ¢lan, zam (koji nam
daje u1) i 0b, kao i predikat < tako daimamo g d(¢*) < G, ..., Gy, 2g(u " 2o, "), Giyy

Vidimo da svakoj promeni na grani I'; odgovara promena u (&;. Neposredna
posledica ovog je da ako je I'; zatvorena onda zg¢(g;,m;) odmah uspeva prema (1.6).
Ako naime postoji atomska recenica ¢ takva da su i i =% na grani I'; %, onda vazi
clan(*, g;) 1 él:m(-n/)*,gi). Prema tome svaki dokaz za ¢ prevodi se u dokaz za d(¢™).

Kao $to smo rekli vazi i obrat.
Lema 5.0.5 Pretpostavimo da u g d(r) < P svi predikati tipa fla, ob, zam,< i #
uspevaju. Tada postoji tablo takav da se svakoj recenici iz antecedensa oblika zg(g,m)

moze pridruziti grana tabloa sa svojstvima:

e recenica ) je neiskoriscena na grani I' akko uspeva clan(i*,g)

34 je term ili formula objekt jezika prosirenog novim konstantama.
*atomske recenice i njihove negacije nikad nisu iskorigéene
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e ako m = 0 onda na grani nema novih konstanti, a ako m = ¢~l, onda su na

grani uvedene konstante cp,cy,. .., .

Dokaz indukcijom po duzZini R—dokaza. Na pocetku primetimo da ako
predikat fla uspeva, onda je r = ©* za neku recenicu ¢ §to se lako dokazuje indukcijom
po slozenosti r i u tom sluéaju za 0b i zam vazi: ako su sve promenljive osim posled-
nje zamenjene konstantnim termima onda je vrednost te promenljive jednoznacno
odredena. U prvom koraku izvodenja imamo slu¢aj (1.1): d(r) < fla(r), zg(-r~0,0).
Ako fla ne uspe Lema vazi trivijalno. U suprotnom je r = ¢* za neku recenicu ¢
objekt jezika. Obrazujmo tablo sa jednim jedinim ¢vorom u kome je recenica —p.
Pretpostavimo sada da imamo dokaz duzine > 1. Razmotrimo kao i pre nekoliko
slucajeva. Ako se u sledec¢em koraku vrsi redukcija nekog od pomoénih predikata tj.
kao (desna) premisa u (R) koristi se neka od aksioma (1.13)-(1.17), onda u tablou
ne vriimo nikakve promene. Uzmimo zato da se u sledec¢em koraku dokaza koristi
neka od formula (1.7), recimo druga. Znaci da u antecedensu prve premise uocavamo
recenicu oblika zg(g,m) i stavljamo z := ¢, y := m. Posto ¢lan i ob po pretpostavci
uspevaju, o(zg) mora biti lista koja se dobija brisanjem svih pojavljivanja oz A ou
u g. Sa druge strane zbog osobina operatora * za neke ¢ i 0 je o(z A u) = " A 0.
Posto, kao 3to smo-rekli uspeva élan(¢* A 6%,g), to po pretpostavci znaci da je na
odgovarajucoj grani I' tabloa neiskoriséena recenica 1) A 6. Primenimo pravilo (A) i
produzimo I' u I, v, 6, ¢ime je 1) Af iskoriscena na toj grani. Ova nova grana odgovara
recenici zg(Y* "0 " oxg, m).

Kao slededi primer iskaznog pravila uzmimo da se u dokazu koristi treca po
redu aksioma iz (1.7). To znaci da se neka recenica iz antecedensa oblika zg(g,m)
stavljajuéi oz = ¢g,0y = m smenjujesa élan(ozVou,g), ob(ozVou,g,0t), zg(02~ 09, m),
Po pretpostavei opet uspevaju élan i ob $to znaci da se u oxg vise ne pojavljuje oczVou.
Posto je kao gore oz = ¢*, ou = 6* za neke 1, 8, na odgovarajucoj grani I' se po pret-
postavci nalazi neiskoriséena recenica ¥ V 6 pa mozemo primeniti pravilo grananja
(V). Grane I',+ i ', @ korespondiraju recenicama zg(¢*~oxg, m), zg(0* 0o, m).

Za, slede¢i primer uzmimo primenu aksiome (1.11). Za neki ¢ i m imamo

ox = g, oy = m. Posto ¢lan, zam i ob uspevaju po pretpostavci, imamo da je
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Jouow ¢lan liste g, o(c™07y) = ¢0~m = ¢~ (m + 1), kao 1 to da se ow; dobija
smenom svih pojavljivanja ou u w sa ¢~ (m+ 1), dok za 0b i oz vazi sve isto kao pre.
Osim toga mora biti o(Juw) = FJv~ip* = (Ju;yh)*. To znali da je na odgovarajuco]
grani I' neiskoris¢ena recenica Jv;i). Primenom pravila (3) grana se produzava u
I, ¥(cm+1), jer su na grani, po pretpostavci vec kori§cene konstante co, ¢1, . . ., ¢n. Zbog

ve¢ pomenute osobine predikata zam mora biti cw; = ¥*(¢”(m + 1)) = (Y(cmy1))*-

Kao poslednji tipican primer razmotrimo redukciju univerzalnog kvantora
opisanu u (1.9)7 zamenom ox = g, oy = m u A se stavlja
élan(Vozou,g), ow <m, zam({ou,oz,c"ow,ur), zg(u1"g,c"m). Za predikate ¢lan i
zam vazi isto §to i prethodno, a lako se proverava da, posto < takode uspeva, ow = k
za neki k < m. Kako je o(Vzu) = (Vo;)*, to je uy = (¥(cx))*. Na odgovarajucoj grani
[' u tablou postoji po pretpostavci neiskori§éena re¢enica Vo) 1 uvedene su konstante
Co5Cly - - 5 Cp. Primenimo i pravilo (V) na konstantu ¢, k& < m, grana se produzava
u I, (e ), a Yoap 1 dalje nije iskoriscena 3to se slaze sa zg((v(cx))*
sada u A.

~g,c”m) koja je

Dokaz teoreme sledi neposredno iz ove dve leme. Neka je naime F47 ¢ i
neka je I' proizvoljna zatvorena grana koja se javlja u nekom koraku dokaza. To
znaci da je za neku atomsku recenicu ¢ par , 7t na toj grani. Prema prvoj lemi
tablou odgovar; neka hornovska teorema u R i u njenom antecedensu ovoj grani
odgovara recenica zg(g, m). Posto su ¢ 1 =) neiskoriséene vazi prema lemi élan(*, g)
1 élan(—p*, g). Prema (1.6) to znaci da zg(g, m) uspeva ¢ime nestaje iz antecedensa.
Ovo medutim vazi za sve recenice ovog vida jer se sve njima odgovarajuce grane
tabloa zatvaraju. To zna¢i da na kraju, prateéi izgradnju tabloa i zatvaranje grana,
dobijamo Fx d(¢*). Obratno, razmotrimo proizvoljan dokaz za d(¢*). Posle konaéno
mnogo koraka nastupa situacija u kojoj se neka recenica oblika zg(g,m) ne moze
ukloniti primenom pravila (1.7)-(1.12). Da bi ipak uspela jedino preostaje da vazi
(1.6). Postoji dakle atomska recenica 0 takva da clan(6*,g) 1 clan(—0%,¢g) °. To
medutim znaéi da se na odgovarajucoj grani tabloa nalaze upravo i =6, tj. ta grana

je zatvorena. Posto sve retenice oblika zg(g,m) treba da nestanu, a to je moguce

[

®Ako 6 ne bi bila atomska onda bi bila moguéa primena nekog od pravila (1.7)-(1.12).
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jedino primenom (1.6), sledi da ce i sve grane tabloa koji se gradi zajedno sa ovim
dokazom da se zatvore, dakle F 47 ¢. Zakljutak ovog detaljnog izvodenja bio bi da
opisna hornovska logika sadrzi dovoljno izrazajne snage da se pomocu nje opisu tablo
pravila za logiku prvog reda. Kao posledicu dobijamo moguénost izgradnje dokazivaca

u Prologu $to je autor ovog teksta u praksi realizovao.



