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Pregled razvoja problema odlulivesti u teoriji grupa

i _kratak prikaz rezultata izlo¥enih u ovem radu

Tridesetih godina ovbg veka dati su prvl for-
malni analogoni intuitivnog pojma algoritwma: -izra-
¢unlijive funkcije (A.Church, 1933), rekurzivne funk-
cije (S.Kleene, 1935), magine Turing~a (A.Turing,

E. Post, 1936), itd. Ubrzo zatim pronadjeni su i prvi
primeri matematilkih problema algoritamski nerelivih
u gornjem preciznom smislu*).

NereSivost prvog problema u algebri - problena
re¢i za polugrupe koji je jo¥ 1914 postavio A.Thue -
dokazali su 1947 god. E.Post /62/ i A.A.Manwnos [43/.
Tri gorine kasnije A.Turing /69/ je dokazao nerecdi-
vost istog problema za polugrupe sa koncelacijom.

Algoritamsku nereSivost problema re&i za grupe
Je dokazao 1.C.Hoaukosl952 godine /58/ (kasnije
W.Boone /lo/ i J.Britton /16/). To je ujedno bio i
prvi algoritamski nerefivi problem u tecriji grupa.
Ubrzo je dokazana nere$ivost i preostala dva fundamen-—
talna Dehn-ova problema -~ problema konjugovanosti
(N.C.Hosuuos /59/) i problema izomorfizma (C.HU.AnnAH
/2/, M.Rabin /63/).

*)Poznato je da postoje matematicki probiemi na &i-

jem je reSavanju, dugi niz godina, radio veliki broj
istraZivala, i za koje se na kraju pckazalo da su al-
goritamski nereSivi. Primer je deseti Hilbert-ov prob-
lem, postavljen jo$ 1900 god., &iju je algoritamsku ne-

refivost dokazao W.Matuscesuy 1970 godine,



Do danas je ispitana algoritamska reSivest velikog
broja problema u teoriji grupa.

Rezultate iz ove oblasti moZemo grupisati pre-
ma razliCitim kriterijumima. Pre svega moZemo ih po-
deliti na istraZivanja sa ciljem da se dokaZe princi-
pijelna nereSivost odnosno reSivost nekog problena
ili klase problema; tako postoje problemi odluéivesti
sa 1° negativnim i 2° pozitivnim resenjem.

Dalju podelu moZemo izvr3iti prema tome da 1li su u
pitanju problemi koji se ticu elemenata j e d n e
grupe, ili problemi u kojima su objekti ispitivania
grupe u celini; u tom smislu govorimo o problemima

I cdnosno II reda.

Prema domenu algoritama, postoje a) problemi forruli-
sani na klasi svih k.p. grupa (odnosno odgovarajudem
skupu prezentacija), kao i b) problemi koji se odnose
na neki uZi domen.

Kona¢no, postoji relativno izdvojena grupa radova u
kojima se dokazuje egzistencija preblema kod k.p.
grupa sa proizvolinim stepenom nereSivosti. Naime, za
neki dati problem i proizvelijni stepen nereSivosti D,
konstruige se grupa (ili rekurzivan skup prezentacija)
u kojoj je polazni problem neresiv sa stepenom D,

Pomenimo neke od najvaZnijih rezultata iz sva-
ke od ovih grupa radova.

Osnovni cilj kod istraZivanja problema odluéi-
vostl sa pozitivnim reSenjem je nadi Sto Siru klasu
grupa za koju je uodenjproblem jos uvek resiv. Mediju
mnogima koji su se bavili ovom problematikom intere-
santne rezultate je dao A.Mostowski /53/, /54/ za
klase nilpotentnih grupa, rezidualno konac¢nih grupa,
grupa separabilnih po konjugaciiji, grupa separabilnih



po podgrupama itd. Takodje je Ch.Miller /51/, prouda-
vajucli neke elementarne klase grupa i na nijima tri
fundementalna problema Dehn-a, dofao do nekih pozitiv
nih Qkao i negativnih) reSenja. ReSivost nekih prob-
lema u teoriji grupa dokazali su i A.®pugman /28/,
E.Tumowenio /68/, M.Fpungnurrep /3o0/, /31/ i drugi.

U teoriji grupa su veoma va¥ni i dokazi prin-
cipijelne nereSivosti pojedinih problema. Tu su, iz-
medju ostalih, sledeci rekurzivno neredivi problemi
I reda: problemi koji se tidu svojstava elemenata i
pedgrupa kod grupa (G.Baumslag, W.Bocne, B.H.Weumann
/6/) ; stepeni i redni problem kod grupa (D.Collins
/23/), slabi problem redi i slabi problem kcniugova-
nosti kod uredjenih grupa (B.®peunens /25/), problem
n-tog korena kod grupa (S.Lipschutz, M.Lipechutz
/39/) . problemi u vezi sa direktnim i slobodnim pro-
izvodom grupa (H,Muxawnosa /49/. /5a/) itd.

Iz oblasti problema odludivosti II reda osnov-
ni rezultatr sa negativnim reSenjem - dokaz da je
~ svako Mackovsko svojstvo konac¢no predstavljivih grupa
neraspoznatljivo -~ dali su C.U.Agan /2/ i M.Rabin
/63/. Ovaj je rezultat analogan rezultatu A.A.lMapxopa
za polugrupe /45/, /46/ i rezultatu J. Addiscon—-a /1/
i W.Feeney~a /24/ za polugrupe sa kancelacijom. U is-
tim radovima /2/, /63/, dokazana je i nere$ivost iz-
vesnih meta~problema, tj. problema egzistencije algo-
ritma koji za proivoljnu konalnu prezentaciju J1 ut-
vrdjuje da 1li je za grupu G odredjenu tom prezenta-
cijom uoceni problem reSiv illi ne. Kasnije je D.Col-
lins /22/ dokazao neraspoznatljivost svih tzv. "jakih
Markovskin® svojstava k.p. grupa, a G. Sacerdote /65/
neraspoznatljivost svih svojstava k.p. grupa koja se



prenose ' homomorfizmom.

ReSenjem problema E.Post-a 1957 godine (R.Fri-
edberg /29/) o egzistenciji stepena nerefivosti raz-
li¢itih od najvefeg stepena O i najmanjeg, koji se
sastoﬁi od reSivih problema, prirodno se nametnuo
problem uwopgtavanja poznatih nereZivih problema kod
grupa pomodu proizvolijnih stepena nereSivosti. Prvo
ovakvo uopétenje‘za problem re¢i sistema Thue je dao
W.Boone /11/, a za prohlem re¢i kod k.p. grupa C.Clap-
ham /18/ i A.dpuaman /27/. Kasnije je W.Bocone /14/
vopitio pomodu proizvolijnog stepena nereSivosti pos-
tojede rezultate A.A.Mapuosa /46/, J.Addison-a /1/,
W.Feeney~a /24/, M.Rabin~a /63/ i C.W.Apana [2/ o
neraspoznatljivosti Markovskih svojstava kod polugru-

pa., polugrvpa sa kancelacijom i kod grupa.

S obzirom da se u terminima kona¢no predstavlji
vih grupa formulifu izvesni problemi i u drugim mate-~
matic¢kim disciplinama (napr. u tcpologiji itd.), re-
zultatli kedji se tidu problema odlulivesti kod k.p.
grupa imaiu prirodnu interpretacijiu i u ovim discipli-~
nama. Prvi rezultati u tom pravcu su radovi W.Haken-a
/33/ i W.Boone, W.Haken, V.Poenary-a /15/.

Ova problematika je jo¥ uvek veoma aktuelna i

razvija se 1 dalje v svim navedenim pravcima.

# % F % #



Medju navedenim rezultatima, u izvesnom smislu
centralno mesto pripada Agan ~Rabin-ovom dokazu algo-
ritamske neraspoznatljivosti svakog Mdrkovskog svoij-—
stva k.p. grupa. Naime, klasa Markcvskih svojstava je
veoma $Siroka i obuhvata mnoga osnovna svejstva k.p.
grupa, kao napr. biti jedini¢na, slohodna, cikliéna,
Abel-ova grupa itd. Medjutim, nije uvek lako odrediti
da li je neko algebarsko svojstvo Markovsko ili nije.
Naime, postojeda definicija ukljuduje egzistenciju
izvesne grupe koja mora zadovoljiti odredjene, veoma
stroge zahteve. TeZkofe nastaju upravo ked efektiviog
odredjivenija ovakve grupe.

U cveom radu dat je potreban i dovoljan uslov
kojim se problem ispitivanja da li je neko svoistvo
kK.p. grupa Markovsko, svodi na ispitivanie da li neke
fiksirare grupe (univerzalne k.p. grupe) imaju to
svojstvo ili ne. Pokazuje se da je navedeni uslov
"konstruktivniji" 1 algoritamski efikasniji u odnosu
na postojedu definiciju Markovskog svojstva. Ova re-—
formulacija omogucdava da se za 1lzvesna svojstva i kla-
se svojstava k.p. grupa, za koje to dosad nije bilo
poznato, relativno lakoc dokaZe pripadnost klasi Mar-
kovskih svojstava, a time i neresivost odgovarajudéih
algoritamskih problema.

Pokazuje se takodje da ista teocema omogudava dokazi-
vanje izvesnih osobina Markovskih svojstava i grupa
univerzalnih za klasu svih k.p. grupa.

Razmatrana je moguclnost prenogenja dokazanih tvrdije-
nja na druge algebarske strukture; u vezl sa ovim, po-
kazuje se da vaZ%i analogni potreban i dovolijan uslov

za Markovska svojstva kod polugrupa.
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1.1. Xona¢no i rekurzivino predstavliiive grupe

Neka je A = {al,...,an,...;lpf} skup ¢ije
elemente dogovorno nazivamo slovima a sam skup azbu-
kom. Skup W svih redZ u azbuci A uvodi se na slededi
nacin:

(1) @jreee:2,,00..4,1 su redi

(2) fa,rvecsfa rees,fl1  su reci

(3} ako su u,v re&i, onda je uv rel

(4) reci se dobijaju jedino konadno mnogo

puta primenjujuéi (1),(2) i (3).

Reci fai oznadavamo sa a? (1=F72250 se)es

Re¢ 1 nazivamo jedinidnom redju.
Elementarne formule su coblika u = v gde su u,v redi
iz W.

Oznacimo sa Ax skup aksioma kojil se sastoiji od
aksioma jednakosti (E) i posebnih, grupnih, aksioma
(p)

u=v U=V , V=W u=v u=v
N a
(E) =y =y’ u=w " wu=wv’ uw=vw
=], =]
(P) ul=lu=u, asagt=a, ai=1 (3= 525 vasVe

UoCimo podskup W~ skupa svih re&i W, koji se sastoji
od reCi u tzv. svedenom chliku, tj. od redi koje ne
sadr¥e nijednu podred oblika aiaz1 i1d azlai (A=1;
2peai)s

Za svaku rel w postoji re¢ W u svedenom obliku tako
da je

X [—4- W=



10

Svaku rel w iz W moZemo napisati u obliku

- 04 _ Oo a,
w ai di .‘ﬁai
gde S.u aiE{alfeg.,an,...}, a§= Ztl' j:lftaogﬂt

.

=% & = —0 5
Re& w "=a = ...a;z aj’ je inverzne reli w. Pritom
vaZzi

1

(vw) (ww tew tusl)

(VW) (WEWE=sw € W7).

U skup W’ se moZe uvesti operacija ¢ slofe-
nog nadovezivanja (tj. nadovezivanja sa svodijeniem)
o

na slededi nadin: od redi u=a™ ...a™ 1 vmag‘...
) A Ja

abr ( ag =%1, By =£l, i=l,.ec,n; j=l;...,k) se pros-

"

1 - n . ~ ¥ y a,
tim nagovezivanjenm formira rec uv=agi...a.“a@in..ag‘
i Ed s

v Je

a zatim se ta re¢ transformifie u ref u svedenom obli-
ku; £

c(u,v) = v,
U cdrosu na operaciju sloZenog nadovezivanja skup W7
C¢ini grumpu, tzv. slobodnu grupu F nad generatorima
e s JBpiaes &

Za svako n = 1;,2,... skupom {a,,...,an se
jedinstveno odredjuje skup Wﬁ re€i u svedenom odliku
(kao podekup skupa Wn svih reZi u azbuci {ai,...,an;
1;f ). Analogno, u odnosu na operaciju slefenocg na-
dovézivanja, skup Wﬁ ¢ini konadno generisanu slobodnu

grupu Fn ranga n nad generatorima a,,«e.,ane

Skup Wg moZemo razdeliti ra klase u odnosu na
neku relaciju kongruencije (8to ¢e odgovarati prelas-
ku sa slobodne grupe F_ na neku njenu faktor-grupu).
U tom ciliu uvodimo konacCan skup S strukiurnik jedna-

kesti redi
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111‘—‘-V1 fca.;u[n:\ru .

Skupom S je odredjena relacija p u skupu Wﬁ ret¢i u
svedenom obliku, na sledecd¢i nalin:

' , wupv dél:e_i;—;Ax, S}—-——u=v~
Relacija p je relacija ekvivalencije u W; i saglasna

je sa operacijom slo%enog nadovezivanija, tj. p je
kongruencija. Oznacimo sa Cw klasu ekvivalencije reci

W u odnosu na ovu relaciju

L]

CoF !u| wEwW, A urw

U skup svih klasa ekvivalencije u odnosu na relaciju

p se uvodi operacija mnoZenja klasa na sledcéi nadin

Cu' Cv . cuv ‘

U odnosu na ovu operaciju, koli&nidki skup W;/p ¢ini

grupu.
Strukturnu jednakost u=v moZemo napisati u ob-

liku uv_l=l; red uv_l zoveno daljje relatorom.

DEFINICIJA 1: Konadlna prezentacija grupa G je uredije-
ni par (A ; R> gde je A= {ayreeerag}l skup

generatora a R ={ Ri,h..,RJv skup relatora po-
redjanih v leksikografskom poretku u odnosu na
azbuku {1,a5,a:1,...,a“,a;l }. Grupa G odre-

djena ovem prezentacijom je (izomorfna sa)

(W;fp :*) gde je W; skup rec¢i u svedencm obli-
ku u azbuci Arsop relacija kongruencije odre-

djena skupom relatora R, a&a °* operacija mnoZe-

nia klasa.



iz

MoZe se dokazati da je klasa ekvivalencije Cy

(u cdnosu na p ) koja sadr%i jediniénu red, normalna
podgrupa slobodne grupe Fn. C1 je 1 minimalna normal-

na podgrupa koja sadrZi sve relatore Ry, ...,Re (mi-
nimalno zatvorenje skupa R, u ocznaci [R] ) . Tada je
konaénom prezentacijom <(An;R > zadata grupa (izomor-

fna sa) F / [R] .

Izostavljajufi uslov konacnosti u gornjoj de~
finiciji, analcgno se uvodi pojam prezentacije uopste:

uredjeni par <{A; R) gde je A skup generatora {ai,u
...,a“,...I a R pcizvolijan podskup skupa svih redi
W~ u svedenom obliku u azbuci {1,ai,a:l,...,aﬂ,a:l,
ees }+ je prezentacija. Njom odredjena grupa je izo-
morfra faktor-grupi slobodne grupe F po minimalnoj
normalnoej podgrupi koja sadrZi sve redi iz skupa R.
MoZc ce dokazati da svaka grupa ima prezenta-
ciju. Jednu prezentaciju daje naprimer multiplikativ-
na tablica grupe. Tako, ako je grupa G zadata slede-~

dom tablicom

gl gz L3 Ll . gn - L] .

91 912 912 ° ° + Y1p* - ¢
92 921 g2 v » ¢ Bppt s
: 91j€{g1'92""'}
; 105 = 1,2,0..
I I Im2 < * * Smp° °




i3

-1 =1 -1
G)=Cgyreeeryrese$9191911791959 500+ Ty Ipnr e+ +D
jedna prezentacija grupe G.

Dakle, sve konane grupe imaju kona&nu prezen-
tacijn. Postoje,medjutim, i beskonane (prebrojive)
grupe koje imaju kona&nu prezentaciju (napr. svaka
slobodna grupa konaénocg ranga).

DEFINICIJA 2: Grupa G ie konadno predstavljive akko
za nju postoji bar jedna konadna prezentacija.

Analogno se definiSu konadno generabilne grupe
za koje postoje prezentacije sa konalnim skupom gene-
ratora A i proizvolinim skupom relatora R.

Klasu svih konacéno predstavliivih (k.p.) grupa ozna~
¢imo sabi?ﬁ

S obzircem na predhodno, svakom prezentacijom
I1 je jedinstveno (do na izomorfizam) odredjena grupa
Gyp « Grupa G, medjutim, moZe imatl viSe razlifitih
prezentacija. Transformacije kojima se od jedne pre-
zentacije dobijaju druge prezentacije i s t e grupe
nazivaju se Tietze-ovim.
Oznadcimo satfj@skup svilhh kona¢nih prezentacija grura.
KlasaLj%yévih apstraktnih grupa koje imaju bar
jednu prezentaciiju u.f?z'éini giroku i, sa glediita
teorije odluZivosti, veoma znaCaijinu klasu grupa.
Priredno se, medjutim, postavlja pitanje moguénosti
pro$irivanja ove klase grupa, all takvog da u njemu
ostanu smisleni odgovarajuéi problemi odludivosti.
Drugim reCima, postavlija se pitanje egzistencije re-
kurzivnog skupa Sireg od skupa Jgﬁysvih kona¢nih pre-
zentacija, ¢i1jl elementi imaju konafan zapis.
Uvedimo sada skup svih tzv. rekurzivnih prezentacija

grupa.



14

Neka je A = {ai,.o.,ak} konadna azbuka i W
skup svih redi u toj azbuci {(moZemo se ograni&iti na
konafnu azbuku ne umanjujudéi opitost, jer se, na na-
¢in opisan u odelijka 1.3.(10), sve re€i u prebrojivoj
azbuci mogu kodirati rec¢ima u nekoj kona&noj azbuci).
Neka ije Ré(: W proizvoljni rekurzivno prebrojivi skup
re€i iz W. Svaki rekurzivno prebrojivi skup je skup
vrednosti neke delimidno rekurzivne funkcije; stoga
je i skup R, oblast vrednosti neke delimino rekurziv-
ne funkcije‘xeéi F(w) definisane na refima u azbuci
Ay t]e

3
Rp== { v I v=F (w) ,wCW} .

DokaZimo da se skup Rp moZc konafnoc zadati.

Svakoj re€i w iz skupa W mofe se dodeliti nien gzbud-
n (

nt broj w) na sledeéi na&in:

nf{e} =0
n(ai}= i
m
fn = i 4' - ,—-i_
n (w) 1m.im"lki.. ¢ ik
. . Jesg - - e ‘. ., A -
gde je v g3y ay B {ai§1 )

Oznalimo sa Vo re¢ u azbuci A C€iji je azbuéni broj m.

Roristedi azbufno numerisanje refi, svakoj funkciiji
rec¢l F(w) u azbuci A mofe se, jedinstveno, dodeliti
brojna funkcija £(x), tav.brojni predstavnik funkecije

F(w), na sledec¢i nadin:

£E{l) = n(F(wi)).
Dakle, F(wi)n wf(i)‘

Prema tome, svakom rekurzivno prebrojivom skupu redi
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Rp pridruZuje se delimiéno rekurzivna brojna funkcija
f(x) €ije su vrednosti azbuénl brojevi redi iz Rp.

S obzirom da se svaka delimidno rekurzivna brojna
funkcija jednog argumenta mo¥e konadno zapisati, uvo-
dimo slededu definiciju.

DEFINICIJA 3: Rekursivna prezentacija grupe G je ure-

djeni par  2;; £(x))> gde je Ay= {ai,...,ai}

skup generatornihelemenata grupe, a f(x) broj-
na delimilno rekurzivna funkcija. Grupa G od-
redjena ovom prezentacijom je izomorfna faktor
~geupi slechodne grupe Fi nad generatorima iz
Ai, pPo minimalnoj normalnoj podgrupi grupe Fi

1

x0ja sadriZi refi &iji su azbudni brojevi vred-

4
nosti funkcije £ (x).

Kada je cblast vrednosti delinidno rekurzivne
funkcije f(x) konaBan skup, data prezentacija je ko-
nacéna.

DEFINICIJA 4: Grupa G je rekurzivao predstavljiva
akko za nju postoji bar jedna rekurzivna pre-—

zentacija.

Klasu svih rekurzivno predstavlijivih (r.p.)

“

grupa oznacimo sa . .
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1.2. Markoveka svojstva grupa

7

, Neka ‘e LJ%QC) proizvoljna formula kvantifika-
torskog raCuna prveyg reda u kojoj je G jedina slobo-
dna promvn&J*va (G je oznaka za grupu). Tada je for-
muilcm b/ﬂﬂx odredjend jedno svojstvo grupa. To svoj~-

stvo je pravo akko su taéne formule

(38) F© 1 (30 1. o).
Uvodimo sledefe oznake:
svejstva grupa oznadavamo velikim slovima PyORYS 66
a grupe velikim slovima F,G,H;vee «
P(b) je zamena za reéenicu "grupa C ima svoistvo F",
a AP} zamena za rsXenicu “svojstvo P pripada klasi
svojstav ah//z Napr_j?T}P) oznatava da je P pravo
BVOjstvo.
Dalje, reCentce "H je podgrupa grupe G", "F je prava
podgrupa grupe GY 1 "N je normalna podgrupa grupe G"
zapisuiamo redom sa

H<G, FKG, N<G.
Neka je P proizvoljno svejstvo grupa.
Svejstvo P je algebarsko akko je sa osobinom: svi izo-
moxrfni likovi £(G) svake grupe G koja ima svojstvo P,
takodje imaju svojstvo P,
vedna vaZna klasa algebarskih svojstava je klasa u¢?{

tzv. Marlkovskih svojstava.

DEFINICIJA 5: Algebarsko svojstvo P grupa je Markovsko
akko je pravo 1 postoji grupa F koja nije izo-
morfna nijednoj podgrupi H grupe G koja ima

svojstvo P,tj.
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. ("""'
L/i?%P)a‘»:ﬁ._,?/(P) A(3F)(VG)(VH) (H<G)== 1P (G)AH =F)),

gde Uﬁ?ﬁP) zamenjuje relenicu "P je Markovsko svoj-
stvo".

; _Pr%meri Markovskih svojstava u klasigj%ygvih
k.p. grupa:

¢ biti jedinidna grupa, 20 konatna, 39 Abel~ova,
3° slobodna, 57 ciklitna, 6° biti slobodan proizvod
konatnih grupa, 7° biti grupa za koju postoiji prezen-
tacija sa jednim relatorom, itd.

U klasi svih Markovskih svojstava k.p. grupa
wocava se slededa klasa L/¢<;vojstava.

DEFINICIJA 6: Pravo algebarsko svojstvo P k.p. grupa
je nasledno akko sve k.p. podgrupe svake k.p.
grupe G koja ima svojstvo P, takodje imaju to
svojstvo, tj.

.//(/?P}@:b( VG) (P(G)==>(VH<LG)P(H)).

Naprimer, navedena Markovska svojstva 19 - 5% su nas-
ledna svoistva.

B Klasa Markovskih svojstava definisana na klasi
pi?;vih V.p. grupa, je viSestruko znaCajna. Pre sveqga
pokazalo se da su mnoga va’ina svojstva ovih grupa
(uklju€ujuéi navedena svoijstva 1° - 7°) mMarkovska.
Osim toga, najvaZnijl rezultatl u oblasti problema
odluéivoiti kod grupa, vezani su takodje za Markovska
)

svojstva ‘. Dakle, prilikom ispitivanja raspoznatlji-

"IM. Rabin /63/ i C.H.Aark /3/ su, nezavisno, poka-
zali da su sva svojstva k.p. grupa iz klase /7/neras-
poznatljiva, tj. da ne postoji algoritam koji za pro-
izvoljnu_prezentaciju II iz skupa svih kona&nih prezen-
tacija@?@, odlucuie da 1li grupa G , odredjena tom
prezentacijom, ima proizvoljno vodenc Markovsko svoj=-
stve P ili nema.
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vosti ili neke druge vaZne csobine datog algebarskog
svojstva k.p. grupa, od interesa je znati da 1i je to
svojstvo Markovsko i1li nije.

U opStem sluaju, medjutim, to mofe biti veoma te¥ak
probfem. Treba, naime, efektivno dokazujudéi da je ne-
ko svojstvo Markovsko konstruisati grupu F koja ne
mofe da se potopi ni u jednu grupu G koja
ima proufavano svojstvo. Tefkode koje nastaju prili-
kom refavanja oveog tipa problema u matematici su vi-
Sestruke, U vedini sludajeva ne postoji efektivni
postupak koji kao rezultat daje trafeni matematicki
objekt (u nafem sluaju grupu I sa navedenom oscbi-
nom) ; ili, ako takav postupak i postoji, jo% uvek ni-
je poznat, itd.

Jedan mogudi pristup (M.Rabin /63/) ovom prob-
lemu je posmatranje neke druge, u¥e klase svojstava,;
dovoljno Sircke da sadrZi ispitivana znaéajna svojstva
ali takve da je pripadnost svojstva toj klasi lakSe
raspoznatljiva. Takva je napr. klasa naslednih svoij-
stava.

U ovom radu ¢e, medjutim, pristup biti druga-
€¢iji. Bide dat potreban i dovolijan uslov da algebar~
sko svojstvo bude Markovsko, koji je u izvesnom smisg-
lu efektivniji od postojede definicije i pomodu koga
se 2a mnoga algebarska svojstva neposredno utvrdijuie

da 1li su Markovska 1li ne.
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1.3 Univerzalne grupe

» Neka je€j;p klasa svih grupa koje imaju neko
fiksiranc'svojstvo S

DEFINICILIA 7: Crupa GE;j;ﬂ je wuniverzalna za J;p,‘u
oznaci 2?; {G) , akko je svaka grupa F igz LS%?
izomorfna nekoj podgrupi H grupe G, tj.

Y@= (vFe. ) (Fu<e) (F ).

Egzistencija univerzalnih grupa je ispitana za
neke kiase grupa.
Ch.Miller /51/ je cokazao da skup svih k.p. grupa sa
reSivim problemom redi nema univerzalnu grupu u smis-
lu gornje definicije.
Medjutim, skup svih prebrojivih lokalno-konadnih gra-
pa ima univerzalnu grupu. Ph. Hall /34/ je konstrui-
sao prebrojivu lokalno-konalnu grupu u koju mogu izo-
morfno da se potope sve prebrojive lokalno-konadne
grupe.

Dakle, neke klase grupa imaju univerzalnu gru-
pu, & neke nemaju.

U daljem tekstu Ce vaZnu ulogu imati &injenica
da klasa svih konalno predstavlijivih grupa, uvedena u
l1.1. (u odnosu na istu polaznu azbuku), ima univerzal-
nu grupu. Njenu egzistenciju je dokazao G.Higman /35/,
koristedi svoj poznati stav o podgrupama k.p. grupa:

Konadno generisana grupa se moie potopiii u
konadno predstavljivu grupu akko je rekuraivne

predstavijiva.
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Univerzalna grupa U se moZe uvesti na slededi
nacin:

Neka je F slobodna grupa nad generatorima a, s
g eecerBypeecey uvedena 1 l.1l. Elementi grupe F su re-
€¢i u svedeénom obliku, sastavliene od slova azbuke
A = {1,a1,a:}...,a“,a:,,.»} !
Uocino sve konafne podskupove X skupa svih redi W° u
svedencm obliku u azbuci A. Njih je moguée cfektivno
1r¥grees
se to postiZfe je slededi:

poredijati v niz X . Jedan od postupaka kojim

-\0 L) . o S
17 ReCi u beskonatnoj azbuci A se kodiraju redima u

nekoi konaénoj azbuci A7, To je mogude uliniti na vi-
e pmafina. Neka je napr. MA7= {a,b { « Azbuci A kores-
pondiramo prvo azbuku B ={ b, ,b, ,eceibyyees l gde je
=T

=a,
AL

bL=1, b..=a b
A

24 (i=1,2,¢46)

: e 2341

Dalje, svakom slovu bi azbuke B dodeljujemo red

ab..'b
i

-

u azbuci A%, Piri tom je izmedju svih re&i u azbuci A
i reci oblika

abl*abi%a.abi‘

u azbuci A7 uspostavljena uzajamno jednozna&na veza.
MoZemo, dakle, u daljem tekstu, umesto prebrojive bes-
tonane azbuke koristiti konaénu, uvedenu na predhod-
ni nacin.

© Roristedi azbudnu numeraciju reci uvedenu u 1.1.,

-
svakoj reCi w u azbuci A" dodeljujemo njen azbudni
broj n(w). Tako je svakom konadnom podskupu XC W~ od

n elemenata, dodeljen jednoznalno skup od n prirodnih
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brojeva.

30

veerN e prirodnih brojeva moZemo numerisati koris-
tedi napr. Gédel~ovu funkciju [ﬂ(A.H.Nanbuan /42/) .
Neka su xl,xz,..,,xn,... svi konacni skupovi

Sve konalne skupove sastavljene od jednog, dva,

re¢i v svedenom obliku, poredijani na predhodno opisa-
ni nacin.

Oznatino sa Ne=[X,] (i=1,2,...) minimalne normalnu
podgrupu grupe F generisanu skupom Xi elemenata te
grupe, a ga Gi faktor~grupu F/Ni (1=),2;44.) . Neka je
dalije,

*e

G= I Gi=G1aGZ*~"*Gnﬁv'-

-

slobodan proizvod grupa Gl""’Gn"" .

o)

srupa G ima slededa vaZna svojstva:
)

a) Za svaku k.p. grupu L postoji podgrupa H grupe G

M

koja jo3 je izomorfna, ti.
(VLC%( 3H) (Hi<GAL~H).

Koristinmo Cinjenicu da je svaka grupa izomorfna fak-
tor-grupi neke slobodne grupe, odnosno da je svaka
grupa sa n generatora izomorfna faktor—-grupi slobodne
grupe ranga n. Tako je, zaista, svaka k.p. grupa izo-
moxrfna podgrupl neke grupe Gi' Gakle 1 podgrupi grupe
G.
b) Grupa & se moZe potopiti u k.p. grupu.

Grupa G je slobodan proizvod grupa Gl,...,Gn,
ceer pa je skup generatora i skup relatora grupe G
jednak uniji skupova generatora, odnosno uniji skupo-
va relatora grupa G, § o= Yi@inui &
Dakle, skup generatora grupe G Jje {al,az,,..}
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a skup relatora R = \)xi
£

Skup R je rekurzivro prebrojiv (posledica rezultata
da je rekurzivno prebrojiva unija rekurzivno prebro-
jivih skupova akodje rekurzivno prebrojiv skup,
H.Roéers /64/) .
Grupa G se, dakle, moZe potopiti u grupu G° sa dva
generatora i rekurzivanc prebrejivim skupom relatora
(G.Higman, B.H.Neumann, H.dewnann, /36/).
Dalje, koristedi navedenu teoremu G.Higman-a, grupa
G” se moZe potopiti u neku k.p. grupu U, pa se i gru-
pa G moZe potopiti u U, &ime je b) dokazano.

Grupa U je k.p. i u nju se mogu potopiti sve
K.p- grupe, pa je ona, po definiciji, univerzalna za
klasu L(/:%ysvih kep. grupa.
Dosad u literaturil nema mnogoe rezultata vezanih za
ovu univerzalnu grupu. Tako napr. nije raspravljenc
ni pitanje njene jedinstvenosti. Mo¥e ze, medjutim,

deokazati

Rl: Postoji beskonalno mnogo neizomorfnih grupa, uni-

Ry

C
verzalnih za klasu svin k.p. grupa.

Neka je U predhodno uvedena univerzalna grupa.
Oznac¢imo sa Uy i u, direktan i slobodan proizvod

UleKU, U2=UﬁU.

Grupe U1 ki U2 nisu izomorfne, jer se nijedna grupa ne

mo¥e istovremeno dekomponovati u direktan i slobodan
proizvod svojih (pravih) podgrupa (A.[.Hypow /3%/).

S druge strane, Ul 1 U, su takodje univerzalne grupe

¥.
za klasu /2.

Dalje, grupe

2

U..=U

gU XU, U,=0, 80

4 71 72
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su neizomorfne i univerzalne za bi%Pitd.

Po intuiciji, grupe, univerzalne za neke od-
redjene klase grupa, moraju biti veoma "velike". Na-
primer, grupa U, univerzalna za klasu svih kep. gru-
pa ima podgrupu izomorfnu slobodnoj grupi ranga k,
ma kako veliki bio prirodan broj k. Kao kriterijum o
tome koje su, napr. medin beskonadnim prebrojivim
grupama, najvefe, moZemo uzeti bad univerzalnost ili
SQ—univerzalnost*} (P.M.Neumann /57/).

To; medjutim, ne znadi da broj generatora i relatora
univerzalnih ili SQ-univerzalnih grupa mora biti veo-
ma veliki. Pcznat je primer slchodne grupe ranga dva,
koja je po teoremi o potapaniu prebrojivih grupa
(G.Higman, B.H.Neumann, H.Neumann /36/) SQ-univerzal-
na. MoZe se takodje dekazati da za klasutj%?“postoji
univerzalna grupa sa dva generatora.

Zalsta, neka je G grupa €ija je prezentacija

13 (al,az; ar.f,ag) vy WMBLASZ,.

F.Levin /38/ je dokazao (kasnije i J.McCool /47/) da
je grupa G SQ-univerzalna. Dakle, za svaku k.p. grupu
H postoji faktor-grupa G/NH koja ima podgrupu izomor-

fnu grupi H, Pritom, ako prezentacija grupe H ima k
relatora, faktor-grupa G/NH ima k+2 relatora (J.McCool
/47/) .
Neka je U grupa univerzalna za klasu Lg%f.Ona
se, po predhodnom, moZe ﬁctapiti u grupu G/NU koja je

* 3
) Grupa G je SQ-univerzalna akko se svaka prebrojiva
grupa moZe potopiti u neku faktor-grupu grupe G.
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4
takodje univerzalna za i ima dva genratora.

U daljem tekstu democ umesto "grupa univerzalna
za skup svih k.p. grupa" pisati samo "univerzalna gru-
palf
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1.4. Problem odlucivosti u teoriji grupa

Problem egzistencije efektivncg postupka koji
reSava neki odredjeni problem u matematici naziva se
problem odludivosii. On moZe biti refen pozitivno -
naprimer navodjenjem postupka koji taj problen refa-
va, 1li negativno - dokazom da takav postupak (prin-
cipijelno) ne postoji.

StroZija, matematic¢ka formulacija problema od-
luClvosti, kao i prvi primeri ovakvih problema sa ne-

4

gativnim reSenjem javljaju se tek posle definisanja

formalnih matematidkih pojmova, analognih intuitivnom
pojmu efektivno izradunljive funkcije, odnosns efek-

tivncg postupka.

MoZemo, dakle, kada govorimo o odludivosti ne-
kog problema, govoriti o njegovo;j rekurzivnoj refi-
vosti ili o normalno-algoritamskoj reBivosti ili o
refivosti u emislu neke druge od ekvivalentnih forma-
lizaclja pojma efektivno izradunljive funkcije.

U ovom radu ¢e se dokazivatil rekurzivna redi-
vost cdnosno nerefivost pojedinih problema u tecriji
grupa.

Neka jeté%? neki dati problem (u matematici).
Njegove reSavanje moZemo svesti na izraunavanie ne-

ke, zavisno od{fég konstruisane funkcije f(xl,..-;xn}

(posmatraju se, s obzirom na moguénost numeraciie,
funkcije ¢iji su argumenti i vrednosti prirodni bro-
jevi) . U opStem slufaju, medjutim, funkcija £ ne mora
biti izraCunljiva; funkciju smatramo izradunljivom
(prema tezi A.Church-a) akko je rekurzivna.
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DEFINICIJA 8: Problem.ﬁ%? kome odgovara funkeija
f(xl,...,xn) je rekurzivno reiiv (nerediv)
akko je funkcija f(xl,...,xn) rekurzivna (nije

" rekurzivna).

Dakle, problem egzistencije efektivnog postup-
ka koji refava problam S ¢ tj. problem odlufivosti
zaggzg rima pozitivno odnosno negativno reSenje za-

visno od rekurzivnosti funkcije f(xl,...,xn).

U teoriji grupa su od pousebnog interesa slede~
¢a dva tipa problema odludivosti:
A) Problem egzistencije algoritma koji zza neku odre-
djenu grupu utvrdjvie koji od njenih elemenata zado-
voljava uoceni uslov C (koji mo¥e biti svojstvo ili
relacija vede duZiue), a koji ne. Takvi su naprimer
problem re&i, problem konjugacije, redni i stepeni
problem itd.
Ovi problemi, koji se tidu e lemena t a poje~
dilnac¢nih grupa nazivaju se problemi odludivosti
I reda.
B) Problem egzistencije algoritma koji za proizvoelijnu
prezentaciju Il utvrdjuje da 1i grupa Gy odredjena
tom prezentacijom zadovolijava woleni uslov C ili ne.
Takvi su napr. problemi ispitivanja komutativnosti,
ciklinosti, konalnostl itd. proizvoljne grupe zadate
konaCnom prezentacijom.
Ovi problemi, koji se tilu prezentacija i osobina ko-
je ima grupa kao algebarska struktura u celini, su
problemi odludivosti Il reda.

U tekstu e dalje biti redi o ovem drugom tipu
problema cdludivosti.
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+ 2.1, Teorema o odnosu univerzalnih grupa

i Markovskih svoistava

Osnovni rezultat izloZen u ovom poglavliju je
teorema kojom se formuliSe potreban i dovoljan uslov
da alyebarsko svojstvo k.p. grupa bude Markovsko.

rimnene ove teoreme bhide date u tredem i Cetvriom
poglavliju.

Neka je klasa svih univerzalnih k.p. grupa

/ b
i neka su ..#/ (P) i t/4QP} redom gamens za recenlce
"P je Markovsko svojstvo” L "P je pravo svejstvo®.
Kako se daljl tekst odnosi samo na k.p. grupe, pisa-
@y . .
Cero umesto (V(%;,Q(; kracde (¥ G) i sli¢no.

TEOREMA l: Algebarsko svojstvo P k.p. grupa je Mar-~
kevsko akko je pravo 1 nema ga nijedna univer-—

zalna k.p. grupa, tJ.
Mpye==sitvue 20 1pw) n ).

DOXAZ
Po definiciji uvedenoj uw 1.2., algebarsko
svoijstvo P k.p. grupa je Markovsko ako je

uffg’”{(?)'«?:::?{,%m A(IAF)(VGE) (VH=<G) T(P(C) AHx~TE)).

Dakle, tredba dekazati

(AFY (VG (VH=<C)T(P(G) A HxF)&===3( ‘."UC?,;//HP(U} 8

LokaZimo prvo da je
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(3F) (VE) (VH<G) UP(C) A HarF) zm==m ( VU(.%TP(U)
odnosno (koristeci kontrapoziciju) da je
(ngZGPUﬂ===$(VF)(EG)(BHﬁG)UHG)AH:F}-

Neka je U proizvoljna univerzalna k.p. grupa. Tada je
za svaku K.p. grupu F, po definiciji univerzalne gru-

pe, ispunjeno
(VF)( VUQZ,/) (FJHCU) (HaTF).
Odavde je (koristeci uvek tadnu formulu p—p AT)

(3ve 21 )
== (3UC VP W) A (VF) (V€ ) (T (H=F).
== BUEZ/JP(U-)/\ (vuve Zs’; (VF) (3u<U) (H=F)
== EIUE?/} (P(U)A VFS ( 3H) (HC U AH~F)
(jer je valjana formula
(3x)a(x) A(Y®)B(x)==(3x) (A(x) AB(x)))
==5(30€ /) (VE) (31 (2(U) A BSUAT~F)
(koristedi valjane formule
((Vx)A(x) B)}—=>(Vx)(A(x)AB)
((3x)A(x) B)&=(3Ix)(A(x) AB) )}

=== (V) { BUED) ( FH<U) (P(U) AHF) .

(koristedi
(Ix)(VY)A(x,y)=(V y) ( 3x)A(x,y)) )
o
Kako klasa svih k.p. grupaugfi sadrzi klasu svih
univerzalnih k.p. grupa g%/sledi da Tje
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(3UEZ/VP(UY==3(VF) (3G) (THCCIE (G) A HiaF).

Obratno, dokaZimo da je

( VUE;Q%S

TP(U)===( 3F) ( VG) (VH<G) T (P (G) AH=Pr).

oy a
Za proizvolijne grupe G,HGL/%'i UG;Q/ je

(1)

B S
(VUE%} (VG) ( VH<G) {Hf:U::—_:g,GE%/).

Zalsta, koristeéi definiciju univerzalne grupe:

(H< G AHE ZCI) S=E=H(HCG A(VE) ( BHl) {Zilt{. H AH_.L':: 7))

tj'

ili

Odavde je

=2y (3 H) (B < HAHKG Aly=TF)
——=(VF)( d1H;) (H;<6 ATy = F)

(jer je relacija "biti podgrupa

grupe"” tranzitivna)

==3ce

(VG) (VH) (H<G AHEZ/:::.‘:r GE?/)

N

(VG) (VH<G) (HEL =—ce D).

(VUCZ/J (VCG) (VHLG) (sz::ﬁ;(;&?/)

odnosno

(1.7}

(vuE 2 (ve) (V<6 (64D == u~u)).
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Takodje je, za proizvolinu grupu G iz(jz?ﬂ, uvek is-
punjenc

(2) (VG) ((6) AGEY == (3ue Z)p (1))
v ( VUE Z/)1P (U) === 1P (G) vGek%)
(2°) == Vuez/)‘ip(n === { %6 (1P (c) v(;gt ZQ’)
(jJer je uvek tadna formula
(V) (A==B(x) )e== (A==3({ ¥V x)B(x)) }.
Reristedd (17) 4 (27) i p=sSp ATAT imamo da je
(YuEZS1e W)
s (VUE?J/HP(U}
ALY UE 2V TR (W) ==3( ¥ 6) (1 () V GEZY))
ANYIED) (VO (V<G (6d st~ 1))

e @ WL T G&ﬁ%)
Al VUE% (VG) (VH<LG) (Get?//-_—:n(nxm)

(koristeéi uvek tadnu formulu

PA(P==q) Ar=3gAXx )

= (Ve (Ve (vE<G) (P (C)=5G¢ /4
AG¢?/L=M(H:U))

;—:.:b(VUC?A (VG) (VHKG) (P(G)===>T(H ~U))

&= VUC?/) (VG) (VHLG)T(P(G) AH=U).
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Dakle,

G
(Yue %TPfU)m(VUE //,\ (VG (VELG) 1(P(G) A H=U)

L]

o G
==( 3U€ #) (V@) (VHLG) (P (G) AH~U)

tj-

2y
(VUEZAIP(U) === ( 3F) (VG) (VH<G) 1(P(C) A HeU).
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2.2. Komentari o moquénostima primene teoreme

=

avedens teorema daje potreban i dovolian us—
lov da aloebharsko svojstvo k.p. grupa bude Markovsko,
bitno koristedi pritom pojam univerzalne grupe.

€, madju meguéim posledicanma teoreme su:

4

koje se odnose na osobine Markovskih SVO -

-td

> poslec

[t

iLC
i

-

stava,

¢

pozledice koje se odnose na osobine univeczalnih
girup

(rezultati oveyg tipa su sadriaj Cetvrtoyg poglavlia).
Dalje, s obuirom na dokazanu neraspoznatlijivost Mar-
kovskih i komplemeatarno Markovsiih svojstava (M.Rabin
/63/ 1 C.wh.Agsu /2/), prirodno je ispitivati

3° pesledice koje daju nova neraspoznatljiva svojstva
Kep. grapa.

Naime, problem raspoznatljivosti nekog datog
algebarskog svoijstva P k.p. grupa, mo¥e se refavati na
vige nafina: dokazivanjem da svojstvo P pripada nekoj
kiasi svoistave &ija je raspoznatljivest, odnosno ne-
raspoznatljivost ved dokazana, ili nekem drugom op3tom
metodom kojom se refavaju problemi odludivosti u razli-
Citim obizstima matematike (napr. nekom od metoda svo-
djenja datog problema na problem €ija je reSivost, od-
nesno neresivost predhodno dokazana, ili metodom direk-
tnog dokazivanja rekurziviosti odnosno nerekurzivnosti
funkcije koija refava dati preblem, itd) .
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Dokazati, medjutim, da svojstvo P pripada ili ne pri-
pada nekej cdredjenoj klasi svojstava, nije uvek lako.
Tako se naprimer prilikom dokazivanja da je svoijstvo
P Markovsko ili komplementarno-Markovsko, koristedi
definiciju Markovskog svojstva, nailazi na tedkode
ved za neka vecma jednostavna i prirodna svojstva P
kep. grupz. Treba,naime, za ispitivano svojstvo P ili
za njegov komplement, dokazati da postoiji k.p. grupa
koja ne moZe da se potopi ni u jednu k.p. grupu sa
tim svojstvem. Koristedéi teoremu, medjutim, problem
se svodl na ispitivanje da 1li univerzaline k.p. grupe
imaju to svojstvo, 3toc je u izvesnom broju slutaieva
mnogo jednostavniie. U tredem poglavlju dati su neki
primeri svojstava i klasa svojstava &ija je neraspoz-
natljivost direktna posledica teoreme.

Navodimo jo3 neke karakteristike teoreme koje
nisu detaljnije obradjene u ovom radu, ali ukazuju na
njenu efikasnost, mogucénosti uopftavanja i neka otvo-
rena pitanja u vezi sa njenom primenom.

Pored pravih algebarskih svojstava P k.p. grupa, u
tekstu su razmatrana i1 svojstva /7 tih svojstava,
kao napr. "biti Markovsko svojstvo", "koﬁplementarno
Markovsko", "nasledno", "lokalno", “rezidualno%,itd..
Postavlja se pitanje kako se za proizvolijno algebarsko
svoistvo P konac¢no predstavljivih grupa igpituje ima
li onc nekc uoCeno svojstvo ili nema, tj. da 1li je

*)

(P) ili ne “

*)Ispitivanje mogucnosti formulisanja problema egzis-
tencije algoritma koji za ucdeno svoistvo(F svojstava
grupa utvrdijuje za svako algebarsko svojstvo P grupa
da li je S/%P) 11i ne, analognog problesmu raspoznatlji-
vosti algebarskih svojstava grupa, vodi pitanjima o mo-
guénosti konalnog zapisa algebarskih svojstava grupa;
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Navedena teorema daje delimidan odgovor na ovo pita-
nje, za sludaj Markovskih i komplementarno Markov-
skih svojstava. Naime, problem "vifeg nivoa" - ispiti-
vanjc.da Li svojstvo P k.p. grupa ima svojstvo
(tj. ispitivanje da 1li je P Markovsko, odnosno komple.
mentarno-Markovsko ili ne) - svodi se na problem "ni-
Zeg nivoa® - ispitivanje da li odredjene grupe (uni-
verzaine) imaju sveijstvo P ili ne.

Analizirajuci dalje teoremu, prirodno se pos-
tavija pitanje o moguénosti formulisanja analognih te-

orema za druge algebarske strukture.

Markovska svojstva grupa su definisana PO analogiji

sa Markovskim svojstvima pelugrupa, &iju je neraspos-~
natljivost dokazao A.A.MaproB /46/. S obzirom na eq-~
zistenciju k.p. polugrupe univerzalne za klasu svih
kep. polugrupa (B.Jl.Mypcauit /56/),va%i slededa teorema:

LEOREMA 2: Algebarsko svojstvo @ k.p. polugripa je

Marlkowsko akko je pravo i nema ga nijedna uni-

versalna Kep. polugrupa, 4.
M) = avue Yivaw n Doy

6’7 ’
gde gJe &é/ klasa svih univerzalnih k.p. polu-
grupa.
Koristell ovu teoremu mogu se, analogno rezulta-
tima za kK.p. grupe (izlocZenim u tredem i &etvrtom pog-
lavliju oveg rada) dokazati: neraspoznatljivost izvesnog

O rekurzivnosti skupa tih zapisa i mnogim drugim. Uop-
Ste, problemi ovog tipa su u izvesnom smislu "viSeqg
nivoa" i zahtevaju redavanje ¢itavog niza dodatnih
problema.



roja svojstava k.p. polugrupa, kao i rezultati koji

se odnose na osobine Markovskih svojstava polugrupa
1 na osobine univerzalnih k.p. polugrupa.

Dalje, s obzirom na rezultat JI.A.GouyTea /8/
O nexaspoznatljivosti Markovskih svojstava k.p. asoci-
jativnih prstena i algebri, bilo bi interesantnc pro-
u¢iti mogudnost formulisanja teoreme analogne teoremi
1 odnosno teoremi 2 i za ove strukture. Predhodno tre-
ba ispitati egzistenciju univerzalnoa k.p. asocijativ-~
nog prstena i algebre, u smislu definicije iz 1.3.
UopSte, teorema L se mo¥e preneti na sve one algebar-
ske strukture za koje postojil univerzalna struktura i
za koje se mogu definisati Markovska svojstva. Naravno
od posebnog su interesa one strukture kod keojih su
Markovska svojstva neraspoznatlijive, odnosno raspoznat-
ljiva.

Dalje mogucénosti primene teoreme i njenocg ucp-
Stavanja, izlaze iz okvira ovog teksta.
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3. NEKI NEODLUCIVI PROBLEMI KOD GRUPA

3.1. Primeri neraspoznatlijivih svoijstava grupa

3.2, Primeri klasa neraspoznatljivih svojstava

3.3. O _jednom metodu dokazivanja neraspoznat-

ljivostl svejstava i klasa svoijstava
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3.1. Primeri ner aspoznatlijivih svoistava grupa

Sleéeéi rezultati R2 ~ R5 se odnose na raSpO?“

svojstava k.p. grupa.

Svojstvo P k.p. grupa je neraspoznatljivo akko ne pos-

*)

grupe utvrdjuje da 1i grupa Gp odredjena tom prezen-

toji algoritam koji za proizvoljnu prezentacidu II
tacijom ima svoijstvo P ili nera. ,
Ako je P Markovsko svoijsctvo zadato formu%gg (j?ié}
(kaa u odeljku 1.2.) tada je formulom'kE?EG) zadato
komplementarno Markovsko svojstvo P. Ake je P(G) tadno,
Pi (G) nije, i obrnuto; stoga se raspoznatljlvost, odno-
N0 neraspoznatljivost svojstva P prenosi na konple-~
mentarno svojstvo P, Dakle, svako komplementarno-Mar-—
kovske je neraspeznatlijivo.

Navodimo samo neka svojstva k.p. grupa za koja
se problem njihove algoritamske raspoznatljivosti re-
fava direktno primenjujuéi teoremu 1.

RZ: Svogjstvo P k.p. grupa "imati pravu podgrupu izo-

nerfau sa Eittavom grupom", tj.
P(G)E===(1 MK G) (H~0)

Je neraspoznatljivo.

*
) Pod algoritmom u ovom radu podrazumevamo ma koii
ekvivalent pojma rekurzivne funkcije.
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DOKAZ

DekaZimo da je P komplementarno-Markovslko sVOoj-
stvo.
Neka su U, i U, dve proizvoljne neizomorfne univer-

zalne grupg. Zbog univerzalnosti, svaka od njih sa-
drZi keo svoiun pravu podgrupu izomorfni lik druge, tij.

(3 H, I<U2) (1{2': Ul)

(B}HJ<U1)(H13 U2)
Neka je
Hz = L(Ul)
Hl = g(Uz)

gde su f:U,—U. i g:U.—U redom izomorfna pres-—
S 1 2 %3kg 1 P

likavanija grupe U, u u, & Uz u U,. Teda je g(£ (Ul))

prava podgrupa grupe Ul’ izomorfna sa Uy-
Dakle, svaka univerzalna k.p. grupa U ima pravu pod-
grupu izomorfnu sa U, pa je svoijstvo P komplementarno-

Markovsko. Prema tome , P je neraspoznatljivo svojstvo,

R3: Neka je P sledede svojstvo k.p. grupa
P(G)e===(V N<AG) (IH<G)(G/N=H),

ti« grupa ima svojstvo P akko je svaka kip. faktor
~grupa te grupc tamorfna nekoj njenoj podgrupt.

Svejsitve P je neraspoanatljiivo.

DOKAZ

DokaZimo da svaka univerzalna k.ep. grupa ima
svojstvo P.
Zalsta, sve k.p., faktor—grupe proizvoljne univerzalne
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grupe U gu k.p. grupe, pa se mogu potopiti u svaku

univerzalnu k.p. grupu, dakle i1 u grupu U.

Rd4: Svojgstvo P k.p. grupa " imati konadno mnogo fak-

tar-grupa” je neraspoznatljivo.

DORAZ

Heka je U proizvolina univerzalna grupa. Ako
grupa U ima konafno mnogo faktor-girupa, onda ona ima
konano mnogo endomorfizama., Odavde bi, medjutim,
sledilo da je U konatna grupa (R.Baer /5/), Zto nije
tatno (odeljak 4.2.).
bakla, P je Markovsko svojstvo, pa je neraspoznatlijivo.

R5: Svojstwo k.p. grupe "biti n—konadne grupa”, tj.
grupa &ija je evaka podgrupa generisana sa n ele-
menata Kenaldna, neraspoznatljive je za svaki pri-
rodan brej n.

DOR&Z

Navedeno svoistvo je Markovsko, jer ga nema ni-

univerzalna grupa. Naprimer, svaka univerzalna

fu

20

fonda

kep. grupa mora imati podgrupu izomorfnu sa beskonad-

nom ciklicdnom grupom, generisanu samo jednim elementom.
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3.2, Primeri klasa neraspoznatlijivih svoijstava

Rezultati R6 - R8 odnose se na klase svojstava
jednake raspo znatljivosti. Naime, cpisuju se klase
takve da je svako SVOjstvo iz tih klasa neraspoznat-

ljivo.

R6: Neka je P proizvoline pravo algebarsko svogjstvo
kep. grupa. Svojstvo @[P] "imati tadno Jednu pod-
grupu sa svojstvem P", tj.

R[] (¢)e==(38<ciP(N)
Je neraspoznatijivo,
DORAZ
DokaZimo da je svoijstvo [P] Markovsko, tj.
(Ve o[*] (v).

Predpestavimo suprotno, da postoji univerzalna grupa
Ul koja ima tadno jednu podgrupu H sa svojstvom P,
Tada i ma koja druga univerzalna grupa U ima bar je-
dnu podgrupu sa svojstvom P, jer ima podgrupu izomox-
fnu sa Ul. Medjutim, univerzalna grupa U2*02 ima dve
podgrupe sa svojstvom P, pa i Ul ima dve podgrupe sa
svejstvom P (jer je UZ*U izomorfno podgrupi grupe Ul)r
gto je suprotno predpostavei.

Dakle, nijcdna univerzalna grupa nema svojstvo Q[?]p

pa je ono neraspoznatlijivo,
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Primeri ovakvih svojstava:

1 "imati ta&no jednu ciklicnu podgrupu reda dva"

(sa ovim svojstvom su grupe C?k)

oll

2 imati tafno jednmu pravu ne-Abel-ovu podgrupu”

(sa ovim svojstveom je grupa SBxC?)

3% "imati taéno jednu pravu konaénu pedgrupu®
(takve su grupe szcw . szF - gde je F slobodna
grupa)

itd.

R7: Svako pravo algebarsko svojstvo P k.p. grupa koje
se sa grupe prenosi na svaku njenu nadgrupu, tJj.

takve da Je

P(G)==(VRI(GC<H ==P(H))
Jje neraspoznatljivo.
DOKAZ

Neka je P svojstvo sa navedcnom osobinom i ne-
ka je G k.p. grupa koja ima to sveisctvo. S ohzirom na
osnovnu osobinu univerzalnih k.p. grupa, svaka univer-
zalna grupa U ima podgrupu H izomorfnu sa grupom G;
kako je svojstvo P algebarsko, to je i P(H).

Svojstvo P prenosi se sa grupe na sve njene nadgrupe,
pa 1 sve univerzalne grupe imaju svojstvo P. Dakle,
svojstvo P je komplementarno-Markovsko, tj. neraspoz-
natljivo je.

Primeri ovakvih svojstava:

19 "imati podgrupu sa svojstvom P" gde je P proizvolj~

no pravo algebarsko svojstvo

2° "imati pravu podgrupu”
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O

37 "biti ne-Abel-ovw"

40 "biti beskonaan"

itd.

Neka je P proizvoljno pravo algebarsko svoj-

stvo 1 C[P] svojstvo definisano na slededi nadin:
(1) C[P] (G)e====> (P (G}=—=P (Aut G))

gde je Aut G grupa automorfizama grupe G. Ovako uve-
dena svojstva C[P] mogu da budu prava i neprava.
Naprimer, ako je P "biti kona&na grupa" 111 "biti
grupa bez centra"ﬁj, odgovarajuda svojstva C[P] su
neprava, jer se navedena svojstva P prenose sa grupe
G na grupu Aut G (A.[.Hypow /37/). Medjutim, ako je P
"biti Abel-ov", svoistvo C[P] je pravo, jer postoji
Abel-ova grupa G sa ne-Abel-ovom grupom Aut G. Takve
je napr. Abel-ova grupa Setvrtog reda koja se sastoii

od slededih parnih permutacija
(12} (34), «13) (24), (14) (23), 1.
Njena grupa automorfizama je simetridna grupa 83‘

,/
Oznacimo sa %gf-klasu onih svojstava c[¥]
uvedenih pomodu (1), kod kojih je P proizvolijno Mar-

kovsko svojstvo.

*

)Grupa G je bez centra akko nema nijedan element
razli¢it cd 1, koji je permutativan sa svim ostalim
elementima grupe. -
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S
R8: Svako prave algebarsko svojstvo iz klase je

neraspoznatljivo.
DORAZ

Uotimo sledede svojstvo C,[P]
Cp[P] (G) === (P (G)==oF (P;G) )

Qde je F(P; G) proizvoijna formula u kojoj slobodne
promenljive mogu biti jedino promenliive P 1 G (P oz~
nafava Markovsko svojstve a G grupu).

Svako pravo algebarsko svojstvo CF[P] je komplemen-—

tarno-Markovsko.
zaista, za proizvolinu univerzalnu grupu U je
C [P (U} e==s (P (U)==F(Py1))
= (1rP(L)V F(P;0))

=== TV E (B30) )

(Jer je P Markovsko svojstvo)
e Y

% P
(YUE Z)c[rJu)

Specijalno, ako za formulu F (P;G) izaberemo formulu
P (Aut G), svako pravo algebarsko svojsivo

C[P](G) === (P (G)==P (Aut G))

je komplementarno-Markovsko, dakle i neraspoznatlijivo.
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3.3.:0 jednom metodu dokazilvanja neraspoznatliivosti

svojstava i klasa svojstava

Neka je P proizvolino pravo algebarske svoistve
kep. grupa i neka je F(P;G) proizvolina formula u ko-
joj slobodne promenijive mogu biti jedino promenlijive
P i G. Svojstvu P se na viSe razlicitih naZina mogu
korespondirati neka nova svojstva grupa.

Oznadimo sa Aﬂ[B] i BF[é] svojstva grupa koja odredju-

ju svojstvo P i formula F(P;G) na slededi nadin

(1) a,[B] (G)e=== ((V HKG)P () A F (P;G))
(2) BF[P] (Gle==> ((V HIKG) P (i) —==F (P;G))
T
Oznadimo, dalje, sa bef odnosno 47 klase svoijstava

%
k.p. grupa koje Cine sva prava ) I algebarska svoijstva

oblika AFEQ] i B, [P] , gde je P proizvoljno pravo al-

gebarsko svojstvo a F(P;G) proizvoljna formula opisa-
nog tipa. S obzirom na veliku slobedu u izboru promen-
ljive P i parametra F(P;G) ovako uvedene klase Lgffi

7 su veoma Sircke 1 sadrfe mnoga znaaina svojstva
i klase svojstava k.p. grupa.

"}Ovo ogranicenje je potrebno jer ako napr.za F{P;G)
izaberemo konstantu L tada je, za svako svoistvo P,
A ['p | prazno %VO]&LVO, slitno, ako za ¥ (P;C) .izabere-
mo konstantu T, tada je B [P]svoistvo "biti Kep.arupa'
Nije pravo svojstvo ni B [P}, akc se za F(2;G) uuzme

(VH(G)" (1) ; itd.
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Znacajnu oscbinu, sa stanovifta odludivosti,

ovih klasa pokazuje sledeéa posledica teoreme 1.

POSLEDICA 1: Svako 8vojstvo iz klasa svojstavaej3f§h§i

, Jje neraspoznatijivo.
DOXAY
a) DokaZimo da je za proizvoljnu formuly F(P;G) 1
proizvoljno pravo algebarsko svojstvo P k.p. grupa,
sVojstvo AF[PJ, ako je pravo i algebarsko, Markov-
sko.
Ap[P] @)= ((VH<G) P () A T (P;G))

Neka je U proizvolina univerzalna kep. grupa. Tada
A [Pl (U)e== ((VHKU) P () A F(2;0))

—==(1l A F(P;U))
(jJer je svojstvo p PO predpostavci
pPravo, pa ga nemaju s v e kep.
grupe, tj. sve prave podgrupe
grupe U)

=1

Dakle

(vue A 1 ap[r] ()

tj. po teoremi 1, AF[P} je Markovsko svojstvo.

b)
Bp[P] (6) == ((V ni<6) P () == (p;G) )

Za proizvolijnu univerzalnu grupu U je
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B [P] (U)e===3 ((V¥ HIKU) P (H)==sF (P3U) )

== ( L==2F (P;U))

b (Jer je svoijstvo P pravo)
e Y
Dakle,
e
(Yuc s, [P] ()
tj. svojstvo BF[P] je komplementarno-Markovske.
Posledica, analogna posliedici 1, ve¥i iza klase
svojstava A uvedz=ne na slededi nadin:

(17 AI,?I:P](G) === (( VE<G)P(H) A F(P;G})

(2°) B7[P](6) &= ((vH<G) P (0)==F (p;G))

Svojstva iz pgffi ugff::jz?_i ngy;e razlikuju samo po

tome &to se u prvom sludaju iskaz (VE<LG)P{H) cdnosi
na prave podgrupe, a u drugcm na proizvoline. Dokaz
ostaje istl jer je za svako pravo algebarsko svojstve
Py (VH<U)P(H) takodje netalno.

S obzirom na dokazanu neraspoznatlijivost sva-
kog pravog svojstva iz navedenih klasa svojstava, pred-
hodnim je odredjen jedan metod za dokazivanje neras-
poznatljivosti pravih algebarskih svojstava k.p. grupa.
Metod se sastoji u slededem:
za ispitivano svojstvo Pl treba odrediti formulu F({P:G)

i svojstvo P2 tako da je AF[P2]=P1 ili BF[P2J=P1'
Ili, koristeéil posledice 2 i 3 iz &etvrtog poglavlia,

odrediti F(P;G) i P2 tako da je

Py © Ay, ] AL By 2 Bp[P,] .
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S obzirom na slobodu izbora F(P;G) 1 P2, postupak de

u izvesnom broju sluajeva biti vecma jednostavan.
Navodimo samo neke primere primene opisancg
metoda.
Ako za formulu F(P;G) izaberemo bak P(G), tacda

(3) Al[p] (Gle== ((VHIKG) P (H) A P(G)}

Neka dje 7klasa svih pravih algebarskih svoistava

definisanih pomodu (3).

RS$: Klasa svojstavacj%é;se poklape sa klascm tzéyzsvih

naslednih svojstava.

DO¥AZ
_Pravo algebarsko svojstvo P je nasledno, u ozna-
Ci./4%P) akko je

tﬁﬂgc;:ﬁivm{PMk::ﬁVHMGH%m)

S druge strane, pravo algebarsko svojstvo A[P] je u

kKlasi J¥7 akke je
(a[p])e== (v &) A[P] (G)e===( v rIKG) P (1) A P (C))

DokaZimo da je za svako pravo algebarsko svojstvo @

ispunjeno
Q) == ).

Neka je Q svojstvo iz klasetj%éz To zna¢i da postoii
neko svojstvo P takve da je

Q= afrp].

B [P]) ==== (v G} (A[P] (G)===( VEKG)E (11) A P(G))
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Kako je uvek ispunijeno
(VHKGNHH%zzﬁ(VHKG)PVFKH)WGﬁAIWM)

bide -
L%A[P])
=== (¥ G) (A [P] (G)===( V HIKG) (VFIH) (P(H) A P(F}))
=== (v 6) ([p] (@)= v 1<) A[F] (1))
=== SJA[r]).
Obrnuto, neka je Q nasledno svojstvo

L%(;J E== (VG) (Q(G)==(VHIKC)Q (1))

Treba dokazati da postoji svojstvo P takvo da je

1 da je
A0 e== (vo) a[P] (@ ==((vu<c)pm AP@©)).
Rako je
(£ (@)==m3( ¥ HIKG) Q (H) ) === (0 (G)&==3 (V HIKE) O () A Q(G) ) )
sledi da je
Q) ===+ (VG) (Q(G)==2( (V HI<G) O (1) A Q(C)))

ti.
0 = a[o],

N y==2 0 .

odakle je
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Ako za formulu F(P;G) izaberemo konstantu T,
tada je prema (1),

A, [P]e6) === ((viuce)p @) A 1)

Oznadimo sa bgig klasu pravih algebarskih svojstava
Az[PJ definisanih na ovaj radin, a sa klasu svih

34
lokalnih’) svojstava k.p. grupa.
G
R10O: Klasa:}@Z;se poklape sa klasom egfplokalnih
svojetava k.p. grupa.

LOKAZ

a,[P](C)e==s (v uce) P ()

{:::';»L[P] (G)

Rll: Neka je P pravo algebarsko svojstve k.p. grupa;

» . { aabe
tada je svako pravoe algebarsko svoistvo ¢l7] za-

dato sa
Q[P](6) == ((3 0 CIP(G/N)==5( IH<GIP(H))

neraspoznatljiivo.

DOKAZ

Grupa G ima svojstvo Q[P] ako je

Q[P] (G)e==>( ( VH< ) 1P ()===3( V N1 G)1 P (G/N) )

Odavde je

¥
’Grupa G ima lokalno svojstvo L[P] akko sve prave
podgrupe grupe G imaju svojstvo P,
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a[p] (Gre===8"[17] (c)

gde je za formulu F(P;G) izabrano (VNAC)TP(G/N) a
BE[}?] je svojstvo uvedeno pomodu (2°).

Kako je svako pravo svojstvo Bg[P] neraspoznatlijivo

(komplementarno-Markovsko) , neraspoznatljivo je i

svojstvo Q.

Dakle, navedene klase Lﬁﬁfl‘fg?,cjaiiajg?’svoj—

stava su veoma ¥iroke i, za razlidite formule (P;G)
obuhvataju mnoge ‘druge, va¥ne klase svojstava.,

Za konkretna svojstva P i konkretne formule F{P;G) do-
bijaju se mnoga znalaina neraspoznatliiva svoistva

k.p. grupa.
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4. OSOBINE UNIVERZALNIH GRUPA I MARKOVSKIH SVOJSTAVA

4.1, O osobinama Markovskih i nijima komplementarnih

SVOois tava

4.2. O_osobinama univerzalnih grupa
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" 4.). O osobinama Markovskih i niima

komplementarnih sveistava -

Rezultati ovog odeljka (posledice 2 i 3) se
odnose na osobine Markovskih i komplementarno-Markov-
skih svojstava, koje se dokazuju koristedi teoremu 1
iz drugog poglavlia.

Neka su Pl i P, proizvoljna svojstva grupa.

P
4

-
Ja

Svojstvo Pl je podevejstvo svojstva Por u oznaci Pf;PE
akko je

(V<3)(P1(G)::$P2(G)).
Pritom je Pz nadsvojstvo svojstva Pl.

Unije i presek svojstava Pl S P2 uvode se na slededi
nacins

(VG) ((PyU P,) (G)e==(P; (G)V P, (G)))
(VG) ((Py 01 P,) (B)e==>(P; (G)A P, (6))).

MoZemo sada formulisati slededu posledicu teoreme 1.
POSLEDICHA 2:

al! Svako pravo podsvojstvo Markovskog svojstva
je Markeovsko svojstvo.

b) Unija konadno ili prebrojive mmnogo Markov-
skih svojstava je Markoveke svojstvo.

¢) Presek Markovskog 7 proizvoljinog svojstva
k.p. grupa (ake je pravo) gje Markovsko svoj-
stvo.
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Tvrdjenja a) i c) se mogu dokazati i bez koriscenja
teoreme 1; stoga dokazujemo samo tvrdjenje b) koje
daje novu i va¥nu osobinu Markovskih svojstava.

DOKAZ )
Neka je Po svojstvo k.p. grupa "ne biti univer-

zalna grupa", tj. neka je
PO(G)MGG%\%.

Po teoremi 1, P0 je Markovsko svojstvo. Keka je Pi'

ieI, gde je I proizvoljan najviSe prebrojiv skup in-
deksa, familija Markovskih svojstava

(vie 1 (vveZ)ir, ©)

i neka je

DokaZimo da je P°C P
P (C) &==( 3 i€ I) P.i_ (G)
::)PC(G)

(Vie 1) (VUGZ/HPi(U)::;wua?/npc{m

Dakle, ake grupa G ima svojstvo P"= U P, ( gde su P,,
iel 1 i

i€ I, Markovska svojstva), onda

P7(6) == (@A 1 (301 e _(0)

:;Gé?/

> P (G)
tj.
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Kako je P0 Markovsko svojstvo, Markovsko je i y Pi
il

(koristedi tvrdjenje a) ove posledice) .

, Gore navedeno svojstvo PO je maksimalno Markov-
sko svojstvo k.p. grupa (u smislu da je svako svojstvo
P izb4%y podsvejstve svojstva POJ.

Iskazi analogni iskazima posledice 2, va¥e i za

komplementarno~Markovska svojstva.

POSLEDICA 3:

a) Svako pravo nadsvojstvo komplementarno-Har-
kovskog svojstva je komplementarnoe-Markovsko
svojstvo.

b) Unija kompZementarno—ﬂarkovskog svogetva %
prozzvoljnog svojstva k.p. grupa (ako je
prave) je komplementarno-Markovsko svogstvo,

¢) Presek konadno 711 prebrojivo mnogo komple-
mentarno-Merkovekih svojstava je komplemen—

tarno~ Markovsko svojstvo.

DOKAY
Neka je QO svojstvo k.p. grupa " biti univer-

zalna grupa", tj.

QO(G)Q—;GE%
Svojstvo Qo je komplement Markovskog svojstva P0 uve-

denog u dokazu posledice 2,b), tij.

\
Qo (G)s=—>1 Po (G)
Dakle, QO je komplementarno-Markovsko svojstvo.

Neka je Q., i€ I (I je proizvoljni najviSe prebrojivi
s |
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skup indeksa) familija komplementarno-Markcvskih svoij-

stava
I
(vien (vueZ)o, ©)

i nekd je

]
A

e

nNo, =Q°.
T
Dokazimo da je Q7 D Qe

Kako su svojstva Qi{iezl) komplementarno-Markovska,

to je ,
(Vie I) (V U} (LweZ'.:-:,oi (Uy)

==(vie D) (6€ 20, (6)).
Dakle, ako grupa G ima svojstvo ¢ i ako su Q (i€ I)

komplementarno~Markovska svojstva, onda

0, (@) :_:::/((G&%/) Al{Yie I) ((,e,f) ==Q, (6)))
==p (VL€ 1)Q, (6)
== 07 (6)
ti.

xe ]
Kako je Qo komplementarno-Markovsko svojstvo, komple=-

mentarno-Markovsko je i -nIQi (koristedi tvrdjenije a)
iE
ove posledice).
Svojstvo Qo je minimalno komplementarno-Markov-

sko svojstvo k.p. grupa, tj. za svako komplementarno-
Markovske svojstve Q je ispunjenc Q 2 Qg



,4.2. 0 osobinama univerzalnih k.p. grupa

Egzistenciju grupe univerzalne za klasu L:%?ﬂ

svih K.p. grupa je dokazao 1961 godine G.Higman /35/.
Kasnije, 1970 godine, J.McCool /47/ je dokazao da pos-—
toji univerzalna k.p. grupa sa dva generatora (o ovo-
me je detaljnije bilo redi u odeljku 3 prvog poglavlija).
Drugih rezultata, medjutim, u vezi =sa osobinama uni-
verzalnih grupa, u literaturi nema, tako da su mnoga
vaZna pitanja iz ove problematike jod uvek otvorena.

Navodimo samo neka od njih:

1° koja algebarska svojstva k.p. grupa imaju univer-
zalne grupe a koja nemaju (napr. imaju li Markov-
ska svojstva, rezidualna*), poii—svojstva**), ita.)
kakve su faktor-grupe univerzalnih grupa (napr. da
ii sve univerzalne k.p. grupe imaju konaénu, slo-
bodnu, Abel~ovu itd. faktor-grupu, ili koje k.n.
grupe su faktor-grupe svih univerzalnih k.p. grupa,
itd.)

3% kakvo je, sa glediSta algoritamske raspoznatljivos-
ti, algebarsko svojstvo P k.p. grupa definisano ta-
ko da sve univerzalne grupe imaju (odnosno nemaju)

to svojstvo, ili tako da neke univerzalne grupe

*
}Grupa G je rezidualno-P akko je presek svih normal-
nih podgrupa N takvih da je P(G/N); jednak jedinidnom
elementu.
*k
)Algebarsko svojstvo P je poli-svojstvo akko

(VG) (VNLG) (P(N) A P{G/N) =P (C))
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imaju a neke nemaju svojstvo P
itd.

Koristeci teoremu 1 iz 2.1., neki od ovih prob-

lema se neposredno reSavaiju.

R12: Univerzalne k.p. grupe nemaju nijedno Markovsko
svojstvo, a imaju svako komplementarno-Harkovesko

svejstvo k.p. grupa.
DOKAZ

Po teoremil 1 je

M) == (v ve 2/ y1P ()
G Py = (vueZ/)p (V)

gde je P pravo algebarske svojstvo kep. grupna, avé%%ﬁ}
i%%pf (P) stoje redom kao zamene za redenice "P je
Markovske svojstvo", odnosno "P je komplementarno-
Markovsko svojstvo”.

Kao Sto je ved redeno u 1.2., Markovska su napr. sle-
defa svojstva: biti jedini¢na grupva, kona&na, Abel-ova,
slobodna, cikli&na, biti slobodan prolzved konaénih
grupa, imati reSiv problem reci, itd.

Prema tome, univerzalne grupe nisu jedini¢ne, kona&ne,
Abel-ove, cikli®ne, slobodne, nisu slobodan proizvod
kona&nih grupa, nemaju refiv problem re&i, itd.:
dakle, beskonaéne su, imaju nerefiv problem redi {naj-
vefeg stepena 07) itd.

Zatim, na osnovu rermultata R2 - R8 iz 3.1. i . B S

sledi da za svaku univerzalnu grupu U va¥i:

~ grupa U ima beskona&no mnogo normalnih podgrupa
(R4),
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~ za svako pravo algebarsko svojestvo P, postoii
viSe od jedne podgrupe H grupe U sa svoistvom
(RG) ¥

- U nije n-kona&na (R5),

- U ima pravu podgrupu H takvu da je H=~U (R2),

~ svaka k.p. faktor-grupa grupe U je izmorfna ne-~
koj podgrupi grupe U (R3),

= U ima svako svojstvo P koje se sa ma koje grupe

Prenosi na svaku njenu nadgrupu (R7}.

Prema tome, ako se na bilo koji nafin doka¥e
da je neko svojstvo P Markovsko (po definiciji ili ko~
ristedi neke druge potrebne i dovoline uslove), na
osnovu teoreme 1 sledl da nijedna univerzalna grupa
nema to svojstvo. Analogno, ako se za P pokafe da e
komplementarno-Markovsko, sledi da svaka univerzalna
grupa ima svojstvo P.

Zatim, ova teorema daje odgovecre na neka od
pitanja iz 3°, Naime, neraspoznatljiva su sva prava
algebarska svojstva k.p. grupa definisana tako da ih
imaju sve univerzalne grupe, kao i ona svojstva koja
nema nijedna takva grupa. Ostaje otvoreno pitanje ko-
ja su od svojstava takvih da ih neke univerzalne gru-—
pe imaju a neke nemaju, raspoznatliiva (ako takvih uep-

Ste ima), a koja nisu.
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