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Problemi odredjivanja analitidkih ili polianalitickih funk-
kecija 1 nekih njihovih osobina na osnovu funkcionalnih veza datih
na konturi, obuhvadeni su teorijom konturnih problema analiti¢kih 1

polianalitidkih funkcija.

Jedan od predmeta teorije konturnih problema za analiticke
i neanalitike funkcije &ini izuXavanje diferencijalnih, integral-
nih i funkcionalnih jedna&ina koje opisuju razlicite prirodne poja-
ve. Talne granice ove discipline nije lako odrediti. S obzirom da
.se metode ihtegralnih{ diferencijalnih'i parcijalnih jednafina te
topologije, funkciéhalne i numeridke analize koriste i u teoriji I
konturnih problema kao $to se i metode konturnih prbblemaikoriste u
navedenim.disciplinama to se uporedo sa razvojem raznitheorijékih
i primenjenih grana'matematike i teorija konturnih'prqblema iz dana
u dan sve viSe razvija i razvoj jednih uslovljava razvoj drugih.
Daﬁas je teorija konturnih problema za analitidke funkcije jedna od
najuspesnijih grana savremene matematike koje imaju vaZne primene u
razli&itim oblastima nauke. Oblast konturnih problema"analiﬁiékih 1
polianalitic¢kih funkcijé obuhvata raznovrsne probleme klasidne mate-
matidke fizike 1 savremene tehnike i ekonomike kao na primer teori-
ju atomskog jéZgra, automatskog upravljanja, teoriju igara} masovnoc
opsluZivanja i mnoge druge. Veoma jé tes8ko izdvojiti neku drugu ma-
tématiéku teoriju, koﬁa'bi bila te%nje povezana sa razlifitim prilo-

zima od teorije konturnih problema.

Prve formulacije ovih problema &iji grani&ni uslovi predsta:

ljaju funkcionalnu vezu izmedju izracunatih u razli®ditim tadkama

konture grani&nih vrednosti tra¥enih analitifkih funkcija pripadaju




Riemann~-u. Na po¢etku 20. veka su konturne pfobleme sa pomeranjem
izucavali Hilbert, Hazeman a ne3to kasnije Carleman. Medjutim, pr-
vi fundamentalni rezultati u teoriiji konturnih problema za anali-
tiéké, polianalitiéke i uopStene analitiéke funkcije poticu od
'Vekue, Mushelijvilija, Gahova i Litvin&uka. Oni su ucinili prve
poku¥aje sistematizacije ove teorije. Zahvaljujudéi prvenstveno
njima teorija konturnih problema za analitike funkcije formirana
je kao samostalna matemati®ka disciplina. Iako se ona za poslednjih
30 godina znadajno obogatila vaZnim rezultatima vezanim prvenstvenc
za imena Zverovida, Cerheckog, Baskareva, Nelaeva, itd., ipak su

" danas jo$ nedovoljno istraZeni konturni problemi sa pomeranjem na
konadnim Riemann-ovim povrsinama problemi sa pomeranjem u klasi uo-
pStenih analitic¢kih funkcija, konturni problemi sa meSovitim grani-
&nim uslovima kao 1 problemi sa pomeranjem u slu&aju deo po deo ne-
prekidnih koeficijenata na sloZenim konturama, itd. Ovim savremeni

sadrZaj konturnih problema nije ni izdaleka iscrpljen.

Ovaj rad se sastoji od 3 glave. U prvoj glavi sﬁ navedeni
neki osnovni pojmavi'i neke poznate éinjénice iz kompleksne anali-
ze i posebno iz teorije konturnih'problema"RiEmahn-a, Hazeman-a i
Carleman-a. U njoj"je ceo materijal izlo¥en sa¥eto, bez ddkaza, pfi
¢emu su navédena samo ona shvatanja i €injenice koje se neposredno
koriste u sledeéim glavama. Druga I treca glava sadrﬁe'glavne re-
zultate autora. U drugoj glavi se daju kompletna redenja nekih kon-
. turnih problema za.analitiéke_i polianalitid&ke funkdije.u jednosﬁ-
ruko povezanim oblastima, dok su u trééoj glavi za iste klase funk-

cija ti rezultati uop3teni za viSestruko povezane oblasti.

Autor smatra svojom prijatnom duZnoséu da na ovom mestu iz-

razi iskrenu zahvalnost profesorima dr Ljﬁbomiru Protidu i dr Milo#




fanku na podrici i pomoéi prilikom ulaZenja u problematiku rada.
Takodje im se zahvaljuje na nizu korisnih sugestija kéjé su do-

prinele oformljenjﬁ izgleda ove teze.

Beograd, decembar 1986. god.




I GLAVA
UVOD U TEORIJU KONTURNIH PROBLEMA SA POMERANJEM

1,1. NEKkA POMOCNA TVRDJENJA I DEFINICIJE

yslov HS1dera. Neka je Y(t) funkcija kompleksne pro-

menljive t, zadana na nekom skupu Z vrednosti te promenljive. Fu-
nkcija Y(t) zadovoljava uslov Holdera na tom skupu ako za bilo
koje dve vrednosti t,, t, promenljive t na tom skupu vaZzi

Pe2) - Peen | <aje -

gde su A i p pozitivne konstante.

Kriveom Ljapunoyva naziva se kriva koja ima svojstvo da
|

u svako) njenoj'taéki ugao €(s) izmedju tangente na krivu i kon-
stantnog pravca, kao funkcija du¥ine luka s, zadovoljava uslov

Holdera.

Prostom zatvorenom konturom Se naziva zatvorena orjentisana kriva

Ljapunova u kompleksnoj ravni, koja ogranidava jednostruko poveza-

‘nu oblast.

Indeks neprekidne funkcije. Ozna&imo sa C(L) Banach-ovu algebru
svih neprekidnih na L kompleksnih funkcija. Neka je G€C(L) i G(t)
je razli&ito od nule u svakoj tacki sa L. Ako je L. prosta zatvore-
na kontura onda se sa [arg G(t):]L oznaava potpuni prira3taj funk-
cije arg G(t), kada promenljiva t obilazi konturu L. Ako se L sas-
toji od nekoliko zatvorenih konturahonda je

n
[arg G(t)]L = EE:[arg G(t)]l.'
J=1 |

Broj"iiﬁ [arg G(tJ]Llse naziva indeksom funkcije G(t) i oznacava

se sa Ind G(t). Indeks neprekidne funkcije je ceo broj koji ima




slededa svojstva: AKO su G, FeC(L) 1 G(t)-F(t) # o (telL) tada je

a) Ind (G(t)-F(t)) = Ind G(t) + Ind F(t).

F(t) _ -
b) Ind o - Ind F(t) Ind G(t).

c) Ind (G(t))" = n-Ind G(t).
Iz a) sledi da za funkciju GeC(L) (G(t)#0) moZemo izabrati broj n

i ta®ku o tako da Jje Ind ((t-ajn‘G(t)) = Q.

Indeks funkcije se moZe takodje izraziti kroz izmenu logaritma te
funkcije. Lako se vidi da je

Ind G(t) = E%I(ln G(t))L = 3%—J‘d arg G(t).
L

1.2, UoPSTENA TEOREMA LIOUVILLE-A

Neka su D' i_D_ oblasti koje se dodiruju duZ neke glatke zatvorene
krive L. Ako se funkcije Fl(z) i 1*"2(2)1.r analitidke respektivno u

oblastima D' i D , sa iskljudenjem kona&nog broja n+l tadaka: z =%

Zy (k=1,2,...,n) u kojima one mogu imati polove respektivno reda m,

(k=0,1,2,...,n), sa glavnim delovima

o ek cX

1 1 e T o L
G (-—) = o5~ + ... *
k'z zk Z zk (zfzk)mk

QO O
2} = ¢c.-2 + ... ¥ C_ .2
Go( ) 1 m ©

gde su c: (k=0,1,...,n), (i=1,2,...,mk) proizvoljne kompleksne kon-

stante, poklapaju na konturi L, onda one predstavljaju u celoj ravni

jednu jedinstvenu racionalnu analiti&ku funkciju

' Il
— 1
F(ZI) = C+GO(Z)-+ {§=_‘|_ Gk( z_zk. ) ¢

gde je C proizvoljna kompleksna konstanta. Polovi mogu leZati kako

u oblastima D+ i D tako i na konturi L.




1.3. GRANIENE VREDNOSTI NEPREKIDNE FUNKCIJE

Neka je funkcija ¢(z) tatke z kompleksne ravni zadana i neprekidna

ﬁ okolini krive L, osim_moida u tadkama same krive L. Funkcija ¢(z)
je neprekidno pfoduiiva na tadku t konture L sleva (ili sdesna) ako
¢(z) te%i k odredjenoj graniénoj ﬁredndsti ¢+(th(ili $ (t)) kada z
teZi ka t pd bilo kojém putﬁ ostajuéi sleva (ili sdesna) od t u od-
nosu na konturu L, U tom i samo tom sludaju govorimo da funkcija

$(z) ima u tadki t konture L graniénu vrednost sleva (ili graniénu
vrednost sdesna). Govoredi o grani&nim vrednostima funkcije ¢(z) sma-
trademo da su one izracunate po bilo kojem putu, sleva ili édesna od
krive L respektivno. U nekim slu€ajevima pod grahiénim vrednostima
¢+(t) i ¢ (t) fuhkcije $(z) podfazumevaju se granicne vred&osti PO
netangentnim putevinma, ili tadnije, grani&ne vrednosti funkcije ¢(z)},
kad z-teii ka tadki t sleva ili sdesna od L, tako da je ostar ugao
izmedju odsedka tz i tangente na L u tadki t veéi od nekog fiksiranog
(kako god-maldg) o8trog ugla. Takve granicéne vrednosti se ponekad.na-.
zivaju ugaonim granicnim vrednostima. One mogu postojati i onda kada

“ne postoje granic¢ne vrednosti po bilo-kojem putui—— TR

Osnovni problemi, karakteristi®ni za klasiéah'pravac izucdava-
nja graniénih svojstava analitiékih_funkcija odredjenih u jednostruko
povezanoj oblasti D kompleksne ravni z, ogranifene Jordon-ovom krivom

L, su:

a).Problem postojanja grani&nih vrednosti, tj. pitanje o tome, pri
kojim uslovima i u kom.Smislu postoje'graniéne vrednosti funkcije

¢ (z) pri pribliZavanju tacke z ka konturi L.

b) Problem grani&nog predstavljanja funkcije ¢ (z) tj. pitanje o tome,




pri kojim uslovima i pomoéu kakvog analiti®kog aparata moZe biti
izra¥ena zavisnost funkcije ¢(z) od njene granifne vrednosti na
konturi L. Ovde je ofigledno da c¢e za razlidite klase analitickih

funkcija i analiti&ki aparat biti razlilit.

c) Problem jedinstvenosti 1ili pitanje o tome, kakvim svojstvima
treba snabdeti skup ScL, da bi se dve analiticke funkciije poklapa-
le svuda u oblasti D ogranilenoj konturom L ako se njihove granicne

vrednosti na S poklapaju.

Prvi rezultat u ispitivanju postojanja granicne vrednosti
analiticke funkbije prédstavlja teorema Fatu (1906): Ako Jje analiti-
{z:

¢ (2) |'$M, onda skoro svuda po Lebegovoj meri na jediniénoj kruznici

T = {z;]2|=1} postoje radijalne graniéne vrednosti ¢(eia)=3

= lim ¢(réle). pri iskazanim uslovima moZe se pokazati da postoje
r-» 1-0

skoro svuda na L ne samo radijalne veé i ugaone granicCne vrednosti.

Cka funkcija ¢(z) ograni&ena u jedini&nom krugu D z| €1},

1.4, INTEGRAL TIPA CAUCHY

“Neka L oznadava deo po deo glatku keivu, i neka_je funkcija ¢(t) za-_
dana na L, sa iskljudenjem eventualno konadnog broja tafaka, apsolut-

no integrabilna. Integral

Yit)dt
'Lg. r— (1.4.1)

.

$(z) = 3331
gde je z bilo koja tacka ravni, se naziva integralom tipa Cauchy a
funkciija ﬁﬁt) gustinom. Ako tacka z=t le¥i na kontufi-L onda integ-
ral ¢(to) uopSte govoredi nema smisla. Medijutim za siroku i va¥nu

klasu funkcija W(t), moZemo tom integralu dati odredjen smisao ako

uvedemo pojam glavne vrednosti integrala Cauchy. U tu svrhu opisimo




~sa centrom u tacki to krufnicu sa dovoljno malim radijusom € da
bi ona presekla krivu L ta&no u dve talke t, it, i razmotrimo
integral

Pt)at

- ]
L-{ t to

| 1

gde £ oznaéava luk é:%z. Ako pri e+0 taj integral teZl ka odredje-
noj graniéhoj vrednosti, 6nda se ta granidna vrednost naziva glav-
na vrednost.integrala tipa Cauchy. Integral (1.4.1) postoji u obic-
nom smislu ako integrai (1.4.2) teZi ka odredjenoj graninoj vfed—
nosti ma kakva god bila.duiina 1uka.£, koji. sadrZi taéku'to,.samo
‘ako ona teZi nuli. Bitno u definiciji glavne vrednosti integrala
jeste éinjenica.da semtaéke tl i t2 luka € nalaie.na jednakim rasto-
janjima od tacke to: Ako funkcija.TﬁtJ zadovaljafa uslov qﬁldera na
nekom Qlatkom delu iinijé L, onda je funkcija.¢(z) neprekidno produ-
Ziva sleva i sdesna ﬁa taj deo. Ako funkcija *Rt) ne zadovoljava us-
lov Holdera u okolini-taéké tOGEL veé samo u toj tacki, onda i u tom
slu¥aju ¢ (z) teZi ka odredjenoj grani&noj vrednosti, kad z teiZi ka

t , sleva ili sdesna krive L po bilo kom netangentnom putu, tj. kada

ol’

oitar ugao izmedju odsedka t,z i tangente na krivu L u ta&ki t_ os-

taje vedi od neke, ma kako male, pozitivne velicine.

1.5, FORMULE PLEMELJA-SOHOCKOG

Ako je L:t=t(s), ogsgd , t(0)=t(), zatvorena glatka Jordan-ova kri-
va duiine-e'na ravni kompleksne promenljive z, ¥Y(t) zadana na L kom-

pleksna gustina integrala tipa Cauchy za koju pretpostavljamo da za-

dovoljava uslov HGldera.

I‘P(tz)-"f’(tl)|.5c|t2-t1|°" ' o< o £ 1; | {1.5.1)




D" odnosno D~ oblasti unutar odnosno van konture L, a

_2 | ¥yae
¢(Z) —zﬂi.L £ - 2 ’ | Z¢L;

integral tipa Cauchy, onda za bilo koju tatku tot-:-.L postoje limesi

+ .
$ (t ) = lim ¢ (z)
o z*to,zeD+ '

6" (£,) = lim ¢ (z),

zrt ,2Z€D
o]

koji se_izraiavaju formulama Plemelja-Sohockbg

+ 1 [$eyae |1
¢ (t,) = - + £ P
"0 2ti r, t ts 2 o] | (1.5.2)
- 1 U fwwat _ 1 |
¢ (to) T o27i ; t-t 2 ?(to)-

odnosno, koji zadovoljavaju relacije

$T(E) * 6 (ty) = = ?Ifldt.

L 0

\P(t;o’ .

[

ot (e ) - 47 (t)

Integral duZ konture L u desnim stranama formula Plemelja-Sohockog
podrazumeva se u smislu Cauchy-jeve glavne vrednosti i predstavlja
 singularni ihfééfal{“ﬁa"£ajfﬁé&fﬁﬁpiihvati§§i pri”iskazaﬁim uslovi-
ma ¢+(t) {111 ¢_(t)) kao vreanSt'integraia $(z) na L; dobij&mo fun-
kciju ¢(z), neprekidnu u zatvorenoj oblasti-s;:LD+UT;odnosno u-E:z
D-Uin.runkcija $(z) analitiékﬁ u.D+ i D neprekidno produZiva na
svaku tadku tweL.kako_sleva tako i sdesna konture L se naziva deo

po deo analitidkom funkcijom sa linijom skoka L.

Ako je u_(l.S.l) %<1, onda su funkcije ¢+(t) 1 ¢ (t) takodje
neprekidne po HSlderu na L sa istim eksponentom a, a ako je a=1,

onda sa bilo kojim eksponentom a’<i. Za ugaonu tadku t vidi sl.
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deo po deo glatke krive L formule Plemelja-Sohockog imaju oblik

+ 1 | Pe)dt
b (t5) = ZpT et

v (- ¥ ),
- |

07 (tg) = Tt S TRUNY
L O
0 £B$2Tr.

Formule Plemelja-Sohockog igraju va¥nu ulogu pri reSavanju grani&-
nih zadataka teorije funkcija i singularnih integtalnih_jeanaéina,

a takodje pri re¥avanju razli¥itih prakti¥nih problema teorije fun-.

'kcija.

Ako je L Jordan?bﬁa kriva, a gustina Y(t), kao i pre, nep-
rekidna po Holderu, ‘onda formule (1 5.2) vaZe skoro svuda na L, pri
éemu se pod ¢ (t ) i ¢ (t ) podrazumevaju ugaone graniéne vrednosti |
integrala tipa Cauchy resPektivno iznutra i izvan konture L, ali
funkcije ¢ (2z) 1 ¢ (z) u tom sluéaju, uopéte govoreéi, nisu nepre-

kidne u zatvorenim oblastima D+ i D .

1,6, TEOREMA RIEMANN-A O KONFORMNOM PRESLIKAVANJU

Za ma kakve dve jednostruko povezané oblasti Dl.i D, prosirene kom-
pleksne ravni C, koje su razlicite od.c, a takodje i1 od C bez neke
njene.taéke, pbstoji beskonacan brOj-analitiékiH i jednolisnih u
oblasti D1 funkcija, od kojih svaka-ostvarﬁje.uzajamno jednozhaéno
i konformno preslikavanje'oblasﬁi ﬁl na D,. Pri tome za bilo koji
par taégka aeD,, a#©, ib eD2 i za bilo koji realni broj a ,

o<a < 2, postoj-i jedinstvena funkcija £(z) te klase za koju je

f(a)=b, arg f'(a)=d. Uslov arg £/'(a) = ﬁ geometrijski.oznaéava da
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svaki beskona&no mali vektor, kojem je podetak u tacki a, pri

preslikavanju w = £(z) prelazi u beskonacno mali vektor &iji

pravac obrazuje sa pravcem pocetnog vektora ugao a.

Riemann-ova teorema je osnovna teorema u teoriji kon-
formnih preslikavanja i uopste u geometrijskoj teoriji funkcija
kompleksne promenljive. Zajedno sa njenim uopstavanjima na vi-

sestruko povezane oblasti ona ima veliku primenu u teoriji funk-

cija kompleksne promenljive, matematicke fizike, teorije elasto-

plasti®nosti, aero i hidromehanike itd.

. 1.7, KONTURNI PROBLEM RIEMANN-A

Na prostoj, zatvorenoj, glatkoj konturi L, koja deli raéan komp-
leksne promenljive na unutrasnju obiast D+ i spoljasnju oblast D
zadane su kompleksné funkcije: G{(t) - koeficijent prcblema i g(t)
- slobodni élan, kOje zadovoljavaju uslov Holder—a, te su prema

tome ograniéene na L, pr1 éemu funkciija G(t) ni u jednoj taékl kon-

ture ne u21ma vrednost nula. Treba naéi dve funkcije ¢ (z) i ¢ (z),

analitiéke “respektivno u i D, %ije graniéne vrednosti na kon-

turi L zadovoljavaju uslov

o T () = G(E) .97 (t) + g(t). | (1.7.1)

Ako oznaélmo sa k indeks funkcije G(t) na konturi L, onda se rese-
nije konturnoq problema Riemann-a u klasi funkcija predstavljivih

integralima tipa Cauchy moZe u slugaju kp0 odrediti sa

+ + + +
¢ (2) = X (z)-¥Y (z) + X (2)'P (z). (1.7.2)

K=1

Ovde je PK;l(z) polinom stepena ne vefeg od k-1 sa proizvoljnim




| + [ *(z) - ~x [ (2)
kompleksnim koeficijentima, X (z) = e , X (z) =z ~-e
1 In(t G(t)) _ 1 .g(t) at
[ﬁ 2mi i t Z 2mi £ X+(t%(t-z)

Drugi sabirak na desnoj strani (1.7.2) je opkte redenje homogenog

problema ¢+(t) = G(t)-¢ (t), a prvi sabirak Je partikularno reSe-

0 onda

nje odgovarajuéeg'nehomogenog problema (1.7.1). Ako.je K

problem ima jedinstﬁeno reSenje odredjeno sa:
+ + +
6 (z) = X (z)-¥ (2).

| _. . .
Ako je x < 0 onda da bi resenje ¢i(z) = xi(z)-?'(z) konturnog pro-
blema (1.7.1) postojalo necphodno je i dovoljno da bi komponenta

v~ (z) integrala tipa Cauchy Y¥({(z) imala u tadki z = « nulu reda ne

niZzeg od -k+l. Razlaéuél ¢ (z) u red u okolini taéke Z . o, dobi-

jamo uslove reéivosti konturnog problema (1.7.1) pri k < 0 u obli-

ku:

%}t) X ge = 0, k=1,2,...,-%-1.
L X (t)

Na taj naéin broj linearno nezavisnih reSenja 1 i broj linearno
_nezavisnih uslova reélvostl P konturnog problema Riemann-a odredju—

je se sa l=max (0,x+1), p=max (0,-k~1).

1.8, KONTURNI PROBLEM HAZEMANA

Neka je L Qrosta zatvorena kriva Ljapunov& koja deli ravan na
oblasti_D+, koja sadrZi koordinatni podetak, i D , koja sadrZi bes-
konadno daleku tadku. Konturni problem Hazemana se sastoji u nala-
Yenju deo po deo analitidke funkcije sa linijom skoka L na kojoj

je zadan konturni uslov
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pT( a(t)) = G(E) - ¢ (£) + g(t) (1.8.1)

Ovde su G(t) i g(t) zadane funkciije iz klase H11 (L), G(t)}#0 i a(t)
direktno pomeranje koje zadovoljava uslove a (t)e;H (L) i a’(t)#0 na
L. Homeomorfno_preslikavanje o{t) proste zatvorene glatke krive L na
samu sebe nazivamo direktnim odnosno indirektnim pomeranjem u zavisno-
sti od toga da 1li ono Cuva orijentaciju krive ili ne. Kako se oblasti
D+ i D, na koje zadana kriva Ljapunova L deli ravan, mogu konformno
preslikati na neke oblasti A+ i A , na koje je ravan podeljena nekom
konturom Ljapunova [ , pri &emu talke a(t), pri preslikavanju oblasti
D' u A+, i t; pri preslikavanju D ﬁ A_, prelaze u jednu istu tacku
no#e konture [ , to se pomeranje a(t) u konturndm uslovu (1.8.1) moZe
‘ukloniti i na taj nacin konturni problem;HaZemana na konturi L svesti

| |
na konturni problem Riemann-a na konturi [ .

1.9. KONTURNI PROBLEM TIPA PROBLEMA HAZEMANA

Na prostoj, zatvorenoj, glatkoj konturi Ljapunov-a, koja deli ravan
kompleksne promenljive ha unutarnju oblast D+ i sPdljnju oblast D ,
“zadane su funkc1je G(t), g(t) i alt) ko;e éédovoljavaju uslov Holdera,'”
pri &emu funk01je G(t) i a’(t) ni u jednoj tacki konture ne uzimaju

vrednost nula i uz to o'’ (t) zadovoljava uslov HOldera. U konturnom pro-

blemu tipa problema Hazeman-a treba naé¢i deo po deo analitidku funkciju

{¢+(z),¢—(z)} sa linijom skoka L ako je na njoj zadan konturni uslov

oblika:
¢ (alt)) = G(t) ¢ (t) + glt) (1.9.1)
gde Jje aft) indirektno pomeranje.

Konturni problem tipa problema Hazemana se mo¥e pomodu konformnog pre-
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slikavanja i zamene promenljivih svesti na konturni problem Ha-
zemana. Da bl se to pokazalo d&voljno je, ne smanjujuci opStost
rasudjivania, pretpoétaviti_da je konturni uslov (1.9.1) zadan

‘na jedini&noj kruZnici, zaista, neka funkcije u=u+(z) i u=u (2z)
“konformno préélikavéju oblasti D* i D respektivno na unutras-
njost odnosno spoljasnost jedini&ne kruﬁnice.[’. Sa z+(u) iz (u)
‘oznadimo inverzna preslikavanja. Zbog u¥injenih pretpostavki na
-konturu L funkcije u (z) i z° (u) su neprekidno produZive na L i r

i zadovoljavaju na L odnosno na r'uslov Holdera. Ako uvedemn nove
nepoznate funkcije F (u)=¢ (z (u)), onda_éemo konturni uslov (1.9.1)

mocéi napisati.u obliku
Ft(BW)) = Glz (W) - F (W) + g(z (W),  wWel

gde ije B(W)—u (x(z (W))) inverzni homeomorfizam jedini&ne kruZnice
na samu sebe. Pretpostavimo stoga da je I jedini&na’ kru¥nica jt1=1

i definiéimo'deo po deo analitiéku funkciju{? (z),¥ (z)} formulama

0 (%), |z | <1,
1
2

‘i'+(2)
v(z) = ¢t 2, |zl>L.

#

. Buduéi-da je vhe)y = o7 (8), LY () ¢f(E)'tom6e deo po deo ana-

liti&ka funkcija (v (2), Y (z)} zadovoljavati konturni uslov
v~ (a(D)) = G(t)- ¥ (£) + g(t). | (1.9.2)

Ako sa B{(t) oznal&imo homeomorfizam kojl je inverzan ka(t), onda
éemo konturni uslov (1.9.2) moéi napisati u obliku konturnog us-

lova problema Hazemana:

T (B(t)) = GtB%t))'w-(t) - giBlt)) (1.9.3)
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1.10. KONTURNI PROBLEM CARLEMAN-A

‘Neka je L prosta zatvorena kriva Ljapunova u ravni kompleksne pro-
menljive z i neka je D konaéna oblast ograniéena_krivom L. Pretpo-
stavimo da diferencijabilna kompleksna funkcija a(t), koja je za-
"dana na konturi L i uzajamno jednoznalno je preslikava na samu se-
be menjajuéi pri tome pravac obila¥enja konture L, zadovoljava us-
lov Carleman-a a(a{t))=t,'t!EL, a njen izvbd d'(t) uslov Holdera.
Konturni problem Carleman-a se sastoji u nalaéenju analiticke u
oblasti D funkcije ¢ (z) koja zadovoljava uslov Héldera u D, ako je

- na konturi L zadan uslov

d(a(t)) = G(t)-¢(t) + g(t), . | (il-lﬂ-l)

gde zadane na L fuﬁkcije G(t) 1 g(t) zadovoljavaju uslov Holdera,

a G(t)#0 na L. Konturni problem Carleman-a izufava se pri pretpos-
tavkama G(a(t))?G(t)=1_i Gla(t))c(t)+g(a(t))=0, teL, koje uklanja-
Ju preodredjénost konturnog uslova (1.10.1). Buduc¢i da se konturni
problem.Carleman—a,.metodom konformnog preslikavanja moZe svesti na
__konturnl problem Riemann-a to se njegovo opéte reéenje dObl]a iz

opiteg reSenja odgovarajuéeg problema Riemann-a.

1,11. KONTURNI PROBLEM TIPA CARLEMAN-A

Na_prostoj zatvorenoj krivoj Ljapunova L ravni kompleksne promen-
ljive koja ograniava konac¢nu oblast D zadane su funkcije G(t),
g(t) i a(t) koje zadovoljavaju uslov Holdera, pri gemu funkcije
G(t) 1 o’ (t) ni u jednoj tacki konture ne uzimaju vrednost nula 1

uz to a'(t) zadovoljava uslov Holdera. U konturnom problemu tipa
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Carleman-a treba naéi funkciju ¢(z), analiti¢ku u oblasti D

¢ije graniéne vrednosti na konturi L zadovoljavaju uslov

d(a(t)) = G(t)d(t) + g(t), (1.11.1)

gde je a(t) direktno pomeranje koje zadovoljava uslov Carleman-a.
Konturni'problem tipa Carleman-a izudava se pri pretpbstavkama
G(a(t)) G(t)=1 i G(a(t)) T;F:-)+g(a(t))=0, t €L, koje uklanjaju
preodredjenost konturnog uslova (1.11.1). Buduci da ne postoji
jednostavniji i1 do sada izuden konturni problem koji bi bio kon-
formno ekvivalentan konturnom'problemu tipa Carleman-a, to se on

reSava metodom singularnih integralnih jednalina. Predstavivsi

- traZenu analiti&ku funkciju ¢(z) integralom tipa Cauchy sa gusti-

nom P(t) i izradunavii pomodu formula Plemelja-Sohockog konturne
!_
vrednosti 4(a(t)) i ¢(t) moéi femo konturni problem (1.11.1) sve-

3:ti na bezuslovno i jednoznac¢no resSivu integralnu jednacinu Fred-

holma

_ o’ &  _ B _ gt
(1) (1= F1or+ znié T Tt (O = ey X

‘"K/z

gde je X(z)=exp (5 f“:_(;” dt), a g reéenje jednatine Eﬂ{ ) (t)= ]_n—-li—t)G(t))
: el L e
Resivsi integralnu jednacCinu E’F‘P) (t) = g{t) dobidemo gustinu ‘Y(t)

af(t) X (@ ()
integralnog predstavljanja resenja ¢(z) a zatim i resSenje konturnog

problema (1.11.1). Ako je indeks Kk funkcije G(t) nenegativan, onda

reSenje glasi:

¢(z) = z§-x(z)(ZBj‘Wj(z) E‘P(a(t)) dat) (1.11.2)

5=o 27l

gde je

Wo(z) = ]




| (o (t))
1 1 ( Yo
Wok-112) = ¢ 7 fﬂis t - z dt,
2 L
, {a(t))
_ i 1 $3k
W (2) = ¢ 7 2ﬂiJS e =7 9t
z L
‘fj(t) su refenja integralnih jednacina (T‘f'j) (t) = gj(t),
1 1 | | i i K
g _ (t) = —- I g (t) B 7 k=1r2'---f""'
2k-1" " ',-tk ak(t) 2k | tk ak(t) 2

a Bj,j=0,1;...,K su proizvoljne realne konstante.
Ako je za negativan indeks K funkcije G(t) ispunjeno

‘P(a(t)). at = 0,

\P(a(t)) N
RE*E J+1 —= dt 0

n |
L
K
Z

§ = 0,1,2,000, o~ 1

i

onda je konturni problem (1.11.1) 1 u tom sludaju resiv i njegovo

reSenje je dano formulom

Pale)) 4¢ 4 o), c €R. (1.11.3)

b(2) = 2 5X(2) (g | L
L

1.12. POLIANALITICKA FUNKCIJA. _ __

Svako refenje poliharmonijske jednacine A"y = 0, n €N, gde je A
operator Laplace-a naziva se poliharmonijskom funkcijom reda n.

F.D.Gahov [12] je pokazac da se poliharmonijska funkcija U(x,y)

reda n moZe predstaviti u obliku

| n-1 |
U(x,y) = Re E zQEP.‘PP(z) , {(1.12.1)
p=0 |

gde su ‘Pb(z) p€{0,1,...,n-1} analiti&ke funkcije.

Poliharmonijskom funkcijom reda n spregnutom sa U(x,y) se naziva

funkci ja
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n-1 .
Vix,y) = Im > ZQEH‘fp(z). (1.12.2)
B=0

Funkcija F(z,Z)=U(x,y)+iv(x,y), gde su U(x,y) i V(x,y) dve spreg-

nute poliharmonijske funkcije reda n, naziva se polianalitickom

funkcijom reda n. Iz jednakosti (1.12.1) i (1.12.2) sledi da se

ona moZe prikazati u obliku:

F(z,3) = > z0- 20 f (2). (1.12.3)

Konturni problemi za polianaliti&ke funkcije reda n se mogu pomoéu
predstavljanja (1.12.3) svesti na n konturnih problema za analiti-

&ke funkcije ‘Rp(z), p=0,1,...,n-1.

r'

1.13. ISTORIJSKI RAZVOJ KONTURNIH PROBLEMA ZA ANALITICKE
1 POLIANALITICKE FUNKCIJE

Konturni problem Riemann-a za analiticke funkéije formulisan Jje u
19. veku.iPrvo re%enje homogenog konturnog problema Riemann-a, dao
je Hilbert, svev&i problem na integralnu jednacinu Fredholma. Pot-
puno reéénje”problema—Riemann4a za jednbstruko povezanﬁuablaat_dao

je Gahov [12].

Hvedelidze [48)] je uop3tio to resenje na visSestruko povezanu oblast.
Prvo reSenje problema Riemann-a sa prekidnim koeficijentima dali su

Hilbert i Plemelj.

Krikunov [30] je re3io uopSteni konturni problem Riémann-a

¢+(t) = Gl(tr¢_(t)+G2(t}¢_(t)+g(t) svodedi ga na reSavanje singu-
lafnih integralnih jednadina.

Cibrikova (34} je dala re$enje uopitenog konturnog problema Rie-

mann-a sa prekidnim koeficijentima.
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Metode Svodjenja konturnih problema za poliharmonijske i poliana-
1iti%ke funkcije u sludaju jednostavnih kontura (prava i kruZnica)

na konturni problem Hilbert-a detaljno je razradio Ganin [14].

1931. godine Carléman je postavio problem tra¥enja analitilke fun-
kcije u oblasti ogranilenoj zatvorenom krivom L, po zadanom kon-

turnom uslowvu

6T (a(t)) = G(t) -7 (t), | (1.13.1)

gde je o(t) indirektno pomeranje i predloZio istra¥ivanije problema
pri uslovima a(a(t)) = t, G(t)-G(a{t))=1l. Carleman je sSVeO problem

(1.13.1) na integralnu jednalinu Fredholma ne redavajuéi je.

Potpuno reSenje konturnog problema Carleman-a za ogranidenu jedno-

struko povezanu oblast D, dobio je 1947. godine, pomocu metode

integralnih jednadina Kveselava.

1959. godine Litvincuk jJe takodje primenjujuéi metod integralnih
jednaéina dao re3enje konturnog problema Carleman-a za neogranice-

nu jednostruko povezanu oblast.

- 1970. godine Cernecki je u radu [52] ustanovio konformnu ekvivalen=

tnost problema Carleman-a sa problemom Riemann-a.

Re§enje konturnog problema tipa problema Carleman—a za unutrainjost

jedini&nog kruga, dao je Hasabov u radu f46] .

U_zajedniékim radovima (32} i [33] Litvin&uka i Hasabova taj
rezultat je uop$ten na slucaj bilo koje ogranilene jednostruko po-
vezane oblasti. Osim toga u radovima [32) i [33]Idatd je 1 reSenje
probleﬁa.tipa problema Carleman-a za slu®aj neogranicene jednostru-

ko povezane oblasti.
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Timofeev [44] je resio nekoliko nelinearnih konturnih problema
Carlemana za analitike funkcije koji predstavlijaju uopstenja

konturnih problema Carleman-a i tipa Carleman-a.

1979. godine u radu [9] Gabrinovié je dao definiciju metaanali-
tiéke funkcije_reda n. U istom radu on je formulisao i re3io kon-
turni problem tipa Carleman-a 2za metaanalitidke funkcije sto
predstavlja uwopstenje njegovog rada [8] za polianalitiZke funk-

cije.

Mihajlov je u [35] i u (36] izu¥io uop3teni konturni problem
Riemann-a_¢+(t):cl(t).¢'(t)+cztt).¢'(ty+g(t) u sludaju kada kon-
tura L ogfaniéava vigestruko povezanu oblast D, Gl(t) i Gz(t) su

neprekidne funkcije na. L, a g(t)ELp(L), 1<p<e=,

Vekua i Isahanov su u {7) i u [25] razmatrali konturne probleme

%iji grani&ni uslovi sadriZe i jzvode tra¥enih funkcija.

MiZnjakov [37] i Jacenko [27] su istra¥ili konturne probleme tipa
prgblema'Hazeman-a na zatvorenoj Riemann-ovoj povr$i u klasi

uopitenih analitic¢kih funkcija.

Coliev [55] je razmatrao problem Hazeman-a u sludaju kada je fun-

kcija o’ (t} jednaka'nuli i1i beskona&nosti u kona&nom broju tacaka

¢ konture.

Cibrikova [54] je'razmatrala problem'Carleman—a u sluZaju kada
zadani koeficijenti problema imaju prekide prve vrste 11i su jed-
naki nuli ili beskonadnosti u konaénom'broju-taéaka konture Lja-

punova.

U radu.[i] Ajzenitat je izufio konturni problem Carleman-a u jos
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opétijoj postavki. On Je primenjujuéi metod konformnog preslika-
vanja re¥io konturni problem carleman-a sa prekidnim koeficijen-
tima u sludaju viSestruko povezane oblasti. Osim toga u istom ra-
"du on je dobio reZenje problema Carleman-a za deo po deo glatku

konturu bez povratnih tacaka.

Vekua [6) je re¥io konturni problem Carleman-a za sistem nepozna-
tih funkcija u slucaju kada elementi matrice G(t) i vektor g(t)

imaju kona&an broj tacaka prekida na konturi Ljapunov-a.

Rogozin [40] i Hon Czun [47])] su izu&ili problem Carleman-a u kla-

si udpétenih analiti&kih funkcija.

Uopsten konturni problem Riemann-a u klasi uoéétenih analitidkih
funkci ja istraiio‘je Bojarski [3].
Teoriju konturnih problema sa poméranjem Carleman-a i kompleksno

konjugovanim grani&nim vrednostima za funkcije analitidke u vise-

struko povézanoj oblasti prvi je razmotrio Zverovicl [20} ,(21].

MiZnjakov je u [37] prvi razmotrio konturni problem Carléman—a za

vi¥estruko poﬁéiaﬁu oblast u klasi uop3Stenih analiti&kih funkcija.
Potpuno refenje tog problema dao je Cernecki [51] metodom konfor-
mnbg preslikavahja;

Kas je u [29] istra?io konturni problem ¢(a1(t))=G(t)'¢(a2(t))
tel., gde su al(t) i az(t) preslikavanja konture Ljapunova L na

sebe.

U radu [41] Rogozin je resio konturni problem Riemann-a na realnoj

 osi pod pretpostavkom da koeficijent i slobodni &lan imaju besko-
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na%an broj prekida prve vrste 1 da su ogranifeni u okolini bes-
kona®nosti. Rezultati dobijeni pri refavanju homogenog i neho-
mogenog problema u osnovi su analogni odgovarajuéim rezultatima

u slu¥aju klasi&ne postavke problema.

zverovié je u [22] razmotrio na Riemann-ovoj povrsi konturni
problem ¢(a(t))=G(t)-¢(t)+g(tJ, t €L u slucaju kada koeficijenti
matrice G(t) i vektor g(t) imaju prekide prve vrste u kona¢nom
broju talaka. 1984. godine je Dolbesult Pierre u [19] uopstio for-
mule.Plemelja—Sohockog o'graniénim.vrednostima integrala tipa
Cauchy na funkcije viée promenljivih. Buzinovskij i Svetnoj su u
(4] redili matriéni problem Riemann-a ¢+(t)=G(t)-¢-(t)+g(t), t€l,
¢ (»)=0, na prostoj glatkoj zatvorenoj konturi L, pri uslovu da
matrica G(t) (det .G(t)#0, t €L), vektor g(t) i niihovi u%astoPni
izvodi do reda k 20 ukljuélvo u tackama tJE:L (j=1,2,...,k) imaju

prekide prve vrste.

Osnovne rezultate koji se odnose na jstra¥ivanje algebre singular-
nih operatora sa jezgrom Cauchy i deo po deo neprekidnim koefici-
Jentlma dali su Gohberq i Krupnik [15] [16] U vezi toga treba na-

pomenuti i rezultate Va51levskog i éaplro [5]

Rad [47]) Sozanova predstavlja prvi rad posveden mnogodimenzionim
singularnim inegralnim jednadinama sa pomeranjem. Mo¥e se jos

uvek smelo tvrditi da u tom pravcu pravi rad tek predstoji.

St RN 4!!1 "'T i-!.‘-— VT 1ﬁa;i |
34 HATCATA, XAUSKY 1 ACTROROMHIY
sA4BJJACTEKA

Bpoj:

o el BT ——t

Aatysm: -
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1T GLAVA

KONTURNI PROBLEMI ZA JEDNOSTRUKO POVEZANE OBLASTI

U oﬁoj glavi dobijena su'feéenja nekih konturnih problema za ana-
liticdke i pdlianalitiéke funkci je, izraéunat je broj iinearno ne-
zavisnih reSenja tih konturnih problema nad pdljem :ealnih brojeva
i ustanovljeni su-uslovi pri kojima su.oni redivi. Konstruisan je
i algofitam za redavanje ovakvih konturnih problema koji.éemo kori-

stiti 1 u sledeéoj'glavi.

Rezultati sadrZani u ovoj glavi predstavljaju uopStenja u odnosu

|' .
na broj kontura i broj traZenih analitidkih ili polianaliti®kih fun-
koija sli®nih konturnih problema formulisanih za funkcije analiticCke

ili polianalitidke unutar jedne proste zatvorene konture Ljapunova.

2.1, KONTURNI PROBLEM ZA FUNKCIJE ANALITIEKE U JEDNOSTRUKO
POVEZANIM OBLASTIMA

Neka su S° i h+ konaéne jednostruko povézane oblasti ogranicene zat-
vorenim krivama Ljapunova L odnosno [ . Za pozitivan pravac obilazZe-
nja kontura L i " izaberimo onaj pri kojem oblasti s* odnosno D’ os-
taju sleva. Dopustidemo da se oblast S+ i D+-mogu seéi ili poklapa-

ti jedna sa drugom.

Neka je a(t) zadana na L funkcija koja zadovoljava uslove:

a) homeomorfno preslikava zatvorenu konturu L na zatvorenu konturu

menjajuéi pravac obilaZenja;
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b) ima neprekidan po Hdlderu izvod koJi je razlidit od nule u svim

+adkama konture L.

Neka Jje a-l(t) funkcija inverzna funkéiji a(t).

Postavka problema: Naci funkcije ¢I(z) i ¢;(z) analiticke respektiv-

no u oblastima S+ i D+ ako je poznat konturni uslovs:
¥ ' ¥
¢2(q(t)) = _G(t)-cpl(t) -I-_g(t) y _tEL,. (2.1.1)

gde su G(t) i g(t) neprekidne po Holderu funkcije na konturi L pri

Cemu je G(t)#0 na L.

Sli%an konturni problem razmatrali su mnogi autori (npr. Isahanov,
Gavdzinski, Ne&aev). U radovima Isahanova [26] i Gavdzinskog i Neca-
eva [11] su koriscenjem razlifitih integralnih predstavlja%ja anali-
ti&kih funkcija pronadjene funkcije ¢7(z) & $5(z) analitiZke respek-
tivno u visestruko povezanim oblastima_s+ i D+ koje su neprekidne u
Holderovom smislu na'granici oblasti ako'je poznat konturni usiov
¢I(a(t))=a(t}¢;(t)+b(t}¢;(t)+h(t). U radu [11] sé ukazuje i na mogu-
énost re3enija problema (2.1.1) za dve Viééstruko povezane oblasti me-
todom konformnog preslikavanjampomoéu_rasudjivanja_iz moncografije

(12]. Ovde je problem (2.1.1) reSen metodom singularnih integralnih

jednadina.

Lema 2.1.1. Ako su ¢I(z) i ¢;(z)-analitiéke funkcije respektivno u

oblastima sT i o' i

65 (alt)) = ¢ () teL, (2.1.2)

onda Jje ¢I(z)=C, ze s’ ¢;(z)=C, zeD+, gde je C proizvoljna komplek-

sna konstanta.
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 Dokaz: PotraZfimo reSenje problema u obliku

..¢.(t)
¢-:::(Z) = 2,",1 1 l' zes+f
(2.1.3)
+ | ~-¢;(t). +
¢2(z) = Iri rar dt, z€D ,
’ |

Kori%éenjem relacije (2.1.2) dobiéemd da se za funkciju ¢2(z), po-
moéu Cauchyeve intégralne formulé, prva od formula Plemelja-Sohoc-

kog (1.5.2) mo¥e zapisati u obliku:

| + , |
1+ 1 €91 (B)a’ (5)4& o |
z (8 ¥ zwié TGEIC A

S obzirom da‘za funkciju-¢1(z) na osnovu Cauchyeve integralne for-

mule i (1.5.2) vaZzi

| ¢ 9, @A
2 ¢'1“") a 2'1?1.5'?'_- e =% t €L,
. L | | |
to se sabiranjem.poqlednje dve jednakoSti dobija
+ 1 + _
07 (E) - m{ K(t,©)¢7 ®1aT=0, tel, G

gde Jje K(t,'l') . t,6 el.

- a(’é')-utt) o

Zbog uslova postavljenih na funkciju a(t) i na konturu L, lako se

K, (t,®)
- proverava da je K{(t ‘?;') = |'C' i , t,Gel, 053’— const < 1, gde
-t

je K (t, Tj neka funkcija ko;a zaddvoljava uslov HSldera na L.

Na taj nad&éin, granicna vrednost ¢I(t),;bilo koje funkcije koja Je

analiti&ka u oblasti S+, na &ijoj granici je zadoﬁoljen uslov (2.1.1)
je reSenje integralne jednaéine Fredholma (2.1.3), koja ima samo ko-
nacan br03 linearno nezavisnih. reéenja. Buduéi da graniéna vred-
nost svakog reSenja konturnog problema (2 1.2) zadovoljava jednad&inu

(2.1.4) to dobijamo da konturni problem (2.1.2) ima samo konacan broj
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| , R + +
linearno nezavisnih refenja. Odmah se vidi da jJe ¢2(z)=c, z €D ,

¢I(z)=c, zies+} gde je C kompleksna konstanta, reSenje konturnog

problema (2.1.2).

 Pretpostavimo sad da su reSenja problema (2.1.2) analitilke funk-
, + + ;o ;
cije ¢,(z) 1 $,(z) razlidite od konstante. Stepenovanjem Sa bilo

kojim prirodnim brojem k jednakost ¢;(a(t))=¢1(t), dobijamo

67 (o (£ = cb;(th. (2.1.5)

Odavde se vidi da su zajedno sa ¢;(z) i ¢;(z) reéenjé problema

(2.1.2) i analititke funkcije MEIL! 03(2)" gde je k bilo koji
prirodan broj. Sva ova redenja su linearno nezavisna i prebrojivo..
ih je mnogo. Ovo je kontradikcija, pa problem nema drugih:reéenja

osim kompleksnih konstanti.
Razmotrimo specijalan sluéaj
+ + -
¢2(a(t)) = ¢1(t) + g(t) tel, (2,1.6)

problema (2.1.1) i dokaZimo prvo slededu lemu.

Lema 2.1.2. Kanoni&ka integralna jednalina Fredholma

" = - i a’(G) 1, =
Fere) = Pe) 2-n1£ el - =) P@1aT = o, (2.1.7)

nema netrivijalnih re3enja.

le tipa KoS$ija

o1 (2) = - '2“"111~_1§ 1Y) qe, zes”,
b .
(2.1.8)
¢

.
9,(2) = o7

|
-
=3 Ly
Q
rt
|
N |~
T
joF
ct
N
M
w
+
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,

Lako se vidi da Je (?ﬂ?)(t) = ¢;(G(t)) - ¢,(t) = 0. Na osnovu
-+

leme (2.1.1) se dobija da Jje ¢;(z) = C, z.e'D+, qbl(z)= C, zeS+,

gde je C proizvoljna kompleksna konstanta. Na taj nad¢in Jje

(2.1.9)
Yo t(e))y-c _ | A+ |
2Tri_( T - z = 0, 2 €D .

1z jednakosti (2.1.9) sledi da su funkcije \F(a'l(t))—c 1 Prey+c
.graniéne vrednostl na L i respektivno funkcija x (z) i T (z) ana-

liti¢kih redom u oblastlma S i D ; t3.

P~ t(e))-c = ¥ (t), tel,

N (2.1.10)
Pe) + C.= 4 (t), t € L.

Iskljudivii funkciju WY(t) iz poslednjih jednakosti dobijamo kontur-

ni problem:

Y"(a(t)) + C =% (£) -~ C, t €L. (2.1.11)

Konturni uslov (2.1. 11)'se mo¥e napisati u obliku homogenog kontur-

nog problema U (a(t}) = UI(E),Héde'iéfﬁ;iz) =”Tiiz)+c,'z¢aD-, a
Ul(z) = 'x, (z)-C, z €S .. Analogno lemi 2.1.1. se dokazuje da jebpéte
reSenje poslednjeg problema proizvoljna kompleksna konstanta K, tj.

U,(z) = K, z€D , U (2) = K, ze S , pa je

¥ (z) + C = K, zeD

(2.1.12)
'x,—(z) - C =K, z2€S .

zahtevamo 1i da su funkcije x (z) i ¥y~ (z) u beskonadno dalekoj tacki

jednake nuli dobifemo C=K i -C=K pa je C=K=0.
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Odavde ije X (z)=0 za zeS i ¥ (2)=0 za z €D pa je zbog (2.1.10)

$(t)=0 za t €L, Ovim je lema 2.1.2 dokazana.

Na osnovu leme 2.1.2 i alternative Fredholma sledi da postoji jedi-

nstveno refenje Y(t) integralne jednafine Fredholma

FP (6) = gt) = ¢5(a(e)) - ) (),  teL, (2.1.13)

tj. konturni problem (2.1.6) uvek ima jedno reSenje koje se moZe
predstaviti formulom (2.1.8). Nadjimo ostala re$enja problema

(2.1.1). Stavimo 1i da je poznato re¥enje problema (2.1.6) dano sa:

+ R (t) +
12 (2) = - 551 .S :E—_z‘ dt, 2€ S
vtz = - m_lTj Pla ) a4,  zeo", ;

onda ¢emo jednacinu (2.1.13) moéi zapisati u obliku
o + + +
¢2(a(t)) - ¢2(c¢(t)) = ¢l(t) - ¢1(t), t€L. (2.1.14)
Na osnovu leme 2.1.1 iz (2.1.14) se dobija
+

43z =¥iz) +c, zeD' i ej(z) = ¥ (2) +C, ze s*.

Na taj nacin opste re§enje problema (2.1.6) ima oblik

¢-;(z) = j?(t)dt, zeS+,
-1

+ _ 1 (Wi T () +

d)z(Z) C + 'i—T'r—l‘r[ Ttz dt, z&D ,

gde Jje Y(t) resenje integralne jednadine (2.1.12) a C je proizvoli-

na kompleksna konstanta.,

Resimo sada homogeni konturni problem oblika:
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¢;('~'1(t).} = G(t)vd);:(t), tel. (2.1.15)

IsPitajmo prvo sludaj kad je « = 5%—[arg G(t)]L=0. Razmotrimo kon-

‘turni problem

(";(a(t)) —r;(t) = 1n G(t), teL, (2.1.16)

gde se pod 1n G(t)-podrazumeva jednoznadna funkcija koja pripada

klasi H#(L). U skladu sa ranije recenim, funkcije_

I"I(z) = - S\P(t)dt, ) zeS,

2'rr:|.
(2.1.17)

i

F_Z(Z) - 2“15\?(a (L)) dt, | Z€D+r

gde je Y(t) resenje integralne jednacine (FP) (t) = 1n G(t), su

| .

partikularna reSenja problema (2.1;16).

Na taj nadin, koeficijent G(t) problema (2.1.15) moZemo predstaviti

u obliku
+ .
X ,(a(t)) | y | M
G(t) = 2 , gde su X (z) = N X', (2) = RNCN
X (t)
O
zeD+.

Konturni uslov (2.1.15) se sada mo%e predstaviti na sledeci nacin:

o7 (a(e)) ] (%)

+ = ' tel..
¢, (alt)) xb(tJ
¢2(Z) + 4 ¢-:::(Z) +
Dakle, funkcije F (z) = -, z€D 1 Fl(z) = = , Z2€ S, zado-

xo(z)

xol(z)

voljavaju konturni uslov

F;(a(t)) = F;(t), teL. (2.1.18)
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'Saglasno lemi 2.1.1. opste refenje problema (2.1.18) daje se for-

mulama FI(z) = C i F;(z) = C, gde je C proizvoljna kompleksna'kon—

+ 4
. + + K
stanta. Dakle, funkcije ¢;(z) = C-e Z(z), zeD 1 ¢l(z) = C-e *(z),
Z ES+, su op&te resenje problema (2.1.15) pri K = 0.
+ r“'r
Definicija 2.l.1. Funkcije X (z) = el (2) 4 x* (z) = e* ®) koje

formiraju partikularno resSenje problema (2.1.14) nazivamo fundamen-
talnim fﬁhkcijama konturnog problema f2.1.15); Funkcije x;(z) i |
X+1(z), su analiticke u S+.odnosno u D+ i razli&ite od nule u S+U L
odnosno D+U . One zadovoljavaju konturni uslov (2.1.15) pri k= 0,

a granidéne vrednosti X;(t) i Xgltt) zadovoljavaju uslov Hdéldera re-

dom na konturama L odnosno ['.

|
Razmotrimo sada opéfi slutaj, kad je indeks k bilo koji realan broj.
Pretpostavimo da koordinatni pOéetak pripada oblasti'S+. Definig&imo
funkciju G (t) na sleded¢i nacin: Go(t)'= t“G(t) za teL. Sada je

ar G (t) = 0 pa za homogeni konturni problem sa koeficijentom
9 I, P

Go(t) postoje kao %to je pokazano, fundamentalne funkcije X (z) 1

X 1(z)manalitiéke respektivno u Sf”i_Df_razliéigede nule rédom_u
sty L 1 D+UI“; koje na L imaju granifne vrednosti X;(t)eaHu(L) odno-
SNno Xol(t)eeﬁu(r) i koje zadovoljavaju konturni uslov Xgl(a(t)) =

= Go(t)-x;(t). Ove funkcije su odredjene formulama:

+ _ _ P(t) +
xo(z) = exp( 21rij dt}, ZE€ES ,

| +
L (2) = exp( 5 ij“?(a (t)) dt), ze€Dh ,

gde je W(t) refenje jednaline (;WP)(t) = 1ln Go(t).




| L . + _ -kt + _ ot
Definicija 2.1.2. Funkcije Xl(z) = Z xo(z) i Xz(z) Xol(z)'

+
definisane respektivno u oblastima S 1 D+,'nazivaéemo kanonickim

funkcijama konturnog problema (2.1.15). One zadovoljavaju kontur-
ni uslov homogenog konturnog problema i imaju nulti red svuda u
oblasti definisanosti sem funkcije X;(z) koja u koordinatnom poce-
tku ima red k. Ranije definisane fundamentalne funkcije su kano-
ni%ke funkcije konturnog problema (2.1.15) sa nultim Ko3ijevim in-
deksom koeficijenta G(t) problema. Pri Kk < 0 kanonidke funkcije
predstavljaju jedno od red3enja konturnog problema (2.1.15). Iz sve-
ga redenog sledi da se na konturi L koeficijent G(t) problema
(2.1.15) mo¥e predstaviti u obliku:

| -XZMVU)

G(t) = T , £t €L, - (2.1.19)
X, (£) -

Supstitucijom izraza (2.1.19) u konturni uslov (2.1.15) i deledi
obe strane dobijene jednakosti sa x;(a(tj) dobijamo:
+ +
b, (alt)) ¢ (¢)

_ = — , teL. (2.1.20)
Xp(at))  £9X (k) | |

'-Razmotriﬁo"posebﬁb sludaj u kojem je K 2 O"Gd'oncg u kojem je k< 0.

a) Neka je Kk < 0.

¢;u)

+
T , z€S5 , ima u tagki z = 0 pol reda - K pa

Tada funkcija
- 2 XD(Z)

se prema tome mozZe predstaviti u obliku:

+ -k C. |
i«:(i) =? _.% + lp';(z), Z € s+, (2.1.21)
z -xo(z)_ =] 2 - |

gde je ?I(z) za sada neodredjena analitilka funkcija u S+, a C,
(i=1,2,...,~<) kompleksne konstante. Definigimo funkciju T;(z) ana-

litid¢ku u D+ sa:
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¢ (z)

‘Y (2) - + |
x;(z) ; ) ze D . (_2.1.22)

Nakon zamene reprezentacija (2.1.21) i (2.1.22) u (2.1.20) dolazimo

+.
do konturnog uslova za funkcije W;(z) i Wz(z):

L - . a b
+ + - Tk L STk :
‘Pzta(t)) - -.‘{'l(t) = g= ( ;Tc' i ?’E)' teL, (2.1.23)
; = = | ' = 1
gde je ak-Re Ck' bk-Im Ck. Uvedemo 1li oznake gzk_ltt) tk'

gzk(t) = _E' 2k'- =ak, B =bk,'k=.1,2,}u..,-b<, onda <demo konturni

uslov (2.1. 23) modéi napisati u obliku-

¥ (a(t)) - ¥] (t) ZBg (¢}, te€L. (2.1.24)

Ovo je konturni problem koji smo re$ili. Njegovo opite reSenje ima

oblik: S
-2k B, 9._(1:')
*oy = p - __1S_L_ +
\l’l(z) B;o Z 571 =7 dt, Z€S ,
1=1 L
\F 1 (2.1.25)
-2K B, (a “(t)) : -
+ _ 3 I;
9’2(2) ”B°+j=1 2“1[1 e dt, z€D ,

gde. -je B proizvoljna kompleksna konstanta, a. \P (t) su resSenja in-

tegralnih.jednaéina Fredholma (??%3)(t) g (t), J=1,2,.¢.,-2K.,

Stavimo ‘da je B2k+1=Re-'B:o' lek+2=1m $oi definisimo funkcije:

| | . (t)
_ 1 1 S\PZk-—l( +
Wok-11%) = %~ 3w g-z 9t ZES5.,
2 L |
- e 1V, (1) | - | |
R J 2K +
Wox () = 7§ = 7T )= at, zes", © (2.1.26)

K=1,2,.001=Ky
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: .t
W_2K+1(z) = 1, W_2K+2(z) = i, z €S,
i
-1
. j‘f’k(a (t)) ;
Vk(Z) =-§'ﬁr‘ t—2 dt, ZED y
k=1,2,|‘.-;_2.K-
| +
V_2K+1(z)_ 1, V_2K+2(z) =1i, zeD .

 sistemi funkcija {w,} i {V} i=1,2,...,-2k+2, su sistemi linear-
no hezaviénih'funkcija.'Iskoristivéi oznake (2.1.26) i formule
(2.1.21), (2.1.22) i (2.1.25) dobijamo op¥te reSenje homogenog

konturnog problema (2.1.15)'u slufaju kada je indeks KR <0 u

obliku: ;
l.
¢+(Z) *.x? (Z)-'I;KHB W. (2) es’
1l - 2 Q il_ i1 " | | z !
ka2 (2.1.27)
+ R ' +
¢’2(z) = Xoliz) ziti_Bivi(Z), z €D,

b) Neka je k » 0.

.|.
| ¢, (2) +
Funkcija —"; +m___je sada analiti¢ka u S 1i za x ° 0 jednaka nuli
= XO(Z) ¢+(z) _ _ e
u koordinatnom po&etku, a funkcija i je analitidka u D+. Dakle,
X, (z)
2

na konturni problem (2.1.20) je primenjiva lema 2.1.1, saglasno sa
kojom imamo:

K, + +

z ¢, (2) + b5 (2) B

C, z€S , i T = C, zeD+, (2.1.28)
Xz(z)

X;(z)

‘gde je C proizvoljna kompleksna konstanta.




Ako je ¥ = 0, onda iz (2.1.28) nalazimo ¢;(z) = C-xi(z), ZE&S+,
¢;(z) = l::-x;(z)‘,r zeaD+, tj. dobijamo veé nadjeno op&te resenje
homogenog.problema (2.1.16) sa Ko3ijevim indeksom koeficijenta
G(t) jednékim nuli. Ovo refenje je o&igledno sadrZano i u for-
muli (2.1.27), ako dopustimo da ona vaZi 1 za Kk = 0. Ako je k>0,
onda je leva strana prve jedna&ine iz (2.1.28) za z= =0 jednaka
nuli. Dakle, mora biti C=0 i prema tome ¢1(z) =0, z:eS , ¢2(z) =0,
ZJED+. Na taj nadéin pri «k > 0 homogen konturni problem (2.1.15)

nema netrivijalnih reenja. Ovim je dokazana sledecda teorema:

TEOREMA 2.1,1. Neka je'K = [arg G(t)]L. Broj 1 linearno nezavis-
nih refenja unutarnjeg homogenog konturnog problema (2.1.15) 1iz-
radunava se po formuli: l=max(0,2:(-k+1l}). Sva netrivijalﬂa reSe-

nja problema (2.1.15) nalaze se po formulama (2.1.27).

Razmotrimo sad opSti sludaj (2.1.1). Kao 8to smo vec videli koe-
ficijent G(t) sa indeksom k problema (2.1.1) se moZe predstaviti

u obliku:.

. X, (o (£)) - ,
S . 3 (t) -_— . — + ym -t & L. _ e
t X (t)

Zamenom ovog izraza u konturni uslov (2.1.1) posle oc¢iglednih

transformacija dobijamo:

o5 (a(t)) @] (E)
;.c +

g(t)
S (€) x;(“(t))

fl

- , t €L. (2.1.29)
X5 (alt)) € -

ovo je specijalan sluéaj konturnog uslova postavljencg problema za
¢1(Z) | | ¢2(Z) |
funkc:ije Fl(z) = , zesS' i F,(z) = ’
| 1 - 2 +
2 'Xo(Z) X, (2)

+
z&€D , koji smoO
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veéd resili. Razmotrimo posebno slucaj u kojem je: Kk > 0 od slu-

%aja u kojem je k & 0.

a) Neka'je Kk €& 0. Analogno ranije izlo¥enom dobijamo reSenje
problema (2.1.29) a odatle i opste re¥enje konturnog problema

(2.1.1) u obliku:

~2MCe2 |
01 (2) = 2 X[ (2) () By¥, (2) - 5-1-&?“:’ at), zes’,
1 L t-2z
| (2.1.30)
~Z+2 _
¢;(z) = X (z) - (ZBiV (z) + 'z«niS\P(at _Et;) dt),z €D"

1~ 1

gde je P(t) redenje integralne jednadine Fredholma (ylP)(t) =

_ gft)
x;m(t))

b) Neka je k > 0.

U ovom slu®aju ako refenje problema (2.1.1) postoji, onda se ono

moze predstav1t1 u obllku

cp{(z) = z'Kﬁx; . zﬂlfﬁt) dt + C_), ZES

) at + C_), €D

¢2(z) - Xz(z) Zﬂlnf t - 2

gde je Co proizvoljna kompleksna konstanta.

Iz formule (2.1.31) se vidi da je za redivost proHlema (2.1.1)

u ovom s ludaju neophodno i dovoljno da bi analiticka u S+ funkcija

¢:(z) = 2;lj'zzt) dt + C_

L.

imala u ta¥ki z=0 nulu reda ne manju od k. Radi nalaienja_odgova-
rajudeq uslova re3ivosti razvidéemo funkciju ¢I u red Tejlora u

okolini ta%ke z=0, Na taj nadin je funkcija
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+ Kt 1 (Y _Z 2 J"P(t)
fbl(z) = 2 -Xo(z)-(co 21115 t dt - TTE dt),
L Lt
.y + \ . . . o 1
analiti®ka u S ako i samo ako su koeficijenti vz z ,2 ,...

...,zk_l funkcije u zagradi'jednaki nuli. Odavde dobijamo neo-

phodne i dovoljne uslove resivosti problema (2.1.1):

1 (YY) a4 - g | .
CO ﬁﬂ_i]_, £ dt = 0, (2.1.32)
67 |
.S\(:gii dt = 0, §J=1,2,... k=1, (2.1.33)
, & |

Uslovi (2.1.32) i (2.1.33) se mogu zapisati u obliku 2 (k-1) rea-
lnih uslova reSivosti. Da bi se to videlo dovoljno Jje izabrati

realnu konstantu C tako da bi bilo:

- P(t)
ReCo = Re 2“15 dt),

ImCO Im ( £ (2.}.34)

U uslovu (2.1.33) moéémo odvojiti realne i imaginarne delove i na
taj na&in od njega dobiti 2«-2 realnih uslova resSivosti:

Ty " .
Rex-']%—i ac = o0, m{HE ae =0, 3=1,2,...0-10 (2.1.35)

Ovim smo dokazalil sledeéu teoremu.

TEOREMA 2.1.2. AkOo je K = %E[arg G(t)]L £ 0 onda je nehomogeni kon-
turni problem (2.1.1) beiuslovno resiv i njegovo reSenje, predstav-
ljeno'formulom (2.1.30) sadrEiIZ(-K+1) proinbljnih realnih konstar
ti. Ako je k > 0, onda je problem (2.1.1) rediv ako 1 samo ako je
ispunjeno 2(k—-1) realnih uslo?a reSivosti (2.1.34) i (2.1.35) 1

njegovo jedinstveno reSenje se dobija po formulil (2.1.31).
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Navedimo jedan prost primer koji ilustruje metod reSavanja nave-
denog konturnog problema (2.1.1). S obzirom da se prema Riemann-
-ovoj teoremi bilo koje dve oblasti mogu komformno preslikati
jednahna drugu, pretpostavidemo da su oblasti S+ i D krugovi.
Kako se bilo koja dva kruga mogu odgovarajucom translacijom i ho-
motetijom prevesti jedan u drugi mo¥emo, jednostavnosti radi,
smatrati da je krug D’ ogranicen konturom I potpunc sadrZan u

krugu S+ ograniéenom konturom L. Stoga, neka je napr. L:|tl=2

1
Oznadimo sa of(t) = 1 homeomorfizam konture L na konturu i raz-

t
motrimo konturni problem
+.1, _ .+ 1 |
gde su funkcije ¢;(z) i ¢;(z) analiticke respektivno u oblastima
1 |

.
el ¢ 548 :{t] ¢

Potra¥imo refenje problema (2.1.34) u obliku

A D U (0. | "
$,(2) =€ - 73 “Lt dc, z &S

1
N

65(z) = C + ;*]-“—Ié %‘ ‘t” dt, zep',

gde je C neka kompleksna konstanta.

Kori%cenjem formula Plemelja-Sohockog (1.5.2) problem (2.1.36) se
mo¥e svesti na bezuslovno i jednoznacno resivu integralnu jednadi-

nu Fredholma

1
- ---—--—-) ‘Pmd‘h t - E

1
Yit) -hi_j( T
L & t
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odnosno na

_ '. SR § : \{)(-G) _ -. l
\P(t}+'2?i*-(,_. S+ dt =t - g, telL.
- 12
_ | .
S obzirom da je refenje ove jednacline funkcija Yt) = t - T

bife reZenje problema (2.1.36) odredjeno sa

¢,(z) = C - 523 (¢ - §)-g=3 = 2 z €8
Ivis 2
+ - 1 R - S +

2.2. KONTURNI PROBLEM ZA FUNKCIJE POLIANALITICKE
U JEDNOSTRUKO POVEZANIM OBLASTIMA

Neka su S i D’konaéné jednostruko povezane oblasti ogranicene
zatvorenim krivama Ljapﬁnova I, odnosno I°. Za pozitivan pravac
obilaZenja kontura L 1 r'izaberimo.onaj pri kojem oblasti S od-
nosno D ostaju sleva. Dopustidemo da se oblasti S i D mogu 1

sedi 11i poklapati jedna sa drugom.:
Neka je d.(t) zadana na L funkcija koja zadovoljava uslove:
a) homeomorfno preslikava zatvorenu konturu L na zatvorenu kon-

turu {* menjajuéi pravac obilaZenja;

b) ima neprekidan po H8lderu izvod koji je razlicit od nule u

svim tadkama konture L.

Neka je a_l(t) funkcija inverzna funkciji Hh(t).

TraZidemo funkcije W, (z,2) i W, (z,Z) polianalitidke u S odnosno
D, éije graniéne vrednostl na konturama L i [ respektlvno, zado-

voljavaju slededih n konturnih uslova
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k —— k - |
D Wz(a(t),a(_t))-Ak(t) D Wl.(t,t)+Bk(t), tel, {2.2.1)

(k'=0;l;--trn-1)l

gde jé D poznati diferencijalni 0perator Kolosova, tj. za

Weu+i-v e DW= (W, =vy ) +1 (U] +V}) =2W 1 p*=p(p*"1), a A, (£) 1 B ()

su na konturi L neprekldne PO H5lderu funkcije i Ak(t)#o na L za

k=0,1,...,n-1. Funkcije Wl(z,i) i_Wz(z,E) ¢emo traZiti u obliku
n-1

|
W, (z, z)-z U (z), z€S 1 W2(2,5)=tE?UV(z),_ zeD, (2.2.2)

v

gde su Uv(z) odnosno Vv(z) proizvoljne analiticke funkcije u S
odnosno D a n je prirodan broj koji predstavlja red polianalitid-

ke funkcije.

Posmatrajmo prvo specijalan slu&aj:

Dsz(attLETE)) Dkwl(t,E), t €L, (2.2.3)

H

problema (2.2.1). Iz relacije (2.2.2) sledi:

Dk v—-k

Wltt,E) 2"Ev(v-—l)...(v-k+1)t

YER

U [t), tel,

| | | . (2.2.4)
Dsztt,i) = 2$f“v(v-1j...(v—k+1)t kvv(t), teL.

Zbog relacija (2.2.4) se konturni uslov (2.2.3) moZe napisati u

obliku

y1—1

zﬁ[f( e Yy (a(tJJ-eﬂF"(v.k), £ fu (b)), ter,

(k—o,l;-..,n-l)

i na taj na®in svesti na n konturnih uslova za funkcije Uv(z) i

Vv(z) (v=0,1,...,n-1), analitidkih respektivno u oblastima S i D.

Na osnovu bvoga za k=n-1 iz (2,2,3) dobijamo prvo Vh_l(a(t))=

z€D, gde

=U,_;(t), telL, a zatim Un_l(z)=cn_1.zes i Vn_ltz)=Cn_1f

je Cn_1 kompleksna konstanta.
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7za k=n-2 imamo na isti nacin prvo Vn (ﬂ(t)i=U (t)+(n 1}-(tC n-i

- 1 ?n Z(t)
—&(t)Cn_l), tel, a zatim U__ 5 (2)=C__5 - 2“11, ropr dt za zeS i
\Pn 2 (t]) . .
_z(z) = C ZHLJ - dt za ze&D, gde je funkcija

W%_z(t) re3enje integralne jednadine Fredholma:

(T =it m_(( Al ) POAT = (01 (EFTE)- €, _
a Ch—l ic _, su proizvoljne kompleksne konstante.

Nastavljajuéi ovaj postupak'dobijamo na kraju sleded¢i sistem od

n konturnih uslova:

————

(t) - a(E)IV_ . (a(t)), teL,

v (a(t))=U (t)+§ "“)(t U D+ D+

.(p=0rlr--'rn_1)r

kojem ‘je reéenje:

SR ) 1
2
L

Up(z) dt, zeS,

(2.2.5)

i

V (z C +
P( ) P

¥ (07t (t))
2ﬂij——P — dt, zeD, (p=0,1,...,n-1),
r

gde su P gresenja integralnih jednalina '(Tﬂ;)“(‘f‘)' =g (t)a
p-b-l 3 ; |
— P+ } +J, I _
9o (£)=)_ (1) (Blu, s (0)-aT0 ) v s, ter, (2.2.6)

151

Na taj nacin 0p§te're§enje konturnog problema (2.2.3) glasi:

- _ -\{ - S
wl_.(ZIZ) -waz Uv(z), zZ €85,
n=3 |
W.(z,Z) = 5 .U (z) 2 €D
2 1 &7 - v ’ | r

gde su u § odnosno D analiticke funkcije Uv(z) odnosno Vv(z)~od—

redjene sa (2.2.5).
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Neka sada konturni ﬁslov ima oblik:

D Wz(a(t),a(t)) = Ak(t)-D Wl(t,t), t £1.. (2.2.7)
Ispitajmo prvo sludaj kad su Ky = 5%?'[arg Ak(t)]L=0 (k=0,1,...
--.;n"'l)-

Na osnovu (2.2.4) i (2.2.7) sledi:

n=3 . . .t

k | --—- v-k._ _ . k v .'V']‘E
Z::(V‘k)I' (t) -Vv(u(t))*Ak(t) 2 2 vk 1 t Uv(t),(z'z'B?

tELr (k=0,linl.’n-1)r
odakle za k=n-1 dobijamo prvo rélaciju

v (a(t)) = A _ (£)-0 (), tel, | (2.2.9)

a zatim partikularno reSenje problema (2.2.9) u obliku:

Un_-l(Z) = rl'n l(z)‘.r . zZ €85,

Vn_lfzi = erz'n_l(Z), | - D,
gde je

r‘l.,n¥1(z') = - 21”’5\?11— dt, 2z €8S,

J?nIM(H)

r‘2,n-1(z) T 27 dt, 2z €D,

a ‘Pn_l(t) je re¥enje integralne jednacine (?F{L_l)(t)=ln An_l(t),

t € L.

Na osnovu ovoga se koeficijent A _, (t) moZe predstaviti u obliku

X . (a(t)) B
_1(t) Y ) , t €L, gde su Yo,n—l(t) e (t), teéL
TE n—-1
i X L,(t)y = e 77 (t), tel a konturni problem (2.2.9) se moiZe

o,n-1

svesti na problem sa konturnim uslovom
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v (a(t)) u ()
n-1 = A=l , t€L.
xo’n_l(a(t)) YO,n-l(t)
M ,n-1,
Re¥ivEi ovaj problem dobijamo Un_l(z) =B _,-€ (=), Z€S

r'2,n-l

i Vn_l(z) = B __q® (z), z€D, gde 3Je Bn-l kompleksna kon-
stanta.

Za k=n-2 iz (2.2.8)} se dobija konturni problem
Vn_z(a(t))=An_2(t)Un_2(t)=(n-1)4An_2(t)-t-Un_l(t)—a(t)'Vn_l(a(t)));

a zatim njegovo reSenje u obliku:

P _, (t)
On-212) = Yo,n—2(z) ’ (En—-2 2rid -z dt), 2z €S,

. (2.2.10)
1 W, oo (0 ()

n-2 21 By o a1 - t-z

V__,(z)=X_ dt), z€D,

r

gde je Yo,n-2(z) i Xa,n-Z(Z} partikularno reSenje problema

Vn_z(a(t))=An_2(t)-Un_2(t), teL, a ‘Pn_ztt) je re3enje integralne

| . . g, _,(t)
jednaline Fredholma (;;?n_z)(t) = 3 L %a(t)) . gn_z(t)
| -2

i
—

= (n_l)‘(An_E(t)'-t‘Un_l(t)‘ m)‘vn_l(a(t)))r tELr a Bn_2 je pro-=

izvoljna kompleksna konstanta.

Nastavljajuéi ovaj postupak dobija se na kraju sledeéi sistem ne-

homogenih konturnih uslova za funkcije Up(z) i Vp(z) analitickih
réSpektivno u oblastima S i D:

V_{a(t))= (ﬂ*U(tHfl(”i)( )-8 U w-am (a(6)))

P Tt T At o N '

(P=0fl;-|-;n“1) ’

ije je reéenje:'




(2.2.11)

gde su Y _ (z) 1 X_ P(z) partikularna refenja problema Vp(a(t))=

P ’

Ap(t).UP(t), tel,, a Qb(t) su reéénja integralnih jednac¢ina

g (t)
' = E '
(T () = gy -

I

n-P-1

g_(t) = _(3) (A (£)-EIU

P s 2 p+3

(t)- a®Iv_ . (al(t))), teL,

p+]

(p=0,1,...,n~1),
a'Bp su kompleksne konstante.

Na taj nacin op3te reéenje konturnog problema (2.2.7) glasi
W (z,Z2)= Ez U (z), z¢ S, W (z, z)-—Zz V (z), z €D, gde su funk-
cije Uv(z) i Vv(z) analiticke resPektivno u S i D odredjene sa

(2.2.11).

Razmotrimo sada slucaj kada su lndek51 ?p funkcija A (t) bilo ko-

ji realni brOJEVl. Pretpostavimo da koordlnatni poéetak pripada

oblasti S8 i definifimo funkciju A p(t) na sledeéi nacin:

r

- = K ‘e L = -
Ao'p(t) = t aAp(t) za te L. Sada je 5 [arg A ;P(t)] =0 pa za ho

'mogeni~konturni problem sa koeficijentom AO p(t) postoje funkcije
r

0 p(z) i X P(z) analitiéke respektivno u S i D 1 razli¢ite od
!

| nule redomu SULiDUP ko;e na konturi L odnosno [T imaju gra-

nléne vrednosti Yoip(t)e:Hy(L) i xo,p(t)E:HN(r1) i koje zadovolja-

vaju konturni uslov Xo,p(u(t))=A0;p(t)'YO;p(t)' te L. Ove funkci-

je su odredjene formulama:'
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o (t) '
| SWPE
Yo,p(Z} = exp(. EEIL, T At} ZE S,
| P (a7 (1)
o (Pple ) |
Xy (2) = explzy £ dt), =ze€D,

gde je \Pp(t) resSenje jednaéine (T\Pp)(t) = 1n Ao,p(t)'

Iz svega ovoga sledi da se na konturi L koeficijenti Ap(t) prob-
lema (2.2.7) mogu predstaviti u obliku

X (alt))

A_(t) = —LP , teL, p=0,1,...,n-1. (2.2.12)
P v (t) |
o,p

I; relacija (2.2.4), (2.2.7) i (2.2.12) dobija se analogno vel
opisanom postupku sistem konturnih uslova
V_(a(t)) U (t) g (t)
_P

= P + G_(t), G_(t) = —F ' (2.2.13)
X, p(a(t)) ~K P P X (a(t))

t Y (t)
o,p o,pP

teL, (p=0,1,...,n 1).

Oznac¢imo sa 45 P(_z) funkcije analitidke u D ¢ije su graniéne vred-
r _ :

’

vV _(a(t)) |
nosti ﬁB TICK t €L, i razmotrimo posebno sludaj u kojem su svi
O

K? > 0 od onog u kojem su svi Kp <0, p=0,1,¢...,n-1,

(a) Neka su Kp < 0, p=0,1,....,n-1,

U (z)

2 :
z Wy (z)
| o,P ‘
prema tome mogu predstaviti u obliku

Funkcije z€S, imaju u tadki z=0 pol reda -KP pa se

LU (z2) . L ¢, |

P = 3 % o o
_ =+ ‘i’ifp(_z), Z €S, (2.2.14)

-K
z pYo,p(z) iz} 2

gde su Tl'é(z) za sada neodrédjene analititke funkcije u S,:a
!

Cy y p=0,1,...,n-1 su kompleksne konstante.
!
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| * 1
Uvedemo lé.gznake Bok-1,p Re Cy,p Bak,p~ ™ Cx,p” o1 B = X

g*k(t) = L —E dobidemo zbog (2.2.13)

2k
b - B, j\f’k(t)dt S S}E(t)dt s
1,p P 21ri 21 ) ’ '

ksl
| Ak P (o L(e)) L A .(.Ol. T ydt
+ _ k | RSN G
q’zlp(z) = ki 5 t-2 dt + 21ri£ t - 2 r BEDy

gde su CP proizvoljne kompleksne konstante a “?i(t) i ;\p(t) su
re$enija integ'ralnih jednatina Fredholma (T‘Pi) {t) = g;(t), i=1,2,..

,_2 7 =0 t 20,1;..-; "'"1-
o (TAP)(t) G, (t), P n

Ako stavimo da je B_,_ +1'p=Re CP, B_2kp+2'P=Im CP i definisSemo
funkci je:
‘Fz
. (2.2.15)
41 ‘sz(-t) |
M k(z) = ‘z—‘]i' T T ) o dt, z€ S,

k=1;2;¢-t-;_|{ ’

P
M_g 4y (2) = 1 My ptz) =1, Zes,

P . P
i

S‘Pk Lty
Nk(z) = 57T ey dt, z€ D,
| k=l'2r11|-r-2Kpf

N-2KP+1(2) Tl M2 T t, 2€D,

gde su fuhkcije ‘P (t) reSenja integralne jedna&ine Fredholma
(T‘P ) {(t) = gk (t), k= 1 2,..., 2|<' ’ onda cdemo opSte reSenje homo-

genog konturnog problema (2.2. 7) u sludaju KP < 0 mo¢i predstaviti
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u obliku
n-1
W.o(z,2) =) z U _(z) z ¢ 8
1 r v ’ - f 4
e - - (2.2.16)
- _ -V '
W, (2, %) —Z;;z-vv(z), z€ D,
J2K, 2 . S,;\v (t)dt |
= ok, . -
gde su Uv(z) 2 Yo,v(ZJ(g : Bi,vMi(z) 2“i1. =7’ zZeS,
L2 R W A CIBL-L-
Vv(z) = X 'v(z)( E Bi,ﬁNi(z)+'fFI oy y 2€& D.
1:) i
(b) Neka su K? 5 0 (p=0,1,...,n-1).
U (=) |
Funkci je P . su sada analitidke u S8 i za x_ > 0 jednake
Y (z) P
©:P V. _(z)

nuli u koordinatnom podetku, a funkcije 3 R (Zi su analiticke u
| | | o,p .

D. Na osnovu ovoga 1z (2.2.13) dobijamo

z¥ey (z) A (t)dt
P = C e .......1_. - Z €S
¥ (z) p 271 t-z ' ’
4
(2.2.17)
-1
vV _(z) A (o T(E))
B - +gi | -B—o—at, zep.
0,p’ o ro
) — '- | — . - —-—--l L]
Ako je Kp 0, onda iz (2.2.17) nalazimo Up(z) qu{z)(cp 21
A (t)
[ 2 at), zes,
L .
-1
Ao T {t))
vo(z) = X (z)-(C* EﬁS-P_t_z at), z €D,
r!
- n-1 | n-1
> —— -1{ > — -.
odnosno Wl(z,z). _ z Uv(Z)’ ze S i Wztz,z) Ev.o Z VV(z), z €D,

tj. dobijamo veC nadjeno opite refenje homogenog problema (2.2.7)

sa KoSijevim indeksom koeficijenta Ap(t) jednakim nuli. Ovo je
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redenje o&igledno sadrZano i u formuli (2.2.,15) ako dopustimo

da ona vaii i za Kp=0.

U slutaju da je KP > 0 (p=0,1,...,n=1) redenje problema (2.2.7)

ako uop¥te postoji, se moZe predstaviti u obliku

n-1 n+l y
- -V - -V
Wl(z,z) =é Z'UV(Z)r Z€S, Wz(z,z) = E z-Vv(z)r z€D, (2.2.18)
v=0 v=D .
gde su
. A, (t) -
U (z) = z"™WY (z) (- 1 S vV a3t + C.) ZES
' “o,v ZﬂilJ t-2z v’ !
i |
v,lz) = xo,v(z)'(z'ni t-z t+ Gy ze_ ’

"'I

gde je funkcija Xv(t) reSenje integralne jednacCine (?Tlv)(t) =

g, te)

0 v(a(t))'

stanta.

(v=0,1,...,n-1), a C_ je proizvoljna kompleksna kon-

Iz (2.2.18) se vidi da je za reSivost problema (2.2.7) u ovom

sluXaju neophodno i dovoljno da bi analiti®ka u S funkcija

_ AL (B) '
(z) = 21 ‘K—E———dt + C imala u tadki z=0 nulu reda ne manju
2“1L} t-2z p

od Kp:.Radl nalaienja odgovarajuélh us lova redivosti razvidemo fun-

kecije U, p(z) u Tejlorov red u okolini tacke z=0. Na taj nadin su
r

funkcije Up(z), (p=0,1,...,n-1) analiticke u S, ako su svi koefi-

K
L] L] ] o 1 -"l [ ]
cijenti uz 2,2 ;.c44,2 P u razvoju

() [ JA (t)
U*,p(z)=¢p_ 'EH t dt - 7T ]+l t, z2¢ S,

jednaki nuli. Odavde dobijamo neophodne i dovoljne uslove resivosti

problema (2.2.7).




~ 48 ~

o A (t)
- o S—P——- = ~ 2,2.19
CP F71 £ dt 0, ( )
L )
SA i ' (2.2.20
B at =0, | (2.2.20)
Lt | |
j=1'2l"'le-lll P=0f*1,i||.fn"1-
| n- 4
Uslovi (2 2.19) 1 (2.2.20) se mogu zapisatl u obliku z (ZKP—Z)
| PO

realnih uslova reéivosti Da bi se ovo videlo dovoljno je izabra-

ti kompleksne onstante Cp tako da bi bilo--

| | Ty j} (t) - |
- A (&) I
- __1._S_P__ |
Im CP Im( FrL s .dt), | _ (2.2.22)

P=051'--|'n-11

U uslovu (2.2.20) moﬁemo odvo:iti realne i imaginarne delove 1 na

taj nadin od njega dobiti :Z:(ZKP-Z) realnih uslova re3ivosti:

P-u
A () - AL () |
J—E—_J*'l dt = _ 0, Im é. :l;-q- dt = 0, (2.2,23)

j=1,2,.--' Kp_ll p=0;1,'._....,n"1.

Razmotrimo sada 0p§ti sludaj (2.2.1). Koriééenjem relacije (2.2.4)
navedeni konturni problem se svodi na slededl sistem konturnih

problema za analitiéke funkcije'U’(z), zeS i V (z), z€D, p—O lyees

---;n_l‘
A, By o+ Vs

i=1

(p=0,1,...,n=1), gde Je Zaj-ﬂ po definiciji.
. | 1%}
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Uzimajuéi u ovom sistemu prvo p=n-1 pa p=n-2 itd. i prikazujuci
X (a(t))
koeficijente Ap(t) u obliku Ap(t) = 24P , t&€L, gde su

£y (t)
0,p

X p(z), zeS 1 Yo (z), z€ D, komponente refenja problema

r 4§

(t)=t'k‘pnp(_t) , telL, u kojem je' '2—;[arg

Vp (a(t))=Ao p(t) 'Up(t) , AO

’ ’

Ao,p{t)%fo' nalazimo redom funkcije Un_l(z), z€S 1 Vn_l(z), ze D,

pa Un_z(z), z&S 1 Vn_z(z), zeD, itd. U sludaiju Kp <0 (p=0,1,...

...,n=1) bi dobili

) -ﬁuz | LA
U, (2) = 2 FYO'P(ZJ'(i:l By oM (2) - Tﬁb—E_t-z it), zeS

(2.2.24)

~1Kpt2 7 lpﬁz_
_vp(z) xo,p(Z)'(;Bi,éNi(z) +2“i£ rore dt), zeD, |

gde je }p(t), p=0,1,;...,n-1, reSenje integralne jednacCine

1B (t)+g_(t)
y - P! . P i = -
{ }}p)(tj = XE_p(a(t)) ;, a Mi(z) i Ni(Z),_l 1,2,00cey 2Kp+2_

su funkcije odredjene sa (2.2.15). Na taj nadin bi u sludaju

_, Kp < 0, (p=0,1,...,n~1) reSenje konturnog problema (2.2.1) mogli

zapisati u obliku

n-1 . n-1
W o(z,Z) =) 30 (2), ze€S, W,(z,Z) =) ZW_(z), zeD,  (2.2.25)
: : Va0 . ' . y= 0

gde su funkcije UV(Z) i V#(Z), v=0,1,.;..,n—1 odredjene sa (2.2.24)

U sludaju da je!<P >0 (p=0,1,...}n—l) reSenje problema (2.2.1},

ako uop3te postoji, se moZe predstaviti u obliku
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-1 na
Wl(z,E)=:Zj_DEVU (z), Wz(z,E)=2;§ Vv (z), gde su

y 1 SAV'(.t)
U (z)=2z"KvY , (2) (~ o371 ] ropm dt + C_), z€S,

-1 (2.2.26)
9 jﬁkﬁ(alt))
v (z) = X, (2) i) e dt + C ), z&D,
.. B, (,t).—l-.g.v(jt)
Av je reSenje integralne jednaline (??Av)(t) = X_ v(a(t)) ’

(v=0,1,...,n-1), a C_ Je proizvoljna kompleksna konstanta,

Iz (2.2.26) se vidi da je za resivost problema (2.2.1) u ovom

slu®aju neophodno i dovoljno da bi analiticka u S funkcija

AL
U, (z) = 1.5 ——— dt + C

imala u tadki z=0 nulu reda ne manju od Ke®

Odavde dobijamo necphodne i dovoljne uslove redivostli problema

(2.2.1):
1 Av(t) | ‘
Cﬁ= mj £ dt, v=0,1,...,n"1, (2.2.27)
v(t) kv(t)
Rej ) dt = 0, ImS T dt = 0, (2.2.28)
t L t
A=1l,2,.0. 4 Kv"l; v=0,1,....,n=1.

Ovim smo dokazali slededu teoremu.

sy T TALIY VRAYIIUE PAAR

5A t‘ﬂril-_ nli mY ruumﬁ Il{y Il r\.h}jﬂ UMHJV
afiﬁJlHJJﬁﬂEtxA
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TEOREMA 2,2,1. AKO sSu za sve piE{O,l,...,n4l} indeksi Kp# l—[arg

A(t)] & 0, onda je konturni problem (2.2.1) bezuslovno reSiv 1
n-1

njegovo reéenje, predstavljeno formulom (2 2.25) sadrizi 2}::¢Kp+1)
P=0

proizvoljnih realnih konstanti. Ako su pak svi Kp > 0, p= =0,1,.0.

..syn=1, onda je problem (2-2 1) reéiv ako 1 samo ako je ispunje-
no 2§L_(K -1) realnih uslova refivosti (2.2.28) 1 njegovo jedins-
tveno re§en3e se dobija po formuli (2.2.26) u kojoj jJje C odredje-

no sa (2.2.27).

Primer. Odreditl funkc1je W (z,Z) 1 W (z,Z) bianaliticke respekti-

vno u oblastima st 1 D ogranicenih kruinicom L:i1tt=2 odnosno

F:ttl¥ 1 ako nijihove granine vrednosti zaddvoljavaju slededéi sis-
2

tem od dva konturna uslova :

15
i

L,E) =W, (£, T+t -

t’ ¥

1
W, t
(2.2.29)

11, _ 1.
DWz(zr{) = DWl(t,t) + (t t) 2

15

Ovde je a(t) = ¥, A_(t)=A (£)=1, B_(t)=t -1+ 22 1B (£)=2(t-

1
t

'Bianalit;¢k§ funkcij§”Wl(z,i) i)WzE?'E) potraZidemo u obliku

u, (z) + z-0, (z)

=
N

-y

N
I¥

(2.2.30)

=
N
-
N
i

VO(Z) + E'Vl(z)

Ako vrednosti (2.2.30) i vrednosti aréolarnih izvoda

le(z,i) 2-U1(z)
Dwz(z}i) = 2V, (2)

zamenimo u konturne uslove (2.2.29) dobidemo
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1

L | | - . 1,15
'VOLE) + E'Vi( ) "Lﬁatt) + t Ul(t) + t T + Y (2.2.31)

ad

1 1 |
2v1(€) = 2U1(t) + 2(t t) (2.2.32)

Uslov (2.2.32) predstavlja konturni problem (2.1.1) za odredji-

vanje analiti¥kih funkcija Ul(z) i Vl(z). ReSavanjem ovog proble-

ma pokazujemo da je Ul(z) = «Z, zeaS+ i Vl(z) = =Z, ze;D+.
7zamenom ovih vrednosti u (2.2,31) dobijamo

1, _11_ AT S -0
VO(‘E) ~“ETE" UO(t) t-t + t T + 2 | | (2.2.33)

Kako je,na kru¥nici L,t-t = 4 to uslov (2.2.33) prelazi u

1, _ _ 1 l_
v_d) = U (t) +t - g (2.2.34)

ReSenije konturnog probliema (2.2.34) je U0=—z, ze;s+, VO(z)=~z,

ze:D+, tako da traZene bianalitiZke funkcije imaju oblik

=
w—y
™
-
N
S
It
l
N
[
NI
»
N
-
N
m
0
-

gde je C proizvoljna kompleksna konstanta.

2.3. KONTURNI PROBLEM TIPA CARLEMAN-A ZA POLIANALITICKE FUNKCIJE

7a razliku od rada [49] M.Canka, koji je razmatrao konturni prob-
lemlskoka funkcije, kao vaZan, ali ipak samo specijalan sluca]
problema Carleman-a, 2a areolarnu jednadinu n-tog stepena, ovde
ce biti formuiisana i dokazana teorema o egzistenciji reSenja

konturnog problema tipa Carleman-a za pblianalitiéke funkcije 1
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dato njegovo refenje u opstem sludaju u eksplicitnom obliku.

Ovim je u isto vreme uopéten.i rezultat M.P.Ganin-a [14].
Naime, konturni problem Hilbert-a za polianalitidke funkcije,
koji je razmotrio M;P.Ganin je specijalan sluéaj.konturnog
problema tipa Carleman-a za polianalitiZke funkcije koji ce ov-

de bitli razmotren.

-------

za polianalitiZke funkcije

Na prostoj, zatvorenoj, glatkoj konturi Ljapunova L, koja deli
ravan kompleksne prdmenljive na unutarnju oblast D+ i spoljnju
oblast D_, zadané.su funkcije Ak(t) i Bk(t) (k=0,1,...,ﬂ—1) 1
n(t) koje zadovoljavaju uslov Hdldera, pri Cemu funkcije Ak(t)
(k=0,1,...,h-i) i a’{t) ni u jednoj tacki konture ne uzimaju
vrednost nula i uz to a'(ti zadovoljava uslov Héldera. Treba

odrediti polianalitidku funkciju reda n oblika

W(z,z) =) z P (z),  ze ot (2.3.1)

pri Eemu su \Pv(z):(v=0,1,...,n~1) proizvoljne analiticke funk-
cije u D+, ¢ija grani®na vrednost na konturi L zadovoljava sle-

deéih n konturnih uslbva tipa Carleman-a

DIW(a(t),a(t))=hk(t)-DkW(t,t)+Bk(t), teL, (2.3.2)
(k=0 ,.1; * e rn-l)
gde je a(t) direktno pomeranje koje zadovoljava uslov Carleman-a

ala(t)) = t,
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Konturniﬂp;Qbiem_tiga Carleman-a~
za polianaliticke funkcije

S obzirom da iz relacije (2.3.1) slede jednakosti

n-1

DkW(t,T.'.) = 2k: V(V"l).--(V""k'l'l)“-tvpk'?v(t)r tel, (2.3.3)

(k=0;1;_--- rn-l)

to se lako moZe pokazatl da se konturni problem tipa Carleman-a

za polianalitié¢ku funkciju W(z Z) mo3e svestl na n-konturnih
problema tipa Carleman~a za analiticke funkci;e'ﬁ%}z) (p=0,1,...
...,n—l). Naime, zbog relacije (2.3.3) konturni uslov (2.3.2) mo-

Ye se napisati u obliku

n-1

) % &‘(E)"']‘f‘?v'(a(t)1=ak(t)-zk\_ Tt ()4 (), (2.3.4)

v v=k)!

.(k=0,1'it-fn-l)-

za k=n-1 iz (2.3.4) se dobija

B 1(t)

' _ . ' — e w meenm. n— .
¥ _ a(t))=a__, (t) Y _ (&) + o=yTr tEL

Stavljajudi k=n-2 iz (2.3.4) se dobija konturni problem za anali-

ti¢ke funkcije:

Bh Zuﬂ

By @)= (0F HE+O-1A (6T, (g)-a(t)rf’ (0 (£) ) 4 2T

Dalie se :Lndl.ﬂ{cijan moﬁe pokazati da je

P (a(t))"A (t)\P (B +

ST A )P (©)-a0)3 P .t et
);; 3@y £y (B0 ey )+ g

(k=1,2,...,n)
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ili, sto je isto,

n-p-1 3 3 | B _(t)
_ © P+l , -
pp(a{t))_Ap(t).sfp(tHEM( : )(Ap(t) t .~f’p+j(t) a(t) .‘1—'1’p+j(u(t)))_--Ir P17

(p=0,1,...,n-1),
o

gde se po definiciji stavlija E::aj = 0.
iz

Stavimo li da je

r "B (t)
fp(t) + P11 (p=0,l,...rn-2),
g (t) = {, (2.3.5)
P B_. . (t) |
n-1 —
. Tn=1) 1! p = n-1,
gde Jje
 n-p-1 ; — | |
f - . Py, ‘ { .r - J' . I rll 2- .
p (¢ §H(1 )(Ap(.t) €7 W44 (8) = a(t) P (), tel, (2.3.6)

tada se konturni uslovi (2.3.4) mogu napisati u obliku

Pylalt)) = A (£)-P (t) + g (t), tEL, (2.3.7)

(P#O;l,..-;n"‘l).

~odavde je, zbog aloa(t)) = t

T;(tJ = Ap(a(t))“f;(a(t))+gp(a(t)). tel, (2.3.8)
(P=0;1;---;n_1)-

Iz relacije (2.3.8) i konjugovane relacije (2.3.7) dobijaju se

jednacine

- t . . ot .
(1-A, (a(£))- A_ () ~Ppn-.) Ao la(t))- g (E)+g (alt)),

(p=0,1,...,n"1),
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iz kojih se vidi da ako je za sve indekse p, 1—Ap(d(t))~Ap(t)#0
na konturi L, onda odgovarajuéi sistem homogenih konturnih prob-

lema tipa Carleman-a

\Fp(u(t)) = Ap(t)-\?p(t), t €L, (2.3.9)
(p=0,1,...,n;l),

nema netrivijalnih re$enja. S obzirom da je u ovom sluCaju, za
sve pea{0,1,...,n—1},_gp(t)=0 i ‘ﬂp(t)=0, pa prema tome 1
B (t)=0, to sledi da odgovarajuéi homogeni konturni problem za

P |
polianaliti&ke funkcije (2.3.2) ima jedinstveno reSenje W(z,z)=0.

Razmotrimo sada sistem nehomogenih konturnih problema tipa Carle-

man—-a,

Ako je l-Ap(a(t))'Ap(t) # 0, za p=0,1,...,n-1, onda problem
(2.3.7) predstavlja problem nalaZenja analitic¢kih funkecija

?;(z) u oblasti ograniéenoj konturom L po poznatim njihovim gra-
(a(t)}g (t)+g_(alt))

. : - _P -
niénim vrednostima Xb(t) 1= A (a(t)) §=T?T—“ l1,600,n"1

na konturi L pa na osnovu Cauchy-jeve teoreme ima jedinstveno re-

\PP(Z) = é

(P l;---;n_l)l

I...

_dt, ze D' (2.3.10)

li N

C‘.‘l

gde ije X (t) funkcija koja na konturi L zadovoljava uslov HOldera.
Stoga, odgovarajuél konturni problem zZa polianalitiéke funkcilije

ima re¥enje oblika

1 Eit: {t)
'W(Z,E)-— | _VS—-E——'—" dt ZED+-
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Ako bi za neko pe(0,1,...,n-1) bilo

| t r? = 1, té L,
Ap(a( )) P( )

: t) - t 0, tel,
Ap(a(t)) gp( ) + gp(u( )) # €

onda takodje konturni problem za polianaliti€ku funkciju tipa

Carlemana (2.3.2) nema resenja.

Odavde proizlazi da ako Jje za svako p € (0,1,...,n-1)

Ap(u(t))+Ap(t) 1, +telL, ‘ (2.3.10)

A £)) g (t) + £)) = 0, teL, 2.3.11
P(q( )) gp( ) gp(a( )) ( )

onda je konturni '‘problem za polianaliticke funkcije tipé Carle-

man—a netrivijalan.

Pretpostavimo stoga da uz veé postavljene uslove na funkcije
gp(t)._a(t) i Ap(t) va¥e i uslovi (2.3,10) i (2.3.11). Buduéi da

su tada indeksi_'Kb funkcija Ap(t) (p=0,1,...,n-1) parni brojevi,

b iée . ———
| am’(t)-xo (a(t))
A (t) = - e P , teL, (2.3.12)
P tMex (&) - |
O,
_(P=0;1,-..-,n“‘1)
gde je
- o pe (e E))

L
a xb(t) (p=0,1,...,n—1) redenija sistema jednaline
3y

P
( t — l 'A (t ), te L-
THp (0 = 10 (e (8)
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gde je

1 o' (%) B, >
Te) 2wl g(a('ﬁ')-a(t) B - )€ (e)ds .

(T (1)
Sada se konturni uslovi (2.3.7) mogu napisati u obliku

(e (t)) (t) g_(t)
L .:PP = P (2.3.13)
T (t)

m . _ m r
o ﬂxo'p(a(t)) t ﬂxolp o '(t)-xo,p(a(t))

(p=01114--;n-1) .

DokaZimo da funkcije
g_(t)
hp(t) = E 7 (p=0'1;---rn—1)'
m, -
a FX P(a(t))

r

zadovoljavaju uslove

h(a(e))+h () = 0, (p=0,1,...,n-1). (2.3.14)

U tom cilju proverimo, s obzirom na (2.3.3), sledede jednakosti

f (a(t)) £ (t) -
P + E - S E 0 (P:Orl;..-rn_l)f {2'3115)
p(a(t)) ' |

£hrx_ (t) o r(E) X

o,p y

Bp(a(t)) . Bp(t)

_ R | (2.3.16)
piy.tTn t 1) £) - X t
X p( ) p a "t) O'p(a( ) )

§
D .
-

(P;O;l;...;n""l).

Prema (2.3.12) bide

B t)). - B_(t
P(a( )) | P( )

- m . m [
pll-t on,p(t) | PI; a F(t) Xo,p(a(t))

rrrrrrrrrrrrrrrrr

_ o , (- ~°1P::':'"LBp(a(t))+Bp(tJ)=
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———— — -l

1 . )
- (A_(t)-B_(a(t)) + B _(t)) =0
PLi-alP(t) X_ o (@ () P e

Time je dokazano da vaZi relacija (2.3.16).

Na isti nadin je za svako p €(0,1,...,n"1)

f (t f (a(t))
— P( ) . + m?
o F(t)*XOrP(a(t)) t Exo,p(t)
e i3 () - a(t)I.P_ (a(€)))
;Zu( 3 (AR (8) - 0 Xy BAS-25 R
m
o P(t)'xo,p(a(t))
e pea ' . j - -j_ .t
SET A () att) g (a(8)) = B, 4 (e))
+ JT 1
My
t xolp(t) {
n-p-1

1 o ¥ 3, I
— (A (0)Y (A (a(t))alt) C(a(t))-tP . (1)
a™r(t) X, (ale)) o F %—1 b ' AL e

n-P-1 . 5 _ - . ' -
+ 5 CPrAITR) EP,(8) S a(t) 2P s (al(t)))

avg

n-p-1

1 P J g -
== (E (") (a(t) P, . (a(t))=-A (L)t ., .(t))
S at(E) Xy (alt)) o ! p+] P p+] |

N=pay

P4 . ] - 3 _
¥ ;:r( $) (A(E) P (e) - e (0) )P gale)))) =0

pa vazi 1 relacija (2.3.15).

Prema tome, sistem (2.3.13) moZemo posmatrati kao sistem kontur-
o | (z)
nih problema Carleman-a po skoku za funkcije _:fP (p=0,1,..

m P A
2 xo,p( )

..,n-1), koje u opitem sludaju imaju pol reda mp, te se mogu pred-

staviti u obliku
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C C C '
\EP(Z) = —_E].r + ""_'2" E! + P + m + \P (z)f
z -XOIP(Z) Z

(P':O;l,.i..,n—l),

. + .
gde su Tp(z) analitidke funkcije u oblasti D a ci,p (i=1,2,..

..,m), kompleksne konstante. Odavde

a) za ub >0, p=0,1,...,n-1, dobijamo reSenje sistema (2.3.13)

1 obliku:

Xe ~
— iz . " . - . +
P (2) = 2 5%, (2) (;gm U, (@) + g

(P=0rlr---rn'1)r

gde su Wp(t), (p=0,1;...,n—1) reSenja sistema integralnih jedna-
éina %

| = h (t),
(‘Hp) (t) o (t)

funkcije Ui (i=0,1,..., )y, (p=0,1,...,n-1) odredjene relaci-

' P P

jama

UO;p(Z) = 1,

U.' . (é) 1, ﬂlTJ*sz_er(a(t)) at.

__MMZ}FIIE)n___f_zj“m_m.ZWllﬂ'%;;"t -2 -
¥,. _(a{t))
i 1 2j,p
U.. ZE-—J-'['—-'-.—‘S dt
Zj,p( ) ,J 2ﬂ11‘ t - 2 d
Tj p(t), (j=1,2,...,kb), (p=0,1,...,n-1) redenja integralnih jed-
’ ) . |

L) t . 4 t "

funkcije gj(t), (j=1,2,...,fnp) odredjene relacijama




- H] =-

92517 T F T S
i i
.(t = - —_— N
Py ) : 5 PR '

a konstante 33'p, za j& {1,2,...,1@P} i pe*(o,l,...,n—I} dobija-
'  §

ju se 1z relaciia

Zamene 11 se ovako nadjene analiticke funkcije‘PP(z) u relaciju

(2.3.1), dobija se reéénje konturnog prdblema za polianaliticke

- funkcije tipa Carleman-a, u slucaju Kp > 0 u obliku F

_ ﬂ-l—“v & ‘Kp ' : l "Pv(a{t))
w(z,z) =§v o_z.z l'xo,v(z)(zgj,éuj,v(z) + Ty T dt) (2.3.17)
z j:=0

b) za 'Kp 4:0, p=0,1,...,n-1, reSenje sistema (2.3.13) ako pos-

toji dobija se po obrascu

e o .____ _q'..__._.{ [1 ('£_')"_")_' - = |
—p 1 [ p
P 2=z X (2) (53 )% dt + C ), C €R,

gde suﬂqb(t) re$enja sistema integralnih jednacina

= h ’ =0; F ooy -1).
('Hp)(t) o () (p=0,1 n-1)

Uslovi kojl garantuju postojanje re¥enja sistema (2.3.13), pa
prema tome i reZenja konturnog problema za polianaliticke funk-

cije u ovom sluaju, mogu se napisati u obliku

Im —-LI—P .4t = 0, | | (2.3.18)
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¥ (al(t))
Re S P - at =0, (2.3.19)
J+1
L t
¥ (a(t))
Im 5""‘9 : dt = 0, (2.3.20)
J+1 |
L t
(J=lfzf"‘f 2 - 1); (P=0;l'--urn-1),

ukoliko CP (p=0,1,...,n—1) izaberemo tako da je

1 ‘P (a{t))
C + Re ———q[ dt = 0.
P 2™ i t

Samo resenje konturnog problema za polianaliticke funkcije, tipa

Carleman-a (2.3.2) dobijamo pomodu formule:

| n-1 r | Y {(a(t))
3) = Vg T (=t v '
W(z,z) = - z"z :XO,V(Z) (2ni~£ o dt + Cv) - (2.3.21)
~(C, €R).

Na osnovu napred izloﬁendg vaZi sledeéa

TEOREMA 2.3.1l. Ako su 2za svako pe {0,1,...,n-1} indeksi ‘KP kon-

.turnih uslova problema tipa Carleman-a {2.3.2) nenegativni, onda
~konturni problem za,polianaliﬁiékeufunkcije tipa Carleman~a jeste

bezuslovno rediv i njegovo reSenje koje se daje formulom (2.3.17),
Nn-1

sadrzi E_“”K + n pr01zvoljn1h realnih konstanti. Ako su za svako

. Pz0
P {0, 1,...}n—1} 1ndek51 T(p konturnih uslova problema tipa Carle-
man-a (2.3.2) negativni, onda je konturni problem za polianalitic-
ke funkc1je tipa Carleman-a rediv ako i samo ako je ukupno ispunje-
no -}T_‘k‘ ~ N realnlh uslova reéivosti (2.3. 18), (2 3.19) 1

Po -

(2.3.20) i n]egovo reSenje koje se daje formulom (2.3.21) ne sadr-

Zi ni jednu proizvoljnu konstantu.
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2.4, PRIBLIZNO RESAVANJE KONTURNOG PROBLEMA HAZEMANA

Neka je [~ prosta zatvorena kriva Ljapunova, koja deli kompleks-
nu ravan na oblasti D+ koja sadrZi koordinatni pocetak, 1i D ko-
ja sadr¥i beskonalno daleku tadku. Konturni problem Hazemana se€
sastoji u nala¥enju deo po deo analitidke funkcije ¢(z) sa lini-
jom skoka [’ éko je zadana sledeéa'funkcionalna veza izmedju nje-

nih grani&nih vrednosti u tadkama t 1 a(t) konture [ .

o¥ (a(t)) = GLE)-07(E) + glE). (2.4.1)

 Ovde su G{(t) i g(t) zadane funkcije koje zadovoljavaju uslov HOl-
dera nal i G(t)#0, a homeomorfizam a(t) konture [ na samu sebe
koji &uva pravac obilaZenja takav da izvod a’(t) € H(r) nfje jednak

nali ni u jednoj tadki konture|q.

U radu {[43) Tihonenko je nasao pribliino reSenje konturnog prob-
lema (2.4.1) u sluéaju kada je kontura kruinica-ltl = 1., On je
tra%¥io prvo pribliZno reSenje integralne jednadine Fredholma pri-

- dru¥ene konturnom uslovu (2.4.1) u obliku interpolacionog polino-
n 211,
_ TR
ma {H(t)= é ak~tk po &vorovima tj = @™’ 4=0,1,2,...,2n. Za od-

redjivanje konstanti ak'Tihonenko je dobio sistem linearnih alge-

barskih jednaéina koji je re$iv za dovoljno velike n. PribliZno

redenje problema'Hazemaha konstruisano je zatim po formulama

- P, (t)at
dt, ¢ (2) = E%TS\Flt-z
r

Ovde €e biti izlo¥ena metoda pribli%nog resavanja konturnog prob-

¢+(2) =

1 J‘fi(a_l(t))
271 . t-z
3

lema Hazemana za poluravan, zasnovana na teoremi koja fe radi op-
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Stosti primene biti dokazana za opStu linearnu jednadinu u opsStem

vektorskom prostoru.

Razmotrimo linearnu nehomogenu jedna&inu opsteg oblika Af = g,
gde je A:X -+ Y, zadan linearni operator sa vektorskog prostora X
u vektorski prostor Y, g je element prostora Y a f traZeni element

u prostoru X.

Problem nalaienja.pribliinog reSenja jednadine Af=g, pod uslovom
da ono postoiji, zamenicemo problemom nala¥enja ta®nog redenja jed-
_nostavnije pribliZne jednadine A f,=g, gde je f €X a g €Y. Raz-
motrit demo sluéaj kéda element fl uzet za pribliZno reSenje pocCe-
tne jednadine, pripada istom prostoru x, kojem pripada tafno rede-
nje £ poéetne jednaéine. Osim toga, da bi razlika ovih resenja bi-
la &to manja, pretpostavljat femo da je f—fleaxoczx, gde je XO 1li-
" nearan vektorski potprostor prostora X, Ova pretpostavka de biti
ostvarena, ako se 0peratori Ai A, kao i elementi g i gl'u nekom -
smislu malo razlikuju. DOVOljnl uslovi koji obezbedjuju takvu blis-
mkost operatora AilA kao i elemenata 9 ig, sadriani su u sledeéem_m

tvrdjenju [13].

TEOREMA 2.4.1. Ako

a) jedna&ina Alfl = g, ima jedinstveno resenje fl;
b) g-g,€¥_, gde je Y linearni potprostor prostora Y;

c) operator A-A preslikava prostor X u prostor_Yo;

1
d) na prostoru YO odredjen je inverzni operator A}l, koji presli-

kava Y u X

e) na prostoru x postoji inverznl operator, operatora I+A (A-A ),
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gde je I jedini&ni operator;

tada jednadina Af=g ima jedinstveno re3enje dato sa

-1,,-1

f =_f1 +_(I+Al

-1
)) " -ATT (Af -9). (2.4.2)

Uz to vaiZi f-flEXOCX i Afl - gEYO.

Af,-g = Afl—A1f1+(gl-g) = (A—Al)fl-(g-gl)tiYo.

3to predstavlija relaciju Afl-g €Y .

Pretpostavivii da reSenje f jednaéine Af = g postoji, napisimo
element Af,-g u drugom obliku: Afl—g=(A—Al)(fl—f)+A1(f1#f) 1141

A]1’= v, gde je ¥= £ -f 1 ¥ = (Af,-g)-(A-A)) (£,-F) €Y .

Buduc€i da, saglasno sa pretpostavkom d) teoreme imamo

WO__ -1 . _
P=a]" YeX bide f-f EX.
‘Sada se lako'dobija (I+A11(A-A1))(f1—f) = AII(Afl—g).

Odavde se na osnovu pretpostavke e) teoreme dobija relacija
(2.4.2). Prema tome, ako resenje jednaine Af=g postoji, onda je

ono jedinstveno i ima oblik (2.4.2).

Imajuéi u vidu dobijanje pregledne ocene pribliZnog resenja,
pretpostavimo da je XO normiran banahov prostor. Sada, ako vaZe
. prve Cetiri pretpostavke teoreme i ako je peta pretpostavka zame-

njena zahtevom ogranilenosti operatora Azl(A-Al) &ija je norma

1

Wa," a-a)l < 1, | (2.4.3)
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onda vaZe sva tvrdjenja teoreme, jer iz (2.4.3) sledi da opera-

tor 1 +-A11 (A-Al) ima ograniden inverzni operator. 1z formule

(2.4.2) lako se dobija ocena greske

1
(Afl-g)HLx
O

(A=A, )|

12,
llE-£ )y < -
& 1-]ja] "

Da bi re#ili konturni problem Hazemana za poluravan mi Semo ga
jprvo svesti na jednostavniji konturni problem bez pomeranja d(t).
U tu svrhu oznaéimo sa U+(z) i U (z) funkcije koje gornju i donju
poluravan D+ i D kompleksne promenljive z=X+1iy konformno presli-
kavaju na gornju odnosno donju poluravnn ﬂ i A kompleksne pro-
menljive w-u+iV¢ pri Yemu tadka adix) prl preslikavanju Dl u AT 1
tacka x prl preslikavanju D u & prelaze u jednu istu tacdku u
realne ose kompleksne ravni w,.tj. funkcije U+(z)'i U—(z) zadovo-
ljavaju uslov U+(a(x))=U-(x). Buduéi da funkcija U (x) ne moZe
biti konstantna a mora uzajamno jednoznadno presllkati oblast D
u A to sledi da ona ima prost pol pa demo je trazlti u obliku

U (z) = z+UI(z), gde Jje Uz(z) funkcija analiticka u D i jednaka
‘nuli u Eéskénaéno daigidj taéki:”fﬁnkcijeua+ié) i U_iz) se mbgu
prema t31] na jédinstven nadin odrediti formulom

(a_, (x))adx

K=2Z

i
2Ti

v (z) =

_ ‘?tx) |
, U (2) = 21Tig dx + z,

8“—8

gde je fﬁx) re§énje bezuslovno i jednoznaéno redive integralne jed-

na&ine Fredholma |

a’(t) _ _1,. =
a(t)=-a(x) t-x Ple) ae = x.

'L...---..a

(T‘P) (x) = Wix) + —-]—“-j-_-

-0

Oznadimo sa U . (w) funkeiju inverznu funkciiji U (z) i definiZimo

.
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]

deo po deo, u kompleksnoj ravni w, analiti&ku funkciju V={V+,V-}
jednakostima ¢+(z)=V+(U+(z)), ¢-(Z)=V-(U-(z)). 7za uvedenu funk-

ciju V konturni uslov ima oblik
v (u) = H(u)-V (u) + h(u) o < U < ® (2.4.4)
gde je H(u)=G(U_,(w)), a h(w=g(u_, (u}).

Jednostavnosti radi pretpostavimo da je indeks « konturnog prob-
lema (2.4.4) jednak nuli, da funkcije H(U) 1 h(u) pripadaju pro-
storu Lé(—m,+m) i'da funkci je V+(u) i vV (u) trazimo respektivno

u prostorima L; i L;.

L+2 je prostor funkcija F*(u) analiti®ki produZivih na gornju
poluravan Imw> 0, zﬁ'koje postoji konstanta C takva da je

+ ’ 2
TIF (utiv)] du % C za sve v> 0
1 | -

-0
Analogno se uvodi prostor ﬂ; sa zamenom gornje poluravni sa

donjom.

Uporedjujudi'problem;12;4.4) sa jedna&inom-Af =. g-zakljudujemo

da za linearni vektdrski prOStor X moZemo uzeti prostﬁr vektor
funkcija V=(V (u) YV (u)), V eLz, v eLz, a operatore A i Al od-
rediti jednakostima AV E_V (u) -.H(u)-V (u); Alv V (u)-H (W)V (u);
u kojima funkcije H(u) & Hl(u), u73vakoj ta¥ki konture razlicite

od nule, imaju indeks nula i zadovoljavaju uslov Holdera.

S obzirom da je u ovom sluéaju-Y#L (=0, ﬁ), a funkcije H(u) 1
H, (u) ograniéene, onda ovi operatori preslikavaju prostor X u Y.
Jednaéina V = h u ovom sluSaju predstavlja konturni problem

Riemann-a za poluravan
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+ - _ - :
v, (u) - H) (u) vV, (u) = h,(u), (2.4.5)

gde funkcija h,€ Lz(wm,m) zadovoljava uslov Holdera, koji ima

| + o+ +
pri navedenim pretpostavkama jedinstveno re3enje Vl(z)=X (z)Y¥Y (z)
gde je

| = @
. FE o B S lnHl(t) I | S h.‘L(Jt:)dt
X (z)—e , r(z)__ 51 s dt; “P(Z)_ 2ﬂi_,¢g x+(t)-(t—z) ’

-0}

pa je prema tome zadovoljena prva pretpostavka teoreme. Druga i

treca pretpostavka teoreme ¢e vaZiti ako stavimo

Yo - LZ(-m’m)'

Nadjimo inverzni operator AIl operatora Al, koji je definisan

jednakoséu V =AIlhl, gde je V. reSenje jednaline A V1=h1”

1 1 1

Buduéi da u nafem sludaju poslednja jednadina predstavlja kontur-
ni uslov problema Riemann-a (2.4.5), mo¥emo iskoristiti formule
koje daju redenje ovog problema. Ove formule poprimaju mnogo jed-
nostavniji oblik ako iskoristimo projekcione operatore P+-i P_.

Oni gse uvode na slededéi nacin.

Ako je F(x) zadana funkcija koja pripada prostoru L, (-»,»), onda
po formulam& Piemelj-a bide F(x)=F+(x)—F_(x)} F+(x)eaL;;

F“(x)eaL-, gde se F+(x)'i F (x) odredjuju na- jedinstven nacin.
Stavlja se po definiciji ptR(x)=F" (x), P_F(x)=-F—(x). Ovi operato-
ri posedujﬁ slededa svojstva: P++P-=Ir gde je I jedini¢ni operator,
)y %=p*; (¢T)%=p"; PP =p7p*-0.

Reéenje problema (2.4.5), kojem je indeks jédnak nuli, sada se

moZe predstaviti u obliku
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+ S I + ~ 2 4.6
v, (u) = Xl(U)'Wl(z). . (2.4.6)
+ 1 + + ¥ hl (u)

gde je Xl(u) = exp (P~ 1ln Hl(u)J; Y (u) = £ (% ) .

. - Xltu)

| - h_(u) _ _ h_(u)
Na ovaij nacin je A11h1=((X;(u}-P+{ i ) 3 -Xltu)'P ( i ) ).

| Xl(u) Xl(u).

Uzme li se uz ovo za prostor x , prostor X, odmah se vidi da va-

¥i i Setvrti uslov teoreme. Uvedlmo u prostor X normu sa:

o0 x) 1
”V“x = S|V+(u)|2du + S\V’"(u)lzdu)2
O -0 ' -~ oD
i ocenimo normu operatora A (A-A )
. : i
-1 | | + 4 (A-R)V i
IlAl (A-AI)V"X = ‘xl(u)'P (—% du
Q - 0o o ' Xl(U)
o |
(A-—Al)V 2 %
+ xl(u) % - )| du)
- X, (1)
~ bt (A-A_)V |
(maqu(un?-j P*(—p——)| du
A X, (u) i
e |
{A A YV z -%
+ maxlx (u)l § du)”.
.2 X (u)

Stavi 1li se da je M:max(maxlxi(uﬂ'; mixlxz(u)l) i iskoristili
3 - Y
se formula |
| o o ©
,JIP+W(u)|2du + IIP_‘P(u)l2 du = S|T(u)|2du,
- ' -30 > :

dobija se
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S (A—Al)vl2 %
- du)
(u) '
1

S |
1EN (A-AI)VIIXO < M(

-

du)

(H, (0)=H(u))- V (u)
=M(

-

-+
xltu)

O

| Hl(u)-H(u)
gde je € = maxj-—3 ‘ .
{
xl(u)

Na ovaj nadin, zahtevajuéi da je M-e < 1 bide NAIl(A—Al)ﬂ.gm-gfl
. pa e i peti uslov teoreme biti zadovoljen, %to fe za posledicu
imati da jedna&ina (2.4.4) ima jedinstveno reSenje dato sa formu-

lom

: -1 =1 =1, .
vV Vl + (I+A1 (A-Al)) Al (AVl h), (2.4.7)

gde je Vi(u) = (VI(u); VI(u)) njeno pribliZno resenje odredjeno

sa (2.4.6).

Sada se iz_jednakosti-(2,4,7) lako dobija da se srednje kvadratno

=(VI(u),Vz(uj)_re§enja problema (2.4.4) ocenjuje nejednakoséu

. @ @ 1
| | 2 - - 2. .2
Ifv - Vl"xo = (;i‘v+(u]—vi(u)| du +.jJV (u)-v, (w) | du) 2
© 4 - 1
M | Vl(u)-H(u)-Vl(u)—h(u) 5
€ 7o y du)” .
-0 Xl(u)




I GLAVA

- KONTURNI PROBLEMI ZA VISESTRUKO POVEZANE OBLASTI

U ovoj glavi prodireni su neki rezultati druge glave na konturne
probleme za funkcije analiticke 11i polianaliti&ke u vi$estruko

.povezanoj oblasti ograhiéenoj sloéeﬁom konturom L koja se sasto-
Ji iz kona&nog broja prostih zatvorenih krivih Ljapunova. Za za-
danu visestruko povezanu'oblast i zadane jednostruko poveiane ob-
lasti, razmotren ije i_reéen,problem nalaZenja funkcija od kojih

je svaka analitic¢ka ili polianalitidka u jednoj od zadanih obla-
sti, ako je poznaﬁa funkcionalna veza izmedju granicénih Qrednosti
Lraienih'funkcija | odgovarajuéim_taékama_odgovarajuéih kontura,

Osim toga, kbnstfuisano je kanohiéko resenje pomodéu kojeg se iz-

razavaju sva ostala resSenja.

Pretpostavljeno je da je broj zatvorenih kontura koje ogranidava-

| Jju videstruko povezanu 5biéét jednak broju zatvorenih kontura ko-

je ogranicavaju sve ostale zadane jednostruko povezane oblasti.

3.1, KONTURNI PROBLEM ZA FUNKCIJU ANALITICKU U VISESTRUKO
POVEZANOJ OBLASTI

et o - |
Neka je S kona¢na m-povezana oblast, u ravni kompleksne promen-
ljive, ogranifena sa m zatvorenih disjunktnih krivih Lijapunova
LI'LZ""'Lm' pri ¢emu kontura Liv sadrZi unutar sebe sve ostale

i neka su D; (j=1,2,...,m) kona¥ne oblasti takodje u ravni kom-
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pleksne promenljive 2z, ogranidene respektivn6 nepresecajuéim

L]

prostim, glatkim, zatvorenim konturama fa (3=1,2,...,m). Granicu

m

oblasti's+ oznaaimo Sa L, tj. stavimo da je L =$% Lj' Za poziti-
van pravac obilaZenja konture L odnosno FB izaberimo onaj pri
kojem oblast S+ odnosno D; ostaje sleva, Komplemente'jednqstruko

povezanih oblasti ogranienih konturama ra ozna&imo sa D;, i=1,2,

---rm- | . &1 .r
_ . r“

Jednostruko povezane oblasti, ogranilene zatvorenim konturama Lj,‘
j=2,3,...,m, oznadimo sa-S;.a komplement od kona&ne oblasti ogra-

niene konturom L, oznadimo sa SZ.

Neka je ugl(t) zadana na ra funkcija koja zadovoljava uslove:

a) homeomorfno preslikava zatvorenu konturu [j-na neku zatvorenu.
konturu koja pripada granici I oblasti S+ menjajuéi pravac obila-

Zenja;

b) funkcija a;;(t) ima neprekidan po Holderu izvod koji Jje razli-

it od nule u svim tadkama konture r%:

-1 1, ¢, _ . o
c) o (r'j)nqk () = ¢, za j#k, j.k=1,2,...,m.

Jl(t)l j=l_r2[o;-pmu

Neka fje aj(t) funkcija inverzna funkciji o
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Uvedimo funkciju

| w(t,Lk) = ijr tlEIjr k,i=1,2,...,m,

gde je 6, .=1, ako je k=j'i 8, .=0, ako je k#j. Na konturi L
k,J | k,J

definidimo funkciju a(t) pomocu formule:

¥Y)
af(t) =§:w(t,Lj)-aj(t), 1:'£=.Lj,Ir 3J=1,2, 44 M.
1=1 ‘

sada je o&igledno da a(t) preslikava L na = (j fg .
=1

Postavka problema: Naci funkcije ¢+(z) i ¢;(z), j=1,2, 4.0 ,m,
‘analitidke respektivno u oblastima S+, D; ako su poznati konturni
uélovi |
0(ale)) = G(£) 97 (£) + glt),  tely, _ (3.1.1)
j=1,2,....,m,

gde su G(t) i g(t) neprekidne po Hﬁideru funkcije na konturi L

pri Cemu je G(t)#0 na L.

Lema 3.1.1. Ako su ¢+fzr—i'¢;(z);—j=1}2}rr;}m, analitidke funkcije

respektivno u oblastima S+ i D; i

¢;(a(t)) = ¢+(t), teLj, 1=1,2,¢0..,Mm, (3.1.2)

onda je_d:-".(z) = C, zeS+, ¢;(z) = C, zeD;, gde je C proizvoljna

kompleksna konstanta,

Dokaz: Uzmimo proizvoljne tadke aoeS- ia

————— l j

&D;, j=1,2,...,m i re-
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Z—a +
¢+(z) _ iOS (t)dt . es+
2 Y (t-z) (t-a )
+
-a. [ ¢..(t)dt
+ 3 +
¢-(Z) = S J ZE-D.f j-‘—'l,z;-;.;m-

i z){t— j)

L -

ako izra®unamo grani&ne vrednosti koriscenjem formula Plemelja-
-Sohockog onda pomoéu uslova (3.1.2) dobijamo da granilna vred-
nost npr. komponente ¢ (z) resenja (¢ (z),¢1(z),¢2(z),...,¢ (z))

konturnog problema (3.1.2) zadovoljava integralnu jednaZinu

| t-a
+ 1§ k(G,t) o (&) _ o R _

¢ (€) + 2w1£‘ & (8) -0 (£) e e @af=0 B3
gde je

,

i u(t)-fi | i
K{-i:rt) = ‘.\ a(G)-a. ?’teLj‘ J=1r2r---rm;

L O | 'CE‘Ljr teLf j#kl jfk=1f2l-!-;m.

Ova integralna jednadina je kanonicka jednaéina Fredholma pa ima
konadan broj linearno nezavisnih reenja. Buduéi da je granilna

vrednost svakog reSenja konturnog problema (3.1.2) re3enje jedna-

Cine (3 1.3) to dobljamo da konturnl problem (3 1.2) ima samo ko-
nacan broj linearno nezavisnih reSenja. Odmah se vidi da jJje

-+

_¢j(z} = C, ZEED;, ¢+(z) = C, zeaS+, gde je C kompleksna konstanta,

reSenje konturnog problema (3.1.2).

Pretpostavimo sada da;su-reéenje problema (3.1.2) analiticke funk-
cije ¢+(z), ¢I(z),..., ¢;(z) razli¢ite od konstante. Stepenovanjem
sa bilo kojim prirodnim brojem k jednakost ¢;(a(t))=¢+(t), 5=1,2,..

..M, dobijamo_¢;(u(t))k=¢+(t)k, K=1,2,000 -
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Oodavde se vidi da su zajedno sa ¢+(z), ¢I(z)} «ooy ¢;(z) redenije
problema 1 analitidke funkcije ¢+(z)k, ¢i(z)k, oo ot ¢;(Z)k gde
je k bilo koji prirodan broj. Sva ova refenja su linearno nezavi-
sna i prebrojivo ih je mnogo. OVO je kontradikcija, pa problem

nema drugih reSenja osim kompleksnih konstanti.
Razmotrimo specijalan sluca]
o+ + :
¢j(a(t)) = ¢ (t) + g(t), teLj, 3=1,2,44.,m, (3.1.5)

problema (3.1.1) 1 dokaZimo prvo sledecu lemu.

Lema 3.1.2. Kanoni¥ka integralna jednacina Fredholma

g - ' _ 1 [ k(GH)a' (G 3 , _
(}"P)_(t)- it ) mi TGENG o) ©=5) )f(mdt-o (3.1.6)

nema netrivijalnih resenja.

Dokaz. Neka je ‘f(t) reSenje jednaéiﬁe (3.1.6). Razmotrimo, za proiz-

voljne tacke aoes'l' i aje D-J:, j=1,2,...,m integrale tipa Kosija:

* %o P(t)dt +
i o
(3.1.7)
1
z-a.  Pla (£))
+ _ _ j
¢j(z) = _121ri ] T&a T E=2) dt, =z €D. ,
- J

gde je agl(t) homeomorfizam inverzan k aj(t). Lako se vidi da je
(jﬁp)(t)= ¢;(a(t)) - ¢+(t) = 0. Na osnovu leme 3.1.1 se dobija da je
+ .

¢j(z)=C, 2 ED;, ¢+(z)=C, zeS+, gde je C proi_zvoljna kompleksna kon-

stanta. Na taj nadin je:
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1 S M) +c _ +
T 4 (t-ao)'(t-z) dt 0, _ z €S ,
(3.1.8)
. S (a_é.(.t).)"C. ;. -
i ) TEma ) TE) at = 0, zeDyr 3=dr e .0 am.
J Y(azl(t))~C
‘ _ | R ey +C
Iz jednakosti (3.1.8) sledi da su funkcije ra i ==
j o

grani¢ne vrednosti na'rg i Lj respektivno funkcijafwg i’x; analiti-

Ekih redom u oblastima Dg i sg, 3=1,2,3,...,m, tj.

_l -— |
» - = - . b " t F e s F 3-1.9
Plal  (£))-C = (t-a ) ¥ (t) te [’ ( )

Yit)+c = (t—ao)-'x,;(t), t€Ly, 351,2,...m,

Iskljudivii funkciju ¥Y(t) iz poslednjih jednakosti dobijamd kontur-

ni problem

2 ) YT (o = (t-a )% (8)=C, . 3.1.
(a(t) a]) Tj(u(t))+C (t ao)jgjtt) C ttf_-LJ (3.1 101

Konturni uslov (3.1.10) se moZe napisati u obliku homogenog konturﬁog
problema U;(a(ti)=U1t), j=1,2,...,m, gde je Ugtz)=(z-aj)-wg(g)+c,
.Z.€ D;, a U_---('z)='('z—ad)-‘x,;:(z)-_C,-._z E.Sg, 3=1,2,...,m. Analogno lemi
3.1.1 se dokazuje da opsSte reSenje poslednjeg problema su'kompleksne

konstante, tij. U;(z)=K, ZED;, U (z)=K, zequg, pa je

z-a.) V¥, +C = K D.
( a-J) J(Z) .r Z € Jr

(3.1.11)

(z-ao)“xlg(Z)_C K; ZES;, j_#l;anli'm-

Uzmemo 1i u (3.1.11) da je za neko fiksirano k, ke {1,2,...,m}, j=k
i zamenimo 1li u prvoj od jednakosti iz (3.1.11) z sa a, s 2 u drugoj

Z sa aOESI, dobidemo C=K i -C=K pa je C=K=0,
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Odavde ije T;(z)=0 zeD;, j=1,2,+4.,m, 1 ‘)(,'J_.('z)=0 zesg, j=1,2,..
..,m, pa je zbog (3.1.9) P(t)=0 +t€L. Ovim je lema 3.1.2 doka-

zana,

Na osnovu leme 3.1.2 i alternative Fredholma sledi da postoji jédi—

nstveno resSenje Y(t) integralne jedna&ine Fredholma

(TE) (t) = g(t) = (P;(a(t)) - (t), (3.1.12)

tj. konturni problem (3.1.5) uvek ima jedno reSenje koje se moiZe
predstaviti formulom (3.1.7). Nadjimo ostala reSenja problema. Sta-

vimo 1li da je poznato reéeﬁje problema (3.1.5) dano sa:

Z—a |
+ - - O \P(t)dt +
¥ (z) = .2.."1 (t—ao)'(t-ZJ ’ Z_GS p
| -1
4 z-a.  Pla, (t))dt
N = — ] +
¢J(z) 2mi (t-aj).(t_.z) ’ ZEDj,

s

onda ¢femo jednadinu (7.1.12) modi zapisati u obliku

¢;(a(t)) - ?;(a(t)) = ¢+(t) - W+(t).

' Na osnovu leme 3.1.1 iz (3.1.13) se dobija

¢;(z) = Y;(z)+c, zeED; i ¢+(z) = W+(2)+C, zeaS+, gde je C kom-

pleksna konstanta.

Na taj nacin opste refenje problema (3.1.5) ima oblik

z-a | 4

+ = C - Y(tr)at +
$ (2) = C =~ 5 ) TE=a_)(t-2) ze&S ,

o

- (3.1.13)
+ Cz-a, ( PlaZl(t)at ’
¢J(Z) - C 2mi (t—a;)-(t-z) d Z-GDj, J=1,2,...,m,

r" .

|
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gde su a_ i a, tadke koje pripadaju oblastima’SI; D;, i=1,2,...
...,Mm, respektivno, Y(t) je reééhje integralne jednad¢ine (3.1.12)

a C je proizvoljna kompleksna konstanta.

Neka sada grani&ni uslov ima homogen oblik

¢;(a(t)) = G(t)- ¢ (t), te€Ll,, 3=1,2,....m. (3.1.14)
Ispitajmo prvo slué#j kad je « = flf {arg G(t)]L = 0.
Razmotrimo konturni problem
i) - &) = 1n c(e), (3.1.15)

gde se pod 1ln G(t) podrazumeva jednozna&na funkcija koja pripada

klasi HM(L)' U skladu sa ranijé reCenim funkcije o

Z—Aa
r'+(z) - 2 flt}df zES+,
271 L(t z).(t ao)' _
-1
z-a, Pla,  (t)dt
+ = ___JLS 1 | +
Fj(z) v J Temz){e-ay) z2 €Dy
}

In G(t), su

gde je ?Wt) reSenje integralne jednaéine'(?aP)(t)

- partikularna resSenja problema (3.1.15).

Na taj nac¢in, koeficijent G(t) mozZemo predstaviti u obliku

+ _ o -
X . (af(t)) * '+
G(t) = O_J,_ , gde je X;(z) = er(z) i x;j(z) = er; (z)_
X, (t) | -

Konturni uslov (3.1.14) se sada mo¥e predstaviti na sledeéi nadin:

+
o, (o(t)) b+ -
:?_ =_+(t) , tel,
Xoj(a(t)) Xo(t)
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+
¢, (2) + SRR +
Dakle, funkcije F;(z) = _:ll_ —, zG_Dj i F+(z) = ¢+(Z), ZeS za-
-Xoj(z) | X, (z)
dovoljavaju konturni uslov
F;( (t)) = FT(t), teL. | (3.1.16)

Saglasno lemi 3.1.1 opsSte resSenje problema (3.1.16) daje se formu-

+ + = .
lama F (z)=C, zES+, Fj(Z)=C, zt-‘:Dj, j=1,2,...,m, gde je C proiz-
j (z2),

voljna kompleksna konstanta. Dakle, funkciije ¢;(z).= C-e

+ o I"*(z)r

Z €D i ¢+(z) = C- zeS+, su dpéte reSenje problema (3.1.

14) pri g = 0.

Definicija 3.1.1. Funkcije

+
+ [ +
X (z) = e (z.), zeS ,
QO
+ ¢
+ E (z + _
xo,j(z) = € )r ZEDjr J=1,2,...,m,

koje formiraju resSenje problema (3.1.14) zvademo fundamentalnim

funkcijama konturnog problema (3.1.14). Funkci je x;(z) i x;j(z),

. : | e Lt + .
J=l'2""'m Sy re§99kthn9m@nalitléke us 1 Dj!-J=1r2rr--rm 1 re-

dom razli&ite od nule u S+U L i D;ul;. One zadovoljavaju konturni
uslov (3.1.14) pri « = 0, a granicne vrednosti X;(t)_i X:j(t) zado-

voljavaju uslov Holdera redom na konturama L 1 r%, i=1,2,...,m.

Razmotrimo sada opéti sluéaj, kada je indeks Kk problema (3.1.14)
bilo koji realan broj.'Pretpostavimo da koordinatni poletak pripada

oblasti §'. Definiimo funkciju G_(t) na sledeci na&in:

G, (t) = t"Re(t), teL.
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Sada je %; (arg G (t)] = 0, pa za homogeni kbnturni problem sa
koeficijentom G (t) postoje, kaé sto je pokazano, fundamentalne
funkcije Xo(z) i X J{z), 9J=1,2,4+.,M, analitidke respektivno u S

i D; razlidite od nule redom u S UL 1 Dj U[;, koje na L 1 Fa
imaju respektivno granicne vrednosti X;(t) EHM(L) i X;j(t) EHu(l"j)

i koje zadovoljavaju konturni uslov X;j(u(t)) = Go(t)'X;(tl-

Te funkcije su odredjene formulama

‘f’(a (t))dt
+ _ +
! (3.1.17)
2= ao WYit)dt

+
z€S ,

x (z) = (-
O z) = eXxp 2mi 'L.(t-Z)(t_a ))'

sde je P(t) redenje jednaline (?xP)(t) = 1n Go(t).

Definicija 3.1.2. Funkcije X' (z) = z “X_(z), X;(z) = X;j(z) defini-
sane :espektivno u oblastima S+ i D;, 1=1,24... M, nazivademo ka-
hdniékim funkcijama konturnog problema (3.1.14). Kanonid&ke funkcije
zadovoljavaju konturni uslov homogenﬁg konturnog problema (3.1.14)

i imaju nulti red-svuda u oblasti svoje definicije sem funkcije ..
X+(z) koja u koordinatnom pocetku ima red -K..Ranijg definisane fun-
damentalne funkcije su kanoni&ke funkcije konturnog problema (3.1.14
sé nultim Koéije#im indeksom koeficijenta G(t) problema. Pri K < 0
kanoni&ke funkcije predstavljaju jedno od resSenijia kontﬁrnog problema
(3.1.14). Iz svega re&enog sledi da se na konturl L koeficijent G(t)

problema (3.1.14) moZe predstaviti u obliku

X (ate))

G(t) = —X; , teL,. (3.1.18)

X (t)
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Zamenom izraza (3.1.18) u konturni uslov (3.1.14) i deleé&i obe

+ .
strane dobijene jednakosti sa xj(a(t)) dobijamo:

+

cAa(t)) +
i}. = 0 f,t) , tel. (3.1.19)
Xo(a(t)) & X (E)

Razmotrimo posebno sludaj u kojem je x » 0 od sluiaja u kojem je

k < 0,

(a) Neka je rk < 0.

¢+(z} ,
Z_KXZ(Z)

ze:S+ ima u tacdki z=0 pol reda -K pa se

Tada funkcija

'prema tome moZe predstaviti u obliku:

-K

+ C, t

¢ (z) _ E 1y vt ' (3.1.20)
-k .+, . i
Z Xotz) i=1

+
gde je T+(z) za sada neodredjena analitic¢ka funkcija u § a Ci'kom-

pleksne konstante. DefiniSimo funkcije Wg(z) analiticke u D; sa:

- @*(z)
yi(z) = —L— . | _ (3.1.21)
] Xj(z) | |

Nakon zamene reprezentacija (3.1.20) i (3.1.21) u (3.1.19) dolazimo
do konturnih uslova za funkcije ?+(z) i W;(z):

o, - + X a, i*bk |
Y ,(alt)) - ¥ (t) = > (g +—¢ ), t&L, . (3.1.22)
/ 4Tt t

gde je ak=Rg Ck a bk=Im Ck'

Uvedemo 1i iznake gzk-l(t) =_iE, ng(t) = iE' BZk—1=ak i sz= K’

k=1,2,...,~K, onda demo konturni uslov (3.1.21) moéi napisati u ob-

liku:




- 82 -

+ £ : ]
‘i’j(a(t)) - ‘P (t) 2 B gk(t), telL. (3.1.23)

Ovo je konturni problem koji smo ved resili. Njegovo op3te resSenje

ima oblik:

-2%
N B (z-a ) [ ‘P (t)dt.
Yy {(2z) = C - , 2€8 , |
- 2mi (t—a ) (t-2) |
k ' L (3.1.24)
-2
"B, {z-a;) Y (a Le))
‘PT(Z) = C + J S LS dt, zeDT,
J - 2mi 2 (t-ay )(t-z) J
]

‘gde je C proizvoljna kompleksna konstanta, a %a(t) re3enja integra-

It

lnih jednacina Fredhblma (}xfi)(t) gi(t), i=1,2,...,-2K.

Stavimo da je B

-2K+2

—oc+1 ReC, B =ImC i defini8imo funkc1j§:

W, . (z) = 1. —° [ $3k-1(t)dt zes"
2k-1 k 2rni (t-a_)(t-z) ' !
| L Q :
xP (3.1.25)
z=a_ (t)
i 2k +
Wok (2} = % T 7w f (t-a_)(t-z) & 2€°
v AR | L
k=1,2;.--;-|‘:
— —— -4 +
W—2K+1(Z) 1, W_2K+2(z) = j, 2 €S
i .
 z-a, [ P (o3 (£))at .
vV, .(z) = =1 1 , z€D, ,
k,]j 2ni (t-a, ) {t-2z) j
B J
_k=l;21---p_2K; j=l,2,...,m,
v (z) =1, V (z) = i e
—2k+1, 3 r Voog42,3'%) T e 2EY4 -
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7a svako fiksirano j sistemi funkcija {W,} i {V; Jboi=1,2,..
, |

ceey=2k+2, 3=1,2,...,m SU sistemi linearno nezavisnih funkcija.

¥

Iskoristivii oznake (3.1.25) i formule (3.1.20), (3.1.21) 1
(3.1.24) dobijamo op¥te resdenje homogenog konturnog problema

(3.1.14) u sluZaju kada je indeks x < 0 u obliku:

-21542
+ —-% + +
0¥ (z) = 2 "X (2)) B W (z),  zE€S,
k=1 (3.1.26)
N N -2K+2 N
¢j(z) =-X0'j(z) E Bk'vk,j(z]' zeaDj, j=1,2,..,M.
k=1
(b) Neka je k > 0.
¥ (2) v .
Tada je funkcija _E +z analiti®ka u 8 1 za « > 0 jednaka nuli
z X _{(z)
| ° ¢T(z)
u tadki z = 0. Funkcija i r 3=1,2,...,m S analiticke u D;.
X.(2)
J

Dakle, na konturni problem (3.1.18) je primenljive lema 3.1.1 sag-

lasno sa kojom imamo:

=

N

I—I
-
il

K + |
z 6 (2) - ¢, zes’ ;
x+ ( z) eI
o

C, z____eD;,__ | (3.1.27)

oo
e
N

gde je C kompleksna konstanta.

Ako je x = 0, onda iz (3.1.27) nalazimo
3t(z) = cx'(z), zes”,
+ + -+ . }
¢j(2) = ij(Z); ZEDj' J=1’2'---;mr

tj. dobijamo veé nadjeno op¥te resSenje homogenog problema (3.1.14)

‘sa Ko¥ijevim indeksom koeficijenta G(t) jednakim nuli, Ovo redenje
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je odigledno sadrZano i1 u formuli (3.1.25) ako dopustimo da ona

vazi i za k = 0. Ako je x > 0, onda je leva strana prve jednadi-

ne iz (3.1.26) za z=0 jednaka nuli. Dakle, mora biti C=0 i prema
+ + . .+ + | .

tome ¢ (z)=0, ze § i ¢j(z)=0, zeaDj, j=1,2,...,m. Na taj nadin

pri ¥ >0 homogen konturni problem (3.1.14) nema netrivijalnih re-

Senja. Ovim je dokazana slededa teorema:

TEOREMA 3.1.1. Neka je K_=.[ar3§§(t)JL. Broj 1 linearno nezavis-

nih reSenja unutarnjeg homecgenog konturnog problema (3.1.14) izra-
Cunava se po formuli l=max (0,2(~k+l}). Sva netrivijalna reSenja

- problema (3.1.14) se nalaze po formulama (3.1.26).

Razmotrimo sada opsSti slucdaj (3.1.1) (g(t)#0). Kao 5to smo veé vi-
deli koeficijent G(t) sa indeksom « problema (3.1.1) se moZe pred-
staviti u obliku:

X! (a(t))

G(t) = —2 , teL..
t ig:-s:;(t) J

Zamenom ovog izraza u konturni uslov (3.1.1), posle oc¢iglednih
transformacija~dobijamo:
+
¢j _ _ g(t)

+ -k + +
X.{aft t "X _(t X. (a(t

3 )) o) J( (t))

(a(t)),__ ¢+(t)

, teL (3.1.28)

Ovo je specijalan sluaj konturnog uslova (3.1.1) postavljenog pro-

X+(2) J x;(z)

smo veé refili (videti str.7yg ).

+ + _
blema za funkcije F+(z) -9 {z), ztES+ i Ff(z) = ¢ (z), zE;D;, koji

Razmotrimo posebno sludaj u kojem je k » 0 od onog u kojem je

kK £ 0.
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(a) Neka je k € 0. Analogno ranije izlo¥enom dobijamo reSenje
F+(z),_F;(z), j=1,2,...,m, problema (3.1.28) a odatle i opste

refenje konturnog problema (3.1.1) u obliku:

=242 z-a CPray e
+ P _ o Pr)dt +
| ¢ (z)=2 “X_(2)( __BpW, (2)- 53— é (t—z) (t-a_) ), z€ S ,
k=1 o |
| - -1 (3.1.29)
=2 z—a.‘K (o, (t))
+ _ot ] +
¢j(z)— j(z)JhtiBKVk’j(z)+ 5T F‘(t-ajr(t-z) ) » ze&Dj,

3

gde je Y(t) reSenje integralne jednaine Fredholma (¥xF)(t)= ;ilt)
X, (a(t))
]

(b) Neka je k > 0.

U ovom slufaju ako re¥enje problema postoji, onda se ono moZe prika-

zati u obliku: - | | i

| z-a
+ R S L 0[ Y(t)at | +
6 (z) = z "X (2) (= 53 LJ(t-ao)4th) t Cole ZES
(3.1.30)
-1
z-a, Y(a, (t))dt
M = x¥ __lj ] +

'3

gde je Co kompleksna konstanta.

Iz formule (3.1.30) se vidi da je za re$ivost problema (3.1.1) u

“ovom sludaju neophodno i dovolijno da bi analiticka u st funkcija

2745 J Y(t)dt +C

+ .
$,(z2) = - Vet
* 4 (t-2z)(t ao) 0

imala u tacki z=0 nulu reda ne manju od K. Radi nalaZenja odgova-
rajucdeg uslova re¥ivosti razvidemo funkciju ¢+(z) u red Tejlora u

okolini tatke z=0. Na taj nac¢in je funkcija
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00 ] ,
z-a_ -~ 27 (Z=a ) \P |
+ ek N fﬂt)dt E Y R (t)dt
®(2) =z Xb(z)(Cb 2mi ~j tit-a_ ) f __ 2ul jfl s

L TS (t’

+ . e £ | -
analitidka u 8 ako i samo ako su koeficijenti uz za,zl,...,zK 1

funkcije u zagradi jednaki nuli. Odavde dobijamo neophodne i dovo-

ljne.uslove re$ivosti problema (3.1.1):

*f’(t)dt _ -
- L j -0, _ (3.1.31)
L .
jP(t,dt - 0' : j=1r2fi|-,K-—1| . ' (3.1'32)
I+1 |
VN |

Uslovi (3.1.31) i (3.1.32) se mogu prikazati u obliku 2(k-1) realnih
uslova re3ivosti., Da bi se to videlo dovoljno je izabrati komplekshu

konstantu Co,_tako da bi bilo:

_ 1 ﬁHt)dt
Re CO = Re vEE . } .
L (3.1.33)
ImC = Im S fYt)dt ).

o zﬂl

U uslovu_(3.1.32) moZemo odvojiti realne i imaginarne delove i na taj

nadin od nijega dobiti 2k-2 realnih uslova reSivosti:

- 0; j=1f2F"'l’K-1' _ (3.1-34)
Ovim smo dokazali sledeéu teoremu:

TEOREMA 3.1.2. Ako je x = iﬂ [arg G(t)]L < 0, onda je nehomdgeni kon-

turni problem {(3.1.1) bezuslovno refiv i njegovo reSenje, predstav-
ljeno formulom (3.1.29) sadrZi 2(-x+1) pIOiZVOl]nlh realnih konstan-
ti, Ako je k > 0, onda je problem (3.1.1) rediv ako i samo ako je is-
punijeno 2(x-1) realnih uslova redivosti (3.1.34) i njegovo jedinstve-

no resenje se dobija po formuli (3.1.30).
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3,2, KONTURNI PROBLEM ZA FUNKCIJU POLIANALITICKU
U VISESTRUKO POVEZANOJ OBLASTI

Neka je st konana m-povezana oblast, ograniena sa m zatvorenih

disjunktnih krivih Ljapunova Ll'LZ"“’Lm' pri &emu kontura L1 sa-~
drzi unutar sebe sve ostale i neka su D; (y=1,2,...,m) konacne ob-
lasti u ravni.kompleksne promenljive z, ogranicene respektivno ne-
presecajuéim prostim, glatkim, zatvorenim konturama TT (j=1,2,...

«.e.,Mm). Granicu oblasti S oznaéimo sa L, tj. stavimo da jJje L—k{LJ'-
Za pozitivan pravac obilazenja konture L odnosno [T izaberimo onaj

'pri kojem oblasti S odnosno DJ ostaju sleva. Komplemente oblasti

ograniene konturama ra, J=1,2444,m, oznadimo sa Dj'

Jednostruko povezanu oblast, ogranicenu zatvorenom konturom Lj
(3=2,3,...,Mm, oznadimo sa S, a komplement od konacne oblastl ogra-

nicene konturom Ll oznadimo sa D;.

Neka je agltt)'zadana na [} funkeija koja zadovoljava uslove:

a) homeomorfno presllkava zatvorenu konturu [} na neku zatvorenu

konturu koja pripada granici L oblasti s¥ menjajuéi pravac oblla-

zenja;

b) funkciija ugl(t)'ima neprekidan po HSlderu izvod koji Je razli-

Sit od nule u svim tadkama konture rg.

- C) agl{l;)r]a;~(TL)_= g =za J¥k, J.,k=1,2,...,m

Neka je aj(t), t € I, funkcija inverzna funkciji a'j'l(t), t€ Fj,

3=1,2,000 M0
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Uvedimo funkciju

M(t;r]\() = fskrjr te r_:lir k,j=1;2,...,m,

gde je Gk j=1, ako je k=j i Gk j=0 ako je k#j. Na konturi L defi-
! ' !

nifimo funkciju a(t) pomodu formule:

Il

>

a(t) ﬁ%m(t,Lj)*ajtt), teLj, 3=1,2, 4.0, M.

mn
Sad_a je oéigledno. da a({t) preslikava L na P=U

9 r; sa menjanijem
]'.

pravca obllaZenja na l? Lj.
| s

Tra%ifemo funkcije W(z,Zz) i Wj(z,E) koji su polianaliticke reda n
u Sf odnosno D; i ¢ije graniéne vrednosti na konturi L odnosno [

zadovoljavajﬁ-slédééih n konturnih uslova

l

Dkwj(a(t),a(t)) = Ak(t)~DkW(t,"£) + Bk(t), | tel, (3.2.1)

k=0;1,.--rn_1; j=1,2,...;m,

gde je D poznati diferencijalni operator Kolosova tj. za W=u+i-v je
_ ' ’ . ’ ’ —. ’ . k_ k""']. . -

DW= (u, ?y)+1fuy+vx) 2'W5 1 D =D(D" "), a Ak(t) i Bk(t) su na kontu

ri L neprekidne po HOlderu funkcije i Ak(t}¢0mna"L za k=0,1,...,n-1.

Funkcije W(z,Z) i Wj(z,E) Semo tra¥iti u obliku

n-1 Nn=1
wu,zy:}ﬂ EVUV(z) i wj(z,;)=§ O'Z"’uvrj(z), (3.2.2)
- V=

gde su Uv(z) odnosﬁo'UV j(z) proizvoljne analiti&ke funkcije u S+
r
odnosno D;, a n je prirodan broj koji predstavlja red polianalitic-

ke funkcije.

Za odredjivanje_fraienih m+1 polianaliti®kih funkcija bicde potrebno

odrediti (m+1l):n analitidkih funkcija iz zadanih n-'m konturnih uslova
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Posmatrajmo prvo specijalan slucdaj:

1 B

nkwj(a(t),a(t)) - DMt E), teL, §=1,2,...,m, (3.2.3)

k=ﬂ);]-;-- .,Ir-l,

problema (3.2.1). Iz relacije (3.2.2) sledi:

-1 e
k v-(v-l)...(v-k-*'l)*tv EUv(t);

DkW(t,E)_= 27 )
e (3.2.4)

h"" —
Dkwj(t,i) = ZkE; v o(v=1l)...(v=k+1)- & kU . (t).

V=

. o

Zbog relacija (3.2.4) se konturni uslov (3.2.3) moZe naplsati u ob-

liku:
TR L S . | v=k
22—:“"].”"" a(t)" 5 (alt))=2 E W_k) U (€), |
VT : v*k . '

i na taj na¥in, za svako fiksirano j, j=1,2,...,m, svesti na n kon-

turnih uslova za funkcije Uv(z) i Uv j(z), v=0,),...,n=1, analitic-

' .
| +
kih respektivno u oblastima S+ i Dj.

‘Za k=n-1 iz (3 2.3) 1 (3.2.4) dobijamo prvo problem U .(u(t)) =

—1

= Un (t), a zatim njegovo reéenje U n— (z) = Cn-l' zaaS i Un
C:t'i_—lmr

-1.3

kompleksna konstanta.

|

zeDj, gde Je C:n---l

Za k=n=-2 iz (3.2.3) i (3.2.4) imamo na isti nadin prvo problem

U _ 2,j(a(t)) = Un_z(t)+(nﬂ1)(t C 1~ (t)'cnfl)' a zatim njegovo

Ph-2(t

_ s
(t-2z)-(t-a ) dt za z¢5 4

reéenje U 2(2) = C n-2 = 77l J

-1
| - oo, (E))
(z) = C_ PR | -2 L dt za zeD; gde je funkcija

n-2 27i (t—zL(t-aj)

Un—z;j
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H? -Z(t) refenje integralne jednaline Fredholma:

| — tfa
| - 1 ( k(G (@) -
TP 1= N0 - o7 | G=om T-ay i t))\ﬁmd
L
= (n=1)(t-al{t))- C _;-

gde je

( a(t)-éi '

: c:r.('f.')-aj ’ 'C,te Ljr J=l,2,¢..,m

k(T,t) =
0 ’CeLj, tELk, t#k, j,k=1,2,_...,m.

c . 1i¢c su proiz#oljne kompleksne konstante, a aoe SI i ajeaDg.

n-1 n-2
‘Nastavljajuéi ovaj postupak dobijamo na kraju slededi sistem kon-
turnih uslova:
n-Pe-1

o | ) | p+1 t‘_% )
Up,j(a(t)) Up(t)+ :_1( )(t Up+i( )~a(t) Up+i,3(a( )) ),

P=0l’1!"‘!_n_1l j=1;2,...,_m,
kbjem je redenje:
| Z-a (t) dt
U (2) = C_ = = hi: . zesT,
P D 21mi (t—z)-(t-a )
| - 1, O
-1 (3.2.5)
z—a.j_E(aj (t)) | +
Uprj(z) =S 7 2nif1(t—z)4t—aj) dt, z €D,

]
gde su.%%(t) reSenja integralnih jednadina (??fp)(t)=gp j(t)' t€ L,
, |

P;O.'ll"'fn_lf j=1;2;--.;m, a

n-pP-1 | .
£) = P“ t t)-a(t) T . . 3.2.6
9p, 4 (t) ErhE (D=0 U, stale) . (3.2.6)

. !
1=}
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Na taj nalin opsSte reSenje konturnog probiema (3.2.3) glasi:

n-3 v +
W(z,Z) =_E 'z_'-Uv(z),_ z€ S, |
v=o | | (3.2.6a)
n-1 v +
Wj(z,ZJ =) z-Uv,j(z). Z<aDj,
V=0
gde su u s’ odnosno D; analiticke funkcije Uv(z) odnosno Uv,j(z)
odredjene sa (3.2.5).
Razmotrimo sada homogeni konturni uSlov
kK — . K - L |
D Wj(a(t),a(t)) = Ak(t)-D w(t,t), t € L. (3.2.7)

. 1 N o n o )
Ispitajmo prvo slu¢aj kad su x, = 5= (arg Ak(t))L— 0, k=0,1,...,n-1.

Na osnovu (3.2.4) i (3.2.7) sledi:

I'-] - ﬂa—l .
Ky T vl — - R 4! ~ V=

} - . ‘ —_— . 1 . ] L]
2{-;("‘1‘“ a(t) Uv,j(a(t)) _ Ak_(t) Zké;i-(v-k)! t ]:Uv(t), teL, (3.2.8)

k=0;1p--1;n"'1; j=lr2;---;m;.

odakle za k=n-1 dobijamo prvo relaciju

-“Uﬁ;lrj(ﬂ(tJin= Aﬁ;Tit}1Un_ift);~~-'“' a - -(3.2.9)

a zatim partikularno refenje problema (3.2.9) u obliku:

Th-1(2)

r

Un_l(z) = e

(2)

!

U . (z) = e'n_l’J

- +
dt, z2 &S ,

.z—aoij Yo tt)

2mi (t—ao)dt—z)

5
A\
N
|
l
T
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zmay ( Poea (@37 (£)) +
r;_l'j (z) = —_1211'1 TS '_—r(l——(tﬂaj t=2) dt, Z EDj-
)

a Th.1 (t) je relenje integralne Jednaline (T“f’_ ) (t)=ln A__, (t).

Na osnovu ovoga se koeficljent A _ 1 () moZe predstaviti u obliku

fooy ()

;, tel, gde je X (t)=e r tEL 1

O'H—.l

r

; t Et}, pa se konturni problem (3.2.9) mo-
(d(t)) U__.(t)

Ze svestl na problem sa konturnim.uslovam-~—~41——~n——*- — -~
X ., sd(t)) X __ (%)

o

Resivsi ovaj problem dobijamo U _,(2) =B__,-e , z€8 i

n-1
U ).— B r;-l'j(ZJ D+ B 3 kompleksna kon t.nta
n~e-~.,1i,j(z '._ n-1 ¢ R z € 3 a B _, Je kompleksna sta .

Za k=n-2 1z (3.2.8) se dobija konturni problem

| = d(t) U, ylalt))),

!

a zatim njegovo reSenje u obliku:

ZH

Un_z(z)=xo'n_2(z)4Bn_2 --?ﬁ—- S

Ppez ()

(t—z}(t—a )
L

| z2-a. ‘? (dv (t))
) = . =2 LZ_(J___d +
Un-2,3%) = ¥o,n-2,5 % Paz T AT ] Temzrlemay) t),z€Dyr

. J
3

at), zes',

(3.2,10)

gde je fL;ztt), t € I, redenje integralne jedna&ine Fredholma

g (t)

Iniz,q (8) = =11 _,(6) £ U, (t) - At) Uy 4 lale))),
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B - - :.. '
n—o J€ proizvoljna kompleksna konstanta, a xo,n-z(z)

+

1X - 4 (2z) su partikularna re$enja problema
0,n_2’-j

Un_z,j(a(t)) = A L(t)-Uu ,(t), te€L.

Nastavljajuéi ovaj postupak dobija se na kraju slededi sistem neho-

mogenih konturnih uslova za funkcije Up(z) i UP j(z)_analitiékih

!

respektivno u oblastima st i D;:

h-pP-1 |
(a(t)»Ja(t)tJ(tmfz:}P*l)us<t)1:cr (£)-3T0) U, | (a(e),
=1 :

p=0'l""l'n-1f j=lf2rl‘lll'mr.

_P

gije je reZenije:

. Z=a J’ \F (t)dt
= . - “P_____
UP(Z)_ -xo.-,p____(.z) (Bp vl 3 (t-2)° (t-a. ) X zes
(3.2.11)

-1

J -a, (a.7(t)) |

= 22y (90 :
Uprj(Z) x 'p j(zJ (Bp+ 2.].'.1 r (t-z)'(t—aj) dt)l‘ ZGDjr

] - .

- p=0,1,.%.,n-1, j=1,2,...,m, |

+p o

~gde su X p(ﬂl,i.Xo_p_jgz),partikularné-rééenjg problema

UPrj(a(t)) = Ap(t)-U (t); tel, a $;(t)'su reéenja'integralnih jed-
(t) |

nacina (}‘\FP)'(” T X, -2 J(a(t))' €€ Ly

/P
n-pP-3 | - | |
=y (g it st (
9, 3 (£) z;;( FBp (8- B0, (0)-aTE) U,y g ate))),

p=0,1,...,n-1, j=1,2,...,m,

a BP su kompleksné'kohstante.-
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Na taj nadin opSte resSenje homogenog konturnég problema (3.2.7)

glasi
- 1 n-1 |
W(z,Z) é zvu (z), Wj(z ,Z) ==Z '2 .(z), gde su funkcije
l’
¥y=0

Uv(z) i Uv .(2z) analitidke respektivno u st i Dj odredijene sa

!

(3.2.11).

Razmotrimo dea slucdaj kada su indeksi Kp funkcija Ap(t) bilo
koji realni brojevi. Pretpostavimo da koordinatni pocetak pripa-

da oblasti ST i defini®imo funkciju AO P(t) na sledeci nadin:
. ' ’

O,P

-K
— 'P : -1—- — —
(t)=t Ap(t) za te L. Sada je T {arg Ao,p(t)jL 0 pa za ho

mogeni konturni problem sa koeficijentom Ao P(t) postoje funkcije
: r :

X (z) i X .(z) analitigke respektivno u st i pt i razli&ite
o,pP CrPr) . J

od nule redom u S+U L i D; U [5 koje na konturi L odnosno Fg ima-
ju granicne vrednosti X t)eH (L) i X . (t) €H ) 1 koje
Ju g | 0’p( ) u( ) Ofp;J( ) u([3) j

zadovoljavai kont 1 usl X : t))=A t): X (t te L, Ove
javaju urni ov Orprj(aﬂ )) OrP( )X (E),

funkcije su odredjene formulama:

- (t)ydt -
% | \PP )

+

\P (c: (t))
(z) = exp(

Xo,p,j 2Tl (t—aj)(t—z)

o+
dt)r Z&Djr
Iy

gde je %’(t) relenje jednaline (IRP ) () ='1n A P(t).'Iz svega

l

ovoga sledi da se na konturi L koeficijenti A (t) problema (3.2.7)

mogu predstaviti u obliku

( X .i(.a.(t))_ |
A_(t) = —pti teL, p=0,1,...,n-1, 3=1,2,...,m. 3.2.12
D ) ?ﬁgx 0 P r P ’ e 11 r ) réy m { )

o,p
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Iz relacija (3.2.4), (3.2.7) i (3.2.12) dobija se analogno vec

opisanom postupku sistem konturnih uslova:

Salt)) . U_(t) - g .
'P ] o | + 'Xo (t) P:J Pr] OrPrJ !
' P
tELtl
]
u_ .(z) + |
Oznadimo sa Y. _(2) funkcije Pel , z€D, 1 posmatrajmo prvo

' P *0,p,3 %) 3

sluc¢aj u kojem su svi.gb » 0 a zatim onaj u kojem su svi KP < 0,
p=0;l,--.,n"‘l.
a) Neka su Kp < 0, p=0,1,...,n-1.

U_(z)
Funkcije _KP — imaju u tat¢ki z=0 pol reda —Kp pa se prema

tome mogu predstaviti u obliku:

U_(z) —Kec | .
—— =) B+ v (@), zes, (3.2.14)
> p'x S :
Qy
| o - | | | ;
gde su TP(z) za sada neodredjene analitilke funkcije u S , a C; o
: !
p=0,1,...,n~1, su kompleksne konstante.
Im C, S (g =3
Uvedemo 1i qznake B2k-l,p—Re Ck,pf BZk,p_ m k,p’ 92kf1 = tk ’

g*k(t) = i]? , t €L, dobicemo zbog (3.2.13)
t

’fk(t)dt - 27, ._.lp(t).dt. o
(t—ao)-(t—z) 2mi ! (t—z)f(t-ao)

| "ZK Bk z_ao)

Y (z) =C
P P =

- Zkl' (z—-a
W (zﬁ4:+25: J
A

-1 - 3
k(q'i- (t).)dt N i’fi j -;_\P(q_l.(t.”dt_ |
(t-a.) (t~2) 2mi (t—a. )} (t-z) '
] - Q J
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gde su Cp proizvoljne kompleksne konstante a T}(t) i_xp(t) su
| *
refenja integralnih jednatina Fredholma (') (t)=g, (t),

("j:%p) (t) = 3 (t), p=0,l,...,n-l, i='1,2;'ppp_zkpl j=1r2,-..;m.

P,

Stavimo da je B—ZK +1rP'= Re Cp, BPZK $2,p = TIm CP i1 definisimo
p P
funkcije:
z-a_ (. Y, _,(b)dt
Mo oz = o % | Taer DO o
2k-1 K 27i 2 (t-a_)(t-2z) ,
| _ k=l,2'--_¢,_2|< .

zZ—-a * AL (t)dt
M, (z) = i - .OJ\PZkl . zesT,
2k  k 2mi (t~-a )(t-z)

Z L
- (z) = i est (3.2.15)
M"'2|<: +1(Z) 1' M_2 +2 Z - 7 Z 7 | - -
Rt
z-a. _[ ‘Pk(a:]:l(tl) ;
Nk,j(z) T i (t-a_ )-(t~2) dt, z‘:“Dj"'
(. ]

k=1,2,.'..,""2|<n; j=1,2;-..-,m,
N ( = 1 N (z) = 1 GED+
_”fzKp+1,ju?’ T Meae#2, T R EE Dy

gde su ?L(t) reSenja integralnih jednadina Fredholma (?yfk)(t) =

*
= gk(t), tel, k=1,2,...,-2Kp, i=1,2,...,Mm. Sada femo op3te rele-
nije homogenbg konturnog.problema (3.2.7) u slﬁéaju KP < 0 moéi pred-

staviti u obliku:

n-1

W(z,z) =) z'U (z), zes,
vee o (3.2.16)

n-1 .V 3

W;(z,2) =) 20 4(2), zeDy,
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gde su
~, | “2Kp#? _.Zﬂaa (t)dt . +
u,(z)=z 'Xo,p(m'(z_'_ B, M (2) - 5 (t_& STy ¢ 2€5 &
i=1
L 278, 5 2 (c: (t)Jdt | +
, . D,
%3 @Ko, @By p M 3 * T ) w20y
: 3

b} Neka su.xp ~ U, p=0,1,...,n~1,

(z)

Fumuﬂje' — P su sada analiticke u sT i za KP > 0 jednake
z Px (z)
o,p
| | u_ ,(z)
- nuli u koordinatnom poletku, a funkcije i—ELi—TET su analiticke u
| | O,pP,J
.b;; Na osnovu ovoga 1z (3.2.13) dobijamo
“By. (t)d
z SU_(z) A (trdt
P = ° j—E . zes”,
X _(z) (t-z)(t-a,)
o,p L (3.2.17)
-1
U (2} - z-a, A o, (E)) _
X ( P 2wi (t-Z)-(t-ﬂj) j
o,p,] 3

Ako je <=0 onda 12_13.2.17) nalazimo U (z) = X, p (2 (G,

r

N

a [ '1P(t)dt' - .
T Zni ) (t-z)(t-ag y) - (z) = X (2) 1

+
2¢& 5 Uprj o,P,J p

L
-a, l (u (t)'}
7 5 +
E
| n-1 v
Wiz, 2) E z U (z) 1 W (‘z,E)':E (z),
V=D j Y:O j

tj. dobijamo veé nadjeno op¥te reZenje heomogenog problema (3.2.7)

‘sa Ko¥ijevim indeksom koeficijenta Ap[t) jednakim nuli. Ovo je
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resenje ofigledno sadrZano i u formull (3.2,16), ako dopustimo
da ono Vaﬁi i &8 Kp=0; P=0;1,...,n91-

U siudaju da Je ‘5 » 0, p=0,1,...,n-1 reSenje problema (3.,2.7) ako

uopste postoji, se moZe predstaviti u obliku

Nn-1 n-1
- _Zij-_v + AN +
W(z,z)= _z-Uv(z), Z €S , Wj(z,z)z z Uv,j(z)' ze;Dj,
| v=0 | v=0
gde je
~K, - zmag S Ay (t)dt 3
UV(Z)=Z ‘XO,V(ZL(CVH fﬁz— L,(t_a*j(tqz))’ Z €S ’
| | (3.2.18)
-1 |
Z—a S ?\v(aj (t}) +
Uvrj(z)=xo’v’j(z)4cv+ Tl (t-aj)dt—z) dt), ziEDj,
] %
) | ;—g gv(tJ
Av(t) je reSenje integralne jednaline ( ﬁvj(t) = Xy j(a(t))'
f 4 !

t L, a Cv je proizvoljna kompleksna konstanta, v=0,1,...,n~1,

j=1;2;---;m.

1z (3.2.18) se vidi da je za resivost problema (3.2.7) u ovom slu-

&aju neophodno i dovoljno da bi arialitic¢ka u S+ funkcija

z-a_ X ﬁP(t)

Us p(z) = T Jm (t#aor(t-z)

dt + Cp imala u tacki z=0 nulu reda

ne manjﬁ od KP' Radl nalaZenija odgovaraijuc¢ih uslova reSivostl raz-
vicemo funkciju U, P(ZJ u Tejlorov red u okolini tafke z=0. Na taj
r ' '

nad¢in ¢e funkcije Up(z) biti analitiCke u S+, ako svi koeficijenti

K
O 1 -1 _
UZ Z ,2 ,...;2 P u razvoju:

cz=a_{ A_(t) j(z--«aj {t)dt
(z)=C _~ 05'——-9——-—- dt - E S._Pﬂ,- . ZE S+r
*,P p 2mi L‘ttt----a@) _ j_l"
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budu jednaki nuli. Odavde dobijamo neophodne i dovoljne uslove

re3ivosti problema (3.2.7).

1 _)P(t) ~

{ .. (t)dt

I . 7 - O (3.2.20)
L t | |

j=__lf2r*“'kp-lf p=0,1,...,n=1,

| n-1

Uslovi (3.2.19) i (3.2.20) se mogu zapisati u obliku E (2k5-2) rea-
| , ' Ps0

lnih uslova re3ivosti. Da bi se ovo videlo dovoljno je izabrati rea-

lne konstante Cp tako da bi bilo:

1 Ap (T) E
Re Cp = Re | mj——%—-— dt), (3.4.21)
L |
P'—'O,l,...;n-l'-
(t)
ImC = Im 2T1rij _AEt at), ) (3.2.22)
L

U uslovu (3.2.20Q) moZemo odvojiti realne 1 imaginarne delove i na

| n=-i . |
taj nac¢in od njega dobiti E (2?%—2) realnih uslova resivosti:

=0
- Ap(t)dt o Ap(t}dt | -
Re S SE3 =0, Imj sE! = 0, (3.2.23)
_ L | |

j=ll2f"'fkp_.1f P=U;1,.-.,n"l.

Razmotrimo sada op%ti sludaj (3.2.1). Koridcenjem relacije (3.2.4)
se navedeni konturni problem svodi na sledeéi sistem konturnih pro-

blema za analitieke funkciije:

n-p-1 | . B (%)
U L (a(E))=A_(t) U PYLA () £ t)= GE)" o (t))+ —Eer
5,3 E)=A ) P(t)+21=1( )(Ap()tiupﬂ() T )luP__]_i'j(a( 0+ B

P=0,1,¢s.,n"1,
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Uzimajuéi u ovom sistemu prvo p=n-1 pa p=n-2, itd., i prikazujuci

koeficijente Ap(t) u obliku

X La(tj)
AP.(t) = O, 'i r t €L,

. i X 2) partikularna reSenja problema:
gde su X, (z) o,p,4(2) P ja p

. . _ ' -
Ja(e))=a_ (t)-U (), A (t) =t Rapct) u kojem je

UPr o,p P QP

1. . _ | | N |
._EF_[arg Ao,p(t))]L = (0, nalazimo redom funkcije Un_l(z) i Un-l,j{z)

- pa Un_ztz) i Un-Z,j(z) lta. U slu&aju KP g 0, péu,l,...,n-l bi do-

biili

-K Z—a A (t)dc
- - __9° P ] +
131 O
(3.2.24)
‘“"P‘“" A (u L))
_ E __;1 +
I_pr . (2) xo,p, (z)( i. 2,”1 (t aj)(t =) dc), zeDj,

]
gde je Ap(t), t €, reSenje integralne jednaline (qup;(t) =

: . . - e e

L P amM (2z) 1N, .(z), 1=1,2,...,-2k_+2, p=0,1,...
() ! b3 j

.. 1, j=1,2,...;m su funkcije odredijene sa (3.2.15).

Na taj nadin bi u sluéaju Kp < 0, p=0,1,...,n~1 resenje konturnog

problema (3.2.1) mogli zapisati u obliku:

n-i
Wi(z,Z) =E zv-Uv(z), zes ,
veo (3.2.25)
) -1 o + | |
Hj(Z,z) = _Z'U-V,j(z)' zeDj,
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(z),-v=0,l,...,nni odredjene sa

gde su funkcilie UV(ZJ b Uv,j

(3.2,24),

U slucaju da je kb‘? ¢, p=0,1,...,n~1 reSenje problema (3.2.1) ako

uop3ste postoji; se moZe predstaviti u obliku

W(z,Z2)= i -U (z), zes” ,W (z,Z2)= E ZU (z), zeDj

v=0 - ¥=20
gde je
| ) -K . Z=n S‘ A (tJdt-
ey Vv _ o v
Uv(z)_z. .'xo,v‘-‘z)_ {Cv - 2ni d (t-a ') (t=2) 1, ZE b
(3-£'26)
- zZ-a j.yw. @it (t)) | N
v,3 (z) '_-xo,v,j (2) (Co* 557 7 *(t-hrj ) (t=2) dt), 2 eDj'
. 3 |
| T =178, () +g_(t)
Zv(t) je reSenje integralne jegnaéine ( Av)(t),_ (a(t)) r

0, V,J

telL, a Cv“je proizvoljna kompleksna konstanta, v=u,1,...,n-1,

j=1f2,--l,m-

iz (3.2.26)'sE'vidi da je za reSivost problema (3.2.1) u ovom slu-

¢aju neophodno 1 dovoljno da bi analiticka u S+ funkcija
| oz=a A v (t) - o -

Vv

ne maniju od k%.

Odavde dobijamo neophodne i dovoljne uslove re$ivosti problema

(3.2.1)
) - | |
c, '“'"Tl'i'é‘“:-f' - at, | | | (3.2.27)
{ ApB)at . j ;\“(.t) at |
Re S : =0, Im =0, (3.2.28)
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j=lf2f"-er-1; =0’.1’|"’n"'-.1.

Ovim smo dokazali slededu teoremu,

TEOREMA. Ako za sve p €{0,1,...,n-1} indeksi ST {arg Ap(t)]L

konturnog problema (3.2,1) nisu vedi od nule, onda je taj problem

bezuslovno reSiv 1 njegovo resSenje, predstavliienoc formulom (3.2.25)
sadrii Ziii(—np+1) proizvolijnih realnih konstanti. Ako su pak svi

Kp-> 0, 523,1,...,n—1,_onda je problem (3,2.1) reSiv ako 1 samo ako
je ispunijeno 2 ):( K‘P—l) realnih uslova re¥ivosti (3.2.28) i nje-

~govo jedinstveno refenje se dobija po formuli (3,2.26) u kojoj je

‘€, odredjeno sa (3.2,27).
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ZAKLJUCAK

Konturni problemi za analiti&ke i polianalitidke funkcije 1 sa
njima povezani singularni integralni operatori pojavljuju u raz-
liéitim-oblastima nauke: teoriji diferencijalnih jednaéina, ma-
tematidkoj fizici, teoriji elasto-plastifnosti, elektrodinamici
itd. S obzirom da se metode reSavanja ovakvih problema oslanjaju
na metode teorije funkcija kompleksne promenljive, teorije singu-
larnih inteqralnih jednaéina, funkcionaine i numeridke analize
itd, to je jasnp da je daljnji pfogres razvoja ove teorije nede-
ljiv'od odgovarajuéég progresa u navedenim oblastima nauke. Raz-
voj konturnih problema za analitiéke i polianaiitiéke éunkcije
moZe odvijéti na dﬁa'pbdjednako ﬁaina'poljaa teoretskom i ﬁrime-
njenom. Na teoretskom polju mogu-se razmatrati razna uopsStenja u
odnosu na konturne uslove i geometriju konture, kao i na klasu

| fﬁnkcija u koijoj se traii resenje pfoblema i tako njihovim razvo-
jem doprinosi se razvoju teorije konturnih problema. S druge
“strane, s obzirom da se &sto odgovarajuéi matemati&ki problemi
teorije élastiénosti, plastidnosti, #19koznost1 i raznih grana
matematidke fizike povezanih sa integralnim 4 parcijalnim jedna-
c¢inama ili njihovim sistemima Furijeovim transformaqijama mogu

| svesti na konturne probleme teorije funkcija kompieksné promen-
ljive, to se ﬁa polju primene moZe odekivati i mnogo Sire kori-
S¢enje konturnih problema u tim oblastima ﬁauke. Metode resSavania
nekih klasa takvih problema dali su: Cerepanov [50] , Annin {2],

Cerski [53], Fan Tang Da [45] i drugi.
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Do danas je objavljeno nekoliko monografija i vise od 500
radova u kojima se teorija konturnih problema i singularnih

integralnih jedna&ina razvija u najrazlic¢itijim pravcima.

Napomenimo da je 1970. godine zapodela nova intenzivna etapa u
razvijanju teorije konturnih probléma za analitidke i neanali-
ticke funkcije. Za poslednjih 15 godina objavljeno je vise od

100 radova po toj tematici. Ta etapa je obogadena novim proble-
mima i metodama kao 3to su: istraZivanje osnovnih konturnih pro-
blema salpomeranjem.na riemanovoj povréi, razvijanje neterovske
teorije:i veoma opéﬁih klasa problema sa pdmeranjem 1 s njima
'_povezanim_funkcionalnim jednadinama, istraZivanije konturnih prob-
lema sa pomeranjem koji ne pripadajﬁ normalnom'neterov;kom tipu,
‘razmatranije Bingﬁlarhih slucajeva u_teariji koﬁturnih problem& sa

pomeranjem (sludaj prekidnih koeficijenata i sl) kao i resSavanje

konturnih problema u klasi uopStenih analitidkih fﬁnkcija.

Na kraju, sve jasnije se naziru prilozi konturnih problema i sin-
gularnih integralnih jednalina u razligitim teorijama od praktic-

nog znacaja. Iz tih teorija treba napomenuti:

1) Teoriju konturnih problema za diferencijalne parcijalne jedna-
Eine meSovitog (elipticdko-hiperbolickog tipa 1 njihove sisteme) ;
2) Teoriju beskonadno malih savijanja povrsi pozitivne krivine;

3) Teorije plastic¢nosti i elasticnosti.
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Ovim je ujedno opravdan timski rad visokospecijalizovanih
struénjaka raznih nauénih oblasti, a u poslednje vreme, zbog
potreba primene, i uklju&ivanje posebno stru¢njaka iz oblasti

racdunskih maéina i numericke analize.

Danas je teorija istraZivanja osnovnih konturnih problema sa
pomeranjem dobila veé konalan oblik. Medjutim, teorija konturnih

problema sa pomeranjem op3tijih oblika od osnovnih jo& je daleko

od zavréetka.

Tek u posledﬁje-vreme je konstruisana teorija Netera za jednu
dosta op3tu klasu problema sa pomefanjem..Teoreme O broju redenja
i uslovima'reéivogti dobijene su samb'za_niz sPecijalniH sluda-
jeva. To i3to.se moZe redi 1 za.téoriju singulérnih-inteqralnih
jednééina sa pomeranjem jer se &ak i najprostije takve jednadine

svode na probleme sa pomeranjem veoma 0p§teg oblika.
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