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PREDGOVOR

Teoriju matematiékih spektara osnovao je 1917 godine
veliki srpski matematidar Mihajlo Petrovié (1868 «=
194%) , Prema tome, danas imamo dve grane teorije ma-—
tematidkih spektara, i to : '

- teorijsku granu, &iji je cilj produbljivanje veze

izmedju teorije funkcije i transendente aritmetike, 1

- primenjenu granu, ¢iji je cilj u prvom redu smanji-
vanje broja operacija prilikom izradunavanja, i
uopsSte refeno - usavrdavanje radunske tehnike.

Praktidnu primenu ove teorije naSao je 1953 godine

Konstantin Orlov, profesor matematike na univerzitetu

u Beogradu.

Danas, pojavom kompjutera,,koji imaju kapacitete do
milion-operacija u sekundi, savladani su problemi koji
zahtevaju mnogo operacija. Medjutim, i dalje je ostalo -

pitanje da se problem &to ekonomiénije resi, jer uStede

u vremenu, narodito kod problema sa bilionima operacija
] b »

igra veliku ulogu.,

4

U ovoj tezl se iznosi nekoliko novih priloga matematidkim

spektrima, kako teorijskog tako 1 praktidnog karaktera,
Ova teza sastoji se od &etiri glave koje su podeljene
na nekoliko paragrafa svaka, |

Prva glava: obradjuje osnove regularnih spekatara.
Osnovni problemi ovde su :

I. Tormiranje spektra kad je dat niz (osnovﬁe funkcije)
IT, Odredjivanje niza kad Jje dat spektar}

Iz ova dva osnovna problema proizilazi celokupno izra-
dunavanje pomodu regularnih spektara.




Drugza slava : obradjuje osnove neregularﬁih spektara.,
Posebno, jednu novu vrstu nercgularnih spektara, &i-
ja Jo osnovna osobina da su to uvek pozitivni broje-
vi zo razliku od svih dosadas$njih spektara i pseudo-
spelttara koji nomgu biti pozitivni i negativni broje-

Treda mlava @ ovde se iznosi osnovna priména nereru-—
larnih spektara u aritnetici i alpebri s ciljen da
se pokaZe ne sano njihova prinenljivost, ved i nji-
hova ¥oristnost u poredjenju s dosadasnjin spek-
tralnin izraéunavanjina.

Cetvrta lava : sadrZi prinenu ovih nerecularnih
spektara u enpiriénin forrmulana. Ova princna znatno
snanjuje broj operacija, lak$a je, i znadajna za

prakisu.
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Matematidki spektar je broj koji se obrazuje pomodu
vide datih brojeva. Ima mnogo tipova spektara i mnogo
nad¢ina za njihovo formiranje.

Ova glava prvo iznosi pravilo koje povezuje brojeve

i njihove spektralne oblike, koJe Jje nazvano " p r & =
vilo nula deve t". Bazirajuéi se na ovon
pravilu dobijamo dve metode za formiranje spektraj; .
poéev sa desne strane pomodéu broJeva "nula i devet",

i sa leve strane pomodu znakova "plus i minus”,

Ove metode.su vrlo jednostavne 1 mogu biti direktno
primenjene, dak i kada treba da formiramo spektar

niza celih razlidito oznadenih brojeva; dok sa ranijim
~metodana [3] Je vrSeno : prvo formiranje spektra SI

od pozitivnih brojeva, dok su negativni brojevi morali
biti zamenjeni sa nulama zatin formiranje spektra SII

od apsolutnih vrednosti negativnih brojeva, dok su
pozitivni brojevi morali da budu zamenjeni nulama 1

da najzad traZeni spektar niza celih razlidito oznadenih
brojeva dobije po formuli S = SI - SIIo
Dalje, inverzijom "pravila nula devet" dobija se me~ .
toda za odredjivanje niza kad je dat spektar. Takodje,
ovaj niz mo%e biti direktno dobijen, dok ranijom me-

Fod

todon L7j dobijen je pomoéu sukcesivnog iznalafenja

nomninalnihy,popravlenih i e f k=
t i vn i h vrednosti pruga.

Ovde Je takodje data metoda.cepanja spektara i njihovo
sastavljanje u novi spektar, koja Jje izneta na kraéi
naéin u poredjenju sa predhodnim, Primenu ove metode i
njenu korist, videéemo u trecoj glavi. B



1. PRAVITO NULA-DEVET

Posmatrajmo niz brojeva sa razliditim znacima na .
priner,
(1) N

Ny, N N

o? 2» "t Thker Tk

koji respektivno imaju razliditi broj cifara,

<2> y po*} Pq, pg, 'oo o e cog Pk

Spektar gornjeg niza brojeva moZe biti formiran samo
ako je ritan,

(3) hi} Py
Formirajmo sada grupe brojeva,

i

(43 Fo ot Load s Lodbr: oo e ees Ly M

gde@bl predstavija niz od/g (t-zs Titan obaveznih
praznina -~ rythme 1acuna1re)’—5 J nula ili devetki.

‘& i sastojace se iz nula ako Je N p021t1vun broJ a
devetkli ako Jje N negativan broj, Dﬂlge‘&av pored toga
sto zadovoljava rltam? takodje oznacava (pokazuae)
znak odgovarajuceg broja N0

Broj cifara iz ove grupe,g yg jednak je broju je-—
dinica h koji se naziva ritam h c

Prema tome9 mofemo tvrditi da grupa L3 /j/;_ ima gedan
od éetlrl slededéa oblika:
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0..0N, , ako iz (1),, broj N; Je pozitivan i N, ,
je takodje pozitivanj

O..O(Ni—ﬂ) , ako je broj N. pozitivan a N. 4 ne-
gativan;

h

1071 + Ni , ako je broj Ni negativan a Ni+1 pozi-

tivans
PN . . .
1071 + (Ni—ﬂ), ako su N; i N, , negativni,

~ Gore navedeno pravilo zoverio : prav il o nula -

deve t.

Prvi i drugi izraz odgovara brojevima, koji podéinju
sa nulom (nulama), a treci i detvrti izraz odgovara
brojevima, koji poc¢inju sa devetkom (devetkama).

Ako pretpostavimo da svaka grupa ima isti broj cifara
tada smatramo ovaj broj kao ritam, tj. onda Je

koje zoveno uniformni ritam. Takav uniformni ritam h
zadovoljava uslov,

(5) h = h‘\\; Py
i brisuci zareze u(4) dobijamo spektar iz (1)
¥ i ) / i3 ‘
(&) 8 =Ly b Lodd oo wo i S

To je opdta formula matenatidkog spektra ovog oblika.
2

Zamenjujudi in A

; sa Gy mi uproscavamo ovu formulu

i dobijamno,

(7) S:GO G‘/‘ G’2 .oo ‘u. L Gk

sa uniformnin ritnon,
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h = hi /\ Py

Dakle, Sto se tide koncepta pravila nula devet, vidimo
ovde da se niz sastoji od ¢lanova, koji su pozitivni
ili negativni celi brojevi, ili samo pozitivni celi
brojevi, ali pored toga da jedan ili vide od tih bro-—
jeva mogu biti nula (e). |
Na. priner posmatrajmo niz oblika,

-N;, O, Nz, 0, 0, -Ng, N,

(8) N,

Sada mozemo navesti prvo vazno pravilo o "znaku nule":{%i

ako je N; = O a N; , negativan, $to se ove nule tice
smatramno Je kao pozitivan broj;

ako je N; = O a N, , negativan, S$to se o¥e nule tide
snatramo je kao negativan broJj;

Iz cega imzmo dodatnu tvrdnju u vezi pravila nula-devet
kao &to sledi:

Ako jedan ili vise d&lanova niza su nule, tada liiclg
.« {
bice:

0..00 , ako je N; nula a Ni+1 pozitivan broj ili
pozitivna nulaj

9..99 , ako je Ni nula a Ni+1 negativan broj ili
negativna nula;

Ovde Jje Jasno, ukoliko imamo nekoliko nula jednu do
druge, tada znak svake nule Jje isti sa znakom poslednje
nule na desnoj strani.

Tada uzimajudi uniformni ritam h moZemo napisati spektar
(8) u slededenm obliku,

!

h
9..99[40 —N6‘Q..QN7

PP TR
- »

n N
S = No-ﬂ 10 —ngo..OO(O..ON3—4,9..99

L

Buln,

anT
'a,,de\\x

(.‘G'. X
e geoi eabR 3
W

N
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Da bi smo inali bolji pregled i razunevanje posmatrajmo
slede¢i niz uzet kao primer,
+7 =4 ,0,-1,+3,0,0,-8,0,+2,0,+9

Svaki ¢lan ima isti broj cifara, tako

odakle mozemo uzeti uniformni ritam

h = -2
Tada cerno dobiti

8 = 6i95i99%99§02I99§99§92!ooi02ioo!09
t . Q P

ili
£69599990299999200020009

Ovaj broj predstavlija spektar uocenog niza sa datin
uniformnin ritnom

h = 2
koji se slaze sa tim nizon.

Navesdeno ovde jedan specijalan sludaj koji treba da
bude istaknut.Pretpostavimo da su brojevi u daton
nizu svi pozitivni, tada éemo dobiti

@ L = 0..0M

: (%] . . - - . - 7
za svako i. Posto su svi brojevi p021t1vn1,dbi se
sastoji samo od nule (a). Oznaka za znek nije potrebna.

Odatle dobijanoc



13

Pl
“ i;- D 0O
( 10> ‘ A l:///-/

Koristeci ovaj uslov i izraz

n; =p; +Ly

dokazujeno da u ovon sluéaju, spektar se moze obrazovati

ako Jje
(’i‘]) hi \.\ Py
—

Tako spektar niza pozitivnih celih brojeva napisan
u opsten obliku sa uniformnin ritnon

h == Il\o\ P
PSS

("2) S = G_GqG;
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2, FORMIRANJE SPEKTRA KOJI POCINJE SA DESNE STRANE

Fornirajno spektar niza brojeva sa razlicéitim znacina
i sa uniformnim ritnon koJji zadovoljava uslov

= h .‘\\ .

h i Pi

Poénimo sa prugon na desnon kraju, koJa sadrzi broJ
‘ : /
oblika f. . 4 .

Ako Je Nk pozitivan :

1 . .
iogkfk ae!OaaONk

v 3 » -
Ovde,ijk oznacava nulu (e); a ritanm obaveznih praznina.

le = b5y
gde Je Py roJ cifara Nk :
Ako Je Nk negativan :
P 7 .
§o£klk Je

8 v
Ovde,f;k oznacava devetku (e).

L%

10" + N

k

Ovo su dve moguénosti sa prugom na desnomn kraju, Jer
snatramo, da broj sledeéi na desno od Nk Jje pozitivna
nula.

Predjimo sada na sledeéu prugu koja sadrzi broj
oblika fo 4 Sy 4

/ . o . 4
Pomocu ranije pokazanog, dobicemo sledece?

za Ny _, pozitivan :
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O..OI\Tk

/ A .
‘J"Jl{—/l {/"{,1{—/' 'Q[Jk (,'Vk J e ’ o o ¢ ONk_,]

Ovde,j_,k_,I ioﬁk oznadava nulu (e).

za Nk—1 negativan :

O+ 0N

h
107+ N 1) X

M-A/kﬂ#kck Je

a <'>vc3e,O{Jk p oznadava devetku (e), dokc£L nulu (e).

U slucaju da broj u formiranoj pruzi poq&pae sa 9,
tada: '

za pozitivan Ny, :

|
r e

l’k 1 oznacdava nulu (e), ddkdg devetku (e).

lh{dyg_ je lo..o(r 4=1) '(10 +10, )

za negativan Nk :

rert ol L e je  10%4(N,_,=1) (10™4N,)

Qﬁk“q i:ﬁk oznacéava devetku (e).

Nastavljajuci na takav nacin dobicdemo druge preostale
pruge. Pruga na levon kraju ima Jjedan od cetiri
sledeca oblika brojeva :

Mo

(v _-1)
h. .
(10%43 )
h %
10 +(No—1i

o

/ - » v - - - - . o L3 L]
Treci i cetvrti izraz su brojevi koji podinju sa
devetkom(a) .
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Dalje, u slucaju da formiramo prugu koja sadrzi broj
oblikacl; f; &de je N; = O, tada

- D - - u. L]
ako 1zraz{Li+1 Jﬁi+1 iz formirane opruge pocinje sa O,

Li Sy de 0..00

a ukupan iznos nula Je Jednak ritmu h,

- - » v - -
ako 1zrazcﬁi+qé/§+1 iz formirane pruge pocinje sa 9,

F .
i -/V’l Je 9..99
a ukupan iznos devetki Jje Jjednak ritmu he.

Inajmo na umu da svaka ovako iskazana pruga, ako broj
v « (3 Vo L3 (W 4 L3 .
pocinje sa O, ne vrsi nikakav uticaj na formiranje
o s R v . . . .
sledece pruge; ali ako pruga pocinje sa 9, broj iz
sledece pruge mora biti umanjen za 1.

Najzad, jer tu je uvek najmanje jedna nula ili
devetka napisana na levoj strani svakog broja pruge,
odatle Jje Jjasno da

- AN
ho= By * ps
Dakle, ova metoda za formiranje matematickih
spektara je bazirana na pravilu nula devet, a da je
ostvareno pomoéu nula i devetki.,
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3. FORMIRANJE SPEKTRA KOJI POCINJE SA LEVE STRANE

Koristeci podatke iz 2,, formirajmo spektar koji
sada pocinje sa leve strane, to je pruga koja

Vo, . - / 4
sadrgl broj oblika J:oc/;‘

Prvo, posnatrajmo znak broja N, :

Ako je N, pozitivan, tada

za, pozitivan NO:

Lo

jer ovde, prva(e) nula(e) se ne pise.

N
o)

za negativan N :

Lo 4o ije (10741 ) l

Ako Jje N1 negativan, tada

za pozitivan NO :

>
fﬁl-iOy’{O Je (NO—’]) l

za negativan NO :

o]

je 1Oh+(NO~1).

v o ’ . .
Ovo su cetiri mogucnosti za levu, recimo prvu prugu.
Da bi formirali sledecu prugu, koja sadr21 broJj

obll}’a,,l, J/’ :

Posmatrajmo znak broja N2 :
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Ako Je Ng‘pozitivan, tada

za pozitivan Nq :

za negativan Nq :

I c,f,]b/}qi je ] (ﬁohmq)i

H
¥

Ako Je N2 negativan, tada

za pozitivan N, :

LA i je io..O(N,]-—’l)*

za negativan N,l

Jq:/ﬁ ' je iﬂoh+(N,,-1)

'

Preostale pruge su dobijene na isti nacdin.

Jer slededi broj od Nk snatra se da Je pozitivna nula,
tako da zadnja desna pruga ima samo jedan od dva sledeca
oblika brojeva:

za pozitivan Nk :

4 :

za negativan Nk s

dfkcl; Jje l (10h+Nk)

H
i
>

ako, formirajuci prugu koja sadrzi broj-oblikaofio/l

B3

mi imamno posla samo sa znakom broja Ni+1'
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Prinetimo., da ako Je Ni+1 pozitivan broj.ili nula
keje ima karakteristiku pozitivnog broja, onda on ne
vl nikakzav uticaj; ali ako je on negativan, tada
broju N, nora da se oduzne 1,
U slucaju da formiramo prugu koja sadrzi broj oblika
L. sde je N =0, tada :

[ .
S el 1 e

Ako de N. 4 pozitivan ili nula koja ima karakteristilmu

pozitivrog broja,

/‘/) (/n . .
d./i i’j‘ Je Or, oOO

Ako_je W., 6 4, nepativan ili nula koja ima karakteristiku

-

negativnog broja,

Of'i:/}/)i Jje 9.,99

. - N . Y -
Dakle. ova metoda za formiranje matematickih spektara

Je Mtazirana na pravilu nula devet, a da je ostvarena.

OO 4 o a k o v a (plus i ninus).
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4, ODREDJIVANJE NIZA KAD JE DAT SPEKTAR

Posle podele spektra S na pruge poéev sa desne
strane u saglasnosti sa ritnom

b= hQPi

dobijamo pruge u sledec¢in oblicima,

e e

i
7 > ’.{’/J ”
8 = dodo| LN L oo

e © LK

Svaka od nJjih nora da poéinje sa O ili 9 da bi se
zadovoljio uslov datog ritma. U ovom.obliku su
0 ili 9 zanenjeni sadfi, 1= 0,7T,25e0ek.

Prva metoda :

Svaka pruga ima tri vrste vrednosti : mominalnu,
popravljenu i ef ekt ivnu. L?]

Noninalna vrednost pruge Je broj koji je napisan u

toj pruzi.

Popravlijena vrednost pruge :

- Jednaka je noninalnoj, ako je prva cifra
s desne strane dotidne pruge nula;

- za jedinicu je veca od nominalne, aka je prva
cifra s desne strane dotidne pruge devetka,

Efektivna vrednost pruge 3
~ Jjednaka Jje popravlijenoj, ako pocinje sa
nulon. Prve nule se ne pisu.
- dobija se kad se od popravljene vrednosti
oduzne 10h, ako poc¢inje sa devetkom.

Druga metoda :

Ako obratimo paznju na veze izmedju dgidy; i Ny

u pravilu nula devet, dobiéemo odmah da je .
efektivna vrednost Ni Jjednaka



i £ p
!“ ak O f,;a[.) . =

. yigo' i ’
Y. ako . =
df&+1 : zgl

f h
J;id i—ﬂO ako

| (Jii c.;V;m)-/ioh ako Ofi

L]
.

a 3i+1=o‘°o

:’(Li'!'/l =9 o0 9

/

a DL i+/1"=o. CO

I

H

i
O v O O
O O O O

a *i+1=9..9

sa napomenom da broJ na kraju desne strane Nk Jje:

A, /L
N ko vk
ogkd(é:“"oh e L

ako

It

O. .O
= 9- 09

Najzad treba da kazeno da. ova nova metoda brzo se
savladjuje i lako izvodi, a pogotovo ako Jje vec
savladano pravilo nula-devet.
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5, CEPANJE SPEEKTRA I NJEGOVO SASTAVLJANJE
U NOVI SPRKTAR

Posmatrajmo spektar,

GG

GG GG

5 LANNE I ] G’kﬁ'qu

—~.

o

\
¢
i

sa uniformnin ritmon,

h

Hi

hi:> P;

U ovom sludaju spektar se sastoji od niza brojeva ssa
razliditim znacima, tako.G; daje efektivnu vrednost
N, gde e L = 0,1,2,...k, a gde N moZze biti poziti-

van 1li negativan broje.

Sada ¢emo formirati spektar . niza brojeva, ali na
primer sa sledeéim poretkon,
(i) N W,, N

Ny, N N

6 13 AR '7? 5

Da smo primenili ranije metode, tada bi snmo prvo |,
nagli efelktivou vrednost broja datog spektra (”5),
i zatinm bi smo fornmirali spektar datim novim poret -
kom u nizu (7).

Zelimo ovde da pokaZemo da spekitor (14) noze Divi
sad¢injen direktno iz datih spektrainih brojeva {15).,
Ova radnja saélnaena Jje od cepanj=z spelitra (13),.

iz dega za G. —mijgc dobijamo popravijenu vrednost

-
pruge, : _]

G’i‘*',] 3 ak0¢~,j_+,] = 90 n9

- » » - - » M - .
Zatin., sastavljanje u novi spektar i napisemo spekbar

ol -
(VD ran 350 sledi,
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(15) 8 = (65)(65)(6,)(6,)(G,)(Gg)

gde Je
(G;) Jednak,
G, , ako broj u novo forniranod »pruzi
g desne strane pocinje s nulong
G; =1 , ako broj u novo forniranoj pruzi

¢ s desne strane po&inje s devet-
kon,
| %8 .
a u slucaju da
G- = ~ao
5 0..0
c

tada, dobijano

gle ukupan iznos nula (devetki) je jednak ritrmi h.

N

. - > +
Jasno je, da formiranje ovakvog; spektra nora da poc—
ne s desne strane, gde je noninalna vrednost zadnje
desne pruge Jednaka njihovoj popravljenoj vrednosti,

jer snatrano da Je prva cifra s desne stranc od

dotiéne pruge nula.

Tako iz (15),

(Gg) = G

C

Dalje, fornirajno spekbtar od niza brojeva na priner
/o
s sledccin poredlkon,

(16) g, Mg, My, My, W, N,

Ideja je dn cepanje spektra i njihovo sastavljanje
u novi spektar, roZe se izvesti u delovina spelktra.
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Ovde na primer spektralni brojevi N,]NZN3 su kao
jedan.deo spektra (13).

Dakle, direktno iz podataka (13), mozeno formirati
spektar (16), kao $to sledi,

(47) S = (G6) (GquGa) (GV) (G4)
gde Je (G4G2G3) jednak,

GqG2@5. s ako broj u novo formirano]
¢ pruzi s desne strane pocinje
s nulonm; dakle, u (17), ako
(G7) podinje s nulon;

-

GGG , ako broj (G7) pod¢inje s de-

Jc

vetkon
Dalje, ako
GBC;;KFO..O
tada, (17) noZemo pisati :
(18) S = (G6) G4G2 (GB) (G7) <G4)
Prema tome spektralni brojevi iz (18) pokazuju da
Gng ostaju nepromenjeni a da se samo G5 pronenio
u obliku (GB)’ to oznacava da se samno desna strana’

delovima spektra promenila.

Heka su data, sa dopuStenim ritmon h,



(19) S = G G’ G onannnuo.oQG’
N NO Nq N2 Nk
S = G’ G’ G' e oo B B0 D
M MO Mq M2 Mk

Dakle, SN je spekbtar niza brojeva sa razliditinm
znacina,

N N

O, /" Ne, @ 0000 00 Nk
a SM je.spektar niza brojeva sa razlicitin
znacina,

MO, M{I’ Mg’ . " 5009040 I\/Ik

Sada c¢emo formirati spektar niza brojeva, ali
na priner sa sledecinm poretkon,

M, N 5 Mg,

(20)  NW_,N,,N,,M,,M 5N

o’ /],

5‘)

Sa istin ritmom h, direktno iz podataka (19), for-
nirajmo spektar od (20) te mofemo pisati sledece,

21 S = Gy Gy (G DGy Gy (G D(G )Gy (G )
(21)  Syy Oy oy oy Cary S, ) o O S

Ova radnja noZe da se primeni na vide spektara, ali
ovde sno pokazali samo na dva spektra,



DRUGA GLAVA

IT. OSNOVI NEREGULARNIH SPEKTARA
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Matenatidki spektri mogu se obrazovati od razlicdi=-
tih oblika, takco inano spektre niza brojeva, poli-
nona, vektora, funkeija itd., a kao polazna osnova
u ovon sludaju uzecdemo spektar polinona P(x).
Tada regularni spektar polinoma ina opsti oblik

1.
[2] -
h
(22) . S = 10 'P(+10™) + 4

gde 4, h 1 h; su celi brojevi.
Svi drugi oblici su nazvani neregularni spcktri ;

na priner spcktar,
S = 1987992017

( sa ritmon h=3 ), od polinona

2

2 XB - 12 x= - 8 x + 17

s totalnin popravlijenin brojen

Ct = 1001000000

daje tobalno popravljeni spektar St .

St = 2988992017

Sy Je neregularan spektar, jer nenma oblik (22).

Ipak ovi neregularni spektri inaju iste pruge kao
ji. odgovarajuci resularni spektri.

Ova glava upoznaje nas s novon vrstom neregular-
nih spektara, koji inaju svojstve da budu uvek
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pozitivni brojevi. Takvi spektri niogu inati isti
brcj pruga u ton slucaju se nazivaju normalizova-
ni 1li jednu prugu vigse u ton slucaju se nazivaju
denornalizovani spektri. Kako je oSigledno norma—
lizovani ncregularni spektar Jednostavniji od de-
noriinlizovanog, to ostavino za slededi paragraf
Wa osnovu baziranje ovih spektara kao priner upos-—
tavino nnj jednostavniji odnos iznedju ncrnalizo-
vanog nercgularnog spektra i regularnog spektra.

Taj odnos daje

(23) s* = 8§ + 10{n+h

gde Jje n stepen polinona.
U daljin paragrafina nalazi se netoda forniranja

zasebnih spcecktara gde prinena neregularnih spek-
tara pokazuje znadajnu prednost.
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1. JEDNAEKEOST NEREGULARNIH SPELTARA

Defininicija ovih neregularnih spektara uvezero
ponecu pojna jednakosti.

Posnatrajno niz brojeva sa razlicitinm znacina

N

(24) Noo Ngy Noy e ooy N4, N

O, *19

Ako je S regularni spektar od (24), tada S
ina k + 1 pruga.

Dva regularna spektra sa istin ritnon su jednaka

ako :

(a) oba inaju isti broj pruga,

() svi brojevi u prugana prvog spektra su isti
sa brojevina u odgovarajudin prugana drugog
spektra, |

(¢) oba inaju isti znak.

Sada, ake za S* oznadino neregularni spektar ni-
za brojeva (24), tada ova nova vrsta neregularnog
spektra (23) ina jednu prugu vise nego regularni

pektuar S. Ova prugn se nnalazi u prvon delu s leve

4]

strane, i nazivano je ncutralna pruga, zasSto sto
ona ne zavisi od niza (24) od koga se neregularni
spektar fornira. Stoga neregularni spektar oznaca-
vano

&) sn

sde je & neutralna pruga, a S*% normalizovani
P s T
oblik neregularnog spektra. Za © =0, piseno

*®  _
ST = 9S*
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Dalje, ako je S* nornalizovani neregularni spek-
tar niza brojeva sa razliditin znacina, Sﬁ,j Je
oblik koji pokazuje nornalizovani neregularni
spektar N-tog niza, a koji se sasteji od J pru-

ga.

Dakle, ako Je N = No, Was Moy eeeeense, Nk

P S * —
Ol’ldu JG SI‘I,j - GNO GN GN ® % & 0w w9 GN

1 2 k
koji ina J = k + 1 pruga.
( Gy zanenjuje izraz “;i‘/z , 1=0,1,2,¢.ek )
1 .

k

Na priner, oblik & daje
N,3

G G G
No Nq N2
ili 002 997 012 sa h=3
99227 0137 9854 h=4
oblik Sﬁ’4 daje
G G G G
Mo P’L1 M2 M3
ili - 927 082 011 993 h=3%
0124 9988 0046 9765 h=

- ® e 00 . o 0 8 o & o » o o ® o o o

Dva neregularna spektra sa istin ritnon su jednaka

ako
(a) oba inaju isti broj pruga, A
(b) svi brojevi u prugana prvog spektra su isti

sa brojevina u odgovarajudin prugana drugog
spektra,
(e) neutralna pruga moze biti proizvedno, sto
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Jjeste glavna teoritska razlika iznedju regu-
larnog i neregularnog spektra. Potreba za
postojanja neutralne pruge postace oéigledna
prilikon prinene ovih spektara u izracunava-
nju ( u trecoj glavi ).

Dakle, oblici Sﬁ,5 i S§,5 inaju iste pruge,

oni su jednaki, onda i sano onda

za i=0,1,2,3,4.

Dalje, ako Sﬁ - Sﬁ . su Jednaki, tada Je
o . »d s d
njihova razlika

S,y T BN,g = %0,
ili piseno 0,j ili sano O.
Najzad, nozerno da kaZeno :
- Jednakost nornalizovanih oblika dva neregular- .
na spektara sa igtin ritnon je onda 1 sano:

onda kada se oni poklapaju.
- Njihova razlika, Jednaka je O.
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2. NORMALIZACIJA MNEREGULARNIH SPEKTARA

Ako je 5* nornalizovani oblik neregularnih spektara,
nesto na levoj strani od S*

e g*

nazivano neutralnu prugue.

U ovoj neutralnoj pruzi noze se napisati bilo koji
broj, ili se san pojavi prilikon racunanja

g7 o

“ oznacamno neutralna pruga.

Sy

Taj broj ¢ nena nikakvog uticaja na S*, a &! S* je
denornalizovani oblik neregularnog spektra.

U nekin sludajina je potrebno da pre poéetka raduna-
nja stavino neutralnu prugu u neregularni spektar,
tine ni menjano oblik nornalizovanog u denornalizo-
vani oblik neregularnog spektra. Koliko de biti ta
neutralna pruga zavisi od samog racuna. U stvari ra-
dun uslovljava nininun te pruge. U koliko uzmeno ve-
c¢on tu nifta nede nazgoditi izradunavanju. Sliéno
tone kako uzimanja vedi ritma kod regularnih spekta-
ra ne zgodi nista izradunavanja. Na suprot tome, na-.
kon izradunavanja u nekon slucaju dobijamo broj &| S*,
a.uzinano sano S* t.j. nornalizovan oblik neregular-
nog spektara. |
Nornalizovani oblik neregularnog spektra je oblik,
gde je neutralni deo O.

Prena tone, u opsten slucdaju neregularni spektri ina-
ju prvi (neutralni) deo koji ne utice na vrednost
niza.
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5. UPOREDJIVANJE NORMALIZACIJE NEREGULARNIH SPEK-
TARA SA TIORMALIZACTIJOM BROJEVA SA POKRETNIM
ZAREZOM NA ELEKTRONSKIM RACUNARIMA

Sv~ki broj A pretstavljen u nasini u binarnin
~bliku je

(25) A= + 10F ‘*’r'lj oy 107K
k="

gde Jje a# cifra O ili 1.

Nornmalni oblik broja je

(26) D PqPpe« +PpBBq 800 o o2l

gde PorPqsPoe« Py obrazuju rank broja ( P, Je
znak rarka ), a,,04,85...8, Obrazuju cifarski

je znak broja A ).

deo broja A ( 2,

-

et 3 3
Nakon racunanja, rezultat brojeva treba da se nor-
nalizuju. Nornalizovani brojevi inaju sledeci
oblik

@7 10Pq
gde je q = A5y 8g8neeeel sa a4 = 1, tako

n

<o

Dakle, ako na priner dobijario rezultat u denor-
9 P J
nalizovanon obliku

40p'q'
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U ton slucaju, ovaj broj treba da se normalizuje
kao Sto sledi :

ako Eq'L>1, norano pomaknuti zarez za. t cifara
ulevo tako da dobijano q, koJji odgo-

vara ?I%_g‘q{ <,].

s LN )
Prena tone rank ce biti
p:p'-}-t

i~ 1 _, norano ponaknuti zarez za +t cifara
udesnu, tako da dobijanoc q, koji

odgovara 1 7
© B <al1,a

p= p'-t.

Kod spektralne netode nornalizacije se vrsi na
sasvin drugacki nadin. Ako dobijano nakon raduna-
nja kao rezultat denornalizovani oblik neregular-—
nog spektra

=

*
Sp
onda nornalizujerio ovaj broj, Jjednostavno odbacu-
judi &’ (t.j. neutralna pruga), t.j. zancnujudi
D)
i

o

nuloern.,

Dakle, normalizovani oblik neregularnog spektra
je akn je broj < jednak O

(28) 0..0 85

- . ’ . v - . » -
ili piseno sarno S% t.j. nornalizovani oblik
neregularnog specktra.
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4, VEZA TZMEDJU REGULARNTH SPEKTARA T NEREGULARNTH
SPEKTARA NOVE VRSTE POSMATRANA U OPSTEM OBLIKU

Posnatrajno opstu formulu natenatilkog spektra (6),
Féxd o o () »
S = Aoy 50 by ey Rt

s uniformnin ritnon

Dakle, spektar se sastoji od niza brojeva s razli-
¢itin znacina.

. . . . . . . .V
Ako Je prvi broj niza pozitivan, na priner piseno,
+ I;IO, _Q ® 0 e o0

tada, prena pravilu nula devet dobicerio da je
acot/g jednak

O..ONO

iz cega spektar (6) noze da se napise,

‘ v 4 ~ 7
(29) 8= 0.0 M LAY Kyl it At

ove prve nule rnogu da se ne pisu.

Sada ceno prinetiti da ako Jje prvi broJ niza nega-
tivan, t.Jj.
, » e o & & O 0

- N
o

tada, prena pravilu nula devet AZV”@ bide :
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10® + (-3 )

114 108 + (=W _~ 1)

Ova dva izraza su brojevi, koji podinju s devetkon,
prena tone spektar (6) postaje,

(30) % = 9vOM Iy S Sy e Dy

[3

Ovad oblik je jedan nova vrsta neregularnog spek-
tra 1 to Je u nornalizovanon obliku. Ova vrsta
spektra ina svojstvo da bude pozitivan broj. Prve
devetke treba uvek da se pisu za razlika od 0..0
koji nogu da se ne pigu.

Posnatrajno kao primer niz :

-7, 5, =12, 3, -8, 16

Najveci broj cifara je p=2, odakle nozeno uzeti

uniforrmmi ritan,
h =3
Zato regularni spektar S, kao Sto se zna je
S = - & 995 011 997 007 984
to je kao $to se vidi nega tivan broj.
Neregularni spektar S*, prena -(50)'biée :
S*= 993 004 988 002 992 016

ted. PpPozitivan broj.
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Prena tome, ako su brojevi datog niza snatrani kao
koeficijenti polinona, tada de se zvati [9] :

S, regularnin spektron

S*, neregularnin spektron

gde Je odnos koji povezuje neregularne spektre i
regularne spektre (23),

s* = 5 + 10(»*h
gde je n stepen polinona, a h Jje unifornni ri-
tan.

Tako, gore dati niz, predstavlija koeficijente poli-
nona 5—tog stepena, tako da je n=5 1 h=3, tada
prena (23) dobijano,

S* s + 1018

I

i1 s = 8*- 108
Ako Je prvi broj niza pozitivan, na priner
7, 5, —42; 3, -8, 16
tada s ritnon h=% , dobijano regularni spektar
S = 7 004 988 002 992 016
Prena forrmuli (23) dobija se
} S*=1- 207 004 988 002 992 016
Kao Sto se vidi ovde inano jednu prugu viSe unesto

6 imano 7 pruga, od koJji prva neutralna pruga iz-
. GO . C .
nosi <= 1, sto ne utice na vrednost niza.
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Mornmalizacija ovog neregularnog spektra dobija se

007 004 988 002 992 006

sto predstavljaju isti niz brojeva. Ovo noze napi-
sati i spojeno sa izostavljenjen pocetnih nula t.J.

7004988002992006

ali u tom slucdaju morano obavezna navesti da je
ritan 3.

Prena tone, ovde tvrdinmo da su ovi novi neregular-
ni uvek pozitivni brojevi, za razliku od regular-

nih spektara koji riogu biti pozitivni i negativni

brojevi. Tnko, bez obzira $to se probleni sastoje

od pozitivnih 1 negativnih brojeva, primnenon nere-—
gularnih spektara radicdernoc sano sa spektrina koji

su pozitivnih brojeva. Drugin recdina, za vrene iz-
radunanja uopste ne norano da vodino raduna o zna-
cina. '

Dakle, prednost ovih neregularnih spektara je dos-—
ta velika a ostaje sano da je dokazeno, sto ceno
ur2diti u daljen radu.
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5. FORMIRANJE NEGATIVINOG REGULARNOG SPEKTRA
POMOCU NEREGULARNOG SPEKTRA

- ] - - n\’. .
Fornirajrio spektar niza brojeva sa razlicitin zna-
cina gde Je prvi broJ niza negativan i s uniforn-—
nin ritnen koji zadovoljava uslov,

h = h; >py

Jasno Jje dn forniranje neregularnog spektra kao i
forniranje pozitivnog regularnog spektra noze biti
izvedeni direktno ponocu pravila nula devet, dok
forniranje negativnog regularnog spektra u ovon
slucaju noze da se radi na dva nacina.

Neka Jje dat, kao priner niz,

"'}T —N o e 30 0y N

(51) - N D 39

k

. V. . . . . .
prvi nacin: promnenino znakove svih brojeva iz for-
rnule (31), zatin od tako docbijenih brojeva fornira-
rno spektar i najzad stavino negativan znak ispred

dobijenog spektra ;

drugi nacin: fornirano neregularni spektar S* da-
tog niza (31), a nalazimno regularni spektar S iz

odnosa koji povezuje S* i S,

gde je n stepen polinona. U ovon sluéaju, broje-
vi datog niza su posmatrani kao koeficijenti poli-
nona, gde Je n = k.

Na drugi nadin jasno se vidi da je to uradjeno
pomoéu neregularnog spektra i da Jje taJ nacin prih-
vatljive.
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6. TPOMIMTIRANIE SPERTRA CITI SU CLANOVI SPIKTRT

U prethodnon delu govorili sno o formiranju spektra
iz niza brojeva, 2 u nekin problenina videcdeno da
je korisno ako mozero da formiramo spektar od spek-
tara.

Mol su dati spektri

O o )
S’] 1 n/] it n 1 h’l ;
Sk 1 r.lk " 1t 1 h}_’; ,

gde su n; i h; celi brojevi za i=0,1,2,....,k.

* ’ - s -
Dakle, iz (32) nozeno da piseno u normalizovanon
obliku,

o oo ~o1 “o02 o(no-ﬂ)
s* G G G ...... G
1% 1o 1M 12 1(nq=1)
(55) - - . » » o 0o 0 0 o .
* —
Sf = Gp. Gyq Gup -venns Cle(n. —1)

gde su prve nule ili devetke od Gio’ za 1i=0,1,2,..k
treba da se napisu.

- - . v .
Da bismo obrazovali spektar (32), u ovom slucaju
v. . -
ucinino sledece :
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(34) S, = <SO)(54)(82> ceeee (Sk)

Ovad spektar ina dve razlike ritmova, prvi, to su
veliki ritnovi, koji dele spektar na pruge, koji su
svake sa sebe spektar. Ovi ritmovi sabelezu se sa
velikin H. Zotin postoji malih ritmova, koji ove
pruge posnatrane kao spektri dele pcnovo na pruge,
koji se mogu nazivati podprugana kao sto sve pruge
nogu nazivati podspektrina. Ovi mali ritnovi sabi-

et - -
lezani sa nalin h.

Tako sa spektar velikih ritnova

S = G G G .ouaaG
H HO Hl H2 Hk

s ritnon Jjednako broju cifara najveéeg
Hi P Za i=0,/¥ ,2,..’1{@

aok Jje spektar nalih ritnova

S, = G G G
h h, "hy hy
s ritnon jednako broju cifara najveéeg

hi 9 28 i=o,’],2,..,k,

G - * ® & »
hy

Iz (34) irvaio da je (Si) Jjednak
S¥ , ako je broj (Si+4> pocinje sa O ;

SI-1 , ako je broj (Si+ﬂ) podinje sa 9 ,

2 jasno Je
- *
(S])_ S]

Priner, neka su dati spektri
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SO = 970559201 , s ritnon ho = 2
S, = 8984023 , | hy =3
S, = 991701239704 hy, = 4
Sy = 2398754 “hy =5
stoga daje,
s¥ = 97/05(92|01 , tada n =4 , a H =8 3
S* = 008|984]023 , p4=3 , Hq=9 3
8% = 9917[0123[9704 n,=3 , Hy=12 3
§% = 00023 (98754 , nz=2 , Hz=10 .

Prena torne dobicde se
SS= 970592010089840229917012397040002398754
gde Je spektar velikih ritnova

Sy = 8091210

s ritnon 2,
a spektar nalih ritnova

Sh = 4332

s ritnonm 1.
Dalje iz (32) moze se fornirati

(35) 8y = (SL)(84)(S5) +evrnnn (SL)

s uniformmin ritnon
h ) hy

2 i=0,/‘,2,ucov,ko
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Dakle (Si) je Jjednak :

s! , ako je (Si+1) pocinje sa O $

8i+1 , ako je (Si+4) pocinje sa 9

e

. P Yy 1
a (Sk)..~ SN
S} Je spektar 8§ s povecanin ritnon

h = hi+[i

Priner, iz prinera (34), ako uzneno sada h=5, ta-
da dobijano

Sé = 99997000059999200001

S% = 000089998400023
Sé = 999170012399704
S% = 0002398754

Prena tone

S_.= 999970000599992000010000899984
000229991700123997040002398754

sa SH= 20151510 , s ritnon 2
Sy= 5555 , g ritnon 1 .

Prinetino da Jje ova netoda, pomoéﬁ neregularnih
spektara uradjena na kraci i jednostavniji nadin,u-
poredjujuci ga s onin koJi se upotrebljavaju regu-~
larne spektre, Jer tada norano prvo da nadjeno e-
fektivne vrednosti svih datih spektara; posebno
paznja treba da se obrati na znake, pa se tek onda
nogu fornirati novi spektri niza brojeva sa razli-
¢itin znacina, Dakle, drugin recima ova netoda po-—
nocu neregﬁlarnih spektara, ina znatniju prednost
nad onon sa regularnih spektrina.
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7, TFORMIRANJE SPEKTRA CIJI SU CLANOVI PODSPEKTRI
RAZLICITIH SPEKTARA

Sada, posmatrajmo spektre napriner,

85 = Coo Go1 Gop +v-e Gos

(36) 85 = Gqg Gqq Ggp eeee Gy
*

S2 = G2O G’2/| G22 © e o0 G25

sa uwniformnin ritnon h.

Postupak se bazira na "cepanju" i "sastavlijanju"
brojeva (15), ton priliku se koristi pravila nula
devet, tako mozeno formirati spektar gde su clanovi
podspektrli gornjih datih spektara. Za priner uznino
ono sto sledi

00
Broj u zagradana znaci da je

(Gij) jednak :

Gijo , ako je iz (37) Dbroj s deine stra-
ne u formiranoj pruzi pocinje sa
0 3
Gijc—ﬂ , ako je broj s deﬁne gtrane u for-
niranoj pruzi pocinje sa 9,
gde je G.. popravljena vrednosti j—te pruge

id,
spektra S;c

Dakle u ovon primeru (37),

(Gyq) = G
11 11,
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Zatin, formiranje daljih spektara radi se na isti
Vo -
nacin £.j. s desne strane.

Dalje, posnatrajno spektre (36), ali sada s ritno-

vina

h,, hy i by

stoga je (37) bice,
(38) 8*= Goo Goﬂ (Go2) (G21) (G12) Go§ (Go4) (Gll)

sa S = GG G G, G G G G
h ho ho ho h2 h1 hO ho h1

* - - - - i
s ritnon jednakon broju cifara najveceg hi’

i == 0,1 ,20

Osin toga, iz spektra (38), noze se formirati spek-
tar s uniformninm ritnon,

h > hy
/I

za 1i=0,1,2.

Dakle dobicemno,

(39) 8%= Gy, G (o) (G3q) (GRo) Gz (Ggy) (Giy)

. . o
gde je (Gij) Jednak

(Gij) s povecanim ritmon

h = h. + iﬁ

1 1

Na priner spektri su :



A
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S = O4 03 92 97 01 sa h, =2,
S% = 99972 01234 98833 00456 h, =5,
S5 = 0000345 9654902 9932143 0223344 h, =7.

Pron: (38) dobideno sledeci broj
S* = 04039296549029883297010123%5

sa Sh = 22275225
s ritnon 1.

Medjutin isti spektar s uniformnin ritnom, prena
(39) dace

prena tone

S* = 0000004 0000003 9999992 9654902 9998832 9999997
0000001 0001235

ili,

f

S 400000039999992965490299988329999997

00000010001235

s ritnon 7.
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8. ODREDJIVANJE NIZA NIZOVA KAD JE DAT SPEKTAR

SPEKTARA

Neka Je dat spektar spektara

(40) S = 12795238970991089908038097280011
sa SH = 100816 , s ritnon 2 ; 1
Sh = 524 , S ritnon 1.

Prena (34), iz 8y dobijano : H =10, H;=8, H,=16 ;

a iz Sh dobijarno : h =5, h,=2, hy=4.

Prvo delino spektar S na pruge poéev s desne stra-

ne pomoéu velikih ritnova, Sto daje
S* = 0012795258]97099408]9908038097280011

Popravljene vrednosti pruga odgovaraju neregular-

nin spektrina 8%, 83.i 83, dakle spektri de biti

Sg = 0012795239
8% = 97099109
85 = 990803%8097280011

- . 7 . .
Sada delino spektre na pruge poriocu nalih ritmova

dobice se
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s* = 00127|95239
st = 97109]91]09
8% = 9908|0380 |9728 (0011

Tako da efektivne vrednosti pruga odgovaraju nizu

brojeva
128, -4761, -3, 10, -9, 1, =92, 381,-272, 11

U ovon slucéju jasno je da veliki Hi i nali hi
su uvek pozitivni brojevi. Stoga SH i Sh su
spektri niza pozitivnih celih brojeva, iz cega

njihovi ritnovi su zadovoljuci

h } P;

tej. uniformmi ritan.



TRECA __GLAVA

IIT, PRIMEITA MEREGULARITTI SPERTARA
U ARTTMETICI T LLGEBRI
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UVvVOoD

U ovoj glavi su dote neke osnovne prinenc nceregu-—
larnih spektara sa nancron da se dokaze njihova
prinenljivost & u isto vrene i da se¢ pokaze njiho-
va prcdnost.

Iste prinene nogu se dobiti i upotrebon regular-
nih spektara ali prinena neregularnih spcktara Je
u nekin slucajina kraca i jednostavnij®, naroéito
sa problenina koji sadrze brojeve razlicéitih zna-
kova., Dakle u primeni iako se probleni sastoje od
pozitivnih i negativnih brojeva, neregularni spek-
tri ce uvek biti pozitivni brojevi, stoga za vre-
ne racunanja wops$te ne norano da vodino racduna

o znacina.

Treba da iztakneno narodito prednost neregularnih
gpcktara nad regularnin spektrina u sludaju kada

dolazi do cepanje 1li slepljivanje njihovih delo-
va.,
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1. SABIRANJE

1.1 SABIRANJE DVA NIZA BROJEVA

Posnatrajrno na priner dva niza brojeva Mi i Ni
( i=0,1,2,...k ), s razliditin gnacina.

Ponocu spektralne netode, dodajno ove broje kao u
slededen primeru ; s dopustenin ritnon

8 o= G Gy G ceee G

(51 I1 Mo 1"[,I M2 Mk
* = G’ G’ G' LI A G

Sy w_ Sw, Om, N,
S = G’ G G’ . o0 G

T TO Tq T2 Tk

. \r
Posle podele dobijenog spektra ST na pruge pocev
s desne strane, dobijarno

Sp = §8%

~

gde je & neutralna pruga,
S% nornalizovani neregularni spektar.

9!
F#
il

]

1z Eega :

(a) ako Jje M_ negativan, a N_ pozitivan, tada
Gy pocinje sa 9..9, a Gy sa 0..0.
o o
U ovon slugaju dobijano :

ako G pocinje sa 9..9, tada
o

=.0..0 |s¥

5 T

T
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Ovde je rezultat veé u nornalizovanon obliku
neregularnog spektra.

Ako  Gn  poéinje sa 0..0, tada

Rezultat je denornalizovan oblik neregularnog
spektrn, @ nornalizovoni neregularnog spektra

je  SBq.
(b) Ako su M, i N_ pozitivmni, tada
Gy » Gy 1 Gp poéinju sa 0..0. Ovde dobi-
o o} o
Jjano,

(¢) Ako su M i N_ negativni, tada
Gy » Gy 1 Gp podinju sa 9..9.
o o o '
Ovde dobijano
S, = 1]sx

T

Za i = O,ﬂ,g,...,k.

1.2 SABIRANJE NEKOLIKO NIZA BROJEVA

Posnatrajno sabiranje nekoliko niza brojeva,
n priner :



ILO()’ .L\.O/l 2 _Loe 9 e 60 5w -llon
A . £
.r.\.z]o, -él/!/[, Ar-/]g, s 06090 I\-,I
(42) llgo 9 lig,l 9 }122’ ¢ o e 00 Agn
.[Lno 5 .A.I’l,‘ 9 Ar’_le ’ R .L\.m

Prvo trebn odrediti ritan. Za ovokav zadatak ritan
se:

no grublji nadin  odredjuje ovako : s obzirom na
eleriente kolona, ako Jje tu deset 1li nnnje sabira=-
k2 u stupcu dobidemno ritan, koji Jjednnk broju ci=-
foro najvedeg broja ( po apsolutnoj vrednosti ) u
zadntku, dodati 2 ;3 ako ina vise od 10 sabiraka a
nanje cd 100 ili 100, onda treba unesto 2 dodnl %;
nat precizniji nadin, nko ina n  sabiraka i najve-
¢i sabirak Jje o , tads indikntorski broj i= no.
Tako dobideno ritan, koji je jednak broju cifara
indikatorskog broja vise 1.

- . ol o .

ITaplsaceno sadn gore dnte brojeve u spektralnin
. . . .« en . e

oblicina, sabirati ih, dobideno sledefe

S; = GAOOGA04GA02.°..' GAOD
83 = GAﬂoGA14GA42‘.'.. GAﬂn
(43) 2 = Oy Ong,Thgye et iy
SE ) GAUOQAE4G n2‘...' GAmn
Sp = g Gp Gp CGp ..... Gp
o} 1 2 n

Debijani spektar B5  daje

.
8p = PU8;



SH

D , . ) : :
gde < neutralni broj, a Sf nornalizovani neregu-

larncg spektra.

Efektivna vrednoest svikz pruga od Sf bice

TG = Aoo+ Aﬂo+ A2o+ oo wa t Amo )
(4‘/'!') T2 = ( A02+ .A./|2+ A22+ ° . . . -+ Arlg )

o — f I3
Tako do je T. zbir brojeva s razliditin znocina

P S

u J tod koloni. Treba sponienuti da je za gore no-
vedeni problen potrebna sano mn operacija sabira-

nJja.

- i - - 4 .
Do bi sno lakse razuneli denonstriraceno jedon

. A - . . /.
priner nncl zbir u svokoj koloni sledecih bro-

2

jeve

np  -51 2% 38 29
-15 12 -16 17 =33
17 26 =34 -11 24
-10 ~28 14 8 -62
-8 =32 12 56 =7

7o gernji priner ritan odredjen na grublji nacin
je 4 3 indikatorski broj je 5 x 62 = 310, tada
riton odredjen na precizan nadin je takodje 4.
Dnkle dobijano

S, = 419949002299620027
85 = 99850011998400169967
Sy = 170025996599890024
Sp = 99899972001400089938
s; = 99919968001200569993
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Sp = 300259926999900339949

Prve delino ST na pruge podev s desne strane
pornocu ritna koji veé znano,
Sp = 3]0025]9926]9999]0033 9949

iz cega dobijanic &° = 3, n nornalizovani neregu-
larncg spektra

Sy = 0025 9926 9999 0033 9949
dok svaka pruga od S% odredjuje vrednost odgova-
rajuée kolone, a njihove efektivne vrednosti su :

269 "73’ “4a 349 =51

U ovon sluéaju broj éﬁ}(uzimajuéi njegovu efektiv-
nu vrednost P ) rioZe biti upotrebljen kao keontro-
ia. Ovde, pokozuje dn je jednak zbiru brojevih ni-
zova gde su prvi brojevi negativni ( t.j. 4 ne-
gotivan, 111 8! peéinje sa 9..9 ).

Iz Sp = 55455
ako Sg poc¢inje sa 0..0, tada P = &;
Sq po¢inje sn 9..9, tada P =&+ 1,

0 3 * -
Sano u ovonm slucaju, inanmo da Je

P noninalmna vrednost, a
P e fektivna vrednost [7].
s <7 . :
U gornjen prineru P =d"= 3 je stvaran jer u

zadatku postoji 3 spektra, koji pocinje sa de-
vetkon (devetknna).
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2. OCDUZIMANJIE

. . . « ¥ . «
Posnatrnjno dvae niza brojeva s razglicitin znacina
My i 0Ny, (1=0,1,2,... k).

Qduzneno ﬂi od Mi’ dobijano

T,o= M =N, o= Mo+ (M)

Ponodu spektralne netode to mozemo da uradino na

dva nndéina :

- W,
Prvi nacin @

- > - s
S dopustenin ritnon, dobiceno

(45) By = 7% 8% = &S5 - S

de &8y denornalizovani neregularni spektar
2 ™M 3
niza brojeva Mi’
Sf nornalizovani neregularni spektar ni-
zo brojeva Ni.

e ’ . . . Vo
U ovon sluénju pre racunanja norano da izversirno
denornolizaciju prvog spektra t.j. ?’S; .
Dakle dobijoamo kako sledi,

fPSﬁ = &° GM (E‘r1\I GN cece GMk

_ o M 2
Sk = G G G ceee &
N NO N,] NQ Nk
S = ('/D* G' G' G e o0 G‘m
LA Tx

Posle podele dobijenog spektra ST na pruge pocev
3 desne strane, inano

Sp = &% 8%

v - . . .
Iz cega normalizovani neregularni spektar je



o konadno daje efektivnu vrednost pruge,

TL= M- N ( 120,1,2,...% )
OV’iG, ako je .
) )
Sﬁ > Sﬁ' 9 tnda Q/'* &
SI?:I < Sﬁ 3 tada gb* - ‘é"/-f‘ _ 1

. o) . . .
i ovoe ¥°* nena uticaja na traZeni spektar S%

» v .
Drugi nncin :
8 dopustenin ritnon, dobicenc

(46) ST' = @SE\! = If} + Sﬁ't

gde Sﬁ nornalizovani neregularni spektar niza
brojeva Mi,
Sfr+ nornalizovani neregularni spektar niza
brojeva —Ni,
J” neutralna pruga,

i to srno dobili kako sledi :

S* = G G G ®« o ¢ 0 G

4 M I’IO M’t M2 Mk
S* = G G ; G s e G

N NO N,] Ng Nk

S_ N B C‘jﬁ G 1 G ] G ] o ® = » G 1

T TO Tq Tg Tk

Posle podele dobijenog spektar ST' na pruge
podev s desne strane,



S*l = G‘ G' G’ ®® o0 o0 G
T TO T,| T2 Tk

a konadno dobijano efektivnu vrednost pruge,

T,o= M, o+ (A) (1=0,1,2, . .k)
Dakle u ovon sludaju prilikon raéunanja pojavlju~-
je se jedna pruga visSe t.j. neutralna pruga.

Zn oba nadina ritan je isti, i to :

na grublji nacéin :

ritan je jednak broju cifara najveéeg broja ( po
apsolutnoj vrednosti) u zadatku, vise 2.

no precizniji nadin :

ake je u zadatku najveéi broj ( po apsolutnoj vred-
nosti ) o¢ , tada Je indikatorski broj i= 2,
Tako dobijano ritan kOJl je Jednak broau ciforn

indikatorskog broja, vise 1.

Napornena :
N . - .
Iz prvog i1 drugog nncina inano da Je,

S

_ *
T - S
S

e
Qg o
H* =k.2

ST' =
kojih norano da dobijarmo

Sy = S

T

=%

. . < s .
i videceno to u sledecen pririeru.
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Na priner, nizovi brojeva s razlicitin znacina
M. i N. vak
i i Suo ako,

24, -35, 17, 13, —5'
12 16, =14, 4, 7

Ako oduzneno Ni od Mi u svakoj koloni, prvo tre-
ba odrediti ritan,

n2 grublji nacéin je 4; na precizniji noéin : in-
dikatorski broj Jje 2 x 35 = 70, tada ritan je 3.

Zatin premn prvon nad¢inu, nakon denornalizacije
prvog spektra i oko stavino 9 = 1, dobijano

Sﬁ = 1 023 965 017 012 995
- Sﬁ = 012 015 986 004 007
ST = 1 011 949 031 008 988

Delino S; nn pruge pocev s desne strane, daje
Sk = 011 949 031 008 988

iz éega svakn pruga odredjuje vrednost odgovaraju-
¢ce kolone, dok su njihove efektivne vrednosti :

12, =51, 31, 9, 12
Prinetino da Jje

{
Sp = 1| 84

- o .
Prenn tone u ovon slucaju gde Sﬁ.> Sﬁ 3 PTrEe
roacdunanjn nenorario vrsiti denornalizacija.

A Y - “ . %
Prena drugon nacinu, takodje s ritnon 3, dobijano
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023 965 017 012 995
Sy 987 984 013 995 993

I

7 011 949 031 008 988

=
[

Delino ST' na pruge pocev s desne strane, daje
= 011 949 031 008 988

iz cega svaka pruga odredjuje vrednost cdgovaraju-
¢e kolone, dok su njihove efektivane vrednosti

12, =51, 31, 9, =12

Dalje, iz prvog i drugog nalina jasno da je,

Najznd ako Mi i Ni’ i=20,1,2,.. k, tada tra-
zenli nornalizovani neregularni spektar SE = S;,
( k + 1 )h brojevi s desne strane Sp ili  Sqy

tele k + 1 pPTuUga.

Sada, koriste¢i iste podatke, ali oduzneno I
od N,, dakle dobijano da je

T. = N, - M. = N. + (=M.
i i Ui i ( 1)

) » -
Premna prvon nacinu, pre radunanja norano da izvr-
. » » - SN
sino denornalizaciju prvog spektra t.J5. ygﬁﬁ
a stavino (P =1 , dobija se

st = 1012 015 986 004 007
- S5 = 023 965 017 012 995
S, = 988 050 968 991 012

T
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Posle podele S, na pruge poEev s desne strane

ik
dobijnno

S*

o= 988 050 968 991 012

Prena tonme svaka pruga odredjuje vrednost odgova-
rajuce kolone W, - M, , dok su njihove efektiv-
ne vrednosti :

12, 51, =31, -9, 12

Ovde ¥ =g7 -1 = 0, jer Sﬁ <: S y stoga
u oven sluéaju norano da izvréino denornalizaciju

pre racunanja.

Prenn drugorn nacinu, dobijano

A st = 012 015 986 004 007
* Sf =. 976 034 982 987 005
Spy = - 988 050 968 991 012
sto daje
Sk, = gx*

zatin dobijaono takodje

-12, 51, =31, -9, 12
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3., IMIOZENJE ISTIM BROJEM

. . . 7 . s -
Na priner rmnozZirno brojeve sledecin oblicina

Ay X B A1 x B A2 x B
U ovon zadatku ritan se¢ odredjuje ovako,

na grublji nadin : broj cifara najvedeg ( po ap-
solutnoj vrednosti ) mnozenika sabere se sa brojen
cifara rmozioca, dodati 1 ;

na precizniji nadin : broju cifara proizvoda naj-—
veceg ( po apsolutnoj vrednosti) mnozenika i nno-
zioca ( t.j. indikatorskog broja ), dodati 1.

a dati zadatak racun se odbija ovako :

[N

(47) Sp = 8F x B
sr = G, G, G
Aj A, Th,
SB = B
Sp = §° Gp Gp  Gn
o 1 "2

Ako Je L negativan broj (B je pozitivan broj )
tada
Sn = &°|sk

T
iko Je A pozitivan broj, tada

Sp = 0..0[s%

gde Jje normalizovani neregularni spektra
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4, MNOZENJE RAZLICTITIM MNOZIOCIMA

oy e 7

N, o ) - 3
Mnoziro brojeve sledeciiz oblicina
Ag x Ag 31 X B2

Ovde, ritan se odredjuje ovako
né grublji nacin,

= + +
h jo¥] Do 2
. . . . / N .
gde Je PA brej cifara najvecCeg rmozenika, a P
je broj cifara najvedeg rmozioca ;
na precizniji nalin,
h = p+ 1

gde jJe p Dbroj cifara indikatorskog broja,

io= 2 nax[Aq,Bql nax |4, ,B,|
Vréino rnozenje kao Sto sledi,
Z — [af ] *

T

(a) ako je Ly negativni, a A, pozitivmi,

Aq B,I
*
S =
T et G/ Gan G
To lq T2

. . v
Posle podele dobijenog spektra pocev s desne stroa-
ne, dobijamo efektivne vrednosti pruga su,



ol

T2 = B,-I X Bg
TO - B2 = -1':.,} X A.e

U cdredjenonn redu pruge, Tq pretstavlija zbir
ava proizvoda. '
¥°'  je neutralna pruga.

N . .

Sta ovde zapazano da dve pruge s desne strane da-

ju prave oblike rezultujudéih spektara brojeva,

dok broj u prvej pruzi ina pseudo oblilk, i to
isemo ' G!

p : o T e

o
(b) ako su 4, i &, pozitivni, tada
S = B8 x 8 = G G, G
T ‘1 2 TO T,l T2
sto daje
T, = Aq x B2 + Ae X B,1
TO = A,] X A2
Na priner, mnoZino brojeve
(a) -12 x 5 , 8 x 17

Najveceg mnoZenika po apsolutnoj vrednosti je 12
a od mnoZioca je 17, tada na grublji nadin ritan

je 6. Indikatorski hroj i =2 x 12 x 17 = 408

tada na precizniji nadin, ritan je 4.

Dakle dobijano,
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Sﬁ = 99880008
82 = 50017
Njihov proizvod Je
S’i‘ = 4995698360136

e - L]
Iz cega dobijano

S% = 9956 9836 0136
sto daje,
T, = 136 = 8 x 17
T, = 164 = -12x 17 + 5x 8
T, - 17 = ~43 - 17 = -60 = -12 x 5

(b) Mnozino brojeve,
12 x 5 R 8 x 17

sa ritnoen h=4, dobijano

2]

120008
50017

il

o1
o
i

Njihov proizvod jJe
Sqp = S% = 60 0244 0136

sto daje,

T, = 136 = 8 x 17
Tq = 244 = 12 x 17 + 5 x 8
TO = 60 = 12 x 5

Iz rezulttata prinera (a), inano 9~

iz (b) , ¥ = 0.

= 4, a
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5, DELENJE ISTIM BROJEM

. . - el -
Treba ne priner izracunati

A B A2 + B

1 3
. v

g2 n  decinale tacno.

Prvo trazino,

1 : B = (B)

Ovo se radi na obifan nadin, a broj (B) je tadno

sa n* decimale tadno, gde je n* 2zbir broja tra=-
Yonih tadnih decimala i broja cifara najvedeg del-
jenika 3 ili se broj (B) wuzina iz tablice reci-
procrnih vrednosti.

Obelezinec sa (B*) broj od (B) gde se nule s
leve strane ne pisu, ova deljenja mozero uraditi

odjednon,
Ly x (B*) A, x (B*)

a to je netodon mnozonjen s istin brojen.
Dakle prena (47), dobijano Sp = 8) x (B*), a
nornalizovani neregularni spektar bide :

Sx = G, G

m
9 J_2

sto daje

T, = A,y x (B¥), T, = A, x (B*)

b - . »
iz cega uzinano sada brojeve samo do n decinale
tacno, tako da bi ostale decinale trebalo odbaciti
7 4 prena tone ti brojevi odgovaraju,

(T,) = Aq: B, (T,) = 4,: B

sa n decinale tadno.
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RaIITT DEO U IZRACUNAVANIIMA

‘-d

6.

Odnos koji povezuje roegulnrni spektar i neropularni
ancktar (23) pokazujc da ova neova vresta o ogulﬂrﬂog
spektra ina  Jednu prugu visc noego GC{OVur&JUCl

rcoularni gpektar. Ta prugn se nolazi u prvom dcolu

s love strance i nazivano je "neutralna prugh”

Tz »nrcthodne parngrafe u ovod poglavi, inano da

. b . - . . v .
knd izracunavanjna ( sabiranje i rnoZonje ), rczul-
tujuci nerosularni spoktar oznaden formuleon

dao Jjo ﬂ}mﬁutralna ok albad> WSS 5 jo normnlizovani
oblik Axrxwulﬁrnnr spcktra.

Prena toence u 1zracunavanau u kojermu su upntrebljoni
nerogularni spelktri, inano 2 dela @ s leve stronc
j¢ ncutralni dao , a s desne strance je nornnlizo-—

vani doeo.

LAko Jjo S ruzultujuéi repularni spoktar od nekog pro-—
blenz, s unifeor-min ritrnion h, koji se sastoji od

n prusa, nda kad bi taej isti praeblen resio Nrinigo-
njujuéi nmrdgulnrno snektre, dobijnno:

nh cifrec s dasnce strance sc nalazg u nor-
nlizovanon delu oznaceni ST t.j.

normnalizovani neresularni spektar ;3 0

(nh + i) cifras, i=1,2,..., s dosne stranc
s¢ nalaze u neutralnon dclu -3 oznacoeni
Qa s t.J. necutralna prugn.
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7. SEALARNI PROIZVOD DVA VEKTORA

Posrutrajno vektore

[IL,I, ;"12, cees An:}

B = [By, By, ..., B

b
[

[N

n

Skalarni proizvod ovih dvaju vektora oznacen for-
rulon

— n -
(49) «{1 . B = .fl . B .
S Hifa

W » -
Poriodu spektralnog raduna nozeno odjednon izradu-—
nati. Prvo treba odrediti ritan :
. s b
na grublji nacin :

h = p,1+p2+z
gde i p, broj cifara mnaxl|h,| ,

%? broj cifara nax|{B,| , a
ako Je ukupan proizvoda n , tada za

11‘4_10 ’ ~€
10 £ n £ 100 , V4

°
?

-2
'—‘Z);itdo

-t

. + o o
na proecizniji nacin

gde je p broj cifara indikatorskog broja

i = n max!Aif max{BiI

’ o . . « . .
Sada nozcno formirati nornalizovani neregularni
spektar,



©9

S’.\= = G/\ Gf. e 00 G‘.
A 4aq :Lzz ILIl

i obrnuti nornalizovani ncregularni spsktar

(a) ako je A, negativni, a B, pozitivni,

Rezultat Jje elfektivna vrednost od GT s TeJe

-tcj

efecktivna vrednost broja u n prugi s desna.

To napisino kac sto sledi :

(54) T = Tn = Mh, ( SE X LB )

(b) ako su A,y i B pozitivni, tada

a2 rezultat ovde napisino kao sto sledi :

(53) T= T, = M, (8 x =)

tede. efcktivne vrednosti n"te pruge s desna

rezultujudeg spektra ST .
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N - N -
Ha prircer treba izracunati,

L.. B
za A = ["5, 4, 6] i B = [2v =2, 5]
Ritar se na grublji nadin, max/Al = 6, nax!B] = 5,

inaju po Jjednu cifru 3 a ina 3 proizvoda, pa Jje za-
to h=4,
N . e Vo
na precizniji rnacin
i= 3x6x5 =90

pa zato ritan noZemo uzeti h=3.

Prena (50), dobijano

8% = 997004006
=g = 4997002
dakle Sgp= Sfx ;= 4 982 031 011 990 012

: * = =
II;, ( S{; X B ) = 12
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8. EEBAéUNA‘ﬁNJE DETERMINANATA

8.1 ISRACUNANJE DETERMINANTA DRUGOG REDA

Deterninanta drugog reda je oznadena forrmlon

la., a

E i = 8998200 T &q0859

Uopste, kada gore data deterninanta zadrzi broje-
. . . . . £ .

va s razliéitin znacina, tada koristeci spektral-

nu netodu ¢inimo sledede

(a) ako je A, pozitivan broj,

(55) Sp = (8,) x 8,

gdo (B = Gy (G
Sz = Gpq G

(Gq?) piredetavlja spektar EPPY gde je znak bioc
izmenJen.
Dakle rezulbtat je

D= M, ( (8)) x8,)

(b) ako je a,,q negativan broj,

(56) Sp = 8, x (8
gde Sq = Gqq Gpp
(85) = (Gyy) Gpp
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(604
iznecnjen.
Dakle rezultat Je

predstavlja spektar asq, gde Je znak bio

Ritan nora da zadovoljava nejednacinu
. h~1
2p,lp2 < 10

78 Dg= max]aqil 5 Po= max'agif , i=1,2.

Nea priner,

5 3|
(a) D=1s 4 i
Ritan je 3, tada

82 = 2 004
jihov proizvod Je

ST = 10 012 988

Dakle, efcktivni vrednost druge pruge s desna

jo

D = 14
(b) D = { -5 3 l
-2 4
Ritan je 3 , tada
54 = 995 003
(82) = 2 004

Mjihov proizvod je

1 993 986 012

=
il

sto daje
D. = T, = -4
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8.2 IZRACUNAVANJE DETERMINANTE N-TO¢ REDA

Neka Je data,

a./l,] a/’e a/‘la .- ® & o o0 aqn

a a a so 0o e a

. L] - ® & 0 0o o -

* » L .- ® & 0o ¢ -

4 El < o 6 o 0 o ‘1
n1 %n2 #n3 “nn

U metodi poznatoj pod inenon netoda ¢&évora, red de-
terninanta sc sistenaticno spusta za po jednu Jje-—
dinicu. Ako je Jdvor recimo a
vija ovako

41° tada rad se od-

s dopustenin ritnorn,

|
f T22 T2) T24 o 6 o e e T2n
. m * & © © O T
s |32 T3 T 2n
(58)B= 1/& . ° - e oo 00 ™
11
m
s -‘LnB nq.' ® 2o 0 o Tnn
D= 1/a85% D
gde Jje prema (54) i ( Tij je efektivna vred-—
nost druge pruge s desnc strane spektra ST..?
koji je Jednak : +dJ
(59)
(b) qusqj x (63406
za i=2,3,...,n 3 J=243,0e0e e
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Ova determinanta D' Je (n=1)"t%8 peda. Radedi
na isti nadin dobide se¢ determinanta D'', koja
je (n-2)"t°8  reda, i dalje, dok ne ostane samo
deterninanta drugog reda.

Dakle, posle prvog stepena radnje rezultat ée bi-
ti napisan u spektralnin-brojevima. Tako u slede-
coj etapi treba da shvatino da je upotrebon regu-
larnih spektara u ovon sluéaju norano prvo naci
efektivnu vrednost svakog broja dobijecnog rezul-
tata, takodje moramo da vodino raduna na znakove
a zatin bisno fornirali nove spektre.

Do¥x s nercgularnin spektrina za vreme radnje ne
morarno da vodino racuna o znacina. Dakle u drugoj
ctapi, i sledecin etapana forniranje ncvih spek-
tara moze biti direktno, t.j. cepanje spektara

i njihovo sastavljanje u novi spektar (14),(15).

Najzad, drugin recina, i ovde utvrdjeno da je u

ovon slucaju upotrebon neregularni spektara dobi-
Y4 . - .

jena znacagna prednost nad regularnin spektrina.,
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9. RACUN IMATRICA

9.1 SABIR/INJE I ODUZIMANJIE MATRICA

Dve matrice istih redova i stubaca nmogu biti doda-~
i ili oduzeti, dodavajudéi ili oduzimajudi njihove
odmovarajucde elenente.

Tada, A+B bi oznadili da bude natrica C, ciji
clementi su

(60) [C]ij = [a:’lla + i‘blla

na priner

31/]/] 6112 e oo a/]n | . b/I/] bqg e o s b/ln
3.2/' ('122 o o @ &2n b2/] b22 o o b2n
-A- = ° . * o0 - ,B= . . e e e .
211 ®n2 ... %mn m Pn2 ... Pmn
tada - 1

894+Pqq B4p+Pqp +ee Aqptby

Bpqtboq Apptboy e a5 +bo

C = .
q. + - + * © 0 ':L +§-.
71 bmﬂ ano bm2 “rn bnn

Dakle zbir dve natrice piseno

(61) L +B = C

Razlika dve matrice je nadjena na isti nadin i
stoga piseno

(62) A-B = C

gde clenenti od C' su oni kod C, ciji znaci od '
b su sc¢ prenenili.
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Poriodu spektara, prena (41) zbir dve matrice oz-

naéavano
o — * *
i i i
gde SK nornalizovani nerecgularni spektar
i-ton reda natrica A.
SR nornalizovani neregularni spektar
i

i-ton rcda natrica B.
Razlika dve natrice, prena (45) oznacavarno

— 2] -
(64) Sgr = & 8; - By
1 1 1

gde je §° neutralna pruga.

Za  (63) i (64), ritan se odredjuje ovako :

na grublji nadin, broju cifara najveéég broja po
apsolutnoj vrednosti u zadatku dodati 2 ; a

na precizniji nadin, broj cifara indikatorskog
broja vise 1, gde je indikatorski broj sc odredju~
je kad se najvedi broj po apsolutnoj vrednosti u
zadatku pornozi 2.

Na priner, necka Je

| (c12 3 —auT
b= |15 -8 a7
23 17 -’16‘]
B = [728 -5 11
e §

Ritan je h=3%, tada deobiderno spektre,



od 4, Sy

.[l/l
Shy
.AL2

g
’ B,
q*
B2

I

il

od

i

Dalje, prena (41)

i
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988002986
014992017

23016984
971995011

(61) dobijano,

S* + 8* =8 = 1 011 019 970
Aq Bq Cq
SF + 8* =3 = 086 987 028
4A2 B2 02
Prena tone
C = A+ B = 1 0 -30 |
| <13 -13 28 ‘l
Sada, prema (45) i (62) dobijano
Sﬁq - Sgn = SG'= 964 986 002 o=
' 1
Prema tone
-35 =14 2
C' = A_ — B =
4.3 -3 6
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9.2 MIOZENJE MATRICE SKALAROM

Ako je A mnatrica, a k Je celi broj, tada Je
natrica kkh oznadena fornulon

-

(65) kkal.

i = kleli;

dakle,
ki =

- ]

Aqq Aqp 8qz cee Bl

Zagq ano a25 ces a2n ka21 ka22 ka25 .es kagn

L 4 * - s & © > . L 4 ] - % 0 -

* L3 - « o . L] - - L A -

a1 2mp an5 .o b amg :kanﬂ kam2 kam5 PR kamn

]

Ako ove natrice napifeno ponodu spektara dobide se
sisten spektara koji treba ponnoziti s istin brojen.
Na priner, inaro ‘

?,- w—
-3 2 -u |

P —
~J
1
O
U1
U

Prena (47) , s ritnon 3 , dobice se spektri,

STW = 4 B

S

4 x 997001996
4 x 6991005

It

% 988 007 984
27 964 020

]

il
4 8.
Fis

T2 2

Iz Sega dobijano

-12 8 16
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9.3 MNOEENJE ITATRIC:A A S DRUGOM MATRICOM B

Posnatrajno proizvod natrice
(66) AB = C

V. . . Y. o
To znaci, da A.B Jje matrica C, ciji elenent u

i-torm redu 1 j-on stupcu je
(67) i}]ij = [a]iqiquj'+ [alie[ﬁbj +  eeee
+[g]intﬁkj

Dakle, da nadjenio elemenat u i-ton redu i J-on
stupcu od C : pormozimo elenente u i-ton redu
od A sa odgovarajuéin elenentina u j-on stup-
cu od B, i saberite proizvoda koje smno dobili.

Naponenine :- redovi natrica A su uvek pomnoZeni
sa stupcina natrica B,
- broj redova od C jec isti kao i broj
redova u 4, a broJ stubaca od C je
isti kao broj stubaca u B,
-~ broj redova u B nora biti isti kao
broj stubaca od A.

- ,o . i
Koristeci snektre dobice se

: = S* P
(68) Cj_j = Mn’ <g.[,1. x B.)
1 J
gde : SF  spektar i7%® yrste natrice A, koji

ina n pruga,

Bj obrnuti:spektar j—e kolone natrice
B koji ima takodje n pruga,
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-te

Mn n pruge s desne strane dobije-
nog spektra, a
2 . Vo ‘
h zadovoljava nejednacinu,

, h—1
2 p5 pp £ 10

za p1=nax{a. [, p2=nax!b

in yn=1,2,..

Ilj (
Priner, necka su date natrice,

- ! 3 -1 4
A.B = ['2 # 4 ; x 12 3 =5
1 -6 7

—

Prena (68), s ritnon h=3, dobicemo spektre i

obrnute spektre,

S¥ = 998004001 5 = 1002003
S5 = 2995003 5, = 994002999
1 _ B = 6995004
5
tada,
Cqq= MB’<qux:§Bq) = 1 000 003 Q03 014 003
cin= My, (8% x*Fy ) = 992018 970 007 998 999
127 T30 B,
cq3= M3’<SK1X “BB) = 6 981 041 979 011 004
Coy= MB,(SK2X;:31) - 3 001 001 991 009
Cop= MB,(SK2X'nB?) = 2 997 041 964 013 997
cpz= MB,(Sﬁgxz«BB) = 20 950 057 965 012
Dakle,
C/]/] = 3 9 012 = 8 9 C,]B = "'2/]
Cp1 T 25 Cpp = 36, opz =S¥
Prena tone,
| 3 8 =21 |
.l',EL.B = C = .
' \_2 -36 5%
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ToveD

Matenaticki spektri su grana natenatike, ¢ije jo
‘najvazniji cilj da snanji broj onaracija. U ove]
gplavi predstavlijano prinenu spoektralne netode u
notodi resavanja problonn orpiridkih formula.

Iako znanoe da su roegularni spektri takodJe primoen-—
1jivi u ovin problenina, ali ovdc treba da pokazano
da je unotrcba neregularnih spektara jednostavnija
i kraéa nego upotreba regularnih spektara.

Vidino ovde da kod onpiriékih problena, izraduna-—
vanje ide korak po korak gdc Se posle prvog koraka
izraéunavanja, rezultat biti napisan u spektralnin
brojevina. Tako prednost se postize. cepanjen spck-
tara 1 njihovin sasbavlijanjem u nove spcktre onako
“kako je izloZeno iz predhodnc glave. daje veca

prednost priton Je ako upotrehirno neregnlarne spake |

" tre nego ako upotrebino regularnc spektre.-. -

. Daljc, cilj natenatickih spektara je smanjenjc -bmoe
jo operacija. U nckin problcmins poZeno da upotre—

bimo izvesne vrste ritnova tako da spekbtralni broe ... .

“jevi nogu biti napisani za nanje-cifre,.-tako do—..
- - - 3 & v‘ - . .

- punski cilj je ovde,-da. se ccla radnja ucini ¢ko=.

-ngmiénijom.

U prvon paragrafu.dajeno nove priloge o »itnovina

kojc su ovdc primenljivi, kao $to.écmo da vidino

u drugon paragrafu.

‘Tredi- paragraf prikazujc netodu harnonishic annlize.
.82 ciljen da pekazc da_pomoéu spckbtralnce netodce
mpée da se pnjednostavni senc. .

Prena tone, u. ovold glavi predstavlijano princnu
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ncrogularnae spektralne netods u netodi
rciavanja problena orpiridkih fornula s nancron

da pokazeno da ovi, novi nadjeni nerorularni spektri
su prinenljivi, i iz toga izvudino zakluonk do so
pradnest od spoktralnih notodna sastoi u sledoden:

-— gnianjivonja broja operacijce

—= skracdivanje vrencna radunanja

-— pojednogtavijenje scre

—— pojoidnestavlijenje kontrole

-~ uprkos S$to s. probleni sastoje od pozitivaih
r

i noegativnih brojeva ovde u svin prinenari
sano radino sa pozitivnin brojevina,
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1. RITLM

U precdhodnin netodana inali sno posla, saro sa uni-

formmin ritnon
z2 niz svih pozitivnih celih brojeva,

h = h. > p.

P
A\
H

. . . V. . .
a za niz brojeva sa razlicitin znacina,
= N, .
h hi// o8]
Ovdce ccno naci da izvesnin problenina nizovi nogu
. . . . . P - .
biti sastavlijeni od brojeva koji se uvecavaju no toa=-
v . . -
kav nacin, tako da upotreba uniformmog ritna u ton
Vo P . v,
slucaju nijc toko korisno zbog duzince spektralnog
broja koji bisno deobili :
Posnatrajno niz brojeva,
o 5
. . < .
Ovde su brnjoevi poveéavaju s leva na desno, stoga u

.V B v R .. - /
pogledu ckononicnosti nozeno upoetrebiti’ ndgovarajuce

ritnove,
(70) hol by by oo oo By

Ako Je I pozitivan broj, tada

.. V.
nd grublji nacin,

1 h, S i
71 > ir



. . ~ .V
ili nozeno da piscno,

9
2 h. = i + )Z.
(72) 5 ip 5
~dr joe h =1 , n jo broj cifara od M, i je izlozi-
q

0
i~ 1 t€.=o

, ;=0,7,2,.. (ritan obaveznih proznina).

Uain&juéi gsnda A jo vrednnst i=0,1,2,....k, z2
nve ritnove napravideno niz od  k+1 pozitivnih co-
1ih brojeva, iz koma nozeno da izvedeno spektor Sh’
a za ';no, piSeno u opSten obliku,

(73) S. = GGG\ v.o. G

h o 172 k

s uniformin ritnon
h =0p

gde Je p broj cifara o4 kpe.

Dakle, S, je specktar ritnova.

h

. . e v .
T precizniji nacin,

(74) : h; == P4

gde Jo py brej cifara od mt,

Iz (74) piscero,
(75) h, = ps +/l

; 1

70 K i:o,’],g,oca

. . . 7
Ovde, spektar ritnevi bicco,

(76) Sy = G646, +u.. G

h k

g uniforrmnin ritnen h=p, £dé je p brej ciforn Dyce
AW
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sko je N _negativan broj, tada

- "

- v.
na grublji nacin,

(77) h; > D;
ili nezeno dn piéono,

- I
(78) n, = ip + &)

mle Je h =1, p je broj cifarn oﬂlﬁ,:1/é£= 142,500,

jer za niz brojeva razlicitin znacina, broj iz svake

grupc nora da podne sn i nula(e) ili devet(ke).
Toda , za eéi = 1 dobijano

( 79} ' Sh == G G/‘ 2 * s ® @ Gk

s uniforinin ritnon h=p , gdce Jo p broj cifarn
kp+1.

» . . v .
Na precizniji nnecin,

(80) hi > Py

» 3 . 7
Pronn tone, spektar ritnovi bice,

(82) S, = GGG

n G.

2..0. k

g uniformnnin ritnon h=p , gd¢ jec Pp broj cifarn

I_)lr-i-'] .
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2. EMPIRICK. FORIULI

Poznato je adn enpiridka formula je ona c1JL Jo oblik
izveden 1z rezultata oksperinenta ili zapa E~WJ
Jagno je da bi sc dobio "ﬂdovolg“vggu01 rczultat,
—omiio innti dosta podatakao. ,
rinens spelttralne netode u ops Ste noze so poéoliti
u dva vazni dela :
- dobijandc normalnih Joedna :cina iz rozidualnih
jcan401nﬂ ;
- r~“wvangc nornalnih jednadina kojo ustvari inngu

oblik sirultanih linearnih jodnacina.

ITn priner, nudjine forrmulu oblika =
(83) ¥ = a_ + a,X + a ° t eneee + ALX
| o 1 2 k

. 7 ey . s
knja coe zadoveljiti sledeea podatoka,

] |
X I X X x eoe | X
(84) i 0 “] 2 71
vyl o Lo | v ] «ee | oy

. 7. . . ! . 7. .
zanenjujuci u  (83) pardve Odgovarajucih vrednosti
x 1 ¥ , @ﬁblgﬂﬂo rozgiduslne jednacdine,

— ~ 2 k -—
V{)—-—ﬂo + XO(,\,I + Xq&g + eee + :XIO‘-. Kk yO
V= A+ Xaa. + Xor, + + xia, -
1 “ o < /ia ,I q(. 2 s s = /i }{ y/l
(85) » - - . .0 . L3
2 k
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2. IMETODL SRENTNL

. . . o, - -
Iz rezidualnih jodnacina  (85), nakon grupisanda

dcbijono da ce broj grupa biti

 + 1

(86) 2 e i A
k o+ 1

tadn dobijano, k+1 grupe, sde sc svaka od njih

. . . . . v .
sastodi od r reziduanlnih Jjeodnacina g

(87) n+1 _ L, 4
- k + 1

W
+
N

{'{;(:ILO J'C d=/] ,2,000,1{,
(k+1)-d grupe, pde sc svoka od njih
sastoji od r. rezidualnih jodnmdinag

..

tada dobijano

i 4 grupc, gde svaka od njih sastoji

od r+1 reczidualnih jednadina.

Dalje, ako su niza sadrzi svih pozitivnih celih

brojeva, tada ritan sc odredjujce ovako,
. o v.
na grublji nacin

hi = i

) Pj
(88) _
Dyyr= Pyt

4
4

rde je h =1, i=0,1,2,..,k , Dp: Je broj cifara

o nox Xj , D. broj cifara nax y;, J=0,7,2,«e.71,

. G

J
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o bice :
alko (r) £ 10, tada &= 1

i

ako 10 < (r) £ 100, tada /- 2
ovde (r) Jednak r iz (86) ili r+1 iz (84)
Dakle, iz (88) dobijano spoktnr ritnova,

s uniforrnin ritnon h'  jédnak broju cifra broja

V4

IH. + .
113 &

— . PP ™o,
Mo nrecizniji nacin

(90) o= TR :
hysq = 4

ol Juo Ds broj cifara indiltatorskos broja

. i
i, = (r) nax X3

py broj cifara indikatorskog broja

3 s TlrLX 7 . .
*y (r) T3 0

Zii i=o’/] ,2,0(:.}{ ; ‘j:O,q ’2,000 Tle
Dnkle, dobijanoc (90)
(91) Specktar, s ritnon jednak broju cifora P -

-

. el — e N ey . .
Ako niz sadrzi broejeva sa razglicitin znacina, ritan
sc odrodjude ovako,

no grublji nacéin :
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h = ip. + Jé'

J )
+ fﬂ

N4

o)

gde Je h =1, 1i=0,1,2,...k, Py Jjo broj cifara

o
nX X. , P, brod cifnra nax y, , j=0,1,2,...1,
d = dJ
X 4" bice:
adzo (r) \;40, tada gf' = 2
~ s
akoe 10<(r) £ 100, tada 3

4

Dnklc dobijano spektar ritnova,

(93) Sy = G 8405 eeee. GG 4

8 ritnen h'  jednak broju cifara od

o

kp. + ¢
d
. v ¥ o,
No preecizniji nacin :
. = n. + 1
(o4) h. Dy
hk+’l= py
gle Jo ey broj wifara indikatorslos broja i_;
brnj cifara indikatorskog broja i,

Py
koo u (90) ali svas uzeto ponodulu. .

Dakle dobijnno,

(95) Spcktar, s ritnon Jjodnnk broju cifara

P + 1.

- .V . '
8ndn, ako u (85) piseno 75 (j=0,1,2,..11) kao
nozitivan brod, dakle inano niz svih pozitivnih
- » . - ' » - - v-
colih brojova, tada od datih rezidualnih jednacina,

Ve
cbrazovacaene spcektro,
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O

w

(96) .

o ritnovi su : na mrublji nacin, prena (88) i (89),
na precizniji nadin,prena (90),(91).

cktar odgovara rezidualna jednacina vj s

-
.“‘\}\_f g

ot
i

Sj Jeo
j = O,/] ,29o. «Ile

= - - 3 » - - i
Ifnkon grupisanja i sabiranja, dnbice spoktre

Sl
O
3
(97) .

1
Sk

- 0 - v .
S gpaktar norinalnih jednacina vi y
325000 K o

fode o

rrte jo
,7

He

Prcenn torwe, dohijeni spoktri Si odrrovaraju
sistoermu lincarnih jodnadina za k+1 ncepoznatih.

-
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2b. IMENODA NMuTlLJITITH KVLADRLTL

Ovde, nornalne jednacine nogu biti dircktnoe nadjonc
- . - - s .

ol prozidunlnih jednacdina (85) u sledecen pravilu

. - » . v . . 7
Da bi Anbili prvu nornalnu jednacinu, pormozicano
- > Vo * » » - .
svoku roezidualnu jednancinu sa kkeeficijonton prve no-

[}

poznate, sabrati dobijene proizvodce, a zbir izjcd-
naciti nulon j

an bi dobili drupu nornnlnu jednacinu, pormoziccrno
svnku rezidualnu jednacinu sa koeficijenton drumce
noprznate, sabrati debijone proizveda, a zbir iz-
R o, .

Jednaciti nulon

. . v . “ . v,
istin nacinon dobidenn ostale nornalne jodnacinc.

Tnda, ako niz sadrzi sve pozitivne brojove, ritan

s odredjuje ovako :
no grublji naéin,
(98) h, = (i+k)pj + £
77
mde Jjo i=0,1,2,.;.k, k je nﬂjveéi stoepen
pj Jo broj cifuara nax Xj , py jo broj cifara
nax yj s J=0,1,2,.. 1,
a ZblCC :
pAal i+ {Z 10 , tnda é?=
10 < n+1 < 100 , &=2

toko, dobijano

(99) Sy = GGqGp eee. GG 4
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s ritnon h=p , glo Jje p broj cifara 2kpj + Z?

- . s e o,
IT'n procizniji nacin @

h

(100) hy =D k+17 Py

2l
e,

o
Ca
O

ol broj cifara indikatorskogs broja

. i k
i = (M+1) nax xX nax x.
X J J

D broj cifara indikntorskeg broja
y R

. k

i = (n+1) nax y. 110X X.

y I3 J
Za i=o,/l,2,col‘:5 j=0,1,2,..m.
Tadn, debijarno
¢101) Sh , 8 ritnon Jednnk broju cifara p. .
Sada ako niz sadrzi brojeve s razliditin znacing,

ritany se odredjuje ovako @

na grublji nadin,

(102) h, = (i+k)pj + /"
T P, £

. » L3 /- - . »>
i=0,1,2,..k , k jo najveci stoepen, p“j Je HBroj

cifarn ;X X. , D, Ju broj cifara nax y. ,
’ J J J
a /' bice :
zZ0 n+1 L10 7' =2
10 < 1+1 €100 =3
Tada, dobijuio
(103) S, , s ritnon jednak broju cifara

h 0y
21tpj+ .



o4

- - \/'
Iin precizniji nacin,

(108 by o= py# By = Py

. .

gdo jo Pi braj cifarn indikatorskog broja

R _ i Ik
i, = (n+1) nuxjxj} naxixj1
., brnj cifarn indikatorskog broja
. k
i = (1) nax|v.inax [x<]
g = D 1731 | 3

i=0,1,2,...2, J =0,1,2,..1.
Tada, doblijanro

(105) Sh , 5 ritnen jJednak broju cifarn pk+4.

. Vd
Dalje, iz (85) obrazovacoro spektre kno u  (96)

(106) SP za 1=0,1,2,400,0

- - - + -
Tad~, &5 depustonin ritnon, debiceno spoktar noni-

- I. v"
nnlnih joednncinn

1 .
10 s" = S5 xt s,
(107) g féb“ x3 8

- . . . v, .
te 3o shektar noninalnih joednacina vl 1i=0,1,2,..k
(3] 4 l‘, b % 3
Prona tone iz (107) dobijano,

S"
O
1"
SH

(108)

.

S"
>
(.

. . ' . . v . .
s ritnovina : na grublji nacin, prena (98) i (99),
. o oss o, ‘ .
ni precizniji nacin, prena (100) i (101).

Majzad, ovi spaltri odgevaraju sistoru lincarnih
v . .
SJjednacina za k+1 nepoznntih.
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. ™. . . . .
Da bi resili ovnd sisten linonrnih Joﬂnac1nw, pri-
scnu 5 glavnin clenonton.
noarnih jo Anadina u ovon

1_.!.

- « W .
Hapisine tnj sisten 1
oblilua

Ay * Xq2q F X olp + eenee F XY = T
quﬂﬂ + Xﬂqﬂq + quﬂg + csece. + quﬁk = yﬁ
(109) . [ - o 0o e 0 o -

L] » L ® © v o @ - L]

H b :"1 { %, 6 o ° L b
FreePo T X T plp toee e K0y N

madn, koo cvornu jodnadinu uzadeno (k+’l)"170 vrotu,
tako snatrano Aa jooox o najvedi koeficiont a_, po
nedulu. .

Pormezine jednacine izvesnin brojovina a zotin ih
goborene 113 ih oduzneno, tnko 4o u novo Adobijenin
jornadinnn: noedeno inati vife nepoznatu o 5 i

N
. . . ©
produznvidio nt isti nacin Aok nan noe ostane sano
V.. v . v . b4
3 s C1Ju vraodnost nozenn da lgracunarie 3 1z Ccora

hd » .
ozeno dobiti sve drumoe nopoznnto.

Dakle, Aobijenin spoktrina (97) i (108), kojo prot-
* - - » - - -
stavljajuw noninnlne joednacine odgovora sisten 1i-
. . v, . - -
noarnih jodnacina (109). Ovi spektri nogru so da sc

LW
nNAnLsu.,

oL
Sn - Gom G01 G02 teet GOk Gﬂ(k+1)
cik
81 = Gag Gaq Gqp eee Gy Gq(a)
(/‘/‘0) - - L d e ® o o o @ -

ko 91 G2 et Gex Gr(x+)

= G *G *G * o= G *G % .
ho hy h3 by "hy g

s ritmon jodnak broju cifaro
. s -
najvoecog h?, J=0,1,2,...k,k+1.
13
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- . . - . . é . -
Fod prve princne ritan ce biti novecan & " ga ollre-
ajuje ovako :

. » v~
n1 grublji nacin,

111) h%t* = h% + h*-1

( J J O

za  J= 0,1,2,..,k,k+1,  a (hi-1) jo jodnal: Hroju
cifara nnjvadegs broja (po ﬂpoolutnOJ‘VTOJﬂCSti) u
prvaon stupcu.

hroj cifara  i= rinx(® T.,..7. 1
Y3 J cilfar ( ko*7ij* i0o" Tk )

J
ziv 1=0,1,2,...,k-1 , J =0,1,2,...k,k+1, o T..
Jo cfektivma vrednost od G ;.

U ovon slugnju ritnovi sce bolje odredjuje n~ maublji
n~¢in, jor jo to mmopgoe jo&nostdvnija- W ko Gobi-
Jeni spektri innju u izvesnin kolonaru: vife od Jodnce
cifrc bez znadenjn, t. J. sanih nula 111 pak sanih
Acvetki, prona torw negoeno izvesiti kondoenzovanu
spoktrn 8t Cu so :rmjvn»ci brod no apsolutno] vriod—
nosti u toj keloni nnapisnan u spektralnon o~bliku
cdnon nulon ili devetkon. Hekad

Code

~ .
pocetl gano sa

ol

ni na treba da snanjino ritrniove, ali norano doo ih
= [ - » > >
uzilciie u obzir z~ sledocu prinenu, jor nan jo josno

P RS

* - - I
Avose o u osvakon daljon stopoenu radnde riton noevocava.

~ 3 - 4 2
Dakle, cvorni spoktar jo Sk’ tnko dn ¢ bunj T

ey
. . . . ¥ . .
(t.3. ofoktivna vreednost od Gkn) biti cvorni brad.

“ . s e
Maozonjoen T},q sa S;"), i“] s ceces ’S-k:-’l s i trkoedjoe
ot N 2 e g m ) P
nczonjon =R oo atin
TR ;.J\.._.Ji L}k B0 T(}O, Tq(), - 9 -!-(1:-_/'){’, 1 Z2204r

otuzinnioen drugoes dobijoner rezultata ol prvog

. : " . s
raspoektivne, prenn (45) dobiceno



S S = G**G * W c s o e Gi@*
h h0 h,] hk

e e ¥x * *_
#10.C h(—j"/] = h + hO 1

J

za 3=1,2,.¢..,k,k+1.

« " bl > .
Tin i zovrsavano prvi korak, proena torne inadn sada

jolan snektar nanjoe nego rnije, koo 1 jednu pruu

L

+

i ritan njoe.
Sadn, Evorni brej jo nﬁjvoéa ofcktivna vrodnest o
apsolutnod vrednosti prveg stupca dabijonih spoktoe-
ra o sani tinn 1 gpektar u kone sc nalnzi Svorni
sncktar. Produzine d1 radino na isti nadin kao i
dosad, dobidcro spektre gde Jjo ukupan brej spoekto-
ra oncet unanjen za jodan. Peonavljaano ovaj postupik
rdn sve dek ne ostanone sano nn Jodnen snektru
(k+1)* . - . s
S , iz kogna cono najzad dobiti rezultat tro-

ol -~ -
A 47 =
ASRRRGIEN

‘1:.

M

Dakle dinanc i nisceno,

W(k+D)* = G G
(114) S O(k+1)* N (k+1)*

. W o e
iz cuna debijano,

T,
- (k) *

(115)
‘ T
OQc+1)*

'

e . . k* . ¥
Dnlje, cvorni spektnr jo S, piscno
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Iz
(116) S o= G . Gr,l Gg

i copn Gobijnno,

1M.2 (G )(G ) x G.G
N A~ s
=" 7
C)k

7N
-
A
~J

dc jo brojilac u pitmju zbir dva proizvoeda (48), a

3 . il >
(G, ) Jo Jednak G, S Poveennnit ritnon,
T+ T

Dnlje, 1 tnko rndino, dobijanc

(118) k=it

T.s (G,1 ),.,.,(G_T ) x GreeeeslG_
o (k=) * k1) *

T — . g s wr- e e e e e e e i s v o

O

K-t 2

IMaporens s

B S . \'. - -
Aoy irmuin bnkn dugacke spoktre (velike dbrojce) &

a NG
negl At stanu u nas sinu, toe nije problem, jom TIGZGT0
A princnino netodu coepanda brojova 7 i {ﬂﬂ] .
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a o, »
Princr. Trazino forrmulu obliku

5

o= oagt agx + a2x2“+ azX

. d P . -
kojo ce zadoveljiti sledece nodatke,

to—— - — 7 m-.,rmf, PrepY ;n‘]‘—~ R — . e . " W — T o .
% £1?5f5’9L?’5{6’0 7,5/ 9,0/ 10,5/ 12,0/ 13,5/ 15,0
y | ﬂ4j 18] 26| 42| 69 112|174 | 259 | 370 | 512

Princnino ovde rietodu sredina.,

Zo ove] zadatak ritan sc odredjuje ovako @
na grublji nadin, prena (88) i (89) dobijano

nax Xg o= 150, tada Py = 5
X yj = 512, +tada pg = 3

(r) 3 , tada

sto dage S, 104071004

g ritnon 2.

ne precizniji naCin, prena (90) i (91) dobijano

]
i,o= 3x1=23
i = x 150 = 450

x 22500 = 67500

e
4
1AV
I
N W

i % = x 3375000 = 10125000
i_ = 3 x 512 = 1536
J -
foo aijc
3L J e _
8, = 13584

-8 ritrnon 1
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™ -y - g .
Dokle, prorn (96), obrazovadens spoktre, S,

+ ralen grupisana to bl se nonisalo ovako,

5 = 101500225000033750014
S5q = 103000900000270000018

82 = 104502025000911250026
55 = 106003600002160000042

S, = 107505625004218650069
5 = 109008100007290000112
S = 110511025011576250174

S7 = 112017440001 7280000259
88 = 113518225024603%750%70
89 = 115022500033750000512

Posle sabironje, dobide sc (97),

6]

= 204501125000303750032
= 210505625003071250068
= 327024750023084900355
= 340555125075633751141

o

n W
WA D)= A= =
[

Sh = 13584

s ritnon 1

[&]

Prorin tore ovin gpelttrina, kode pretstavljaju
R - V. - - .‘
noairslns jodnacine, odagovarn siston linearnih
V.,
jetnacina (109 ).

td
Pisuci sadz »nrena (110), t.7-

5 =  24»85
s ritnionn 1

Asbijann
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S; = 02 0045 001125 00030375 00032
Sj = 02 0105 005625 00307125 00068
SE = 03 0270 024750 02308490 00355
S% = 0% 0405 055125 07563375 01141

. b N b . . .
Ovde Jo cverni spektar S% , a cvorni broj je¢ 3,
t. ko, prona (111)

5 8, = 5796

o ritnnn
Aobijone  (113)

(552)- 1 00135 0003375 000091125 000096
(28% = 00810 0110250 015126750 002(82

ot T Oy 2 e S " - v o W g e s e L LR L WA

51*=(387%)-(28%3)= 99324 9893124 984964374 997814

(5Sﬁ)= 1 00315 0016875 000921375 000204
(28%)= 00810 0110250 015126750 002982

- o WY o " A O———— o o ——. S~ - L o—— o p—-—— " -t Yo NG o

85*=(385)-(28%)= 99504 9906624 985794624 997922

S;) = 1 00270 0024750 002308490 000355
g;) 00405 0055125 007563375 001141

o P g e sl T o VAN ot % o W WA TG W Y e € W o WoR O ok e e

C
= (S*) (5 )= 99864 9969624 994745114 999214

. . ¢ .
Dakkle, posle drusog kmrakn dobice so spektri

Sr¥* 4 S55%* , koji se nogu kondensovati 1 napisati
OV 1’"’*.,
S;** = 010125000 02145993750 0320580

* % % 006074990 01517238000 02 35440

(&)
S
il
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s snangoenirt Sh =  O1107

g ritron 2

v L3 4 2 3 1 P 3
mada, cvorni spoekbtar jo SZ** , 2 Jasno Jje da Jo

. . .
Svorri bro] 10125000, »prena torne dobicerin,

(40425000.83**)= 0015362034750000000 002383830000000
(6074990‘82**) 0013036889571312500 001947520294200

]

. . . 7
Oduzinunjoern drumerss spoktra od prvos spoelztra dobice

oo

s = 0002325145178687500 000436309705800

.Y .
iz cemn, proena (115) Adobijano,

) 436309705800
: 2325145178687500

Je]
1

’

Prone tone rezultat je, 1 nosla uzinanda sareza u

~ W .
Toacun, TGzens uzotli

ag = 0,1876

"t » v v
Sxda, iz cvornop spektra SX** 0 i prena (117)
debijumno, s ritnon 15,

101250000 a

=1
Mg, 27145993750000000320580000 X 9999999999981 24

. v . . - . £
iz cerv broj u drugoj pruzi o desna bice,

e oo 999779913714999 999939869292000
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todn ’
- C |
512= __8_.2._QQ8_§.?;8_.1.)_OQ_Q — - 0, 8100
101250000
Dajle, iz evorni spektar fo:* , 1 prona (113),

Aobijano, o pitnoen 13,

My, 999999893124999099849643749999997814000  x
9999999998124-0000000008100

. e . - -« 7
o brnj u trecod nruzi s dasna, bice

dakle,

- D
aq = =2201Q084,2500 3 4007

-67500
Hajzad, iz CVOTIIOLN _S% , dobijuno, s ritiien 13,
5000 o, 5 =
2 A3

M, s #405000000005512500000075633750000001141000  x
999999999812400000000080999999999965795

- v . o . 7
talzo,broj u cetvrtto] pruzi s dosna bicoe

ce teeee ennee eesse 0003008500000 Oveve voosnioeons

ankloe,

«Q .
o N = 5—.@-0.0.5_(2 = /| O , O 2,8 5
‘ 30000

N . - v . .
Prena tone zaklucujono A joe trazenl nolinon

2

y = 10,028% + 3,4207 x - 0,8100 x> + 0,1876 x>
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Z. HARMONISEKA ATTALIZA

. N . . W
Ovde »prineninc nerecularne spektre na enpiricku
formulu Izoja ina oblik trigononetrijskog polinonan

keji sledi

(119) vy = A, + a4CO08 X + 45C08 2X + ... + 0, COS nxX
+ b,sin x + basin 2x + ... + b sin(n-1)x
1 2 n--1
gde CLO, a/], * 009 &n, b/], b2, .o ey bn"/l s

nepoznate konstante.

Posnatrajno ovde sluéaj dvanaest ordinata.
Neka je data sledeca tabela :

x | 0°]30°| 60°! 90h20%150%809210%40%270%5009530°

IR—— o

s e o .
i

- b [ D |
T 1TV 1Y 195,94 W [Tg [T !ya Y9 10 919

-

Iz ovih podataka treba da nadjeno forrmulu koja od-
'
covara (119), a odgovarajuca forrula za ovaj slu-

bl . -
caj Je

y= a, + a,c0s X + a,cos 2X + 2zCO8 X + ,co0s Ax

+ a.cos 5x + a.cos 6x + b,sin X + b,ysin 2x
(120) 7 © -] e
+ bBSin 3x + b, sin 4x + b5sin ?x.
gde Ay &gy eeey Bg, bq, b2, ceay b5 su nepoznate
konstante.

v . . v . .
Kao sto Je poznato izracunavanje za ovu fornulu
izvode sc u dve ctape @

. v R v v .
Prva ctapa izracunavanja je proracun sene sabira-—
nja 1 oduzinanja koJa sledi :



(121)

Zbir :

Razlika @

Zbir :

Razlika

Zbir

-

Razlika :

A105

Yo I I 3’3 Y 375
Je J11 10 Y9 7g 377
U, W U V4 Vo2
Us Y5 Y 5 Va
ﬁo tq tg t; t4

T4 t5

rp Ty

€1 T’52

s v » »
Druga etapa izracunavanja je

a i b

(122)

iz slededih formula

it

i

N\
<
o}
..!..

~~
ct

c
+

,\
<
o
!

~
H
o
I

N
<
o)
|

~
ct
i

Al N
Al N o= ol > -0 NJA
O

~
<

N
+

My

Y
n
no

. N . .
iznalazenje nepoznatih

£,)
22%1 + 5t5)
%gq)
t5)
£4)
e, + F6p)
81)
%r5+ 32;4)
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1
bz = \/Es'_(ra‘ v3)
b, = ngz

1 1 \/z_
'b5 = -6-(V5+ -§r5— —21‘4)

Spektralna netoda se 1oze prineniti na obe ove eta=-
pe, a nozeno da upotrebiro regularne ili neregular-—
nc spcktre, dok u ovon slucaju prinena neregularnih
gncktura je Jjednostavnija i korisnija, jer uprkos
postojeéeg problena koJi sadrzi razliditc znakove
(+,=), brojevi koji su u upotrebi u toku izradu-
navanja su uvek pozitivni.

Prva ctapa je izkazano u sSenana i izvrsino to na

s, .
sledeci nacin :

Prvo, fornirarno spektre Sy1 i Sy2 gde su clanovi
brojevi ys (i=0,1,2,...,11) i to je uradjeno u sa-
glasncsti sa rasporedon u Seni. Saberino ih, i
oduzrisio Sy2 od Syﬂ’ iz Cema dobijano spektre S,
- ot 3 ’ . -~ -

[»] 28D 1 ° . L ) ] g
i v rcsnektivno Zatin fornirano spektre S(uv)1
i S(uv)2’ ali sada clanovi su spektralni brojevi
G 1 Gv, Zbir i razlika ova dva spcktra daju

u
spektre Sr i St respektivno. Ostale prirniene su

d . W v . 7 .
vrsene na slican nacin, tako ce ce¢o proces izgle-
dati ovako

Prvi korak princne je : koristeci (41),(45)

S o4 = Gyo qu Gy2 Gy5 Gy4 Gy5
| Sop = | Gy6 quququyg Gy8 Gy7
8y= S+ 8,5 = G, G; G, Gé G, Gg
S,= 8. 4= 8, = G, G Gy Gy G, Gg
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Drugi korak prinene je : koristeci (15), (18)

Suv)1 = -Guo Guq(Gu2)(qu)(Gv2)
?(uv)E - Gu3 GuB(Gu4)(GV5)(GV4)
Sr=B (uv) 1S (uv) 2= Gro Gr,I Gr2 Gr3 Gr4
578 (uv) 17 (uv) 2™ %, “6, Co, Tty O,
(123)

. 7. . .
Treci korak prinene Je @

S(pt)1 = | (Grq>(Gt3)
S(rt)2 = (Grg)(Gt4)
8¢= S(op)1* P (et)2 = Ce, Cr
5™ Pxe)1Pre)2 = %, %,

U oven sluéaju, ritan se odredjuje ovako :
na grublji nadin,
$h = p+ 2
gde je D Dbroj cifara nax|y|
na precizniji naéin,
h = D'+ 1
gde jc p' broj cifara indikatorskog broja

i = 9 naxly]

N 7 . V. .
Naponenino ovde da sno pomnocu spektara izvrsili

b . ' . e . V. .
soito 6 racunskih operacija, a ako bi sno vrsili

v . - V. . ’
racunanje na dosadasnji nacin je 26.
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Druga ctapa Je princna spektralne netode u gore
. . v, . . v .
novedenin jednacdinana (122), i izvrsino to na
< . Vo
slecdeci nacin :

Sa istin ritnen h, fornirajno

Sp = (6, (6, ) (6, N6, I )Gy

. Vo .
zotin, pormozino sa 2, dobilceno

(124) SI:Z (GVé)(GVé)(Gré>(GP%)(Gté)(Gté)

Dalje, formirajno

R RICHPICHRIC N,

Sada, & ritnon h''' = h + p'' 1

{;\10 jC‘ P" bI‘Oj Cif&ra 1732....(iz L3= 1,7521.&),
a : Y v : - 1 A

spektar B¢ sa povecanin ritnon h s pormiziti

. ”
g 1732.... dobice sac

a jasno Je da h'' zavisi od broja cifara odgova-

- el M
raju nnozioca.
3 - - - - /
Nakon zaokrugljivanja i kondenzovanja SII" bice

(125)  B__, = (6L (Gpa) (Gpu) (G )

opct s ritnon h.
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Iz kolicina u (123),(124) i (125) fornirajno spek-
tre 83, 85 1 S% s ritnon h, zatin saberino ih,

- d *
dobicero kao sto sledi :

(126)

Sﬁ*(GrO7(Gvé)(Gté)(Gv')(Gr

O IR [C I I CAPICISICNS

3

83=(Gp )(Gpa) (G )(Gs)(Gp D(Gea) (G (6, ) (G ><9vé><Gd I

83=(G, )(Gt2>(GO (6o (G )Gy (G I(Grad (G (6o I(Gp (G

G G G G G G G G

S*= G Cr,1 G2 G 5 6

o) 11

3 4 7 8 9 10

Najznd, o dopustenin. ritnon pormoziro S* sa  833...
(iz 1/12=0,083%3...), Sto daje

(127) 8% = G G§ G& G} G} GE Gf G5 GE G& G4, G,
g ritnonn h*, gde Je

h* = h + p*
za D* je broj cifara odgovar&juée mozioca (833...).

ke

g P .
Konacno dobijano efektifnu vrednost pruga rezultu-
rd . ”
juces spektra S%, gle se odgovarajucu vrednost
nepoznatih Cn2 8y seees@g, b, b2, .oy b5.

Prena tone,
za 1 = 0,1,...6 3

T . =b. za j=/],2,ioa5-
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/ s o o -
Na priner, nadjino forrmla, koja ce zadovojjiti

r'd
sledecce podatke

.
3

gﬂsoo

p_-

60° 900[4200
1

y| w2l w2) 138 2| -25

fon

180°] 210° 24o°i27oo 300° | 330°

s~ tommarn

_69

| -21

~90f -92| -as| e8| 40

U ovorn: sludaju ritan se odredjuje ovako :

P v,
na grublji nacin,

nox |yj= 142,

. . e v .
na preciznigjgl nacin,

tada h=3+2=5

i=9x 142 = 1278, tada h =4+1=5
Dakle prona (123) dobijano sledede
0 1 2 3 4 )
Sy4= 00042 00142 00137 99997 99974 99979
Syo= 99931 00040 00067 99954 99907 99910
u - 9997% 00182 00205 99952 99882 99889 zbir,
SV = 00111 00102 00070 00043 00067 00069 razlika ;
S(uv)1= 99973 00182 00206 00102 00070
S(uv)2= 99952 99888 99883 00069 00067
Sr= 1 99926 00071 00089 00171 00137 zbir,
St= 00020 00293 00323 00033 00003 razlika
S(rt)1= 00071 00033
S(rt)2= 00089 00003
Se= 00160 00036  zbir,
S = - 99982 00030 razlika.

. R . . V. . . -
Zatin, 1z ovih kolicina forrnirajrio SI i

SI =

S (124),

I!

00111 00042 99926 00171 00020 00323

3
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tada s istin ritnon h=5, dobijano

SI,—SIX? 00222 00085 99852 00342 00040 0064)
dvv’ :;vJ S S Ny

v

o

G_, G_y G

vé T T3 Gea

|
ts T

Dalje,
SIT= 00137 00293 00036 00030
Sada, pormozine Szy sa 173 (t.j. prve cifre od
V3 = 1,732...), a ritan de biti h'=7, dakle do-
biébno

S;r= 0000137 0000293 0000036 0000030

o njihev proizvod Je

SIIn=OO25?04 0050689 0006228 0005190

s ritnou 7.

Prona tone, noken zaokrugljivanja i kondezovanja
dobijano (125)

< —_
Sppe = Q0237 Q0507 Q0062 Q0052

G G G
rp oty Tf3 0 T8

s ritnon 5.

Iz kolicinn u geni, SI,, SII*’ dobideno (126)
kao sSto sledi: '

S¥ = 99926 00222 00040 00221 99852 00222
00020 00086 00062 00342 00052 00086

00018 00170 99999 99914 00000 00171

*
5=
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S 00000 00323 00000 00000 00000 00323

00000 00236 99999 99999 99999 99763

I

Mjihovin sabiranjen dobija se spektar S* (126)

S* = 00086 01052 00021 99575 99692 00038
00038 00494 00062 00256 00052 00020

Dalje uzneno za rmoziceca 833 ( iz 1/12 = 0,083%..)
onda cc ritan biti 8.
Tako, spcktar 8S* g ritnon 8, bide

S* = 00000086 00001502 00000021 99999575
99999692 00000038 00000038 00000494
00000062 00000256 00000052 00000020

Njihovin rmozenjen dobija se rezultujuéi spoektar
8% (127)
Sy = 00071638 00876316 00018325 99646807
99743436 00031654 00031654 00411502
00051646 00213248 00043316 00016660

3%

g ritrniornn 8.

Majzad, posle podele na pruge, dobijano da su nji-
hove efektivne vrednosti ‘ ‘

71638, 876316, 18326, -3%53192
-2565by, 31654, 31654, 411502
51646, 213248, 43316, 16660

Iz 1/12 = 0,083%3..., nizno uzeli dodletvrte daci-
. . 7 » . . ‘

nale, prona tone dobice se kao definitivan rezul-
tat,
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y= 7,1638 + 87,6316 cos x + 1,8326 cos 2%
-%5,3192 cos 3x - 25,6564 cos 4x + 3,1654 cos S5x
+3%5,1654 cos 6x + 41,1502 sin x + 5,1646 sin 2x
+21,3248 sin 3x + 4,3316 sin 4x + 11,6660 sin 5x.

'

e () ot

Kao konacni zaklucsk noZeno izvesti da
spektralne netode prinenjene na razlicit’
problene nunericke natenatike nogu
odigrati vaznu ulogu.

~ee0s e
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