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1. PREGLED VAZNIJIH OZNAKA | SIMBOLA

a) Opite fizicke veliZine i koordinate

pritisak

gustina tecnosti

specificna teZina te€nosti

ubrzanje Zemljine teZze

koordinata u pravcu konture tela

koordinata normalna na pravac konture tela '
projekcije brzina u pravcima x iy

brzina jednolikog strujanja u beskona&nosti

brzina potencijalnog strujanja na spoljainjoj granici
graniénog sloja ’ ‘

dinami&ki koeficijent viskoznosti
kinemati¢ki koeficijent viskoznosti

tangencijalni napon na poviiini tela

b) Brzinsko polje

%ﬂ

Ve Vx)

02=0Q(t) -

{fn} |
{9}
{hn}
{ar}
A

£(r)

bezdimenziona koordinata odstojanja od konture tela
debljina istiskivanija

strujna funkcija

bezdimenziona strujna funkcija

funkcija spoljainje brzine strujanja

funkcijo koja pokazuje promenu brzine spoljasnjeg
potencijalnog strujanja sa vremenom

skup parametara definisan jednacinom (1,15 )
skup parametara definisan jednainom (1,15)

skup parametara definisan jedna&inom (1,15)

‘opsti skup parametara definisan jedna&inom (1,16 )

konstanta za normirqnie
funkcija definisana jednaginom (1,30) .

funkcija definisana jedna&inom (1,43)
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funkcije definisane jednaéinom (1,17 )
linearni diferencijalni operator

vreme prvog odvajanja graniénog sloja
bezdimenziono vreme

koeficijenti univerzalnih funkcija

Reynoldsov broj
i

c) Temperatursko polje
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koeficijent temperaturske provodljivosti

temperatursko polje

konstantna temperatura na spoljasnjoj ivici graniénog sloja
temperatura povriine tela o

temperaturska razlika

specifiéna toplota kod konstantnog pritiska

Prandtlov broj

Eckertov broj
Nusseltov broj
bezdimenzioni brojevi shodno jednaginama (2,44), (2,58)

tekuéi Strouhalov broj

“bezdimenzione funkcije temperaturskog pol ja

skupovi parametara koji karakterisu temperatursko

polie

funkcija definisana jednadinom (2,28) - -
SR " 2,
" " " (2,29)
" " " (2,53) -

Objainjenje ostalih oznaka i simbola dato je u tekstu.



2. UVOD U BRZINSKO POLJE

-

2.1.Stacionarni grani

&ni slojevi u nestisljivo

| te€nosti

U okviru klasigne hidromehanike je pokusavano da se teoriski
obuhvati uticaj viskoznosti na kretanje sfrufan ja te€nosti. NAVIER (1827 )
i STOKES (1848 ) uspeli sumatematicki formulisati uslove za ravnoteZu
sila viskoznosfi; silq/i;erciie, sila pritiska i mase. Kao rezultat ovih radova -
je proizaiao sistem parcijalnih nelinearnih diferencijalnih jednagina drugog

reda. Nepremostive matemati¢ke potetkoée spreavale su vise od pola veka

da se te jedna&ine korisno primene.

Velika opreénost izmedju rezultata klasi¢ne hidrodinamike i
stvarnosti ukazuje na to da odluEujuéi uticaj na proces krefcniq tecnosti ima
trenje u tecnosti. U 1904 godini je L.PRANDTE'fj dao aproksimaciju za
opitu jedna&inu kretanja viskozne nestilljive te€nosti ravanskog strujanja, ko~
ja se zasniva na &injenici: ako je viskoznost mala, odnosno Reynolds-ov broj
-veliki, onda dejstvo viskoznosti dolazi do izraZaja samo u srazmerno tankom
"gfoniénom sloju" u neposrednoj blizini tela. U samom grani¢nom sloju nastu-
paju nagle promene brzina tako da ista raste od nule na samoj povriini tela
do konaéne vrednosti brzine neporemeéenog spoljainjeg strujanja. Zbog mdle
debljine ovog graninog sloja proizilazi da izvesni &lanovi Navier-Stokes-ove
jednadine, kojom se strujanje upravlja, postaju zanemarujuée mali. Tako je
nastala Prandtl-ova jednadina graniénih slojeva, koja se razlikuje od Euler-
ove jednadine kretanja idealne tednosti samo jednim dodatnim &lanom, koji
obuhvata uticaj viskoznosti. Prandtl je teoriski i opitima pokazao da se stru-
janje v blizini tela moZe podeliti u dve oblasti: jedan tanak sloj u blizini po-
vriine tela u kojem igra odlugujuéu ulogu trenje i u oblast izvan tog sloja,
gde se trenje moZe zanemariti. Uticajem velikog zamacha vazduhoplovne teh-
nike, nova teorija je pocela vrlo brzo da se razvija i danas je postala osnova

moderne mehanike strujania.



Prandtl-ov saradnik H. BLASIUS (1908) [2] je prvi dao
taéno reSenje Prandtl~ove jedna&ine za ravansko opstrujavanje tanke ravne
ploée i izradunao trenje na plogi. To je na iprosfiii‘sluéai tagnog refenja
" graniénog sloja, pri c¢emu je gradijent pritiska jednak nuli a pritisak duZ

ploge je konstantan. Kasnije NIKURADSE [3] je eksperimentalno dokazao
“na ravnoj plo¢i slaganje Blasius~ovih jednacina napona smicanja. Blasius

je dobio resenje poznafe diferencijalne jedna&ine u obliku stepenih redova.
Nijegovu diferencijalnu jedna&inu je docnije resio C. TOPFER [4] koriste-
¢éi metodu integracije Runge-Kutta. Docnije je istu jednadinu ponovo izra-

&unao sa velikom taéno3éu L . H‘OWARTH 5] .

Kao dalji prilog teoriji graniénih slojeva dato je razjainjenie
uslova spoljainjeg strujania, priv &emu su brzinski profili laminarnog granié-
nog sloja na svakom mestu medjusobno sli¢ni. Ukoliko postoje sli¢na reenja
moZe se sistem parcijalnih diferencijalnih ie’na&ina svesti na jednu obignu
diferencijalnu jednaginu. Naininiie ¢ - »se za reSavanije ovog problema
dali su V. M. FALKNER i S.W.SKAN [6] , D.R.HARTREE [7] ,

S. GOLDSTEIN [8] i W.MANGLER [9] . Pokazalo se da takva "slig-
na - reSenja" jednagine graniénog sloja moguéa su u celoj oblasti ubrzanog
i usporenog strujanja, ako se spoljainja brzina menja sa potencom duZine.
Blasius-ovo reSenje za laminarno strujanje duz ravne ploge je pri tome samo

specijalan sluéaj ove klase opitih reenja.

Strujanje oko kruZnog val jka normalno na uzduZnu osu istog e
prvi obradio Blasius a kasnije su dobili pobol¥ana numeritka reSenja
K. HIEMENZ [10], L. HOWARTH [11], N. FROSLING  [12] ; A.ULRICH
[13], AN.TIFFORD [14], I. TANI [15] i drugi. |

H.GORTLER [16] je dao metodu redova koja se moze primeniti

na slu¢ajeve tela sa otrom napadnom ivicom. Za sluéajeve strujanja oko
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kruznog valjka Gortier-cvi redovi ne konvergiraju tako brzo. Soie
tabulisao univerzalne funkcije. Meieda predstavlja formalac radns ressnis

opiteg problema graniénog sicja siacionarnog laminarnog siruianic.

Analititka refenja puiem neposrednog integralenja Prandii-ove

jedna&ine pri proizvolinom rasporedu brzine spoljadnjeg >fru.qn;a predsiaviia-

ju za prakti€éne sluaieve velike poietkoée. Da bi se izbegic ove potetkote,

Prandtl-ova jednadina je integralena po debljini grari€nog sicia | dobilenc

su impulsne jednadine kao pribliZne metode. Njihova osnovna ideic se muiv
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profila koje dobijemo kod razi
ove profile urediti pomcéu jednog parameira oblika . Ovaj parameiar cbiike

brzinskog profiia moZe da se uvede kco nepoznata priblizne metode. Kuc i
gu nepoznatu izaberemo debl [inu graniZnog sloja. Postavimo refenle za brzin-
ski profil, koje ima osobine specijalnih sti¢nih resenja ili obuhvaia eksparimen
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talne brzinske profile i sadrZava jof borem dva slobodna koeficijenta, ke
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guéuju prilagodjavanie refenjo na opite graniéne uslove. FribliZne maiode law

ju za cilj da se ovi nepoznaii koeficijenti odrede za zadato proizve: o suo~

ljasnje strujanje duz koniure tela.

Metod za nestisljive re€nosti prema cvoi ideji su prvi prediozii]

TH.von KARMAN [18] i K.FOHLHAUSEN [17] (1921 ). Sistem jedna-

&ina za obe nepoznate iz priblizne metode sastoji se iz usiova ravnoiaeZs siic.

uslova impulsa i grani€nog usiova za ravnoteZu sila koje dejstvuju na celic ra-

posredno na konturi tele, gde orzina i sile inercije is€ezavaju. Rohihausen-ove

metoda primenjuje izraZavanjs brzinscih profiic pomoéu polinoma nifey svesor ..
Polinomi treéeg i Eetvriog stevena dali su zadevoljavajuée wproksime.iic vulnie

reSenjima. Pohlhausen-ova meiode resenic graniénih sloieve fe u conovi jedne

stavnija od Blasius - Hlemenz-ove, wadutim ne zulovoljave v bilzind taike

stagnacije, kao ni u sibiasiimg kade brzing opad. a pritisck roste.

H
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Na jednadini impulsa zasniva se niz razli€itih metoda sli¢nih
Pohlhausen-ovoj ( Timman, Howarth, Walz, Thwaites ) a na integralnoj
jednadini kineti¢ke energije poznate su metode Tani, Truckenbrodt, Head

idr.

CURLE (1958) [21] je predlozio, u cilju dobijanja boljih
rezultata u blizini odvaianja strujanja, metodu koja predstavlja generaliza-
ciju metode STRATFORD-a. Za strujanja sa pogodnim gradijentom pritiska
Curle daje raspored trenja nizvodno od minimalnog pritiska i dobija posebno
taéno poloZaj odvajanja graniénog sloja. TIMMAN (1949) [22] je poku-
Savao dobiti poboljSani postupak za proradun razvoja laminarnog graniénog
sloja uvodjenjem brzinskog profila &iji je oblik usavrieniji od polinoma ra-
nijih istrazivaga. WALZ (1941 ) [23] je prediozio metodu u kojoj je

primenio brzinske profile sli€¢nih reSenja Falkner- Skan-a.

Od ta&nih metoda, pored Gortler-ove (1957 ) novu metodu
jedao L.G.LOJCJANSKII (1963) [27] , kod koje se re¥enja daju u ob-
liku redova po izvesnim parametrima. Dok kod Gértlera parametri karakteri~
Su samo spoljni raspored kod Lojcjanskog dolazi do izraZaja sam razvoj gra-
ni€nog sloja. Javljaju se i parametri viseg reda koji na izvestan na&in odra-
Zavaju uticaj krivine funkcije spolijneg rasporeda, prema tome i same kontu-
re tela, dega kod Gértler-a nema. To znaéi da metoda Gértler-a moZe dati
dobre rezultate samo kod konture sa oftrom napadnom ivicom, naime konture
tankih ploéa, dok metoda Lojcjanskog, kod proizvoljnih kontura, sa veoma
malim brojem &lanova v redu, daje rezultate sasvim bliske ta&nim. Praktiéno
je pokazano da je sasvim dovoljno zadrzati se na drugom parametru u datom

skupu parametra.



2.2. Nestacionarni graniéni slojevi kod nesti§ljive te€nosti

!

Za reSavanje nestacionarnih graniénih slojeva viskozne nes-
tisljive te&nosti ne postoji toliko metoda kao za stacionarne granine sloje-
ve. Prva isfraiiyania/u/teoriii vremenski zavisnih graniénih slojeva odnose
se na probleme pokretanija tela iz stanja mirovanja. H. BLASIUS [2] je
predpostavio pokretanje tela u te€nosti koja je u mirovanju, impulsivno tj.
trzajem, do pune vremenski konstantne brzine. S. GOLDSTEIN i L.ROSEN-
HEAD [29] usavssili su Blasius-ovo refenje uvodjenjem dodatnog &lana
vremenskog razvoja strujne funkcije. GORTLER [30] i WATSON [31]
prodirili su proraZun procesa formiranja graniénog sloja koristeéi eksponen-
cijalni zakon porasta brzine sa vremenom. MOORE [32] je razmotrio slu-
&aj graniénog sloja na plo&i pri proizvoljnoj promeni brzine sa vremenom.
C.C.LIN [33] je dao metodu za proradun nestacionarnih periodigkih gra-
niénih slojeva, koja se moZe primeniti na probleme strujanja kod kojih spo-
ljadnje strujanje periodicki osciluje. Specijalan slu¢aj perioditkog kretania-
- spol jainjeg strujanja kada isto fluktuira po veli€ini a ne po praveu je dao
M.J. LIGHTHILL [34] . Periodigke grani&e slojeve je takodje prou¢avao
H. SCHLICHTING [35] . |

K.T. YANG [39] je analizirao nestacionarne graniéne slojeve
kod stagnacije strujanja nestisl jjve teGnosti. Isti problem su proué¢avali M.B.
GLAUERT [40] i N.ROTT [41] . Strujanje duz tanke ploge kod njenog
nultog napadnog ugla prouvéavali su A. GOSH [42] i S.GIBBELATO [43].
H.A. HASSAN [44] je za polu-sliZne graniéne slojeve dao transformacije
koje svode postojeée jednadine na jednadine gde se vreme ne javlja eksplicit=
no. W. TOLLMIEN [45] (1924) je dao u svojoj disertaciji u Gottingen-u,

vremensko formiranje graniénog sloja na rotirujeéem valjku koji startuje




impulsivno. L. HOWARTH [46] je prouaveo nesimetriéno strujanje koje
nastaje u sluaju impulsivnog ubrzanija elipti&nog valka, &ija glavna osa

ima nagib. E.M. SPARROW i J.L.GREGG [47] reili su problem ro-
tirujuéeg diska sa nejednolikom ugaonom brzinom. C.R. ILLINGWORTH

(48] i Y.D.WADHWA [49] su obravnjavali problem ra3éenja graniénog sloja

na obrtnom telu, koje se obrée oko svoje ose, koja je paralelna osi strujanija.

—
Neke aproksimativne teorije isti¢u nestacionarne graniéne slojeve

na osnovu jednagina impulsa shodno von Kdrmédn - Polhausen-ovo| integralnoj

jednadini. Aproksimativna reSenja za nestacionarne graniéne slojeve razvili

su u detaljima L.A.ROZIN [36] , H.SCHUH [37], M.DJURIC [60]

i drugi.

V.V. STRUMINSKI i L.A. ROZIN [36] pokazali su moguénost pri=
mene ideje jedno~- parametarskih metoda stacionarnih graniénih slojeva na ne-
stacionarne. lako su problem regili, ipak su ostale aritmeti¢ke poteskoée.
M.DJ.DJURIC [50] je razmatrao jedno~-parametarsku mefodu za proracun
nestacionarnih graniénih slojeva. Potetkoée koje su prisutne u radovima Stru-
minskog i Rozina je Djuri¢ izbegao. Djuri¢ polazi iz jedna&ine impulsa da bi
dofao do uproséenog refenja pojedinih aproksimacija predstavljenih obi¢nim
integralima. Ova metoda daje nesto lodije rezultate od metode Struminskog -
Rozina ali je za prakti¢ne proradune jednostavnija, kraéa i vodi brZe do re-
zultata. M.DJ.DJURIC [38] je takodije dao i metodu tipa Gértler-a za re-
fenje nestacionarnih grani&nih slojeva s predpostavkom da je funkcija raspore- |
da brzina spoljainjeg pofencfialnog strujanja data u obliku dveju promenljivih
koje se razdvajaju. Metoda se zasniva na uvodjeniju specijalnog oblika promen=
ljivih, pri Eéemu se problem svodi na reSavanje jedne parcijalne diferencijalne
jednagine, v koju podaci pojedinog problema u pogledu nestacionarnosti ula-
ze preko dve funkcije. U radu M.DJ.DJURIC [60] je preneo ideju Lojcjan-

skog na nestacionarne graniZne slojeve i poboliSao nedostatke ranijih metoda.



Cilj ove metode je bio da se postigne univerzalizacija osnovnih jednagina
uvodjenjem tri skupa pqrqmefcra; tako da jednagine koje u sebi kao ni U
svojim grani&nim uslovima ne sadrze podatke nekog specijalnog problema.
Re3enje dobijene univerzalne diferencijalne jednagine je dato u obliku re~

da po naznaéenim parametrima.

DJ.S. DJUKIC [91) razmatra metodu za refavanie ravanskih
nestacionarnih laminarnih graniénih slojeva, koja predstavija sintezu meto-
de sukcesivnih aproksimacija za reSavanije nestacionarnih graniénih slojeva
i Gortler-ove metode. Uvodjenjem nekih novih promenljivih u diferencijal-
nu jednadinu postiZe se da u transformisanoj jednaéini podaci u pogledu ne-
stacionarnosti figuriiu samo preko jedne funkcije a podaci v pogledu oblika
tela isto preko jedne funkcije. DJ.S. DJUKIC [92] takodje razmatra pitanje
univerzalnosti jednagina nestacionarnih graniénih slojeva s tim da se ta uni-
verzalnost postiZze predpostavkom da je brzina spoljadnjeg strujanja proizvo-
lina funkcija, tj. da promenljive x i t ne moraju biti razdvojene. U uni-
verzalnoj jednagini je uticaj spoljainjih uslova karakteristi¢an za pojedine
probleme postignut pomoéu dva skupa parametara, koji su v jednacinu gra-
niénih slojeva uvedeni kao nove nezavisne promenljive. Redenje dvo-para-
metarske univerzalne jednagine je dato u obliku redova pomenutih parame-
tara. Problem se svodi na sistem obiénih diferencijalnih jedna¢ina za odre-
djivanje koeficijenata redova. U pomenutom radu, pored poznatih primera
izraéunati su novi primeri na cilindri¢nom telu, &iji se polupre¢nik tokom

vremena menja po odredjenom zakonu.

V.SALINIKOV [89] je dac doprinos univerzalizaciji ravanskog
problema laminarnih nestacionarnih graniénih slojeva primenom generalisanih
promenl jivih Gértler-a uvodeéi dva skupa parametara oblika. R. ASKOVIC
[93] e proutavao tridimenzijski periodicki grani&ni 'sloi na telu koje se ha-

rmonijski kreée u spoljainjoj struji. U radu se daje detaljna analiza i
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numeri¢ke vrednosti dopunskih komponenata gradijenta pritiska. V.SALINI-
KOV i DUKIC [90] uopstili su univerzalizaciju jednaine ravanskih grani-
&nih slojeva nestacionarnog rezima. PredloZena metoda uvodi dva skupa pa-
rametara oblika i postize se univerzalizacija transformisane jednaéine. Sa
praktiénog glediita ova metoda predstavlja racionalan prilaz v pogledu nije-
ne primene i istom je moguée refavati probleme nestacionarnih grani&nih slo-

jeva nestisljive te€nosti.
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3. BRZINSKO POLJE

3.1.Jednadina ravanskih laminarnih graninih slojeva

nestisljive tednosti.

U radu otemperaturskim graniénim slojevima koristiéemo brzinsko
polje odredjeno metodom M.DJ.DJURIC-a [60] , .koju dajemo u kratkom iz-
vodu. U tom radu dati su rezultati prostih reSenja analiti¢ki, dok je u ovom ra-
du izvriena tabulacija koeficijenata univerzalnih funkciiu za dvoparametarsku

aproksimaciju sa izradunatim primerima.

Osnovne jednagine ravanskih laminarnih nestacionarnih grani¢-
nih slojeva nestisljive teEnosti su Prandtl-ova jednaging kretanja i jednagina

kontinuiteta:

2

Dttt ax Mty " ot ox TV a2 (1)
| u 2V . 2
=t y-o (1.2)
sa granié¢nim uslovima:
U=Uxt), ¥=0 | y=0 t=0
A==0 y=0 ¢70 (1.3)

@ =Ulxt), Cyma £ 0

Brzina spoljainjeg potencijalnog strujanja izvan graniénog sloja
predpostavl ja se u obliku da razdvaja promenl|ive tako da

. Ulx,t) = V()
gde funkcija V(x) i {2(t) suklase ck , Oskesow
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V (x) je funkcija koja pokazuje proménu brzine spoljainjeg
potencijalnog strujanja a Q Q) je funkcija koja pokazuje promenu br-
zine spoljainjeg potencijalnog strujanja sa vremenom tj. karakter nestacio-

narnosti.

Posle uvodjenja strujne funkcije osnovne jednaine svode se

. v e /
na jednacinu:

yyt':"'y/y"fxg _nyyy-_-lfb.;- UU,‘-f-vay (1.4)
a graniéni i pocetni uslovi su:
Wy=Uxt) | ¢=0 | y=0,6 t=0

Ya=tpy =0, y=6 t>0 (1.5)
Yy —U(xt) , Yoo, £>0, ‘

Prema poznatim rezultatima koji se odnose na pitanje opstruja-

vanja ravne ploge brzinom {2 (t), jednagina impulsa kao 3to je poznato ima

oblik
2 "
e 28 = o % (1.6)
gde

& (1) e/({-%]i’)dg (1.7)

je debljina istiskivanja, koja je funkeija samo od vremena a

oy 0! |
TP 6‘(-;)_6;2)5/:0 a3 (1.8)
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je tangencijalni napon. Uvodjenjem lokalnog parametra oblika

-, ,
9=10 o (1.9)
gde 3‘2
2= 3> | (1.10)

jednagina (1.6) se svodi na

/

, _ i {
glrg, (3L ).2 Qg ()

Iz (1.9) imamo

*_ 0
2 =9 (1.12)

Zadnje dve jednaline daju

. F=€-—
Z''=2F | gde S 9, (1.13)

Za relenie .iednaéine (1.4) DJURIC uvodi tri skupa parame-
tara {fk}, {gk} i {hk} zasvako K €(1,2, ...) ito:
’ -4 d" V)
(x)=V*"(x) LI
f dx®

c A O e,
98 = 25 _?zt'i) z'HEy

he() = QF(t) 2**(¢)

(1.14)’

Parametrima fi je dat uticaj konture tela a g oznaava lokalni



parametar oblika. fi i h generiSu konvektivni parametar. Ovi parametri

mogu biti dobiveni iz jednog opiteg skupa parametara dj. datih u obliku:

U Ux{ BU)Z,K

(Ua" (1.15)

Uzimajuéi-unapred da je U(x,t) = V(x) 2 () % = 2().

dobijemo

ay = (é leg et A V[Z)Z’"r C(1.16)
odnosno '

dy = 9x+f€</’a ~ " (1.17)

Posle diferenciranja parametara (1.14) po odgovarajuéim
koordinatama i uzevii u obzir (1.13 ) zadovoljene su sledeée rekurentne

formule:

V)cx' = <K"'/)f1fx +fx.+4 =Hu

%919:: = (=94 +2KF)Qp vy 5 Ak (1.18)

L gn! = k(g +2F)h =%

Uvodjenjem pomenuta tri parametra datih sa (1.14) kao ne-
zavisno promenljivih, mogu se osnovne jedna&ine graniénih slojeva (1.4)

svesti na univerzalni oblik.



3.2. Transformacija i reSenje osnovne jednaéine.

Parametri (1.14) uvode se kao nezavisne promenljive, a

strujna funkcija Y (x,y,t) predpostavlia se u obliku:
Y(x4,t) = K 6508) Fm; (£ fn), (1.19)

gde je
5"\(% {f"}'{qﬁi'{h"j) =.¢(f71’ f‘ﬂc%h’r'"f"é 91y92,93,- - 9Ky
, | hyyba\hy,y . ... hi) (41.20)

- =A %I-; a A je konstanta za normiranje, e ie bezdimenziona strujna -

funkcija.

Stavljanjem (1.19) v (1.4) ivuzimajuéi v obzir (1.18)

dobijemo transformisani oblik jednagine (1.4):

A G +0F T+ 9, 4+ 24(%%)‘“%"&‘9“)“
= -fih -5+ T, 7,)+Z bl B 5, - 55,002

el 7 7 7
sa graniénim uslovima:
e
* o=
K
6\;

1, =n=0 t=o0
J—=?,;--0,' m=0 , >0

/

g“'"l ; f)7-o:

- Ako se uvede linearni operator sa promenljivim koeficijentima



L= A195+Foz—a—2-+g(4——) Z(K +
' 7 a'r)z 1 kel a’73 %
: 2
gde su i;razi + ?ﬂfc _&)—O;a—é_/-)—;—) (41.22)

B alld) s Meshellad) © Betllad g,

jedriagina (1.21) moZe da se ndpiSe u obliku:

K=t

L(F)= -h[fl1-5"+ 55, )+Zyk(5‘; =550

Jednaina (1.23 ) predstavljo univerzalnu jednaginu ravanskih

laminarnih nestacionarnih graniénih slojeva koja u sebi ne sadrzi veli¢ine ne-
kog posebnog problema. Reienje ove jednadine trazi se u obliku reda, koji od-

govara redu Lojcjanskog [55] :
Fns (e Laudi{ng) = & i {and) +£. 5 {9 Lhig +
+ £ 8 (s {ant e+ £2 B (s {and, () +

(1.24)
pri tome se javljaju sledeée kombinacije:
9-\0' <] >> \f/-:' << {>>
_-‘g:«.f‘» ”,7;«](,» .
(1.25)

6'\4
fz‘ <<f;z) f1>7 ‘f:; <<f:l fz »

b

Smenom izraza (1 ;24) v jednadinu (1 ;23 ) dobija se sistem
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-parcijalnih diferencijalnih jednaina za odredjivanje koeficijenata gornjih

redova (Dodatak 1):
L(%)=0,

5 .

L'(‘SL:) = -'h,,('i—\(f‘:,,) "'?:?;97»7)) ’

» (1.26)
L(S'L:f): -hﬂz'z-?—;?;?:o?+9:£frm+g:grm):
NS INIY o o
L(J-l) = -h"(J'i "Loqq ‘foq)flo’),
sa graniénim uslovima:
aQr 7 -
Yop=0 ﬂ;v'j**v 0, 90 i=0
' @;:ffzveé) \6'/'\;: 6:/3'7):0) ,7..-0,{‘->0 (]27)
ml——*f , 9':,,7——-0 m —a .

Relavanije ovih parcijalnih jedna&ina dato je u radu  [60] pri

&emu su uvedene sledeée kombinacije:

<< i “_‘}?«4 << hy 7>

Q

{ A '
@; << g, > 1::4’2._;1:«911,”;,2» (1.28)
ot -2
fo 5 J.o << 942) Q2> "%, “j; << hqz»

1)

Resenje se traZi u obliku: :
% s {9ng (he) =T+ 9, Flm) + oF o fityr,
% (93 {onhy§hu})= b “Fln) + haas "E ) +ha *Filmhr oo,
For (3 Lah{ ) = oy “Flmy# ooy

@2 (7)5 {9&5:{’7«5) = hf' “g;(”))"", SRR | (1.29)
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Eksplicitni oblik funkcije F {gk} e isti kao kod funkcije % ({gk&)

naime
FU{Q) = Fo + 9, F0 + 92 Fyy # @uFp +eoove (1.30)

Smenom ovako predpostavljenih refenja u sistem (1.26) dobi-
jen je sistem obi&nih diferencijalnih jednadina. ZadrZavajuéi se na drugim pa-

rametrima dobijeni su sledeéi sistemi jednadina:

k=0 L(F)=0,

w1 L(:‘?’)_-_ f;ol+0)F46\0”)

L£=2 ~ L (ﬁ:ﬂ . _i.. 2F, 9;4:_ £ St.on F ,\.4,,
2 ) A"[ e (R F }

. H=0 , L*o‘[g;z) = —4—4{7'(%“-07 FZ ‘(Z;o”).)

w1 L(F) === T B85,
2 LT L[5+ F 8-

- (. 2 g:wgzgll +9:0‘£4111_ g\oollﬁ;,‘)._,? E, 4.?; u)
-+

, K= LZ (Zﬂ:) =0 R

1

4
w2 L ("%, ) (2 B B R

2=2 L,,('”-’E - _z,_l_z_[gc:oh,,ﬁ:_ga/-{}:/]- - (1.31)
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sa graniénim uslovima: : |
(;;o=g;al=0) $I=£ﬁ =0 , #9=0
et N (1.32)
‘C*:OI*' // R o — 0 ) ’7 — CD
»
U sistemu jednaéina (1.31) L je linearni diferencijalni
~ operator sledeéeg vida:

.- da d2 d Fo :
Ly e o;é“dv,_—zm'dﬁ ; 6":;2. (1.33)

Linearne diferencijalne jednadine za odredjivanje koeficijena-
ta univerzalnih funkcija mogu se svesti na opiti oblik, imajuéi za 6= F/A_2=2

i za A2=

{ D n 207 D”

)

2. DM+2nD"-4D,) =-H(1- D""")-'DJ (1.34)

sa graniénim uslovima:
/ !
D, =D =0 ) ’7=03 .D,=.Da-0,:7=co
{ I _
L7 =0 , Y=, D, =1 )H=® (1.35)

Homogeni deo jednadina predstavlja linearne diferencijalne jedna-

&ine drugog reda, koje se mogu svesti na Weber-ovu diferencijalnu jednaginu.

Analiticko resenje je dosta sloZzeno. U radu [601 data su ana-
litigka reSenja za prvu aproksimaciju. Na3 cilj u ovom radu je bio da dobije-

mo numericka refenja i za sluaj dve aproksimacije i da izvriimo uporedjenije
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sa analitidkim.

Konstante F¢,.....i, koje se javljaju u gornjim jednaginama

DJURIC je odredio na slede¢i nadin:

Na osnovu (1.13) imamo FfS-g, gde je j=j({9n3).

Predpostavljajuéi —
§=.§?+91 54 + 912§11+91§1+,' IR (l..36)

i vodeéi raduna da je

28,
=A
‘§ (8)772) =0 2
dobije se
§ironnc, = A(E % (0)" (1.37)

Iz (1.13),(1.30) i (1.36) imamo:

Fo'-'f", Fi=8.~1, F«=§41, Fz’Sz, (1.38)

Za prosta reSenja brema [60] dobivene su sledeée vrednosti
konsrani Fo_ i Fy:

2 2
Fo=3% . F=-% . (1.39)

U ovom radu, koeficijente univerzalnih funkcija, koji su tabuli-

sani, koristimo za izralunavanje konstanti F,, :
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(\.O
Fo=80= A+S"0y= 05642.4,1284 = 06366 = 2

)

Fiz§-d= ~q+ #0).0,5642 = - 1+0.5908.0,5642=-0,666~-%

= €44 = 05642 %57(0) = 0.6642.0,0552 = 003114 )
— ‘

Fg = gz s 0,5642 féz:w(a) = 0.5642 (- 0.0344) = ~0.04197 . (1 40)

Konstanta za normiranje A nadjena je shodno:

F, = A %°"0) , 6> %z =2 o A EM0)-05642 (1.41)

Za resavanije konkretnog problema potrebno je naéi funkeiju
Z=2Z(@)

az
di

Ql ]
=2F({9el)= 2F( sz, L 2 ) (1.42)
Za jedno-parametarsku aproksimaciju, smatrajuéi parametar 9

dovoljno malim shodno [60] imamo:

¥ . 1 " "% 4
S Y A JZ=%IZ o%at (4.4

Za dvoparametarsku aproksimaciju refena je obina nelinearna

jednagina, koja ima eksplicitni oblik:

a’z 2{/—' + F, %z +[F (%) + F,_( J}Z’z (1.44)



numeri¢kom integracijom a njeno refenje prikazano je u dijagramu (sl.1 ).
Za mala vremena t , koja u problemima dolaze u obzir doprinosi nelinearnih

&lanova su prakiigéno zanemarujuée mali.

3.3. Primeri

—

Na elementarnim primerima uporediéemo rezultate analitickih

refenja dobijenih jedno-parametarskom aproksimacijom 0] sa rezultatima
prostih reSenja koji su dobiveni numerickom integracijom, koristeéi tabulisane

vrednosti koeficijenata univerzalnih funkcija.

Posmatraéemo kruzni valjak u sluéaju kada se isti dovodi u kre=
tanje iz mirovanja trzajem, konstantnom brzinom Q(t) = thm , (m =0) iu

slu¢aju kada se dovodi u kretanja sa konstantnim ubrzanjem £ (t) “0,t™, (m=1).

Za razlikv v radu [60] takodje su izragunati elementarni pri-

meri sa dvo-parametarskom aproksimacijom koristeéi rezultate numeri¢ke integra-

cije i uporedjujuéi iste sa rezultatima drugih istraZivaca.

3.3.1.Impulsni pokret kruznog valjka sa konstantnom brzinom.
a) Analitigki postupak prema [60] :
Brzina spoljainjeg potencijalnog strujanja je

U(x"i'.) = V(x) _Q(t) = ZQq,Sin %

gde x oznatava luk meren od prednje zaustavne tatke na valjku, a R polupre-

&nik kruznog valjka (R = const.). Za prosta refenja vrednost za z*



¢ 4
z¥= =t
a pojedini parametri su:
X ; N 4
f1= =V’ =_COSE sy 9420, hy=Qa2" =QqFt.

Brzinski profil' ima oblik ;
U _ o ]
U' Lp )+{1h4 1(,)))
Prva pojava odvajanija graniénog sloja u zadnjoj kriti€noj tatki sledi iz uslova

-
-

{ag (/:0 ) '
Zot0) + fiks 570 =0 |

Vrednosti koeficijenata univerzalnth funkcija za jedno-parametarsku aproksima-

ciju izradunate analiti¢ki su:

4°"0) = P = 412858

o
4 411(0) =

2
744 4\ .
zi7 1t ) 126238

rJ)g/R T
2-;-.(2 _2...._‘/‘_.t_.._n_- _ﬂ_ A 2
e 7t g U gr)es g =0
2 2 4
R Qe t g (1 55)=0
Loy 4 2
R EUTE) C
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1= R
t, = ——a— — = 0,35102 —
¢ 24+ o) o 0.

b) Korid¢enjem tabulisanih funkcija dobijemo :

4°"(0) = 14,1284
F'0) = 14,2623

11284 + & cos X 0a 4 ¢ 42625 =0

_ 71284 p R
= 11284 p R
¢ T o " 0,35104 3

QK

Rezultati su oigledno identi€ni i odgovaraju rezultatima

koje su dobili SCHLICHTING {59] , LOJCJANSKII [55], GOLDSTEIN

i ROSENHEAD {28] , MOORE [58] i drugi.

Ovaj elementarni primer pokazuje da jedno-parametarska ap-
roksimacija sa usvojenom linearizacijom daje zadovoljavajuée rezultate za

prakti€éna razmatranja.

GOLDSTEIN i ROSENHEAD [28] naili su vreme odvajania
graniénog sloja na kruZnom val jku u drugoj aproksimaciji t, = 0,32 RV

a SCHUH (1953) t = 0,30 R/V. (37]

Uzimajuéi dvo-parametarsku aproksimaciju sa istim predpostav-

kama na istom primeru, proveriéemo rezultat koji su dobili GOLDSTEIN i
ROSENHEAD [28] ti. t, = 0,32 RV, za 2z"= Ly
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I X .
f=V = %:—cosa s fzeVVUs = 2sim R(‘— “’"p.)"uzsl'n %
| ]
91=%Z*=0, 91‘%2"2‘0)
, 2
h=QZ=QEt, QR0 252

Brzinski profil ima sledeéi oblik :

-Z'{:/c_’?’“ ‘;7;,""{1 *'7(1 4a *"fz
¢’ = @00’7‘-91 ‘%1,"- 942520.44'1' 92 ?32/4-7[_’171 141
gy B b B AR E) +fah b2 “El .

Bl o o
=0
@0‘007"919:4”4*942 f:v«u/_l_ 9; f\oz.v_l_ /;fh N\ u

+f454944~$14l'+f4h2 KN ‘/')[42542"}:”*7[/’2”?” e

Koeficijenti univerzalnih funkcija, koji dolaze u obzir su:
F2'0) = 1,1284
20y < 12623

4f$44 "{O) |

1 7]

-0,1530

i |
WY+ pros 3 QFE 42620 - L ok Q*%,

42 _
Py .0_,/530 =0
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i vreme odvajanja grani&nog sloja

k= 05195 &= 032 2,

3to je isto kao 3to su to dobili GOLDSTEIN i ROSENHEAD [28] .

el

3.3.2. Jednoliko ubrzanje kruZnog valjka

Razmotriéemo proces formiranja grani&nog sloja ravanskog
laminarnog strujanja u slu€aju jednolikog ubrzanja valjka u jedno-para-
metarsko| aproksimaciji koristeéi tabulisane univerzalne funkcije i upore~

diti tako dobivene rezultate sa analitiékim, koje su dobili drugi autori.

Brzina spoljainjeg potencijalnog strujanja
U(x,t) = V(x)2(+)

gde je V(x) funkcija konture V(x) = 2 sin x/R a (Q(t) je promena
brzine sa vremenom {)(¢) = ™ , gde je u datom primeru m= 1. Onda sle-
di: |

U(x,t) = 2 sinx/R Rat

Istim postupkom kao kod sluéaja pokreta valjka trzajem, uslov

za odredjivanje odvajanja graniénog sloja je:

F0) + 9, %10} + fiha F(0)=0 .

) o . . .o
Funkcija z za jedno-parametarsku aproksimaciiju
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»

= _‘_’. 4 Y
z T

7}' _Q% 43 Q t dt —— ¢t = 0,545FC.

Parametri su:

vl . 2 X
eV’ e Feos

Q' 4
MQE p g et f

h1=-(2.z Q t LL Q /2. tz

Analiticki dobiveni koeficijenti univerzalnih funkcija shodno

l;SO] su:
ol - 2 11 _ ,\"
VX (0) = 7= 3 % (0) - ?T% (0) (1+

4
57r)

a prvi trenutak odvajanja graniénog sloja je izragunat

Uzimajuéi v raun vrednosti tabulisanih koeficijenata univerzalnih funkcija:
F2(0) = 11284
F'"(0) = 05908
"% "(0) = 1,2625

dobijemo:
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Uzevii x/R =T sledi cos(x/R) = -1

44284 + 03224 - 29 3225 $2op

R
£ = 405312 B
. @D
‘f R
= 4026 —
t{; '/,/2 2 ol
BLASIUS [2] = je dobio v drugoj aproksimaciji f; = 4,04 +141¥ R/Q
SCHLICHTING [59] £ = 104 2/Q
DJURIC [60] _ ts = 1053 R/
SALJNIKOV i DJUKIC [90] 8- 105 R/Q

ReSenjem nelinearne diferencijalne jednadine

4z 4 4 D, red Q% 4 O

— pr— o o— S————

dt " m "3 QP76 0t 10 O

_SALJNIKOV i DJUKIC [90]- dobili su za 2/: = ;% t =055 L‘vreme
odvajanja graniénog sloja o '
_ , 2

Isti primer izradunamo za dvo-parametarsku aproksimaciju

aoon T l/] i Al 2.4 10 1914
o +q,% +g*% +9r2?a' "t b F g, T

#fiha B e fithE B e s B

*
Uzimajuéi funkciju z kao u jedno-parametarskoj aproksima-

ciji ( z*=12—t) dobija se :

7
2 ' .
fr= ';’2,"“’5"%' 5 fo= "‘%}_ sin* -—%
: -Q_I *_ 42 __/_ " _r2
9222, gttt

hy= Dy 242 o hz=ﬂzz“z=0ifz(7’§t}z
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Koeficijenti univerzalnih .« :ija koje dolaze u obzir su:

Gy = 14284
E'"o) = 05908
1) = 00552
w0 = 12623
*ﬁ:*”(a)- -0, 1694
P00y = -0,1550

11284 + 2 ’2 49,5908 +( ) 6,05

Isti primer izradunat sa funkcijom - z*

2 = 0995 R

S ? (9]

X 12 42 4

Lo cos 2 () 2 __.0/ -1

z 2 ?”t 77 694 2
2 _ R
£ = 1,00504 ol

B ECO-S £ £ 412623 -

4
,2:2( )z‘0/55o =0

0, 5533 t
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4. TEMPERATURSKO POLJE

4.1. Uvod

E. POHLHAUSEN (1921) [78] je resio jedna&inu tempe-
raturskog graniénog s/l_o/icx zanemarﬁiuc’:i toplotu, koja se razvija usled trenja,
i to za jednoliko strujanje paralelno zagrevanoj plogi pri gradijentu pritiska
jednakom nuli. Isti autor je prou€avao problem odredjivanja temperature ko-
ju treba da postigne ravni termometar kada nema prelaza toplote izmedju te-
la i te&nosti. Toplotu koja se razvija u granié¢nom sloju usled trenja, nije za-

" nemario. Redenje prenosa foplofe u blizini zaustavne tatke dao je SQUIRE
[#9] = Opstiju klasu reSenja razmatrali su FAGE i FALKNER [67]. Oni su
redili jednadinu temperaturskog .grcmic':nog sloja za sluéaj da temperatura na
povriini tela nije konstantna a zadata je kao funkcija uzduZzne koordinate x.
Kod metode Fage-Falkner~a kor-;isi'i se brzinski profil koji je ispravan samo u
‘blizini zida, $to znaii da je temperaturski grani&ni sloj mnogo tanji od brzin-
skog. Ova metoda je teorijski asimptotska i vaZi za velike Prandtl-ove bro-

jeve ali daje veliku numericku ta&nost takodje kod Pr= 1,0.

LIGHTHILL M.J. [34] e razvio metodu za aproksimativno

izraCunavanje prenosa toplote kroz laminarni graniéni sloj sa proizvoljnim
rasporedom temperature zida i brzine spoljainjeg strujanja, uzevsi uproséenu
predpostavku da se brzinski profil moze aproksimirati njegovom tangentom na
zidu. On je istraZivao uticaj malih harmoniskih poremeéaja u spoljasnjem
strujanju na trenje i prenos toplote u laminarnom grani¢nom sloju. U toj ana-
lizi pretpostavljeni su mali poremeéaiji koji dozvoljavaju linearizaciju jedna-
gine. Slugaj vrlo visokih frekvencija je prougavao C.C.LIN [33] . Posle
ovih fundamentalnih radova Lighthill-a i C.C. Lin-a proiza$ao je niz teo-

rijskih istraZivanja koja raspravljaju opste spoljainje strujanje, strujanje u
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zaustavnoj tacki i duZ ravne ploge.

LIGHTHILL je koristio rezultate brzinskog polja u kome se brzina
spol ja3njeg strujanja menja po veli€ini. Zanemarujuéi toplotu koja se razvi-
ja u grani&nom sloju usled trenja on je integralio energijsku jedna&inu von
Mises-a koristeéi Heaviside~ovu operacionu metodu i dobio koliginu toplo-

. . / bd
te koja prelazi sa tela na teZnost.

LIEPMANN [66] e izveo formulu za lokalni prenos toplote ne-
zavisnim postupkom, koji koristi integralnu jednaéinu toplotne energije.
Liepmann-ova formula razlikuje se od Lighthill-ove za tri od sto. CURLE
[21] e pokazao metodu slignu Liepmann-ovoj koja ima veéu ta&nost od
Lighthill~ove formule. Dve njegove metode primenjene su za sluéaj struja-
nja oko zagrejanog valjka a rezultati uporedjeni su sa eksperimentima koje
su radili SCHMIDT i WENNER [75] . SARMA [76] e koristio rezultate
svoje analize nestacionarnog brzinskog graniénog sloja za temperaturske

graniéne slojeve.

Teorijska istrazivanja iz oblasti femperofurskih.graniénih slojeva

visili su KESTIN (82] , SPARROW [83] , IMAI [62] idr. GERSTEN (61]
je istraZivao refenje jednadina kako za brzinski tako i temperaturski grahic’:-
ni sloj za slugaj kada su periodiéni poremeéaji superponirani na spoljainje
stacionarno strujanje. Spoljanje strujanje je predpostavlieno klinastog ti-
pa sa rasporedom u obliku U(x) = c¢.x™, gde m predstavlja gradijent -
pritiska v strujanju. Spoljainje strujanje je zami3ljeno da je poremeéeno
prostom harmoni¢kom oscilacijom. GERSTEN je koristic metodu malih po-

remeéaja koja dovodi do resenja razvoja u redove.

M. DJURIC [70] i [7]] je radio na pitanju reSenja nestacionarnih



temperaturskih grani&nih slojeva kod ravanskog strujanja pod predpostavkom
da razlike temperature izmedju spoljainjeg strujanja i zida tela nije velika
i da se promena u temperaturi zida TW (x,1) defava u istom momentu kad
se telo pokrene iz mirovanja. Koristeéi svoj rad brzinskog polja, DJURIC
prenosi sQoiu metodu i na temperaturske graniéne slojeve. Razlika izmedju |
temperature zida T,, (x,t) i spoliainjeg strujanja T, predpostavija se u

obliku Ty (x,t) = T = S(x) @ (t).

V. DJORDJEVIC [84] u svom radu razmatra problem odre-
djivanja temperaturskog polja pri nestacionarnom ravanskom strujanju nesti3-
liive te€nosti u grani&nom sloju. Za reenje problema bilansa energije koris-
éen je aproksimativni postupak zasnovan na poznatom postupku odredjivanja
brzinskog polja kod odgovarajuéeg strujanja. Dobiveni rezultati refenja pri-

menjeni su na izra¢unavanija toplotnog toka na beskona&noj plo&i i u oblasti

prednje kriti¢ne tatke cilindrickog tela.

4.2. 1ZVODJENJE OSNOVNIH JEDNACINA

U ovom radu razmatra se nestacionarni problem ravanskih la-
minarnih termickih graniénih slojeva i data je metoda koja se moZe primeni-
ti na sluéajeve kada se brzina strujanja na spoljasnjoj granici grani¢nog slo-
ja moZe predstaviti‘kao proizvod dveju funkcija, od kojih jedna zavisi samo
od koordinate x, a druga od vremena t. Za odredjivanje temperaturskog po-
lja iz energijske jednagine bilo je potrebno prethodno refiti brzinsko polje u
cilju dobijanja koeficijenata univerzalnih funkcija brzinskog pol ja koji ula=

ze v temperatursko polje. Ovo je uinjeno u prvom delu ovog rada.

Obzirom §to prosta reSenja daju zadovoljavajuée rezultate



- 33 -

za prakti€na razmatranja, to se za proradun temperaturskog polja koriste
~ prosta re¥enja. Za sluéaj prenosa toplote moramo odrediti temperatursko po-
lje u strujanju i u skup jednaéina brzinskog polja dodati jednaine za ras-

pored temperature.

Pri nestacionarnom ravanskom strujanju nestisljive teEnosti

e T ye . .o . v .
~ temperatursko polje odredjeno je energijskom jedna&inom datom u obliku:

aT oT N 2 2.0¢ l’ 2uy? :
ot ax+”'ay gcp(a )(U @), Pr oyt 9c ay) (2.1.)
sa grani€nim uslovima na spoljasnjoj granici graniénog sloja

y—.ao 3 T — Tw 5 . : (2.2.)

‘gde je T realna funkcija klase ck (O0s kso).

Treba napomenuti da neki autori [77] pri proraunu stacio-
narnih graniénih .sloievo &ak za nestidljivu tednost za reienje energijske jed-
nadine koriste odgovarajuée relenje brzinskog nestiiljivog graniénog sloja i
zadrZavaju u energijskoj jednadini &lan wdp/dx, koji predstavlia u stvari
toplotu usled §irenja odnosno skupljanja. Oni zadrzavaju ovaj &lan zbog toga
§to na spoliaEnioi granici grani€¢nog sloja vazi Bernulijeva jednagina u obliku

2
—Z—qg%)— + T, (x) = Tz = const,
gde je T1(x) proménliiva temperatura na spoljainjoj granici granicnog sloja
a T; totalna temperatura, koja je ista u svim tatkama. Zbog toga, za reSe-
nje problema zagrevania odnosno hladjenja moZe se koristiti metod superpozi~
cije. -

U ovom radu odustalo se od resavanja problema zagrevania
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odnosno hladjenja metodom superpozicije reSenja i reSenje je dobijeno neza-

visno od refenja termometarskog problema.

M. DJURIC je u svom radu [70] pokusao da resenje problema
zagrevanja odnosno hladjenja dobije putem superpozicije refenja, koristeéi

~ veé poznato reSenje termometarskog problema, pomoéu sledeéeg izraza:
Tl,8) = T[T, (08)Too )= (T 1)~ T R0 ) # 5 SO X9.7) o)

gde je za Ty (x,t) obeleZena sopstvena temperatura tela odredjena sa:

Tu () = T = 5= SOOQX(x,02) (b)

lzraz (a) zaista zadovoljava graniéne uslove problema zagreva-

nja, odnosno hladjenija, ali funkcija yf(",?, Z) ne zadovoljava jednaéinu:

P(F) = () [V(5%, -5 %) + vZ g -V'Fo, ], ©

Jedna&ina (c) bi mogla da se dobije iz (a) samo ako bi se predpostavilo da
je sopstvena temperatura tela konstantna, Sto medjutim nije sludaj i zato se
rezultati u radu [70] dobijeni u slu¢aju problema zagrevanja odnosno hladje-
nja moraju smatrati netaénim. Interesantno je da &ak, ako bi se pomoéu (a)
izvela ispravna jednagina za I (X,7,7) ona ne bi mogla biti svedena na uni-
verzalan oblik na na&in kao 3to se to &ini u radu [70] . Da bi se postigla uni-
verzalizacija jedna&ine za F(X,7,T) bilo bi neophodno potrebno da pored
Ty (% 1) = Ty i Tw(x,f) -~ Tw odnosno (b) moZe da se predpostavi |
u vidu proizvoda dveju funkcija od kojih jedna zavisi samo od x a druga sa-
mo od t, to u opStem sludaju nije moguée. Zato se u ovom radu, kao 3to je
ranije veé napomenuto, odustalo od redavanija problema zagrevanja odnosno

hladjenja metodom superpozicije resenja.
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U energijskoj jednacini smo izostavili &lan w (Ip/IX) i granié-

ni uslov na spoljainjoj ivici graniénog sloja se ima u obliku
Y —> o , T — Tco )

gde je Tp konstantna temperatura na spoljanjoj granicilgraniénog sloja.
Zbog toga se termometarski kao i problem zagrevanja odnosno hladjenja raz-
matraju nezavisno jedan od drugoga. Sa fizicke tagke glediita bilo bi neoprav-
dano zadrzati u energijskoj jednadini izraz u(dp/x) a da se istovremeno
koristi i graniéni uslov 'y a0 , T ~ T, . Ova nedoslednost desila se je
v radu [70] . '

Osnovna jednaina za dal je razmatranje je energijska jednagina

sledeéeg oblika:

T, T T . v DT, y (duy*
ot "% ox TV oy T or ag’+gcp(ay)_- (2.3)

Ova jednaina se redava kod unutrainjih graniénih uslova koji od-

govaraju:
1. termometarskom problemu : y=0, %‘5 =0,

2. problemu zagrevanja odnosno hladjenja: y=0, T = Tw = canst.,

a7 (2.4).
3. zadatom toplotnom toku : _ y =0, ‘5’; = qo(xl )+ 0,
4. promenljivoj temperaturi zida: y=0, T=Ty(xt).

Kod termometarskog problema kao i problema zagrevanija odnosno

hladjenja, izabrali smo proste graniéne uslove s ciljem Sto isti ne uvode neke -
nove funkcije u proradun i stoga se ne javlja potreba za uvodjenjem novih sku-

pova parametara za reienje jedna&ine temperaturskih graniénih slojeva.
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Energijska jedna&ina je linearna i zbog toga se moZe primeniti

princip superpozicije.

Na spoljainjoj granici graniénog sloja graniéni uslovi su isti za

sve navedene probleme koji se tretiraju u ovoj tezi.

/y-om ,T"’Ta

. 4.3 PROBLEM ADIABATSKOG ZIDA ( TERMOMETARSKI PROBLEM ).

Resiéemo prvo termometarski problem. Potrebno je odrediti tempe-
ratursko polje u strujanju i u skup jednagina za brzinsko polje moramo dodati
jednagine za temperaturski raspored za slu€aj ravanskog strujanja prinudne kon-
vekcije.

Nestacionarna energijska jednaina za ravanske graniéne slojeve

nesti§ljive tenosti je datasa (2.3 ):

oT a7 2T » T y (ou)?
—_ = + U = = X
2T ok " oy T o 292 T 90 (ay')
sa grani&nim uslovima unutar graniénih slojeva: ¥=0, 53';—-10

i grani¢nim uslovom na granici'graniénog sloja: ¥ —, F—Ts.

_ Komponentne brzine u pravcima x i y su: u(x,y,t)i v(x,y,t).
T(x,y,t) jetemperatursko polje, t je vreme, a ostale oznake su poznate

fizicke karakteristike teénosti.

*
Uvodimo bezdimenzionu funkciju J | refenje osnovne jednacine

" (2.3) trazimo u sledeem obliku:

T =T, + —gyE; ‘ir(% {fK}’{gk}’{h“}i 7’/‘),
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(2.5)
i dobijemo diferencijalnu jednaginu (Dodatak)
L*[J’q]= _ o 2
i (2.6)
~ sa graniénim uslovima:
: — "
7=0 , Hy=0
. - 2.

o

Funkcija J predstavl ja reSenje termometarskog problema.
* : '
Operator L ima sledeéi oblik:

w

» i . 2 P
LI =50 Xy + Sa(qF im0, 2 @, % ), -

1 & * * *
T 2 (e Ty K 4 X, b K ) - (2.8)

2 o ”
T2 (fahy _fq + g4 )X
. _
Diferencijalna jednading za K izvedena je u dodatku.

Refenje jednagine (2.8) je izvedeno na nadin koji je usvojen
za refenje jednadina brzinskog polja:

X = I {ou) + £ % (0 {oxtsfhel) + -+ - - -
Hoep) + 9, W tmye-- -

(2.9)

I
=
K
s
oA
+

pri tome su zanemareni svi nelinearni &lanovi tj. izvriena je linearizacija
po parametrima.
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Jednaéine za koeficijente koji zavise samo od M su:
LlX] = - 57,
o 4 » * .
LK) = (23 -qF 35') - 250" 50"

L, [1‘][1]~ i‘( g\-o, - \fL:o ]Z'o"’) - 2?;0" -iﬁ;u‘a

(2.10)

L [X] = lez”-{--’»’lfs’y{ 28k 57

Analiti¢ko relenje ovih jednagina je komplikovano i stoga koristi-
mo numeriéku i_nfegraci]u univerzalnih funkcija. Pri integraciji je koris¢ena
metoda RUNGE-KUTTA-MERSON. Za primenu ove metode potrebno je da bu-
du svi 'grcmiéni uslovi dafi u istoj tatki (Cauchy-ev problem), medjutim isti
su dati u dve tacke. Za redukciju graniénih uslova u jednu tatku koridéena je
metoda V. SIMONOVIC-a [86] . Rezultati numeriZke integracije dobiveni
su na elekironskoj digitalnoj mafini NATIONAL ELLIOT 803 B, pri zahteva-
noj taZnosti od tri taéne decimale. Rezultati integracije dati su u vidu tabela
i takodje v vidu grafika. (Dodatak). Kada su oni poznati, mogu se formirati

svi izrazi potrebni za izraéunavanije karakteristiénih veligina graniénog sloja.

Sopstvena temperatura Tp za prosta refenja je data sa:

Tp= Tl’)""'o : CD 9CF %(0 {f&}) {gk. {hk PI"
T"T * o ‘*1 4* (2']])
B = K0 + 9, R (0) # frhg T () |
U795
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4.4, PROBLEM ZAGREVANJA CDNOSNO HLADJENJA

Energijsku jedna&inu (2.3) relavamo u ovom sluaiju sa slede-

éim grani¢nim uslovima:
y = O/j’

y—o , T—T, = const.

T =T, =const. | | ©(2.a2)

* R

*
~ Uvodijenjem novih bezdimenzionih funkcija Hi X refenje

trazimo u obliku:

) * ¥ Uz #
ToTat(-T0)% + 5 & | (2.13)

Za njeno odredjivanje imaéemo diferencijalne jednagine:

L%

l:l[jé] - (2.]4)
sd graniénim uslovima:
7l=0 : &‘2=0,7f=4, .
» ‘ ¥ X (215)
g o 3@—-0) Jf’-'O,
Diferenciialni'operator L je dat sa :
‘L[PE] 77* 207F+{,hf+h129,n }%7"
(2.16)

-4 Z(h1 Tt gféfK +)\K?f “9367‘6/;,‘) %a(f,h,ﬁ;’»g,)i”

*
*

a operator L sa:

Y .-.i. % o y ) ' ol G XX
L Fgy a7 e STy -,

Y e * x a o
LS Gy 2 b,



. % ’
Funkcija & sama za sebe predstavlja o&igledno refenje proble-

ma zagrevanja odnosno hladjenja u posebnom sluéaju, kada toplota koja se
razvija u grani&nim slojevima zbog trenja, biva zanemarena tj. ako posled-

- nji €lan v jednaéini (2.13) zanemarimo.

» % A
Funkcije 8 i #& su razvijene na slig¢an nagin kao i funkcija

i jednagine za prosta reSenja su:
[
»
L [Jea] o - gbouz
o o o

Z:,[Jf;]= 'éi_(Q geoo -t}] F4 g@:') _23:01:‘(/}-04:1

b
2

L‘4[4J'£’] = é (2 \‘}:01%‘%’0 _ zoéol)_zzou ,5‘:.,,. ,

h (2.18)
Lyl#)]= o
» “1 | vy
[, [?t”,,] S ._-7 %J&" ,
* ¥ 4‘# y ‘
L,[%]: _.K.zﬂ;"%o
sa graniénim uslovima:
" » * L& * s »u
pe0 (A=A = 0 H =1, K =0, ‘F =0,
. ’ (2.19)

L % » o » %
1 : 7 .
Yoo KBy =0, H'=0, 'FH =0 K =0, =0, K, =0.

Gornje jednaéine reSene su numerikom integracijom univerzal=-
nih funkcija. Rezultati su tabulisani u dodatku za dva Prandtl-ova broja

Pr=0,72 i Pr=1.0.
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4.5. PRIMER

Primeniéemo izloZenu metodu na slu€aj cilindriénog tela koje
startuje impulsivno iz mirovanja. Brzina potencijalnog strujanja moZe se pred-

staviti v obliku:

R

U(x,t) =V(x) =‘c—£— s cx M’%% (2.20)

gde je R - polupre&nik krivine konture a ¢ - konstanta koja u sluéaiju opsfru-

javanja kruZnog val jka ima vrednost dvostruke brzme u beskonaénosti .

. lzraz za gradijent temperature na konturi tela je:

T - A OF - U* aze (2.21)
(o e (T -Ty) B 2% - A

E)g )9:0 ( w ) 5;; aqz L,:o ) gcp 397 o 5; >

J h-‘ bl Sy ol |

5—%57,0 5 Z0) + 9,5 (0) + fuhy F'(0)% -+ - )

DT . GB'(o) + 9, B (0) + by R (O)H e

Stavljanjem koeficijenata univerzalnih funkcija za Pr=1,0 iz

tablica dobijemo :

- |
_(_.g?)w = ~(Ty-T) 5*[ 11284 +g, 0,2055 - £,h, 01340 -
LA o1
9 &2 [05542 9, 0,1477 + f1 h, 05091}

Uzimajuéi u obzir odgovarajuée vrednosti za fi, g7 i hy iz
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ranijeg primera, koji smo izradunali u poglavlju brzinskog polja pisemo:

f=V'=g > 91=%Z*=0’ ho=Qz*=¢

lzraz (2.21) postaje, obzirom Sto je A4 :
»

p 2

-(%5-/7;)9%: 2(?’»:? 284 + 5 Lt o1540] -
) C;)iz gép ZV{FZ‘_ [676%2 + & 5t 43091] (2.22)
- \—,(_P—L?’{[Q.ssu - 02821 —9-%2(%%0 | +
+V' [0,0853 - 5%;—2—2)—;59 0,1968]t} :

Uvodjenjem ECKERT-ovog broja (temperaturski kriterijum)

- Cz

ng (AT)o

dobijemo posle izvesnog sredjivanja:

__(aT - 02821 21’_&000 _t2, Qéé}9£(0,é/j§4 _;2)4

'isv_y—)ym goive “ 1 Ec X (2.23)

U sluaju kada je Ec # 0 izjedna&imo gradijent temperature sa
nulom i dobiéemo trenutak vremena t u kome na odredjenom mestu u okolini

zaustavne tacke smer prelaza toplote menja znak :



2,000 _ »2
7. R ——-——EC X
T 069794 32. 04334 -
: B¢ - O (2.24)

Iz izraza (2.24) vidise da u sluéaju da je Ec>0, odnosno
(AT),= Ty = Tou> 0, gradijent i'emperafure. v tagki X = f2,000/Ec
postaje jednak nuli v samom po&etku kretanja (F=0). U tacki x = mc
gradijent temperature ée biti jednak nuli tek po isteku vremena =0 '
odnosno neée nikada biti jednak nuli, kao ni u tatkama §>02,000/Ec i
x < v9,4354/Ec - jer za te tagke izfqz (2.24) daje negativno vreme. Prema

tome toplotni tok ée menjati znak u toku vremena samo u intervalu

e ————————

1|.04334 x 2,000 o
d Ec <X<U Ec (2.25)

Iz izraza (2.25) moZe se uoéiti da je za x< W
‘gradijent temoerature na telu uvek negativan tj. u neposrednoj blizini zaus-
tavne tagke telo se uvek hladi. Ako je X > | Z,OOO/EC , gradijent tempe-
rature je uvek pozitivan a fo zna&i da se u ovoj oblasti telo zagreva i pored |
toga 3to je T, > T_a zona X < ;o se hladi. Za vreme kretanja taka x
se pribliZava prema zausfavnoi tagki, tako da se zona zagrevanija tokom vre~
mena $iri, a zona hladjenja smanjuje. Po isteku vrlo velikog intervala vreme-
na, hladjenju je'izloZena jedino zona % = | Q4334[Ec. Ako v‘]e TW =T, u
izrazu (2.23) &lanovi koji sadrfe Ec u imeniocu biée jednaki nuli, pa ée
u svima taékama uvek gradijent temperature na telu biti pozitivan tj. celokup-
na okolina zaustavne tacke ée se zagrevati. Isti sludaj imaéemo i kada je |

Ty < Tep , odnosno Ec < 0.

Ovi rezultati su u punoj saglasnosti sa istraZivanjima koje je vrio
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V.DJORDJEVIC [74] , [85] .

To

"\'a’

4.6. ZADATI TOPLOTNI TOK

Energijska jednaéina (2.3 ) relava se sa sledeéim graniénim

uslovima: ~Ya
y=0 3y =% (X1) = Fo(x) Ro(t)
(2.26)

Yy—co , T=Te =const.

Toplotni tok 9, (x,t) se za ovaj problem predpostavlja u obliku:

9o {x1) = P (x) R_(t) (2.27)

o

“Funkcije Py (x) i Ro (t) mogu biti proizvoljne, klase Ck.
Cilj ovog problema je, da dobijemo relenje vazeée za proizvoline P_ (x) i

R, () tj. da izvriimo univerzalizaciju jednaéine. Da bi to postigli, potrebno
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je uvesti dva nova skupa parametara i .bk
k P o) =
a =YV / gde ey =P (,X)l .
k P ° (2.28)
* k () o
b = % % ,gdeR<r)=Ro(r)—é%L.

Ovi paramejri zadovol javaju rekurentne formule :
7 . ) -

Va, = (kfi-as)a, + Qg = a, 0 (2.29)
I = -

2b, « (2KF ~b)b, + by = b,

Refenje jednadina traZimo u obliku:

T = TQ’ + v i(’?; [fhgj{gx.}1[h'<}5?’.) +

g<p
. " | (2.30)
# Golx,t) SBE I (; {13, (9hs(fs fand s £ 0nJs Pr)
Diferencijalne jednagine za funkcije Jz i jé su:
L 1] - - 57
ae.; %2 : (2.31)
L[K]= o
sa granié_nim; uslovima: _
Oz=0 :\2"’7’0, %‘7:/
(2.32)

»* *, x
7—»:0 .‘7{—-0) X —o0

, ' , ' |
Za funkciju 4 dobijemo istu jedna&inu kao kod termometarskog

" of .
problema, koji smo veé redili, medjutim jednaéina za & e data sa:
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‘ %o L2

4 * o ,, 2 » * ¥
L [J{]= 517'7 + -AE(VF"'?C"h'I?"'h'I “Zu;qu-;,()z? -

4. o o~ W 5 ‘ »A ¥ )
'-—T;I(h’ By e i+ 2 Zgy + T Koy, + (2.33)
roty o, +p5) - mayenico

sa graniénim uslovima® "
7Z=0 J ‘2/7 = / ) -
g L0 (2.34)

%%
" Funkcija K moze se razviti u red po parametrima fk i a

H = Tl Lo {0) * 12 3 (0 {98, Ehgof3) +
» (2.35)
+a, J(@(m {gkj){h,‘&,{b,(})ﬁu .....

[} 3 Yy * %

Funkcije Ko Hyy Ky se dalje razvijaju v redove po parametri-
ma gy, hk i bk kako sledi:
* 4 “o “f X ¥ %
Ko = K3 17) + 9y Ko (M) + b, Ko () 22+ -5
%%

¥ %

VARN A AL TSR | o (236)

Koeficijenti funkcija dati u (2.36 ) predstavljaju u stvari prosta
reSenja poSto su svi ostali nelinearni Elanovi zanemareni. Vriimo linearizaciju

po parametrima.

Jednagine za ove funkcije su:
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L LX) =0
LX) - -q B33,
L-;['y(:)b] = TZ-E 3?: s

(2.37)

PES] 4 e

L't[ ](1] s = Zz"ﬂ:o%ool >
) e

¢

1 4 l"’fo
L-v[]Cla,] * Tq"z‘ J’LZO’JZO >
gde je Lk linearni operator paraboliZnog tipa

d F .

Z| & e— i AR ! — —Z—K__o_ .

Lylz] r L TN m® o (2.38)

sa graniénim uslovima:

: £ L 2y 455 oF
‘02:0 . :%:'4) :Zo =0, J(ob=0, .Z/,=0’ JZ/a"o,
v '”1 * % ¢y

i (2.39)
7[._.00 : .7{0”-.0, 0o — 0, \Z/ob—'oy ! 70, 4..2/40_—'0.

Sistem jednaina (2.37 ) izralunat je numerikom integracijom

a koeficijneti univerzalnih funkcija tabulisani su u dodatku.

4.7. PRIMER

Posmatraéemo kruZni valjak polupreEnika R koji se pokreée impul-

'sivno sa mirovanja konstantnom brzinom. Dalje je zadat toplotni tok kroz zid
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tela, koji je jednak u svim tagkama konture kruznog valika a menja se vreme-

nom.
9% (t) = (2.40)
Temperatura zida kruZnog valika tj. sopstvena temperatura je data:
Ty = + 3[ -
e Tat

9go [%”/0)+ 9,7(/0) + frh, Z/(o)]

e £ L8 [0 + g, K1)+ 0 His 04

o e '(2.41 )"
+ f-:‘h, "7{;/‘7) + 'qf/)f_ rZ/a, (o)

onda sledi:

To T £ 428596 F . (249
| UZ/QCp JQ‘/ A U2 I

Za valjak polupregnika R imaéemo kod brzine strujanja V
Q)= 4

Vix) = 2Q, sinx | :

Vi=f, =2 %‘?co.sz

gde x oznacava luk meren od prednije zaustavne tagke.

Dalje,



- 49 -

g, =0, a, =0
. £ 4 52 . 4y g
h1'QZ*=—;£=_]7—‘-tQ® 3 —>§'=Z"=-ﬁ=t )6P=22f1$’

_ Toplotni tok predpostavimo kao _qo(x, t) = Poﬂ(x) Ro(f)

Po(y=4 | — Re(t)=ct

Stavljajuéi izradunate vrednosti u jednadinu (2.41 ) imaéemo:

'7"0 7- +-———-—_4-Q°5‘”"{7[ (o) +-2—Q°2 cosx,i——w’J({O}i-

* 4

+—Cd-‘—§5[7{:(o>+ £ X, (0)+ 28 costt ,-t‘ 6]

Obzirom 3to je bezdimenziono vreme £ = Qot pisemo (2.42) u obliku:

R

- T L 24 ] o S ot
IE__;Q_ = 45/772)('[‘%;/0) +-€_Té 1¢%1(0) COSX;]"‘ ‘

0% /96 (2.43)

* 2??[1’—29’% [%{)+ }[oblo) 87;'.]:[’( 9 Cos;]v
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Proverimo dimenzije:

__ngv [°K] ooC [“K ]

gcCp mS$
e 32 32
- K 7%, Qo . t
Gt =g -] - t/z'__z—ﬁf—

U jednagini (2.43 ) 'prvi &lan u drugom delu desne strane je

/
chtmgcp - 2 qgcip c /—y— R3/ZZ3/2=.
N Alr D% e
-2 9 fB Ry
AT 0% 77 QelQ.rR
—Q-:—'R = Re ( Reynolds-ov bro.i)

2 Pk g9 R
Afr [Re Qo Qu

‘Proverom dimenzija izraza

c.R°gcp mt ™ -4 _ry
2 m =[°]<-)
0, 0, e K

.sledi

2atlvige . 2 I% %9
ATT Q% Alr e 0%
] ’ [ S —

D,

- gde je posledniji €lan oznaden sa Dl i predstavlja novi bezdimenzioni broj

0« SRgc | L (2.44)



Za sluéaj ovog primera konstante su g, cp, v o.g i R, papisemo:

aR'gch _ €9 cpf;Rs/z _ D
Q% Re Q%  Re

- Jedna€inu (2.43) moZemo napisati u obliku:

-\

_7..L-_IZ£__»..= 45,.’”2)6 [3[:(0) _’__87_,:_ a 1(0) COS)Z] +

2 _5/2 .D4 ""o 6 * ¥ 8 _ 44« .
ot P K0 - S Tl e G T cos &)

Za kruzni valjak i spoljadnje strujanje izaberemo proizvol jne vred-

nosti:
R= 40 cm
Q,, = 150 cm/s
Cp = 10246 m ko[kp K

¢, - X

3 ms ( toplotni tok sa tela na te&nost )
7500
Re = 1200 .
€ a,75 {0'000

Bezdimenzioni broj D, za ovaj primer imaée vrednost :

1

D - f3.102,5 981. 400
! 3. 400,225 15. 1000

=~0,01723



Koeficijenti univerzalnih funkcija za Pr=1,0 prema tablicama

SU:
¥(0) = 0,4428
"K,(0) = -0,0186

Ho(0) = ~1,0444

¥,(0) = 0,410]
4'7(1(0):=

0,0705

Ove vrednosti stavimo u jednadinu za sopstvenu temperaturu:

\]

To - To _ 4 gn2% [0,4428 - 8f 10,0186 cos 5] +
Q. /9¢p - _
+2t % _D1 [- 1,0444 + 0,7832 + 0,01795 t cos 32] )
[Re |

Sopstvena temperatura za razlig¢ita vremena je shodno ovoj jed-
na&ini prikazana graficki nasl. 1. Vidimo da se ista menja vrlo malo v vre-
menskom intervalu od t =0 do t=1,0. Maksimalna vrednost sopstvene tem-~

perature za istraZivani sluéaj je postignuta kod x/R = 90°,

4.8. PROBLEM SA ZADATOM TEMPERATUROM TELA

Energijsku jednadinu (2.3 ) redimo sa sledeé¢im graniénim

uslovima:



y=0 T=T,(x,t)

J
F(2.45)

y—oo [~ il

pri €emu je usvojeno, da se temps.iiurska razlika izmedju konture tela i besko-

naéno¥éu predpostavl ja u obliku pioizvoda dveju funkcija S(x) i 6 (1), kao
§to je to bio sludaj kod zadatog toplotnog toka:
Ty - T = S(x)8ct) (2.46)
Refenje jednadine traZimo u obliku:
T =T, T, % Ut
=T, + -7 + |
o (Tw - o) &L : (2.47 )

9 |
o

ol
Diferencijalne jedna&ine za funkcije £ i & moZemo napisati:

L [%] i

o a : (2.48)
L[#] =0
sa grani¢nim uslovima:
* » &
7=0 : H =0 H=1 o
: ) ? (2.49)
'y
oz—-'ao s FH -0 ’078—’0)

® o
Funkcija £ sama za sebe predstavlja refenje ovog problema ako
bi se zanemarila toplota usled trenja.
#*
Za odredjivanije funkcije #£ treba resiti sistem sledeéih diferenci-
jalnih jednadina:
¥
[
L[]
Yo
L[]

]

L-y [9?1)

- ‘g;ﬂhp_
(2.50)

n

(238 - R ) - g g

4 *0 “a Ton 1N
raCEAC AR D R E-T T
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sa graniénim uslovima:

' " ‘ >4 Tng
=0 < F =0, H=0 , H=0, |
* # L (25])
’)7-"@ ’ }’fo =0, Jfo’ =0 N ’0?4 =0.

Da bi u ovom slugaju , kao $to je to bio sluéaj kod predhodnog

problema, dobili univerzalne jedna&ine, a posto smo uveli nove proizvodline
funkcije S(x) i ©(t) neophodno je potrebno uvesti nove skupove para-

metara koje éemo oznaéifiwsa {mk§ i {nkls .

- Skupovi ovih parametara su:

. o ) o .
m, = V_""% son s z"‘3%- (2.52)

Oni moraju zadovoljiti i rekurentne formule:

Vimg = (Kfs-mym +my,,, =My

~ ) (2.53)
z*n, = @QkF-n)ne + ng., = Ng

% X

Funkcija & je data u obliku redova po parametrima f, , 9ir hk’

o
M i n| na isti nadin kao $to je to u&injeno sa funkcijom s , pri &emu ulo-

'gu parametara q i bk prevzimaju novi parametri mj i nj ( dodatak ).

[ 4 .
Sistem diferencijalnih jednadina za koeficijente funkcija 9,22 ...

fo: LO [jéoo]

= 0

L4 "
L, [#]] - - b S

* 4 ‘e " : 1 (2.54)
L4 [gfon} = fﬂ. oo »

1*" 4 x o
L.,[Jloq] - —Tq—lga aol

% 4
L1[’ 1m]" ’il'#:mt%,o
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\i reSenja moraju zadovoljiti sledeée graniéne uslove :

71':0 d 760—'/ J% =0) on = ) 1_0 ) 1”’_0’
* % X % % ot g X* (255)
I)L—om. M Jfoo =0 , %l = 0) %an =0) 4361-"0) %m’_‘o )

Ako je Tw=consf. , obzirom $to su mk=0 i n= 0 sistem jednaina postaje:

Z—o [égoo]

0,

v * o 1 F ’ .
L, [#] = -y B e
s Lo s 2 (2.56)
155 4 * & .
L'[dej = _?go%o/
' * * .
-podto funkcije Hon i F,, otpadaju. Ovaj sludaj je razmotren u poglavlju

4.4. ( problem zagrevanja odnosno hladjenja ).

\ 4.9. PRIMER

Kao u predhodnom primeru razmatraéemo kruzni valjak polupreénika
R koji startuje impulsivno sa mirovanja sa konstantnom brzinom. Data je tempe-

ratura na povisini tela.

T=T, +(Tw-rm)§’é'+§—‘§?% (2.47)
gde | U= 20, sin x
Tw-Tosat , a[%]
Sl = 1 | \
G(t) = ¢, t

‘onda sledi
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2T i ) aﬁg‘_gz,_ U 2F |
ay l,”]""’ = (Tw oa) 5)’7] ay ’y=o+ gcp 397 33/ L,:o
e A 3F A U FE|
B (Tw Teo) & 97 =0 N S 9 97 }’7’0
_Q__J_C—I = %201(0) -+ g4 5"201’(0) +‘f1‘/]1 %I{O) 5 ) .
ga:zﬁ o Hr(0) + 9, '(0) + 1, Hop (0) + £, (0]
8' « .
S c;zirrl"“ﬁr‘r“ > M= 0
= = 4 =2 . : '
9=9, hi=3t0, , fi=7 cosx ->§,=?.—'_’_n:-277;f tzf;{—t—
Jednaéina (2.57 ) postaje:
T L calt (2, . s
-—y—]gga 2[“ ?5 (o) + = ?foa{(?) +-Q‘-”t oS X Jf (0)}4—

; { 4.Q.,, SIn x. ot 80} & 1ap s
——————— [ et A AL 4 *
Zr——vt gc {Jf (0) + -——"tho.s‘x }C (0)}

Kao kod ranijeg primera bezdimenziono vreme pisemo :

/405 202 202

= e 2
2Ivt 96 gc[2iR "Tz 9 R'r"{“v‘ R 96 7
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R T R« /; ] i
Jory Re . =0 . _Qé.e- —-——/._ -{?/Z’ {0)+ g{gn(o)+
gcp ‘ ng‘ '

+ S0 t cosx éé,'(o)} 25'”"{%°'{0)+

TR Tz C“" % (0)f

lzraz

- .
Cz'z?/; - L2 I/ZZt . €2 || R R ;
286 o R 222100 5, 0%[0. 0.

gcp gp 9gGe

= _€C2 R -
2 2% n,, /£

Uvedemo novi bezdimenzioni broj D,

. £2R9¢cp K ms 4 - »
D, - o [s 2 K] | (2.58)

koji se razlikuje od bezdimenzionog broja D, samo u linearno| zavisnosti od

R umesto" R2 .

Konacan izraz postaje:

Rogy 37| Duff
05 /Re 9y ly=o 2

{5'5“(0) + L ?Qn(O)* >t o5 X Jf{f)) 2.59)

25/7) X {%o//o) + Qa) tCD.S'X O‘{p{o)}
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gde su: . %00'(0) = - Q9575
» * o 7
Hyp (0) = - 0,#520
9‘61 ’ (0) = -0,1293
iol - :
o (0) = 04293
"

' . :
‘H (o) = 0,2295

i piSemo
Rgcp T D, - 4 j .
0% fRe 3y y=o=_2&/;{—0'9575 +5(-07520)+ £ £ (o, 1295).co.$x}+
+ 2.51'771): 0 42 - -a; _ 0 *
7 { 4293 + -t 0,2295 cosx,} .

Imajuéi v ovom primeru iste vrednosti kao u primeru 4.7. bezdi-

‘menzioni broj Dy imaée vrednost

D, = 10.981.10245

=73 22502 405 1B

Nasl. 2 prikazane su krive za razligite vrednosti t uzimajuéi
u obzir vreme odvajanja grani€nog sloja. Po&etak odvajanja graniénog sloja

prikazan je isprekidanom linijom shodno jednagini:

CFN0) + fiky "E"(0) = 0,

. ‘ |
112838 + % cos x Q.. iT‘r_t 4,262385 = 0
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Vrednost gradijenta temperature vaZe sve dok ne poginje odvaja~

nje grani¢nog sloja.

Leva strana izraza (2.54) moZe se izraziti bezdimenzionim bro-

jevima Nusselt-a, Eckert-a i Reynolds-a kao $to sledi:

oo 4 DT
N - (AT, azﬁtw

.‘Rng 37 _ _9cp @__T)O. R 2T
Qi fRe dyly=o Q% re (4T) 29 |y=o0 (2.60)
Ny

onda siedi -Qi =E

) =LcC

9 (AT),

:Qng BT . Nu ,
onda sledi
AT-w)ufaal| | 2w 2 A

Ay yeo AT TRe 2/»t
C-/QZQCQ
c el D .t
RIR [Q.R 0% /96



- &0 -

s

(37'/31/)6,30 =c,t jekonstanta i za isti t gradijent temperature ne zavi- .
si od x/R. Sada moramo odrediti aT/aﬂ?:
0

arl SAT) 2wy, Ay VAN ')
13’7 =0 ag y:oa')] A

. 97 & 2(rt | [or [v‘-- |
=L 2L t = 3 Alm=1

Qat R*[ .v 11Qo. %

Rl R )

. 2 ’
-'-2‘:4%5/2:‘]_%6_

fory 4
R
&éi STROUHAL-ov broj (Shy) koji ima znaZaj kriterijuma homohronosti ( vre-

Bezdimenziono vreme t = ‘mozemo smatrati kao teku-

menski slignih pojava kretanja ) [86] .

2
D LR9a ol 96
) = . R

Q5 . 02h 7
22 B o W
a7 Iy 2 Re Cptﬁ-
Q [ T-Tew .96 27, 2D .~
a?)(ﬂg/ng )'7-0 Q % l9y=o Y'TZ?{[E

Temperaturski profili za Pr=0,72 nacrtani su na dijagramima u

dodatku. Bezdimenzioni toplotni tok zavisi od bezdimenzionog vremena t

- vrlo malo shodno izabranim parametrima ovog primera.
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Prema rezultatima prikazanim nasl. 2 sledi, da ée za vrlo kratke
vremenske intervale gradijent temperature (97/3Y)y=0 >0 , y okolini ta- -
tke x/R= 90° biti veéi od nule i toplota ée prelaziti sa te€nosti na telo. Ova
&injenica moze se objasniti pojavom vrlo intenzivnog freniavu okolini pomenute
‘tagke, posto je ovde brzina na spoliainjoj éranici graniénog sloja maksimalna
(2Q4). U graniénom sloju se zbog toga stvara temperatura koja je vida od tem=
~ perature tela i telo seZagreva. Docnije, sa poveéanjem vremena, femperatura
tela &e se poveéati, shodno izabranim graniénim uslovima i foiol'ofa brzo prelazi

sa tela na te€nost u svim tatkama kruZnog valjka.

4.10. TEMPERATURSK! PROFILI

Za izracunate primere 4.7. i 4.9. odrediéemo temperaturske pro-

file u razligitim tagkama kruznog valika i za razligita vremena.

Izraunata su dva primera: temperaturski profili za zadati toplot-
ni tok i profili za zadatu temperaturu na konturi tela. U oba sluéaja D/ { Re
je uzet pozitivan, tako da postoii toplotni tok sa te&nosti na telo (¢ 7 0).

1. Zadati toplotni tok :

Za dati toplotni tok 9, = ¢t imacemo:

. u* SpSF -
T=Te 4"'9','(5 K + (?o =£ 7 i temperaturski profili slede shodno (‘2.‘\3)
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Provera graniénih uslova

of .2f . ARf AT 2  2f .t
3y 9oy & on 200 97 9y ]7=o )

2. Zadata temperatura na konturi tela:

- . UZ *
= T + (T - To

T-Te - Cgt o | L 2% ;
Dfoce” ijga® T HEE

,_D=£z_§290 , Latga | CGR9o Qut | p;
g 0L, Q. rR

slede temperaturski profili:

._Z-.._-_..T_”_._ ; z *‘0 4 2% B -“** .
ﬂi’/ng v.D_zt[]ﬁv(? 7"-77 an/’)])-l-‘,?-:zf.%{'?))cosx]f

. x - X ®
+ 4 sin’x [Jfoo/’lz) + —”87 t i) casx,] '
za D2 =10 i Pr= 0,72 imaéemo

T"Taz. - *"D N x - g "
mp ” /Of[?qu {f)z) +4,2f35 J[’on{??) +25465 ¢ o?,(’?)co;x]+

‘ * *
w4 sintx [3@"/'7) + 25465 £ 'H, (”7)60552} -
‘Temperaturski profili za razlig¢ite vrednosti x/R (od 0° - 180°)

i T datisuza Pr= 0,72



4.11. DIFERENCIJALNE JEDNACINE TEMPERATURSKOG

POLJA

1. Termometarski problem ( J )

r

§

1 'oll 4 - *ol on2
1. B Ko +—AEF°7%O = "g:,
4 ®
2. '73"1 +"" F07.7{“ AzF .7(
4 *o *ol ol =11
< [2% R K] 255,

3. ﬁ1‘z(ll+ F?] % AZ 043[4

:bl\

[2 ﬁ;‘o/% ?azol] 78 f\-all4§4\-u ‘

graniéni uslovi:

-0 , 320’=0 ~7"‘[11,__ 0 4‘7;1
'7- . 0 ) o ) 1 =0
» *

w '3
N~ 7[:-—-0 , 7{,,1&0) 1‘7',—’0

2. Dopuna termometarskom problemu usled
* £

promenl jivog toplotnog toka (K )

4, '{ 5["”-:- |: ](°’-O '

% %

4 Yo, A e "....i
3. 7’7‘7["”.‘.1&1 o 7(;, A% R Hy == e i

Koeficijenti univer-
zalnih funkcija

*

X

L 9
*-;* .
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4 / 4 nd, 2 W o 4 * o " o

6 Pr ' +'A7-Fo'7]7(ob T A7 Fo Hop = KZ':][: Hos
/ i(-*” 4 **l 2 # oL ' ' )‘*' * %

7. _7_')7. 4‘7(1 +K2Fo'74~%1 "Z?Fa4%t=""gig';o\7(ao, ’Iq .

**al **11 *,‘/ 1 ' 1“"I
n=0 ! H'=d, K =0 ‘7(ob =0, K, =0, K,=0,
.‘_* . *‘f Py 1,‘,’_ 4&:‘

77_‘& d '7(00-'01 % —0 J ‘765—'0) ‘7{4 —'0' ‘Z;a,_’ 0'

3. Problem zagrevania odnosno hladjenja bez
“

toplote usled trenja (& ).

9 1 ~Shou 4 ~por . Jéo
) Pr %ao + A? Fo"] # ' =0 0
11 1/ = 4 o/ y 1

10. P,‘Qf; + F Jfa Azf:ye Fﬁ?( H,

sy | ¥ ¥ %

’”1 ';‘);'?f o'ﬂgfob AgFJfOb z : ‘Jfob

1 Eu. 4 1l 9 o~ 4% 4 LI P
12. ;B','%*Xﬂpoﬁ%";‘i’:ogff“zz?: 0! f
_'/_4 ", 1.‘*/ _2 oty _4 o PR
13. Pr Ja, Az Fo "7 ey Kz Fo Ao XZ 6(%0’3&0 %a_
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Sa graniénim uslovima:
% o (L' ’5; 4
, %’ob 0 ’ 9?4 o, %(a'

. ’7=0 ; '
of [’ 14(,‘ ’#* .
2 = ) %‘1 =0' %a, =0

4. Dopufid problemu zagrevanija odnosno hladjenja
»

usled trenja (2 ).

»*
4 oy , z\-oua. :
Pr & '7 Jf °

- 14, o

15, £ 3{”’ AT AL AR

=7;/§[2 ,yz’ F 179?0:] -2 r\-o//r\-.m 3504

4 4~F 4 . 2 vy
_P_r‘l%”.‘- -‘A?F,'))"J&,"A;Fogc-

16.

LQE G Sk 2B

Sa grani¢nim uslovima :

. ® * %*
/7:'-0 %o"-'o y }(04'-"0)' "gfq :0

’)]-’oo:

U radu se pojavljuju diferencijalne jednadine za funkcije

% o "
He =0, K —o, 0.



F (i {fcb {9 {had)
'F; (”2, {fn}»{94’{’74’{“*3'{""5)

gde {fk}, {gkg , {hk{ p {qk% P {bki predstavl jaju skupove parame-
| tara od kojih {fki i [akg zavise samo od X, @ {gki ,'.{hkg i {'bki saf

mood t.
e

Uz energijsku jedna&inu dobivene su sledeée diferencijalne je-
dnaéine

LIF]= - Fp

* ¥
- LU[F]- o
uz razliite graniéne uslove, gde operatori E i 1" ima ju oblik
LIE]=2F, + 4 (nF P b2 B )E -
Pr "y + 21(47 +fshy T+ hy - fic k,) "

4 o ) *» [ : %
-sz,(m@’]ﬂ“ﬁ‘k + Ay Foy "'#)F"K)-
- Lk By v g)F
SN PR T / & iy
L [FJ =3 F,7,7+ ——5/97/: +7§/71¢'/' hs /{Z‘{F‘ﬂgz,}k)e)-
A’ Z(h,o’;;/axl:fkv*-)\x ng-rvg;c F(,k+

Ut

o~ - g * % "y



- O/ =

Relavanje ovih diferencijalnih jedna&ina se vidi na ovaj nadin:

/é‘ = 'Eo (7; {9k} + f é (% £9x}){hk.$)'f' """
%, - Fol) 9 Rl -
é=h4’é(’7>"f""

FeF /'7, {gK} () + 4 F (7 fon, fhk} {buf) +
+a, a,(q)« {9ef £y éb"jﬁ—

,Eo - F:("))* 94 Fo () + b"F°b SR

E-: a h4‘f::(,)ﬂ+ e .

* %

il 4
4
F4q, = h, FAa‘(’V)) LA
pri Eemu se zanemaruju svi nelinearni &lanovi tj. vrii se linearizacija po para-
‘metrima .

Jednaine za koeficijente koji zavise samood %  u jednom

i drugom sluéaju glase:

'L.[F] ' r~oJ/2

(S‘){ L [F]="A{' 2F°-,,7F:Fot) 25‘:0//5\'7”

L [1,; ]‘, A \fpa//-_’fo Fol //4r\/,
4 4 Az(l o [o] o) J‘
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i L [F =0
LR = - e Eor

A o
e M
\ L4 [1F4a] = 7‘{"1 ,:O,F:o

U ovom radu data su refenja problema pri zadatom toplotnom

toku na konturi tela i pri zadato| temperaturi konture uz uzimanje u obzir to-
plote koja se u graniénom sloju oslobadja usled trenja, pri éemu se termome-
tarski problem i problem zagrevanja odnosno hladjenja pri konstantnoj tempe-

raturi tela dobijaju kao specijalni sluZajevi.

- Oba problema, koja su u ovom radu refena data su u izvodu:

1. Problem pri zadatom toplotnom toku :

or ,, o 2T _ ¥ ¥T , » (dup

ot “oux TV o T it 3o (ag)

vz graniéne usllove Yy=0 ', _5_7:___ 9 (x,t) = P, () Roct)
ay (Al ° !

Yoo T T = Const.
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Relenje se trazi u obliku:

UZ h:& .§£ * &
TeTot g/cp‘/{ +9, X X

pri Eemu se dobijaju diferencijalne jednadine:

% L _g-2
LIx]=-%,

L[R] - o

sa graniénim uslovima: :
» ¥ %

‘,7=o s 2/17=0) %,7"".’/).
’7—'-00 .'.‘%*“’0) ‘7’2‘—'0

»*
Funkcija K sama za sebe predstavlja redenje termometarskog
_problema. Za njeno odredjivanje treba resiti sistem ( §) uz graniéne uslove
o

: ol “11' ) *
meo . KSo=o, XS=0, “&'-=0,

7
* o . 2%
S Y
7 oo ¢ Ko —o, X'—o, 4, —o
o | ® ¥ %%
Za odredjivanje funkcije H sluzisistem (S ) uz granicne

uslove
o 8 ¥ #

: XX i - ! 15! 151
/}7'-'0 N (z-oo = {) % < 0 ) zob =O ) Z‘l =0 b) %76 -0)
4 tt 5 e A :
')7—~Co ’ %—'0/ Ko -0, Z[Ob"_’o, ‘I//_'O/ Zm,_‘ .

Parametri {ak} i fbk} su kod ovog problema odredjeni iz~

razima: "
« P « R(k.)
Qr =V — =z B
R . 2 J bK R

Py = Po CX)

)

R = Rolt) éZLﬁ
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Rekurentne formule glase:
VCZ;: = (Kﬁ"a1)ax+ Qi = K

Z"b,g' = (2K F‘ba)bK + Dyyy ::"f-'}:c

2. Problem pri zadate] temperaturi tela.

* Energijska jednadina se reSava uz graniéne uslove:

y‘:O 5 T= n/(x;f)

Yoo , T Ty § Tu=Too = SCOO(E)

0
Redenje se trazi u obliku:

¥k UZ- %

T‘ Tm f‘(Tw“Tw)% + 9Cp

Diferenciiinlne jednaéine su

LRy o~ 2
L{] = -5,
L[#] - o

sa granié¢nim uslovima

L X

L 2
'7=-‘0 t K=o, =/
ok

p—o F#—o, K —o

o* o
Funkcija £ sama za sebe predstavlja resenje ovog problema,

ako bi se zanemarila toplota usled trenja.

Za odredjivanje: € treba resiti sistem (§) uz granicne uslove:



[ 4

* 3
=0 d=0 K=o, ' =0
v l‘a 164 l)‘-
N oo ! =0, H —~o, K, o
* %
aza F sistem (S ) uzgraniZne uslove
o 54 4 1
n=0 : H'=4, &' =0, Hop=0, H=0,%
- g

LA ,.,‘1 2 , 2 4#1
7]"03 %,:0)%=0, Z@b-_-O, %':0,) pra.=0

Parametri A bk u ovom sluaju glase

i by o gox 8
q/(= V —S—— 5 bk.= Z 6"—

Rekurentne formule ostaju iste. Ako e TW = const., zbog
e

: “4
a =0 i bk'= 0 iz raduna otpadaju funkcije Koy i Hen



5. TABLICE |

.UNIVERZALNE FUNKCIJE BRZINSKOG POLIA
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0.0 | 0.0000 |00000 | 11254 |0.0000 |0.0000 | 0.5808
0.2 | 00224 | 0.2227 | 1.0842 | 6.0081 |0.0647 | 0.1019
04 | 00879 | 0.4284 | 0.9816 | 0.0211 | 0.0577 |-0.1343
0.6 | 0.1917 | 0.8035 | 0.7673 | 0.0294 |0.0233 |-0.1861
08 | 03270 | 0721 | 0.5650 | 0.0305 -0.0101 |-0.1373
1.0 | 0.4881 | 0.8427 | 0.4151 | G.0263 |-0.0298 |-0.05S5
12 | 0.6619 | 0.9103 |G.2673 | 0.0186 (00348 |-0.0034
14 | 08485 | 0.9523 | 0.158¢ | 6.0130 |-0.0304 | 0.0365
6 | 1.0416 | 0.9763 | 0.0872 | 0.0677 0.0221 | 0.0437
.8 | 12383 | 0.9891 | 0.0442 | 0.0441 |-0.0139 | 0.0364
20 | 14368 | 0.9953 | 0.0207 | 0.0020 |0.0078 | 0.0247
22 | 1.6362 | 0.9961 | 0.0083 | 0.0009 |-0.0039 | 0.0144 -
24 | 1.8359 | 0.9993 | 00036 | 0.0003 |-0.0018 | 0.0074
26 | 20358 | 0.9998 | G.0OT3 | 0.0001 |-0.0008 | 0.003%
28 | 22358 | 0.9999 | 0.0004 (-0.0000 |-0.0003 | 0.0014
3.0 | 24358 | 1.0000 | 0.0001 |-0.0001 [-0.0001 | C:0005
32 | 2.6358| 1.0000 | 00CO0 |-0.0C01 [-0.0001 | 0.0002
3.4 | 28358 | 1.0000 | 0.0000 [-0.0001 |-0.0001 | C.0000
36 | 30358 | 1.0000 | 00000 -0.0001 00001 |-0.0000
3.8 | 3.2358| 10000 | 0.0000 {-Q0001 [-0.0001 |-0.0000
40 3.4358 | 1.0000 | 0.000C -0.0001 [-0.0001 -0.00GO
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P % ] Z m g, %2 7,2 2
0.0 0.0000 | G.GGGT 0.0552_ C.00C0 | 0.00C0 |-0.0744
| 0.2 0.0011 0.0100 | GD&0z -G.0014 |-00126 |-0.0438
0.4 00036 0.0146 | 0.003% |-0.0014 |-0.0162 G.0071
0.6 0.0064 | 0.0115 -0.0335 [-0.0073 0.0111 0.0382
0.3 0.0078 | 0.0024 |-0.0530 ;-O G0a56 -0.0024 0.0434
1.0 0.C072 -0.0081 |~0.04638 [-0.06083 | 0.G05%0 0.02¢87
1.2 0.0048 |-0.0160 |-0.027¢ |-0.0065 | 0.0087 0.00¢3
1.4 0.0012 -0.0f90 -0.0031 ;-0.005t | C.00%C |-0.G0%C
1.6 |-0.0025 {-0.0176 | 0.0i48 {-0.0034 | 0.0073 |-G.0ii4
1.8 |-0.0057 [-006138 | 0.0225 {-0.0022 | 0.0048 |-0.Gii6
20 }-0.0080 -0.0093 | C.G2i3 |[-0.00i15 |0.0628 |-0.060%8
2.2 - 0.0095 |-0.0055 | 0.0160 |-0.0011 | 0.G014 |-0.0055
2.4 |-0.0103 |-0.0029 | 0.0102 |-0.0009 |0.0005 |-0.0030
2.6 -0'0107, -0.0014 0.005¢ |-0.0008. | 000Gt |-0.GGi
2.8 - 0.0109 |-0.0C605 | G.0028 |-0.6008 [-0.0001 |-0.0C05
3.0 - 0.0108 {-0.0001 | 00013 |-0.0008 (-0.0001 -0.00CH
3.2 - 0.0109 | 00000 | 0.0006 -0.0009 ~|-0.0001 0.00G0
3.4 - 0.0109 | 0L£00% | G.0003 -0.000% 1-0.0C0i C. G301
3.6 - 0.0109 | 00002 0.0062 {-0.0009 {0.0001 | 6.0G0i
38 - 0.0109 | 0.0C02 | GLGGz -0.0009 |-0.06C01 0.0001
4.0 |- 0.0108 0.0003 | 0.000z j-0.0009 | 0.0000 0.0002
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7? . 7?; 7?']" 75";” 75?;7 75,:‘;71 7%7”
00 | 00000 | 0.0000 | 12623 | 0.0000 | 0.0000 |-0.1694
02 | 00212 | 01932 | 0.6ese 00031 |-0.0202 |-0.1041

0.4 | 00705 | 02842 | 02431 |-0.0103 -0.0378 | 0.0196
0.6 | 0.1209 | 0.2058 [-0.0845 |-0.0167 |-0.0231 | 0.1187

08 | 01872 | 02673 |-0.23%1 |-G.0186 | 0.0052 | 0.1526
10 | 02353 | 0215 |-03025 |-0.0i46 | 0.0336 | 0.4227
12 | 02715 | 01514 |-0.2855 [-00058 | 0.0519 | 0.0575
14 | 02964 | 00983 |-0.2375 | 0.0052 | 0.0566 |-0.0082
16 | 03120 | 0.0592 |-0.1647 | 0.0161 |0.0502 |-0.0512
18 | 03209 | 0.0325 |-0.1043 | 0.0249 |0.03%1 |-0.0659
20 | 03257 | 0.0164 |-0.0595 | 0.0312 |0.0253 |-0.0535
22 | 03280 0.0076 |-00308 | 00352 | 00149 |-00436
24 | 03290 | 00032 [-0.0146 | 00373 |0.0078 |-00272
26 | 0.295 | 0.0013 |-00063 { 00384 | 0.0037 |-0.0148
28 | 03296 | 00004 |-00024 | 0.0389 | 0.0016 |-0.007i
3.0 03207 | 00002 |-0.0603 | 0.0380 | 00007 |-0.0030°
32 | 03297 | 00000 [-0.0003 | 00380 | 0.0003 |-0.010

3.4 | 03297 | ocooo |-00001 | 0.0389 | 0.0002 - 0.0002
36 03207 | 00000 -0.0000 | 0.0388 | 0.0002 |-0.0001

38 0.3297 | 00000 | 0.0030 | 6.0387 | 00002 |-0.0003

40 | 03297 | 0000C | 00OCO | 0.0385 | 0.0003 -0.0004
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e 1

na-u

‘llg;l

ligrm 1l
%

- 1 T "% 2
0.0 00000 | 0.0000 |-0.153¢ | 0.0000 | 0.0000 |- 0.0416
0.2 |-00031 |-0.0313 |-Gisit |-0.0008 [-0.0084 |(-00420
0.4 |-00126 |-0.0635 |-0.1560 |-0.0032 |-0.0162 |-0.0340
0.6 |-00282 -0.0915 |-0.1187 |-0.0071 -0.0214 |-00169
08 |-0.0485 |[-0.1081 |-0.0548 |-0.0116 |-0.0228 | 00021
1.0 |-0.0709 |-0.1129 | 0.0166 [-0.0160 |-0.0209 | 0.0164
i.z -0.0928 |-0.1034 | 00747 |-0.0198 -00168 | 0.0232
14 |-04117 [-0.0848 | 01066 [-G0227 |-0.0121 | 00231 |
1.6 |-0.1264 [-0.0626 |0.1107 |-0.0247 [-0.0078 | 0.0189
1.8 -0.1368 {-0.0418 | 0.0847 |-0.0259 |-0.0046 ,6'0733
20 |-01435 |-0.0254 | 0.0696 [-0.0266 [-00025 | 00082
22 |-01473 |{-00140 | 00449 |-0.0269 |-0.0012 | 00045
2.4 |-01494 [-00070 | 00257 |-0.0271 |-00006 | 00022
26 |-01503 [-0.0032 | 0.0132 [-0.0272 -00002 | 0.60i0
28 | -01508 |-000i14 | 0.006% |-00272 |-00601 | 00004
3.0 [-01510 |-0.0006 | 00025 |-0.0272 (-00001 |-G.00CO01
32 | -01510 |-00003 | 000GS |-00273 |- 00001 |-0.0000
3.4 -0.1511 {-00001 | 00C02 {-00273 |-00000 |-00GGO
36 -0.1511 |-0.0001 |[-0.0008 |-0.0273 |-000060 [-0.0300
3.8 -0.4511 |-0.0001 |-0.0060%1 -0.6273 1-0.0000 [-0.0000
40 | -0.1512 |-0.0002 [~00001 [-00273 [-00000 |-0.0000
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6. DIJAGRAM UNIVERZALNIH FUNKCIJA
BRZINSKOG POLJA ‘
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7. TABLICE H

UNIYERZALNE FUNKCIJE TEMPERATURSKOG POLJA
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Fr <072
0.0 -0.3411 0.000C §-0.018 C.0000 0.4428 | 0.0000
0.2 [-0.3343 | 00865 |-0.0511 |-0277% | 0.4248 |-0.1752
0.4 |-03009 | 02419 [-0M31 |-03088 | 0.3757 |-0.3053
06 |-02410 |03425 [0.1648 |[-01929 0.3072 -0.3674
| =
08 |-omor |o3s23 Lomwrs |-0.0347 | 02333 |-0.3621
10 |-01049 | 02918 |.07208 | 0.0930 | 0.1654 |-0.3112
12 |-00552 |0.2033 }-0.1543 | 0.62% | 0.1101 |-0.2407
1.4 |-00231 | 04205 |-GNSS | G.1782 | 0.069% |- 01707
16 [-0.0055 |0.0594 |-0.0853 | 0.1595 | 0.0410 |-Q 1125
18 | 0002 |00218 |-00567 | 012583 | 00230 |-0.069
20 | 0.0044 |00027 |-0.0355 | 0.0893 | 00123 |-0.0403
22 | 00041 |-00048 |-00206 | 0058 | 0.0062 |-0.0220
24 | 00020 -00081 0013 | 0.0356 | 00030 |-0.0114
26 | 00018 0.0048 |-00059 | 00202 | 00014 |(-0.0085
2.8 0.0010 [-0.0032 |-06029 | 00107 | 00006 |-0.0025
30 | 00005 L0001 |-00013 | 00053 | 0.0002 |-0.00i1
32 | 00002 100010 |-0.0006 | 00025 | 0.0001 |-0.0005
34 | 0poo1  -0.0004 |-00002 | 00011 0.0000 |- 0.0002
36 | 00000 |-00002 |-0.00Ct | 00005 | 0.00CO |- 0.0C0!
38 | 00000 00001 ~|-0.000G Ie.osc}?- 00000  |-0.0000
40 | 00000 |-00000 | 00000 | cooor | Q0000 |- 00000

RS AT R R 5 TR

A A L K
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0.0 -0.3927 0.0000 |-0.0G0C 0.0000 0.5000 0.0000
02 [-03804 | 01514 [-0.0431 |-0363) 04752 |-0.241
04 |-0.3280 | 03612 |-01218 |-0.3775 | 0.4083 |-0.4119
0.6 |-0.2631 | 0.467 st om0 | 03177 |-0.4754
08 |-01511 | 04320 |-0.1984 | 0.0185 | 0.226 |-0.4416
10 |-0.0762 | 03096 |-01783 | 0.1673 || Q1443 |-0.3498
12 |-00280 | 01753 |-0.1379 | 02222 | 0.0857 |- 0.2434
14 |-00037 | 0.0750 |-00842 | 0.2057 | 00466 |-0.1514
16 | 00050 | 0.0187 [-0.0578 | 0.1557 | o.oéaa_ - 0.0852
18 | 0.0060 |-00046 |-0.0322 |0.1018 | 0.0108 |-0.0437
2.0 00044 |-00087 -0 -3 | 00580 00047 |-0.020%
22 | 00025 |-00079 |-00076 | 00308 | 0.0013 |-0.0089
2.4 | 0008 |-0008 [-00032 | 0.0146 | 00007 |-0.0036
26 | 00006 |-00024 |-0.0012 | 0.0083 | 0.0002 |-0.0013

28 | 00002 0001 |-0.0004 | Q0025 | 0.0001 |-0.0004
30 | 00001 |-00004 [-0.0001 | 00009 | 0.0000 - G:0001
32 | 00001 |-00001 | 00COO | 00003 |-0.0000 |-0.0000
34 | 00000 |-00000 | 00001 | 00001 |-00000 | 0.00C0
36 |-0.0000 | 00000 | 00CO! o.oooi -0.0000 | 0.0000
3.8 0.0000 |-0.0000 | 0.0001 | 0.0GC1 |-0.0000 | 0.00CO
40 | 0.0000 {-0.0000 | 0.0001 | 00001 0.0000

kY
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Pr=072
n % £ ! Z," Hob Kot
00 |-1.0444 | 1.0000 |-0.1385 | 0.00CC |.0.410i | 0.0CCG
02 [-08463 | 0.97i6 |-0.1426 |-0.0492 | 03885 |-0.1914
04 |-06593 | 0891z |-01525 |-0.0457 | 03392 |-0.2983
06 |-0.4925 | 0777 |-01555 Q0067 | 0209 |-03342
08 |-03520 | 06308 l0i5is | GO4ST | 02080 |-0.3185
10 [-0.2404 | 0.4867 |-0.1405 | 0.0829 | 01486 |-0.2718
12 |-01565 | 0.3546 [-0.1187 | 01217 | 0.0011  |-0.2124 i
14 |-00071 | 0238 l-0osz | 01290 | 00646 |-04837 |
16 |-00573 | Q1583 {-0.06€3 | G.1183 | 0.0390 |-0.1037
18 |-0032 | 00S70 [-0.0467 | 00368 | 00223 |- 0065
2.0 1-00171 | 0058 |-0.028% | 60718 || 0.0121 |-0.0387
2.2 |-00087 | 00307 I-0017¢ | 0.0488 | 0.0062 |-00215
24 |-o0006z | 008 -0.0100 | 0.0306 | 00030 |-0.01%3
26 |-00019 | 00077 |-0.0052 | 0.0178 | 00014 |-0.C055
28 |-00008 | 0003 |-00026 | 0.00%6 0.0005 |- 05026
30 |-00003 | 0005 |- ocoiz | ooos | 00003 - ooon
32 |-00001 | 00005 |-00005 | 00G23 | 0.0001 |-00004
34 |-00001 | 00062 |-G0i | 000K | 0.0000 |- 00002
3.6 |-00000 | 600Oi [-G.COUG | CGOG5 | 0.0000 |-0G0GC
38 |-00000 | 0.0000 | 0C5O0 | 00002 | 00000 |- 0.0GCC
40 |-00000 | 00000 | 0COGI | 0.00G1 | 000CO - 0.0000

TR L TN, R e T
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=10

” X’ T x! " o Xy

00 |-08862 | 10000 [-0.116C | 0.0c00 | 0.3480 | 0.0000
0.2 |-06888 | 0.9608 |-0.1226 |-0.0520 | 0.3243 |- 0.2164
0.4 |[-0.5065 | 0.8521 |[-0.1322 |-0.0347 | 0.2691 |-0.3183

06 |-0.3510 06977 |-0133 | 0.022 | 0.2030 |-0.3502
0.8 |-02285 | 05273 !-03235 0.08I0 | 01405 |- 0.2872
1.0 |-01394 | 03670 |-01025 | ome7 | 0.087 0290
12 |[-00795 | 0.2365 |-0.0775 | 0.1287 | 0.0529 |- 0.1493
14 [-00423 | 04409. |-G0531 | 04136 | 0.0289 |-0.0930
16 |-00209 | 00773 |-0.0330 | 00861 | 0.0146 |-0.0527
i8 |-00096 | 00392 |-00187 | 0.0573 | 0.0069 |-0.0273
20 |-0.0041 00183 |-00097 | 00340 | 00030 |-06130

22 |-00016 | 00079 |-00046 | 0.0181 | Qo012 |-00057
24 - |-00006 | 00031 |-0.0020 | 0.0087 | 00004 |-0.0023
26 | 00002 | 00012 |-0.0008 | 0.0038 | 00001 | 0.0003
2.8 |-00000 | 00004 |-00003 | 00015 || 0.0000 |-00G03
30 | 00000 | 000Gt |-0000Z | 00005 |-0.0000 |- 00001

32 | 00000 | 00000 [-0.0001 | 00301 {-0.0000 |-000G0
3.4 | 00000 | 00000 [-00001 | 0.0000 | 00000 |-0.6000
36 | 0.0000 | 000C0 |-0.00Ci |-00000 |-0.0000 |-0.0000
38 | 00000 | 0.0000 |-0.0001 |-0.0000 |-00CC0 | 08000
40 | 00000 | 00000 |[-0€301 |-0.0000 |-00C00 | 0.00GO

AT e TR Y S,




Pr =072 s
7 x, X Ta | Ty, |
00 | 00705 | 00000 | Gizes | 00000
02 | 0074 | o7z | emz | 0.0277
04 | 00842 | 00586 | 01330  -0.0080
06 | 0.0853 | 0.0495 | 01286 -0.0584
08 | 01024 |oow7 |o.4124  [-0.0888 |
10 | 01021 L0027 | 6.8S02 01178 J‘
12 | 00936 |-0.0601 | 0.065C |-0.1133
14 | 00790 |-0.0834 | 0.0458 |-0.0946
16 | 00655 |-00883 | 0.0293 |-0.07C5
18 | 00442 Lo0BI2 | 0075 -G.0480 |
20 | 0.0295 00651 {00038 |-0.0300 |
22 | 00183 |-00468 | 0005 |-0.017%
2.4, | 00106 [-00308 | 00025 -0.0094
2.6 | 00057 00186 |0COW |-0.0048
28 | 00029 00104 | 00005 |-0.0023 |
3.0 | 00014 |-0.0054 | 000G |-00010 |
32 | 00006 [00026 | 0.0060 |-0.0005 |
34 | 00002 0.0CI2 -0.0COT |-0.0062 |
36 | 0.0001 100005 (-000CH |-0.00C! |
38 | 00000 }00002 |-0CH31 |-0.0001 |
40 |-00000 [-0.0001 |-0G0G1  |-0.0601

R AR s 25 S



Pr=10 ; |
00 | 00526 | 00000 | .05 | 0.0060
02 | 00566 | 00375 | 0.03S0 ! 0.0233 2
04 | 00860 |0OSL | O0J00F G076 | ;
06 | 00750 | 00332 | 00915 0.6 ’ _:
086 | 00778 100067 |0G71  -0098% ‘
10 | 00722 |-00478 | 0.0537 |-C.1011
12 | 00597 00737 | 0.035C |-0.0238
14 | 00442 |-0.0788 | 00206 |-0.0584
16 | 00293 00677 |C.01C |-0.0370
18 | 00176 |-00484 | 0.005: -0.0266
zlo 00035 00314 | 0002 |-00i0L '
22 | 00047 00177 00003 -0.0048 E
2.4 | 00021 00088 | 0.0C03 |-6.0020 |
26 | 00008 -00040 | 00000 |-0.0008 |
| 2.8 - 00004 |-08015  -0C0 5—0.0083 | | |
30 | ooy |-ocooe |-cooo2 {0000z |
32 | oooor |-oowo2 |-0t062  I-oooo
34 | 00001 |-00000 |-00002 |-00001 h
36 | 0.0001 | 00000 |-0.0002 |-0.000i l‘ i
38 ‘| 00001 | 00000 |-0.0002 |-00G01 3 i
40 | 00001 | 00000 |-00002 |-G.0001 | g
L

mcar,




g | | &
00 | 1.0000 |-08575 ooooo ~0.7520
0.2 | 08103 |-0.9303 -0.1095 |-0.3840
04 | 0.6312 08533 01538 |-0.0980
06 | 04715 |-07383 -0.562 | 0.0887 |
08 | 03371 |-0603¢ 04355 | 01356 ‘
10 | 0.2301 |-04880 0057 | 0.1545
1.2 0.1499 -o_.é;gs ,5;0.0759 | 0.9402
14 | 00930 |-02335 00505 | 01110
16 | 00549 |-01516 -0.0316 | 0.0795
1.8 - | 0.0308 |-0.0929 -00185 | 0.0523
20 | 00164 |-00537 -0.0702 '0.0320
22 | 00083 [-00294 -0.0053 | 0.0182
24 | 00040 00151 -0.0026 | 0.0097
26 | 0.0018 |-0.007 00012 | 0.0049
28 | 0.0008 |-00034 -0.0605 | 00023
30 | 00003 00015 -0.0002 | 0.0010
32 | 00001 |-000CE -0.0000 | 0.0004
34 | 00000 |-00002 00000 | 00002
36 | 0.0000 |-00001 00000 | 0.0001
38 | 00000 -00000 0.0000 | 0.0000
40 | 00000 |-00000 00000 | 0.0000
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Pr =10 84
" 23 & & &) Zon 3
00 | 10000 |-1.1284 0.0000 | 0.2955 00000 |-0.8862
02 | 07773 108k | 6.0566 | 02612 01215 |-6.3831
0.4 | 05716 09615 | 01607 |047i2 |-0.1584 |-0.0369
06 103962 07872 01237 | 00577 -0.1470 | 01284 |
08 | 0.2579 -0.5950 | 0i247 |-0.0436 |-C.1i46 | 0.180S l
1.0 | 01573 [-04151 | 0.1007 101037 100738 | 01652
12 {00897 [-0.2673 | 0.0843 (-G.i316 |-0.0491 | 61282
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8. DIJAGRAMI UNIVERZALNIH FUNKCIJA
TEMPERATURSKOG POLJA



89

- £0-

70~

o S

20

£0

JZ 7'0




ankn\

bea
{

T

70




91

t,l - L e R

s G,.n .\Q .

B TN R T TR TR




01 =4y

/ B I
/

/L

\\Kﬁ

€0~

2'o-

1o -

2’0

£'0




ZL0="d

Pt
o

.

50 -




M ST

L

o = B o ~ -
. :
{
) i
i
. | )
o B N USRS ST SR S R [ . — - e e - - e e s o]
O~ i

e

SUNERUT S - . ..n.O

& | SN
)
PR il

i S S O B B e IR [ R AP NP Np—— S S

ISR S U T

4 B
\ .N«:.\...\JNU /A

o T~ : ,
. : / hh /Aﬂfl § \

&z z'z 02 g1 9't 71 zl gi g0 g0 7'0 z'0

€y v
o= g

P e S SR LS T N U A AP ST e T TR S

Ao i T AR = AT SO T SRR EA 2 DA FEI e x T I T " ST S S




Lk,
.‘.\

»

71

/

L)
L

z00-




96

yZ'o -

\ zz0 -

f 0z0 -

\ gro-

91’0 -

\ 7' -
atyy q\
4 Xx

A R

oio -

o JB/ o

~_ | ] 1 100 +

1’0+

oy - , . 1 N




97

o aoy

-

u%%v

7o -
zi'o-
o1'0-
modw
onw

70'0-

; 200~

200
70'0

90'0

+ g0




98

“01=4y

7 70

zlo-
oro-
800 -
200 -
70'0 -
z0'0 -
10'0
on
v0'0

S0'0

80'0




R 2

99

0y Oy |
05 1045

00001 000');

A

\
A
amh
/17

\ . s'o

AN2nEEE

€0

Mwﬁ\\\\\ N

. _ B \ﬂ - 1o
gL 0= .Q N

>
\\
No




s e B

e

100

o1

o

AR R b R R S

-

x\
AN




6. DIJAGRAM! REZULTATA PRIMERA

Si.1. ZADAT TOPLOTNI TOK
Si.2. ZADATA TEMPERATURA NA ZIDU
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11. TEMPERATURSK! PROFILI ZA ZADATU
TEMPERATURU NA ZIDU TELA ( Pr=072)



110

T-To

| Difgcp |

1]
N

N

0.6 {
0;6

- \
> 7. 7 = \ & =278
62 'fvo.o \é’a.'{ \Tf 0.3 ~\D\,\ 0.;;




111

. -
. T~

|
fr

ks /
e
[
_ _. \ -
T \\ AT
— \\\ ™
I/ gar i

& s : .Inow.,




112

R S |

\\\ _-

NNER

=2

e ed

10

—0.8

0
O,

\ A
Ol




3

T~Tw
el ||

E=t0 | ~}

\
\\
TN
\
\\

2,2
2,0
BT
1,6
1
1.2

s

\
1



< : . : . : |

;‘2; 7’20"’

N

Neos| N ||

\

B

ui?_

i
i

| \
R vy

.02




115

R=150]

. \? =0.5 '

| \,Ew.a
Y

T
A1

£=o.b \@;4

0,2




116

|

b
NI
\




12, REZIME TEZE

U ovome radu je data metoda prorauna nestacionarnog tempera-
turskog grani&nog sloja pri laminarnom sirujanju nestisljivog fluida. Poznato je
da se vopste pri strujanju nestisljivog fluida i pri relativno malim temperatur-
skim razlikama prikojima se gustina fluida i viskoznost mogu smatrati konstan- -
tama, brzinski graniéni sloj moZe izraCunati iz jednadine kretanja i jednaéine
kontinuiteta nezavisno od temperaturskog, a temperaturski se zatim vz razligi-
te grani&ne uslove izradunava kori¥éenjem veé dobijenog brzinskog polja.
Smatra se da je ovakav nagin proraéuna temperaturskog graniénog sloja prihva-

. : . . o
tljiv, ako temperaturske razlike ne prevazilaze ~50° C.

Za proradun temperaturskog graniénog sloja se u ovome radu ko=
risti brzinsko polje dobijeno viseparametarskom metodom M.DJURIC-a. Kod
te metode se uvodjenjem tri skupo parametara, od kojih jedan zavisi samo od
poduzne koordinate graniénog sloja, a druga dva od vremena, jednagine nes-
‘facioriafnog laminarnog brzin§l<og graniénog sloja nestiljivog fluida svode na
 univerzalan oblik, ako se brzina na spoljadnjo| granici grani&nog sloja moze
predstaviti u vidu proizvoda dveju funkcija, od kojih jedna zavisi samo od po-
duzne koordinate, a druga sa:ino od vremena, 3to je prakiino naj€edéi sludaj
i zato ne predstavlja ‘bitno ogranienije opitosti. Time je stvorena moguénost
da se univerzalna jednaéina grani&nog sloja redi jedanput za uvek. DJURIC
3 . e njeno resenje predstavio u vidu reda po parametrima i pokazao da veé tqko-
zvana prosta resenja, koja se_dobiidiu ako se izvrsi Iinéarizuciia po paramefri—n.‘f',r'
“ma, kod klasi&nih primera kretanja cilindra trzajem ili konstantnim ubrzanjem,

daju zadovoljavajuée rezultate.

- Osnovna teskoéa pri proradunu temperaturskog graniénog sloja -




-dio -

lezi v raznolikosti grani€énih uslova na konturi tela. Kontura tela mozZe biti =
- toplotno izolovana (takozvani temperaturski problem) ili na njoj moZe bi-

ti zadat toplotni fluks, koiji se 1 opitem slu€aju menja duz konture, a tako-

dje i sa vremenom. U ovom = j je 6sn-:;‘-/=*~? ezultat proraéuna’fe‘mperarur.—
skog graninog sloja temperat:  ~a san i, takozvana sopstvena tem-
peratura tela. Zatim moZe biti zadata kor - a ili promenl jiva temperatu-
ra na konturi, pri Gemu se iici . urave toplotni fluks izmedju tela i fluida.

(problem zagrevanija odnosno Hcdienia) i eventualno ona tagka na konfu-

ri telau kojoj v nekom odredjenom trenutku vremena toplotni fluks menja
znak i koja prema tome deli konturu u dve oblasti: oblast zagrevanija v kojoj
‘toplota prelazi sa fluida na telo i oblast hladjenja sa obrnutim smerom prela-
za toplote. Naizad; prakti¢ni znataj ima i takozvani meloviti problem, kod
koga toplotni fluks zavisi od tempérafui'e konture. U literaturi se najCesée
mogu naéi redenja termometarskog problema i problema zagrevanja, odnosno
hladjenja pri konstantnoj temperaturi tela i to pri zanemarenoj toploti koja
se u graninom sloju razvija usled trenia. OlakSavajuéu okolnost pri proradu~
nu temperaturskog grani¢nog gloiq ¢~ avlja &injenica da je energijska jed-
naéina, iz koie se on proradupava, linearna i da se prema tome moZe koris-
titi mefoda éuperpoziciie reSenja, pomoéu koje se mogu kombinovati neka
prostija re§enja ove iednaéihq da bi se dobila druga refenja koja odgovara-

ju sloZenijim grani€énim uslovima.

V) oYome radu sy data reEehia problema pri zadatom toplotnom
fluksu na konturi i pri zadqfo'i temperaturi konture uz uzimanije u obzir top~
“lotu koja se u grani‘énom.sloi\; oslobadja usled trenja, pri éemu se termome~
tarski problem i problém zagrevanja odnosno hladjenja pri konstantnoj ferﬁpe-
raturi tela dobijaju kao specijalni sluéajevi. Oni ne sadrZe nikakve nove fun-
" kcije, pa se zbog toga njihovo reenje dobija pomoéu istih skupova parameta-
ra kao pri proraéunu brzinskog graniénog sloja. Kod zadatog toplotnog fluksa

Ve




-1y -

ili promenljive temperature tela, medjutim, bilo je potrebno uvesti nove sku- .

pove parametara u cilju da se dobiju potpuno univerzalne jednagine granié-
nog sloja. Tom prilikom je predpostavljeno da se zadati toplotni fluks s jed-
ne strane, odnosno razlika promenl jive temperature tela i konstantne tempe-
rature na spol jasnjoj granici graniénog sloja s druge strane, mogu, sli¢no kao
o je fo bio slu€aj sa brzinom na spoljadnjoj granici graniénog sloja, predsta- |
viti u vidu proizvoda dveju furkcija, od kojih jedna zavisi samo od poduZne
koordinate grani¢nog sloja, a druga samo od vremena. Po naSem miiljenju,
ova predpostavka prakti&€no ne predstavlja ograni&enje opstosti posmatrania.
U oba sluéaja uvode se po dva nova skupa parametara, jedan koji zavisi sa-
mo od poduZne koordinate i drugi, koji zavisi samo od vremena, pomoéu ko-
jih se jedna&ina temperaturskog grani&nog sloja dovodi do potpuno univerzal-
nog oblika, Eime je stvorena moguénost njene numericke integracije, jedan

put za uvek .’

Izradunato je nekoliko karakteristi€énih primera. Pri numerickoj
integraciji dobijenih univerzqglnih jednaéina temperaturskog graniénog sloja,
izradunata su samo tzv. prosta refenja, posto ista daju sasvim zadovoljavaju=

e rezultate.
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