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1. PREGLED VAZNIJIH OZNAKA I SIMBOLA 

а) Opste fizieke уеl је јпе i koord inate 

р - pritisak 

~ -1/9 - gustina teenosti 

r - specifiena tezina teenosti 

9 - ubrzan је Zeml јјпе teze 

х - koordinata u pravcu konture tela 

у - koordiJ).Clta погтаlпа па ргауас konture tela 

u,v - projekcije brzina u ргаусјта х i У 

UQ) - brzina jednolikog strujanja u beskonaenosti 

U(x,t) - brzina potencijalnog strujanja па spoljasnjoj granici 
granienog sloja 

f- - dinamieki koeficijent viskoznosti 

)1 

r 
- kinematieki koeficijent viskoznosti 

- tangencijalni пароп па povrsini tela 

Ь) Brzinsko роl је 

- bezdimenziona koordinata odstojanja od konture tela 

- debIjina istiskivanja 

strujna funkcija 

- bezdimenziona strujna funkcija 

Y"V(x) - funkcija spoljasnje brzine strujanja 

n·ОЩ - funkcija koja pokazuje promenu brzine spoljasnjeg 
potenci ја! nog strujan ја 50 угетепот 

{f,,! 
{ 91<} 
{I)/( f 
[d lt } 

- skup parametara d~finisan jednae јпот ( 1 ,15 ) 

- skup parametara d~finisan jednae јпот ( 1 ,15 ) 

- skup parametara definisanjednaeinom ( 1,15 ) 

- opsti skup parametara definisan jednae јпот ( 1 ,16 ) 

А - konstanta za пог~јгапје 

F funkcija definisana jednaeinom (1,30) 

~(t) - funkcija definisana jednaeinom (1,43) 
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\ Q. - funkcije definisane jednacinom (1,17) fLlC ,I\",V~ r 

Lk - lineaгni diferencijalni operator 

- угете prvog odvajanja granicnog sloja 

- bezdimenziono угете 

- koeficijenti univerzalnih funkcija 

- Reynoldsovbroj 

---
с) Т empera.tursko роl је 

0= 'У/РГ - koeficijent temperaturske provodljivosti 

T(x,y,t) - temperatursko polje 

ТФ - konstantna temperatura па spoljasnjoj јујсј granicnog sloja 

т w - temperatura p?vrsine tela 

А т - temperaturska razl ika 

с р - specificna toplota kod konstantnog pritiska 

Рг = )1/0 - Prandtlov Ьгој 

Ec=lfICp~T - Eckertov Ьгој 
/Ј Эт 

Nu= %Т09 - Nusseltov Ьгој 

О1,О2 

Sh(t) 

- bezdimenzioni Ьгојеуј shodno jednaCinama (2,44), (2,58) 

- tekuci Strouhalov Ьгој 
.. tllt .... '" 

~,:Jt,1(,;к; - bezdimenzione funkcije temperaturskog роl ја 

ak, bk' 
mk,i nk 

Р (х) 

R (t) 

сх,,,, f3 /( 
MJC)NI( 

- skupovi parametara koji karakterisu temperatursko 
.polje 

- funkci ја definisana jednac inom (2,28) 
11 11 11 (2,28) 

11 11 11 (2,29 ) 

11 11 11 (2,53 ) 

Objasnjenje ostalih oznaka i simbola dato је u tekstu. 
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2. UVOD U BRZINSKO POLJE 

2.1 .• Stacionarni granicni slojevi u nestisljivoj tecnosti 

U okviru klasicne hidromehanike је pokusavano da se teoriski 

obuhvati uticaj viskoznosti па kretanje strujanja tecnosti. NAVIER (1827) 

i STOKES (1848) uspel i su matematicki formul isati uslove za ravnotezu 

----sila viskoznosti, sila јпегсјје, sila pritiska i mase. Као rezultat ovih radova 

је proizasao sistem parcijalnih nelinearnih diferencijalnih jednaCina drugog 

reda. Nepremostive matematicke poteskoce sprecavale su vise od pola veka 

da se te jednac јпе korisno ргјтепе. 

Уе' ika oprecnost izmedju rezultata klasicne hidrodinamike i 

stvarnosti ukazuje па to da odlucujuci uticaj па proces kretanja tecnosti јта 

trenje u tecnosti. U 1904godil1i је L.PRANDT['*J dao aproksimaciju za 

opstu jednacinu kretanja viskozne nestisl јјуе tecnosti ravanskog strujanja, ko­

ја se zasniva па сјпјепјсј: ako је viskoznost таlа, odnosno Reynolds-ov Ьгој 

veliki, onda dejstvo viskoznosti dolazi do izrazaja samo u sгazmerno tankom 

"gran icnom sloju" u neposrednoj bIizini tela. U samom granicnom sloju nastu­

paju nagle рготепе brzina tako da ista raste od nule па samoj povrsini tela 

do konacne vrednosti brzine neporemecenog spoljasnjeg strujanja. Zbog mdle 

debI јјпе ovog granicnog sloja proizilazi da izvesni clanovi Navier-Stokes-ove 

jednaCine, kojom se strujanje upravlja, postaju zanemarujuce таlј. Tako је 

nastala Prandtl-ova jednacina granicnih slojeva, koja se razlikuje od Euler­

оуе jednacine kretanja idealne tecnosti samo jednim dodatnim сlапот, koji 

obuhvata uticaj viskoznosti. Prandtl је teoriski ј opitima pokazao da se stru­

јапје u bIizini tela moze podeliti u dve obIasti: jedan tanak sloj u bIizini ро­

vrsine tela u ko јет igra odl ucu jucu ulogu tren је i u obIast izvan tog slo ја, 

gde se trenje moze zanemariti. Uticajem уеl ikog zamaha vazduhoplovne teh­

nike, поуа teorija је pocela угlо brzo da se razvija i danas је postala osnova 

moderne mehan ike stru јап ја . 
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Prandtl-ov saradnik Н. BLASIUS (1908) [2] је ргуј dao 

tacno resenje Prandtl-ove jednacine za ravansko opstrujavanje tanke гауnе 

ploce i izracunao trenje па ploCi. То је najprostiji slucaj tacnog resenja . 

granicnog sloja, ргј cemu је gradijent pritiska jednak nul i а pritisak duz 

ploce је konstantan. Kasnije N1KURADSE rЗ] је eksperimentalno dokazao 

па гауnој ploci slaganje Blasius-ovih jednacina nароnа smicanja. Blasius 

је dobio resenje pozn'CiJe diferencijalne jednacine u obIiku stepenih redova. 

Njegovu diferencijalnu jednacinu је docnije resio С. TOP~ER {4] koriste­

сј metodu integracije Runge-Kutta. Docnije је istu jednacinu роnоуо izra­

cunao sa vel ikom tacnoscu L. НОWАRп-i [5] . 

Као dalji prilog teoriji granicnih slojeva dato је razjasnjenje 

uslova spol jasnjeg strujanja, ргј cemu su brzinski profil i laminarnog granic­

nog sloja па svakom mestu medjusobno sliCni. Ukoliko postoje slicna resenja 

moze se sistem parcijalnih diferencijalnih j(,,-ll1acina svesti па jednu obicnu 

diferencijalnu jednacinu. Najvaznije ( i)se za resavanje ovog ргоЫета 

dali su У. М. FALKNER i S. W. SKAN L6J , D. R. HARTREE [7} , 

S. GOLDSTEIN [81 i w. MANGLER {9]. Pokazalo se da takva "slic-

па - resenja" jednacine granicnog sloja moguca su u celoj obIasti ubrzanog 

i usporenog strujanja, ako se spoljasnja brzina теnја sa potencom duzine. 

Blasius-ovo resen је za laminarno stru јаn је duz гауnе ploce је ргј tome samo 

specijalan slucaj ОУе klase opstih resenja. 

Strujanje oko kruznog val jka normalno па uzduznu osu istog је 

ргуј obradio Blasius а kasnije su dobili poboljsana numericka resenja 

К. H1EMENZ 110), L. HOWARTH [11], N. FROSLING . [12Ј i A.ULRICH 

[13], A.N.ТlFFORD (14Ј, 1. TANI (15] i drugi. 

н . GORTLER {16] је СЈао metodu redova koja se ri10ze primeniti 

па slucajeve tela sa ostrom napadnom јујсот. Za slucajeve strujanja oko 



tobul isoo univerza! nе runkc: је. Мс;::с.ја prf:dstcvl ia fc.rmal;10 rGcr;.:. ;.:.:;~r. i.z 
opsteg ргоЫета granicnog s!oja 5tac;onornog lomir.ornog S'fiujar.:a. 

Analiticka resenia р;,;тсm nepos.ednog integrolenja P;-аљ:Јi"ј-ОV;i; 

jednocine ргј proizvo! јпоm .aspoi"edu brzine spol jasi1jeg strujonjo p."ed,,;-c'/i ~a­

ju za prakticne slucaiev~ уеl ike pC7G5koCe. Ос Ы se izbegl\::: оуе pote;koce, 

Prandtl-ovo јеапасјпа је integro!er.a ро debI јјћј grol1icno9 :;;oIa ; do:::>i;e:n..:;. 

su impulsne jednac ;1'lе kao priblizne metoae. N jihovc osnovr.a i~e;c:; :.,~, :;:_,,~'1 

WALZ r ,...",) " ,. ., . ~ 1 ;.. ..., .,- • 1. ! о' • 

ргета -,Ј :.LVj OOlosni:'j па Sjec:ec; ј;асm: ~~;·,oVlmo Kal"Civb ,::;;Х', :<;;. 

profila koje dobi јето kod rcz!ic itih uslova spol josn jeg stru јап ја : t:-~,k, .. џ:;;:,,. 

оуе profile urediti pomocu jednog parametra оЫ ika . Оуа! раоаmе,'С;ј' оЫ ;kc, 

brzinskog ргоfilа r;10ze аа se uvede kc;o r.epoznota РГЈbl izne rr.etoci",;" l<UO C:;~;­

gu nepoznatu izaberemo debI jinu granicnog sloja. Postovimo resen;e za !:',rz:'·.·· 

ski ргоПl, koje јто osobine specjjalnj~1 slicnih resenja јlј obuhvata eksp,,"i';mG:'i­

таlпе brzinske profile ј sodrzovo jos barem dva slobodna koeficijanta, k<; 0:(;0-

gucuju prilagodjavonje rcsenjo па opsre егапјспе USIOV6. РriЫiZг..;; ~«;';·o,.j,,;. ;:\,;:,.. 

ји za сјl ј da se оуј nepoznati koeficiienti odrede za zodoto proizvc;: ;г.о Si)';:;-

1 jasnje strujanje duz kor.rure telo. 

Metod za nestisljive tecnosti рrёmс суо! ideji su prvi p;·~d~Qi;.i 
~ ~ 

ТН. уоn KARMAN [181 i К. ЮНLНАUSЕN [171 (1921)" Si:;tem jedilo-

сјпа za оЬе nepoznate iz pribIizne merode sastoji se iz usioVQ го·.mој-''ЈZг ;;;:..::. 

uslova impulsa i granicnog usiova zc rovnotezu si!o koje dejstvuju (Је C:~: it '.З·· 

posredno па konturi telc, gde Qrzina ; sile inercije ·iscezovoju. FbhН~'::;lJs·;m-·оv,:; 

t d • ... .... ., ј • .: f" ~ .,. ј • ..,,~ 

те о о prlmenlule izrazQvai1ia огz.г.:;,( 11"1 pro Нс pomocu рс: ir:oma ;~ize:;;· ,:;".;:р':;' . 

Роlјпотј treceg i cetvri'og sTt-;?еnCl ааl; $и zadcvoljavai~)ce :::p;oksin·;c,.:,,,:: .<,':;,-:;,,; 
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Na jednaCini impulsa zasniva se niz razlicitih metoda slicnih 

Pohlhausen-ovoj (Тiттап, Howarth I Walz, Thwaites) а па integralnoj 

jednacini kineticke energije poznate su metode Таnј, Truckenbrodt, Head 

i dr. 

CURLE (1958) [21] је predlozio, u cilju dobijanja boljih 

rezultata u bIizini офtа-јапја strujanja, metodu koja predstavlja generaliza­

сјји metode STRATFORD-a. Za strujanja sa pogodnim gradijentom pritiska 

Curle daje raspored trenja nizvodno od minimalnog pritiska i dobija posebno 

tacno polozaj odvajanja granicnog sloja. ТlMМAN (1949) [22Ј је poku­

savao dobiti poboljsani postupak za ргогасип razvoja laminarnog granicnog 

sloja uvodjenjem brzinskog profila ыр је obIik usavrseniji od роlјпота га­

пјјЉ istrazivaca. WALZ (1941) 12зl је predlozio metodu u kojoj је 

ргјтепјо brzinske profile sl јспљ resenja Falkner- Skan-a. 

Od tacnih metoda, рогес! Gortler-ove (1957) поуи metodu 

је dao L.G. LOJCJANSKII (1963) [27Ј, kod koje se resenja daju u оЬ­

I iku redova ро izvesnim parametrima. Dok kod Gortlera parametri karakteri­

su samo spol јпј raspored kod Lojcjanskog dolazi do izrazaja sam razvoj gra­

nicnog sloja. Javljaju se i parametri viseg reda koji па izvestan паЫп odra­

zavaju uticaj krivine funkcije spoljneg rasporeda, ргета tome i same kontu­

ге tela, cega kod Gortler-a пета. То znaci da metoda Gortler-a moze dati 

dobre rezultate samo kod konture sa ostrom napadnom јујсот, пајте konture 

tankih ploca, dok metoda Lojcjanskog, kod proizvoljnih kontura, sa уеота 

malim Ьгојет clanova u redu, daje rezultate sasvim bIiske tacnim. Prakticno 

је pokazano da је sasvim dovol јпо zadrzati se па drugom parametru u datom 

skupu parametra. 
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2.2. Nestacionarni granicni slojevi kod nestisl јјуе tecnosti 

Za resavanje nestacionarnih granicnih slojeva viskozne nes­

tiSl јјуе tecnosti пе posto јј tol iko metoda kao za stacionarne granicne slo је­

ve. Prva istrazivanja u teoriji vremenski zavisnih granicnih slojeva odnose 

----se па ргоЫеmе pokretanja tela iz stanja mirovanja. Н. BLASIUS (2] је 

predpostavio pokretanje tela u tecnosti koja је u mirovanju, impulsivno tj. 

trzajem, do pune vremenski konstantne brzine. S. GOLDSTEIN i L.ROSEN-

HEAD (29} usavrsili su Blas'ius-ovo resenje uvodjenjem dodatllog clana 

vremenskog ra:ivoja strujne funkcije. GORTLER [з01 i WATSON [З1Ј 

prosirili su proracun procesa formiranja granicnog sloja koristeci eksponen­

cijalni zakon porasta brzine sa vremenom. MOORE [З21 је razmotrio slu­

сој granicnog sloja па ploci ргј proizvoljnoj ргоmепј brzine sa vremenom. 

С. С. LI N [зз1 је dao metodu za proracun nestacionarnih periodickih gra­

nicnih slojeva, koja se moze primeniti па ргоЫеmе strujanja kod kojih spo-

I jasnje strujanje periodicki osciluje. Specijalan slucaj periodickog kretanja 

spoljasnjeg strujanja kada isto fluktuira ро velicini а пе ро pravcu је dao 

М. Ј. LIGHTHILL [34]. Periodicke gгапienэ slojeve је takodje proucavao 

H.SCHLICHT"ING [351 . 

К. т . YANG [391 је апа' izirao nestacionarne granicne slo јеуе 

kod stagnacije strujanja nestisljive tecnosti. Isti ргоЫеm su proucavali М.В. 

GLAUERT [40} i N. ROTT [41] . Strujanje duz tanke ploce kod njenog 

nultog napadnog ugla proucaval i su А. GOSH [42] S. GIBBELATO [4ЗЈ. 

Н.А. HASSДN (441 је za polu-slicne granicne slojeve dao transformacije 

ko је svode posto јес е jednaCine па jednac јпе gde se угеmе пе javl ја ekspl icit­

по. W. TOLLMIEN [45Ј (1924) је dao u svojoj disertaciji u Gottingen-u, 

vremensko formiranje granicnog sloja па rotirujec~m valjku koji startUje 
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impulsivno. L. HOWARTH [46] је proucavao nesimetricno strujanje koje 

nastaje u slucaju impulsivnog ubrzanja elipticnog valjka, сјја glavna osa 

јта nagib. Е.М. SPARROW i J.L. GREGG [47 Ј resili su ргоЫет го­

tirujuceg diska sa nejednolikom ugaonom brzinom. C.R. ILLINGWORTH 

(48] i Y.D. WADHWA [491 su оЬгаупјауаlј ргоЫет rascenja granicnog sloja 

па obrtnom telu, koje se оЬгсе oko svoje ose, koja је рагаlеlпа osi strujanja. 

----
Neke aproksimativne teorije isticu nestacionarne granicne slojeve 

па osnovu jednacina impulsa shodno уоп К6гт6п- Polhausen-ovoj integralnoj 

jednaCini. Aproksimativna resenja za nestacionarne granicne slojeve razvili 

su u detaljima L.A. ROZIN [36Ј , Н. SCHUH (37], М. DJURIC [60 Ј 

i drugi. 

У.У. STRUMINSKI i L.A. ROZIN [36Ј pokazali su mogucnost ргј-

тепе ideje jedno- parametarskih metoda stacionarnih granicnih slo јеуа па пе­

stacionarne. lako su ргоЫет resili, ipak su ostale aritmeticke poteskoce. 

М. ОЈ. DJURIC [50] је razmatrao jedno-parametarsku metodu za proracun 

nestacionarnih granicnih slojeva. Poteskoce koje su prisutne u radovima Stru­

minskog i Rozina је Djuric izbegao. Djuric polazi iz jednac јпе impulsa da Ы 

dosao do uproscenog resenja pojedinih aproksimacija predstavl jenih оЫспјт 

integral јта. Оуа metodadaje nesto losije rezultate od metode Struminskog­

Rozina аlј је za prakticne proracune jednostavnija, kraca i vodi brze do ге­

zultata. М. DJ. DJURIC [З8) је takod је dao i metodu tipa Gortler-a za ге­

senje nestacionarnih granicnih slojeva s predpostavkom da је funkcija raspore­

da brzina spol jasnjeg potencijalnog strujanja data u obIiku dveju рготеп' jivih 

koje se razdvajaju. Metoda ~e zasniva па uvodjenju specijalnog obIika рготеп-

1 jivih, ргј .cemu se ргоЫет svodi па .resavanje jedne рагсјјаlпе diferencijalne 

jednaCine, u koju podaci pojedinog pгoЫ~тa u pogledu nestacionarnosti ula­

ze preko dve funkcije. U radu М. DJ. DJURIC {60] је ргепео ideju Lojcjan­

skog па nestacionarne granicne slojeve i роЬоl jsao nedostatke гапјјЊ metoda. 
, . .' '. , . 
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Cil ј оуе metode је Ыо da se postigne univerzal izacija osnovnih jednacina 

uvodjenjem tri skupa parametara, tako da jednacine koje u sebi kao пј u 

svojim granicnim uslovima пе sadrze podatke nekog specijalnog ргоЫета. 

Resenje dobijene univerzalne diferencijalne jednacine је dato u obIiku ге­

da ро naznacenim parametrima. 

DJ.S. OJUKIC (911 razmatra metodu za resavanje ravanskih 

nestacionarnih laminarnih granicnih slo јеуа, ko ја predstavl ја sintezu meto­

de sukcesivnih aproksimacija za resavanje nestacionarnih granicnih slojeva 

i Gortler-ove metode. Uvodjen јет nekih novih рготепl jivih u diferenci јаl­

пи jednaCinu postize se da u transformisanoj jednacini podaci u pogledu пе­

stacionarnosti figurisu samo preko jedne funkcije а podaci u pogledu оЫ ika 

tela isto preko jedne funkcije. DJ.S. DJUI<IC (92) takodje razmatra pitani.e 

univerzalnosti jednacina nestacionarnih granicnih slojeva s tim da se ta uni­

verzalnost postize predpostavkom da је brzina spol jasn jeg stru јап ја proizvo­

Iјпа funkcija, tj. da рготепlјјуе х i t пе moraju biti razdvojene. U ипј­

verzalnoj jednacini је uticaj spoljasnjih uslova karakteristican za pojedine 

ргоЫете postignut ротоси dva skupa parametara, koji su u jednacinu gra­

nicnih slojeva uvedeni kao nove nezavisne promenl.jive. Resenje dvo-para­

metarske univerzalne jednacine је dato u obIiku redova pomenutih рагате­

tara. РгоЫет se svodi па sistem obicnih diferencijalnih jednacina za odre­

djivanje koeficijenata redova. U pomenutom radu, pored poznatih ргјтега 

izracunati su novi ргјтегј па cilindricnom telu, Ыјј se poluprecnik tokom 

vremena теп ја рС;> odred јепот :z;akonu. 

V.SALJNIKOV [891 је dao doprinos univerzalizaciji ,ravanskog 

ргоЫета laminarnih nestacionarnih granicnih slojeva ргјтепот generalisanih 

promenl jivih Gortler-a uvodeci dva skupa parametara obIika. R. ASKOVIC 

[93] је proucavao tridimenzijski periodicki granicni sloj па telu koje se ha­

rmonijski krece u spoljasnjoj struji. U radu se daje detaljna analiza i 
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numericke vrednosti dopunskih komponenata gradijenta pritiska. V.SAUNI­

КОУ i DUKIC [90] uopstili su univerzalizaciju jednaCine ravanskih grani­

cnih slojeva nestacionarnog reZima. Predlozena metoda uvodi dva skupa ра­

rametara obIika i postize se univerzalizacija transformisane jednacine. Sa 

prakticnog gledista ova metoda predstavlja racionalan prilaz u pogledu пје­

пе ргјтепе i istom је moguce resavati ргоЫете nestacionarnih granicnih slo­

јеуа nestisl jive teCnosti. 
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3. BRZINSKO POLJE 

~.1 . JednaCina ravanskih laminarnih granicnih slojeva 

nestisl јјуе teCnosti. 
.' 

U radu o..-temperaturskim granicnim slojevima koristicemo brzinsko 

polje odredjeno metodom M.DJ.DJURIC-a (60] ,.koju dajemo u kratkom iz­

vodu. U tom radu dati su rezultati prostih resenja апаl iticki, dok је u оуоm га­

du izvrsena tabulacija koeficijenata univerzalnih funkcija za dvoparametarsku 

aproksimaci ju sa izracunatim ргјmегјmа. 

Osnovne jednaCine ravanskih laminarnih nestacionarnih granic­

nih slojeva nestisl јјуе tecnosti su Prandtl-ova jednacind kretanja i jednaCina 

kontinuiteta: 

Эu С)и 9и _ 'ди 'ди э2.ц 
эt .,. дх ..ц, t оу lf - дt t и дх + V 'д~2. ) 

Эu+ OV'=o 
Ох. ду 

sa granicnim uslovima: 

V'=o !/=О 

yzO 

( 1 . 1 ) 

( 1 .2 ) 

(1.3 ) 

Brzina spoljasnjeg potencijalnog strujanja izvc:in granicnog sloja 

predpostavl ја se u оЫ iku da razdva ја ргоmепl јјуе tako da 

V(x,t) :V(x)O(i;) 

gde funkcija У (х) i .Q. (t) su klase Ck ., 
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v (х) је funkcija koja pokazuje ргоmЕ!ПU brzine spoljasnjeg 

potencijalnog strujanja а Q = Q (t) је funkcija koja pokazuje promenu Ьг-
-

zine spoljasnjeg potencijalnog strujanja sa угетепот tj. karakter nestacio-

narnosti. 

.Posle uvodjenja strujne funkcije osnovne jednacine svode se 

па јоопас inu: 

а granicni i pocetni uslovi su: 

'fy=U(x,t) Ј <јЈх=О '!.Ј=о t=-o 
Ј Ј . 

if". = lf!J = () ij=q t>t(J ( 1 .5 ) 

'fy --1> {} ()(, t) Ј . у-оо, t>O. 

Ргета poznatim rezultatima koji se odnose па pitanje opstruja­

уапја гаупе ploce brzinom .Q (t), jednacina impulsa kao stoje poznato јта 

obIik 

( 1 .6 ) 

gde 
(D 

S;(t) r:fr1-fJ)d'1 
( 1 .7 ) 

о 

је debIjina istiskivanja, koja је funkcija samo od угетепа а 

( 1 .8 ) 
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је tangencijalni пароп. Uvodjenjem lokalnog parametra obI~ka 

( 1 .9 ) 

gde 

(1.10) 

jednacina (1 ~6) se svodi па 

(1.11 ) 

Iz (1.9) јтато 

,. {2 
z = 91 [2' ( 1 .12 ) 

Zadnje dve jednacine daju 

(1.13) 

Za resenje jednacine (1.4) DJURIC uvodi tri skupa рагате-

tara {fk} , {9k} i {hk! za svako к е ( 1 , 2, .•. ) i to: 

{/(.. (х) = vk - 4 (х) d/( V (х.) 
dx/( 

91«(t) = --L d
lc 
[2(t) z" k{t) 

f2lt) dt k 

h".(I:J :: Q/C(t) Z~Ic(t) 
(1.14) 

Parametrima fk је dat uticaj konture tela а gk oznacava lokalni 
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parametar оЫ ika. fk i hk generisu konvektivni parametar. Оуј parametri 

mogu biti dobiveni iz jednog opsteg skupa parametara dk datih u оЫ iku: 

Uzimajue-hmapred da је U (х, t) ";,, V (х) .Q (t) ! = ~ (t) 

dobijemo 

(1.16) 

odnosno 

(1.17 ) 

Posle diferenciranja parametara (1.14) ро odgovarajucim 

koordinatama i uzevsi u obzir (1.1 З) zadovol јепе su sledece rekurentne 

formule: 

g, 919/(' = ( - 9 .. +2 Ј(. F) 9k' t-9/(-t{ .. Л'" ( 1 .18 ) 

~ 9.,ћ~ ::: Ј< (g., + 2 F) ћк :: ~ 

Uvodjenjem pomenuta tri parametra datih sa (1 .14) kao пе­

zavisno ргоmепlјјуЉ, mogu se osnovne jednacine granicnih slojeva. (1.4) 

svesti па univerzalni obIik. 
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3.2. Transformacija i resenje osnovne jednaCine. 

P,arametri (1.14) uvode se kao nezavisne promenl jive, а 

strujna funkcija у' (х, у, t) predpostavl ја se u оЫ iku: 

gde је 

!l(~) {flcJ, [9/С),[ hltj) = ЏP(~i f1) f1) f5)" .. flt; 91) g;z )9~J'" 91с) 
ћ1 ,) h;J.\h~) .•.• ћ,,) (-(.20 ) 

"г.= А ~p а А је konstanta za normiranje, ~. је bezdimenziona strujna 

funkcija. 

Stavljanjem (1.19) u (1.4) i uzimajuci u obzir (1.18) 

dobijemo transformisani obIik jednaCine (1.4): 

sa granicnim uslovima: 

~=1) '>7::0 I 

(i.'-fi'-
Ј- r:: ;r~ :;;. о 1 ~ = о i:'?o 

I 

~-1 Ј tГj-co 

Ako se uvede I inearni operator sa promenl јјујт koefici jentima 
• 
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э3 32. д со ё)2. 
L= А'Ј. 0"l'".J + FIJ] ~ + 91(1- -) - L(ЛК 1-

~ a~ "Сl 01J 0 91r 

t ~" 
а'Ј. 

gde su izrazi 01Ј Эhk ) 
(1.22) 

jednacina (1 .21 ) ~e da se ncipise u оЫ iku: 

Jednacina (1 .23) predstavl ја univerzalnu jednacinu ravanskih 

laminarnih nestaeionarnih granicnih slojeva koja u sebi пе sadrzi velicine пе­

kog posebnog probIema . .Resenje оуе jednaCine trazi se u obIiku reda, koji od­

govara redu Lo је janskog [55] : 

r( ~j [fKl, {9/(3) {hk3) = f.; (,?; (qKJ) + {~ ~ (~; {91f.j,{ hlcJ ;-

4- f., 2 t., ('1») {t;3It} , {hK}J +- fz. ~ (?Ј) f 9kf, {ћк.~) t ........ . 
( 1 .24 ) 

pri tome se javljaju sledece kombinaeije: 

f;« 1. » 

( 1 .25 ) 

Smenom izraza (1 .24) u jednacinu (1 .23) dobija se sistem 

• 
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parcijalnih diferencijalnih jednacina za odredjivanje koeficijenata gornjih 

redova (Dodatak 1 ) : 

L (~) = О) 

. L (Ј;) = - h1 ( 1-1;; +- 1; ~~"J ) ) 

L (~1) = - "1 t. - 2%'1] ~'YJ + 1; 1;'t]'tJ т 1; t;; tJ' ) "1 

( 1 .26 ) 

-----L (ff:;.): - h" С r; ~1]'1 - 1;'1 Гf:;1J) 
sa granicnim uslovima: 

~fl = о !k =:Ј: 1:" •••• О) """ ) 4?] -IJI,? 

I ~ =9;'] СО) !Ј; = ~'?=O) ( 1 .27 ) 

$;~ - ~, f1:;?'J - о 
Resavanje ovih parcijalnih jedna~ina dato је u radu 1601 ргј 

сети su иуооепе sledece kombinacije: 

~()« '" ~> о 

g:;,1 « 91 » ( 1 .28 ) 

/f" 1-/ CL-2. .2 
.;т-о ;)..то «9 .. ) g2» 

............. . .. . . .. .. . . . 
Resen је se traz i u оЫ iku : 

~ ('1]) {9К]>[ђК)) =:;::(~)t-91 1Ј:;/('Уј) +-9; q:;/I(7)) + 9.2 f;{'7])-r .. оо) 

~ ( "Ј) f сак 3) f h It Ј).::: h., "1; (1)) +- h .. '3., -11;1('1) r h2. ,.~ (tr'J)-t- .... О О Ј 

f/:;" (1) {CJK3]{ђ~J).: п~ ""~(~)+ . 0 •••• 0) 

( 1 .29 ) 
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Eksplicitni obIik funkcije F Igk} је isti kao kod funkcije ~ ([giJ) 

nајте 

Smenom ovako predpostavl jenih resenja u sistem (1 .26) dobi­

јеn је sistem obicnih..d.f-ferencijalnih jednaCina. Zadrzavajuci se па drugim ра­

rametrima dobijeni su sledeci sistemi jednacina: 

)(,=0 

ЈЈ..,-1 

JL=2 

Jl.=2 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 

L: (1~) = - ~2 (1_ g::'2. +- g:;o f;;") 

LfI. ( 1ff.;1) =- ~2 [2 ( 1f;' t- F1 1§:;') -

- (- 2 ј:;ОI ~" + 'Ј;: Ј:;;' '1 r ј:;/JII i;" Ј .. ,? F., "!Ј::, \ 
ОЈ 2 

L:J. ( ј:;) = D ) 

· . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . 

· . . . . . . . '. . . . . . . . . - . . . 

( 1 .31 ) 

· . . . . . . " ...... .. 
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sa granicnim uslovima: 

IJ'j=O 

cr-o'....., 1 
.то ) 

'Ј;," I _ О ) 
( 1 .32 ) 

". 

U sistemu jednacina (1.31 ) Lk је linearni diferencijalni 

operator sl edeceg vid~ 

( 1 .33 ) 

Linearne diferencijalne jednaCine za odredjivanje koeficijena­

ta univerzalnih funkcija mogu se svesti па opsti obIik, imajuci za 0= fjA2=2 

i za А2 = п·" . 

1. ]);11 + 2,?]Ј: = о ) 

2. IJI ]) 11 4 1 1.( 'ћ' 2.. .D" 1') д, + 2'1 ., - .D1 ::" - A2.1"-.vo -.3 '? о ) ( 1 .34 ) 

sa granicnim uslovima : 

]Ј., .. :д,' - о 'ГЈ,,0· 
} I ) 

]Ј .. = Ј) I ., () 
I О , 

( 1 .35 ) 

Homogeni deo jednaCina predstavl ја 1 јпеагпе diferencijalne jedna­

сјпе drugog reda, koje se mogu svesti па Weber-ovu diferencijalnu jednacinu. 

Analiticko resenje је dosta slozeno. U radu [601 data su апа-

1 iticka resenja za prvu aproksimaci ju. Nas cil ј u ovomradu је Ыо da dobije­

то numericka resenja i za slucaj dve aproksimacije i da izvrsimo uporedjenje 
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sa analitickim. 

Konstante Fi., ...... .(,1( koje se javljaju u gor~jim jednaCinama 

DJURIC је odredio па sledeci пасјп : 

Na osnovu (1 .1З) јтато F = 5 - 9'1 gde је Ј = 1 С{ сј,,3) . 
Predpostavl jajuci -----

( 1 .З6 ) 

i vodeci racuna da је 

dobije se 

f. '::' А ( q::.-i., .... '1( '0)\'1 
)/"1' .... 'Ј( ..то (' )) 

( 1 .З7 ) 

1 z (1. 1 З ), ( 1 . ЗО ) ( 1 .З6) јтато: 

F = S:O 
(} .) , ( 1 .З8 ) 

Za prosta resen ја ргета [60] dobivene su sl edece vrednosti 

konstant i F о i ђ 

( 1 .З9 ) 

U оуот radu, koeficijente univerzalnih funkcija, koji su tabuli­

sani, koristimo za izracunavanje konstanti F,IC : 
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Konstanta za погтјгапје А nadjena је shodno: 

,', А:: i 1;,011(0) • 0,5'6"2 (1.41) 

Za resavanje konkretno9 ргоЫета potrebno је пасј funkciju 

r = l (t) 

clz!l. .: _ [1/ il Q"~!I- ( 1 .42 ) 
d. t 2 F ( ( 9 k~) - 2 F ( Q Z ) П. z ,), .. ,) 

Za jedno-parametarsku aproksimaciju, smatrajuci parametar 91 

dovol јпо таЈ јт shodno (60Ј јтато: 

t: 

~ Ztlt = : riJtf5 f 12"/~ dt ( 1 ,43 ) 
о 

Za dvoparametarsku aproksimaciju resena је оЫспа nelinearna 

jednaCina, koja јта eksplicitni obIik: 

( 1 .44 ) 
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numerickom integraci јот а п jeno resen је prikazano је u d i jagramu (sl.l ). 

Za таlа vremena t , koja u ргоblетјта dolaze u obzir doprinosi nel inearnih 

с lanova su prakticno zanemaru јисетаlј . 

3.3. Ргјтегј 

Na elementarnim ргјтегјта uporedicemo rezultate anal itickih 

resenja dobijenih jedno-parametarskom aproksimacijom (60) sa rezultatima 

prostih resenja koji su dobiveni numerickom integracijom, koristeci tabulisane 

vrednosti koeficijenata univerzalnih funkcija. 

Posmatracemo kruzni val jak u slucaju kada se isti dovodi u kre­

tanje iz mirovanja trzajem, konstantnom brzinom n(t) .. Qфt rrJ ) (?"t1. .0) i u 

slucaju kada se dovodi u kгеtалја sa konstantnim ubrzanjem 12(I::).il.a, t"", (т=l ). 

Za razliku u radu [60 Ј takodje su izracunati elementarni ргј­

тегј sa dvo-parametarskom aproksimacijom koristeci rezultate numericke integra­

сјје i uporedjujuci iste sa rezultatima drugih istraZivaCa. 

З.З.1.lmрulsпi pokret kruznog valjka sa konstantnom brzinom. 

а) Anal iticki postupak ргета [601: 

Brzina spoljasnjeg potencijalnog strujanja је 

gde х oznacava luk meren od prednje zaustavne. tacke па .valjku, а R роlирге­

cnik kruznog val jka (R = const.) о. Za prosta resen ја vrednost za z" 
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а pojedini paгametгi su : 

f ::: v' а .2:.. cos ~ 
1 R"R.;) 

Br:zinski profil јта оЫ j~ 

Prva ројауа odvajanja granicnog sloja u Z<:Jdnjoj kriticnoj tacki sledi iz uslova 
, . 

( э.ц.) _ О 
ду '{:l0 -

~Oll(o) 1- (1f. 1 1$;"(0) =-0 

Vrednosti koeficijenata univerzaln:h funkcija za jedno-parametarsku apгoksima­

с! ји izracunate anal iticki su: 

(;'-0 "( _, 2 
3"0 О) = т;;= .0: ~ 12.838 

.,1/'-11 () 2. L1 
..:г-t О .. 2. гтf (1 + "3rr) ~ ~26238 

Z\:J x/R = 1f 
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"R. 0,35102 'n щ 

Ь) Koriscenjem tabul isanih funkcija dobijemo: 

g:;,0I'(O) = 1,1284 

----r.-
"3-.. 11 (О) = 1,262?> 

Rezultati su ocigledno identicni i odgovaraju rezultatima 

koje su dobili SCHLICHТlNG [59], LOJCJANSKII [55], GOLDSTEIN 

i ROSENHEAD [28} , MOORE (58Ј i drugi. 

Ovaj elementarni ргјmег pokazuje da jedno-parametarska ар­

roksimacija sa usvojenom 1 inearizacijom daje zadovol javajuce rezultate za 

prakticna razmatran ја. 

GOLDSTEIN i ROS.ENHEAD (28) nasli su vreme odvajanja 

granicnog sloja па kruznom val jku u drugoj aproksimaci ji ts = 0,32 R/V 

а SCHUH (1953) ts = 0,30 R/V. {371 

Uzimajuci dvo-parametarsku aproksimaciju sa istim predpostav­

kama па istom primeru, provericemo rezultat koji su dobili GOLDSTEIN i 

ROSENHEAD [28Ј tj. ts = 0,32 R/V, za z" =- %- t : 
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) 

а " 9 - zjt2.· О 
.Ј. - да) 

Brzinski profil јта sledeci оЫ ik : 

~ • Ј:" 1.. ~'+ f., ~ f +- {/" ~,,' 7- {.2 'Ј;..' +- . . . • . 

~ I = FFoOI1- <]., Ј:;/' +- q/- g:;, .,,,,, 1" 93. ~21 -1- f., h., 'f~' + 

1 h '1 pi"- ' f h 1. ~ , f 2. 2 1., ~ , 2 i., 11'- I + тf 19, 07-1 + 1 .2 .:/"1 + ., h1 Ј;,., + f2. '"'" .t"":L + .... 

~I -о 
аи ,-о - .'. ~'I_O 

f i. (":t "i:""+-f. h .t[C-11 +f2 L 211rt'-'11 f. L241q:-11 =0 ... ., ""1 \}"'" f '2.;г., "1 п., г.,,., + 'Ј. Щ ~.tJ f· .. 

Koeficijenti univerzalnih funkcija, koji dolaze u obzir su: 

g:;"I(O) ... 1,1284 

"f~ "(о) :: - О, {530 
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i угете odуајапја granicnog sloja 

sto је isto kao sto su to dobil i GOLDSTEI N i ROSENH ЕАО [28] 

3.3.2. Jednoliko ubrzanje kruznog valjka 

Razmotricemo proces formiranja granicnog sloja ravanskog 

laminarnog strujanja u slucaju jednol ikog ubrzanja уаl jka u. јоопо-рага­

metarskoj aproksimaciji koristeci tabulisane 'ul'liverzalne funkcije i upore­

diti tako dobivene rezultate sa analitickim, koje su dobili drugi autori. 

Brzina spoljasnjeg potencijalnog strujanja 

u (х, t) = V (х) .Q ( t) 

gde је У(х) funkcija konture У(х) = 2 sin x/R а Q(t) је рготепа 

brzine sa угетепот .Q(i) = t"" ) gde је u datom ргјтеги m =1 . Onda sle-

di: 

U(x, t) = 2 sin x/R Q.t 

Istim postupkom kao kod slucaja pokreta уаl jka trzajem, uslov 

za odredjivanje odvajanja granicnog sloja је: 

Funkcija .;, za jeqno-parametarsku aproksimaciju 
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Parametri su: 

2-
= 'R.. CoS f 

Analiticki dobiveni koeficijenti univerzalnih funkci ја shodno 

~oJ su: 

~DlrO) = !iг ~ "~ "(О' • ...л::-.- (1 + ~) 
') -t ) 2fiТ 3тr 

а ргуј trenutak odva јап ја granicnog slo ја је izracunat 

t 2 3 _1<. 
s = Q ~0531 

2 (A+~) .Q(O 
31' 

Uzimajuci u racun vrednosti tabulisanih koeficijenata univerzalnih funkcija: 

dobijemo: 

f:"(O) .. 1,128it 

П 1/ (о) = 0,590$ 

1§::/'(о) = 1,2.6.23 



- L8-

Uzevsi x/R = 1г sledi cos (x/R) = - 1 

.f,~284 + 0,3224 - ~ф 1,31-т6 t 2 = О 

t~ = 1,05'312. ~ 

t~ = '§!.362 il 
BLASIUS [2Ј 

SCHLICHТlNG [59] 
DJURIC (601 

је dobio u drugoj aproksimaciji 

SALJNIKOVi DJUKIC [90) 

t~ = .f, 04 +-~ t'l 'R,/n. 
t~ = 1, o1f ~/a 
t~ = 1.053 Я/n 

i~ - Iд5 1ljIl 

Resenjem nelinearne diferencijalne jednacine 

d:Z; _ .!L _!L n.' ~ .!L:L Q/2 _ ~ П" .,.2 
dt - тr .3 Q ,Zp + б ( 6 02 10 п) Zp 

SALJNIKOV ј DJUKIC [90Ј dobili su za z;:r -/n:t =~55.,"'vreme 
odvajanja granicnog sloja 

iS
2 

'# "06 Љ. 
Ј .Q(fJ 

Isti ргјтег izracunamo za dvo-parametarsku aproksimaciju 

w:--o" + а У::-"" д2. rr-"f ll 
g:;21J l' h 1ј"'1 + Сћ 9 'f;"il'-f 

;/0 ~1 (1 + 71:ГО + 92 () т 71 1., гf f 1 -, 

+f Ј" 2.1:11 1'.2h2 ffq-I' Ј.'..Ј. 11/1'-11 
Т1 '12. 1 +Г1 '1 Ј(1 +/",11".:/",1. 

* Uzimajuci funkciju z kao u jedno-parametarskoj apгoksima-

сјјј ,( z* = :; t) dobija se : 

,) 
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Koeficijenti univerzalnih ,,·јја koje dolaze uobzir su: 

. g:;DI'(O) = 1)-1284 

~;/"(o):: 0)5'908 

'1;1111(0): q 0552 

11:, 1/ (о) = 112623 

----tg;" 11(0) с - О) 1694 

~1~,,{О) • -о) {550 

1,128'1 + ;; ~5908 +(;~/ q,O!1 

-g COS ~.Q. 12 t2. 12 0(694 _ '-1; 
'R. 'R. ,lТ !л I 12/ 

t; = 'з оо S04 ~. 

t s ;; f, 0О2ј" (-ћ) ~2. 

Isti ргјтег izracunat so funkcijom' z* = 05533 t , 
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4. TEMPERATURSKO POLJE 

4.1. Uvod 

Е. POHLHAUSEN (1921) [781 је resio jednaCinu tempe­

raturskog granicnog sloja zanemarujuci toplotu, koja se razvija usled tгenja, 

------i to za jednoliko strujanje рагаlеlпо zagгevanoj рlосј ргј gradijentu pгitiska 

jednakom пиlј. Isti autoг је ргоисауао ргоЫет odгedjivanja tempeгatuгe ko­

ји treba da postigne гаупј termometar kada пета prelaza toplote izmedju te­

lа i tecnosti. Toplotu koja se гazvija u gгanicnom sloju usled trenja, пјје za­

петагјо. Resenje pгenosa toplote u bIizini zaustavne tacke dao је SQUIRE 

[19Ј;. Opstiju klasu resenja razmatrali su FAGE i FALKNER LбlЈ.Опi su 

гesili jednacinu tempeгatuгskog gгanicnog sloja za slucaj da temperatura па 

povrsini tela пјје konstantna а zadata је kao funkcija uzduzne koordinate х. 

Kod metode Fage-Falkner-a koristi se brzinski ргоfil koji је ispгavan samo u 

Ы izini zida, sto znaCi da је temperaturski егапјспј sloj mnogo tanji od brzin­

skog'. Ova metoda је teorijski asimptotska i vazi za vel ike Prandtl-ove Ьго­

јеуе ali daje veliku numericku tacnost takodje kod Рг = 1,0. 

LIGHTHILL М. Ј. [34] је razvio metodu za aproksimativno 

izracunavanje prenosa toplote kroz lатјпагпј granicni sloj sa proizvol јпјт 

rasporedom temperature zida i brzine spol jasnjeg strujanja, uzevsi uproscenu 

p-edpostavku da se brzinski profil moze' aproksimirati njegovom tangentom па 

zidu. Оп је istrazivao uticaj mal ih harmoniskih рогетесаја u spol jasnjem 

strujanju па tгenje i prenos toplote u lатјпаrnот granicnom sloju. U toj апа­

lizi pretpostavljeni su таlј рогетесајј koji dozvoljavaju linearizaciju jedna­

Сјпе. Slucaj угlо visokih fгekvencija је proucavao С.С. LIN [З3] . Posle 

ovih' fundamentalnih radova Lighthill-a i С. С. Lin-a pгoizasao је niz teo­

rijskih istrazivanja koja raspгavljaju opste spoljasnje stгujanje, stгujanje u 
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zaustavno ј tack i i duz гаупе ploCe. 

LJ GHTHI LL је koгistio гezul tate bгzinskog роl ја u kome se brzina 

spoljasnjeg strujanja тепја ро velicini. Zanemarujuci tqplotu koja se razvi­

ја u granicnom sloju usled trenja оп је integralio energijsku jednaCinu уоп 

Mises-a koristeci Heaviside-ovu operacionu metodu i dobio kolicinu toplo---- . te koja prelazi sa tela па teCnost. 

LIEPМANN 166 Ј је izveo formulu za lokalni prenos toplote пе-

zavisnim postupkom, koji koristi integralnu jednacinu toplotne energije. 

Liepmann-ovq foгmula razlikuje se od Lighthill-ove za tri od sto. CURLE 

[211 је pokazao metodu slicnu Liepmann-ovoj koja јта vecu tacnost od 

Lighthill-ove foгmule. Dve njegove metode ргјтепјепе su za slucaj struja­

пја oko zagrejanog val jka а rezultati uporedjeni su sa eksperimentima koje 

su radili SCHMIDT i WENNER [75] . SARМA (76] је koгistio rezultate 

svoje analize nestacionarnog brzinskog granicnog sloja za temperaturske 

granicne slojeve. 

Teorijska istrazivanja iz obIasti temperatuгskih gгanicnih slojeva 

vгsil i su KESTIN [821, SPARROW [8з1 , ЈМАЈ [621 i dr. GERSTEN (611 

је istrazivao гesenje jednacina kako za brzinski tako i temperaturski granic­

пј sloj za slucaj kada su periodicni рогетесајј supeгponirani па spoljasnje 

stacionaгno strujanje. Spoljasnje strujanje је predpostavljeno klinastog ti­

ра sa rasporedom u оЫ iku U (х) = с· х·т , gde m predstavl ја gгadi jent . 

pritiska u strujanju. Spoljasnje strujanje је zamiSljeno da је рогетесепо 

pгosto~ haгmonickom oscilacijom. GERSTEN је koristia metodu таl ih ро­

гетеса ја ko ја dovod i do resen ја razvo ја u redove. 

М. DJURIC {70] i [71] је гadio па pitanju resenja nestacionarnih 
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temperaturskih granicnih slojeva kod ravanskog strujanja pod predpostavkom 

da razpke temperature izmedju spoljasnjeg strujanja i zida tela пјје velika 

i da se рготепа u temperaturi zida Tw (х, t) desava u istom momentu kad 

se telo pokrene iz mјгоуапја. Koristeci svoj rad brzinskog роlја, DJURIC 

prenosi svoju metodu i па temperaturske granicne slojeve. Razlika izmedju 

temperature zida Tw (х, t) i spoljasn jeg strujanja Т оо predpostavl ја se u 

оЫ iku Т w (х, t) - т:; = S (х) е (t ) . 

У. DJORDJEVIC [84] u svom radu razmatra ргоЫеm odre­

d јјуап ја temperaturskog роl ја ргј nestac јопагпоm ravanskom stru јап ju nest is­

Iјјуе tecnosti v granicnom sloju. Za resenje ргоЫеmа bilansa energije koris­

сеп је aproksimativni postupak zasnovan па poznatom postupku odredjivanja 

brzinskog роl ја kod odgovarajuceg strujanja. ОоЫуепј rezultati resenja ргј­

mепјепј su па izracunavanja toplotnog toka па beskonacnoj рlосј i u obIasti 

ргeclп је kriticne tacke сјl indrickog telQ. 

4.2. IZVODJENJE OSNOVNIH JEDNACINA 

U оуоm radu razmatra se nestacionarni ргоЫеm ravanskih lа­

minarnih termickih granicnih slojeva i data је metoda koja se moze ргјmепј­

ti па slucajeve kada se brzina strujanja па spoljasnjoj granici granicnog slo­

ја moze preclstaviti"kao proizvod dveju funkcija, od kojih jedna zavisi samo 

od koordinate х, а druga od угеmепа t. Za odredjivanje temperaturskog ро-

1 ја iz energijske jednaCine Ыlо је potrebno prethodno resiti brzinsko роl је u 

cilju dobijanja koeficijenata univerzalnih funkcija brzinskog роlја koji ula­

ze u tempeгatursko роlје. Оуо је исјпјепо u ргуоm delu ovog гada. 

Obziгom sto prosta resenja daju zadovoljavajuce rezultate 
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za pгakticna гazmatгanja, to se za pгoracun temperaturskog роl ја koriste 

prosta resen ја. Za sl uca ј prenosa toplote тогато odrediti temperatursko ро­

Iје u strujanju i u skup jednacina brzinskog роlја dodati jednacine za ras­

pored temperature. 

Ргј nestacionarnom гavanskom stгujanju nestiSl jive tecnosti 

temperatursko роl је ~djeno је energi jskom. jednacinom datom u оЫ iku : 

sa granicnim uslovima па spoljasnjoj gгanici granicnog sloja 

!I - CQ ј Т - ТО:) ) ( 2.2.) 

gde је Т realna funkcija klase Ck (О .. k . .;; со). 

ТгеЬа napomenuti da neki autori [77] ргј proracunu stacio­

narnih granicnih slojeva cak za nestisl jivu tecnost za resenje energijske jed­

naCine koriste odgovarajuce гesenje brzinskog nestisl jivog granicnog sloja i 

zadrzavaju u energijskoj jednacini clan -ц.дрјдх, koji pгedstavl ја u stvari 

toplotu usled sirenja odnosno skupljanja. Oni zadrzavaju ovaj clan zbog toga 

sto па spoljasnjoj granici granicnog sloja vazi Bernulijeva jednaCina u obIiku 

gde је Tl (х) promenljiva temperatuгa па spoljasnjoj granici granicnog sloja 

а Tt totalna temperatura, koja је ista u svim tackama. Zbog toga, za rese­

nje ргоЫета zagrevanja odnosno hladjenja moze sekoristiti metod superpozi­

сјје •. 

u ovom radu odustalo se od resavan ја ргоЫ ета zagrevan ја 
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odnosno hladjenja metodom superpo;;;i.:;ije resenja i resenje је dobijeno neza­

visno od resenja termometarskog ргоЫета. 

М. DJURIC је u svom radu [70Ј pokusao da resenje ргоЫета 

zagrevanja odnosno hladjenja dobije putem superpozicije resenja, koristeci 

vec poznato resenje termometarskog ргоЫета, pomocu sledeceg izraza: 

gde је za Tw (х, t) obelezena sopstvena temperatura tela odredjena sa: 

Izraz (а) zaista zadovol java granicne uslove ргоЫета zagreva­

пја, odnosno hladjenja, аl i funkcija .1((~~ r) пе zadovol java jednacinu: 

JednaCina (с) Ы mogla da se dobije iz (а) samo ako Ы se predpostavilo da 

је sopstvena temperatura tela konstantna, sto medjutim пјје slucaj i zato se 

rezultati u radu [70] dobijeni u slucaju ргоЫета zagrevanja odnosno hladje­

пја moraju smatrati netacnim. Interesantno је da cak, ako Ы se pomocu (а) 

izvela ispravna jednaCina za ;Је (X)"l)') опа пе Ы mogla biti svedena па uni­

verzalan оЫ ik па пас in kao sto se to с јпј u radu [70 Ј . Da Ы se postigla uni­

verzalizacija jednaCine za Je(x,y,r) Ыlо Ы neophodno potrebno da pored 

Tw (х, t) - ТCII:) i Tw(x, t) - Тсо odnosno (Ь) moze da se predpostavi 

u vidu proizvoda dveju funkcija od kojih jedna zavisi samo od х а druga sa­

то od t, sto u opstem slucaju пјје moguce. Zato se u ovom radu, kao sto је 

гапјје vec napomenuto, odustalo od resavanja ргоЫета zagrevanja odnosno 

h I ad јеп ја metodom superpozi с i је resen ја . 

(Ь) 
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U energijskoj jednacini smo izostavili clan u (дрјдх.) i granic­

пј uslov па spoljasnjoj јујсј granicnog sloja se јта u obIiku 

gde је Т(IC) konstantna tempeгatuгa па spol jasnjoj gгanici gгanicnog sloja .. 

Zbog toga ~e termometarski kao i ргоЫет zagrevanja odnosno hladjenja raz­

matra ju nezavisno јеЩ!D od drugoga. Sa fizicke tacke gledista bilo Ы пеоргау­

dano zadrzati u energijskoj jednacini izraz u.(дрјдх.) а da se istovremeno 

koristi i granicni uslov .У -со , Т - Т оо • Оуа ne,doslednost desila se је 

u radu [70]. 

Qsnovna jednacina za dal је razmatranje је energijska jednaCina 

sledeceg оЫ ika : 

ЭТ ~l.Z 'дТ ., v' ?ЈТ :: L о?т + ...l!- (да /" 
ot ах., ду 'Pr 0'12 qcp дуЈ 

( 2.3) 

. Оуа jednacina se resava kod uriutrasnjih granicnih uslova koji od-

govaraju: 

1 . termometarskom problemu : 11= ОЈ 'lJi = О 
"Ј ду Ј 

2. probIemu zagrevanja odnosno hladjenja; у:: О) Т = тw = COfl5t.) 

( 2.4) 

3. zadatom toplotnom toku : 

4. рготепl јјуој temperaturi zida: 

Kod termometarskog ргоЫета kao i ргоЫета zagrevanja odnosno 

hladjenja, izabrali smo pгoste granicne uslove 5 ciljem sto isti пе uvode neke . 

поуе funkcije u proracun i stoga se ne јауl ја potreba za uvodjenjem поуњ sku­

роуа parametara za resenje jednacine temperaturskih granicnih slojeva. 
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Energijska jednaCina је 1 jneaгna i zbog toga se moze primeniti 

ргјпсјр superpozicije. 

Naspol jasnjoj granici granicnog sloja granicni uslovi su isti za 

sve navedene ргоЫеmе koji se tretiraju u оуој tezi. 

'-у-ОО, т - TQQ • 

·4.3 PROBLEM ADlABATSKOG Z\DA (TERMOMETARSКI PROBLEM). 

Resicemo ргуо termometarski ргоblеm. Potrebno је odrediti tempe­

ratuгsko роlје u strujanju i u skup jednacina za brzinsko роlје mогаmо dodati 

jednac јпе za temperaturski raspored za sl uca ј ravanskog stru јап ја prinudne kon­

vekcije. 

Nestacionarna energijska јоопасјпа za ravanske granicne slojeve 

nestisl јјуе tecnosti је data sa (2.3): 

ат т ц эт + lI' EI. = L ;)2т ..,. L- (OtZ)2 
ot дх. ду 7>1' оу2 gcp оу 

sa granicnim uslovima unutar granicnih slojeva: у= О) :; :::.0 

i granicnim uslovom па granici·granicnog sloja: у-со.) Т - Тею. 

Komponentne brzine u ргаусјmа х i У su: u (х, у, t) i v (х, у, t). 

т (х, у r t) је temperatursko ро' је, t је угеmе, а ostale oznake su pozncite 

fizicke karakteristike teCnosti. 

If 

Uvodimo bezdimenzionu funkciju .х i resenje osnovne jednacine 

(2.3) trazimo u sledecem obliku: 

Т· Т"" +- g~; ic ('1?; {Ц, (9I<j,{h .. P>r), 
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(2.5 ) 

i dobi јето d i ferenc i ја I nu i ed пас i nu (Dodatak ) : 

( 2.6 ) 

sa granicnim uslovima : ______ tI 

1Ј.=0 ) Xr;=O 
(.2.7 ) 

.. 
Funkc i ја Х predstavl ја resen је termometaгskog ргоЫ ета . .. 

Opeгatoг L јта sledeci obIik: 

( 2.8 ) 

#1 

Diferencijalna jednacina za Х izvedena је u dodatku. 

Resen је jednaCine (2.8) је izveden,? па паЫп ko јј је usvo јеп 

za гesen је jednac јпа brzinskog pol ја: 

~ ~ -
:х = еХО ('1!ј [9k f) + f., х, <?zi [9,,}) [hKj) + ..... 

(2.9 ) 

ргј tome su zanemaгeni svi пеl јпеагnј clanovi tj. izvгsena је 1 ineaгizaci ја 

ро paгametrima. 
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Jednacine za koeficijente koji zavise samo od -rz. su: 

_ :/,ОIЈ2. 

О ~ 

~ 4· « 
L1 [ Хо-11 = А']. (2 х; -'1 F., Х;Ј) -1 ~O" 1;,-111 > 

(2.10) 

L [ "':r] Ј... (2 С!'-О/ ';/0 _ cr-o -/ro ') _ 2 'J:l 1J "ј:: 1I 
1 .JIi, ::: А7. ~ .1''''0 ""'0 """о "1" 

Analiticko resenje ovih jednacina је komplikovano i stoga koristi­

то numericku iлtеgгасiјu univerzalnih funkcija. Ргј integraciji је koriscena 

metoda RUNGE-KUTTA-MERSON. Za primenu оуе metode potrebno је da bu­

du svi granicni uslovi dati u istoj tacki (Cauchy-ev ргоЫет), medjutim isti 

su dati u dve tacke. Za redukci ju granicnih uslova u jednu tacku koriscena је 

metoda У. SIMONOVIC-a [86]. Rezultati numericke integracije dobiveni 

su па elektronskoj digitalnoj masini NATIONAL ELLIOT 803 В, ргј zahteva­

пој tacnosti od tгi tacne decimale. Rezultati integгacije dati su u vidu tabela 

i takodje u vidu grafika. (Dodatak). Kada su опј poznati, mogu se foгmirati 

svi izrazi potrebni za izracunavanje karakteristicnih velicina granicnog sloja. 

$opstvena temperatura Т р za prosta resen ја је data sa : 

Тр - Тсо • 

и/9Ср 

(2.11) 
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4.4. PROBLEM ZAGREVANJA ODNOSNO HLADJENJA 

Energijsku jednaCinu (2.3) resavamo u ovom slucaju sa slede­

сјт granicnim uslovima: 

у :r 0---r т =. ТУ'I = COГJS t. ) 
(2.12) 

у - сю .) Т - ТСО .. c012St. 

* fC~ 
Uvodjenjem novih bezdimenzionih funkcija de ј;Је resenje 

traiimo u оЫ iku : 
ttи u2." 

Т= ТСО+(ТIV-ТФ)~ + gcP 7е (2.13) 

Za пјепо odredjivanje јтасето diferencijalne jednaCine: 

t. [је] = _ у::2. 
"I'? 

С [Је) :: О (2.14) 

sa granicnim uslovima: 

(2.15) 

* Diferencijalni operator L је dat sa : 

4['1]_" *" rr ~ cl'- tf L ;;е - Pr ;;e'1J~ + }! ('1 F + {., h1 Y- + ћ., ~ ~J< :t-f,Ј7еltf -

,[ f' (h 1; ii: \":ь а" 2. If\.. 11 
- А"Ј. f:4 1 "7 fk (к r I\ k rJr. 9/( + Vk Је",,) -~ {f,h . .ff1 r9.,)le 

(2.16) 

** а operator L sa: 

(2.17) 
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'11" 
Funkci ја :Је sama za sebe predstavl ја ос igl edno resen је ргоЫ е-

то zagrevanja odnosno hladjenja u posebnom slucaju, kada toplota koja se 

razvija u granicnim slojevima zbog trenja, Ыуа zanemarena tj. ako posled­

пјј сlап u jednaCini (2.13) za"nemarimo. 

.. "Ј( 

Funkcije Је ј;е su razvijene па slican пасјп kao ifunkcija 

jednac јпе za pгoSfё:J resen ја su: 

. . . . , ,. . ~ . . . . . . . . . . . . . . (2.18) 

о 
) 

sa granicnim uslovima: 

(2.19) 

Gornje jednaCine resene su numerickom integracijom univerzal­

nih funkcija. Rezultati su tabul isani u dodatku za dva Prandtl-ova Ьгоја 

Рг = 0,72 i Рг = 1 • О . 
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4.5. PRIMER 

Primenicemo izlozenu metodu па slucaj сјl indricnog tela koje 

startuje impulsivno iz mјгоуап ја. Brzina potencijalnog strujanja moze ~e pred­

staviti u оЫ iku : 

( 2.20 ) 

gde је R - poluprecnik krivine konture а с - konstanta koja u slucaju opstru­

јауап ја kruznog уаЈ jka јmа vrednost dvostruke brzine u beskonaCnosti. 

Izraz za gradijent temperature па konturi teJa је: 

(2.21 ) 

. . . . . 
) 

... 
0;;(,\ 
()trt ~=O -

Stavl janjem koeficijenata univerzalnih funkcija za Рг = 1,0 IZ 

tabIica dobijemo: 

-( ~~ )~:o r:: - (Tw - ТО») ~ [-1,12в4 t- 910,2055 - f,h., q 1340]-

-L ~~ 10,5642 - 91 ~ (411 + ~ ћ., 0,3091 ] . 
ВСр ор 

Uzima juci u obzir odgovara juce vrednosti za ђ, 91 ј h} iz 
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ranijeg ргјтега, koji smo izracunal i u poglavl ju brzinskog роl ја pisemo: 

ћ1 = .a.z'" = 4 t .. 7Г) 

А -( 
Izraz (2.21) posta је, obzirom sto је &р:' 21'У t : 

:2"2, " -~ - Ј [0504-2 + ~ ± t () 3О9 1] = 
i(2. 9 Ср 2 V р t I R. тr. ) 

( 2.22 ) 

ЉI1 {[ U2 (х) 1 + = Vyt о '15542 - q2B.2f 9Ср{АТ)о 

UvodjE!njem ECKERT-ovog Ьгоја (temperaturski kriterijum) 

dobijemo posle izvesnog sredjivanja: 

u slucaju.kada је Ес"7 О izjednaCimo gradijent temperature sa 

nulom i dobicemo trenutak угетепа t u kome па odredjenom mestu u okolini 

zaustavne tacke smer prelaza toplote теп ја znak : 



t = 
0,6979 " 
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2.ООО _ х'­
. ЕС 
~2. _ 0,4'334 

Е.е ( 2.24 ) 

Iz izraza (2.24) vidi se da u slucaju da је EC'70,odnosno 

( А Т)О = Tw - TQ)'" О, gгadijent tempeгature u tacki ~ = Yz.ooojEc 

postaje jednak nuli u ~oт pocetku kretcinja ,( [= О). U tacki ~ = (О,43?Ј'1/Ес 

gradi jent tempeгature се biti jednak nul i tek ро isteku угетепа t = со 

odnosno пеСе· nikada biti jednak nuli, kao пј u tackama ~>и2.,OOO/Ec i 

~ < tO/t334/E~ - јег za t.e tacke izraz (2.24) daje negativno угете. Ргета 
tome toplotni tok се menjati znak u toku угет~па samo u inteгvalu 

.1 0,4334 
U Ес 

< х ~ 11 2,000 
~ U Ес ( 2.25 ) 

Iz izraza (2.25) moze seuociti da је za ~ '" iO/t334{EC 

gradijent temoeratuгe па telu uvek negativan tj. u neposrednoj bIizini zaUs­

tavne tacke telo se uvek hladi. Мо је ~ :> у 2.,ооо/Ес ,gradijent tempe­

rature је uvek pozitivan а to znaci da se u оуој obIasti telo zagгeva i poгed 

toga sto је Tw ,> T(lQa zona ~ < ~o se hladi. Za угете kretanja tacka х 

se ргјbl izava ргета zaustavno ј tacki, tako da se zona zagгevan ја tokom уге­

тепа siri, а zona hladjenja smanjuje. Ро isteku угlо velikog inteгvala угете­

па, hladjenju је izlozena jedino zona ~ ~ у о,4334(Ес. Мо је Т = Т u w со 

izrazu (2.23) clanovi koji sadrze Ес u imeniocu Ысе jednaki nuli, ра се 

u svima tackama uvek gradi jent temperaturena telu biti pozitivan tj. celokup­

па okol јпа zaustavne tacke се se zagrevati. Isti slucaj јтасето i kada је 

Tw <" Т(Ю ,odnosno Ес < О. 

Оуј rezultati su u punoj saglasnosti sa istrazivanjima koje је vrsio 
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/ 

У. OJOROJEVIC (74], [851 . 

, .. , " :'. ' , 

Х ... I ~4334 
V Ес 

" . 

4.6. ZADAТI TOPLOTNI ТОК 

Energijska jednaCina (2.3) resava se sa sledecim granicnim 

uslovima: 

( 2.26 ) 

у - Q::J Ј Т-Т со ~ C07Jst. 

Toplotni tok qo (х, t) se za оуај ргоЫет predpostavlja u obIiku: 

q (x,t) = Р (х) R (t) 
о о о 

( 2.27 ) 

Funkcije Р (х) i R (t) mogu biti proizvoljne, klase Ck . 
о о 

Cilj ovog ргоЫета је, da dobijemo resenje vazece za proizvoljne РО (х) 
Ro (t) tj. da izvrsimo univerzalizacijujednacine. Оа Ы to postigli, potrebno 
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је uvesti dva nova skupa parametara 
;':" 

b
k 

yk 
р (1<.) 

gde ј> \ 
Р ех) I a

k = I 
.. ' Ј = 

Р о 

bk = *k RCk:) 
gde R (t) Ro (t) Se(t) z = 

R 
I 

А 

Оуј paгa~гj ~adovol јауаји rekurentne formule: 

Ya.~ = (kf1 -ct.,)a.1< + Q.k'H iii O(.~ 

Z-Ь;/ = (2.1( F., - Ь1 ) p~ + Ь"Н := (6 JI. 

Resenje jednacina trazimo u obIiku: 

" ~~ 
Diferencijalne jednacine za funkcije Х i Х su: 

sa granicnim' uslovima : 

" 

( 2.28 ) 

( 2.29 ) 

( 2.30 ) 

( 2.31 ) 

( 2.32 ) 

Za funkciju Ј.С dobijemo istu jednacinu kao kod termometarskog 
." 

ргоЫета, koji smo уес resili, medjutim jednacina za./t је data sa: 
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( 2.33 ) 

sa granicnim uslovima: 
Jf.~ 

. :Ј[?ј = 1 
*~ 

: 7.С-о. ( 2.34 ) 

~" 
Funkcija Х moze se razviti u red ро parametrima' f

k 
a

k 
~~ •• *~ 

х ;; ХО ('1ј {91(}){ Ь/(ј) 1" f., Ј(1 {'1; {91t),{hItJ)fb~})+ 

"''' 
( 2.35 ) 

+ а'1 J(faJ'1i (9ltJ)f ћк5){Ьк.})+ ..... 

"". ~". *" 
Funkci је '](О) 'Ј(." ~a. se dal је razvi jaju u redove ро parametri-

та gk' h
k 

i b
k 

kako sledi : 

*" "А r(."f·~" 
ЛО .= Је: ('1?) + 91 ~ ('1) + Ь1 Ј{оь ('t]) 1- ..... ) 

( 2.36 ) 

Koeficijenti funkcija dati u (2.36) predstavl jaju u stvari prosta 

resenja posto su svi ostali nelinearni clanovi zanemareni. Vrsimo linearizaciju 

ро parametrima. 

Jednacine za ove funkcije su: 
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F. ..... 
'1 '7/01 -'? А2 .,/'1.0 ) 

gde је Lk I јпеаrnј operator parabol icnog tipa 

L/(lz] : -L Zll -1- 1'> L z' - 2k.Fo Z 
Pr ( А"Ј. А2 

sa granicnim uslovima : 

of." "'* ,t" 1 

'1'f=O . ХО'.1 7{,'" = о :7Соь =: о ) 
о .) о ) 

ttot "'" wttl 

1[-tD : ХоD- О ) Лr/-О Ј 7toh - О, 

( 2.37 ) 

( 2.38 ) 

If tI , '*"~ 
-1):{., ::: О ~ =0 , (а, ) 

"'. f/.'i ( 2.39 ) 
"7(1_0) 4~a -о. 

Sistem jednacina (2.37) izracunat је numerickom integгacijom 

а koeficijneti univerzalnih funkcija t<lbulisani su u dodatku. 

4.7. PRIMER 

Posmatгacemo kгuzni val jak polupгecnika R ko ji se pokгece impul­

sivno sa mirovanja konstantnom bгzinom. Dal је је zadat toplotni tok kгoz zid 
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tela, kojiJe jednak u svim tackama konture kruznog valjkaa menja se vreme-

nom. 

( 2.40 ) 

. . 
Temperatura zida kruznog valjka tj. sopstvena temperatura је data: 

.. c.~ 62 [1Z;(o) .. g, х.'{оЈ .. b,X..s {оЈ + 

"!f . "'* 
+ (.,' h1 Z (о) -г 4 1hf ~a, (о) 

( 2.41 ) 

onda sledi : 

( 2.410.) 

Za valjak poluprecnika R јтасето kod brzine strujanja V 

v (х.) :: 2о.ф sin х, 

У' = [" == 2 .fl...з? COS ~ 
1(, 

gde х oznacava I uk meren od predn је zaustavne taCke. 

Dalje, 
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61<2. 
ћ1 = !2 z* = ~ = !!.. t Q 

)1 1Т Ф.) 
6'Р' =2(vt 

) lТ Ј 

Toplotni tok pгedpostavimo kao Ч (х, t) = р . (х) R (t) 
о .. о о 

,Stavl jajuci izгacunate vгednosti u jednaCinu (2.41 ) јтасето: 

. . 

.0 2 . 2 ~ * * 
7i.p ;:. 1: + 4. Q) St.l1 )(. [-"°(01 + 2.оф "4 t.Q {7.'" {Ј} 

. QI . gcP ~o} т cos х. тr 9' ..1'(,1 О + 

Qbziгom sto је bezdimenziono угете i = %t pisemo (2.42) u obIiku: 

Тр - т оо = 4 . 2 " [Х/Ј{ е{ .,х ( l' " Ј Q~/gCp Sm х, о ОЈ т- lГ 1 О) '0$ Х, +-
( 2.43 ) 

;. 2 с., t гvt 9 Ср [ {Ј{}(о\ + 1..;; (о) вl 1Jl."''' ( " lс ] 

А rтr a~ ./LQ 'Ј тr Ј1, оЬ + тr 1 О) CQS Х 
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Pгoveгimo dimenzi је: 

. .) 

,U jednacini (2.43) pгvi clan u drugom delu desne stгane је 

---

( Reyno Ids-ov Ьго i ) 

'Pгoveгom dimenzija izгaza 

~ [оЈ, 

.sledi 

... 
D1 

·gde је poslednji clan oznacen sa D
1 

i pгedstavlja novi bezdimenzioni Ьгој 

. (2.44) 
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Za slucaj ovog ргјтега konstante su g, с , 
~ р 

.r· ~/2 
С 1 9 Ср н' R. =' ])4 

= .Q Т/г . ГRe-
со . 

Jednac i пи (2 .43) mozemo пар isat i u оЫ iku: 

Тр - Тr.o 
- --- .. - ~ 

.o~/9Cp 
= 4 Si,()2 ~ 1 х; (О) т 8

7r
t A~ (о) cos ;.1 + 

.nosti : 

Za kruzni valjak i spoljasnje strujanje izaberemo proizvoljne vred-

-'R. о:. 10 ст 
.) 

Сј:Ј = 1024 б т /<.р /Ј<р ок 

( toplotni tok sa tela па tecnost ) 

-1500 'R.e '= = {ОООО 015 . 
Ј . 

Bezdimenzioni Ьгој О1 za ovaj ргјтег јтасе vrednost: 

])1:; -{3.402,5. 981.100 = -0)01Т2.3 . 
.3.1 00.225,15.10ОО 
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Koeficijenti univerza/nih funkcija za Рг = 1,0 ргета tabI јсата 

su: 
.. () 

'Хо(о) = , 0,4428 

" 1ЈС1 (0) = -0,0186 
.. ~ 
ЈС:(о) = -1,0444 

"''' ---ЈСоь(О} = 0,4101 
.. ~ 

-(Ј(1 (О) . = 0,0705 

Ove vreclnosti stavimo u jeclnaCinu za sopstvenu temperaturu: 

[0,4428 - .8Ј О 0186 *] + .. ' cosx 

[- 1,0444 + 0,7832 + 0,01795 t cos~] . 

Sopstvena temperatura za razliCita vremena је shodno ovoj jed­

пасјпј prikazana graficki па s/. 1 . Vidimo da se ista тепја vr/o таlо u vre­

menskom intervalu оо t = О do t =1,0. Maksimalna vrednost sopstvene tern­

perature za istrazivani slucaj је postignuta kod x/R = 900. 

4.8. PROBLEM SA ZADATOM TEMPERATUROM TELA 

Energijsku jednaCinu (2.3) resimo sa sledecim granicnim 

uslovima: 
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'Ј = о ) Т=- Tw ( х Ј t) 

т -- Г.С , ( 2.45 ) 

ргј cemu је usvojeno, da se temp",;,;-urska razlika izmedju konture tela i besko­

nacnoscu predpostavlja u obIiku piOizvoda dveju funkcija S(x) i е (t), kao 

sto је to Ыо sluca ј kod zadatog toplotnog toka : 

тw - 7;;;'= S(x) e(t) (2.46) 

Resenje jednacine trazimo u obIiku: 

(rJl. и2. >t 

Т о: ТО() + (Tw - тф)de + ;Је 
gcP ( 2.47 ) 

" ""* Diferencijalne jednacine za funkcije :Је.ј Је' mozemo napisati: 

sa granicnim uslovima: 

L [ie 1 = 

{* [Је] :: о 

" 
~=O 'Је = о 

si 

'1-О:Ј ··de-O 

ftojl 

( 2.48 ) 

.. ~ 
Је = 1 

.) 
( 2.49 ) 

"'/А 

)е, - о Ј ) 

, Funkcija;Je sama za sebe predstavl ја resenje ovog ргоЫета ako 

Ы se zanemarila toplota usl ed tren ја. 

* Za odredjivanje funkcije Је treba resiti sistem sledecih diferenci-

jalnih jednacina: 

( 2.50 ) 

. ~ -.i.. (2 fJ::.() I ;;е.0 -~ 'У.!Ј о 1) _ 2 7:0 il 1'i'- 11 

A~ D О О 0"[.,0 от., 
) . 



sa granicnim uslovima : 
-' 

• '"УРО :. О . спо ) 
.. 

:7е " ::.0 
о , 

( 2.51 ) 
?Ј.- СО 

Оа Ы u оуот slucaju , kao sto је to Ыо slucaj kod predhodnog 

ргоЫета, dobili univerzalne jednaCine, а posto smo uveli поуе proizvodl јпе 

funkcije S (х) i e--(t) neophodno је potrebno uvesti поуе skupove рага­

metara koje сето oznaciti sa tmk~ i {,n
k
\. 

Skupovi ovih parametara su: 

V
{Ic.) S'I<) 

rп~ = S Ј (2.52 ) 

опј moraju zadovoJ jiti i rekurentne formul е: 

( 2.53 ) 

~.OI 

Funkcija;re је data u obIiku гесЈоуа ро parametrima f
k

, gk' h
k

, 

mk i п k па isti пасјп kao sto је to uc јп jeno sa funkci јот Х , ргј cemu ulo­

gu parametara ak i bk preuzimaju поуј parametri mk i nk (dodatak). 

tI.r ... ". 

Sistem diferencijalnih јесЈпасјпа za koeficijente funkcija dl',," ')J'e
D

" ... 

је: 

L 1 [jё01t 1 = 
4 .101 _ 7~O 

А'Ј. 01.0 

( 2.54 ) 

""~ L-1 [1de1 ] = 
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\ i resenja moraju zadovol jiti ~Iedece granicne uslove: 

.". ~j. "''* ~" 
'УЈ = О : 'Је(ЈО = 1 :Jf.1 = О Ло...:: О "dr1 :. О (. ,О, Ц. ) , 

"''' 
) ~1т =0) 

tf.J( 11-" 

't[, -СХ> , : ~OO ... ()) J'fo{ = О) "" ." 0(* ;;ео 7L = О) "iff., ... О) "~fI1.:' О . 
( 2.55 ) 

Ako је T
w 

= const., obzirom sto su m
k 
= О n

k 
= о sistem jednacina postaje: 

, оо ~ 

Lo [Jeo~ Ј : о) 

L1·[2f;,*"1J:. F ~~ -I'f/ _" ЈеО' 
I А2 о ) ( 2.56 ) 

L f [1јё., Ј :. - ~? 1;,07foОI 

~. оО" 

'posto fUnkci је :Јео!) ~/I? otpada ju. Qva ј sl uca ј је razmotren u pog lavl ju 

4.4. (probIem.zagrevanja odnosno hladjenja ). 

'\ 4.9. PRIMER 

,,као u predhodnom primeru razmatracemo kruini val jak poluprecnika 

R koji startuje impulsivno sa mirovanja sa konstantnom brzinom. Data је tempe­

ratura па povrsini tela. 

( 2.47 ) 

gde u = 2 QQ) sin х 

с. [~] ) :2. .s 

s (х) :1 1. 

Э(l:) = C:z.t 

. onda sledi 
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'" э;те I ~ ~OI(O) + 9., Јё:'(о) + {1ћ1 416 '(0) Ј 
() "l "1 = о --- ( 2.57 ) 

n1 ~ fz Ii :: ~ "t .. 4 т о 
. о' С.2 t 7г -;;: ) 1 = ) 

Jednacina (2.57) postaje: 

Као kod ranijeg ргјтега bezdimenziono угете рНето: 



R оТ ----
n~ V'Re (НI 

gcp 

Izraz 
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= _-..,..~C 2.~_12-=-- (ј-
'1 . .Q'D., "'- [20';) 

gcP 

Uvedemo nоуј bezdimenzioni Ьго ј О2 

( 2.58 ) 

koji se razlikuje od bezdimenzionog Ьгоја О1 samo u.linearnoj zavisnosti od 

R . R2 
umesto . 

Коnасаn izraz postaje: 
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gde su: 
.... 
Је;' (О) = - 0)951-5 

11. tI , 

. :Јеоп. (О) ::' - О, ":}520 , 

.. '" 
"de1 ' (ОЈ :: .. ОЈ 129~ 

" ;је:' (о) = q 4293 

----JI. 

"de-4 I (о) ::: ОЈ 2295 

i pisemo 

• 2.* 
+ 2.sl'n Х {с 8 - ... } ([ ,429.3 + -:; t ~2295 cos ~ . 

Imajuci u оуот ргјтеги iste vrednosti kao u ргјтеги 4.7. bezdi­

menzioni Ьгој D2 јтасе vrednost 

D - {О. 981. {О2.46 
2- 73 225'.12. .10:' ::. 11" 195" 

Na sl. 2 prikazane su krive za razlicite vrednosti t uzimajuci 

u obzir Угете щЈvајапја granicnog sloja. Pocetak odvaјапја granicnog sloja 

prikazan је isprekidanom 1 јпј јот shodno jednaCini: 

1,12838 + ; cos~ ао;;, ~t ,f)2б2385 =0 
"'" ;r 
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, -

Vгednost gгadijenta temperatureyaze sve dok ne poCinje odvaja-

nje gгanicnog sloja:. 

Leva stгana izraza (2.54) moze se izraziti bezdimenzionim Ьго­

jevima Nusselt-a, Eckert-a i Reynolds-a kao sto sledi: 

'RgCp 7ЈТ 1 ~-~ 

.о;' v1le ду у=о 
= 9 Ср (.1 ТЈ" . .!L о т I 
й~ V'Re (дт)" ду $'=0 

( 2.60 ) 

~ 

Nu 

onda sledi 

1<.9 Ср 'дТ 1 Nu 
()2 У 'i>e- -;-- ;. ..r;;:;-:: 
oA~ ко џ'! 'Ј=о' Сс.1 'R.e ( 2.61 ) 

onda sledi 
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(ЭТ/дl.J)lJ='О =C.,t je.konstanta i za isti t gradijent temperature пе zavi-

si od x/R. Sada тогато odrediti аТ/д?Ј/ : 
( '7=О 

t 21yt ~t.r::: 
Ct .r=:: 2 С., t I>~ l: ) А, тr "" 1 ) 

A,тr 

В d·• - п t k k ez Imenzlono угете t =R. mozemo smatrati ао te и-

сј STROUHAL-ov Ьгој (Sht ) koji јта znacaj kriterijuma homohronosti (уге­

menski slicnih ројауа kretanja) [86Ј . 

Temperaturski profili za Рг= 0,72 nacrtani su па dijagramima u 

dodatku. Bezdimenzioni toplotni tok zavisi od bezdimenzionog угетепа t 

vrlo malo shodno izabranim parametrima ovog ргјтега. 
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Ргета rezultatima prikazanim па sl. 2 sledi, da се za vrlo kratke 

vremenske intervale gradijent temperature ()T/alj)fj=O ,.. о ,u okolini ta­

cke xjR = 900 biti уесј od nule i toplota се' prelaziti sa tecnosti па telo. Оуа 

сјпјепјса moze se objasniti ројауот vrlo intenzivnog trenja u okolini pomenute 

tacke, posto је ovde brzina па spoljasnjoj granici granicnog sloja maksimalna 

( 2 йС:О ). Ugranicnom slo ju se zbog toga stvara temperatura ko ја је visa od tem­

perature tela i telo sв-zagreva. Ооспјје, sa роуесапјет угетепа, temperatura 

tela ce,se povecati, shodno izabrani~ granicnim uslovima i toplOta brzo prelazi 

sa tela па tecnost u svim tackama kruznog уаl jka. 

4.10. TEMPERATURSKI PROFILI 

Za izracunate ргјтеге 4.7. i 4.9. odredicemo temperaturske рго­

file u razlicitim tackama kruznog valjka i za razlicita угетепа. 

Izracunata su dva ргјтега: temperaturski profil i za zadati toplot­

пј tok i ргоfilј za zadatu temperaturu па konturi tela. U оЬа slucaja Ој (Rё 

је uzet pozitivan, tako da posto ji toplotni tok sa tecnosti па telo (с:?' О). 

1 . Zadati toplotni tok : 

Za dati toplotni tok q = С 1 t јтасето: 
о. 

u2. Jt c:s JI '* '* 
Т= ТаЈ +- Х+ СЈ .ЕЕ Је 

9 СР 70 А 
, i temper~turski profil i slede,shodno (2. ~5 ) 



- 62-

Ргоуега granienlh uslova . 

2. Zadata temperatura па konturi tela : 
. -----... ;/. u2. r 

т = Тф + (Tw - Т<.о) Је + -Је 
. gcp· 

т -Тео .с2 t 7/ 2 " ')о: 
.(22 I - 1.21 / rЛ- + ~ .sin х dC 

со gcp cu9Ср 

slede temperaturski profil i : 

ct =-
F(t) 

~~:;Cp · п.. t /Је: (?Ј) т: i11.("7) + : l '!l. (,?) СОЈ.<' Ј + 

~ 4 sin2
:' [;!ео/) ('1Ј + ~ l it: ('1) COS~.] . 

za D2 = 10 i Рг = 0,72 јтасето 

~; ~., .• lOl [ Је: (rz) r 1,2133 jёo>t("'l) t-2,1>465 i ~ ("1) cos,;' Ј + 
. ео gcp . 

. + 4 sin:J.;' [kD/~) т 2,546st ~-1 (?ј)СО! Х Ј · 
.. 

'т emperaturski profil i za razl је ite vrednosti x/R (od ОО - 1800) 

. i t dat i su za Рг = 0,72 
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4.11. DIFERENCIJALNE JEDNACINE TEMFfRATLJRSKOG 
POLJA 

fIO , 

1. Т ermometarsk i ргоЫ ет (Х ). 

,( ~ о " = [2""/ - F 'УЈ ,..,/О'Ј _ 2 (/'-01/ ()-fll 
А2. ..1'(.0 1 { .tttJ .:го.то 

:.1. [2 f."0I'"'l~tJ _ ~O ";0'] - 2 ~11"g::-;' . 
А2 о . ..1'(.0 1:7 Jr(.o (1 1 

Koeficijenti univer­
zalnih funkcija 

granicni uslovi: 

4. 

5. 

ojf 

:к;,о ..... о 
.) 

2. Dopuna termometarskom probIemu usled 
"'* promenl jivog toplotnog toka (:Је ) 

Ј ... .f .. 0/:. 

-
'1 ,..,ГОI/ +' _11 ..,/:01 

Ј'(.. i=Q?1.л, ',о = О Pr о А2. ( 
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6. 

7. 

8. 

Sa granicnim uslovima : 

ЈЕо .. 

:1(/' = о , о 

." ... '" "'* Ј{' -о 4Ј{' -о 1](':: () 
ОЬ -) "'. -) "а- .Ј 

З. РгоЫет zagrevanja odnosno hladjenja bez 
"01 

toplotl:":!usl ed tren ја (de. ) . 

9. 

10. 

11 . 

12. 

1 З. 
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Sa granicnim uslovima : 

~= о ;' 
"',. 

Jr,1 = О 
о 

.... 
fJr. = О 

.' ., ) 

11-_ 

;к 1. =-0 
ОIJ ) 

4. DoptJ'fiCI ргоЫети zagrevanja odnosno hladjenia' ,. 
usledtrenja (Эte ) • 

14. .i ie° ll + i.. F . ie,0 I = _ $:'()OII2. 
1'г о. R .(J~ о 

15. 
~ .. * I "lP 1 /1 1 F. . '(р .fI f F.. '"71Ј " 

. Рг Ul..o + А" 0'7 CfLD - А2. 0<7(0 = 

16. 

, .. "" =-(2 W"'"o''''''yo _§"t1"'"!LJ ') -2 ~'11J:;'1 
А2 .Ј(, СТС, о стс., . о 1 

Sa granicnim uslovima : 
t' >f 1f 

ffJ:'O) dё;,0 =- О ;;е.1=о 1(ff., ... {) 
) О ) 

.. tI 

" 
"Ј-оо :Је: - о ) .lf:,'1 -о) 1ЈС>. - О ., . 

u radu se ројауl јији diferencijalne jednaCine za funkcije 
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-F. (~; {f/(}, [9~}' {h/(~) 

gde (fk}' {gk~ , {h
k
\ ,{ak~ [b~ ргеdstаvlјајuskuроvерагаП1е-

tara od kojih [fk~ i iak~ zavise samo od х, а {g~,. lhk~ i [ЬЈ sa-

mood t. 

dnaCine 

Uz energijsku jednaCinu dobivene su sledece diferencijalne је-

..... 2-
L IF}=-F. '7"/ 

... ЈЈ ,Н 

L [F}= о 

uz razlicite granicne uslove, gde operatori t i 1* imaju obIik 
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Resavanje ovih diferencijalnih jednacina se vrsi паоуај nacin: 

"'" It F = РО (rr;; [gJ<.J +-f1 ~ ('1; (9"JJfh~~)t- о о о о о 

If" ffo 

Fo :о !=:{~) +- 91.Fr/(~)+-

--- . 

"... ~. JI.~ 

F :о Fo ("1; [9к}Ј{Ь/(.Ј) + -h ~ ('1ј f9~j,thk.J, [p~}J 7-

"'~ 
+- а1 !=.,а,(1]ј fqk.},Zhlt11 fbltJ)+ о о ОО • 

11-,. *,. ... "'.( ",. 
Fo .: F: (?Ј) + 9., Fo (~) t- Ь1 Ј="оь ("УЈ) + 

~.. .~ 

F"q" = h. "F:. а. ('t)) t . О • О О 

ргј сети se zanemaruju svi nelinearni clanovi tj. vrsi se linearizacija ро рага­

metrima. 

Jednacine za koeficijente koji zavise samo od "l u jednom 

i drugom slucaju glase: 
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IH ,f н 

L1[Foo] = А1 FoO 

[

' L.,[1~] = _ Ј... ~O (!О' 
.-А'Ј. О о 

L [ 1 'F.<t Ј "t:"'-41 F." ЈЕо 
., 4са,. ': A'l.:t-() о 

u оуот radu data su resenja ргоЫета ргј zadatom toplotnom 

toku па konturi tela i ргј zadato ј temperaturi konture uz uziman је u obzir то­

plote koja se u granicnom sloju oslobadja usled trenja, ргј cemu se termome­

tarski ргоЫет ; ргоЫет zagrevanja odnosno hladjenja ргј konstantnoj tempe­

raturi tela dobijaju kao specijalni sluCajevi. 

000 ргоЫ ета ko ја su u оуот radu resena data su u izvodu: 
) Ј . 

1. РгоЫет рг; zadatom toplotnom toku : 

()Т +.ц ~ t lf дТ = у с'т + >' (дl.l.)2. 
?Jt ~x ду р/, GIf2. gcp 09 

uz granicne uslove У::. О дТ 
.ду = Сјо Cx1t) :: Ро(х) 'R.o(t) 

lj -(Х) ) Т - "го, t: ('onst. 
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Resenje se trazi u obIiku: 

и2.. * &"" ~* 
Т· ТОО + - х t- О .QP.. Је 

gcP 'о А 

ргј cemu se dobijaju diferenci јаlпе jednaCine: 

50 granicnim uslovima : 
,t 

.'7 = о : ~ =- о ) "* YI~ = 1) 

*" Је - о 

,. 
Funkcija Ј( sama za sebe predstavl ја resenje termometarskog 

ргоЫета. Za пјепо odredjivanje treba ~esiti sistem (S) uz granicne uslove 

uslove 

?Ј=О 

'Уј-ОЗ 

razima: 

* Jf If 
~ol 'Ло"' 1, = 01 "Ј{/ .... 0 . =0 

tJ ) ) 

,. ,. 
~ . 'Хоо - О) ~{ ~f-O. . -о , I 

"'" ** Za odredjivanje funkcije Х sluzi sistem ($ ) uz granicne 

"'If JC,DI::. 1 
О ) 

*k 

: 1t'o0 -й I 

и. р{l<) 
Q./( = V -

р 

If'/r 

Ха" = о 

>1""1 
~ -о, 

) 

~ t4 I "'If I oItf 

:ЈСо/) ::. () ) 1l{1 :. О "Је I =0 
) ) 1а ) 

*k "'* .. ~ 
:Ј{О6 -'--. О, "'Ј(,-О, 4X1(~. - о. 

(ЬЈ su kod ovog ргоЫеmа odredjeni iz-

Т'J{k.) 

Ь ::. Z~I( ~ 
IC R. 

R,(t) ::. 'Ro(i) 6ёа) 
. А 
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Rekurentne formule glase: 

2. ргоы�тm prizadato(temperaturi tela. 

Energijska jednaCina se resava uz granicne uslove: 

) 

T-I~ , :> 

Resen је se traz i u оbl iku : 

)O~ u2..)Е-

Т· Тф +- (Т w - T~) de 1- 9 Ср ore 
" Diferencijalne jednacine su 

L f;kJ t= -7;,~/~ 

[~[*-J = о 

sa granicnim uslovima 

~~ 

Funkcija;Je sama za sebe predstavl ја resenje ovog ргоblета, 

ako Ы se zanemarila toplota usl ed tren ја. 

'" Za odred jivanje;re treba resiti sistem ($) uz granicne uslove: 
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~ 

;Је: .. () 
~ 

dt;," - О) 

If>l ** 
а za.~ sistem (S) uz granicne uslove 

"1=0 

: 
~.t .".t/. -'01 

J'f"o = О) 7fo1:& О) ~", :: О Ј 

Paгametгi u оуоm slucaju glase 

с'. (1<.) 

Ь '" Z~k. џ 
IC. е 

Rekuгentne foгmule ostaiu iste. Ako је Т = const., zbog 
. f#:I w .. '" 

bk = О iz racuna otpadaiu funkcije ЈеО6 i Z_ . 
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8. DIJAGRAMI UNIVERZALNjH FUNKCIJA 

TEMPERATURSKOG POLJA 
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9. DIJAGRAM! REZULTATA PRIMERA 

51.1. ZADAT TO?LOTNi ТОК 

51.2. ZADATA TEM?ERATURA NA ZIDU 
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11. TEMPERATURSKI PROF!L! ZA ZADATU 

TEMPERATURU NA ZЮU TELA ( Рг= 0)72) 
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12; REZIME TEZE 

U оуоте radu је data metoda proracuna nestacionarnog tempera­

turskog granicnog sloja ргј 'атјпаrnот strujanju nestisljivog fluida. Poznato је 

da se 'uopste ргј strujanju nestisl jivog fluida i ргј relativno malim temperatur­

skim razl ikama ргј-к6 рта se gustina fluida i viskoznost mogu smatrati konstan- . 

tama, brzinski granicni sloj moze izracunati iz јоопасјпе kretanja i jednacine 

kontinuiteta nezavisno od temperaturskog, а temperaturski se zatim uzrazlici­

te granicne uslove izracunava koriscen јет уес dobi jenog brzinskog роl ја. 

Smatra se da је ovakav пасјп proracuna temperaturskog granicnog sloja prihva­

tl јју, ako temperatu~ske razl ike пе prevazilaze ..., 500 с. 

Za proracun temperaturskog granicnog slo ја se u оуоте radu ko­

risti brzinsko роl је dobi јепо yiseparametarskom metodom М. DJURIC-a. Kod 

·te metode se uvodjenjem tri skupa parametara, od kojih jedan zavisi samo od 

poduzne koordinate granicnog sloja, а druga dva od vremena, jednaCine nes­

,tacionarnog laminarnog brzin,kog granicnog sloja nestisl jivog fluida svode па 

univerzalan obIik, ako se brzina па spoljasnjoj granici granicnog sloja moze 

predstaviti u vidu proizvoda qveju funkcija, od kojih јесЈпа zavisi samo 6d ро-
1 

duzne koordinate, а druga sa~o od vremena, sto је prakticno najcesci slucaj 

/ i zato пе predstavl ја ЬНпо ogranicen је opStosti. Тiтe је stvorena mogucnost 

da se univerzalna jednacina granicnog sloja resi jedanput za uvek. DJURIC 

је пјепо resenje predstavio u vidu reda ро parametrima i pokazao da vec tako­

zvana prosta resenja, koja se dobijaju ako se izvrsi linearizacija ро parametri- .. 

та, kod klasicnih ргјтега kretanja cilindra trzajem јlј konstantnim ubrzanjem, 

daju zadovol javajuce rezultate . 

. Osnovna teskoca ргј ргогасипи temperaturskog granicnog slojci, 
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lezi u raznol ikosti granicnih uslova па konturi tela. Kontura tela moze biti 

toplotno izolovana (takozvani temperaturski ргоЫет) јli па п јој moze Ы;.. 

ti zadat toplotni fluks, koji se џ opstem slucaiu тепја duz konture, а tako-

d је i sa угетепот., U оуот f, • ј је оsnС>'л-': ; ezu I tat proracuna temperatur~ 

skog granicnog slo ia temperat, ',-:а sa1"l'; 

peratura tela. Zatim moze bit; zadata' ko.-, 

ј, takozvana sopstvena tem­

',о јlј рготепlјјуа temperatu-

га па konturi, ргј cemu se т. (.~~ ;),'ауо toplotni fluks izmedju tela i fluida, 

(ргоЫет zagrevanja odnosno hicdjenja) i eventualno опа tacka па kontu­

гј telau kojoj u nekom odredienom trenutku vremena toplotni fluks menja 

znak i koja ргета tome deH konturu u dve obIasti: obIast zagrevanja u kojoj 

toplota prelazi sa fluida па telo ј obIasthladjenja sa obrnutim smerotn prela­

za toplote. Najzad, prakticni znacaj јта i takozvani mesoviti ргоЫет, kod 

koga toplotni fluks zavisi od temperature konture. U I iteraturi se па jcesce 

mogu пасј resEmja termometar~kog ргоЫета i ргоЫета zagrevanja, odnosno 

hladjenja ргј konstantnoj temperaturi tela i to ргј zanemarenoj toploti koja 

se u granicnom sloju razvija usled t'·епiа. Olaksavajucu okolnost ргј ргогаси­

пи temperaturskog granicnog ~Ioja r-' 'lУlја cinjenica da је energiiska jed­

nacina, iz koje se onproracunava, linearnai da se ргета tome moze koris­

titi metoda superpozicije reserja, pomocu koje se тogи kombinovati neka 

prostija resenja ove jednacin~ da Ы se dobila druga resenja koja odgovarci-

ји slozenijim granicnim uslovima. 

U оуоте radu sч data resenja ргоЫета ргј zadatom toplotnom 

fluksu па konturi i ргј zadatoj temperaturi konture uz uzimanje u obzir top­

lotu koja se u granicnomsloju' oslobadja usled trenja, ргј сети se termome­

tarski ргоЫет i ргоЫет zagrevanja odnosno hladjenja ргј konstantnoj tempe­

raturi tela dobijaju kao specijalni sluCajevi. опј ne sadrze nikakve поуе fun­

kcije, ра se zbog toga njihovo resenje dobija ротоси istih skupova parameta­

га kao 'pri'proracunu brzinskog granicnog sloja. Kod zadatog toplotnog fluksa 

/' 

. I 

I 
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iIi рготепl јјуе temperature tela, medjutim, Ыlо је potrebno uvesti novesku­

роуе parametara u сј' ju da se dobiju potpuno univerzalne jednacinegranic­

nog sloja. Тот prilikom је predpostavljeno da se zadati toplotni fluks s jed­

пе strane, odnosno razl ika рготепl јјуе temperature tela i konstantne tempe­

rature па spoljasnjoj granici granicnog sloja s druge strane, mogu, slicno kao 

sto је to Ыо slucaj sa brzinom па spoljasnjoj granici granicnog sloja, predsta­

viti u vidu proizvooa dveju funkcija, od kojih jedna zavisi samo od poduzne 

koordinate granicnog sloja, Q dl"uga samo od угетепа. Ро nasem misljenju, 

оуа predpostavka prakticno пе predstavlja ogranicenfe opstosti posmatranja. 

U оЬа slucaja uvode se ро dva поуа skupa parametaгa, jedan koji zavisi sa­

то od podu~ne koordinate i drugi, koji zavisi samo od угетепа, pomocu ko­

jih se jednaCina te~peraturskog granicn09 sloja dovodi do potpuno univerzal­

П09 obIika, Ыте је stvorena mogucnostnjene numericke integracije, jedan 

put za uvek.-

Izracunato је nekoliko karakteristicnih ргјтега. РГј numerickoj 

integraciji dobijenih univerzqlnih jednacina temperaturskog granicnog sloja, 

izracunata su samo tzv. prosta resen ја, posto ista da ju sasvim zadovol јауа ји-

6е rezultate. 
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Dodatak 1 

1 ' BRZINSKO POLJE 

'Јц тД '(Јц t tf g.u = 2 и + И'дИ +)' (с/'И 
fJt ех, (ју fJt ()ј. f)y2 

,r;;.u. +9z1' ~ О sa granicnim uslovima 
~X еу 

и=О .u==o ~:::O 
;Ј) Ј 

• Brzina spoljasnjeg potencijalnog struianja 

U(X,tJ = V(x)Q(t) 

/ 
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[2' s7l.2. VD..f:/p 
+ >' А 7. Ь С 1 - ~): ~ А 2 ( ~ ~"1 - ~ ~'?) о 

r~ U(XI~[';'{t)!F = V6<)D.~t)§A{f) !F("Zi {fl<}, (g.Mh",i) , 

-{К • vJl-1 d/( V • V"~1 v(~) 
~I( 

AL... ' 2. dV dkV S(.-1 'd(X"/)V 
~ c(f ) .. C~--1)VIl.._:·_- - о/- V 
0х 1<. Ј( dx dx/' dxJl<f") 

d V ~V .dU,{t~) 
.::. (K-.f) y K-2 - L .,..L V/( ~-~ 

dX d.x'" V ax(I(+4) 

fJL .. (;(.-.() ~ ~ f" + .L fll..t1 
, V 

V{k' ~ (K-·{)f"f~ + f"H ~ f{~ 

_ 0.' ~ . r' 
- - -п <11( -1- z" 9U.H + Il - 9 Ir . 2~ 

. IC а, 

,) z:z 9.. 12' 

I 99.1< ".,(' 1 F= ' 
эt :: - 9" Zlf 91( + Z· 9и.н +- Ј.(. Z;- 91{ 

.' ,'dglC' . Qx-f'l +2kPg/( -9191r ~ I 
ot · Zil &: --:Ј/( 

Ј 
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. п 9, '. д:'- z; 

'Јћ/( ::: Jl..h (~"'" ZJ()I = 9';;' ~ђ .. = к. g-;2F ". at к z" z.--

h~Z·=I<.(gfr2F)/)I<= ~ ·;ћ~= ~ 
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--.-
I d L у2уm {1 :о V ~ (.2. = VV ) I d = ) ..... 
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.а у Q ~!J. 

h · 2 ~ot4 
".= а. 21:-
.-. -4.' ••• 
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.А'Ј. ~'?'? +'? F~~ ;-91("-~) - ~f(7:;9k'ЛI( т- ~h".JK):: 

. Jedno parametarsko resen је 

('"Ао c~1 
z~.I.. 2 0Р'ОР =.z F 

)' 

f.,;:. о .). л" == (lF -9 .. ) 9.. \ Ј1 = (2.F +.9 .. ) h1 

_A1~",'1 +'7 F~?"J + 9.,(1 .. ~) -(1f:-<3")9"~9., -(lF't-91)hf~IJ.:: 

~ - f., ђ1 (4 - ~2.,+-~~?'J) . 

. .••...•... ............. ,.. .·8. . .. . . 
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Dodatak 11 
2. TEMPERATURSI<O POLJE 

2.1 . Termometarski Рј'оЫет 

'iJТЭТ (';т ус/-Т v ('ди)2. 
ot т-,ц. ОХ 7- if ау = "Рг () ,:/2. .,.. 9Ср оу 

'дТ 
,АЈ :: о I ду = о 

'у - Сй) Т - ~ = c072St. 

'-ис lJ(X,t)~ = V(XJ.Q(t)~ ,"1= А ~ 

11' = - v'ns; vr _ VQ Бё ~J:r.... . .c.' 
, А ::г, А L rlc ЈI< 

/l.:i 

U~ ~ v~n~ ~ 
Т .. ТФ + 9 Ср , ј{ (~j (fl<j, (9Јсј,fhџ.}) = Тф + gcp Д{'ij/{fk.ј,{9Јсј,[hlC)) 

. аЦ - I'?- А ;) ау = VQ 3"'1'? ,~ 

" '7::0 : Х?] =' о 

" 'iJ-+оо :.:lG - о 
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2.2. ProbIem zadote-j-empel-orure 
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_ (ZF-q .. )91 +92-
л1. 



Za Tw = const~·: 

. Razvijanjem u red ро parametrima sledi: 

.... .Ј + 

. f-]:!J. [ "'Ј( It" Z. rt 1( } 

+ А21 . ~+.I, ~ + {/ v;:;, + .. --}{ de.O?J +- f.,1e,~. + (., '7е",ФЈ + ... "-

_ (2.F -9.,)9'1 +9~ [ie +r jt + 1'1tft~~~., + .... }.., 
~ 09., Т".. "91 71 .... ;Ј 

_ (2.F +-9.,) ћ., 

А" 

>111 >tJ( Ј(Ј( f "'( . 
'VJ:) 'УР () ""i'.o 2 7/) 11 . 
t71..() = Q(.o + 91 cтr" -t 91 07..D + . . . . .. 

)()( Х)( "'1( 

"t.? с: h 4~ + h 1"1 "-"'0" +- .. . о о •• UL ., 1 .,., 7'1 г:л " 

._',' :". " 

, r" _.-'~ •• ,,' '..:,,~,,;~~;_;~,~;~~~'i5~-: 



- ј "о>,Ј ,О, 

Ј(" ":>("}' !I:( >(" } .f ()II 11f ,r" "7.0/ 11 - {'Ј! + 9 de, -}- ... " i- '!L (F + 9 F.: t ' .. ) 1 dP + 9 or. t· .. -prL.o ., (') А2\О." 'о" D 

(2 [:0 9,,'~ . , .. ,) 1 ~o ,1 , 1 _ 
- <11;0 +- " ••.. Ј - О . А'Ј. . 

" .. , . , (/l) 

, . . . (2) 

~r [ h" 1~ 11 + ..... } + "1 ~o t Н" {h 4~ё I + ..... } _ ,., ~_-A2 "JV"'i 

2 Fo $o.f. h { .:'" } 
- - .fit> h 1 = -.L!.L !Ј:"(') ОЈ- • о' •• } r ;:;'00 I ./- •.••. 

А'Ј. <Т\.of А'Ј. (') ... "'\'0 • , 

rt;=O 

Nastavak za Т = Т (х, t ) 
w w 

._ (2F -t-g.,)h., .;)1 L _ (2F -'lt .. ) '1111''1'12 Је t =0 
. А2 "/,. Щ , ~a. 1'У1., . 

,( JI.>/ F " rI h f(- :Jt .t ~ ЈС :( 

"Р,. le"m"l"1 t '1Ј АЈ. dt1m 'r! - ;" rJ.O,? (Jfo - д2 Је1т, -

:.. (2.F-g1)9,,+92~: t' 12.I=+-q1)h1 '(.( 

А 7. ctt.'I"М91 '" - А 70 'Је 147а. ь., f 

(1 F - 111) 111 -1- n~ ~. > =- о 
, А'Ј. . . 1/)""1'1,, 



1(:1. ЈС.я 

deo = 'Јео ("1 i {9k ~, {'i1.Џo) ,.-р,. ) 
"JI ">1 . 

Јс1 ... or1(~i{9IcJ,{h~~,{'hfl)i?r) 
ј(Ј( "Је 

(J(tm -. de"m('r}i {9kJI {hl<.J, {11 JI.) i ~r ) 

----, 

:" хх 11 . !=о JC~ I 2 FroJf."';: Ј Х:I О -;Је + fJ') 7р 711 •.•••• (3) 
'Рг оп "/ A.z. <Те O')Z, - A'l. ",n.;;:;:: '71.-0 • 

..... .,' (4) 



2.3. Zadati j'oplotni tok 

/ 

.' 
о.: >'0( 

"J-~, /. 7:Z-o Ј JZ --"'? ОЈ 
.~ .~/:~ ~~~, • о' 

CfOCXlt)",~7 "Ро(х) 'Ro(-c) ) 

-r.()l, f:j~6',;&!=l' (><). 1<.(1:) Ј 

о;:) 

·,----.;;...:-- L 11 џ.' fk I 
,,=-1 

оТ . оС" ' 
-:: P'R.~ -р ot '. 

~ ! 

I 
i " l' , 
! 

. i' 
" 
" I 
I 
I 
1, 

l' 
I 
1: 

\: 

\ 



'/ to је isti 

р' a,::V­
р 

>cZ 

~ ъ~= ~, Ь.,ъ/ == (2FJ<. -ь,,)ЬК+ОI(.Н:=:Р,, 

ali sa raz!icitim 9гапјспi~ uslovima. 



I 

---ZAHVALNOST 

f.utor izrazava punu zаhvаlпоst za savete prilikom ргјргетапја 

prvog dela ovog rada Ог. М.Ј. Djuricu iz Matematickog Instituta u Вео­

gradu i docentu Ог. у. Djordjevicu sa 'Masinskog fakulteta Univerziteta u 

Beogradu za ротос u priprernailju teze ј za programiranje iednacina za 

numeгicku in-tegraciju. Takodje zanvaljujem docentu Dr. У. Simonovicu 

sa Masinskog fakulteta Univerziteta u Beogгadu za progгamiranje nekih 

diferencijalnih jednacina. 

Institutu "Кiгjlo Savic ll u Beogradu zahval jujemza koriscenje 

elektronskog digitalnog ra6unara NAТlONAL ELLIOTT 803 kao i dipl. 

таТ. R. Gavricu za izvodjenje masinskog rada. 

' .... 

(. 

i 
1. 
Ii 
Ј' 

1I 
l' 
'1 

'1 
1, 

(1 

li 


	scan_001
	scan_002
	scan_003
	scan_004
	scan_005
	scan_006
	scan_007
	scan_008
	scan_009
	scan_010
	scan_011
	scan_012
	scan_013
	scan_014
	scan_015
	scan_016
	scan_017
	scan_018
	scan_019
	scan_020
	scan_021
	scan_022
	scan_023
	scan_024
	scan_025
	scan_026
	scan_027
	scan_028
	scan_029
	scan_030
	scan_031
	scan_032
	scan_033
	scan_034
	scan_035
	scan_036
	scan_037
	scan_038
	scan_039
	scan_040
	scan_041
	scan_042
	scan_043
	scan_044
	scan_045
	scan_046
	scan_047
	scan_048
	scan_049
	scan_050
	scan_051
	scan_052
	scan_053
	scan_054
	scan_055
	scan_056
	scan_057
	scan_058
	scan_059
	scan_060
	scan_061
	scan_062
	scan_063
	scan_064
	scan_065
	scan_066
	scan_067
	scan_068
	scan_069
	scan_070
	scan_071
	scan_072
	scan_073
	scan_074
	scan_075
	scan_076
	scan_077
	scan_078
	scan_079
	scan_080
	scan_081
	scan_082
	scan_083
	scan_084
	scan_085
	scan_086
	scan_087
	scan_088
	scan_089
	scan_090
	scan_091
	scan_092
	scan_093
	scan_094
	scan_095
	scan_096
	scan_097
	scan_098
	scan_099
	scan_100
	scan_101
	scan_102
	scan_103
	scan_104
	scan_105
	scan_106
	scan_107
	scan_108
	scan_109
	scan_110
	scan_111
	scan_112
	scan_113
	scan_114
	scan_115
	scan_116
	scan_117
	scan_118
	scan_119
	scan_120
	scan_121
	scan_122
	scan_123
	scan_124
	scan_125
	scan_126
	scan_127
	scan_128
	scan_129
	scan_130
	scan_131
	scan_132
	scan_133
	scan_134
	scan_135
	scan_136
	scan_137
	scan_138
	scan_139
	scan_140
	scan_141
	scan_142
	scan_143
	scan_144
	scan_145
	scan_146
	scan_147
	scan_148
	scan_149
	scan_150
	scan_151
	scan_152
	scan_153
	scan_154
	scan_155
	scan_156
	scan_157
	scan_158

