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Ovaj rad nastao je kao rezultativiEegodiénjeg
bavljenja problemima primene varijacionih metoda Hamil-
tonovog tipa na ireverzibilne procese u mehanici konti-
nuuma, preciznije, na dinamidki i temperaturski granidé-
ni sloj. On je sinteza i generalizacija dosadasnjih re-
zultata, do kojih je autor doSao, od kojih su neki Stam-
pani [1] , F& » [J] a i saopiteni na XI jugoslovenskom
kongresu za rébionalnu i primenjenu mehaniku. '

Rad je tematski podeljen na tri dela. Prvi deo
obuhvata mesto i znataj varijacionih principaskako u re-
verzibilnim tako 1 u ireverzibilnim fiziékim procesiﬁa,
ukazujuéf na njihov unificirajuéi karakter u pogledu je-
dinstvenog opisivanja procesa iz razliditih oblasti fi-
zike i daje kratak istorijski pregled razvoja varijaci-
onih principa Hamiltonovog tipaf Dalje, u ovom delu rada
4govori se o0 novijim istraZivanjima u oblasti primene va-
rijacionih principa na ireverzibilne procese, koja su us-
'pela da prevazidju teSkoée oko primene klasiéne Hamilto-
‘' nove varijacione formulacije na procesé za koje-se ne mo-
Ye formivati LaganZewa gustina u klaéiénemFsmislu,-daje
se osvrt na direk¥ne metode varij&dionog racuna i navode

se elementi teorije landanih sistema.
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U drugom delu fada obuhvaéena je primena jednog
novog varijacionog metoda Hamiltonovog tipa, koji je for-
mulisao B. Vujanovié - varijacioni metod islezavajuéeg pa-
rametra. Iz ove varijacione formulacije izvedene su dife-
rencijalne jednaéine dinamickog i temperaturskog grahiénog
sloja za fluid sa promenljivim fizilkim karakteristikama i
za konvektivno provodjenje toplotg sa viskoznom disipaci-
jom. Dalje, direktnom metodom parcijalne integracije u smi-
slu Kantorovida, dobijene su pribli¥ne diferencijalne jed-
nadine za opdti profil brzine i temperature.

Tre¢i deo ovog rada obuhvata reéavanjé nekih spe-
cijalnih problema iz oblasti dinamickog i temperaturskog
graniénog sloja, koriscenjem v?rijacionog metoda. 04 njih
najznacajniji je problem konveﬁcije sa disipacijom u flui-
du sa promenljivim fizickim ka%akteristikama. Autor nije
nasao u pristupaénoj mu 1iteraéuri ovako kompleksno obra-
djen problem, tako da bi ovaj deo mogli smatrati kao sop-
stveni doprinos autora reéavangu problema stacionarne kon-

vekcije sa disipacijom i promenljivim karakteristikama flu-—
‘ .

ida. !

U toku prouavanja problema varijacionog raduna
i njego#e primene, veliku i nesebiénu pomoé pruZzio mi je
Dr. BoZidar Vujanovié, redovni profesor Maéinékog fakulte-
ta u Novom Sadu, 1 ovaj rad ﬁredstavlja rlod te dugogodié—
nje saradnje. Veliko mi Jje zadovoljstvo da mu ovom prili-

kom, kao veoma cenjenom kolegi najsrdacénije zahvalim.

Docent Mafiinskog fakulteta u Novom Sadu Dr. Djordje
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savetima, pa mu se najtoplije zahvaljujém.

InZenjer ILgon Zakrajiek, saradnik Instituta
"Jo¥ef Stefan" Univerziteta u Ljubljani, vrlo inventivno
i efikasno programirao je refenje sistema diferencijalnih
jednadina dobijenih pri reéavanju broblema, Sime mi je
mnogo pomogao, pa mu se od sveg srca zahvaljujem.

Posebno se zahvaljujem svom bivSem profesoru
Dr. Tatomiru Andjeliéu $to me Jje svesrdno podriad u na-

porima da realizujem ovaj rad.



I UVODNA RAZMATRANJA

l. Mesto i znadaj varijacionih principa u me-

hanici. Ve¢ od trenutka kada su prvi put bili formulisa-
ni, u svom rudimentarnom obliku, varijacionim principima
mehanike pridavao se veliki teleolosko principijelni zna-
¢aj. 04 samog poéetka nauénicima Je bilo jasno da se radi
o jednoj formulaciji koja u sebi sadrii, sa jedne strane
moguénost da se fizicki, a specijalno mehanidki procesi

- sintetizuju tj. svedu na kompaktan oblik, a sa druge stra-
ne uzme u obzir globalnost procesa u prostoru i vremenu u
kome se proces deSava. Evolucijom klasinog varijacionog
racuna, a specijalno pojma varijacije, varijacioni prin-
cipi dobijali su sve viSe u znacaju. Ovo speéijalno iz
razloga §to je vremenom postalo jasno da varijacioni prin-
cipi imaju unificirajuci karakter, tj. da se razne dispa-
ratne oblasti fizike, tehnike i-drugih nauénih disciplina
mogu opisati sa jedinstvenog stanovista, varijacijom odgo-
varajuéeg akcionog integrala.

Tokom ovog veka, pronalaskom direktnih metoda
varijacionog raduna, varijacioni'principi jos vise dobi-
jaju u znaéaju, Jjer se preko njih moze do¢i do iscrphih
informacija o odvijanju jednog procesa, i to kako kvali-~
tativno tako i kvantitativno. Radi se naime o Cinjenmici
da se ispitivanjé“unutraénje simetrije odgovarajuéih ak-
cionih integrala moZe doéi do dragocenih informacija o
nac¢inu kako se proces odvija u prostoru i vremenu, da

se pronadju njegovi prvi integrali i zakoni odrZanja,



invarijante kretanja i td., bez poznavanja "konalnih jedna-
gina kretanja". Ovaj vid varijacionog ispitivanja procesa
vezan je za radove Emi Neter i danas je jedna od najprime-
njenijih metoda u kvantnoj mehanici pri studiji osobina di-
namike simetrije elementarnih &estica.

Drugi pravac u varijacionom ispitivanju fizickog
procesa sastoji se u kvantitativnom dobijanju informacija,
odnosno dobijanju resenja odgovarajuéih diferencijalnih jed-
nadina fizickog procesa iz Hamiltonovog varijacionog prin-
cipa. Ovaj pravac istraZivanja zapocet je u prvoj deceniji
ovoga veka radovima Valtera Rica,a nastavljen od strane
Galerkina, Kantorovic¢a i mnogih drugih. Ovaj pravac je do-
bio u svom znaCaju primenom u reSavanju sloZenih nelinear-
nih problema fizike. Poznato je, naime, da opSte metode
nelinearnih procesa, u strogo matematilkom smislu, do sada
nisu nadjene. ReSavanjem nelinearnih problema je individu-
alno, ne poseduje nikakvu opstost. Varijacioni metod pri-
menjen na ovu oblast sa pravom reflektira na izvesnu "obé—
tost", jer se resenja, makar i aproksimativna, dobijaju u
analitidkom obliku i to uvek sa jedinstvenog stanovista,
tj. minimizacijom odgovarajuceg integrala akcije. Ovaj na-
éin biée vrlo obilato koristen u ovom radu.

Treéi pravac u kome su evoluirali varijacioni
principi mehanike, pripada Sirokoj i modernoj oblasti te-
orije optimizacije sistéma automatskog upravljanja. Grubo
govoreéi, u ovoj oblasti se radi o optimalnom izboru pa-

rametara kojima se upravlja sistemom, tako da neki akcioni



integral /energija, vreme, predjeni put , cena koftanja &
Vtd./ bude minimalna. Radovi iz ove oblasti najéedée se
vezuju za imena L.S. Pontrjagina, Belmana, Kalabu i td.

Na kraju vredno je pomenuti da varijacioni prin-
cipi mehanike igraju ogromnu ulogu u novijim pokudajima da
se izvrsi geometrizacija kretanja u klasiénoj dinamici.
Uvodjenjem pojma konfiguracionog prostora, kretanje sloZe-
nog dinamicdkog sistema sa n stepeni slobode, moZe se dd-
vesti u vezu sa kretanjem PO geodezijskoj liniji sa sta-
cionarnim najkraéim rastojanjem u tom.prostoru. Kada se
uzme u obzir da pojam geodezijske linije ulazi u pojam
osnove varijacionog raduna, jasno je da je i ova oblast
mehanike u tesnoj vezi sa klasifnim Hamiltonovim princi-
pom. TeSko je u ovako jednoj studiji navesti oblast fi-
zike i savremene tehnike gde varijaciﬁni principi, spe-
cijalno Hamiltonov, ne igraju znadajnu ulogu.

Namera nam je da u ovom radu prikaZemo prime-
nu Hamiltonovog principa u ireverzibilnoj fizici, speci-
jalno u nelinearnoj teoriji konvekcije, u kojoj ova teh-

nika nije bila do danas primenjivana.

2. Kratak prikaz istorijskog razvoja varijaci-

onih principa. Prema M. Planku [4] , prva narativna va-

rijaciona formulacija poznata u istoriji nauke pripada
Lajbnicu, koji u svom delu "Teodiseja" iznosi tezu da
"0d svih svetova pravi je onaj koji u sebi sadrzi minimum
zla". O8igledno da se ovde radi o istom tipu varijacionog

formulisanja kakvog sreéemo u svom zavrinom obliku u ra-
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dovima Hamiltona. Inade, varijacioni principi mehanike
razvijali su se naporedo sa klasiénim varijacionim ra-
dunom, te ovde navodimo nekoliko vaznijih detalja u raz-
voju ove oblasti.

Jedan od prvih problema koji u sebi sadrzi
esencijalne ideje,koje su prisutne u danadnjim formula-
cijama varijacionih principa, jeste tzv. Njutnov problem
o pronalaZenju oblika obrtnog tela koje daje minimalan‘
otpor fluidu koji ga optife. Ovaj problem je Stampan u
delu "Principia" /1686/. Ako je A koordinatni podetak
/0,0/ a B tadka /i;?/ u prvom kvadrantu, Zelimo da na-
djemo krivu koja spaja tacke A i B,tako da obrtno dvrsto
telo, koje se dobija obrtanjem krive oko Ox ose, trpi
najmanji moguci otpor kada se kreée, na levo, kroz vaz-
duh konstantnom brzinom. Na bazi proétih fizi&kih razma- -
tranja Njutn daje formulu za velidinu otpora u obliku

ZZKPVf/98W7)m1y ’
gde je f gustina vazduha, V brzina projektila i tgV =
nagib krive. Kasnija eksperimentalna istraZivanja su po-
kazala da se velidina otpora data prethodnom formulom ne
sla%?e sa stvarnom vrednoséu otpora, pa ova razmatranja
imaju samo akademski karakter. IzostavljajuCi pozitivni

mnoitelj 2XP V2

, integral koji Zelimo da minimiziramo
/ako razmatramo obidan problem, u kome je kriva oblika

Yy = ‘f(x)/ ,je oblika

Y"yw
?)[ 1oy A%



Kasnije ovaj integral Jje korigovan na sledeéi parametarski

oblik
fyy’
m2+y’

Jedan od sle6301h primera Jje poznati problem
brahistohrone;tj. problem pronalaZenja krive najbrieg spu-
Stanja tedke materijalne talke iz neke tadke A u nifu taSku B.
Ovaj problem je u vidu zadatka nastao godinu dana kasnije od
Njutnovog problema i rpéili su ga Johan Bernuli i njegov

‘brat Jakob, a takodje Njutn, Lajbnic i Lopital. Ovi pro-
blemi reSavani su ad hoc metodama. Posle toga Ojler i La-
granZ 176o0. godine uveli su simbol d , Cime Jje varijaci-
oni radun uSao u svojy modernu fazu. 1774. godine Ojler

je otkrio vezu 1zmed3u m1n1m1zac1ae integrala

= f F [ X, (x), Yy (x)]dac
i diferencijalne jednac1ne
4 0F OF_g
a&'ay “oy

koja je po njemu doblla ime. Ojlerova jednaclina je ista
kao i dinamidka LagranZeva jednadina II vrste za Jedan
stepen slobode kretanja.

Dal ja evoiucija varijacionog raluna vezana je
za imeﬁa Vajer$trasa, LeZandra, Jakobija,a kasnija istra-
%Zivanja za Hilberta, Bolcu, Blisa, Tonelija, Morzea i -
drugih.

Jedan od osnovnih nedostataka u primeni Hamil-
tonovog principa u svim oblastima fizike Jjeste éihjenica
da se on, uglavnom sve do sredine 2o0. veka,primenjivao na
reverzibilne - izoenergijske procese. U éelji da proSire

primenu na nepovratne procese izvrSene su izvesne genera-
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ﬂlizacije varijacionih principa mehanike, koje omoguéavaju
ukljuéivanje ireverzibilnih procesa u varijaciona razma-
tranja. Ova proSirenja o kojima ¢e kasnije biti opéirnijé
govoreno, u mnogim slucajevima predstavljaju'izmene osnov-
nih pravila varijacionog raéuna, koje desto-idu na uStrb
matematidke strogosti. Kao neke od nosioca ovog pravca mo-
Zemo spomenuti PrigoZina, Glansdorfa, Morzea, FeZfbaha,

Sehtera, Cembersa, Beitmana, Bioa, Lardnera i druge.

3. Novija istraZivanja u primeni varijacionih

principa na ireverzibilne procese. Kao 3to je redeno u

prethodnom poglavlju, jedan od osnovnih nedostataka kla-
sicnog Hamiltonovog principa jeste,da je on u svom kla-
sidnom obliku primenjivan na usku klasu problema konzer-
vativnog karaktera. U Zelji da iskoriste prednosti koje
pruza varijaciona tehnika, kasnih pedesetih godina ovog
veka,uéinjeni su pokuSaji da se za ireverzibilne probleﬁe
nadje ekvivalentna varijaciona deskpipcija, koja ée da
posluzi, sa Jjedne strane za dobijanje'potpunog sistema
diferencijalnih jednalina procesa i odgovarajuéih gra-
niénih i poéetnih uslova, a sa druge strane da posluzi
" za dobijanje pribliéhih redenja,upotrebom direktnih me-
toda varijacionog raduna.

 Namera nam je da u ovom poglavlju damo kratak
osvrt na vaZnije ?arijabidne prilaze koji su razvijeni
posledﬁjih godina, Radi jasnijeg izlaganja zadrZzaéemo se
na varijacionom izvodjenju klasidne parcijalne diferenci-

jalne Jjednacline proVodjenja:toplote kroz &vrsto telo,
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ﬂér je poznate, da ova jednaéina ne‘posedﬁjéf@dédvarajuéu :4
Légranéevu gustinu, ¢iji bi varijacioni iivod bio identi-
¢an sa tom Jednadinom. Zelimo,dakle,da iz‘varijacionog prin-
cipa Hamiltonovog tipa izvedemo jednalinu : |

Y Si=a-h

gde je T (x,%t): temperatura; t - vreme, x - Dekartova ko-
ordinata; a Je koeficijenat temperaturne vodljivosti. Kao

gto je redeno.nije poznata LagranZeva gustina

L, T’ at ax)’

koja bi preko Ojler - LagranZeve jednacine oblika
oL _9 OL_Q 9L .

/5-2/ Or Bt 97t Ox OTx 0

dovela do jenadine /3.1/. Naravno, jednadina /%.2/ je ekvi-
valentna sa Hamiltonovim principom 4 I = 0, &ije je dejstvo
oblika ,

/3.3/ I-—I[{L(z‘, x,g{,gg)dxm‘.

Navodimo ukratko neke vazZnije formulacije koje na sledeli
naCin prevazilaze teSkole o kojima je red:

a/ Glansdorf - PrigoZinova formulacija - teofija
lokalnog potencijala. Prema ovoj teoriji u razmatranje se
uvode dve vrste zavisno promenljivih velicina, u ovom slu-
¢aju temperatura T(x,t) i tzv. zamrznuta temperatura To(x,q),
koja se tokom varirenja izraza /3.3/, ili formiranja jedna-
dina /3.2/, ponaSa kao konstantna velidina. Po zavrdenom
varijacionom procesu ove velidine se izjednadavaju,tj.

34 To(x,t) = T(x,t),
dime se dobija tadna diferencijalna jednaéina /3.1/.

Posmatrajmo Lagran#ijan

psl L=r2F 9Ly
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Zamenonm /3.5/ u /%.2/ imaéemo

30 82

i koriSéenjem uslova /3.4/ dobijamo traZenu diferencijal-

nu jednééinu procesa /3.1/.

Napominjemo da ovakav dualni personalitet pro-
~menljive T nije opravdan ni sa matematicke ni sa fizilke
tadke gledifta. Naprimer, variranjem /3.4/ dobili bi da Je
dm = 0, §to je odigledno besmisleno, poito varijacijach
mora biti proizvoljna u celom domenu Variranja,izuzev gra-
nica. Medjutim, opravdanost ovakve radnje tolerise se, Jjer
se dobijaju,kako tacne diferencijalne jednaéiné problems ,
tako 1 visoko tacni rezultati, direktnom metodom varija-
cionog racuna, Sto ée biti pokazano u iduéem poglavlju.
Ovaj princip Je primenjen na vrlo Sirok kompleks raznih
problema fizike, a naroéito u ireverzibilnim transportnim
procesima. i pokazao je da se pribliZne metode mogu vrlo
uspesno primeniti na razne nelinearne problemé mehanike
kontinuuma i hidrodinamicke stabilnosti. Bez pretenzija
na iscrpnost navodimo neke vaZnije referencije u kojima
je ovaj princip primenjivan. [5] , [6] , [7] ,,Pﬂ » [l .

ol » Y , pgd , 13 , R}, R, pel , b7
8] , 9 , ld , [21] . |
b/'Varijgciona formulacija konjugovanih promen-
1jivih. Beitman Jje 1929. godine, a kasnije Slateri, Morze
i FeSbah i njihovi udenici, primenio jedan varijacioni
princip [22] , [23] , [24] , u kome. figuriraju dve vrste
promenljivih i to realne promenljive, temperatura, priti-

sak, brzina T, p, v i njima konjugovane promenljive ve-

Zaon ”:y\
-~ ,h‘-‘g.\",
T S t
g ¢C’/‘ ‘ol
E 5. ©f
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liéine ™, p* i v’,.koje su u pogledu vériranja potpuno

ravnopravne sa realhim fizilkim velidinama T, p, v , ali
nemaju odredjenog fizickog smisla. U isto vreme, obe gru-
pe ovih promenljivih ulaze u LagranZevu gustinu problema.

Naporedo sa jednadinama Ojler - LagranZa

oL_92 9oL_0o oL
a7 "ot art 0331 67’:1

36/ oL_0 0L_J L._o
ap 5’2‘ aﬂ 6~T¢ D

. o OL 8 aL 0
%6&61& &x,a ,

/i=1’2,¢0'ooc, Il/

uzimamo i jednadine sa konjugovanim promenljivim

oL O dL 9 oL -0
or* Ot O7¢* T ox; O
A7/ aL 3. 9L_d oL
* "Bt 0p¢ Oxi Opt,

2.3 A _,
V" OF dn 2 ry”

/i=l,2,......, n/

Napomenimo da Jje formiranje Lagranzijana za
‘konkretne fizidke sludajeve jako oteZano postojanjem ovih
dveju vrsta zavisno promenljivih. Takodje,velike tedkoce
pri praktiénom radu zadaje Cinjenica da nam u vezi sa ko-
njugovanim promenljivim nisu zadati nikakvi ni granicni
ni.podetni uslovi, pa smo u velikoj i.ozbiljnoj nedoumici
kako da postupimo u sludajevima kada imamo posla sa kom-
pleksnim fiziclkim problemima, kada ima viSe fizickih pro-

o .h - ] . * b
menljivi, kada Jje problem nelinearan i ima slozene gra-

naXna el aAara 1 +A Nannmindiamn +alradda Aa 428 Traninconimi



gistem Jednaéina koJdi sadrZi promenljive T: p: Q: u into
vreme spregnul i sa realnim fizidkim promenljivim, Hto

jo& vifie komplikuJe ionako snloZenu aituaciju. Ipak, upr-
kos ovim teikoioma, oval princip Je primenjen u slofienin
aituaci Jama strujonja viskoznop, fluida oko nfere, n re-
zultati dobijeni ovom metodom su u vrlo dobroJj saglacnosti
na rozultntima'dobijonim ckeperimentalnim putem /Slateri/.
Nn kraju prika%imo na naflem primeru linemmu?:provodjonjn
toplote kako se dobijaju diforenoljalno Jodnacinc procesa.

- Posmatrajmo anranzijan

d@f aorar*
Zamenom /).8/ u prve od jednn01na /3.6/ 1 /3.7/ dobija ne:
0/’ a%r
5x
f39/ ar, o
ot ar .

Prva jednacina /3.9/ je korektna diferencijalna
Jednadina procesa /%.1/,a druga Jje parazitska Jednacina
bez neckog, odreéjonog fizickop, smisla. |

¢/ Biov princip. M. Bio je razradio metod koJji
omoguéava. da ae zadaci iz provodljivosti téplote raznatra-
Ju analogno'zndacima mchanike. Razmotrimo matematiku for-
ﬁulnciju problema. Uvedimo pojam o polju vektora toplotnoy,
fluksa ﬁ ‘ko3i mo¥e biti izralen kno funkeija generalisa-
nih koordinata,éiji broj zavisl od brojn stepeni slobode
histcma, |

A=A, - 2it).

Brzina promone'voktora-ﬁ po vremenu Jje gpecifiéni toplotni

fluks - & >
 Je=H=2

ot
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 Oznadimo sa O= T - T,
Iz Zakona o odrZanju energije sleduje da je

c‘p&.—.-div/.-l’ ’ .
gde su ¢ i p - specifidna toplota i guéﬁing& Bio jevuveo
termodinamiéke analogije potencijalnoj éhérgijg; disipa-
tivnoj funkeiji i spoljadnjoj sili.

. Kao analogon potencijalne energije javlja se

funkeija | |

U‘% 261 Qi -

Ova funkcija karakteri¥é toplptno stanje sistema. U:inte-

- .,
. e e

gralnoj formi bicle
U 2
U=5;fc~pe»dv- |
Disipativna funkcija karakteri$e nepovratnost
procesa i1 njena kvadratna forma analogna je formi dobi-
jenoj u mehanici tj.
Lya b d
D"Z‘Zaiin‘lk ‘ )
Uvodeéi oznake uobiclajene u fizici dobijamo integralni
irran ﬂz. . e
D=L(L oA dv .
| vak (af)
Pod silom se podrazumeva temperaturska sila jednaka
' ﬁ:f@ﬂé-'f-’dA-
A a9, .
Pod ovim uslovima Bio-ov princip ima formu Ojler-Lagran-
Zevih jednadina mehanike, za slulaj kada je kinetidka ener-
gija jednaka nuli, |
aQi OQ, ‘ C _
Pokazatemo da je poslednja jednadina ekvivalentna jedna-
dini provodjenja toplote. Razmotrimo varijaciju funkcija

UibD, koristeéi napred navedene relacije. Tada je

SU= [co®86aV =-[B6(aivF)aV.
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Parcijalnom integracijom mornje Jednadine dobijamo :
dU= f dgH. gmdodvyﬂﬁ ITHdA ,
40 f ! 5"’ .dAav.

Posle zamene varijacija u sumu

dU+80=/ 718 .dHdA ,

A

imnmo

S A graa 6+ L 2H)av 20

a $ 0.

;o x5t/
Eako prethodna jednalinn mora biti zadovoljena za sve
vorijacije &1, mora biti

gradt9+ 5—;’7 =0,
ili
cf.@g': div(k gradd),
ot
fto Jje i trebalo dokazati;
llapominjemo da Bio-ov princip nema Hamiltonov
karokter, veé da Je pre bazirvan na LagranZevom principu
virtualnih pomnrnnjé. Ovaj princip bio je takodje mnogo
kritikovan od strane Finlejsona i Skrivena, Jer su ot-
krili da postdji Jedan vrlo Sirok krug problema u koji-
ma je ovaj princip neprihvatljiv. Ipak Bio-ov metod je
vrlo poznnt i cenjen u medjunarodnim razmerama, Sto po-
tvrdjuje i ovaj kratak apisnk referentﬁe literature.
2 I s I ) B 2 I 5 B I 0 B
79 |
d/ Gertinov varijacioni princip zé stacionafne
prob]omo. U priknzu dos adaunjlh varijacionih formu1n01dx
bili smo u ntnnju da dobijemo tatnu diferencijalnu jednn-

dinu nestncionarnog provodjenja toplote u nestacionarnom
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obliku. U principu nema nikakve teSkoCe da se izvedu od-
govarajuée nelinearne jednadine, ngprimer,kada su termo-
dinamidke karakteristike funkcije temperature. Ima,medju-
tim,i drugih varijacionih formulacija €éija se primena
ogranidava na linearne i stacionarne probleme transporta.
Potpunosti radi navodimo jednu koja se pojavila nedavnog
‘i koja je vezana za ime M. Gertina i Tao-a. [34]. Prika-
zatemo ovaj princip za sludaj laminarnog kretanja fluida
kroz cevi &ija jednadina provodjenja stacionarnom obliku

Lasi toplote
glasi:

.,0 "Q‘]. - a——:f O
1310/ : Ox ady’

Ovaj varijacioni princip zasnovan je
na pojmu kontrakcije. Kontrakcija f » g odredjuje se kao
[Frg)(z,%2) =jf (x-3.¥,2)9(3,5.2)df »

o .
za dve neprekidne funkcije f (x,y,z) ig (x,5,2). Po-

kazano je da ova kontrakcija ima svojstva komutativnosti,

asocijativnosti i distributivnosti,tj.

frg=g#f
(F¥g)eh = f (gxh)
(f}g)xh;/xgl'{nh .

Odevidno da je £ ¥ g = O ako je f = 0 ili g = O. Posma-
trajmo dejstvo u obliku |

or . or
fan/ [(r;:[(nna*ay "5y A
Integral /3.11/ odnosi se na prostornu oblast strujanja.
Ako variramo funkcional /3.11/, iskoristimo svojstva kon-

trakcije i parcijalno integriramo imademo:
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[312/ SI(r) = Zf[/’-au ] 67dA+zja oI, 87as ,

gde je C kontura oblasti R,a ds elemenat luka te konture: .
n je kosinus spoljasnje normale na C. Pretpostavljajuéi
da je &7, = O poslednji &lan u /3.12/ jednak je nuli,te
/3.12/ dovodi do |

llaxav—o

dy?

Diferencirajuéi ovu jednadinu po x,gornja jednacina dovo-
di do /3.10/, ¢ime je princip verifikovan.

e/ Varijaciona formulacija Hamiltonovog tipa ss
isfezavajuéim parametrom. Podev od 1970. godine u litera-
turi se pojavio jedan varijacioni princip Hamiltonovog
tipa,koji je baziran na generalisanoj jednadini provodje-

nja toplote obllka
| 77T LT _ a&T -
/3./3/ 3 72 *&F " 61‘2 >

Stara je i vrlo dobro poznata ¢injenica da kla-
sidna jednalina sprovodjenja toplote
sl or-aZl
ima jedan vrlo ozbllaan nedostatak, da se toplotni poreme-
éaj 8iri kroz telo bezkonaé¢nom brzinom. Ovolnaprimeg,zna—x
&i da se dejstvo toplbtnog izvora,koji deluje na telo, ose-
ti na nekom velikom udaljenju trenutno, Sto oligledno pro-
tivredi fizidkom iskustvu. Mnogi istraZivaéi u ovoj oblas-
ti predvidjéli su, joS od kraja prosSlog veka da klasicna j
jednadina provodjenja toplote oblika /3.14/ mora da bude
adaptirana né takav oblik,koji ée u sebi sadriati konadlnu
brziﬁu prostiranja toplotnog fronta. Morze i Fesbah [}5]

su predloZili,da mesto jednadine /3.14/ opravdanije-je ko-

ristiti jednadinu /3.13/, gde je 6 vreme relaksacije,
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Jjedna fizidka konstanta,koja se odredjuje eksperimentalno.
B.‘Boley [55] R izvréfé%uﬂizu ovog problema zakljucio je
da je za najveéi broj Iprakti&nih problema u provodjenju,
efekat konaclne brzineltoplotnog prostiranja u .jednadini ’
/3.13/ zanemarljivo mali, tj. da je jednadina /3.14/ jedna
prihvatljiva aproksimacija jednadine /3.13/. U normalnim
sludajevima koeficijen? temperaturne vodljivosti a je deset

puta manji od kvadratp brzine prostiranja /-9 - c2, gde je

¢ brzina prostiranja talasu/. Ipak, za vrlgzgiske tempe-
rature ,ili za kratke Yremenske intervale, brzina prosti-
ranja moZe da postane vaZan ¢inilac. 1938. od strane Tise
[?ﬂ i Landau-a 1941., predvidjala se moguénost da toplot-
no prostiranje ima talasnu strukturu ;a kona¢nom brzinom
prostiranja. Specijalﬁo kada se radi o teénom helijumu II.
Ovu brzinu oni su naz;ali "drugi zvuk" /second sound/, u
analogiji sa prvim zvukom akustiéne transmisije. PesSkov
13@. , pomoéun jednog:poboljéanog eksperimenta provodjenja,
potvrdio je eksperimentalno ova predvidjanja,ali rezultati
su ostali kvalitativnes prirode. On je naSao da je brzina
prostiranja toplote u teCnom helijumu oko 19 m/s nri tem-
”peraﬁuri od 1,4 K..Kasnije éestgr Je [ﬁq razmatrago mo-.
guénost postojanja drugeg zvuka i u SVrovan ggl;ma i op-
ravdao egzistenciju oblika jedqgéiﬂg /5.154’paz;raqu§i se
na kinetickoj teoriji Bofhana i Grada. |
Bertman i Sendiford Pkd su kritidki razmotrili -
sve ove radove u vezi sa drugin zvu<om u'évrsflm telima 1
zaklju€ili da ovaj efekat zaista moZe da pbstbji. Médjutim,

za njiegovu detekciju potrebno je koristiti super Ciste ma-
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terijale na niskim temperaturama. U protivnom sludaju kod
tehnidkih materijala "drugi zvuk' ne moZe da bude registro-
van zbog fond%skog rasipanja. Dakle, kod tehnidkih materi-
jala u praktiénoj eksploataciji imamo pré disipativno ra-
'sipanje fononskih Sestica opisano jednadinom /3.14/,nego
talasno kretanje opisano.jednaéinom /%.13/.

Koristeéi jednalinu /3.13/ B. Vujanovié [41]

[+2) , [43] naao je tadan Lagran¥ijan za jednadinu /3.13/

u obliku
el Le[4SRIEfa2lyje”t

U sﬁojim radovima Vujanovié je narodito obratio
paznju resavanju jé&ﬁééiﬁe:/}.14/¢mPpi%t6me, da bi se do-
bila jednadina /3.14/ zamenom /3.15/ u Lagran¥evu jedna-

¢inu druge vrste

8L_2.8L_3 3L _p,
o7 of 9 Oz 0Tz

posle deljenja sa@% i posle izvrienog granidnog prelaza

kada Eﬁ+.0, dobije se traZena klasiéna jednalina /3.14/.
Ovakav varijacioni prilaz kasnije je uopSten na nelinear-
no provodjenje toplote i Citav niz problema transportne
teorije. Naravno, pri ovakvoj varijacionoj formulaciji mo-
guCe je primeniti standardne direktne metode varijacionog
raduna sa dobijanjem aproksimativnih resenja.

Autor ovoga rada za svoje proucavanje dinamilkog
i téggraturskog grani¢nog sloja, postavio je sebi zadatak
da ispita moguénost primene ovakve jedne varijacione for-
mulacije na kompleks pomenutih problema, Sto se moZe i

smatrati kao jedan od osnovnih zadataka ovoga rada.



4. Osvrt na direktne metode varijacionog raduna

korificene u ovom radu. Kao #to je ranije releno, razvojem

direktnih metoda varijacionog racuna, varijacioni princi-
pi mehanike dobili su nov podsticaj, jer se pokazalo da Jje
moguée dobiti reéenja raznih problema direktnom studi jom
akcionog integrala. Jedan od najstarijih i najviSe upotreb-
ljavanih metoda Jje Ricov metod, koji se, ukratko, sastoji
u tome da se refienje izvesnog problema,Ciji akcioni inte-
gral znamo, predstavi u obliku linearne kombinacije pbzna—.
tih funkcija,ili nepoznath konstanata. Zamenom ovako pret-
ﬁdstavljenog reSenja u akcioni integral i minimiziranjem
dejstva s obzirom na konstante, dobija se traZeno refenje.
Medjutim, pokazalo se u problemima transporta da upptreba
Ricove metode ne daje dovoljno tadne rezultate, delimiéno
zbog toga §to se radi o jako nelinearnim problemima sa Jed-
ne strane, a sa druge strane pretpostavljeno reSenje u ob-
liku linearne kombinacije nepoznatih konstanafa i poznatih
funkcija u mnogim sluCajevima nije unapred adekvatno -opi-
sivanju datog procesa.

Mi éemo u ovom radu da koristimo Kantoroviccv
metod,ili tzv. metod parcijalne integracije. Ideja metoda
je u tome, 3to se relenje bira u obliku kombinacije poznﬁ-
tih funkcija koje zavise samo od jedne promenljive /rccimo
x/ i nepoznatih funkcija koje zavise od druge promenl jive,
recimo od t. Zamenom pretpostavljenih reéenja u integral
akcije i njegovom integracijom po prvoj promenljivoj X,
dobijemo redukovanu akciju, koja po svojoJ strukturi u

mnogome podseéa na akciju dinamidkog sistema sa kona&nim
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brojem stepeni slobode. Variranjem ovako dobijenog ré%uko-
vanog dejstva dobijaju se odgovarajuée LagranZeve jednali-
ne, ¢ijom je integracijom problem u principu reSen. Na
ovom mestu potrebna je jedna vaZna napomena. Radi se, naime ,
o uvodjenju graniénih'uslova u odgovarajuée varijacione
formulacije. S obgirom da se u veéini slucajeva radi o
parcijalnim difer?ncijélhim jednadinama sa razﬁovrsnim i
sloZenim graniéniﬁﬁi poéetnim uslovima,}svaka od varija-
cionih formulacija,pomenutih u proslom poglavlju,uvodi od-
govarajuée gfgniéne uslove na viSe nacina i to:

i ézblébdr pretpostavljenog reSenja je takav,da su
ﬁhaﬁred“i&dévoljeni graniéni i podetni;uslovi.

b/ Graniéni uslovi smatraju se kao dopunske ko-
naéne ili diferencijalne veze, pa se koristi metod Lagran-
Sevih mno¥itelja. |

¢/ U pretpostavljeno refenje uvode se suvisne
generalisane koordinate, pa se zamenom pretpostavljenog
reéehja u graniéne uslove,dobijaju QOPunske_algebarske
jednadine, koje upotpunjavaju sistem diferencijalnih jedna-
gina redukovanog problema. |

Smatramo da je ilustracije radi potrebno navesti
nekoliko prostih konkretnih primera, jer ée se kasnija iz-

laganja bazirati na direktnoj metodi u formi Kantorovida.

Tlustracioni primeri

1. Prostiranje toplote u kanalu sa nejednako

zagrejanim zidovima.
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Kao primenu Glansdorf - Prigoéinovog'metoda lo-
kalnog potencijala, rediéemo problem o rasporedu tempera-
ture u nestisljivoj tednosti,koja se kreée izmedju dve bé%:
konalne paralelne plode i ima zadati paraboliéni raspored
brzine. Obe ploce su podeljene izolatbrom na dva dela, a
na ovim delovima imamo razlicite date temperature koje su

jednake za obe plode /vidi sl. 1/

lzolator
/T=0 /T=7
SRS L
V, (Xz) Q(X’)
i) X1
Z LR T L L S S
N=0 @ N7
Sl

Pretpostavimo da se toplota sa zida, kojaﬂSe
predaje telnosti penetrira u nju na konacno rastoj:nje
q(xi\,kako je na slici prikazano. Na rastojanju x; = L
dubina penetracije je jednaka polovini rastojanja izﬁe-
~dju ploca. 7elimo da nadjemo srednju tempgratﬁru teénos-

ti kao funkci,jtf};.’asto,janja u oblasti 0= X £ L, 0= X, £ 1.

Jednadina energije ovakvog strujanja Jje (4]

Y 4
fa1] ffpw(xz)g—g 2 /fgé,- ,

a raspofed brzine :
. y'3‘(1~__£££

gde Jje v srednja brzina proticanja koja Jje zadata, a

sr
ostale oznake su ocigledne.



Granicéni uslovi za ovaj sludaj su

O _p za x=0 i x=2(,

5-2’.'/ .

a ostali granidni uslcvi su dati na sl. 1.

Problen /4.1/.sa odgovarajuéim graniénim uslovi-
ma, prema Sehteru, ekvivalentan je sa akcionim integralom
oblika
/4.2/ I—f/g[-—-( z)+fcpv,7‘—— “Jdx,axy .

Temperaturukg profll pretpostavimo u sledecCem
obliku

pel TG FGT S

gde su koeficijenti Qvog polinoma odredjeni iz sledeéih

ranic¢nih uslova
gra %

_Q_ o7
r/ D ={. a._1:202(2‘ X=0,

Zamenonm /4.%/ u /4.2/ dobija se:

l

0k aqe
L= //[4942[’ 2[—"/’/12)4] "Js"“m"—(“ - éd?t,
x[/ 10 -'Cz,,_ 5(_@)4 2(_4)5[_;(7_;_6,:_2_4 T )4 -{—’%)jjdr,drz.
Uzmimo vafijaciju od I po q fiksirajuci q°.
To daje: |

2’ 4 .
oot £ B935S

x L 0o (% _ 2%, Ty 2% (%2 )5 - .
o R G FNE GG Y=y
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Poito je proces variranja zavrien, prema ranije navedenom
) . . . O . o - ’, .
pravilu treba staviti q° = q. Dakle, izostavljajuci indeks®

i integrirajuéi po x5 dobijamo

k 367 31’sr€Cp 223 dq _3%rpco 379 @ @ .
A 4% f ¢ q‘/zaa 4620 dx; {12870 2! da‘,) qd% -

Kako je &I = O za proizvoljne varijacije dq,

jednadina /4.4/ daje sledeéu varijacionu jednadinu

k367 , VrfCo 223 d q'- 388G 379 d g*=0 .
12607 1 4620 dx g2 12870 d.r,

Integracijom prethodne diferencijalne jednacline,
vodeti rauna da su graniéni uslovi q = O za X = 0, na-
lazimo debljinu temperaturskog sloja kao funkciju koordi-
nate X

(_‘L) 02288(1)" 241471 - 7 =0.

Ovde je Npe - Pekle-ov broa koji je u ovom slu-

daju definisan sa;

=20 Yerfcp .
Npe p

Radi poredjenja sa taCnim resenjem definiSimo

srednju temperaturu:

[V,(xz)rdxg
/ Uy (%) ol g

Ova velidina zavisi od funkcije q(*1) na sledeéi

nacin ‘ ;
_ 1592 _25 4
75’”49 2 392G

Nuseétov broj definise se kao:

1 oT
=- <20 ,
NU 1-Tsr axz)xzzo Z
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i1i izraZ%eno preko q
N2 L 1 __ .
YTT g f-Tsr

U tablici 1. date su vrednosti srednje tempera-
ture i Nusé&tovog broja. Vidi se da su rezultati dobijeni
varijacionim putem u dobroj saglasnosti sa rezultatima do-

bijenim tadnom metodom.

Tablica !

x 1 Tsr Nu

2( Npe Tsr | Nu fa&‘nolié_,'] taéno[56]
0005 007 | 528 008 578
0,01 a1t 4,86 013 500
0,025 a2 39 024 4,10

2. Problem konvekcije u blizini zaustavne tadke
[ .
Kao sledeéi primer refiéemo problem rasporeda
temperature,ili raqureda mase fluida,koji struji upravno
na ravou plocu u okolini zaustavne faéke. Geometrija ovog

problema data je na slici 2.

Ay
strujnice
TLJllféLf/v]///L//_L AR AR AR AR AR S A . x

Povrsina podele Povrsina stalne tempera-

ture ili koncentracije
SL.2
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Brzina strujanja fluida data Je izrazom
Y= ax
V2 =-ay /]
gde je a zadata konstanta. Diferencijalna jednadina pro-

blema data je sa
45 - 2Npey9L_9T

/s 5% P oy Byt

gde je Npe Pekle-ov broj, T temperatura ili koncentraci-
ja, @ je bezdimenziono vreme i y je bezdimenziona koordi-
nata normalna na plodu.

Poletni i graniéni uslovi problema su:

' 7=0 za &=0
/4.6/ 7=1 za y=0
-0 kada y-—»oo .

Posmatrajmo askcioni 1ntegral
PR HE ™ o
/il [ 75l 2(55/1€ v

Lako je proveriti da je Ojler - LagranZeva
jednadina
dovodi do jednadine /4.5/, ako smo prethodno podelili
% A o
sa faktorom € , a zatim pustili da 5= o.
Pretpostavimo rééenje u obliku

/48/ 7'=eﬂ%[f&Hx],

gde je - -2
erfc(z)= f————fl? da -

Pretpostavljeni profil zadovoljava sve gra-

nidne uslove /4.6/ ako

f(@—-—yoo , kada &-0.



P

Zamenom /4.8/ u integral akcije /4.7/ dobijamo

4, o 2 4
([ £ [t f32 f—za A o
Ia/[z T—(f_?Npe)%/Jte N gy © arje’ae,

gd.e Je
A= (F2-24e)?

Koristeéi dobro poznate relacije

Lar .
f‘de

[ -2z

j~zx ___7{—_/_/2
o T4

imam ‘g, 2
‘[[.E.L £ e'a'/s %‘
J 2 4 fa Noe )3/2 2 (F2_ _89)/[2] ..__

Dakle, Ogler - Lagranzeva jednalina daje:

[ " ] L £3- £ Npe -
a(f A/pe)-”/z] 2 (F2-LMpe)¥

SSol syl + o
4(f N,,e)% 4 FT L Npe)

Kada - 0,dobijamo sledeéu diferencijalnu jednaCinu
£ -2Npef +2f%=0

Integracijom ove jednaCine dobijamo

f=lik(1-6*%)] "

Prema tome, reSenje naSeg problema je

e

py  T=brtefil (-6 ).
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Interesantno je napomenuti da Je reSenje /4.9/,
tadno reSenje. Ovo tréba zahvaliti sreénom izboru profi-

la temperature /4.8/.]

3. Problem konvekcije sa integralnim ogranicle-
njen.
Kao ilustraciju Bio-ovog varijacionog principa

8iji je matematicki model dat jednacinom

cpge 3—2 |
u prisustvu 1ntegra1npg ogranicenja
to.10/ [cpbdy=1 za x1.
7 A

ReSenje ovog problema pretpostaviéemo u obliku

fatlf G = y<q .

Ovo re3enje zadovoljava vezu /4.lo/. Prema ra-
, :

2cm (+-%) -

nije izlo%eno] teoriji, termalni potencijal dat je izrazom

cf .3 .
/G dy= Scse
Komponenta toplotnog fﬁksa u pravcu ose y Je

3
H=cC f@-dy__f-i!—+—1_
fy 2 Q 2 QJ 4

a disipativna funkc1aa Je

OH |2 1 (aq ¥
Zk (a ) ay jé%'q dx.

jer x igra ulogu nezavisne koordinate. PoSto je tempera-

turska sila definisana na sledeéi nadin

f&(a”) dxdz

JIO

zbog(g-g) =0 ,
y=0

prema jednacini

U, 00,

3q "8« P 95
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imaéemo

Q_5k
zzdr'7cf

Integracijom ove jednadine,s obzirom na poletne

uslove q = O za x = 0, dobijamo:

|/ 7kx .
7<)/ 25

Vrednost funkcije & na granici dobija se stav-

ljajuéi y = O u izraz /4.11/:

G- _ .
2¢cpq

Koubinujuéi prethodne dve jednaline dobijamo

#=_J :
V 28 cpha
Bio je pokazao da se ova vrednost vrlo dobro

slae sa tadnom vrednoZéu,sa odstupanjem od oko 0,5 %.

5. Varijaciona deskripcija klasidne teorije

kontinuuma - ranija dostignuéa. U ovom radu veé je bilo
naglafeno da je, grubo govoredi, Hamiltonov varijacioni
princip primenjen u gotovo svim obléstima reverzibilne
fizike. U isto vreme bilo Jje naglaSeno da postoji vrlo
$iroka klasa fizilkih problema,koji do sada nisu mogli
ﬁa budu obuhvaéeni klasicénom varijacionom deskripcijom.
Namera nam je,da u ovom poglavlju damo kratak sumarni
pregléd dostignuéa varijacionog opisivanja u raznim
oblastima mehanike.

1. Klasicna teorija'elastiénosti.

Na osnovu literature koja se pojavila, &ini

se da Jje teorija elastiénosti najbolje eksploatisana
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oblast klasiéne mehanike u odnosu na varijacione princi-
pe. Cinjenica je da su svi diferencijalni i integralni
principi primenjeni u teoriji elasticénosti, kako line-
arnoj tako i nelinearnoj. Specijalno Hamiltonov princip
vrlo Jje lako primenljiv u ovo]J oblasti, a pravilo za sa-
stavljanje LagranZeve gustine identidno je sa pravilom
klasiéne konzervativne dinamike, tj. LagranZeva gustina
je razlika kineticke i potencijalne energije jediniéne
mase materijala. Iz iscrpnih monografija, kao Sto je na
primer onsa citirana u referenciji [AS] , vidi se da Je
varijaciona tehnika primenjena u svim vrstama naprezanja,
da je lako upotrebiti sve direktne metode varijacionog
raduna za dobijanje pribliZnih reSenja, i da je &ak, Sto
je po naSem miZljenju izuzetak, moguée kontrolisati kon-
vergenciju dobijenih reSenja na osn&vu znaka druge vari-
Jacije.

2. Idealni fluidi

Strujanje idealnih fluida, i ako konzervativan
proces, nije ni pribliZno tako opisano varijacionim pu-
tem kao klasiéna teorija elastic¢nosti. Na ovom mestu po-
trebno je napomeniti da je kretanje idealnog fluida u
Lagranzevim koordinatama moguée u potpunosti opisati
preko Hamiltonovog varijacionog principa. Né?alost, u
svim praktiénim problemima telenja, Ojlerov nadin opisi-
vanja igra prevalentnu ulogu. Medjutim, prilikom ovog
opisivanja nemoguée je naéi LagranZevu gustinu za odgo-
varajuéa tedenja, &ak i za slufaj inercijalnog kretanja

fl:ida.
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Poslednjih godina vrSeno je mnogo pokuSaja da
se pronadje neki adekvatan varijacioni princip Hamilto-
novog tipa za idealno strujanje opstega tipa. Medjutim,
po naSem misljenju ovaj problem nije na zadovoljavajuéi
nadin refen. Kao vrlo iscrpne, detaljne i kompetentne
ocene o tome,na kome se stupnju razvoja ovaJj problem na-
lazi, moZe da posluZi monografija DZ. B. Serina [46] i
rad Seligera i Vitema [ﬂ?} . Ovaj poslednji rad znala-
jan je i po tome Sto se problem pronalaZenja LagranZe-
ve gustine za idealnu tecnost dovodi u vezu sa Pfafovim
problemom, 3to se verovatno moZe dovesti u vezu sa
radovima profesora A. Bilimoviéa i njegovom varijacionom
formulacijom /Pfafov princip/.

3, Disipativni procesi

Na vige mesta u'literaturi.je napomemito da
postoj;“}onzervativni i disipativni problemi kod kojih
je mogula potpuna varijaciona deskripcija u smislu Ha-
miltonovog principa [48} s [49] , [50} .. Med;jutirri, ova mo-
guénost varijacionog opisivanja je sludajna i ne pose-
duje nikakvu opStost. Puno puta, kao u referenciji Pﬁﬂ,
.varijaciono opisivanje je moguée samo uz drastidéno za-
nemarivanje svih inercijalnih ¢lanova, a ponekad se vr-
e i vrlo nerealne fizidke pretpostavke o strujanju, da
bi se odgovarajuéa varijaciona formulacija mogla uspo-

staviti.

6. Teorija lancanih sistema. 1951. godine so-

vjetski naudnik S. Ar¥fanih dao je jednu vrlo interesantnu
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LagranZevsko - {érijacionu deskripciju,koja je u ovonm
radu obilato zastupl jena, te je u glavnim crtama na ovom
mestu iznosimo. Rad S. ArZaniha odnosi se iskljudéivo na
diskretnu dinamiku, specijalno nelinearnu teoriju osci-
lacija. Misljenja smo da je ovde treba izneti u glavnim
crtama,s obzirom da se ona prvi put kod nas prosiruje i
primenjuje na procese,koji se opisujn parcijalnim dife-
rencijalnim jednadinama. Metod o kome je ovde red,Ar¥a-
nih je nazvao metod landanih sistema [Sﬂ. Na ovom mestu
papominjemo da se ArZanihov metod mo%e primeniti na kon-
zervativne i1 nekonzervativne sisteme. 1 to kako holonom-
ne tako i neholonomne. Prema ovoj teoriji, lancanim si-
stemom naziva ée takav mehanicki sistem ¢ije generalisa-

ne koordinate moZemo podeliti na k grupa

411 Qjpr ececen qini , /i=1,2, .., k/

i kod koga moZemo uvesti k parcijalnih LagranzZijana
ﬁi)/i =1, 2, «oe, X/, koji u opdtem sluéaju zavise od
vremena, svih generalisanih koordinata i svih generali-

sanih brzina, tako da jednaline

= == = — =

/i=1,2, eeay kj =1, 2, cc., n;/

daju diferencijalne jednaline kretanja datog sistema.
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Napominjemo da se ova napred ukratko formuli-
sana teorija landanih sigstema, koja se odnosi na dina-
miku diskretnih sistewa, moZe vrlo lako generalisati na
varijaciono opisivanje problema transporta, Sto ée u

ovom radu biti i udinjeno.
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II VARIJACIONI PRILAZ TEORIJI TEMPERATURSKOG I DINA-
- MIBKOG LAMINARNOG,NESTISLJIVOG GRANIGNOG SLOJA SA

PROMENLJIVIM FIZICKIM KARAKTERISTIKAMA

7. Izvodjenje diferencijalnih jednadina vari-

jacionom metodom. Veé je napred redeno da je glavni za-

‘datak ovog rada da se varijaciona formulacija Hamilto-
novog tipa sa isCezavajuéim parametrom, koju je uveo
B. Vujanovié, brimeni na proucavanje dinamidkog i tem-
| peraturskog granicnog sloja. Po ovoj formulaciji, u in-
tegral akcije uvodi se LagranZeva gustina koja sadrii
i jedan parametar koji nema nikakvog fizilkog znadenja.
Kada se prva varijacija integrala akcije izjednadi sa
nulom, dobijaju se sloZene diferencijalne jednadine ko-
je sadrZe uvedeni parametar. Medjutim, kada se izvrii
graniéni prelaz,pri kome taj parametar teZi nuli, dobi-
jaju se tadne diferencijalne jednadine posmatranog pro-
cesa. Treba joS nepomenuti da je ova varijaciona formu-
lacija narodito podesna za direktan metod varijacionog
raduna i to za Kantorovidev metod parcijalne integra-
cije. Pokazatemo sada kako se pomoéquve varijacione
formulacije mogu izvesti diferencijalna jednacdina di-
namidkog granidnog sloja i jednadina provodjenja toplo-
te konvekcijom.

Posmatraéemo nestacionaran, laminaran, ne-
sti8ljiv granicéni sloj sa promenljivom kinematickom

viskoznoZéu ) , koju éemo smatrati funkcijom temperature.
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Uz gornje pretpostavke, uzimajuéi da je strujanje ravan-
sko, dinamidki graniéni sloj biée opisan sledeéom dife-

rencijalnom jednadinom

/721/ Ou , v pBu__14 Op du
| 5t *Vax""ay " fax+5ay"(y

Uvodeéi brzinu U = U(x,t), koja se naziva br-
zina na spoljaénjoj'granici graniénog sloja, relacijom

aU UaU __‘!__QQ_'
ot dx § Ox

diferencijalnu jednadinu /7.1/ mo¥emo napisati u obliku

/2 6U+Uau V.a(.l 5U+UaU 0 vaU
/ ot Oy 90t Ix By( )

Smatrajuéi da je koeficijent temperaturne vod-
ljivosti a promenljiva velidina zavisna od temperature i
uzimajuéi u obzir disipaciju mehanidke energije usled
viskoznog trenja, jednalinu provodjenja toplote moZemo
napisati ovako
/73/ 67’ 87’ 5‘7’ 6(07) gg,_)z.

<9f ay Ty VoY
Jednadine /7.2/ i /7.3/ sa jednadinom konti-

‘nuiteta

5u Ow_
74,
fodl oz 8y 207

omoguéuju nam u principu da odredimo tri nepoznate funk-
cije u(x,y,t), v(x,¥,t) i T(x,y,t), ako su nam date
funkcije U(x,t), V(T) i a (T), i ako znamo poletne i
graniéne uslove. Neka se u trenutku t'= O telo . i fluid

n=laze na istoj temperaturi Tg,i neka u tom trenutku
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ne postoje ni dinamidki ni temperaturski granidéni sloj.
Ako sada telo zagrejemo na temperaturu Tw, koja je za-
data funkcija ili konstanta, formirale se dinamidki i
temperaturski graniéni sloj. Za t» O uzimamo da su br- .
zine 8estica fluida na telu jednake nuli, da je poduZna
komponenta u brzine na spoljasnjoj strani dinamilkog gra-
nidkog sloja jednaka brzini U(x,t) neporemelene poten-
cijalne fluidne struje, da je temperatura na spoljas-
njoj granici temperéturskog graniénog sloja jednaka tem-
peraturi T, fluidne struje van temperaturskog granicénog
sloja i da je temperatura fluida na telu jednaka tempe-
raturi tela T, . Sa ovakvim pretpostavkama imaéemo sle-

deée podetne i granicne uslove:

U:U(x‘,g) V=0 I=7e zb =0 t=0

/75/ u=r=0 - T=Tw za y=0 50
Ju=U(x,2) /=Tw za Y=Ym ¢50 .
Ovdé:jé

/7-50/ ,Xm:f(lf,z‘) , Ym=4(xt) i Im=voo s

sto zavisildd toga da 1i debljinu granicnog sloja kon-
cipiramo prema pribiiénoj teoriji granicnog "sloja ko-
nadne debljine" ili prema tadnijoj teoriji "asimptotskog
sloja". |

Da bi primenili teoriju landanih sistema pri
varijacionoj formulaciji, formiraéemo dva parcijalna

Lapr-n#ijana:
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W_ [ [Oud Qu 2, pdu QAU N\ Y (Qu &
/16/ L= Q2. £ () vl Qe )] QU™

t/%(gg'ﬁgf),

z
/=[BRS GBI (BN ¥ ] S
U prvom LagranZijanu 4 =/A,(x,y3$) je nepoznat Lagran-
Zev mnoZitelj. Konstantni Qépaﬁepar m juveden u izraze
za LagranZeve gustine, qemﬁ nikakvo fizicko znadenje.
Prema teoriji landanih sistema funkcije u,v,T
iMy , koje smatramo "generalisanim koordinatama", pode-
" liéemo na dve grupe. U prvu grupu uzedemo funkcije u,v
;/9 sa parcijalﬁim LagranZijanom L(ly, au drugu grupu
temperaturu T sa parcijalnim LagranZijanom L(z).

Neka su odgovarajuéi akcioni integrali:

t'tl Z‘-Ixn

/78/ L:/ff[“’ atdzdy ,

0 X0
, t:f',x:(
/79/ Iz=f f [ atdxdy -

o % o .

Diferencijalnu jednadinu nestacionarnog ravanskog

strujanja /7.2/, jednadinu provodjenja toplote /7.3/ i
jednadinu kontinuiteta /7.4/ moZemo dobiti po svim pra-
vilima varijacionog racuna iz uslova stacionarnosti

akcionih integrala /7.8/ i /7.9/,tj. iz uslova



/7.10/ §IL=0
/711/ - dI,=0

Pri variranju gornjih integrala akcije mora
se voditi raduna o tome da su prema teoriji lanéanih
- sistema nale "koordihate" podeljene u dve grupe sa dva
parcijalna Lagraniijgna. Saglasno ovome, pri variranju
prvog integrala akcije /7.8/, operacija variranja odno-
"~ si se na prvu grupu fkoordinata" /u,v, %/h /,dok se |
operacija variranja integrala akcije /7.9/ odnosi na druge -
grupu "koordinata" /T/.
| Ako nadjemq varijacije akcionih integrala i
izvr8imo parcijalnu integraciju, iskoristivsi komuta-
tivnost opepacije va%iranja i paréijalnog diferencira-

nja,dobicemo:
z.{

/7/2// / / L duZ?tdxff ]x"aL d‘u/xdfdy,,:[ f aLY é'u d:cdy .

I-( t‘tl .

f / /ﬁéf’ié‘.rz dl"dxf:/- f _Lf"_é‘_ééf’_é.éé"’_i L ety +

Ou gt Quy Ox dux Qy By

m‘ @e{
, ' faz“’_ _é’_.é’éf”_. a o .c?_ ‘9‘()61)dz‘dxdyf
Qv Ot 8 0x 0 Oy O%

f‘ fl F

3" 9 ol 3 " o o1 5 .
dtdxay=0 ,
af, ot Ox, Ox Qe Oy ‘@'ﬂy) # Y
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7_%%" 67/y'"dtdx,« f / / 51‘”6/’[dtdy+f / / j dxdy+

+f f f [aL(”_ 2.0 9 o 5 Qﬁ"}ardfdxd, =0 .

Posto su brzina u i temperatura T odredjeni
na svim granicama izuzev granica x =1 i t = tl, prvi
8lanovi gornje dve jednaline biée jednaki nuli, Jjer je
du=0 &6T-=0

Ako su za x = 1, t = tl iy = T zadovol jeni
sledeéi prirodni uslovi za proizvodne vrednosti vari-
jacija &u, &v i OT

oLy l-_.o ' U’cfu/ <0 ; __3_41'15,,/-0
duxdu w04 x4 ' oy  yesim

/Zﬁa/

57/ OL¥sT [ <0

67':: L 274 Tt t-t’

~onda, s obzirom na proizvoljno izabanu oblast integra-
cije 1 na proizvoljnost vrednosti varijacija éu, 5v,¢y~ y
i 6T, iz varijacionih jednadina /7.12/ i /7.13/ dobija-

mo Ojler Lagran¥eve Jednadine:



- 4o -

- — et e Gt ety S et ey S

ou Ot Ou, Fxdux dy Buy

/7136

T dt—— T —— T ST e

6/" @f 6/4{ 5:(‘ 6/413 d)’ @UIJ

BT 3t 9T dx 9T= & 0Ty

Zamenjujuéi LagranZijane /7.6/ i /7.7/ u od-
govarajuée prethodne jednadine /7.153/ i /7.13b/ dobi-
. : S x/m
jamo posle deljenja faktorom €7 :

Bu,, 0u O _ =0; /naudu =0 6/=0
/714 m( +uaac+7f(7 S5t Ua N, e )du/ " y rydm

ar Q_f #0L_ 1 9a (OTY_ 1y Oy d'/=0' N asrl-0
[ x5y zar dy Cp(ay}2] 7,,¢/”’aac AP

a
fo51 4y (G- G- G- G QB2 (Bt

a o o
nf%‘;’_é.;__’ ) mdj Vai)*ay(v "} e .
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fr1e) %420,

O Oy
, oror, ___[__1__6f2@fv 7] 1 Oa 3R
/7’7/’"&* 3t ax " Fu(5)s iy 7 or o) S Eg ]‘z ey
m@ OT_3r_ 0 _ ;31,1 30 / O 0ol
aza at %z 0y ‘2 arley Oac =~r Yox?
7 Oa Of 2y &2 or &
"Voy 207 / ) gy ( afayaz)

3 g 20,
+a;-[aay]¢0.

Kao $to smo veé napomenuli,varijacionom meto-
dom dobili smo znatno slojenije jednadine nego 5to su
diferencijalne jednadine posmatranog procesa, koje u
sebi sadrZe parametar m. Ako sada izvriimo graniéni pre-

laz pri kome m—0, jednadine /7.15/, /7.17/ i /7.16/
‘postaju:

v, Ou, ,Ou v, (9[1 (9 4
ot Yoz Yoy =5 ax By "@'j)

a1 . a e
af * J ) U)

o"u [
Bx 53' =0.
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a to su diferencijalne jednadine /7.2/, /7.3/ i /7.4/
koje opisuju laminaran,nestacionaran, nesti3ljiv ravanski
dinamicki graniéni sloj i konvektivno provodjenrje toplot-
ne energije, pri &emu su fiziclke karakteristike zavisne
od temperature,a uzeta je u obzir i viskozna disipacija.
Zadnja od jednadina /7.14/ daje granidni uslov

za LagranZev mnoZitelj:

/7.18/ /x,(ac,y,t)=0 2a Y=Ym

~ dok su ostale jednadine identidki zadovoljene.

8. Dobijanje aproksimativnih reSenja direktnin

metodama varijacionog raduna. Za dobijanje aproksimativ-

nih redenja problema transporta pomolu ove varijacione
formulacije,koristiéemo Kantorovidevu metodu parcijalne
integracije. Sustina ove metode je u tome da se unapred
pretpostavi 6blik traZenih funkcija. U ovako pretpostav-
ljenim funkcijama, kao argumenti javljaju se nezavisno
promenl jive velidine i nepoznate funkcije drugih neza-
visno promenljivih. Pri izboru oblika traZenih funkecija
mora se voditi raduna da se zadovolji razuman broj gra-
niénih uslova. Kada se ove funkcije stave u akcioni in-
tegral i izvrsi integracija po jednoj od nezavisno pro-
menljivih, dobija se tzv. redukovani akcioni integral.
Uslov stacionarnosti redukovanog akcionog integrala da-
je nam LagranZeve jednaline posmatranog problema.

7Za transportni problem koji mi posma: amo i

koji je opisan diferencijalnim jednalinama /7.2/, /7.3/
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i /7.4/, pretpostaviéemo oblik traZenih funkcija
U.(X,:Y,t), V(X,y,t)., T(X7Yat) i ﬂ;(xsyat)°
}
Za komponentu brzine u reSenje Cemo pretpo-

staviti u obliku

/8.1/ ux,yt)=U(xt) g, (7)),

'gde Je U(x,t)'brzina fluida na spoljadnjoj granici di-
namidkog sloja, ¢;je;data funkcija argumentéhkoji je

dat izrazom

~

S A
A= f (xt) ’

gde Jje T(x,t) debljiha dinamickog granidénog sloja.
PoSto se oshovne hipoteze teorije dinamilkog
granicnog "sloja‘konﬁéne debljine",ili pak teorije

"agimptotskog sloja"sizraéavaju jednadinama
(1-7-U "y 5.87(!:0 za>y=)’m='7f;oo,
_ potrebno je da funkcija.(n zadovoljava graniéne uslove :
=1, L9 0 za A=Am=1, 0.
" ax
Komponentu brzine v traZidemo u obliku

82/ V=g(x,t) N(A)-P(5t) R(A)

gde funkcije N(a) i R(x) Dbiramo tako da su zadovoljeni

sledeéi uslovi:
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/83 %=N?A)=¢{(ﬂ)7\ . (¢/=§%)
TV =1 i * = m )

ili
/8.5/ M) = f D) AdA +Cy

R(n) =/¢,(A)d]t +Cp .

Zbog granicénog uslova Vv = O za y = O mora biti:
y / Mo)= O
8.6, | Re)=0.
U daljim izlaganjima smatraéemo T, konstan-
tnom velicinom.
Slicéno profilu brzine uvedéemo i profil
temperature, smatrajuéi da je bezdimenzioni odnos tem-
| peraturskih razlika

T-Tw __ ¢
TanTw 2
gde je @, data Vfunkcija odn, pri demu je

=Y .
?._ A(x,t) ’

a Ax,t) je debljina teniperaturskog graniénog sloja.

Profil temperature T moZemo sada napisati u obliku
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/87/ 7=7a¢2(7)+7w /' 7-0-"- 7'oo—7'w.

Kako jednacline

T=7oo / -—a—]:-: za )’=ym=A/oa ’
Oy :

izraZavaju osnovne hipoteze ' teorije temperaturskog
granic¢nog "sloja konadne debljine", ili pak tadnije te-
orije "asimptotskog sloja", potrebno je da funkcijaq,

zadovol java sledeée granicéne uslove :

¢2=/ -g-zz:O zQ /Z:?m-:./"cp .

U ovom radu uzeéemo da su kinematicka viskoz-
nostV i koeficijent temperaturne vodljivosti a linear-

ne funkcije temperature, odnosno

Cl= Qoﬁ(,*BG) )
= L=I= .
rw"‘fco
U gornjim izrazima viskozni koeficijent A i
konduktivni koeficijent B su konstantne velidine. Slu-
¢aj A < O, B> O odgovara zagrevanju a A> O, BL O
odgovara hladjenju fluida.
Pogto je @=7/-®;(7) , za kinematidku vis-
koznost i koeficijent temperaturne vodljivosti dobijamo

izraze:
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V:Vw[A"-A‘ﬂz{Q}] /' A¥=A +1

'a=am[3*~8¢z(q;] ; B*=B+

Oblik‘Lagranéevog mno%iteljg}g napisaemo u

obliku

/68/ Hi=(3(x2)Qr)

gde Q(r) mora biti izabrano tako da budu zadovoljeni
graniéni uslovi /7.1€/.

Zameniéemo sada profile brzina /8.1/ i /8.2/,
profil temperature /8.7/ i LagranZev mnofitelj /8.8/ u
akcione integrale /7.lo/ i /7;11/, é zatim éemo inte-
graliti &lan po &lan po debljini dinamidkog, odnosno
temperaturskog granicnog sloja. Pri integraciji poje-
dinih &lanova moramo voditi rafuna -0 odnosu debljina
dinamickog i temperaturskog sloja, odnosno moramo po-
sebno posmatrati sludajeve A< f i 4) f. Dalemo inte-

.grale pojedinih ¢lanova.

’ 2
j%fgg dy:U:tUtAy—(UUxff'+UUt;€:)A2+%£xfr:___A3 _

Ay =/¢12(/\)dl- , Az =f¢f(«‘)¢f,(«')-7ld7‘ , 43=‘[¢,"’(,\)J_l2d7t '
4 o o



. _47‘__

1, (0ul 2 2 S
f?u(b}) dy = Z{UUx?[A4 -UUchacAs.* 27 Ae

3 m ‘27 ' ‘ [/
/89/ A4=f®¢(x)d7l , A5=f¢f(a)¢,w)tdA,Ae=/¢2(.u¢,2(M’dl :
o ° : 4

fv y 9y dy gUUxAy— 2{"/13 -PUlxAg 1 i‘fff@Afa .
/8/0/ Az = f N )Dy(NDjjdA | Ag fN(.\}qx e A, Ag= fﬁm@wab,mdﬂ ’
4m
/8.11/ Aw= f Ry @)X dAX .
f?Ut *UUx) d)’ = "(UUt‘/'UzUac)folf * (U U #UUR ) f Ags .
' Am Am
Aﬂ '—'/ ¢,I(.h}]dl / Af2'=/¢’(-&) aa

/’ )dy_kul A* A f@(y@,m @]

.12/ Arnf&a(«\)dx :

0

Posto je za sludaj A< f za A<£7T< £, bop=t,

jer Je T = Ty , bile:

f Y , ,
[_@zﬁlg?ri@_dy :f—ﬁﬂ}@fy—dwf-@';—& dy=F(fa),
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| v/ Am.
813/ F(f,a)= a2 c/>,”wdmf Gy X
. & aflf

za ay>f Dbicle:

f%)?@lﬁ/\_’ d)’:Y({,A) ,

gde je

Am '
/8. 14/ 7b(f,A) =/¢’z(.§1\) ¢;2(,\) ax .
[+} .
Definitiv‘no imamo za A< f
j[_..( )dy °"U [A*Aﬁ—AF(f,A)]
a za A>f
17 GU veoU A*A __A
f S5 Pty Y57 [ A4 V(m)] ,
//{,(a“ =L )dy B[ U= - «p}AM #(3(9-Uf=)As,
[/
Ay =5/-¢)1(A) Q.o dit / A/5=/¢,'(,\) QA dA .
Pri ovom izradunavanju kopiééene su relacije
/8.3/ i /8.4-/.-

2F gAY =55y

/8.15/ g = / ®m)rdy
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f U(@T) dy = 7;; UA::: /ﬂalqu(ﬂ_/l
o
ZaA<f

f—u(@x) dy =fe2< UAIF(’( a),

m
| /8.16/ 5(7’/4)'—-0/%(%@ b ) n7dn

Za AYf Je zay)f D, =1, pa je

a £ 4 '
f Qzez.@j’_’ﬂza_" dy=[Bedia 2’ gy —MZ; 2 dy.
o o f

Dakle za A> T

/’U(O’) dy-”"A= Ya,

/817 Yitt,a)=4 [f P (aq) i @ 7'dy +[Bitygtcty
° £/

Za A< T Je

/Vaai-g/d] lo*gAxFy (4,4) + TRPA=R(f,4)

1618/ Fota)=- L j Na)®iw 1y, =+ / Risyduw)dy .

Zaa)f jezayyf v =0, pa je

Td or
fygigy f p97 2= lo'gA<Y; (F. a0t B*0Ax Ry £,0)
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#/a

£
/o Ttnere-f /M0 ity | A 4Rty

4 80 za_r _ QeBl*Ax
757 (o) 5= 2at Pz

/820/ 8= 5/7 ?D;’m an.

Za A< T
(3U) Q_fd = zg_@_i_[A*ﬁg(/,A)-AE,(f,A)},

/82 F3ff,a)= O/ 05;2(747)05;(,,)7(17 ,'5(54}=/é’32(247} Gy D20)297 -

Za A>f zay>f u =U(x,t),%{~.o/pa Je

[ddy 3¢ dy f?’ j@ dy=- Vwé/ ;ozAx[A )"(ﬂa)-A‘/z(f,d)]

| o |
/6.22/ Va(f,4)= /‘2«'2(;47)‘7%'(2)7@ ;

/4
7’4(;,4;) 0% (20)Pe2) P200)797 .
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a
a (0T, -Qul? (B*8, -
3G rasa,

82 Bs ’f ¢imadn , Ba ’j Bq) Sy .

Ovde Jje
. ae ,
@4 A= olg / %m:%‘?’ .

Poto ,je]tm-¥ 1 7m —y'" , Pa zbog /7 50-/

granice Am i7)m uzimaju vrednostl Am=1,00 ; 72m=/ o,

Posle izvrSene integracije dobiéemo redukova-
ne integrale akcije koje) éemo népisati posebno za A< f
izaA)f.

Za A< f redukovani akcioni integrali bidée :

"t

/8:24/ Z} f /Lf(F,.f;.fx, 4,9, ,p,x,m) atdx,
/‘925/ _/‘_/.Lz(f,A,At,Ax,Q,Y x,m) dtadx

sa parcijalnim Lagranzijanima :

86/t = {m[UxUtA; (UU::ft'fUUtf.r)Az-l-U[xft As 4UU Ay~

~ Ui/xfow%inaAs»‘ngxA?-g" f2fg- pUU=Ag +

# ﬂgﬁ;—Am 4 (UUt * UZUx)fo” - (UxUt*UUf}an]..
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Voo U2
2f

—

{A*Aﬁ “AF}A}GI({Zﬁ{UIf“V)Af4 +(3(9-fo) A.I.S ;

2 2,1 22 e
/ﬂ?/Lzs[m[ILﬁ_t_AE_ B,+_79____(_/.24_=£_,c" ¥ EngxF§+L2¢Axa—ci‘:g§§éﬁ%+:

,_y~ Uz‘vf . T2 ) x/m
o2l (0han 05T @asa e

Za Ay £ redukovani akcioni integrali bice:

¢ L :
/828/ ‘j{=f[xl({/f{,{x,AlglV/plxlm)dtdx ,
. 0 Lo
¢t
/829/ G=[ [ Xy(#,8,8¢,8%,9.4,5,m) dtdzx,
0o L .

sa parcijalnim Lagranzijanima :

/5?30/17 = {m{UxUtA, - (UUxfe + Ulkfx )Az +(-_]_2.;.’;’Q[LA3+ zf—UUfo,, -

2
3/, 2 ,
"UZUacfA5 + szf AG + QUU-’CA7" Q(;f.r Ae- ‘FUUJCAQ +
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YU x A

)

10 +( UUg+UUZ) Fc Aty = (Ux Ut + UU ) Ara ] —

Vol /2 /12 2 jn
- —5‘,1 (4" Au-Ay)fe " (P(U=f =) Ay? 3 (9-UF=)Ass |

t

/831 XLz2= {m[—zﬂi—éﬁﬂ,f% Y (ra) + T*gA< Yo (f,8)+

. B2 2
*ECaxF (10) - SE0E By BORAS U R ATh 0]

- 2=k (5%g, - pay) | €7

Razmatraéemo prvo sludaj kada je temperatur-~
ski granidni sloj tanji od dinamidkog, tj. kada jea< f.
Funkcije f, 8 Y 1 i A igraju sada ulogu genéraliéanih
koordinata. Prema teoriji landanih sistema i s obzirom
na veze izmedju funkcija f, g, Y ,(5, i A s jedne, i
u, v, T, i/u, sa druge strane, moZemo smatrati da nam

"generalisane koordinate" f, g,'¢ {3 spadaju u prvu
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grupu,azS u drugu grupu i da su. im parcijalni LagranZi-
Jani L1 i L2 respektivno. Prema tome, pri variranju re-
dukovanog akcionog integrala /8.24/ variraju se funkci-
je £, g, ¥{B, dok se pri variranju akcionog integrala

/8. ?5/ operacija variranja odnosi na funkeiju 4 .

Ako su brzina strujanja i temperatura odre-
djehe na svim granicama izuzev krive x = 1 1 ako su na
granici x =1 1 za t = t, zadovoljeni sledeéi prirodni
uslovi za proizvoljne vrednosti varijacija brzine u i

temperature T :

k32/ OLidgri-0 Qéto’} ‘7~2c5) 25al.0 ,
#2/ ) }f ¢, 7 0k fzfc g At.g a“‘&/z.?

A
¢

onda uslovima stacionarnosti redvkovanih integrala
I, =0
612 =0

odgovaraju Ojler - LagranZeve Jjednadine:

/8.33/ Oy 3_ 0L a8 9O, =0

— St e o —

o7 " 0f &f, Oz of«

B34/ Oli_ 9.0L_8 &i_p
/ / o0g ot O, Ox Oz

235/ OL_ 9 9L 9
/8.35/ oY " Of oY Ox dt<

/8-36/ oL, 9 8l 9 i

— et
et | — s’ o [

—_—t s e e s — T
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Ako unesemo vrednosti parcijalnih LagranZijana
/8 26/ i /8.27/ u jednaline /8.%2/, /8.33/, /8.3/, /8.%5/,
/8.36/ i /8.374 podelimo ih sa faktorom € i izvriimo
graniéni prelaz kada m->0, onda ée Jednaline /8.%2/, /8.%"/

i /8.35/ biti identilki zadovoljene, a jednadéine /8.3%33%/ i

/8.37/ daju:

2 2
/o.38/ - & 1’:51-7{ [4%A - AF] + Uy - Utepy + UrU=As ~

- g}’[ﬁ‘ As + —g—;ﬁf—Aa - L"/? Ao - (Ut #U?Uxc JAn = O

/8.39/ a“ A Z(B*B - BB,)- -——‘-Br T2UA<F; - [29F; -

_ Qo8B 7,2 ‘))Uf »
Ttep » BeBllg UL pr- A&] 0.

Jednadina /8.35/ daje Jjednadinu

(U=f - € )Aw + (9-Uf<)Ais=0,

‘koja ée biti zadovoljena za
. Y= Ucf
9: Ufx.

Sredjivanjem jednalina /8.38/ i /8.39/, posle
zamene g = Uf i Y= U_f, dobijamo:
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(649 2£1,A3+2U (A6-A) Fu #3, (AAA/(%F -A"A,J)—Zf’D‘-/f (A2-Ay)-

- Zfzux(A.s-Aﬂ)fQUxszm:O 7

2
J841] 2BAA, + 208%xF; + 208%Fy + 222 c,,(; L (AF-AF,) +

¢ 0&(334'882 '8*83)f 2Ufo2P, =

Za sluéaj kada Je A)f diféreﬁcijalne jedna-
¢ine dobijamo kao i u prethodnom sludaju, pa postupak
neéemo detaljno izvoditi. Dakle, posmatraéemo sada in-
tegrale akcije /8.28/ i /8.29/ sa parcijalnim LagranZi-
janima /8.%0/ i /8.31/ i iz uslova stacionarnosti akci-
onih integralé dobiéemo diferencijalne jednaéine pro-

blema za slulaj kada jeAdsf.

(6.42/ 23t 2U(Ag-Ag)Fly # Dul A= AF DL~ A°As) -2 *E (k)

“2[2UI (As-Ay) + 2Ux[2A/o= 0,
[843)  28,A0¢+ 2UA ALY # 208% Vs 4 2 TeUE 8 avy p ) 4

ol £2

+ au(BBq"BBz -8”83);#2(/fo2;02 =0
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Napred dobijene . .rencijalne jednadine daju
nam aproksimativna reSenja za kompleksne slucajeve u
problematici dinamidkog i temperaturskog granilnog sloja.
Kao &to vidimo,to Je sistem nelinearnih i spregnutih
parcijalnih diferencijalnih jednadina sa nepoznatim funik-
cijama f(x,t) i A(X,t). Da bi izbegli nepremostive tedko-
‘4e matematidke prirode pri reSavanju ovakvog sistema,
primeniéemo dobijerne jednaline na neke specijalne slu-
dajeve i uproséenije probleme, koji dovode do takvih di-
ferencijalnih jednadina koje praktiéno moZemo iskoristi—'

ti za dobijanje konkretnih rezultata.
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III NEKI SPECIJALNI SLUCAJEVI STRUJANJA FLUIDA I
KONVEKTIVNOG PROVODJENJA TOPLOTE

9. Dinamicki i temperaturski graniéni sloj sa

konstantnim fizidkim karakteristikamg i sa zanemarenon

viskoznom disipacijom.

a/ Stacionarna konvekcija [1]

U ovonm delu;posmatraéemo temperaturski granidéni
sloj na ravnoj plodi konstantne temperature Tw pri lanmi-
narnom,sfacionarnom strujanju nestidljivog fluida kon-
stantne viskoznosti. Smatraéemo da je koeficijent tem-
peraturne vodljivosti konstantan i zanemariéemo viskoznu
disipaciju. Uzeéemo da je brzina U konstantna i da je jed-
naka brzini kojom fluid nailazi na plodu, odnosno U = U_.
Dakle, radi sé)bezgrahijentnom strujénju.

Diferencijalne jédﬁééine kojé}opisuju ovako

formulisan problem biée:

o Oy*
ou , Or
———"/'——":0 ’
Oz Oy

iz kojih treba odrediti tri nepoznate funkcije u(x,y),
v(x,y) i T(x,5), koje prema /7.5/ moraju zadovoljavati

sledeée granidéne uslove



U=2=0 . 7=Tw zQ =0

U'—'Uw T’—'-fo- zQ JY=s00 .

Diferencijalne jednadine /9.1/ i /9.2/ dobi-
jemo iz jednadina /7.2/ i /7.3/, uzimajuéi da su parci-
jalni izvodi po vremenu Jjednaki nuli, da su U = U,,V i
a konstante i da je Ekertov broj ==Z=0 , 3to od-
govara zanemarivanju viskozne disipacije. Konstantnost
Vi a, s obzirom na jednaline kojima su definisani, iz-
raZava se relacijama A = 0 i B = O,

U ovom problemu razmatramo samo slulaj kada je

A«<t. |

Prema tome, pribliZne diferencijalne jednadline
posmatranog problema moZemo dobiti iz jednadina /8.40/ i
/8.41/ unoseéi u njih napred navedene vrednosti. Tako do-

bijamo:
20U (Ae-Aa)ff:c -VAp=0 ,
2Uw Fy A2Ax + 2Un 2 8%f - aBs =

PoSto razmatramo stacionaran sluéaj biée

A . .
= f(x) A=A(X) fx = %}%’Ax = %—)—E , pa gornje jedna-

dine posle sredjivanja postaju .

Y
/g‘?/ 7[ A6 As er ?
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| 8
/94/ AFdA + AFzdf = _2‘324/‘:% (22)az.

Integracijom jednadine /9.3/ dobijamo debljinu

dinamilkog granicnog sloja

/95/ f= y[AifZe l/;;:;'

Ako postoji funkcija P(f,a), koja zadovol java

sledeée uslove:

aP _ . ORP

onda jednadinu /9.4/ moZemo napisati ovako;

/o7 aP =24 4 ( Bijdx .

U sludaju stacionarne konvekcije u fluidu sa
konstantnim fizidkim karakteristikama za 6 = 1 imano

da Je
Tw-T _

L/ A=F,
TW"L (oo

Gornje relacije izraZavaju sliénost raspodele.
temperaturske razlike izmedju temperature na plodi i u
datoj tadki preseka granidnog sloja, i brzine struje u
istoj tadki, i ukazuju na éinjenicu da Jje debljina tem-
peraturskog granidénog sloja Jjednaka debljini dinamickog
sloja,ako je Prandtlov broj 0= 1

Zbog toga se pri aproksimativnim reSenjima
uzima da Je

T=Tw
N TR
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tako da su funkcije Qyu) i®,(p) funkcije istog oblika
0d razliditih argumenata,koje za 6= 1, odnosno za A = T,
postaju identicki jednake.

Prema Karman - Polhauzenu, za profil brzinc

uzeéemo polinom detvrtog stepena

/Q/ ’QD;(,,\) = Iéoak 7\/(,

dije koeficijente odredjujemo iz granidénih uslova

. /b/ U=7=0 za y=0,

iz jednalina koje izraZavaju osnovne hipoteze teorije

dinamickog granicénog "sloja konadne debljine™

/E/ U=l , ggzo za Yy=f,

iz jednaline Prandtla za ravansko bezgradijentno stru-
Jjanje

Ou ,  Ou , you_,0%
At +czaz:+zf&; =7Q§;2,

koja zbog /b/ daje graniéni uslov

Hu
/d/ "5;2: 0 ZQ j:o )
i iz uslova da profil brzine u(x,y,t) i prava U = U,
u bilo kom preseku i bilo kom trenutku,imaju dodir
drugog reda,tj.

. 2 :
/6/ %‘;:0 za y=F.

Iz /v/, /&/, /e/ 1 /e/ zbog u = Uu®r@)

dobijano:
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H=0 , dz@-O za A=0

/98/ A A?
- a 2
cbl", ] F?LE’:O,%%—-O za A=1

Za profil temperature uzedemo takodje polinom

cetvrtog stepena
: K
[F/ P22 =L o0,

¢ije koeficijente odredjujemo iz graniénih uslova

/g/- [= fu( za Y=0
/%/ I=Tw ,ggzo za Y=A
v g;f:o za Y=0
/// _g_;/;:_o za Y=4A |

Graniéni uslovi /h/ izraZavaju osnovne hipo-
teze teorije temperaturskog granicnog "sloja konadlne
debljine". Graniéni uslov /i/ dobijen je iz jednadine
provodjenja toplote

2
O/_ 7‘ Vg-—l- i/ ?

at’ dy Oy*

uzimajuéi u obzir /b/ i /g/, a graniéni uslov

/j/ dobijen je iz zahteva da profil temperature T(X,y,t)
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i prava T = T,, u svakom preseku i za svaki trenutak
imaju dodir drugog reda.

Iz /g/, /i/, /v 1 /3/, zbog T=7s Qpumy + 7w,

dobijamo :
®2=O ) gi@z-:o zQa 72:0
an?
/99 |
¢2=1 A _d__?g_ dz@

an =9 a0 T

Stavljajuéi /a/ i /f/ u graniéne uslove /9.8/

i /9.9/,posle odredjivanja koeficijenata ay 1 by ,dobi-
Jamo: '

Qo) = 2A- 223+ Q4
/9.10/ ?
Peq) = 27m-2mP+ 1"
Za ovako izabrane funkcije je prema /8.5/ i

/8.6/

Ny =L (10221525 +8X°) .
Ny, o (oA )

Stavljajuéi u /8.9/, /8.1o/ i /8.12/ da je Am= 1,

unoseé¢i u njih /9.1o/, integracijom dobijamo:

Ae-As =Q0472 ,

244 = 1,484 ,
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pa je debljina dinamickog graniénog sloja prema /9.5/

v
= 561|/X.
’[5’|/u,,x-

Zamenom /9.10/ i Noy =% (0% 1524+ 82%)
u /8.16/, /8.18/ i /8.23/ i uzimajuéi da je Nm =1

dobijamo ;

f 1_7 A%, 31 A3
=4(% 220 F ~g90 £3 7 15005 ,4),

4
Fo=uf. M 4, 7 4°_ 124 &
2 4( 840 o 1320 £4 75075 7‘5)

Posto funkcija

———- W Ernm——  S— o ST———

P=4(M1 4% 7 A%, 3 45)
840 £ 3960 £° 75075 £

zadovoljava uslove /9.6/, jednadinu /9.7/ moZemo napi-
sati ovako:

A __4____ 7__.._.4_‘_' A —Qé..l’
(840,[ Jo60 3 * 75075 f") 206 35 A7 ax,

ili uvodeéi promenljive Y = % ’

7 37 s a 1
/gﬂ/ d[fgww 3960)"' 75075)/'7] B v dac.

Kako je A< f tj. Y<1 u prethodnoj jednalini moZemo

zanemariti ¢lanove

3960 . 75075
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pa jednadina /9.11/ postaje
/1 d
840y’ 6[7')— 0 Ub'
ili

Yzf df* 2Yy3r24dY _ 156 Q.
dx - 11 U=’

f = 56‘1\/% )

gornju jednadinu moZemo napisati ovako

Zbog

2 AY_ 1 . o MA574
Y% HY X s 1 T 1s6
Uvodjenjem nove promenljive z = V& prethodna

jednadina postaje

az_m .
Z*\Bxd.r o

Integrirajuéiudbbijamoi

e

!
x AZ‘,W)=C.

Ako je X, nezagrejana podetna duZina plode,

onda su podetni uslovi

A=0, Y':O, z=0 ,ZQJC'—‘-CC.,,
pa Jje
3y
o

- 7 .
C= Lo

Sada moZemo pisati

2=t |- (=) 4



Odavde za debljinu temperaturskog graniénog

sloja dobijamo
l/v‘ f
A= 561 l} ( )3/1,

= 0,tj. ako &itava ploda uclestvuje

Ako uzmemo da Je X,
u prenoSenju toplote i formiranju dinamickog i tempera-

turskog granid&nog sloja, onda za A dobijamo

Vm V&

Veza izmedju lokalnog koeficijentsn prelaza

toplote O{x i koeficijenta toplotne provodljivosti k data
3 .
je relacijom :
|f 7‘
Olx = k d
* Too— T\:v Oy ).Y"'O
|

Kako je zbog /8.7/

/0.)’]0[
dobija se da Je

_2 Vm A
/(_1(26‘/ {7-[/;—47—;;

pa je lokalni Nuseltov broj

Nos _a/xr ?Z;VF—V/EI )

/Vbx=:(}369?3: Rex -
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Vrednost liuseltovog broja dobijena tadnim me-

todama refavanja [52] Je
Nuzx = Q3326 VRex -

b/ Nestacionaran temperaturski graniéni sloj -
pojava toplotnog talaSa.[2]

Kao sledeéi primer posmatralemo laminarno, sta-
cionarno strujanje nestisljivog fluida duZ ravne polu-~
be%konaéne ploCe, pri éemu éemo zanemariti viskoznu di-
sipaciju i uticaj temperature na fizicke karakteristike
fluida. Neka Jje brzina potencijalne fluidne struje U
i neka ploda i fluid imaju Jjednaku temperaturu T, . U
tom slucaju imademo samo dinamidki graniéni sloj. Usvo-
jiéemo aproksimaciju da Jje profil kbmponente u brzine
linearan i da je dat prvim élanom Taﬁlorovog reda u‘gra—
niénom sloju. Ova aproksimadija je utoliko tadnija, uko-
liko je veéa vrednost Prandtlovog broja, podto je u tom
sludaju debljina temperaturskog granidénog sloja mala u
poredjenju sa debljinom dinamilkog sloja. Dakle, stavi-=

éemo

| /912/ u= (g; l.‘%/zzj@) y s

gde je z;«@# napon smicanja na ploéi,gju dinamicka vis-
koznost. Napon smicanja za ravnu plocu dat je formulom

Blazijusat

A
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gde Je

913/ K= 03329U~ V-

Iz /9.12/ profil brzine u moZemo napisati

ovako
U = U (DI(A),
gde su
Py = A
- Y
= o
9.1 stile  Lle
/ ll/ 7((::) fG'W K Vi:—

Poveéamo 1li temperaturu plode sa T, na T,
doéi ée do konvektivnog provodjenja toplote u fluidu.
Profil temperature uzedemo u obliku T=lkdugrlv [ To=Tv-To -
Pri daljim izraCunavanjima treba voditi racuna da su
funkcije Py / D2 (1) razliditog oblika.

Temperatura T(x,y,t) mora zadovoljiti slede-

ée granicen uslove:

T=Tw g——IZ.:O _ za Y=0
T=To -g—-’=o za y=2

Graniéni uslov T

o

Granidéni uslov ET_-O za 'y

T, 2273 =0 Je ocigledan.

0 dobija se iz Jjednaline
provodjenja toplote

O, O, »OI _ o0,
51.‘ O:z: Oy 5y2
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'kada se ﬁzme u obzir“da jezay=0 T = Tw = const.
u=v = 0. Ostala dva graniéna uslova izraZavaju osnovne
hipoteze pribliZne teorije temperaturskog graniénog”slo—
ja konadne debljine'

Funkcija ¢ u tom sludaju zadovoljava sledeée

granidne uslove:

D, =1 / %%:o za N =0
®z=0 é—zguo zap=1.

Prema napred iznetim pretpostavkama,pribli¥nu
diferencijalnu jednadinu za temperaturski granidni sloj,
dobijenu varijacionom metodom, dobiéemo ako u jednadini

2
/8.41/ stavimo da je A =0, B=01i F=- é’“f: 0
| 7

Dakle, za naf slulaj imamo :
/9.15/ 28,44¢ + 2 Usnd?AxFy + 2Usd?f<f2-QBs=0;
prema /8.15/ je
- 7 2 )
/ 916/ 8 ‘j @ @'dn =S
a prema /8.16/ |
. .
f1=f ] Prean) Doy’ = sz Andwnidy

/917/ /C% =}l Sé , /' \92 :j(Dz'z()z} 723d72
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Iz /8.5/ je

N =]CD,'(4).7LCUL +C = g—lz +Cy,

pa zbog N(0) = O dobijamo:
Ja18/ Ny = E'ZJLZ.

Kombinujuéi /9.18/ i /8.18/ dobijamo da je

fa.19/ Fe-t4s,.

Iz /8.23/ je!

/920 By = f ety =Ss.

Unoseéi /9.16/, /9.17/, /9.19/ i /9.20/ u /9.15/ dobi-
Jamo

2588t +2UnliBx 1S, Yo 512 1S Ssa=0.

Unoseéi vrednost za f iz /9.14/ u prethodnu jednadinu

imamo : .
921 AKO 42 04, -
/f921/ LR & =+ 2045400,
gde Jje
=S . =St
/922/ , O(z Sy ) 0(7 S5
Ako u jednadinu /9.21/ uvedemo nove bezdimenzione pro-
menljive |
P QK %A— A (O(z/( 13
2mal Yoo V! 2pa

t q (e |5
2048 2ua E: X ‘ﬂ% 2ua
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N

i smatramo da je P = P(F} , dobijamo obiénu diferencijalnu

jednadinu
_up?F) P - 4 p3
g.24 (P-4P*F) L - 1-p3.

Ako T smatramo kao nezavisno promenljivu, onda je jedna-
&ina /9.24/ linearna. Uz podetni uslov P(0) = O njeno
‘reSenje bice

P
4
g25 F:(/-P3) i/i[(—/'?—g—;;)%_ ’
) . 0

¢iji je grafik dat krivom na slici 3.

P

1.0 ~ P=1
0.9 '
0.8 )
0.7 T <
0.6
05
04

0.3 4
0.2 /

AREEES

0408 12 16 20 24 .28 32 .34 36 F
SL3 |

)

et e e e e e s ] —

Singularni integral jednadine /9.24/ je
P-1.
Ovo reSenje ne zadovoljava podetne uslove
i ono, s obzirom na /9.22/, predstavlja reéenje za
stacionarno stanje.
Iz grafika funkcije P = P(F), koja je data
jednadinom /9.24/, a koja je prikazana na sl. 3., vidi

se da je ova kriva nejednoznacna, Sto je sa fizicke
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tadke glediéta apsurdno. Ové ne jednoznadnost bide uko-
njena ako reSenje uzmemo u obliku prekidne krive, gde

se kao tadka prekida javlja skok,u kojoj kriva skade na
vrednost P = 1. Polo¥aj ovog skoka mo¥emo interpretirati
kao toplotni falas. -

Ovaj toplotniAtalas nastaje za jednu odredjenu
vrednost F, koju éemo obeleZiti sa F1 i koja odgovara
apscisi tadke B, u kojoj kriva ima vertikalnu tangentu.
Da bi odredili vrednost Fl jednadinu /9.24/ napisaéemo u

obliku

(P-4P*F)dp=(1-P°) aF.
Stavljajuéi F = F,, posle integracije dobijamo

926/ SP+ 2PF = C.

Iz prethodne jednaline vidimo da je izraz na
levoj strani duZ talasa konstahtan,pa nam on izraZava
zakon o konzervaciji auz talasa;

Uzmimo da Jje na strani talasa,gde Jje primeﬁ—
1jiv partikularni integral /9.25/,P = P,,a na strani
- gde je primenljiv singularni integral,P = 1. Stavljajuli

to u /9.26/ dobijamo:

1
FR*-4RF=7-4%A,
ili
.3 1+hP .
fa27/ fi=5 e
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Iz /9.27/ i /9.25/ dobijamo da je

/9.28/ F, = 0,266.
' Iz svega napred izvedemog vidi se da za
F<Fy o < -D’-’x

imamo nestacionarno reSenje, dok je za
CFyFR i t)b’i'x

reéenje stacionarno.

Dakle, skok u temperaturi plode prouzrokovaéde
Jjedan toplotni talas koji se 8iri od ivice plole i pred-
stavlja granicu izmedju dela temperaturskog graniénog
sloja sa stacionarnim i dela sa nestacionarnim tempera-
turskim poljem. |

Trajektorija talasa data je sa
F=F 1 0%t=#.

Ako uzmemo kubni profil temperature

| 7=]c;¢2(7z)+ Tw,

sa polinomom
2 1 3
Pz () =-3'(1"2)-§(f* )

diji su koeficijenti odredjeni iz graniénih uslova
7-=7.W 7 Qz_,.—=0 zaQ y=0 ’
Oy

T=7—°° /%i-.:o za J=A/
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onda iz /9.16/, /9.17/ i /9.20/, stavljajuéi da je 7m= 1,

dobijamo:
S:-G- ’ -_é. : —_6..
155 1 2T 0 Si=g
odnosno prema /9.22/
_1 : -5 .
[929/ Xr=7 i Ya=g

Stavljajuéi /9.1%/, /9.28/ i /9.29/ u /9.23/

'dobijamo za trajektoriju talasa

ant = 1/386‘“3.
X

U referenciji {53] pomoéu integralnog metoda dobi-

Jjeno Jje

U;f = 4336

Iz /9.23/, s obzirom na /9.13/ i /9.29/, dobi-

jamo da Jje

_ Usl .
Fe0mgu

U napred pomenutoj referenciji [53] Je

Odredimo i specificni toplotni fluks na po-

vrdini ploce:




.;.'7'_)...

Zamenjujuéi & i X iz /9.29/ i /9.1%3/ i stav-
ljajuéi T, = Tw - T, dobijamo:
w=03266 S 2

U referenciji [55] umesto koeficijenta 0,326

imamo 0,334,

¢/ Dvodimenzioni dinamidki granidni sloj[3]

U ovom sludaju posmatramo gradijentno struja-
nje kod koga Jje brzina fluida na spoljasnjoj granici
graniénog sloja U = U(x,t). PribliZnu diferencijalnu
jednadinu za ovaj sludaj, izvedenu varijacionom meto-
dom,dobidemo iz jednaline /8.40/, stavljajuéi zbog

) = const, da je A = O. Dakle, diferencijalna jedna-

¢ina problema bice:

330/ 2f£Ass 2U(As - As) =V Ars- 2Lt (47~ An)-
~ 2f Uz (As-An)+2Uxf Ao =0.

Uvodeéi novu promenljivu

’/9.3// Z(xt) = {—2

i konstante

= As ' g Aotda - A4s
C yy ; H=2 Ae-Ag

0 An-As . ~ As:
/)—2, AG-Ag / b - A:;‘A8

posle izvrdenih prost#ih transformacija, jednadina /9.%0/

postaje:
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.' Oz , (402 ,/,8U 1 18U
/9.32/ C@L + U +(H huat}‘z = b.

Konstante C, H, h i b izradunate su za razli-

¢ite oblike funkcije @ , i date su u tablici 2.

tablica 2.
P | C H | A b
erf A 2,547 | 8412 | 4,221 | 10,19
{1 (3n-2) 2,61 7428 | 3,59 | 18,28
2A-2X3 ¢ x4 2,555 | 7864 | 3898 | 31,48
sin(% ) 259 | 764 | 382 | 199

(erf A= T,,zje dol)

‘lc/ Odredglvanae taCke odvajanja za dvodimen-
zionalno strujanje..

Da bi odredili tacku odvajanja, koﬁbinovaéemo
varijacionu metodu sé Targovom metodom [54] . Sustina
Targove metode Je u tome $to se iz diferencijalne Jjedna-

dine dinamickog graniénog sloja

ot~ 4o S h Dy?
i jednaline kontinuiteta g?' g%"O dobija jednali-

na

fa33/ yOu . 5’(/ ~yY 4 Ou, Ou_ u Fou

Oy ox" 0t " ox” I, a3
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Ako zamenimo profil brzine
/9.3/-;/ u=Ux,t) @)

u desnu stranu jednaline /9.3%%/, integriramo od O do y

i nadjemo konstantu integracije iz uslova

S0
dobiéemo izraz za gradijent 53‘ . Ako u jednaéinu,koju
smo na taj nadin dobili, uvedemo uslov odvajanja

(d’ _y=00
i parcijalni izvodg.i iz /9.32/, koji je dobijen va-

rijacionom metodom, rezultujuéa jednadina za dobijanje

tadke odvajanja z, Jes

/9:35/ szs'=-A—0[3.a-§s— B-é/dizs .

Za razlifite profile izradunate vrednosti

konstanata A, D i B date su u tablici 3.

tablica 3
4%@) A 0 B
érf A 24,42‘ -03194 | 1,457
$(3A-H) 9343 | 004206 0,978

2x-2x3: 2% | 2505 | qooz7 | 09688
sin(Z2) 1,83 |g0525 | 0887
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2¢/ Neki primeri,

Razmatratemo sada nekoliko poznatih problema
koristeéi rezultate dobijene varijacionim metodom. Po-
smatrajmo stacionarno strujanje. U tom sludaju je

U:U(JC) 1 Z=F(x)>

pa parcijalna diferencijalna jednadina /9.%2/ postaje
936 dz 2y _p.
/ / Ua@+ drz b

Redenje ove jednadine uz podetni uslov z(O): 0

Je
L y-1
b Uex) dx
[9.37/ Z= ==
U

Ovaj rezultat koristidemo za razmatranje nekih specijal-
nih sludajeva.

Strujanje preko ravne ploCe. Za ovaj slucdaj Je

U = const i jednadina /9.36/ daje:

9.38 - bz,
238/ 28

Lokalni smiduéi napon na ploci jJe

| -~ 5
/9.39/ | bw =/(—5_,)%I)=o .
| Zemenjujuéi /9.34/, /9,31/ i /9.38/ u /9.39/

dobijamo:

'ZL “f{ﬁk
—_—— ’ ex )
\P 2
gde Je
C = b0
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a R, je lokalni Rejnoldsov broj.
Tablica 4. prikazuje odgovarajuée vrednosti

konstance C, za razli¢ite profile.
tablicas _[3] ) e
D, -21(31-79) 20-22%# A% | erf A sin{EA) | tagno[53]

G Q351 0356 03535 0352 0,332

Strujanje oko beskonalnog klina. U ovom slu=

éaju raspored brzina dat je izrazom

/940/ , Utx) = Kxf | K, p=const.

Za sva stacionarna strujanja iz /9.35/ dobijamo da je u
tadki odvajanja U,z = -A. Koristecu ovu jednadinu i

jednadinu /9.37/ dobijamo:

qu f #-1
Jo.u1/ 'EE):, J L) dx
Lé&%)

__4.
b

Iz ovog izraza, koristeéi /9.40/, dobijamo
vrednosti za p pri kome Je lokalni smicajni napon jednak

- nuli duZ &itavog tela:

AL
Fs= 1+ 4L (H-1)

Tablica 5. prikazuje vrednosti eksponenta Pg

za razlidite profile.

tablicas [3]
Oy | $BA-20) [22-22062% | erf A sin(EX) | tadnofsy)

Ps |-0119 | -0723 -0,127 -Q1201 - |-0,0004




Strujanje oko kruznog cilindra. U ovom slulaju

raspored brzine dat Jje izrazom

Ux) = 2Ue sin(F)-
gde je R polupreénik cilindra.
Da bi dobili talku odvajanja mora se jednaéiﬁa

/9.41/ refiti numeridki. Odgovarajuée vrednosti za fg'

f]
D

prikazane su u tablici 6.

tablica 6 [3]

D 57(3.7(-.7(3) S/'n(%t.?t) tacno[535]
Tsfp | 195,69 | 197 (113°) | 162(10457)

Iz svih navedenih pr. ¢ra vidi se da Jje slaga-
nje sa taénim rezultatima potpuno zadovoljavajuée. MoZe
se takodje reti da dobijeni rezultati nisu osetljivi u.

odnosu na izbor profila.

lo. Stacionarna konvekcija sa disipacijom u

fluidu se promenljivim fizilkim kerskteristikama. Glavni

zadatak koJji Je sebi postavio autor ovoga rada Je da pri-
menom varijacionog metoda dodje do aproksimativnih rege-
nja problema stacionarme konvekcije u fluidu sa promen-

1jivim fizickim karakteristikama, uzimamjuéi u obzir i.

viskoznu disipaciju.

Problen sfacionarne konvekecije ﬁ fluidu sa pro-
menljivim fizidkim karakteristikama,ali sa zanemarivanjem
disipacije usled viskoznosti fluida,refavali su, pored
drugih autora i CHENG, BIRTA i SU [15] , koristedi Glans-
dorf - PrigoZinov varijacioni metod. U ovom radu oni s

razmatrali samo sludaj keds je dinamidki sloj deblji od
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temperaturskog granicnog sloja.

| Pregledajuéi literaturu koja se oénosi na pro-
blme stacionarne konvékcije, autor nije naifso na radove
u kojima se pored prdmenljive viskoznosti 1 temmeraturnc
vodljivosti, u diferencijalne jednacline procesa uvodi i
viskozna disipacija. Ako su informacije autors tadne,
‘onda bi ovaj rad predstavljao izvestan originalan dopri-
nos u reSavanju problematike stacionarne konvekecije, a
ddbijeni rezultati mogu nam dati interesantne informaci-
je o uticaju viskozne disipacije na témperaturski i di-
namic¢ki granicéni sloj.

Dakle, posmatramo laminarno, stacionarno stru-
janje nestigljivog flulda sa promenljivim koeficijentom
viskoznostl v , preko zagrejane polubeskonadne ravne
plode, pri Cemu smat;amo da je proménljiv i koeficijent
temperaturne vodljivosti a, i uzimamo u obzir disipaci-
ju mehanilke energije usled viskoznosti. Velidine Y i a
smatralemo linearnim funkcijama temperature. PoSto je ovo
bezgradijentno strujanje, biée brzina fluida na spoljas-
njoj granici dinamilkog sloja konstantna tj. U = U, = const.
‘gde je Us Drzina kojom fluid nailazi na plocu.

Diferencijalne jednaCine problema dobiéemo ako
u jednadinama /8.40/, /8.41/, /8.42/ i /8.43/ stavimo da
je U =Uy =const, £ =1F(x) iA=A4(x). |

Za A<f imaéemo:

ZUQ(Ag*Ag)ffx'/' VU(AF A a/. *AB):O ]
/ey -

QU 8Py + 2Un 8 xF242 V’U“ 7z ( #-AR)t Qu(BB4~BB;-BB3)=0 5
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a za A>T

2U(A6-Ag) FFic  Va(AV-AF QY p*hp) =0 |

F
fraz
2Weo B W # 2Unt Vs 127245 L & (hys - A, ) 40 (B84-88,-8"8;)=0 .

cpls £

Za profile brzine i temperature uzelemo profile Targa
=3a_1,3
G =gr-5A3,

Sy =n-77,

koji zadovoljavaju sledeée graniéne uslove:

®=0, &'=0 za i=0

P=1, & =0 za A=1

@,=0 ,‘Dz”=0 za 71 =0

Gr=1 , @;=0 za =1

Koeficijenti u profilima Targa odredjeni su iz

podetnih uslova za dinamiéki‘i temperaturski graniéni
sloj sa konstantnim fiziékim karakteristikama i to za
bezgradijentno strujanje. Medjutim, mozZe se olekivati da
u sludaju malih vrdnosti viskoznog i konduktivnog koefi-
cijenta, promenljivost fizickih karakteristika neée une-
ti velike nelinearnosti, pa &ée ovaj profil zadovoljavati
i sludaj koji ovde razmatramo.

Iz /8.5/ i /8.6/ dobijamo -

N(,\)=g—(2/\z—.l").
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Zamenom funkcija @) , ¢2(Q) / Npp v /8.9/,
/8.11/, /8.12/, /8.13/, /8.14/, /8.16/, /8.17/, /8.18/,
/8.19/, /8.20/, /8.21/, /8.22/, i /8.23/ dobijamo ;

9, 84,48 1 1 £3
“g(aFr*ep 40ﬁ5)*5'7"-,6(A WoRE

g 2, £33 47
Fy (f/ fA).-y/.____fé__{_f"f 3 I )

2V2 £ 15 05 12 A* 7085 280 A7

.9 27( 1 #2, 5 F_3 £

fosf |F2 = 3565 fit 3o f") 1 Yo = 5anl T w72 o 20 %)
..... __._L_éz 1 ) ~ /z A
7 et -" (T 7 &)

F4_27 12_88 4%, 52 A"') Vo= 2[4, ﬁ_ézﬁ+,<9_f.’)

. v [ e gy e mm—
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Uzimajuéi potrebne funkcije i konstante iz /lo.3/

i zamenjujuéi ih u /.lo.1l/ i /10.24 dobijamo :

QUndln 9 (14 _1 43 /4 A%, 1 g
/m/ fA x5 (7 Y ;3)+2U Aij,z Tt ,[4)4-

Va2 2714 4 . 4 ) 42 26
9 V=l 22 174, 1) 4% 1 23 14%
" s /6( Atz )i GEAr L) fa vl A B

—a,(%ggfgé) =0,

2 e bher Ve[ AL (A+4)6] 0

16 1 £3 £5_3 £7), 27 172,544 _3 F°¢
Jus/| £ eson(fe B B B st 5105 5 )

B B HO S 82 Sl 0 o

Uveséemo nove bezdimenzione promenljive
' - X _fr y_4
//06/ S‘L / &e—'('—z / Y"‘;'E‘/
gde je 1 karakteristic¢na duZina na ploli. Sada lako na-
lazimo da Je

sLede - A =—4-[ ZdV 2 dY A/ léyd‘(
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Zamenom prethodnih relacija u jednadine /lo.4/

i /10.5/ i uvodjenjem Rejnoldsovog broja Res= Yal

V 2
: Ve s o U
Prandtlovog broja 0, =2 i Ekertovog broja E—CP(%_L) ,

dobijamo defnitivno diferencijalne jednadine problema i
to:

zalA< T

2/’?80(1(( gA( %Y.{.%Y‘g_z%ys)—g—:O

T320 a5 8
fo7)| (LY ’YS)CW,L efrz Zy)dr /2"-'[(”A+ )Yz(’ém;)%
177, 6% _ .
*(2772 )y] Q/?e..ﬁ',.(lsoB §)=0

ZaAd) f

2/:8&00 d‘( 3 Y A+1 6_0
T 320 di 324 ( )

1/24-'29-323-@{’52 By 1y2{y43 vodYy
(EyizriZy Y} Sl -7 Hr- Y“?O_{}_

//08/ 15 140 *20' 580

-4 E (A+1) Z4 gy 1(A,«4}y2 32y3 8 Ay 32 (

177
3 Red 231 " 27 RasDon Bt )

%60

Dakle,u oba sludaja dobili smo sisteme od
dve spregnute linearne jednaline &ija Jje struktura takva
da se mogu rediti samo numerickim metodama. Za re3avanje

sistema /lo.7/ moramo znati podetne uslove, dok se poletni
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uslovi za sistem /10.8/ mogu dobiti tek posle redavanja
sistema /lo0.7/ i odredjivanja tadke u kojoj je 4 = f
odnosno Y = 1. |

ReSavanje sistema diferencijalnih Jjednadina /lo.7/,
koje opisuju istovremeno transport mase i energije, skoplano
je sa tefkolama oko odredjivanja podetnih uslova. Naime, ako
se ploCa greje od njenog poCetka gde nailazi fluidh struja,
onda bi u tadki x = O bilo f = 0 i A= O,pa bi zbog
Y = %-: %-to bila singularna tacka. Da bismo izbegli ovu
teflkodéu, pretpostavidemo da postoji nezagrejana poletna
duZina Xy /sl.4/, a njena odgovarajuéa bezdimenziona veli-
gina Je 3}’%@ . U ovom radﬁ uzeto je da je § = O,1.

Ova vrednost uzeta jé zbog toga da bi se dobi-

jeni rezultati uporedili sa rézultatima u referenciji [13L

gde Je za §, uzeta ista vrednost.

by : //////<2(x)
_/"r
Uee I
|
|
" v ’—f 7 g ——— et S
Xo |
i
Xy =_|1
- {
St4

Ako Jje !N, presek funkcija f(x) i A(x), a
njena apscisa X1 onda diferencijalne jednadine /lo.7/
opisuju proces u intervalu O£ x < Xy ili za bezdimen-

. . " . Xy .
zionu nezavisno promenljivu 0<3< %, ;, 35/=.



Na osnovu svepa napred relenog, poletni uslovi

za refavanje sistema diferencijalnih jednalina /lo.7/ biée:

(0¢3<01; Y=0) =0 za §=0
(01<8< 5, ) =Y , Y=0 za 3=01,

Prvi poletni uslov znadi da u intervalu 043¢ Qf
prvu jednadinu sistema moZemo redavati nezavisno od druge,
stavljajuéi da je Y = 0, sa poletnim uslovom %)=0 . Posle
rejavanja ove jednadine i odredjivanja. vrednosti funkcije

¢ za 3j= 0,1, sistem /lo.7/ reSavamo kao sistem spregnu-
tih jednadina sa novim poletnim uslovima.

Posle refavanja sistema /1lo.7/ moZemo odrediti
koordinate tacke M, za koju bezdimenzione promenljive ima-
ju vreanost §=3, , Y=Y, Y=/ , tako da za re3avanje
csistema diferencijalnih jednadina /1l0.8/ koji opisuje tran-
sport mase 1 energije za A)Y I, tj. za 323, » imamo sle-
deée podetne uslove:

(5)/51) ; ¢ =%, , Y=1 za 3=3%,.

Refiavanje napred datih sistema diferencijalnih
jednaCina izvrieno Jje u institutu "JoZef Stefan" Univer-
ziteta u Ljubljani. Program za reSavanje dao jg iannjer

Egon Zakrajfek.

Pri numeridkonm relavenju diferencijalnih jedna
dina za Rejnoldsov broj, Prandtlov broj, viskozni koefi-
cijent A i konduktivni koeficijent B data je sano po jedna
vrednost i to:

Rew= 80000 , bw=2 , A=-05 ,B=01,
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a za Ekertov broj uzeto je visSe vrednosti, jer je cilj
ovoga rada bio da se ispita uticaj viskozne disipacije
na neke karakteristicéne velicline.

Posle reSavanja diferencijalnih jednacina
date su numericki sledele funkcije uzimajuéi u obzir

/lo.6/

fo_F
“ L

4= =yVe,
gde su f’/ A* Dbezdimenzione debljine dinamidkog i
temperaturskog granicnog sloja.

Kao karakteristike za opisivanje ovoga stru-

janja razmatraéemo Nuseltov broj i lokalni koeficijent
otpora trenja.

Posto je lokalni Nuseltov broj

N_ =T (5y o 1o ( 35/
zbog  T=l Gyt Tw 7 (D;(m:%)? zi imamo
Nor =35

Po definiciji lokalni koeficijent otpora
trenja Ce Je

Ju
Gw =/"W (th .
%}?Uf §5>LA?

Cr=
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Poiito Je:

A

0y lyso [ F o 2F
Aw _ ‘ _
“:S;—-:(V]:a- Voo (1!—48—)0:;_ V,a(y./A)’
bite :
G = m(ttA) 3(14A)
U ¥ Reu F*
ili
o= SHA)
f 'Qe-ﬁ

Skupni grafici funkcija £*, A", Muxi ¢ za
razlic¢ite vrednosti Ekertovog broja dati su na slikama
5, 6, 7, 8, 9 i lo, a grafici funkcije Nux za razlidi-
te vrednosti broja E dati su na slici 11. |

Uticaj viskozne disipacije na velicéine napred
navedenih funkcija izraZava se preko Ekertovog broja E.
Poveéanje broja E odgovara poveéanju brzine U, pri
konstantnoj temperaturskoj razlici Tw - T, -

Iz dobijenih grafika moZemo da zakljucimo
sledece:

a/ Viskozna disipacija nema gotovo nikakvog
uticaja na lokalni koeficijent otpora tfenja.

b/ Uticaj viskozne disipacije na dinamidki
graniéni sloj takodje je neznatan. Sa grafika se vidi
da poveéanju broja E odgovara smanjenje debljine dina-
midkog granicnog sloja. Ovo je u saglasnosti sa talnim

reSenjem za sludaj kada se posmatra samo dinamicki sloj



..90-.-

sa konstantnom viskoznoséu - /:5‘%%5, [55]

¢/ Na temperaturski granidni sloj viskozna
disipacija utice tako da povelanjem broja E raste deb-
1jina ovog sloja. Ovo se moZe protumaciti tako Sto se
povelanjem brzine U, povelava i gradijent brzine u di-
namicékom granicénom slo$1§%! , & time 1 viskozno trenje,
%to dovodi do stvaranja izvesne kolidine toplote u di-
namickom graniénom sloju koja zagreva fluid, i na taj
nac¢in smanjuje gradijent temperatureggr. Smanjivanjem
gradijenta temperature smanjuje se i specifiéni toplotni
fluks na povrSini ploce, Qw_—._k(%LO . Ako provodjenje
toplote kroz fluid,Cija je debljina jednaka debljini
temperaturskog granicénog sloja A , pribliZno opiSemo
Furijeovim zakonom

Q=K (Tw-Tu).
onda iz jednacline
A= é‘; (Tw-Ts)
sledi da debljina temperaturskog granicnog sloja raste,
zbog smanjenja specificnog toplotnog fluksa.

d/ Sa 'slike 11l. vidimo da vrednost Nuseltovog
broja opada sa rasSCenjem broja E. Ovo je potpuno razum-
1jivo s obzirom na vezu

Ve d 5
i na sve $to je redeno za temperaturski graniéni sloj.
Sa iste slike se vidi, da se poveéanjem broja E kod gra-
fika javlja sve izrazitiji ekstrem - minimum. Pojava

ovog minimuma nam pokazuje da na poletku plole tempe-
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raturski sloj raste brZie sa poveéanjem broja E.

| e/ Grafici sa slike 5, koji su dobijeni za
E = 0,0dlidno se slaZu sa odgovarajuéim graficima do-
bijenim u referenciji [15].

f/ Iz rezultata ovoga rada moZemo izvuéi
vaZan zakljuéak za proucavanje problema stacionarne
konvekcije sa disipacijom. Cinjenica Sto je Prandtlov
broj 5}1.ne daje nam uvek za 5?%3§¥32wje temperatur-
ski granicéni sloj tanji od dinamidkog sloja. Kao &to
vidimo iz priloZenih grafika, to vaZi samo dotle dok
Ekertov broj ne dostigne neku vrednost Egr /u naSen

sluaju E__ ~ 0,45/. Za veée vrednosti Ekertovog broja,

gr
pretpostavka da je za §>1 i A¢f unosi gredku i. ta
gredka obuhvata sve vecéi deo pbsmatranog intervala Sto
je veéa razlika izmedju E i Egi’ Prema tpme u‘sluéaju
konvekcije sa disipacijom moramo voditi raduna o odno-
su debljina temperaturskog i dinamiékog graniénog slo-
ja,bez obzira na vrednost Prandtlovog broja..

Na kraju moZemo izneti neke zakljudke o va-
rijacionom principu iééezavajuéeg parametra primenjenom
u ovom radu i njegovoj primeni na dobijanje aproksima-—
tivnih resenja u préblemima dinamickog i temperaturskog
granicénog sloja.

Vidimo da se verificiranje ovog varijacionog
principa Hamiltonovog .tipa, odncsno, dobijanje diferen-
cijalnih jednacina procesa iz stacionarnosti integrala

akcije, vr3i po svim pravilima varijacionog raluna. Ova
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konstatécija vazi i za dobijanje aproksimativnih reSenja
direktnim metodom varijacionog racluna.

Samo formiranje Lagran%eve gustine ne predstav-
1ja neku narolitu tefkoéu, tako da se ovaj princip mo¥e
primeniti na Sirok krug problema ireverzibilne fizike.

~Princip je vrlo pogodan za dobijanje aproksi-
mativnih refenja direktnim metodom varijacionog raduna u
smiglu Kantorovica, tJ. metodom parcijalne integracije.
Dobijena aproksimativna refenja dobro se slazu éa taénim
reienjima i ovo slaganje bi moglo'biti jos veée ako bi
se izabrali pogodniji profili brzine i temperature, Sto

izlazi izvan okvira ovoga rada.
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