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Ovaj rad nastac> је kao rezultat vi~egodisnjeg 
• • • .!,: ! 

bavljenja problemima primene var1jac10n1h met6da Hamil-

tonovog tipa па ireverzibilne procese u mehanici konti­

nиита, preciznije, па dinamicki i temperaturski granic­

ni sloj. оп је sinteza i generalizacija dosadasnjih re­

zultata, do kojih је autor dosao, od kojih su neki stam-

pani [1) , а i saopsteni па XI jugoslovenskom 

kongresu za ra'cionalnu i primenjenu mehaniku. 

Наа је tematski podeljen па tгi. dela. Prvi deo 

obuhvata mesto i znacaj varijacionih principafkako u re­

verzibilnim tako i u ireverzibilnim fizickim procesima, 

ukazujucf па njihov unificirajuci karakter и pogledu је­

dinstvenog opisivanja procesa iz razlicitih oblasti fi­

zike i daje kratak istorijski pregled razvoja varijaci­

Qnih principa Hamiltonovog tipa. Dalje, и оуоm delu rada 

govori seo novijim istrazivanjima u oblasti primene Уа­

rijacionih principa па ireverzibilne procese, koja Би us-

. pela da prevazidju teskoce oko primene klasicne Hamilto-

nove ·v8irijacione formulacije па procese za koje" se nе що­

z·e formi'fati Ls.ganzeva gnstina u kНШlСnОIП "smislu, daje 

ве osvrt па direkt'ne' met'"ode varijiic:ionog racuna i navode 

se elementi .teorije lancanih sistema .• 
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U drugom delu rada obuhvacena је primena jednog 

novog varijacionog metoda Hamiltonovog tipa, koji је for­

mulisao В. Vujanovic - varijacioni metod iscezavajuceg ра­

rame°l;ra. Iz ove varijacione formulacije izvedene эи dife­

rencijalne jednacine dinamickog i temperaturskog granicnog 

sloja za fluid эа promenljivim fizickim karakteristikama i 

za konvektivno provodjenje toplote эа viskoznom disipaci-
,. . 

јот. Dalje, direktnom metodom parcijalne integracije u smi­

slu Kantorovica, dobijene эи priblizne diferencijalne jed­

nacine za opsti profil brzine i temperature. 

Treci аео ovog rada 9buhvata resavanje nekih эре­

cijalnih problema iz oblasti dinamickog i·temperaturskog 

granicnog sloj~, koriscenjem v,rijacionog metoda. Od njih 
\ 

najznacajniji је ргоЫет konve~cije эа disipacijom u flui-

du эа promenljivim fizickim karakteristikama. Autor nije 
I 

пааао u pristupacnoj ти literaUuri ovako kompleksno obra-

djen ргоЫет, tako da bi ovaj deo mogli smatrati kao эор-
I • 

stveni doprinos autora resavanju ргоЫета stacionarne kon-

vekcije эа disipacijom i promenljivim karakteristikama flu­
I 

ida. I 

u toku proucavanja problema varijacionog гаёunа 

i njegove primene, veliku i nesebicnu ротос pruzio mi је 

Dr. Bozidar Vujanovic, redovni profesor Masinskog fakulte­

ta u Novom Sadu, i ovaj rad predstavlja plod te d.ugogodis­

пје saradnje. Veliko mi је zadovoljstvo da ти ovom prili­

kom, kao veoma сепјепот kolegi najsrdacnije zahvalim. 

Docent Ma~inskog fakulteta u Novom Sadu Dr. Djordje 

n..c.'111 • .: ~ ______ ....... ____ "I'V'IO_ ~_ "_,1'1'~; "" ~"r,,4n.Wt 'r\1"'\""nl-" ; C!i- ....... "x.n;m 
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savetima, ра ти ве najtoplije zahvaljujem •. 

Inzenjer Egon Zаkrајзеk, saradnik Instituta 

"Jozef stefan" Uni verzi teta u Ljuыani,, vrl0 inventi vno 

i efikasno programirao је resenje sistema difеrеnсiјаlпil1 

jednacina dobijenill pri resavanju proыma,' cime mi је 

mnogo pomogao, ра ти ае od sveg srca zahvaljujem. 

РоаеЬnо ве zahvaljujem svom bivsem profesoru 

Dr. Tatomiru Andjelicu sto те је sve~rdno podrzao u nа­

porima аа realizujem ovaj rad. 
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1 UVOD.NA НАZМА'lIПАN.ЈА 

1. Mesto i znacaj varijacionih principa u mе-

hani.ci. Уе6 оа trel1utka kada БU prvi put bi1i formu1isa-

ni, u svom rudimentarnom obliku, varijacionim principima 

mehanike pr·id.avao эе ve1iki te1eo1osko principijelni zna­

Сај. Od samog pocetka naucnicima је bi10 јаэпо da эе radi 

о .iednoj formu1aciji ko·ja u sebi sadrzi, эа јеdnе strane 

mogucnost da Бе fizicki, а specija1no mehanicki procesi 

sintetizuju tj. svedu па kompaktan oblik, а Ба druge stra-

l1е uzme u obzir globa1nost ргосеБа u prostoru i vremenu u 

korne Бе ргосеБ desava. Evo1ucijom klasicnog varijacionog 

racuna, а specijalno ројта varijacije, varijacioni prin­

cipi d.obija1i su sve vise u znacaju. Ovo specijalno iz 

razloga sto је vremenom postalo jasno·da varijacioni prin­

cipi imaju unificirajuci karakter, tj. da эе razne dispa­

ratne oblasti fizike, tehnike i·drugih naucnih disciplina 

mogu opisati Ба jen.instvenog stanovista, varijacijom odgo­

varajuceg akcionog integrala. 

']~okom ovog veka, pronalaskom direktnih metoda 

varijacionog гасипа, varijacioni principi јов vise dobi­

jaju u znacaju, јег se"preko njih moze do6i do iscrpnih 

informacija о odvijanju jednog ргосеэа, i to kako kvali-~ 

tativno tako i kvantitativno. Radi ве naime о cinjenici 
tyt 

da Бе ispitivanje unutrasnje simetrije odgovarajucih ak-

cionih integrala moze doci do dragocenih informacija о 

nacinu kako эе ргосеэ odvija u prostoru i vremenu, а.а 

Бе pronadju njegovi prvi integra1i i zakoni odrzanja, 
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invarijante kretanja i td., bez poznavanja "konacnih јед.па­

cina kretanja". Ovaj vid varijacionog ispitivanja ргосевn 

vczan је za radove Emi Neter i danas је једпа od najprime­

njenijih metoda u kvantnoj mehanici pri studiji osobina di­

namicke simetrije elementarnih cestica. 

Drugi pravac u varijacionom ispitivanju fizickog 

ргосева sastoji ве u kvanti tativnom d.obijanju informacija, 

odnosno dobijanju гевепја odgovaraju6ih diferencijalnih jed­

nacina fizickog procesa iz Hamiltonovog varijacionog prin­

cipa. Ovaj pravac istrazivanja zapocet је u prvoj deceniji 

ovoga veka radovima Valtera Rica,a nastavljen од strane 

Galerkina, Kantorovica i mnogih drugih. Оуај pravac је до­

bio u svom znacaju primenom u resavanju slozenih nelinear­

nih ргоЫета fizike. Poznato је, naime, да opste metode 

nelinearnih procesa, u strogo matematickom smislu, до вада 

nisu nadjene. Resavanjem nelinearnih problema је individu­

alno, пе poseduje nikakvu opstost. Varijacioni metod pri­

тепјеп па ovu oblast ва pravom reflektira па izvesnu "орв­

tost", jer seresenja, makar i aproksimativna, dobijaju u 

analitickom obliku i to uvek sa jedinstvenog stanovista, 

tj .• minimizacijom odgovaraju6eg integrala akcije. Ovaj па­

cin bi6e vrlo obilato koris6en u ovom radu. 

Tre6i pravac u kome su evoluirali varijacioni 

principi mehanike, pripada sirokoj i modernoj oblasti te­

orije optimizacije sistema automatskog upravljanja. Grubo 

govore6i, u ovoj oblasti ве radi о optimalnom izboru ра­

rametara.kojima ве upravlja sistemom, tako da neki akcioni 
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integral /energija, vreme, predjeni рџt \ сепа kostanja ~ 

~td./ bude minimalna. Radovi iz ove oыstii пајсеэсе ее 

vezuju za imena L.S. Pontrjagina, Веlmanа, Kalabu i td. 

Na kraju vredno је pomenuti da varijacioni prin­

cipi mehanike igraju ogromnu ulogu u novijim pokusajima da 

ве izvrsi geometrizacija kretanja u klasicnoj dinamici. 

Uvodjenjem ројmа konfiguracionog prostora, kretanje sloze­

nog dinamickog sistema ва п stepeni slobode, moze ве do­

vesti u vezu еа kretanjem ро geodezijskoj liniji ва sta­

cionarnim najkracim rastojanjem u tom prostoru. Kada ве 

uzme u obzir da ројат geodezijske linije ulazi u ројат 

osnove varijacionog racuna, јавпо је da' је i ova oыstt 

mehanike u tesnoj vezi еа klasicnim Hamiltonovim princi­

рот. Tesko је u ovako јеdnој studiji navesti oЫast fi­

zike i savremene tehnike gde varijacioni principi, вре­

cijalno Hamiltonov, ne igraju znacajnu ulogu. 

Namera пат је da u ovom radu prikazemo prime­

nu Hamiltonovog principa u ireverziЪilnoj fizici, speci­

jalno u nelinearnoj teoriji konvekcije, u kojoj ova teh­

nika nije bila do danas primenjivana. 

2. Kratak prikaz istorijskog razvoja varijaci­

onih principa. Prema М. Planku [4] , prva narativna va­

rijaciona formulacija poznata u istoriji nauke pripada 

Lajbnicu, koji u svom delu "Teodiseja" iznosi tezu da 

"Od svih svetova pravi је onaj koji u зеЫ sadrzi minimum 

zla". Ocigledno da ве ovde radi о istom tipu vartjacionog 

formulisanja kakvog srecemo u svom zavrsnom obiiku u ra-
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dovima Hamiltona~ Inace, varijacioni principi mehanike 

razvijali аи ае naporedo аа klasicnim varijacionim ra­

сunот, te ovde navodimo nekoliko va~nijih detalja и raz­

voju ove oblasti. 

Jedan od prvih problema koji и sebi sadrzi 

esencija1ne ideje,koje аи prisutne и danasnjim formula-

6ijama varijacionih principa,jeste tzv. Njutnov problem 

о pronalazenju oblika obrtnog tela koje daje minimalan 

otpor fluidu koji ga optice. Ovaj problem је stampan и 

delu "Principia" /1686/. Ako је А koordinatni pocetak 

/0,0/ а В tacka /Х,У/ и prvom kvadrantu, zelimo da па­

djemo krivu koja араја tacke А iB,tako da obrtno cvrsto 

te10, koje ае dobija obrtanjem krive oko Ох оае, trpi 

najmanji mogu6i otpor kada ае kre6e, па levo, kroz vaz­

duhkonstantnom brzinom. Na bazi prostih fizickih razma­

tranja Njutn daje formulu za velicinu otpora и obliku 

2Jrj>V'fysin'Y-dl/ • 
gde је! gustina vazduha, V brzina .projekti1a i tg"Y' = у' 

nagib krive. Kasnija ek~perimentalna istrazivanja аи ро­

kaza1a da ае ve1icina otpora data prethodnom [оrши1от пе 

slaze аа stvarnom vrednos6u otpora, ра ova razmatranja 

imaju аашо akademski karakter. Izostavljaju6i pozitivni 

mnozite1j 2~j' v2 , integra1 koji zelimo da minimiziramo 

/ako razmatramo obican problem, и kome је kriva oblika 

у = 'f (::х:.)/ је oblika 

х 

f УУ'4 
I = ,+У'2 

О 
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Kasnije ovaj integral је korigovan па slede6i parametarski 

oblik 
т уј4 , 

I =} .' ~ у'- dt . 
То Х,.,.. 

Jedan od sled~6ih primera је poznati problem 

brahistohrone,tj. problem pronalazenja krive najbrzeg spu-

stanja teske materijalne tacke'iz neke tacke А u ni~U tacku В. 
: '. 

Ovaj problem је u vidu zadatka nastao godinu dana kasnije оа 

Njutnovog problema i rl~sili ви ga Johan Bernu1i i njegov 

brat Jakob, а takodje Njutn, Lajbnic i Lopital. Ovi pro­

blemi resavani su ad hoc metodama. Pos1e toga Oj1er i La-

granz 1760. godine uve1i ви simbo1 cr , cime је varijaci­

oni racun ивао u svoj~ modernu fazu. 1774. godine Oj1er 

је otkrio vezu izmedjE;minimizacije integrala 
ж: 

I ~ Jit[x,Y'(X), Y'rx)]dX 
ж t ' 

i diferencijalne jedna~ine 
, SL о,:. _ -qf= о 

(јх ду' ду Ј 

koja је ро пјети dobila ime. Ojlerova jednacina је ista 

k.ao i dinamicka Lagranzeva jednacina 11 vrste za jedan 

stepen slobode kretanja. 

паlја evolucija varijacionog racuna vezana је 

za imena Vajerstrasa, Lezandra, Jakobija,a kasnija istra­

zivanja za Hilberta, Воlси, 'Blisa, Tonelija, Morzea i 

drugih. 

Jedan od osnovnih nedostataka u primeni Hamil­

tonovog principa u svim oblastima fizike jeste cinjenica 

д.а se оп, uglavnom sve do sredine 20. veka,primenjivao па 

reverzibi1ne - izoenergijske procese. U ze1ji da prosire 

primenu па nepovratne procese izvrsene аи izvesne genera-
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lizacije varijacionih principa mellal1ike, koje omogucavaju 

ukljucivanje ireverzibi1nih procesa u varijaciona razma­

tranja. Ova prosirenja о kojima се kasnije biti opsirnije 

govoreno, u mnogim slucajevima predstavljaju izmene osnov­

nih pravila varijacionog racuna, koje cesto'idu па ustrb 

matematicke strogosti. Као neke оа nosioca ovog pravca шо­

zemo spomenuti Prigozina, Glansdorfa, Morzea, Fezbaha, 

Sehtera, СетЬегва, Beitmana, Bioa, Lardnera i druge. 

3. Novija istrazivanja u primeni varijacionih 

principa па ireverzibilne procese. Као sto је тесеnо u 

prethodnom poglavlju, јеааn оа osnovnih nedostataka kla­

sicnog Hamiltonovog principa jeste,da је оп u svom kla­

sicnom obliku primenjivan па usku klasu ргоЫеша konzer­

vativnog karaktera. U zelji аа iskoriste prednosti koje. 

pruza varijaciona tehnika, kasnih pedesetih godina ovog 

veka,ucinjeni su pokusaji аа se za ireverzibilne ргоЫете 

nааје ekvivalentna varijaciona deskripcija, koja се da 

posluzi, ва јеdnе strane za dobijanje potpunog sistema 

diferencijalnih jednacina procesa i. odgovarajucih gra­

цiсnih i pocetnih uslova, а ва druge strane da posluzi 

za dobijanje pribliznih resenja 7 upotrebom direktnih ше-
••• у 

toda var1Jac10nog гасunа. 

Namera пат је аа u ovom poglavlju damo kratak 

osvrt па vaznije varijacione prilaze koji ви razvijeni 

poslednjih godina. Radi jasnijeg izlaganja zadrzacemo se 

па varijacionom izvodjenju klasicne parcijalne diferenci­

jalne jednacine provodjenja toplo'L;e kroz cvrsto telo, 
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.ј (ЈГ је poznllt'O'j d's ova jednacina nе poseduje 'odgovarajucl., 

Lagranzevu gustinu, ciji bi varijacioni izvod bio identi­

сan ва tom j:ednacinom. Ze1imo, dak1e,da iz varijacionog pI'in­

cipa Hami1tonovog tipo izvedemo jed.nacinu 

ат .1J!L /11/ at ::. а дх2 ' 

gde је 'Г ,(х, t;)" temperatura; t - vreme, х - Dekartova ko-

ordinata; а j~ koeficijenat temperaturne vod1jivosti. Као 

sto је receno.nije poznata Lagranzeva gUBtina 

L (х, t, ~ М ' g~) 7 

koja bi preko Oj1er - Lagranzeve jednacine oblika 

/3.2/ oL _.Q . aL _.д... д-'=... :=: о 
ат дt дТt дх дТж 

dove1a do jeI.1acine /3.1/. Naravno, jednacina /3.2/ је ekvi­

va1entna ва Hami1tonpvim principom 01 = О, cije је dejstvo 

oblika 

I :; l'.[L (t, х, g{, M)dXdf · /3.3/ 
Navodimo ukratko neke vaznije formu1aeije koje па s1edeci 

nacin prevazi1aze teskoce о kojima је rec: 

в/ G1ansdorf - Prigozinova formu1acija - teorija 

1oka1nog роtеnсiјэ1э. Prema ovoj teoriji u razmatranje ве 

uvode dve vrste zavisno promenljivih ve1icina, u ovom вlи­

саји tem.peratura Т(Х, t) i tzv. zamrznuta temperatura ТО (х, t), 

koja ве tokom varirDnja izraza /3.3/, i1i formiranja jed.na~ 

cina /3.2/, роnаБа kao konstantna ve1icina. Ро zavrsenom 

var~jacionom. proceBU ove ve1ic1ne зе izjednacavaju,tj. 

/3.4/ 
cime ве dobija tacna diferencijalna jednacina /3.1/. 

/3.5/ ' 
Posmatrajmo Lagraniijan 

_ д ТО Q('Ш)2 L = ,. дt r '"2 ђХ • 
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Zamenom /3.5/ u /3.2/ imacemo 

дТ О_ а. д!.т 
дt - (JXfl 

i koriscenjem us10va /3.4/ dobijamo trazenu diferencija1-

пи jednacinu procesa /3.1/. 

NароmiI1јешо да ovakav dlla1ni persona1i tet pr.o­

men1jive Т ni(je opravdan п! sa matematicke п! эа fizicke 

tacke gledista. Naprimer', variranjem /3.4/ dobi1i Ь! da је 

оТ = О, sto је ocig1edno besmis1eno, posto varijacija Јт 

mora biti proizvo1jna 11 се1от доmепи variranja,izuzev gra­

nica. Medjutim, opravdanost ovakve radnje to1erise se, jer 

ве dObijaju,kako tacne diferencija1ne jednacine problema~ 

t~co i visoko tacni rezu1tati, direktnom metodom varija­

cJ.onog racuna, sto се bi ti pokazano u i$iu6em pog1av1ju. 

Ovaj princip је primenjen па у.с10 sirok kompleks raznill 

problema fizike, а narocito u ireverzibi1nim transportnim 

procesima~ i pokazao је аа se prib1izne metode mogu Уг10 

llвреБПО primeniti па razne ne1inearne probleme mehanike 

kontinuuma i hidrodinamicke stabi1nosti. Bez pretenzija 

па iscrpnost navodimo neke vaznije referencije u kojima 

ј f~ оуај princip primenjivan. [5] [6] [71 , (8) [9] , 
[10] [11] , [12] , [13] , [14] , [15] , [16] [17] , 
[18] , [19] , [2 оЈ , [21] • 

b/Varijaciona formu1acija konjugovanih ргошеп-

1jivih. Beitman је 1929. godine,a kasnije Slateri, Morze 

i Fesbah i njihovi ucenici, primenio jedan varijacioni 

princip (22] , , u kome.figuriraju дуе vrste 

promen1jivih i ,to геа1пе promen1jive, temperatura, pri ti­

sak, brzina Т, р, v i njima konjugovane promen1jive уе-

j
~~ 

.,,~' ~.f\ 
~ S:.... (t " .. 

i} ~O " се /). (~ 
=! =-f..... r:-.t 
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1icine т", р* i v
fl 

, koje ви u pog1edu variranja роtршlО 

ravnopravne ва realnim fizickim ve1icinama т, р, v , a1i 

nеmаји odredjenog fizickog Bт~Bla. U iBtO vreme, оЬе gy'U­

ре ovih promenljivih ulaze u Lagranzevu gUBtin.u problerbl1. 

Naporedo ва jednacinama Ojler - Lagranza 

/з.в/ 

aL_~.~_Q. Ш. =0 
ђТ at aTf ђХј дТЖl 

Qb_ Q..Ш--iL aL =0 
др at д,д' дХ, OPft'; 

дЬ_~.Ш:-~ Qb =0, 
д!! д! д2{l д.хј д~j 

/i=1,2, •••••• , n/ 

uzimamo i jednacine ва konjugovanim promen1jivim 

137/ 

/i=1,2, •••..• , n/ 

Napomenimo da је formiranje Lagranzijana za 

konkretne fizicke B1ucajeve jako otezano pOBtojanjem ovih 

dveju vrsta zavisno promen1jivih. Takodje,velike teskoce 

pri prakticnom radu zadaje cinjenica da пат u vezi ва ko­

njugovanim promen1jivim niBu zadati nikakvi ni granicni 

nipocetni us1ovi, ра вто u ve1ikoj i.ozbi1jnoj nedoumici 

kako da postupimo u Blucajevima kada imamo posla ва kom­

p1ekBnim fizickim problemima, kada ima vise fizickih pro­

menljivi~ kada је problem nelinearan i ima slozene gra-
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niotom jc(]nocino koji оо<1г?,! ргоmопlјi ve 'l'~ p~ у: н 1 flt;o 

vromf'! пргеr;Пllt; ј. r1(1 гооlпЈ.т fizi<!kim promcnljivim, :~Co 

јо:Ј vi ~c komp'l ikujc iоrшkо сl1 O~NI\J ni tUС1с:i.јп. Ipnk, ЩН'-

kOB oviтn I;c~ko/; flтп, ovn~1 pr:i.IH: ip (је primcnjcn u n1.o~(~nj 1п 

nit\Jaci~jf.lmD ::t;гtJјrm;}п vinkOi'.no{r, f1tli<1n oko пГеге, п rf'­

z1l1 tati (]ob:i t1cni оуот т(' ';о(10rn [ЈН 11 уг10 доЬгој ЕН1е;l (lcm():~ 1; i. 

fЩ I'cz111 tntJ.mn (j.o1>i.jcnim сkr:РСI'Јпюпtn.1пim putf1m /~Пflt;I'Ј'ј /. 

I\J k ј 'Ј '" . " . l' 9 1ј' Ј' о .га 11 1'1'1 (О7.1rnо пп полет РГЈ.тсги ~nel1l'nO, ргоуо( t ОП,Јn 

-top}o'l;c knko по c1obi t1njll <liforencijalr)o jednncino 1>1'OCN1:1. 

PonrnntroJmo Lngrnn~ijnn 

/3.0/ L =.1. Т" 21+т. дТ': g дТ МII. 
гf 2 д! дt 2 дХ дж 

Znmenom /3.8/ U ргуе од jodr1t1cino /3.6/ i /3.7/ dob.i.;1n 

s!.! - aQ2" 
д! - дх2 

aTII {}2,. 
дt =- йа;:l.. 

1"1(' : 

РГУn jcdnacina /3.9/ је korektna difегепсi.јпlпn 

јс<lпnсiпа РГОСОnl1 /3.1/, о дЈ'1Ј{јо. је po.razitska jed.no.ci!1fl 

bez nekop; одгсдјспо~ fi7.1cko~ nrniala. 

с/ Dlov ргirlCiр. r1 •. Лiо је razra~io .metod koji 

ornor;ucavn dll nс zf1(Jaci iz provo(]l,1i vosti toplote гnzпш tГf\'­

ju anolo~no zndo.cima mchanik~. Rnzrnotrirno mntemnti~ku fnr­

rnull1ciJu ргоЫеrn:l. tJved imo ројllт о роl ји vflktorn tорl0t;ЛОI'; .. 
f1ukсш Jl t . koji rnо~,с Ь! ti i~lrn~,cn kпо fuпkr.iјugеnсгп'l iг.п-

nih kоог(liппtа, c.i.tj 1 ЬГО с1 znvi n1 0<1 Ьгојn stcpeni slobO<.k 

nintcmn, 

-д = и (q,tJ ... 9.. i t ) . 
... 

Brzinn Рl'ОПlСnС 'voktorn II ро vгсmm1Н је пресifiспi ·toplotr} ј 

flukn 



", 

Oznacimo 8а 8-= т - т 
о 

Iz Zakona о odrzanju energije sleduje da је 

c9fJ. = - divH , 

gde su с i'p - specificna top1ota i gustins)~, Bio је иуео 
:.~ l' " :' ! ~: • ~ r I 

termodinamicke ana10gije potencija1noj energiji, di8ipa-

tivnoj funkciji i spo1jasnjoj 8i1i. 

, Као ana1ogon potencija1ne energije јаУ1ја se 

f'unkcija 

Ova funkcija kаrакtеri$'Э toplptno stanje sistema. Ui,inte-
..... ---.,. . 

gra1noj formi bice 

и::; !cplidV • 
v 

Disipativna funkcija karakterise nepovratnost 

procesa i nјеnа kvadratna forma ana10gna је formi dobi­

јеnој u mehanici tj. 

D Iх '. = 2 GikQ.iqk 

Uvode6i ozna~e uObicajene u fizici dobijamo integra1ni 

izraz 
D:lf.L(@)2dv • 

2 v k дt 

Pod si10m se podrazumeva temperaturska si1a jednaka 

F,. =Ј(Ј,77·адИ. dA • 
А q( 

Pod ovim us10vima Bio-ov princip ima formu Oj1er-Lagran-

zevih jednacina mehanike,za slucaj kada је kineticka ener­

gija jednaka nu1i, 

дU+~=ћ ~ 
дqi {)qi 

Pokazacemo da је pos1ednjajednacina ekvivalentna jedna-

cini provodjenjatoplote. Razmotrimo varijaciju funkcija 

U i D, koristeci napred navedene re1aclje. Tada је 

БU= .[cg-&6вdV:: ~fJ-б(divНјdV., 



] ':' - ,-, . ",.1 

БU:! oll·grad(}dVf (n(}·cfildA I 
v -+ i 

/
1 8Н -+ dD= - --cf'НdV. . 

v k д! . 

d'U+oO=.rn{}·rfHdA I 

А 

(cfH(gradO+ f g7JdV:;O. 
l;nl<oprpt;hodrm ;jeclrн1cino tnога Ы t:i: zHdovol tiOТНl ZE1 f1VP. 

Vtlгi.јпеi.1с оН, шого. bi ti 
LJ ..L QlJ grad u' + k д! = О , 

,су$!::: div(1r grad8) , 

;j(~ i trebrllo doknznti. 

r!lJгоmi.пјоrnо ('1n I3io··ov princip пета Hnmil tonov 

karnktB~, уе6 ап јА ргс Ьаziгпп ПП LBBrani~vorn prin~ipu 

viгt,uпlпih po~erllnjH. Оуај princip bio је to.kodjc rпп(~r.:() 

krit;i kOVf1Т1 ос1 r, t;ГDпе li':i..nle~J попа i SkI'i уепа, јег с.щ ot-

krili д6 pontoji јойпп vrlo Xirok k~lg ргоЫета u koji­

та јп ovnj princip ncprihvntljiv. Ipnk Bio-ov metod је 

vrlo pozhnt i сспјеп u mcdjunnrodnim TAzmcrama, ~to ро-

tvr'(\jujc i OVl1J kгпtаk flpi 11:11-; J'cfercn·t;11c litcrnt\1rt:>. 

~~ t ~~ _~~ t ~~ , ~~ , ~~ ~ ~~ t ~~ , 

[3 .~~ • 
d/ Ce!'~;iJ1OV varijacioni princip zn пtасiОnl1ГПО 

ггоЬ10ПlО. U priknzu дооnc111nnјјЬ vn]'ijncionih forrnu] n.cj~jH 

Ьјl i ето u f1tnnJu до dobi,1emo tacnu diferencijalnu ј едIШ- . 

сirш r)f'оtinсiопнгnое; provod,1cnjn toplote u nestacionarnom 
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obliku. U principu пета nikakve teskoce аа se izvedu оа­

govarajuce ne1inearne jednacine, n~rime~kada su termo­

dinamicke karakteristike funkcije temperature. Ima,medju­

tim, i drugih varijacionih formu1acija cija se. primena 

ogranicava па 1inearne i stacionarne probleme transporta. 

Potpunosti radi navodimo jednu koja ве pojavi1a nеdаvnою 

. i koja је vezana za ime М. Gertina i Тао-а. [34]. Prika-

zacemo ovaj princip za вlисај 1aminarnog kretanja f1uida 

kroz cevi cija jednacina provodjenja stacionarnom obliku 
tOplOR 

glasi: 

/3.10/ дТ = ai!:.! . a:r:. ду2 

Ovaj varijacioni pr.incip zasnovan ,је 

nа'ројти kontrakcije. Kontrakcija f * g odredjuje ве kao 

[' Ifg](х, У, z) = Jf(X-Ј,1,Z)9(Ј,У,~)dJ 1 
D 

za dve neprekidne funkcije f (x,y,Z) i g (x,y,z). Ро-

kazano је аа ova kontrakcija ima svojstva komutativnosti, 

asocijativnosti i distributivnosti,tj. 

fJt9 = 9 t1f 

(f*9)*h = (11 (gllh) 

(f 19) It h = {II 9 f f 1# h • 

Ocevidno da је f 11 g = о ako је f = О i1i g = о. Ровта­

trajmo dejstvo u obliku 

/3.1(/ I(rj=!(T*' fаtEђдТ -~)dА. 
1/ 'у У 

Integra1 /3.11/ odnosi se па prostornu oblast strujanja. 

Ako variramo funkciona1 13.11/, iskoristimo svojstva kon­

trakcije i parcija1no integriramo imacemo: 
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/3.12/ 6Z(Tj = ~[l-a" ~l" БТdА.,. 2(а tll." tSTdS, 
~ 8у ~' ду 

gde је С kontura oble.sti Н, а ds e1emenat 1uka te kоntПћ'; ~ 

п је kosinus вр01јаБnје norma1e па с. PretpostaV:1jaju6i 

da је <:STJ С = О pos1ednji с1аn u /3.12/ jednak је nuli, ћ' 

/3.12/ dovodi с10 

Т - Q If д
2

т = О • . 
оу2 

Diferencirajuci оуи jednacinu ро x,gornja jednacina dovo-

di do /3.10/7 cime је princip verifikovan. 

е/ Varijaciona formu1acija Hami1tonovog tipa ri~ 

iscezavajucim parametrom. Росеу od 1970. godine u 1itera~ 

turi ве pojavio jedan varijacioni princip Hami1tonovog . 

tipa,koji је baziran па genera1isanoj jednacini provodje-­

nја top10te oblika 
д2т .. дт f1 Т··· 

/Ј.lз/ Од i~ + дt = Q ОХ!/.· " 

Stara је i vr10 dobro poznata cinjenica da k1a­

sicna jednacina sprovodjenja 

/3.14 дfl.т дТ ... а_ , 
дt- дх2 

top1ote 

ima aedan vr10 ozbi1jan nedostatak,da ве top1otni poreme­

сај siri kroz te10 be~konacnom brzinom. Ovo,n~rime~ zna­

ci da se dejstvo top10tnog izvora/koji de1uje па te1ojose­

ti па nekom ve1ikom uda1jenju trenutno, sto ocig1eQ~o pro­

t·i vreci fizickom iskustvu. Mnogi istrazi vaci u ovoj oblas­

ti predvidja1i su,jos od kraja pros10g veka,da k1asicna 

jednacina provodjenja toplote oblika /3.14/ ~ora da bude 

adaptirana па takav oblik,koji се u sebi sadrzati konacnu 

brzinu prostiranja top10tnog fronta. Morze i Fesbah (35) 

su pred1ozi1i,da mesto jednacine /3.14/ opravdanije је ko-

ristiti jednacinu /3.13/, gde је Ь vreme re1aksacije,. 
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jedna fizicka kon'stanta,koja se odredjuje eksperimenta1no. 

В Б 1 [35] . v ;vs i l' .., • о еу , lzvrSl аnа lZU ovog problema zakljucio је 

da је za najveci broj: Iprakticnih problema u provodjenju , , 
efekat konacne brzine ~oplotnog prostiranja u.jednacini 

/3.13/ zanemar1jivo ma1i, tj. аа је jednacina /3.14/ јеdnа 

prihvat1jiva aproksimacija jednacine /3.13/. u norma1nim 

slucajevima koeficijent temperaturne vod1jivosti а је deset 
I 

puta manji od kvadrat~ brzine .prostiranja / ~ = с2 , gde је 
с brzina prostiranja ta1as~/. Ipak, za vr10niske tempe-

rature,i1i za kratke vremenske intervale, brzina prosti-
, I 

ranja moze da postane vazan cini1ac. 1938. od strane Tise 

~~ i Landau-a 194~., predvidjala se mogucnost da toplot­

• по prostiranje ima talasnu strukturu ~a konacnom brzinom 

prostiranja. Specijalpo kada se radi о tecnom he1ijumu II. 
I 

Ovu brzinuoni su nazva1i "drugi zvuk" /second sOUnd/, u 

ana1o.gi.ji sa prvim zvukom akusticne transmisije. Peskov 

~~. , pomocu jednog pobo1jsanog eksperimenta provodjenja, 

potvrdio је eksperimenta1no ova predvidjanja,a1i rezu1tati 

еи ostali kvalitativne prirode. Оп је nааао аа ,J~ Pi!?~JiIlq. 

prostiranja top1ote u tecnom he1ijumu oko 1.9 !ЩЈ~ .P+'~ tещ-

I peraturi оа 1,4 К. Kasnij е Cept~J? j~ {3~ ~a~me:~:r.aQ ~O- .. 

gucnost posto~apJ,a drugof5 2vuka i u cvr::H'.1.Ii.1 ~~+~тa ~ ор­

га-Уд.ао еgzistеnсtјЦ oblika je~rl11ci~e 13. ~~/,. f>azl.raJ,u~~ эе 

па kinetickoj t~priji Боtkаnа i Grad,a. 

Bertman i Sendiford {40Ј su kriticki razmotrili 

sve ove radove u vezt sa drugim ZV~Aom uсvгstlШ telima i 

zakljucili da ovaj efekat za:lsta ШQzе da postoji. Medj'utim, 

za njegovu detekciju potrebno је koristiti super ci~te та-
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terija1e па niskim temperaturama. U protivnom вlисаји kod 

tehnickih materija1a "drugi 'ZVU]{I nе moze da ЬиО.е registro­

van zbog fono~skog rasipaIlja. Dak1e, kod tehnickih materi­

ја1а u prakticnoj eksp10ataciji imamo pre disipativno ra­

sipanje fononskih cestica opisano je~acinom /3.14/,nego 

ta1asno kretanje opisano jednacinom /3.13/. 

Koriste6i jednacinu /3.13/ В. Vujanovi6 [4~ , 
[42) , [4зЈ nааао је tacan Lagranzijan za јеdnасinи /3.13/ 

u obliku· 

/3.15/ L [' '6'(-дT)~ La(aT)21e t/'G 
• 2" дt 2, дх Ј • 

U svojim radov,ima Vujanovi6 је narocito obratio 

paznju resavanju j~a:n"a~xne.· /3.1~/.··,.P:t;i ' tome, аа bi ве ао­

bi1a jednacina /3.14/ zamenom /3.15/ u Lagranzevu јеаnа-

cinu druge vrste 

Ek_~ш:.._я-~ =0) 
дТ at дТf дх aT~ 

pos1e ае1јеnја sa et/t: i pos1e izvrsenog granicnog pre1aza 

kada 1)-+ О, dobije se trazena k1asicna jednacina /3.14/. 

Ovakav varijacioni pri1az kasnije j~ uopsten па nelinear­

по provod.jenje toplote i ci tav niz problema transportne 

teorije. Naravno, pri ovakvoj varijacionoj formulaciji то­

gu6e је primeniti standardne direktne metode varijacionog 

racuna sa dobijanjem aproksimativnih resenja. 

Autor ovoga rada za svoje proucavanje dinamickog 
... m.-

i teperaturskog granicnog sloja, postavio је sebi zadatak 

аа ispita mogu6nost primene ovakve jedne varijacione 'for­

mulacije па kompleks pomenutih problema, sto ве moze i 

smatrati kao јеаan оа osnovnih zadataka ovoga rada. 
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l~. OBvrt па direktne metode varijncionog ra~5una 

kori~cene u ovom radu. Кnо r;to је ronije геёепо, razvojem 

direktnih mctoda varijnciono~ rn~una, varijacioni princi­

pi mellnnike dobili ви nov podsticaj, jer ве poknzalo <1а је 

moguce dobiti гейепја raznih problema direktnom studijom 

akcionoB integrala. Једаn од najstarijih i najvise upotreb­

ljavanih metoda је Ricov metod, koji ве, ukratko, sast:;oji 

u tome da ве гепепје izvcsnog problema,ciji akcioni inte­

gral znamo, predstavi u obliku linearne kombinacije pozna- . 

tih fUnkcija,ili nepoznath konstanata. Zamenom ovako pret­

postavljenog resenja u akcioni integral i minimiziranjem 

dejstva в obzirom па konstonte, dobija se trazeno recf~nje. 

Medjutim, pokaznlo ве u problemima transporta da upotreba 

Ricove metode пе daje dovoljno tacne rezultate, delimicno 

zbog toga sto ве radi о jako nelinearnim proЪ1emima ва jed­

пе strane, а ва druge strane pretpostavljeno reGenje u оЪ­

liku linearne kombinacije nepoznatih konstanata i poznatih 

funkcija u mnogim slucajcvima nije unapred adekvatno .opi­

Bivanju datog procesa. 

М! сето u ovom radu da koristimo Kantorovicov 

metod,ili tzv. metod parcijalne integracije. Ideja metoda 

је u tome, sto ве resenje bira u obliku kombinacije pozna­

tih funkcija koje zavise вато od jednepromenljive /rocimo 

х/ i nepoznatih funkcija koje z8vise od druge promenljive, 

recimo od t. Zamenom pretpostavljenih геsепјз u iпtеg['зl 

akcije i njegovom integracijom ро prvoj promenljivoj х, 

dobijemo redukovanu akciju, koja ро svojoj strukturi u 

mnogome podseca па akciju dinamickog sistema ва konacl'1im 
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ci. 
brojem stepeni slobode. Variranjem ovako dobijenog r~uko-

vanog dejstva dobijaju se odgovarajuce Lagranzeve jednaci­

nе, cijom је in1;egracijom problem u princ:;.puresen. Na 

оуот mestu potrebna је jedna vazna nаротеnа. Radi se, naime, 

о uvodjenju granicnih us10va u odgovarajuce varijacione 

formu1acije. S obz~rom da se u vecini slucajeva radi о 

parcijaInim diferenci'jalnim jednacinama sa raznovrsnim i 

slozenim granicniiii·~ pocetnim us1ovima, svaka od varija-

cionih formu1ac,ija, pomenutih u pros1om pog1av1ju, uvodi od­

govarajuce gr~nicne us10ve па vise nacina i to:. 

1. lii Izbor pretpostav1jenog resenja је takav, da su 

unаргеёГ z\.dpvo1jeni granicni i. poc.~tni>.lls1ovi. 
. : . . 

Ь/ Granicni us10vi smatraju se kao dopunske ko­

nасnе i1i diferencija1neveze, ра se koristi metod Lagran:­

zevih mnozite1ja. 

с/ U pretpostav1jeno resenje uvode se suvisne 

genera1isane koordinate, ра se zamenom pretpostav1·jenog 

resenja u granicne usloveJdobijaju ~opunske a1gebarske 

jednacine, koje upotpunjavaju sistem diferencijalnih je~a­

cina redukovanog problema. 

Smatramo da је ilustracije radi potrebno navesti 

neko1iko prostih konkretnih primera, jer се в.е kasnija iz­

laganja bazirati па direktnoj metodi u formi Kantorovica. 

I1ustracioni primeri 

1. Prostiranje top1ote u kanalu sa nejednako 

zagrejanim zidovima. 
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Као primenu G1ansdorf - Prigozinovog'metoda 10-

kalnog potencija1a, resicemo problem о rasporedu tempera­

ture u nestis1jivoj tecnosti,koja se kгесе izmedju dve be~­

konacne para1e1ne р10се i ima zadati parabolicni raspox'e(] 

brzine. ОЬе р10се BU pode1jene izo1atorom па dva о-е1а, а 

па ovim cle10vima imamo raz1ici te date temperature koje ви 

jednake za оЬе р10<$е /vidi sl. 1/ 

Izolator 

51.1 

Pretpostavimo аа se top1ota sa zida, koja эе 
, ,{ј.-"-

ргеааје tecnosti penetrira u nju па 'konacno rasto,janje 

qtx1), kako је па slici prikazano. Na rastojanju x1 = L 

d.ubina penetracije је jednaka polovini rastojanja izme­

аји ploca. Zelimo аа nаајето srednju t,empe,:r;-at1}.ru t'ecnos-

ti kao f11Dkciju1';~astojanja U oblasti 06; x1 ~ L, О ~ Х2 ~ 1. 

Jed,nacina energije ov~vog strujanja је [JЏ~] 

/""/ .f~Р7lf(Х2)ддТ =t kЯ2z ' 
Xf" aX1 

а raspored brzine 1. 
З' Х2 v; = ~T (:f2- 2[) 1 

gde је v srednja brzina proticanja koja је zadata, а 
вг 

ostale oznake ви ocig1edne .. 
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Granicni uslovi za ovaj slucaj ви 

gT =0 20 i2=O i Xt=2{, 

t 1 · ;х, . у. 1 _Ј· d t' 1 1 
а os а ]. gran].cn]. us Оу]. su а]. па в. • 

Problem /4.1/ sa odgovarajucim grani~nim uslovi­

та, prema Sehteru, ekvivalentan је sa akcionim integralom 

oblika 

/4.2/ 

obliku 

/4.3/ 

f flo /{ дТ 2 Э тО I=!/ [2" (а,Х) т fCpV,T{jx, ]dX2dXf •. 

Temperatursk~ profil pretpostavimo u sledecem 
I 

, ' 

gde ви koeficijenti ovog po1inoma odredjeni iz sledecih 

gгаniёnih us1ova~ I 

Т= f д2т =0. 
Ј дхl 

Zamenom /4.3/ u /4.2/ dobija эе: 

Uzmimo varijaciju od 1 ро q fiksirajuci qO. 

То daje: 



Posto је proces variranja zavrGon, ргета' raI1ije navede.nom 

ргаvilu treba s'l:;avi ti qO = q. Dakle, izostavljajuci indekso 

i integriraju.6;i ро Х2 dobijamo 

L' .' 

1* 4/ lJ.9. oI = f:(-.I!.l§l +З1Jv {'Ср 223 dq. _ 3~rfC~ 379 !l:... E!l.. )<5g.d:r, . 
. юО ; ( <t 1260 L 4620 dXf 1 12870 2[ d:r, 

Kako је 6'1 = О za proizvoljne varijacije Оч , 

• 1 оу • JN паС.lпа /L •• 4/ ёlaje slede6u varijacionu jednacinu 

_k З67 -+ ~т 223 SL (i_JlISr.fCp З79...Ji... 9."=0 . 
1260 { 4610 dx, 81~ 12870 (ЈХ, 

Integracijom prethodne diferencijalne jednacine, 

vo(}e6i гасunа да su granicni us10vi Ч == О zв: X1 = О, па-

1azimo debljinu temperaturskog sloja kao funkciju koordi-

(-:!l..)З_ Й2288(-:5L.. 1" - 24,14 L ~ = о . 
l '1 L 1 Npe 2' 

Ovde је N - Pekle-ov Ьгој koji је u оуот slu-
ре 

5aju definisan эа: 
А.I _ 2" ~гecp . 
'уре- k 

Radi poredjenja эа tacnim xe~enjeт defini~imo 

sгсdпјu ·t.;emperaturu: 

~ 

na5in: 

7!f(X2)Т dXl 
~г=-"7------ · 

о 

ОУа velicina zavisi od funkcije q(xVna slede6i 

т _ 15 .9t _.м. fJ} • 
ISr - "9 {2 392-УТ 

t 
Nusertov broj definise Бе kao: 

А' _ f 
'Уu - - '- Tsr 
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ili izraieno preko q 

Nu ::= J!l. .L -....1_ 
7 ~ (- Tsr 

U tablici 1. date ви vrednosti srednje tempera-

t;ure i Nuse~tovog broja. Vidi ве аа ви rezul tati dobijeni 

vo.rijacionim putem и dobroj saglasnosti ва rezultatima ао­

bijenim ta~nom metodom. 

ТаЫјса f 

~.J.- Тsг Nu Tsr Nu 
21 Npe facnolSi tаlnо[SБЈ 

0,005 0,07 5,28 0,08 5,78 

0,01 o,ff 1,,86 0,13 5,00 

0,025 0/21 3,94 q24- 4ЈО 

2. Problem konvekcije u blizini zaustavne ta~ke 

Као slede6i primer resi6emo problem rasporeda 

temperature,ili rasporeda таве fluida]koji struji' upravno 

па ravnu plo~u u okolini zaustavne ta~ke. Geometrija ovog 

problema data је па slici 2. 

у 

Povrsina рООе(е 

51.2 

Povrs;na sto(ne tempera­
ture ili kom;entracije 
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Brzina strujanja fluida data је izrazom 
~=ax 

111 =-ау Ј 

gde је а zadata konstanta. Diferencijalna jed.nacina pro-

Ъ1ета data је ва 

/4.5/ дТ ат 02Т 
дО -2Npe'j ау = ay~ Ј 

gde је Npe Pekle-ov broj, Т temperatura ili koncentraci­

ja,it је bezdimenz~ono vreme i у је bezdimenziona koordi­

nata nоrшаlnа па рl0Си. 

/'1.6/ 

jednacina 

Pocetni i granicni uslovi proЪ1ema ви : 

т=о 
Т=! 
т-о 

za -&=0 
za у=О 
kada ј .... оо • 

Posmatrajmo akcioni integral 

Lako је proveriti da је Ojler - Lagranzeva 

OL_~91. _~ §1. , 
дТ де дТв. ду дТу 

dovodi do jednacine /4.5/, зkо вто prethodno pode1i1i 

e~h . ·1· d ~ О sa faktorom ,а zat1.m pust1. 1. а 0- • 

/*.8/ 
gde је 

Pretpostavimo resenje u oЪ1iku 

T=erfc[f(8)y] , 

z -л' 
erfc(z):. 1-~! е dJt.· 

Ј!со 

Pretpostav1jeni profi1 zadovo1java sve gra-

nicne uslove /4.6/ ako 

{(8-)-*' оо , kada 8- .. 0. 



'- 27 -

Zamenom /4.8/ u integral akcije /4.7/ dobij~mo 

g<:!-e је 

А2= (fR_ ~)y2 i {~ :~ . 
Koriste6i dobro poznate relacije 

.. 2 ,,, 

/ e-2А d.А = !~21 

imaImO~~r[ t I {" .1. {2 Ј ~/'G 1 J.~ 
И 1"27; (f2_ &}З/2 - 2 ({I_ '-&}1f2 Ј е d8·; . 
~ 2 2 

Dakle, Ojler - Lagranzeva jednacina ааје: 

Ја [ '. {'Й Ј f {Ј_ f Npe 
1; дf 8(f!fNpe)312J - 2" (12_ fNpe)Зh -

О [ [Ј ] 1 {' 
-Ьдё 4(f~tNpe)3!2 -4 (f2..fNpe)3/J. =0. 

JCada r;~ О, dobij.amo slede6u difеrЕшсiјаlnu jednacinu 

{'- 2 Npef +2fJ = О • 
Integracijom ove jednacine dobijamo 

f =[ ~(/~ ё"Np~в.)Ј-~ 
:rг(~rnз tome, resenje naseg problema је 



·- 28 -

Interesantno је napomenuti da је resenje /4.9/~ 

tacno resenje. Ovo treba zahva1iti srecnom izboru profi-

1а temperature /4.8/~! 

3. Problem konvekcije ва integra1nim ogranice-

nјет. 

Као i1ustrac~ju Bio-ovog varijacionog principa 

ciji је matematicki ~ode1 dat jednacinom 
cDaff _ k д2tJ.· 
.J~- ду!' 

U prisustvu integra1nog ogranicenja 
оо ,1 

/4Ю/ jCj8dy= ( za х->(. 
о 

Resenje ovog problema pretpostavicemo u obliku 

/Ч.ff/ f):: 2:f~ (1-~:), y,-~. 
, 

Ovo resenj~ zadovo1java vezu /4.10/. Prema ra­
I 

nije iz1Q~enoj teo~iji, termalni potencijal dat је izrazom 

и:: .i С,9 ?r (/ dy:;: з . . 
2 '/1 5сп ~ 

Komponenta toplotnog rUksa u pravcu ове у је 
7-L'I .Ј.... ~ ,),3 

Н::; СЈ'Ј u-dy = 1- 2. -+-~ 1 
~ ~ 2 q 

а disipativna funkcija је 

D ;~!(g~)2dУ=зtk ~ (!f!c/' 
jer х igra ulogu nezavisn~ koordinate. Posto је tempera­

turska sila definisana па sledeci nacin 

fy =јв(јјlI) dxdz 1 

д А OlJ..'aO 
zьоg(я%l =: О , 

vy., у=о 

prema jednacini 

. 
I 

-Ез, 
9.:х:- dx 7 
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2 9. f!!J. = 7.Js.. . 
dr k.f 

Integracijom ove jedna5ine,s obzirom па po5etne 

us10ve q = о za х = ~dobijamo: 

2=1~. Vq 
Vred.nos·(; funkcije 8- па granici dobija ве stav-

1jajuci у = о u. izraz /11-.11/: 

~=~З_ 
2С!,СЈ. 

J;-'oilllbinujuci prethodne d_ve jednacine д.оЬiјаmо 

(}== З 
V 28 c.fk:x: 

Bio је pokazao да ве ova vrednost vrlo dobro 

slaze satacnom vred.noscu,sa odstupanjem од oko 0,5 %. 

5. Varijaciona deskripcija klasicne teorije 

~ontinuuma - ranija dostignuca. U ovom radu vec је bi10 

nag1aseno да је, grubo gov()reci, Hami1 tonov va.rijacion-i -

princip primenjen u gotovo svim oblastima reverzibi1ne 

fizike. U isto vreme bi10 је naglaseno da postoji vrlo 

siroka k1asa fizickih problema,koji do sada nisu mog1i 

да budu obuhvaceni klasicnom varijacionom deskripcijom. 

Namera пат je,-da u ovom pog1av1ju damo kratak sumarni 

preg1ed dostignuca varijacionog opisivanja u raznim 

oblastima mehanike. 

1. Klasicna teorija elasticnosti. 

Na osnovu 1iterature koja se pojavi1a, cini 

эе да је teorija elasticnosti пајЬо1је eksploatisana 
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oblast klasicne mehanike u odnosu па varijacione princi­

ре. Cinjenica је da эи svi diferencijalni i integralni 

principi primenjeni u teoriji elasticnosti, kako line­

агnој tako i nelinearnoj. Specijalno Hamiltonov princip 

vrl0 је lako primenljiv u ovoj oblasti, а pravilo za эа­

stavljanje Lagranzeve gustine identicno је эа pravilom 

klasicne konzervativne dinamike, tj. Lagranzeva gustina 

је razlika kineticke i potencijalne energije jedinicne 

mase materijala. Iz iscrpnih monografija, kao sto је па 

primer оnа citirana u referenciji [4~ ,vidi эе da је 

varijaciona tehnika primenjena u svim vrstama naprezanja, 

д.а је lako upotrebiti sve direktne metode varijacionog 

racuna za dobijanje pribliznih resenja, i da је cak, sto 

је ро nавет misljenju izuzetak, moguce kontrolisati kon­

vergenciju dobijenih resenja па osnovu znaka druge vari­

jacije. 

2. Idealni fluidi 

Strujanje idealnih fluida, i ako konzervativan 

proces, nije ni priblizno tako opisano varijacionim pu­

tem kao klasicna teorija elasticnosti. Na ovom mestu ро­

.trebno је napomeniti da је kretanje idealnog fluida u 

Lagranzevim koordinatama moguce u potpunosti opisati 

preko Hamiltonovog varijacionog principa. N~alost, u 

svim prakticnim problemima tecenja, Ojlerov nacin opisi­

vanja igra prevalentnu ulogu. Medjutim, prilikom ovog 

opisivanja nemoguce је naci Lagranzevu gustinu za odgo­

varajuca tecenja, cak i za slucaj inercijalnog kretanja 

f1 "ida. 
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Pos1ednjih godina vrseno је mnogo pokusaja da 

эе prona~je neki adekvatan varijacioni princip Hami1to­

novog tipa za idea1no strujanje opstega tipa. Medjutim, 

ро nавет mis1jenju ovaj proЪ1em nije па zadovo1javaju6i 

nacin resen. Као vr10 iscrpne, deta1jne i kompetentne 

осеnе о tome,na kome эе stupnju razvoja ovaj proЪ1em nа-

1azi, moze da pos1uzi monografija Dz. В. Serina [46Ј i 

rad Se1igera i Vitema [471 • Ovaj pos1ednji rad znaca­

јan је i poOtome sto ве proЪ1em prona1azenja Lagranze­

ve gustine za idea1nu tecnost dovodi u vezu Ва Pfafovim 

problemom, sto эе verovatno moze dovesti u vezu sa о 

radovima profesora А. Bi1imovica i njeogovom varijacionom 

formulacijom /Pfafov princip/. 

3. Disipativni procesi 

Na vise mesta u literaturi је napomenrito da 
.... е 

postoje konzervativni i disipativni problemi kod kojih 

је moguca potpuna varijaciona deskripcijau smis1u На­

mi1 tonovog principa [48], {4чЈ ' [50Ј .0 Medjutim, ova mо­

gucnost varijacionog opisivanja је эlисајnа i nе pose­

duje nikakvu opstost. Puno puta, kao u referenciji [4~, 

.varijaciono opisivanje је moguce samo uz drasticno za­

nemarivanjeo svih inercijalnih c1anova, а ponekad se vr­

ве i vr10 nerea1ne fizicke pretpostavke о strujanju, da 

Ы эе odgovarajuca varijaciona formulacijaomogla иэро­

staviti. 

6. Teorija lancanih sistema. 1951. godine во­

vjetski naucnik В. Arzanih dao је jednu vrlo interesantnu 
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Lagranzevsko - '{arijacionu deskripciju ,koja је u OVOJn 

radu obi1ato zastup1jena, te је u glavnim crtama па оvоП\ 

mestu iznosimo. Rad Б. Arzaniha odnosi ве iskljucivo па 

c1iskretnu dinamiku, specija1no nelinearnu teC)riju osci-

1acija. Mis1jenja вто da је ovde treba izneti u glavnim 

crtama,s obzirom da ве опа prvi put kod пав prosi:J;'uje i 

primenjuje па procese,koji ее орisuјџ parcijalnim dife­

rencijalnim jednacinama. Metod о kome је ovde rec,Arza­

nih је nazvao metod lancanih sistema [5~. Na ovom mestu 

napominjemo da ее Arzanihovmetod moze primeniti па kon­

zervativne i nekonzervativne sisteme i to kako holonom-

пе tako i neholonomne. Prema ovoj teoriji, lancanim si­

stemom naziva ее takav mehanicki sistem cije generalisa-· 

пе koordinate mozemo podeliti па k g!upa 

/ i = 1, 2, ••• , k/ qil' Qi2' ••••• , Qini' 

i k;od koga mozemo uvesti k parcijalnih Lagranzijana 

Ћ~ /! = 1, 2, ••• , k/, koji u opstem вlисаји zavise od 

vremena, svih generalisanih koordinata i svih generali­

sanih brzina, tako da jednacine 

d д~(iЈ _ aL(i) = О , 
dt aq,iti. aqic 

/i = 1, 2, ••• , k ; . а, = 1, ?, ••• , n./ 
1 

daju diferencija1ne jednacine kretanja datog sistema. 
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Nароminјещо da Re оуа napred ukratko formuli­

ваnа teorija lancanih sistema, koja ве odnosi па dina­

miku diskretnih sisteit.l8, moze vrlo lэkо generalisati n~ 

varijaciono opisivanje problema transporta, s'to се u 

оуот radu biti i ucinjeno. 
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11 VAR1JAC10N1 PR1LAZ TEOR1J1 TEМPERA~URSKOG 1 D1NA-
у у v 

M1CKOG LAМINARNOG,NESTISLJ1VOG GRAN1CNOG SLOJA SЛ 

PROМENLJ1VIМ F1Z1CK1M КARAKTER1ST1КAМA 

7. 1zvodjenje diferencijalnih jednacin~ vari­

jacionom metod.om. Vec је napred re"ceno da је glavni za­

datak ovog rada da se varijacion~ formulacija Hamilto~ 

novog tipa sa iscezavajucim parametrom, koju је uveo 

В. Vujanovic, primeni па proucavanje dinamickog i tem­

peraturskog granicnog sloja. Ро ovoj formulaciji, u in­

tegral akcije uvodi se Lagranzeva gustina koja sadrzi 

i jedan parametar koji пета nikakvog fizickog znacenja. 

Kada эе prva varijacija integrala akcije izjednaci эа 

nulom, dobijaju эе slozene diferencijalne jednacine ko­

је sadrze uvedeni parametar. Medjutim, kada эе izvrsi 

granicni prelaz~pri kome taj parametar tezi nuli, dobi­

јаји se tacne diferencijalne jednacine posmatranog pro­

cesa. Treba јов nepomenuti аа је ova varijaciona formu­

lacija narocito podesna ia" direktan metod varijacionog 

racuna i to za Kantorovicev metod parcijalne integra­

cije. Pokazacemo эааа kako se ротоси ove varijacione 

formulacije mogu izvesti diferencijalna jednacina di­

narnickog granicnog sloja i jednacina provodjenja toplo­

te konvekcijom. 

Posmatracemo nestac"ionaran, larninaran, пе-

stisljiv granicni sloj эа promenljivom kinematickorn 

viskoznoscu V , koju сето smatrati funkcijom ternperature. 
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Uz gornje pretpostavke, uzimajuci da је strujanje ravan­

sko, dinamicki granicni а1ој bice opisan s1edecom dife­

ren·cija1nom jednacinom 

/7.1/ 

Uvodeci brzinu U = U(x,t), koja ве naziva br­

zina па аро1јавnјој granici granicnog а1оја, re1acijom 

diferencija1nu jednacinu /7.1/ mozemo napisati и оыlщ 

/72/ Q.ц+u дц + 11'~= ди +и дlJ +2- (y~)! 
(Jt д.х оу 01 дх ду оу 

Smatrajuci da је koeficijent temperaturne vod-

1jivosti а promen1jiva ve1icina zav~sna od temperature i 

uzimajuci и obzir disipaciju mehanicke energije иа1еа 

viskoznog trenja, jednacinu provodjenja top1ote mozemo 

napisati ovako 

/7.3/ дТ т u. дТ.,. v!!L == ~ (a(}L)-+:L (ШЈ.. )'l. 
8t д:с ду ау (ју ,ср д,у 

Jednacine /7.2/ i /7.3/ sa jednacinom konti-

nuiteta 

omogucuju nат и principu da odredimo tri nepoznate funk­

cije u(x,y,t), v(x,y,t) i T(x,y,t), a,ko аи пат date 

funkcije U (х, t), )1 (Т) i а (Т), i ako znamo pocetne i 

granicne us1ove. Neka se и trenutku t = О te10 . i f1uid 

щ:;lаzе па istoj temperaturi Тф,i neka и tom trenutku 
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nе postoje ni dinamicki ni temperaturski granicni sloj. 

Ako sada telo zagrejemo па temperaturu Tw, koja је za­

data funkcija ili konstanta, formirace ве dinamicki i 

temperaturski granicni sloj. Za t) О uzimamo da Би br­

zine cestica fluida па telu jednake nuli, da је poduzna 

komponenta u brzine па spoljasnjoj strani dinamickog gra­

nickog sloja jednaka brzini U(x,t) nерогеmесеnе poten­

cijalne fluidne struje, da је temperatura па spoljas­

nјој granici temperaturskog granicnog sloja jednaka tem­

peraturi T~fluidne struje уап temperaturskog granicnog 

sloja i da је temperatu.ra fluida па telu jednaka tempe­

raturi tela Т'" • Sa ovakvim pretpostavkama imacemo вlе­

dece pocetne i granicn'e ивl0уе: 

u=и(х/I.) V"=O 7=Тоо za >,=0 t=o 

/7.5/ U=7.I'=O Т= Tw- za 1=0 t>O 

« u = U(x,t) Т = 100 ZQ у= Yгn t>o . 

о':' ) .. , 

Ovde је 

ут= f(x,t) I Ут =. IJ. (x:,t) i Ут =-. оо ~ 

sto zavisi od toga da li deыi~uu granicnog sloja kon­

cipiramo ргета pribliznoj teoriji granicnog "slo.ja ko­

паспе debljine", ili ргеmа tacnijoj teoriji "asimp'tot'skog 

в10ја". 

Da bi primenili teoriju lancanih sistema pri 

varijacionoj formulaciji, formiracemo dva parcijalna 

L 
v •• ar .. · .. ·r1 7,lJana: 
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u prvom Lagranzijanu)4f = ;с, (x,y.,-S-) је nepoznat Lagran,-
~ , 

zev mnozite1j. Konstantni ~~~ametar m,uveden u izraze 
" . 

za Lagranzeve gustine, пета nikakvo fizicko znacenje. 

Prema teoriji 1ancanih sistema funkcije u,v,T 

iP, , koje smatramo "genera1isanim koordinatama", pode­

licemo па dve grupe. U prvu grupu uzecemo funkcije u,v 

i~1 эа parcija1~im Lagranzijanom L (1)', а u drugu grupu 

temperaturu Т эа parcija1nim Lagranzijanom L(2} • 

Neka ви odgovarajuci аkсiоцi integra1i: 

t.t,:r.l ут 

/1.8/ 1i =Ј f f L (11 аfd:к:ciу :Ј 
D .х'о О 

/7.9/ ~:JjjL~ldtdXdj 
IJ :ч о 

Diferencija1nu jednacinu nestacionarnog ravanskog 

strujanja /7.2/, jednacinu provodjenj'a top1ote /7.3/ i 

jednacinu kontinuiteta /7.4/ mozemo dobiti ро svim рга-

vi1ima varijacionog racuna iz ,us1ova stacionarnosti 

akcionih integra1a /7.8/ i /7.9/, tj. iz us10va 
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/7.10/ 

/7.lf/ 

Pri variranju gornjih integrala akcije mora 

se voditi racuna о tome da su p~eтa teoriji lancanih 

sistema,nase "koordinate" podeljene u dve grupe sa d.va 

parcijalna Lagranzij~na. Saglasno ovome, pri variranju 

prvog integrala akcije /7.C~ operacija variranja odno-

si se па prvu grupu 'ikoordinata" /u, v ~ ~# /., dok se 

operacija variranja integrala akcije /7.9/ od.nosi па d,.u.gu. 

grupu "koordinata" /Т/. 

Ako nadjem~ varijacije akcionih integrala i 

izvrsimo parcijalnu integraciju, iskoristivsi komuta-
I . 

I 
tivnost operacije vai'iranja i parcijalnog diferencira-

nја., dobicemo: 
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Posto эи brzina и i temperatura Т odredjeni 

па svim granicama izuzev granica х = 1 i t = t 1 , prvi 

c1anovi gornje dve jednacine bice jednaki nu1i, jer је 

би = о 6Т = О 

Ako su za х = 1, t = t 1 i У = Ут zadovo1jeni 

sledeci prirodni us10vi za proizvodne vrednosti vari­

jacija 6и, 6v i 6т 

/7.130/ 

- "" 6џ =0· ~ о д! '''1 I ёJL"J I a'l.('~ <5 1-Ј - ии с i {Ј 11' _ О 
(}Uж:t:-I. дUt t-t, ~ 'ус:!м 

..EJ!l6TI=o 
д1t It - t, 

onda, s obzirom па proizvo1jno izabanu oblast integra­

cije i па proizvo1jnost vrednosti varijacija би, ov, 6~1 , 

i 6Т, iz varijacionih jednacina /7.12/ i /7.13/ dobija­

то Oj1er Lagranzeve jednacine: 
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BL(.fJ д дL(fЈ д дL"Ј а дL(f) 
------- ---=0 
д1l' dt дl1 дх д1f~ ду aZtj 

/7 (3Ь/ 
дL(IJ д oL(~) д aL(tJ д aLf!} --------- -----о o/'f ot 8p,t д:1: f!jt,;c ду д}I,~-

aL~) д aL(RJ д oi2J д 001.) 
- - -- ------ =0 
дТ at дТt д\.С "дТ:ж:. ду дТу . 

Zamenjujuci Lagranzijane /7.6/ i /7.7/ u 00-

govarajuce prethodne jednacine /7.1;a/ i /7.1;b/ dobi­

ја.то posle deljenja faktorom еХ/м: 

rnГП +uQ[ +71(}Г _.L да (дТ !-:L(дЦЈјcfтl=о i m~T orl ;: о , 
Lдt дх 8:1 1 ет дУ Ср ду / /::r::t( vX It::at, 
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/716/ 

_ m2- дТ _ ат _и_дТ -11 ат ~.{ Qg (дТ)!-/- !!...(ди'):m д [СЈТ + (Ј дТ + 
(Jt ar at дх ду 2. дГ Оу Ср ду дх ()t ох 

д ~ дТ) +- а- :=0 
оу a~ . 

Као sto smo уес napomenu1i,varijacionom meto­

дат dobili smo znatno slozenije jednacine nego sto su 

d.iferencijalne jednacine posmatranog procesa, koj~ u 

sebi sadrze parametar т. Ako sada izvrsicro granicni рге-

laz pri kome т~O, jednacine /7.15/, /7.17/ i /7.16/ 

·postaju: 

(Ји -+ u ди + 11 (Ји == (ји + иди + fL ()) ди) 
дt ОХ ду ot дх оу ду • 

дТ + идТ -1- 71' дТ;: д_ (а дТ) -t ~ (BI.J.)t 
at дх ду ду ду Ср ОУ , 

gu + (/~=O 
дх ду , 
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а to ви diferencija1ne jednacine /7.2/, /7.3/ i /7.Ц/ 

koje opisuju 1aminaran,nestacionaran, nestis1jivravanski 

dinamicki granicni вlој i konvektivno provodjenje top1ot;-­

nе energije, pri сети ви fizicke karakteristike zavisne 

od temperature. а uzeta је и obzir i viskozna disipaci~ia. 

Zadnja оа jednacina /7.14/ ааје granicni uslov 

za Lagranzev mnozitelj: 

/1.18/ za У=Уm , 

dok ви ostale jednacine identicki zadovoljene. 

8. Dobi,janje aproksimativnih гевеnја diгеktnirп 

metodama varijacionog гаСunа. Za dobijanje aproksimativ­

nih resenja problema transporta ротоси ove varijacione 

formulacije,koristicemo Kantorovicevu metodu parcijalne 

integracije. Sustina ove metode је и tome аа ве unapred 

pretpostavi oblik trazenih fUnkcija. U ovako pretpostav-

1jenim funkcijama, kao argumenti javljaju ве nezavisno 

promenljive velicine i nepoznate funkcije drugih neza­

visno promenljivih. Pri izboru oblika trazenih funkcija 

mora se voditi racuna аа ве zadovolji razuman Ьгој gra­

nicnih uslova. Кааа se ove funkcije stave и akcioni in­

tegral i izvrsi integracija ро јеаnој оа nezavisno рго­

тЕш1јivih, dobija ве- tzv. reduk:ov:ani akcioni integral. 

Uslov stacionarnosti redukovanog akcionog integrala da­

је nат Lagranzeve jednacine posmatranog ргоЫета. 

Za transportni problem koji mi posma~_'1mo i 

koji је opisan diferencijalnim jednacinama /7.2/, /7.3/ 
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i /7 .l~/, pretpostavi6emo oblik trazenih funkcija 

u(x,y,t), v(x,y,t), T(x,y,t) i /-"pc,y,t). 
I , 

Za komponentu brzine u resenje сето pretpo-

staviti и obliku 

gde је U(x,t)'brzina fluida па эроlјавnјој granici di­

namickog эlоја, Фt је ;data funkcija argument?-koji је 
dat izrazom 

.л=:I , 
f (x,t) 

g~e је "! (х, t) debljina dinamickog granicnog эlоја. 

Posto эе oshovne hipoteze tp.orije dinamickog 

granicnog "эlоја konacne debljine"" i1i pak teorije 
! ' 

"asimptotskog э10ја" ,< izrazavaju ј ednac:i.nama 

<Ј=и ди О , ОУ= za у= Ут =,(; оо I 

potrebno је da funkcija q), zadovo1java granicne uslove: 

Komponentu brzine v trazicemo u obliku 

/8.2/ ll= 9(~1 t) N(A)- <fJ(Х,t)R(.л) , 

gde funkcije N(Jt) i R(.л) biramo tako da эи zadovoljeni 

sledeci us10vi ~ 
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/8.3/ 

i1i 

/8.s/ N(.J.) = f ф/(7t) ЛdЛ +- С, 

R(.).) =Јфf().) d7c. + С2 • 

Zbog granicnog us10va v = О za у = O·mora biti: 

/е.6/ 
лtо)= о 

R(o) = О . 
u da1jim iz1aganjima smatracemo Tw konstan­

tnom ve1icinbm. 

Slicno profi1u brzine uvescemo i profi1 

temperature, smatrajuci аа је bezdimenzioni odnos tem­

peraturskih raz1ika 

Т- Tw Ф 
Too-Tw = ~('l)' 

gde је Ф2 data funkcija оа 7 ' pri ceinu је 

ђ_У , 
(- А (x,t) 

а ~(x,t) је debljina temperaturskog granicnog sloja. 

Profi1 temperature Т mozemo sada napisati u obliku 
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/8.'1/ Т= ТоФ!Ј.('l) rTw / То:: Тоо - Т".,. 

Kako jednacine 

Т= 700 дТ 
I -=0 za у=у/У1 =~, оо , 

ду 

izrazavaju osuovne hipoteze . teo~ije temperaturskos 

granicnog "sloja konacne deblj;ine", ili pak tacnije te­

orije "asimptotskog s10ja", potrebno је da fиnkсiјаФ2 

zadovoljava sledece granicne uslove: 

ZQ 

u ovom radu uzecemo da аи kinematicka viskoz-

nostV i koeficijent temperaturne vodljivosti а linear­

nе funkcije temperature, odnosno 

а:: Q оо( 1., 88) , 

в=:Т - Т­
Tw-T_ 

U gornjim izrazima viskozni koeficijent А i 

konduktivni koeficijent В аи konstantne velicine. Slu­

сај А < О, В ') О odgovara zagrevanju а А") О, В < О 
odgovara hladjenju fluida. 

Posto је (Ј:;: 1- Фz. (1) , za kinematicku vis-

koznost i koeficijent temperaturne vodljivosti dobijamo 

izraze: 
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Oblik Lagranzevog mnozitelja;U~ napisacemo u 

obliku 

/8.8/ .ЈА,=(3(х,t)G.(.л) , 

gde Q (.л) mora bi ti izabrano tako аа Ьиаи zadovo1jeni 
8 

granicni us10vi /7.1'/. 

Zamenicemo sada profi1e brzina /8.1/ i /8.2/, 

profi1 temperature L8.7/ i Lagranzev mnozite1j /8.8/ u 

akcione integra1e /7.10/ i /7.11/, а zatim сето inte­

gr~liti с1аn ро с1аn ро debljini dinamickog)odnosno 

temperatur.sk6g granicnog в10,ја. Pri integraci.ji роје­

dinih c1anova тогато voditi racuna·o оаnови debljina 

dinamickog i temperaturskog вlоја, оdnовnо moramo ро­

веЬnо posmatrati slucajeve .А < f i .4 > [. Dacemo inte­

gra1e pojedinih c1anova. 

Jg~ :~ dy = U:rUtАг (UUoc/i r UUtf,,) А2 r ~2{,J. Аз . 
о 

.лт 

А, == f ф,f(Л)dА. ~т Ат· 

I А2 =1 ф,(А)ф:(А)Ј/.dJl. I Аэ= Ј ф/2(А)л2dЛ . 
о о D 
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Ј 11" f!fc ~~ dy .::: gUU:x:.A1- g~r", А8 - 'fUlkA9 f 'f~'& Аю . 
о 

.t",. 

/8ft/ А(О =1 R(.).)Ф:~(~)Л dл . 
(Ј 

/r11t ,ииx)~ СЈУ" -(UI.ft~U'lk){,,,АftТ (и",1.ft +Шi)fА(2 . 

/8.12/ 

. .' 

,.\", 

AI11 ф/(Ј.)АdА.. I 
о 

Ј", 

Аf~=Јф,(.1.) dЛ 
О 

A,s. J~.t(~ d Л . 
() 

Posto је za slucaj А< r za A~ У' f, Фt.('l):.f, 

jer је Т = T~ , bi6e~ 

.0 
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za ~>f bice: 

Ј Фz(~~Фr'2(),} dy = 't' ({, А) • 
о 

'gde је 
.лт 

/8. ('1/ 7 (f,4) = f Ф2(~:Л) ф;2().) dл. . , 
о 

Defini ti vno imamo za L1 <' f 
, I 

а za А> f 

{ ј , 

!vrдU )?d'j .:: llooV2
[ A~ Аfз -А Y(~4)1 Р..\ду I I 2f' ~ , 

о 

f 

j.ft1 (~~ "1-~ )dY = (J(U~f- ЧЈ) А14 +-(Ь(g-Uf:х;)Аfs, 
о 

"t11) ..("" 

А(4« = f Ф,(А) f].(-Nd1t I A15= ј Ф/(А) Q(~)Л dЛ . 
ь ~ 

Pri ovom izracunavanju koriscene ви rela'cije 

/8.3/ i /8.~/ .. 

'Ј4 аТ . дТ dy= Тo2AtAx 8 f , 
дt дх. Д 

о 

/8. 15/ В, =J;'~1)1/ d'l 
о 
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Zад<f 

j
4

J....U(aT)2dy = То2Uд~ 1=,(1'4), 
2 дх:. 2 

о 

/8,(6/ F,(f,lJ} =~J;' (+~) Ф/(11 rz2d'l . 
о 

Za ~) f ј е za У> f фf(Ј..) = 1, ра је 

4. 1 4 f ~ фtZ(1. Ја 2 dу=fФd.мФZ1'l) 12 dУ+јфit'l1/l2 dy. 
о Д о Д I Д 

Dakle, za А) f 

Za .1< f је 

4 

јlf дТ QL dj= 1;/911%/2 (" 4}+ То2'(ЈД:х::Р'(f,А.) , 
дхду 

о 

/8.18/ Fz (џ) = -1 !нГ1 1)Ф:М I dtl, р, =1 J~ ; '()Ф;i'l)? d'l . 
о о 

Za 6> f је za у> f v = О, ра је 

4 I 

JV дТдТ dj=jiV дТQLdј = lc/gIJ;x 1f'z.(f,A)f Тo~tfIJ:t:fi (f,/J) , 
о дх ду о (}.х ОЈ 
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Za .1 < f 

t Ј!. (аи)2 ijJ dy = _ "Уоои2 то A~ (АIfF.з(f/А)-АF;,(fll!)] 
Ј Ср ду ах cpf 2 ,7 
о . 

/8.2f/ Fэ (f,,, 1 = Ј:;" (1 q) Ф; (q 11 d'l ,. !'l,("л;,;;" (Iv qf.f'II фz щ) '1 d'l . 
о о 

Za А > f za У> f u = U(x, t) Ј %::;q ра је 

/82~/ 
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/ 

Ovde је 

ф:(.Ј.) = ~~ i Ф2'м.>: dФz . drz. 
Posto јеЛm=1 irzm=~ ,ра zbog 17-50./ 

granice.i\m i ТZГl) uzimaju vred.nosti Ам=1, ао ,. 7Ј.м= {, Q:I • 

Pos1e izvrsene integracije dobicemo redukova­

пе integra1e akcije koj~cemo napisati розеЬпо za А< f 

i za д> f_ 

Za .:1 < f redukovani akcioni integra1i bice : 

. t, l . 

I, =fJLf(f,!tlfx/i1,91'f,(3,x/m) dtdx I 

D:I:o 

/8~5/ 

sa parcija1nim Lagranzijanima: 
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Za Д > f redukovani akcioni integrali bi6e ~ 

/8.28/ 

l, t. 

/8.29/ ~ = Ј Ј 'X2(f, А, дt,АII:,9, Ч, х/т) dtdx, 
" r. . 

sa parcijalnim Lagranzijanima: 
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. I 

+ Тo2\f A:rf} (f/~) _ а ... · BТof~~ 82.+ "J.UI.Тof~;r: (A"1a(I,A}-АЛ(I,~)] 
I 2А Ср 

ј 

- a~~' {B*~ - ВВ">} е"'/">. 

Razmatracemo prvo slucaj kada је temperatur­

ski granicni э10ј 'tanji od dinamickog, tj. kada је А i. f. 

Funkcije f, g, '( ,~ , i /Ј igraju sada· ulogu generalisanih 

koordinata. Ргета teoriji lancanih sistema i s obzirom 

па veze izmedju funkcija f, g, ~ ,~, i /) s jedne, i 

u, v, Т, itl sa druge strane, mozemo smatrati аа пат 

"generalisane koordinate" f, g, у (f.> spadaju u prvu 
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grupu,a.1 u drugu gr'\lpu i да зи< im parcija1ni Lagranzi­

(jani L1 i L2 respektiv.no. Ргета tome, pri variranju ге­

dllkovanog akcionog integrala /8.24/ variraju зе funkci-

је f, g, '( i (3, c10k se pri variranju akcionog integrala 

/8.'?.5/, operacija variranja ocJ.nosi па funkciju ~ 

Ako 811 brzina strujan(ja i temperatura odre-

ајепе па svim granicama izuzev krive х = 1 i ako зи па 

granici х = 1 i za t = t 1 za(lovoljeni sledeci prirodni 

пslоvi za proizvoljne vred.Dosti varijacija brzine 'и i 

temperature т : 

/8.32/ Ј1Ь 6fj= о Ј 
дft '~ f, 

опда uslovima 8tacionarnosti redukovanih integra1a 

6I1 = О 

6I2 = О 

odgovaraju Ojler - Lagranzeve jednpcine: 

/8.33/ 

/8.34/ 

/8.35/ 

/8.36/ 

/8.37/ 

дL, _ Q_ fJ.h. _ Q. (}L, = О 
01 дt Blt д:.с дfх 

дLf _ 2- BL, _ ~ дL, -= о 
дg дt д9t д.:х: Ogж 

BL, _ Q.. дL, _ ~ 8L, = О 
дtr дt ()'ft О:с д'(~ 

ШЈ _ ~ 8L, _ §... aL, = О 
fJ(З at д(3t дЈ:; д(3% 

I)LI. _ !L дL2 _ Е- aL2. _ О 
дЈј, д! дt ах. ддж.-
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Ako иnеБеmо vrednosti parcija.1nih Lagranzitiana 

/8.26/ i /8.27/ u jednacine /8.32/, /8.33/, /8.7;Л/, /R.35/, 

/8.36/ i /8.37/, podelimo ih Ба faktorom е :Је,,,,, i izvrsiтno 

~rnnicni prelaz kada m~O, оnйа се jcclnacine /8.32/, /8.311/ 

i /8.35/ biti identicki zadovoljene, а jednacine /8.33/ i 

/8.З9/ ~ 7;,2 (8*8з - BB4)_ТoZA.L В,- Тo~UAxl1- ' Zg'2. -
2L1% А 

_ Тс,2 у Р .,.. ,Q008 Тot 82. _ -Ј .. и2 то [AtI F.з-'А Fi Ј ="0 . 
2 А" cpf 2 

Jednacina /8.35/ daje јед.nаСinu 

'koja 6е biti zadovoljena za 

,"(= U~f 

9:: ur:r:. 

Sredjivanjem jednacina /8.38/ i /8.39~ posle 

zamene g = Ufx i у' = Uxf, dobijamo : 
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•. 
Za slucaj kada је д> f diferencijalne јеdnа-

cine dobijamo kao i u prethodnom slucaju, ра postupak 

11есето detaljno izvodi ti. Dakle, posmatracemo sada in-

tegrale akcije /8.28/ i /8.29/ ва parcijalnim Lagranzi­

janima /8.30/ i' /8.31/ i iz us10va stacionarnosti akci­

onih integrala dobicemo diferencija1ne jednacine pro­

Ыета za slucaj kada је IJ. > f. 

/8.'121 
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Napred dobijene ;rencijalne jedna~ine dBju 

пат aproksimativna resenja za kompleksne slu~ajeve u 

proыmaticii dinami~kog i tешрегаtuгskоg granicnog sloja.· 

Као sto vidimo,to је sistem nelinearnih i spregnutih 

parcijalnih diferencijalnih jednacina sa nepoznatim funk­

cijama f (х, t)i .1 (х, t). Da bi izbegli nepremostive tesko·-

·Се matematicke prirode pri resavanju ovakvog sistema, 

primenicemo dobijene jednacine па neke specijalne slu­

cajeve i uproscenije proыme,, koji йоvоdе do takvih di­

ferencijalnih jednacina koje prakticno mozemo iskoristi-

ti za dobijanje konkretnih rezultata. 
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111 NEK1 SPECIJALNI SLUCAJEVI STRUJANJA FLUIDA 1 

KONVEKTIVNOG PROVODJENJA TOPLOTE 

9. Dinamicki i temperaturski~anicni sloj ва 

konstantnim fizickim karakteris"t;ikama i аа zane.I1larenom 
I 

viskoznom disipacijom. 

а/ Stасiоnагда konvekcija [1] 

U оуот ае1и; posmatracemo temperaturski granicni 

sloj па ravnoj ploci konstal1tne temperature Tw ргј lami­

narnom,stacionarnom strujanju nestisljivog fluida kon­

stantne viskoznosti. Smatracemo аа је koeficijent tem-

peraturne vodljivosti konstantan i zanemaricemo viskoznl1 

disipaciju. Uzecemo аа је brzina U kоnstantда i q.a је јед­

naka brzini kојош fluid nai1azi па р10си, оаnоаnо U = U .. 
IJ!> 

Dakle, radi аеО bezgra1dijentnom strujanju. 

Diferencijalne jednacine koje opisuju ovako 

formulisan problem bice: 

. /9.2./ 

iz kojih treba odrediti tri nepoznate funkcije и(х,у), 

v(x,y) i т(х,у), koje prema /7.5/ moraju zadovoljavnti 

sledece granicne uslove: 
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u==v=o Т= Tw ZQ у=о 

ц = Иоо ZQ ,Ј= оо • 

Diferencija1ne jednacine /9.1/ i /9.2/ dobi­

јато iz jednacina /7.2/ i /7.3/, uzimaju6i аа эи parci-

ja1ni izvodi ро vrem(~nu jednaki nu1i, da эи U = U08
, V i 

~ 

а konstante i аа је Ekertov Ьгој Е ;;и~ = о ,sto оа-
~Тo 

govara zanemarivanju viskozne disipacije. Konstantnost 

vi а, s obzirom па jednacine kojima su definisani, iz-

razava se re1acijama А = О i В = о. 

u ovom ргоЫети razmatramo эато sluc,aj kada је 

Ргеша tome, priblizne diferencija1ne jednacine 

posmatranog ргоЫета mozemo dobiti iz jednacina /8.l~O/ i 

/8.41/ unose6i u njih nаргеа navedene vrednosti. Tako ао-

bijamo: 

Posto razmatramo stacionaran slucaj bi6e 

f ) f а! аLl . . d 
f = (х Д = А (х) х = ах/дх = ах ' ра gОГЛЈе Је nа-

cine роэ1е sredjivanja postaju 

f df = А/з L 
dx А6-Ав ИОО " 
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Il1tegracijom jednacine /9.3/ dobijamo d.cbljinu. 

dinamickog granicnol; sloja 

f =- V- 2А (3 V V Х. 
Ав-Ав UФ 

Ako postoji funkcija P(f,A), koja zadovoljava 

sledece uslove: 

дР 
дf =.1JF~, 

Оl1д.а jednacinu /9.4/ mozemo napisati ovako~ 

U slucaju stacionarne konvekcije u fluidu за 

konstantnim fizickim karakteristikama za о = 1 imэтnо 

da је 

Т",,-Т и 
Tw-T_ = Uоо 

/ Ll = f. 

·Gornje relacije izrazavaju slicnost raspodele. 

temperaturskera.zlike izmed.ju temperature па ploci i u 

datoj tacki preseka granicnog s1oja, i brzine struje u 

istoj tacki, i ukazuju па cinjenicu аа је debljina tem­

peraturskog granicnog sloja jednaka debljini dinamickor~ 

s10ja,ako је Prandtlov broj ~~ 1. 

Zbog toga зе pri aproksimativnim resenjima 

uzima da је 

Т- Tw 
Т оо - т w = Ф!l ('Z) , 
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tako да ви funkcije Ф,(.А) i Ф2(7l) funkcije istog оblik:э. 

од. га~йiёitih argu.menata,koje za 6' = 1, оdлоsпо za Ll = f Ј 

postaju idc.ntiCki ј ednake. 

Ргеmа Kar'man - Po1hauzenu, za profil brzi:no 

и~A6Aтo polinom cetvrtog stepena 

ја/ 

cije koeficijente odre<ljtljemo iz granicnih us10va 

ZQ ;ј= о , 

iz jeclnacina Јсоје izrazavaju ОfЗпоупе hipoteze teorije 

dinamickog granicnog "sloja konacne debljine" 

је/ и = и. I ди=о 
ду 

za y=f, 

iz jednaGine Prandt1a za гауапэЈ.-::о bezgradijentno strll-

јапје 

ди + u дц + 7/-0и _ il д-v 
дt дх д,ј - ду 2 ' 

Јсоја zbog /Ь/ даје granicni us10v 

/а/ <Уи_о 
ду2-

ZQ :1= О , 

i iz tlэ1ОУа da profi1 brzine и(х, у, t) i ргауа U = Чо, 

tl Ъilo kom preseku i Ъilo kom trenutku,imaju dodir 

drugog reda,tj. 

/е/ za у= f. 

1z /Ъ/, /d/, /е/ i /е/ zbog u = UООФf(~} 

dobijar.lO : 
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ф, = о dZФ. za .;\.:::0 1-' = о 

/9.8/ d Jt.2. 

С1.2Ф1 .::. О ф, -= f dФI =0 
I 

za ... :t = 1 
d.л dЛ 

Za profil temperature uzecemo takod.je роl:i.по::! 

cetvrtog stepena 

/1/ 

cije koeficijente odredjujemo iz.granicnih uslova 

/9/ Т= Tw za у=о 

/ћ/ Т= ТОО дТ za.·y=A 1-=0 
ду 

/i/ д2{ za 1=0 -=0 
ду2. 

1)1 
д2.г - -о 
д.)'2-

za у= L1 

Granicni uslovi /Ь/ izrazavaju osnovne hipo-

teze teorije temperaturskog granicnog "sloja konacne 

debljine". Granicni uslov /i/ dobijen је iz Jedn3.cine 

provodjenja toplote 

дТ -1- U дТ f 1/ дТ ::. Q (ј2! , 
дt дх оу ду! 

11zimajuci u obzir /Ь/ i /g/, а gГ8лiсni изl0У 

/ј/ dobijen је iz zahteva da profil tempera·cure T(x,y,t) 
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i prava Т ~ Tw u svakom preseku i za svaki trenutak 

imaju dodir dru.gog reda. 

Iz /g/, /i), /h/ i /ј/, zbog Т=ТоФz.Сfl.Jf-ТW 1 

dobijamo: 

~=O d 2d>,. ZQ "1.=0 Ј - =0 

/9.9/ 
Q'l2 

Фr.=1 di:Ptl =. о d2cЉ za '1= 1 I ! 
I drz.2= О , drz . , 

Stav1jajuci /а/ i /f/ u granicne us10ve /9.8/ 

i /9.9/,ров1е odredjivanja koeficijenata ak i bk~dobi­

јато: 

/9.fO/ 

Za ovako izabrane funkcije је prema /8.5/ i 

/8.6/ 

Stav1jajuci u /8.9/, /8.10/ i /8.12/ da је Ј\m= 1, 

unoseci u njih /9.10/, integracijom dobijamo: 

Аб - Ав = QO't72 , 

2АfЭ = f, 484 " 
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ра је deЪ1jina dinamickog,granicnog sloja prema /9.5/ 

f=5,6fV~ х 
Иоо • 

Zamenom /9.10/ i N(J.) = !Ь (fOJ,.2-15.л"f8.л~) 

u /8.16/, /8.18/ i /8.23/ i uzimajuci da јеУ(т = 1 

dobijamo: 

8з :: 52 . 
35 

Posto funkcija 

zadovo1java us10ve /9.6/, jednacinu /9.7/ mozemo napi­

sati ovako: 

ч. d(-1.L .62 _ --2- ,1" +..1L- ,1S} _ Й.!1 И. 1 
81,0 f .зg60 I'~ 75075 {I# -2и. 35 i12 dx" 

ili uvodeci promen1jive У = i · 
/

9.fl1 d{"(; 11 у2_ L УЧf Зf YSJ7=..Q. ~ L d х. 
"/ l' 8"0 аgБО 75UlS)J 70 Иоо у., 

Kako је t1 <; f tj. У <·1 u рге thod.n о ј , jednacini mozemo 

zanemariti c1anove 

'7 У" 
3960 

l 31 уs 
'15075 ; 
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ра jednacina /9.11/ postaje 

i1i 

Zbog 

1 

gornju jednacinu mozemo napisati ovako 

YJ
.L J·y2x dY=_1_ . m- 1(·/5,74 о 
r 7 dx rn fJ I - {5б . 

Uvodjenjem nove promen1jive z = у3 prethodna 

jednacina postaje 

ч аг т z+-x-:- . 
Э dx (ј' 

!ntegrirajuci" dobijamo : 

Ako је хо nezagrejana pocetna duzina р10се, 

onda ви pocetni us10vi 

L1=O I У=й I z=O ,тx-=~o, 

ра је 

Sada mozemo pisati 

[ "/"Ј.3,13 z=--L-1-!Xo) :У=_О 
ГПО '·х (3 
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Odavde za deЪ1jinu temperaturskog granicnog 

sloja dobijamo 

д= 5,6f~~{_(~)~4 1m W " хl· 

Ako uzmemo аа је хо = O,tj. ako citava ploca ucestvuje 

u prenosenju toplote i formiranju dinamickog i tempera­

turskog granicnog sloja" onda za Ll dobijamo: 

Veza izmedju lokalnog koeficijentn prelaza 

toplote ~xi koeficijenta toplotne provodljivosti k data 

је relac.ijom 

СХх= k"(aT) . 
Тоо- Tw ду у=о , 

Kako је zbog /8.7/ 

dobija эе аа је 

ех -~ - 1. ~f;т; fJrF6 VU;-
;r - L\ - "'( 5,61 V и V.:c ~ 

ра је lokalni Nuse1"tov broj 

N их = а':с х = 2 rт ,Зr;:;- (r;::;-R 
k 5, 61 V о V гr е:с ' 
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Vrednost Nusel·tovog Ьгоја dobijena tacniтrl те­

todama resavanja [5~ је 

Ь/ Nestacionaran temperaturski granicni sloj -

pojava toplotnog talasa.[2J 

Као sledeci primer posmatracemo laminarno, sta­

cionarno strujanje nestisljivog fluida duz гаvnе polu-

s v v " 
be~konacne ploce, pri сети сето zanemariti viskoznu di-

sipaciju i uticaj temperature па fizicke karakteristike 

fluida. Neka је brzina potencijalne fluidne struje U~ 

i neka ploca i fluid imaju jednaku temperaturu Т 0If • U 

tom slucaju imacemo эато dinamicki granicni sloj. Usvo­

jicemo aproksimaciju da је profil kompQnente u brzine 

linearan i аа је dat prvim clanom Tajlorovog геаа u gra­

nicnom sloju. Ova aproksimacija је utoliko tacnija, uko­

liko је vecavrednost Prandtlovog Ъгоја, posto је u tom 

slucaju debljina temperaturskog granicnog sloja mala u 

poredjenju эа debljinom dinamickog sloja. Dakle, stavi~ 

сето 

u. r::::, ( 0<1 1у = 'bW(x) У ,. 
ду /У.о Р 

gde је bw(x) nароn smicanja па ploci, а.ЈА- dinamicka vis­

koznQst. Napon smicanja za ravnu plocu dat је formulom 

Blazijusa: 



gde је 

ovako 

gde 8\1: 
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Iz /9.12/ profi1 brzine u тo~eтo napi8ati 

u = ИОО ф, (-"Ј 1 

Фt(Јс] =.л.. 
у 

.л. = (c~) 

fcx.j = р;оо = ри,. vx . 
w К 

Povecamo 1i temperaturu ploce эа Т _ па Т 
\'Ј 

do6i се ао konvektivnog provodjenja top1ote u f1uidu. 

Profi1 temperature uzecemo и <;>bliku Т::kiЉ(/lј+ТW i То= Tw-ТОО • 

Pri da1jim izracunavanjima treba voditi гасunа да эи 

funkcije ф, (.А) i Фt{"'l.} raz1icitog oblika. 

Temperatura T(x,y,t) mora zadovo1jiti эlеае­

се granicen us1ove~ 

T=Tw д2Т 
I ду2:: о za y~o 

т = TQII I !Но;:: о 
ду . 

za У=Д . 

Granicni uslov Т = Т za у = о је ocigledan. w 

Granicni us10v д'l.Т= О za у = о dobija эе iz јеdласinо 
ду2 

provodjenja toplote 
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'kada se uzme u obzir da је za у = о т = Т", = const. 

u = v = о. Osta1a dva granicna us10va izrazavaju osnovne 

hipoteze priыznee t.eorije temperaturskog granicnog 810-
, 11 

ја konacne deыine~~ 

Funkcija .~ u tom slucaju zadovo1java sledece 

granicne us1ove: 

Ф1. = 1 / a~ -О 
drz2 -

. а.Фt. _ о 
I а'7. -

20. rz. =0 

;za "1. = { • 

Prema napred iznetim рrеtроstаvkаmа,рriы1znпп 

diferencijalnu jednacinu za temperaturski granicni sloj~ 

dobijenu varijacionom metodom·, dobicemo ako u jednacini 
u. 2 

/8.41/ stavimo da је А = О, В = О i Е= - -.!!: ': О 
СрТо 

Dak1e, za nаэ slucaj imamo: 

prema /8.15/ је 

В, ЈФ:'tvrfdrl = S, 
(1 . 

а prema /8.16/ 

F, = 1 ]ф,(-:~) Ф:'рIlТ/drz = 1]1 rz Ф;'wТZ'dтz 
о о 

fj =: S2 I s2 = rф;'(~Ј rz.'d'l 
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Iz /8.5/ ;је 

N(.).J = јф/()')7Ldл. -f С, = ; )...2 f С, , 

ра zbog N(O} = О dobijamo: 

/9,18/ N(,л} = ; :л 2.. 

Kombinujuci /9.18/ i /8.18/ dobijamo da је 

Iz /8.23/ ј.е: 

/920/ 8р ЈФ;~ldrz = Sэ· 
о 

Unoseci /9.16/, /9.17/, /9.19/ i /9.20/ u /9.15/ dobi.--

јато: 

Unoseci vredDost za f iz /9.14/ u prethodnu jednacinu 

imamo: 

gde је 

I 

Ako u jednacinu /9.21/ uvedemo nove bezdimenzione pro-

men1jive 

в = (CXzK _}1/3 
2.f'Q / 
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i smatramo da је Р = P(F} , dobijamo obicnu diferencijalnu 

jednacinu 

; 

9,~", (р- 4p2F ig; = 1-РЗ. 

Ako F smatramo kao nezavisn"o promen1jivu, onda је једnа­

cina /9.24/ linearna. Uz pocetni us10v Р(О) = О nјеnо 

гевеnје bice 
р 

F - (' рз)~/.Ј ( t:?$ 
- - I ј Ј ( (- p1)'1/3 ' 

о 

ciji је gratik dat krivom па slici 3. 

р 

1.0 

0.9 

0.8 

0.7 
0.6 

0.5 

О., 

0.3 
0.2 

0.1· 

Р=1 

)8 
. ./ 

I 
, I 

t ./ 
ј 

I 

V ! 
V I 

./ I 
I 

/ I 
11 : 

r-
.0'.08 .12 .16 .20 .2' .28 .32 .3' .36 F 

51.3 

Singu1arni integra1 jednacine /9.24/ је 

Р = 1. 

Ovo гевеnје nе zadovo1java pocetne us10ve 

i оnо, s obzirom па /9.22/, predstavlja resenje za 

stacionarno stanje. 

Iz grafika tunkcije Р = P(F) , koja је data 

jednacinom /9.24/. а koja је prikazana па эl. 3, vidi 

эе аа је ova kriva nejednoznacna, sto је sa fizicke 
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tacke gledista apsurd.no. Ova nejednoznacnost bice uko­

njerla ako геБепје uzщеmо u obliku prekidne kri ve, gde 

ве kao tacka prekida jav1ja skok,u kojoj °kriva skace па 

vrednost Р = 1.° Po1ozaj ovog skoka щоzеmо interpretirati 

kao top1otni ta1as. 

Ovaj top1otni talas nastaje za jednu odredjenu 

vrednost F, koju сето obe1eziti ва F1 i koja odgovara 

apscisi tacke В, u kojoj kriva ima vertikalnu tangentu. 
о' 

Da bi odredili vrednost F1 jednacinu /9~24/ napisacemo u 

oыkuu 

Stavljajuci F = F1 , posle integracije dobijamo 

~p2 4 рЗс . 2" -t З Гf = С .. 

Iz prethodne jednacine vidimo da је izraz па 

1evoj strani ·duz talasa konstantan,pa пат оп izrazava 

zakon о konzervaciji duz ta1asa~ 

Uzmimo da је па strani ta1asa,gde је primen­

ljiv partiku1arni integra1 /9.25~ Р = P1,a па strani 

gde је primen1jiv singularni integra1,P = 1. Stav1jajuci 

to u /9.26/ dobijamo: 

i1i 
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Iz /9.27/ i /9.25/ dobijamo da је 

/~28/ F1 = О,2бб~ 

Iz svega nаргеа izvedemog vid.i эе da za 

iLi « Г1 Х 
D 

imamo nestacionarno геБеnје, dok је za 

р > г, Л/ t ) 7f х 
гезеnје stacionarno. 

Dakle, skok u temperaturi рl0се prouzrokovace 

jedan toplotni talas koji эе siri od ivice рl0се i pred­

stavlja granicu izmedju dela temperaturskog gгаniслое; 

э10ја эа stacionarnim i dela эа nestacionarnim tempera-

turskim poljem. 

Trajektorija talasa data је эа 

Лkо uzmemo kubni profil temperature 

ва polinomom 

ciji ви koeficijenti odredjeni iz granicnih us10va 

T=Tw д'., 
Z(l у=о I ayl::: о , 

Т= Тоо I 
()Т _ О 
Оу-

zQ .1= А ./ 



onda iz /9.16/, /9.17/ i /9.20/, stavljajuci аа је "'/.r>'>::: 1, 

dobijamo: 

~/~~ S2=~ 
35 3:2 

оопозnо ргета /9.22/ 

I . 

б' sз=- 1 
5 

а2. =.§.. . 
64 

Stav1jajuci /9.13/, /9.28/ i /9.29/ 11 /9.23/ 

clobijamo za trajektoriju ta1asa 

u referenciji [53Ј рот06и integralnog metoda йоЫ­

јепо је 

јато аа је 

Jz /9.23/, s obzirom па /9.13/ i /9.29/,dobi-

F =. Q 19 U .. t . 
'1 (ј flзх 

U pe.pred pomenutoj referenciji [ 5зЈ О је 

Odredimo i qpecificni toplotni fluks па ро-

vrsini ploce: 
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Zamenjujuci ~z i К iz /9.29/ i /9.13/ i stav-

ljajuci То = Tw - T~ dobijamo: 

9.. w = qЗ26 61/3 У и_ к (Tw- То.). 
~X р 

U referenciji [53] umesto koeficijenta 0,326 

imamo 0,33L~. 

с/ Dvodimenzioni dinamicki granicni slој[З] 

U ovom slucaju posmatramo gradijentno stг'Lt.јз.-

nје kod koga је brzina fluida па spo1jasnjoj granici 

granicnog эlоја U = U(x, t). Pribliznu diferencijalnH 

jednacinu za ovaj slucaj, izvedenu varijacionom meto­

dom,dobicemo iz jednacine /8.40/, stavljajuci zbog 

V = const, аа је А = о. Dakle, diferencijalna jedna­

cina ргоЫета Ысе: 

Uvode6i novu promenljivu 
(2 

Z(x,t) ::.-

i konstante 

С= Аэ 
Ав-Ав 

h = 2 А'1-А: 
АБ-Ав 

у 

I 

I 

posle izvrsenih prostJ5ih tгаш:;fогmасiја, jednacina /9.30/ 

postaje: 
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Konstante С, Н, h i Ь izracunate эи za razli­

cite oblike funkcije ф" i date эи u tablici 2. 

toblico 2. 

(/јНА) :с Н 

erf Л ,2,Sц? ~412 

~ (ЗЈ\. -.лЗ ) 2,ь! 7,428 

2).. -2Л3f)..It 2,SSS 'Х864 

Sin(!f.л) 2{59 ђ64 

, 

i јА -«.' (еГf:Л = i}i2 е dr1) 
о 

h Ь 

4, '221 10,19 

3,59 18,28 

3,В98 зt "8 

~82 fQ9 

lC/ Odredjivanje tacke odvajanja za dvodimen-

zionalno strujanje. 

Da bi odredili tacku odvajanja, kombinova6emo 

varijacionu metodu эа Targovom metodom [54] • Sustina 

Targove metode јеи tome sto se iz diferencijalne jedna­

cine dinamickog granicnog sloja 

(Ји + ц {ly. + 7t ди =- ди 7" и ди -t јЈ д'ti 
дt д х. ау Qt дх.. (ју2 

i ј ednacine kontinui teta дди + дд?! == О ' , х 'у 

па 

/9.33/ 

<iobija jednaci-
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Ako zamenimo profil brzine 

/9.3Ч/ 

u desnu stranu jednacine /9.33/, integriramo od О do У 

i nadjemo konstantu integracije iz uslova 

~J.=o) 
ду '.1=1 

dobicemo izraz za gradijent gu . АЈсо и jednaci:nu,kojtl 

это па taj nacin dobili,uvedemo uslov odvajanja 

(Ду)-о д.:l/Ј:о 

i pa.rcijalni izvod дг 
ах 

iz /9.32/, koji је dobijen va-

rijacionom metodom, rezultujuca jednacina za dobijanje 

tacke odvajanja Zs je~ 

/9.35/ 

Za razlicite profile izracunate vrednosti 

konstanata А, D i В date эи u tablici 3. 

tаbliсаЗ -
ФI('-\) А D В 

ег' Ј\. 2'1,42 -0,3194 1,457 

Ј (Ј.л-.лз) 9,З4З 0,04206 О, 9f8 

2).. - 2.лз+:л" 25,05 0,0027 0,9688 

5;1)( fJ.) 11,83 0,0525 0,887 
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2С/ Ncki primeri. 

Razmatracemo еааа nekoliko poznatih ргоЫета 

koristeci rezultate dobijene varijacionim metodom. Ро-

f>matrajmo s-t~acionarno strujanje. U tom slucaju је 

I г = Z(x) , 

ра parcijalna diferencijalna jednacina /9.32/ postaje 

Resenje ove'jednacine uz pocetni uslov z(o}= О 

је 

/9.37/ 

Ovaj rezultat koristicemo za razmatranje nekih specijal-

nih slucajeva. 

Strujanje preko ravne рl0Се. Za ovaj вlисај је 

U ~ const i jednacina /9.36/ daje: 

/9.38/ Z = tx . 
Loka1ni smicuci пароп па ploci је 

/9.39/ 

Zamenjuju6i /9.34/, /9,31/ i /9.38/ u /9.39/ 

dobijamo: 

gde је 

С - Ф/со} , 
1 - bf/2. 
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а НеХ је lokalni Rejnoldsov Ьгој. 

Tablica L~. prikazuje od~ovarajuce vredno~jti 

konstance C1 za razli~ite profile. 

tabLica4 [3] 
,.~ "."'". __ '~>~~"'~,.~ ... ~.~, .. ., .• "._._~--, •.• 

~"- -1 (з.л -:л3) 2A-2.лЈf.л~ erf Л s/nrf.л} саспо[ 53Ј Ј фf(~) 
! 

С, qЗSf qЗ5б 0,353$ 0,352 qЗЈ2 I 
stгu,јап,је oko beskona~nog klina. П оуот s1u.-

саји raspored brzina dat је izrazom 

и ех) = к х." Ј К I Р = const. 

Za вУа stacionarna strujanja iz /9.35/ dobijamo da је u 

tacki оауајапја Uxz s = -А. 

jed.na~inu /9.37/ dobijamo: 

Koristecu ОУи jednacinu i 

(-С1 и ) Ј%$ 11-' 
dX Xs Q U(х) dx 

н 

U(xs) 

А :.- ь· 

Iz ovog izraza, koriste6i /9.40/, dobijamo 

vrednosti za р pri kome је 10kalni'smicaj'ni пароп јейпа};: 

nuli duz ~itavog tela: 

Ps=-
А/Ь 

f+f(H-f) 

Tablica 5. prikazuje vred.nosti eksponenta Ре 

za razlicite profile. 

tabL"caS [зЈ 

фf(~) 1(з.л -ЛЈ) 
2- 2.:А. -2Ј..ЈfЛ" егfл sin(f:A} tаспо{5ч] 

-

P.s -qlf9 -0,123 -0,127 -0,1201 -0,0004 
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Str~janje oko kruznog cilindra. U ovom slucaju 

raspored brzine dat је izrazom 

U(Х) ::. 2 ИОО sin ( ::)., 

gde је R polupreGI1ik cilindra. 

Da bi dobi1i tacku odvajanja mora зе jcdnacina 

/9.41/ resiti numeriGki. Odgovarajuce vrednosti 

prikazane su u tablici б. 

tabl.ico·6 [з1 

Ф,(~) ! (э.л-А3) sinrfл) 

XslR 1,95(111,6' t97 (1fЗО) 

totno [55Ј 

11,82 (f04,5°) 

х za s 
rт-
1'1. 

Iz svih navedenih рћ ,era vidi se аа ј е slaga-· 

nје sa tacnim rezultatima potpuno zadovo1javajuce. Mozc 

se takodje reci аа dobijeni rezu1tati nisu oset1jivi 11 

odnosu па izbor profi1a. 

10. Stacionarna konvekcija ва disipacijom 11 

f1uidu sa promenljivim fizickim karakteristikama. Glavni 

zadatak koji је sebi postavio autor ovoga rada је аа pri­

теnот varijacionog metoda dodje ао aproksimativnih rese­

nја problema. stacionar.ne konvekcije u f1uidu sa рготеn-

1jivim fizickim karakteristikama, uzimamjuci u obzir i 

viskoznu disipaciju. 

Problem stacionarne konvekcije u fluidu sa pro­

men1jivim fizickim karakteristikama .. a1i sa zanemarivan,jf:m 

disipacije us1ed viskoznosti f1uida,resava1i su, pored 

drugih autora i CНENG, BIRTA i SU (1з1 ' koriste6i G1апs­

dorf - Prigozinov varijacioni metod. U ovom гааи oni зи 

razmatra1i вато slucaj kada је dinamicki sloj deblji оа 
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temperaturskQg granicnog sloja. 

Pregledajuci litaraturu koja Ба ~ . 
oC.nOG:L па 1)2."'0-

Ыте stacionarne konvekcije, autor nije naisao па racJov(~ 

u kojima Бе pored promen1jive viskoznosi~i i tеmу)сгаtu.глс 

vodljivosti, u di.ferencijalne jed.nacine procesa uvойi i 

viskozna disipacija. Ako ви in.formacije autora tacne, 

onda bi ovaj rad predstavljao izvestan originalan dopri-

пов и resavanju problematike s·taciollarne konvekcije, а 

dobijeni rezul tati mogu naТi. d.ati interesantne in.formaci-

је о uticaju viskozne disipacije па temperaturski i di­

namicki granicni sloj. 

Dak~e, posmatramo laminarno, stacionarno stru­

јanје nestisljivog fluida за promenlJivim koeficijentom 

viskoznosti V , preko zagrejane polubeskonacne ravne 
i 

ploce, pri cemu smatramo da је promenl,;iv i koe.ficijent 

temperaturne vodljivosti а, i uzimamo u obzir disipaci-

ju mehanicke" energije us1ed viskoznosti. Ve1icine У i а 

smatracemo 1inearnim .funkc~jama temperature. Posto је ovo 

bezgradijentno strujanje, bice brzina f1uida па spoljas­

nјој granici dinamickog вlоја konstantna tj. U = U~ = const~ 

gde је U оо brzina kojom .f1uid nai1azi па p1ocu. 

Diferencijalne jednacine ргоЫета dobi6emo ako 

u jednacinama /8.40/, /8.41/, /8.42/ i /8.43/ stavimo da 

је U = Uoo = const, f :;: f(x) i Ll = L1(x). 

Za .1< f imaCemo:· 

/Iaf/ 
2UOllIJ'1J.:c!=,f2UeoA2{x!7.,2 )}~~i.~. ~2 (А*Fз-АFq)fQt»(88q-ВВ2 -8-Вј)= О, 
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а za ~ > f 

Za profile brzine i temperature uzecemo profile Targa 

koji zad~voljavaju sledece granicne uslove: 

ФI=О I Ф/,~ о zQ l.~o 

Фf=f I <Ь; =0 ZQ )..:. f 

Фt=О I (/)z."=0 za 7l=O 

фz::: f I ф;"=о za rz=f 

Koeficijenti u profilima Targa odredjeni su iz 

pocetnih uslova za dinamicki i temperaturski granicni 

sloj sa konstantnim fizickim karakteristikama i to za 

bezgradijentno strujanje. Medjutim, moze se ocekivati аа 
е 

U slucaju malih vrdnosti viskoznog i konduktivnog koefi-

cijenta, promenljivost fizickih karakteristika nесе иnе­

ti velike nelinearnosti, ра се ovaj profil zadovoljavati 

i slucaj koji ovde razmatramo. 

Iz /8.5/ i /8.6/ dobijamo о. 



Zamenom funkcija Ф'(Ј) , Ф/.(71) i N{.7Jl u /8.9/, 

/8.11/, /8.12/, /8.13/, /8.14/, /8.16/, /8.17/, /8.18/, 

/8.19/, /8.20/, /8.21/, /8.22/, i /8.23/ dobijamo: 

А 6 - 39 А 8 - 2- , 
- Э20 Ј - 160 

2'1 I 1 ~2 ., д") . 27 1-1 .( 1") 
f ј ="8 (Ј; - '6 121- 2.4 '" I УЗ = 48( ~2- 7i 1:114 

C~, = '271../2_ .88 ~ 4- ~ 4"). "'v _ ~'l('.д. fэ .. мЕ -1- Л. 1'1) 
I 'r (ј \-35 Jf5 {" 69Ј '" I 14-16 з5 lP 315·& 6gэ tJ7 
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Uzimaj'l1ci potrebne funkcije i konstante iz /10.3/ 

i zamenjujuci il1 u /.10.1/ i /10.2/, dobijam?: 

/ IQч / 
2и. А 9 (1 L1 1 43)· f З f 1,12 1 А4 Оои.1х.- ----- .f2UOf1L! х- --- +- __ )-1-

.32 2 { 1S f.З 32 4 f2 20 1" 

- QOII(f17 В ".2) -= О 
(БО 5 7 

Uvescemo поуе bezdimenzione,promenljive 

/106/ VJ {2 У:А-/ 
\..=(2 I f 

gde је 1 karakteristicna duzina па ploci. Sada lako па­

lazimo da је 
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Zamenom prethodnih re1acija u jednacine /10.4/ 

i /10.5/ i uvodjenjem Rejnoldsovog Ьгоја Re .. = U .. L, , 
)100 2. 

Prandt10vog Ьгоја бо-:= У- i Ekertovog Ьгојn Е = U<d Ј:. ' 
a~ ~(M-~ 

dobijamo defnitivno cliferencija1ne jednacine ргоЫета i 

to: 

za L1 < f : 

/10.7/ 

f ( 23 А + 1-) у61- 32 (И В f 6) = О • 
2772 12 QRe_ 61111 fБО 5 

Za L1 > f 

21 Re~ d'ff.L А у3_ (А+1).2. = о 
320 dj 32 . 5 

1. Iб"у~!i. у-' 29y-~ 2З у-5ЈdУ'f 11.<е((6 у_1.. У; 1.. Y-!..L y-,dУ_ 
/108 1315 9 + 60 '40 / dJ Ј \(й5 12 20 280 d ј 

_ ц .€.. ~(A+1)- 2.4 АУ!. LfA+1)y-ј 32 АУ-:'КАУ-ј_ З2 (-177ћ+ ~):O 
Ј ReJi 35 Jt \. fOS 2.31 27ReJJ". 160 ·5 

Dak1eJ u оЬа аlисаја dobi1i smo sisteme od 

dve spregnute 1inearne jednacine cija је struktura takva 

аа зе mogu resiti аато numerickim metod.ama. Za resavanje 

sistema /10.7/ тогато znati pocetne us10ve, dok ае pocetni 
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ш:йоу! za sistcm /10.8/ mogu o.obiti tek posle re::;BVo.nja 

~iGtema /10.7/ i odredjivanja ta5ke и kojoj је Л = f 

од.110БПО У = 1. 

Нс?3аvалје sistema difere.ncija1nih jednacil1a /10.7/, 

koje opisuju istovremeno transport тазе i energije, skop5ano 

је sa. teskocama oko odredji уапја p05o·t;nih иБ10уа. Naime, ako 

Бе р105а c;rcje од пјепое; p05etka (јде nai1azi f1uicfa. struja, 

ошlа Ы. u tacki х = О bilo f ,,; О i 11 = О,ГВ Ы zbog 

У = 1 = g"to Ы1а singu1arna ta5ka. Da ЫБто izbegli оуи 
teokocu, ргеtроstаviсеmо да postoji neza[jrejal1a pocetna 

du~ina ХО /вl.4~ а пјепа odgovarnjuca bezd1menzioDa veli-

5ina је Јо:' ~o U оуот radu l.lzeto је да је Јо = 0,1. 

ОУа vrednost uzeta је zbog ·t;oga да Ы Бе доЫ­

jel1i rezu1 tati uporedi1i ва r~zu1tatima u refcrenc1ji [13]" 

gCle је za Ја tl:~eta ista vrednost. 

А(х) 

.. :.?""f (х) 
IM1 I - I 

хо 

Х, 

( 

Sl.~ 

Ako је I'\ presek funkc1ja f(x) 1 fj (х) , а 

пјепа apscisa Х1 ' onda diferenc1ja1ne jedna~ine /10.7/ 

opisuju proces u interva1u О ~ х ~ Х1 , 111 za bezdimen­
'Х.( 

zionu ne7.,avisno promenlj1vu O~ 3" ~ 51 i 31= -т . 
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Na оопоуи вусва nпргоd гс~епо~, po~etni uslovi 

za гc~aYanje si~toma diforcncijn1nih jodna~ina /10.7/ bi6e: 

(O~5~q,1 I У=Ој 

(q1~J ~ Ј1) 

20 S == о 

Г:гvi РQСР'I~лi lШl..оv znaci йа u iпtсгvэ1u o~J ~ qf 

prvl1 јс<1rшсiпu sisl;cmn mozemo гейаvг:t:i Ylczavisno од. dru.ge:l 

о1;аУ1.јајиС! дп .је У =- О, [Ја pocetnim Uf>lo'vom 1(0):= О • Pos1e 

гсСD.1IDлја QVC ј еd.паСiле i Odl'ec1..i i Уаllј а vгсdIlоs·ti f1шkсiј е 

te za .5 == 0,1, sistcrtl /10.7/ resavnmo Јсао sistem spregl1ll-

tih jcdnacina ва novim росеtлiш us10vima. 

Роа1е re~avanja sistema /10.7/ mozemo odrediti 

koordinate tackc r'11 za kojl.1 bezdimenziol1e ргошеп1јivе ima-

ји vred..'1ost Ј =.5, I '(~ '( (§,) I У = 1 ,tako аа za resavanje 

. t d . f . . 1 . h '::] '" . /1 0/ 1 • • • • ПЈ.f.1 ета Ј.' еГСПС1.Ј3 Лl. Јеа:nаСЈ.па O.LJ .~;;:OJl OplSl1Je tran-

sport тазе i enerc;ije Za д> f, ·tj. za Ј ~Jf ,imamo 810-

ае6е pocetne uslove: 

( Ј ~ 3,) 
I I у= f za Ј =J f • 

Пе~ауапј9 napred datih sistema diferencijalnih 

jeclnacina izvr:Jeno је u insti tU·tll "Jozof Stef'an" Uni ver-

zi teta u LјuЫ.iапi. Proc;ram za геБауа.nје ддо је inzcnjer 

Pri nHmeric}::ora геGе.VЕшјu dii'crencijalnil1 јсдпа-

cina za Rejnoldsov broj, Prandtlov broj, viяkоzni kocfi-

cijent А i kOr:1(}ltkt~ivni kоеfiсiјспt В (1C'..t~1 је sгпо ро ,јес"L."1<Э. 

vrcclnost i to: 

Re_ = 80000 I 60t> =- 2 / А -= - qs / В = 0,1 ? 
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а za Ekertov Ьгој uzeto је vise vrednosti, јег је cilj 

ovoga rada bio аа ве ispita uticaj viskozne disipacije 

па neke karakteristi~ne veli~ine. 

POBle resavanja diferencijalnih jedna~ina 

d.ate ви numeri~ki slede6e funkcije uzimaju6i u obzir 

/10.6/ 

{- = [ = vi 
д*: f =уУ?, 

gde ви fll i д* bezdimenziope debljine dinami~kog 1 

temperaturskog grani~nog в10ја. 

Као karakteristike za opisivanje ovoga stru.-

јапја razma·t;ra6emo Nusel·tov Ьгој i lokalni koeficijent 

otpora trenja.. 

Posto је loka1ni Nuse1tov Ьгој 

Nu:x:. == х (дT)::.~(дL) 
Тоо- Tw \ду :1=0 то дУ :1=0 ' 

zbog Т::: то Ф2("fl..).f Tw I Фt(70= ~ '1-1 rzЗ imamo 

Ми.... - 1.. ~ - ~1.. 
- - 2 ~ - 2 јј* 

Нuх = ~.l.- . 
2 YI{if 

Ро definiciji 10ka1ni koeficijent otpora 

trenja c f је 
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Го?'itо јо: 

(адц) = Гu ... Ф;(_~} ==- ЗU_ 
Ј' ]=0 l'; f J~=o 21" 

~~=(})J = 7JoO(1f4S) = >/-(1-fА) 
ј) 11::0 ~=, 1 

ili 

Skupni grafici funkcija {ft, g , Nu:c i (:, za 

raz1icite vrednosti Ekertovog broja dati su па slikama 

5, 6, 7, 8, 9 i 10, а grafici funkcije Nux za raz1ici­

te vrcdnosti Ьгоја Е dati su па slici 11. 

Пtiсај viskozne disipacije па ve1icine napred 

navedenih funkcija izrazava ве preko Ekertovog broja Е. 

Роуесаnје broja Е odgovara povecanju brzine U_ pri 

konstantnoj temperaturskoj·raz1ici Т w - т о. 

Iz dobijenih grafika mozemo da zak1jucimo 

sledece: 

ај Viskozna disipacija пета gotovo nikakvog 

uticaja па 10ka1ni koeficijent otpora trenja. 

Ьј Uticaj viskozne disipacije па dinamicki 

gгзniсni sloj takodje је neznatan. Ба grafika se vidi 

da роуссаnјн broja Е odGovara smanjenje debljine d.ina­

mickog granicnog sloja. СУО је u saglaGnosti ва tacnim 

re~enjem za slucaj kada ве posmatra samo dinamicki sloj 
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ва konstentnom viskoznoGcu - [55] 
с/ Na temperaturski granicni вlој viskozna 

disi.pacija utice tako аа роуесапјеm broja Е raste аеЬ-

1jina ovog sloja. Оуо ве moze protumaciti tako sto зе 

роуесапјеm brzine U~ роуесауа i gradijent brzine u di-

. "k . " 1· ди t . . . 1 t· naТnlC от granlcnom s ОЈи ду ,а lme 1 V1S cozno -геПЈе, 

s·t;o dovodi ао stvaranja izvesne ko1icine top1ote u di­

namickom granicnom вlоји koja zagreva f1uid, i па taj 

nacin зmanјије gradijent temperatureg;- • Smanjivanjem 

gradijenta temperature втапјије зе i specificni toplotni 

f1u.ks па povrsini р10се, qw=-k (д'l . Ako provodjenje 
ду :1=0 

top1ote kroz f1uid,cija је debljina jednaka debljini 

temperaturskog granicnog Bloja~ , priblizno opisemo 

Furijeovim zakonom 

qw=~(Тw-Т_). 
опаа iz jednacine 

д ::: 1- (Tw - То-Ј 
9.. w 

sledi аа debljina temperaturskog granicnog sloja raste, 

zbog втапјепја sресifiёпоg top10tnog f1uksa. 

а/ Sas1ilce 11. vidimo аа vrednost Nuseltovog 

broja орааа ва rascenjem broja Е. Оуо је potpuno razum·-

1jivo s obzirom па vezu 

Nu:c =2. ~ 
2 д 

i па вуе sto је receno za temperaturski granicni вlој. 

Sa iste slike ве vidi, аа ве роуесanјеm Ьгоја Е kod gra-

fika јаУ1ја Буе izrazitiji ekstrem - minimum. Ројауа 

ovog minimuma пат pokazuje аа па pocetku р1осе tempe-
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raturski s10j raste brze sa povecanjem Ьгоја Е. 

е/ Grafici sa s1ike 5, koji su dobijeni za 

Е = 0,od1icno se s1azu sa odgo~arajucim graficima do­

bijenim и referenciji [13). ' 

f/ Iz rezu1tata ovoga rada mozemo izvuci 

vazan zak1jucak za ргоисауаnје РI'оЫета stacionarne 

konvekcije sa disipacijom. Cinjenica sto је Prandt10v 
dQ smatramo 

broj O~1 nе daje namuv.ek za pravo'da је temperatur-

ski granicni s10j tanji od dinamickog s10ja. Као sto 

vidimo iz pri10zenih grafika, to vazi samo dot1e dok 

Ekertov broj nе dostigne neku vrednost Egr /и nаэет 

s11.1caju Egr~ 0,45/. Za vece vrednosti Ekertovog broja, 

pretpostavka da је za (f) 1 i А'< f unosi gresku i ta 

greska obuhvata sve veci deo ppsmatranog interva1a sto 
I 

је veca raz1ikD. izmedju Е i Eg~. Ргета tome и slucaju 

konvekcije ва disipacijom тогато voditi racuna о оdnо­

ви debljina temperaturskog i dinamickog granicnog slo­

ja,bez obzira па vrednost Prandtlovog Ьгоја •. 

Na kraju mozemo izneti neke zak1jucke о va­

rijacionorn principu iscezavajuceg pararnetra prirnenjenom 

и ovom radu i njegovoj primeni па dobijanje aproksima­

tivnih resenja u problemima dinamickog i temperaturskog 
( 

granicnog sloja. 

Vidimo аа se verificiranje ovog varijacionog 

principa Hami1tonovog.tipa, оdnсэпо, dobijanje niferen­

cija1nih jed.nacina procesa iz s·tacionarrlOsti integr6.1a 

akcije, vгsi ро svim pravi1ima varoijacionog racuna. Qva 
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konstatacija va~i i za dobijanje aproksimativnih гe~enja 

direktnim metodom varijacionog ra~una. 

Samo formiranje Lae;ranzeve [!;lJfitinc пе ргесЈ.s-tаv­

lja neku naro~itu tе~kобu, tako da ве ovaj princip mo~e 

primeniti па ~irok krug ргоЫета ireverzibilne fizikc • 

. Princip је vrlo pogodan za clоЫјсшје aproksi­

mаtivпih re~enja direktnim me"todom varijacionog гаСШ1а u 

smislu Kantorovi~a, tj. metodom parcijalne integracije. 

Dobijena аргоksiшаtivпа гесепја dobro БС slazu sa "ta~nim 

re~enjima i ovo slaganje Ы moglo'biti jo~ vece а1<:о bi 

ве izabrali pogodniji profili Ьгziпе 1 tempel"'ature, sto 

izlazi izvan okvira ovoga rada. 
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