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о Ј Е D N О Ј к L А S 1 KVAZIGRUPA 

U V о D 

Pod kvazigrupom se razume grupoid и kome egzistiraju inverzne 

operacije.Grupa је asocijativna kvazigrupa.Kao pocetak razvoja teorije kva­

zigrupa smatra se 1935. god.; tj. ројауа rada [291 R. Moufang-a о neasoci·­

jativnim kvazigrupama ( [9Ј ,str. 75.).Medutim,kao 6tO se to cesto desava, 

ројат neasocijativne kvazigrupe pojavio se уес 1849ogod. и j&dnOD radu 

L. Eu1er-a [20Ј gde se tretira tzv. problem о 36 oficira. 

Od autora эа znacajnijim pri10zima и periodu prvih petnaestak 

godina treba pomenuti А.А, A1bert-a i роэеЬnо RoH. Bruck-а.R.Н. Bruck је 

1958.god. iz1oiio sve znacajnije postojece rezu1tate teorije kvazigrupa i 

роэеЬnо 1ира (kvazigrupa эа jedinicom) и monografiji [lзЈ. V.D. Bje1ousov 

је 1967. god. napisao prvu komp1etniju monografiju teorije kvazigrupa [6Ј. 

Neki problemi teorije konacnih projektivnih ravni i teorije 

funkciona1nih jednacina (kao i nekih drugih oblasti matematike) nametnu1i su 

zahtev za izucavanjem univerza1nih a1gebri эа kvazigrupnim operacijama ve­

zanim nekim zakonom, odnosno sistemom zakona.Tako је V.D. Bje1ousov 1958.god. 

и L7J dosao do sledeceg rezu1:ta.ta: Ako cetiri kvazigrupe Q (Ai), i ~ Н4 , 

zadovo1javaju opsti asocijativni zakon. 

(1) 
~ -, 

А1 [ А2 (х,у), z -'1 = 

onda эи sve Q(A
i
), i~. N4 ,izotopne jednoj te istoj grupi Q(.). 

Druge dokaze ove teoreme da1i эи јоэ - эат Bje1ousov и [8] i 

J.Acze1 и (1] ,zajednicki J.Acze1,V.D.Bje1ausov i М. Hoss~u и 

М. Hosszu и [25Ј i veoma prirodan S,Bo Pre6ic и [31Ј. 

Posebnim slucajem op6teg zakona asocijativnosti (1) па a1geb· .. 

ri kvazigrupnih operacija bavi1i ви se ј 06: т • Evans и [21Ј , У. Devide и 

[18Ј ,V.D. Bje1ousov и [11Ј Ао Sade и [35], i drugi. 

V .Devid~ је, npr. и [18Ј ,izmedu osta1og, proucavao tzv. D-

grupe, tj. kvazigrupe Q(~) za koje vaii jednakost 

(2) Са ~ Ь) % с = fa % (gb х hC), 

gde f, g, h Е QJ::IE). Smenama хоу = f:x ~ у i х,.) У = gx % hy, (2) postaje 
====================;======================================= 

::IE) Sa Q! је oznacen skup svih permutacija skupa Q~ 
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(а ~ Ъ) :Е С. = а о (Ъ.=:Ј с); 

sto predstav1ja ровеЪаn вlисај zakona (1). 

Veza izmedu opste.asocijativnosti па sistemu kvazigrupa i ge­

ometrijskih problema (teorija З-rеsеtаkа) proucavana је и zajednickom radu 

Ј. Acze1-а,V.D. Bje1ousova i М. Hosszu-a [2Ј ,F. Rado-a u [ЗЗ] i{З41 
i drugih autora.Kao funkciona1na jednacina,(l) је peollcavana od strane mnо­

gih autora; podaci о tome mogu ве naci u [4 Ј о 
Pomenuta teorema V.D. Bje1ousova zove 9е i "Teorema о cetil'i 

kvazigrupe". 

R. Schauff1er је 1957. u (З8Ј prvi posmatrao sistem kvazi­

grupa ва tzv. uopstenim zakonom~) asocijativnosti, tj. sistem kvazigrupa 

Q( L) па kome vazi zakon (1) uz sledeci us10v 

Odn0Sn(!) 

• 

Problem је bio nametnut izvesnim problemima kodiranja.Pos1e 

ovog rada R. SchaUff1er-а, pojavio ве niz radova u koj ima ви izucavani si--

stem!i sa uopstenim zakonima.Monografiju rezi.ll-t;ata ovih l.~adova dao је A.Sade 

1960. u [З6Ј. 
Podstaknut R~ Schauff1e~-vvim radom [З6Ј, V.D. Bje1ousov је 

u r 8Ј dao opis sistema kvazigrupa Q( L) u kojima је ispunjen zakon (1) 

uz us10ve (З1 ), (З 2 ) i istovremeno (З1 ) i (З 2 ). 

Redom ви nazvani LЛ-, НА- i A-sistеmi.Оni ве zajednickim 

imenom nazivaju asocijativni u се1оm sistemu kvazigrupa. 

U pos1ednje vreme pojavio ве niz radova u kojima se izucavaju 

univerza1ne a1gebre ва jednom n-arnom operacijom, п Е N.Takvu a1gebru, ро 

ana10giji ва posebnim вlисајеm п = 2, nazivamo n-grupoidom. 

Prvim radom te vrste ве smatra rad [19Ј W. D~rntе-а.Рrеd-

met njegovog izucavanja ви tzv. n-grupe - n-arni ana1ogoni grupa.Prvu mоnо-

grafiju о n-grupama dao је E.L. Post 1940. u [ЗQ]. N~si matematicari 

G. Сироnа i B.Trpenovski izucava1i ви n-po1ugrupe (n-grupa је n-po1ugrupa 

и kojoj egzistiraju sve inverzne operacije) u radovima [15Ј, [3~ i dr •• Ako 

и n-grupoidu Q(A) egzistiraju sve inverzne operacije,onda za Q(A) kazemo da 

је n-kvazigrupa. S.A. Cunihin је u [14J prvi deta1jnije izucavao neasoci­

jativne n-kvazigrupe; n-kvazigrupe ва tzv. postu1atom К. n-Grupoidi igr~­

ји znacajnu u10gu u nekim geometrijskim problemima (npr, и teoriji resetaka.): 

=~J=Rus~i~abab~~en~e=fa~aesfvo:K:saae=u==[j7j=:=korisfi=~еrmin=ftidеn~I~ё=== 
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posebno za п = 2 i п = 3. F. Rado је 1960. и .[ззЈ izucavao vezu iz-

medu ternarnih kvazigrupa i prostornih resetaka (koje је tom pri1ikom i иуео 

kao ana1ogon ravanskim resetkama). 

Оуа izucavanja produzi1i su 1964. М. Hosszu i F. Rado 

te V.D. Bje10usov i М. Hosszu 1965. и [12Ј • V.D.Bje10usov i .M.D. 

S~.dik su 1966. и [10Ј 

nog A1bertovog stava 

, izmedu osta1og, utvrdi1i n-arni ana10gon сиуе­

[5Ј ,koji tvrdi da је svaka (binarna) kvazigrupa 

izotopna nekoj 1upi.Na istom mestu oni su nasli nоу dokaz Hosszu-G1uskino­

vog stava,koji tvrdi da se svaka n-grupa moze predstaviti ротоси neke binar­

nе grupe i njenih automorfizama; оуи teoremu su М. :Hosszu i L. G1uskin 

dokaza1i 196з. i 1964. и [24Ј i [22Ј nezavisno jedan od drugog. 

U drugom de1u rada ргуо se uopstava "teorema о,. cetiri kvazi-

grupe" па ternarni slucaj,tj. dckazuje se sledeca teorema: Ako ternarnekva-

zigrupe Q (Ai)' i ~ N6
3f

) , zadovo1javaju opstu ternarnu asocijativnost 

А1 r A2 (x,y,z) ,и,у Ј = Аз [ х,А4 (y,z,u) ,у Ј = А5 [x,y,A6(Zo,u,v)] ,onda 

su sve Q(Ai ) , i ~ N6 ,izotopne jednoj te istoj ternarnoj grupi sa jedinicom 

Q(A),pri сети egzistira binarna grupa Q(B) t~kva da је 

A(x,y,z) = В [B(x,y),zl. 

Metode koje su koriscene и doka~ove teoreme bitno se raz1iku­

ји od metoda koriscenih и dokazu "teoreme о cetiri kvazigrupe". 

Da1je se,isk1jucivo uz ротЬс оуе teoreme i "teoreme о' cetiri 

kvazigrupe", na1azi njihova genera1izacija па n-arni slucaj,tj. dokazuje se 

sledeca teorema: 

Ako n-агnе kvazigrupe Q(Ai ), i Е N2n ., zadovo1javaju брstи n­

arnu asocijativnost, tj. sistem zakona 

А1 Г·А2 (а1 ,···,а. 1,а., ••• ,а ), ••• ,а. 1,···,а2 1Ј = L Ј- Ј п Ј+n- n-

= А2Ј· 1 [а1 ,···,аЈ· 1,А 2 ·(а., ••• ,а. l),а. ), ••• ,а2 1Ј - - Ј Ј Ј+n- Ј+n n- ._ 

~a sve ј Е {2, ••• ,п} , onda su sve Q(A.), izotopne jednoj te istoj 
~ 

n·-ат·-

пој grupi sa jedinicom Q(A), рг! сети egzistira binarna grupa . Q(B), tako 

da је 

А(а1 ,а 2 , ••• ,аn ) = В [В( ••• (В (в(а1,а2),аз), ••• ),аn_1),аn] • 

Teorema је k1jucna и оуот de1~~da.NjOme је ustvari resen 

-Ыет sistema funkciona1nih jednacina n-агnе asocijativnoati па sistemu 

arnih kvazigrupa. 
=====~~================================= 

3f) N~ def rl.?1.4_~.h 1. 

i рго 

n-



Као direktna pos1edica oveteoreme na1azi se da је tacno sle­

dece tvrdenje: Ako је Q(G) proizvo1jna n-grupa (sa i1i bez jedinice)~) onda 

egzistira binarna grupa Q(B) i permutacije ')f*',D(i' i Е Nn,tako da је 

= У-1в ГВ( ••• (В~Х1'С<;Х2)'С<;ХЗ)'···)' ()(nхn Ј 
, 

Ovo tvrdenje Je,ustvari,pomenuta Hosszu - G1uskinova teorema. 

Za (n-:р - tbrku е1 , е2 , ••• , еn_ 1 se kaze da је i-nеutrа1ш: 

slog n-grupoida Q(G), ako је 

G(e1 ,···,e. 1,х,е. 1,.··,е 1) = х 
~- ~+ n-

za svaki х koji 

pripada Q. Ako је 
i-neutra1an za svaki i <:: Nn , onda se 

za е1 ,е 2 , ••• ,еn_1 kaze da је neutra1an.Kao sto је poznato [зоЈ, u sva­

kojn-grupi postoji 1- i:n-neutra1an slog,pri сети је i svaka njegova cik-

1icna permutacija takode 1-. in-neutra1an slog.(Ovo tvrdenje predstav1ja 

genera1izaciju rezu1tata о jedinici u binarnoj grupi.) Koriscenjem osnovne 

teoreme drugog de1a, k~o i nakih drugih rezu1 tata, dokazuj е se sledece tvrde·· 

nје: Ako n-grupa Q(G) poseduje neutra1ni slog,onda оnа poseduje jedini-

си, tj. e1emenat е Е Q t aka v da ј е 

6 (е, ••• ,е,х,е, ••• ,е) = х 
~~ 

i n-i+1 

za svaki хЕ Q i svaki i ~ {о, ... ,n-1} , U drugom de1u utvrduje se i 

sledeci rezu1tat: Ako n-grupa Q(A) poseduje jedinicu, onda egzistira binar­

па grupa Q(B) takva da је 

А(х1 ,х2 ,··.,хn ) ::: В [в( ••• (в(х1 ,х2 ),ХЗ )'···)'Хn l · 
Pored toga utvrduje se i s t е р е п t а с п о s t i kojom је odredena 

n-grupa sa ј edinicom i permutacij е iz izotopija ,Q(A) sa Q(A. ), i Е: N2 ' 
1. П 

pri datim Q(Ai)' i~ N2n , koje zadovo1javaju opstu n-arnu asocijativnost. 

U- prvom de1u su iz10zeni pojmovi i rezu1tati па koje se vrsi 

pozivanje u drugom i trecem de1u. 

U cetvrtom de1u se uvode i opisuju asocijativni u се1от siste-" 

mi ternarnih kvazigrupa.Teorema 1. iz drugog de1a је ovda uporisna.u prVO!il 

ode1jku ovog de1a se uvode pojmovi i utvrduju naje1ementarnije osobine. 

Za raz1iku od binarnog slucaja,gde se govori samo о LA-, RA-:i 

A-sistemima,ovde se govori о 1A-, 2А-, ЗА- i A-sistеmа.Sistеm Q(!:) је 

A-sistem" ako је iA-sistеm za sve i ~ Nз • Za sistem Q(L) kazemo npr.; 

============~=================================================::=.========== 

:ЈЕ) Као sto ј е pozna to [за] , n-grupe, za raz1iku od binarnih,ne moraju ро­
sedovati jedinicu~ 



аа је lA-sistеm,kаdа 

А1[ А 2 (х, у , z) ,и ~ v Ј 
A

1
,A

2EL7 Аз ,А4 ,Аs ,А 6 (;:: L talCo da Је 

= Аз [x,A
4
(y,z,u),vl = A

S
[x,y,A6(Z,U,v)] za svaku ри-

torku х, у, z, и, v Е Q. 

u drugom ode1jku ovog ае1а nalazi s е о' .ternarni~analogon 

Schauff1er-ove teoreme, tj. dokazuje ве sledeca teorema: Ako је _rL skup svih 

ternarnih kvazigrupnih operacija па Q оnаа је Q( il_) A-sistem ako i вато 

ako је п ~ 3, gde је п тос skupa Q. 

U trecem ode1jku prvo ве u-opstava ројат kvaziautomorfizma gr'u-

ре па ternarni slucaj, i utyrduju neke njegove osobine,koje ви potrebne za 

аа1је proucavanje iA-sistеmа, i Е Nз . 

Da1je ве dokazuju dve teoreme,koje omogucavaju konstrukciju 

oslabljanih i-asocijativnih sistema ternarnih kvazigrupa.Zatim ве: 

- utvrduje teorema koja omogucuje konstrukcije iA-sistеmа; 
-nalaze primeri A-sistema,vaznih za аа1је opisivanje iA-sis-

tema, i Е Nз ; 

- na1aze dve teDreme,koje opisuju ternarne grupe u iA-sistе­

mima; 

- utvrduju neke овоЫnе maksimalnih iA-sistеmа; 

- utvrduje brcj operacija и maksimalnom A-sistemu па konac-
nот skupu; itd. 

Vecina rezu1ata rada prikazani ви u okviru Gdseka za a1gebru, 

matematicku logiku i teoriju brojeva Matematickog instituta SRS u Beogradu 

(18.III 1970., 12.XII 1970., 23.XII 1970. i 13.! 1971.). 



I DEO 

Р О Z I V А Ј U 6 I R Е Z U L Т А Т I 

Ako је Qn = Q х Q х ••• х Q, nE N, i ako је 
\.. ... .r-- -~ 

n-puta 
А Qn ---7 Q~ 

onda za Q(A) kazemo da је n-gruроid.Роrеd oznake Q(A) koristi se i oznaka 

(Q,A).Za п = 2 radi se о obicnom (binarnom) grupoidu.za п kazemo da је 

duzina operacije A.Ako је A-s1ika uredene n-torke (а1 , а2 , ••• , an ) е1еше­

nat а 1 Е Q, onda se to be1ezi па jedan od sledecih nacina: 
n+ 

cin: 

а А 
п 

= а 
n+1' 

::: а +1 
п 

i 

U binarnom slucaju to se (tradiciona1no) be1ezi па sledeci nа-

::: 

Od toga se odstupa, ako se па istom skupu posnatraju i operacije duzine 

п :>2.U teoriji kvazigrupa u poslednje vreme, najvise se odomaci1a notaci­

ја (lз ). 

Pod n-arnom kvazigrupom razumemo n-arni grupoid Q(A) u kome 

egzistiraju sve inverzne operacije operacije А, tj. u kome su jednacine. 

А(а1 ,· •• ,а. 1,xi ,a. 1, ••• а ) = ь 
1- 1+ П 

jednoznacno resive za svaku n-torku а1 , ••• ,а. 1,а. 1, ••• ,а , Ь Е Q i sve 
1- 1+ П 

i ~N .Ako је Q(A) binarni grupoid. onda је Q(A) kvazigrupa (2-kvazigrupa), 
п 

ako su jednacine 

А(а,х) = ь i А(у,а) = Ь 

jednoznacno resive za svaki par а,Ь G Q.Grupa је asocijativna kvazigrupa. 

n-Arna kvazigrupa Q(A) је n-arna grupa [ ЗО Ј ,ako па Q(A) уа­
zi sledeci sistem zakona 

(3) А [A(a1, ••• ,ai,ai+1, ••• ,an),an+1J ••• ,a2n_1] = 

= А [a1, ••• ,ai,A(ai+1, ••• ,ai+n), ••• ,a2n_1] za sve iE. {l, •• ,n-l}. 



7 

Ako n~·arni grupoid Q(A) zadovo1java (3), onda za Q(A) ka­

zemo da је n-po1ugrupa i1i n-semigrupa [39Ј .Pri п = 2, Q(A) koji zadovo-

1јауа (3) svodi ве па binarnu po1ugrupu, jer tada (3) postaje 

(31) А [А(а1 ,а 2 ),аз Ј = А [а1 ,А(а2 ,аз )] • 

Za n-arni grupoid Q(A) kazemo da poseduje i-neutra1ni slog 

е1 ; е 2 , ••• , еn_1 , ako је 

(4) 

za svaki х Е Q.Ako ј е (4) ispunj еnа za svaki i Е Nn , onda za е1 , е 2 , ••• , 

,еn_1 kazemo da је neutra1ni slog.Ako је е1 = е 2 = .~. = еn_1 = е, onda za 

е kazemo da је i-neutra1ni, odnosno neutra1ni e1emenat (ako је i-neutra1ni 

za svaki i Е Nn ). 

U [зоЈ је dokazano sledece tvrdenje: Svaka n-arrla grupa Q(A) 

poseduje 1- i n- neutra1ni slog, pri сети је i svaka njegova cik1icna 

permutacija takode 1- i n-neutra1ni slog.0vaj rezu1tat predstav1ja иор-

stenje rezu1tata о jedinici u binarnoj grupu.Inace,n-gruра nе mora posedova­

ti neutra1ni e1emenat,a moze posedovati i vise neutra1nih e1emenata. 

Ako n-arna kvazigrupa 

menat (bar jednu jedinicu), onda za 

вlисаји to је 1ира. 

Q(A) 

Q(A) 

poseduje bar jedan neutra1ni е1е­

kazemo da је n-1uра.U binarnom 

Vazi sledeci rezu1tat: Neka је Q(A) n-gruра.Таdа ве па skupu 

Q moze definisati grupna operacija о tako da је 

k Е Q fiksirani a1emenat,a 'р је automorfizam grupe Q(o) takav da је 

'f n-1х = -1 'f koxok, k = k. 

(Ovu teoremu је 19б3. dokazao М. Hosszu u ( 24Ј , а nezavisno od njega i 

L.M. G1uskin 19б4. u [22Ј .Nov dokaz ove teoreme da1i ви V.D.Bje1ousov i 

M.D. Saudik и[10]. F.Rado је 19бо. u (33) ovu teoremu dokazao za ternar-

nе grupe.) 

U teoriji kvazigrupa vaznu u10gu igra ројат izotopije (jodno 

uopstenje izomorfizma).Za binarnu kvazigrupu Q(B) kazemo da је izotopna sa 

Q(A) ako egzistiraju permutacije еХ, (Ј , (ј, tako da је 

(б) В(х,у) = t -lA(O<x,~y), 

pri сети trojku Т = (o(,~,~) nazivamo izotopijom.Pri tom,za Q(B) kazemo 
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izotop od Q(A).Umesto (6) pisemo јов i 

В = odnosno 

В = 

Ako ј е Ј = I, gde ј е I identicna permutacija skupa Q, tj. 

В(х,у) = А (сХ.х ,(3у) , 

onda za В kazemo da је glavni izфор od А. 

Pri о( = /3 = J~ (6) izrazava izomorfizam,koji ponekad Ье1е-
zimo ovako 

(64) В· = АО( 
• 

ako је 

(65) А = АТ 

onda se Т = (О(, јЗ, )( ) zove autotopija operacije А. 

Ana1ogno,za n-arnu kvazigrupu Q(B) kazemo da је izotopna sa 

Q(A), ako egzistiraju permutacije if' i 0(., i Е N , tako da је 
~ п 

nazivamo izotopijom. 

pri! = I (kao u binarnom slucaju) za В kazemo da је glavni 

izotop od А. 

Ako је Q(A) binarna kvazigrupa, onda su 

def 
Lx = A(k,x) i 

def Rx = A(x,k) 

permutacije skupa Q.Zovemo ih redom 1eva i desna trans1acija kvazigrupe Q(A), 

Ana1ogno,ako је Q(A) n-arna kvazigrupatonda su 

za sve i Е N
n

, permutacij е skupa Q. Zovemo ih 

kvazigrupe Q(A). 

i-ta translacija n-arne 

Pod L-izotopom n-kvazigrupe Q(A) razumemo glavni izotop sle-

deceg oblika 

pri сети је 
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L, Са) х = А ( а1 ' ••• ,а, 1 ' х , а, 1' ••• ' а ); 
1. 1.- 1.+ П 

su fiksirani elementi skupa Q [10 Ј . 

u [ 5 Ј A1bert је 1943. dokazao sledece tvrdenje: Svaka kvazi­

grupa је izotopna nekoj 1upi, i to glavnoizotopna. 

Ovaj rezu1tat su V.D. Bje1ousov i M.D. Saudik 1966. и [10Ј 
uopsti1i па n-arni slucaj, tj. dokaza1i da је svaka n-arna kvazigrupa izo­

topna nekoj 1upi, i to glavno izutopna.Preciznije: L-izotop n-kvazigrupe је 

n-1ира. 

Sledeci rezu1tat se и 1iteraturi odomacio kao A1bertov stav 

[5Ј Ako је 1ира Q(L) izotopna grupi Q(.),onda је Q(L) takode grupa,izo-

morfna за Q(. ) •. 

Izmedu osta1og,A1bertov stav kazuje da је izotopija и teoriji 

grupa nep1odna; и teoriji grupa se,naime,izotopija prakticno svodi па izomor­

fizam. 

n-Arni ana1ogon A1bertovog stava utvrdi1i su V.D. Bje1ousov i 

M.D. Saudik 1966. god. и [10J.S obzirom па drugacije роnаэаnје neutra1nog 

e1ementa и n-arnim grupama,prirodno је sto и n-arnom slucaju оп vazi и nеэ-
• to "sputanom" obliku.Rezu1tat glasi: Ako је n-lupa Q(L) izotopna n-grupa 

sa jedinicom Q(A),onda је Q(L) takode n-grup~(sa jedinicom), izomorfna 

n-grupi Q(A). (".sputanost" se ogleda и zahtevu da n-grupa Q(A) posedu­

је jedinicu.) Za dokaz ovog rezu1tata korisceni su rezultati B.Trpenovskog i 

G. Сироnе iz [39l • 
Pod centrom n-kvazigrupe Q(A) razumemo skup С svih е1етеnа­

ta с Е Q za koje је 

(7) 

pri svim i, 

А ( а1 ' ••• ,а. l' с , а . 1 ' ••• ,а ) = А ( a 1 ' •• • ,а, l' с ,а, 1' ••• ' а ) 
1.- 1.+ П Ј- Ј+ П 

ј Е N 
п 

i za svaku (n-l)-torku e1emenata а1 ,а2 , ••• ,a j _1 ,а ј.+ 1 ) ••• 

••• ,а, 1,а. l, ••• ,a Е.. Q. 1.- т+ п 

(3) predstavlja sistem od (n-1)-og zakona.Ako па nekom n-gru~ 

poidu Q(A) vazi samo jedan od zakona iz sistema (3), naime 

(8) Ac;l, ••• ,ai,A(ai+1, ••• ,ai+n), ••• ,a2n_l] = 

= А la1 , ••• ,а ј ,А(ај + 1 , ••• ,а ј +n ),··. ,a 2l'J.-l.Ј ' 

i, ј Е Nn _1 , .i t ј, onda kazemo da је па Q(A) ispunjen (i,j)-asocijativ-

ni zakon, ili da је Q(A) (i,j)-asocijativna [39-Ј • 
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Ako u n-arnoj kvazigrupi Q(A), odnosno u A(~,x2' ••• 'xn) fiksi-

тато ј.....;::::n promen1jivih,dobijamo (n-j)-arnu kvazigrupu; Q u odnosu па 

f (:- Q! takode sma tramo kvazigrupama (l-arnom) .Ova cinj enica пат daj е moguc­

nost prikazivanja ternarnih kvazigrupa Q(A) sa konacnim Q ротоси sistema od 

m Cay1eyevih tablica,pri сети је т тос skupa Q. Neka је Q(A) konacna 3-

kvazigrupa. 

Uvedimo oznaku 

(9) 
= 

Ako fiksiramo х1 ' onda је 

grupu mozemo pre~staviti tablicom: 

А • С' ••• -Х3 Х .. 

• • 
• • 
• • 
Х2 ••• у 

• 
• 
• 

• 

Q(A ) binarna kvazigrupa.Ovu kvazi­
x

l 

• • 

, 

gde је у = А(х1 ,х2 ,хз ),u ovakvoj tablici se e1ementi u vrstama i ko1onama nе 

ponav1jaju (zbog kvazigrupnosti operacije А _). 3-Kvazigrupa Q(A) се biti pri­
Х!" 

kazana sistemom tablic~~-aka-form~~mo_' Cayleyeve tablice za sve kvazigru-

ре Q(~ ), tj.: za sve kvazigrupe koje se dobijaju iz (9) kada Х1 prode sav 
-Ј.-

skup Q. Potreban i dovo1jan us10v za to da sistem od m Cay1eyevih tablica,gde 

је m тос skupa Q, 

seku Х2 - е vrste 

zliciti za sve Х1 ' 

predstav1ja 

i Х3 - eg 

х2 ' хз Е Q 

3-kvazigrupu 

stupca u svim 

[10Ј • 

је: e1ementi koji stoje u рте­

tablicama i~x moraju bi ti ra­
r 

U uvodu је formu1isana "teorema о cetiri kvazigrupell.U drugom 

de1u potrebni su nат neki deta1ji njenog dokaza·iato, uz izmenjene oznake,na­

vodimo dokaz 

(10) 

na1azimo: 

s. Presica iz [31Ј • 
Neka kvazigrupe Ai , i Е N

4
, zadovo1javaju zakon 

А1 [А 2 (х,у), z Ј = Аз [X,A
4

(y,Z)] • 

U (10) postavimo redom: 

х = z = k, х: k, У = k, z = k. Uzimajuci u obzir oznake 

= А. (k,x), 
1. 

=A.(x,k), 
1. 
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! R1L2 :;:: LзR4 , 
A

1
(L

2
y,z) :;:: LзА4 (у,z), 

\ 
A

1
(R

2
x,z) :;:: Аз (х,L4 ,z), 

R
1

A
2

(x,y) :;:: Аз (х,R4 ,у)· 

Iz (11) sledi da su sve Q(A
i
), i ~N4' medusobno izDtopne.Po­

. sebno sve su izotopne sa Q(A
1

).Svi izotopi kvazigrupe Q(A1 ) zadovo1javaju 

jednakost: 

(12) А1 (х,у) = ;r-1А(D(х ,(Ј у) ; 0(,13, g Е QI. 

Uzimajuci и obzir (11) i (12) na1a~imo jednakosti: 

А1 (х,у) :;:: t -lА (с( х(3у) 

А2 (х,у) 
~~-1 -1 о(н r -1 

:;:: L R1 АС 2X'~") L4 R4Y) 

Аз (х,у) t -1 с{ f->-1 = А( R
2
x, L

4 
у) 

(13) 

А4 (х,у) = -1 t-1 сл (3 Lз А( L2x, у). 

Smenimo 1i (13) u (10),na1azimo jednakost: 

\Т-1 [_/ V---1 -1,../ Д -1 Д Ј 
о А U,~ R1 А(tЛR2Х~~L4 R4Y)'/~ z = 

= t-1
A [о(R2х,,дL4-1Lз-1 K--1А(с(L2У, ftz)l • 

Otuda,uzimajuci и obzir prvu jednakost iz (11),na1azimo da је 

Q(A) grupa, ako је t:;:: I, о( =- R1 ::l 

Tvrdenje је time dokazanoJ 

Jednakosti (13) se p·R.; tom svode па sledece ј ednakosti: 

А1 (х,у) :;:: А(R1х,LзL4У} 

А2 (х,у) 
-1 

:;:: R1 А(R1R2х,LзR4У) (14) 
Аз (Х,у) = А(R1R2х,Lз у) 

А4 (Х,у) 
-1 

:;:: Lз А(R1L2х,LзL4у)· 

U [8Ј su opisani asocijativni и се1оm sistemi kvazigrupa.Na-

vodimo pojmove i rezu1tate iz [8Ј • 
Neka ј е -Q skup svih kvazigrupnih operacija па Q, а L nј е-
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gov podskup.Za Q (~) se kaze da је oslabljani asocijativni sleva и се1оm 

sistem kvazigrupa,ako za svaki par A1 , А2 {; 

da vazi(lO).Ana1ogno је definisan oslabljani asocijativni sdesna и ce10m 

sistem kvazigrupa.Za Q( L-) se kaze da је asocijativan sleve и ce10m sistem 

kvazigrupa, ako za svaki par A1 , А2 , Е L ) АЈ , А 4 Е L tako da vazi (10: 

Ana1ogno se definise asocijativan sdesna u ce10m sistem kvazigrupa.Redom 

ih obe1ezavamo: LA-sistem, RA-sistem; LA-sistem i RA-sistеm.Аkо је Q С>ОО) 

i LA- i RA-sistem, onda za njega kazemo da је asocijativan u ce10m sistern, 

Кrace ga zovemo A-sistem. 

Uporisna teorema је "teorema о cetiri kvazigrupe". 

Osnovne osobine: 

1. Sve operacije LI-, RA-, LA-, RA-, 

пој te istoj grupi,pa,dak1e, i medusobno. 

A-sistema izotopne su jed-

-2. Ako LA-, RA-, LA-, RA-, A-sistem sadrzi 1upu,onda је оnа gru· 

ра. 

3. Ako operacija С nije izotopna nijednoj grupi,ona ве nе moze uk-
-1juciti ni и jedan od LA, RA. LA, RA, A-sistema. 

4. (Schauff1er-ova teorema) Q(f)) је LA-sistem (RA- i1i A-sis-

tem) аато pri п ~ Ј, gde је п тос skupa Q. 

РОЈАМ КVAZIAUTOMORFIZМA 

Za ~~ Q! se kaze da :је kvaziautomorfizam grupe Q(.), ako је 

za svaki par e1emenata Х,у Е Q, pri сети је е jedinica grupe Q(.). 

Neke osobine: 

1~ Ako је ~e = е, onda је kvaziautomorfizam grupe Q(.) 

jedinicom е nјеn automorfizam. 

sa 

2~ Neka је 0(0 automorfizam grupe Q(.), а k ~ Q fiksirani 

e1emenat.Tada је ~ ~Q!, definisana sa 

о( Х = О<оХ • k, 

kvaziautomorfizam grupe Q(.). 
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3~ Neka је ос: proi?;'.T(,' ~э~ ~~,T2.ziautomorfizam grupe 

. . аиtоmоrfizпdi. о< i /\ Q(); e1ementi k, t. stlraJti о 1"'0 grupe • .... , 

Q(.).Tada egzi­

Е. Q tako da 

је 

~ О(Х k i l \.. Х = • 
о 

с(х = t ./13 ох • 

о 

4. Ako је ~ kvaziautomorfizam grupe Q(.), onda su 

0(' х = о( х • k i cf." х = t .с/..х, 
gde su k, t Е Q fiksirani е1еиеnti, takode kvaziautomorfizmi grupe Q( .. ). 

5~ Ako је СХ: kvaziautomorfizam grupe Q(.) sa jedinicom е, onda 

su 

0(1 х = i rX
2 

х = 

automorfizmi grupe Q(.). 

б~ Skup svih kvaziautomorfizama grupe Q(.) cini grupu и odnosu па 

komponovanje permutacija. 

7~ Proizvo1jna autotopna permutacija grupe Q(.) је njen kvaziauto-

morfizam. 

8<;> Neka је OCautotopna permutacija grupe Q(.), tj. 1'.1eka eg2isti­

raju јј, (f6Q! tako da је 

о{ (х • у) =;З х • 6 у. 
Tada su f i t kvaziautomorfizmi grupe Q(.). 

9~ Neka OC'/3 ,(ј;д' ,'f,\f-' Е Q!, ~ Q(.) је grupa.Ako vazi 

jednakost 

;з [О( х • у). z 1 = 

za svaku trojku e1emenata х, у, z Е Q, onda su 

kvaziautomorfizmi grupe Q(.). 

Koriscenjem osobina 1-4. i 10 - 90., utvrdeni su sledeci re-

zu1tati: 

1: Neka је Q(2:) LA-sistеm.Таdа se па Q moze definisati grupa 

Q(.) tako da se proizvo1jna С f. L izrazava па sledeci nacin: 

с(х,у) = 'fx. ;r у, 
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gde је ~ automorfizam grupe Q(.), а ~ је neka permutacija skupa Q.U slu­

саји RA~sistema, (~ је automorfizam grupe Q(.),Q;~je neka permutacija skupa 

Q. 

2: Ako grupa Q(o) pripada LA-sistemu, оnаа se moze definisati 

grupa Q(.) tako da је 

х о у = х • t • у, 

gde ј е t Е Q fiksirani е1етеnа t. 

Ј: Neka је Q(l:) La-sistem. tada se па Q moze definisati grupa 

Q(.) takol аа se proizvo1jna А е;-- izrazava па sledeci nacin: 

с(х,у) = 'f х • t .'f у, 
pri сети su 'f i \.јЈ automorfizmi grupe 

ni e1emehat.Isto vazi za slucaj kada је 

Q(.), а t Е Q је neki fiksira-

Q( L ) 

Q(~) RA-sistem. 

4: Ako је 

L = (с I С(х,у) = х • t • у, t t; Q} 
LA-sistem. 

5: Q(L:), gde је 

а Q(.) 

~ = { с I С(х,у) = ~x .'fJ у; • 'f, ЧЈЕ ft], 

grupa,onda је 

pri сети је ~ skup svih automorfizama grupe Q(.), predstav1ja A-sistem. 

б: Q(г=), gde је 

;- = {с I с (х, у) = ~ х • t .'f у ; \.f, LfJ r=:. ј[-, t Е Q} 
pri сети ј е :ft. skup svih automorfizama grupe Q(.), predstav1ja A-sistem. 

Оуај sistem је obe1ezen sa L { · 1 
7: LA-sistem L { . }је maksima1an, tj. оп se nе moze uk1juciti u 

siri LA-sistem. 

8: Ako је L maksima1an sistem, оп ima oblik L { · } 

9: Svaki maksima1an LA-sistem је A-sistem. 

, 
10. Broj operacija maksimalnog 

Q, jednak је n. :f2 ~ N, pri сети је п 
tomorfizama generatorne grupe Q(.). 

A-sistema, definisanog па konacnolr! 

шос skupa Q, а f је broj аи-
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11: Dva maksima1na A-sistema па istom skupu Q 

dnickih operacija i1i se podudaraju. 

i1i nеmаји zaje-

12: Neka је (R, +) grupa svih raciona1nih brojeva u odnosu па sa­

biranje.Tada је QCl:) , gde је 

= { с \ с (х,у) = х + ky, k Е z "" {о 3 } 
RA-sistem, a1i nije A-sistem. 

Na LA-, RA-, odnosno A-sistemima kazemo [9Ј da је ispunjen 

zakon (10) ва jednom i1i оЬе od sledecih imp1ikacija: 

i 

-- > 

Postoje, medutim, i takvi sistemi Q(2:) па kojima је neki 

zakon ispunjen za .proizvo1jne operacije iz L ~ Г'!;:/~(~тo tada reci da је 
zakon t о t а 1 п о i s Р u п ј е n. 

(u [9 Ј ве takav zakon zove "sverhtQ.ZdestvQ".) 
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II DEO 

n-Am~E КVAZIGRUPE I OPSTA n-ARNA ASOCIJATIVNOST 

2.1. GENERALIZACIJA BJELOUSOVLJEVE ТЕОНЕМЕ О CEТIRI КVAZIGRUPE 
NA TERNARNI SLUCAJ 

2.1.1. U V О D 

U prvom de1u naveden је dokaz sledece teoreme V.D.Bje1ousova 

(str.11).Ako su Q (A
i
), i ~ N

4
, kvazigrupe i zadovo1javaju opstu asocijativ­

nost 

(1) 

оnйа su оnе izotppne jednoj te istoj grupi Q (A).Sledeci stav predstav1ja 

genera1izaciju ove teoreme па ternarni slucaj. 

def 
Т е о r е m а 1. Ako ternarne kvazigrupe Q (Ai ), i EN6 -

{1,2,З,4,5,6}. ,zadovo1javaju opstu ternarnu asocija~ivnost 

(2) A1 l!-2(x,y,z),u,v] = Аз [ic,А4 (У,z,u),v Ј = A5 [x,y,A6 (Z,U,v)J ,onda 

Ви sve Q (A
i

), i ~ N
6

, izotopne jednoj te istoj ternarnoj grupi sa jedini­

сот Q СА), pri сети egzistira binarna grupa Q (В) takva da је A(x,y,z) = 
:;: В [В(х,у) ,zl . 

Teorema 1. ј е Др"о:,ri~nа u trecem de1u rada.Pored toga оnа 

је potrebna za genera1izaciju teoreme о cetiri kvazigrupe па n-arni slucaj. 

2.1.2. DOКAZ ТЕОНЕМЕ 

L е т а 1. Ako ternarne kvazigrup~. Q (Ai ), i Е Ы6 , zadovo1javaju 

opstu asocijativnost (2), onda ви Q (Ai ) za iE Ni'{4!-} medusobno izotopne. 

D о k а z 

(2) mozemo posmatrati kao sledece jednakosti 

(21) A1 [A 2(x,y,z),u,v] = Аз [x,A
4
(y,z,u),v] 

A
1

[A
2
(x,y,z),u,v] = А5 [x,y,A6 (z,u,v)] 

Аз[~,А4(У'Z'U),v Ј = А5 [x,y,A6 (z,u,v)J_. 
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Na1azimo 

(3) 
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postavimo redom у = z = k и (21)' х = у = k i 

fiksirani e1emenat. z = и = k и (2з ), gde ј е k Е Q 

А1 LA 2 (x,k,k),u,v Ј 
А1 [А 2 (k , k , z) , и, v Ј :: 
А1 [A 2 (X,y,z) ,k,k Ј = 

l 
А1 [A 2 (x,y,z) ,k,kJ = 

. А1 [х,А4 (y,k,k) ,v Ј = 

Аз[. х,А4 (k,k,u), уЈ 
А5 Lk,k,Аб (z,и,v) Ј 
А5 [. х, у ,Аб (z, k, k) Ј 
А5 [х,у,Аб(z,k,k) Ј 
А5 [х,у,Аб(k,k,v)] • 

Uvodenjem oznaka 
def def 

L.x - А. (k,k,x), S.x = А. (k,x,k) 
1 1. 1 1 

def 

Ai (x,k,k), iE-Nб , (З) pre1azi и 

A
1

(R
2
x,y,z) = Аз (х,L4У,z) 

A
1

(L
2
x,y,z) = L5Аб (х,у,z) 

(4) R
1

A
2 
(х, у, z) = А5 (х,у,Rбz) 

Аз (х,R4у,z) = А5 (х,у,Lбz) 

и = v :: k 

Posto su trans1acije Li , Si i Ri , Н:?Nб,реrmиtасiје skupa 

Q, iz (4) na1azimo da su Q (А.), iE Nб~{41, medusobno izotopne; cime је 
1 ), 

Lema 1. dokazana. 

L е m а 2. З-Кvаzigrира Q (А 4 ) iz dnkaza,Leme 1. је izotopna 

nekoj З-grирi sa jedinicom Q (А). 

D о k а z 

U (2) postavimo х = v = k. Na1azimo 

А 1 [А 2 ( k , У , z , ) ,и, k Ј = S зА 4 ( у , z , и) = А 5 ~,y, А б ( z , и , k )], t ј • 

(5) SзА4(Х'У,Z) = A1 [A2 (k,x,y),z,k] i 

(б) 

Uvedimo oznake: 

В1 (х,у) = A
1

(x,y,k) 

(7) В2 (х,у) = A
2

(k,x,y) 

Вз(Х,у) = A
5

(k,x,y} 

В4 (х,у) = Аб(х,у,k) 

Iz (б) i (7) na1azimo da Q (B
i
), iEN

4
, zadovo1javaju jednakost 

(8) В1 СВ 2 (Х,у) ,zJ = ВЗ [Х'В4 (y,z) Ј 
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Posto su Q (А1 ), 1 € Ы6 , З-kvаz1grире, 1z (7) na1az1mo аа su 

Q (в1 ), i Е Ы4 , binarne kvaz1grupe.Uzimajuci и obz1r оуи cinjenicu, iz (8), 

па osnovu teoreme V.D.Bje1ousova о cetiri kvazigrupe, na1azimo аа postoji 

binarna grupa Q СВ) sa kojom је izotopna svaka od kvazigrupa Q (Bi), i'& N
4

" 

Iz (5) i (7) na1azimo da је 

(9) 

Posto је desna strana и (9) 1еуа и (1), to su 1zotopije Q (В1 ) 

,,... ... ,ј Q (В) 1 Q (В 2 ) /.'\..../Q (В) sledeceg tipa (videti dokaz Bje1ousov1jevog 

stava о cetiri kvazigrupe, 1 deo, str. "'·1) : 

1 

gde su ci. 1Р 

В1 (х,у) = ОСВ (f;x, .•• ) 
/1-1 

В2 (х,у) = '~ В( ••• ). 

permutacije skupaQ. 

Uzimajuci оуо и obzir, (9) mozemo notirati па sledeci nacin 

SзА4(~х,7У'1 z:) = В [В (х , у) , z ~, - ,? (10) pri сети su ~ 

)" permutacije skupa Q, а Q (В) је binarna grupa. 

Kratkim racunom mozemo se uverit1 da је Q (А) ,gde је 

А (x,y,z) = В [B(X,y),z~ , 

ternarna asocijativna kvazigrupa sa jedinicom.Otuda,uzimajuci и obzir (10), 

na1azimo da је Lema 2.dokazana. 

L е т а 3. З-Кvаzigruра Q (Аз ) iz dokaza Leme 1. izotopna је з­

grupi Q (А) iz tvrdenja Leme 2. 

D О К А Z 

Iz (21) za z - u = k na1azimo da је 

Аз (х,R4у,z) = A1 fA2(x,y,k),k,z]. 

Uved1mo oznake: 

= A1(x,k,y) 1 

(11) = А (x,y,k) 

1 

{ 
В1 (х,у) 

_ В2 (х,у) 
Dak1e, А.з • G , в se lzrazava ротоси 1 i па sledec1 

nacin: 

(12) 

Na1azimo: 

Аз (х,R4у,z) = B1[B2 (X,y),z] • 

U (22) postavimo х = u = k. 
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(13) 

uvedimo oznaku: 

(14) В4 (х,у) = A 6 (x,k,y). 

Uzimajuci u obzir (7), (11) i (14), (13) mozemo notiroati 

ovako: 

(15) в1 [в 2 (х,у) ,z Ј = Взl",134 (У,z)] • 

Otuda,na osnovu Bje1ous1ov1jeve teoreme о cetiri kvazigrupe,j.z-

1azi da је Q (131) izotopna sa Q (В) iz dokaza 1ете 2. 

U (21) postavimo z = v = k. 

Na1azimj): 

(16)) 

Uvedimo oznake: 

(17) Јсз (х,у) 
\ С4 (х,у) 

Uzimajuci u obzir 

= 
= 

(7), 

AJ(X,y,k) 

A
4

(x,k,y) 

(11) i (17), iz 

(18) B1 [B2 (X,y),z.] = сз [x.c
4

(y,z)] • 

(16-) na1azimo da је: 

Iz (18) na1azimo da је i Q (~2) ~zotopna sa Q (В) iz doka-

za 1ете 2. 

Uzimajuci u obzir уес pomenuti dokaz Bje1ousov1jeve teoreme о 

cetiri kvazigrupe (videti 1 deo,str.·n ), za (15) i (18) na1azimo sledece 

jednakosti: 

(19) 

(20) 

Za (15)­

(В1 (Х,у) 
\ В2 (х,у) 

Za (18) -

= 
= 

= 
= 

В (Rix,.,.) 
,-1 ) Н1 В (... • 

Uzimajuci u obzir (11) i (7), na1azimo da је R
1

X = A
1

(x,k,k) 

i Rix = A1 (X,k,k),sto znaci da је Ri = R{. 

Uzimajuci u obzir (19), (20) i R1 = R1, nalazimo da su izo-

topije Q (131)1"0 ....... Q (В) i Q (132)1"-..1 Q (В) sledeceg tipa: 

B1(X,y) = В «(ЬХ, ••• ) 
- д-1 
В2 (х,у) =I..:J В ( ••• ). 

Otuda,uzimajuci u obzir (12), nalazimo da је: 
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= (21) 

gde su!f, tf' i (f 
Аз (y~ ,Ч,.Iу /}z) 

permutacije skupa 

В[В(х,у) ,zJ, 

Q, а Q (В) је binarna grupa iz dokaza 

1ете. 2.Kako је Q (А), gde је А deIinisana sa 

A(x,y,z) = В [В(х, у) ,z) 

ternarna grupa iz tvrdenja 1ете 2, to је, obzirom па (21), 1ета dokazana. 

Uzimajuci u obzir 1ете 1-З,nа1аzimо da је teorema 1. dokazana. 

Teorema 1. sa navedenim dоkзzоm publikuvana је u radu [~1 Ј 

NAPOMENA: 

Ako se izvesni de10vi dokaza 1ета 1-З. dopune deta1jima,onda 

se, uz nesto racuna, mogu dobiti вlееесе jednakosti: 

; А1 (х, у, z) = А(R~х,SзL4х,L5L6Z) 

A2 (x,y,z) 1-1 = R1 А(R1R2х,SзR4~,L5R6Z) 

Аз(х,у,z) = А(R1R2х,sзу,L5L6Z) 
(22) -1 A

4
(x,y,z) = Sз A(R1S2x,L5R6y,L5S6z) 

A
5

(x,y,z) = А(R1R2х,SзR4у,L5Z) 

\ A6 (x,y,z) 
-1 

= L5 А(R1L2х,SзL4у,L5L6Z) 

Pri cemu је Q (А) ternarna grupa ва jedinicom iz tvrdenja Teoreme 1. 

GENERALIZACIJA BJELOUSOVLJEVE TEOREME О CETIRI 
КVAZIGRUPE NA n-ARNI SLUCAJ 

т е о r е m а 2 • .Ako n-arne kvazigrupe Q (Ai ), i E-l\2n' zadovo1ja­

уаји opstu n-arnu asocijativnost, ~j. sistem zakona 

(1) = 

= А 2ј _1[ а1 , • • • ,а ј _1 ,А 2ј (ај , • • • ,а ј +n_1 ) ,а ј +n , •• • ,а2n-1] za sve 

ј E-~, ••• ,n} ,onda st( sve Q (А.), i ~ N2 ,izotopne ј ednoj te istoj n-arnoj ]. п 

grupi sa jedinicom Q (А), pri cemu egzistira binarna grupa Q СВ) tako da 

је 
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D О К А Z т Е О R Е М Е 

Opsta (l,j)-asocijativnost i neke posebne oznake 

. r ~ 
Za fiksirani Ј Е {2, •••• ,п Ј iz (1) dobijamo jedan zakon,koji 

zvati ( [.39 Ј ) 1 deo,str. 9 ): opsti (l,ј) - asocijativni zakon. 

Tako је 

(1 ') А1 [А2 (а1 ,а 2 , • • • ,аn _1 ,аn ) ,аn+1 , • • • ,а 2n-1 Ј = 

= А2n-1 [ а1 ,а2 , • •• ,аn_1 ,А 2n (аn ,аn+1 , • • • ,а2n_1 ) Ј 
opsti (l,n)-asocijativni zakon. 

K~risticemo i opsti (1,n-1) -asocijativni zakon: 

(1 ") А1 [А 2 (а1 ••• ,аn_ 2 ,аn_1 ,аn ) ,аn+1 ,··· ,а2n-2,а2n-1Ј -

= А2 3 [а1 ,···а 2,А 2 2(а 1'&'··· ,а 2 2) ,а 2 1Ј • n- n- n- n- п n- n-

Uvedimo sledece oznake: 

gde 

d Е 

(2з) А1 (L,d)(a
1

,a
i

,a
iH 

, ••• ,аn ) = A
1

(a
1

,k,k, ••• ,k,a
i

, ••• ,a
n

) i 

(R,d) 
(24) А1 (a1 ,a2 ,···,ai ) = A1(a1,a2,···fai,k,k, ••• ,k), 

Ј'е d duzina operaciJ'a А (L,d) А (R,d) А_ (L,d) i А (R,d) 
2' 2 'Ј.. l' 

{ 2, ••• ,n-1 }, а k је fiksirani e1emenat skupa Q. 

Neki asocijativni sistemi kvazigrupa 
arnosti nize od п indukovani sa (1) 

u (1) postavimo 

= 

= 

i 

i 

а 1 = k n+ 
аn+1 = аn+2 = k 

~-------------------------------------------

••• = а 2 = k n-

Na1azimo redom: 

, 
сето 

sistem (n-1)-arnih kvazigrupa koje zadovo1javaju npstu (n-l)­

arnu asocijativnost, 
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sistem (n-2) -arnih kvazigrupa koje zadov·o1javaju opstu (n-2)­

arrlU asocijativnost, 

------------------------------------------------------------_. 
-------------------------------------------------------------
sistem ternarnih kvazigrupa koje zadovo1javaju npstu ternarnu 

asocijativnost, 

sistem binarnih kvazigrupa koje zadovo1javaju opstu asocijativ-

nost. 

Pri tom,prva ko1ona u (31) daje kvazigrupe tipa (21)' а druga ko-

10nа u (31) daje kvazigrupe tipa (2з), redom obrazovane od А2 i А1 • 

Sistem binarnih kvazigrupa formiranih па nacin (31) zadovo1javaju 

sledecu jednakost: 

(А) А1 (L,2)~A2(L,2) (x,y),z] = С3 [x,c
4
(y,z)]. 

u (1) postavim~ redom 

Nalazimo redom: 

а = k 
п 

i 

i 

а = k 2n-l 

a 2n_1 = а2n- 2 = k 

-----------~-----------------------------------

-----------------------------------------------
i а2n-1 = ••• = 

sistem (n-l) -arnih kvazigrupa koje zadovoljavaju opstu 

(n-l) -arnu asocijativnost, 

sistem (n-2) -arnih kvazigrupa koje zadovoljavajU opstu 

(n-2) -arnu asocijativnost, , 
----------------------------------------------------------
sistem ternarnih kvazigrupa koje zadovoljavaju opstu ter­

nатnи asocijativnost, 

sistem binarnih kvazigrupa koje zadovo1javaju opstu asoci-

jativnost. 

Pri tom, prva kolona u (32) daje kvazii~rupe tipa (22)' а druga 

kolona kvazigrupe tipa (24)' redom obrazovane od А2 i А18 
Sistem binarnih kvazigrupa formiranih па nacin 

sledecu jednakost: 

(32) zadovo1java 
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(В) 

Za а1 = ••• = аn_ 2 = k 

na1azimo da је 

i аn+2 = ••• = 

( с) А (R , 2) ГА ( L , 2) ( ) Ј 
1 L 2 Х,у ,Z = 

Oznake po1ijadicnih grupa sa jedinicom 

Koristi6emo slede6e oznake: 

Q (А) zan-arnu grupu sa jedinicom, 

Q (Bi ) za i-arnu grupu sa јеdiniсош, i ~ ~2, ••• ,n-1} , 

i Q (В2 ) = Q (В) za binarnu grupu. 

Dve 1ете i induktivna pretpostavka 

Na osnovu Bje1ousov1jeve teoreme о . cetiri kvazigrupe,uzimajtl-· 

6i u obzir nјеn dokaz iz [31 Ј (! deo,str. 11») (А), (В) i (с), nа-

1azimo da vazi slede6e 1ета. 

L е m а 1. Binarne kvazigrupe А (L,2) А (R,2) А (L,2) 
1 '1 '2 

izotopne su jednoj te istoj grupi Q (B),pri сети је 

11..1 (L,2)(x,y) (L,2) 
= в (R1 х, ••• ) 

А (L,2)( ) 
-1 

R
1

(L,2) ВС ••• ) 2 х,у = 
(А-1 ) 

А (R,2)( ) (R,2) 
1 х,у = В (R1 х, •• ,) 

11..2 (R, 2) (х,у) 
-1 

= R (Н,2) ВС ) 
1 • •• • 

Neka је 

Са) 11..1 (L,з)[ А~L'3)(а1,а2,аз),а4,а5Ј = А; [а1,1I..4(а2,аз,а4),а5Ј 
(Ь) 

Za а1 = а5 = k iz (а) na1azimo da је 

• А (Н,2) 
~ 2 

i 
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(е) = А (L'З)ГА (L,2)C ) kJ· 1 Ј.., ') Х,у ,z, . 
'о' со 

z а аз = а4 = k iz (Ь) na1azimo da је 

(d) = 

Iz (е) sledi da је 

(D) А (L,2) А (R,2) В 
2 .r-.....;I 2 r"./. , gde је Q СВ) binarna grup~, 

а sa ~ је oznacena izotopija. 

4. iz 2.1.2., 

Uzimajuci sada u obzir Teoremu 1.,(а),(Ь), dokaze 1ета З. i 

(е), (d) i (D), na1azimo da su А (L,З) А (L,З) А (R,З) 
1 '2 '1 

А 2 (R,з) izotopne З-gruрi sa jed~nieom Q (A),pri сети је A(x,y,z) = 

= В [в(х,у) ,z Ј ' gde је Q (В) binarna grupa iz (D). 

Otuda,uzimajuci u obzir NAPOMENU iz 2.1.2, na1azimo da vazi 

sledece tvrdenje: 

i 

L е т а 2. Ternarne kvazigrupe А (L,З) А (LtЗ) А (R,З) i А (R,З) 
1 2 '1 2 

izotopne su jednoj te istoj З-gruрi sa jedinieom Q (Вз )' pri сети је 

1~ Вз(х,у,z) = В lB(X,y) ,z], 
gde је Q (В) iz tvrdenja Leme 1.; i 

2~ ( А1 (L,з)(х,у,z) (L,З) 
= Вз (R1 Х, ••• ) 

I 
А 2 (L,З) (x,y,z) 

-1 

~ 
= R (L,З) в ( ) 1 З ••• 

(42) 
A

1 
(R,з)(х,у,z) (R,З) 

I 
= ВЗ (R1 Х, ••• ) 

\ А (R,З) (x,y,z) 
(R,з)-l 

2 = R1 вз (···)· 

1 п d u k t i v п а р r е t р о s t а v k а i-arne kvazigrupe 

А CL,i) А (L,i) А (R,i) 
1 '2 '1 i A

2
(R,i), i Е {з, ••• ,n-l} ,izotopne su 

јеdnОј te istoj i-arnoj grupi sa jedinieom Q СВ ), pri сети је 

1~ Bi(a1,a2, ••• ,ai_1,ai) = B[Bi_l(al,a2, ••• ,ai_l),ai] , 

gde је Q (В) binarna grupa iz tvrdenja Leme 1., а В2 = В; i 
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2~ (L,i) ) 
= Bi (R1 а1 ,··· 

-1 
R 

(L,i) В.( ••• ) 
= 1 1 

(Н, i) 
Bi (R1 а1 ,···) 

-1 
-_ R (R,i) В ( ) 

1 i ••• • 

Trans1acije Н1 (L,d) i R
1 

(R,d), d€ {2, ••• ,n-1} 

Uzimajuci и obzir dogovore о operacijama A
1

(L,d) i 

1azimo da vazi i sledeca 1ета. 

А (R,d) 
1 ' nа-

L е т а 3. R (L,i) _ R (~,i) 
1 - 1 

., i/ 
= R

1 
za svaki\iz skupa' 

pri сети је Н1х = A1 (x,k,k, ••• ,k). 

Izotopija operacija А 2ј , ј G {2, ... ,n-1} 

L е m а 4. n-Arne kvazigrupe Q (А 2ј ),ј G {2, ••• ,n-1} , iz (1) 

izotopne su jednoj te istoj n-arnoj grupi sa jedinicom Q (A),pri сети је 

В [Вn_1 (а1 ,а 2 , ••• ,аn_1 ) ,anJ, gde su 

в i в n-1 
iz 1еmа 1-2. i induktivne pretpostavke. 

D О К А Z 

Iz (1) za а1 = а2 = • • • 

nalazimo da је 

(5) 

= а. 1 
Ј-

= k i 
.. 

ај +n = ај +n+1 = ••• = k 

(Н, ј) [ (L ,n-ј+1) Ј 
L2j_1A2j(a1,a2,···,an_1,an) = А1 ... А2 (al;a2,···,an_j+1)'···'a. . 

za svaki ј ~ {2, ••• ,n-1} , pri сети је L
2j

_
1 

trans1acija n-kavzigrupe A
2j

_
1

, 

S obzirom da iz j~. {2, ••• ,n-1} sledi n-j+l ~. {2, ••• ,n-l} 

iz (5), па osnovu induktivne pretpostavke i Leme 3., na1azimo da је 

А 2ј , ј Е {2, .•. ,n-l} , izotopna sa Q (А), gde је 

(6) А(а1 ,а2 ,···,аn ) = В. [В . 1(а1 ,···,а . l),···,a Ј .. 
Ј n-Ј+ n-Ј+ п 

Uzimajuci и ubzir Lemu 1., Lemu 2. i 1? iz induktivne pret-
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pastavke, indukcij ат na1azima da se B
i 

za svaki i ff{ з, ..• ,n-1} moze pred­

staviti binarnom grupom Q (В) iz 1ете 1. па sledeci nacin: 

(7) Bi (a1 ,a
2
,· •• ,ai ) = в'[в( ••• (в(а1 ,а 2 ),аз ), ••• },аi Ј. 

Posto је Q СБ) binarna grupa i В 2 = Б, iz (7) i (6), nа­

lazimo da је Q (А) n-arha grupa sa jedinicom,koja эе роmоси В predstav1ja 

па па с in ( 7 ) • 

1zotopija operacije А2n-з sa 

L е m а 5. n-Arna kvazigrupa Q (А 2n-з ) iz (1) izotopna је 

n-grup:i, Q(li.) а tvrdenja iz Leme 4. 

(8) 

D О К А Z 

1z (1") ••• 

А2 з(а1 ,а2 ,···,R 2а 1) = n- п-. п-

= А (L,2) 
1 

= k na1azimo da је 

pri сети је R2n- 2 trans1acija kvazigrupe Q (А 2n- 2 ). 

1z (8), па osnavu induktivne pretpostavke i Leme З.,nа1аzimо da је 

Q (А2n-з ) izotopna sa 

В [Bn_1(a1,a2, ••• ,an_l),an] ,odnosno Q (А) iz tvrdenja 

Leme 4. 

Medusobna izotopija aperacija А1 ,А 2 ,А 2n ,А 2ј -1' ј Е {2, ••• ,п} 

Koriscenjem metode iz dokaza teoreme а cetiri kvazigrupe 

(1 deo, str.1'J ), na1azimo da vazi i sledec8. 1ета. 

L е m а 6. :t;t.-Arne kvazigrupe А1 , А 2 , А2п , А2ј _1 , ј ~ {2, ••• ,п} , 

iz (1) medusobno su izotopne. 

ZAKLJUCAK 

Konacno,uzimajuci u abzir 1ете 4-6., obzirom da је А 2n-з zah­

уасеnа lemom 6., nalazimo da је Teorema 2. dokazana. 
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2.3. NEKE POSLED1CE КОЈЕ SE ODNOSE NA n-ARNE GRUPE 

Ako u (1) iz 2.2. postavimo А1 = А2 = А 2ј - 1 = А2ј za Бу8 

ј,Е{2, ••• ,n] , па osnovu Teoreme 2., nalazimo da vazi sledece tvrdenje. 

т е о r е m а 3. Svaka n-arna grupa Q (G) izotopna је nekoj n-аг­

пој grupi sa jedinicom Q (А), pri сети egzistira binarna grupa 

= в[в( ••• (в(в(а1 ,а 2 ),аз ),···),аn]· 
Q (В) tako 

da је 

NAPOMENA 1. 

Poznato је da se svaka n-arna grupa Q (G) moze predstaviti ротоси 

binarne grupe Q (В) i njenog specijalnog automorfizma (H~sszu-G1uskinov 

stav,1 deo,str. 7 ).Teoremu 3. mozemo formu1isati i па sledeci nacin: ako 

је Q (G) n-arna grupa,onda egzistira binarna grupa Q СВ) i permutacije 

л~, i ~ N , tako da је 
~l п 

G(a1,···,an ) = BLB( ••• (B(B(Q(l a 1 ,tx;a2 ), заз), ••• ),~аn~. Dak1e, 

Теогета 3. је slabija ~d Hosszu-Gluskinove utoliko sto nе opisuje permuta-

cije DC
i

, i Е N • 
п 

NAPOMENA 2. 

U [l~J је utvrdeno da је L-izotop (1 deo,str.8-9) proizvoljne n­

arne kvazigrupe n-arna lttpa.Takode је utvrdeno da,ako је n-lupa Q (L) izo­

topna n-grupi sa jedinic~m Q (А), onda је Q (L) takode n-grupa (sa jedini­

com),izomorfna saQ (А) (Bjelousov-Sandikov stav-generalizovan Albertov 

stav). Zato,uzimajuci u obzir Teoremu 3., nalazimo da vazi sledece tvrde-

nје: 

т е о r е m а 3~ L-izotop proizvo1jne n-grupe је n-grupa sa jedi-

nicom. 

Uzimajuci u obzir Teoremu 3- ,lako se dokazuje sledece tvrdenje. 

т е о r е m а 4. Ako n-grupa poseduje jedinicni slog,onda је оnа 

n-grupa ва jedinicom. 

DOKAZ 

Neka је е1 ,е 2 , ••• ,еn_1 jedinicni slog n-grupe Q (G) (1 deo, 

str,7 ), koji obe1ezimo krace sa ~ .Tada је L.('a) = 1 za svaki 
1 
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i~ N
n

, pri сети је I identicna permutacija skupa Q. ТО znaci da је L-izotop 

n-grupe Q (G) sama n-grupa Q (G), jer је 

-1 -1 
G(L1 a 1 ,·.·,Ln ап ) = G(Ia1 , ••• ,Ian ) = G (а1 , ••• ,ап ). 

otuda,na osnovu Teoreme. з' ,na1azimo аа је tvrdenje tacno. 

Obrnuto tvrdenje је trivija1no. 

Ako је Q (В) binarna grupa,onda је Q (G),gde је 

G (а1 , ••• ,ап ) = в[в( ••• (в(в(а1,а2),аз), ••• ),ап~, n-grupa sa 

jedinicom.Tvrdenje је evidentno.Dbkazacemo obrnuto tvrdenje,tj. sledeci stav. 

Т е о r е т а 5. Neka је Q (А) n-grupa sa jedinicom е.Тааа egzisti 

-ra binarna grupa Q (В), tako аа је 

1~ i 

2~ В(х,у) = А(х,у,е,е, ••• ,е). 

D о k а z t е о r е т е 

L е m а 1. Neka su Q (А) i Q (А) izomorfni п-gгuроidi.Аkо је F 

izomorfizam Q (А) па Q (A).i ako k Е Q pripada centru (! deo,str. 9 ) 

n-grupoida Q (А), опаа је Fk и centru n-grupoida Q (А). 

Tvrdenje је evideptno.Evidentno је i sledece tvrdenje. 

L е т а Q (А) n-grupa sa jediniccm 

В [в( ••• (в(в(а1 ,а2 ), ••• ),ап ] 

Q СВ) binarna grupa.Tada је е и centru n-grupe Q (А). 

е, i neka је 

, gde је 

Uzimajuci sada и obzir '.ll'eoremu 3., genera1izoval1 A1bertov stav 

(! deo,str. 9). Lemu 1. i Lemu 2., na1azimo аа vazi sledece tvrdenje. 

L е m а 3. Ako је Q (А) n-grupa эа jedinicom е, опаа је е и сеп­

tru n-grupe Q (А). 

U (1) iz 2.2. postavimo А1 = А2 = А2ј _1 = А2ј = А, је {2, ••• ,п}, 
pri сети је Q (А) n-grupa sa jedinicom е. Postavimo dalje а = а2 1 = e.Ako 

п п-

јоэ uzmemo u obzir Lemu 3., tj. аа za svaku (n-1)-torku 

1emenata iz Q vaze sledece jednakosti: 
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onda nalazimo da vazi sledece tvrdenje: 

L е m а 4. Ako је Q (А) n-grupa sa jedinicom е, onda је Q (Bn_l)~ 

gde је 

(n-l)-grupa sa jedinicom е. 

Ako u (2) iz 2.1. postavimo А. = А, za sve 
]. 

i € N 6' gde ј е Q (А) 

3-grupa sa jedinicvm e,i х = v = е, uzimajuci pritom u obzir Lemu 3. i Lemu 

4.,nalazimo da vazi i sledece tvrdenje. 

L е m а 5. Neka је Q (А) 3-grupa sa jedinicom e.Tada egzistira 

binarna grupa Q (В), tako da је 

l~ 

-о 
2. В(х,у) 

= 

= А(х,у,е). 

1 п d u k t i v п а р r е t р о s t а v k а. Neka је Q (А) i-ar-

па grupa sa ј edinicom е, gde if (3, ••• ,n-l] .Tada egzistira binarna grupa 

Q (В) tako da је 

l~ = i 

2~ В(х,у) = А(х,у,е,е, ••• ,е). 

u (1,2)-asocijativan zakon za n-grupu Q (А) postavimo 

Nalazimo: 

A(a1 ,a2 , ••• ,an ) = в LBn_l(al,a2, ••• ,an_l),anl gde је 

Bn_l(al,a2, ••• ,an_l) = A(e,al'~2, ••• ,an_l)' а 

В(х,у) = А(х,у,е,е, ••• ,е) 

otuda uzimajuci u obzir Lemu 5.,Lemu 4. i induktivnu pretpos­

tavku,nalazimo da је Teorema 5. dokazana. 
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2.4. JEDNA NAPOMENA UZ GENERAL1ZAC1JU TEOREME О CET1R1 

КVAZ1GRUPE NA n-ARN1 S1UCAJ 

U okviru dokaza teoreme о cetiri kvazigrupe и [з1Ј 
(1 deo,str.10-11)utvrdene ви Бlеаесе jednakosti: 

(1) 

gde је Q (.) grupa, 

i ~N4. 

(А1 (х, у) 
I i А2 (х,у) 

I АЈ(Х,у) 

lA
4

(X,Y) 

а 1; i R. , 
1 1 

Smenama Н1 = D( , 

= R1X.1
J

1
4Y 

-1 
= Н1 (R

1
R2x.1

J
R

4
Y) 

= R1R2x.1
J

Y 

-1 
= 1Ј (R112x.1J14Y) 

iE. N
4

, su trans1acije 

ј odnako8ti (1) postaju 81edece ј ednako.sti: 

( А1 (х, у) 

; А2 (х,у) 
I Аз(Х,у) 
~A4(X'Y) 

_1'1 v- ( 
= t.:X- - (о х.С.' у) 

>ј" \() = () х·l У 

= 'f -1 сд х.Ру) 

kvazigrupa Q (Ai ), 

V.D.Bje1oUBov је и [ 9 Ј uveo sled.ecl1 relaciju ekviva1encije и 

skupu Q!: 

(2) с.(.-,",-_,./Ь.{dеf)s (3а,ЬЕ Q)(Vx~ Q) (ci.x = a.~x.b), gde је Q(.) 

binarna grupa. 

Ako 80 umesto х.у pise В(х,у), оnаа se (2) moze izraziti па slede-

ci nacin: 

Ekviva1encija iz (2) uvedena је radi formulacije sledeceg rezulta­

ta.Grupa Q(.) iz (11) odredena је sa tacnoscu ао izomorfizma, а permutacije 

с.'{ - 'f sa tacnoscu do ekviva1encije 1'-......../. 

Dokazacemo n-arni analogon ovog rezultata.U tu svrhu uvodimo slede-
, 
р" r1. _+'.: ...... ..: ..... .: ..;: .... 



31 

D е f i п ic i ј а 1. Za(){ '/3 Е Q! reci сето da su ekviva1entne, 

u oznakama ~~/S , ako i samo ako egzistiraju а1,а2, ••• ,ап_1,ап+1, ••• ,а2п_1 

Е Q takvi da ј е za svaki x~ Q. 

О(х = 

pri сети је Q(A) n-grupa sa jedinicom. 

Z.a binarnu . re1aciju definisanu sa (2) 1ako ве dOkazHj е cla ј е re1acija 

ekviva1encije u Q!.Da је binarna re1acija u Q! uvedena Definicijom 1. те1а­

cija ekviva1encije,potvrduje sledeci stav. 

grupa 
L е m а 1. Neka је Q(A) n-arnavsa jedinicom e.Neka je,da1je, Q(B) 

binarna grupa takva da је 

(3) = 
:1:) 

• 

Ako t(,t~ ~ Q! zadovo1javaju (22) u odnosu па А, onda o(,!3zadovoljavaju (21) 

u odnosu па В. 

D О К А Z 

Neka o(,~EQ! zadovo1javaju (22).Uzimajuci u obzir Теотети 5. 

i cinjenicu da za binarnu grupu Q(B) vazi uopstena aSOCijativnost,(2
2

) то­

zemo notirati па sledeci nacin: 

(2з) ()(х = B[Bn_1(a1,a2, ••• ,an_1),B[(~X,Њn_1(an+1, ••• ,a2n_1)Jl 

gde је Вп_1(а1,а2,···,ап_1) = В [B( ••• (~(a+,a2), •• ~),an_1J 

а Q(B) је binarna grupa. 

UVJdenjem oznaka: 

i 

= в [а, В (~x, Ь )Ј ; 
cime је tvrdenje dokazano. 

Neka п-атпе kvazigrupe Q (Ал), .А с:: N 2n' zadovo1javaju opstu 

n-arnu asocijativnost.Tada,na osnovu Teoreme 2., vaze sledece jednakosti; 

~========================================================================= 

~) Ыа osnovu Теотете 5 •• takva о(в) egzistira. 
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(3) {А2ј_1<а1, ••• ,ат, ••• ,ап) :::: f'l·A (С..(1.а1' ••• ,л./ . а , ••• , ех::' .а ) 
1 . 1 V'ffi1 m П1 п 

А2 .(а1 , ••• ,а , ••• ,а ) 
Ј т п 

вйе је i:::: 2ј-1, t ;::: 2ј, тЕ Нп ' 'f~,\et'~i'O(mtE Q!, ј pro1azi sav НП 
Q(A) је n-grupa sa jedinicom.Pritom,neka su permutacije iz (3) dobijene 

ТЈ .;:;'. nacL~ koji imp1icira dokaz Teoreme 2.; trans1acije operacija A~~ ,1ЕН , 
-.;1. У. 11' 

и okviru dokaza Teoreme 2. formirane su ротоси ј ednog te istog k Е Q. 

Vazi sledece tvrdenje. 

L е т а 2. U prvoj k1asi jednakosti (3)~i mogu se smatrati identi­

cnim permutacijama. 

D О К А Z 
\ ''') 

Uzimajuci и obzir Teoremu 2. i (1) iz 2.2. na1azimo йа za '1~" 
1 

mogu nastupiti samo sledece mogucnosti: 

1. Y?i su medusobno jednake, 

2. VJ su autotopne и odnosu па А (1 deo,str. 8. ) 
Г i i 

3. postoje autotopne permutacije 'Р. koje se mogu "izvuci iepred 
I 1 

А" tako йа su kompozitumi \О. 'Р. medusobno jednaki za sve i = 2ј-1, katia I 1 I 1 

ј prode sav Нn 
Posebno treba razmotriti samo 3. slucaj~ drugom slucaju se,naime, 

'Pi . mogu "uneti iza А". Treci slucaj pak, za \.С: ;::: 1, gde је 1 identicna 
Г1 _ 

permutacija skupa Q, postaje prvi slucaj.Neka su,dak1e, ~. ,О. medusobno 
1 Г1 

jednake permutacije za sve i ;::: 2ј-1, јЕ N .Uzimajuci и obzir Lemu 5. i (8) 
п 

"") -iz 2.2. te (11) ovog ode1jka,na1azimo йа je Y-' ~ = х. Tvrdenje је ti-( 2n-3 ( 2n-3 
те dokazano. 

Vazi i sledece tvrdenje. 

L е т а 3. Y't iz druge k1ase jednakosti и (3) је L;~_l' 
L2 " 1 ј j-ta trans1acija kvazigrupe Q(A

2J
"-1); t = 2ј,јЕНп • 

Ј- , 

D О К А Z 

U (1) 

Nalazimo 

iz 2.2. postavimo a
1 

= • • • • • • 

gde је 

= k • 



L2j_1'jA2j(aj, ••• ,aj+n-1) = А1~2(k, ••• ,k,ај, ••• ,аn),аn+1,···,ај-fin_1,k, ••• ,kЈ 

Otuda uzimajuci u obzir dokaz Teoreme 2. i Leme 2., na1azimo da је 

tvrdenje tacno. 

Uzimajuci u obzir LеПlе 2-3., na1azimo da se (3) moze predstaviti па 

sledeci nacin. 

(А 2ј _1 (а1 ,··· ,ат ;··· ,аn ) 
< 

(3.') l А2 ;јј(а1 ,··· ,ат'· ~. ,аn ) = 

i = 2j-1,t = 2ј ,ј prolazi sav N ,тЕ N ;L2 · 1 .а.= 
~ п п Ј- ,Ј Ј 

= А2 ·.- l(k, ••• ,k,a.,k, ••• ,k). 
Ј- .Ј 

PRIMEDBA: 

Jednakosti (3') u binarnom slucaju predstavljaju jednakosti (l).U 

ternarnom slucaju to su jednakosti (22) iz 2.1.2 •• 

Sada mozemo formu1isati n-arni ana1ogon pomenutog Bje1ousov1jevog 

rezu1atata. 

т е о r е m а б. N eka n-arne kvazigrupe А2 · 1 ,А 2 . ,ј Е. N , zadovo1ja-
Ј- Ј п 

vaju opstu n-arnu asocijativnost. Tada: 

1~ egzistira n-arna grupa sa jedinicom Q(A) i permutacije еХ . ,О{ t' 
т~ m 

mC:N, i = 2j-1,t = 2j,jGN ,tako da vaze jednakosti (3'); 
п п 

2~ n-arna grupa Q(A) iz (3') је odredena sa tacnoscu do izomorfizma; 

i 
permutacij е L2 · 1 ~ ј ,СХ:" t'cX:: ., m Е; N , t= 2ј, i = 

Ј-, т т~ п . 
nе su sa tacnoscu do ekviva1encije rv iz Definicije 1 •• 

D О К А Z т Е О R Е М Е 

2ј-1, ј Е.. N ,odrede­
п 

Tvrdenje pod 1~ predstav1ja deo tvrdenja Teoreme 2. i Lema 2-3 

iz ovog ode1jka. 

U tacnost tvrdenja pod 2~ mozem~ se uveriti sledecim razmis1janjew 

U okviru dokaza Teoreme 2. (i 1.) sva razmisljanja su obav1jena uz izbor fi­

ksiranog k Е Q. U opstem slucaju, za raz1ici te k е Q treba ocekivati raz­

licite Q(A) i rez1iCitel::. i lV
t • Na osnovu Т eoreme 2., Q(A) iz (3') то-

т~ 'Јп 

ze biti zamenjena еvепtuа1nо n-grupom Q(A) koja poseduje jedinicu. Da1je,zbog 

izotopija Q(Ал ),.л.еN , sa Q(A), Q(A) mora biti izotopna sa Q(A). То, medu­
п 

tim,na osnovu genera1izovanog A1bertovog stava (I deo,str. 9. 1, znaci da 

Q(A) mora biti izomorfna sa Q(A),Znaci, Q(A) је odredena jednoznacno do izo-
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morfizma.Time је dokazano tvrdenje pod 2? ostaje јов da se dokaze tvrdenje 

З о• pod 
( 

Ak о и (3') еХ . 
Шl 

zamenimo sa «- . 
Шl 

icX.. mt , 12ј _1 ,ј sa 1'). 1 ., 
'-Ј - ,Ј 

а А sa izomorfnom А, pri сети su!)1 ., о( t' 12' ", . i А dobij eni pri iz-
Шl m J-~,J 

boru k Е- Q, а сх. ., о(,. t' 12' 1 . i А pri izboru k с:. Q, oncla ј crlnakosti 
шl m Ј- ,Ј 

iz prve lclase и (З') moraju zadovo1jiti jednakosti (41): 

А (eXl' . а1 ' ••• , о( . а , ••• , о( . а ) = А «(){.1 . а1 ' •• " ()(. а , ••• , tX . а ), 
1 Шl m nl п 1 ml m nl п 

а jednakosti iz druge k1ase и (З') sledece jednakosti: 

Prvo сето razmotriti (41). u tu svrhu posmatrajmo jednakost koja 

reprezentuje k1asu (41): 

(4 ') 
1 А(fJlаl,,·,,/3mаm'···'~1Шаn) = 'А(Р1а1 "'.(3таm,·.·,;зmаm)' m6Nn • 

Neka је е jedinica n-arne grupe Q(A). Tada, za 

//3 1
a

1 = ••• ~m-lam-l =t~+lam+l= ···{јnаn = е, iz (4{) nalazimo 

da је 

(4' ') 
1 

gde је 

'dnakost 

()тат 

" 

~тaт = А (е1 , • • • ,ет_1 , јЗтат' em-li.1' • •• ,еn ) , 

ел =/1.~:Л1е,ј\.Е Nn", { m ~. 
Ako је ё jedinica n-arne grupc Q(A), onda iz (4{') sledi је-

= А Г ё, ... ;; ,А (е1 ' ••• , е l' А а ,е l' ••• ,е ), 'ё, ••• ,ё Ј ' .- '--.....--:--' т- ј .... т m т+ п -...:..--.,,_._-} 
р q 

p+q = :n;-l; p,q Е. {O,l, ___ ,n-l} • 

Otuda,birajuci q tako da је q = m-1,obzirom da је Q(A) n-arna ро1и­

grupa,na1azimoda је 
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Ir~ а '= А [ё, ... , е, е1 ' ••• , е 1 ,А (/13- а ,е l' ••• ,е ,е, ••• ,е) Ј , -- m m - т- m m т+ п 

tj. j3;'-fЗт za svaki m С: N , 
п 

odnosno 

(51) Х ,"џ ос 
I mi '~т za svaki m,j'E.N , i 2j-l. = 

п 

Ostaje йа se razmotri (42)' 

Prvo сето dokazati йа Ј'е L ,~.~ 2j-l,j- L 2j - 1 ,j' gde је L 2j - 1 ,1 j-ta 

translacija operacij е A
2j

_
1 

pri izboru fiksnog k Е. Q, а L 2j _
1

, ј j-ta 

trans1acija iste operacij е pri izboru k Е Q. u ·tu svrflu uocimo ј ednakost 

(3 ') 
1 

tj. prvu jednakost iz (3'),gde Q(A) predstavlja n-grupu sa jedinicom, а 

DC",jEN, i = 2j-1 Jpermutacije skupa Q dobij@.rne pri izboru kEQ. 
Јl п 

Iz (3{) za а1 = ••• = а. 1 = а ј +1 = • • • = а = k i a 1 = • •• = Ј- п 

= а. 1 = а. 1 = ••• = а = k redom nalazimo sledece jednakosti: 
Ј- Ј+ П 

L2 , 1 .Х = A(o(l,k, ••• ,« 1 ik,"-/ .. x,-/. 1 ,k, ••• ,C;( ... k) i Ј - ,Ј 1 Ј -, v\ Ј 1 0<' Ј + ,1 nl 

L2 · 1 .х = A(rX1 ·'k,···,o(· -1 .k,r1-'. x ,cf-: 1 ik, ••• ,r:i .k). 
Ј - ,Ј 1 Ј - ,1 Ј 1 Ј + .;. nl. 

Otuda se dokazuju sledece ekvivalencije: 

L 2 · 1 r:'--/ r;/..., 
Ј- ,Ј Јl 

i 
- ~ .. , r::I-
L2j _1 ,j ji 

sto,na osnovu simetrije i tranzitivnosti ekvivalencijel'-/, imp1icira 

L2 · 1 . ,......-.-1 L2 · 1 . za svaki 
Ј- ,Ј Ј- ,Ј 

ј Е N 
п 

Posto (52) znaci йа је 

nalazimo йа vazi sledeca jednakost: 
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Ako uzmemo u obzir (5з) i (42)' nalazimo da је 

(42) А( ~tal'. ~., ~tam' ~. ~'O~tal) = 

" А {~l' " • , pn_1,A [А Cc4tal' • • • , ()I:mtаш, • • • ,J:tan) 'Рn+1 ' • • • • Р2n-1 Ј} , 
т Е Nn , t = 2ј ,ј е N

n
• 

••• = с( а = m-l,t m-l о( .ua = m+l, u. m+l 

= ••• = с( .ј.>а = е, gde ј е е ј edinica n-arne grupe Q(A). Nalazimo: 
nu. п 

(4' ') 
2 " А { Рр • • • ,pn _1 .A ~c е1 ' • • • • ет_1 , c:fmtX , еш+1 , • •• ,еn ) • 

gde је еJl. = o(/tt<iv\~e ,~~Nn "" { m } • 

Iz (42'), uzimajuci и obzir prvo n-arnu asocijativnost n-grupe 

Q(A), analogno razmatranju jednakosti (4{'), nalazimo da је 

za svaki т, jE.Nn , t = 2ј. 

Teorema је time dokazana. 
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111 DEO 

ASOC1JAT1VN1 U CELOM S1STEM1 TERNARN1H КVAZ1GRUPA 

3.1. U V О D 

U [В Ј је V.D.Bje1ausov apisaa asacijativne u се1ат 8i8-

teme bina1'nih kvazig1'upa (1 dea,st1'.11-15).U оуат de1u to ве uop~tava па slu­

сај ternarnih kvazig1'upa. 

Sistem (a1gebru) svih ternarnih kvazigrupnih operacija оЬе1е­

zicemo ва Q( (l. ) .Cesto сета вато za Л 1'eci da је sistem svih te1'na1'nih 

kvazigrupa. 

D е f i п i с i ј а 1. Za sistem terna1'nih kvazig1'upa re-

ci сета da је G s 1 а Ь 1 ј е п 1-а s о с i ј а t i v а п u с е 1 а т 

sistem terna1'nih kvazigrupa,simbo1icna lA-sistеm,аkа za s v а k i раг 

A
1

,A
2 
Е II pastoji cetvo1'ka Аз , А4 , А 5 , Аб€' _(l. tako da vaze jednakasti (2) 

iz 2.1. • 

Za sistem ternarnih kvazig1'upa ~<:: Jl.. reci сета аа је а s 1 а Ь -

1 ј е п i 2-а s а с i ј а t i v а п u с е 1 а т sistem ternarnih kva-

zig1'upa,simba1icna 2A-sistem, aka za s v а k i par Аз , А4Е ~ postoji 

cetvarka А1 , А 2 , А5 i Аб Е: 1.1. ,taka da vaze jednakasti (2) iz 2.1 •• 

Ana1agna, za sistem ternarnih kvazigrupa) S I2. kazacemo da ј е 3-

а s а с i ј а t i v а п u с е 1 о т sistem ternarnih kvazig1'upa,sim-

bolicno 3A-sistem, aka za svaki par ,,- v 
А 5 , Аб ~ ~ postoji cetvarka А1 ,А 2 ,Аз , 

А4 Е П. ,taka da vaze jednakosti (2) iz 2.1 •• 

Zajednickim imenam ave siteme сета zvati а s 1 а Ь 1 ј е п i i-

а s о с i ~ а t i v п i u с е 1 о т sistemi ternarnih kvazigrupa,simba-

licna IA-sistemi, i Е Nз • 

D е f i п i с i ј а 2. Za sistem te1'narnih kvazig1'upa L~_O reci 

сета da је 1-а ~ о с i ј а t i v а п u с е 1 а т sistem te1'narnih kva-

zig1'upa,simba1icna 1A-sistem,aka za svaki par А1 , А 2 Е ~ postoji cetvorka 

Аз , А 4 , А5 , Аб Е Е. ,taka da vaze jednakosti (2) iz 2.1 •• 

Za sistem te1'na1'nih kvazig1'upa L е л.. kazacema аа је 2-а s а с i -

ј а t i v а п u с е 1 а m sistem te1'narnih kvazig1'upa,simbalicno 2А-

sistem,aka za s v а k i раг Ау А4Е .L postoji cetvarka А1 , А 2 ,А5 , А б rC:2 

tako da vaze jednakasti-(2) iz 2.1 •• 
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") с (' '.' d' Ana1agna, za sistem ternarnih kvazigrupa - -_.- - 1-- recl сета а Ј е 3-

а s а с i ј а t i v а п u с е 1 а m sistem ternarnih kvаzigгuра,Siш-

bo1icna 3A-sistem,aka za svaki раг А5 , A6~ 

А4 f ~ ,tako da su ispunjene jednakasti (2) 

,,-
~ pastaji cetvarka 

iz 2.1. • 

Оуе sisteme сета zајеdniсkiш imenam zvati i-a s о с i ј а t i v п i 

u с е 1 а т sistemi ternarnill kvazigrupa, simbo1icno iA-sistешi, i Е Nз " 

D е f i п i с i ј а 3. Za sistem ternarnih kvazigrupa )- ~ Q reci 

еета da је а s о с i ј а t i v а п u с е 1 а т, simba1icna A-sistem, 

alco ј е iA-sistеm za svaki i Е Nз • 

РRПЛЕDВА: 

Ро ana10giji эа termino1agijom koja эе koristi u Ыnагnоm slucaju, 

1A-sistem Ызто zva1i а s о с i ј а t i v а п u с е 1 о т 

simbo1icno LA-sistem, а 3A-sistem а s о с i ј а t i v а п u 

s 1 е v а, 

с е 1 о т 

s d е s rl а, sibo1icno RA-sistem. Za 2A-sistem Ыэто pak,mora1i reci а s о ... 

с i ј а t i v а п u с е 1 о m s i s t е т s а s r е d i п е. 

Теагета 1. iz 2.1. је ovde u~orisna. 

3.2. OSNOVNE OSOBINE 

Uzimajuci u obzir Теогети 1. iz II de1a,na1azima da vazi sle-

dece tvrdenje. 

т е о r е т а 1. Neka је Q(~) iA-, iA- i1i A-sistem, iE NЗ " 

Tada 
1~ sve operacije iz) izotopne su jednoj te istoj ternarnoj gru­

pi эа jedinicom Q(A); 

-2~ sve operacije iz L su medusobno izotopne; i 

3~ • 

т е а r е т а 2. Neka је Q(.L) iA-, iA- i1i A-sistem, i f- Nз • 

Ako L (: 2::, gde ј е Q(L) 3-1ира, onda ј е Q(L) 3-grupa (sa ј edinicom) • 

D О К А Z 

Na osnovu Теогете 1, prvo,na1azimo da је Q(L) izotopna nekoj 

3-grupi Q(A) sa jedinicom.Otuda, 

уа (I deo,str. 9 ),iz1azi da је 

3-grupa (sa jedinicom). 

па оэnоуи genera1izovanog A1bertovog sta­

Q(L) izomorfna sa Q(A) tj. da је Q(L) 

Iz Теогете 1. neposredno sledi i sledeci stav. 
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т е е r е т а 3. Ako ternarna kvazigrupa Q(M) nije izotopna ni је­

Јnој 3-grupi definisanoj па Q, onda se оnа nе moze uk1juciti ni u jedan od 

sistema iA-, iA- i1i A-sistem, iE Nз , definisanih па Q. 

3.3. TERNARNI ANALOGON SCНAUFFLER-ove ТЕОRЕћШ 

u [38Ј је R.Schauff1er dokazao sledecu teoremu Q (l>_) , gde је 
{) skup svih binarnih kvazigrupnih operacija, је LA-sistem samo pri n~ 3, 

gde је п тос skupa Q.(I deo,str. 12. )(Za оуи teoremu V.D.Bje10usov је u 

[ 8 Ј павао prltstii:) dokaz ). 

Ovde se dokazuje ternarni ana10gon Schauff1er-ove teoreme,tj. sle-

deci stav. 

-" Т е о r е т а 4. Q({l),gde је ~L skup svih ternarnih kvazigrupnih 

operacija,je A-sistem samo za п ~ 3,pri сеши је п тос skupa Q. 

DOКAZ TERNARNOG ANALOGONA SСНАЛРFLЕR-оvе ТЕОНЕМЕ 

L е т а 1. Sistem svih ternarnih kvazigrupnih operacijaSl па sku~ 

ри Q т о z е Ь i t i ~А-sistеm samo pri п ~ 3, gde ј е п broj е1етеnа ta 

skupa Q. 

D О К А Z 

Dokaz сето osloniti па binarni ana10gon Leme 1.V.D.Bje10usov 

је u [в. 1 ,naime,dokazao sledeci stav.Sistem svih binarnih kvazigrupnih оре-
racija .:;1 па skupu Q т о z е Ь i t i iA-sistеm samo pri п ~ 3, pri се-

ти је п Ьгој e1emenata skupa Q. С! deo,str. 12. ).Dokaz tog stava izveden 

ј е u sledeca clva koraka: 

1. Pri п:> 4 па Q se moze definisati Cbinarna) 1ира koja l'lije gru­

pa.Na osnovu binarnog ana10gona Teorerna 2. С! deo,str. 12.) ta 1ира se nе 

moze uk10piti ni u jedan asocijativan u се10т sistem kvazigrupa Си protiv­

nот,оnа bi bi1a grupa); i 

2. Pri п = 4 postoje dve пеizотогfnе Cbinarne) grupe.Po A1bertovom 

stavu (! deo,str. 9. ),оnе nisu izotopne.Otuda,na osnovubinar'llog ana1ogona 

Teorema 1. С! deo,str. 12. ),nа Q postoje kvazigrupe koje su vап eventua1no 

postojeceg asocijativnog u се10т sistema kvazigrupa. 

Dokaz Leme 1. izvescemo ana10gno, tj. razmatrajuci sledeca dva 

вlисаја: п:> 4 i п 4. 
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1: Da bismo dokaza1i da pri п >- 4 Q( П) nije А-sistеш,kопstru­

isacemo 3-1ири koja nije 3-gruра.Таkvа 3-1ира se,naime,ne moze uk10piti 

ni и jedan iA-sistеm,јеr bi,na osnovu Teoreme 2, и protivnom bi1a 3-grupa. 

pomenutu 3-1ири konstruisacemo ротоси binarne 2upe koja nije grupa. 

Neka je,dak1e, Q(B) binarna 1ира koja nije grupa.Zato postoji 

ba.r • 1 
Јес-да trojka а, Ь, е Е Q takva da је 

(а) в [B(a,b),~ ~ В [а,в(ь,е)] • 

3-grupoid Q(A), definisan sa 

(ь) A(x,y,z) = в [В'(х,у) ,z Ј ' 
је 3-1upa,pri сети је jediniea е 1ире Q(B) ијеdnо jediniea 3-1ире Q(A). 

Q(A) nije 3-grupa. Iz (Ь), naime, prvo na1azimo da је 

А(х,у,е) = А(х,е,у) = В(х;у), 

а otuda 

(е) А [А(а,ь,е),е,е] = в [в(а,ь),е] i 

(d) А [а,А(ь,е,е),еЈ = в [а,в(ь,е)] 

Iz (а) , (е) i (d) , konacno, na1azimo cla је 

А [А(а,ь,е),е,е] А [а, А ( Ь , е, е) , е] ; 

sto znaci da 3-1ира Q(A) nije 3-gruра.Dоkаzа1i smo,dak1e,da pri п > 4 

Q(!l) пе moze biti A-sistem. 

2: Q(Q) nije A-sistem ni pri п = 4.Na osnovu Teoreme 1, naime, 

prvo na1azimo da se па Q od 4 e1ementa mogu konstruisati dve 3-grupe sa је­

dinieom Q(A) i Q(A), definisane па sledeci nacin: 

(а) A(x,y,z) 

(Ь) A(x,y,z) 

= 

= 

в [В(х,у) ,zl 

в [В(х,у) ,zJ 

i 

pri сети је reeimo Q(B) cetvorna, а Q(B) eik1icna grupa.Kao sto је pozna­

to,Q(B) i Q(B) su neizomorfne,pa ро A1bertovom stavu i neizotopne. 

Dokazacemo da Q(A) 

postavimo suprotno,tj. da је 

(е) FA(x,y,z) = 

i Q(A) nisu izomorfne.U tu svrhu pret-

A(Fx,Fy,Fz). 
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1z Са), (Ь) i (е) na1azimo аа је 

(й) FB [ в С х , у) , z ] = в [B(Fx,FYhFZ] • 

Ako u (а) stavinlO z = k Е:- Q, na1azimo аа ј е 

sto znaci аа su Q(B) i Q(B) izotopne.Kako tO,na osnovu A1bertovog stava, 

znaci ја su izomorfne,Q(A) i Q(A) nisu izomorfne.One nisu ni izotopne,jer 

bi u protivnom s obzirom аа poseduju jediniee,na osnovu genera1izovanog А1-

bertovog stava, to znaci10 аа su izomorfne.Otuda,na osnovu Teoreme 1; konac-

по na1azimo аа pri п = 4 Q(f'L) nе moze biti asocijativan u .е1от sistem 

ternarnih kvazigrupa. 

Lema 1. је time dokazana. 

Uzimajuci u obzir Lemu 1., na1azimo аа се Teorema 4. biti dokazana, 

ako jos dokazemo аа Q({l) pri 

то jos neko1iko 1ета. 

n~ Ј jeste A-sistеm.U tu svhu dokazuje-

оСЕ Q! је а u t о t о Р п а u odnosu па А, ako egzistiraju 
"0 

;З, d:l- оо ,6 (l Q! 
~ ("о 

tako аа је A(x,y,z) 4A(I!.~x,?5y,o z) (1 deo,str. 8 ) . 
U [8 l је dokazano аа su sve permutaeije skupa Q autotopne u odnosu па eik­

licnu grupu (binarnm) Q(B), ako је тос skupa Q таnја ili jednaka 3~ 

Ternarni analogon ovog stava је sledeca 1ета. 

L е m а 2. Neka је Q(B) cik1icna (binarn~) grupa, а тос skupa 

Q таnја i1i jednaka Ј. Ako је Q(A) Ј- grupa sa jedinicom, definisana па 

sledeci nacin 

A(x,y,z) = в [B(x,y),zJ 

оnаа је sv-aka permutaeija skupa Q autotopna u odnosu па А. 

D О К А Z 

Uzimajuci u obzir аа је svaka permutaeija skupa Q autotopna u 

odnosu па Q(B), ako је тос skupa Q таnја ili jednaka Ј, na1azimo аа је 

O(A(x,y,z) =~B [B(x,y),z] = в [;9>В(х,у),.ј zJ 

A(~x, V-~ y,(5z); cime је lema dokazana. 

= 
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L е т а Ј. Ako su Q(A) i Q(i-) J-grupe sa ј е clini сата , i alco su 

Q(B) izomorfne, pri сети је 

A(x,y,z) 

A(X,y,Z) 

= 

= 

в [В(х,у) ,zJ 
в CB(x,y),z] 

i 

опйа su Q(A) i Q(A) takode izomorfne. 

D О К А Z 

Uzimajuci u obzir РВ(х,у) = В(Рх,Ру), na1azimo da је 

FA(x,y,z) FB[B(x,y),z] = в lFB(x,y),Fz] = в [в ( Рх , ру) ,Р z] = 

= A(Fx,Fy,Fz); cime је tvrdenje dok~zano. 

L е т а 4. Ako ј е п тос skupa Q i ako ј е п::::; Ј, опйа ј е па 

skupu Q jedina Ј-1ира J-grupa sa jedinicom~ 

D ОКА Z 

а) Za п = 1 

Ь) Za п = 2 
sledecim 

tvrdenje је trivija1no. 

postoji J-grupa sa jedinicom Q(A), definisana 
Cay1eyevim tablicama: 

А2 1 2 

1 1:~i)~;:~. 
2 I 1 --1. __ "'--__ ' 

ТаЬ. 1. 

Q(A) је definisana ротоси do izomorfizma jedine Q(B),na sledeci па­

cin A(x,y,z) = В [B(x,y,),zJ • Zato је Q(A), па osnovu Teoreme 5. iz 2.Ј. 

i Leme Ј, do izomorfizma jedina J-grupa sa jedinicom. 

J-Lupa koja nije J-grupa moze se dobiti jedino izmenom nesrafiranih 

ро1ја u ТаЬ. 1. To,medutim,dovodi do gubljenja kvazigrupnosti.Tvrdenje je,da­

k1e,tacno. 

с) Za п = Ј postoji J-grupa sa jedinicom Q(A), definisana slede­

cim Cay1eyevim tablicama 
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ТаЬ. 2 

А I , 
3 1 2 

1 :;;з..).~. 1 

~t 2 

3 2 .3 
=--.Ј. 

јз 
2 

о' 

3 

.1 

Q(A) је definisana ротоси йо izomorfizma jedine binarne grupe Q(B), 

па sledeci nacin A(x,y,z) = В [B(X,y),z] • Zato је Q(A), па osnovu Teoreme 

5. iz 2.3. i Leme 3, йо izomorfizma jedina 3-grupa ва jedinicom. 

Da bismo па Q ой tri e1ementa konstruisa1i 3-1upu koja nije 3-grupa, 

mozemo se pos1uziti ТаЬ. 2 •• Pri tom,od ТаЬ. 2. moraju ostati neizmenjena 

sva srafirana po1ja,jer оnа kazuju da је e1emenat 1 ~ Q jedinicni e1emenat 

3-1ире koju nameravamo konstruisati.Da1je,ce1a prva tabe1a mora ostati neiz­

menjana,jer svaka izmena па nјој dovodi йо gubljenja (binarne) kvazigrupno­

sti.Druga i treca tabe1a се sacuvati (binarnu) kvazigrupnost samo pri zame­

ni druge i trece ko1one (vrste).Verifikacijom se,medutim,mozemo uveriti аа 

tada sistem ой tako dobijene tri tablice ће ispunjava us10v ternarne kvazi­

grupnosti (I deo,str. 10. ).Tvrdenje је time dokazano i za п = 3. 

Uzimajuci u obzir Lemu 4. i stav йа је svaka n-arna kvazigrupa 

izotopna nekoj n-arnoj 

tvrdenje. 

1upi (I deo,str. 9. ),na1azimo йа vazi i sledece 

L е т а 5. Syaka 3...1kvazig:rupa Q( с) ј е pri п ~ 3 izotopna 3-grupi 

sa jedinicomj п је тос skupa Q. 

Konacno,mozemo privesti kraju dokaz Teoreme 4. Neka је (1«(}) a1geb­

ra svih ternarnih kvazigrupa, а тос skupa Q neka је таnја i1i jednaka 3.Ne-

ka su,da1je, А1 
1azirг..o сlа ј е 

pri сети su 

i А2 proizvo1jne operacij е iz ..п. .Na osnovu Leme 5,nа-

A
1

(x,y,Z) LX-1А(ј3х,tу,Ј z) i 

1 ~' 
= с( ~ А (/31 х, t 1 у, 01 z ) , 

i Ј 1 
permutacije 

skupa Q, а Q(A) је 3-grupa sa jedinicom. 

Po1azeci od ~eoreme 5. iz 2.3, uzimajuci pri tom u obzir Lemu 2, nа-

1azimo sledeci niz jednakosti 
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А1 [ А 2 (Х, у, z) ,и, v 1 ::: r;,(-1 А [I-~ 0(. ~ 1 А (/31 Х, 61 у, ,) 1 z) ,О-и, g v Ј 

А ГУА С 131 Х, ~1 у, Ј 1 z) , 'f и, & v Ј 

::: 

::: 

Konacno,uvodenjem oznaka 

Аз(х,у,z) ::: A(tf1 x ,y, frZ) 

A
4

Cx,y,z) ::: 'р '{i А С '(-'2Х , зу,. z) 

A
5

(x,y,z) ::: АСУ1Х ' 'f2Y'Z) 

АС \..{Ј ~ 
(.\..1 

A6 (x,y,z) = i зХ ' у, 1} z), 

na1azimo da Q(J1_) pri п ~ З ј este lA-sistеm. Slicnim razmis1janj ет (iz pos-

1ednje faze dokaza), na1azimo da је pri n~з QC{2) 

sistem,tj. A-sistem. Teorema 4. је time dokazana. 

i 2A-sistem i ЗА-

KONSTRUKCIJE ASOCIJATIVNIH U CELOM SISTEМA TlillNARNIH 
КVAZIGRUPA 

U оуот ode1jku utvrduju se neke osobine asocijativnih u се1от sis­

tema ternarnih kvazigrupa koje omogucuju izgradnju ovih sistema i utvrduju 

neke njihove medusobne odnose. 

U binarnom slucaju za te svrhe pokazao se kоrisniш ројат kvaziauto­

morfizma grupe. V.D.Bje1ousov је u [ 8 Ј ,kao sto је pozrlato iz 1 de1a Cstr. 

12. ) ,иуео ројат kvaziautomo:r':::izma grupe па sledeci nacin.Permutacija u:.. 
skupa Q је kvaziautomorfizam grupe Q(.), ako је za svaki х,у Е Q04x.y) ::: 

=oG~.C ~)-l.o{y, pri сети је jedinica grupe QC.).Sa istim ci1jem,uvodimo 

ternarni ana1ogom kvaziautomorfizma grupe,odnosno kvaziautomorfizam ternarne 

grupe sa jedinicom, i utvrdujemo neke njegove osobine. 
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Kvaziautomorfizam ternarne grupe sa jedinicom 

D е f i п i с i ј а 1. Za permutaciju (Х skupa Q J:'eci сета da је 

Jcvaziautomorfizam ternarne grupe sa jedinicom Q(A), ako је ZCl svaku trojk1.1 

" z Е Q ispunjena jednakost. 
ЈС, ,Ј , 

_/ [.-/- /' -1 ",Ј ("..'/) -1 ~/ )~ (1) Сл.А(х,у,z) = А r...лх, (9 .. е) ,А(tлУ, <;А.е ,(..;·\.z 'Ј 

pri сети је е jedinica 3-grupe Q(A), а (ct: е)-l је inverzni e1emenat е1е--
rnenta ~ u binarnoj grupi Q(B), gde је A(x,y,z) = В [В(х,у),ъ] • 

L е т а 1. Automorfizam ternarne grupe sa jedinicom је specija1an 

slucaj kvаziаutотоrfizша ternarne grupe sa jedinicom. 

D О К А Z 

Zaista,ako је o(~ = е,оnја је (rLe)-l = е, ра vazi sledeci 

niz jednakosti 

c(A(x,y,z) = А G;;(x,e,A(cZy,e,c(z)] 

cime је :ета dokazana. 

PRIblEDВA; 

Ana1ogno tvrdenje vazi i о kvаziаиtошоrfizтiта binarnih grupa;I deo, 

str. 12., osobina 1~ 

L Q т а 2. Ako је ~kvaziautomorfizam ternarne grupe Q(A) sa јо­

dinicom,onda је ~kvaziautomorfizam i grupe Q(B), pri сети је A(x,y,z) = 

= в [B(x,y),zJ; i obrnuto. 

D О К А Z 

1. Neka је OCkvaziautomorfizam 3-grupe Q(A), tj. neka је 

( 1 ) оС'А (х, у , z) = А [ о( х, (О( е ) -1, А ( с( У , (с.( е ) -1 , o(z) Ј . 
Uzimajuci u obzir а) cinjenicu da и svakoj ternarnoj grupi Q(A) sa 

jedinicom е pripada binarna grupa Q(B) sa ist"m jedinicom в, take da ја 

A(:x:,y,z) = В [В(Х,у) ,z Ј (Teorema 5. iz 2.3.); Ь) cinjenicu da је (ае)-l il1-

verzni e1emenat e1ementa (~e и Q(B) za z = е iz (1),na1azimo da је 
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= А [<Х'х, (cXe)-l,в(о(у,е) Ј = А(с./Сх,(о("е)-l,о(у) 

= В [о(х,В( (О(е) -1 ,С'(у) Ј ; -
cime је 1ета и jednom smeru dokazana, 

2. Neka је sada о("'kvэ.,ziаиtоmог:Jtizаm grupe Q(B), tj. neka је 

(2) 

(3) 

ti: 

= • 

Neka je,da1Je, Q(A} definisana ротоси Q(B) па sledeci nacin 

A(x,y,z) = В [B(x,y),zl 

Uzimajuci и obzir (2) i (3), na1azimo sledeci niz jednakos-

= оСв [B(X,y),z] = 

b[o(b(x,y),b«o(e)-l,<Хz )Ј = = 

= В[ В [D(x,b«o(e)-l ,Q(y)J ,B((c(e)-l,o(z)] 

= Ј = 

= = 

= 

= 

cime је 1ета и potpunosti dokazana. 

Uzimajuci u Jbzir Lemu 2., osobine kvaziautomorfizama 1~ - б~ bi­

narnih grupa (I deo,str.12-13.) i niz jednakosti 

В(х,у) = В [В(х,у),е] = А(х,у,е), 

pri сети је е jedinica grupe Q(B),na1azimo da vaze sle~eca tvrdenja. 

" 
L е m а 3. Neka ј е DЪ automorfizam 3-grupe Q(A) sa jedinicom 

е. Тааа је permutacija СХ:, definisana sa 

()dnosno sa 

dx 

= 

= 

A(d х, t , е), 
о 

A(t,oCox,e) , 

gde је t neki fiksirani e1emenat iz Q, kvaziautomorfizam ternarne gru-

ре Q(A) sa jedinicom е. 
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L е m а 4. Aka је о( kvaziautomarf'izam ternarne grupe Q(A) sa Je'.~L:"'.· 

nicom е, onda se оп moze izraziti па sledeca dva nacina 

(4 ') 
1 

(4 ') 
2 

.~~/ 
..х..х 

..-
сх.х = 

А(СХ: x,k, е) 
о 

A(t,/3 х,е), . о 

i 

pri сети su ех:') i;9o automorTizmi 3-grupe Q(A), а 

е1еmепti iz Q. 

k i t su fiksirani 

L е m а 5. Ako је o(kvaziautomorfizam ternarne grupe Q(A) sa 

jedinicom е, onda su 

= A(o(x,k,e) i = A(k,Q(x, е) 

takode kvaziautomorfizmi 3-grupe Q(A), pri сети је k fiksirani e1emenat 

skupa Q. 

L е т а 6. Ako је oCkvaziatomorfizam 3-grupe Q(A) эа jedinicom 

е, onda su 
,.,. -1 

= А ( ех х, (О(е ) , е ) i 

= 

automorfizmi 3-grupe Q(A) sa jedinicem е, pri сети је 

е1етеnа t e1ementa СХ:е и grupu Q(B), koj от ј е definisana 

nacin A(x,y,z) = BLB(X,y),z]. 

(t;' 

_/ -1 
(!.ле) 

Q(A) 

inverzan 

па sledeci 

L е m а 7. Skup svih kvaziautomorfizma ternarne grupe Q(A) sa 

jedinicom ima strukturu grupe u odnosu па komponovanje permutacija. 

Sledeca tri tvrdenja о kvaziautomorfizmima ternarniJl grupa sa jedi­

nicom dokazacemo neposredno. 

L е т а 8. Proizvo1jna autotopna permutacija с{' ternarne grupe 

sa jedinicom Q(A) је kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A). 

D О К А Z 

Neka је (-{ autotopna permutacija ternarne grupe Q(A) sa jedini­

сот е. Tada egzistiraju /~, r.r ' СГ е Q!, tako da ј е 

(5) c{'A(x,y,z) = 

u (5) redom postavimo: х = у = е, х = z = е, 

х = у = z = е. Na1azimo : 

у = z = е i 
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(б1 ) - /' А(13 е, ;је, c.~z) с.Л z = 
I 

(б 2 ) С,(у = А(!"1е, dy, де) 

(бз ) С(Х = А(;3х, (.y~, Је) 

(б4 ) ()("е А(ј3е, 6е, Se) 
Uzimajuci и ~bzir da је 

(7) A(x,y,z) = B[B(x,y),zl 

gde је Q(B) binarna grupa, (б1 ) (бз ) mozemo transformisati и sledece 

jednakosti: 

(81) J?L = r; -1 !3 -1 с( А«, е) ,( е) , z) 

(82) ;ју = (3 -1 ct д-1 
А « _,е) , у, ( е) ) i 

(8з) 13 х = 
с( r -1 '({ -1 

А( х,(ие) ,( е) ), 

-1 v" -1 с 1 
pri с ети su «(Ь е) , ( а е) i ( с) е) - , 

nаtа;З е, 6е i де и binarnoj grupi 

inverzni e1e1enti redom е1еше-

Q(B). 

Smenimo 1i (81) (8з) и (5), na1azimo da је 

A(x,y,z) Г ~/ (' -1 v-- -1 А -1 ~~. V--1 
A1A(Q\_x,(oe) ,(ое) ),А«!",е) ,цу,(ое) ), 

.... (' -1 f3 -1"/ 'l 
,А ( (о е) , ( , .Је) ,t.л. Z)J 

odnosno 

oCA(x,y,z) А{с{х,А [(Је)-l, (Ј;)-1 ,АС (pe)-l ,d.y , (~S е)-l)Ј 
... 

, ... ( ( ~e ) - \ (;3 е) -1 ,o(z) 1 . 
./ 

Otuda,uzimajuci и obzir (7) i (64)' na1azimo sledecu jednakost: 

! -/ о( -1 ..... /. r -1 \Ј"" -1 (3 -l ... Ј } = А <Ах,А« е) ,tлу,(с)е) ),А«(Је) ,( е) ,Vtz) 
t. 

odnosno,jos jednom uzimajuci и obzir (7) i (б 4)' na1azimo da ј е 

a::.A(x,y,z) = А [о(х,(о(е)-l,А(о(у,(о(е)-l, CX:::z).J . , 
cime је tvrdenje dokazan~. 
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L е m а 9. Permutacije (::.), С; i !) 
ziautomorfizmi ternarne grupe Q(A) sa jedinicom е. 

iz (5) takode su kva-

D О К А Z 

Uzimajuci u obzir (7) i (8з), na1azimo da је 

/6 х = В [ оСх , В ( ( Ј е) -1 , ( ,~) -1) l = В ( с;(х , К) 

= А ( (:<"х , k , е ) ; 

В LB(Cl.x,k) ,е] = 

cime је па osnovu Leme 5.,tvrdenje za~3 dokazano. 

odnosno 

Ana1ogno se moze dokazati tvrdenje za 

1z (82)' uzimajuci u obzir (7), na1azimo da је 

d'""y = в [(/l3e)-l,B(o(y, (де)-l) Ј 

В( «(::;е) ,([у) 

sto se,zbog (7), svodi па 

(9) А( (/3е ) , !Гу, е) ~/ ("-1 
А ("АУ , ( с) е ) , е ) • 

Na osnovu Leme б,dеsnа strana u (9) је neki kvaziautomorfizam ter-

nагnе grupe Q(A).Obe1ezimo ga sa ~ .lz (9), sada, uzimajuci u obzir (7), 

na1azimo da vaze sledece jednakosti: 

'-Ру = А«;3е),Ј;, е) 
odnosno da је 

pri сети је t 

\{) В( t, t у) 

= 

A(t, Уу, е), 

Otuda па osnovu Lems 5, posto је 'f kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A); 

na1azimo da је i d kvaziautomorfizam ternarne grupe Q(A); cime је 1ета u 

potpunosti dokazana. 

,-.. 
L е m а 10. - dб permutacij е 

skupa Q.Neka је, da1je, па ternarnoj grupi Q(A) sa jedinicom е ispunjen 

niz jednakosti: 



50 

(10) О(А [/3 А (х, у , z) ,u, v Ј = 

D О К А Z 

(10) Mozemo posmatrati kao sledece jednakosti: 

( lОl)С:(А[;ЗА(Х,у,z},u,v Ј = ~A[ Ј;х, ~A( б4у ,t5 z ,.dбU)' 67У Ј 

(10 2 )О(А Г(~А(Х,у,z) ,u,v Ј = А[61х, Ј2у, dзА(d~z, д5u , dбv) 1 i 

(10з) t;.A[ d2x , !ЗА( (Ј4У, O;Z, J;U) ,Ј"-7У Ј = 

(11) 

gde је 

(11 ') 

= [ 

r (' ,- r (-
А d 1 х, () 2У ' С\А ( 04 Z , d 5 у, о б у) Ј 

Ako u {1О2) postavimo u v = е, na1azimo jednakost 

d/3A(X,y,z) = 

pri cemu је R trans1acija 3-grupe Q(A). 

Iz (11), па osnovu lema 8. i 9, na1azimo da su 

d.1"2 (' с\ 2" 
" . .Ј' ()1'-

() 

i 'If' 

kvaziautomorfizmi 3-grupe Q(A). 

Ako sada u (102) postavimo х = у = е, na1azimo da је 

c;(j3A(x,y,z) = 

odnosno 

(12) r -1 -1 ~ 
0з L 'ёL/.JA(x,y,z) = 

gde је Lx = Ј г 
А( -·1 e,d 2e:tx) 1еуа trans1acija 3-grupe Q(A). 

Iz (12), па osnovu 1ета 8. i 9, na1azimo da su 
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r 

i д 
6 

kvaziautomorfizmi 3-grupe Q(A). 

Lako је uociti da su trans1acije L i R 3-grupe Q(A) nјеnе 

autotopne permutacije, ра, dak1e, па osnovu 1ете 8, njeni kvaziautomorfizmi. 

Zato, iz (11') i c~~jenice da је cr
4
kvaziautomorfizam, па osnovu 1ете 7, nа-

1azimo da ј е i 6з kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A) • Utvrdi15_ smo, dak1e ,da 

su 

kvaziautomorfizmi 3-grupe Q(A). 

Ako u (102) smenimo х i 
.., 1 

у sa е, а z sa /6- z, nа-

1azimo da је 

Q(A(x,y,z) = 
odnosno 

(13) 
_Г -1 -1~/ 
0з L CXA(x,y,z) 

1z (13), па osnovu 1ете 8, na1azimo da је 

kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A). 

Kako su с)3 i L kvaziautomorfizmi 3-grupe Q(A), па os-

nоуи 1ете 7, otu.da na1azimo da је d kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A).; 

Posto је 0(;1-3 kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A), otuda, па osnovu 

1ете 7, na1azimo da је ~ kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A). 

Tvrdenje, dak1e, treba dokazati јоэ za ~ 67-

(10з) mozemo transformisati u sledecu jednakost 

Ј: А [ х, д~A ( у, z , и) ,у 1 = 

[ r \т -1 (" \{-1 ( r Х-1 (У--1 (\1--1 Ј 
= А О 1 (\ 2 х, СЈ 2 О 4 у, а зА (а 4 ОЈ 5 z, () 5 О б и, о> б О 7 у) 

u (10з) postavimo z = u = е. Na1azimo: 

= 
(У--1 ) 1'"'-1 Г. S \)'-1 

А ( С 1 () 2 х ~ С 2 () 4 у, с) jL СЈ б (ј 7 z), 



odnosno 

(10 ") 3 . гг1 А (х , у , z ) 

1z (10;'), па osnovu 1еmа 8. i 9, na1azimo da su 

( у--1 v -1 
02О4 О 3 i 

kvaziautomorfizmi 3-grupe Q(A). Otuda, па osnovu 1ете 7, na1azimo da аи 

i 

kvaziautomorfizmi 3-grupe Q(A), 

Ako и (101) postavimo ([7V = t5z 

obzir (7), na1azimo sledecu jednakost 

оdл.оsnо 

сХ:iз [f3B (X,y), z Ј = 

= е i uzшеmо u 

Otuda,na osnovu osobine 90. kvaziautomorfizma binarnih grupa 

(1 deo, str. 13. ) Lema 2, na1azimo da аи 

i 

kvaziautomorfizmi 3-grupe Q(A). 

Tvrdenje treba dokazati јоэ za ~. 

= е. Na1azimo: 

tX'B [/Зв(х,LУ) ,Rz Ј = 

odnosno 

С(В [/3в(х,у) ,z Ј = • 

Otuda,konacno,na osnovu osobine 90. kvaziautomorfizma binarnih 

grupa (1 deo, str. 13.) na1azimo da је 

kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A). 

xr -1 
"-' L 5 

s obzirom da је Lx = B(k,x) = A(e,k,x), па osnovu 1ете 7, 
\ р--

otuda na1azimo da ј е i д 5 kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A); cime ј е tvr-

denje dokazano. 
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.3.4.2. KONSTRUKCIJE iA SISTEМA 

т е о r е т а 5. Neka је па Q zadan iA- sistem ~ , iE Nз • Tada 

se moze definisati .3-grupa Q(A) sa jedinicom tako da proizvo1jna operacija 

С Е}' ima oblik 

(а) 

gde su pri i = 1 G) 2 i GJ' .3 neke permutacije skupa Q а (~1 је 

automorfizam .3-grupe Q(A), pri i = 2 <А) 1 i W.3 neke permuta-

cije а ~)2 је automorfizam, i pri i = З W 1 i W 2 neke permu-

tacije а СЈ з је automorfizam .3-grupe Q(A) • 

D О КА Z 

Dokaz :n.fl-vodimo 

me,jer su dokazi za 2А- i 

samo za i 1, tj. samo za 

.3A-sisteme ana1ogni. 

ll-siste-

Neka је Q(~) lA-sistеm.Nеkа,dа1је, .3-kvazigrupa Q(A
i

) , 

i е N6 , od kojih su А1 i А.2 ebaVSlitn0 iz':>" ,zadovo1javaju opstu ternar-

nи asocijativnost 

(1) А1 [A2 (X,y,z),u,v Ј = 

= А5 [x,y,A6 (z,u,v)"] • 

Tada, па osnovu Teoreme 1. iz 2,1.1" egzistira ternarna grupa Q(A) sa jedi­

nicom takva da је izotopna sa svakom od Q(A
i
), i Е N

6
8Dak1e: 

(2) 

А1 (x,y,z) = ae-1
A(f>x, 6У, S 3:) 

A2 (x,y,z) = "Р-1А( у;х, (Ју, ~ z) 

--------------------------------

gde је Q(A) ternarna grupa эа jedinicom. 

Smenimo 1i (2) u (1), na1azimo da је 

(3) ••• = . .. ,. 
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Uvodenjem smena 'fX ~ х, &-у ~ у, '1 z --4 z, 
(' 

~ и, () v -7 v, (3) pre1azi и sledeci niz ј ednakosti 

(4) оСА [,в \f-1 А (Х, у , z) , и, v Ј = ••• = • •• • 

Iz (4) па osnovu Leme 10, na1azimo da је 

(5) t3 'Р-1 

kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A). 

Ako и > odaberemo А1 i А2 tako da је А1 = 

;3 = '1/, itd., na1azimo da је i 

(б) \f 'f-1 
= ~1 

takode kvaziautomorf1zsm 3-grupe Q(A). 

А2 , tj. 

Neka ј е sada А1 fiksirana, а А 2 proizvoljna operacija iz 

L .. Tada ј е ;з fiksirana permutacija. Izrazimo sз.dа у i tf ротоси 
/3, 5 i 51: 

(7) 

Iz (2) i (7) na1azimo da proizvo1jna operacija ( С = А2 ) 

iz ~ ima sledeci oblik: 

C(X,y,z) 13-1 с ~ -1/) о.... /) 
= 1'- )" А() 1~ {ЈХ, ету, 2 z), 

odnosno 

r 
jer је ~ kvaziautomorfitam 3-grupe Q(A). 

'" 
Otuda,uzimajuci и obzir 

= 

, (! е)-l)Ј ,uz ротос nesto racuna,na1azimo da је 
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pri cemu su (~~1~-1 е)-l i inverzni e1ementi redom е1ете-

~ ~ ~ -1 )ј,. 
па t а ~ )' 1 ~ е i 5- е u binarnoj grupi Q(B), gde је 

A(x,y,z) := BLB(x,y),Z] .-

Uvodenjem oznaka 

(9) i 

(8) postaje 

(10) C(x,y,z) 

Iz (9) па osnovu Leme б. i Leme 7, na1azimo da је Ј\ automor­

fizam 3-grupe Q(A). 

Novu operaciju А uvedimo па sledeci nacin: 

(11) 

gde је,/?> fiksirana permutacija iz(2) 

Q(A) је izomorfna sa Q(A). Zato је Q(A) 3-grupa sa jedini-

сот. 

Iz (10) i (11) na1azimo da је 

C(x,y,z) 

odnosno 

(12) C(x,y,z) 

pri cemu је 

~: 
1 

(13) 
2 

:=!Ь -1.1\;'3 , 

=ј3-У i 

t6J )' =(3-16 · 

(;..) ~ з-е autttmerfizam 3-grupe Q(A). Zaista: 
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= /3 -1.л А ( f-> х, f; у, /3 z) = (!Ј -1 А ()\/!) х, fl. /2 у, Л(3 z) ~ = 

= (!/
Ја

1А (/?Ј6Ј 1 х '/3 6.) 1 У '/3 Ы1 z) = 

= .A.([1..)lx ,tJ1 Y, (J1z ). 

Коnасnо, uzimajuci u obzir (9) i (13) te cinjenicu аа је 

~J automarfizam 3-grupe Q(A), na1azimo аа је tvrdenje za lA-sistеmе 
1 

dolcazano. 

Verifilcacijom se moze utvrditi da vazi i sledeci stav. 

т е о r е m а 6. Neka је Q(A) ternarna grupa sa jedinicom. Neka, 

аа1је, 

1. ~ 1 obrazuju operacije 

C(x,y,z) = А(Lл.)lХ'(;..)У'WЗZ)' 

gde ј е t..J 1 automorfizam 3-grupe Q(A), а f.;.J 2 

permutacije slcupa Q; 

i tJ 3 su proizvo1jne 

2. 
\ 
L- 2 obrazuju operacije С, gde је .~ 2 automorfizam 3-grupe 

i w 
3 

su proizvo1jne permutacije skupa Q; i 

3. L- 3 obrazuju operacije С, gde је GJЗ uatomorfizam 3-grupe 

i su proizvo1jne permutacije skupa Q. 

Тааа је Q( L 1) lA-sistеm, 

3A-sistem. 

Teoreme 5. i 6, cmogucuju konstrukcije iA-sistеmа. 

3.4.3. 

Т е о r е m а 

moze definisati 3-grupa 

~ ima sledeci oblik: 

KONSTRUKCIJE iA - SISTEIViA 

~ 7. Neka је па Q zadan iA-sistеm i Е Nэ.таdа se 

Q(A) sa jedinicom tako da proizvo1jna operacija u 
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(a
1

) C(x,y,z) = А С о(х, т ј3 у, т ' t z), 

ako'je ~ lA-sistеm; 

(а2 ) C(x,y,z) 

ako је > 2A-sistem; i 

Саз ) C(x,y,z) = 

ako је Е ЗА-sistеm; 

pri сети su ()(, 113 i 6' automorfizmi. З-gruре QCA) , а Т i Т' su 

trans1acije З-grире 

dinica З-grире Q(A), 

Q(A) oblika A(e,k,x) i1i A(x,k,e), gde је е је-

а k је neki e1emenat iz Q~ 

D О К А Z 

Dokaz tvrdenja navodimo samo za lA-sistеmе, jer se za 2А- i 

ЗА-sistете t~rdenje dokazuje ana1ogno. 

lA-sistеm је i lA-sistеm.Zаtо па Q egzistira З-gruре Q(A) 

takva da sve operacije С.Е ~imaju sledeci oblik (Teorema 5.) 
1. 

(1) 

pri сети je~ 
1. 

mutacije skupa Q. 

С. (x,y;z) 
1. 

automorfizam З-gruре Q(A) , а ;3 i 

Neka је с. EL, 
1. 

i Е N
6

, ј edna sestorka koja 

С2 zadovo1java opstu ternarnu asocijativnost. 

i 
.. ...ne~e 

suVper-

pri izbor1iL i 

K~o u dokazu Teoreme 5, neka је C1 fiksirana, а 

па operacija iz L. 
С2 proizvo1j-

Smenimo 1i (1) u (2), na1azimo da је 

(3) А [cl1ACCX;x,!3 2y,J';z)'!31u , t1vJ 

::: А [оС зх ,/ЪзА ( сХ4 у ,/3 4 z, Ј 4 и) , t 3 v l = 

::: А [о(5Х(35У,d5А(о<бzу36U'!6V) Ј · 



58 

u (3) postavimo х = !32У 

Q(A).Na1azimo sledecu jednakost: 

е, gde је е jedinica 3-grupe 

оО 

odnosno sledecu 

pl~i сешu је L trans1acija 3-grupe Q(A). 

Iz (31)' па osnovu Leme 9, na1azimo da је 

0(1 (f2 0<6-1 = f 
kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A). Otuda, uzimajuci u obzir Lemu 1. i Lemu 7, 

s obzirom da su c<~ i 0(6 automorfizmi 3-grupe Q(A), na1azimo da је 

ЈГ2 kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A).Zato,na osnovu Leme 3, 

predstaviti kao sledeci kompozitum 

= т ({, 

~ mozemo (Ј 2 

gde је Т trans1acija 3-grupe Q(A) oblika A(e,t,x) i1i A(x,t,e), а;;-
ј е automorfizam 3-grupe Q(A). (Automorfizam d тепја se u zavisnosti od iz­

bora oblika trans1acije A(x,t,e) i1i A(e,t,x~. 

Iz (3) mozemo izdvojiti sledecu jednak8st: 

u (32) postavimo х v е, gde је е jedinica 3-grupe Q(A). 

Na1azimo da је 

A[o(lA(e,y,z),u,eJ = S;3зА(СХ4(32-1у,ј3402-1z, t4(31-.
1 и), 

gde је S trans1acija 3-grupe Q(A). 

Otududa,uzimajuci u obzir A(x,y,z) = B[B(x,y),z Ј 

(Teorema 5, iz 2.3.) na1azimo da је: 
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= 

odnosno 

f.
~ -1 -1-
-з S A.(x,y,z) 

- -1 -l.А v- -1 - -1 >(- А -1 
А(ci..4 (>г 0(1 Х'/..Ј4{Ј 2 ()( 1 y'LJ 4/11 z). 

Iz (3з), па osnovu Leme 9, na1a-zimo da 'је 

(4) ""/ -1_/-1 
и\, 'Y~ 2 v\ 1 

kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A).Posto su ~1 i ~ automorfizmi 3-grupe 

Q(A), па osnovu Leme 1. i Leme 9, iz (4) na1azimo da је ;<32 kvaziautomor­

fizam 3-grupe Q(A).Otuda,na osnovu Leme 3, na1azimo d а је 

= 

gde је т' trans1acija 3-grupe Q(A) oblika A(x,t,e) i1i A(e,t,x) а(3 

ј е automorfizam 3-grupe Q(A). (Ка. i u vezi ~; automorfizam ј3 se теnја 
u zavisnosti od izbora trans1acije A(x,t,e) i~i A(e,t,x». 

Tvrdenje za lA-sistеmе је time d~kazano. 

Osnovno usmeravanje u gradnju iA-sistеmа., iE Nз , daje 'Ireorema 7. 

Za konstrukcije nekih A-sistema od koristi се biti i sledeci stavovi. 

L е m а 11. Neka је Q(A) 3-grupa sa jedinicom e.Neka su,da1je, 

о( i~ njeni automorfizmi,a Т tr~ns1acija oblika A(e,t,x). Tada је 
с(Т;I3= т,6 , gde su d automorfizam, а Т' trans1acija oblika A(e,k,x) 

3-grupe Q(A). 

Tvrdenje neposredno sledi iz Leme 7, i Leme 4. 

Uzimajuci u obzir cinjenicu da је Q(A) 3-grupa sa jedinicom в, 

Lemu 3. i Lemu 4, na1azimo da vaze sledeca dva tvrdenja. 

L е m а 12. Neka је Q(A) 3-grupa sa jedinicom e.Neka ви, da-

i Т 2 trans1acije 1је, ~ /3 i r automorfizmi,a Т1 
A(e,t,x) 3-grupe Q(A).Tada egzistiraju automorfizmi с!...', /13", 
trans1acija Тх = A(e,k,x), tako da је 

1. А «()(х, Т1 !3 у ,Т 2 <:Jz) = А (о(х,Т1IЗ 'y,;J'z), 

2. А(Т1 r:l.x,T 2 13У ,rjz) = А(Т D{'x"t3 y'6z) i 

oblika 

6'; i 
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3. 

L е m а 13. Neka је Q(A) 3-grupa sa jedinicom e.Neka su, da1je, 

/" /} V'-', D('/-:J' () njeni automorfizmi, а Т је trans1acija oblika A(e,k,x).Tada 

egzistiraju automorfizmi С<', ј3' ,. ;З" i trans1acij е Т1 i Т 2 oblika 

A(e,t,x), tako da је 

L е m а 14. Neka је Q(A) 3-grupa sa jedinicom e.Tada је S,gde је 

Sx = A(k,x,t), kvaziautomorf~zam 3-grupe Q(A). 

DБКАZ 

Uzimajuci u obzir Teoremu 5 •. iz 2.3. i da је Q(A) 3-po1ugru-. 

ра, za х = k i v = t na1azimo sledecu jednakost: 

(5) SA(x,y,z) = A(Lx,y;Rz), 

pri сети su Lx = A(e,k,x) 1 Нх = A(x,t,e). 

Iz (5), па osnovu Leme 8, na1azimo da је 

3-grupe Q(A). Tvrdenje је time dokazano. 

S kvaziautomorfizam 

L е т а 15. Neka је Q(A) 3-grupa sa jedinicom e.Ako su Sl i S2 

trans1acije oblika A(k,x,t), onda egzistiraju trans1acije SЗ i S4 istog 

oblika tako da је 

= 

D О К А Z 

Uzimajuci u obzir da је 

na1a~imo sledeci niz jednakosti: 

,t2 ~ 
; 

SзА (Х'S4У 'Z). 

. Q(A) asocijativna 3-kvazigrupa, 

= 

cime је tvrdenje dokazano. 
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р r i т е r 1. 

Neka је Q(A) 3-grupa sa jedinieom e.Neka je,da1je,J4- slcup 

svih automorfizama 3-grupe Q(A), а 

A(e,ti,x).Tada је Q(Y""I),gde је 

,.. 
{С i C(x,y,z) :;: 

A-sistem ternarnih kvazigrupa. 

D О К А Z 

Т. neka su trans1aeije 
l 

oblika 

Prvo,na osnovu Leme 12. 

skupom Ј1- svih automorfizama i skupom 

i Leme 13, s obzirom da raspo1azemo sa 

Т oblika 

A(e,t,x), na1azimo da se svaka 

sledeci nacin: 

~svih trans1aeija 
~T oparaeija С iz / moze predstaviti па 
-А 

(а) 

gde 

Neka su С1 

C(x,y,z) = Аихх;/зу,т Oz), 
о( ,/З, ЈЕ:Л, а 

С·_-

т ЕУ. 

i ",Т 
С2 proizvoljne operaeije iz / 

-А. 
predstavljene па 

nacin (.а) .Na1azimo sledeci niz ј ednakasti: 

(Ь) 

(е) 

= 

= 

=А [c(i D(2x ,A(o(lP2Y 'с(l Т2 ~2z ,;'31 и) ,T14~ v Ј = 

=А [с{1 еХ2Х , <х;'/З2у,А Со(lТ 2 d';~y31 u,T1t"'iv ) Ј · 
Ako u (Ь) uzmemo и obzir Ъеmе 11-13,nalazimo sledeci niz jednakosti 

Ас. ci'l о(2х ,А( сх;.Ј92у,Т2 ~Z';З1 U)1Tl (ћ v Ј = 

= А [cX1 СХ;х, ~ ;З2У ,A(<1~ 'Z,(j{U,T{ ~ v ) Ј . 



Се) pre1azi и sledeci niz jednakosti: 

Ako и С4 uzmemo и obzir Lemu 13, iz (d) na1azimo da Сз , С4 , 
- -Т Т Сб Е- L А • ТО znaci da је Q( >-А) lA-sistеm. 

Q( L~) 2А- i 3A-sistem. Ana1ogno se moze dokazati da је 

је, dak1e, A-sistem; sto је treba10 dokazati. 

РRПШDВА: 

Leme 11-13. bile su primen1jive 

fizmi i trans1aeije oblika A(e,t,x) pri 
.д ,~ 

laze redom sav skup -77:' i sav skup,,./ ~ 

р r i m е r 2. 

(bez ograda) zato sto 

formiranju operaeija 

automor-
-Т 

iz L
A 

pro-

Neka је Q(A) 3-grupa ва jedinieom.Neka je,da1je, ,jf skup svih 

automorfizama 3-grupe Q(A) .Tada је Q() А)' gde је 

L A ~ (с 1 С(х,у ,z) ~ А (ОС х,р у, t z); с( ,(!Ј, l' Ео А} . 
A-sistem ternarnih kvazigrupa. 

Tvrdenje se moze dokazati proverom,uzimajuci pri tom u obzir 

da d,j3 i Ј .... prolaze sav Skup-1t • 

р r i m е r 3. 

trans1aeija 

L ~ 

Neka је Q(A) 3-grupa sa jedinieom.Neka je,da1je, у skup svih 

oblika A(k,x, t,). Tada је Q( L,...), gdeje 
'.:> 

::;fc I C(x,y,z) ::; A(x,Sy,z); S f .:ЈУ}, 
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D О К А Z 
-,-

N eka su 01' 02 Е L а. Na1azimo: 

01 [ 02 ( х , у , z ) ,и, v Ј = А [A(x,S2y ,Z),SlU ,V] = 

= А [x,A(S2y ,Z,SlU ),V Ј = 

= А [X,S2y ,A(Z,SlU ,V)1 • 

Otuda,uzimajuci u obzir Lemu 15, uvodenjem oznaka 

= 

= 

na1azimo da је 

(6) 01 [02(x,y,z),u,v Ј = ОЈ [x,04(y,Z,u),v Ј= 02 [Х'У'Оl(ш,и,у)]; 

cime smo dokaza1i da ј е Q( L а) lA-sistеm.Аnа1оgnо se dokazuj е t da ј е 

Q( L а) 2А- i JA-sistem. Q( L
S

) је, dak1e, A-sistem ternarnih kvazi-

grupa. 

NAPOMENA: 

Iz (6) na1azimo da је па Q( У-а) t о t а 1 п о 

(I deo,str. 15. ) (l,J)-asocijativan z а k о п tipa 

А LB(X,y,Z) ,и,У Ј в [x,y,A(e,u,v)l. 

i s Р u п ј е п 

otuda, za А = В, na1azimo da su Јуе operacij е iz L S 0·,3)­

asocijativne ternarne kvazigrupe. 

Ternarne grupe sa jedinicom u iA-sistеm~а 

т е о r е m а 8. Neka ~e Q( L) iA-sistеm, i6 NJ.Neka su,da1je, 

operacij е iz L generirane J-gru'pom Q(A) sa ј edinicom е .Ako ј е Q(A) J-gru-

ра sa jedinicem е i 
-. , 
А Е L, onda је 

(7) A(x,y,z) = A(x,SY,z), 

gde је S trans1acija oblika A(k,x,k). 



D О К А Z 

Ako је Q( ~) iA-sistеm,оn је i iA-sistеm.Zаtо,nа osnovu 

Teoreme 5, imamo da је 

(8) A(x,y,z) = 

gde је pri i 1 (;(automorfizam, pri i = 2/Ј.) automorfizam,a pri i з;{ 

automorfizam 3-grupe Q(A). 

Iz (8) za х = у = е, х = z = е, у = z = е i х = у = z = G 

na1azimo redom: 

(9) 

Iz (9) na1azimo da 

r цх , 
I 

) /) 
.\у I -' 

(10) 

I (z 
I --1 
l е-

= 

= 

= 

= 

је 

= 

= 

:::: 

А С о( в ,1' в, t z) 

А(О( в, f.>y,~~·e) 

АСО(х,Р; ё Те) 

А (o(ef!) ё j~). 

А(х, (Ј"ё) -1, «(3 е) -1) 

ACC<i.e)-l ,у, (д?в)-l) 

А с (f~e) -1 , (Q(e) -1, z) 

--1 --1 --1 
АСе ; е , е ),_ 

gde su - -1 f- - -1 (ОС е) , ( :> е) , (- -1 
с< е) i ё-1 inverzni e1ementi redom е­

и binarnoj grupi Q(B) kojom је defi­

В [В(х,у) ,z Ј (Teorema 5. iz 2.3.). 

1emenata о(е, (3 е, ?Је i е 

nisana А па sledeci nacin ACx,y,z) = 

Uzimajuci и obzir (10) i da је Q(A) 3-po1ugrupa, iz (8) na1azimo 

da је 

A(x,y,z) [ --1 --1 Ј А х ,А (е ,у, е ) ,z .. 

odnosno 

\ . A(x,y,z) = A(x,SY,z), 

gde је Sx = A(k,x,k).Teorema је time dokazana. 

Namece se sledece pitanje: da 1i svaka operacija С definisana ро­

тоси З-grире sa jedinic~In i njenom translacijom S oblika A(k,x,k) па nacin 

(7) predstav1ja 3-grupu sa jedinicom ? Na to pitanje odgovara sledeci stav. 

т е о r е m а 9. Ako је Q(A) 3-grupa sa jedinicom e,onda је Q(C), 

gde је 
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(11) C(x,y,z) = A(x,Sy,z) а Sx = A(k,x,k), 

3-grupa sa jedinicom.Jedinica 3-grupe Q(C) је 
-1 -1 

k ,pri сети је k inver-

zan e1emena t .e1ementa ~ k 1I. bir~a:r:noj grupi Q(Б'), koj от ј е definisana А па 

~C~ Г Ј A(x,y,z) = B L В(х,у,) ,z 

D О К А Z 

Operaciju С, definisanu sa (11), mozemo pisati па sledeci па·· 

cin: 

(11 ') C(x,y,z) = А [x,A(k,y,k),zJ • 

Iz (ll'),uzimajuci u obzir Teoremu 5. iz 2.3,cinjenicu da је jedi­

nica е 3-grupe Q(A) ијеdnо i jedinica binarne grupe Q(B), kojom је А defi­

nisana па nacin A(x,y,z) = В LB(X,y,),z] ,te asocijativnost operacija 

А i В, na1azimo redom: 

-1 -1 
C(k ,k ,z) = z, 

-1 -1 C(k ,y,k ) = у i 

-1 -1 C(x,k ,k ) = х, 

-1 gde је k inverzan e1emenat e1ementa k u binarnoj grupi Q(B).Time је do-

kazano da је Q(C) ternarna 1ира. 

Q(C) је i ternarna po1ugrupa.Uzimajuci u obzir 

S2x = A(k,x,k), na1azimo da је Sl = S2 = S3 = S4 

Teorema је time dokazana. 

Lemu 15, iz Slx = 
= S. U (6) је 

3.4.5. О maksima1nim iA-sistеmа ternarnih kvazigrupa 

Preg1edam primera 1-3,na1azimo da је >- SC: L:i .~ с ~T 
lL_.л - /-~A • 

Q( ~1) је najopsirniji iA-sistеm u skupu sistema generiranih istom 3-gru­

рат sa jedinicom.To tvrdi sledeci stav. 

Т е а r е m а ,Т' 10. A-sistem iz Primera 1. Q( L-A ), generiran Ј-

grupom Q(A) sa jedinicom е,је т а k s i т а 1 а n,tj. оп se ne moze uk1ju­

citi u siri iA-sistеm,i Е N
J

• 
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D О К А Z 

Pretpostavimo da је 

(12) 

," 
gde је ,L neki lA-sistеm.Nа osnovu Teoreme 7,sve operacije 

ји sledeci oblik: 

(13) C(x,y,z) = А ( O(~ ,Т /::3 у, т ' ~z) , 

с iz > 

gde ј eQ(A) 

Dak1e,vazi 

~/ 
3-grupa sa jedinicom.Zat~ је L- podsistem A-sistema 

(14) 2 с::. )Т 
-- - А 

ТО znaci da 3-grupa А sa jedinicom е pripada i sistemu 

Na osnovu Teoreme 8, to da1je znaci da је 

(15) A(x,y,z) = A(x,Sy,z) 

gde је Sx = A(k,x,k). 

,1 

irna-

Ako jedinicu 3-grupe Q(A) oznacimo sa e,onda, па osnovu Teoreme 9, 

imamo da је е = k(-l), gde је k(-l) inverzni e1emenat e1ementa k u bi-

narnoj grupi Q(B), kojom је definisana А па nacin A(x,y,z) = в [B(X,y),z]. 

(15) mozemo,dak1e,pisati ovako: 

(15 ') 
A(x,y,z) = - г - (-1) (-1) .] 

А Lx,A(e ,у,8 ),z;. • 

Iz (15') za х = z ~ е gde је е jedinica 3-grupe Q(A), na1azimo da 

је 

(16) А(ё,у, ё) = 

Iz (15') i (16) na1azimo da је 

A(x,y,z) 

Uvodenjem smene 

= А [х ,А (ё, у, ё) , z_J 

у = А(ё( -1) ,'2 ,;-1) (gde је 
--1 
е inverzni е1ете-

nat e1ementa е u binarnoj grupi Q(B),kojom је definisana А па nacin 

А ( х , у , z ) = в t в ( х , у , ) z ] ), s о Ь z ir от da ј е 

otuda na1azimo jednakost 

(17) A(x,y,z) = [ --1 --1 Ј 
А х,А(е ,у,е ),z 
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Neka је saCA УЈ automorfizam J-grupe Q(A), tj. 

(18) ~-
I A(x,y,z) = 

Iz (17) i (18) na1azimo da је 

(19) 'PA(x,Sy,z) = А( 'Px,S 'f у, у'Ј z). 

otuda,na osnovu Leme 8, na1azimo da је l{-; kvaziautomorfizam J-gru-

ре Q(A). 

Ako с (~ onda је 

(20) ё(х,у,z) А( ()(х,т (3у ,Т' 6 z), 

па osnovu Teoreme 7. 

Iz (17) i (20), uzimajuci u obzir da је S, gde је 

Sx = A(k,x,k), kvaziautomorfizam J-grupe Q(A) (Lema 14.) i Lemu 5, 

na1azimo da је· 

(21) 

gde su 'р, у; 

C(x,y,z) = A(t...px, t.fy, i9-z), 

i {f- kvaziautomorfizmi J-grupe Q(A). 

Uzimajuci u obzir Lemu 4, (21) mozemo pisati ovako 

(21 ') C(x,y,z) = А(Т1 Y~x,T2 tfoy,TJ 8; z), 

gde su у, 11.1 
, О 't'o i automorfizmi J-grupe Q(A),T1 x = A(x'~1,e),T2x = 

i = 

Iz (21'),uzimajuci u obzir asocijativnost J-grupe Q(A), na1azimo 

da је 

(21 ") C(x,y,z) = 

gde је Т 2х = A(e,t2,x), 

Iz (21' ') sledi da с Е у- i . To,medutim, znaci da 

(22) L T с::. )Т 
А /- А 

Iz (22),(14) i (12) sledi da је 

у-Т 
-А = r-1 = L ; 

cime је teorema dokazana. 
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Uzimajuci и ~bzir Теогети 7, Primer 1. i Теогети 10, na1azimo da 

vaze redom sledeca dva tvгdепјаз 

Теогета 

,L oblika --т L A 

11. Ako је 
.-­
\. 
L- maksima1an iA-sistеm, i Е ЫЈ , onrl;]. 

је iz 1. primera. 

т е о r е т а 12. Proizvo1jan maksima1an iA-sistеm је A-sistem. 

Vazi i sledece tvrdenje. 

т е о r е т а 1Ј. Егој operacija и maksima1nom A-sistemu ternar­

nih kvazigrupa,definisanom па konacnom skupu Q, је n.fJE N,gde је п тос 
skupa Q, а f broj automorfizma generatorne J-grupe sa jedinicom Q(A). 

D О К А Z 

Neka је Q konacan skup moci пЕ N.Neka је, da1je, Q(~l ) та­
ksima1an ( A-sistem generiran J-grupom sa:jedinioom Q(A). Tada,uzimajuci и 

obzir dokaz и vezi 1. primera, na1azimo da se proizvo1jne А1 , А 2 Е ~ r 
mogu predstaviti па sledeci nacin: 

A1 (X,y,z) = A(c(lx';31y,T1d'~z) i 

A2 (x,y,z) = A(o(2x,f!>2y,T2IJr2Z); 

gde su о( l' /31' ~,c,X2' /?Ј2 automorfizmi J-grupe Q(A), а 

Т1 i Т 2 su trans1acije oblika A(x,k,e), pri сети је 

grupe Q(A). 

е jedinica Ј-

А1 = А2 ako i samo ako је Т 1 = Т 2 , 0(1 = 0(2' /31 = 

= ~2. Tvrdenje је и јеdnот smeru trivija1no.Tvrdenje сето do-

kazati и drugom smeru.U tu svrhu neka је А1 = А2 , tj. 

U (а) postavimo х :;: у = z = е. Na1azimo: 

(Ь) = 

Ako u (а) postavimo х = у = е i uzmemo u obzir (b),na1azimo da 

је 
= 



odnosno 

Ana1ogno utvrduj ето da ј е СХ1 = (;'{2 i (31 = ;З2· 

Po.sto је trans1aeija Т jednoznacno odredena elementom k (. Q, to 

U 
~'-AT se Ьгој operaeija L- izpazava formu1om 3 

n.f , 

gde је п тос skupa Q, а f тос skupa svih automorfizama 3-grupe Q(A). 

~-T 
Вгој f € N ј е sa./ ј ednoznacno odreden. U to se mozemo uve-

,'--А 

riti sledecim razmisljenjem.Sve 3-grupe sa jedinieow koje pripadaju 

izomorfne (generaliz~van A1bertov stav,I deo,str. 9. ).Neka је ~ 

-с::- Cl' 
/ Э11 ---- А 
izomor-

fizam 3-grupe sa jedinieom Q(A) па 3-grupu Q(A), а ~ automorfizam 3-grupe 

Q(A) .,Tada је rv/ -1'f)b( -
~ automorfizam 3-grupe Q(A) (drugi deo dokaza Тео-

гете 5).Dakle,ako је 

3-grupe Q(A), onda је 

(е) 

f A Ьгој syih automorfizama 3-grupe Q(A), а 

Analognim razmisljanjem,nalazimo da је i 

Iz (е1 ) i (е 2 ), konacno,nalazimo da је 

f­
А 

Т е о r е m а 14. Dva maksimalna asoeijativna u eelom sistema ter-

narnih kvazigrupa па istom skupu Q 

nickih operaeija. 

ili se podudaraju ili nетаји zajed-

D О К А Z 

Neka su 1- 1 i ~ 2 maksima1ni A-sistemi па Q.Neka је, 
dalje,L 1 generiran sa 3-grupom Q(A), koja poseduje jedinieu е, а ~ 2 

sa 3-grupom Q(A),koja poseduje jedinieu е. 

Pretpostavimo da L 1r, L 2 sadrzi operaeiju с, tj. da ј е 

Са) 

pri сети su 

mi 3-grupe 

A(x,t,e) 

/C(x,y,z) = A(CX:x~j3y,T ({ z) i 

~ С (х, у , z) = А СО< х ,.13 у, т ,~:- z) , 

о( ,t3 ,д" automorfizmi 3-grupe Q(A) ,с;< ,р, У automorfiz­

Q(~), а т i Т trans1aeije definisane redom sa A(x,k,e) i 
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Iz (а) na1aziтo da је 

(Ь) 

Kako (Ь) znaci da su Q(A) i Q(A) izotopne,to, па osnovu ge-

пеrа1izоvапоg A1bertovog.stava (I deo,str. 9.), znaci da ви Q(A) i 

СНА) izoтorfne .Ako sa а' oznaciтo ј edan izoтorfizaт Q(A) па Q(A), iтaтo 
da је 

( е) А ( х , у , z ) = Ј -lА (1":-) х, S у, s z). 

Iz (Ь) i (е) na1aziтo sledecu jednakost: 

A«(X:f)(-lХ,fJ,~-lу,т t t-1T-1 z) = ~-lA(Jx,J y,~ z). 

Otuda,uziтajuci и obzir Leтu 8. iz 3.4.1, na1aziтo da је с5 
kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A). Zato,uziтajuci и obzir Lemu 7. iz 3.4.1. i 

definieiju kvaziautomorfizma 3-grupa sa jedinieom,na1aziтo аа (е) imp1ieira 

sledecu jednakost: 

А (х, у , z) = А [cS -1 ( е-\х) , ( с\ -1 е) ( -1) , А ( [5 -1 (д у) , (С)· -1 е) ( -1) ,д -1 ( Ј z ) ~ , 
odnosno 

A(x,y,z) 
-[ (-1- (-1) - (-1- (-1) = А х,(С) е) ,А(У,(Ф е) , • 

Otuda,uziтajuci и obzir asoeijativnost 3-grupe Q(A),na1azimo da. је 

(d) A(x,y,z) = A(x,Sy,z), 

gde је Sx = A(k,x,k) а k = «(5-1;)(-1) ; 

e1emenat e1eтenta а и binarnoj grupi Q(B) ,pri сети је 

B[B(x,Yi,z] • A(x,y,z) = 

а 
(-1) 

је inverzni 

U okviru drugog de1a dokaza Teoreme 5. dokazano је da vazi sledece 

tvrdenje: Neka su Q(A) i 
(' 

ти је С) izltQIIlorfizam Q(A) 

Q(A), onda је 

Q(A) izomorfne 3-grupe sa jedinieama,pri се­

па Q(A) .Tada, ako је tp automorfizaт 3-grupe 

automorfizam 3-grupe Q(A).Uzimajuci ovo и obzir,na osnovu Leme 7. iz 3.4.1. 

i cinjeniee da је (Ј- kvaziautomorfizaт 3-grupe Q(A), na1azimo da је 

'f 
r -- r 
, \/"Ј \-1 

() У () 
I 

kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A). Zato se proizvo1jna operaeija Р Е ) l' оЬ-
~i~nm ~R (~) i (п). i~~R~ЯVR ~A R1RAR~i ~я~i~. 



71 

p(x,y,z) = 
у- - /-~ v"' А(сХх,/3у,Т (Ј z) = A(D<x,S/::J у,Т (1 z) = 

= 

= == 

= 

= А( c{X,S(3 у, 19-Z) , 

gde su ~, s;З i (~kVaZiaU~OffiOrfiZffii 3-grupe Q(A). Otuda па osnovu Leme 

4. iz 3.4.1, na1azimo da је 

Uzimajuci и obzir ovu jednakost,lako је pokazati аа se 

ze predstaviti па sledeci nacin: 

p(x,y,z) ::: 

Р@ 2-. . 1 шо-

gde su 0(1'~ 1 i Y·l automorfizmi 3-grupe Q(A), а т је trans1a-

cija oblika А(х,t,ё), tj. аа је Р EL 2 , o:dnosno 

'" С ..,--

(е) 
L 1 '-2 

је L 1 

S obzirom аа је ~ maksima1an 

== ~ 2' Dakle, ako је .L 1 ("1 L 2 f-

A-sistem, iz (е) na1azimo da 

Г/Ј ~ оnаа ј е L 1 == 2 2' 

3.4.6. PRIMER iA-SISТЕМА KOJI NIJE A-SISTEМ 

Neka је R(+) aditivna grupa svih raciona1nih brojeva.Neka је, 

dalje, ~ skup svih i samo ternarnih operacija oblika 

A(x,y,z) = х + р (у + q ~), 

pri сети su р i q оа nи1е raz1iciti ce1i brojevi, а ру i qz proiz-

vodi и (R,.). 

l~ R( L) ;; е 3A-sistem. 

Neka ви 

Са) 
fA5 (X,y,Z) 

A6 (x,y,z) 

= 

= 

х + Р5 (у + q5 z) 

х + Р6 су + q6 z) 

i 
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proizvo1jne operacij е iz ~ • 

ТJzimajuci и obzir (а), na1azimo da је: 

= х + Р5(У + q5 z + q5 P6U ) + P5 q5P6q6v = 

= (х + Р5У + P5
Q5 z ) + P5Q5P6ti + P5Q5P6Q6v. 

Otuda,uvodenjem oznaka 

na1azimo 1.- da је 

i 2.- da 

cime је 

:Neka su 

(Ь) 

tvrdenje 1~ dokazano. 

R Cl:) nije ]. A-sistem. 

{

A1(X'Y'Z) = х + P1(Y + Q1z) 

A2 (x,y,z) = х + Р 2 (У + Q2z) 

proizvo1jne operacije iz Z= . 

i 

Uzimajuci и obzir (Ь), na1azimo da је: 



73 

= = 

= 

Uvodenjem oznaka 

A
4

(x,y,z) 
Р 2 Р2 

= -х + У + z 
Р1 Р1 

A
5
(x,y,z) х + Р 2У + z 

Аб(х,у,z) = P2 Q2x + Р1У + P1 Q1 z , 

na1azimo 1) da је 

A1 [A2 (X,y,z),u,v Ј = Аз [X,A
4

(Y,Z,u),y Ј = 

А5 [ х, У ,Аб ( z , и, у)1 i 

2) da,ako onda А4 , u opstem slucaju, nije u L- . 

Tvrdenje 2~ је time dokazano. 

Dakle, R<.r) ј este " 3A-sistem, a1i nij е A-sistem. 



[ 2 ! 
, ,1 

[зЈ 

[5Ј 

[6Ј 

[1 Ј 

[8Ј 

[10Ј 

[12] 

[22l 

74 

L 1 т Е R А т u R А 

J.Acze1, Yor1esungen uiber Funkciona1eichungen und ihre Anvendungem, 
Ber1in, VEB Deutch.,Ver1.Wiss ,1961. 

J'.Acze1, V .D.Be1nusov,M.Hosszu,Genera1ized associativity and bisymmety 
оп quasigraups,Acta Math.Sci.Hung. 11,N2 l-2 (1960),12t7-136. 

J.Acze1,G.Pickert,F.Rado,Nomogramme,Gewebe und Quasigruppen,Mathematica 
2, NQ 25,Fasc. 1 ~1960),5-24. 

Ja.Ace1j,Nekatorije ~bscije metodi v teorii funkciona1jnih uravnjenij 
odnoj peremennoj.Novije primenjenija funkciona1jnih игауnје­
nij, UМN 11,vip. 3 (69),(1956),з-68. 

A.A.A1bert, Quasigroups I,Trans.Amer.Math. Soc.,N~ 5~ (1943),507-519. 

V.D.Bje1ousov,Osnovi teorii kvazigrupp i lup,Na~a,Moskva 1967. 
• 

V.D.Bje1ousov,Associativnije sistemi kvаzigгuрр,ШJIN 13,viр.Э (1958) 
str.243. 

V.D.Вје10usоv,Аssосi~Шivniје v се1от sistemi kvazigrupp,Matem.,sb. 55 
(97): 2 (1961),221-236. 

V.D.Bje1ousov, Sistemi kvazigrupp s obobscennimi tоZdеstvаmi,ШIll'Ј,t.хх, 
vip. 1 (121),1965.,75-14б~ 

V.D.,Bje1ousov,M.D.Sandik, n-Arnije kvazigruppi i 1upi,Sibirskij mate­
maticeskij zurna1,Tom VII,NQ 1, 1966,31-54. 

V~D.Bje1ousov, Ostrukture D-kvаzigгuрр,Nаuсn. dok1 • .viss.sko1i Fiz,­
matem.nauki,N~ 6 (1958), 8-13. 

V,. D~ Ве 1nusоу ,Hosszu М., Some problems оп ternary quasigroups, РиЫ. 
Math.Debrecen,12 (1965)~ 

R.H. Bruck,A survey of binary sуstеms,Вег1in-Неidе1Ьегg-Gоttingеn,1958. 

S.A.CUnihin, К teorii neassociativnih n-grupp s postu1atom k,Dok1adi 
Ak. nauk SSSR,48 (1945).7-10. 

G.Cupona,Za finitarnite operacii,Godisen zb. prirodno-matem.fak.un-t 
Skopje,kn.12,N~ 11 (1959-1961) ,7-49 •. 

G.Cupona, О po1ijadicnim a1gebarskim strukturama,saopstenje па IV Коn­
gresu mat.fiz. i astr.Jugos1avije,Sarajevo 6.Х.1965. 

G.Cupona, Za n-arnite podpo1ugruppi,Bi1ten.Drinet.matem.i fiz ч kn.12 
(1961),5-13. 

V. Devide, Uber eine K1asse уоn Gruppoiden,G1asnik mat.fiz.i astronom­
ski 10 (1955),265-285. 

W.Dornte, Untersuchungen uber einen vera11gemeinerten Gruppenbegriff, 
Math,Zeits,29 (1928),1-19. 

L.Eu1er, Commentationes Arithmeticae,peterburg,1849,302-361. 

T.Evans, А note оп the associative'low,Journa1 London,Math.Soc.25 
(1950),196-201. 

L.M. G1uskin, О pozicionih operativah,Dok1adi Ak.nauk SSSR,157,N~ 4 
(19'4),767-770 • .. 

М. Hosszu,F. Rado, Uber eine K1asse уоn ternaren Quasigruppen,Acta lI!Iath. 
Hung,15,N~ 1-2(1964),29-36. 



75 

[24Ј M.Hosszu, Оп the exp1icit form of n-group operations.PutI.math.,10, 
N~ 1-4 (196~),88-92. 

[25Ј М. Hosszu, Оп а theorem of Be1ousov апа same of its app1ications, 
Maguar Fud.Akad,Matem, es Fiz., oszt.Koz1. 9,(1959),51-56. 

[261 м. Но11, Kombinatornij ana1iz,M. 11.1962. 

[.3 оЈ 

Г.31] 
Г32] 
[ззЈ 

[38Ј 

A.D.Kurepa,Visa a1gebra 1 i II,sk,Zagreb,1965. 

A.G.Kuros,1ekcii ро оЬвсеј аlgеЬrе,FИ,]\доskvа 1962. 

R.Manfang,Zur struktur уоп A1ternativ K~rpern,Math.A:n.n.,1935, 110,. 
416-430. 

E.L.Post,Po1yadic· groups, Trans.Amer.Math.Soc. 48 (1940),208-350. 

S.B.Presic,Zbirka zadataka iz a1gebre,Beograd РМР,1962. 

S.B.Presic, Uvod u matematicku lagiku,Mat.bibl • .34,Beograd 1968. 

F.Rado, Genera1izarea tesuturi10r spatia1e pentru structuri a1gebrice, 
Stlidia.Univ. "Bab es-Bo1yai" l\IIath.-рhуs.,N.s! 1 (1960),41-55 

F.Rado,Eine Bedingung fi.ir die Regularita:t der Gewebe,Ivlathematica (RPR) 
2, Ng 2 (1960),325-334. 

A.Sade, Entropie demosienne ае mu1tigroupoides et ае quasigroupes,Soc. 
Sci.Bruxe1es,ser.1,73 (1959),302-309. 

A.Sade,Theorie des systemes demosiens de groupoides,Pacif.Journ.Math. 
10, NQ 2 (1960), 625-660. 

А.з~ае, Quasigraupes abeissant а certains lois,Rev.Fac.Sci.Univ. 
Istambu1 22 (1957),151-184. 

R. Schauff1er, Die Assoziativitat im Ganzen besonders bei Quasigruppen, 
Ма th. Zetsch:L~. 67, N~ 5 (1957),428-435. 

B.Trpenovski,G.Cupona,Finitarni asocijativni operacii so neutra1ni 
e1ementi,Bilten Drustvoto па matem.i fiz.od NR Thшkеdо­
nija,kniga XI1,1961,15-24. 

Ja.Usan,Adnooprede1enije gruppi i јејо obobscenije па n-arnij slucaj, 
Matem.vesnik,5 (20),ЗУ.2,1968. 145-149. 

[41l Ја. Usan, Obobscenije teoremi V.D.Bje10usova о cetirjoh kvazigrup па 
ternarnij slucaj,Bi1ten па Drustvoto па mat. i fiz. оа 
SR Makedonija, kniga ---- (и stampi). 


	scan_001
	scan_002
	scan_003
	scan_004
	scan_005
	scan_006
	scan_007
	scan_008
	scan_009
	scan_010
	scan_011
	scan_012
	scan_013
	scan_014
	scan_015
	scan_016
	scan_017
	scan_018
	scan_019
	scan_020
	scan_021
	scan_022
	scan_023
	scan_024
	scan_025
	scan_026
	scan_027
	scan_028
	scan_029
	scan_030
	scan_031
	scan_032
	scan_033
	scan_034
	scan_035
	scan_036
	scan_037
	scan_038
	scan_039
	scan_040
	scan_041
	scan_042
	scan_043
	scan_044
	scan_045
	scan_046
	scan_047
	scan_048
	scan_049
	scan_050
	scan_051
	scan_052
	scan_053
	scan_054
	scan_055
	scan_056
	scan_057
	scan_058
	scan_059
	scan_060
	scan_061
	scan_062
	scan_063
	scan_064
	scan_065
	scan_066
	scan_067
	scan_068
	scan_069
	scan_070
	scan_071
	scan_072
	scan_073
	scan_074
	scan_075
	scan_076
	scan_077

