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0 JEDNOJ KLAST KVAZIGRTUPA

U v 0 D

Pod kvazigrupom se razume grupoid u kome egzistiraju inverzne
operacije.Grupa je asocijativna kvazigrupa.Kao podetak razvoja teorije kva-
zigrupa smatra se 1935, god.; tj. pojave rada [29] &R. Moufang-a o neasoci-
jativnim kvazigrupama ( [9] sstr. 75.).Medutim,kao 3to se to Sesto deSava,
pojam neasocijativne kvazigrupe pojavio se veé 1849.god. u Jednom  radu
L. Euler-a [20] gde se tretira tzv, problem o 36 oficira,

0d autora sa znacajnijim prilozima u periodu prvih petnaestak
godina treba pomenuti A.A, Albert-a i posebno R.H. Bruck-a.R.H. Bruck Jje
1958.g0d. izloZzio sve znadajnije postojele rezultate teorije kvazigrupa i
posebno lupa (kvazigrupa sa jedinicom) u monografiji [13]. V.D. Bjelousov
je 1967. god. napisao prvu kompletniju monografiju teorije kvazigrupa [6],

Neki problemi teorije konacnih projektivnih ravni i teorije
funkcionalnih jednadina (kao i nekih drugih oblasti matematike) nametnuli su
zahtev za izulavanjem univerzalnih algebri sa kvazigrupnim operacijama ve-
zanim nekim zakonom, odnosno sistemom zakona.Tako je V,D. Bjelousov 1958.,god.
u {71 dosao do slededeg rezuldata: Ako detiri kvazigrupe Q (Ai), 1 & N4,

zadovoljavaju opsti asocijativni zakon,

(1) | Al{;Az(x:y),21} = AB[:X¢A4(y,Z)J ’

onda su sve Q(Ai)’ j_é,N4,izotopne jednoj te istoj grupi Q(.).
Druge dokaze ove teoreme dali su jos - sam Bjelousov u [8] i
(9], J.urczel u [1] , zajednidki J.Aczel,V.D.Bjelausov i M. Hossau u
(2] , M. Hosszu u ([25] i veoma prirodan S.B. Prefié wu [31].
Posebnim sludajem op3teg zakona asocijativnosti (1) mna algeb-
ri kvazigrupnih operacija bavili su se jos: T.Evans u [21] s V. Devidé u
fi18] , V.D. Bjelousov u [11] , A, Sade u [35] , i drugi.
V.Devide je, npr. u [ 18] ,izmedu ostalog, proudavao tzv, D-

.grupe, tj. kvazigrupe Q(x) za koje vaZi jednakost

(2) (a = b) x ¢c = fax (ghx he),

gde f, g, h € Q!i). Smenama xoy = fx £y i xnpy = gx % hy, (2) postaje

%) Sa Q! je oznaden skup svih permutacija skupa Q.,



(a £b) £c=2ao0 (b c);

8to predstavlja poseban sludaj zakona (1).

Veza izmedu opsSte asocijativnosti na sistemu kvazigrupa i ge-
ometrijskih problema (teorija 3-reSetaka) proudavana je u zajednickom radu
J. Aczel-a,V.D. Bjelousova i M. Hosszu-a [2] , F. Rado-a u [ 33] i [34}
i drugih autora,Kao funkcionalna jednadina,(l) je peoulavana od strane mno-
gih autora; podaci o tome mogu se nadi u Lal.

Pomenuta teorema V.D. Bjelouso?a zcve se i "Teorema o Cetiri
kvazigrupe".

R. Schauffler je 1957. u rBBJ‘ prvi posmatrao sistem kvazi-
grupa sa tzv. uopStenim zakonomi) asocijati&nosti, tj. sistem kvazigrupa

Q( 2:) ne kome va#i zakon (1) uz sledeéi uslov

(3, A A €0 = Ay, 0, 6 0,
odnesno
e \_—. Y ~ i—

Problem je bio nametnut izvesnim problemima kodiranja.Posle
ovog rada R.Schauffler-a, pojavio se niz radova u kojima su izudavani éiw
stemi sa uopstenim zakonima.Monografiju rezultata ovih radova dao je A,Sade
1960, u [36] . '

Podstaknut R: Schauffler-ovim radom (361, V.D. Bjelousov je
au [8] aao opis sistema kvazigrupa Q( ¥_ ) u kojima je ispunjen zakon (1)
uz uslove (31), (32) i istovremeno (31) i (32). |

Redom su nazvani IA~; RA- i A-sistemi.Oni se zajednickim
imenom pagzivaju asocijativni u celom sistemu kvazigrupa.

U poslednje vreme pojavio se niz radova u kojima se izulavaju
univerzalne algebre sa jednom n-arnom operacijom, n & N.Takvu algebru, po
analdgiji sa posebnim sludajem n = 2, nazivamc n-grupoidom.

Prvim radom te vrste se smatra rad [19]] W. D8rnte=-a.Pred-
met njegovog izudavanja su tzv. n-grupe - n-arni analogoni grupa.Prvu mono-
grafiju o n-grupama dao je E.L. Post 1940. u [3Q] . Nasi matematidari
G. éupona i B.Trpenovski izufavali su n-polugrupe (n-grupa je n-polugrupa
‘u kojoj egzistiraju sve inverzne operacije) u radovima ElS], [35] i dr..Ako
u n-grupoidu Q(A) egzistiraju sve inverzne operacije,onda za Q(A) ka¥emo da
je n-kvazigrupa. S.A, Cunihin Je u (14] prvi detaljnije izudavao neasoci-
Jativne n-~kvagigrupe; n-kvazigrupe sa tzv. postulatom K, n-Grupoidi igra-

ju znacajnu ulogu u nekim geometrijskim problemima (npr, u teoriji reéetakaj;

T T T o I o T o T n Im I M mm v e e e i s o s e e ha e o A A i e S T e mee e dme e e P = e
S=RmEsEe Pt niant wial— R R R RS- PSS S F 2 T T+ T 3 T - %

i)“ﬁﬁgﬁi:5555§6eq9e tazdestvo.A.Sade u [37) , koristi termin "identite
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posebno za n =2 1 n = 3. F. Rado je 1960. u [33] izudavao vezu iz-
medu ternarnih kvazigrupa i prostornih resetaka (koje je tom prilikom i uveo
kao anaiogon ravanskim reSetkama).

Ova izudavanja produ?ili su 1964. M. Hosszu i F. Rado ul[23],
te Vo.Do Bjelousov i M. Hosszu 1965, u [12] . V.D.Bjelousov i . .M.D.
Sandik su 1966. u [10] , izmedu ostalog, utvrdili n-arni analogon cluve-
nog Albertovog stava [5] , koji tvrdi da je svaka (binarna) kvazigrupa
izotopna nekoj 1lupi.Na istom mestu oni su nagli nov dokaz Hosszu-Gluskino-
vog stava,koji tvrdi da se svaka n—-grupa moZe predstaviti pomodéu neke binar-
ne grupe i njenih automorfigama; ovu teoremu su M. [Hosszu i L. Gluskin
dokazali 1963. i 1964. u [24] i [22] nezavisno jedan od drugog.

U drugom delu rada prvo se uopStava "teorema o.. Cetiri kvazi-

grupe" na ternarni sluéaj,tj. dckazuje se slededla teorema: Ako ternarne kva-

gigrupe Q (Ai)’ i NGE),zadovoljavaju opStu ternarnu asocijativnost

Al [AZ(X$Y,Z) U,V ] = A'3 [ X.,A4(yyzyu) sV] = A5 [X,y:AG;(,%,u)V)] y onda

su sve Q(Ai), i & N6,izotopne jednoj te istoj termarnoj grupi sa jedinicom

Q(A),pri Semu egzistira binarna grupa Q(B) tzkva da je

A(x,y,z) = B [B(X,Y)9Z] .

Metode koje su koriScene u dokazu ove teoreme bitno se razliku-
ju od metoda korisdenih u dokazu "teoreme o &etiri kvazigrupe".

Dalje se,iskljuéivo uz pomoé ove teoreme i "teoreme o Setiri
kvazigrupe", nalazi njihova generalizacija na n-arni slucaj,tj. dokazuje se
slededa teorema;

Ako n-arne kvagzigrupe Q(Ai)’ i & Nzn,zadovoljavaju spsStu n~

arnu asocijativnost, tj. sistem zakona
A‘ L P -
1 [-Ag(al,. ,aj-l,aj’...,an),...,aj+n_1,...,azn"'l] -

= A . L - . s e
25-1 [ 21 R S TWs DALY SROLTRLTL WY |

za sve Jj (= {2,...,1’1} , onda su sve Q(Ai), izotopne jednoj te istoj n-ar-
noj grupi sa jedinicom Q(A),; pri demu egzistira binarna grupa = Q(B), tako
da je

A(al,az,...,an) = B [nB(...(B (B(al,az),aB),...),an_l),anj] .

Teorema je kljulna u ovom deléﬁada.Njome je ustvari reSen i pro
-blem sistema funkcionalnih Jjednadina n-arne asocijativnosti na sistemu n-

arnih kvazigrupa.
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Kao direktna posledica ove teoreme nalazi se da je talno sle-
dede tvrdenje: Ako je Q(G) proizvoljna n-grupa (sa ili bez jedinice)£> onda

egzistira binarna grupa Q(B) i permutacije 3};D<;, i E-Nn,tako da je

G(XlsxstOnyn) = X-lB B(-OO(BOG_X]_’ ({23{2)’ O(BXB)’...), O('nxn —_J .

Ovo ftvrdenje Je,ustvari,pomenﬁta . Hosszu = Gluskinova teorema,
Za (n-}) - tgrku € s eé;..., e,.1 S ka%e da je i-neutr=zlan
slog n-grupoida Q(G), ako je

G(el""’ei-l’x’ei+1""’en-l) = x za svaki x koji

pripada Q. Ako je

€11€55004y8) 4 j-neutralan za svaki i < Nn? onda se
Z&  ©1,€550805€ kaZe da je neutralan.Kao $to je poznato [30] s, U sva-
kojn~grupi postoji 1- iln-neutralan slog,pri Cemu je i svaka njegova cik-

1lic¢na permutacija takode 1=-. i n-neutralan glog.(Ovo tvrdenje predstavlja

generalizaciju rezultata o jedinici u binarnoj grupi.) KoriZdéenjem osnovne
teoreme drugog dela,kéo i nakih drugih rezultata, dokazuje se slededée tvrde-
nje: Ako n-grupa Q(G) poseduje neutralni slog,onda ona poseduje jedini-

cu, tj. elemenat e € Q takav da je

G (3,00"993(:9:”096) = X
i n=i+1l

za svaki x&€Q i svaki i (= {O,...,n-l} s U drugom delu utvrduje se i
slededi rezultat: Ako n-grupa Q(A) poseduje jedinicu, onda egzistira binar-

na grupa Q(B) takva da je

A(xl,xz,...,xn) = B [B(“'(B(Xl’xz)’XB)”")’Xh_] .

Pored toga utvrduje se i s t e pen tadnost i kojom je odredena
n-grupa sa jedinicom i permutacije iz dzotopija Q(A) sa Q(Ai), i é;NZn’
pri datim Q(Ai>’ i~ N2n’ koje zadovoljavaju opsStu n-arnu asocijativnost,

U prvom delu su izloZeni pojmovi i rezultati na koje se vrdi
pozivanje u drugom i tredem delu.

U Cetvrtom delu se uvode i opisuju asocijativni u celom siste-~
mi ternarnih kvazigrupa.Teorema l. iz drugog dela je ovde uporisna.U prvon
odeljku ovog dela se uvode pojmovi i utvrduju najelementarnije osobine.

Za razliku od binarnog slulaja,gde se govori samo o LA-, RA-: i
A-sistemima,ovde se govori o 1A-, 2A-, 3A-~ i A-sistema.Sistem Q(J_) je

A-sistem,. ako je iA-sistem za sve i.G?Né. Za sistem Q(3.) kaZemo npr.



da je lA-sistem,kada Al,AZEQ_=;§ A3,A4,A5,A6 I~ 4. tako da je
Al[Az(x,y,z),u,v] = AB[%,A4(y,z,u),v].= ASEk,y,A6(z,u,v)] za svaku pc-

torku x, ¥, 2, U, V & Q.
U drugom odeljku ovog dela nalazi se * < ternarni_asnalogon

gchauffler-ove teoreme, tj. dokazuje se slededa teorema: Ako Jje £) skup svih
ternarnih kvazigrupnih operacija na Q onda je Q( () ) A-sistem ako i samo
ako je n = 3, gde je n moé skupa Q.

U tredem odeljku prvo se uopsStava pojam kvaziautomorfizma gru-
pe na ternarni sludéaj, i utwvrduju neke njegove osobine,koje su potrebne za
dalje proulavanje iA-sistema, i € Nj.

Dalje se dokazuju dve teoreme,koje omogudavaju konstrukeciju
oslabljanih i~asocijativnih sistema ternarnih kvazigrupa.Zatim se:

- utvrduje teorema koja omoguluje konstrukcije iA-sistema;

- nalaze primeri A-sistema,vaZnih za dalje opisivanje iA=-sis-~
tema, i ENB;

- nalaze dve terreme,koje opisuju ternarne grupe u ijA-siste-
mima ;

- utvrduju neke osobine maksimalnih ijA~sistema;

- utvrduje broj operacija u maksimalnom A=-sistemu na konacé-
nom skupu; itd.

Vedina rezulata reda prikazani su u okviru Odseka za algebru,

matematicku logiku i teoriju brojeva Matematidkog instituta SRS u Beogradu
(18,IIT 1970., 12.XII 1970., 23.XIT 1970. i 13.I 1971.).
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Ako je Qn = QX QX seeX Q, ne N, i ako Jje
.~ o ’
n—put%
A : Q — Q

onda za Q(A) kaZemo da je m-grupoid.Pored oznake Q(A) koristi se i oznaka
(Q,A)eZ2a n = 2 1radi se o obiénom (binarnom) grupoidu.Za n kazZemo da jJe
duzina operacije A.Ako je A-slika uredene n-torke (al, 8oy eeey an) eleme~

nat a . € Q, onda se to beleZi na jedan od slededih nadina:

n+
(11) 8y 85 eee B A = B .,
(12) Aa1a2 ee an = an+l 1
(13) A(a1’32’0"9an) = anﬁl'
U binarnom sludaju to se (tradicionalno) beleZi na sledeéi na-
¢in:
(14) a.ha, = ay .

0d toga se odstupa, ako se na istom skupu posmatraju i operacije duzZine
n >2.U teoriji kvazigrupa u poslednje vreme, najviSe se odomadila notaci-
ja (1),

Pod n-arnom kvagzigrupom razumemo n-arni grupoid Q(A) u kome

egzistiraju sve inverzne operacije operacije A, tj. u kome su jednacine,

(21) A(a’l’”"ai-l’xi’ai+l""an) = Db
jednoznalno redive za svaku n-torku al""’ai-l’ai+1’°"’an’ b £ Q i sve
i ETNn.Ako je Q(A) binarni grupoid,; onda je Q(A) kvazigrupa (2-kvazigrupa),
ako su jednadine
(2,) A(a,x) = » 1  A(y,a) = b
jednoznadéno redive za svaki par a;b<§ Q.Grupa je asocijativna kvazigrupa.
n-Arna kvazigrupa Q(A) je n-arna grupa E 30:],ako na Q(A) va-

- zi slededi sistem zakona

(3) 4 [A(al’""ai’ai+l”"’an)’an+l""’a2n-L] =

=A[al"..’ai’A(ai"‘l,...,ai+n)’...,a2n-1] za sve iG_ {1,..,1’1-1} .
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Ako n-arni grupoid Q(A) zadovoljava (3), onda za Q(A) ka-
Yemo da je n-polugrupa ili n-semigrupa [139] JPrin =2, Q(A) koji zadovo-

1java (3) svodi se na binarnu polugrupu, jer tada (3) postaje
(31) A [A(al,az),aBJ = A [al,A(az,aB)] .

Za n-arni grupoid Q(A) kaZemo da poseduje i=-neutralni slog

el; 82,.00, en_l, ako je

oo e =
(4) A(el,o-oy ei"‘l’x, ei+l’ ! n-l) x

za svaki x © Q.Ako je (4) ispunjena za svaki i & N » onda za ©1s Cpreeesy
1€, kaZemo da je neutralni slog.Ako je & = &, = see = € -1 = € onda =za
e ka¥emo da je i-neutralni, odnosno neutralni elemenat (ako je i-neutralni
za svaki i & Nn) .

U [30] je dokazano sledede tvrdenje: Svaka n-arna grupa Q(A)
poseduje l= i n- neutralni slog, pri Cemu je i svaka njegova ciklicna
permutacija takode 1- i n~neutralni slog.Ovaj rezultat predstavlja uop-
Stenje rezultata o jedinici u binarnoj grupu.Inale,n-grupa ne mora posedova-
ti neutralni elemenat,a moZe posedovati i viSe neutralnih elemenata,

Ako n-arna kvazigrupa Q(A) poseduje bar jedan neutralni ele-
menat (bar jednu jedinicu), onda za Q(A) kaZemo da je n-lupa.U binarnom
slucaju to je 1lupa.

Vazi sledeci rezultat: Neka je Q(A) n-grupa.Tada se na skupu

Q moZe definisati grupna operacija o tako da Je

2 1’)."1 . v .
(5) A(xl,...,xn) = X o\f)x2 0\0 X3 Oees0 x, o k, pri demu je

k ¢ Q fiksirani ®lemenat,a Y7 je automorfizam grupe Q(o) takav da je

\pn-lx = k 0 x o0 k—l,\Pk = k.

(Ovu teoremu je 1963. dokazao M. Hosszu u [24] , & nezavisno od njega i
L.M. Gluskin 1964, u [ 22] .Nov dokaz ove teoreme dali su V.D.Bjelousov i
M.D, Samdik u[10]. F.Rado je 1960. u [337) ovu teoremu dokazao za ternar-
ne grupe.)

U teoriji kvazigrupa vaznu ulogu igra pojam izotopije (jedno
uopsStenje izomorfizma).Za binarnu kvazigrupu Q(B) kaZemo da je izotopna sa

Q(A) ako egzistiraju permutacije CXf,/?),af , tako da je

(6) B, y) = X acx, o),

pri Cemu trojku T = (cyﬂ/3,5”) nazivamo izotopijom.Pri tom,za Q(B) kaZemo



izotop od Q(A).Umesto (6) piéemb jos i
T

(61) B = A, odnosno
BRCH- Ve,
(6,) B = AT .
Ako je ZYb= I, gde je I identilna permutacija skupa Q, tj.
ako je .
(65) B(x,y) = 4(%x,/By),

onda za B kaZemo da je glavni iztop od A.

r
pri X = /8 =4 (6) 4izraZava izomorfizam,koji ponekad bele-

Zimo owvako

(6,) B o= & .
ako je
T .,
(65) A = A

onda se T = (0(, /5, X) zove autotopija operacije A.
Analogno,za n=-arnu kvazigrupu Q(B) kaZemo da je izotopna sa

Q(A), ako egzistiraju permutacije X i O(i’ i & N , tako da je

(67) -1
B(Xl,xz,...,xn) = X A(O(IXI,OZZXZ,oQO,Man),
pri demu (n+l)-torku T = (OCl,v.;;,o( ,X)
n
nagzivamo izotopijom,

I&ﬁ.3r= I (kao u binarnom glufaju) za B kaZemo da je glavni

izotop od A.

Ako je Q(A) binarna kvazigrupa, onda su

Lx def A(k,x) i Rx def A(x,k)

bPermutacije skupa Q.Zovemo ih redom leva i desna translacija kvazigrupe Q(A).

Analogno,ako je Q(A) n-arna kvazigrupa,onda su

def '
LiX === A(kl, see ,ki"l’x’ki-l-l’.. . an) s

za sve i.GENh, permutacije skupa Q. Zovemo ih i-ta translacija n~arne
- kvazigrupe Q(A).
Pod L-izotopom n-kvazigrupe Q(A) razumemo glavni izotop sle-

dedeg oblika

"‘1 ~ -1 s
(E)xg5000,T, 7 (8) %),

-1, -1 ,~
A(Ll (a)xl,L2 (a)xzs--'rLi

pri emu je



Li(a)x = A(aly'°',ai_lyx93 ,...,an);

i+l

a su fiksirani elementi skupa Q[io].

Bia1r Fg417008y

Etl, 32,.0l’

U [ 5 ] Alvert je 1943. dokazao sledede tvrdenje: Svaka kvazi-
grupa je izotopna nekoj lupi, i to glavnoizotopna.

Ovaj rezultat su V:D. Bjelousov i M.D. Saudik 1966, u [10]
uop8tili na n-arni slucaj, tj. dokazali da je svaka n-arna kvazigrupa izo-
topna nekoj lupi, i to glavno izotopna.Preciznije: L-izotop n-kvazigrupe Je
n-lupa.

Slededi rezultat se u literaturi odomadio kao Albertov stav

[5] : Ako je lupa Q(L) izotopna grupi Q(.),onda je Q(L) takode grupa,izo-
morfna sa Q(.). -

Izmedu ostalog,Albertov stav kazuje da je izotopija u teoriji
grupe neplodna; u teoriji grupa se,naime,izotopija praktiéno svodi na izomor-
fizam.,.

n-Arni analogon Albertovog stava utvrdili su V.D. Bjelousov i
M.D. Saudik 1966, god. u [10].S obzirom na drugadije ponafanje neutralnog
elementa u n-arnim grupama,prirodno je §to u n—-arnom sluéaju on vazi u nes-
to "sputanom" obliku.Rezultat glasi: Ako je n-lupa Q(L) izotopna n—grupi
sa jedinicom Q(A),onda je Q(L) takode n-grupf(sa jedinicom), izomorfna
n-grupi Q(A). ("Sputanost" se ogleda u zahtevu da n-grupa Q(A) posedu-
je jedinicu.) Za. dokaz ovog rezultata korisdeni su rezultati B,Trpenovskog i
G. Cupone iz [39].

Pod centrom n-kvazigrupe Q(A) razumemo skup C svih elemena-

ta ¢ & Q za koje je
7 A(al’""ai~1’c’ai+l""’an) = A(alsooo’aj_lscyaj+l9"0,an)

pri svim i, j € Nn i za svaku (n-1)-torku elemenata al’az""’aj-l’aj+l)"'

'..’ai‘.l,aﬂl’i‘l,...’an 6 QO

(3) predstavlja sistem od (n-1l)-og zakona.,Ako na nekom n-gru=

poidu Q(A) vaZi samo jedan od zakona iz sistema (3), naime

(8) Afag,eeeash(ay, seennay, Yoo 1Bon-1 | =

= A [_al’°"’aj’A(aj+l’""aj+n)""’a2n~l,:’ 9

i, je N o1, 4 # J, onda ka¥emo da je na Q(A) ispunjen (i,j)=-asocijativ-

ni zakon, ili da je Q(A) (i,j)-asocijativna [39-] R
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Ako u n-arnoj kvazigrupi Q(A), odnosno u A(Xl’XZ""’Xn) fiksi-
ramo j-<;n promenljivih,dobijamo (n-j)-arni kvazigrupu; Q u odnosu na
f i Q! takode smatramo kvazigrupama (l-arnom).Ova éinjenica nam daje mogué-
nost prikazivanja ternarnih kvazigrupa Q(A) sa konadnim Q pomodu sistema od
m Cayleyevih tablica,pri demu je m moé skupa Q. Neka je Q(A) konaéna 3-
kvazigrupa.

Uvedimo oznaku

(9) Axr(x2,x3) = A(xl’XZ’XB)'

Ako fiksiramo x onda je QQ&X ) binarna kvazigrupa.Ovu kvazi-

’
1 1

grupu mozZemo predstaviti tablicom:

gde je y = A<X1’X2’X3)'U ovakvoj tablici se elementi u vrstama i kolonama ne
ponavljaju (zbog kvazigrupnosti operacije Ax')' 3-Kvazigrupa Q(A) de biti pri-
kazana sistemom tablice, r-ako-formiramo_> Cayleyeve tablice za sve kvazigru-
pe Qogx_), tje: za sve kvazigrupe koje se dobijaju iz (9) kada x, prode sav
skup Q. Potreban i dovoljan uslov za to da sistem od m Cayleyevih tablica,gde
je m moé skupa Q, predstavlja 3-kvazigrupu je: elementi koji stoje u pre-
seku X, = e vrste i Xy = eg stupca u svim tablicama Ax moraju biti ra-

zliciti za sve X1y Xpy Xg € q@ [10].

U uvodu je formulisana "teorema o detiri kvazigrupe".U drugom
delu potrebni su nam neki detalji njenog dokaza.Zato, uz izmenjene oznake,na-
vodimo dokaz S. Prefida iz [31] .

Neka kvazigrupe .Ai, i &N zadovoljavaju zakon

4’
(10) A [a,0x09),8]) = 4y [xa,,2)]

U (10) postavimo redom:

x =2z =k, x=k, y=%k, 2 =k, Uzimajuéi u obzir oznake

LiX = Ai(k,x), Rix

1

Ai(X,k), i G‘.N4’

nalazimos
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f RiL, = LRy,
' A (L,y,2) = LA, (y,2),
, 12 374
(11) {
Al(RZX’Z) = AB(X,L4,Z)§
| Rabp(3y) = As(x,Ry,9).

Iz (11) sledi da su sve Q(Ai), i 61N4, medusobno izdtopne.Po~
. sebno sve su izotopne sa Q(Al).Svi izotopi kvazigrupe Q(Al) zadovoljavaju

jednakost:
(12) M Goy) = TG 0G4, € a.

Uzimajuéi u obzir (11) i (12) nalagimo jednakosti:

Ay (x,7) = X:“lw(x,/%y)

Ay (x,y) = % "1R1'1A(.O<sz,/i>L4’lR
(13) 1, (o -1

Ay(x,¥) = A(O(Rx,/31,77y)

A, (x,y) = L3—1 X-lA(O(sz,/?’y).

Smenimo 1i (13) 4 (10),nalazimo jednakost:

éleA'jg(éf;lRl-lA(0(ﬁ2x7/3L4—1R4Y),/% z |
= X-lA[O(sz,/«)'Lll-lIB—lX—lA(O(LZY, /32)] .

Otuda,uzimajuéi u obzir prvu jednakost iz (11),nalazimo da je

Q(A) grupa, ako je X= I, 0(: Ry 1 /\)) = LjL,.

Tvrdenje je time dokazanoi

Jednakosti (13) se pRI tom svode na sledede jednakosti:

A-l(xyy) = A(Rlst3L4y)

A (x,y) = Rl'lA(R R,x,L R4y)
(14)

A3(x,y) = A(R R oX LBy)

A4(x,y) = L A(R L 2% L L4y)

U [25;]su opisani asocijativni u celom sistemi kvazigrupa.Na-
vodimo pojmove i rezultate iz [8] .

Neka je Q2 skup svih kvazigrupnih operacija na @, a 2: nje-
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gov podskup.Za Q (E:) se kaze da je oslabljani asocijativani sleva u celom

10 hy € L =3 A4, 4,E O ,tako

da va?i .(10).Analogno je definisan oslabljani asocijativni sdesna u celom

gsistem kvazigrupa,ako za svaki par A

sistem kvazigrupa.Za Q(2_ ) se ka¥e da je asocijativan sleve u celom sistem

. . < .. e
kvazigrupa,ako za svaki par Al AQ,GEE: === AB’ A4 € L tako da vazi (10
Analogno se definise asocijativan sdesna u celom sistem kvazigrupa.,Redom
ih obeleZavamo: EKFsistem, EK—sistem, LA-sistem i RA-sistem.Ako je Q (J_)
i LA- 1 RA-sistem, onda za njega kaZemo da je asocijativan u celom sistem.
Krade ga zovemo A-sistem.

Upori8na teorema je "teorema o detiri kvazigrupe",
Osnovne osobine:
l., Sve operacije fK—, EK—, LA~, RA-, A-gistema izotopne su jed-
noj te istoj grupi,pa,dakle, i medusobno.
2, Ako TA-, RA-, LA=, RA=, A-sistem sadrzi lupu,onda je ona gru-
pa.

3. Ako operacija C nije izotopna nijednoj grupi,ona se ne moZe uk-

ljuciti ni u jedan od iK, ﬁK; LA, RA, A-sistema.

4, (Schauffler-ova teorema) Q(f)) je LA-sistem (RA- ili A-sise

tem) samo pri n << 3, gde je n moé skupa Q.

POJAM KVAZIAUTOMORFIZMA

Za. CY/E'Q! se kare da je kvaziautomorfizam grupe Q(.), ako je
-1
X (x e y) =00x . (Xey™t . oly

za svaki par elemenata x,y € Q, pri Cemu je e jedinica grupe Q(.).
Neke osobine:

19 Ako je CXfe = e, onda je kvaziautomorfizam grupe Q(.) sa

jedinicom e njen automorfizam.

20 Neka jeC)(é automorfizam grupe Q(.), a k & Q fiksirani
elemenat.Tada je O (Qt, definisana sa

CX?X = CK;X + k,

kvaziautomorfizam grupe Q(.).
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3? Neka je!3<<proizvr“jer vaziautomorfizam grupe Q(.).Tada egzi-

stiraju automorfizmi C%)i /50 grupe Q(.) i elementi k, t, £ Q tako da

.-

N

o(x

je .
fo = Osf.:ox-k i

'GXO

/o

o

4s Ako je D(/kvaziautomorfizam grupe Q(+), onda su

CX? X = C(fx ¢ k i cxf" x= t 6(7:x,

gde su k,t & Q fiksirani elementi,takode kvaziautomorfizmi grupe Q(.«).

50 Ako je X kvaziautomorfizam grupe Q(.) sa jedinicom e, onda

su

0(13( - O x. (Ce) ™t 3 D(ZX = (O(e)-loo(x

automorfizmi grupe Q(.).

69 Skup svih kvaziautomorfizama grupe Q(.) ¢ini grupu u odnosu na

komponovanje permutacija.

77 Proizvoljna autotopna permutacija grupe Q(.) je njen kvaziauto-~
morfizam, |

89 wNeka je C(féutotopna permutacija grupe Q(.+); tj. neka egeisti-

raju /43 dfCTQ' tako da je
o (x4 y) =/3x-d)'y.

Tada su//3 i a}’kvaziautomorfizmi grupe Q(.+).

97 Neka D(,/Z 2{”5 L P.¥ car, a a(l) de grupa.iko vazi

jednakost
ﬁl—p((x . y)-z__] = XX °O(‘Py N z)
za svaku trojku elemenata x, y, z { Q, onda su CXT /3 44} QS YO i '
kvaziautomorfizmi grupe Q(.).
Korigéenjem osobina 1-4, i 1° - 90., utvrdeni su slededi re-
zultati:
17 Neka je Q(y) TA-sistem.Tada se na Q moZe definisati grupa

Q(.) tako da se proizvoljne C¢& E::izraéava na sledeéi nadin:

N

C(x,y)
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gde je *9 automorfizam grupe Q(.), a ZYL je neka permutacija skupa Q.U slu-
%aju RA-sistema, a}.je automorfizam grupe Q(.),oﬁ%yje neka permutacija skupa

Q.
2! Ako grupa Q(o) pripada TITA-sistemu, onda se mo¥e definisati

grupa Q(.) tako da je
X 0o ¥y = Xe«t oy,
gde je t & Q fiksirani elemenat.

37 Neka je Q(2_) la-sistem. tada se na Q moZe definisati grupa

Q(.) takoir da se proizvoljna A € ?:: izraZava na sledeéi nadlin:

C(x,y) = \Px -t LV ¥

pri demu su ‘%? i \¥‘ automorfizmi grupe (), a t € Q Jje neki fiksira-

ni elemehat.Isto vaZi za sludaj kada je Q(}_) RA-sistem.

472 Ako je

2. - {C | ¢(x,¥)

(Y ) LA-sistem,

x -t ey, t& Q} , a Q(.) grupa,onda je

52 Q(Y), gde je

> ={Cl0(x,y) W Ny \&; Wéﬁ},

pri Cemu je J%t skup svih automorfizama grupe Q(.), predstavlija A-sistem.

62 Q(Z:), gde je

> = {11!0 (%,3) = Wzt Xy ; \fhlfjéilff, t &€ Q} ,

pri Cemu je\j% skup svih automorfizama grupe Q(.), predstavlija A-sistem.
Ovaj sistem je obeleZen sa §:: { .
’r . ,}. - . v - Y o .
T LA-sistem {je maksimalan, tj. on se ne mozZe ukljuliti u

Siri LA-sistem,

87 Ako je z: maksimalan sistem,on ima oblik 2 { '}

9) Svaki maksimalan LA-sistem je A-sistem.

10. Broj operacija maksimalnog A-sistema, definisanog na konacdnom
Q, jednak je n -« f2G§ N, pri Cemu je n moé skupa Q, a f je broj au-

tomorfizama genératorne grupe Q(.).
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11.) Dva maksimalna A-~sistema na istom skupu Q ili nemaju zaje-

dnidkih operacija ili se podudaraju.

12. Neka je (R, +) grupa svih racionalnih brojeva u odnosm na sa-~

biranje.Tada je Q(2_), gde je
Z = {C\C(x,y): X+ky,k€-Z\{03}

RA~sistem, ali nije A-sistem,

Na LA-, RA-, odnosno A-sistemima kaZemo [b] da Je dispunjen
zakon (10) sa jednom ili obe od slededéih implikacija:

(Al’ A — (A3, A

(85, A,) —-— (4, A)).

Postoje, medutim, i takvi sistemi Q(3 ) na kojima je neki
zakon dispunjen za .proizvoljne operacije iz E: . Muicmo tada redi da je
zakon totalno ispungjen,’

(U [9] se takav zakon zove ‘"sverhta¥destva",)



ITI DEO

n-ARNE KVAZIGRUPE I OPSTA n-ARNA ASOCIJATIVNOST

2.1, GENERALIZACIJA BJELOUSOVLJEVE TEOREME O CETIRI KVAZIGRUPE
NA TERNARNI SLUCAJ

2.1.10 U V O D

U prvom delu naveden je dokaz sledele teoreme V.D.Bjelousova
(str.11).Ako su Q (A,), 1 € N
nost

(1) Al[-A2(X,y,),Z] = A3[X9A4(y’zs)]

onda su one izotopne jednoj te istoj grupi Q (A).Sledeéi stav predstavlja

4 kvazigrupe i zadovoljavaju opstu asocijativ-

generalizaciju ove teoreme na ternarni sludaj.

T e or ema 1. Ako ternarne kvazigrupe Q (Ai), iJSN6 def

{1,2,3,4,5,6} ,zadovoljavaju op3tu ternarnu asocijativnost
(2) Al[éz(x,y,z),u,vj = A3[§,A4(y,z,u);v] = As[%,y,A6(z,u,vi] ,onda
su sve Q (Ai), i G—N6, izotopne jednoj te istoj ternarnoj grupi sa jedini-

com Q (A), pri Cemu egzistira binarna grupa Q (B) takva da je A(x,y,z) =

= B [B(x,y),ij .

Teorema 1, je mporisna u tredem delu rada,Pored toga ona
je potrebna za generalizaciju teoreme o Cetiri kvazigrupe na n-arni slucaj.
2.1.2. DOKAZ TEOREME

L ema l. Ako ternarne kvazigrupe. Q (Ai), ieg N6’ zadovoljavaju

op$tu asocijativnost (2), onda su Q (Ai) za ie;Né\{4} medusobno izotopne.

Dokaz
(2) moZemo posmatrati kao sledele jednakosti
(21) Al[Az(x,y,z),u,v] = A, [x,A4(y,z,u),vJ
Al[AZ(x,y,z),u,v] = Ag Ex,y,AG(z,u,v)]

ABfQCyA4(y1Z9_u)9VJ = A-5 EX,y,AG(Z,U.,V)J_.
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Postavimo redom y = z =k u (21), x =y =k i u=v-=2%k
1 (22) i z =u=%k u (23), gde je k@& Q fiksirani elemenat,
Nalazimo
[y EAg(x,k,k),u,v] = a,[ x4, 00k,0), v_]
o, [a,G0k,2)u,v ] = A [k k,Ac(z,u,v) ]
$ay [Rotnyiediok ] = ag [xyg(a,k,0) ]
(3) Ay [A,Gey02) 000k ] = Ay [%,3,44(2,k,K) ]
L& Bty (oii,v] = 4 [, 754 (k, X, v) ]

1]

i

Uvodenjem oznaka
def def . def

Lix = Aigk,k,x), Six === Ai(k,x,k) i Ryix ==

Ai(x,k,k), ié‘-NG, (3) prelazi u

i Al(sz,y,z) = AB(X,L4y,z)
Al(sz,y,z) = L5A6(x,y,z)

(4) RiA,(x,¥,2) = Ag(x,¥,Rg2)
AB(X,R4y,z) = As(x,y,L6z)

PosSto su translacije Li’ Si i Ri’ i€’N6,permutacije skupa
Q, iz (4) nalazimo da su Q (Ai), i@]ﬂé\f{4;, medusobno izotopne; cime Jje

Lema 1, dokazana,

L ema 2., 3-Kvazigrupa Q (A4) iz dokaza.Leme 1, je izotopna
nekoj 3-grupi sa jedinicom Q (A).
Dokaz=z

U (2) postavimo x = v = k. ©Nalazimo

Al[Az(k9Yszs)’usKJ = 83A4(y,Z,u) = AB[E9Y’A6(Z,u’ki]: 3.

(5) : S3A4(x,y,2) = Al[Az(k,x,y),z,kJ i
_ - -
(6) A (A, 005,90 5,0 ] = A [i,x,00(y,2,10]
Uvedimo oznake:
| B, (x,7) = A (x,7,k)
(7) By(x,y) = A (k,x,y)
BB(X,y) = As(kyx9y)
B, (x,¥) = Ag(x,y,k)

Iz (6) i (7) nalazimo da Q (Bi), i€5N4, zadovoljavaju jednakost

(8) BlfBz(x,y%z:l = B3[x,B4(y,Z)]
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Podto su Q (Ai), i€ Ngs 3-kvazigrupe, iz (7) nalazimo da su
Q (Bi)’ i G’N4, binarne kvazigrupe.Uzimajuéi u obzir ovu &injenicu, iz (8),
na osnovu teoreme V,D.Bjelousova o Cetiri kvazigrupe, nalazimo da postoji
binarna grupa Q (B) sa kojom je izotopna svaka od kvazigrupa Q (Bi), i<€'N4.

Iz (5) i (7) nalazimo da je
(9) Syh, (x,5,2) = B, [B,(x,y),2] .
Poito je desna strana u (9) leva u (1), to su izotopije Q (Bl)

~ Q (B) i Q (Bz)/\w’Q (B) sledebeg tipa (videti dokaz Bjelousovljevog

stava o detiri kvazigrupe, I deo,str.q41):

(B (/zx,...)
/3'13(...).

i

i B,(x,¥)
gde su CA 1/3 permutacije skupa Q.

1]

Uzimajuéi ovo u obzir, (9) moZemo notirati na slededi nadin

(10) SBA4({7 x,'?y,7 z) = B [B(x,y),zﬂ, pri &emu su’g ,? i
permutacije skupa Q, 2 Q (B) je binarna grupa.

Kratkim radunom mo¥emo se uveriti da je Q (A),zgde je
A (x,y,2) = B [@(x,y),i] ,
ternarna asocijativna kvazigrupa sa jedinicom.Otuda,uzimajuéi u obzir (10),
nalazimo da je Lema 2.dokazana,
Lema 3, 3-Kvazigrupa Q (A3) iz dokaza Leme 1, izotopna je 3=~

grupi Q (A) iz tvrdenja Leme 2,

DOKAZ
Iz (21) za& 2z = u = k nalazimo da je
A3<X5R4y’z) = Alpz(}hy,k)’kyzj .
Uvedimo oznake:
{'ﬁl(x,y) = A (xky) i
(11) h-ﬁz(x,Y) = A (Xska)
Dakle, AB se izrazava pomodu El i 32 na sledeéi
nading
(12) AB(X’R[‘_Y’Z) = ﬁl[ﬁz(x,y),z:] .

U (22) postavimo x = u = k,

Nalazimo 3



(13) Al[gz(k,y,z),k,;] = AS[},y,AG(Z,k,v)J .
Uvedimo oznaku:
(14) By(x,y) = Ag(x,k,¥).
Uzimajuéi u obzir (7), (11) i (14), (13) mozemo notirati
ovako:
(15) _B'l[Bz(x,y),z:] = BB:(K,-EL]_(Y,Z)J .

Otuda,na osnovu Bjelouslovljeve teoreme o Cetiri kvazigrupe,iz-~

lazi da je Q (51) izotopna sa Q (B) iz dokaza leme 2,

U (21) postavimo z = v = k.

Nalazim®:
(16) a[Ap0e, 3,k u,k] = Ay [xa,(v,0ku) k]
Uvedimo oznake:
1n [e3(xy) = Ay(x,y,k)
104(x,y) = A4(X,k,Y)
Uzimajuéi u obzir (7), (11) i (17), iz {(16) nalazimo da je:
(18) Bll:'ﬁz(x,y),z,] = C3 [X.C4(y,z)] .

Iz (18) nalazimo da je i Q (32) izotopna sa Q (B) iz doka-
za leme 2.

Uzimajuéi u obzir veé pomenuti dokaz Bjelousovljeve teoreme o
detiri kvazigrupe (videti I deo,str.ff ), za (15) i (18) nalazimo sledede

jednakosti:

Za (15) -
(19) JBl(x,y) = E(Iflx,---)
\Bz(x,y) = Ry "(Bees)s
za (18) -
(20) Bl(x,y) = B (Rix,...)
e /"1‘.
Bz(x,y) = Rl B (-.c)o
Uzimajudéi u obzir (11) i (7), nalazimo da je ﬁlx = Al(x,k,k)
1 Rlx = Al(x,k,k),sto znaci da je Ri = Rl' _
Uzimajuéi u obzir (19), (20) i Rl = Ri, nalazimo da su izo-~

topije @ (Bj)/™~ @ (B) 1 Q (B,)~~ Q (B) sledeeg tipa:

B, (x,5) = B (/Z)x,---)
B, (x,¥) A1 (...

Otuda,uzimajuéi u obzir (12), nalazimo da je:
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(21) A0Sy de) = B[BOY), 2],
gde su_HQ,‘f’i permutacije skupa Q, a Q (B) je binarna grupa iz dokaza
leme. 2.Kako je Q (A), gde je A definisana sa

A(x,y,2) = B[:B(x,y),ZJ ’

ternarna grupa iz tvrdenja leme 2, to je, obzirom na (21), lema dokazana.

Uzimajuéi u obzir leme 1-3,nalazimo da je teorema 1, dokazana,

—

Teorema 1, sa navedenim dokazom publikuvana je u radu [41 J

NAPOMENA :
Ako se izvesni delovi dokaza lema 1-3. dopune detaljima,onda

se, uz nesSto raduna, mogu dobiti sledele jednakosti:

(.Al(x,y,z) = A(Rlx,S3L4x,L5Laz)
Azkx,y,z) - i A(R Ry%,5,R,¥,LgRe2)

(22) 4 A3(x,y,z) = A(R R oX SBy, 5L6Z)
A, (x,5,2) = 5y A(R S,%,LgRcY, LgSez2)

As(x,y,z) = A(RlRex 83R4y,L52)
\ Ag(x,y,2) = I Ia(r 1Lp%5851,7, LLe2)

Pri Cemu je Q (A) ternarna grupa sa jedinicom iz tvrdenja Teoreme 1,

242, GENERALIZACIJA BJELOUSOVLJEVE TEOREME O CETIRI
KVAZIGRUPE NA n-~ARNI SLUCAJ

Teorema 2, Ako n-arne kvazigrupe Q (Ai), i G‘Kzn, zadovolja~-

vaju opstu n-arnu asocijativnost, #j. sistem zakona

(1) AlEﬁz(al,az,...,aj_l,aj,.,.,am),...,ai+n_l,...,a2n_l]

A2j-l[él""’aj-l’A2j(aj""’aj+n-1)’aj+n""’a2n-lJ za sve

J G{E,...,nz ;onda s sve Q (A;), i &€ N, ,izotopne jednoj te istoj n-arnoj

J
grupi sa jedinicom Q (A), pri demu egzistira binarna grupa Q (B) tako da
Jje -
(81,855 0ee52,) = BLB(.0uB(B(ag,8,)585)000)58, 1058, ] o
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DOKAZ TEOREME
Opsta (1,j)-asocijativnost i neke posebne oznake

P
Za fiksirani J & f2,....,n} iz (1) dobijamo jedan zakon,koji demo
zvati ( [;39:} ) I deo,str. 9 ): opsti (1,j) - asocijativni zakon.
Tako je

(19 Ay [AZ(al’aE""’an-l’an)’an+1"”’a2n-1] =

= A2n-1l_al’az""’an-l’Azn(an’aml’°"’a2n.--1)]

op3ti (l,n)-asocijativni zakon.

Keristidemo i opsti (1l,n-1) ~asocijativni zakon:

(1) Ay [AZ(al°’”an-z’an-l’an)’an+l’°"’a2n—2’a2n-1;] =

,an,...,a

= Aon-3 [a1s e 2nzrhonontenn 2n-2)’a2n-i] .

Uvedimo sledeée oznake:

(2)) Az(L’d)(ai+1’ai+2""’an) = Ao,k een,k8, 0585 5reeesBy),
(2,) AZ(R’d)(al,az,...,ai_l) = Ay(ag,8,,00058, 55Kk, 000,k),
(23) Al(L’d)(al’ai’ai+f""’an) = Al(al,k,k,...,k,ai,...,an) i
(24) Al(R’d)(al,az,...,ai) = Al(al,az,...,ai,k,k,...,k),

@),y (R,

a € {’2,...,n—1t}, a k je fiksirani elemenat skupa Q.

gde je 4 du#ina operacija A, Al(L,d) 5 Al(R’d)’

Neki asocijativni sistemi kvazigrupa
arnosti ni%e od n indukovani sa (1)

U (1) postavimo y
[ #q = : 241 =

< 8 = 8, =Kk + B4l = Bpyp = K
\ al = enoe = an_2 = k 1 an+4 = eee8 = a?-n_l= k.

Nalazimo redom:
sistem (n-1l)-arnih kvagzigrupa koje zadovoljavaju upstu (n-1)-

arnu asocijativnost,
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sistem (n-2) =-arnih kvazigrupa koje zadovoljavaju opStu (n-2)-
arnu asocijativnost,

s - Gan G0 Y Tt o U fon . R o  — Tn " WS 4t S B e Gt v G S e G D TS G A P ek e e D S hee S e T e G T e S g

sistem ternarnih kvazigrupa koje zadovoljavaju npStu ternarnu
agsocijativnost,

sistem binarnih kvazigrupa koje zadovoljavaju opStu asocijativ~

Pri tom,prva kolona u (31) daje kvazigrupe tipa (21), a druga ko~

lona u (31) daje kvazigrupe tipa (23), redom obrazovane od A, i Al

Sistem binarnih kvazigrupa formiranih na nacin (31) zadovoljavaju

slededéu jednakost:

) a, ®D08,52 aiz] = o [x0y0) ]

U (1) postavimc redom

&y =k 1 8y, =k
8p = 3p-1 = K 1 8op on-2 = K

(32) ----------- J -----------------------------------
an = ede = 8.3 = k 1 a2n—l eve = an+2 = k.

Nalazimo redom:
sistem (n-l) -arnih kvazigrupa koje zadovoljavaju opStu
(n-1) -arnu asocijativnost,
sistem (n-2) -arnih kvazigrupa koje zadovoljavaju opstu
(n~2) =-arnu asocijativnost, #
sistem ternarnih kvazigrupa koje zadovoljavaju opsStu ter-
narnu asocijativnost,
sistem binarnih kvazigrupa koje zadovoljavaju opsStu asoci=-
Jativnost,
Pri tom, prva kolona u (32) daje kvazigrupe tipa (22), a druga
kolona kvazigrupe tipa (24), redom obrazovane od A2 i Aqe
Sistem binarnih kvazigrupa formiranih na nadin (32) zadovoljava
Slededu jednakost:
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(B) Ai(E,Z) [AZQR’z)(x,y),2%]= Cg(ix,cg(y,%):]

Za 8, = oo =2 o=k 1 a . ,=...= 3, 1=k iz ("
nalazimo da je

(©) a2 [ 0Dy n] o o[ 0 e,

Oznake polijadilnih grupa sa jedinicom
Koristidemo sledede oznake:

Q (A) za n-arnu grupu sa jedinicom,
Q (Bi) za i-arnu grupu sa jedinicom, i & {}L...,n-%} s

i Q (B2) = Q (B) za binarnu grupu.

Dve leme i induktivna pretpostavka

Na osnbvu Bjelousovljeve teoreme o . Cetiri kvazigrupe,uzimaju-
éi u obzir njen dokaz iz [ 31 J (I deo,str. 11), (&), (B) i (C), na-
lazimo da vaZi sledele lema.

(R,2) y (1,2) 38,02

L ema 1, Binarne kvazigrupe Al(L’z), Al

izotopne su jednoj te istoj grupi Q (B),pri Cemu je

( Al(L?z)(X,y) = B (Rl(L’z)X,...)
-1
AZ(L’Z)(x,y) - r BB Tp(l)
(4,)
1 Al(R,Z)(X’y> = B (Rl(R,z)X,..')
-1 L
\,A2(R’2)(x,y) = Rl(R’2> B(eoe)e
Neka je

(L,3) ,(L,3) . . .
(a) Aj_ [ A2 (al,az,aB),a4,a51 = A3 [al,A4(a2,a3,a4),a5;} i
(b) .
(R,B) (R,B) % A T
Ay [:A2 (al,az,aj),a4,a55]_ A3L?1,A4(32,a3,a4),a51:.
Za a, = ag = k iz (a) nalazimo da jJe
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(o) 8,z = a BT B gy o ]

Za a_ =a, =k iz (b) nalazimo da je

3 4
@ Ky = s R, 0 k0 ]

Iz (C) sledi da je

L,2 R,2
- a8 2 g

a sa /~\» je oznalena izotopija.

, gde je Q (B) binarna grupa,

Uzimajuéi sada u obzir Teoremu l.,(a),(b), dokaze lema 3, i

4, iz 2.1.2., (c), (d4) i (D), nalazimo da su A (L,3) A (L,3) A (R,3) N
1 * 2 »

AZ(R’B) izotopne 3-grupi sa jedinicom Q (A),pri demu je A(x,y,z) =

= B[:é(x,y),z:] , gde je Q (B) binarna grupa iz (D).
Otuda,uzimajuéi u obzir NAPOMENU iz 2.1.2, nalazimo da vazi
sledede tvrdenje:
L ema 2, Ternarne kvazigrupe Al(L’B) AZ(L’B), Al(R’B) i AZ(R’B)
izotopne su jedno] te istoj 3-grupi sa jedinicom Q (BB)’ pri demu je
1?7 BB(x,y,z) = BF_B(x,y),z.‘],
gde je Q (B) iz tvrdenja Leme 1l.; i

(L,3)

2? ( Al(L’B)(x,y,z) = By(R, Xyeos)

< 0, 0 (x,y,2) - Rl(L’B)—l By(eas)

) 8, By, = By B Px,0
\ Az(R’B) (x,¥,2) = R1(R’3)-1BB(...).

Induktivna pretpostarvka i=arne kvazigrupe

L1 . . . ,
Al( ,1), A2(L91), Al(R,l) 1 A2(R’1), i € '{3,...,n-1} ,izotopne su

Jednoj te istoj i-armoj grupi sa jedinicom Q (B ), pri demu je

. i
1o By(@y,85,000,85 4,85) = B[jBi-l(al’aZ""’ai—l)’ai] ’

gde je Q (B) binarna grupa iz tvrdenja Leme 1., a B, = By i
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2% "Al(L’i)(al,ag,...,ai) = Bi(Rl(L’i) Blrees)
Az(L’i)(al,az,...,ai) = Rl(L’i)m1 Bi("‘)

(43) < Al(R’i)(al,az,...,ai) = Bi(Rl(R’i)al,...)
\AE(R’i)(al,az,...,ai) = Rl(R’i)-l Bi(...).

B g R

Uzimajuéi u obzir dogovore o operacijama A

d@‘{é,...,n-l}
(L,d) N Al(R’d)’

Translacije R

1
lazimo da va%i i slededa lema.

. . _ i
Lemna 3. Rl(L’l) = Rl(R’l) = Rl za svaki¥iz skupa’ {2,...,

pri ¢emu je R.x = Al(x,k,k,...,k).

1
Izotopija operacija Azj’ Jj& {2,...,n-l}
L ema 4. n-Arne kvazigrupe Q (AZJ)’j c {é,...,n-l} , iz (1)

izotopne su jednoj te istoj n-arnoj grupi sa jedinicom Q (A),pri cemu je

A (al’a27""an) L B[Bn-l(al’aZ""’an—l)’an.] 2 gde su

B i Bn-l iz lema 1-2, i induktivne pretpostavke.
DOKAZ
-
l & = = = = i = = ces =
Iz (1) =za a) a, cee aj—l k i aj+n aj+n+1 . 8-

nalazimo da je

(5)

= Al(R,J)[ AZ(L,n"'J'I'l) (a

L.
2j-1205(819850 0008 158)) 19800000 a8y 59 )aeee

za gvaki j G’{é,...,n—l} y pri Cemu je L translacija n~kavzigrupe A

2j-1

na-~

-1

1 =

,a,;]l'

2j-1°

S obzirom da iz J §1{2,...,n-1} sledi n—j+1.€'{2,...,n-l} ,

iz (5), na osnovu induktivne pretpostavke i Leme 3., nalazimo da je

Agj, j@?{é,.,.,n-l}-, izotopna sa Q (A), gde je

(6)  Alap,ay,eeesa)) = By [Bn-j+1(a1’""an-j+1)""’an], .

Uzimajuéi u ubzir Lemu 1., Lemu 2. i 1% iz induktivne pret-
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postavke,indukcijom nalazimo da se Bi za svaki iif{g,...,n-l} moZe pred-

staviti binarnom grupom Q (B) iz leme 1. na slededi nadin:
(7) Bi(al’az”"?ai) = B'LB("°(B(a‘1’8'2)!aB),'°‘)\’ai]’

Posto je Q (B) binarna grupa i 32 =B, iz (7) i (6), na-
lazimo da je Q (A) n-arha grupa sa jedinicom,koja se pomodu B predstavlja

na nadin (7).

s e PRT I .‘_/_-: [
Izotopija operacije A2n-3 sa A2j’ J,vgé,...,n l}

Lema 5. n-Arna kvazigrupa Q (A2n-3) iz (1) izotopna je

n-grupi Q(4) a tvrdenja iz Leme 4,

DOKAZ
Iz (17°) =za 8, =8, .7 = ees =8, 5 = k nalazimo da je
8 =
(8) A2n-3(al’a2"'"Rn-2an—l)
_ (Lsz) il (Rsn"l)
= Al LAZ (al,az,...,an_l),a;]_,
pri demu je Ropo translacija kvazigrupe Q (Azn-Z)‘

Iz (8), na osnovu induktivne pretpostavke i Leme 3.,nalazimo da je

Q (AZn-B) izotopna sa
B [én_l(al,az,...,an_l),an] ,odnosno Q (A) iz tvrdenja

Leme 4.

Medusobna izotopija operacija Al,Az,AZn,Azj_l,aqz{é,...,n}

Koriséenjem metode iz dokaza teoreme o detiri kvazigrupe

(I deo,str.77 ), nalazimo da va?i i slededa lema,

L ema 6., n-Arne kvazigrupe Al, A2, A2n’ AZj—l’ j& {:2,...,n} ’

iz (1) medusobno su izotopne.

ZAKLJUCAK
' Konalno,uzimajuéi u obzir leme 4-~6,, obzirom da je AZn-B zah~
vadena lemom 6., nalazimo da je Teorema 2. dokazana,
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243 : NEKE POSLEDICE KOJE SE ODNOSE NA n-ARNE GRUPE

Ako u (1) iz 2.2. postavimo Al = A2 = A2j-1 = A2j za sva

iE{[Z,...,n} , na osnovu Teoreme 2,, nalazimo da vazi sledele tvrdenje.

Teorema 3. Svaka n-arna grupa Q (G) izotopna je nekoj n-ar-

noj grupi sa jedinicom Q (A), pri demu egzistira binarna grupa Q (B) tako
2 Je

9 3¢ Aa,eeesa) = BLBG L (B(B(2;,8,),25) 5000008, 1.

NAPOMENA 1.

Poznato je da se svaka n-arna grupa Q (G) moZe predstaviti pomodu
binarne grupe Q (B) i njenog specijalnog automorfizma (Hysszu=Gluskinov
stav,I deo,str. 7 ).Teoremu 3. moZemo formulisati i na slededi nadin: ako
je Q (G) n-arna grupa,onda egzistira binarna grupa Q (B) i permutacije
ols i € N_, tako da je

G(.al""’an) = B[B(oa-(B(B((Xlal,O(zaz), 333),.a|),0(nan_‘]. Dakle,

Teorema 3. je slabija od Hosszu-Gluskinove utoliko $to ne opisuje permuta-

cije Dci’ iENn.

NAPOMENA 2.

U [1Qt}je utvrdeno da je L-izotop (I deo,str.8-9) proizvoljne n-
arne kvazigrupe n-arna lupa.Takode je utvrdeno da,ako je n-lupa Q (L) izo-
topna n-grupi sa jedinicwm Q (A), onda je Q (L) takode n-grupa (sa jedini-
com),izomorfna sa 'Q (A) (Bjelousov~Sandikov stav=-generalizovan Albertov
stav), Zato,uzimajuéi u obzir Teoremu 3., nalazimo da vaZi sledede tvrde-=
nje:

Teorema 3% L-izotop proizvoljne n-grupe je n-grupa sa jedi-
nicom,

Uzimajuéi u obzir Teoremu 3-,lako se dokazuje sledede tvrdenje.

Teorema 4. Ako n-~grupa poseduje jediniéni slog,onda je ona

n=-grupa sa Jjedinicom.

DOKAZ

Neka je €)1€55000,8 jedini¢ni slog n-grupe Q (G) (I deo,

n-1
str, 7 ), koji obeleZimo krade sa 'E'.Tada je Li(15 ) = I za svaki
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i;@‘Nn, pri Cemu je I identilna permutacija skupa Q. To znadi da je L-izotop
n-grupe Q (G) sama n-grupa Q (G), jer je

1 -1

G(Ll Byseee,l an) = G(Ial,...,Ian) = G (al,...,an).

4 e
Otuda,na osnovu Teoreme 3 ,nalazimo da je tvrdenje tacno,

Obrnuto tvrdenje je trivijalno.
Ako je Q (B) binarna grupa,onda je Q (G),gde je

~

G (al”"’an) = Bt;é(---(B(B(319a2)’aB)9-'0)’an:]9 n-grupa sa
jedinicom.Tvrdenje je evidentno.Dekazademo obrnuto tvrdenje,tj. sledeléi stav.

Teor ema 5% Neka je Q (A) n-grupa sa jedinicom e,Tada egzisti

~-ra binarna grupa Q (B), tako da je

0 — — — — m—

13 A(al,...,an) = B[jBC...(B(B(al,az),aj),...),an] i
o . Py —

2, : B(x,y) = A(x,7,€,€,404,€)

Dokazg t e oreme

Lema 1. Neka su Q (A) i Q (&) izomorfni n-grupoidi.Ako je F
izomorfizam Q (A) na Q (&) i ako k(& Q@ pripada centru (I deo,str. 9 )
n-grupoida @ (A), onda je Fk u centru n-grupoida Q (&).

Tvrdenje je eéideﬁtno.Evidentno je i sledecde tvrdenje.

Lema 2. Neka je Q (A) n-grupa sa jedinicom e, i neka je
A(ay,eeera)) = B[B(...(B(B(ay,a,),.00)8, ] , ede je
Q (B) binarna grupa.Tada je e u centru n-grupe Q (A).

Uzimajuéi sada u obzir Teoremu 3., generalizovan Albertov stav

(I deo,str. 9 ). Lemu 1. i Lemu 2., nalazimo da va¥i sledede tvrdenje.

' Lema 3, Ako je Q (A) n-grupa sa jedinicom e, onda je e u cen-
tru n-grupe Q (&). '

U (1) iz 2.2. postavimo A = A, = Ay = Ay = K, € {2,000},
pri demu je Q (A) n-grupa sa jedinicom e. Postavimo dalje an = a2n-l = e.,Ako
Jo$ uzmemo u obzir Lemu 3., tj. da za svaku (n-1)-torku al,ag,.;.,an_l e-

lemenata iz Q vaZze sledede jednakostis
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A(al,az,...,am_l,e) = A(al,az,...,an_

K(e,al ,8.2, ¢80 !an_z,an_l) b

onda nalazimo da vazi sledele tvrdenje:

Lema 4. Ako je Q (KA) n-grupa sa jedinicom e, onda je Q (ﬁﬁ_l),

gde je

(a = K(al9a2,00°’a s€),

Bn-l n-1

(n=1)=-grupa sa jedinicom e,

Ako u (2) iz 2.1. postavimo A, = K, za sve iENg, gde je Q (&)
3=grupa sa jedinicum e,i x = v = e, uzimajuéi pritom u obzir Lemu 3, i Lemu

4,,nalazimo da vazi i sledede tvrdenje.

Lema 5, Neka je Q (A) 3~grupa sa jedinicom e.Tada egzistira

binarna grupa Q (B), tako da je

L R(ay2g02;) = B[Blag,a5).,]
o - _
2. B(x,y) = A(x,y,e).

Induktivna pretpostavka. Neka je Q (&) i-ar-
na grupa sa Jjedinicom e, gde ié?{é,...,n—l} .Tada egzistira binarna grupa

Q (ﬁ} tako da je

0 'y =f= == .
1. A(al,az,...,ai) = 13E:B(...(B(B(al,az),...),a;]‘ i
29 Blx,7) = (X, ¥9€6,€5000,€)

U (1,2)-asocijativan zakon za n-grupu Q (X) postavimo

a = &4 =

1 n+2 tee = 8on1 < C

Nalazimos

A(al,az,...,an) = B [Bn-l(al’az”"’an-l>’aﬁ] , gde je

Bn-l(al’aZ""’an—l) = A(esalt@z!ol'sanyl)9 a

ﬁ(x,y) = K(X,yye’eyth,e)
Otuda uzimajudéi u obzir Lemu 5.,Lemu 4. i induktivnu pretpos-

tavku,nalazimo da je Teorema 5. dokazana.
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2ehe JEDNA NAPOMENA UZ GENERALIZACIJU TEOREME O CETIRI
KVAZIGRUPE NA n-ARNI SLUCAJ

U okviru dokaza teoreme o Cetiri kvazigrupe u bi}

(I deo,str.10-11)utvrdene su sledede jednakosti:

(Al(x,y) = RlX.L3L4y
| _ 1
Az(x,y) = (R R X, L3R4y)
(1)
| A3(x,y) = Rlex.LBy
A4(x,y) = 3 (R L,x.L L4y)

gde je Q (.) grupa, a Ly i R,

5 iG;N4, su translacije kvazigrupa Q (Ai),
igN

4° -
7 _ /3, _ _ . _
Smenama Ry =&, I, =/, RyR, = g, L,R, = S i Ly = ¥,

jednakosti (1) postaju slededle jednakosti:

(4007 = x. 2y
Ay = LN y)

) { Ay(x,y) = [ x. Py
LA (x,y) = ¥l x./2y)

V.D.Bjelousov je u [ 9 _J uveo slededn relaciju ekvivalencije u
skupu Q! '
def ' .
<2) O(_/’\’/q“ < (Ba,bE Q)(Vxé Q) (O(X = a./}ax.b), gde je Q(')
binarna grupa.
Ako sc umesto x.y piSe B(x,y), onda se (2) moZe izraziti na slede-

i nadin:

(2)) A~B2Es (Fa,pea)(Wxe ) (ox - B [2,B(Bx,0)] ).

Ekvivalencija iz (2) uvedena je radi formulacije sledeleg rezulta-
ta,.Grupa Q(.) iz (l ) odredena je sa taénoddéu do izomorfizma, a permutacije

< ﬁﬁ)sa tacnoscu do ekvivalencije r~“/,

Dokazademo n-arni analogon ovog rezultata.U tu svrhu uvodimo slede-

’,
M AALIE Al 2.
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Defindiciija 1. Za(Xf,/%gE Q! reéi demo da su ekvivalentne,

u oznakama(X}~%3 , ako i samo ako egzistiraju al’aZ""’an—l’an+1""’a2n—1

= @ takvi da je za svaki x& Q.

(2 O<X = A ra]_’ag’""an—l’A</3x’an+1"..’aZ‘n—l)‘] 9

o)
pri demu je Q(A) n-grupa sa jedinicom.

Za binarnu , relaciju definisanu sa (2) lako se dokazuje da je relacija
ekvivalencije u Q!.Da Jje binarna relacija u Q! uvedena Definicijom 1, rela-

cija ekvivalencije,potvrduje sledeéi stav.

grupa
L ema 1., Neka je Q(A) n-arnaVsa jedinicom e.Neka je,dalje, Q(B)

binarna grupa takva da je

(3) A(al,az,aB,...,an) = B [:B(...(B(al,az),aB),..,),an] xz

Ako C{vﬂlﬁ.Q! zadovoljavaju (22) u odnosu na A, onda O(,/Bzadovoljavaju (21)

u odnosu na B,

DOKAZ
Neka C(}/ZEQ! zadovoljavaju (22).Uzimajuéi u obzir Teoremu 5.
i C¢injenicu da za binarnu grupu Q(B) vaZi uop3tena asocijativnost,(Qz) mo-

zemo notirati na slededi nadin:

(23) O<X = B ['Bn-l(al’az,...,an"'l),B[/éX,B)h-l(an+l,...,a2n~1ﬂ] [
gde je Bn—l(al,aZ"..’an—l) = B [B(...(B(al’az),..‘)’an—l] ’
a Q(B) je binarna grupa.

Uvodenjem oznaka:

Bn-l(al’aZ""’an-l)

Bn-l(an+1"°"a2n-l)

(23) postaje

Ax = B [é,B(/3x,b)J ;
¢ime je tvrdenje dokazano. '
Neka n~arne kvazigrupe Q (A),)’ J{Q&NZn,zadovoljavaju opstu

B=arnu asocijativnost.Tada,na osnovu Teoreme 2., va¥e sledede jednakosti:

Na osnovu Teoreme 5..takva Q(B) egzistira.
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il

N .
AZJ—l(al’ s o ,am, se e ,an) \I/iA(()(lial, vseoe ,O(miam, Y] ,()(nia'n>

(3)
AZJ (al’ ce e ,am, es e ,an) == )ﬁtA(QCl_tal, cee ’C(mtam’ seey O(‘ntan> ’
gde je i =2j-1, t =2j, meN_, f%,ﬁﬂ%, (i O € Qs I prolazi sav N
Q(A) je n-grupa sa jedinicom.Pritom,neka su permutacije iz (3) dobijene
n# nalin koji implicira dokaz Teoreme 2.; translacije operacija Ay ,;hfﬂna

u okviru dokaza Teoreme 2, formirane su pomodu jednog te istog k& Q.

vazi sledecde tvrdenje.

Lema 2, U prvoj klasi jednakosti (3)55; mogu se smatrati identi-

¢nim permutacijama,

DOKAZ
Uzimajuéi u obzir Teoremu 2. i (1) iz 2.2. nalazimo da za 79i

mogu hastupiti samo sledede mogudnosti:

1. y7i su medusobno jednake,
2. Yj 4 Su autotopne u odnosu na A (I deo,str. 8. ) i

3. postoje autotoggf permutacije 95; koje se mogu "izvudéi ispred
A"  tako da su kompozitumiyﬂgtﬁ; medusobno jednaki za sve 1 = 2j-1, kada
j prode sav . Nh

Posebno treba razmotriti samo 3., sludaj.U drugom slulaju se,naime,
yﬁi . mogu Muneti iza A", Treéi sludaj pak, za 75; =TI, gdg_?e I identicna
permutacija skupa Q, postaje prvi slulaj.Neka su,dakle, ﬁﬁa\ 5 medusobno
jednake permutacije za sve i = 2j-1, jJE N .Uzimajuéi u obzir Lemu 5. i (8)
iz 2.2, te (1;) ovog odeljka,nalazimo da jewgén—BVOZn—B = ¥, Tvrdenje je ti~

me dokazano,

Vazi i sledede tvrdenje.

Lema 3, Yot iz druge klase jednakosti u (3) je L2j—l’ gde je

L2j—1,j j=ta translacija kvazigrupe Q(Azj_l); t o= 2§,IE N
D OKAZ
U (1) iz 2.2. postavimo 8 = see = aj-l = aj+n = see =8, 0 = k.

Nalazimo
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1

(a ge00sd ) = Al[fz(k’-tiskiaj"--7an)van+la'0-saj+h_lsk’00-&%

Lps-175" 23 j4+n-1
Otuda uzimajudéi u obzir dokaz Teoreme 2, i Leme 2., nalazimo da je

tvrdenje tacdno,
Uzimajuéi u obzir Leme 2-3., nalazimo da se (3) moZe predstaviti na

alededi nadin,
(Azj_l(algaoo,amjooo,an) A(C}/ a "..’:‘Xml m""’D\/nl n)

' . _ =1 N
(3/) lAzj(al’ LA 4 ’a'mﬁ os e ’a'n) = LZj—lA(\xltal, LA 9Q(m-ba’m9 LA 5D<ntan> H

i = 2j-1,%

2j,J prolazi sav Nn,mL_N L2j—l,jaj= _

il

Aszl(k’-°09k9?jsk,--"k)-

PRIMEDBA ¢

Jednakosti (37) u binarnom sludaju predstavljaju jednakosti (1).U
ternarnom sludaju to su jednakosti (22) iz 2.1l.2..

Sada moZemo formulisati n-arni analogon pomenutog Bjelousovljevog

rezulatata,
T e or ema 6, Neka n-arne kvaz1grupe'AZj_l,A2j,gG:Nn, zadovolja-
vaju opstu n~arnu asocijativnost. Tada:

ol

i? egzistira n-arna grupa sa jedinicom Q(A) 1 permutacije(}(mi, mt?

i= 2j=-1,t = 2j,j(3Nn,tako da vaze jednakosti (37);

o ’, - v v - . .
2. n=arna grupa Q(A) iz (37) je odredena sa tacnos$éu do izomorfizma;

o} - - i _ ps s _ pal . _
3. permutacije L23—l;j’0(mt’0<;i’ mé:hn, t= 23,} = 2j-1, JC,Nn}odrede

ne su sa tadnosdu do ekvivalencije ™~ iz Definicije 1. &

DOKAZ TEOREME

Tvrdenje pod 19 predstavlja deo tvrdenja Teoreme 2, i Lema 2-3

iz ovog odeljka.

U taénost tvrdenja pod 29 mo¥ems se uveriti slededim razmigljanjemn
U okviru dokaza Teoreme 2., (i 1l.) sva razmiSljanja su obavljena uz izbor fi-
ksiranog k& Q. U opStem sludaju. za razlidite k&€ (Q +treba oCekivati raz-
lidite Q(a) 4 rezliéite&{gi ic@mt’ Na osnovu T eoreme 2., Q(A) iz (37’) mo-
Zze biti zamenjena eventualno n-grupom Q(B) koja poseduje jedinicu.Dalje,zbog
izotopija Q(A)_),)JSNH, sa Q(A), Q(A) mora biti izotopna sa Q(A). To, medu-
tim,na osnovu generalizovanog Albertovog stava (I deo,str. 9. ), znali da

Q(X) mora biti izomorfna sa Q(A),Znadi, Q(A) je odredena jednoznadéno do izo-
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morfizma,Time Jje dokazano tvrdenje pod 2° ostaje jos da se dokaZe tvrdenje

pod 3?

, .S . 2 —y —
Ako w (370(y,; 104, zemenimo savf, 10, Loy 5 Logo1,3
CJdT4d,

a A sa izomorfnom A, pri Cemu su®l L

g Ot o i A dobijeni pri iz-

23-1,3
poru k € Q,zacx;mi,o(gt, LZj-l,j i A pri izboru k C Q, onda jednakosti

iz prve klase u (37) moraju zadovoljiti jednakosti (41):

A(Oclial,ooo,c%.a ,‘u.,()(nian) =K(O(lial,...’ D( a ,ooo,O<

: 18p)
mi m mi m nin

a jednakosti iz druge klase u (37) slededée jednakosti:

|
b

-1 / -
U P SR STRTY AL SR

—— —

(4

Tt xol
= To5m1, RO 42 100 s OyBseee s 0G420)

mEN_, i = 2j-1,% = 2j,jCN .

Prvo demo razmotriti (41). U tu svrhu posmatrajmo jednakost koja

reprezentuje klasu (4):

(47) A(/blal""’/3mam""’/5man) Kx/zlal"";/§;am’"'?Zgﬁam)’ mEN, .

Neka je e jedinica n-arne grupe Q(A). Tada, za

/éjlal T e 7/5m—lam—l =/3m+1am+1= "V/Nnan = e, iz (4¢) nalazimo
da je

(41 ) /(gmam = A(el""’em-l’/gmam’emﬂl’“"en)’
gde Je -
N "l N
Ako je e jedinica n-arne grupe Q(K), onda iz (4{') sledi je-
‘dnakost

—

/Oty = A[e\z.:;:ﬁ’“el’"-’em-l'ﬂmam’em+1’°"’en)’?\az.;{:_’,? ,
p

p+q = n~1; P,Q.E.{O,l,‘--,n-l} .

Otuda,birajuéi q tako da je q = m-l,obzirom da je Q(K) n=-arna polu-

grupa,nalazimo da je
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/ﬁinﬁm= K ;5300" ;rels-oosem_l’K(/Bmamsem+l,o0-’en,E:OO"e)J:

tJe /jnfl”\//jm za svaki mC Nn’

odnosno
~
(51) f%mi VD{m za svaki m,j'C—'_Nn, i = 2j=1.
Ostaje da se razmotri (42).
Prvo cCemo dokagzati da jJe L2j-l:j\) L2j-—l,;j’ gde je L2j-l,1 j-ta
translacija operacije A2j-1 pri izboru fiksnog k&Q, a L2j-l,j’ j=~ta

translacija iste operacije pri izboru X & Q.U tu svrhu uodéimo jednakost
(37) - -~ -
1 -
A2j-1(al""’aj""’an) = A( SEARARAE jiaj"‘°’C¥;ian)’
tj. prvu jednakost iz (37),gde Q(A) predstavlja n-grupu sa jedinicom, a

O(ji‘jGNn’ i= 2j-l,permutacije skupa Q dobijeme pri izboru ke Qe

Iz (31) za al T ese = aj"l = a.j+l = 4ee = 8 =k i al = see =

n
= aj-l = aj+l = eee = 8 = k redom nalazimo sledece jednakosti:
ol S T |
Lojo1,5% = A(O‘lik”"’o*/j-l,ik’o{jix’ j+1,ik""’D{1:Lk)
v— — ra —— . 7 — e e — '\—- —
Lojo1,5% = A(D(lik’""D/‘j—-l,ik’o(jix’D(j+1,-.ik"""”(nik>'

Otuda se dokazuju sledede ekvivalencije:

s g L
s Q( i L2j—l,j OC

L . .
J1 Ji

’

. o~
23=1,3
Sto,na osnovu simetrije i tranzitivnosti ekvivalencije” ™7, implicira

(5 za svaki J &N

o
2) Lose1,3 7™ Loja1,; n

Podto (52) znadi da je

L,. s = A oo A(T
25-1,5% = & l:pl, ,pn_l,A(sz_l,jx,pml,---,pzn_l)J ;

nalazimo da vazi slededa jednakost:
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=1

(530 Tpja1,5be5-1,5% = A Epl”"’pn-l’A(X’pn+l’""p2n-l)J’

Ako uzmemo u obzir (53) i (42), nalazimo da je

L ‘ AR
(4) MO8y yeney Oyonsneer Ofyay) =

-
_—

iy e - - ]
= A YD reessPygoh ¢ ltal""’[)(mtam’""O(mtan)’pn+1’”"p2n-1]) ’

m ENn,ﬁ = 23,3 ENn.

U (43) postavimo O a) = eu =0 ) tal = OG0 4P -

= ees =O(n’¢an = e, gde je e jedinica n-arne grupe Q(A). Nalazimo:

(4‘2 ) OC;IltX = A{pl""’pn_l’A [A(el""’em—l’ mtx’em+l""’en)’

pn+~l""’p2n-1.]J“Z » gde je e =O\(RtQ</{%e ’AENH\ { o } *

Iz (42"), uzimajuéi u obzir prvo n-arnu asocijativnost n-grupe

Q(K), analogno razmatranju jednakosti (4°), nalazimo da je

~
C{mt O(mt za svaki m, jENn, t = 23,

Teorema Je time dokazana,
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IIT DEO

ASOCIJATIVNI U CELOM SISTEMI TERNARNIH KVAZIGRUPA

3.1 Uv oD

U LB { je V.D.Bjelousov opisao asocijativne u celom sis-
teme binarnih kvazigrupa (I deo,str.l11=-15),U ovom delu to se uopStava na slu-

daj ternarnih kvazigrupa. ‘

Sistem (algebru) svih ternarnih kvazigrupnih operacija obele-
yidemo sa Q( £%).0esto demo samo za ) redi da je sistem svih ternarnih
kvazigrupa.

Definicija l. Za sistem ternarnih kvazigrupa Z re-
i demo da je < s labl jen l-a s oci jativan u celomn
sistem ternarnih kvazigrupa,simbolicéno iK—sistem,ako za svaki paxr
A LA € &l postoji detvorka A3, A, A5, A € £ tako da vaZe jednakosti (2)
iz 2.1, &

Za sistem ternarnih kvazigrupa.E:EZ L redi demo da je os lab -

1l jemni 2-a s oci jativan u c el om sistem ternarnih kva-

zigrupa,simbolicno Ex—sistem, ako za s v a k i paxr A3, A4Q S postoji

cetvorka A, A2, A5 i A6 & ) ,tako da vaZe jednakosti (2) iz 2.1. .
Analogno,za sistem ternarnih kvazigrupa : = () kazademo da je 3~
asociljativan u celom sistem ternarnih kvazigrupa,sim-

bolidno 3A-sistem, ako za svaki par A5, Ag € " postoji Cetvorka Al’A2’A3’
A4€ QO ,tako da vaZe jednakosti (2) iz 2.1. .

Zajednidkim imenom ove siteme demo zvati o s la bl jen i i-
asocigativni u c el om sistemi ternarnih kvazigrupa,simbo-
lidno EK—sistemi, i € N3.

Definicija 2, Za sistem ternarnih kvazigrupa«z:gii reci
¢emo da je l-a e ncijativan u c el om sistem ternarnih kva-
“zigrupa,simboliéno lA-sistem,ako za svaki par Al,.AZE . postoji Cetvorka
Ay, Ay, Ag, AgC 2_ ,tako da va¥e jednakosti (2) iz 2.1. .

Za sistem ternarnih kvazigrupazep— kagalemo da je 2=-a s o ¢ i -
Jativan u c el om sistem ternarnih kvazigrupa,simboliéno 24~
sistem,ako za s v a k i par A3, A4€ Y postoji Zetvorka Aqy A2,A5, A6€‘§:

tako da vafe jednakosti-(2) iz 2.1. .
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. . . .- Yy < 3 7. ’, .
Analogno,za sistem ternarnih kvazigrupa 2 = () redi demo da je 3-
agocdidjativan u c el om sistem ternarnih kvazigrupa,sim-

boliéno 3A-gistem,ako za svaki par A5, A6€: S postoji etvorka Al’ A2, AB’

A E Z ytako da su ispunjene jednakosti (2) iz 2.1l. .

4

Ove sisteme demo zajednidkim imenom zvati di-a s oc i ja tivmni
u celomn sistemi ternarnih kvazigrupa, simboli¢no iA-sistemi, i € N39

Definicija 3. Za sistem ternarnih kvazigrupa 220 reds
éemo da jJe asocijativan u ¢ el omnm, simbolidno A-sisten,

ako je iA-sistem za svaki i € NB'

PRIMEDBA :

Po analogiji sa terminologijom koja se koristi u binarnom sludaju,
lA-sistem bismo gvali a s oci jat ivan u celom sleva,
simbolidno LA-sistem, a 3A-sistem a s oci jativan u celon
s de sna,siboliéno RA-sistem.Za 2A-sistem bismo pak,morali redi a s o =

cijativan u celom sistem s a sreddine.

Teorema 1, iz 2.1, je ovde uporisna,

3.2, OSNOVNE OSOBINE

Uzimajuéi u obzir Teoremu 1. iz II dela,nalazimo da vaZi sle-
dede tvrdenje.
Teor ema 1. Neka je Q(3) iA-, diA- ili A-sistem, i€ N3
Tada

d

o) s s . . . . . X
l. sve operacije iz < izotopne su jednoj te istoj ternarnoj gru-
pi sa jedinicom Q(A);
0 cs . T . . .
2« Sve operacije iz <« su medusobno izotopne; i

3% A€ 3,

T e or ema 2, Neka je Q(>) iA-, iA- ili A-sistem, i€ Nj.
Ako LECZX, gde je (L) 3-lupa,onda je Q(L) 3-grupa (sa jedinicom),

DOKAZ
Na osnovu Teoreme 1, prvo,nalazimo da je Q(L) izotopna nekoj
3=~grupi Q(A) sa jedinicom.Otuda, na osnovu generalizovanog Albertovog sta-
va (I deo,str. 9 ),izlazi da je Q(L) izomorfna sa Q(A) tj. da je Q(L)
3=grupa (sa jedinicom).

Iz Teorecme 1, neposredno sledi i slededi stav,
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T e er ema 3. Ako ternarna kvazigrupa Q(M) nije izotopna ni jJe-
dnoj 3~grupi definisanoj na Q, onda se ona ne moze ukljuéiti ni u jedan od

sistema EK—, iA- 1ili A-sistem, i€ N3, definisanih na Q.
3.3 TERNARNI ANALOGON SCHAUFPFLER-ove TEOREME

[I[:BSJ je R,Schauffler dokazao slededu teoremu @ (L), gde je
) skup svih binarnih kvazigrupnih operacija, je LA-sistem samo pri n = 3,
gde je n moé skupa Q.(I deo,str. 12.)(Za ovu teoremu V.D.Bjelousov je u
[ 8 ] nafao prastép dokaz ).

Ovde se dokazuje ternarni analogon Schauffler-ove teoreme,tj. sle-
dedéi stav,

T eorema 4. Q(O),gde je L) skup svih ternarnih kvazigrupnih

operacija,je A-sistem samo za n =< 3,pri Cemu je n moé skupa Q.

DOKAZ TERNARNOG ANALOGONA SCHAUFFLER-ove TEOREME

Lemnma 1. Sistem svih ternarnih kvazigrupnih operacija {2 na sku=
pu @ mo Z e b it i #A~sistem samo pri n =3, gde je n Dbroj elemenata

skupa Q.
DOKAZ

Dokaz demo osloniti na binarni analogon Leme 1l.V.D.Bjelousov
je u [8 ],naime,dokazao sledeéi stav.Sistem svih binarnih kvazigrupnih ope-
racija {2 na skupu Q mo Z e b it i iA-sistem samo pri n=-3, pri de-
mu je n broj elemenata skupa Q. (I deo,str. 12. ).Dokaz tog stava izveden

je u slededa dva koraka:

l, Pri n=>=4 na Q se moZe definisati (binarna) lupa koja nije gru-
pa.Na osnovu binarnog analogona Teorema 2. (I deo,str. 12, ) ta lupa se ne
moZe uklopiti ni u jedan asocijativan u celom sistem kvazigrupa (u protiv-

nom,ona bi bila grupa); i

2, Pri n = 4 postoje dve neizomorfne (binarne) grupe.Po Albertovom

stavu (I deo,str. 9. ),one nisu izotopne.Otuda,na osnovu binarnog analogona
Teorema 1. (I deo,str. 12. ),na ( postoje kvazigrupe koje su van eventualno

bpostojeleg asocijativnog u celom sistema kvazigrupa,

Dokaz Leme 1, izveséemo analogno, tj. razmatrajuéi sledeéa dva

sluCaja; n=>4 i n = 4,
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1./ Da bismo dokazali da pri n>4 Q(Q ) nije A-sistem,konstru-
isademo 3-lupu koja nije 3~grupa.Takva 3-lupa se,naime,ne moze uklopiti
ni u jedan 3iA-sistem,jer bi,na osnovu Teoreme 2, u protivnom bila 3-grupa.
pomenutu 3-lupu konstruisademo pomodu binarne lupe koja nije grupa.
Neka je,dakle, Q(B) binarna lupa koja nije grupa.Zato postoji

bar jedna trojka a, b, ¢ & Q takva da je
(a) B[ B(a,b),c] == B [a,B(b,c)] .
3~-grupoid Q(A), definisan sa

(b) A(x,y,2) = B [B(x,y),z],
je 3-lupa,pri demu je jedinica e lupe Q(B) ujedno jedinica 3-lupe Q(A).

Q(A) nije 3-grupa. Iz (b), naime, prvo nalazimo da je

A(X’y!e) = A<Xye’Y) = B(XQY)’
a otuda
(¢) A [A(a,b,e),c,e] = B [B(a,b),c] i
(d) Ala,A(b,e,c),e] = B[ a,B(b,c)] .

Iz (a), (c¢) i (d), konalCno, nalazimo da je

A[A(a’b:e)’c’e] 74 A i_'arA(b,e,’C),e'] s

S~

§to znadi da 3-lupa Q(A) nije 3-grupa.Dokazali smo,dakle,da pri n > 4

Q(£1) ne moZe biti A-sistem.

2. Q(CY) nije A-sistem ni pri n = 4.Na osnovu Teoreme 1, naime,
prvo nalazimo da se na Q od 4 elementa mogu konstruisati dve 3-grupe sa je-

dinicom Q(A) i Q(A), definisane na slededi nadin:

B{:B(X,y),zj i

1]

(a) A(x,y,2z)

(b) A(x,y,2)

[

B[B(x,y),2]
pri &emu je recimo Q(B) &etvorna, a Q(B) ciklidna grupa.Kao Sto je pozna-
t0,Q(B) i Q(B) su neizomorfne,pa po Albertovom stavu i neizotopne.

Dokazademo da Q(A) i Q&) nisu izomorfne.U tu svrhu pret-

postavimo suprotno,tj. da je

(e) PA(x,y,2) = A(Fx,Fy,Fz).
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Iz (a), (b) i (c) nalagimo da Je

(a) PB| B(x,y),2] = 3B[B(Fx,Fy)Pz | .

Ako u (4) stavimo 2z = k¥ €& Q, nalazimo da jJe

FR,B(x,y,) = RyB(Fx,Fy);

Sto znadi da su Q(B) 1 Q(B) izotopne.Kako to,na osnovu Albertovog stava,
zrnadi da su izomorfne,Q(A) i Q(A) nisu izomorfne.One nisu ni izotopne, jer

bi u protivnom s obzirom da poseduju jedinice,na osnovu generalizovanog Al-

bertovog stava, to znacilo da su izomorfne.,Otuda,na osnovu Teoreme 1l; konad-

no nalagzimo da pri n = 4 Q()) ne moZe biti asocijativan u eelom sistem

ternarnih kvazigrupa.

Lema 1. je time dokazana.

Uzimajuéi u obzir Lemu 1,, nalazimo da e Teorema 4, biti dokazana,
ako jod dokazemo da Q(Q)) pri n= 3 jeste A~-sistem.U tu svhu dokazuje-

mo jog nekoliko lema,

o €QY Je aut ot opna uodnosu na A, ako egzistiraju
/S,a}ﬂ,ég Q! tako da je Alx,y,2) =€fA(A§X,5Fy,C?z) (I deo,str, 8 ),
U [ 8 ] je dokazano da su sve permutacije skupa Q autotopne u odnosu na cik-
liénu grupu (binarnu) .Q(B), ako je moé skupa Q manja ili jednaka 3

Ternarni analogon ovog stava je slededa lema,

L ema 2. Neka je Q(B) cikliéna (binarng) grupa, a mo¢ skupa
Q manja ili jednaka 3. Ako je Q(A) 3~ grupa sa jedinicom, definisana na
sledeéi nadlin

A(X,y,Z) = B EB(ny)’Z_] ’

onda je svaka permutacija skupa Q autotopna u odnosu na A,

DOKAZ

Uzimajuéi u obzir da je svaka permutacija skupa Q autotopna u

odnosu na Q(B), ako je moé skupa Q manja 1li jednaka 3, nalazimo da je

K h(x,y,2) =B [B(x,y),Z] = B[—/ﬁB(X,y),EVZJ - slB (Px,¥y, §z] =

A(YQX,\P’y58LZ); ¢ime je lema dokazana.
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L ema 3. Ako su Q(A) i Q(i) 3-grupe sa jedinicama, i ako su

2(B) i Q(B) izomorfne, pri demu je

A(x,¥,2) B [B(x,y) % | i

X(X’yyz) E[_E(Xsﬁwyz:] ’

onda su Q(4A) i Q(A) +takode izomorfne,

DOKAZ
Uzimajuéi u obzir PFB(x,y) = B(Fx,Fy), nalazimo da je
FA(X,y,2) = Fﬁ'[ﬁlx,y),z] = B LFE(X,y),Fz] = B [B(FX,Fy),Fz] =
= A(Fx,Py,Pz); gime je tvrdenje dokazano,

Lema 4, Ako je n moé skupa Q i ako je n=<<3, onda je na

skupu Q jedina 3-lupa 3-grupa sa jedinicom:

DOKAZ

a) Za n

1 tvrdenje je trivijalno.

b) Za n = 2 postoji 3-grupa sa jedinicom Q(A), definisana
sledeéim Cayleyevim tablicama:

A

1

Tabe. 1.

Q(A) je definisana pomodéu do izomorfizma jedine Q(B),na slededi na-
¢in A(x,y,z) = B [B(x,y,),z;] . Zato je Q(A), na osnovu Teoreme 5. iz 2.3.
i Leme 3, do izomorfizma jedina 3-grupa sa jedinicom.

3-Lupa koja nije 3-grupa moZe se dobiti jedino izmenom nesrafiranih
polja u Tab, 1. To,medutim,dovodi do gubljenja kvazigrupnosti.Tvrdenje je,da-
‘kle,tadno.

¢) Za n = 3 postoji 3-grupa sa jedinicom Q(A), definisana slede-

¢im Cayleyevim tablicama
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124311 132
2312\, 2111213
3 11l2 13 ] 31210311
Tab, 2

Q(A) je definisana pomodu do izomorfizma jedine binarne grupe Q(B),
na sledeéi nadin A(x,y,z) = B [B(X,y),z] . Zato je Q(A), na osnovu Teoreme
5, iz 2.3. 1 Leme 3, do izomorfizma jedina 3-grupa =a jedinicom,

Da bismo na Q od tri elementa konstruisali 3-lupu koja nije 3-grupa,
mo¥emo se posluziti Tab, 2..Pri tom,od Tab. 2. moraju ostati neizmenjena
sva $rafirana polja,jer ona kazuju da je elemenat 1 € Q jedinidni elemenat
3-lupe koju nameravamo konstruisati.Dalje,cela prva tabela mora ostati neiz-
menjana, jer svaka izmena na njoj dowodi do gubljenja (binarne) kvazigrupno-
sti.Druga i treda tabela de saluvati (binarnu) kvazigrupnost samo pri zame-
ni druge i trede kolone (vrste).Verifikacijom se,medutim,moZemo uveriti &a
tada sistem od tako dobijene +tri tablice ne ispunjava uslov ternarne kvazi-
grupnosti (I deo,str. 10. ).Tvrdenje je time dokazano i za n = 3,

Uzimajuéi u obzir Lemu 4. i stav da je svaka n—~arna kvazigrupa
izotopna nekoj n-arnoj lupi (I deo,str. 9. ),nalazimo da vaZi i sledede

tvrdenje.

IL ema 5, Svaka 3-kvazigrupa Q(C) je pri n =3 digotopna 3-grupi
sa jedinicom; n je moé skupa Q.

Konalno,moZemo privesti kraju dokaz Teoreme 4., Neka je Q((2) algeb-
ra svih ternarnih kvazigrupa, a moé skupa Q neka je manja ili jednaka 3.,Ne-

ka su,dalje, A i A2 proizvoljne operacije iz 1 .Na osnovu Leme 5,na-

1
lazimo da je

A (x,y,2) = L’Xf_lA(ﬂ)x,é}y,cgﬂ i
-1 >
A2(X,y,Z) = dl A(/z‘lxa -’K-lY9 Cslz>’
N .
.Pri ¢emu su Ckf;/KB, Ar,(j ,Cxi,,ﬂfa, 5ﬁi i Cfi permutacije

skupa Q, a Q(A) je 3-grupa sa jedinicom.,

Polazeéi od Teoreme 5. iz 2.3, uzimajudéi pri tom u obzir Lemu 2, na-

lazimo slededi niz jednakosti
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o (a2 v ] = o 1A[/’>o( (B x le,fglz:),gu,évj =
- Af‘f’A(ﬁlLle,(ng),\yu’ 9"]
P PP, P P ]
= A MxA(Py, P 5% Y, v ]
A [\{‘lx,\(ﬁzy,A(‘%z,wu’ U v) ]

Konac¢no,uvodenjem oznaka

it

1l

Ay,) = ACExy, 12)
A,(x,y,2) = A(\sz,\@y,\FZ)
hs(x,302) = ACH x,\,¥,2)
he(x,y,2) = AC¥x,Wy, 72,

nalazimo da Q(L)) pri n =23 jeste lA-sistem.Slidnim razmiSljanjem (iz pos-

lednje faze dokaza), nalazimo da je pri n<3 Q(Q) i 2A-sistem i 3A~

gistem,tj. A~sistem. Teorema 4. je time dokazana,

3e4. KONSTRUKCIJE ASOCIJATIVNIH U CELOM SISTEMA TERNARNIH
KVAZIGRUPA

U ovom odeljku utvrduju se neke osobine asocijativnih u celom sis-
tema ternarnih kvazigrupa koje omoguluju izgradnju ovih sistema i utvrduju
neke njihove medusobne odnose.

U binarnom slucaju za te svrhe pokazao se korisnim pojam kvaziauto-
morfizma grupe. V.D.Bjelousov je u.[ 8 ] ,kao $to je poznato iz I dela (str.

12. ),uveo pojam kvaziautomorZizma grupe na sledeéi nadin,Permutacija o
skupa Q je kvaziautomorfizam grupe Q(.), ako je za svaki x,y € Qollx.y)
=ox, ( CXE)—I-CX&, pri Cemu je jedinica grupe Q(.).Sa istim ciljem,uvodimo
ternarni analogom kvaziautomorfizma grupe,odnosno kvaziautomorfizam ternarne

grupe sa jedinicom, i utvrdujemo neke njegove osobine.
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3.4.1 Kvaziautomorfizam ternarne grupe sa Jedinicom

Definicija 1. Za permutaciju ¢X skupa Q reéi demo da je
kvaziautomorfizam ternarne grupe sa jedinicom Q(A), ako je za svaku trojku

%,7% ¢ Q ispunjena Jednakost,

(1) oCa(x,y,2) = A [oXx, (oCe) ™ a(Xy, (Ke)TH,e(a)]

pri gemu je e jedinica 3-grupe Q(4), a (C('e)~l je inverzni elemenat ele=

menta e u binarnoj grupi Q(B), gde je A(x,y,z) = B [B(x,y),zi].

L ema 1. Automorfizam ternarne grupe sa jedinicom Je specijalan

gludaj kvaziautomorfipma ternarne grupe sa jedinicom.

DOKAZ

7aista,ako je e = e,onda je (cﬁfe)—l

= e, pa vazi slededi

niz jednakosti
KA(x,y,2) = A [b(k,e,A(CXfy,e,C(zi] = A[?X&A(e,ﬁ(y,e),o(zj]= A(Kx, 0y, oK =)
¢ime je Lema dokazana.

PRIMEDRA 3
Analogno tvrdenje vazi i o kvaziautomorfizmima binarnih grupa;I deo,

str, 1l2., osobina 1

L ema 2. Ako je ©{kvaziautomorfizam ternarne grupe Q(A) sa Je-
dinicom,onda je <X kvaziautomorfizam i grupe Q(B), pri demu je A(x,y,z) =

=B [B(x,y),2 ] ; i obrauto.
DOKAZ
1. Neka je X kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A), tj. neka je
. -1 -1 .
(1) OCA(x,y,2) = & OCx, (@)™ A(cly, (Ke) T, Xz) ]

Uzimajuéi u obzir a) &injenicu da u svakoj ternarnoj grupi Q(A) sa
jedinicom e pripada binarna grupa Q(B) sa istem jedinicom e, take da je
A(x,y,z) = B [B(X,y),zi] (Teorema 5. iz 2.3.); b) &injenicu da je (EK;)—l in-

Verzni elemenat elementa Xe u Q(B) =za z = e iz (1),nalazimo da je

HB(x,y) = XhGx,3,2) = A o, (ele)™,Blody,B(0C) ™, 00e)] ] -
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A oz, (0Ce) ™, B(y,e) | = A(olx, (Ke) ™ ,Xy) = ,

B[ oCx,B((Xe) ,exy) | =

I

ime je lema u jednom smeru dokazana,
2., Neka je sada o< kvaziautomorfizam grupe Q(B), tj. neka je

(2) oB(x,y) = B[ eXx,B(Xe) x| .

Neka je,dalje, Q(A} definisana pomodu Q(B) na sledeéi nadin
(3) A(X,yyz) = B[B(Xsy)yz] .
Uzimajuéi u obzir (2) i (3), nalazimo sledeéi niz jednakos-

tl. o(A(x,y,2) = X8 [B(x,y),2 ] =

B[oCB(x,5),B((0Ce) ™, z) ] =
= B[ BLoGk, o)™, %3] ,B((0(e) ™ ()] =
- B[ A, (oCe) T o(y),B((Xe) T olz) | =

= AfA_(O«i’x,(o(e)'l,:o(y),(aée)—lﬁfz] =

1]

: - -'l "‘l
- a o, (ote) ™Ay, (o) ) ] s
¢ime je lema u potpunosti dokazana.
Uzimajuéi u obzir Lemu 2., osobine kvaziautomorfizama l? - 62 bi-
narnih grupa (I deo,str.l2-13.) i niz jednakosti
B(x,y) = B[B(x,y),e] = A(x,y,e),

pri demu je e jedinica grupe Q(B),nalazimo da vazZe slededa tvrdenja,

L ema 3., Neka jJe cxg automorfizam  3-grupe Q(A) sa jedinicom

e, Tada je permutacija CK: definisana sa

Xx

(4 A.((Q(OX,'t,e)s

1)

odnosno sa

(4 oCx

2) A(t,o(ox,e),

gde je t neki fiksirani elemenat iz Q, kvaziautomorfizam ternarne gru-

pe Q(A) sa jedinicom e.
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Lema 4. Ako je C('kvaziautomorfizam ternarne grupe Q(A) sa jeii -

nicom e, onda se on moZe izraziti na slededa dva nacina

(47) X x = A(o(ox,k,e) i
(4)) Xx = A(t,/3 x,e),

pri Cemu su ng ;/30 automorfizmi 3-grupe Q(A), a k i t su fiksirani

elementi iz Q.

L ema 5. Ake je ©kvaziautomorfizam ternarne grupe Q(A) sa

jedinicom e, onda su

C(ix = A(cXx,k,e) i CX%X = A(k,0(x,e)

takode kvaziautomorfizmi 3-grupe Q(A), pri emu je k fiksirani elemenat

skupa Q.

Lenma 6. Ako je cXkvaziatomorfizam 3-grupe Q(4) sa jedinicom

e, onda su

O(ix = A(O(x,(c(é)—l,e) i
oCx = A(@Ce)TT,00G,e)

automorfizmi 3-grupe Q(A) sa jedinicem e, pri Cemu je (D(e)—l inverzan
elemenat elementa ©Ce u grupu Q(B),kojom je definisana Q(A) na sledeéi

na¢in A(x,y,z) = B [B(x,y),zj .

ar
L' ema 7. Skup svih kvaziautomorfizma ternarne grupe Q(4A) sa

jedinicom ima strukturu grupe u odnosu na komponovanje permutacija.

Slededa tri tvrdenja o kvaziautomorfizmima ternarnih grupa sa jedi-

nicom dokazademc neposredno.

Lema 8. Proizvoljna autotopna permutacija cﬁfiternarne grupe

sa jedinicom Q(A) je kvaziautomorfizam . 3-grupe Q(A).

DOKAZ
Neka je c{? autotopna permutacija ternarne grupe Q(A) sa jedini-

com e,Tada egzistiraju /45,<f‘,c{.6 Q!, tako da je

(5) X A(x,¥,2) = A(/f)x,Ky,C(Z)

U (5) redom postavimo: x =y =€, X = 2 = e, y =2 = € i

X =y =2 = e, Nalazimo :



(64) Kz = A(Ae, Xe, o)
(62) Xy = A(ﬁe,Xy,ée)
(65) Ax = A(/};x,«.é,o(e)
(64) Xe = A(ﬂe,ére, CLJe)
Uzimajuéi u obzir da je
(7) A(X’y’z) = B EB(ny)yz] ’
gde je Q(B) binarna grupa, (6,) - (6,) moZemo transformisati u sledede
1 3

jednakosti:

AC(Y )™, (He) T e(z)
(B, 00y, (D)™ 3

1) CSZ

(8,) Jy
/3x = ax, (o0 o™,

(8

]

(8

]

3)

pri Cemu su (ﬁ)e)_l,( X’e)—l i (Cge)_]T inverzni elelenti redom eleme-
C

nata/f e, e i Oe u binarnoj grupi Q(B).
Smenimo 1i (81) - (83) u (5), nalazimo da je
{ c - - , .
AGy,E) = A Al (ST (F0™hacme ™ dy, (Fa ™),

,A<<c§e>'1,<,f5e>‘1,f><z>Jz :

odnosno

OZA(X:yaZ)

[ ) A r _
af et (S (oo oy, (00 H1 .
T ORNY: B i O

Otuda,uzimajuéi u obzir (7) i (64), nalazimo sledeéu jednakost:

oA (x,y,2) =A{o(x,mo(e)"l,o(y,(Jefl),A((<Y'e>‘1,</3e>"1,o<z>} ,

odnosno, jog jednom uzimajudéi u obzir (7) i (64), nalazimo da je

oCA(x,y,2) = Ao, @Xe) ™ A, (e) ™, 0 2) ] ;

¢ime je tvrdenje dokazano,
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L ema 9, Permutacije /'_J? , A i O iz (5) takode su kva-

gziautomorfizmi ternarne grupe Q(A) sa jedinicom e.

DOKAZ

Uzimajuéi u obzir (7) i (83), nalazimo da jJe
/6X = B [O(X,B((O(e)-l,<£{;)—l>_j = B(Xx,k) = B EB(C(X,k),e] =
= A(Xx,k,e);
gime Je na osnovu Leme 5,,tvrdenje za/j dokazano,
Analogno se moze dokazati tvrdenje za C/- .
Tvrdenje z& . X’ mo%emo dokazati na slededi nadin,

Iz (82), uzimajuéi u obzir (7), nalazimo da je

&y = Bl (PAer oy, (S ],

odnosno

B((Ae).dy) = By (Se)™),

$to se,zbog (7), svodi na

(9) a((/30), 8y e) 2 Xy, (Ser o).

Na osnovu Leme 6,desna strana u (9) je neki kvaziautomorfizam ter-
narne grupe Q(A).ObeleZimo ga sa Y) Iz (9), sada, uzimajuéi u obzir (7,

nalazimo da vaZe sledede jednakosti:

\Py = A((@e)’a)}, e) = B<ksXy)’
odnosno da Je

Xy = B(t'y\{:)y> = A(t’\()yse)’

pri Cemu je t = k_l =/f>e.

Otuda na osnovu Leme 5, posto je\f'kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A).
~nalazimo da je ikaaziautomorfizam ternarne grupe Q(A); dime je lema u

potpunosti dokaszana.

- e
L ema 10, Neka su O(,/,.’) , Xl - X,? i {gl - d6 permutacije
skupa Q.Neka je, dalje, na ternarnoj grupi Q(A) sa jedinicom e ispunjen

niz jednakosti:
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(10) ol [MBax,y,2),u,v] =

‘5Z, X6u)’ (})):',V] =

-

A[Oix,b‘zy,éBA( (\§4z,f:,‘-5u,d6v)_[ .

,/ g ¢
Tada su Oi,ﬂ), (5/1 - X,? i C)l - c,& kvaziautomorfizmi 3-grupe Q(A).

DOKA Z

(10) MoZemo posmatrati kao sledede jednakosti:

X;A[ Joxr Sy, &5 8 qw, X?"]
(102)O<'A l-//ﬁA(X,j,Z) s U,V ] Al‘_(‘)rlx’ ngy, 63A<CS4Z’ CS5u’ 66")] 1

SERPAVE AW G N AW S

-~ I (‘ -

(lOI)OCA [/?JA(x,y, z) ,u,v]

Ako u 1('102) postavime u = v = e, nalazimo jednakost
( g
(11} OC/\%A(X’yaZ) = A(Jlxy C)zy’ "j’Z)s
gde je \
: =" q ( ¢ C
‘s 1} = 7 ] )} = g
(11 ) ‘9/2 —‘jBA(CJ4Z9CSeS Cx6e) (.S BRO4’Z’

pri Cemu Jje R translacija 3-grupe Q(A).

Iz (11), na osnovu lema 8, i 9, nalazimo da su

5, S d, 1
(/S O1r O3
kvaziautomorfizmi 3-grupe Q(A).

Ako sada u (102) postavimo x = y = e, mnalazimo da Je

C C
OC/’JA(X,Y,Z) = LOBA(O 4X,((;5Y,{S6Z),

odnosno

(12) O(B_lL-]Z{ﬂA(X,y,Z) = A(f54X’C§5ya ééz)!

. 'a
gde je Ix = A(Cg e,dze:,x) leva translacija 3-grupe Q(A).

Iz (1_2), na osnovu lema 8. i 9, nalazimo da su
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T - . _(
0571 %ﬁ;ﬁb,t£4,16; i Cg
kvaziautomorfizmi 3-~grupe Q(A).

Lako je uoditi da su translacije L i R 3-grupe Q(A) njene
autotopne permutacije, pa, dakle, na osnovu leme 8, njeni kvaziautomorfizmi.
zato, iz (117) i Zinjenice da je aﬂ;kvaziautomorfizam, na osnovu leme 7, na-

lazimo da je i 63 kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A).Utvrdili smo,dakle,da

su
c

- { - .
O(/:j,Ol, (52 dss (54’ (;{5 1 06
kvaziautomorfizmi 3-grupe Q(A).
Ako u (102) smenimo x i y sa e, a z sa /égﬂlz, na-

lazimo da Jje

OCA(X9.Y,Z) = LC§3A((§-4/3_1X90(5Y’C562)9

odnosno

-1_~1
) JyM ey = A, S Sgr, Sen-
Iz (13), na osnovu leme 8, nalazimo da je
d—lL—lOC
3
kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A).

Kako su {S; i L kvaziautomorfizmi 3-grupe Q(A), na os-

novu leme 7, otuda nalazimo da je o kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A).

Posto je C<}fskvaziautomorfizam 3-grupe Q(A), otuda, na osnovu

leme 7, nalazimo da je ;K3 kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A).

. >
Tvrdenje, dakle, treba dokazati jos za ;51 - 2{%.

(103) mozemo transformisati u slededu jednakost

(103') X}_A [x, (};A(y,z,u),v]
= A[ C’(l Xz-lxy ('52 X-iYs JBA(C{[‘_X;:LZ’ C55. -6-111, 66X-;1V)J
U (10 ) postavimo z = = €. Nalazimo:

XdlA(x,X;y,Z) = A((‘S Xlx (:g 8(4 y,f“/jLO g
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odnosno

Low=1_ O ¢=ly=1_ ¢ -1
(105 Yiateyz) = 4 X3 S8 0y 8,08, 87F =0n

Iz (103"), na osnovu lema 8, i 9, nalazimo da su

-1 g1y -1
X1:0182+ 0284 83 i 531,662{'7'1

kvaziautomorfizmi 3-grupe Q(A). Otuda, na osnovu leme 7, nalazimo da su
25 1 5 2 1 g 7
kvaziautomorfizmi 3-grupe Q(A),

Ako u (101) postavimo X,?‘v = XSZ = e i uzmemo u

obzir (7), nalazimo slededu jednakost
X[ Xom Ep B 40 1
o5 [ BB(x,y),2 | Y3 [ ¥px &Y by, §p ) |

. o . PN . .
Otuda,na osnovu osobine 9 . kvaziautomorfizma binarnih grupa

i

B [ﬂB(x,Ry) ,Rz ]

odnosno

It

(I deo, str. 13. ) Lema 2, nalazimo da su

EX dar i X

kvaziautomorfizmi 3-grupe Q(A).

Tvrdenje treba dokazati jos za Xé.

U (10,) postavimo dry = XV = e Nalazimo:
1 4 7 - ' B

SEIREN O N PO
(B [ﬁB(X,y),z ] {/Y’]_B [(})‘zx, AI;B( J;L_ly, XéRnlz-)] .

. . o] . . . .
Otuda,konacno,na osnovu osobine 9 ., kvaziautomorfizma binarnih

o B [@B(X,Ly) ,Rz ]

odnosno

grupa (I deo, str. 13. ) mnalazimo da jJe X’L-l
5

kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A).

S obzirom da je Ix = B(k,x) = A(e,k,x), na osnovu leme 7,
otuda nalazimo da je i 2;,'5' kvagiautomorfizam 3-grupe Q(A); Cime Je tvr-

denje dokazano.



53

3.4.2. KONSTRUKCIJE 3iA SISTEMA

Teorema 5, Neka je na Q zadan ih- sistem > , i€ NB' Tada
se moze definisati 3-grupa Q(K) sa jedinicom tako da proizvoljna operacija

c€ 2 ima oblik

(a> C(X’yQZ) = K(!:':"\lxy (J-J‘ 2y, {JJ 32),
gde supri i = 1 W, i 3 neke permutacije skupa Q a W je
automorfizam 3-grupe Q(A), pri i = 2 (,g)l i OO 3 neke permuta-
' cije a (“)2 je automorfizam, i pri i = 3 (_,Jl i W > neke permu-

tacije a je automorfizam 3-grupe Q(A).
3 .

DOKAZ
Dokaz navodimo samo za i = 1, tj. samo za . IK-siste-
me,jer su dokazi za A~ i 3A-sisteme analogni,

Neka je Q(X) E-sistem.Neka,dalje, 3~kvazigrupt Q(Ai),

ie& N6’ od kojih su Al i Az ehavsgno iZ‘Z ,zadovoljavaju opstu ternar-

nu asocijativnost

(l) Al [AZ(X,_Y,Z),H,V ] = A3 [X,A4(y,z,u),v] =
= A5 [x,y,AG(z,u,v).] .

Tada, na osnovu Teoreme 1. iz 2.1.1., egzistira ternarna grupa Q(A) sa jedi-

nicom takva da je izotopna sa svakom od Q(Ai), i€ N6.Dakle:

Al(x,y,z) = O(— -A-(/E))X’ Xy’ (SZ‘)
Az(x,y,z) = \(D—:LA( ijy &y9 /2 Z)

(2)

\ -A-6(nyvz) - 7‘02“11\< \4/2}(’ (_,9'2;}7, {?27‘)’

'gde je Q(A) ternarna grupa sa jedinicom.

Smenimo 1i (2) u (1), nalazimo da je

(3) CY'AW}D—.IA(\/)X,&&,/?Z),Xu, Cgv:l = see = eees o
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2

Uvodenjem smena \Px —_ X, &Ly —y, { z —3 z,

. C ,
X —~>u, Ov —> v, (3) prelazi u slededi niz jednakosti

(4) DCA[ﬁ\(S'—lA(x,y,z),u,v] = aee = eee .

Iz (4) na osnovu Leme 10, nalazimo da je

(5) pYr o §

kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A).

Ako u 2. odaberemo A, i A, tako da je A, = A,, ti,

/5, =\//’ itd., nalazimo da je i

(6) Vet _ &,
takode kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A).
Neka Jje sada Al fiksirana, a A2 proizvoljna operacija iz
Z «Tada je/£3 fiksirana permutacija.Izrazimosada &{7 i K// pomodu

/3§ 1 5y ,
£ -1 PL = -1
(7) =574 Y5575
Iz (2) i (7) mnalazimo da proizvoljna operacija ( C = A2)
iz 2. ima slededi oblik:

C(x,y,z) = /3)—1%: A(§l§—l/?)xy '9?)7: /? z),

odnosno
cy,2) =B TA[E €. x(fa™, aE Fy (£ E ) |

jer je g kvaziautomorfikam 3-grupe Q(A)..

d

Otuda,uzimajuéi u obzir

(%e)—l = A(e,e,(’%:e)_l) = A[ (%: %1% —le)_l,e,A(E/ %lg—le,e,

, (?‘ e)—l)] , uz pomoé nesto raduna,nalazimo da je

(&) cx,y,m) =/ [ AEEET Sx(EF a7
AEE T e (B o E I a3 0 EY 0]
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pri Cemu su ( %‘*l%—l _l i (% e)_l inverzni elementi redom eleme-
)
nata% %li—l i ﬁ;e u binarnoj grupi Q(B), gde je
A(x,y,z) = B {-_B(ny)’z_] .

Uvodenjem oznaka

EEIINCE Pt @% §_le> °)
(9) §}f‘y - 1§80 § s O
I\ Ci)z = A(e, (S e)—l’%@z)’

(8) postaje

(10) cxy2) = SBTAABx a2

Iz (9) na osnovu Leme 6., i Leme 7, nalazimo da je .7& automor-
fizam 3-grupe Q(A).

Novu operaciju A  uvedimo na slededi nadin:
— -1
(11) E(x,y,2) = B7a(fpx,Ay, Be),

gde je ﬂ fiksirana permutacija iz(2)

Q(A) je izomorfna sa Q(A). Zato je Q(A) 3-grupa sa jedini-

com.,
Iz (10) 4 (11) mnalazimo da je
— -1~ - ~1 J
C(X:ysz) = A(ﬂ) »A ﬁx’ﬁ% y9/5 16’ Z):
odnosno
(12> C(nygz) = K(wlxyw2y9w3 Z),

pri Cemu je

W1 =/5-.A/3 ’
(13) . AR =f,s'y* §
lw s 370

{.) y 3¢ autemerfizam 3-grupe Q(A). Zaista:
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vy 1K(X,y,Z) =/6 -]:/\/EK(X,:)',Z> = /6—];‘/2) /5—1A</5 X,/?)‘J, /32) =
=/3 -1A A( /?)X,/j‘Ys/G z) = /5-1A(]\/ﬁ.)‘x,:/\/'2> Y :/\/ﬁz)_, =

=1 , -
/3 A(/ﬁfx) 1X’/2>wly’/_’)wlz> =

Z\-((Jlx,wlbh w]—Z) .

n

Konadno, uzimajudéi u obzir (9) i (13) +te &injenicu da je
QJl automorfizam 3-grupe Q(K), nalazimo da je tvrdenje za Th-sisteme

dokazano.
Verifikacijom se moZe utvrditi da vaZi i sledeéi stav,

T e or ema 6. Neka je QA) ternarna grupa sa jedinicom. Neka,

dalje,
1. 2::1 obrazuju operacije
C(X,y,Z) = K<L‘~)1X;(J~.)y,w32)’ .
gde je le automorfizam 3-grupe Q(K), a QJ2 1.0)3 su proizvoljne

permutacije skupa Q;

2. E::Z obrazuju operacije C, gde je CL)Z automorfizam 3-grupe
QA), a Ddl i (Ajj su proizvoljne permutacije skupa Q; i
3. 2_.3 obrazuju operacije C, gde je<&)3 vatomorfizam 3-grupe
Q(K), a UJl i C)B su proizvoljne permutacije skupa Q.
Tada je Q(Z ;) Th-sistem, Q(ZZ) Dh-sistem i Q(ZB)
3h-sisten.
Teoreme 5, i 6, emoguduju konstrukcije  iA-sistema,
3.4.3. KONSTRUKCIJE iA - SISTEMA

Teorema 7. Neka je na Q zadan iA-sistem E—, i NB.Tada se
moze definisati 3-grupa Q(A) sa jedinicom tako da proizvoljna operacija u

ima sledeéi oblik:
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oLz, Ay, =),

<a‘1> C(X’y9z>
ako-je E: lA-sistem;

(a,) C(x,y,2)

K(T OCX; //L\' y,T ,ﬁ)’

\V]

ako je E: 2A-sistem; 1

(ay) Cry,2) = K Kx By, fa,
ako jJe Z: 3A~sistem;

pri Cemu su ﬁkﬁ, /45 i ;%7‘ automorfizmi.  3-grupe Q(K), a T i T’ su
translacije 3-grupe Q(A) oblika A(e,k,x) ili A(x,k,e), gde je e je-

dinica 3-grupe Q(A), a k je neki elemenat iz Q.

DOKAZ
Dokaz tvrdenja navodimo samo za lA-sisteme, jer se za 2A-~ 1

3A~-sisteme tvrdenje dokazuje analogno.

lA-sistem je i 1A-sistem.Zato na Q egzistira 3=-grupe Q(X)

takva da sve operacije CiG-zz:imaju slededi oblik (Teorema 5.)

(l) Ci(XsyQZ> = K( lxlxyﬁiy’d/tiz)’
Jeke

NP, R . _ = . Vi
pPri cemu je 6{; automorfizam 3-grupe Q(A), a /511 i d“; suYper
mutacije skupa Q.
Neka je ci<E§Z, 1€Ng, jedna Sestorka koje pri izborm C; i
02 zadovoljava op$tu ternarnu asocijativmost.
' ~ —
(2) cy [Cz(x,y,Z),u,V_] = O [x,CAr(y,Z,u),VJ = Cg | %,¥,C5(z,u,v) | .
K.o u dokazu Teoreme 5, neka Je C1 fiksirana, a 02 proizvolj-

na operacija iz E:.

Smenimo 1i (1) u  (2), nalazimo da je
(3) A [C(1K< D(zx’ﬁzy’();;”’ﬂlu’ 3}1"__’] =
R (ol B Jn ] -
A Ed5xﬁ,5y,X5K(O%z/3\6u,X6v)j .

n
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U (3) postavimo X=//_/")2y = e, gde je e jedinica 3-grupe

Q(R).Nalazimo slededéu jednakost:

LX5K( (7(’63:,/3631, (Yéz) = K((’/(fl Xéx,//%ly’{lz)’
odnosno sledeéu )
_ —_ -1 -1 : -1
(31> La(;A(Xsy’Z) = A‘<£><]_X20(6 X’/31/ﬁ6 Yo X].J)g Z)’

pri Cemu je L translacija 3-grupe Q(K).

Iz (31), na osnovu Leme 9, nalazimo da je

) -1 _ o
1 J20G T =
kvaziautomorfizam 3-grupe Q(K). Otuda, uzimajudi u obzir Lemu 1. i Lemu T,
s obzirom da su C:(l i 0(6 automorfizmi 3-grupe _Q(-A-), nalazimo da je

A}é kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A).Zato,na osnovu Leme 3, /}Z moZemo

predstaviti kao sledeéi komposzitum

¥z - 1

gde je T translacija 3-grupe Q(A) oblika A(e,t,x) ili  A(x,t,e), a X~
je automorfizam 3-grupe Q(K),.(Automorfizam A}'menja se u zavisnosti od iz-

bora oblika translacije A(x,t,e) ili K(e,t,x».

Iz (3) moZemo izdvojiti sledelu jednakest:

(32> K{;O(lx(x,y,z),u,v] =

- -1 N N | -1 -1
= A oGOl x,/ D6, f3, Y3, X Z’(ﬁ/ﬁl D S g B
U (32) postavimo x = v = e, gde je e jedinica 3-grupe Q(A).
Nalazimo da Jje
K[M:&-(e V,2),u eJ = Sﬁ INCo. Y. -1y 4 et Xﬁ =L u)
1 ’J 9 P+ 3 4[‘%2 !/_4{2 s 4/j1 H
gde je S translacija 3-grupe Q(A).
Otududa,uzimajuéi u obzir A(x,y,z) = B[_B(X,y),z]

(Teorema 5, iz 2.3.) nalazimo da je:
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P . - -1 -1
S/)_’j3A.(D<;}_}/3’2 lX!’ ?\_,4 Xz N X4/})’1 Z),

i

A(O(x, (17,2)

odnosno
I — -1 -1 w1
Iz (33), na osnovu Leme 9, nalakimo da je

S S|
(4) 0&/32 9(1 = ij

kvaziautomorfizam 3-grupe Q(K).Poéto su (%fi i c(z automorfizmi 3-grupe

-1 -1

Z) e

y’z.'(-ll- :)l

Q(X), na osnovu Leme 1. i Leme 9, iz (4) nalazimo da je /432 kvaziautomor-~

fizam 3~grupe Q(K).Otuda,na osnovu Leme 3, nalazimo d a Je

_ e
/3o = TP
gde je T° translacija 3-grupe Q(A) oblika A(x,t,e) ili  A(e,t,x) a/ég

je automorfizam 3-grupe Q(A).(Kal i u vezi (Y;, automorfizam/AS se menja

u zavisnosti od izbora translacije A(x,t,e) idi  K(e,t,x)).

Tvrdenje za lA~sisteme Jje time dnkazano,

Osnovno usmeravanje u gradnju iA-sistema, iGENB, daje Teorema 7.

Za konstrukcije nekih A-sistema od koristi de biti i sledeéi stavovi.

L ema 1l. Neka je Q(A) 3-grupa sa jedinicom e.Neka su,dalje,
5<'i/4& njgpi automorfizmi,a T trgnslacija oblika A(e,t,x). Tada je
OCT L= T'C§ , gde su Cﬁ-automorfizam, a T translacija oblika A(e,k,x)
3-grupe Q(A).

Tvrdenje neposredno sledi iz Leme 7, 1 Leme 4.

Uzimajuéi u obzir dinjenicu da je Q(A) 3-grupa sa jedinicom e,

Lemu 3. 1 Lemu 4, nalazimo da vaZe slededa dva tvrdenja.

Lema 12. Neka je Q(A) 3-grupa sa jedinicom e.Neka su, da-
1je, X, /2 i 4  automorfimmi,a T, i T, translacije oblika

A(e,t,x) 3-grupe Q(A).Tada egzistiraju automorfizmi O(’,,ﬁ%', J}', i

translacija Tx = A(e,k,x), tako da je

A(e(x,1/3,X 2),

1. A(o(x,ml/gy,ngf‘z)

2. AT, (x,1,/y,4 %)

AT X x,/3y,4 %) i
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3. A Kx, Ay, T 8e) = A, /b7y, 4.

Lema 13. Neka je Q(A) 3-grupa sa jedinicom e.Neka su, dalje,

-~

c{,l/g, J‘, njeni automorfizmi, a T je translacija oblika A(e,k,x).Tada
egzistiraju automorfizmi <X*, /3',’[2" i translacije T, i T, oblika
A(e,t,x), tako da je

K NIN OIERC AN R ORI VSR O

L ema 14. Neka je Q(A) 3-grupa sa jedinicom e.,Tada je S,gde je

Sx = A(k,x,t), kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A).

DOKAZ

Uzimajuéi u obzir Teoremu 5. iz 2.3. i da je Q(4) 3-polugru-

pa, za x = k i v = t nalazimo slededéu jednakost:
(5) SA(x,y,z) = A(Lx,y,Rz),

pri demu su Ix = A(e,k,x) i Rx = A(x,t,e).

Iz (5), na osnovu Leme 8, nalazimo da je S kvagziautomorfizam

3-grupe Q(A). Tvrdenje je time dokazano.

L ema 15, Neka je Q(A) 3-grupa sa jedinicom e.Ako su S, 15,
translacije oblika A(k,x,t), onda egzistiraju translacije 83 i S4 istog

oblika tako da Je
A(Slx,y,Szz) = SBA(X,S4y;z).

DOKAZ

Uzimajuéi u obzir da je - QA) asocijativna 3-kvazigrupa,

nalatimo slededéi niz Jjednakosti:

A(S%,5,5,2) = A[AGk,x,,),7,A(ky,2,8,) | =

=A{kl,A [x,A(tl,y,kz),z] ,tzg = S;A(x,5,7,2);

dime je tvrdenje dokazano.
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Primer 1.
Neka je Q(A) 3-grupa sa jedinicom e.Neka je,dalje,j{' skup
svih automorfizama 3-grupe Q(A), a Ti neka su translacije oblika

Afe,ty,x).Tada jo Q3 )),ade je

A - ~
>, = {elex,y,z) = a(x,mAy,0,d2); 0,3, ek t,t,e Q)

A~gistem ternarnih kvazigrupa.

DOKAZ
Prvo,na osnovu Leme 12. i Leme 13, s obzirom da raspolaZemo sa
skupom J? svih automorfizama i skupom .,C/;—-svih translacija T oblika
A(e,t,x), nalazimo da se svaka operacija C iz ZA moze predstaviti na
slededi nac‘iin:‘
(a) 0(x,7,2) = AXx;Ay,r dz),

gde 5 e o 1ed

Neka su Cl i 02 proizvoljne operacije iz 7;5 predstavljene na

naéin (&).Nalazimo slededi niz jednakosti:

(b) Cl [_CZ(X,y,Z>,u,v.] =
=A [A<0(10(2X, O(l/z;zl\’aéx'sz d);z) ’ﬁlu’TlszLVj =
=A [DG]_MZX,A<O(1/62y,D<]_T2 ng,ﬂlu)’r_ﬂldiv]

=A [O(lé’{zx,O\/lﬁ2y,A(0(lT2 AEZ:.,/g)lu,TlX};V)] .

Ako u (b) uzmemo u obzir Leme 11-13,nalazimo slededi niz jednakosti

(c) Cy [02(x,y,z),u,v] =

4] o6, 06 s e oo, o] -

alo oGx. 06 Ayaid §a A v ]
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Uvodenjem oznaka:

03(X9yiz> = A(d'lOQ/ZX,y,TleZ)

Cy(miysz) = A Sopxs i K7 uf502)
() |
x\ CS(X’.V’Z> = A(O(l()(zxyf)(l/azy,z)
14 06(X,.Y,Z) = A((}’é’x,ﬂ)iy,fri&z),

(c) prelazi u sledeéi niz jednakosti:

(&) ¢ [Cz(x,y,z),u,v] = G4 [X,C4(y,z,u);V] = C5EX,Y,06(z,u,v?] .

L Ako u C, uzmemo u obzir Lemu 13, iz (d4) nalazimo da 03, 04, 05,
C6€>’__3§ . To znadi da je Q( Zi ) lA-sistem.

Analogno se moZe dokazati da je Q( Zi ) 2A-~ i 3A-sistem.
Q(Zi ) je, dakle, A~sistem; Sto je trebalo dokazati.

PRIMEDBA :

Leme 11-~13. bile su primenljive (bez ograda) zato &to automor-

fizmi i translacije oblika A(e,t,x) pri formiranju operacija iz Zi pro-

laze redom sav skup _‘7% i sav skup ) *

Primerxr 2.
Neka je Q(A) 3-grupa sa jedinicom.Neka je,dalje, jél skup svih

automorfizama 3-grupe Q(A).Tada je Q( ZA), gde je

ZA - {C l C(X’y’z) = -A-(C)\/X’/By’é)?z); OC ’/?J’Xe ﬂ—}\ '

A-gistem ternarnih kvazigrupa.

Tvrdenje se moZe dokazati proverom,uzimajuéi pri tom u obzir

da f)(,ﬁ) i(}‘-prolaze sav skupj{L .

Primer 3.

Neka je Q(A) 3-grupa sa jedinicom.Neka je,dalje, 5& skup svih
translacija oblika A(k,x,t,). Tada je Q(ZH), gde je
O

Z Q =f‘C iC(Xay:Z) = A(x,8y,2z); S€ f g ’
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DOKAJZ

C,e 2

Neka su Cl’ 5 €

g° Nalazimo:

It
1

Cl [ Cz(x,y,z),u,v] A [_A(X,Szy,z),Slu,v]

I
i

A [X,A(Szy,z,slu),v:]

= A [X,Szy,A(z,Slu,v)j .

Otuda,uzimajuéi u obzir Lemu 15, uvodenjem oznaka

03(x,y,Z) A(x,SBy,Z)

C4(X,Y,Z) A(x,S4y,z),

nalagzimo da jJe
(6) C1 [Cz(x,y,z),u,v ] = C3 [x,C4(y,z,u),v ]: C, [i,y,Cl(z,u,v)] :

¢ime smo dokazali da je Q(EZS) lA-sistem,Analogno se dokazuje da je
Q(‘Z:S) 2A- 1 3A-sistem. Q( z:s) je, dakle, A-sistem ternarnih kvazi-

grupa.

NAPOMENA ¢
Iz (6) nalazimo da je na Q( EZS) t otalno ispumnijen
(I deo,str. 15. ) (1,3)-asocijativan 2z a k on tipa

A LB(X,_Y,Z),U.,V ] = B [x,y,A(z,u,v)—} .

Otuda, za A = B, nalazimo da su $ve operacije iz EZ:S (3,3)-

asocijativne ternarne kvazigrupe.

3.4.4. Ternarne grupe sa jedinicom u iA~sistemima

Teorema B8, Neka je Q(Q)_ ) iA-sistem, i¢& N,.Neka su,dalje,

3
operacije iz 2: generirane 3-grupom Q(A) sa jedinicom e.Ako je Q(A) 3-gru-
pa sa jedinicem e i A€ 2. , onda je

(7) K(X,:Y,Z) = A(X,Sy,Z),

gde je S translacija oblika  A(k,x,k).
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DOKAZ

Ako je Q( 2.) iA-sistem,on je i iA-sistem,Zato,na osnovu

Teoreme 5, imamo da je

(8) A(x,y,2) = A@(x,Ay,072),

gde je pri 1 = l(xfautomorfizam, pri 3= 2 /QJ automorfizam,a pri i 34
automorfizam 3-grupe Q(A).
Iz (8) za X =y = e, X =7 = e, vy=2z=¢€¢ i X=9y=12-=2¢

nalazimo redom:

z2 = A(O(g,/ﬁ-éyg‘ z)
y = A(oi-é-,ﬂ?y’étg)

l/

|

/

AN

} < =

LE - a5/ 4.

(9)
= A(C(x,/ag Jﬁg)
Iz (9) nalazimo da je
rex = AT BDHT
| By - s d9™
(10) { _ L
| e - DT e
;\ _e_:.l = A(—e—l9 g—ly g-1>9
gde su (O(E)-l, (/525-1, (ﬂﬁg)_l | i E—l inverzni elementi redom e~
1emenataO(_e_, ﬂ)-e-, J‘dg i e u binarnoj grupi Q(B) kojom je defi-

nisana A na sledeéi nalin A(x,y,z) = B[TB(X,y),zj] (Teorema 5. iz 2.3.).

Uzimajuéi u obzir (10) i da je Q(A) 3-polugrupa, iz (8) nalazimo
da je
- -1 _ =1
A(x,y,2) = A [_XsA(e 1Y€ )szj ’
odnosno

[ ’ A(X’yyz) = A(X$SY,Z),
gde je Sx = A(k,x,k).Teorema je time dokazana.
Nameée se sledele pitanje: da 1i svaka operacija C definisana po-

moéu 3~grupe sa jedinicom i njenom translacijom S oblika A(k,x,k) na nadin

(7) predstavlija 3-grupu sa jedinicom ? Na to pitanje odgovara slededi stav,

Teorema 9, Ako je Q(A) 3-grupa sa jedinicom e,onda je Q(C),

gde Je
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(11) C(x,y,2z) = A(x,5y,2) a Sx = A(k,x,k),
3-grupa sa jedinicom.Jedinica 3-grupe Q(C) je k—l, pri Cemu je k-l inver-
zan elemenat .elementz 'k 1w birnarnoj grupi Q(B), kojom je definisana A na

avu ——
pacti A(x,y,2z) = B{—_B(x,y,),z] .

DOKAZ

Operaciju C, definisanu sa (11), moZemo pisati na sledeéi na-

(117) C(x,¥,2) = A [x,A0,7,k),2] .

Iz (ll’),uzimajuéi u obzir Teoremu 5. iz 2.3,C¢injenicu da je jedi-
nica e 3-grupe Q(A) ujedno i jedinica binarne grupe Q(B), kojom je A defi-
nisana na nadin A(x,y,z) = B fB(x,y,),z] , te asocijativnost operacija

A i B, nalazimo redom:

c(k“l,k'l,z) = z,

-1 -1
C(k “yyyk 7) =y i
o(x, kL") = x,

gde je it inverzan elemenat elementa k u binarnoj grupi Q(B).Time je do-

kazano da je Q(C) ternarna lupa.

Q(C) je i ternarna polugrupa,Uzimajuéi u obzir Lemu 15, iz Slx =

82x = A(k,x,k), nalazimo da je S1 = 5, = S3 = 84 = S. U (6) je

tada Cl = C2 = C3 = C4 = C.

Teorema Jje time dokazana.

3¢4.5. 0 maksimalnim iA-sistema ternarnih kvazigrupa

Pregledom primera l-3,nalazimo da je ZSC ZE iz C Zi .

4 Q(.z:i) je najopdirniji iA-sistem u skupu sistema generiranih istom 3-gru-

pom sa jedinicom.Teo tvrdi slededi stav,

Teor ema 10. A-sistem iz Primera 1. Q(Ezz‘), generiran 3-
grupom Q(A) sa jedinicom e,je ma k s imal an,tj. on se ne moze uklju-

8iti u Siri iA-sistem,i € N3.
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DOKA Z

Pretpostavimo da je

e
(12) S_ . ;;——A ,

S
gde je £— neki lA-sistem.Na osnovu Teoreme 7,sve operacije C iz Z2_ dima=~

M

ju slededi oblik:
(13) C(x,¥,28) = A(ex,r /Ay, d),

o ;
‘.

N,
™
ke L=

gde je 'Q(K) 3-grupa sa jedinicom.Zato Jje podsistem A-gsistema

Dakle,vazi

(14) 2 = L =21,

]
=13l

To znadi da 3-grupa A sa jedinicom e pripada i sistemu 2_

Na osnovu Teoreme 8, to dalje znali da je

K(X,-S_;y,Z) s

(15) A(x,y,2)

gde je Sx

A(k,x,k).

Ako jedinicu 3~-grupe Q(A) oznadimo sa e,onda, na osnovu Teoreme 9,

imamo da je e = k<-l), gde je k(—l) inverzni elemenat elementa k u bi-

narnoj grupi Q(B), kojom je definisana A na nadin A(x,y,z) = B [E(x,y),z}‘
(15) moZemo,daklespisati ovako:

15 ° —r = (-1 -1 |

(157 A(x,y,2) = ALX,A(G( )yy’e( ))’Z‘] .

Iz (15°) za x = z = & gde je e jedinica 3-grupe Q(A), nalazimo da
je .
- - - (-1 -1

(16) A(G,y,%) = Kl 5,60y,

Iz (15°) i (16) nalazimo da je

A(vaQZ) = K[X7A(E7y’-é-)9z_.] .

Uvodenjem smene y = A(e —1),?’,3_1) (gde je o1 inverzni eleme-
nat elementa ‘e u binarnoj grupi Q(B),kojom je definisana A na nadin

A(x,y,z) = B-[B(X,y,)zj] ), s obzirom da je

=1 -1, = 7
A[e’A(e 9f2 s © )99:! = ( ’
otuda nalazimo jednakost

(17) K(x,7,2) = Al %A@ t,y,s Y,z ] ,
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Neka je sada yﬁ automorfizam 3-grupe Q(A), tj.

(18) P Exy.2) = K(Px, Py, Fo).
Iz (17) i (18) nalazimo da je
(19) PGy, = APESY 5, F o).
Otuda,na osnovu Leme 8, nalazimo da je #E kvaziautomorfizam 3-gru~
pe Q(A),
Ako T ¢ E:E , onda je

(20) T(x,¥,2) = A(Xx,T/3y,7 2),

na osnovu Teoreme 7,

Tz (17) i (20), uzimajudéi u obzir da je

S, gde je
Sx = A(k,x,k), kvaziautomorfizam 3-grupe Q(A) (Lema 14,) i Lemu 5,
nalazimo da Je-
(21)

E(X,y’z) = A(&PXG k)0379 192)9

i é*'kvaziautomorfizmi 3~-grupe Q(A).

gde su VO,V”

Uzimajuéi u obzir Lemu 4, (21) moZemo pisati ovako

C(x,y,2) = A1, W1, y,1, a% z),
gde su \ﬂg, VVO i f;g

(217)

automorfizmi 3-grupe Q(A),Tlx = A(x,ﬁl,e),sz =

= A(tz,e,x) i T3x = A(e,tB,X).
Iz (217),uzimajuéi u obzir asocijativnost 3-grupe Q(A), nalazimo
da je
(2177)

C(x,y,2) = AL, Yy,n, O 2),

gde je Téx = A(e,té,x), a té = A(tl,tg,e)v

Iz (21’°) sledi da C €

(22) Z%\T_— = 7;-5

:{:E . To,medutim,znaci da

Iz (22),(14) i (12) sledi da je

2SR H S TR

— A —

=13}

¢ime je teorema dokazana,
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Uzimajuéi u obzir Teoremu 7, Primer 1. i Teoremu 10, nalazimo da

vaze redom slededa dva tvrdenja=

Teorema 11, Ako jJe ZJ_ maksimalan iA-sistem, 1C N

— € n onda
je 2_ oblika QL_g iz 1. primera,

3’

Teor ema 12. Proizvoljan maksimalan dA-sistem je A-sistem.

Vazi i sledecde tvrdenje.

Teorema 13, Broj operacija u maksimalnom A-sistemu ternar-
nih kvazigrupa,definisanom na konacénom skupu Q, je n.fBGE N,gde je n moé

skupa Q, a f broj automorfizma generatorne 3-grupe sa jedinicom Q(A).

DOKAZ

Neka je Q konadlan skup mo¢i n& N.Neka je, dalje, Q(ZZ:E ) ma-
ksimalan ¢ A-sistem generiran 3-grupom sa:jedinidcom Q(A). Tada,uzimajudi u
obzir dokaz u vezi 1. primera, nalazimo da se proizvoljne Al, AZCE EE:X

mogu predstaviti na slededi nading

= o . iy 3
Al(x’y’Z) - A(\)\lx’ﬂkly,Tld)lz) 1
_}—
Az(x9y’z) = A-((.\/(zxsﬂngTza 22),
gde su O(i’./gl’ JZ, 5{1,£452 i 3’2 automorfizmi 3-grupe Q(A), a
Tl i T2 su translacije oblika A(x,k,e), pri Cemu je e jedinica 3=
grupe Q(A),

Al = A2 ako i samo ako je Tl = T2, (D(l =X ,, /31 =
==/3:y 5?_ = 2(;. Tvrdenje je u jednom smeru trivijalno.Tvrdenje cemo do-
kazati u drugom smeru.,U tu svrhu neka je Al = A2, ti.

. _ V- _
(2) A(U{lx,/gly,Tld lz) = A(Cxéx,/bzy,Tzzféz).

U (a) postavimo x = y = z = e. Nalazimo:

(o) T, o= T,

Ako u (a) postavimo x =y = e i uzmemo u obzir (b),nalazimo da

je r
LR A QPO



69
odnosno
X:L = .
Analogno utvrdujemo da je C<i = g{é i /31. = /432,

Padto je translacija T jednoznaCno odredena elementom kC Q, to

se broj operacija u zz:z izrazava formulom a f3
. A4 H

gde je n moé skupa Q, a f moé skupa svih automorfigzama 3-grupe Q(4).

Broj f €N je sa EZ:E jednoznadno odreden,U to se moZemo uve-
7. . Vv ry . . » . 3 . . ,l‘
riti slededim razmisljenjem.Sve 3-grupe sa Jedinicom koje pripadaju Z::A su

izomorfne (generalizovan Albertov stav,I deo,str. 9. ).Neka je o< izomor-

fizam 3-grupe sa jedinicom Q(4) na 3-grupu Q(K), a ¥9 automorfizam 3-grupe
Q(A),Tada je & YWPx automorfizam 3~-grupe Q(A) (drugi deo dokaza Teo-
reme 5),.,Dakle,ako je fA broj svih automorfizama 3-grupe Q(A), a fK
3-grupe Q(A), onda je

(C) fA $ fX .

Analognim razmidljanjem,nalazimo da je i

— <<
(e,) tr < 1.
Iz (cl) i (02), konacno,nalazimo da je fA = fK R

Teorema. 14, Dva maksimalna asocijativna u celom sistema ter-
narnih kvazigrupa na istom skupu Q ili se podudaraju ili mnemaju zajed-

nickih operacija.

DOKAZ

Neka su 2;.1. i z: 5 maksimalni A-sistemi na Q.Neka je,

Y“
dalje,é_.l generiran sa 3-grupom Q(A), koja poseduje jedinicu e, a 55:2
sa 3-grupom Q(K),koja poseduje jedinicu e.

Pretpostavimo da E::fﬁ E: , sadr#i operaciju C, tj. da je

A(C(xafay,T Ay z) i

K<O(X’ﬁ)ys;f "s/)) Z) ]

pri demu su.CX(,/g',d’ automorfizmi 3-grupe Q(A),CK',/Q, cy, automorfiz-
mi 3-grupe Q(A), a T i T +translacije definisane redom sa A(x,k,e) i

A(x,t,e)

IC(x,y,Z)

(a)
k C(x,y,z)

it
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Iz (a) nalazimo da je
() A(Xx,/Ay,0 2 = EeXx,Ay,T 2.

Kako (b) znadi da su Q(A) i Q(A) izotopne,to, na osnovu ge-
neralizovanog Albertovog stava (I deo,str. 9. ), znali da su Q(A) i
Q(R) izomorfne,Ako sa (! oznadimo jedan izomorfizam Q(A) na Q(4), imamo
da je
f=-1= 5 ¢ J
(e) Alx,y,2) = d AT x,07,0 2).

Iz (b) i (c¢) nalazimo slededu jednakost:

e =L A op-l. = ¥l -1 =1 5
E(eX X x,ﬁ/’,\ y,T(\fX T~ z) =C(> A(c‘jx,cgy,” z)e
Otuda,uzimajuéi u obzir Lemu 8, iz 3.4.1, nalazimo da je fg
kvaziautomorfizam 3-grupe Q(&). Zato,uzimajuéi u obzir Lemu 7. iz 3.4.1. i
definiciju kvaziautomorfizma 3-grupa sa jedinicom,nalazimo da (c) implicira

slededu jednakost:

rn,ya) = E 1O, 3 58S n, § 9D -1 San],

odnosno

Aoy = K[ I, @D, 4]

Otuda,uzimajuéi u obzir asobijativnost 3-grupe Q(A),nalazimo da je

(d) A(x,y,z) = >K(X3_S-ysz)!
(-1)

gde je Sx = A(k,x,k) a k = (C —13)(—1) a je inverzni

elemenat elementa a u binarnoj grupi Q(g),pri Semu je

1 4

-
A(x,y,2) = BLB(X9y)’Z] .

U okviru drugog dela dokaza Teoreme 5, dokazano je da vazi sledede

tvrdenjﬁ: Neka su Q(A) i Q(R) izomorfne 3-grupe sa jedinicama,pri ce-

mu je () izmmorfizam Q(A) na Q(Z).Tada, ako je ‘§) automorfizam 3-grupe

| Q(A), onda je \P ) C’{ 1 ‘f)cj

automorfizam B—grupe_Q(K).Uzimajuéi ovo u obzir,na osnovu Leme T, iz 3.4.1.

i Cinjenice da je ¢ kvaziautomorfizam 3-grupe Q(K), nalazimo da je

- 'd - e
\./ - v =1
Yo g P

kvaziautomorfizam 3~grupe Q(K). Zato se proizvoljna operacija P& E: ob~

1,

zirom na (4dY 4 (). doradava na alededd nadine
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fl

P(x,y,2) = A(x,By,1d 2) = K&Xx,5/8y,1 §2) =

- T [0 Ava( X te) ] =
= A [Ek&,g/?) y,g-lK(CS X Z, (’S T, CY e)] =

- E[6GFAy, dTED S s, A4,%) -
= K(lex;gfg y,,ﬁ}z)’

gde su CKf, 3%43 i'é}’kvaziautomorfizmi 3-grupe Q(K). Otuda na osnovu Leme

4, iz 3.4.,1, nalagimo da jJe

P(x,¥,2) = A(T10C_X,T2/jy,m3g"z).
Uzimajuéi u obzir ovu jednakost,lako je pokazati da se P@€ 21_ mo-
7e predstaviti na sledeéi naclin:
- = —_
P(x,y,z) = A(O(‘]_X’/b]_y’T 8‘1 z),
gde su C%Ef/ﬁal. i dri automorfizmi 3-grupe Q(&), a T je transla-
cija oblika A(x,t,e), tj. da je P C’Zz’ ofinosno
R =
(e) L, = 2

S obzirom da je 2: maksimalan A-sistem, iz (e) nalazimo da

je 2, = 2 ,. Dakle, ako je Xllﬁ. Y., # #yondaje 2, =r o

3.4.6. PRIMER jA-SISTEMA KOJI NIJE A-STISTEM

Neka je R(+) aditivna grupa svih racionalnih brojeva.Neka je,
dalje, 2_. skup svih i samo ternarnih operacija oblika
A(x,y,2) = x+p (¥ + q z),

pri cemu su P i q od nule razliditi celi brojevi, a py i gz proiz-
vodi u (R,.).

19 R(L) je 3A-sistem.
Neka su
o) .%As(x,y,z) = X+ pg (v + g z) i
hg(xyy,2) = x4 pg (¥ + qg 2)
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proizvoljne operacije iziz-.

Uzimajudéi u obzir (a), nalazimo da je:

Ag [?,y,A6(z,u,V);j = X + Dg¥ + Pglg (2 + pgu + ppapv) =

X + Pg¥ + P5QgZ + PgdgPgl + PgdgPedeV =

X + pe(y + a2 + AgPgl) + PgAgPedeV =

(x + Pg¥y + PgdsZ) + PgdgPgi + PgdgPgdgVe
Otuda,uvodenjém oznaka

Ay(x,¥,2) = x + pe(y + agPgag2)

A, (x,5,2) = % + qg(y + pg2)
A (%,5,2) = x + pe(y + qg2)
- By(%,5,2) = X + peagPe (¥ + qg2),

nalazimo 1l.-~ da je

Al &z(xay:z),asvj = A3 P’AA,(*V’Z’U‘)’V_J = A5 [X,YA6(Z,U.,V)]

g N i 2.- da A‘l, A2, A-33 A4 & Z;

c¢ime je tvrdenje 17 dokazano.

29 R (Y) nije 1 A-sistem.

Neka su ‘
A (x,¥,2) = x + py(y + q;2) i

(b)
A (x,¥,2) = x + p,y(¥ + qp2)

proizvoljne operacije iz E: .

Uzimajuéi u obzir (b), nalazimo da je:

Al ‘:Az(x,y,z) ,u,v:l =
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(x + Pyy + pya,2) + Pju + Py a4V

x + (Po¥ + Pya,2 + Pyu) + PyqV =

X + Py¥ + (p2q2z + pju + plqlv).

Uvodenjem oznaka

A3(x,y,z) = X + ply + qulz
P p
2 2
/A4(x,y,z) = p—x+-5—y+ Z
1 1
As(x,y,z) = X+ P,y + z
Ac(x,y,2) = Pya,X + P¥ + P14,

nalazimo 1) da je

Al [Az(x,y,z),u,v] A3 [X’A4(yyz’u)yV:| =

A5 [X9y9A6(Ziu_3V)_} ? i
2) da,ako A3 IS Z , onda A4, u opdtem slucdaju, nije u 2_, .

Tvrdenje 2? je time dokazano.

Dakle, R(Z) jeste . 3A-sistem, ali nije A~sistem,
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