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vveD

Veliki nemacki matematilar i filozof Lajbnic (Gottfried
Wilhelm Leibniz, 1646-1716) rade¢i sa beskona¢no malim velidi-
nama (infinitezimalama) stvorio je nezavisno od svog slavnog
savremenika Njutna (Newton Isaac, 1642-1727) diferencijalni i
integralni racun. HMedutim, uticaj Lajbnica na dalji razvo}
matematike, koji proistie iz snage njegovih metoda i broja
njegovih naslednika (na primer bra¢a Bernuli (Bernoulli)),
mnogo Jje vedéi.

Kako primeéuje Branislav Petronijevié¢ (v. [37]) Lagjbnic
je beskonacno male velifine posmatrao u postojanju a ne u
postajanju.

Oznake,koje su ostale skoro neizmenjene do danas, i
netode koje je on uveo pokazale su se izuzetno plodnim. Pomocu
njih su ubrzo resSena tri veoma znacCajna problema:

1) problem tangente

2) problem maksimuma i minimuma

%) problem kvadrature krivoliniskih figura

Ali, od samog poletka, javile su se sumnje u postojanje
infinitezimala., Sam Lajbnic koji je u njihovo postojanje vero-
vao, bezuspesno Jje pokuSavao da izvede njihovo postojanje iz
svoje metafizike (v. [44]). To pitanje je i posle njega ostalo
otvoreno, pogotovu $to su mnogi pogresnom primenom Lajbnicovih
principa i nemajuéi njegovu intuiciju do$li do pogresSnih
zakljucaka.

Stoga se, u toku dugogodisnjih pokuSaja zasnivanja

analize, nastojalo da se infinitezimale izbace iz matematike.



Veliki doprinos u tom pravcu dao je Kosi (Cauchy) ali je i on
radio sa infinitezimslama. One su izbadene (mislilo se zauvek)
stvaranjem Vajer3trasovog (Weierstrass) € -§ raduna.

Fedutim, Abraham Robinson (1918-1974) je Sezdesetih
godina ovog veka, sredstvima teorije modela, izvrsio racional-
nu rekonstrukciju Lajbnicovih ideja. On Jje pokazao da radeéi
po taCno odredenim pravilima sa infinitezimalama ne moZemo
do¢i do protivurelnosti ako do nje nismo dodli radeéi sa kona-
¢nim velilinama (brojevima).

Problem zasnivanje infinitezimala Jje na takav nadéin bio
resen, ali se nastavilo sa traZenjem novih moguénosti. Treba
posebno istaci Vopenkinu (P. Vopenka) alternativnu teoriju sku-
pova (kraée AST) u kojoj se polazeéi od, bar po Vopenki, intui-~
tivno prihvatljivih aksioma mogu direktno ostvariti mnoge ILajb-
nicove ideje.

Rekonstrukcija koJju je izvrsio, podstakla je Robinsona
da reafirmise uvotrebu infinitezimala i stvori takozvanu nestan-
dardnu analizu. U njoj se neki pojmovi iz analize, kao na primer
neprekidnost, algebrizuju.

Nestandardna analiza postala Jje snazna metoda i u isto
vreme znalajna oblast matematike,

Primena nestandardne analize na teoriju mere bilo Jje 1
pre fundamentalnog Lebovog (P.. Loeb) rada [27] u kome Jje pokazao
kako se prirodno moZe preéi sa konaénih verovatnosnih prostora
na beskonadne., Od tog rada primena argumenata konbinatorike Jje
moguéa i u kontinuiranom prostoru, pa onda nije cudo Sto Je

Lebova mera koja je tom prilikom uvedena postala jedno od cent-



ralnih podrucja istraZivanja u nestandardnoj analizi,

Lebova mera nastaje od najjednostavnije, t. zv. prebra-
Jajuée, mere i Lebegova (Lebesque) mera se moze dobiti iz
Lebove, lierljivim funkcijama odgovaraju, kao dobre aproksima-
cije, hiperkonacne funkcije koje imaju sve"dobre"osobine
konatnih funkcija. Takode, integralu odgovara hiperkonadna suma.

DZerom Kisler (H.J. Keisler) je nastojeéi da primeni
teoriju modela na verovatnoéu, uveo nekoliko novih logika
koje se od klasilne razlikuju po tome &to umesto kvantora V i
3 imaju verovatnosne kvantore. On Jje zajedno sa Huverom (Hoover)
dokazao mnoge modelsko teoretske stavove koji se odnose na
ove logike, U dokazima tih stavova bitno se koristi nestandardna

analiza i posebno Lebova mera.

Centralni pojam u ovom radu,podeljenom u tri dela,lini
Lebova mera.

U prveom delu dat Jje pregled osnovnih pojmova i stavova
iz nestandardne analize i teorije mere koje dalje koristimo.
Originalan doprinos dat Jje Jedino u okviru podnaslova:Primena
na funkcionalne Jjednacine. Tu Jje, primenom lifting teorema, za
dosta Siroku klasu funkcionalnih Jjednacina pokazano da je svako
merljivo resSenje neprekidno. Kao posledica se dobija dobro
poznati stav, da ako je f merljiva funkcija i zadovoljava KoSi-
jevu (Cauchy) Jjednaéinu f(x+y)=f(x)+f(y), onda je f£(x)=f(1)-x.

U drugom delu izgraduju se logike IBM, L, M? IﬁM i IfM
kod kojih su za razliku od verovatnosnih logika (v. D!H ,[15],
[24]) modeli é-~konaidni.

Interes za razmatranje ovakvih struktura dolazi od toga



§to postoji veliki broj vaznih é ~konac¢nih mernih prostora, kao
Sto je na primer Lebegov prostor na kK, a takode se i mnoge
znaCajne teoreme kao na primer Fubinijeva mogu rasiriti sa
konacnog na é-konaléni slucaj.

Fored Jjednaxosti za logicke simbole uzimamo 1 niz (Rn:neaD
unarnih relacija. One se interpretiraju kao 4-pokrival univerzuma.

Osnovna ideja Jje u svodenJju é-konacnog slucaja na konaéni.
Da bi se to postiglo uvodi se pojam ogranicene formule i pokazuje
da je svaka formula ekvivalentna Bulovoj (Boocle) kombinaciji
ogranic¢enih. Odatle sledi da se uvedeni modeli mogu dobro aprok-
simirati konacnim modelima Sto nam omoguéava da primenimo rezul-
tate Kislera i Huvera za verovatnosne logike.

Aksiome koje dajemo su ili modifikovane aksiome iz EUQ i
[24] ili su potpuno nove, kao na primer aksiome A&-konadnosti.

Dokazani su stavovi potpunosti, Barvajzova (Barwise)
potpunost i kompaktnost za LAM’ teorema elementarne ekvivalenci-
je, teorema Robinsonove konzistencije, vise interpolacionih
teorema, gornja Skolem-Levenhajmova teorema 1 teorema o normalnoj
formi.

Uvodenje ovih logika Jje u neposrednoj vezi sa istraziva-—
¢kim problemom 5.3. [241. Sa tom Cinjenicom smo se upoznali tek
kada su svi rezultati u ovom radu, izuzev teoreme 14, bili dobi-
Jeni,

U trecem delu se prvo na pocetku saZeto izlaZe, bez ula-
zenja u motive njenog uvodenja, AST.

Zatim se izgraduje 1 razmatra struktura realnih brojeva.

Naroéito Jje interesantna posledica teoreme 25 koja tvrdi da su



monada i skup racionalnih brojeva uredajno izomorfni,

Na kraju se izgraduje Lebova mera u AST. Date su neke
teoreme koje su analogne onima dobijenim u nestandardno]j anzlizi,
Dokazi su, buduéi da je AST slabija teorija, ponekad

komplikovaniji (kao na primer dokaz teoreme 32).

Data su i neka ogranicenja ove teorije. Tako na primer
metateorema 4 pokazuje da se familija svih merljivih klasa ne
moZe kodirati, pa prema tome ne moZemo raditi sa Citavom fami-
lijom kao objektom.

Dat je i nov dokaz poznate Luzinove teoreme.

selim istaéi da je Seminar za matematicku logiku, koji je
utemeljio, prvenstveno, prof. S. Presié¢, imao veliki uticaj na
moj naulni rad,

Koristim priliku da se zahvalim prof, S. Presicu,
doc. De Arandeloviéu, doc. Z. Mijajloviéu i dr Z. Markoviéu na
korisnim savetima prilikom izrade ovog rada.

Naroditu zahvalnost dugujem doc. Z. Mijajloviéu, rukovo-

diocu ovog rada, za visSegodisSnju struénu pomo¢ i moralnu podrsku,



PRVI DZO

LZBOVA MZERA

Osnovni pojmovi iz nestandarne analize

Svaka matematicka struktura sastoji se iz univerzuma
kao 1 iz operacija,relacija,familija podskupova i drugih obje-
kata na njemu.Svi ti objekti se mogu prestaviti pa &ak i shva-
titi,kao elementi takozvane superstrukture formirane nad uni-
verzumomn,

Pretpostavimo da je skup realnih brojeva R sadrZan u

skupu X.Superstruktura nad X je iterirani partitivni skup V(X)

koji se definisSe na sledeéi nadin:
VO(X)=X
Vn*l(x)=vn(X)L/P(Vn{X))
v(x)= Aéwvncx)
Pritom je d¢X i (vxeX)(xaV(X)=9).
Za formulu teorije skupova kaZemo da je ogranilena,ako
su joj svi kvantifikatori ogranieni,t.j. oblika (v¥xey) i (@xXey)e.
Neka je:
1) X=X i Re™R
2) (Lajbnicov princip) = preslikava V(X) u V(*X) tako da
je identicko na X i &uva ogranidene formule,t.j. za svaku ogra-
nic¢enu formulu F sa najvise slobodnim promenljivim KiseeesXy
V(XOFE(ayyeesyay) akko V(*XEE("2;,0005%a)
3) (k-zasiéenost) Za svaki o<n<w i svaki opadajuéi la-
nac X 2... X2... («<k) nepraznih skupova XKQ*VH(X)
L Kt 8

Skup V(X)dgfé{:Vn(X) je nestandardna superstruktura.

Izuzev u dokazu teoreme l3(drugi deo) dovoljno je da k=w,.

6
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Egzistencija preslikavanja » ,kao i nestandarne super-
strukture sledi iz LoSove teoreme i leme Mostovskog o kolapsi-
ranjue.

Element iz *V(X) je internalni skup ,a element iz

V(*X)="V(X) eksternalni skup.,Tako je na primer *N internalni,

a N eksternalni skup.

Sledeéa dva fakta su veoma znadajna.

Fakt 1.
Skup "V(X) je tranzitivan,t.j. element internalnog sku-

pa je internalan.

Fakt 2, (internalni definicioni princip)
Neka je E(xl,...,xn,y) ogranidena formula i neka su A,
Ajgeceyhy internalni skupovi,Tada je skup:
{xeh: (V("X),e)RE(Aq,000,A ,0}

internalan,

Pomoéu fakta 2 se lako moZe pokazati da je unija i
razlika dva internalna skupa,internalan skup ,pa otuda skup
internalnih podskupova internalnog skupa A ¢ini Bulovu algebru
skupova,

Kako je R<'R to je i Ne*N.Elementi iz*R-R (*N-N) su

nestandarni realni (prirodni) broijevi.

Polje nestandarnih realnih brojeva *R je odigledno ne-
arhimedovsko,
Uodavamo:

skup konacni nestandarnih realnih brojeva

O ={x€"R:(IneN) ( |x]¢n)

skup beskonadno malih nestandardnih reéinih broieva




(infinitezimala)

m(0)=0={xe"R (¥nel- {0} ) (Ix1¢ %)

skup beskonadéno velikih brojeva k-&

relaciju beskonac¢no blizu na ¢

xy e (3reR) (x=yem(0)) (gde je m(r)=r+m{o) )
i operaciju standardni deo st: Ru{es,—oe}—?RU{os,~0o} tako da je

r ako xel,reR 1 x=r
st(x)=
oo ako. xe*Rufos,—0oj~ &

Fakt Eo
Skup ¢ je podprsten od R,linearnc ureden i Arhimedov in-
tegralni domen,dok je skup m(o) maksimalan pravi ideal od @ i

takode ureden ideal od ¥,

Fakt 4.

Ureden kvocijent prsten %je izomorfan sa R.

Napomenimo da su skupovi R,N,&,o,st,z eksternalni,

Internalni skup A je hiperkonadan ,ako postoji He®N i

internalna bijekcija f:H-2% 4, Pritom je 4 internalne kardinal-
nosti Al =H,

Polazeéi od internalnog niza a:*N— B postavlja se pi-
tanje kakav Jje smisao sumengan za He'N-N i kakva joJ je vred-

nost?Na osnovu internalnog definicionog principa lako se poka-

Ze da postoji tadno jedna funkcija s tako da jJe s(K)=s(K-1)+aK

za 0&¥<H.Tada je 52R a, =s(H).
Veoma je vazno da se niz b: N—C,gde je C internalni
skup,moze rasiriti do niza b:*N—C.To svojstvo je takozvano

svoistvo komprehensiie,
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Zaista,neka je Dn={f{f:*N——»Ca\(Vmsn)(f(m):bm)} za 04N<w,

Dn=¢ i DﬁaDn+1.Na osnovuc»1—2351cenost1 +g,pa postoji b sa

now?n
Zeljenim svojstvom,.

Zanimljivo da je internalni skup ili konacdan ili kardi-
nalnosti najmanje 2“ .Da bismo to pokazali,pretpostavimo da je
B internalni skup i Card(B)zw.Funkciju £:8-175 B mo¥emo na
osnovu komprehensije da rasirimo do funkcije f !N——+B.Neka Je

A={ne*N|"ftn je 1-1"}
Kako je A internalni,to je N;A.Za HeA-N odigledno je Card(R)>
Card(H).

Ako uoCimo hiperkonalan skup Tﬂz{gtksH} yt.2v. hiperko-
nac¢ni vremenski interval,tada kako st:TH-g§+[o,I}imamo da Jje
Card(ﬁ);Card(TH)22w.Odatle,konaéno Card(B)zCard(H)>2%,

Napomenimo,da ako su u pitanju t.zve. polisaturirani mo-
deli (Card(V(X))-saturirani),onda svi hiperkonadni skupovi
imaju,gledano spolja,istu kardinalnost.Ako se pak,nestandardna
superstruktura ostvaruje preko ultrastepena nad prebrojivim

ultrafiltrom onda su svi internalni skupovi spoljnje kardinal-

» w o - . . A
nosti 2 .Naravno u oba slucaja se misli na beskonacne skupove,

Lebova mera

Dajemo sada definicije i stavove iz teorije mere koji
su nam potrebni u radu.

Skup A je kvaziinternalan ako je prebrojiva unija ras-
tuteg niza internalnih skupova koji su podskupovi nekog fiks-
iranog internalnog skupa.Znaéi ako je B internalan skup i sku-

povi A.cB su internalni,tada je skup Azig»Ai kvaziinternalan.,

Trojka (A*Ay“) je internalni merni prostor ako su A,k
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i p internalni objekti,A<*P(A) Bulova algebra merljivih skupo-
va koja sadrzi singltone i/A:x-—+fRU{w,—«ﬁ konac¢no aditivna

nenegativna funkcija.

Primer
Internalni merni prostor &ini trojka (TH’*P(TH)9“>

gde je M(A)= %ﬂ,za Ae*P(TH).

Posebno,ako/ﬂ(A)e@ onda je (A,ﬁvu) konalan internalni
merni prostor.Ako je /(A):l onda je/u verovatnosna mera.Kada
je A hiperkonadan skup,tada je za Beigf(B)zé%B’ﬁ(a) .

Internalnu meru m prevodimo u standardnu}ﬁ,definiéuéi
za BeA:

/(B)=S?ﬂ(3)

Neka Je (B,ﬂvu) internalni merni prostori{4;: izo}
familija internalnih podskupova iz B tako da je,ﬂ(Ai)<«>i
AEA, 1.hko jeA =Ba={BnA:BeR} 1 /%(EnA)=sxj§p/I(BnAi),gde

BhaeA i A=£ioAi,tada je (Arﬁyﬁk) kvaziinternalan merni pro-

stor.
Primetimo da.}& nije kvaziinternalan skup.Skupovi 4,

su é-pokrivaé skupa Ae.

Primer
Neka je B={-H,~H+fj,~H+E,+e.,H-5,H-3,H} ,B=*P(B) 1

izbrajajuca (uniformna) mera SM(A)=£§lza Ae*

P(B)).Ako je
P= U T pde jo Moi-k,—k+i -1, %} ,tada je (T,BAT,u.)
ko H 18 J€ Ip=i=Ky=K+my oo, Koy ytaca ge ’ 9/‘([\
kvaziinternalni merni prostor.

Ako je A& neka familija skupova onda sa S(4) oznada-



11

vamo najmanju é-algebru generisanu sa 4.

Dajemo dve znacajne teoreme iz teorije mere (v.[1(])

Teorema 1.

aKO je M é-konaCna mera na prstenu A,tsda postoji je-
dinstvena mera/ﬁ na é -prstenu S(A) tako da Jje za E iz A

‘p(E)iﬁ(E);mera/ﬂ‘jeéa—konaéna.

Teorema 2.

Ako Je m mera na &-prstenu S,tada klasa S svih skupova
oblika ILaQ,gde Z¢5 1 Q je podskup skupa mere nula u S,¢ini
4-prsten i skupovna funkcija/ﬁ definisana sa)ﬁ(EAQ)iﬂ(E) je

kompletna mera na S.

Lema 1.
Kvaziinternalan skup A=£ﬁoAi je internalan akko Jje
-

AzAn za neko new.

Dokaz: Za A=An jasno da Jje skup A internzlan.Dz bismo doka-
zali lemu u drugu stranu,mozemo pretpostaviti da niz {Aizieuﬁ
raste,odnosno niz {A~Ai iew} opada.Ako je & internalan skup,
tada ¢injenica da

an( A'-An) zA_ntéwAn= ¢

nije u kontradikciji satdl~zasiéenoééu akko je A=A za neko new

Iz teorema 1 i1 2 i1 leme 1 sledi neposredno Lebova teo-

renma.,

Heorema 5.

Neka je (A,dyu) konadan internalni merni prostor.Tada
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postoji jedinstvena kompletna mera;ﬁ na é-algebri,koja rasi-

ruje odgovarajuéu standardnu meru/ﬁéé/u.

Ako je L(A) skup svih Leb-merljivih (t.j./f—merljivih)

skupova na A,tada je (A;L(A)Dﬁ) Lebov prostor.Cesto éemo za/ﬁf

koristiti sugestivniju oznaku Lgy).

Teorema 4,
Za svaki skup DeA,sledetle je ekvivalentno:
i) D je Leb-merljiv
ii) Postoji internalan skup Bejt,tako da je)ﬁ(BAD):o
iii) Za svaki realan e>o postoje internalni skupovi Cys

CESA tako da Je ClSD502 i/M(Cl—Cg)CE.

Lako se vidi da je S(€)nA=S(EnA),gde je £ klasa
skupova na X i €nA={EnA:Ee¢€l,

Teorema 5.

Neka je (A¢ﬂvﬁk) kvaziinternalni merni prostor.Tada
postoji Jjedinstvena kompletna mera/ﬁk na 4 -algebri koja

rasiruje meru/ﬂk.

Skica dokaza: Primetimo da je AinL(A)=L(Ai) pa za BeL(A)
imamo B=.Y BnA; i BnA;eL(A;).O0tuda jeﬁ(B)=sg;73(BnAi)

hLIA)

trazena mera.

Oznaéimo sa stH regtrikciju st na TH .Sledeca teorema
[ e >+ » = » >
daje zanimljivu vezu izmedu Lebove mere/u generisane uni-

formnom merom na Ty i Lebegove mere/uL na Lo,1].
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Teorema 6.

Skup 4<fo,1] je Lebeg-merljiv akko je sﬁg(A) Leb-

merljiv i u tom slucCzaju je

H(A)=R(stE (1))

Neka je A internalan (kvaziinternalan) skup.Funkcija

f:A—=R je Leb-merljiva akko za svaki reR,{xeA:f(x)srjeL(A).

Funkcije £ i g su jednake skoro svuda,Sto kraée pisSe-
mo f=g S.S.,aK0 je/u{xeA:f(x)#g(x)}=o.
Internalna (kvaziinternalna) funkcija F:A—FR,gde je

A internalni (kvaziinternalni) skup,je dizajuéa funkcija za

f:A—R akko Jje stF=f s.8..

Teorema 7.

Funkcija f je Leb-merljiva akko ima dizajuéu funkciju
F.Ako je pri tome [f(x)[€n za svako xeA,tada moZemo nali

dizajuéu funkciju F sa istim ogranicenjems

~ . » . e k . . ’,
Kazemo da Jje internalna funkeija b.TH-—iR dizgjuca za

funkeiju f: [-k,k]—R ako je stF(t)=f_(st(t)) s.s. na Tf.

Teorema 8,

Funkcija f: [k,k]—*R je Lebeg-merljiva akko ima

dizajuéu funkeiju F:Tg——fR.

Dokaz sledi neposredno iz teoreme 6.

Ako je f(t)=stF(t) vidimo da vaZi sledeli dijagram:

stl \ st

0
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Ako je A internalan (kvaziinternalan) skup,tada je

internalna (kvaziinternalna) funkcija F:A—*R uniformno

dizajuéa ako je stF(x)=f(x) za svako xe€A,

Teorema 9,

Neka funkcija f preslikava internalni skup A u R,
Funkcija f ima uniformno dizajuéu funkciju F akko su {x:f(x)yr}

i {x:f(x)«r} prebrojivi preseci internalnih skupova.

Posledica
Funkcija fO:[}k,K}—-R ima uniformno dizajuéu funkeciju

P (stF(t)=F (st(t)) za svako teTf) akko je neprekidna.

Predimo sada na proizved meru i integraciju.Pojmovi
kao Sto su jednostavna i integrabilna funkcija kao i integral

definisu se na uobilajen nacin,

Teorema 10., (Leb)

Neka je 4 hiperkonalan skupvﬁ(A)<«hfunkcija f:A—*R
merljiva i ogranidena,a funkcija F:A—*R dizajuéa za f.Tada je:

JrGoptan) = > PO,

XehA

Do kraja odeljka sa LQM) oznaciéemo Lebovu meru generis-—
anu internalnom ili kvaziinternalnom mero?/A.

Neka su (A,Aw),(A‘,ﬁ,/)) i (AxA,B,A)internalni merni
prostori (odnosno (A,ApﬁA),(K,pyﬁz) i <AxR’$;iAxN) kvaziinter-
nalni merni prostori) tako da je AXASB i za Bei i BeA imamo
k(BxBﬁﬁﬁ(B))@(ﬁ) (odnosno'iAxK( Bxﬁ)ﬁf%(B)yﬁx(Bﬁ )eNeka su,
dalje,(A,L(A),LgM)),(A,L(ﬁ),Lgﬁb),(Axﬁ,L(Axﬁ),Lgppﬁ)) odgova-
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rajuéi standardni ILebovi prostori,a (Axﬁ,L(A)XL(ﬁ),LQy)xLQ/D)
kompletan proizvod prostor.
Vazi sledeéa Andersonova teorema,pod uslovom da Jje u

internzlnom slucszju L(/A) (A)<eo i L/}) (1)< ox,

Teorena 11,

Ispunjene su sledele dve relacije:

L(A)xL(D)eL(AxR)
LG s yn(2) " LG
Uslov da je Lgu)(A)<m i L9@)(§)<a=je nuzan,kao Sto

pokazuje sledeli primer.

Primer
Neka je A={a} ,A={9,(a}} ,/A( {a}):&,.ﬂj: {a‘},i\={¢,{at} i
/f({§})=%,gde je &xo.Tada je LQM;A)(Axﬁ)=stgnyd)(Ax§)=
st9h(A)>ﬁ(K))=st(e~%):st(l):l;dok je sa druge strane
L§M>xL9@>(Ax§>=L9M)(A)-Lgﬁ)<£)=st<a).st(%)=o.<+x9=o.

Sledeéi Huverov primer pokazuje da inkluzija u teoremi
1]l moZe da bude prava.
Primer
T
Neka je A=TH,A=2 H H= {(x,y); y(x)=0}.Tada se moZe
pokazati da H¢L(A)*L(A),dok odigledno HeL(AxR).

Vaze i sledeée dve Fubinijeve teoreme koje navodimo

bez dokaza.

Teorema 12,

Neka su A i A internalni(kvaziinternalni) skupovi,a
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(A,S(A),LQM)) i (A,S(K),LSﬁ)),ongVarajuéi konaéni (¢é-konadéni)
Borelovi prostori.
Neka SeS(AxAK).Tada:
i) Za svako beh
{a:(a,b)eS}eS(A)
ii) Za svako reRy {ee,-ec}
{b:Lgﬁ)({a:(a,b)es})>x§es(g)
iii) Ako je L9M7d)(s)=o,tada
L) ({b: LOM) ({a:(a,b)eSY) >0} )=0

Teorema 13.

Neka su A i A internalni (kvaziinternalni) skupovi,a
(A,L(A),LQM)),(&;L(K),Lgﬁ)) i (Ax&,L(AxK),Lghyﬁ)) konadni
(6-konalni) Lebovi prostori.

Ako je funkcija f:AXA—R Lgpyﬁ)-integrabilna,tada

i) Funkeija £Y(v)=f(u,v) je L9d>-integrabilna L(p)-s.5.

ii) F(u)=ff(u,v)Lgﬁ)(dv) je Lgp)—integrabilna
iii) JF(u)L(/A)(du)sz(u,v}L(/uyJ)(duv)

Primena na funkcionalne jednacine

Primenitemo sada teoreme o dizajuéoj funkciji na
jednu klasu funkcionalnih jednacCina.Kao posledica naredne
Hanove teoreme,dobija se dobro poznati rezultat da merljiva
funkecija £ koja zadovoljava Kosijevu jednacinu

£ (x+y)=£(x)+£(y)
ima oblik f(x)=f(1) -xX.
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Teorema l4,

Neka je funkecija f:R—R merljiva u smislu Lebega,
funkcija g:R%——vR neprekidna i1 neka Je
F(x+y)=g(£(x),£(y)yx,y)

Tada Jje 1 f neprekidna funkcija.

Dokaz: Neka Jje (Tgk,P(Tgk)vu) internalni merni prostor gde je

y,izbrajajuéa funkci ja i)ﬁ odgovarajuéa Lebova mera,Ocigledno
. =, 2k
Je/A(TH )=4k.

Lebeg-merljiva funkeija fk=f?[-2k,2k] prema teoremi 8
ima dizajuéu funkciju FOOOtuda prema teoremi 4,iii) postoji

internalni skup ASTEX,tako da ji(A)>3k.

Tvrdimo da Jje za XéTg,
(x~A)nA#é (%)

U suprotnom bilo be
4k§jﬂ((X-A)nTgk)UA)=)ﬁ((X-A)ATgk)iﬁ(A)>2k+5k=5k

Sto Jje nemogute.
Relacija (#¢) nam omoguéava da za xeTg definisemo
"popravljenu" dizajuéu funkciju na sledec¢i nacin:
F(x):min{fg(Fo(y),Fo(z),y,z):x=y+sz,zeA}

Ako Jje X=y *2, tada
st(F(x))=st(*&(F(7,)+F(2,)+7024))=
g(st(F_(3,)),8t(F (2,)),5t(7,)08t(z,))
g(£(st(y,)),£(st(2,)),8t(y,)yst(2,))=
f(st(yo)+st(zo))=f(st(yo+zo))=f(st(x))

Vidimo da je F uniformno dizajuéa funkcija na [-k,k]

za funkeciju fk pa prema posledici teoreme 9 i neprekidna na
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tom intervalu.Kako to pak vaZi ze svako k iz N,to je funkcija

f neprekidns.

KaZemo da su operacije x=h(y,z) i x=t(y,z) suprotne
Jjedna drugoj ako Je
x=t(y,2)e—y=h(x,2)
Vazi sledece uopStenje teoreme l4.Dokaz je slican pa

ga izostavljamo.

Teorema 15.

Neka Jje f:R—R merljiva funkcija,dok su funkcije
g:R%—~*R,t:Rg-—*R i h:Rg——+R neprekidne.Ako su funkcije t i
h uzajamno suprotne i ako su zadovoljena sledeéa dva uslova:
1) £(6(x,5))=8(£(x),£(3) yx,¥)
ii) (VkﬁN—{O})(3&70)(31?k)(VAETé)(("A internalan"
A(8aT)< €)>(Vxe [-k,k]) (*h(x,A)NA#4)) (He™N-N)

tada Je i funkcija f neprekida,

Primer
Funkcije x=az+by i X=Z§§§ za a,bD€Z i b#o su suprotne i

zadovoljavaju uslove teoreme.

Takode se jednostavnom iteracijom lako mozZe pokazati

sledeéa teorema.

Teorema 16,

Neka je funkcija f:[o,1]— [0,1] merljiva i neka su
funkeije g: (0,112 [0,1] i h: [o,1]2—+[,1] neprekidne.

Ako je f(g(xl,...,xn))=h(f(xl),...,f(xn)),za SVaKO Xjjyese X,
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[b,I],tada za £, i h postoje respektivno dizajule funkcije
F,G 1 H tako da
28 SVe XpjeeeyX €U gﬂ(U)=l).Pritom ako Xqjyee0,x €U tada

g(Xl, e ,Xn)éUo



DRUGI DEO

LOCGIKE SA MIRONM

Jezik zs logike lwﬁ i LwlM sastojli se od relaciskih
simbola 1 simbola za konstante.Pored = za logidke simbole
uzimamo niz {Rn:n<uﬂ unarnih relaciskih simbola.

Formule se razlikuju od formula za L, i L, , po tome
Sto umesto kvantifikatora ¥ i 3 imaju kVantifikatoie oblika
MXpr,MX>r,NMR¢r i MR<r,gde reRufso,-o0} i ¥ je konadan niz
promenljivih.

Napomenimo,da se za razliku od njima sliénih logika
IL&P i Lyp,ostali kvantifikatori nemogu izraziti preko
kvantifikatora tipa Mxzr.Takode je dovoljno koristiti kvanti-
fikatore oblika Mxzr,Mx>r,Mx<r i Mx<r ne smanjujuéi snagu
logike,ali Jje prakticnije koristiti sve kvantifikatore.

Model (aya),gde je)§=9ul, syess) 1 koga Cemo niZe
bliZe odrediti,sastoji se od klasilne strukture U=(Agee.) i
familije mernih prostora ( (Anvinyan):ncuﬁ

Zadovoljenje za kvantifikator FXzr definiSemo sa:

(a,/i,‘)l'-'(Mizr JE(X) akko /An({§eAn: ( ,/'7)?' F(a)psr

Sli¢no se definisSe zadovoljenje i za ostale kvantifikatore.

Da vidimo sada kroz neke primere S$ta se u ovoj logici
moZze da izrazi.

KaZemo da je model axyﬁ) bez tadaka pozitivne mase

ako je/Ml((a})=o za svaki aeh.

Tvrdenje 1.

Model (ayﬁ) je bez talaka pozitivne mase akko

(af)h‘l(MXM) (My»0) (x=y)

20
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Dokaz: Ocigledno
/Ml({a3}>o akko (a}j)b(My>o)(x=y)(a)
Tako ako model (ayﬁ) nema tacCaka pozitivne mere,tada
{pehi (@R (tyr0) (x=y) (a)} =¢
pa je (uyﬁ)hT(Mx>o)(My>o)(x=y)
Sa druge strane,ako je/ul({b})>o tada
My (Laet (ppdE(tyro) (x=y) () Dzpy ({b) >0
pa je (ap)k(Mxy0)(Myro)(x=y).
Neka Jje f funkcija iz A u Ru{eoY U logici LwlM mozemo
izraziti viSe svojstava funkcije f u sluaju da L sadrzi,za
svako se€Q, relacigki simbol [£>s](:) koji se interpretira sa:

(ayﬁ)k[f>s](a) akko f(a)>s

Tvrdenje 2.

Funkcija f je skoro svuda konaclna akko

(uyﬂ# AINE (Mx<3) (1 [£2 <] (DV[E>G] (x))
Q>0
Tvrdenje 3.

Niz funkcija (fn:neub konvergira funkciji f skoro

svuda akko

(a/u>t=(sto)<V ¥ ot [£2a) GOaT{f>a- -](x)))

omzm Qe

Tvrdenje 4.

Niz funkeija (fn:neub konvergira po meri funkeciji f
akko
(ayu‘)k—-/\fl'}x A (Mxed)( qGQ([i‘.‘»q—}(x)l\

n 'k m_mem,
Wtfm>q-gj(x)))
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Lko formulu iz tvrdenja % oznac¢imo sa A a onu iz
tvrdenja 4 sa B,tada je u I, p (gde Jé/ul(A)=l<m0k=gﬂ§ pa
1
zbog njene potpunosti imamo FA-B.Medutim,kako su nasSi modeli

beskonactne mere,to nije BA»B pa time i nije FA-3B.

Merni model Jje struktura <a&a)=<09”n>nﬂugde:
l)Clx(A,Si,cj)ieI,jeJ je klasiCan model bez funkcija
2) Za o<nqu}~n je mera na Al
3) Za °<m’n<“7“m6Mn§“m+n
4 Mera/un je invarijantna u odnosu na permutacije.
Tako,ako je T permutacija skupa {l,...,n},Kedom}un) i
ng={(aﬂ,(l),...,aﬂ(n)):(al,...,an)ex} tada TrKedom(/un) i
/«n('rrK)—-yAn(K)
Neka Sedom( m+n),tada:
5) Za svaki AeA"
{Fea™: (F,2)esS }c—domy,m)
6) Za svaki reRuU{w,~-oco}
{ieAnium({?éAm:(?;ﬁ)eS})>r}edom§yn)
'iceAn:);m({yeAm: (7,%)6SPsrle dom(/dn)
teaip (17ea™ (F,%)esD<rIe domQu )
icAnyum({yeAm:(§,§)e8})5r}edom9ﬂn)
7) Ako Je)um+n( S)=0,tada
/An({f‘ceAn:/um({?eAmf (7,%)e81)>0))=0
8) Mrn(8)= Iy ()X (dy)
9) Sve atomske formule su merljive

= a =
10) A=Y 52 1 fig(a)= oo
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11) Skup relacija {Ri:i<uﬁ ¢ini &-pokrival skupa A,t.J.

za ieval(Ri)<“>i RySRy 4 -

Sledete tvrdenje koje pokazuje korektnost relacije

zadovoljenja sledi iz tacdke 6) prethodne definicije.

Tvrdenje 5.

Ako je (a}ﬁ) merni model,tada za svaku formulu A(X,¥)
iz LwlM i svaki niz%‘f:An skup
{éeAm:(ayﬁ)Fﬁ(é;%jk /um-merljiv.
Dokaz se izvodi indukcijom po izgradenosti formula.
MoZe se postaviti pitanje zasto se ne posmatra samo
produkt mera,t.j. zasto nismo pretpostavili da je/hn=}#l)n?
Odgovor bi bio da su za praksu interesantni i slucajevi

kada je/u nx/Ams_:/un+m.

Pre nego S$to damo spisak aksioma i pravila izvodenja

.y ~ N . e v. .. |
za logike o T Ly definisimo "desnu negaciju" A.
1
Def, 2.

A je 1A ako je A atomska formula

-
(fubn) Je N4,

Ti< il
1 .
(n\fwé-n) Je nla.\w -&n
(A je A

((>T)AN Je (MR<r)A
((MRer)A) je (MRer)A
((MR<p)A)  je (MRar)A
((MRer)A) je (M3
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Aksiome 1 pravila izvodenja za Lu,M iL, M
l.__

1) A—> (B-——-»'\\

2) (13—12)—>(A—B)

3) (A (B—+0))—>((&—2)—(1—C))

&) () ()

5) (ANP)—>A, gde :ied)

6) X=X

7) x=y—=y=x

8) .ﬁ(x)l\ x=t — A(%) (t je term slobodan zz x u A(x))
9) B,

—4

= !b'

10) B—1 za svako Aeq:*
m"‘“’/\d;

11) A(x)

Aksiome i pravila izvodenja mernog kvantifikatora
12) (MRyT)A(X)—(Iirs)A(R) STy, T,S5€RU{s0,—00}
13) (MEer)AR)—s (X2 s)A(R)
14) (MRe>r)A(R)—(MRer)A(R)
15) (Mxar)A(R)«—(MF2r)A(T)
16) (Mxor)A(R)e—=(MF>r)AT)
17) (Mx20)(x=x)

18) B A(®)

B (MEew)A(R)
19) B A(X%)

B (MX20)1A(R)
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20) ((Mx<0) (A(X) A B(X)) A (ME>T) A(R) A (MX25)B(R))
—> (Mxar+s) (A(x) v B(x))
21) ((Mxsr)A(x) A (Mxes)B(x))—> (Mxsr+s) (A(x) v B(x))
Aksiome 1 pravilo izvodenja é -konadnosti
22) (Mx<«ﬂRi(x)A (sto)(Ri(x)A.TRi+l(x)) iew
23) (MR, (x)
Neka je R?(xl,...,xn)éRi(xl)r\...;NRi(xn)

24) B—(Mxer) (A(x) ARY(X)) iew
B —»(Mxer)A(x)

Aksiome i pravila izvodenja neprekidnosti
25)Za svako n>o,i>o,reR+,§(§{§) i gde je s duZina niza §:
A—+(My>2) (((MEe[r-3,2))BE, ) AREED))  mew-{o}
A

Pritom je: (Mxe[r,s))A(x)«>(Mxpr)A(x)A (Mx<s)A(x)

26) N Y (<) (((e[r-3))B(, I ARE(F)) dew rer*

27)Za svako n>o,i>o,reR+,§(i,§) i gde je s duZina niza ¥:
A—(¥553) (((MRe(z,r+2 DB ARE(F))  mew- <o}

A

Pritom je: (Mfe(r,s])é(i)e—+(M§>r)A(i)/\(Mfss)é(?)

28) fy Y (My<) (((Mte(r,r+21B(2,3)) ARS(F)) iew,ver’

29) A—>(Mys5) (((MEe[m,=))B(,9)) ARS(F)) mro,m>o

A

30) 4 Y (5<2) (((MRelm,e))B(%,5)) ARS(F))  iro
DALV (M7<3) (AP, () AP E) ARE))
OnNe

“bagh

Fubinijeve aksiome

Neka je 7T permutacija skupa {l,e..,n} i xﬂé(xFCI),...,xﬂ(n))
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32) (MEr)A(X) «— (Mx"27)A(R)
33) (MXr)A(R) «—>(MEXH>1r)A(R)

Neka je 0=51¢S, see$S_ 1 s je zbir duZina nizova X 1i¥.

34) (1‘,<n_1 (MR4r. )(Mye[sl,s D AEDARIE, DDA
(Mts0) (Myels, 00 ) (A(R ,:sr‘mR ) — (MR9ET 84, 1) (AR ,y)I\R 2(E,T))) jew

35) (1¢hyn.y (MT, )(Nwe[sl,s 1))(A(X,y)/\R-(x,y>))
-—-*(M)W>Zrlsl)(£(i’,§)/\R?(‘f,?))) jew
Aksioma 1 pravilo za konstante
36) gédRi(d) d je konstanta iz jezika
57) A—>R, (@)
A

Aksiome i pravila 1,2,%,6,7,8,9,11,12,13,14,15,16,17,
18,19,20,21,22,23,24,25,27,29,32,3%,34,35 i 37 odnose se na
Loy logiku,a aksiome i pravila 1,2,3%,4,5,6,7,8,9,10,11,12,
1%,14,15,16,17,18,19,20,21,22,2%,24,26,28,30,%1,32,3%,34,35
%6 odnose na LwlM logiku.Primetimo,da je i LmM logika ustva-
ri beskonacdna,

Najéesée,neé¢emo raditi sa éitavim skupom formula,veé
samo jednim podskupom koji ée najlesSée biti prebrojiv.On ce

biti zatvoren za podformule i formiranje formula (vaﬂJ}Kﬂ).

Def. 3.
Skup formula YSLwIM Je fragment ,ako zadovoljava jedan
od sledeéa tri uslova:

i) Y=L wlM
ii) Y= ,kM L, MILA, je prebrojiv dopustiv skup
iii) YeL Ly 1 postojl podpolje F od R tako da je
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Y={A: A je formula iz L,, i za svaki od kvantifikatora Mxsr,

MX>r,Mx¢r 1 MX<r koji se pojavljuje u A imamo rTeF U{so,—oc}

Neka je F(Y)={rek: Neki od kventifikatora MXsr,MX>r,
MXsr i MX<r su sadrZani u nekoj formuli AeY],
Vazno je primetiti,da za svaku formulu gg%o M postoji
1

najmanji prebrojiv fragment koji Jje sadrii.

Def, &4,

Slab merni model (apﬁ) ima sve osobine kao i merni

model,izuzev,7) i 8) i mere/un su konadno aditivne.,
KaZemo da Je (“9;) slab merni model za fragment Y ako
Jje:
i) Za svaki 2eA” i svaku formulu A(X,¥) Y,tako da je
niz ¥ dufine n,formula A(&,¥) je/&rmerljiva
ii) Za svaku aksiomu é(i)eY i svaki aeA™
(U@ﬁ)?éfﬁ)

iii) Model (U, M) &uva pravila izvodenja
y“

Slab merni model je tehnicki pojam kao i svojstvo

neprotivureénosti koje ¢emo sad definisati.

Def. 5o
Neka je Y prebrojiv gragment,C prebrojiv skup novih
konstantnih simbola i Y(C) skup formula koje se dobijaju
takoSto se neke od slobodnih promenljvih u formuli iz Y
zamene konstantnim simbolima iz C.

Svojistvo neprotivureénosti za Y je skup S prebrojivih
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skupova relenica iz Y(C) tako da su za svaki WeS zadovoljeni
sledeé¢i uslovi:
(0) Trivijalno pravilo
Ako AsW,tada AES
(1) Pravilo neprotivurednosti
AdW i1i TA4W
(2) V=pravilo
Ako 1AeW,tada WU{A'leS
(3) A-pravilo
Ako APel,tada WU{AleS za svaki Aed
(4) V-pravilo
Ako Ve, tada WU{AleS za neki Aed

(5) M-pravilo

5

(ME>0)A(R)eW, tada WU(A(S)JeS za neki TeCh
(6) Neka je A(X)eY(C) aksioma,tada
1) WUA(t)IesS
ii) Wu{(MxzedA(X)eS
Sledete pravilo nije potrebno za prebrojive fragmente QkM
gde wek,
(7) Za svaki nyo,svaki reF(Y) i svaku formulu A(i,?)eY(C)’
postoje m>0,Mm.> 0 i mr o tako da: |
1) WU{(My<E) (((MBte(r,r+3 1) A(,5)) ARS (F)))es
i3) WUl (Oftefrd TIAEI) AREGIeS
1i1) WU{(My<E) (((Mte(m,e))A(x,3)) ARS(F))Jes
(8) R-pravilo
Ako (Mx>0)A(X)eW,tada vJU{(M:?)o)(_é(J‘c)/\R?(SZ))}eS za neki i
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Primer
KaZzemo da je konadan skup redenica WeY(C) sa samo

kona¢no mnogo novih konstantnih simbola,formalno konzister-

tan ako je yflAw (ted. W%A/\Tg).Tada je skup svih formalno

konzistentnih skupova svojstvo neprotivurednosti.

Lema 1., (Stav o egzistenciji modela)
Ako je S svojstvo neprotivurecnosti i WeS,tada posto-

ji slab merni model za V.

Elementarna ekvivalentnost se definise na uobidajen

nac¢in,
Def, 6,
Neka Je KQLuiM i neka je za istotipne modele (uyu) i
(B2 :

(u,/:)'sK(:z;,“i) akko (VéeK)((Ctyﬁ)k:_.l_& akko (&,2)FA)
Tada ako je (a,}?)EK(ﬁ,i),kaéemo da su modeli (Lx,/ﬁ) i (Q&,’i)

elementarno ekvivalentni u K,

Lema 2 »
Za svakli slab merni model (a,ﬁ) postoji merni model

(@8 stako da je <af>"£LwlM(g;§).

Daéemo sada nasu glavnu teoremu.,Pojmovi kao Sto su

dokazivost i valjanost definisSu se na uobicajen nadin.

Teorema 1, (Stavovi potpunosti za Loy 1 Ly y )
1

i) Za svaku formulu A iz L,y :

b— A akko FA
Loy
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ii) Za svaku formulu A iz lemz
l=— A akko FA

L .~
wlh

Skica dokaza: Dokaz implikacija sa leva na desnoc sledi iz
éinjenicé da su aksiome zadovoljene u svim modelima i da
pravila izvodenja cuvaju valjanost.

Da bismo dokazali implikacije u drugom smeru dovoljno
je pokazati da ako p*A tada;lg,t.j. postoji (Myi) tako da
je (ayﬁ)F1A.Ako uodimo svojstvo neprotivurednosti S dato u
primeru,primeéujemo da {1A}léS,pa na osnovu lema 1 i 2 takav

(a}ﬁ) postojie

Skica dokaza leme 1l.: Neka je Y(C) najmanji prebrojiv frag-
ment koji sadrZi W i neka je (én:new) niz svih redenica iz
Y(C).DefiniSimo kompletan niz (wn:neuD elemenata iz S na
sledeé¢i nadin.

Neka je wo=w.

Za dato W definisimo W .1 tako da zadovoljava sledeée
uslove:

1) wng"wn+1
2) Ako W U(Ae S,tade A W 4
3) Ako W U{A }eS i A =V¢,tada za neki Bed,

Béwn+l

3 . 4
4) Ako W U{ANeS i A »7B,tada BleW, 4

5) Ako W U[AleS i A =(MX>0)B(%) tada za neko 2eC”,
LY
E(c)ewn+1
6) Ako W U{AJES i ~1}_n=(1*’!5'1:)0)_3_(3‘:) tada za neko iew
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(M§>o)(§(i)A.Ri(i))ewn+l
Sledeéi uslov ne odnosi se na fragmente oblika LAM,gdecueAu
7) Neka je ((gn(x,y),rn):new) hiz parova koje &ine
formule iz Y(C) sa najvi$e konadno mnogo slobodnih promen-~
1jivih i brojeva iz F(Y),tako da se uz svsku formulu pojave
svi brojevi 1 uz svaki broj sve formule.Tada za neke m>0,
my>0 i m,> 0
(M <) (Mte [rn—%o,rn) DBV, 1
(M§<%)(M§e(rn,rn+ég )ghéwn+l
(MF<Z) (Mke(my,00) )BEW
Neka je wwzngwwn i neka je D skup svih konstantnih
simbola iz Y(C),
Lako se pokazZze da je relacija
d;5d; akko d;=d €W,
relacija ekvivalencije.Neka je A=D/s i [d] ={ceD:c=d}
Ako je T n-arni relaciski simbol iz L definiZimo T® sa
(Ld)) ,...,[dn])em“’ akko T(dy,ees,d Jely,
DefinisSimo konaéno aditivnu meru/un,na potskupovima
od A" definisanim pomoéu formula iz Y (sa parametrima iz Am),
sa
MaCAlleqd yeney [e 1) 1B(E,B)eUY )=
=sup({r: (MXyr)B(X,8)eW,} )
Nije teSko pokazati da je sve dobro definisano i da
je (Myﬁ)z((A,Tu,...,[d},...)jﬁ) slab merni model,
Takode se indukcijom pokazZe da

(Uy-:);:g_ akko Ael,
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Otuda je (w}ﬁ)bww.

Da bismo dokazali lemu 2 uodimo superstrukturu V(RVA)
i primetimo da se formule iz Y(C) mogu predstaviti tako da
budu podskupovi od V2(RUA).

U tom cilju kodirajmo veznike i kvantifikatore A, ,
{Mxl...xnarm:n,meun;{Mxl...xn>rm:n,mew},{Mxl...xnsrm:n,mecu}
1{MX]eeex <T :D,mew},redon sa 0,1,{2-3% 5™:m,n>03,

(22»BD-5m:m,n>o},{25-5n-5m:m,n>o} i {2% 5n.5m:m,n>o},gde je
ro=00i T1sTpyens prebrojiv niz realnih brojeva iz Y(C).
Simbole konstanata Cy3Cpseee ,promenljive Xg9Xygeee i
relaciske simbole So,Sl,... kodiratemo redom sa {7n:n>o},
{lln:n>o},{l§n:n>o}.

Uodimo drvo w" koje ima prebrojivo &vorova i kod
koga se svaki ¢vor radva prebrojivo puta.Ako je P1sPpyese
niz prostih brojeva,kodirajmo sa pEl.pEE.... pgn onaj cvor
kojim je odreden poletni komad grana oblika (tl,...,tn,...)

Svakoj formuli iz Y(C) odgovara drvo tako da su u
¢vorovima kodovi logickih simbola ili simbola Jezika.
Formula ¢e prema tome biti graf preslikavanja iz tog drveta
u poddrvo drveta w*

Kako je,dakle,formula skup uredenih parova prirodnih
brojeva to je ona podskup od VE(RUA),dok je Y(C) podskup od
VB(RUA) .

Takode se jednostavno moZe kodirati i relacija
zadovoljenja ¥ na modelu (uvﬁ),jer je to skup uredenih

parova,gde je prvi element formula iz Y(C),a drugi deo



%3

valuacije koji odgovara slobodnim promenljivama iz formule.
O&igledno (Mfi)ﬁV(Rt)A).

Kada predemo na nestandardnu superstrukturu *V(Rua)
tada moZemo uoditi objekte kao Sto su na primer'g g
*o«,"/un nen’

Neka je A —{{(x yooesXy ) (Cen, /“n nJNhch yes ey Xy )/\Rn(x)}
F&Y(C)}.Tada polazeéi od internalnih prostora (("'Rn,,&n /Mn g
n,mew) mozemo definisati odgovarajuée Lebove prostore
g4 RﬁgSQ*g)gﬁh):n,meuﬂ.

Neka je Am= U ’Rm,im<$-algebra na A tako da je
‘*ng AA i !um(B) sug/a(BnR ).0znadimo sa @4y3) merni model
koji odgovara mernim prostorima ((A A }M ) m20).Primetimo

da mer%/&m nisu kompletne.

Dokaz leme 2.: Treba pokazati prvo da Jje Qéyg) merni model,
a zatim da za sveku formulu F(X)e Y i svaki niz @eA
(A,2)RE(E) akko (i, BIFE(R)
Prvi deo sledi iz Fubinijevih aksioma i uobicdajene
ekstenzije sa konaénog na é-konaCan slucaj.
Da bismo dokazali zadnju ekvivalenciju,dovoljno je
da pokazemo sledeéu relaciju:
(*)/u ({ceA (u/g)PF(c a)‘m{ceg 607)‘#*3(3,3)})
gde Je aeg .
Pritom je:
(o 23 )="((MR>)E(R)) akko ‘/‘“n({ic’eﬁi (‘M,yi)*t:?(?c)l )>T
(’u,ﬁ)h(anr)*E(f) akko/"*;l({?ce_gn: ("w,73‘ YEF(R)I 2
(¥ ( ME>r)F(X) akko & ({XeA™ URRE(R) V)27
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i_sliéno za druge kvantifikatore,

Dokaz relacije (%) izvodimo indukcijom po izgradenosti
formula,

Jedini zanimljivi sludajevi su kada je F= A?F ili
F=(Mxsr)Z(X),gde je ¢ek<,2,>,<}.Zbog kratkoée izgzéavljamo

parametre,

Neka je F= A.Fl.Na osnovu aksiome 31) za svaki kel
ieN
postoji meN tako da

JHUEE Con A0 TN 25 GONALCu g AE, 1<
Pa ae/un({xé'R H{(a, /u)"};( /\ F. (Y a{Ca ,/A)Fl\’F )=

_ . (xp % * -
A odatle

/«7 A((ZeA™: (fur, o )F‘-*(l.gNF (X))blt';"F )M =

s;lp/‘n(uceR (o, Y eYA . 1(3))s /\”F PR

jeN "t
Kako je na osnovu indukciske pretpostavke za i>»0

S (Rl (ABRE; (R)}a(Reh™: (b, ) B'E; (3)}) =0

i NAanBieVU (4,6B))
ieN ieN ieN

to je

—
—

/g_n((xeén:(*u,y)k: A;’E (R)ya{Rep” (Ul/g)tz/\ F, (x3)
2 ,,_F ((xeﬁn’ (“u,/*)bF (X)}A{xeA (C‘T/&)PF (X)¥)=0

ie N =0
Na osnovu identiteta

(AaB) c(AaC)u(CaB)
imamo konacno
(¢ReA™ (4, )FF(X)}A(xeAn (o i MEE(X) )
/“n /"
Jen Qxegn:(gﬁ)r:?_(}t)}bfxeg Dt ) BN (R) )+

ieN
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ey (AReA™: (L7 ) NTE (D) (e Ct A YR A 25 (2))})=0

ielN ie N

Neka je sada F=(Mx2r)Z(X),gde reR.
Za svaki nel postoji meN,tako da je na osnovu aksiome
26) ili previla 25)
/4 UTERE Co i (8 r) (3,300 A
D {FERY: Couy R TYZ(T,3) )<
- l *, « /e »* o a l
;Uh({§232¢r-55 {ieén.(cx,/ﬁy$?§(y,X)})<r})<§
pa je
E_n({‘iegn: Cou 1) EX( (M) 2(F, %) ) (Mt ) Y 2(F,%)}) =0
Po induktivnoj pretpostavci Jje
Jin (LT DA™ ™ (o, BYRZE, DA
DT DA™ (@, Z(F, R} ) =0
Tako za sve §—ove,sem za/gh—mere nula
— A JES m - 2
Fnn(Feh™ Co TR D alted g, BIFE(T, X)) =0
Odatle
T (Feh™: Cay R)EL(F, D)2

akko
A ((Fepi (A, K)RLE, D2
Na osnovu pravila 24)
/Em({ieééi(Yx,;&)bfg(?}i)})zr
akko

P ({Reh™: (o R)E'2(F,%)) 2
Prema tome
/En({y‘eén: (o R T) *Z(F, 301
A{TEA™: (DR (15>1) 2(F, %)} ) =0

Konadno
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(e Coy B FE@N afFeh”: (@BFEGD <
En({ﬁegnz (et YE (18 ) (5,3 a(Mr) "2(5, ) )+
+ A4 Feal: Cor, OE (o) 2(F, 0 A (Fe b (g@c:g(s’rm-:o

S1i&no se razmatraju i ostali sludajevi.

Sledeée dve teoreme slede iz leme 1 i ops$tih sintak-
tidkih pogodnosti koje su posledica &injenice da je k
dopustiv skup.Dokaze izostavljamo jer su analogni onima

za sludaj Ly, logike.

Teorema 2. (Barvajzova kompletnost)

Neka Jje wuLei i neka je , prebrojivo dopustiv.Tada

je skup valjanih redenica od Ly Zl na A.

Teorema 3. (Barvajzova kompaktnost)

Neka we i ,4& je prebrojivo dopustiv skup i neka je T
skup recCenica od Iyy koji Je El na A.Ako svaki TeT tako
da T €4 ima model,tada i1 T ima model.

Za I&lP logiku vazi sledela znadajna teorema koja
pokazuje da je vaZenje nekog skupa formula u konkretnom
modelu odredeno vaZenjem jedne klase jednostavnih formu-
la.Nas cilj ¢e zatim biti da dobijemo sliénu teoremu u

nasoj L, m logici.
1

Teorema 4,

Neka su (a,u) i (#,X) verovatnosni modeli (V.[14])
i neka je K={(Mx>r)A(X): A(R) je konjukcija atomskih formula}
Tada ako Je
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(6{,/’:) =K(°E":’{)
onda
M) = EN
(0 p) LwlM( )

Def. 7.

Skup formula sa ogranidenim kvantifikatorima (ili
krade:0K formula) Jje najmanji skup tako da
i)Atomske formule su OK formule
ii)Konjukcija i negacija OK formule je OK formula
iii)Ako je F OK formula tada su (Mier) (R(RARI(®)) i

(M>T) (B(RARI (%)) OK formule za svako TeR i iew,

Tema 3,

Svaka formula iz L, M ekvivalentna je CK formuli.
1

Dokaz: Dokaz provodimo indukcijom po slozZenosti formula,
Jasno je da Je atomska formula OK formula i da ako su F
i Z ekvivalentne OK formulama,tada su i FaZ i 7F ekviva-
lentne OK formulama,.
Neka je F(Z,7)~T(%,¥),gde je T(%,¥) OK formula.
Kako Je:
(ME<)E (%,7) > A (M¢r) (2(R,)ART(R))

lew

(MEDE(R,7)— V (Mr) (T(F,F)NRT(R))  reRu{co}
lew

(ME2T)E(R,3)es AV (MOr-3) (T(X,3)ART ()
n>0o lew

(M)E(E,3)— v A (Mer-2) (T(x,y)ART(X)) TeR
n»o lew

(M) F(X,5)— AV (MEn) (2(X,3)ART(R))
n>o0 lew

(MR<F(%,7) > v A (Mn) (2(Z,FMRI(X))
nyo lew
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to vidimo da su i formule (Mxk¢r)F ,(M<r)F,(MX>r)F i

(Mx>r)F ekvivalentne OK formulama.

Def. 80
Kazemo da je é;ygm monotona konjukcija ako je
— . . .
FE .7 B 22 svaki mew,a Y E monotona disjunkcija

ako jebzﬁ—-’F

i W
Fmel za svakili mew,

Def, 20

Skup monotonih OK formula (kraée MOK formula) je
najmanji skup tako da:

i) Svaka OK formula od Ly Je¢ MOK formula

ii) Monotona konjukecija MOK formula je MOK formula

iii) Monotona disjunkcija MOK formula je MOK formula

Def, 10,
Monotona kompleksnost MOK formule se definisSe na
sledeéi nacin:
i) Monotona kompleksnost OK formule iz Loy Je nula

ii) Monotona kompleksnost od A\

N E (V F ) je za jedan

Mew=-In
veéa od supremuma kompleksnosti formula Em

Lema 4,

Svaka OK formula ekvivalentna je NMOK formuli.

Dokaz: Neka je M skup OK formula koje su ekvivalentne NMOK
formulama, Pokazadéemo indukcijom po sloZenosti formula da

M sadrzi sve OK formule.,

Svaka atomska formula oéigledno pripada M.
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Keko je svaka prebrojiva konjukcija ﬁ;»zm ekviva-
. . + e }P\ . =

lentna monotonoj konjukeciji /A 7 ,gde je Z =F A ...f\gm
dovoljno je dokazati da je M zatvoren za negaciju,konacénu
i monotonu konjukciju i ogranicenu kvantifikaciju.

Lako se pokaze indukcijom po monotonoj kompleksnosti
da ako FeM,tada 1FeM,

Pretpostavimo da Em(x)eM za svako mew i ﬁgggm(i)
Jje monotona konjukcijaesZa svaki m izaberimo monotonu formulu
Z, ekvivalentnu sa Em(i).Tada je ﬁﬁué(i) MOK formula ekvi-

1 - /\ b
valentna formuli ﬁgdgm(x),pa P ER(R)el,
. ~ Y . /’\
U slucaju da su gﬁagm i /o y redom monotona

disjunkcija i konjukcija primetimo da za reR

E(M>r) ((V E (A RI(E) &V (M>r) (F (R) A RI(E))

News medvs

BOBT) ((A B () ARI(R))
Mew
e VA (Borg) (E, () ARNE))

k70 mew

EQMer) ((V Ep(@)ARZE)I= A (Mer) (B, () A RKE)

mew mews

F(Mse) ((A B (A RI(R)) e

mMew
o ANV (M ) (B (%) ARNR))
k>0 mew '

Nije tesko pokazati da su formule na desnoj strani
ekvivalencije monotone,Kada se jos zna da su za konadnu
formulu F(X) i formule (Misr)(g(i)A.Rg(i)) i (Mi>r)(§(?)f\R?(?))
kona¢ne pa kime i MOK,lako se pokazuje indukcijom po
monotonoj kompleksnosti da (Mfsr)(g(i)/\R?(i)),
(M>7) (E(%) AR (%)) M ako E(X)eM.

Dokazimo da je M zatvoren za konacne konjukcije. U

tom cilju fiksirajmo n-torku X.
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Za svaku formulu F(X) iz q“lM neka je
K(F)={2(%): Fvi3,1FVZ,FAZeMN}

Skup K(F) je zatvoren za ekvivalencije.Na osnovu
simetrije ako Z<K(F) tada FeK(Z).Kako je M zatvoren za
monotone konjukcije i disjunkcije i K(F) je zatvoren za
njih.

O%igledno svaka formula iz I,y je u M.

Pretpostavimo da je C(X) iz LiyysTada ZeK(C) za svaku
OK formulu Z iz I ,pa prema tome 2eK(C) za svaku MOK
formulu Z.

Ako pak sad,F(X)eM,tada za svaku OK formulu Z(X) iz

Ly imamo FeK(Z),pa time i ZeK(F).Cdatle,kao gore,Z<¢K(F) za

M
svaku OK formulu iz M.Prema tome ako ¥,Z M,tada FaZeM,

Napomenimo da u sluéaju neogranicdene kvantifikacije
nemora da vaZi implikacija

M r)(A E ()= ANV (MkrE)F (X
(Mx r)(mad_m( )) D méuf <+E)E(R)

Def, 1l.
Neka je (ayt) merni model i (Ri'iéw) pokrivaé skupa
A.Za svaki iew defini¥imo model (& ,%"),tako da
i) Ag=ANRg
ii) Za svaku n-arnu relaciju S modela (m§ﬁ3,8i=SnR?
iii) ¢ je konstanta u (ai,*i) akko je ¢ konstanta u
(avﬁ) i ceRy
iv)/uii/hr(domgﬂn)nRi)
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Neka Jje Ji skup OK formula teko da ako Ry ogranidava
neku promenljivu mora biti k¢i 1 sve konstante koje se
pojavljuju moraju pripadati Ai.Otuda Ji zavisi od modela,

mada to ne istidemo u oznaci.

Lema 5,
Neka je ¥ OK formula iz J;.Tada za j»i i 'ééAa. vazi

(g fIIFE(B) akio (yfOFE(E)

Dokaz se sprovodi lako,indukcijom po izgradenosti.

1 3 . .
Neka je (A, - A7) merni model tako da Je
.3 AR/

faen SRTEY 1ttt ETE
Akxo je F OK formula,tada je Ag OK formula koja se
dobije iz F tako ¥to se broj r zameni sa ——m——— °
- n
/un(Ri)

Sledeéa lema pokazuje da je svaka konadna mera u

odredenom smislu ekvivalentna verovatnosnoj meri,

Lema 6.
Za svaku OK formulu F(X) iz J; 1 svaeki niz éeA?

(b1 o fRIEF () akico (miﬁé-i-;ﬁi)r%cé‘)

Dokaz: Dokaz se provodi indukcijom po izgradenosti
formula.Jedini interesantan slucaj je ogranidena kvanti-
fikacija.

Tako,ako je na primer,@:(M§>n)(g(i)/\Rg(i)),onda

je F=(MH—S=—=)(“Z(X)AR.).
M (RY) J
ntT 1 .
Prema tome (aivp?)pg
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akko

/un((s‘c:(c‘ti,/ﬁi)h_z_(st)/\R?(S‘c)})>r
akko

1 n
(Qy y— PYRAZ(R) A R3 @GNy

/un(Rn)/un FARY . (R )
akko

G /A Ty (g > ) (AZ(2) A RI(D))
akko /M(R (R )

(g 5= 1 /31)@

HEs)

Sli&no se pokazuje i kada je E:(Mﬁsr)(g(i)f\R?(i)).
Neka je K= {(Mx>r)Z(X%):Z2(X) je konjukcija atomskih

formula,g(x)eLwM,reR} i M skup svih MOK formula.

Lema 7.
Neka su (uyﬁ) i (®¥,A) merni modeli.Tada ako

(L) = (B3 2)
onda

(¢t )=y (B, 1)
Dokaz: Kako je

(o) =g g 1@ )
pa Jje prema lemi 5

Liys
(&3 ) Zk0g N5 P M

Na osnovu leme 6 dalae imamo

R;)
jer je zbog (a,/u)-—K(oB ) /Mn(Rn) =2 (Rn)

_ 1 =i
/d( /“‘)Kr\Jlnm;&l’»( A5

Iz teoreme 4 sledi
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1 1 1 =7
(A yx—=— M )= (B, = X )
pa po lemi 6

21 e a1
Kona¢no,na osnovu leme 5
(U )= (ByA)
HITgnm
pa kako to vazi za svaki i o,to je

Teorema 5., (Stav elementarne ekvivealentnosti)

Neka je
(e, 2=y (#,%)
tada je
(a,/u)—LmlM(J&, A)
Dokaz: Ako je (aya)zKQE,i) to je prema lemi 7
()= 7)
Odatle,ako sa M oznac¢imo OK formule,iz leme 4 sledi
CHIEMERY
Konaéno,na osnovu leme 3

(ap)zy, (&)
1

Navodimo sada Robinsonovu teoremu konzistencije za
verovatnosnu (I, P) logiku,pomoéu koje Cemo dokazati
1

odgovarajuéu teoremu za Ly M logiku.
1

Teorema 6.

Ako su ((x,/i«) i (&B,)) verovatnosni modeli respektivmo

za Jezike Ll i» i



BN - A _
(MrLyu)—Lw PC%PL,V) za L=L,\L,
1
tada postoji model (m,3) za L,VL, tako da

(’m"l'l qi) E(Ll)w lP(a}/_“A)
(’mf‘L2 ,-/{) = (L2 )w 1P(£ ;\7 )

Na osnovu leme 6 i prethodne teoreme lako se pokazuje
sledeéa posledica,gde je da se potsetimo M skup svih MOK

formula a Gxivﬁl) se dobija iz (uyﬁ) po definiciji 11.

Posledica
Ako je ((;ML,BM)=g [ y@8;M L, 7)) za LeLnL,,tada
1
postoji model (M\X) za LyL, teko da je

T -

JepM t
i 1
(’mi’\Ll 9_73\1)5‘72 M(;&i ,71)
iﬂ

Sledeéa teorema ima slicénu formulaciju kao teorema

6 1 njena posledica.

Teorema 7. (Robinsonova teorema konzistencije za gd M)
1l
Ako su (ayﬁ) i ($,V) merni modeli respektivno za
Jjezike Ll i L2 i
GIrLL B = ErL,yV za L=L.,nL
( ,/A) I‘w M( ’ ) e

tada postoji model (Mm,}) za LUL, tako da je

(’mf‘Ll "i)E(Ll)wlM( Uy‘j)
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e 8

(Wng,":\)E'<L (%,Y)

e M
2c¢lN
Dokaz: Imajuéi u vidu leme 3 i 4 primetimo da su modeli
@mo;i°),cml,11),... neka vrsta aproksimacije Zeljenog
modela (M,A).

Koristeéi se,zatim,moguénostima koje nam pruZa
teorema 5 definifimo niz Gno;ﬁ?),Cﬂl;ﬁl),... na sledeéi
nacéine.

Neka je (M, ,v)=0m_,2%)

J OQV\ o9

Ako smo model cnn;ﬁ?) veé definisali,stavimo

1) Npyp=Npv(Mp,p-1)

2) Ako je S¢I,VL, k-arni relaciski simbol
Nns1 Nn, Mns1 k
s PHloginyg g o o)

MNn+1 Mn

m
3) ¢ n+] je konstanta akko je ¢ =¢ = ili

éﬂn+l=gﬂn+l

4) dom(y” 1y={auB: Aedom(ny) ,Bedom(A ﬁ*l)n( Mp1=My)

i71§+1(AUB)=QE(A)+)§+1(B),gde je Aedoquﬁ) i BedomC&§+l)
Pritom je anﬁzt
Indukcijom po n se lako pokazuje da je za svaku
formulu Fel,, bez kvantifikatora
R ({xeNEM_ERGO)=AD(4{ el M £F(R)Y)

pa Jje prema teoremi 54ﬂnEL m

n
wlM

. m Mn . o

Neka je M=V N ,8"=U 5 ™ za k-arni relaciski
n:o nzo

Nn

simbol SeI VL, ,ém=c za neko nzo iulkzsgp(qﬁ)

Nije tesko pokazati na osnovu prethodnih lema

(posebno lema 3 i 4) i zadnje posledice da je (M,1)



traZeni model.

Primenom prethodne teoreme moZemo dokazati slededu
interpolacionu tecremu.

Teorema 8,(Krejgova interpolaciona teorema za ;*M)

Neka Jje A prebrojiv dopustiv skup tako da wet Ako
su ¥ i Z redenice iz L,, tako da je FE—Z,tada postoji
redenica D od Iy, tako da je FE—~D 1¥D—Z i svaki
relaciski i1 konstantni simbol koji se pojavljuje u D

'pojavljuje seiuzikPF,

Skica dokaza: Neka Jje Ll jezik koJji se sastoji od ne
logidkih simbola koJi se pojavljuju u F,a L2 odgovarajucéi
Jjezik za Z.

Neka je S skup parova (51’52> gde su s; i s,
konzistentni prebrojivi skupovi relenica respektivno iz
Ll(csz i Le(CzAM (C je prebrojiv skup novih konstantnih
simbola),tako da samo konadno mnogo konstanata iz C
pripada sqUs, i za svake dve relenice D; i D, iz (LlﬂL?)(Csz
kad god je r:ASI”’Ql i r:Asz—#Qg,tada je redenica 21A 22
konzistentna,

MoZe se pokazati modifikovana lema 1 (t.j. teorema
o cgzistenciji modelsa).Ctuda za svaki par (sl,sg)és postoje
modeli (arLlyﬁ) i (aPLe;i),tako da je (urLlyﬁM=sl i

(ArL,,NEs,,1 za svako n>o,mere Ly i A, se slaZu na
& —algebri podskupova od AP definisanoj pomoéu formula iz
(Lﬂ\Lg%dlM sa parametrima iz A,

Primenjujuéi teoremu 7 na modele (ubLlyﬁ) i
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(APL,,X) dobijamo model za As;ANs,.0tuda ,kakokEF—3
to (F,12)¢S.To dalje znadi da moZemo naéi redenice Dy
Qgé(LrﬂLg)(Csz tako da
FRE—Dy, F12-D,

i redenica DyAD, je konzistentna.

Sledi da jet=21_4122,b122—~g i odatle h@l—og .

Ako je Ql=21(co,...,cn),gde SuU CyeesyC  SVi
elementi iz C koJji se pojavljuju u Ql,i ako te konstantne
simbole zamenimo promenljivama yo,...,yn,tada redenica

QF(MyO,...,yn;aﬂgl(yo,...,yn) ima traZena svojstva.

Posledica
Neka su E(xl,...,xn) i g(xl,..‘,xn) formule iz Ly,
takve da F(Xjyeeesx)) Z(Xyye00y% )sTada postoji formula
_D_(Xl,...,xn) iz L\*M tako da ,je FE’—’P_ i FQ"'Z i svaki
relaciski 1 konstantni simbol koji se pojavljuje u D

pojavlijuje se i u F i u Z.

Na isti nadin kao u[2d moZe se iz Krejgove dokazati

sledeéa teorema,

Teorema 9, (Betova interpolaciona teorema za QAM)
Neka su P i Q dva nova n-arna simbola.Neka je F(P)
redenica jezika (LU{P})AM i F(Q) redenica koja se dobije
kada se P zameni sa Q.Pretpostavimo da
F:E(P)A.E(Q)——’(P(xl,...,xn)e~+Q(xl,...,xn))
tejo F(P) definiSe P implicitno.Tada postoji formula

Ty yewe s Kyl 12 dyy ~Taka aa
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}:F_CP)"" (P,(Xl,...,xn)e—’Q(Xl,...,xn))
tejs F(P) definiSe P eksplicitno.,

Takode,uz slidne modifikacije kao u [20] vaZi sledeéa

teorema,

Teorema 10, (Lindonova interpolaciona teorema za ;AM)

Pretpostavimo da su F i Z relenice iz Ly yptako da je
FE—Z .Tada postoji relenica D€Ly, tako da:

1) FE—D irD—Z

ii) Svaki relaciski simbol koji se pojavljuje pozitivno
(negativno) u D pojavljuje se pozitivno (negativno) i uF i u

Z.

Napomenimo da se simbol pozitivno u formuli ako je
pod dejstvom parnog broja negacija,inacle je njegovo pojavlji-
vanje negativno.Simbol se moZe pojaviti pozitivno,negativno
ili na oba nac¢ina u formuli.,

Huver Jje pokazao u,[lifda vazi sledeéa teorema o

normalnoj formi za L P logiku.

)

Teorema 1l.

Svaka formula EGH»lP je & -Bulova (t.j. propozici-

onalna) kombinacija formula oblika (MZ>r)( A Si(i,i)) (relo,17)
ig<m

Na osnovu ove teoreme i lema koje prethode teoremi 5

moZe se dokazati sledeéa teorema,

Teorema 12, (Teorema o normalnoj formi formula)

Svaka formula EﬁLwlM je &L-Bulova kombinacija formula
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oblika (MXyr)Z,gde je Z konjukcija atomskih formula.

Def, 12
KaZemo da je merni model (ayﬁ) esencijalne kardinal-
nosti k,i piSemo ess Card((aya))=k,ako je k najmanji
kardinal tako da pstoji merliv skup BeA tako da je Card(B)=k
i/Hl(A—B)zo.

Teorema 13, (Gornja Skolem-Levenhajmova teorema)

Ako jJje (a&ﬁ) merni model ¢ija je esencijalna
kardinalnost vela od w ,tada (uyﬁ) ima elementarnu ekstenziju

proizvoljno velike esencijalne kardinalnosti,

Dokaz: Kako je ess Card((avﬂ))ﬂu,to postoji R tako da je
(&, 2 E(Mxy0) (My=0) (x=y AR (X)AR_ (7)) (*)

Neka je kao u dokazu leme 2,(292) elementarno
prosirenje od (073),stim £§to je superstruktura *V(RUA)
k-zasiéena,

Ako uodimo skup S={aéRn:;Nl(a)=o} ,tada je sobzirom
na (¥)vﬁi(8)>0-

Pretpostavimo da postoji BcA tako da je/ul(A-B)=o i Card(B)

< k,Tada je za anBﬂRnyzl(Rn'Bn)”o i Card(Bn)<k

0%igledno mora biti Card(Bé\SS<k ?ZZQ(BD08)>°

Kako je za svaki niz al,..-,amEBnOS,le((al,...,ahk):o,
to na osnovu k-zasiéenosti postoji internslan skup Ks?Rn
tako da je B NSSK 1 7«1(K) =0,0datle je/@:_l(snns);gl(x)=
=st(7ul(K))=o,§to je u kontradikciji sa pretpostavkom,pa
je prema tome ess Card((ﬂyZ))>k.
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Na kraju odeljka definisemo strogi merni model 1
strogu mernu logiku LiR i dokazujemo odgovarajuéi stav
ptpunosti.Fritom su formule iste kao-u LAM'

U dokazu stava potpunosti za Lim logiku koristimo
analogno "profinjenje" onom koje je dobio Kisler za QAP

logiku (v.[gép.

Def., 12,
Neka je (A,Syp) ~konadan merljiv prostor tako da
je svaki singlton merljiv.Tada Jje
n
(A ’Jin)’/kn))
b ~konadan merljiv prostor,takav da je 3<n)<b—algebra
generisana pravougaonicima 1 dijagonalnim skupovima
a n . N . . . . .
{xeA .xi=xj} i /tn) je restrikecija od kompletiranja

mere/un na'S(n).

Def, 13,
Strogi merni model za Jezik L je struktura

a a
R=(hsBy 50 oM ieT, sed
gde jg/A<é—konaéna mera na M takva da je svaki singlton

merljiv.Takode ako je 54 ni—arni relaciski simbol tada
. u ‘s
je S5, merljiv skup.
* /u(ni) ‘
Kraée,standardni merni model oznadavamo sa (ayu)

gde je (4 klasilna relaciska struktura.

Zadovcljenje se definisSe,slicno kao kod mernih
modela,samo Sto umesto mera A koristimo mere./%n).

Aksiome za LiM logiku su iste kao i za L M (QAM)
1
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stim sto se dodaje sledeli niz novih sksioma:
38) (M%F228)RE(R,¥,2)—
— (o) (M7>0) (M221) ((B(%,2)«—~E(T,2)) ARL(%,7,2))
za n>o,st>rk(ako je §=X19'°"Xt)
Pritom su promenljive ¥X,¥ i Z medusobno razlidite,
svaka kvantifikacija u E(X,¥) je ogranilena sa R i ako se
kvantifikator Mil,...,ipzt pojavljuje u F(X,¥),mora biti

sp>tk i sli¢no za ostale kvantifikatore.

Teorema 14, (Stav potpunosti za LiM)

Za svaku formulu F iz LiM

gde kg F podrazumeva vaZenje u svim strogim mernim

modelima.

Skica dokaza: Implikacija sa leva na desno dokazuje se na
uobidajen nacin proverom aksioma i pravila izvodenja.

Ukoliko je pak | F ,tada na isti nadin kao u
L-AM
dokazu stava potpunosti za LAM (teorema 1.) nademo merni

model (ayt) u kome ne vazi F.
Neka su @wiyﬂi) konadno-merni modeli koji se
dobijaju iz (af») kao u Def. 1l..
Na osnovu lema 5 i 6,aksioma 38) i teoreme 2.3.4
(v.@uﬂ) postoje strogi merni modeli (Miiﬂi) tako da Je
(aiyai>=<mi,qi>
Na isti nadin kao u dokazu teoreme 7 konstruisimo

merni model (M,y),tako da je Cmi,Yi)=(ﬂi,q?)-
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Model (M,y¥) ée biti strogi merni model i na osnovu
teoreme 5
(ayt)=(”m,v)
Odatle sledi da ¢ée formula F biti falsifikovana u

(ﬂ, 9) .



TRECI DEO
LEBOVA MZRA U ALTERNATIVNOJ T=ORIJI SKUPOVA

Aksiome zlternativne teorije skupova i prve posledice

Slic¢no kao i Kantorova teorija skupova,alternativna
teorija skupova (krade AST) je intuitivna teorija.Stoga
¢emo dati samo aksiome jednog njenog formalizovanog
fragmenta u kome éemo raditi.Pritom ¢emo,bez opasnosti
da dode do nesporazuma,i taj fragment zvati AST.Uz aksiome
i pojmove koji se definisu neéemo uvek davati motivaciju
jer se ona moZe naéi u [45].

AST je teorija u jeziku prvog reda sa jednakos$éu
i jednim binarnim simbolom € .Promenljive (za klase) su

XY 32X Y7 58q 0000

Def, 1.

Skupovi su elementi klasa ili

Set(X) «= (3Y) (XeY)

Zbog kratkole zapisa uvodimo skupovne promenljive
X3 325000 oTako izraze (VX)(Set(X)—-FE(X)) i (3X)(Set(X)A F(X))
skraéeno piSemo respektivno sa (Vx)F(x) i (3x)F(x).Formule
kod kojih moZemo eliminisati sve klasovne promenljive su

skupovne formule,

Ax 1. (Grupa Sema aksioma za teoriju skupova)
U AST se prihvataju aksiome ZFfin.Naroéito treba
istaéi aksiomu indukecije

(E(g) A (Vx,5) (BE(x)—E(xu{y} D)) —(Y)E(x)

Na uobidajen nadin se definiSu osnovne operacije i relacije
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medu skupovima kao S$to su g,N,U,P( ),par,ureden par, i t.d.

Ax 2. (Aksioma ekstenzionalnosti)

VX, V) (X=Y+(V2)(zeXr2eY))

Ax 3. (Aksioma komprehensije)

@V)Wz)(ze¥+F(z)) za svaku formulu F(x)

Ove dve aksiome nam omogulaveju da realizujemo mnoge

znacajne matematicke objekte,Tako se operacije(\,u,—,xlxxg,

Xfl,dom( Yyrng( ) 1 P( ) definisSu slicéno kao za skupove,dok

Je
V= {x:x=x} (univerzalna klasa)
XMY=XA(VxY) (restrikecija)
X"Y={z2:3yeY)((y,2z)eX )} (slika od Y)
Rel(X)«>»X<cVxV (relacija)

Fnc(X)*Rel(X)A(Vx,y7,2) ((x,¥)eXA(x,2)eX—y=x) (funkcija)

1-1 Pne(X)e>Fnc(X)A(Vx,57,2) ((7,x)eXr(z,x)eX—y=2)
(1-1 funkcija)

F:XaYes1-1 Fne(F)adon(F)=Xarng(F)=Y

XY= 3AF)(F:X~Y) (izomorfizam)

X&Y<—=(IF) (IZ2) (ZSYNF : X=7) (potapanje)

Relacije kao Sto su "klasa R je linesrno uredenje
klage X" i "klasa X 2a relacijom linearnog uredenja R
izomorfna je klasi Y sa relacijom linearnog uredenja S"

dafinifu se lako preko relacija datih gore.

-Def. 2

Klasa R je dobro uredenje klase X (u oznaci We(X,R))
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ako je linearno uredenje i

(YY) (p#YAYsX—+(FxeY)(Vzel) ((x,2)eR))
Na uobifajen nadin se uvodi pojam pocetnog komada.

Def. 3.
Klasa X je konacna ako su svi njeni delovi skupovi,t.j.

Fin(X)e>» (VYY) (YEX— Set(Y))

Tako se jasno vidi da je svaka konaéna klasa skup,

ali ne vaZi obratno.

Def. 4,

Semiskup je podklasa skupa,odnosno

Sms(X)>—3y) (Xey)

Ax 4,

Postoji pravi poluskup.simbolidki

(BX) (Sms(X)A1Set (X))

Def. 5.
Klasa X je prebrojiva (u oznaci Count(X)) ako nije
konac¢na i postoji dobro uredenje ¢ na njoj tako da je

Wx)(Fin({y:(y,x)e<l))

Pokazuje se da postoji prebrojiva klasa,kao i da

su svake dve prebrojive klase izomorfne,

Ax 5, (Aksioma izbora)
Univerzalna klasa se mozZe dobro urediti,t.j.

(3R)We(V,R)
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Ax 6., (Aksiomas kardinalnosti)
Postoje samo dve beskonadne kardinalnosti

(VX)) (IFin(X)— (Count (X)VXaV) )

Poslednja veoma znacdajna sksioma uslovlijava "zasice-

nost" ove teorije.

Ax_7.(4ksioma produzenja)
Svaka prebrojiva funkcija F se moZe rasiriti sa
funkcijom f koja Jje skup.
(VE) ((Fnc(F)ACount(F))—(3f) (Fnc(f)AFsL))

Za metamatematidka razmatranja (kada se na primer
formule izgraduju u teoriji kao skupovi) grupa gksioma

ZF p; , zamenjuje se sledeéom jaCom aksiomom

Ax T.

VFZFfin

Navodimo sada neke osobine konac¢nih skupova i prebro-
jivih klasa i videéemo da su one slic¢ne osobinama
koje imaju respektivno konaéni skupvi i prebrojivi skupovi
u ZF.

Tako ako su X i Y poluskupovi tada su poluskupovi i
XNY ,XUY,X-Y,XxY U, P(X),dom(X),rng(X) ,X T, Y"X.

Klasa definabilna pomoc¢u skupovne formule nemoZe biti

skup.

Teorema 1. (Indukcija za konadne skupove)

Ako ¢e¢Z 1 ako za svaki xeZ i svaki y,xvi{y}eZ,tada je
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svaki konacdan skup u Z.
Loristeéi indukciju za konalne skupove lako se

pokazuju sledeée teoreme,

Teorema 2.

Ako funkcija F ima za domen konacdan skup,tada je i

ona konacna.

Teorema 5.

Ako je x konacan skup i xxX,tada je i X konadan

skup 1 Xgx (teje. () (f:x=X)).

Teorema 4.

Ako su x i1 y konadni skupvi,tada su F(x),ux i xxy

konacéni skupovi.

Teorema 5.

Skup x Jje beskonacdan akko za svaki ydx imamo xaxu{y}.

Teorema 6,

Ako su X i Y prebrojive klase tada su i klase XuY,

XxY WX i P(X)={x:xsX} prebrojive,

Teorema 7.

A={xey:Fin{zey:zsx}

Posledica

Svaka prebrojiva klasa Jje poluskup.
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Ponekad je potrebno da posmatramo kolekciju objekata
¢iji su elementi klase.Da bismo radili u teoriji,moramo

predstaviti kolekciju kao klasu,t.j. kodirati Jje.

Def. 6,

Kod je binarna relacija.

Sledet¢om definicijom zamenjuje se intuitivni pojam

pripadanja klase kolekciji sa ®-pripadanjem klase klasi.

Def. 7.
i) XqK*“(ayedom(K))(X=K"{y}) (X gje n-element od K)
ii) Klasa K kodira kolekciju "{X:F(X)}" akko
(V) (B (X)e—( yedon(K)) (X=K"(3}))
iii) Klase K i S kodiraju istu kolekeciju (u oznaci
K~3) ako

(VX) (@ xedom(K)) (X=K"(x} )«>@yedom(5)) (X=8"(y}))

Klasu K koja kodira neku kolekciju F ,zovemo kodom
kolekcije F(oligledno Jje to metapojam).

KaZemo da Jje kod K ekstenzionalan ako x#y povlaci

K"{x1#K" {y} .Pomolu aksiome izbora moZemo da pokaZemo da
za svaki kod K postoji kod S~K,tako da je ekstenzionalan.
Napomenimo da Jje klasa R klasa ekvivalencije ako je

refleksivna,simetriéna i tranzitivna relacija.

Metateorema 1.

Sledete kolekcije se mogu kodirati:
a) Faktor klasa Z/R={X:(JyeZ)(X=ZNR"{y})) gde Jje R

relacija ekvivalencije
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b) ZY={F:Fnc(F)Adom(F)=YArng(F)sZ},ako je Count(Y)
¢) E,(Z)={X:%XZA(Fin(X)vCount(¥X))

Def, 8.
Klasa X je selektor za ekvivalenciju R ako zadovoljsva:
(1) (Vx,yeX) ((x,¥)eR>x=y)
(2) (¥x)3yex) ((x,¥)eR)

Teoremsa 8.

a) Klasa X je selektor za ekvivalenciju R akko RNXxV
Je ekstenzionalan kod.

b) Svaka klasa ekvivalencije ima selektor,

¢) Neka je R relacija.Tada postoji funkcija FsR tako
da je dom(F)=dom(R).

d) Ako je R relacija,dom(R) prebrojiva klasa i za

svaki xedom(R),R"{x} poluskup,tada je i R poluskup .
Napomenimo da éemo,zbog intuitivnosti,za kod K kori-
stiti oznaku {K"{x}:xedom(K)},2 ili pisati ¢ak nekorektno

{Kx}xedom(K)'

Def. 9.

Klasa X Je razotkrivena ako za svaku prebrojivu klasu

Ys=X postoji skup z tako da Y<z<X,

Teorema 9.

Svaka klasa definabilna skupovnim formulama Jje

razotkrivena.

Def. 10.
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Neka je {Ai}ieB kod.Tada uniju i presek definiSemo

na sledeéi nacin:
X=U{Ai§ieé*’xé{x:(EieB)(xeAi)}.

X=ﬂ{Ai§ieé**X:{x:(VieB)(xeAi)}

Metateorema 2.

Kolekcija'{X:XeV]" se nemoZe kodirati.
Dokaz: Pretpostavimo da S kodira X:XeV}' .Neka je Y=(xeK:fo"(x}k

Tada Jje Y<V i za svako xedom(S),Y#S"{x}.

Metateorema 3.

Ako se kolekecija MX:F(X)Y' moZe kodirati i

(vX) (F(X)—Z(X)) onda se i kolekcija "{¥X:Z(X)}'moZe kodirati.

Def, 11,
X= (Y,z},{—» Rel(X)adom(X)={1,23AX"{1}=YAX"{2} =2
(X je par Y i Z)
X=(Y,Z),l<—> @au,v) (U={Y,Y},LA V=(Y,Z},2A X=(U,V},,l )

(X je ureden par klasa Y i Z)

Slic¢no se definisSu i uredena trojka,éetvorka i t.d.

Takode se cesto indeks W izostavlja.

Sada zelimo da navedemo i dokaZemo neke posledice

[ I
4

aksiome o produzenju (Ax 7.) koje éemo kasnije koristiti.

Teorema 10,

Neka je X prebrojiva klasa.Klasa UX(NX) je skup akko
postoji zeX tako da je UX=Uz (nX=nz).
Posledica

Ako je X prebrojiva klasa tako da je NX=¢,tada
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postoji z=X,tako da je Nz=¢.

Teorema 1l.

Neka su X 1 Y prebrojive,disjunktne klase,Tada

postoje disjunktni skupovi x i y tako da Xsx i Y<y.

Dokaz: DefinisSimo funkciju F na XUY,stavljajuéi F(x)=¢ za
xeX i F(x)=1{gt za xeY.Na osnovu aksiome o produZenju
postoji funkcija fz2F.Neka je x={zedom(f):f(x)=g} i
y={zedom(f):£(2)={$1Y .0Cigledno su x i y Zeljeni skupovi.

Teorema 12.

Neka su X 1 Y prebrojive klase tako da (UX)NWY)=g.

Tada postoje disJjunktni skupovi x i y takvi da yXex i UY¥Yey.

Dokaz: Neka je a beskonalCan skup i < linearno uredenje na
njemu koje je skup.Takode,uolimo prebrojivu klasu
Z={zea:Fin({yea:y<z?})
i funkcije F:Z=x¥,G:2¢Y,F¢f i Gsg,
Stavimo %(z):{Jf"((yea:ysz}),é(z)= Ug"({yea:y<z}) i
alz(Zeazf(z)Aé(z)=¢}.Tada oéigledno zea) 1 skupovi x=U(f"(al))

i y=U(g"(al)) imaju Zeljena svojstva.

Posledica
Neka s u X i Y prebrojive klase tako da UX¢NY.Tada
postoji skup u tako da UXeu<Y.
Def. 12.
KaZemo da je klasa Z usmerena (dualno usmerena) u
odnosu na inkluziju ako iz uslova da x,y€Z sledi da postoji

zeZ tako da z2xvuy (zexAy).
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Teorema 13,

Neka se usmerena (dualno usmerena) klasa Z moZe
definisati skupovnom formulom.Tada za svaki poluskup X£Z

postoji ueZ,tako da Jje za svaki xeX,xsu (usx).

Dokaz: Razmotrimo sluéaj kada je klasa usmerena.Ako je Z=p
nemamo Sta da dokazujemo.

Fretpostavimo da je X#g.Kako Jje UX poluskup,to
postoji skup t,tako da UXet.Lako se vidi da Jje skup
a={xet:(3ze2)(xsz)} zatvoren za uniju i Xca.Ako je y
maksimalan element u a u odnosu na inkluziju,tada e ueZz,
tako da Jje ysu,biti Zeljeni skup.

Drugi deo tvrdenja,kada Jje Z dualno usmeren,dokazuje

se slicno.

Teorema 14,

Neka Jje klasa Z definabilna u teoriji skupova 1 neka
je X usmeren (dualno usmeren) podpoluskup od Z.Tada postoji

ueZ tako da za svaki xeX vredi xsu (usx).

Dokaz: Dovoljno Jje dokazati prvi deo.Neka je a linearno
ureden skup relacijom < i X=(xca:Fin({yea:y=x}) .Neka Je
al={Xea:(HueZ)(Vyea)(yex—aygu) .Kako X<a; izaberimo Xeay-Xo.

Tada ueZ tako da (¥yea)(ys&—ysu) ima trazeno svojstvo.

Prirodni,racionalni i realni brojevi u AST

Prirodni brojevi u AST se izgraduju slicéno kao i u
ostali teorijama skupova.Tako je o=g,l={g},2={o,1J i t.d.

Klasa prirodnih brojeva N je definabilna formulom
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(¥yex) (yexIN(VY,zex) (Fezvy=2vzey)
Prirodne brojeve oznacavamo malim grckim slovima d,ﬁ,...
Daéemo sada dve Jjednostavne teoreme koje pokazuju

dobro poznate osobine prirodnih brojeva.

Teorema 15.

Klasa N je linearno uredena relacijom {(¢,P):¢eﬁV¢=ﬁk

Napomenimo da ¢emo pod uredenjem na N,ako se drukdéije

ne definise,podrazumevati uredenje iz teoreme 15.

Teorema 16,

VaZze sledeée Cinjenice:
a) geN 1 ¢ je najmanji element
b) Ako e N tada je U} prvi sledeéi u N

c) Ako JeN i« #¢ tada postoji prethodnik(x,tako da &:ﬁu{ﬁ}
Sledela teorema pokazuje da skupove moZemo prebrojavati.

Teorema 17,

Za svaki skup x postoji Jjedinstven prirodan broj o

(broj elemenata skup x) tako da je xz« (t.j. (3F)(fix=e)).

Def, 12.
Sabiranje i mnoZenje prirodnih brojeva definise se
na sledeéi nadin:
¥ =d+p akko ¥xdU ({0}Xp)
(=d;(s akko =z A X[
S()=d+4

Na osnovu aksiome 4 i teoreme 17 postoje beskonaclni
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prirodni brojevi.

Klasa konaénih prirodnih brojeva FN={AeN:Fin(«)} je

prema tome prava podklasa od N.

Konac¢ne prirodne brojeve obeleZavamo malim latinidnim
slovima myn,p,s.s .MOZe se pokazati da je klasa FN poluskup
i dobro uredena relacijom {(m,n):menvm=n}.

Sledeca teorema pokazuje zatvorenost klase FN za

osnovne operacije.

Teorema 18.,

Vaze sledeée &injenice:
a) oeFNA(VneFN) (n+1¢FN)
b) (¥m,neFN)(m+neFN m-ncFN m eFN)

MoZe se pokazati da strukture (N,+,:,5,0) i

(FN,+,+,5,0) zadovoljavaju aksiome Peanove aritmetike.

Teorema 19, (Indukcija po konaénim prirodnim brojevima)

Neka ocX i1 ako ne¢X sledi da n+leX.Tada K¥NeX,

Dajemo sada teoreme koje omoguléuju definisanje rekurzijom

po prirodnim brojevima,odnosno konac¢nim prirodnim brojevima.

Teorema 20.

Neka je F(x,y) formula teorije skupova tako da
(Vx)(sly)g(x,y).Tada postoji tadno jedna funkcija G,
definabilna u teoriji skupova,tako da dom(G)=FN i F(GMn,G"{n})

Teorema 21.

Ako (VX)(BIY)E(X,Y),tada postoji tadno jedna relacija
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R,tako da dom(R)SFN i za svako n vredi F(RMn,R"{nY}).

lioZe se pokazati da postoji neprebrojiva klasa$e,
tako da FNeSee«N 1 pritom je dobro uredena,tako da joj Jje
svaki poletni komad ili konacan ili prebrojiv.Iritom jJje
@ zatvorena za sabiranje i mnoZenje.

Sledele teoreme,slidne prethodnim,omoguéavaju

rekurziju pofe.

Teorema 22,

Ako (VX)(HlY)E(X,Y),tada postoji tadno jedna relacija
R,tako da dom(K)e® i za svko «$2 imamo F(RM&ANR),E™LY ).

Teorema 23,

Neka za svako najvisSe prebrojivo Y postoji x,tako
da je F(x,Y).Tada postoji funkcija G tako da je dom(G)=%

i F(G(A),GMEANS)) 422 svako LeS2,

Daéemo sada konstrukciju polja realnih brojeva,
osnovne algebarsko topoloske strukture koja nas interesuje.

Prethodno ¢emo definisati klase celih ,konac¢no celih,
racionalnih,konaénih racionalnih i ograniéenih racionalnih
brojeva.

Klasa celih brojeva je Z=NUL(d,{1}):4eN-{0}},a klasa

konaénih celih brojeva FZ=FNU{(n,{1}) :nelN-{o}}.Operacije +

1+ 1 relacija < se na uobidajen nadin prosiruju sa N i FN
na Z i FZ respektivno.

Klasu racionalnih brojeva RN definiSemo kao kolidni-
2

¢ku klasu klase Z.Tako na Z° moZemo uvesti relaciju
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ekvivalencije ~ sa
(«,P)N((,§) akko «3={&p
Tada je klasa racionalnih brojeva
BR={(lyp) s (VI §€2) (&, p)(F,8) = [HI+181 € 1§1+1 E1A B0}

Racionalan broj (o,[) jednostavnije pifemo .
]

Def. 14,
§+§=g akko i%&gﬁmg
{5 oo 425
;;Lsg-: akko od< K'(}

Leko se pokazuje da je sve dobro definisano,

Tako je onda FRN:{%GRN:m,neFNAn$o} klasa konacénih

racionalnih brojeva i BRN={x:x¢RNA(@ne¢FN)(ixi<n) klasa

ogranicenih racionalnih brojeva.

Jasno Jje da su klase FZ i FRN prebrojive,a klase Z,
RN i BRN neprebrojive.
Medu racionalnim brojevima se uvodi relacija =
‘beskonaéno blizu) tako da
x2y akko (VneFN)(lx-yp<%)\/O&néFN)(y,x>n)\/(VneFN)(x,y<—n)
Lako se pokazuje da je = relacija kongruencije na BRN,
Neka je klasa R<BRN selektor za relaciju kongruencije
t.Izaberimo klasu R tako da je FRN=RNnR i F:R«R za neko F,

Klasu R zvaéemo klasom realnih brojeva.

DefinisSimo operaciju standardni deo st:BRN—R tako
da Jje
st(x)=y akko (3zeR)(F(z)=yA xzz)
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Def., 15,
Sabiranje,mnozenje i poredak na R se definisu:
x+y=2z akko F-l(x)+F—l(y)éF”l(z)
x.y=2z akko F_l(x)-F_l(y)éF"l(z)
xgy akko F'l(x)sF-l(y)

Teorema 24,

Klasa R sa operacijama + i * i relacijom ¢ &ini
uredeno,realno zatvoreno i kompletno polje tako da je klasa

FRN gusta u R.

Zadrzalemo se sada na relaciji kofinalnosti (Cof) i
koinicijalnosti (Coin) izmedu dobrih uredenja.

Pretpostavimo da Jje sl dobro uredenje na V.Neka je
n={(m,k) :mek A men Aken},QO={(n,m) :n¢FN AmeFNAnem} i
§21={(x,y):x,erA x<1¥}.Tada ako je Q jedan od géQoﬁQl imamo:

Qe (X,R)~— (FY=X) ((Y,RMY2)2Q A (¥xeX) @y el ) ((x,5)€R))

QS (XyR) <= (@ T=X) ((T,RMZ)2Q A (YxeX) @ye?) ((7,%)<R))

Pritom se pod (X,R)=Q podrazumeva (X,R)¥(dom(Q),Q).

Defc 16.
Cof(X,R)=0~—>x=¢
Cof (X R)=n+1+> n+1340f(X,R) A 1nS-(X,R) neFN

Cof (X,R) =8 e=Q  $.(X,R) A (VeFN)Tn 5, (X, R)

Cof (X,R) = S (LRIATE $,(X,R)

S1i&no se definife i Coin(X,R).Cesto se,ako je iz
konteksta jasno Sta je R,piSe krale Cof(X) i Coin(X).Takode
YeX,tako da se (¥,R}2)¥Cof(X,R) zove kofinalna podklasa od
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X.Analogno se definise i koinicijalna podklasa.

sef. 17,
Neka je:

M(o)={xeRN:x=0}
M(a)={xeRN:x2a)y za ack
M (a)={xeM(a):x20}
RN+={xeRN:xao}
Inf={xeRN:(Ykel'N) (k< x| )
Inf+={xelnf:x>o}

Neka je NeN-FN selektor za relaciju~cN®,gde je
2y &> |X~y| € FN
Podrazumevaéemo da Jje uredenje na RN standardno.
Lema 1.
VoZe sledele jednakosti:
a) Cof(W)=Cof(M)
b) Coin(K-FK)=Coin(N)
¢c) Cof(RN)=Cof(N)
d) Cof(M(0))=Coin(Inf*)=Coin(N-FN)
e) Cof(RN)=Cof(N)
£) Cof(M(0))=Coin(N)

Dokaz: Tadke a),b) i c¢) su neposredno jasne.

d) Neka je F:M'(o)—Inf' definisano sa E(r):% za reMt (o)
i G:N-FN—Inf' definisana sa G(n)=n.Tada su rng(F) i rng(G)
koinicijalni sa Inf*,

Tadke ¢) i f) su posledice prethodnih.
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Lema 2.
Sledeé¢i uslovi su ekvivalentni:
a) (RN,S)qg(M(a),s)q za svaki ae&RN
b) (RN,S)QQCN(O),S)Q
¢) Cof(RII)=Cof(}(0))

d) Cof(RN)=Coin(N)

Dokaz:
a)<«—b) Funkcija F:RN—RN,tako da je F(r)=r+a je izomorfizam
izﬁedu M(o) 1 M(a).
d)«——c) Sledi neposredno iz prethodne leme.
b)—=>c) Trivijalno.
¢c) —Db) Dovoljno je pokazati da su (RN*,sxz i (M+(o),s)%
izomorfni.
Neka su {a j:«4€¢A} i {b,:4€AY (AcN) rastuée kofinalne

podklase od ' (o) i RN',respektivno.Defini¥imo sledeée

izomorfizme:
b
o)
FO.[o,ao)—ﬁ[b,bo) FO(X)=§;'X

Fn:[an’an+l)—’[bn’bn+l>
gde Jje za neFN

b -b b -b
(=20 (o, 22En,
n+l “n n+l “n

Tada je F=U{Fn:neA) traZeni izomorfizam.

Neka je x<y<«—ys<x .DefiniSimo funkciju s:N-FN—N,
tako da je s(x)=s(y) akko [x-ykFN.

Vazi sledeéa lema.

Lema 3,
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Neka je X otvoren interval u N i B otvoren interval
u N,Tada

8) (B, (B,

) (X,)n=(%,€)q

¢) Cof(X)=Coin(X)=Coin(N)

Dokaz:

a) Neka je B={xeN:n<x<m}.DefiniSimo funkciju F:B—B,tako da
je F(x)=n+m-x.0&igledno F:(B,s)qg(B,éﬁm.

b) Neka je X={zeN:x<z<y} ,sde x,yeN.Tada postoje m,neN-FN
tako da je s(m)=x,s(n)=y i m<n.Odredimo funkciju F: X—X

sa F(s(p))=s(F(p)) za x<s(p)<y i peN-FN.Lako se vidi da je
F:(X,5)z=(X,§)1.

¢) Na osnovu prethodne tadke je Cof(X)=Coin(X).Ako je By =
{xeN:ocxc«m-nY ,tada je G(p)=p+m (péBl) izomorfizam.Odatle
i funkeija G:X—{xel:x<s(m-n)},tako da je G(s(p))=s(G(p)),

je izomorfizam.Sledi da je Coin(X)=Coin(W).

Teorema 25,

VaZi da je Cof(N)=f2 i Coin(N-FN)=%2

Dokaz: Pretpostavimo da je Cof(N)%ﬁ%.Tada postoji funkcija

F:FN—N,tako da za svaki xe¢N postoji n<FN sa osobinom x<F(n)
Neka Jje Fef i

(%) a={xedom(f):"x pr.br."A"f(x) pr.br."A{Wysx)(£(y)s£(x))y

Kako je FNea,to postoji oeca-FN tako da (VneFN)(F(n)<f()).

Medutim,to je protivurecnost.

DokaZimo sada drugi deo tvrdenja.Pretpostavimo,
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suprotno tvrdenju,da Jje Coin(N—FN)4QO.Odatle,postoji funkcija
F:FN—N-FN takva da (VYxeN-FN)(3nePFN) (F(n)s<x).

Neka f2F zadovoljava (%).hako je rng(f)sN,to postoji
najmanji nOeH~FN,tako da je f(no)sf(no+1) i (Vm<no)(f(m+1)<f(m))
Sledi da Je za m<ﬁ<no,f(ﬁ)+dlméf(m).

Neka je moeN-FN i 2mo<nO.Tada iz f(2m0)+mdsf(mo)
dobijamo mde(mo).

Zbog toga Sto jJe f(mo)<F(k) za keFN i k<mo<no,i
koinicijalnosti rng(TF) u N—FN,f(mo) pripada FN.To je,medutim

suprotno izboru broja My e

Posledica koja sledi pokazuje da se skup racionalnih

brojeva na neki nadin "oslikava" u monadi.
d

Posledica

(M(O),$)Q=(RN,$)Q

Dokaz: Na osnovu prethodne teoreme je Cof(N)=Coin(N-FN),dok
je na osnovu leme 2 dovoljno pokazati da je Cof(RN)=Cof(M(o0))

To medutim sledi iz leme 1,tadke c¢) i d).

Lebova i Lebegova mera

Operacija izbrojavanja skupa,vodi nas do pojma
brojéanosti (kardinalnosti) i uporedivanju skupova po
brojnosti.Nekada je,medutim,vaZnije znati koliko je puta
skup iz neke familije veéi ili manji od nekog fiksiranog
skupa,a to saznavanje je merenje.

Neka je y<x,o broj elemenata skupa x i & broj ele-

menata skupa y.Tada je izbrajajuéa (ili prebrajajuéa) mera
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skupa y u odnosu na skup x definisana sa,ﬁx(y)=§fPritom,
kako ¢ée skup x biti poznat iz konteksta i fiksiran,izostavlja-
mo indeks x.

Na osnovu aksiome indukcije lako se moZe pokazati
aditivnost funkcije £ .Naime,ako je {x\:&eﬁ}(p7o) niz
disjunktnih podskupova od x,tada je

} » =
72 (U {3, :4epd) _Ef(yd\)

Pritom moZemo postaviti pitanje znalenja i postojanja

sumetgifci)?To se lako reSava,jer ako je dom(f)=/3
<
indukcijom moZemo pokazati da
3q8)(dom(g)=p+1 A (V<p) (g(Y+1)=g(N)+£(¥)))
. def
pa je X f(£)==g(p).
t<f3

Takode se indukcijom,za niz {xn:neFN} realnih brojeva,

moze uvesti zbir =
nerfFN *n
Keko Jje zgodnije raditi sa kompletnim poljem R,nego sa

RN,uvodimo funkciju p:P(x)—R,sa p(y)sstgﬂ(y)).

Teorema 26,

Neka je {yn:nsm} niz disjunktnih podskupova od x.

Tada je p(U{y,:nsm)=Z p(y,)
ns<m

Skica dokaza: Tvrdenje sledi iz indukcije po konadnim
prirodnim brojevima i &injenice da je st(x+y)=st(x)+st(y) za

x,yeRN.

Narodito su interesantni beskonadni skupovi,koji sadrfe
prave podklase.Poluskup X se nemoZe meriti direktno ,ali se
moZe aproksimirati skupovima "iznutra" i "spolja".Ako se

graniéni brojevi mera unutras$njih i spoljasnjih aproksimacija



73

poklapaju onda je poluskup X Leb merljiv,

Def, 18,
Neka Jje Asx
a) Unutrasnja mera klase A je U(A)=sup{p(y):y=i}
b) Spoljna mera klase A je S(A)=inf{p(y):Acy?
c) Klasa A je Leb merljiva ako je S(A)=U(A).Pritom
je mera klase 2A,p(A4)=S(A)=U(4)

Sledede tri leme se mogu lako pokazati,

Lema 4.,
Klasa A je merljiva akko za svako g¢>0 postoje skupovi

y i z,tako da je yelcz i p(z-y)<E,

Lema‘é.
S(A)=1-U(x-4)

Lema 6.
Ako su A i B merljive klase,tako da je AnB=g,tada je
i klasa AUB merljiva i p(AUB)=p(A)+p(B).

Odatle se lako pokaZe da je Lebova mera zatvorena za
kona&ne unije i preseke kao i konadno aditivna.

Napomenimo,da se klasa Leb merijivih skupova ne moze
kodirati (8to éemo kasnije pokazati) veé samo moZe dati u
intenzionalnom obliku formulom S{A)=U(4A).

Stoga Jje slédeéa,Lebova teorema,data u nesto izmenjenom

oblikue.
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Teorema 27,

Neka je dat kod {Ai} Leb merljivih disjunktnih

ieFN
podklasa od x.Tada je i A:U{Ai:iéFNh,Leb merljiva klasa i

p(4)= 2 p(Ag).

ieB N
Dokaz: Dovoljno je da se zadrzimo na slucaju kada Je za svako

iel'N Al A1+l'

Neka je za ieFN,p(A.)=a. i lim a.=a.
1 1 ieFN
Da bismo primenili lemu 1 treba da odredimo skupove y

i z tako da je yehcz,p(y)r?a~€ i p(z)<a+é,

Skup y se odreduje lako,Odaberimo neFN,tako da je
an;a—g .Kako je An merljiva klasa,postoji ysAn tako da je
p(y)zan—é.Tada y<A 1 p(y)za—-&.

Nadimo sada skup z.Izaberimo zg tako da Aﬂsz‘ i

n

,tako da je z_=Y 2z

\ £ . . .
fa +=_ n - nZm
p(zn) ay, 5 Formirajmo monoton niz {z_} <

neFN

Dokazimo,indukcijom po konadénim prirodnim brojevima

da je p(zn)san+(l-ln)£,Za n=1 nejednakost sledi na osnovu
2

izbora skupa zl.Koristeéi induktivnu pretpostavku imamo da

p(2,,1)=p(z 02 1)=p(z )+p(z -2z )<p(z )+p(z] )=

n+l” n

w3

= N 1 £ _
=p(z )+p(zn+1)_p(An>$an+(1"5n>2+an+l+gﬁll n

=an+1+(l 5""1)5

Neka je snz{zeP(x)7Q(Z)$a+£Azn§z}.Tada odigledno zes
i Sﬁ95n+l.Na osnovu teoreme 14,kako je klasa S={sn:neFN}
dualno usmerena,postoji g#s<s .Za zes tada itamo p(z):sgﬁ(z)s

a+& 1 A<z,

Preéi éemo sada na uvodenje Lebegove mere preko Lebove.

Neka je deN-FN,t:{&:ﬁs&} i st =stMt.0¢igledno,st,
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preslikava t na klasu [0,1] = {x¢R:osx<l .Indeks t éemo naj-
deSte izostavljati.
Daéemo sada nekoliko lema o osnovnim vezama operacije

st sa presekom 1 unijom klasa,

Lema 7.
. . -1
Lko je {Ai} sepy kod,tada su {st(A)f, py 1 {5t (203 opn
kodovi,
Lema 8,

a) Ako je Aco,1] ,tada je st(st™L(a))=A
b) Ako je Ast,tada je st~ 1(st(4))24

Lema 2.

Ako A;<([o0,1),2a icFN,tada vaZe sledeli identiteti:
-1 -1

a) st (U A4} 5 ) =UAst™ (A} oy
-1 -1

B) st (N{Ad sepy)= (577 (A1)} sepy

Sledeéa lema se pokazuje primenom teoreme 14,

Lema 10,
Ako a;=t,za i€FN,tada je st(V{a:i FN})=U{st(ai):ieFN‘;

Daé¢emo sada neke elemente topologije na R.

Za a,b R,[a,b]={x€R:asxsb} je zatvoren a (a,b}={xeR:a<x<b}
otvoren interval.Kolekciju intervala ¢iji su krajevi konadni
racionalni brojevi kodiramo klasom I={((a,b),x):a,beFRNra<x<b }

Otvorene klase su prebrojive unije intervala iz I,

Kolekciju otvorenih klasa kodiramo klasom

2

O={(f,x) :FNedom(f)Arng(frFN)SFRN“AxcR A@ y) (yerng(£FRFN) A
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15% () ex<2™(3))
Zatvorene klase su komplementi otvorenih,pa Jje kod
kolekcije zatvorenih klasa C={(f,x):x¢0"{f}Afedom(0)axcE §
Otvorenu klasu,obiéno,obelezavamo sa G,a zatvorenu sa F
Za R se mogu pokazati olekivane topoloske osobine.Tako je,na
primer,R sa O Hauzdorfov prostor,pa je ¥ zatvorena i ogra-
nicena klasa akko je kompaktna klasa.

Uvodimo sada Lebegovu meru na intervalu [o,1].

Def, 19'
Klasa A¢[o,1] je Lebeg merljiva ako je klasa st™1(a)

Leb merljiva i pritom je Lebegova mera od A,X(A)=p(st—1(A)).

Teorema 28.

Neka je {AikieFN kod Lebeg merljivih disjunktnih
podklasa od [o0,1}.Tada je U{A,:i¢FN} Lebeg merljiva klasa i

A(ULA; :i FND)= Z A(AL)
1 ieFN *

Dokaz: Prema lemi 9 a) klasa st“l(U{Ai:ieFN}) je Leb merljiva
pa je i klasa U{Ai:ieFN} Lebeg merljiva.rritom je
AU LA, 1 i€FN})=p(st™1 (U A, :1€PN})) =

p(U(st‘l(Ai>=ieFN})= z p(st-l(Ai))= Z A(A)
i&FN ieFN

Dajemo sada u cbliku lema neke osobine Lebegove mere

i funkcije st.

Lema 11.

Otvoren interval (a,b) (a,beFRN) je merljiv i N(a,b))=b-a

ILenma 12.
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Svaka otvorena ili zatvorena podklasa od lo,1] je
Lebeg merljiva.
Lema 13,

Ako Jje bst,tada Je st(b) zatvorena klasa.

Teorema 29,

Za svaku merljivu klasu A vaze sledele jednakosti:
a) N(A)=sup{\(F):F<An(IL) (F=C"{£})}
b) AN(A)=inf{A(G):A<GAT L) (G=0"{f})}

Dokaz:

a) Neka je Feh.Tada je st T(F)est™1(A) i AF)=p(st~1(F))¢

p(st™1(A))=M4).0tuda je
sup { A(F) :FSAA(IL) (F=C"{£}) }<N(A) €]
Sa druge strane,ako bs=A tada je na osnovu prethodne

leme st(b) zatvorena klasa i bsst'l(st(b))sst_l(A).Odatle
MA)<$sup {N(F) :F<An (I£) (F=C"{f})} G x)
Iz (3¢ i (%% sledi jednakost,

b) Sledi iz a).

Sliéno kao na [o,l]definiSe se Lebegova mera na [-n,n].

Def, 20,
Klasa A<R je Lebeg merljiva ako su klase AA[-n,n]

Lebeg merljive za neFN,Pritom je Z\(A)= Z AMLN[En,nl).
neFN

Def. 21.
. n a. 11 8.
X _ i i 1 n
Neka je Kn={xe[o,l]:i§i—gi x fgl—g1+gi ae{0,2}
Tada je K=n{K :neFNY Kantorova klasa.
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Metateorema 4.

Kolekcija podklasa od [o0,1] merljivih u Lebegovom
smislu,a koja se intenzionalno moZe dati formulom U(st'l(X))z

S(st—l(X)),ne moze se kodirati.

Dokaz: Kako je Lebegova mera kompletna,to je"{X:X<K}"pod-
kolekcija kolekcije merljivih podklasa klase [o,1].

Na osnovu metateoreme 3 dovoljno Jje pokazati da se
kolekcija "{X:X K}" ne moZe kodirati.

Ako bi,suprotno tvrdenju,klasa S bila kod kolekcije
"{X:XeKY" 1 F:VxK,tada bi klasa T:{(i,x):(i,F(x))eSk bila

kod za kolekciju "{X:XsVl" a Sto je suprotno metateoremi 2,

Posledica
Kolekcija svih Leb merljivih podklasa od t (t.j.
"{Xet:8(X)=U(X)}") se ne moZe kodirati.

Merliive funkcije

Pojmovi kao Sto su neprekidna,merljiva,dizajula
(1ifting) i uniformno dizajué¢a funkcija definisu se analogno
kao u prvom delu stim $to ulogu skupa *R uzima skup RN,Takode
se sledeée teoreme mogu dokazati dosta slidno kao u nestandar-

noj analizi,

Teorema 30,

Funkcija P:b—sR,gde je bst i t={2:psd},je Leb merljiva

akko ima dizajuéu funkeciju f:b—RN,

Poslediga
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Funkcija F:[o0,1]—R je merljiva u Lebegovom smislu

akko ima dizajuéu funkciju.

Teorema %1.

Funkcija F:b—R ima uniformno dizajudéu funkciju akko
za svaki reR,klase {scb:F(s)<r} i £{seb:F(s)2r) su prebrojivi

preseci skupova iz P(b).

Naredna teorema ima svoj analogon u nestandardno}
analizi 1 tamo se dokazuje trivijalno iz prethodne teoreme.

Taj dokaz,medutim,ne moZemo provesti u AST.

Teorema 32,

Neka je B=st(b).Funkcija F:B—R je neprekidna akko

ima uniformno dizajuc¢u funkeciju.

bokaz: Pretpostavimo prvo da F ima uniformno dizajuéu funkci-
ju f.Funkcija f je ujedno i uniformno dizajuéa za F,:b—R,
gde je Fo(x)zF(st(x)).

Tada je prema lemi 10 za r<R,T¢RN i st(T)=r

{xeB:F(x)sr}=stb({xeb:Fo(x)sr})=stb(g2FN{xeb:f(x)5§+%})

= stb({xeb:f(x)é5+%})

neFN
zatvorena klasa,pa je funkcija F neprekidna.

Neka je sada funkcija F neprekidna na B.Ne smanjujuéi
opStost moZemo pretpostaviti da je rng(F)<(o,1].

Formirajmo niz konadnih podskupova od B,tako da je
svaki prethodni sadrZan u sledeéemn,

Pretpostavimo da su podskupovi bl’b2""’bn veé izabrani

Koristeéi kompaktnost klase B elemente skupa bn+l biramo na
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sledeéi nadéin:
1

bn+l=min(B)
i 1 . . i 1
bi+l_{?PX)(XGBszbn+l+gﬁil). iro i (3x)(xzbn+l§5?1)
n+l" i L
bn+l inace

. 1 k . . .
Neka je bn+1=an{bn+1,...,bn+l},gde je k prvi broj

k k+1

Izaberimo skupove anz{ai:lsisk}éb,tako da je aiea
akko st(ai)=bé.

Neka je H(a)=2-inf{ecR*:(Vx,yeB)(1x-y1 <2 = (F(x)-F(y)<¢)
Tada ako n-»eo,onda H(n)— o0 monotono, .

Neka je (g,:neFNY niz funkcija tako da je dom(gn)=bn,
rng(gn)st i

(Vyedom(g,)) (st(g,(¥))=F(st(y))) (€

Definisimo niz {4} poFy DB sledeéi nacin:

d = {f:b—t1frb =g A(¥x,¥eb) () x-yl<-lp-n—>rf(x)-f(y>l<%7)

Lako se vidi da je dn¢¢ i dn+is

dn.Frema teoremi 13
postoji ¢f€§dn.Neka fed,
Dokazimo da je f traZena dizajula funkcija.

Ako xe¢b, za svaki n¢FN postoji ai+l,tako da

\x—»a}l+1t<5~§;-1 (1)
pa i
el 2 (2)
1z (1) OO e IS
\st(x)-bi+1\$2—111—+1<-2171 (3)
Iz (2) i (%
1st(£(x))-F(b Ng—E—cd (%)

h(n+l) h(n)
Iz (3) i neprekidnosti funkcije F
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i 1
IF(st(x)) —F(b;+1>r<h(n> (5)
Iz (4) 1 (5)
86 (£(x))=F (st (x)) < Ist (£(0))-F (I +[F(b1)-F(st(x))]
< 2 =0
h(n)

Odatle je st(f(x))=F(st(x)).

Kao posledicu prethodne teoreme mozZemo pokazati sledeéu

poznatu Luzinovu teoremu.

'eorema %3,

Funkcija F:[0,11->R Jje merljiva akko za svako ¢>o0
postojil zatvorena klasa K,tako da je N(([0,1)-K)<& i F je

neprekidna na K.

Dokaz: Ako je F merljiva,tada prema teoremi 30 ima dizajudéu
funkciju na nekoj klasi Ast,gde je p(A)=1l.Neka je a<hA,tako
da je p(a)>1-£.Tada,prema prethodnoj teoremi F je neprekidna
na zatvorenoj klasi st(a) i AN([o,11-st(a))=1-A(st(a))=
1-p(st 1 (st(a) )sl-p(a)<e.

Neka je sada F neprekidna na zatvorenim klasama Ks (1ieTN)
tako da Jje za ¢>o0

Ao, 13K, )< oy (1)
MoZemo odrediti rastué¢i niz skupova k.,tako da

-1 .
kiSst (Ki) i

p(st‘1<Ki>-ki><5§;I (2)
Iz (1),(2) i %(Ki)=p(st-l(Ki)) dobijamo da p(t-ki)<fi

21
Takode je zbog kisst"l(st(ki)) i
A( [o,ll-st(ki))d—ik(st(ki))s1~p(ki)<-§-i

Neka je f; dizajuéa funkcija za Frst(ki).Kako je za
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od€ N-FN

an={flf:twa[rd,&]Afbkn=fn}

niz nepraznih monotono opadajuéih skupova to prema teoremi

1% postoji funkcija fe () a_,tako da je dizajuéa za F ne
n<kFN
klasi U  k .FPritom je p( V) k;)=1.
neFN ieFN



ISTORIJSKE NAPOMENE

Ove napomene odnose se prvenstveno na rezultate dobije-

ne zadnjih dvadesetak godina,

Napomene za ¥Prvi deo

MoZemo re¢i da su osnovni pojmovi iz nestandardne anali-
ze vezani za fundamentalne Robinsonove radove iz Sezdesetih
godina (videti radove [71 , B3 i [Bg u 34 )

Teoreme 1 1 2 su dobro poznate u teoriji mere kao Karateo-
dorijeve (Carathéodory) teoreme,

Teoreme 3,4,7,8 i 10 dokazao je Leb u svom poznatom radu

27 .
Teoreme 6 i 11 pripadeju Andersonu (v.[2]).
Kisler je dokazao teoremu 9 u [25] , & teoremu 12 u [21].

Teorema 14 esencijalno pripada Hanu (Hahn),

Napomene za Drugi deo

Logike LNP’LwlP i QAP’ srodne logikama koje se razmatra-
Ju ovde uveo je Kisler u 21 .Veliki doprinos je dao i Huver u
radovima [13] i [15].

Stav potpunosti za klasicénu logiku i prebrojiv jezik
dokazao je Gedel (K. GBdel) 1930.g.,dok ga je Maljcev (Manbnes )
1936.g. dokazao bez ogranidenja na jezik, Ovaj stav je kasnije
dokazivan za mnoge druge logike, Potpunost za LwP’LwlP i %KP
dokazao je Huver u [lﬂ .

Barvajzovu kompletnost (potpunost) i kompaktnost dokazao

je za klasinu logiku, naravno, Barvejz (v.[6]), dok je za

83
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verovatnosnu logiku ;%P odgovarajuée stavove dokazao Huver u
[1z].

Teoremu 4 dokazao Jje Huver u I}@].

Robinson je dokazao svoju teoremu konzistencije 1956.g.,
dok ju Jje za verovatnosnu logiku dokazao Huver u [}5].

Krejg (Craig) Jje dokazao svoju interpolacionu teoremu
za klasicénu logiku 1957, dok Jje odgovarajuéu teoremu za ;AP
(teorema 8) dokazao Huver u [13],

Bet (Beth) je dokazao svoju interpolacionu teoremu 195%.
g. a Lindon (Iyndon) svoju 1959.g. Odgovarajuée teoreme za L P
dokazao je Huver u [13].

Teoremu 11 je pokazao Huver u [15].

Gornju Skolem~Levenhajmovu (Skolem-Ldwenheim) teoremu
za klasiénu logiku dokazao Jje Skolem 1920.g. Analogan rezultat
za verovatnosne logike dao je Huver u [13%].

Stav koji odgovara teoremi 14 u L&P logici dokazao Jje

Kisler (v. [24])

Napomene za Treé¢i deo

Svi osnovni poJmovi i prvih dvadeset i Cetiri teorema
pripadaju Vopenki,Sohoru i njihovim saradnicima iz Praga.

Vilo je btedko,nckome van Praga da zna kakav Jje doprinos
svakoga od njih pojedinac¢no u odnosu na neku konkretnu teoremu.

Stav analogan teoremi 25 u nestandardnoj analizi dao Jje
Sizuo (Shizuo) u [39].

Sve teoreme u okviru poslednjeg podnaslova treéeg dela

su analogre teoremama iz prvog dela, izuzev teoreme %3, koja

kao Sto je dobro poznato pripada Luzinu.
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