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Predgovor-

Ovaj rad je nastao kao prirodni nastavak mog magistar-
skog rada "Matematicdki problemi optlmalne nreventlve i ins-
De5013e u teorlgl pouzdanosti". U tom radu je obuhvadeno vi-
se pouﬂath i uvedeno nekoliko novih modela preventive i ins-
‘pekecije. Sada-je paZnja koncentrisana na odredjeni krug pro-
blema optimalne inspekcije, i uzgred zahvaden jedan pogled
na probleme preventive., Pri tome je osnovni c¢cilj bio da se
glavni rezultati dobiju za 5to opsStije uvedene funkcije gu-
bitaka i procese, a da se pri tome ne izgubi od efektivno-
sti, bar teorijski. U pomenutom mag.radu se, nasuprot tome,
radilo sa eksplicitno datim funkcijama gubitaka, sSto je naj-
ceSc¢e sludaj 1 sa meni poznatom literaturom,

Prema tome, karakter rada u odnosu na osnovnu problema-
tiku je teorijski, 1 ne teZi za zavrsSnim obrascima i upustvi-

mg za potrebe prakse. To ne znaci da on nema koristi i za praik-

ktidnu stranu, jer izvjesna opsStost daje mogudnosti za Sira
tumacenga

Rad se sastoji od uvoda i cCetiri glave. U uvodu se uk-
ratko postavlja problematika i daje pregled onog sSta je ura-
djeno, po glavama. Glave su podijeljene na paragrafe, a pa-
ragrafi na tacke. Numeracija formula je jedinstvena za Cita-
vu glavu, a Teorema i Lema za ¢itav paragraf. Pozivanje na
formulu (26) znaldi pozivanje na formulu (26’ iz iste glave, a
IT¢14) na formulu (74 iz glave II. Pozivanje na Teoremu /Le—..
mu/ 2,znadi pozivanje na T./L./ 2.iz tog paragrafa,g T./L./
3.2, na T./L./ 2,iz paragrafa 3,iste glave, a T./L./ I 2. 1-
na T./L./laiz paragrafa 2.glave I. Slidna pravila vaZe i za
pozivanje na odredjene tadke ili paragrafe. Na zavrsetku do-
kaza 11i nekog posebnog razmatranja stavlijen je, obiéno,zn-
ak ——3 .

Sto se tide llterature, knjige se,aglavnom, oznacavaju
slovima a clanci brojevima.

Na kraju Zelimida se zahvalim svoglm rukovodiocima i
profesorima Stevanu Stojanovidu i Zoranu Ivkovidu bez &ije
pomodéi i stalne podrske ovaj rad ne bi bio gotov na vrijeme.

Maj 1976. - ’ D.B.
Beograd
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U VOD

. 1l. Osnovna figura u radu je nénegativna slucajna velidina
X, sa osobinom P(X=0)<1, da bi se izbjegle trivijalnosti.
Kroz ditav rad se X posmatra kao vrijeme rada bez kvara ures
djaja ukljulenog u nekom momentu 20 . Taj rad se posmatra
na intervalu [0,¥J , ©“< oo .Posmatra se takodje i rad niza
uredjaja Xi , X,? seee KOji su nezavisni i sa istim svojstvima
a ukljuCuju se jedan posle drugog, sve dok se ne dostigne mo-
menat £ .Pri tome se zadaje funkcional KX / ¢+)%O,gdje
je ¢{_— takozvano pravilo inspekcije /preventive/,i trazi se

takav (b{* , da je K(X; (f_‘f_)-:(kf[(()(; ¢£.).
v t

Na primjer: Rad uredjaja X mogucée je osmotriti u izolo-
vanim momentima vremena O< Y,< Y,< ---< £ = o= .Zelimo da
utvrdimo Sto tadnije momenat otkaza X .Neka sgvako posmat-
ranje kosta 4 a vrijeme provedeno u kvaru do momenta otk-
rivanja & u jedinici vremena. Tada je odekivani gubitak

K(X;;Y,,, 321-.-) -_:.E[@/V(X) +a[>/l/(X) —)()/"'7'4,:2/‘--;7 /

gdje A/(X) predstavljé broj izvedenih provjera, XV(X) mome-
nat otkrivanja otkaza,MX)EZL1 2.~ § 4 YakK) €8s %oy § o
Ovakav model se najdesSde iskoristi u literaturi, pri cemu se
za& Y40 Ya,--- ili F/l")=p(X<JE)m0gu dati neka ogranidenja.

U ovom radu je ulinjen pokusSaj da se ispitaju funkcije
"gubitaka™ IZ(X,‘ d(—) opStije nego Sto-je ova, upravo opisana.

2. Literatura koja se koristi u osnovnom dijelu rada Je
[eP] ,ko0ja ustvari predstavlja pregled onoga $to je uradjeno
u oblasti teorije pouzdanosti do 1968, a 3ta nas interesuje.
Moramo redi da je ona ipak samo pdsticaj za probleme obradje-
ne na ovakav nadin. Kasnije je izaSlo viSe radova, ali najbli-
i nama su radovi Belchelta,[3]-[l0] . Stvar je u tome Sto
Je obilje modela koji se primjenjuju jako veliko, pa su pri—
lazi razliciti.

Osnovni matematicki aparat koji se koristi su elementi

teorije obnavlijanja i dinamidkog programiranja.Pri tome se
manje koriste same idejne strane din.proge. /na pr. princip
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IT

optimalnosti/ a vise tehnika rada. To je moguce zbog aditiv-
nog oblika funkcija koje su u pitanju, pa zato nije dat ne-
ki poseban uvid u din.prog. Sve Sto se koristi, jasno je iz
semog teksta. |

3. Dademo pregled rada po glavama.
I, Tu se definiSe prosti proces obmnavljanja /PO/ preko
niza neneg. nezavisnih i jednako.raéporedjenih sl.ve. )ﬂz,

X} se++ 1 daje pregled osnovnih svojstava. Izvode se formu-
le za ES,(/(%—) ’ EX/V({-)‘F_L ’ /—//z“#?@)—”/f—é) ,Hé]:E/Vé‘) - funk-
cija obnavljanja, da bi se uporedile sa analognim formulama
za procese koji se uvode u paragrafu 2. Pri tome je,izmedju

I

ostalog, dokazano

E Xwewr+1 2 2= AT -

At |
Dalje je samo pokrenut problem ispitivanja sl.v. A/(T) =

= 44(40{'M>,0;$h<T}gdje je T sl.v. nezavisna od X, Y ST

Ukazano Jje na mogudénost primjene u okvirima teme rada.

I 2. Tu se za prosti PO X, , X, s.-. uvodi jedan novi

proces posredgstvom sl.v. '_y/x',.é) s O£ y[)(i-ti)_ézi tako da

je
24/'6) = y(Xﬁ'é) / 2‘('3/-,1_/14/: Y(X&.z,%*z?n??----- 2{"/{/)/{:!&2,--

Sto predstavlja odredjeno uopStenje PO. Ovako uveden proces
ima dodirnih tadaka sa procesima regeneracije [S] ,ali
se time ne koristimo neposredno. 0Od interesa su razne veli-

8ine vezane za proces 27 , 2z s... Na prim.
MIZ/E) = Aup 4 (207 2,@)4--+ 2:06)225L 00, 22 %,
$to odgovara AR’ iz predhodnog paragrafa.
Koristedi funkciju E3t)= EM(21€) jzvedene su for-
mule za razne raspodjele vezane za procese Zz , 23 seee 1
uporedjene sa odgovarajudéima § 1. Na primjer,

E Smzerea = 2@+l tt-wrol éurt),

02 &) = E 2,&), analogno poznatom identitetu valaal(1S),
0datle se, pored ostalog, pod uslovom € £X& VX, 2), X« T-
dokazuje analogon elementarne teoreme obnavljanja:s

/. G-[E,4) A . o
/é/i./vift— “—‘—/. 2 = —— ; Ol oc ) = /&""“" Oels/
t-poo € Oy409) | £Doe




2\

nju klase Ylw) na klasu Y/X/w)) specijalnog oblika, o

ITT

Ovako uvedeni procesi se koriste u glavama III i IV.
IT 1. Tu se definisSe osnovni problem inspekcije uredja-
‘ja_'x . Uvodi se momenat otkrivanja otkaza y , )’2){ ;

pri emu je zajednidka raspodjela za X i VY , posmatrana

na [0/4T ,¢<£ o° , Feloe,4) - Fp(x,00) = ) se smatra poz-
natim. Osnovni problem je slededi: «
 7a datu funkci,ju gub:x.taka CCX; YA ) iklasu /—/F

treba odrediti ono é/—/, da je

ECX, Y, F*) = M{/ffccx,y, £).
feehs

Dalje ge razmatraju razni primjeri i mogudénosti za-da-

. .
vanja C(X,¥Y;AR) i HE . Za neke specijalne slulajeve
ge izvode i krajnji rezultati. Zatim se diskutuje o suze-

emu se detaljno gdvori u § 2.
II 2. Izucava se klasa Y(X) oblika

}'(X)- Z 3K+LI{3K‘X‘ymx}4'£I{X :7‘4} ; H L oo

gdje je 0C< 344324---45;14{ , U oznac:n. [5Tn ili [g] ’
zadati niz brojeva koji se naziva planom. Uvodi se funkcija
gubitaka C (X, y7,-s Yut)= CCX ,[¥1,E)q opStem obliku i raz-
matraju neki na eni posebni sludajevi. Kao nagpros‘b:x.a:x. se
javlija "

C(X,LY7,t) = 2 [4&(141) + Q- Shers X)L € X< Dieus ¥ + Qenii) T<X>¢.

‘V\a. P

Bec c/&el,?f F uvodi funkciju ..@(1441)'/’0(‘?&#_1-)() cyké Xéy}c—/—.i

gdje je UY2¢) mneprekidna i monotono rastuda , C/0)=0,
Dalje se definisu velidine vazZne za odredjivanje opti-
malhog plana kao Eto su K /AY,LY7,,4)=ECX,L97,8)T$X27},
Ofg <« ygygc <y 2%,
Kuly )= = Aut K(9/0Y754) | kg, e) = dwdf KO, £97;,4),
L97y.023€n LYIf,04J% 00
i ispituju osnovne veze medju njima.
Dokazano je da pod izvjesnim uslovima Ke (Y€)= ER
n->oe ,/Teorema 1./ .
Dalje se dokazuje Teorema 2., koga se bavi pos»oaa-
njem optimalnog plana. Njeni uslovi mogu izgledati dosta




iv

| obimn‘i, ali zbog opsStosti formulacije i mogudénosti posto-
janja beskonadnih planova, tesko ih je izbjedi. Moramo
priznati da Teorema 2. ima viSe analiticki nego probabili-
stidki karakter. Ipak, kako se to vidi iz kasnijeg, zbog
,relativne "prirodnosti" uslova, moZe se primijeniti na $i-
ru klasu modela, _
II 3. Ovdje se konkretizuje funkcija gubitaka C(X,093:%)
preko funkcije Cl,Y,Tid) ,0<¢x<Y, L << 4 i dobijaju
rekurentne formule i funkcionalne jednacdine za funkcije .
Knty,¢) 1 K!Y,4/ <L neke novouvedene K;jlY¢) ;/<;‘J/=7fc(),
tipa ‘ ' ‘
Kegru (Y€)= ;(/;?:ff LYY 97, €d) + Kin,j (% €/,

gdje je K3 (y,e)= kKV/Y9<) a kZ 79,4) se ragunaju
preko Kg au .Takodje se razmatra postojanje optimalnog

plana primjenom Teoreme 2.2. i slicna pitanja. )

Dalje se ispituje funkcija C(2i%,n) = C(H,Y,¢)
i dobijaju odgovarajuda uproiéenja, a posle 1 C(XY,c) =
= C-C + C(xsY) .Tu se na pr.dokazuje da ako C(X,Y)
zadovoljava odredjene uslove, na intervalu [¥,¥] ne tre-
ba vrsiti nikakve provjere, sem u tacki ¢ , ako i samo
ako yz

S [ewest) -coprg)]olFee) < cl[7-Fly)] ,o0cycy, <€,
i .
1T 4. Ovdje se razmatra slucaj ‘= oo .Sada se po-
stavlja problem da 1i za dati plen £Y] , EC(X,[9]) <o
-11i ne. Na ‘pr. pokazuje se da za sludaj fél,?ics,ije CoC L4]) =
= QCk+1) + Q@ Ypp- ) s Y ¢« <y i nije neophodan
uslov postojanja plana L Y] takvog da je EC(X, [yT) < oo
ali- da postoje i raspodjele sa £ X = o° kod kojih za
svaki plan [Y] ~va¥i EC(X,ly7)= 0o ,5to znadi da sva-
ka funkcija C nije primjenljiva u svim situacijama.

Dalje se za specijalnu klasu funkcija’ C izvode

funkcionalne jednadine, slidno kao u § 3.
IIT 1. U ovoj glavi se proudava insgpekcija sa obnavlija-

njem, tj. na ostatku vremena -é -~ }’[Xﬁ%) se ukljuduje
uredjaj Xz ,koji se kontroliSe po pravilu \y(X'zl‘t'-y(XHé))
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v

zatim Xs s itd. -své dok se ne dostigne momenat 'lf .
Time se problem svodi na procese koji se izudavaju u I 2.
U kng igama se moZe nacdi model ko,]l ima neke slicnogti sa

‘nagim. Tamo je MCX ¢) —X ~s8l.v. nezavisna od X, 3.

zadaju se dva prosta PO Xe s XKzsoeoe i J’.,, Yo seee
pri emu je u nadim oznakama Y(X,, %) =Aulu {X Yot , i sli-

¢no dalje. Znacdi da je Y, kasnjenje kontrole posle
otkaza./vidi [Ko] gl.vi [¢B8S] g1.v1/.
Axo se sa Ky/€) oznaci ukupni odekivani gubitak

na [0,;%¢] po pravilu VY i sa 4}/(’-‘) o8ekivani gubi-
tak od posmatranja prvog uredjaja )(4 » POkazuje ge da je

ky&) = dytt) + S by tet)ol pla€) =

= By (8) ST Ay te-u)d Etuit)

(ﬁ i & definisane u I 2.
~Dalje se uvodi specijalni plan kontrole

(X ,4) = g: Sel) T {§0)e XS @ +4IT{X>2S

gdje su ,O< Sl) € Skig ) £ ¢ , date funkcije.
III 2. Za klasu Y (X,4) definisanu gore i funkciju
gubitaka uvedenu preko e(x"z.':l, ) » XYy 1 < Kk

se dobijaju osnovni rezultati. U sludaju el xX,Y,k)=
=C(X1Y)+K-6B ge izvode rekurentne formule i funkcionalne
jednadune potrebne za dobijanje optimalnog rijedenja,tipa

Keow (T€) = /uuf [AIT ) + R(T) k00, &) K tart)! ,

Neformalno redeno, I<J(T,f) predstavlga m:Ln:Lmalne odeki-~

vane gubitke na 7,47 ,po planu sa najviSe -J provje-
gg o , A , B poznate funkcije.

Dalje se za sludaj € = o0 ,pokazuje da je
= liwm Kyl o Dyled) analogn 20
Ky ‘oo € Oyioo) ’ ‘g o I (20)

Ayteo) = Liva Ay(€) | (3100) S04(e0)  gefinissne u I 2.2.,
Sto se obidno uzima kao ogsnova za nalaZenje optimalnog
plana na [’0, oo ) - .

\
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L Teorije obunavljanja

I 1. Blementi teorije obnavijanja

\s \/ .
(/’l/} j'\/i ¢ YZ ! /\ '_LJ ) -
se naziva /prostvi/ proces obnavlijanja/ PO / [ k] . Neka je

(2)  Fee)= POX <) ieny e ) = POG#- Ko ), nstite

(3 S;= Yo+ Koyt -+ X, {=102,--

Proces S; 5 t=4.L, --- se ponegdje nazive procesg cbna-

Ako je  Fatx)=PlX,ex) , FR)=PX, <), j=23,-proces (1)
se néwive o0psti proces obnavijanja.
redpostavlijamo nada-

L
o
;
0O
(¢
o
0)]
::)!
]
o’
l_l-
Ul
|_l.
@]
of
K
1.
<
RA
c.
0
l«.J
o
o

a najifedde 1 da je F(+0)=0 , Prema tone

o0 ) .
(5 ga= BEXe =S wolF) = (T n-rdde o <2 1,2,

o : s \
Siucajne velicine Xq;z(a;—-- se mogu shvaytiti

cac neprekidna vremena redg do kvara mnezavisanih uredjaja
&

o] - - PR g4 -~ 2 >~ S . P TR Y = AN 3 ~ o =5 o byt
Lete vrste koji se uvkljiuduju postupno Jédan za drugim. La-

: . < o i iy ey e - P, K I PP B p-] >

z L3 I A MoOMmenTi olnavijania /LLLL_.L jucLvanlae, Zi-




o s

s

nroj obnavijanje za period vremena ¢ , 0d pécetka pro-
cesa, daca je
= )
7 ST - /
() - &) = :/_.1 I{SL << -
£:
zadnji momenat obnavljeanja na [o,?¢) i prvi na [¥5°°/
su Swme) ¢ SA/[-!)H. . '
oo L o2 T Y
(8) S, = 2 SpIlingr=nys 2 Xalffuctr,
NEE) - - =
=20
\‘j/ TG ME)FL weo =0
Za njih vazi relacija
! < - -
(“40) Sney <t S Snewres = Swe) FAnveyr1

~ Sludajna velidina MN(£) je kxonaldna s.s., [kj,[FJ,[PﬁJ’
i ima konadne momente svih redova. : '
o

Od osnovnog znadaja je funkcije

Hity = ENE) = 2 ]:(g)/{-)z;oo /z‘>O,,L//0)=O,

(14) € /

1

~ Ll » . - - ‘ - - - - - - - - A-
odekivani broj obnavlijanja na [0, £) . Ona zadovoljava Jjea-
nadinu '

o) )= FLE) & SEHIEWA Fa) = FLE) + §) Rlé-w)d Hik)-

Pod dovoljno opStim uslovima [FJ, 426 , na primjer,
ze, G (&) nenegativna, nerastuéa i integrabilna funkcija, s

F(x) mnearitmetidka raspodjela, vaZi

Qe -x)dHe) = L T am)d &> e

AN < - N . - A - . =

oy Se At -X)d Hix) — o ‘sZ Kika) ,4£=n2 > Oo -
/Rasgpodjele je aritmeticdka ako sve tacdke rasta pripadaju ni-
7 KR K= 4,2,... 5 za& meko 4> 0 , pri Cemu se uzima naj-
vede talkvo A «/Ovo tvrdjenie se naziva Csnovna teorema
obnavijanje. Ona je ekvivalentna sa Teoremom Biekvelal 57,
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; N .Z’ —.‘1’- e 3> 0
,‘Lf/f‘,iﬂ —/ /-\_\ww I > ) ! - ' J
(s, At %) = 7 oA
s}
sa Ve
RN
La (=
- ; : . \/ \ N s
2. Neka gu Kag Key--- i );1; J?;-“ prosti PO, talvi
. . c X S . . . L
je  Jni+z mnezavieno od Sw .= 2 X[ . Neka je §J =
= ;;_‘ Yo o, i M® , Nyi¥) odgovarajuéi broj obnavijenja
na [o,;¢) . Tada iz
O
X S Ve, TLST <4l
< = . < ¢
(1% D M )+ 52:—0 crs LS 5
sglijedi identitet Valda:
9 r L
— —_— - fg -+ «/~ 6} .
18 ESwe@is EY, [2+ He J
Ocdatle za Y;=X; , £=12,2,--- slijedi
?:'_
19) L HE) 2 0
Ta osnovu (1§) veazi
X X ' ; \
[ . /-"”&./t ES%‘/‘):,/ A E j/v":c'{é).’*'z = 1——“/3
;;{ i (73 e i et = b -
(L 0/ 775 oo £ £ oo £ £ X
Dokaz: Neka 2;_—/1/M{yc-,c} , >0 , konstanta. Tads
% > 2 = 9 SE -e
¢ . < ° - — 4
S'A < In ' > A &)+L ~ S,U;céﬁ) + Z>V¢<§‘)+J é 5/‘/366‘4) + C’/ Fay //_C‘_::’-)+L <
b <
C.d \g - - PR 4 ¢ .
S < E Si.@r1, i koristedi (18) i “é)
- . e P
£ = .
: b — g . =Yy
,’";x - E S a(’) 7 ES/V 55‘) L— Z
=%t o Liw — T o L ST o8 = -
EX:  Zses & £ > o2 > £ Xz

Kake £ 243 EMMVLY, AT EY, |, ¢ oo , to vaii (o)
U sludaju X, =Yy , vaii

z
v
— “



Ll -~

(]
-

Dokes: £ S, viL) = B > S, _[{SC 55-5‘5*5\"{”18 =

= 5 Es. .-'ZZIZ'S(féz‘-é.S,,vL}\g‘ﬂS'/ 7

_ EfES; TS ety P (Xpps 2¢-5:1$; )= 35 cf2-Foé=S)) T]s, <€y =
:“lf cC o [1-rre)ld F ) = SEx fimFté-xild Hre). |

Na 1S
At 'v ZL?C " /‘".‘\///(,)
(22 E Xpyerpr = S CAF(RI + §¢ 5, rolFed i
s ©°
= *xolF f “{ xolFte @////é//:
iz (22) je 'Z:\KA///)jL_Z >/- SZ‘ X«/;/—[r)-}— S- L r~ )
2 2 [1-F7

=) 3 [,, +H E&)J L I1-F&E] >

Yy 7“}:/?)]
(2 3) EXpe)+rs  # —

s
vd .

Dokazademo dag je [ Kol

Hlt+ =)= H{E) £ 4+ Hixe) ,220.

24)
aé
MitsR) =)= 'ZA T{S;¢t+xy =L %S, 4’637 ZI{L‘<S <4+ 2]
pred.é"cavlja broj obnavljanja na intervalu [*é,é-fr) . Tada J
Hitrx )= HE) = EL pitre) —pE)J =
= = > T4 Se-s é'z_lis( <{—+;-¢°§-);;_Z§ S‘;<<1é+38.} =
T T e
=E 2T §8;,¢€ S etrey/[2+ = T 4§ <722} ] =
oo _ g L -
= F > T $ S, 4.-{_<_S“<-z,‘+)€j’[i + kZI[Sé L EA+0- S[}j - J‘ Iéx“‘z}
=/

=

IS¢ T = 3 BELar Hler2-S )ITH Spmy <€ & 5, <726

=

i
Mg
M
m
™~

= ;_f[ﬂ- f'/“//‘t""ﬂ)e 5)]I{S¢—J<'(£ Scé'f—%,f}:
= £ [+ H(¢+2 = Sppe)m )] Sweyy <€+x] s

PlSygirs <<+2) s L pHl),

’/'r/(av)

VAN
f\;




(" < o- iy is Y,
= & - sy =) TTF O e - ~ S NPT o . L - A R L O - » Z
jer je, prije svega Yk nezaviino od vy LA )
v . i — A L =S| TR
. iiryw) », DoSto je i  rastuda funkeijal
< Fam SN } - : od
— HIR JRRS——— |

3. Jednostavac uopdtenje proc se moye dobi-
i 2ko se posmatra umjesto T.-, slulajna velidina T ne-—
zaviena od X4, X2,--- . Tada je _
s o _\_ ) — . !
{2.37} N(/—/ ‘/\/(/(/LO“LVL 5“47—9 “%/I} S( <TG .

™~
K
™~
'&"\
p

N

~~
I

u .
Nako je T S'SN‘C’;—)-,LJ_ = Z K os 3{56' 4_7’_} , bide
S =0
— . — < - ; . —
EShern T 2, EXon P(Sc<T) = BEX L1+ E En)] > ET,

£ T
‘9 a) ~ T) = — -4
(2% EMT) > = X, )

analogno sa (18) .
Jasno Je da se mogu posmatrati i druge karaxteristike

varajudl rezultati. Ovdje nam to nije od vedleg

i dobiti.odgo
interess. :

. -Cpigani proces ge moZe primijeniti keao model insvekci-
je ispravnosti rade uredjaja ~ [  .domenti S,, Sz ,--- su

™
siucaini momenti kontrole pri Cemu se u Svnv+¢ otkriva
i prekida kontrola. A/{7)+1 je broj izvr-

I 2. Neka uop3tenja procesa obnavlijanja

1. Teka je X 2 0 sgl.v. i Y(X &)= V(ﬂun fog,fZO
sludajni proces takav da je YK, 0)= O R YK, # ) £ <.

Neka je X?c Xz ,--- prost PO. DefiniSemo procese



56—
'\/»’z.g) ‘ %?['é‘): \&I{Xif'é_) I}[_h}_[é):. y(}\/[‘_}‘“ ii‘ _f( - 2.% /?‘/) .1,2,

o . ?:)
29 M) = S T{ 2@+ = ZT{ <2 2=t

o~y
h

&=
Proces 2;(¥) je u izvﬁ esnom smislu uopdtenje PO, jer
. s \V4 .
o Za }j(}\[ ) M/%M{X/ ..j 9 'OI‘OCCSZL /\\1//\2/--' 1 27{2‘&, .

poklapaju na [0,4] . Prema tome, proces M/(2,4) je anc-—
logan M(Z) .
Svakeko je &)+ 2,@&) <7 ,ali u opStem sludaju mo-
Yo bitl P R2,#%.¥-<¢)> O , Zato se postavlija pitanje ko-
nadnosti M(Z,¢) . Ako je P24+ 2,4+~ =%¢)=41, onda je i
PMiz,E)e)=4, 2ot . Ako je G/3E)=FM/2¢) <o 1o

je svakako i M2, t) <= » S.8. nada obrauto ne vaii.

eka je _ |
(309) Dz, &)= POV t)e2) =Hal24),
(31) Hiw) = P(20@) < 2) | (=a.2
(32) Gp (2, ¢) = P2,&+ -+ 27 (E)e ) | 0=1,2-

Z-,a (=1 predpOsiavljamo da nam je raspodjela poz—

nata, Dalje je, z2a Z2<g £

'L) P/ (-f-,{é'z)‘z‘) /t.p(y/)([%j—lf—z'i-"‘—g‘(.)é%/27):
< SO, 13,60 4@ tar€) =55 Hy 02¢-w)al bt +

!}
f—f‘_f_}__ z

Ny
\))

i
7
r:.'t

~

SN

o~

{
o
NG

(32) /—lgr. (#,¢) = S Hc/?,z‘ u)d @i, &) | (=4,2,3,---
e slican nadin Jje -

Gmt’:?)'é) § G; (2-u, f—u)o/(?m/r) L (=2, 2, -

+ A= t&t)] , jer je Hi(3¢)=42 , za 2>+ , tj. vaii

<

(34)
Kako je G (2¢)= {b[—-&,-{-} ,analogno sa /’:(‘/6’/ mo¥emo
isati 6'(_' (2./-5) : (ib(é)/_zl.é) , D& Jje (p(:’«'“)(%l_é) - &éﬂ-(gu’{_} =

EP (2 4+ 24 S }2“':"““"”'3?.) = E ¢ (2-24= =B - 2gme - 20 /=

o]




Iy ) —7"'

= So .é(%"(/(/{"‘(/‘) Oé &c'(u‘—"z’) = SO qﬁ{‘} .'M'é_b\) d@ a/[a/ii) ?Lg '
., : ? ) ‘ .
(35) CirnCet) = §, @ra-u,¢-w)ol éocae, é)

acin

(36) Hm/% “)=§
Posto je /‘/IK%LT)

P(M(3¢)=%).-Prema (34) je

Petrt) = PIMR ) =K) =

" her, ) o 6 /aré)

diskretna sl.v.,odredicdemo i

G‘;c/%‘(l() - Ck_‘r_L /i‘l '(L)
oLy (-t Emt) = G (2~ 4T 2 Fru ) =
3 Py /8—u,f—q)o/¢mz+)

Prema (25) je

.2 .
Pu(2i8) = Gucre) = S §rrwtu) A Goruse) =

:S ; =ty 2;---,

Pol2,¢)= p/?,(é); 2)=7- ¢/£,t<). .

= S, /1 (ﬁ/i‘—b(,z‘—u)jdé;é///{/zé) :J’o%po[%_ul.{-u}o/ék/uﬁz) k=12,

Neka je

(3%) Uett)= E 2 (#) | 7=2,2,--
Tada je ,sliéno ranijem, ( Usto) = o)
.4/’7

T . ¢
(,—i-.’.l—{i) = ‘SO 0—(‘/1‘-[’{-/C/¢/L{/2‘) = ~§0 04/’/“‘6{)%6'/5{/5‘/

?‘:‘-”Y(a J =] e
3 Q) Vic) = E(22E) 42 (e)7-) = 2 U 0¢),
a3
Py
’ ) g ; — <7 7 o
) Gl &)= EMI2T) = & G0020¢)
Tade na osnovu (3&) slije jednaline
y L N e .
(44 () = y@I% So i) D0t
2 ako ie /Zf)<os , -z, i rjeSenje izrafeno wreko &
(_—:"_-; 2) \,"({I'C""j - C’\-j (‘1/;) Val :_C: Uru ?‘*V’)(:/ 6* /»{’{ '6) -
za é/’?,'{-) i




-8

= Z Z\[—/-_[ I{?q')"""j '8(~<2-’)'5' —é'é .

21/ ) <

(":JA// bM(‘E/?.‘)?HL S
(=0

Ukoliko je Ml € <oo , t0 je Smra )i 22 , a za M/&4)s
&

- ~So  $SVOG1 se na S Ry &2 - Tada jJe
o

E SM/%;'&‘)'}'J. = E%’I (1‘_)'}' /203 E_'Z‘('.,LJI}/equ""f 2‘,'4’2‘253‘
—_(.Ii(‘f)'/‘,'ZEE_/%/;‘J/S[)I)/.{[C;?_%: v

[>2]
> g%a,/%-u)a/ég/a,z‘).

=/

U ()4 S EC =S ) TS, et = Uglt)

~

ko je L/2t)< @ , to je
— — s
%0 moFemo uporediti sa (“F) .
Ukoliko je M/2,¢)<oo , definidimo

- ? Zirs T §si=2 < ¢ *Zc‘u_-(’ ’

(4¢) 22,0
Tada se moZe pokazati da je foti
. ” ‘ oo 2 _ ; 2'4 :
7 = x© brg e, d-u) Goldy,E)
(Q'Z) E ?—'M(%l-z-ni = S% MOZ Qslcu-é)+t§ So -ag—u 96 I ¢ |
| + -+

= Sudldue) + S, S, X plda ) Gldut),

za G2z, t) <o , &t , slidno sa - (22) .
Razmotrimo jo¥ problem &(2,¢) < ©° . iko je <Batd*
4+ <¢ s.s., to je L(t) =00 & 28 L/2¢¢)  se ne

noZe nifta odredjeno redi. iLko je 21+2,4 = ¥ S.S.,5t0

je ekvivalentno sa &, (t-€4%) = Pl24+2,44 2 +5eé) 0, uDoo

za svako E>¢ , ne slijedi da red 2= &, /f-§,4) <o .Medjutin
) w

Vo .
~

vasld



Lema& 1., "Ako je U4 ()2 C>0 za E-Zocoect
to je GC(2,&)< 00,2 <24,
Dokaz: Kao §to smo vidjeli izvodedi (48) ,vazi

> E Sman T 0000 S5 vste-w)ol 6/ lut)*

S i) s S ¢ S2deirut)= 0,804 C &2 E) | P

=

Gr2,¢) & Fm (- Oq8)) =02 2.

Pomenimo i to da se mo¥e pokazeti, kao u (241/

<z
E Smiz,e) = Souli- @rr-u,e~wy]asu, )< .

2. Neka je proces Y(X;%) ,razmotren u tadki 1. ta-

- kav dsa

(48) Xevedt za Xet, JV=FzaX 27
Definisimo i proces v

(Zf q) Wirs (€)= WAL f‘a/[-,l..z, f-27- - — 27 , =0, ¢q :i/l/"{’f.’“‘{’b‘/ff"{}

| Peda Je L{"(‘(‘) < i/?‘) . ua OéHO‘v’u /chp) Je

: ¢

Pl F2i @002 PEx ) 30 (o0, pa 3 2@)=

8080 i (Vz/%[(-)<o& SDStgi
= (- e (‘ -
Cra )= 2= Pl S2,22)e 2P(S K<) s MHra)eoe , 2C.
é=i ; )

Prema tome, sve formule iz tadke 1. u kojima se trazi

jul
INK

G-A%,¢) < oo su tadne.

Ako je Hire,e)=PlU;¢)<2) | to za /‘-/('2 vaZe for-
mule iste kao (33),(36),38), (é,'z),(z//) gdje se umjesto H4/2,7)
stavlja IL’/»y (2,42 PlL, &) e '?‘) njeszto o,&) stavije szé‘):

[J

= r—(,116£)

Koristedi (4/9) nije teiko pokazati da je
( 2 : ’ A —
\50) /—/i.;i('z'zfc):ﬁ"(/z*r’:‘/%)) G('/£“&+a1f) , T

(51) s, () = Sf[’/*:t/%)jég/zﬁ-},z‘)d%



-] O~

—

- s PP s KN
2y g;[" =iz )_" i’_f—h s./,:c' 2 S /"-.,E/ di > .

o I ) Y -
o A7 / (t—i'—

Ispitademo posebno jednadinu (418) .trema (48) je
U ) > Ein{ Xyl = ULle)= Q/¢) = 50“[7-;/r;7a/;e , odakle je

2 , N
4> F SM%J 201{1‘)7‘5(; Q/f—w)dé/éf/'i:,uéf L)+ QlE-2) GO 53 .

BRI T L A R
gré-2) - GlE-2)
Fredpostavimo da postoji ,é’/twt Ul#)= Uql00) <02 qg

o~ —) s

znadi da za svako £ 20 , postoji 7 29 i da za £/

[Palt) = Oglo0) | <& Heka € » 7T+2 . Tada je

/53) Gl2€) &

E4  [lteo)-¢ 701+ 602¢)] € ESpppppn € 0ato01+£707 #6002

Lema 2. Neka postoji (yl=) <o . Tada
DEe s
. 2 uporedi sa €79/ /
(55) /C/\M 5./%,11)>,O - /up )/,
—_— a{ )
4 = oo ]
(56) /&/\AA £ S pi2,€)4d = (Uqfl{e°) @(M}L [E S‘M/.zlt;),}J —04/60)/77‘6/'?:7‘))j:0 ,
t o 2 + &6 e
! 73 . :
L6~ ) /&W é/f/’é s o 46 .
s —,;— ) = : &7/60) / /uporedsi sa (76) /.
Dokaz: Iz (54) je GUAEIZ—Z 4. za ¢2Fr2 , 2
- Oxtor)t-¢ ’ 79 s
» % P
I : 5 > _ .
ootakle je PO &{-z, ) ? bt 7 a ,za gsvako (£ >eo , t]. [5‘5/ .

& o2
7a (£¢) prvi dio slijedi odmah iz (£4) , kad se sve
-podijeli sa Z+4/3,¢) » & drugi takodje iz (54) ,kad se
napise  — o 71+ H(Z)] ¢ - s+ CL24)] € F S pprz, ¢)is - Ualoo) -
At G w, ) € ET1F 62, 0)] € EL1+H2)T
i pusti da ‘oo i £ 0
Po analogiji sa C.Q ) de zbog nezavisnosti procesa od

predhodnog,uslovno 3§ = Spyrg-k, £) 4L , na [#-i,¥) Dbiti uku-




T

—17] -

pro d+ a4~ S ,4-S)  Qbnavlijanja, pa vezi
L L) N 3 = -
Gl = 600, €] | EL1+ MU= Spsremie,20m ) CE-Smarpmpytrre ) )

S wppeiegyie © Ed EELTF ME=Sp1rmsepern ]

SE[1rp00E)] = 24 Mlk) ()

Heka su & i 7 kao u ($4/. Tada %—-/—6.(3-’, ‘) > 6/%-7,-5))

v “rf"
:1—_-,2"&__/;'__5 -z 3 L £04€) e
- - > ————— b
svako & >0© , tj P ICIN 4/-66‘/ . Na osnovu &) i (§9/
Orn L £Dee T /0"/"’) |
je  Airma £ G0¢,8) <
S50 N L [ L gre-rie) # -—/wzr))7< /@WM S
<2
[ | i___i + H7 4, za svako £ >0 , . /&w 14D
U (e2)- < [ Oyloo)—€ et .
A ¥ 3 : and -
s S ,5to daje 7§ #A) . Iz dokaza ge vidi i da je
( /&W 6/’:’ '7;'f) 7 7">
LSS/ T >0
<+ D oo “ G ote=) ! f
Mogude je dobiti rezultate siidnefa (13) , L)

alli nam to nije cilj.
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Inspekcija bez obnavijanja

IT 1. Uvod

1. Vrijeme rad bez kvara uredjaja je sl. v. XP/ o

Cn se prati pomodu nekog drugog uredjaja,sistema,ilijemu je
cilj da konstatuje otkaz uredjaja X , pri Cemu moze dodi
do kasnjenja, ali ne i do lazZne uzbune. Prema tome, za mome-—
nat konstatovanja otkaza Y , vaZi Y3 X .iko se posmatranje
vrEi na intervalu [0,¢7 , to je o< Xe Ye ¥ , 23 Xt
p \\/:'{_" . Z8 Y/‘f' ,5¥t0 ge interpretira k.o obusitava rada
i poeamatranja. Ieka je rajednidka funkcije raspodjels za
(X Y, Fere,y) . tska je data i funkeija COX, Vjife/z o
- kojo predstaviia trofak od otkrivania otkaza u momentu >/ 5
nastalog w X, povpravilut £ .

dNeka Je )

? L sl

Cgnovni problem koji' -se razmatra Jje da se za datu
klasu /L:f: odredi ono Fz:j za koje Je
(2) K(FF)= M K(E ) KIE )= ECCX, Y ).

FrEH,
oze se pokazati da je

¢ b4
F & Hig ,
G <~ \
Hg g = Fp fOMRX [ Fe) 6ly)4, oY £ Bzt 3) < WAw JFLn) 604)}, X< ‘/é"/}
[HT]

-U opstem slucaju je

K(FE)=ECCX,Y;E) =B CeTtoeX ey <) +ECeTioexet, Yoty
+ Ec.T{X2€}
) SScteiy; FdolFee )+ S etz ¢
0Lxey <t pLXet
+ Cl4,¢ ; Fp)l1-Fle)], e s
/ f‘// tx 0,V 7) _plo LX) - PLOEX ek yei) = F(2)-Fe 308,
H{0< < / 7z - i :

uzimajuéi u obzir da je P/ Yex) =60erz Floe) dio)=o.

jEDOF ) =Rl ¢)] +

ger




2. FPrimjeri: :
1, Neka je z= 'z/f fiksirano, P( Vé'c‘):O,odakle
e M (T,E)=0 , X<E, 5to znadi da se do ¥ kontrola

,/(,«7): kit) = ch;:e ;A )&/F/Jc) r ek, & m )= FE)] =
oe X<

'S cre,e)d A » cce ) LT-FUAT].
OEX LY ) ,

2.2. leka se kontrola vrsi samo u talki < y,<¥€,

-

& kvar se otkriva sa vjerovatnodom 4 , tJ.
ey XSy

(| PECT) 2>y,

Pl Xexx, Yet) = PlXece, ¥Y=1y,).

PrX<x, Yetf) =

Tada je C(X,V;F )= C(X,B/'P,Zh) OPes, vy, e,
K (Fp)= F’fo CL T, Y9, Fe) ol F12) +/4—p)f Yet,8; 5 ) FOE)

(T\

+ S elx it B )dFle) + Cltpt j i )l1-FIA T .

<

4

; o % . . .
Yreba nadi one P° i YX , za koje je

CKOFE )= ROPHE v 4D = ;zg/‘f KCP 9,
. Mogu se razmotriti P ili Y2 fiksirani.
]
2.3. eka je za £ =o°
Ja) XNV Fo )= X ViA): BYr = Loy bl - X),

gdj e je Y= 5“ trodak kontrole, a Ll Y-X) troSak
kadnjenja, i E(Y-X/X)= A s 3. ECY/X)= X+ A .
Tada Je o |

k() = EE[((X/}/,‘Z)/X7=

— ' 4
S Ea E(Y/IX) * A FG E[(yfx//sz QEX + (arb)d 7 =



14—

-
14

| | ‘ N
ctle - )z mum k/A) A
odatle je K(A¥) G Tere

/o/ Za C(X,Y;A)= —/Zé.\/v‘ a(y-X) se na isti nadin

e LA '\
/@“OD-‘LJC" 2 - /‘ét/z/t s /& =£ X .
2.4. Giodel koji se najcesSde javija u literaturi:
Y je diskretnog tipa
T Fira ¥USX<¥¥J
y: { ‘ ‘ Z j(f.} I?/y( X‘j{,&q/{( +Z¢IZX/7£.§
/ X =<

$to znali da se otkaz primjeduje u narednom momentu provje-

re, posle otkaza, Tada jJe

( _ /:/ y,}) ’ j«l‘c y < jc/.*.l 7 05-/.5 I
F; T 3) - Flx) , Ters <y / Je<X € 'j"-”‘//KC"1
pa je ccx(y;FH:c/va-v,,vz,---,yw*'-—é) g
IR <
(6)  K(Yq,eiYuit) = 5:,“ CUT, Y, Fe )OFT)? fg,,ffm‘/@//'%

> c(f,f;Ff_)B—F/fn, Vo= O,
jer je olFl(e y) =d Fte) / O LC2T = Yers 7
/0 ’ ylf‘#’ —97167.1/ < z’g‘.
FX)-Fryn) |, Y, <0 =% ’
ol[FCL )~ Fte ¢)f =dFee), y,exet, 8to je bilo jasno 1 direk-

tno.,

F(L) — X6 =

2;5. Neka je sada ‘

‘ >0, 4>¢

p[y: Jd‘/X/ V(‘S){4y(-+i): P!\J‘ { =0, Ses
Tada je /za £ = oo / -

K(F)=EE[CX Y FIIX]=E 2 T oY e XY d-FI[CCx v, &)X

= E Zfi‘/ e XeYiuh 2 CX S //—r) 7y =

J> Fd
Féws

.= Z Z-J ) Y C(T/t}’d/Ft—)O/F/‘t) P{Nd‘.

T2 0 2K

cgu se, na pr. odredjivati samo [y 1li samo yh:ﬁ’"'/




~15-

- . 4 - .
2.6, /a/ Neka je Y= \(O(k) s tJ. direkino zavi-
si oa X , kao u primjeru 4. Tada je

K(F)= k(Y 4)= E CCX,00K); Y t) =

_ Scee, eyt e)olEir) ¢ S e e ;v olFte) 1ottt )R] -
Pix)«t L < t<€\Prx)

= S fC (2, W,Lx,e), v ) A Fre)  + clGt ; v, E)I1-FE)L
<

Mpplx) = AU § P

/b/ Neka je CUX;C(X); ¥ ¢)= Mz (X)—X +
ey (0, Xe L, ettt € S
T Emalx) %, Xt tC0 , €0 Elun %, Xl
Tada Je "
KV L) = ii%(#?) 20 T——%f/:c)]o/ﬁ‘ %E;— LL7—/7E) T =

= STmgere) - +—— (WaglX) =) +——;c7o//—“+ —-—f[? FlET] =
)(é‘é

=/[1+ é] Sl ) - 2€ 70/F r_é[y 2 ol £ fJ 1~ =

Tt

.' ;—: ,Z,'ﬁ fEZ:—JE 7 _—_f’:‘ So [7_F?,>€)30/?€ = ,e\‘/-f 7 —E—/Mf .

Prema tome, (‘L\j" el Vot ) = Al K(E, £ -

/C?
Xako je = S Ltwmperxe) —xJolFe S S (40 F= -
X LT et |

=
ako 3e m—‘-f"/ﬁf iza E=t-Mg , ako je @f%
S ¢-fae pa je BT = min 4 Uguy, 4] |
/c/ Neka je, kao u primjeru 4. Ve X)= X 25475 Xe2sb
+ ¢ T{xyeK 1242 Je |
E = \JUW({_(;e) ;cjo//: %F/z’-) — Fl221 ) -24) ‘xz(f:co/ﬁ =

= {-My - F—/:&)(v"fﬂ—‘- ML § UGy €~ e b0 207
Fleg) (é-x01) = -fag - wan {4 p €/ ) =
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+ = My = Ul fay . I}Z/fo < - Ay

- O Aty > oy, £T Xm0 Ll X =T
Sto je isto. Iz te jednadine se moZe ndrediti X7 ,na pr.
“ga  F neprekidno.
Ako je a/‘l/;t‘(-’_( FIX1)(#~21) £ ¢ Ao -{)4 4y mogu se uzima-
PR
ti D<Xqe0, &0 ¢ Q"f,;d-'é, ,sve dok odgovarajuda jednadina

ne bude imala rjesSenje. |

/d/ Neka je MMo(x)= MANS 2 E,E] s C20
konstanta, tj. provjera kasni fiksirano, vrijeme. Bide

El,(x)- o2, 22¢] = ff—C[ 1-F12)000>¢ = lf-c) 4 LR :QQ(:M/F;
=€y + Mg -c /W"M{ , Tt | (c/=z¢~c°,' ,

asie 5o s g’ o mwm,r—/m e
0, Vbity 2 ¢- My [ t5 elz0 &l c=%, ey, (20l =T
Vet - tt e Wgpig « €47 - , )
Kako je — ¢t (e fap -+ rp <O 5, 8 28 Lee' )= A -C
Je 4“9):03 4['(‘)’2/\’47— < My - {‘7‘/,&71, to posto je ‘72(6/)

neprekidna, postoji jedinstveno (€ koje zadovoljava datu
jednacinu. {

. Dacdemo nekoliko opsStih napomena.
N ) - I /\ -
esto se razmatra minmak problem. Lkeka FEF i za

svaki fR€ F  definissna klasa f/f C ?f,—f . Neka Je

S (FFeelE S

H{Z‘: U/‘/F , 1 neka za F,_z- 6#/1‘

: ¢
Tada Jje kriterijum za odredjivanje optimalnoy Ff &

Ab\f A ECCX1 Y[ R)
F'(-é/”f f-_é-f/:;f _
.*".”k e ECCx, f) /(’(/X/‘///—f///w—ﬁ-k[ 5)’

EZCX,'FJ— C(X J,F} /y:] ¢ osnovni problem moZe I sti




. L D~ T NP4

by

ka ne mora imati znadenje raspodjele, Cime nas prvobit-
ni problem dobija suvise u Sirini. Sa druge strane, zavisno
od funkcije C , problem- se moZe i suziti, na razne na-
gine.Neka je, za dato F, , funkeija C(X,VY,Fe) nepre-—
kidna po Y , X evey , X<+¢ . Tada za svako X
0 X<¢4 , postoji Y(X)=¥(X) za koje je KCX 1 Fe)=CCXy VX E) =
SEBLOCX Y, Fa)lX] /teorema égrednjoj vrijednosti/. Prema to-
me, problem se svodi na odredjivanje funkcije Y , kao u
primjeru 6. ' : |

U koliko je C(X,YX);Fe)= CCX/YIX)E) nepre-
kidna po Y uniformmo po X , w smislu: /[ YX)-YixX)/<
za sve X <€ = )C(X,; b’(x),f)QCCK; Vex)les za sve X<%¢ to se

funkcija Y(X) moZe aproksimirati funkcijom oblika
y(X): ZK g‘[:.—}.LI{yk -<-X< ;’ksuf- ’

kao u primjeru 4., tako da se problem svodi na relativino Jje-
dnostavau klasu pravila inspekcije. U daljem se najvedim di-

jelom 1 razmatra takvae klasa pravila.

ITI 2. Inspekcije u izolovanim tackama

1. Zelimo da posebno obradimo sludaj inspekcije koja
se vr3i u izolovanim momentima na Lo,¢7 » do otkrida otka-
za, tJj. '

w-1

YaVX)= 2 $en L8 eXetent + € THX2 35

. \e =0 N
gdje Je 0< Yqs «yy, & Iy <t

Nazovimo niz ¥,, Yo, - - planom i oznadimo ga sa [Y77.
Lko niz ima W©n tadaka, moZemo to podvuéi i pisati [YT,.
Tada je

(=

Clx, VR ) = COX L9700 COX Y, Yoy, Y, 4)  KEE
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/X2 int erprefiramé xao X=%t /.
3 ' t r ' -
(}/ EC(X1[57/‘5_> :.fo C(f/[VL{)Q//:/Z“?) +C/’é,[?7/f)[7 FE)T . ’

1.1. U literaturi se najcesde javlija funkcija tros-
kova '

. n ,
2) Cex Lylit) = 2 [aCei)+ Gl Yesy -X)] Tidp € X Jeash + @MV T X34},
: k=0 .

O>0, 0>, Jyp=t, 8dje svaka provjera "koStan A a ¥ri-

jeme provedeno u kvaru do provjere 74 u jedinici vre-
mena.

1.2. Predpostavimo da i neizvrSene provjere imaju

~uticaja na “troskove, na pr.

“w .
CCX, LyT4) = Zof&acu) FOL Gppy=X) 4 CORMIT T $ 9 e X Yieys b +bls) X2 2y

le=

~le2.

gdje je,recimo, CCkN) = C(N-k) 1ili cck,n)= C ¢ ‘20*‘21#'---42“ )=

_ oh-k '
=, 1/1___52? L D@ <4, DPa je CQJ trosak od mneizvrSene

provjere - -te po redu posle zavrSetka. -

1.3. Neka cijena izvrsSene provjere opada, na pr.
K =-ta po redu koSta L @KL , pzge4 , @ neizvrsena
coF*, ¢ < L . Neka -

— g K#l | ot ook
(9 CCXn[:f7,-é)=é~-———-—74_QQ + Al -X) + €1 “:’/fg ,

:{k £ X < 310“ < .

N+l
COX, Ly7,4) = B 47”2_+a/é4o£-X)  Yeiked 42 0.

za W —> oo je iz (9)

, k+1
' CCX,[‘J']O,,’E):'Z 1- 2K+I+a/yzu—)<)+c A 0 Te £X< Jew
o -2 a-9 )

1.4, Sliéno sa 2. ,neka,je,

C(ﬂq,---, Vets) + &/rtl'i:fl-"x) S yK £X < jl"‘l <€

C(\/ [37"% =
" ) JueXe¥

!

LY, Ju,€) + ACE-X) +
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je Jje d 2 O i F(x) f. .rasp. za X » strogo ra-
se moze uzeti
0[57/"” ;’ifﬂ ) +Q/("/<+J X) / yk_ X‘Mcﬁ! . ‘

CCX1L¥7, &) =
momenat otkri-

CC2,097,4)

1.5. Direktno uopstenje za 1. je
1<) s £ X< Vet ,gdje je Y
tkaza & K broj isvrSenih provjera, k22 .

Od interesa su nam Iunkcije CCX, ¥ K) kod kojih

- (10) COX Y IR) & CoX, Y, krL) S vEXeY k>4

$to bi znacilo da vedi broj provjera donosi vede gubitie,
S iruge strane brZe otkrlvaqgn o’iﬂ:c wa gmaniule ftrolkove,
&to se moZe izraziti kao '

) ’ N / PR . .
(“11) COX Vi) 2 COXMW Y k) , xXex'ay  lus

! I

(1) O<cd -XeslYy-x = C"(X,}/,k) Cex Yy, k).

1.6. eka troSak zavisi od svih izvrSenih provjera,t].

X e < s Ve £ ke M

CCX,L97,¢) =CCX Tqyann) b, )
Specijalni slu-<ajevi
X, LT 4) = COGyqpmney o) POKL Tic)
= COYqp-) Ye-2)? OX, Siet K)
= ClY,- Yieewy CCXe T, k)
ClXyTe) + CLYp, k) |
= CCX, Ye )4 CC)
= C( Y- X) + CCk).

b

Punkciju Ak + Y, —X) , gdje je U neprekid-

na i monotono rastudéa u beskonadnost, 9v)=e ,proudavaoc je

Becchelt F. [2T-0107.

1.7. Neka

(1) COX L) = COX S, )+ Cldnsyoin ) ey X< Y0
= C(.‘.Tf,,, =y :fz-.i)".f'C(XIyK( :7:4+J,---,‘5) ] 3L~.‘. <_)(<.:/;<

“141)
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U sludaju (13) +trodak od neizvrSenih provjera ne
zavisi od izvrSenih, a u drugom sludaju trodak od izvrie-
nih prije kraja provjere ne zavisi od situacije kod zadnje

provj exre. ’
1.8. Jedno "prirodno" gvojstvo funkcije C((X,[31,8)je

(150 CCXsdas- ) G Teps oy E) 2 COXs Jrepay oo, ), Y € X
¢1e) CCXy 90y wut) 3 0CX/E)  BKO 22 8VE Kk, X2 Ju,

§to znadi da neviSenje provjera smanjuje troSak, ako nije
doslo do otkagza u medjuvremenu. ,

Ukoliko je F(x) <41 za sve XL , to je na bes-
konaCnom intervalu nuzZan beskonadan plan [9] , p
Na konalnom moZe biti i konadan i beskonadan, Ako nam je
funkeija cCX,£97,¢) definisana samo za konadne planove,
moze se dodefinisati i za beskonalne, na primjer
ZES) CCX Lleo )= COXy D90i®) g, e X2 Y

“e) C (X L9T0e €)= Ll CCXy LY, 4)

A 2 om - ako postoji

_ Ako je C(X\LdTnit) £CCX,L9Tmiit) , nem 5, Xey, s
to Aimn  u &) postoii. |

Neka je [Y9Jw usj e&’:enj\fna n provjera plan [Yy7.
iloze se nametnuti uslov . '

(19) - ClX LYTmt) « CCX, L9T,2) | XeYn . u=12,-..
€l LYt ClE LY, E) =0, 1,20

w=0 znaci da se ne vrsSi ni jedna provjera.
Kao $to se vidi, neki "prirodan" uslov takve vrste

ne mo¥e se nametnuti na CCX,Z9Tn ) i ¢(X,[97,¢) Za
Yu e X<t . ,
U primjeru 3. se vidi da je CCX,L[Y7u,t)& CCX,T97,¢),
XY » i da je _Lam CCX,LY9Tust) = CCX1LYT,4¢) -

w =

Medjutim, ¢ (X L97,,,4) > CCX,L97,%4) +d za o, = X< € ’
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ako"e o> - £ o< Q< 4.
: J o 7R / I

, takav da je Y<Yq,¢

uniformno po W
2. Neka je Y>o , 1 plan [ Y7,

2D K4, L Gt ECCX LT )T $EXY

t
=§ e CILYTuE)OFR) +0C 1€, L 9T, €)1~ F(E)] 0% 0 00,

Neka je

L

(24) Kol$ %) = lety, L47,,4) = 53 cle, ol Ele) + 0 e) [1-F(é)l,

n=12,--

(22) Knlyg.#) =Eg§d*/’\;:}h/€f/[474,é) :

:L_(Zz) E(‘it{") = ZM Jk(i? [574/7()

I " 7t |%d ) +

(24) Ky, &) = F;&;thé/_sz%ff 775, ,-

N
"tj. u (22) se uzimeju planovi najviSe reda W, u (23) avi
konadni planovi a u (2 ‘1) i beskonacni planovi. OCigledno je

(28 Kol t)2 kulyt) 2 knnl9,¢) > /</>;,ﬁ kl/Y,4) ¢

KunlY,4) \,lk(l’fl'é),l/leoo.

Ostaje pitanje da 1i je &K(9.€)= K(¥€) | t5.aa
1i optimalni plan moZe da se aproksimira konalnim planom,

ili je i sam konacan.
Predpostavimo da funkcija

iz (19) . Tada je
(26) k(Y .[5Tut)= ECCX, [37n,-f)[r{&f-)(4:1u}+ TiYue Xetp 4 T1X> ¢ e

FCex,097,8)T59€ X< w,Y+ BUXL9T0,€) T1y & Xet) +

C zadovoljava uslove

+ (LT, OL1-FET =k, LY7,2) + B [CCK, L5Tn €)X LT T Yo ket

i va¥i uslov da za svaki plan LY7

U~-koliko 5!/\ =7 'é
tako da za V. dovoljno veliko

postoji konstanfa M
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2%) CCX, L9upt) < COX 097,20 +M ,Po X, Jutxed

Zadnji sabirak u (Z6) ée da teZi nuli, pa je

Kin ¥lY 1 L9Tu ) £ K1Y, LYT,4).

P W D eoe

U.koliko Y,.27¢'< ¢ , problem je ne3to sloZeniji.
Analogno gsa (49) predpostavimo da Je

19) COX LgTu €' €) £CCX, D97, ¢) Xe Yy 1l tleXet

a analogno (22)

227 CCXIEYTy, E)8) CCX L9 €)+ M po Xihueked!, v g.v.

Tada je na isti nadin kao gore

Al ety LTy ¢ 4) ¢ KUY, £97,%4).

Naravno, ako je

(2.8) CeX, Lyg, €)= é‘_gﬁf CO.“[V?“l'{‘)tX—‘—?-L uniformno po X< ¢

za svaki plan [ Y97

, bide T}f"_)‘iﬁ‘ K(S) L9t ) =ty L£9T,4) .
Odatle slijedi

Teorema 1, Neka funkcija C  zadovoljava uslove (797
i (%' za svaki beskonadni plan [y7, :714/7 £le  ili
neka vazi (2.£) . Tada

(2.9) K, )= £(Y.t)= ik KLY, )

t =) oo l

U primjeru funkcije 1.3, su uslovi “#9) i (29) igpu-
njeni, pa bez obzira na € ()1 L9T7u,8) 2CC X, L y7,¢)+d  waii R 3.
Medju tim, w l.4. je CCX,L9Tluit)= ClX, L9740 Xéedy ali se
“pod izvjesnim uslovima moZe pokazati da (29/) ne vazi. Neka je
U ldde ClYq, -/90) ¢ € €@ za sve W Tada

t ' .
g:f & (2 LT £)AF () = THE) -H L] Ol G #23 Q Gy, 60V AR,

o Jewa _
SS ecx, Ly7,¢)0lF ) = E» %mrc:( Yoy res Segs ) + O Yyuy - £DTAFLE) =

oy . 7
= S LYy, Y )Pl ) -FC9 0] 4 @ f;,:“”/:tg.ﬂ ~)olE(x)] &
["Rg VS . ‘
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¢ CFU) =Fl94)] + §o (¢-2) dlF(2).

. Ako definiSemo (/¢ [974,€)Z (71‘/[‘77( <) ,5to ne za-
visi od  C(X,0Y7.,4), Xet. s to za O >C  vaEi k/y,097,6)7d¢
< (Y ,LYT7u,t) » 8dJe & od wn ne zavisil, pa je <ty ¢)<

—~

< };‘/‘J:f) . Ovaj primjer, inace, nije tipican. )

Lema 1. Neka Clé,t)= CUE, £ 9o, t) ('/f,[VZ,-,L‘)’»zﬁJ'sM’

(30) L e (g, ¢t) = ele, ) [1-FIE)].
y >t

= Clt,; [ 9], ¢t )a-F(&)] | ucoe,
&) /\?-;AQ W f‘a?j/.\f(;J<bb it/ g

Dokaz: Cle ) [1-FL(t)] £ et , D97, ¢)[1-F( )T+ Sfc‘ff’/[wd; 2JolF.
pa i ClE,E)[1-FlE7e kuly tig kolg,+) .
Kako Sy cl(xe t)AdF(2) S0,y>¢ |, to (30) wvaii.

LA-Feed
At Clt, 097,78 K1Y, 5Ty £) , wen
L9lat'sw B Ete? 7 L y
Tud e, rug.)7e Kly€) e COE) L9Tumt)+ fg L £ YT E) AL,
Laljasw M;El-/-)]
i =za 3__)-{- —&W M[y(.é)s C(f [iz‘,'(*) zZa gve W\'%@’l ’ pa je
¥yt ' *
i [1-£t¢)]

ZA ¢) = 4<Ajf Clt, £97,, L) .
% = (7t [217.,,'.04‘1'4&»’ i }

3. Razmotrimo u daljem postojanje optimalnog plana.
Predhodno pokaZimo da z.a proizvoljnu funkeiju Cl4192y... )
\j'(‘éAf vaéi .

(32) At ClUnYann) = (it (0 Clyga,n)

a1 F2,- Y2  Jai Ty
ili krade napisano € = ’LM Cl9q) -
Bice c < Cl %4, VZ/ i V‘C' g"&;‘ 5(77/ oo ) = (—0[34)
v . . . 2074
C & 11\;\1/7‘ C(qu) . Dalje jJe CC&',, Tog-) 2 ,;;M_)f f’[yq Y, Yy, )= (%)
3, 7

d% odakle je CCY,, s, ) > f,‘;v'r‘ Cl¥1) & = Cud Oy Yay)2
. 1 kA

\/‘\l
> At ecy) )
Y2 _:l_.{
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KNeka je
’3) Ck /;7! &) = Cl’\ql k/ﬁ,; 9740 f) (‘k_/yl—‘) = /l/\)‘ #/31[5.7#/21)
) L1, sysoe £Y97.

Tada jJe ’
1) Culy,e)= MM Tty ), CarslY )},

ito oznadava minimalne troSkove sa bar K provjera.Neka je

cee T WM{'<=5K’=G¢+_L,/<>,0},~3./< de Ce € Cryy
38) No=

oo | r VE20 | Cp >Cirs

Lema 2. = K(Y,¢) = C\,ry,4) , tj. ili je optimalni
, 111 se medju planovima reda AN mnalazi pro-

lan reda N
Lzvoljno dobra aproksimacija optimalnog plana, ako postoji. .

Jokaz: Neka je N  konadno. Tada je Co=MMW { (o Cr1}=C4<Co,

-CZAQg---‘C,v.—,;—CA»-CA/ Cwrp 83 Co = Cp 5 tj.

cu B K9, ryag, L) = wa‘k/g:Z“:ﬂN,—é) {

L‘a’}d,0<,}<oo
Kako je Og =Ce -Cy DO , 28 KeAN i ;k so za k>

>N to za ¥E&>0 moZe da se odredi plan [4J,, , da je

36) K(Y DT, ¢)> o +8ic 2 KLY, 0900 )4k - € .

A KO9L9T 00) < A €LY, 097, ) 08 <.
L9760 L9k

Neka E;->0O i neka je plan L[ 3°Jn  takav da

N=Cn 2 K(I,L0900,4)-¢: 2Ch-£, « To znadi da ;f’:grgg\k/g [:/';z,,
£) =Cn . Predpostavimo da jc‘ > 32‘, =11 ,N , Yoc ye“ ,
ey, NI , $to ne smanjuje ops3tost, jer se iz niza /54(1\421
' \;,‘;, ) dijagonalnim postupkom moZe izdvojiti podniz sa
;im osobinama.

Analogno tome, nazovimo uslovom (T) predpostavke

) Ako Je E:(;]k, K ¢ oo , niz planova takav da ‘5‘;-9 Je,
Gy, &-cYpes € » TO pPostoji |
Lion Kty, LYTe,4) = KLY, TYTk, ) -

Cd oo
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) Ako je 4<Ys<--= Y ,lk<ee , ili ako je < = oo
i Yeatosé , Fléoc)=4 - tada

LRI 4) % k(Y LT, L)

D) Ako je za neko {,L ’ 4':3,—/2 ’ 'dor‘g,j,g,u:z‘, K £ oo
Y, =90 tada

K:/‘f’»: CRNTSR- S R o ’<'/3/ Jai1-y 4 :’J}u-"/"‘/

’ : L

ko je za K=o2 | gza neko | s 420, 4,5 Yps == by
L ¢, Fl€o)=12 > tada je exgummno [k (91900, 950 Yarsy--, €72
» E(\d/bﬂl"'/\jd'/*) 4

/

Teorema 2. /a/ ©Neka za N definisano u (35) va-

N< oo , 1 neka vaZe uslovi (7)) za k< oo .Tada
stoji optimalni plan [9*¥In , za koji je Kkry . r)= kty, rsviv,¢).
/b/ Neka je F(X) mneprekidna u tackama za koje je, 4

+0)=4 {c'y zu\if(xm.---,w, t)=Z deo 1¥2¢, i neka vaZe uslovi (T)
K s

kK<€ oo o Tada takodjé postoji opt.plan [Y*7, g V£ vo.

c<azs.. ~/a/.  Izdvojimo, kao pogle Léme 2., za M<oo Jedan
» planova L Y¢Js , za koji Y,'s y* , g=7,7 - Prema (3£)

3ba dokazati da je Y < :{4*< . & ‘jAT <{ jer je tada E/V: ‘ !
ga’\/j K(‘d/[‘é)ji\/(l‘):p/lﬂ,[‘3'?.7,\/11‘}2 l</y,[g*_7N/1¢) 25/\/ - t3.

v, Y¥*¥Ia t) = F/v . Predposbtavimo suprotno. Neka [ gij.J

:dstavlja niz [YJy iz koga je uklonjen neki od susjednih
nakih Planova,., Uzmimo bilo koji niz planova [ YJ,., ,za ko-
9, =>4, s idoe , odakle je Cn =k(y, 9]y, ¢) >

: - . ~d . -_—
Y LY T () = /{A_;‘g‘ Ky, £y vart) 2 (vt (Y, L9 Teg, ) ='(’/v-1

L 9T :
rotno definiciji AN . P
- Liwn tudt ecoe, Ly1¢) =00, ST
/b/ Kako je CL&,L97¢)2 AU AT FOT :
je za F(£)< 4 , N < o° , pa se svodi na /a/. Neka o
F(¢)=41 . Tada je od interesa slucaj N = oo . .Tre-

- ¥
lokazati da za gornjim postupkom dobijeni niz L J /e vaZi
tFeyXe-< et U o FlE) =2

e et R
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A # <
Dokazademo prvo da je F/4o) = Fr¢) =1 . Bide

KUY Ly )= §SeC0 0y 3, ) d Pt > § CCX, LT (C)AFL2) 2
7 2o [FLE) ~F149)] = 20 [7-F/9,0] . | o

e ( &. veliko je Yfe Yy re 1 Fl4,)¢ FlY9.5+¢)
t5. Liva F/Vg) < FlYy, *r¢) za svako £ , pa je i

6309

Livs Fral) € Fl9*+0) ¢ Fléoto) - Tada je i = Liws et v,055,1¢)>

r3o°
=X )
> Live 2eL1-F(9/)] 2 2o [1-Fltoro)] ¢ cooaf,rw 2e [1-Fltat0i;,
< ——)0" ) A
pa mora biti 4-F/lte+0)=0 , tj. Flto) =F/foto) =41 .’
Tada na osnovu (39) , slidéno sa /a/, slijedi da je

ey <c-w 2 BPX¥ oo+, podto niz ‘ye’“ ne moZe biti ko-
nadan. | v )

Kao sSto vidimo, uslovi teoreme su dosta jaki, ali
zbog opsStosti postavke problema i ne mogu imati neki mnogo
jednostavniji oblik, Sem toga, u dobrom broju praktidnih
situacija imaju smigla. Na kraju krajeva 1 samo postojanje
"optimalnog plana je vise fikcija nego realnost, s obzirom
na to da se u konkretnom racdunu uvijek dobija aproksimativ- ‘1
na vrijednost, dovoljno dobra, dak i kad optimalni plan ne
postoji.

4. TIspitajmo jod funkcije Kul(Y¥,<) , K(%,%) po
neprekidnosti za Y , Sto ée nam kasnije koristiti. Raz-
motridemo samo sludaj funkecije K(Y,4) jer je prvi prostiji.

, Lema 3. .
(L0) /&w Ki{y+e,¢) ¢ \ely, &), /@w KlY-¢&,¢) € E(Y,%). "
Dokaz: Neka je plan [VY] takav da je Y+£<y,; . Tada je
(44) K%, 097,¢) =B CCX, L97¢)[T{9<X< ¢y + T4 y+s e Xy
= ECCx, Ly1,6)L{9£Xc2+4y + Il ¥+€, LY7,8) 2 kigde, D7) 2 klyi¢,%),
odakle je /&T\;\ \4\(‘17’-&’(‘)5 K(Yy,L97,4) za Y<2Y,

pa i /Qw» W&/+s,-<)< Ky )
._70
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Neka je Y <Y, . Ako se u (411) stavi Y- umjesto
Y Lbide k(Y-¢,4)& KIY-€,L97,%)= EC(X, LT, Lt g-c X<y
LY LY7,4) <o za planove 'koji su nampd interesa.Tada
Je : .

—

2(&;«; I /y-¢, € s{év&; ECCX TN T y-¢ Xe 3y 4kl y, 097, ¢) =

mply, Lye) ¢ Aiw K968 € kly,4). |

£ 30 /

Tema 4. /a/ Ako funkcija - C(2¢;Z97,¢) ispunjava
uslov formuiisan u 2£.d8. /str. 20 / tada Kl(y-¢,&):lk/y,&)
a time 1 _Liwa k/y-_e, &) 3kyb.

=0 .
/b/ Ako vaZe uslovi(3 iz (¥) -  ,pod kojima se
‘dokazuje Teorema 2., opet vaii LMy pr/y-¢ )2 &IY,%) .

E=—0

Dokaz: /a/ Neka ‘;1—5‘4:/1' . Tada F K da je ﬁksyztf,:,«._,,

1li Ye & 4 za sve K s 1
KlYy-¢ Cy7,4)2 ECX) LY¢)T4 Y ¢ Xy =
= BECCXeTqios Yiy Yierao s € VL3892 XY 2 ECCXy Yepsyeny €D IV XY -

= [((g/ vl<~l-4L[-"[ "é) > k(g('{‘)-

Kako je ko/f—j‘e/{‘)a/‘o/':f/'{) , to je i k/‘i-?,é*)alf/'z/,éj.
/b/ U opStem sludaju vazi
Ay e - T r )Y .
(L2  Kre)=maund ind .Q[t?i k/y,w],‘,é),[z;?j kl/Y,L 975,

O¢cicco”

Tada K(lyY-¢,¢) > malu cut  Aut Kly,L9%, %),

0L leCoo J-faiysd-mc Ypect

(oA KOIDNTOY T Bun iy ) 5 L aacud Y =
AN

- &
Yogeyacet =

:MAA'\AQ/UAM Culf 7 w2} sposSto su &lanovi u min, mo-
€0 0tkepo g0 :

notono neopadajuée funkecije po & , i AMr  postoji.
Neka &; 50 » 0,>0 , tako da za niz [y'7x vaZi

~ R : . . . ¢ ¥ e
'LU\J/" k/y,zUYk/*)%k/ﬁ,fgl]ut‘)‘a\t ¢ Je > Je L™=,
EEE AL FEATER I P

P y:; PR :1,:“ e £ ':.Po predpostavci.postoji jedinst-



Y-

_shkveni v kly, ZV‘]k,'LL) k/ﬂ/[‘a ]Ml[) ‘A/-'e kmj/[:ﬂk/ £),

(=) o° g Y £ el et
wer za niz [‘J 71< kod koga je Ye ';/( -> fje ,Vvazi d;iae

)>//'H«?z klYy,L97e,€) .Slidna relacija se pokazu-
4D oo F9lic | Yey,

je i1 za besgkonadlni plan, pa je

/Z/VIAVL{ LR LM/TLF J, ,@m/u\[_j} %M.M{Z'Mj ’*;/:7,1’::“’],;,{)/
€D0 Pekeoo €0 0% (¢ oo

madu b iut Audt kv, 0yl <), ¢ K/Y 1T 9T0et T =
K['Ef{ [Hy]{)} “ }ocgcoo L9, 92, “t [ %{,3194 "6’

= KA A_. <l 3-€.¢) > I(/i:m‘) |

Lema 5. Ako CCX, [ 327,¢)<

za B<fo i Y&
¢X<cyitey, 22 sve [yl » 1 F

nep#:c%cidna u 4 ,tada

(43). | kliy, ¢) = Linm k/g+6,£).
T =
Dokasz:

K(y,t)ekly 99, ¢)=¥K9+E,] Fy7,4)+ECCK)LITE).
T{9<Xe yse§ € kly+e,L97,€) +MIF/7€) - -Fre)] ¢

(Y, ) & klgt€,4) + MIFIY4E)-FIT , EF

= e

III 3. Specijalne funkcije trosSkova

1. Razmotrimo. neke posebne funkcije troSkova. Neka je
data funkcija '
(44) ClX, Y, ¢,i) 20 ,0&Xey, Z22c<4-

Definisimo . :
(45) CeX, DT i) = CCX  Yopa, CHL, NHPL) [ 42X 2 Tips, E1 2 NHL,

sto znaci da se uzimaju u obzir zadnji momenat provjere,
broj izvrsenih i predvidjenih provjera. Neka je
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(1{6) CCX/[Vyu,f)‘-' C(f/{,M}J,VH'J) y X>/f,

Primjer za takve fukkcije 'dat jeu 2.1.2.

Sada je A‘ et
(H . K(Y, 0970 ) = 2 8 €l ypny, ket us)d Flie) +CCE MM 1))
=0 G

4 VoS Js< S Yyt Tup =T

Uvedimo funkecije koje dée nam posluziti prilikom na-

1azenga optimalnog rjesSenja
W ket

(4¢) Kem (9,0 97u€)= 2 ‘\ISGCTI ﬁzw,kft,l’l-*l)df:/r}#-
=90 ke
+ Cltré  Nr Ut ) 4-FE)T , £ >4, W2 O.
Tada je
‘(z.,g) Kiolyg 1 £4970¢) = fg C(I‘,é,c,z)dF/r) +COEE € € )(1-FEF))

Neka je

5°0) Kimly, ) = and Kenly,L97u,€,
CY7un o ‘

(51 l<f(‘4¢é) = :;WAMJ Keon 79,€) .
' £ns

Paga je .

= ¢ = M
e K swam kg (9t s Gl ae), £ (9,5)}

Medjutim, za K, 4+L éemo nadi rekurentnu vezu.Bide

Y2
I<‘-"f+l/3 /[3'7:1:/‘-1/ é) = ‘{50 ¢, 3(/ z,jf(‘*l)a/lr'f

dJ L Yty

+ = Sy COX Yiews (ke d+20E)0lFIX) + CLE & Jwcrd, J+Er r1-FOE] =
k=1 L3 . .

=~ @/ Y4, ¢, ’3-') + k[u,i/f.f.,, Y20+, Jpes%) odakle Jje

(53) KC,J+.L“3 %) *yi‘;\/z;[to(b': 311 (i d )+ kzu,,) /51.,,t‘/]

Na3 0113 ge da odredlmo kz (9:¢) s gJ20 . Na osnovu

R o L 5
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(& 2)- prvo treba odrediti ka,o/_tf,z‘) = Ky (28 .Predpo-

. stavimo da smo odredili  I<37(¥,4) . Treba odrediti jo3

Ka,0(9:%¢) . On se nalazi iz (£.3) pomodu KayalY¥, %) i
€ anti0 LY E) > kg2 (9, €) D D Koy pul 4>

4

tako redom, preko niza
= lka,i(9:¢)-

, Postoji i drugi, obrnuti, metod za nalaZenje funkei-
ja ki, . Neka je sada
— - N Tew s )
Renl 9/ 250wE) = Z S0 7€ 00 G, r1 1+ OAFCE) FECEE, urs s ur Y1)

UL Vesy

Z S C’(:P, Gupa K1 U= 2 +CHL)OlF 4 CCS 0, a0, U u-2+c+2 )l1-F'9u)] 4

+ fy‘*”@(r, Yougs Wl WEDOIFX )+ C L€t urt n#i ) [1- R E)] =

— Clyurtn i V1= FO3] = Rinumn (4 9101 3w a1 Pl 66,0),

odakle jJe
9on _
= /LV\.]LZ- kc-f—l,h_l/tj(yu\‘)-}‘- w{yu({((/u)7r [2
Yeyuct .
] — d
< g ) adw Ban (gt =dn  kay in (906, ks/9,€0%
0L e _

5to se odredjuje slicno predhodnom.
Razmotrimo pitanja pokrenuta u Teoremama 2.1l. i 2.2,

Kao 5to se vidi iz (48) , X, LY. %) = CLX, ¢ Nkt MF1) | Y, 2 Xe T,
pa je prirodno definisati, za beskonadéni plan

(55)  CCx Lyle)= Lym elx tmin) Yo7 ', ¢/ Xe .

Ako je X« j‘,\ s Prirodno je definisati
(§8 X Lylt) = KMa e, g u) = €009, z,ao/ X< Y, icn

te se uslovi (49) , (49') svode na
(56) Cepe, Min) & L €€, mn),

U~ oo

(56" CCo, Y, C0) & CCX Y, Goo) ((<U, UplUo d. 0.
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Uslovi(24) i (29) svode se na to da za svako Z'2¢
& dovoljno blizu 7%’/ pogtoji konstanta M i WU, da

Say R Vi) & Coxrdlu i) LT o) M 2a 28 Xe it
n“"=2 e, o

Prema tome, ako vade uslovi (J6) ,(J6) i (r#)

» PO
‘eoremi 2.1. je L kK, 09,¢) = KOy E)=ECY ).

Ragzmotrimo i pitanje optimalnog plana.

To's . ,

Ako su sabireci fy COX) Y fpa, 4,440 Ol Fr ) neprekidni
o Y, i Jy » to de biti ispunjeni uslovi (7737
f5§) za K <oe . To ¢e se ostvariti ako je recimo
C (2, kW) ogranicena po

x =Yy i neprekidna po
Y ; F(x) takodje neprekidna.

Yok .
Ako su sabirci Sg L CCr e ,JH/W’)Q/@’Z‘) neprekidni po
d

Fd ‘:!,fﬁ , tada je uslov a) (3’?) ispunjen za K=eo2o Po-
kaZimo da je tada i ispunjen i uslov (7/ (34¢) . Neka je L 970

niz planova da ‘gé—-) yk sy LDoo };(g-’->2fo

’ F() =1 .

Tada

O 3)@*;
L KUy, L9870, t) = Line 5§, Rl , brtjec)d FC) 2
L= oo L Deo k=t ¥

yg“ £ yk—-hl
> /QA./\M -Z = Z Ll S == S Cflq/ﬁtc#.:/fcv"l/“)a/”:(z) ¢2 1

P See lem1 Se i 3 S b

pa je i (9 L9700, ¢)= Linan KL, LI T00s%) 2

{300 |
> Z Sm ﬂCC'JC/ y,(«ﬁlz,«-.z,oo)d/:(t) =Lty L9700, ¢ {

=1

Lako se vidi da je uslov (7)(39)

CCor 3, CN) & CUXt Y, frt, ur1) |, Dyt

ispunjen ako Je
] C'

CCL,Yy,C00) & CCPIY, HL,00)

Sto slijedi iz prvog, kad W - oe
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Na osnowvu uc:LnJ enih predposvavki vaZe uslovi ”acrcm\,

2.2 a/

Posto je cC X, -’—A:3716)= (-’(DP,ij,', 'y

1)

“, 9k ey, . Fedsg

e (CLELYT L) ClEE M), to je AuS LCxeiL97,6) =

JeeXset

~ 'y {L.j/‘/:/x’f ;L[\:f‘x‘c;x* I, ), LU )y =2,

Tada Zic ) oo s & 2 o2 ,ako je na primjer
. . . £
*) CCX,9,6,0) £CCX°, Y, (F, W) ¢ (LT CCX Y,k u) o0 e Dee
e sX2ye+ :
Prema tome ako je ispunjeno () i F(T) neprekid-
na, vaze uslovi Teoreme 2.2. /b/. ’

U koliko postoji, optimalni plan se nalazi pomodu
funkcija Kc.awleprc’—) . Ako predpostavimo da je €%/ Y/l k)
rastuda po 1 - bide zadovoljeni uslovi Leme 2.4./a/. Ako

je ~(x) neprekidna i ako je €22 V2,0 ,5¢5+2) ograni-
Sena za A sy, e<¢ , tO EC(DPléh,f,J/—hM)ff2/9.24‘:(*{'7—7‘91 £->o0,

uniformno po Y1 , pa de vaZiti tvrdjenje Leme 2,5. Kako
Lema 2.3. vazi uopsSte, pod nabrojenim uslovima de sve K¢, yw
biti neprekidne po 9 ./Rokazivanje za sludaj k. s / ide
istim putem kao za K , & 8ak je i prostije./

4 €-d
Neka je K"“/y,f)._ % g, ) = K09 s Kie (9 €) >k (€D

Tada plan ima £  provjera i mnalazi se iz K e/ly,€¢)=

- Y/u'y.’, (./ /’J)‘/ \F/y", Vz, [--}—J, (—Z)A‘l‘"' <+ ?/3(—.1/ j@, ('f(—J,0}+k.(¢1,a/3[,t‘/.

2. Ako predpostavimo da je

68 ClT,9,6,n) = Crrd,¢) za svako W

stvar se uprosdéava, jer je

K‘H/‘Jl%)- MaAn ki el Y, t)= i !k,,a(:m'z, wau ke, gl )G =
02 €2 g1 XL,

= Wu{k“o/g-ﬁ\zm/f[W&/Vu()-fwAm k/ﬂ,e—_L/Vrm‘)79
YeYest 14¢4dH
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(59) = (V\M\,\ {kuO/S’zf‘)/ (AT \”/3/577/1)'/“/(17&1 /94”‘)7;
Jeyq ¢t

N . d.'/‘J ) d. J =L
tako da se I<¢' racdunaju direktno preko /</+Jz/</’¢2 AR
\ D‘ » . -
N pfrr = Kirgrs, 0l 90D
Ako se definisSe

(60)  Koly.d) =iuvd Foglvt)

0¢J<»oe

to je na slicdan nacdin

(61) Kil9:€)= du § kpyorye), (ot LY %, 0) + kipnl ¥t 5,
TJE€Yae€

pa s'e problem radunanja svodi na zadavanje pocetnih uslovi.
Kao i u Lemi 2.1. iz nejednakosti Cl& & (XN 7-71&)) <

K:(9,4) € CCtit c)l17- F/f/)-ffg Clr e, ) dFexe) glijedi
(62) LI K 0G08) = 8 ,0) (q-mres)
a ako je;, ~ neprekidna u - i
.. pr : - T i CCEE,¢D .
(6'3}— L -22:\:;‘;/\ k(/y/{) —[7 F/yjjé—-)y _ /ce

Analognim razmatranjem, u vezli postojanja optimalnog
plana, u ovoj situaciji se uslovi uproddavaju i vidi se da jJe
dovoljno da wvazi

CeRr YY) & er,y,c41),

Auf ecx,y, (.") Doo ,[{e
2 sXeys

Fff? neprekidna po, &, SVC’X"/?//A/F/?} neprekidan po ¥ - '2./
n
Ako je jo$ za svako <¢le ¥ i 2 dovoljno blizu €’

COert'i i)z eCop 9,0 )¢M , 2a E=Psyse’ 26,

to 1 k{/?({)'—? k/yﬂ‘) ’ Z-—)o-o o
3. Vrlo jednostavan oblik se dobija ako }je

64) CCac, Y,l) =c- 7 CC0, ).
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Tada je Y, N1 Jiew

KIY 9 Tmee ) = f [err, v,) +(’7D/F/f) + S SILCC Yy )4+

le.=7 Y

Y CCr) T o Fle) # LeltrE) +CCni)] - /&) =
Y mo '
N =Sy rece yyreldFe) S faff?[””’ Ypps) #CCLr))TAF(2)y

+ LClE€) + 0T [1-F1£)T + CT7- FL9997=

:KJJC(;@I ‘d'})(dF{I’) 7‘ 6[7'/:/‘9)_7'/‘ /</-‘/7/'72/---/ nyJ/{)'

Ista formula vazi i za beskonadni plan,pa se za

(65) K‘.[&/,-{)_—. AT kLY, L 9T017)
O &l
dobija
G6) . kU €)= Whiuikaly, ) (i F LY Yo ) L Y0y t)T G
YLyt

i

(63) Ki9,¢) = Win ] kof'9,) ,Vzuq‘ LY )4 k/efm‘)jf
SYact

Analogno se doblga da je

£
KLt D570 2) =K, E YTumay Y ) + CL1-FC 0, )T # S5, 0C X Dol P+

b O —FUEN] = O Gy YL 1=FL §4 3] = K91 £ T Yl G0s ),

Odakle je
(62) Kc”/hw)—%uw}ko/;«,z‘) it LK 7y, 9,)% (e )T} .
/ yoys<
za (- oo se odatle dobija

: = ol Y. ‘g [y, )+£\/u )]
(69) kly 1= WM{k (9,¢) Sl g, u ' 1.

Felimo da ispitamo kada na [ ©,€) mnije potrebno
vrEiti ni jednu provjeru. Koristedi (4 #J) , vidimo da je

CK(Y, LS t) 2 kol Y ) ekvivalentno sa
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W '
KUY L0 kol 98 = 2 gyw[ﬂf, Tege) *+ CCEA1) —L0F,£) - T AF77) 4
k=0 & :

(t‘ ) HH) C - et E) -7 L1 F/f‘)7 -
Vieta

= 2, 5 L CC) Do) - o)A 40 5 LIES Year) 5% )] #

\ s o
! u-L Vi s h~t

+Wel1-Fre)7 = Z f AL TTVE CrE0dFer) +¢ § .[7—/5/.91&,4:77 2o

/—‘)

. {A

-2 Nt

(00 > g [ecoe,<)- €, Yoo )JOIF < € 2 L7-Ft Genn )] -

K= 0 i< R0
7a Y =4 se odatle dobija

(1) S;.e.[ e(x,f)-PfZ’/%ﬂo//:/r) & 6[7~F/b‘«)7, TEY, L.

Interesuje nas uslov koji sadrZi ograniden broj p:c'om-.-"'
penljivih, na pr. Ay, . To bi znailo da je uslov (?4) i
dovoljan, 5to de zavisiti od funkcije €C2XC,y) .

Lema 1. Neka je cC(t)2 CC2C,0) , O £¥.

Tada je uslov (91) potreban i dovoljan da za svako W vaZi

k/lﬂl [:77:4/1‘)'2 #o/“;’/z‘)o

Dokaz: Neka vazi (71/) . Tada Kg‘ (, Letxt)-cory,,, TloFs
U~ '

] » <
5 5;g+.[¢cr,f)_,,nyg*,)ya/p £c> [ 1-F )]

) s ZzZ& sve pla-

nove [1‘.77;4 ;3 posSto je uslov i potreban, Lema je dokazana. |
Uslov clx,¢?> cc>e, ), U=t , se moze zamijeni-
ti slablglm '

(;2) yyurrm/ Mr,oﬂd/: Yelsoat,

. ) Views_ - Yer+s
Jer je tada opet S‘yz [(’CT('{/’C/I", 5#-/-])7‘91;’ £ fk LCCXE)-C07 ‘7/:-;/)_7%/{

Prema Lemi 1. slijedi da je plan £97o bolji od bilo

kog drugog konalnog plana. Ako se razmatraju beskonalni pla-

novi, mora biti A—F£) =0 , pa(30) vazi i za N =<o

s
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> znaci da Lema 1. vaZi i za beskonadne planove.Prema tome,

> je  CCX &)z ol 0) 02 - /il (P2) /[, t0 je (P17
trebno i dovoljno da se na [©,4) ne vrie nikakve provjere.

U skladu sa Lemom 1. kao podetni uslov za kK/y.<)

Zemo uzeti

) Klg €)= Kkoly,%) |, o2 ¥y =%,
. Vo= (S 1 et Jlot)e buly, €)Y =

R | |
= (wFE TS, [Cret)- elr )T s e [rFro], 24 sve {o=E ],

i

) | KOt ) = koty,£) L bzd=¥y

o .
£4= AP t: f& LCCtit)~ o, 0)]dF = e[r—/:fo)],ys 0-5&9. )

_ U ovom sludaju je za postojanje optimalnog plana do-
>1jna neprekidnost (L) po X i 5; Clx,2)0lFrr)
) 2 i Yy .

Ako se predpostavi da je
> se diferenciranjem izraza K/Y,/L97.,4) dobija sistem

= apsolutno neprekidna,

sdnadina
é') 4 3‘/"-*41 ‘E’Zﬂ, 42, N+L ) = nykrv, yk+_1/ K+J,1/l+l_)-/-
\d’i"ﬁ/ 7, | -
_1 R ClT, Yups, K+ WD AP | k= g u
Y Yie 9 Yew .
A0 ess) _

iza  Clx, Y.l U= e, g)+ C O §
_ . - z-d_g—_gq_ ( . _
2)  ClYuus, Yy V= Cl Sien, 5?&”4’7‘9’;‘1‘, o o€ % Jun )0l FU2) = ¢

k= oW-1 | do=d, Yus =7
Da bi' se odatle dobilo optimalno rjesenje,potrebno je
aéi ili optimalno A%, ili opt. 734 , na pr., iz Jednagine )
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II 4. Beskonadni interval

1. Dea bi imalo smisla posmatrati beskonadéni interval,
neka je [(x)<1 , SLLoo . Tada se neke stvari uproida-
vaju posto se koriste jedino beskonadni planovi, ali se po-
stavlja problem konadnosti ocekivanih gubitaka.

Sada je @(l“/[:ﬂ)=C(’X’/c‘7wb’z,---) , gdje Je
\. Neka je za 42 Y

OE Jpé T2l =~ J oo
(78) Kty )= 4v\:f‘ Kiy,Ly7) = c[w?‘gdx,[ﬂ)l”{ Xz4l1=
g
zu,u'ff cC e, [37)0/F/76)
97

Posgtavljamo dva pitanja: :
1/ Da 1li za datu :f‘unkc:Lau gubltaka ccxe,L97) 4
za svako ~ postoji L YY) da je LEpCCX L3l)<ee

—l

2/ Da 1i za dato €€X,£97) postoji F da je za

neki [97] , FrCCx,£¥97) <0o= , tj. da 1i sveka funkcija
C ima smisla kao funkcija gubitaka, bar nekad. |
Odgovor na prvo pitanje je negativan u opsStem sluda-
ju. Ako je €(X,[3]) ogranideno, to je potvrdan odgovor
na 1/ trivijalan. Manje trivijalan sludaj daje

Lema 1. Neka je CCx,L37)= »?—fylcf-.z“:’n) +C kK,
fi $X43;+_L 17 £ X<o= . Tada postoji £ 97  takvo
da je £ CCX, [:/7)405 . |
Dokaz: Neka je Ypw -Ye=T7 . Tada je
E CcX, /_47)-— .?Ec’cx,[yy)ff Ye X< Tep T -

£'(‘?h:+.: Y ) [ FlYren )~ F( e )] + ——-- Ef:g ‘e :9_//5(’2}_5

> Jew

:f('/")'/“"—' 253 2 o (96') «,ﬁ[r)-/———-E {
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Neka je £~ neprekidna i s"trogo rastuéa funkcija
raspodjele. Neka je CCO@,[Y7)=
SColE
Eccx, r9n=5,% =

‘vijalan primjers/Dokafimo i jadi rezultat. Neka je A~

F(I’) . Tada je

. /Kagnije demo dati i manje tri-

proizvoljna f.r. sa konacno ‘mnOgo skokova, Tada postoji ta-

Ska rasta L, sa osobinom  FIX)- F(X.2™> 0 , > Xo,
Tada je za _ ,
O . = Xo
= = CL ) == .
ccm.[4 s, 1 ECR)
Fix)- F(Xo) |

MoZe se konstruisati nisz ¢ 3 Qo=0o » a:™>» 2o ,

sa osoblnom F(Q¢r:) Fon)‘—L[F[Q ) -2 )] o Tada je

dx
5 = f S adE 2 FCQ )- F{&cw) - »
wv-so Qe (:—.FO 9 F[Cak) /—-(Z'a)

$ 1)~ F(0)=[Fl0cu ) F(Xo)] _ Sy HAen)- FZD
o FlQe) - F( o) 2 F(Qx) - F(xe)

g L
;2[4—‘2_7'.:00
[}

-
-—

Ako [ ima beskonaéno mnogo tacdaka prekida, to ne-
ka je za pCX';mk-):ph: ,c(fu‘):'?:—‘- s P2 Je

E ) - g ) PCX <) == /
Odgovor na pitanje 2/ je potvrdan, Neka je CC,[37)4oe

za sve €20 , Neka je A={2:cc2,ly7)>2}  .Ako

je, A konadan skup, to je, jasno, E CCx,L97) < oo .
Ako je A Dbeskonadan skup, neka je izabran niz Q;/ & A, 7’=172,...

2 > | ‘
Tada red 2 C(QC) 3¢ = ZET =1 konvergira,} pa se
. s : . ; 1 X
mo¥e definisati X da je PC(X=&/)= —— i dode-
CCRIR!

finiseti ven A . Tada je

EFC(x ,L97) < 4 4 z‘_c’(ﬁ,,[ﬂ)mﬁ?/ 2 < oo

i
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za dati plan [ Y7 . v |
Prodiskutujmo posebno funkeiju C( T, L£97) = cle)+

+COL/Fera) |4, &€ C< Ypy/ o Uvgek se mo¥e nadi plan [Y7 ,
a= Je BECi,[yT)=ee -

Dokaz: £ (X L97) < 2 § Ecczz+f)+<f(:>e Teer )JOIE >

oo
, 2 §3L+xca<+{)a/;: =C 2‘ lf-F/yk)j . Uvjek se moZe izabrati

[ <]

[‘;{j da §,[7’F/Vk)7 ‘divergira. Neka je K;=Mlud k :

(+°)< Z- 'J-I :kad}' . Izaberimo proizvoljan niz @< Y,<ly,<

< j"‘i » da Jje F/yk.,) < 1 o b ( s Sto je mogude. Izabe-
] 4 tako da je Y Y i ElY Y< 7 2

rimo ako da je i - —_—.
m kg+d J kg < Jeytd Kytd Y

Tu postoje dva sludaja. Ili se moZe nadi jk,,u da je 2—1:'% <

L, ili je FC < 7- -1 -7
’ J Tee) & 7 i <7 pysy

r/La”z.,H.)é 7 -

Bez obzira na takvu situaciju, niz Jp 5, Y2 5 --- se moée

birati tako da za gsvako k2o postoal WA > k da Je Z-

katl 1"-’1

7l S
47:/7«*)‘1’447% j, Sto znadi da ‘;(k—-:.o‘a k>0 , /Ako je’

= neprekidna funkcija, dovoljno je staviti F~CYe)s 7- 2 ,

L
za F(x)>0 ./ Tada z8 |k2ky VREL Z_-Y)> 44 2.

e
oo | |
pa red L1~ F/%)[=92 ] eoty-avy-n.
| Prema Lemi 1., ako £ X<L o2 , to postoji plan za
koji je EC(x,L3])4« o= . Hedjutim [FE X<o= nije i pot-

reban uslov. Na pr. za F'(?C.)’-‘—_Z-Q-CL PR 2 s je EX =oo

dok plan ;{k =(!¢+4)2 k2 O daje ECCX,[#])< oo

Lema 2. Neka je E X =o° . Neka je L L97)=

- . ada j 1o
= CCet1)+ COCp s ), Ve € X € Jur T je uslov
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Yv‘é/‘ﬂ(‘é;c;}-)_ -3r) = o= - potreban za vaZenje L CCx,I97)< oo,
Jokaz:  Neka Je y,m- e £ 7T 5 T Vicra £ 0 + (1490 T~
T

i ° 2 S‘:qu(.'(-ll)dF[x) = .:I__:’__ s ,S':fk M rerndTol Fre) >
L s 53"“(9@-,%)0/;/:(*) = £ ¢ - Xo)0lF(2) = =2 |

Postupkom sglidnim ranijem se moZe odrediti niz Je da

o<
red g [4”"/5"°)] konvergira, To josS ne znadi da se ta-
kav niz moZe odrediti i da £ CCX, L v7)<c= ., Pokazademo da
postoji raspodjela F tako da za svaki [y7 , & X, L97) ==

Dokaz: Neka je CC2,¥,()=¢ay-x¢) +¢£ . Tada je za

oo
Fex) = 1 - -\;-__j—c- ‘=4, ECCx,L97)= 4 3 L1-F79e)]+
o Yor . = 2 Wem -1%)*
- - = - £y &
2y (e 0)E= L 2 G5 R 2
Ako je niz Y« takav da red 3 U'— divergira, to je
J
= CCXy [9F)=o= . Neka zato by V_.;_. "konvergira. Dokazade-
. 13
(Fem -U5)* =
mo da tada red 2 i Ve ) divergira. Neka je Ye = A
Ve |
4 <Qactly &,
. (Quss ~Oc)? (Qerr -t )5 4
Redovi 2—-5\—-;——— [ o + -l ] su

-
-

ekvikonvergentni. Medjutim 2 <‘QE~H— -8e) T > 5 Lers — e
ol\< N

Lt QMJ '
C
=2 Sa. :x.< s dx 2 ff ‘5,94 '4;,:_?‘ =oe , /Dokaz po ideji

J . Vukmirovida/ / .
. i itan] 1/9

Ovime smo opet dali negativan odgovor na pitanje

za manje trivijalan sludaj.
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2. U opStem sludaju mogu se navesti teoreme o egzi-
s‘cenciji'optimalnog rjesSenja, slicne onima =za £ < oo i
neprekidnosti funkcije [j/Y%) , po 4 . Na tome se nedemo
z%gréavati. ‘

Razmotrimo

9"9) C'(T,ZHJD-‘-‘("/J&(YM, 242 ) Y, e S /% é}(g/_gg;_{t{ Lo .

Neka je

71: 41

Ve CCX, Yy, lEre I FCL)

2

'go) k. (y,097)= 2§
N K0y ,097) = ECCX, LEIVTIX>TY -

Tada je

J ‘ . g 3‘F+e . -
kil 341"'):5516(1’1341 C)D/F/Z)‘f' g 5.‘/;4..:_; C(, .‘jk,,_,,klefi)O/r-:

= \P{y’ yqlé.)—}- I([..c_z /34, -‘7'21"')

Ako se stavi

'91) Ko(Y) = Aru:;;-(‘ k(‘/j,f‘dii).

bide

g2 Ke(9) = “Aji‘f U0, S0l ) # Kira (90)]

Lema 3, Ako je k¢/‘4)<oo za neko Z i za neko 3,

to jé K j(®)<coo za sve 4 i sve X .

Dokaz: Ako Kk /(g9) <©o= , znali da postoji L9] aa je
2ilg) ek (9, L97)<coe . Neka je < J L , za neko jz Z.
Neka je izabran niz o = 20<2,< <240 < Ypus, €=-2,0, 1
Tada .
Kice () & Koo gl Xy240- 1 2jye, Joigeer ) =

J40-1 2cre Y
= T S ClR By, kti-)AF +5€CH, Yyyy drEIF +

Y 2w 24
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o JedL L | ‘ A.
> S;,z COX Jugs k4 VAFCT) <02, 4. Eigto) K0T) [ Kiy () < oo

g L

§to znadi-da za svako , Kjyl(x) <o° ./

Ako Kk (Ej)z.oo » 0 postoji niz VY, , Y, ... Foo
takav da }_H_J (d;) >0 , g S , jer |
. Yot rs
- . . Z. D -
Kiry /VJ) - "‘c‘ (%/:h‘-u; ) = gf,y ccx, y«)fk-l—.l/.lf‘k‘f"/a/p DG D
kao ostatak konvergentnog reda.

Ako je (¢ x,y,c’) neopadajuda po ~ , Lo

£3) KCY) £ Kiyprly) -

Lema 4. Neka vazi (6’3) . Ako za neko Jo , k[ Yo)coo
to EkEj(y) D0 5 Y Boo o |

. it .
Dokagz; Neka je 4 dovoljno veliko da je J S C X, Yooy, E4C)-
LdFce) £ & - Tada je Korj(4;)¢ & - Neka je 1, € ¢
i specijalno ¥, €< Jun W24 . Tada je k“lz)-ékg+h(2}£
Ju+tr ‘ o0 Tty
Z 5 CC2C, Yunrs M+ ) Fex) + gm S’yk CEOXy Jige i? 6 ) ol 1) <

V)
Z 5:1/('“ ClXt Sueps , b #-E )Q’F(’:C) < E’

[C..':J

tj. za svako Y¢>o , postoji 3'.'!./ s takvo da za X2 Yy, ,
k. (x2) &8 5, ti. Kj(e) Do, X ->eo , uniformno po 6.5[0-/

Ova Lema daje mogudénost aproksimacije &£,() R o,xd.v.

Razmotrimo posebno sludaj CCXC,Y,<¢) = C(P14%)s C-¢
Tada je

K'l[f:'f/Lﬁj) Z S [C I‘}j,‘ﬂ)vﬁ(’/{c-#/)ydﬁ/t)-

Ye
§ “Lecxe, :n?+ CJD/FKZ’7 *+ Z 5 [ffz”/ b oy 7* CCete) =
‘ et

§ ; “ec voygd Fre) + CLR 1) -FC] 4 Kzoc jE,,,dF 4

h

-—
-——
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;= 5 [€C3; Gups) + ccurn]dFE) = S 2ec 2, v, Jolpre) +

k=0

P CL-E0TH ¥al sy, 9y Y= Py, Y04 gl Ye, . /

Fa

odekle je z-a k,,/:f) k(%) , definisano u (L1),
P4) )/y)= cudt Tey z) rlete)],
yeRee oo

tj. radunanje Vf 9)  se uprosédava u odnosu na predhodni slu-
caj.
Prema Lemi 4. K/y)Ho , Y -0 . Medjutim

r=o

> Sgul[ccr, Yiess) # CCEA1)TOIF 2 26> 5 “CretnolF -

- C 2 Li-F(xe)] > C’Z7~Frw]

- pa se moZe uzeti

£s) K(y) = cL1-F¢]]  J dovoljno veliko. ]

Ako je [  apsolutno neprekidna, to za niz optimalnih
provjera vaXe formule iste kao u (26) i (?7) =zavisno od
C  pri demu je Yo+=gJ , k=o0,1,2,--- a Y, je potrebno
odrediti na drugi nadin. ' |

Razmotrimo joé‘odnos k,’/:f;f) i kEcly) .

Lema 5. Neka K Mtz ts € Sors, Tutz,~ )2 E M, '7u+.z,bt+(') -

oL 1-F(3us:0)T . .
z& sve Wz Wy 2o . Tada /&W kl'/':fzf) € k1Y),
L D oe | ¢

Dokazs Neka je Y,, Yo --- proizvoljan plan. Tada

k’f{:?/ \-14/---/3ul\ju+.lr"} = kl'_/‘éflb'u"‘/ :7!4/.7:4-/.1)7‘

+ l“uﬂ-}i (Yo, Jur2r--- ) =~ CCYurs, Yurs, wtc)L7- F Yurs )] 7
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Col 1 E9T0, Yuss) 2K A L9T) - s 530 Kl ) Gups )€ 808, 297)-
eka je za £ >0 ., T'y] takav plan da je K;/y,Lly7)%

L ki(y)+E . Tada je 1.0, Yupi ) L&Y, 297)% kily)+¢,

odakle je Liva Ky, ¢) 2 Livw K0S Yurs) £ ECD4E S
£ Dom n-52e

Avn Kily,€) £ kely) .
TR K ) ___j
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III Inspekcija sa obnavljanjem

: : " III 1. Uvod

2\
1l . Progirimo na$ model tako da se proces ne prekida

otkrivanjem otkaza, ved se ukljuluje novi uredjaj koji se
posmatra na ostatku vremena, i tako redom dok se ne dosti-

gne momenat T . Prema tome, za datu sl.v. X i sva-
ko % definiSe se sl.v. Y/X/ & koja predstavlija mome-
nat otkrivanja otkaza X , sa osobinama

l(/l’) Xe VX&) <€, 2.. X<¥€ , YX,E)=7¢ , 22 X'E"'_‘LC-'

Time problem svodimo na procese izudavane u I 2.2.
Ovdje Z/(+) predstavlije duZinu 4 -te kontrole, {¢, ¢)
du¥inu reda 2 -tog uredjaja, MIF,7E) Dbroj obnavijanja
| uredjaja do momenta Z .. o
Neka je, kao i uw IT Ll.l., O¢CK:Ye€)s CIX Y Fe)

. gubitak od posmatranja X  na intervelu 71&,47 , po pla-—
nu Y .Tada za niz X,,Xz;--- duZina rada uredjaja,niz

predstavlja niz gubitaka respektivno na intervalima [2, 277,
(2,5 ,21+227]1 ,... Ukupni broj obnavlijanja je /M, €) a

ukupni gubitak je

ML) +2
(2) CCVt) = 25 C(Xi, 27,C— Sea ) =
=1

r =1 i =t

ce ' ¢
—_ Z (—'(Xl.l 26.,-{_S;-J) , Si = = -aj , 5o=0.

Neka je
(3)  K(yz)=kyt&)= ECYT), &)= ECCXsy20,%)-
Bide

o .
KVQ):E é G{X[,%(./f“ S(‘._t) =
: o =1 . . .



45~

9.

3

3 ' A ) - ~ =
= BEC(Y20¢) # £ E[ CCXey) @iy T(_" Sy 2122 /

= /.‘)y/t‘") + &= ky/&i -24) ’ -fﬂ

€ . "y,
(4) Kyl) = Ay )+ §C kylt-u) & Grué) .
Ako gstavimo - |
— . . -
(57 e {Y,+) =_Z_(’/x4-, 2,,0-Sc2 ), Ky &)= E Y4,
pide

: -y ,
:ii;) )?z: éy}""é’-) :4};{{:)1”" S‘() i)-fy /Z{’Lf/’cg/éig‘/uz 1&} .
Uviek je Ky&) A Kylt) ;4 oo .
Metodom glic¢nim onom u I 2.1. se dobija da je
) €y, it { & peay &)
(/:f") ..’(\/{'f“)’:dy/f)?" 50 /.5‘//?’““01)5’._\/54/ ’

- £ g
@) ege) =2, &)+ , AL S 6t ]

Neka CCX, ¢/ &) = CCK, ’C{) oznadava gubitak od rada -
uredaja na [ 0;€7 koji se kontroliSe samo u tadki ¢

X< € .Neka je C(Z.,%) +taj gubitak za X2 <€ .Predpo-
stavimo da Jje _
(//9) C(/\,/f) = A/'ZI(?) P 2 & sve yé ’éf/ {_éfo /o ((Xl c;/)-;_-o,

tj., uniformno ogranicéeno.
Neka Je

J
19) Clv€)s SCCX;, 2,,¢Scn) # COX sy E=S37)

=7
1) Kily,¢) = £ Cjly2) , £&) = Fecx,, &)
Tacda je

(42 Koly,£)= Kolé)=LE)
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L : . '
(130 s V) = Ay le) + §, kd'/y,f—'m)d¢/u/f)=

= Ayle)+ j'é/_]y/;-g,,)o{[zg ey, ¢)] 4+ S, Z/:‘ wlof 6,0k, 8) .

s\ =1

Heka je

H4) < L) = At Y, <) i/(/z‘)sf';ﬂ“’kfxz‘)-
: S JCJ ‘

£to predstavlja minimalne gubitke sa najvide -J obnav-
ljanja, a drugo uppite.

Po predpostavei (9) , E CC XJ;LJ/{"gJ.) =

RN, P
- EC-Tioc 4-5;4+ £0- T{o=t-S;§cLtea)Ploct-sy>B . 4>,

pa
@) Y)Y, E) A
o () 2 kal€) > oo 2 fepl(€) D e,

‘Weka CC(X,Y,€z2c , €20 ,C(X€)2c 5, E>0
gto praktidmo znaldi da svako mnovo ukljudlivanje kosSta bar

N

3 .
2 je K (Y. ¥)> >C[l1+ %: Cplé, 807 | i

Ted
K(Y4)y>2celar+ A/f,L,J )

Problematika nalazenja optimalnog plana u smislu
(74) za Q<< nije na¥ cilj, pa se time nedemo dalje
baviti.Tome bjlée morala pokloniti posebna paiznja.

2. UveSéemo plan kontrole, koji se najcesSée kori-
sti.Neka je S:&) niz mjerljivih funkeija, (=%2,--- , 20
O=Sf)eS &)< 5 £, SE)DE (992, 5:00) =0 xo 3e
za neko ¢ i neko To , S;{(%)="% , 50 se moZe uze-

ti Spelbo)=€o s E=1,2,--- -DefiniSimo

-

L";tlfc/) y(}’»//‘é) Z S (/ 5#,1(-/”*}(4&&’)}#{771(// 1

=/
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. ’ . Lo -
3. SL.&) $.64) ,... su uzastopni momenti kontrole,

a VWX,&) je onaj prvi u kome se otkriva otkaz.Tada je
| s [ ECS-&) Se@) £ 2 2 Sepu ()
iz Drae) =4 ’

yd

Z 7 ; 2> -

——

Odatle je, na pr., u skladu sa I(33

Hewpl24) = ZH (2,4~ 5,,_5’))[F/f. &) ~FlSeat))] +[1-FCE],

=

[l ) N
GHE) =B Wy )= 3 SulO] B 5 00 ~F( e €))] +€ L=
=7 .

I}Icwakvoj situaciji ima smasla uvesti proces
o

(18)  N(X#)= g: KT{Sea@ e XecS &)} +

FAUWO ekt Spl)et, Kroy T X2t § £ eo,

sto predstavlija broj irvedenih provjera, racunajuci i onu
u tadki ¥ .
Analogno sa procesima u I 2.1, uvvedimo proces
~ 4 LY = v oL e S e A T N B I
(f/f &/ i’ &"/7 = A Kay "ﬂ"'/} i /{/{".‘#(-L / =, A/ S Ly (A P N
. 13 P TR S NP R N s g
za .funkciju /*{,:- TRl TR PPN SV e vere date
- ;" ”~ — 3 —— P 1
formule kao &{ 33} , I{3&/ , T (38) , T{(4¥4) , I &),
L)
. - - P . j Lo
cdje we umjesto HalZ, ) = {'S/*?‘/ =/ stavlja /"/,; (2,&) =
Pl (&)< @),
ITT 2. Specijalne funkceiie gubiteka
1, Za planove oblika ///5_,) za dato T , defi-

ifemo usjedeni plan reda 4 , kao onaj plan kod koga se
izvodi najvise 4 provjera ukupno, na JT0€7 .Posto-
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je dvije mogudénogti. I1li plan S  dopulta 4 prov]jexra
najvise, ili provjere prekidamo kada ih se navrsi 4 -

-radunaiuéi i omu u tadki “ .

Oznadimo sa V/2,¢,8) » Yy/2,4,5) , 2<< , gu-

‘Pbitke na intervalu L[2,<7 ako sisgtem polinje sa radom u
J

2 , poplanu § , / § usjedenom na - /. Po defi-

&

niciji je V/2,%4,3)= Wy £-2,5) o Neka je

19 WLTE,S)= T47< X4 V0€,5) [ $,&)=T4>T,
(20) KTt S)=FULT,45) |, k(7 ¢,5) = EUNCT#,5) .

U opStem sludaju eksplicitni izraz nije jednosta-
van /o ‘tome de biti vide rijedi u glavi IV/, a sada i ni-
je potreban. Ako za VYI(X,¢) prinhvatimo £76/) a CLx,V,%)=

2 COX, S l€),2) | SearlS L X < $@) bide

!

o S
(08, 5@ AFR) # €€ [ 1-FCE)T

——

1 Swos ()
N=snief kel Sty .
U sludaju Cl€,€,e=) == i [1-F(€)] >0 jasno
. je da beckonadni planovi nemaju smisla jer daju beskonad-

ni gubitak.
Neka je

(22) .if{?’}z’“):/ils/\z‘l‘k(?“,é,S),as.T& T &

kAT, 4) = /&L«./'ils’f('(?}f‘[s)/os.rz.'?,,g__f.
: S,1€3°s ( '

Teda je £
(23) Kk, (T¢)= §,c0e%,

OETS4, Kk (Tj¢E) =0 ,€=0.

L)l Fte) £ cléd, 1)I-FOT €30
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4) ;\7\/—“) > ENT )2 L(fl(rl'l‘) (7€)
> /u:/‘:'i Cltré,n) [ 1-F(&)] .

W

Lema 1. TNeka je CLXC,y,k)>ClxY,2) i
(¢, Y9, 2)- €L, d+€.2){ < S¢g) , uniformno po R <L Ao,

Yo, J(€7-90, ¢ 50 . Tada
5) k[T, 4, 5) 2 Admr k(7,4 S).

D, -

£-> o=
>kaz: Neka je 2 momenat kontrole u kome je ukljuclen
cedjaj 3iji je ili rad ili otkaz konstatovan u "= Z —vom
omentu kontrole Xu-r » 32 Xy <€ - Heka su  Xus Xoare,---
omenti kon¥role po planu S , za& sluca] da uredjaj koji
2di uw momentu Xy-1 , ne otkazuje. Neka je duzina

zda uredjaja ukljudenog u momentu 2 . Neka je 4—2=«,
c=Xé-2, v ... . Neka je X duZina rada ure-
1a3a ukljucenog u momentu Xuy-+ , ako je tu msteden ot-

27. Tada je

[ {0t S)~VulOt,S) = (V-Vu)T$3 «Juu§ # (V-Vu) TEY 2 Vi

|1

=T VOt — K (S = Vel O£ - Xum, S)]I4 Ve Yuay+
+ T~ v.’H’Z TiYeeYeyuly + T4Yruly] -

(..-K"

Ako su ¢z, ¥z ,... momentl kontrole uredjaja X
a LO,¢=Xunal , bide
o0
V{(Ql% 5/ "Vu(p'#/ S>>/ I{ Vé)/,,ujéi [C(X/c(, 7) C(X C!"/\Lz—.l/¢)_j

(bim = X244 + S [ery,y, 1)-@(3/,1@?,7)71{‘/('5/4%;1;,

£ <u-2

V001 €-Xusy $) > 21 CCX, 20, ()T 140u % X<

bog ,

osobine C(X,{g, )>,(‘<’X 'C,',_/z_) . Na sl.nadin je i

e
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zo drugil sabirak.
HgzY = o . 4 ) . : =
Kako je ¢, & &= K-z <& za V. d.v. i
Va4 Ao .e,'w‘ Vd A '.; - ,'7"':»”’
POOX T, 4) - COXKyp E-Kyery 9) ] =0 CES
TP VRN 'Y PN s = ; P,
CCS To 2] —COY -2 ,43 ] wt g </ to
V-—-v.‘}__,—?(f\ JUE ~ 3 o I
W Ll ) 23, 73 devVe 5 Tj. V= Vau+L,,

gdje LBu=0©0 , nN-o>oe , S.s. 1 B ogranideno. Prema

Lebegovo] teoremi,iz &E V2 EV, +& B siijedi
) = 2 . . . .
2V > L BV, + Lirnu 828, = v 2, .
U~ = LA~ ouw R s

Posledica Ieme 1.

2o PR
<(7,e) = Ainm (T E) .
D ee —_—

Lema 2, Neka je CCX/Y¥:11) neopadajuéa po k , i

uniformno neprekidna po X i Y u smiglu:
| CCx 48,9+ 4 k) —CCx, Y, )| £ dCE L) Do, £,6>0
uniformno po X , ¥ i kO,
Tada su funkcije kK LT¢) i E(Ti¢) neprekidne
po &>T .
Dokaz: Neka je S proizvoljan plan na L[0:¥] . Neka je

st plan na [o0,¢+§] koji na [o,%) postupa kao S .

u tadki ¢ ne vrdi provjeru a na [, ¢+£7  vrii provje-
ru samo u TC+E . Neka je 2 momenat u kome je ukljuden
uredja] zatelen u momentu ¢ , bilo u radu, bilo u otkazu.
Ako sa VY oznadimo njegovu dufinu rada, bide

VIOt+e,S ) =VG€S) = T3 Yel-24[CCY, ¢+6-23, k) -
—CCY £-2,) ]+ Ti4-24 Ve £+ -2 Y [COY, #+E-2 ) - CL€-2,¢-2, ke ]+

i pU-2aa

LT3y 3 €es5-gGfCrH+E-2 448 2,k ) ~Cl~2y#-3, k5] £J¢5,0)

.-
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cdakle je 3{/77%+£)g4ﬁ<(r,f+g,s') < kirné,5) +dE,E)
za sveki S , pa je i KOV, E+E£)& (&) +JCEE) -

Neka je, sada, S proizvoljni plan na [ g¥+e7,
i S' plan na Io,¢7 koji na Z@¥) postupa kao S
2 u tadki ¢ ima zadnju provjeru. Neka su tadke zft*:t’,,g){_‘/'

Xz g--- momenti provjere na [£,44# €] po S5 u glu-
aju da uredjaj koji radi u < ne otkazuje. Tada Je

VIO 2+E,8) —Vl0<, 8 ) = T4 Vedt-25 L0y, ka2, k)4
+ V{0 +5- X1,5) = C(Y,#-2 3]+ L5222 Y2 ) 240, Kgm2,8)4

FVIO 1t 4 §—Xg,5)~Cl€—-2,4~ 2,1) ]+
+ {%Ir“\’i e Ve X =24 T Y, Xy -2 k2] 4
* VO Lt E - Xy S ) ~ CLE=2,4-21E)]+

+ DAYy E+s-[elbt5-2,¢+5-2,4 )~ CCEE  £-2,)7]2
2 TAYV2t-2Y [ CCY, Kg-20,k) €LY, 42,6 )T+
-+ Z nyz"—'? $=y<}([-1_z_“-2}[6[\/{ )((:fl"g';c’ﬂ)-C/ "'2/{'"2‘2,k:)74

b T LY tsg-2y[ Clt+6-2,4+45-2,)-CLE~2,4-3 )] 2

pa je k(T €)=K(T%, S')_ék[i“,f_;?ls)_;.j({,{) za sveki S,
odakle je XT,€¢) = k(?} €+E) +JCE,£) , 1 ukupno’

| KCTy¢) — leCTs ¢ 2g) | £drs, &) e, §oo.

Dokaz za K (T ¢) je istog tipa a prostiji je.}

Posledica Leme 2. o
e (7, 2) = K(T, %) ~, uniformmo po ¥ na

konadédnim intervalima, ,
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2. Ragmotrimo funkciju C(X0, Y¥,&)= (X 3/;/:,(;{ .
Neke je plan S takav da je J<71= S,&<4 ,i Xz
‘prvi‘uredjaj koji se ukljuluje. Tada je

‘U CT1€8) s TAT <Ky < Ty [ 60 1y) 4t V001770 SO ] # T iy K5 &7 Y€y ST

f-" . . ! '-.f,-.. ':;’
& izmijenjeni S utoliko da je Sé(r)—35¢;<a),

.gdje Je
u &, =17, , tj. u 7, se mne predvidja provjera.

Odatle je
. 72 . .
:{(Tl'ﬁll.‘.\l): gr 0(%,?7}&/}_[4{1f.‘// ,,,,,,, )/%

+I{F(Tq) F(T)]k(o,#/w.,) f"(’ ¥, 8") =
« AT, T4 ) + ATTRIE -T2, 55 + k(73,£9S') , 08 T 71,

Kako dio plana na L0,¢=7+7 ne zavisi od dijela

plana na [74,2] 1o je
ke (T7 &) = ML § Kol d), gt LALT Ta) 4

T TH<?

w BITiTA) (G € =T1) w77, 70T

Ako definigemo
(26)  k;(0,0) = kilért) = K(0,0) =lele, ¢ )=0 | MTIE)=F 7€)
bide '

(z23) I‘cn(?’}—c‘)*‘ /quLIAITu)—;Bfru)k /ﬂf——-qj IR INE
Tl &f

(28) KT, 4) = Audt [aLT; q)+8{77a).\m“ w) 4kttt €77,
<tz

e

Koristedi jednadine 22/ ,QQJV mo Z emo odrediti
optimalni plan na 7,47 , ©£7<-€ . |

Pomavljajuli potpuno dokaz Leme II 2.3., gdje samo
umj esto X treba staviti X, , umjesto Y7 - 5

i umjesto Y 1 d,, T i T4 dobijamo da je
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————y

Q9 Qﬂw I(T+€,¢) k(7 ¢) ,aw k(T§,¢) 2 kcT)¢)
=2 O
| Ako se predpostavi da je C€(2€,2.,Kk) opadajuda po
a k , na isti nadin kao u Lemi II 2.4. /a/ se dobija

(30) KI(T-g, L)sktTid) ¢ Bwakl{r-s,¢)2nt)

£ o
Medjutim, rezultat analogan onome iz Leme IT32,5,

ne dobija se na isti nadin, pa cemo dokazati:

Lema 3. Neka je FI{X’ neprekidna funkcija i
u sludaju e, Y.k)= CCC Y )+ , Ccx)3) ogranilena po
&Y na konacnim intervalima. Tada je
Lina KIT+E ,£)2 k(T &) .
(31) €50 ‘ i
Doka.z: Neka T+€<&Tq . Tada je

UCT, & S) =TT XqeTwe §[C(Xa, Te)+ V(OE -T2, S)J+UCTH+E, €, 8) "

k(‘m%,s) STFITHE) ~F(T)ILC + Kk (0, 4= Ty S)]+ K(T+ &%, 5)

odakle je,kao u (k3)

S
[N

: . 4y - [ s
T ) & fud ) AL KTt S ) FLETE )~ FCTILC+ i iy
: KOT & T S

g posto dio plana na [7+Z,-4) mne zavisi od dijela nlena na
| £o;2-Ta] . Xako je 1 /o, ¢-7¢) ogranifeno po  74% o

to je  KITit) £ K(Tw+¢E Vi'{)ﬁ‘[‘"/ 4C)-F7]D , D kxonstan-

ta. Odatle izliazi &4/

| S1i¥ni dokazi vaZe i ze funkcije K (7;4)
Prema tome ako C{Xy¥,k) zadovoljava us love Leme 3.

slijedi da je K(T;%¢) neprekidna po o5 /<% .
Teorema 1. Neka je CGT,g;&)= (2 2ir k-4
Neka je (/X% ¢) neprekidna po 4 uniformno po X , 1

neka vazZe uslovi Leme 3, Tada postoji optimalni plan g%

za koji je ke7% 8%) = kK(T,¢) .

[P
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Doksz: Ako je F(7)=1 , to je &(Z7¥)=0O , pa je plan
proizvoljan. Neka je zato F(7) <4 .PosSto je
7. .
CATT) = S;—i&'a'&ﬁ)dP{;@) o L1707 TET < ¢
kal(Tt) = S [eco, ¢ )+ LJ]olF +[c(fn¢)*£_7['/_;F/t‘/7
o je

;&w LRLTIT) +BLTT3) Kkto, ¢- r,)+1<z7,,z<)7 /&'w FCTy 7, € =
1 ’) s > 7

G L1-Fcr)T + K(T,é) > k7, 4),

7’&;’“ KUT, T1.:4) = ALT; ¢- )+8[77 )I</0+o)+k/f~@/é)
4

k(-0 €) s § LCOE )+ 8T[1-FE)], & L1-FLE)I+ kelé-u £
odakle je jlt-0 )= Lelé€)+4TL1-HE)]T.
Na glidan nadin K{O#F0) = AW { Lt CC+0,+0), 4+ kito o)y
[K(+0,+0) = MAAW § e+ +0) 4+, b+ klto 101} odakle je
KL +0,#0) =~ Cl40,#+0)+ k(o +0)~ kel t0,+0)~ Cotot-0) +4.

Tada je

;&W k(T Tat)= SF cte €0l Fe)vt T1—-F0 )7+
1= [

+LF(E)-HTIIL et49,+0) +c~7+ Tt eté e A-FOT > E1C7;¢),

Ako je kc7;{-/= kq¢(7;%) , optimalni plan je
SH)=% , Neka je K(Ti€)< k, (77 €) . Zbog neprekidnosti
fumccn.,ja KT &) po 77 1 po 4 , postoji 7y , T<71<%,

, da je

I&C7-f) fﬂ7773)+13(7}77)k701 —7?)+A17?(¥)~

= Z LACT o T3 )+ BT Ty WAOAETymee =~ Ti )T # LT €), Tox T,

sve dok je k(T(/’f)‘-kyflu'é) |
Kako je 2#}[7,,,7)7 Z—&[‘I-F(?",_,_ﬂ {»5[:7-/‘:/71)]1:0 je

1=t

KCT€)% (L]7- F(T;.,_)],



T Ako je FE(¢)<d4 , to postoji 4 da je K(734)=

= !<4[7}','<‘f‘/ , jJer u suprotnom (:&[7"/C/}?‘__1)7—)oo , $to nije
ﬁogﬁée. ﬁa isti nadin se rasta#ljaju svi (D1 4-Tg—-- =T, ’
f\i dobijaju konadni djelovi plana.
Neka je Fr€¢)=4 . Tada su moguda, u principu, tri
sludajas:
1/ Ako Tr—> £ , to K (T, £) D k(f-0,¢)=

[ele e)+ &]-Fie))=0, Sime se dobija odgovarajuéi dio plana.

2/ Ako Te - fo = .é ® F/fo ) < 1 ’ to
(8L 4-F(770] > +0e  , 8to nije moguce. ’
3/ Ostaje sludaj T; = %o <z £ s Fllo)=ad o

Tada KTy, ) DKlte, €) = O , 3to opet daje dio opti-

malnog plana.

Isto zakljudivanje se primjenjuje na (©1t=Tq---=T71).

Prema tome postoji optimalni plan koji se moZe dobi-
ti opisanim postupkom. Za sludaj K/{(7Tit/) je dokaz jos
jednostavniji.| '

Za izradunavanje se korigti opisani metod, preko
K¢ Ti$) ili preko K(7i4? . za izradunavanje K(T7)
e’ potrebno imati ved izradunate k(O 0 , e , i
podetnu vrijednost za Ikt () , T<u<€ . Na osnovu to-
ga se postepeno raduna za 7  opadajude i dobija klw, =)
$to daje moguénost radunanja za vede ¥ 1 sve v T<¥
Podetna vrijednost je KT &)= kyel73¢) za T— ¢ d.m.

3. U sludéaju beskonalnog intervala vremena, kao
kriterijum optimalnosti se moZe uzeti

. <y &) >
(30) L 2= -k

Ovdje je od znadaja velidina Ay &)=ECCX1,27,€7 .
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Lema 4. Neka je Ay &) ogranidena po %K~
postoji ,(xm Ay (&) =Ayloe ) ¢ oo . Neka postoji

> 1

é"‘;ﬁ.ﬁ“ Uy (£) =y (o0) < oo / Oy te) =& 2,4 /. Tada

" - Ky &) Ay (00)

. W v -_— -—:—-{.——-—_—. — l:"‘ -~ o o N i P 5

: £-D oo & Vo7 oo Ky /uporedi sa Llic)/
: .

1 ¢

' Dokaz: Na : X . T

— esnovu Jedna“l;er (%) e 4, ) 5,9 ,J\ //——q)

d&(qéé) < k,,[A) Ay (£)+ 5ty (& Ul b-tu,t) # f Ay (Eta) & ELlerd) .

Neka je za €350 , 7 d.v. da je za €= 7~

)4)/[1‘—)-/.7)/(00)]4{ . Tada

~ 7
,Zuw& kyéﬁ)> ’&Wfdy(oo)-fj atmt iy -——'-—-'—‘-Ay/w) ¢

-6‘900 < & oo 1= Uy/oeo) /

ky &) ., Ayle)
. .

—————

za svaki §£>0 ', prema Lemi I 2.4. i /("“"“

Do Oy (o)
Neka je AHyre) =l . Tada
Lon K ér)< Lionon § Doyt 167 TEELETED | a(é,f/—a/zt—n{/j .
€= 0* 4 =) o : ¢ ' “

= DaorsgTlime JLELETED o oy SEEILHETE) | Ayloo)tg
€oe €7 & oy 7 o)

za svako £>¢ , pa je i /&w Ky ("L)s 2yle=) |
Neka za sludaj kontrole u obliku plana S; (-(-)
SHE)TS 1t Do, Soder, fdoe - Neka
0
=3 S lFCse) —F(Sk-2)] < 0= N

4

Oyle) = 5 S FCS1)= F5ieuC))] +tI-FCI]=> Uy,
oa Sie (&)
hko je 4y,&)= 27§ o(x, sk&),k)o/i-‘(z)v’ffz‘ré ullt-RET>
o Tk.-LGé)
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< Iy £
> Aloe) = 2 S €08 Su1e)olE T 5 paga
. ¥4

we Sk {
Kyt | ,.S Ss,c,,‘ CCI, S k) FLx)

-+ o e .
S Sie [F(Si) - Fese )]

{

‘> oo .

(33)

Interesuje nas onaj plan Sk 2za koji se postiZe
A u (33). NalaZenje tog <ui se svodi na odredji-
vanje broja K  za koji je D)= 4‘{7«/’1'”‘[/.&/9') ~L W (00)] =

=o, LeR , ili specig‘oalno za (33,
v LA - S
DiL) = (b 2 S S rece, sk k)~ Sy J0lE ) .

el

0 nekim‘detaljima se moZe vidjeti u [ 8PJ.
gdje se obradjuje jednostawvniji vid funkcije CCo¢, y,/k).
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IV Opsti pristup pfeventivi i
inspekeciji

IV 1. Preventivne zamjene

P

1. Cilj preventivnih zamjena je da se predupredi
otkaz uredjaja. To znali d= dopusStamo zamjenu uredjaja ko-
ji jo§ radi, ali je"starq rema tome, poznato nam Je stanje
'ﬁredjaja u svakom momentu, pa ili vrsimo zamjenu uredjaja
koji jos rgdi ili momentalno zamjenjujemo uredjaj koji ot-
ka¥e, sve do nekog momenta ¢ .

; Posmatrajmo interval [o,f] . Heka je

() O SCX¢)e € P SCX,0)= 0O
Momenat planiraene zamjene za uredjaj X . Taga je momenat

stvarne zamjene

() 0 = V(X€) = amand X, SCX 4Dy €4

§to je, istovremeno,i ukupna duZina rada uredjaja X . Tada
su

(3)  R10£1= VCXyt) | Bres (€)= VNong Em2q=2mBe) O=ter

uzastopne dufine rada uredjaja Xa: Xz,--
Tada se na procese definisane u (1) , (o) , (3)

moZe prdmijeniti ditavae teorija razradjena u I 2.1l., pri
demu ovdje dolazi do izrazaja slucaj kad ne mora biti d/2,¢)c
< oo s 2 L€ .
! Ako uvedemo proces
((/) S.&) = SCket) S(:-hl.[é): SCXppa, =247 "2) 2,0

A

Sto predstavlja momente planirane zamjene X[+1‘ -VOog ure-
djaja, takodje se sva teorija iz I 2.1, moZe primijeniti.
Neka C(XJSJ") ’ -é>/0 ’ C(X(Sl0) =00 , pred-
stavlja gubitak od preventive po S , z& sl.v. X na
Co-t] .Tada je ukupni gubitak
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o | |

57 COSiel= 2 ClXpySe€-2g=mm o)
~Neka je |

&) Ks(&)= ECCs, <€)

Za funkciju Ks&) va¥e formule kao i za Ky &/
definisane w IIT 1.1., na pr. III (%) , III (&) - (&)
1

«

?

[ty

i pod uslovom da je &(&HE) < oo , pri emu se, naravno
umiesto Aft) uzima C&?=ECLXa,57,¢).

D
04 interesa su nam oni S za koje je = 2o é)=%
S.5. 1 IKks&I)<eoe ,Tada je, bez obzira na G&G.C2,%)

(?) K &)= Cc &)+ ,‘Z, yfcs(é—a)a./&‘-/u,-é) <ees ¢

(&) Ks (€)= C50¢) +ka5 te-e)ol s tar¥) | BsturtI=Pra(&eu),
S obzirom na definiciju (2» i (3) , vaZi

Q) ECR ) B HZ)
Specijalni sludaj, koji se obicno izucava, Je

(49) SCX €) =Ste) |, YX, ) = i X, SCA)§

“1) COXpSi€) = CaT{Xes@)s+C: TIX2SR) , S@I2f [ C1>Ca .

U skladu sa tim ge mogu uprostiti odgovarajule ras-

podjele, jer Je o
“2) &G (r,e)= FRIT{2<S@) + T4 2>86)5 -

2. Model provjera se moZe uopstiti pomodu nize
Sunieiia S XY, S0€Dp . Time jednaline ca procese
;€)= (MR {7, S X E=Rg= - = 200Y  postaju komplikovanije,
ali nam to 1 nije cilj]. |

Za plan S : I =SCX€) 5, =021+ definiSemo

Al

.~ . 1 ! -
usjedeni na 7 plan 3 : S¢ s t=12--+ kod koga
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’ ~ _' ‘.__/ t__. * .
je S¢ = S, (540209 S‘(X,x}—q,(-.!-/-l,.l*a,... >, Sto znadi

da ge planira najvise <4 preventiva,
Weka je sada £(X,S.,, ¢) gubitak vezan za preventi-

, v X , po planu S, na € .
Definisimo i

(’?3) J("(‘} *MW {X1/ SJ(K?/f)}
;
200y (€)= WA S Yirdy Sevs (x,,u, £- 2, -.---2,- )§

Dalje neka je
l<3(f SJISJ+-£] )= E 2 C(X(lg,/*.(..,‘, <~ 21 """2 )
ECCX'r,SJ:'(‘)""EZ ClXe) Syrém :{‘9 - “'2 -2 )=

CECexesit) +E[EZCIZ T

s Clelr Bk (€=23 1S 51 Sr20-)

t].
‘. |
(74) I J0E; Sy Sypages ) SCrCE)+ E Ky (=20 [ Sypes Sirar=)
(1 5) Cjle) = BECCxq, S5, ¢)
Ako stavimo .
(16) kjl€)= At Ky, SiiSimer)
SJ) Srages

bicde

K5 (€)= cwz‘ [c;@)+ iud Elkgy, (¢- 2,,5‘,,4, 9] =

53 éo" SJMI"'
@ = /Zu./'il‘l. Ca«'?'f‘ K.H-.L("l 2«:"’,7/
Sy €0y

o]

O
€
ct

O

J ]
;i) i B, =zavise od S'J' , a £ je po —2;’ .Treba
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joS pokazati da je AwStEy = Edwf Ky JUkratko: neka
Je &E>o0 .Tada za svako Y = g;" postoji plan 337 :

S;‘Jn ’ Sﬁw yee. da je K lE-Y9;89) &k, (6-9)4¢,

Definifimo novi plan S : Sove see. tako da je Syl uls
- U
= Sd‘-,u. (X 1), SJ'*M[X: v)= Sppe (%0, Ugt-u, le=213,,%). ako Je

do prve zamjene doslo u tadki Y «&F#-u , na ostatku vre-

mena postupamo po planu SI . Tada Ky, /f—&,‘5)=
o Kpurlt—9i$7) & by, (€~ )4 pa je i
E Ky (- 9:3) & E Eyyy (- ‘:1/:_{_-_1
Ako su svi Dy = b , tj. avi Sy su istog tipa,
zn.aéi da Kt = k(<€) -ne zavisi od q‘ s Pa je
Ge) ki) = g“*;f [Cs&) + Eie-3,0T =
&

<
ol [ECxyS,€)+ S, kte—u)ol G5 ttré)] .
S&D '

Rezultati uw (1% i (1¥€/ su osnovni,i do njih smo

do$1li ba$ na osnovu predpostavki o uopdtenom planu: § .
ze sludaj SclX€)=S;&) e |
“e)  Qituct) sP2)@ <u) = Fu)Itus ;& +Tin>s;€))

Pa j e .o
;&
(o) ke = oot [ete)+ go i€ 3y (e-WalEru) #hesay (€S ; @1~ F(sfae»)] .
Si (¢} €0 7 .

a ako Jje | | ,
(1) CCX S ¢)=Cald Xe<$p@)} +C T Xe2 S ;@) $i@)<t]

bice i

e/
(22) c;l¢t)l=EC, S, €)=CaF!( S;¢)) '5’031[7"”:(5)'&})]2:{'8"&) <t}
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R3)  Kjte) =mmin] ewdt L & Toos kjputionstod Feu)s
0(5;@)‘6 o
St

+* [Q,Lk#i/é Se@)1l-Fespen], 5[@4 Ky (e-]ol Flu) ; S;80€ D}

jer je Kgpalo) =O© | po def.
Ako je Dq‘ =D a D ne ogranicava S"‘,‘é'-) na
neki podskup od (o0, €7 , to Je |

(24) K(€) = aind /uuf[S (Cs +kle=t))ol FCU) +

(A $ R4

+ (Car kb= 1-Fex))], 50 (Catkte-w))ol Ftu)f .

Rezultat u (24) je poznat i predstavlja standardni

rezultat u teoriji preventivnih zamjena [B PJ .

Ako se obratimo na usjelene planove, neka je

(25) ke(“—‘}se, 5€+-Ll"'>;‘,<€[{/'5€/---/ SJ') , ¢

(26) ke'f({_): /UAJf‘ /<¢(-£ S€,-s Sy ).
| Se;-05y

Na osnovu ({2) Jje jasno da
(2%) k"(-{—} = éc:_/‘(‘[ce(é)-;-é_:keu ¢-28)7 , =0, d
Se€be
m({-)- koléd+ sEkole=u)d Hew), ko(é) ECCXutrt).

Ako su D; = ) , to S¢ od £ ne zavise, pa ako
oznadimo ‘
238) kKlre) =xI-€"e)
. . €rem Ole)= ECCK4,¢ &)
('f-l-(l‘ = zd[C({‘)f‘E)< /‘é ?4)], kK°(e)= EC 17 &7
@9 RETCE] = LT | —

0d daljeg interesa je ispitivanje funkcija K4 (€, Se-,5.)
i njihovog odnosa sa k;/‘c',’fq, S24--- ) , ti. da 1i Lim k)=
. 4
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= [20&) , i slidno, postojanje optimalnog plana i njegovo
nalaZenje.Osnovne jednadine daju jedan od puteva za rjeSa-
vanje tih problema.Ovdje smo ih samo naznadili i nedemo se
udubljivati. Specijalni sjucaj S¢ = S¢ (¢) je najdesde is-~
pitivan, sa raznih prilaza.U odredjenim situacijama Jje doka-
zano da se opsti sludaj svodi na taj specijalni, tj. da se
umjesto‘sluéajnih planiranih momenata zamjena, mogu uzeti
neslucajni.

IV 2. Inspekcija sa obnavljanjem

1. Metod slican onom u 2.2. daje interesantne rez-

ultate i za probleme razmatrane u glavi III.

Neka je Y, (¢X,¢) niz sl., velilina za koje vaii
(3)0) X < yt(Xt'é} < 6 ? y(‘é D('
D¢ -takozvani skup dopustivih momenata inspekcije.Neka je,
slidno sa 1 73)

N . ‘ Vi
(34} 2:(("): }/J‘(XJ.l{) ! %(-'/"J-["‘}:' yJ‘{.(‘..J{ Yff(‘-.t, 4-2;’- e 2(') L = 1,2,..
(

Neka je CCX:¥,,¢) gubitak od inspekcije i uk-
1judivanja na [Lo¢,4] , elementa X s 1 /
(SL) CC'((-)=EC(X(}’[,%):ECfxc'/.yc',td)

Neka je

i

. ‘ > J )
(33) CJ (é/y.l',...) p= S:_'_dCfXJ.\».}.E—-,[!yj;.(-—_{/'é-zf_.”—' “.t:,:‘_‘ ) 2

R . .J‘
= CCXy Vo t) v Cops (=25, Y540, )
Odatle je za
(34) l<4.(fz.‘y.l‘1"‘ ) = £ Cj(f/' Jrp- )

(35) i (€] Yy oe 12 B €O Y €04 E R yps (6225 Viver )
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Neka je ‘
(36) K €)= Aut K0 Vs, )
. _ AR AT ‘
odakle je ’

“133) Kyte) = wALCile) + E ki €3]
) Yy

slic¢no sa (47 ; ovdje (Jj(¢) i 2," zavise od }’J' .

2. DPokazademo kako se iz opStih zakljucdaka parag-

rafa 1. mogu izvesti neki osnovni rezultati u III2.2.

Neka je
(3¢) 2ite)=3 slterrtsi (2 exesito) +4Tix2¢y

Neka je 7T < S:/\‘)<'é i

(39) Vit ¥yp--- ) = T{TeX ) Cit€; Y50+ ) .

Tada je, slidno gao u III 2.2.
VT Y ) = T{TeX;<Sierfe; » T s/ ercx} ey =
S CCXG i O TAT X <SS+ T{TSXj < SH] Chnatt-SF5 Vv )4
+ Tfsiex;hcite; )i Vom )+ TSl XL Cx;, v 4)-

"‘C(XprJ(tL)] =
= ClX; Yy #) LETEX[< S, }+T{S‘ <x;[c(xJ,VJ,(} c(x”y“{)],;

+ T{TsX < sl V,,ﬂ(o,f-.s‘” Wt ) # U (ST €9 Yiay )

! ‘ 1J
gdje Je yJ' plan u kome je 3, (¢)~ S“.“ (¢), ¢&=1:2,---

-

OCdatle je _
KTt Vi ) = BV CTIE Yy ) =

=ECCX; Yy, e) L{7Te X< Siy#ELCCks, Yj4) -eCxy Yy )] T1s] Xy

FIECS] ) = RO Ra (0 6=S1 7 Vina o) 4 Ky (30 YY) Yygens ) =
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‘ : J
= AT SiUE) + BT, . () K 30065 Y ya e )
e KJ‘ /S:(é)( f/. }’J-', yf.}_“.-.- ) -

koliko prvi i drugi sabirak zavise samo od T 4 S,',; , &
e od Y3 u cjelosti.
U tom slucaju se za
o) ky(Tie) *C‘*Jf" Kylime; -/Jl/h'--ll"’)
YR AL TR
obija

1) k) (T4) = MMV\{ kolrie), Luwdt LA, (€))e
T<sjte)et

+ BL(Tx sf(z‘))km(o,{-- sVcer) + kyes een )]},

JQ
er plan na L[ 0,%-S, (¢)] ne zavisi oa dijela plana na
)
Sy l'éj_ a KRu(Tit) = BV (T ¢;¢) ,tj. provjera se

r$i samo u tadki ¢ . Ako Ky od - ne zavisi, dobi-
a’ ‘se sllcna formula.

Ako sa Cf €} Yy ) oznadimo troZkove po plano-
ima Y; , }'H-.z‘-,.... gdje se gopusta najvise < provjera
kupno, za [<§ (T (¢) i k‘(7/¢) ,definisane slidno sa
26) i (&F) , se dobijaju odgovarajude formule.

U sludaju C(XC, 9,k)=CCX1y) +k-& je zahtjev

o A(TSi8) i B(7,5/¢¥) ne zavise od Y5 u

jelosti ispunjen. Primijetimo da,u sustini, taj zahtjev i
¢ moZze biti ispunjen, ukoliko funkcija gubitaka nema ne-

n formu slidénu sa takvom.

]
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