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UvoD

Pseudo~Bulovo programiranje je algebvarska worija
gasnovana na teoriji Bulove algebre. Pseudo-Bulovo programi-
ranje koristi se kao instrument za ispitivanje u mnogim gra-
nama matematike: u resSavanju niza problema iz teorije grafo-'
va, teorije transporta,teorije igara, algebarske teorije ko-
na¥nih automata itd. G. B, Dantzig [27], [28], [29] pokazao
Je medju prvima da veliki broj razliditih problema iz opera-
tivnih ispitivanja i druglh srodnih oblasti mogu biti prika-
zanl na jedinstven na&in, korisdenjem programirane matemati-
ke sa bivalentnim promenljivim,

Idejni inicijator za moguénost primene Bulove alge-
bre u ekonomskim problemima bio je R. Fortet, kojli je u radu
[?é] objasnio &vrstu vezu izmedju Bulove algebre i nekih kom
binatornih problema koji se pojavlijuju u operativmom ispiti-
vanju. U radu [37] pokazuje da neki znadajni probler iz eko
nomike mogu biti tretirani ovim matematidkim aparatom. Zna-
dajne rezultate u ovom praveu isto tako imaju P. Camion [?i]
1 K. Maghout [98], [09], [100] . .

U radovima [117], D26}, [322], [345] 1 ar. rumun-
skl matematidari predvodjeni Gr. C. Moisilom, koriste Bulovu
algebru i teoriju Galois-ovih polja u algebarsko]j teoriji au
tomata, 4ok u [jié] Gr. C. Moisil daje moguénost za korisdée-
nje polivalentne logike u teoriji konadnih automata.

U sluZaju pseudo-Bulovog programiranja razmatraju
se problemi minimizacije funkcije bez, 1ili sa dodatnim re-—
strikeijama (forme jednadina ili nejednadina)i pritom polaz-~
ni domen je dvodlan (ili je neka njegova Dekartova potenci -
ja). '

U ovom radu razmatraju se op3tiji problemi, - sluéda
jevi kada polazni domen ima 1 visSe nego dva elementa.

Rad se sastoji iz dv=: dela.

U prvom delu izlaZu se raznl pognatl rezultati pseu
do-Bulovog programiranja koje koristimo, i na koje se pozi -
vamo u daljem izlaganju.

U radu [?f] R. Fortet naglasava potrebu za iznala -
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Yenjem metode minimizacije pseudo~Bulovih fﬁnkcija. P, Iva-

nescu, S. Rudeanu i I. Rosenberg Eé'j] dali su jednu metodu
ninimizacije funkecije

| f: LG —_ C ,

gie je L, ={0,1}, 0 skup realnih brojeva.

U [56] i Ej?] date su metode za resSavanje Bulovih
jednadina 1 nejednalina. One su prosirenje poznatih metoda W.
E, Johnson-a [83], C. Lwenheim-a [97] 1 S. Rudeamu-a [133],
[i55], 031 - | -

- U [5ﬂ P, Ivanescu koristi rezultate R. Forteta[_}é]
P, Camiona [21] i profiruje metodu sukcesivnih eliminacija
nepoznatlh gza reSavanje Bulovih jednadina - na pseudo-Bulove
jednaZine.

i) 524] S. Presié daje opitu metodu refavanja Jed-
nadina &ijJa redenja pripadaju datom konalnom skapu.

Drugl deo sadrZi generaligzacije nekih metoda i1 neke
nove netode pseudo-~Bulovog programiranja.

Progiren je definicioni domen pseudo-Bulove funkci-
Jje na

Ilp = {0,1’000,?1} (111 Iip =°,S1,...,Sp__1}, siec)O
Drugl deo ¥ine pet glava.

Prva glava sadr?i proSireaje poznate teoreme o ka-
nonskoj disjunktivmnoj i1 o kamonskuj kinjunktivnoj normalnoj
formi ga Bulove funkcije na funkcije £ : I-pn —> S , gde je
S neprazan skup, a Lp konatan skup od p elemenata. Da -
1je, dokazuje se da se reaine funkcije £ : I.pn —» ¢  mogu
transformisati u kamonsku disjunktivnu normalnu formu.

Druga glava sadrZi jedno prodirenje metode za odre-
djivanje skupa talaka iz LI;’L , gde funkcija £ : I-Pn —_— C
ima minimum (ova metoda obradjena je u E-S] , U saradnji sa
B, Latinoviden). ’

Treéda glava sadrii neka pro#irenja metoda za refa -
vanje pseudo-Bulovih jedna¥ina 1 nejednalina kao 1 nove me-
tode.



Tako, prodirens Jjs metoda redavan e hﬁ&hﬁ G SLLa
r.$enja pripadaju datom konalnom skvpu una nejedosni o .

Presida, tj. dokazano Je da se reSavajuéa funksliz zx | s.ane-
gine lako transformife 1 na nejednadine.

Dal je, profSirena je metoda sukcesivus : S
nepoznatih za refavanje Bulovih i pseudo-Bulovik Jedousing
{S. Rudeanu i P. Ivanescu) na jedna¥ine Plxgpsiesn, ) =
gde su refenja u skupu LPn (»>2).

vefenja pripadeju skupu Lpn . Ova metoda ﬁdredjuje one vek-
vorme iz Lpn , k0ji nisu re3enja jednaine,
Prosirena je L. LSwenheimova tsorema za Bulove jedna
. Ako jJe poznato partikularne rei:nje { §.,, €¢....., €, )
‘“aéine f(x?,,..,xn) = 0, onda jJe njeno oplte reienje

= &, E‘:(p«,,».».p ) # Czlé- pr.’(p,.wupn)?’ 0], Ledeensm

sde je (919-~03Pn)ellpn . P22 .

+ %3

U getvrto) glavi dokagzance Je da se fwss provleml we
¥l lnin lgare mogu svestl na pseudo-Bulovo jioograsniranje. Ovi
cublewnl ovode se na odredjlivanje minimuma sekisn pseudo-~-Bu «

Twyll Tunmpelic i redavenje Jednadina 1 orjsdoalina u Lpn ¢

v -
x
e e

U peto] zro- 4 profiremna su tril provlema minimizaci-
ie pri realnom funiciovizanju releja sa obitnim i specijal -
=nim kortaktima o isto] ketvl releja {(problemi su postavije-
al L reZeni wd wmirasne F. lvanescuaa i 8. Rudeanua), a 8ija se
aktiviranja i Zzaktivirania vrz uw p pozicija. Dakle, pro-
Siren je proliem <¢dredjivanja najprostijeg izraza E , koji
definige funkecijia f 3 Lpnlwaa L, , 1 ispunjava tri problema
minimizacije,
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1. PSEUDO-BUIOVE FUNKCIJE

U ovom delu prikazademo metodu sa odredjivanje sku-
pa taZska u kojima pseudo-~-Bulova funkcija f ima minimum, a
koja je opisama u [55] 1 [78] i asta o& S, Buleanu-a, P.Iva-
nescu-a i1 I. Rosenberg-a.

M skupu {0 ,1} definisemo hinaruu operaciju ,noZe-~
nje" u oznaci ,-" , binarna operaciju  uniranje™ u oznaci
/7 i uparnu operaciju y,negacija® u oznaei ,-" , date ta-
belarnc {tabels 1).

] o1 Vo 1 a| O
ol o o olo 1 2|1 o
1|0 1 1)1 1

Tabela 1.

Neposredno proizlazi da Je
a\Vb=a+b- ab

a=1-2a,

gde su + , -~ 1 + obllne aritmetilke operacije.
U vezi sa bilo kojem relacijom € uvodimo sledeéun
relaciju:

)

o Y = i, ako je gzadovoljeno C(x,,X; qjsseesXy,)
UL TICTIITIL S

0, u suprotnom sluZaju,

Skup {0,1} sa operacijama L\J/" , " 1 =" Je Je-
den model Bulcve algebre; obeleZavamo ga sa L, .

Kartezijanski proizvod L,X L

> 2)(...XI::2 obeleZava~
mo sa I-g « Dakle: '



1; = {(ﬁ»az:--o.an)\ aielnz,i=1,2,...,n} .
n

Definieci]ja 1. Preslikavanje £ skupa L2
u skup realnih Brojeva C, tJ.

(2) £:5> 0

govemo pseudo-Bulova funkcija (PBF).
Poznata je sledeéa teorema.

Teorema l. Svaka PBF mo¥e biti prika.zana
polinomom sa celim koeficijentima, koji Je linearan u odnosu

na sveku promenljivu. -
Tatka (§,, €oreees gn)eI:’z1 zove se minimalna (ap-

golutno minimalna) tadka, eko je
(3) f(gly gzgooo, gn)éf(xl,xz,.o.,ﬁ)

za svako

(xloxzpooosxn)el‘g .
Problem se sastoji u odredjivanju minimalnih tadaka
u kojima pseudo-Bulova funkcija (2) ima minimum.

Na osnovu Teoreme 1., moZemo pisati
(5-1) fl (xloxzvt00’1‘1)31181(x29x30000’xn)‘.'hl(xzsIS'OOO’xn)’
gde su gy i hl pseudo-Bulove funkcije, od XysXzseeesXpe

Smenom X, = 1-x; u (3.1) nejednakost (tipa (3))
(4o1) fl (xl’x2v0009xn)$ fl( ;111290’-0’1‘))
se transformisfie u
(47.1) (11‘31)51(12913’000’13)50 )

Uvedimo funkeiju

\?1 : I'g - I'z ’

tako da
(6.1) 3 =Py EpeXeennxy) = [5,40]+ H[Sf"] :



‘gde je w, parametar iz L, .
Neka je x{ kanonska disjunktivna forma izraza
Prema tome _x{ zavisi od xz,fxs,...,xn ’ tj.‘
. + + .
(5 .1) X = xl(xZ’IS"" axn)o
Smenom (5°.1) u (3.1) dobijamo

fZ(XZ’x3"..’xn) = fi(xi'(xz,xs,.oo,xn),xszagooéptg =

(302) ) = 1.282(X3’14,ooo,xn)+h2(x3,14,ooo,ﬁ) .
Ponavljamo gornji postupak, tj.

(4.2) fz(xz,xsyooo,xn)éfz( ;2,13,0003% ) ’

gde Jje

(472) ( x2—§2.)52(13,x4,....xn)_4_0 .

Uvedimo funkeciju

. 1, 0~1
4, : 1" =1, ,
tako da
5,2) X, =‘€2(x3,x4,...,xn) =[3240]+ uz[gz = 0] ,
gde Jje u, parametar iz 1'2 .
Neka je x'é' kanonska disjunktivna forma  izraza
@zéq . Prema tome xg zavisi od 13,14,....xn,' tj.
(57.2) x5 = x¥(x,,x )
\ s 2 2 3, 4,00.,% [}
Dalje, zamenom (5°.2) u (3.2)s; dobijamo

(3.3) f3(x3,x4,...,xn) = fz(x;(xs,...,rh),x3,...,xn) =
= x3g3(x49¢'09xn)+h3(x‘4300°vxn) .

Ovaj postupak dalje ponavljamo., Drugim relima,za s-

vaki indeks iy koji zadovoljava nejednakost l1l<£i<gn-l , i-
mamo



Goir o EgOgaE o K8y Ky Xy ey )¥
+hi (xi#lg ¢ @5 ,xn>

(401) f;é??‘x""“*i"y%)éfi( riigxi_‘_lge@wﬁxn ;?

roju woZems naplsatl

(4.1 CEp s E T TRy aTygp0e e Xy)K O

i-l

Uvedlimo £ funkelin
. e 1y |
IR - I, ,
tako da

5.1) e ‘?1{"%14»1’"” aEp) = Egiéﬂ'b ui[gi ) 0—'}

gde je 1wy parawetar iz '132 .

Neks iz XI wamonska disjunktivna forws izraza

......
&

(5 .1} ¥, = z:{x X )
2 oLy SRS s P ELS CY LR R L

Zamenom (57.1) u (3.1} dobijams funkeiju

F oo - - +
I P T ML PRI C TPCPRPRYE O FE TFCRRTTIE SO
Ponavijajuéi gornji postupak, na kraju dobijamo

{B.mj £ {x ) = X8, +h, ,

gde su &, i hn konistante.

Prema tome

(4.n) £, (x )€ (X, )
114

{4°.n) {%"En)gnéo'

Relaciia 4 .n; daje =
r

(Sem) X, & L 0] + ﬁn[gn = 0"} ’

i



]

= Xn (un) ’
gde Jje uﬁ parametar iz L2 . ‘
- Zamenom (5.n) u (5.n-1) eliminisZemo X, ; produ -

¥imo postupak eliminacije. _
' Prema tome iz A *

(5.n), (5.1-1), u0, (502) , (5.1)
dobidemo | '
= Xn(un)
1 = Xuon (heuy 4)

(6) cecetesecscscnensnes

X = Xy (u ) q5e00,u)

*n

= xl(un’un-l"“'uZ’ul)
gde su uﬂ’“n-l"’“’ul parametri&;z skupa L2 .

T-e orema 2. Za svaki skup vrednosti parame-
tara (ul,uz,...,un)e Ln sistema (6) dobija se skup vredno -
sti (xl,xz,...,x )& L2 » za koje funkcija £; ima minimum
obrnuto, za svaki skup (xl,xz,...,x )C.Lg , za koje funkci—’
ja f; ima minimum,- postoji skup (ul, 2,...,qn)tr%2 koj1
zadovoljava relacije (6) . '

Drugim redima, gornji algoritam daJe nam sve tadke

(apsolutne minimalne) iz IR , za koje funkcija £, ima mi-
2 1
nimum. '

Primedbda . Zamenon (5.i) u (3.1), 1<ign-1

dobijamo funkeiju fi+l koja ne zavisi od parametra u; -



2. FPFSEUDO-BULOVE JEDNACINE I NEJEDNACINE

U ovom odeljku skicirane su neke metode za redava-
nje skupa pseude-Bulovih jednadina, koje su opisane u [5’?]
C’?Eﬁj i [is:@] » & koje se oslanjaju na poznate metode zz resa-
vanja Bulovih jednafina u pseudo-Bulovom sludaju ( W.E.John
son rja, L. L3wenheim }ﬂ y S. Rudeanu D.46]). U radu [124]
S, Predié je dao opStu wetcdu relavanja jednadina, dija rede
nja pripadaju dator konefnom skupu.

Ako su

“?: I.ral — L2 s
Ly =12,

Balova fuhkcija i pseudov-Bulova funkcija, onds ag

(73 P(xy1xp5000,x)) =0,

5} £{X)9ZXpre0e,x)) =0,

etawg jedastin e 1 pseudo-Bulova jednadina, a

(773 Pixy,x55.00,%x )50,

w HCE PN SN

{gie 3o § jedna od relacija < >»,<, > ) Buiova nejednalina
1 pseunde-Bulova ne;ednadina,

U [:6@ ’ [54_] ’ [63] ’ [__']81 su date metode za redavanje
Bulovih 1 pseudo-Bulovih nejednadins,

a. Metoda reSavanja jedna¥ina &ija resenja pripadaju
datom konac¢nom skupu

Neka je S = {sl,sz,...,sp} dat konadan skup (sa p
elemenata) i neka je
J $ S~pE

jedna funkcija, gde je E izvestan skup koji sadrzi 1 dva
elementa ozna%¥ena O i 1 .



ReSavajuéu funkciju A

(A(Qbultuziw'ngp_l}esy UieE y QES>’

;o , def
Ai‘qy'G’Uz’.i.’Upul} — q
, def
*‘i’:‘*"ig;?ﬁlrostwoygp-i) = Oéq
.:i.qgeai&ot?-&qﬁoeoooea;é..é‘:é.
A{@f&lnuf;v@u ,0) — a
def p-l

A(Q:H’l?uz:o-ﬂ’upﬂl.} L 4 s
Fas dwow, AU u, ; Uy€E 5 q€8 1 gds e
oA S =3 3

sLetete preslikavande (ciklusg) olay = 83451 048, = By

P‘tx

Tl 2 Gy, 00 =0, 1l =3, 4:0 = 0

?
qet =g , ud = w , VWEE |, g g

cognate su sledede lane,
Lema 1. Neka je J{z} = i: moguéa jednadina .
Njeno op#ite reSenjs odredjeno j= izinakodéu

x = 4(q,3(0),T (eLq),e.e,d P 2))

gde je q proizvecljan element skupa S .
Detalje i dokaz vidi u radu [124] od S. Presiéa.

Eksplicitna formuls funkcije A4 Je

def
A(q,Ul,U2 sece ’Up—l) = Lﬁlzi}] q-a-EJzéO] [U1=OJ (Lyg) +

+'[U1=O.] [U2:gj3, i?jj,;{)] ( &2 q)*
+eoot [U1=0] ‘U2=0] oo [-I—I;:;%;j {Up__}u_-g] (OCP-Zq) .

= = = =0l 7oz P=1

gde
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U+V+W+o oo +R  znati  (((U+V)4+W)+...+R)
-U.V‘W.OQ..R Znaéi (((U'V)'W)'..a‘R)

' 1 ako je U, =0
et

Svaka Bulova jednadina (7) moZe se transformisati u

-~ e

- e

oﬁlik
~?1(xz,...,xn)xluvl(xz,..'.,xn) 3:'1 =0,
gde su {*1 i \Vl Bulove funkcije.
L ema 2. Bulova jednaCina
axVvbx=0

je moguéa ako i samo ako a-b=0] njeno reSenje je odredje-
no relacijom :
bexga

i1i jednakoSéu

X Ea=0] PN Eb=0] D,
gde je .p proizvoljan element skupa L2
ili jednakosdu . .

x=Dbvp ,

gde je pga b .

Svaka pseudo-Bulova jednadina (8) moZe se transfor-
misati u oblik

‘?1 <x2 90 o ° ,Xn)Xl+ \;"1 (x2 g0 00 ,Xn) -il = 0 ’
gde su \?l i \Vl pseudo~Bulove funkcije.

Lema 3. Pseudo-Bulova jednadina

ax + bx =20
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je goguéa sko i 2amo ako a- =0; njeno resSenje je odredje-

no formulom
x =[a=0] p+ [b-;O] ?,

gde je p proizvoljan element skupa L, .

Neka je (§, §o1e0es §) partikularno redenje
jednadine (8).

Lema 4. 4ko je (§1, 52"“'§n) jedno par -
tikularno reSenje jednadine (8)s onda ée njeno op3te reSenje
biti

Xf =z §i§—f(pl,p2,...,pn) # 0]+ pi[f'(pl’pz’.oo,pn)#OJ,

gde S0 DPrsesesly, proizvoljni elementi skupa L2 .
Lema 2, 1 3. su specijalni sluéajevi Leme 1. Posto-
je 1 posebni dokagzil[787]. '
"b. Metoda sukcesivnih eliminacija

Hoetodu sukcesivnih eliminacija,koju je dao S, Rude-

ara u Eiﬁﬁi za Bulove jednadine,prosSirio je P. Ivanescu u

iﬁjg »a pseudo-Bulove jednadine i to:

Svaka pseudo-Bulova jednadina moZ%e se transformisa-
ti uw oblik

£y 08 aTpsenesXy) = x) Py (Kppeeenxy) + X Wy (xp50005x)

gde su "?1 i ¥, pseudo-Bulove funkcije.

Na osnovu Leme 3., u slededéem koraku stavimo da je

£, (%550 0esX,) = 'Pl(xz,...,xn)o\Pl(xz,...,xn) =0

~f2(X2’°"’xn) = xzfz(XB,...,xn)+ EZ\VZ(X3,..°,xn) = 0.

Uopste,

]
o

fk (Xk, s 00 ,Xn) = \Fk_l (Xk,o e ,xn) ‘Wk_l (xk" e ’xn)
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' fk(xk""’xn)'_-xk*k(xki-l"."xﬁ)+zk\yk(xk+l”"’xn) =0 .
Na kraju, imamo

£ (&) =Faxg WX, =0,

gie su f 1 ¥, Kkonstante.
DefiniSem¢ za svako

n~-k+1
(pk,pk+1,o L) ’pn) e 112

(9ok) xk(pk"“’Pn) = Sk(pk-n-l""’Pn)Pk +
+ Tk(pk+1"'° ’Pn)5k1k=192000’n"1 ’

gde Jje _
sk (pk,,!_,l’ see sPn) = __i'?k(xk'i'l (Pk+1_9 see ,pn) geee ,%(pn)) = 0]5

Ty (PrazseeesPp) =Wy (PeynsevesPy)seees Xy () = é]

i —_—
xn(Pn) = Bn = ]Pn +[:‘yn = O]En ’ PeI'z .
Teorema 3. Ako je jednadina (8) moguéa, Si-

et ) |

Xy = xi(PiosOODPn) y 1=1,2,000,n,

definisan relacijama (9.1) , (9.2),...,(9.n) je opdte rese
njs jednadine (8) .

Dokaz je dat u [57] o

c¢. Karakteristi¥na funkcija

Neka je
(10) f(xl’ngooo ,xn)9 o
( & je jedna od relacija <« =,«,>, = ) Dpseudo — Bulova
Jednadina 111 nejednadina.

Definicija 2. Karakteristi®na jednadina
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Definicija 6. Jezgro jednog grafa (Vv,[)

jo podskup S, skupa V aké je S, unutra¥nji stabilan

skup i spoljadnji stabilan skup grafa’ tj. ako: |
1. Za svako V,€5,, 5,NN(,) = g,
2. za svako *?j§s° , sonrcvj) ¢ .

a. CAredjivanje hromatidnog broja N(G)

Gornji stabilni unutrasnji skupovi S nekog grafa
mogu biti odredjeni pomoéu miaiuizacije pseudo-Bulove funk -~
cije

PSR S
=2 2o

i=1 j=L

{f R ,m,v },
W jqu

ako i1 samo ako W ima minipum w tadki
l, ako je ] dasee
—{ ’ J Je {’315 ,jqui
x —3
0, ako je jJ Jyuseeesd v
ake &{i; a }

Neka je q broj gornjih unutrasnjih stabilnih sku-
pova i neka Jje

1, ako je V, €
dik={ je V€5
0, ako vilisk ]

gde Je

T eorema 4. HromatiSan broj r(G) jednak je
minimumu pseudo-Bulove funkcije :

5 a n q 3
(13) F(xl,..jxq) = kz,,: x, +(q+1) 12;-_ k]-] (A=-a,,x,)
1 » = = .

a jedno hromatidno rastavljanje Pl'PZ"°°’P£ moZe se odre-
diti stavljajuéi



=N

=K

U
P = N\ N
r r X k)

gde su N,,N,,...,N, gornji unutrasnji stabilni skupovi,ka-

da je Xy Teeo=X =1 , ¢ije komponente pripadaju nekom vek -
1 Tr
toru iz skupa L1} za koji funkcija (13) ima minimum.

b. Odredjivanje broja elemenszta gornjih
unutrasnjih stabilnih skupova

T eorema 5. 2Za svaki vektor (i&,...,x:) iz
Lg za koji funkcija

B

n

2 2

j=1 k=1

{

N1
I

E(Xqseeesxy) = (n+l)

[
-

ima minimum i za

R ={vilviev , % = 1}

n
L©) =y # =&
i=1

imamo

]

Obratno, ma koji gornji stabilni unutra$nji skup moZe se od-
rediti na ovaj nadin.

c. Odredjivanje broja elemenata donjih
spoljasnjih stabilnih skupova

Teorema 6, 2Za svaki vektor (i;,...,i;) iz
Lg za& koje funkcija

n n n
H(xy,ee9X,) = (n+1) :E: r_l(?- (cij+ dij)x3>+ :E:xk
=1 3=1 =1

ima minimum i za
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4, PRIMENA PSEUDO-BULOVOG PROGRAMIRANJA U PROBLEMIMA
TRANSPORT A

Egervary-~jeva metoda koja redava probleme {txranspor
ta(Bﬂ ' [34:])sadrzi jedan nereSen problem. Ovaj Jje problem
xasnije resen ([67] ’ [@])pomaéu pseudo-Bulovog programiras -
nja. o | '
Problem jJe sledeéi: Data je jedna matrica i jedan
skup elemenata ove matrice koji su merkirani. Svakoj vrsti ii
gvakoj koloni J pridruZeni su pozitivni ‘broj}evil ay i bj .
Problem se sastoji u odredjivanju jednog sistema

5= {tyeeenstydyenni]

od vrsta i kolona koje bi pokrivale ma:kirane brojeve ( dakle
ma koji markirani broj (element) treba da pripada jed-
noj vreti ili jednoj kaloni)tako da je gbir

P q
(14) | FS) =) 8y + > by
L e

minimalan. Posfoj:l sledeéa 'teorema:_

Teorema 8, Aiko Je (x*i,...z;)elng minimal
na tafka pseudo-Bulove funkcije

(15) | P(xysee9x,) = i a,x; + i by mxi ]
j=1

i=l" 1esj
gde Je .
Sj = {1\1 6{11,..,,133 ’9'13 je markirani elemgnt};
i ako Je * l—_l " | |
yj = xi (j = 1,2,.3.,!1) ,
1e,sj

onde se minimalno pokrivanje S dobija stavljanjem



13
i1&€S5 ako 1 samo ako x; =1,

j&S ako i samo ako Yg 1.

M.a koja minimalna pokrivanja mogu se odrediti na ovaj na
%in. Minimum funkecije (15) je jednak minimumu funkecije (14)
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IT DEO
I GLAVA

POTPUNA KANONSKA DISJUNKTIVNA NORMALNA FORMA
I POTPUNA KANONSKA KONJUNKTIVNA NORMALNA FORMA

U [ﬁé] i [bi] definisane su sledeée funkcije: Bulo-
va funkcija, pseudo-Bulova funkeija i funkcija

n ‘ .
(1) | P : In3 —9112 ’
gde je L3 = {‘0’%: ,1}

I|3 ={dl, daz,...,dn)\%ie Il3',i=1’2"ooo,n}>
i dokazana je sledeéa lema!l

Lema 1. Makoja Bulova funkcija, pseudo-Bulova
finkcija i funkcija tipa (1) moZe biti predstavljena u potpu-
noj kanonsko]j disjunktivnoj normalnoj formi i u potpunoj ka-

naaskoj konjunktivnoj normalnoj foi:
Pro8irimo definicionl domen i skup vrednostivfunk o

cije, tj.posmatrajmo funkeciju

(2) F: 1‘.’; - s,
gde je
(3) Lp = {0,1,2,'ooo,p-1} 9 PeN ’

_ 1 2
(111 T _{o, BT ) ToT seeer B, 1}

Ilp ={80’81’...’sp-l}’ sae’c );

N je skup prirodnih brojeva, C je skup realnih brojeva,
S je neprazan skup. '
Uvedimo:
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1. Relaelje

i {1, ako je xi=oéi
(4) =1 T0, ako Je =x £ L4 ,xi,aéigx.p

2. Binarnme operacije na skupu L,, u notaciji , U",
date u tabell 1.
3, Binarns operacije ,U" , ,." , na skupu sUL,
definisane |
a0 = 0Ua = a ; 40 = 0¢a = J , gko Jje &€8S3, 0€L2;
") a1 = 10a =1, a1 = 1ea = a , ako Je ae , 1€~,I-2;
aub = bua , albue) = (aLb)ue , ab = bea , as(bec) =
= (a-b)sc 5, 8-(bLec) = asbLlasec , akv Js a,b,oCS

4. x = l=x , ako je x;é‘-.LZ s

Binarme cvperaclje + , - , ¢ su obi¥ne aritme-
tidke operaclje.

Neposredr.o siede sledede relacilje

Xi }Si ‘Ki ¥ u.ﬁ.i ;u(,é Ilp ?

(4") & a2 0, ske je ,el A (b, BEL
£ =1 111 Ux°;='sm
c:«i-.EIsp o(é]}p

Teorema 1, Ma koja funkeija
Fi:LP—>s8
LP

sa promenljivima XysXp9eeesX, moZe biti predstavljena u
potpunoj kanonskoj disjunktivnoj normalnoj formi i u petpu-
noj kanonskoj konjunktivnoj normalnoj formi, tj.

(5) = / Ly ol ol
F(x‘l'xz"‘.’%) - k-/ ad__,‘l,o&z’...,d_nx.l 1122.t.xnn,

(°£1 godzgo«tc ,O(n) eIIpn
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gde Je
a°"1’ %2"’””0"1’1 = F(&l’d2’0'°’ocn) !
(6) 71 <5
F(xl’XZ’.‘.’H)- lﬁdzsooos%uxl ux2 ero'x.)xn'
n
(4 1%y 0 1) €17
gde Jje
a(}L"L?o(-'Z’O»a,bLn - F(o{.l’ 0('2’.."0(11) ¢
Dokaz formula (B5) i (6) ove teoreme bazira se na
@, @) i @
Neks :;.J
y ! ol
LP(Xl,Xz,.o.,X,p)= K\’j F(‘-’L &Z’Q’Q,d'n)xilj:;‘z...%n’
n
(1, CXRERR n)ele
| Ly o, o,
‘y(xl’xz,O"’Xn):‘ ! l(F(led29-001d"n)lel ZUao-UX )
(4 ss e v o roly) €T
Za (x"l, ngoao’ XIJ)&L; imamO
(7) ol. <
-?(X'l, sz’ﬁo,fn)r’ U ( 2,0;.,‘)& 2 oo nn’

P&ly Dreses” n)eLg

(8) —_—— —
o oL
\V({l! r23'0'sk )"" [-‘_‘( (j d”e’ooo,i )lelusri'z\)... U{nn)

(ely 5o veesed )ex.i.jl

Na osnovu (4) imamo

x.ll *;L rgtn _ {1 , ako 3e(°(1 2,0--,"(' )"({1’{2""’ rn)
2 *°° 0, ako ;)e(e( 2,..0 d-n)#(x-ly (29"‘9 Yn)
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Dakle konjunkclje

Jﬁ! Sé‘; ocm 3

" & R RS §

ne OSBIVL (3) 1 (47, Imajn vrednost nulu, osim jedne, koja
jma vredaost jedan kads je

= {- ,Gu sz 3‘”2”'9;&;3_ B {!. .
Prema tome (7) svodi se na
&P(x— 1{250001 X'n).= F{kml's* {2’-003 g'n)

S1i%no, na osnovu (4) 1 (4°) imems 4. je

T T :z- ¢, ako 353{ *v-sa-"t‘ )2(0 » ¥nreee kv )
k’lbk’za—’»wuk‘nﬂ ={ 3ll n i " *n
l ako 3@( -, 2,.9 ,%) (g“'p f’-,'./21‘0.’ Y—n)'

Dakle disjunkelije

0() o A n
!{', SN 2U ¢ f"'r. ! @;1,%,,,,,%)6 Ilp)

»

na osnovn {4) i {4 ), ..aju vrednost jedan, osim jedne koja
ima %o+ o8t nula kady je

S S R A

n n
<un tome (%) svodi se -
WK, e, €)= B(¥1, Cprune, €)
Jednskosgti |
X T €)= P, W gpae, )= WX, Kpraen, K)

vate za svaki vektor iz I‘; , pa imamo

F(xl,xz,... ,xn) = L?(lexzpuuvxn) =\y(xlvx29"0’x~n)
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Dakle, dokazane su formule (5) i (6) , tj. dokaza-
na je teorema.

Neka je date funkcija
@ R L
gde je C skup i-ealnih brojeva.
T eorema 2. Ma ko;]a funkecija £ tipa (9) mo-
%Ye se napisati u obliku ' :

(10) .

: ol : : ,
f(xloxzpnoo’xn) Z Xy 811) (xlaxZ’f009x=i_1'xi+1:-'-osxn)*
+ hi(xl,ngooo,xiﬂlpxi_._l,ooopxn),
-gde je [b jedan fiksiran eieme.nt skupa I‘P y & géi) i hy
funkeije tipa (9).

Dokaz proizlazi ig |
f(:lpngooo,&) Z—xi(f(xl,xz,...,xi 1,0‘ ,xi_,,l,n.,%) -
= Tlmaxpeeetixy ﬁ"iﬂ"“”.‘n))* |
+ f(xl,xz,...,;xi_.ll, ﬁ’xi*lyooog%)

primenom indukei je.
. Ako je data funkci;ja. u obliku

ay yxprenein,) -
f:a e ) 6) |
ted il’iZ’O..’ik(i) 11 12 ik(i) 11’12’...,1k(i) )

Problem Je svesti je u pqtpunu ka:;on!ku kon:)unktivnu normal-
nu formu ili u potpunu kanonsku disjunktivanu norminu formu.

Neka konjunkcija

oy oy aei
01 = xiilxi eeeX k(i)
1 12 i1!:(1)



o A
adrzi premenljive x.;i . Koristeéi relaciju

6w 22 o

oéeL oLeI.

ne 8

4 relacije (4"); data funkcija oblika: (11) svodi se u traZenu

formu.

Lema 2., Za svako xie I.p imamo da je

ol

!3 - Z (ﬁ‘d)xi ’ xiebp ’
déLp\{ﬂ} :

gde je {5 jedan fiksiran element iz skups L_ .

Dokaz se izvedi indukeijom.

P

Neka je data funkcija £ wu obliku

ELY qi'l in ikil
13 f(x X &eegxm) = Z‘ X s veX
( ) 1’ 2’ im.l 11,1 ,Ooa,lk ﬂi) il 12 j-k(i)

gde je ail’izaawoai € ,- e ¥, (N skup prircd-

k) M)
nih brojeva). '

: Teorema 3. Svaka furnkelja koja je data u
obliku (13) moZe se transformisati na oblik (10).

Dokaz ove teoreme proizlazi na osnovu Leme 2. i re-
lacije (4%). :

Teorema 4. Skup funkcijse 1 ,

f:Lg-—)S,

Je Bulova algebra ako i samo ako
Dokaz proizlazi iz

i2 8 Bulova algebra.

fl(xl,ooo,xn)ufz(:gh ga«aagx ) =
ol °(2 o
= 1 n
A U (3-41,-4 ’Ua’edl,elzq...,cén)xl 2 *c°¥p

2{,0.&5@‘4
CORL PRty ex.g



fl (xl, o6 o,xn) *fz (xls R ’xn} =
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1%
u (a ,ﬁé 9 )x x oo.xn
n 1 2’@.39% (‘o{e:ﬁézgewﬂn 2 n ¥
(Olj-,%,occ,%)exé?
1 oo
f(x:’_’xZ""”xn)g U 1’£ yooo ¢ )xl Xz cooxnn)

6y ys 0eshy) ezn

gde je
2 = f(dlgdzgﬁamg’fin} &S (izl’?o)
wlj ,ooo,n

Primerr . Data je funkcija £ ,

tabelom (tb. 2), gde je

I ={o,%,-§;,§,1} a S a{_z,o,b,a} .

X X, Xy f(xl,xz,xB)
0 0 1 2
1
0] 1 g 2
01-3-:2
1 a
1 0 7
1 % 0 a Tabela 2,
1
B
T Y 7
2 2 2
Z T 7 | P

Za ostale vrednosti iz Lg funkcija f Jjednaka je nuli.

Potpuna kanonska disjunktivna normalna forma funk -

Clje £ je:
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| A 1 2
0 0 1 1 0 4
f(xl,xz,x3) 2(x1 X5 3Ux1 x5 x%le x4)u
T, % 00, d. 10,4 1 % I3
va(xt 13 x3Ux] X3 x)Ub () 1 x;0x] x; x3UE] x5 x3)

gde' su Ul - operacije iz (47) .
Potpuna kanonska konjunktivna normalna forma funk -
cije £ Je:

— _— = 1 — e
0 0 0 Y C
f(xl,xz,x3)=(2 L.Jxlu:zzUX%)ﬁUxIUX%ufé)OCZleu:x? L,)x3}
s N 1 =
(aqul_szUX4)'(aUx%nguxO) (mbﬁ‘ux%Ux.,)
1 — 1 2 2 4 I ; °"'1 e{,
(mblu"ﬂcz\JXB) (mblUx Uxz )e §(£ U}cz ‘Jx }

-f(:?‘-lx‘”lgs»d?)"c}
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IT GLAVA

JEDHA METODA MINIMIZACIJE FUNKCILJE

£ : LB
Ilp—)c

U radu [65] data je metoda za odredjivanje skupa ta
saka gde pseudo-Bulova funkcija ima minimum (apsolutni).

U radu EM-] progirena je metoda iz [65] za odredji-
vanje skupa tafaka, gde funkcija

£: 130, Ly ={0,1,2}

ima minimum.
U ovol glavi generalisademo metodu (*)za odredjiva -
nje skupa tafaks, gdes funkcija

1) £ : L‘I’; - C ,
Lp ::{031’293“‘”?}:?“‘1}9 (ili LP ={BO’81"°"sp-l}’ Sie C)
ima minimue (apsoclutni) B.s]

D e f jf. n i C i j a 10 Taéka (a]-’azgoooyan) Z0~-
ve se minimaina {(apsolutno) ako je

f(al,az,.a.,ah)‘$f(xl,xz,no.1n)

za svako (xl,xz,...,xn) eI.g .

Na osnovu Teoreme 2, Glave I. funkciju (1) moZemo
risati u obliku

(2.1)

£ (xl,x?,...,x )= Z 1) (;:2,13,.e.,xn)+h1(12,x3,...,xn).
keL )

———

(*) Ova metoda obradjena je u saradnji sa B. Latinoviéem,
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gu iz 1‘2 i zadovoljavaju uslove .

| 1) - . L
‘ ‘(I)Zﬂiliz...irﬂ‘ 1y dg,3peeesdpgg €K 53ysdpseeeriy)

(1)=g§1)= eH<o , gde je

ako je Min Gy=gy =85

i 4134000 <ir+l S

(II)Z/uﬁiz...i R XECIRITTL R Lt L APE PORTRRE Y

ako je Min G1=g1£1)=gj(i)=...=g§i) =0, gde je

12<i3<ooo<ir+l .

Lema 1, Opste redenje sistema (3°.1) je oblika
(5.1)» gde parametri zadovoljavaju uslove (I) i (II).

Feka je (5.1) reSenje sistema (3°.1). Zamenom (5.1)
u (3°.1) dobijamo

p-2
5% (i o, - <] -
k=0
p=3 p=2
+> M 3> [mne, =gl - 8§1)<o] +
k=0 Jy=k+1
) pz-df @) PS-?‘ pi—i—
- € M4 o ()_ (1)_ (1)

=5 P-4 p=3 p-2
+ 3: g151) Z %"_ Eﬁmg _gél)_ggl)_ggl)_g(l)a) +

J
k=0 jl'-‘:k'l'l 2= +1 j‘ 32_‘_1 3

see + g(sl) E et G’.L“ga(i’:g](-l-”:. . .=gl()2:% Z ] akg]gl)
k—o

ga svako aéI:p\{xl} .
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Neka je
, ALy L @) | @) o
Min G.L Sy gal PP gar < .
(l) . i i -"t.i e{k j j LA j
ll 2...11‘4-1’ 10100 r+1 yJ1rdos sdpy

enuliraju se na osnovu (I), a proizvodi
e )
gﬁ‘) Efiin G = g}il) ggl) = eee g.(l) = (E}

1' .
uvek su jednaki nuli, jer sako je glg,‘") # 0, tada je

N -<1>._ _ W) 6l o
[‘-Xdi.ﬁ Gl — gk. - 1 - o 80 -— gjr - O - 0 »

E,'Iin Gl

tada je gél) =0 .

a ako je

H]

1) - (1) _ = (1) 2 =
&y 85, = vee T &y 0 1,

Odigledno je ¢a je relaclja (6) ispunjena za svako

a€l jer nju moZemo napisati u obliku

p ?
P2

z gt Min @ = (1)<o] +A<:§ & g{t)
=y

gde je A<O
Obrnuto, sistem (3.1) ima reSenja (5.1).

0. x; =0, %j. X?_ = 1 redenje sistema (3.1).Za-
menom u (3.,1) dobijamo

(1) (
(7.0) SR P gjl) » aeIN{o},

Jelyg
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1. X, = 1, tj. xg‘. =1 redSenje sistema (3.)1).%a-

genom u (3.1) dobijamo

(7.1) 42 ! '(1) » aeIN{1} .
JGEL
itd.
(1.p-2) DP=2. X = p-2 , tj. xf7?
(3/1). Zamenom u (3.,1) dobijamo

géf% £ > e §1) , ael NJpr-2} -
JGEL -1

1 resSenje

(7.p-1) p-1. X =p-1, tj. x{'l 1 reSenje

(371). Zamenom u (3.1) dobijamo

o8 2 St e, acrnpon

J€L,_

MoZemo zakljuditi slededle:
A. 1. Ako je

sistena

sistema

na osnovu (7.k) imamo
= I = X I
_MinG]-g]40 , KEL 1 *

2. Ako je

(©.1) Min G, = g{) = g0, ety \ 1,

na osnovu (7.i) 1 (7.39) imamo

A [ o - e - ]



A
A4

(8.3) 0
L (1) Q). . {u; ,.,ﬁ"l o
. = = \ S A ¢} IS TP | )
2{ -..:EAKJ:LJZ [Min G]_ gk gal 532 Ti,.{.:_ ek
| Jl:jzeLp_l\{k}’ 314 Jo .
i,£ 145 111514 S A {.* 10323
ako je ’
itn 0y = &) = a5 = 600, n<as

itd.

; = 1) - Q) _ = (1)
Min Gl =8, =87 = vou = gpm24:o ,

na osnovu (7.0) , (7.1),.e.., (7.p=1) imamo

(8.p=2)

: (1)
k _ l - LW _ (M) _ (1) ~
X = Akjljzn'jp..z Min Gl = go =g, _,.._gp_z 40] ;K& Ilp_li

314324“04317_2

gde je
< ) (1)
2 Akjljz.‘.jp_z =1 ’ kGLP_l o

31432<°°' <jp_2
Iz ove diskusije sledli da na osnovu

(2.1) , (8.2),...,(8.p=2)
dmamo



inamo da je xl

ke _

| Na osnovu 4, Bi C, tj. na csmovu {(a}, (b) 1 (&}
izlazi da jJe reSenje sistema (3.1) oblika (5.1)

pro '
Na osnovu Leme 2 Glave 1. i relacije (5.1),imamc da
je
; k
3:1 = P'sl o= . (p“'l"’k)hfl (x2yxsgono,xn) .
k€D, o

Lema 2 . 4o rslacije (5.1) zamenimo u (2.1)do-

bijamo funkeiju £, , %ojs wus gavisl od parametara.

Zaista, zamenom (5.1) u {2.1) koristedi &, imamo:
p=2
*;; 1
fl(xlt121'0°9xn)= glgl) Eﬁin Gy = glg"')< 0] +

k=0

p=3 p=2

+ gél) E Min G, = gél) = gj(l)40] +
k=0 5. =k4 1

p-4

o B W) Q)
2>t > > E“n 1 7 & T8y T8, ‘“’] T
k=0 IR+l =341

voe + sél) Min G = g§1)=g{1)=...=g£}%<:§] +

+ hl (XZ’;S’...’ID) = Iz (12,13,...,xn) .

Posto funkcija f2 » na osnovu Leme 2, ,ne zavisi od
Parametara, moZemo uzeti bilo koje vredunosti za parametre .
Zbog toga demo uzeti one vrednosti za parametre da relacije
(5.1) budu najpogodnije i zameniti ih u (2.1). Tada funkeciju
1, transformiZemo u oblik
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2
fz(xz,x3,..-,xn) = 2 gé ) (13,X4,..o,.xn) +
p-1 + h2(x3,x4,...,x.n) .

, Koristeéi Definiciju 1., ako je (X5,++0,X)) mini-
galna tatka funkeije £, , onda je

f2(x2,_x3,-o-,xn)éfz(a,x3,...,xn) ’ aELP\{XZE .
Na osnovu (2.2) i (3.2) je

2 (x2 lc) glgz) (x3,x4,...,:§l)£0 ’ aeLp\{xz} .
K€D,y

Uvedinmo funkeije

(2)
. 1.4 n-2 :
kP W ETITY I, kel
gle je p-1
- -2 )3 .
Q=1+2 ‘(_1‘5’—()‘_?7‘1:-1!1)-1-!
k=2
Tada Je
(2)
xg =»‘fk (x3,x4,...,,xn.) = [Min G, = gk2)<0]
. (2)
(5-2) + \)k [Min GZ = géz) = ] +
§ | @) _ _(2) £(2) J |
Min G’ = g = g = see L0} »
2<\k3132...31 [ k 3y - 31

Jprdgseeerdg ey N\{K} 4 31<ipgeeecdy

, - L) (@) _ ()
*/““kjljz.....ji[Min 6y = & )-831)-----s§i)—D,keLp_

Parametri

3 r = ‘g0 00 yPd
k ’ .1112...1‘}:"’.‘1’ 1112...1i'+1’ &7y . » 7



gu iz I, 1 zadovoljavaju .wl.vs i1 &

Na osnovu Leme ¢. w.a ¢ L. i Tela:ilge (B.Z) imanc

- {0
. _ W wd? VR
- el & g x
3 s A 3

12 = P—l bt : ;i.;““v_"“*':ﬁ.
E€T

Zamenom relacija (5.2 u funksiii {3$2), koristedi
Lemu 2. i Lemu 1., dobijamo funkeiju £, wxola ne zavisi od

p‘arametara. i
ProduZimo postupak eliminacija promenljivih,do funk

clije

f(xn)—zzgns +h ,
kezI.

gde su gén) i h  konstante.

Na osnovu Definicije 1., ako je X, minimalna tadé-
ka funkcije, onda je

(3.#) £, (x,) <£ (a) , ael.p\{_xn} .

Koristedi (2.nm) i (3.n) imamo

E (}*;: - i") g,kfn)so R aéLp\{xn} .

keL

Uvedimo funkci je
(n)

q
K : Ly > L, , keLp_l ’
gde je
-1
- -2)! .
=1+2 i T_%'()__Tk-l P—1-K)1
k=2
Tada je

290 - [, - o< 0 - o=
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2 (n)
E 2( Lkgdpeeady E“iﬂ ey = g™ = s‘;‘)- (;‘)<6_] .

i=1
31’32""’3161’}? 1\{]:3 [ jl<32<ono <3i
(5.2)
(n) [ (n)__ () (n) ]
Mi G— = =o By e 0= = k&L N
k3132°°°31 n €x g31 g:li ? p-1
parametri
@) 3 (n) TRS:Y
k ’ 1112’...’ir+1’ 11 izoooo'ir_._l’r:l’z""’p_zY

k€D, ;

su iz skupa L, i zadovoljavaju uslove () 1 (I1) .
Na osnovu Leme 2, Glave I, i relacija (5.p) imamo
(n)
X, = p-1 - E (p-1-k) '*Pk
S
t3.

(9.11) xn = xn (q.n) ’

gle je q, skup pavametara iz I, , koji figurisu u (5en) i
gadovoljavaju uslove (I) i (II)

Zamenom (5.n) u (5.n-1), dobijamo

-1 = Xpoa(apean3) s

gde su q i q _, skupovi parametara iz L, , koji figurisu
u (5.n) i 5. n—l) i zadovoljavaju uslove (I) i (II).Dobijene

relacije (9.n) i (9.n-1) zamenimo u (5.n-2) itd. Na kraju i-
mamo

= xl (qn’qn—l’°"’ql)"

gde su qn’qn—l"."ql skupovi parametara iz skupa L2 ykoji



piguridu u (5.1),(5.0=1),e00,(5.1) i zadovoljavaju uslove
1 i (I1) .

Lema 3., Talke za koje funkcija fl ima mini-
qum zadovoljavaju relacije (5.1),(5.2),4.00,(5.n) .

Zaista, ma'koja minimalna tadka
(%1%, ...,xn)e I-g

funk-cije £y zadovoljava nejednadine (3.1), tj. relacije
(5.1.;, te otuda proizlazi da je zadovoljena relacija

(10) fl(xlyxZ’OOO;&) = f2(x2,x3,...,xn) .

Koristeéi indukciju pretpostavimo da su zadovolje-
ne relacije (5.i=-1), tj.

fl(xl,xzyooo,xn) = fi(xipzi-’.l,.o.’ﬁ) L
Kako minimalna tafka zadovoljava relacije
fl (Xl, s eoe ,xn) éfl (yl, LI ] ’Yi"l,a’xi"‘l' L )xn) Qa 6 Lp\{xl}

za svako (yl"”’yi-l) s iz (10) proizlazi da ova tadka za-
dovoljava posebno relacije (3.)1i), tj. relacije (5.i) .

Dakle

£ (X sXpgeeesXy) = £ (X4,X; q00000X,) =
30 Bia1oXgupreeer®n)
§to kompletira dokaz.,
Teorema 1 . Tadka (xl,xz,'...,xn)e-lig za~

dovoljava relacije (5.1),(5.2),c00,(5.n) ako i samo ako
3?_ apsolutno minimalna tadka funkcije £, .

Minimalne tadke funkeije fl , na osnovu Leme 3.,za
dovoljavaju relacije (5.1), (5.2) seses(5em) o
Pokagzadéemo da su ta¥ke, koje su odredjene ovom me=-
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i% odom, minimalne tadke.

Neka su (al,aa,...,an) i (el,ez,...,en) dve tadke
xoje zadovoljavaju relacije (5.1),(5.2),...,(5.n) . Dovolj-
po je dokazati da je

£1(a7s8p0000,8 ) = £ (eq,05,000,8))
Pretpostavimo suprotmo, tj. da Jje
11) fy(egsepseee,e )L L (ay,85,000,2)
Kako je pokazano u toku dokaza Leme 3., vaZi
fl(a’l'aZ"“’an) = fn(&n)
210100, 0uere)) = £ () ,
‘pa se relacija (11) moZe napisati u obliku
£ (en)< £a(a) -

Odavue proizlazi da je e, # a, , P~ Je e € I‘p\{.an} s J.

JJ"’n(”’n)(fn(‘g‘r-x) ’ eneI‘p\{anS '
' %%0 je suprotno -1 (3.n! .

Primedba. Neka su dace funkcije:

e. Funkcija
e g: oy &4
Q“\ A i':, Ak (,g K
~f . — Fo e fm . &
(12) - Kl’X2’...l..v,n) - Z ?:: x;l .nhi"; .'.."‘ik {;‘ . 1
i=1 < "..'_}
gde su aie c, :.3;1,17 ceee ,xn'f € Ln i Es « N (N ie skup ool
‘rodnih brojeva:.

be Funkcija

(12 ) f:):.gm;m :



42

"gde je C skup realnih brojeva;a

Lp = {so’sl’“"sp-l} » 8,€C .

Na osnovu Teoreme 2. i Teoreme 3, svaka funkcija
¢ tipa (12) i (12°) mo¥e se napisati u obliku (2.1) .

Prema tome, ovu metodu minimizacije moZemo koristi-
41 i za funkcije tipa (2) i Q2°) .



43

III GLAVA

w GENERALIZAC i E PeEUDO.-BULOVIH JEDHACINA I NEJEDNACINA

U prvom deiu ovog rada _skicirane su neke metode za
. javanje Bulovih i pseudo-Bulovih jednalina (. Rudeanu, P,
Zenescu) 1 metode reSavanja jednaZina, ¥ija reSenja pripa-
31; jatom konadnom skupu (S. Presié).

U ovo]j glavi proSiridemo neke poznate metode za re-
gavanje pseudo-Bulovih jednafina i nejedna&ina, 1 dati dve
iwe metode za reSavanje pseudo-Bulovih jednadina,

1. Prosirenje metode za reéavanje Jjednadina,dija re
“en:]a pripadaju konadnom skupu,- na redavanja nejednaéina 61
'a reenja pripadaju datom konatnom skupu.

2. Proéirenje metode sukcesivnin eliminacija nepoz-
@atih pri reSavanju pseudo-Bulovih jedna¥dina -na metodu suk-
«cesivnih eliminacija nepoznatih, ¢ija resSenja pripadaju datom
konaénom skupu. :

3., Novu metodu za reSavanje pseudo-Bulovih jednadi-
na, gde je zbir resenja niglcsimum (minimum) .

4. Novu metodu za reSavanje jednaZina ija redenja
pripadaju datom konaZnom skupu.

5. Pro3irenje LOwenheimove teoreme za Bulove ;]edna-
Sine ako je poznato Jedno partikula.rno redenje.

6. Prodirenje metode za redavanje sistema nejedna -
%ina 1 jednadina 3ija redenja pripadaju skupu Lpn, gde se
sistem svodi na ekvivalentnu jednadinu,



1. Metoda resSavanja nejednadina &iia reSenjs pripoci)u
datom konadnom® skupu

U radu E?S] ‘S.,Rudeanu i P. Ivanescu dali su netodu
resava.njd pseudo-Bulovih nejednafina &ija reSenja pripadaju
gkupu 132 , a u radu [124] S.Presié dao je metodu refavanja
Jednaélna ¢ija reSenja pripadaju datom konadnom skupu. Ovde
$emo prosiriti metodu na reSavanja- ne;)ednaélna ¢ija redenja

pripadaju datom skupu 47_]
Neka je S = iso,sl,...,sn_ﬁ dat konalan skup. Ne-
ka Jje

-

1) J: 8 = E,

gle je E?.{O,l} . Na skupu E definisane su relacije

-~ st ..
Ll g <
=Y ey e PR

Redavajudu funkeiju
P =,
{\A(q’Ul’UZ"’.’Up-l) ;_{-S,Ui@E,QQS).
definisSemo 85
A_(q,kU U3,ooo, pl) —q

A‘(q’ul’k’UB’”" n-l) = q
(2) ...03’.......‘...:.‘....oo

p-z

A(q’ 1:u2’u3:--~sk) g

Alg,u 1,u2,u3,.,,,up_l) :OLPmlq ,

gde je k§O0 , u; nije u istoj relaciji ¢ sa O ;

u;,U,e E, g5,
SD je- jedna od relacije & =, <,>, 8

|

A: S =->» S

(ciklus) preslikavanie.
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Lema 1. Neka je J(x)§0 moguia nejednadina,

je § yedna od relacija >, < » < » > . Njeno opste rede-

e odredjeno je jednakosdéu
5) X = A(q_,J (Cl) yJ (ot Q.) s0004yd (D(.p-z‘J)) ’

ae je a proizvoljan element skupa S . -

Neka je ge&S . Uoéimo n;i.z
J (Q.) sd (06(1) saoeyd (°Cp-1Q)

prvi njegov élan koji je u relaciji § sa O .

Neka je to J (oL iq)go . Na osnovu (2) i (3) zaklju
fujemo da je X = oL 7y reSenje nejednaline J{x)ge 0 .

Neka j& X 7reSenje nejednaline J(x)¢ . Ako u
{3) umesto g zamenimo x, na osnovu (2) dobijamo

-&{3’{,4} Q:K.),J(DL ﬁ),oov,J(%P—lﬁ)) = X o
§toga formula {3) daje sva veBenja nejednadine J(x)9 0 .
Fkspiicitna forma funkeije A4

Pretpostavimo da su u skupu SWE uvedene operaci-

je + 1 =« koje imaju sledeéa svoistva:
0:1 =10=0, 0:0 =0 , 1.1 =1 ,
(4) g0 = 0:q =0 , Leg = gL = q
U+0 = 04U = 7 , (U&E , q&8) .

Dalje, uvedimo sledede definicije

EXS’O] S_g{o , ako je xz¢0

1, ako x nije u relaciji § sa O ,

[xfO] sl__g_f 1l , ako je x#920O
0, ako x nije u relaciji ¥ sa 0 .,
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- Jedna eksplicitna formula funkcije A je.

A(Q9U1’U2yoo~,UP_1) = VEJ]_?O]‘?. + Ell? 0] Ezgoj(a(.Q) +

+ [5,99 B,90] [0389] (L) + ..u
(5) + [189 [0289] ..o [0,289 Ppa$0] (P Fa) +
+ [0289 89 ... [Op-259 E’P-lg'ﬂ («Pa)

Primer. Neka je S = I.3 = {0,1,2},8. E skup
realnih brojeva i neka su + i - obicne aritmetilke ope -~
racije. Neka su x° , xT , x° funkcije definisane pod (4) -
Glave I .

Neka je J(x)§ 0 sledeéa nejednadina

(6) ’ aoxo + alxl + agxzéo .

gle su a;€C i x €L, .
Nejednadina (6) je mogudéa ako 1 samo akc posteji
bar jedan koeficijent a, tako da a,ié,.'() .

Na osnovu

2 2 |
J(x) = 2 aixi , E’r(x)éO] = Z Eniéo] <,
i=o i=o0 . o

EI(x)éO] = é Ea.ié o:l x*

i=0

1 na osnovu (2), (4) i (5) opite reSenje nejednaline (6) je
odredjeno formulom

x = ([2,40] 2«0 +2@,<0l [a;<0])q° +
(<] + 2 <] B<dat +
+ (B20] @o<0 +2[E<d)d®,




A7

5. ReBavanje jedna¥ine metodom sukcesivne eliminacije

U radu [137] S.Rudeanu je dao metodu reSavanja Bu-
jovib jednadina metodom sukcesivnih eliminacija nepoznatih ,
a U 57] P,Ivanescu proSiruje metodu na pseudo-Bulove jedna-

gine.
U ovon odeljku glave proSirujemo metodu sukcesivnih

eliminacija za reSavanje jednadina &ija reSenja pripadaju
B
gupu L [49]
Neka je funkeija

f:Lg-a.c,

gde je (xl’x2""’xn)eL§ s C je skup realnih brojeva.

Problem je reSiti jednadinu @
(7) f(xlixzyono,xn) =0

metodom sukcesivne eliminacije nepoznatih.

Na osnovu Teoreme 2. Glave I. svaka jednadina 7
mo¥e se transformisati u oblik

1 @)
(8.1) fl(xl’XZ”“’xn) = i XlkP (xz,x3,...,xn) =0,
k=0

(1)
gde sSu \Pk 9 (k=o,1’000,p‘-1) ’ funkCije i to

‘F (l) : n-.l —-» C ’ (k=0,1,ooo,p-l)

Formirajmo Jjednalinu

E_l \-f(l) (x?_,x ,...,xn) =0

1 transformisimo je u oblik
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= @)

(802) fz(xz’XB’OQOQXn) = E x2 \‘?k (KS'X4’...’XII) =0 ’
' k=0

(2) .
gde su \Pk ’ (k = 0,1,...,P-1) 9 f‘mkc.iae i+to

(2) - c.
\{)k :ng ->

stavimo dalje

‘P X (x3,x4,...,xn)

T

i transformiimo je u oblik

p-l N 3
k(8'3) f3(x3’x4’00°9xn) = 2 XI; *k (X4,x5,ooo,xn) =0 ,
k=0

\f (3) o
gde su k! (k = 0,1,e00,p-1) , funkcije i to

\{7(3) : Ln"3 -» C .

Produzimo postupak eliminacije do

p-1
(8.1n) fn(xn) = z xlri ‘Plin) =0 ,
k=0 _

~{9 (n)
gde su x o+ &= 0,1,...,p~1) , konstante skupa C .

Na kraju, za svako (qi’qi+1 yoee ,qn) € Lil_l"'l imamo

X;(q55Q5,7000029) = kZ k E{;}E1)= 0] o +
=0



: )
" (’ i
- - i) i-F 2= ‘ =
@) + > @) [T =0l Ty y =0l eee Myeypp = Ofag +
£=0
” e T AN T e ey -
1 p-2 O IR O i g
o < / | = it4 =0 oy =0 = g
;3. B B e B % e R AT R e o4
k=0 ==

QD) R EPEEE z;.irft*ir19%i+2’"”qn)""’Xn(qni) *

(1: = Q,l,o'oo’p-'l) y
(&, = zabiranie 1 cduzimanje po mod p ) .

Lema 2, xX. ie reSenje jcanadine (8.n) ako
gamo 2Ko

(In) . T Y

H Z
KR=0

Ty | | -
":;"": L, 5 (n) 2 K

} .. Yoo BT L =~ H

(IIn) Xn = --:\-:n ‘\qn) - ',,.~"‘ K [ ¥k = 0 é ('.n +
e .. —d
£=0 '

e g proizvoljan element skupa L

L 4

P
Koristedi

: - -1 r |
[ | 1 (n) »
:fn(qn) = OJ = :>: Hk = ] qlri »
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Efn(qn) = 0] P-lEf(n) ] qii ,

1,43 2 4i= 1
(L%q ) = qp™ ",
O&igledno

eksplicitna formula (5) se transformife u (IL ).
e da je jedna¥ina (8.n) moguéa ako i samo ako ispunjava us

1ov (1)
Lema 3. (=x; ”xi-&-l""’xn) je reSenje jednali-
ge (8.i) , 1&ign-1 , ako i samo ako

(1;) (Xy 47 +%{4pre+9%,) Je relenje jednadine (8.i+l) ,

-] .
(1) |
(IIl) S T Xi(Qisxi+1,a.egxn) = 3 X Efkl - 0] q}jg. +
k=0
< (2) (1) (i)
:Eg (p= 1+, ?)izf il[?k* 1= ] {;?k+ e _é} qg .

B3 e EPART A E AR A

proizvoljan element iz skupa I-p y &

(x) (1)
\kpk = \fk \Xl+l,xl+2,.e.9xh) P (k = 0,1,ooo,p"'1)

Ova lema Jje posledica Leme 2,
Iz Leme 2., i Leme 3., proizlazi slededa teorema:

rj‘-‘
je za svako
Qjeno formulom:

enorema 1 . Ao je jednadina (7) moguda,onda
(qlng,“.,qo)éLn reSenje jednadine (7) odre-
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§-) xi-x (qisq i-l"”"q ) y (5-:3-929’*"“7:1) .

atno, z& svako redenje (xg,xg,“e,xg) jednadina 1)
ognosti (ql,qz,»..,qo)@-lln zadovoljavaju relaciju (11) .

Prema tome, redenja jednadine (7) na osnovu (9) i

éo) su:

Xy = X3(g300p00005ay)
xz = xz (QZ9Q39-¢-’qn)

X = X, (g,)

fde su QysQpsceesly proizvoljni elementi skupa Lp .
Za p=2 metoda sukcesivne eliminacije data je uES’ﬂ

Neka je funkcija f£:13 —> C , I ={0,1,2}»
82) £x), %0 n0s%,) = O

moguéa jednadina. Na osnovu relacije (4") i Teoreme 2.Gls
Fe I. imamo relacije

o 1, .2 _ . _ -1 2
xi+xi+xi-1,xi-—xi+2xi.

Jed.naéinu (12) transformiéemo u oblik

1)
f2.1) xl"{’ (xz,x3,...,xn) + x "{’l (xz,x3,.o.,xn) +

i
O

(1)
+ xi‘?z (x2,x3,..e,xn)

Eliminidemo xl,x2 yeeesX, 4 do

€de su \{);n)’ (i = 0,1,2) , konstante iz skupa Co

Na osnovu Leme 3., imamo



"”GJ“” (n) ] w@m) A [p@m N
E?o \{ = 94* 2 &fo = é]l:?l = 9&} QE *
(n)_ T T es 1Y
p = e ! ~¥ o OV } i o
;(13.11) \[\Y 2 317 C..J‘ L.t b._g /'; =N
= — e - » g____ s \_‘1-
\?(n)‘ 0 :\&_ (1'.‘-}” (:! - ;‘f :.x/“~ J ‘( :»2
2 i' o - i - ,_} Sty ’
(@3/m) x, = X (a ) ,

gle je Qp proizvoljan element sicupa L. .

zamenom (13.n) uw {12.n=1) dobij:mo

(n-1) 1 (n-1) .
2o Gpla) +x oty G s
2 (n-1)
* xn-lkPZ anqn)’ =0

frema tome, na osnovu Lerie 3, imamo

ot s

{; x<n 1> ] [}(n—l) Q] +

n=1 U9

. 2 = o] - 0 ° 4
S -
T 7 Den Jhen ).
'Q_"- — b -
f ; . - m-::f - o
M ey T e 7)
FIR N 3 i B A A% - 2
t Ez il o =0 +2 :”{’2 04 A N
b \ ‘
Je
(13 .'n-l) Xn_l = Xn (qn_l’ qn) ?

gde su Q,.7 » 4, proizvoljni elementi skupa L3 .
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ProduZimo postupak. Na osnovu (10) imamo

Ez o)
xl ‘-Yk ’(Xz(q_z,q_3,-oo,qn),ooo,%(qn)) P
k=0

Prema tome, na osnovu Leme 3., imamo

Y (I | X Y XN X
(B3 e Bl BP- )

Ne 1 ()
+<j2( ) oj Bi )_ o] + 2 :fz( ) 0_) 5 ,

£

‘(13:1) X = 'Xl (qqu2’°°°vqn) ’

gde su Qys90se0esQy proizvoljni elementi skupa L3 .
Redenja jednadine (12) data su relacijama

(13011-) 9 (130]1-1)',000’ (1301) )
odnosno

(13:n),(13:n-1),.;.,(13:1) .
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3, Jedna metoda reSavanja pseudo-Bulovih jednadina
gde je zbir reSenja maksimum (ili minimum)

Neka je
I €1, &1 €1
ZE 1 2 k (i)
14‘ . f (x X L ) = a X X ese X 0

moguéa pseudo-Bulova jednatina, gde je

"
ot

& x; , ako je €i

0.

X; » ako je €,

Skup B je skup redenja jednadine (14) i
£(0,0,...,0) =0
(111 £(1,1,...,1) =0 ) , %j.
B = {Cel,ez,...,en)l f(el,ez,...,en) = OD

Provlem I. Odrediti podskup 4 (ili 4 )  skupa
B tako da je zbir e;te,+...+e, maksimalan (111 minimalan),

Formirajmo pseudo-Bulove funkcije

(15; F:(xl,xz,...,xn) = §i¥§é+oo°+E£+M f(xl’x2’°°”xn) ,

rd ” .
(15 ) (ili Fl (Xl,Xz, ese ,Xn)le'i'xz'l'e ° a‘PXIl“f”Mf (xl’XZ’ e s szln))
gde je }(xl,xz,...,xn}elag a M>»n .
| Problem II, Odrediti skup tadaka iz- L5 za koje
funkcija P (ili F”) 4ima minimum, tj. odrediti

»

(16) 4 = {‘(elf,ez,..,,en) ! Fo(eq,.s0:8,) Je minimum} .
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* ' * .
(16 ’) (ili Al = {‘el,ez 9600 ’en) ‘ Fl (el’ oo o ,en) je minimum}o

Lema 4. Problem I, je ekvivalentan Problenu

1T .
Neka je
(1) (e1,€5,.0058]) €A, (111 (ei,eé,;..,eg) ea”)y ,
dakle
(18) fle]se55000,e) =0,
pa je zbir
(19) e+e s tesote

peksimalan (ili minimalan).

4

7 amenom (ei,ez,...,elg) u (15) (ili 15°), na osnov:
(18)» imamo

Fl(e]:,ez',...,eri) = n-(e]'_+e2'+...+eI;) ,
(111 Fl(e)s67,000,6) = ejte j+o.ote)) .
Na osnovu (19) minimum funkeije Fy (i1 F?f ) e
F(ei,ez',...,en) (111 F*(e]’_,ez',...,en)) .
Prema tome |
(20) (6756550005 ) €A (111 (e],e5,.0.,e) € A)) .

Na osnovu (17) i (20) imamo da je
(21) Agh (111 AgA{‘) .
Neka je

(22)  (eiefseeer0) €L (111 (o],05,0..,0]) €AT) ,
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tie funkeija Fl (i1i Fi) ima minimum
’ ’ » - * P P »,
Fl(elaezso-‘yen) (111 Fl(el’GZ""’en))’

’ P P - * , ’ P
i to: Fl(elyezyooo’en)én , (111 Fl(eloezs'OO’en)én) ’

jer (0,0,...,0)€B (i11 (1,1,...,1) €B) .

Onda
Fl(ei,eé,...,e£)=n-(ei+eé+...+e£)
(111 Fl(e{,e5,e00,e)) = ejvej+ioute) .
Prema tome zbir
(23) e] + €5 + ses + €

je maksimalan (ili minimalan), pa je

4

(24) f(ei,ez,...,eﬁ) =0 .,
Dakle, na osnovu (23) i (24)

(25) (ef1850000re) €L, (i1 (e],05,...,e0) €4) .
Iz (22) i (25) proizilazi da je

AcCa un.A;gf) .

Time smo dokazali lemu.

Primer . Data je pseudo-Bulova jednadina

(26)

f(xl,x2,x3,x4,xs)=2x1x2x3+3x1x3x4x5+x2x3x4+x1x3x4+x4x5x2= o,

gde je (xl,xz,x3,x4,vx5)e Lg .
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Odiediti reSenja jednadine koja ima maksimalni broj

jedihica’
Na osnovu Leme 4. i (15) formiramo pseudo - Bulovu

gunkciju

.;@i,xz,x3,x4,x5) = X HE Kz K, +Xg +
+ 6(2x1x2x3+3x1x3x4x5+x2x3x4+x2x3x4+
+x1x3x4+x4x5x2) .

Skup tacaka za koje funkeija F ima minimum odre -
djuje se po poznato] metodi Iz prvog dela.

Funkcija F ima minimum u tadkama:
“1 = (1,0,0,1,1) ’ m2 = (190’1,0,1) ’ m3 = (090:1:1’1) )
m4_ = (09101’0,1) ’
%je FMin(ml) = FMin(m2) = FMin(m3) = FMin(m4) =2

Prema tome tra¥ena reSenja jednaZine (26) su:

x1=1 ’ x2=0 ’ x3=0 ’ x4=1 ’ x5=l

- e

xl=l ’ x2=0 ’ x3=l ’ x4=0 ’ x5=1
x1=0 ’ x2=0 ’

o
W
1
]
ol
"
=~
M
\
"

xl=0 ’ x2=1 ’ x3=l ’ x4=0 s Xg=1 .
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4. Jedna metoda za reSavanje jednadina ¢&ija reSenja
pripadaju datom konaénom skupu

Neka je Lp = {,so’sl’“"sp—l} ’ (sie C) dat ko -
gaban skup. Dalije, mneka Je funkeija

£ s Lg - ¢,

gie Je C skup realnih brojeva.

Problem je resSiti jednadinu
(27) f(Xl,szato,xn> =0 .,

~snevy Teoveme 2. 1 Teoreme 3. Glave I, jednadi-

g transforn.semo w 0oblik

a €. & i
{27’) iM(X X oo X } = ad: X 1 X 2 see X n
N " *“n Z i "l 2 n ’
i=1
gde je 8,1 = 3( ail, &iz,ooo; ein) ’ dok je
w= (s £ ¢ m
L\ mi19 i')goo L) 1 ) £i1 Ei Ei
= n 2 a X X 2 . n -—
i=1 . 2 “n =0

Proizlazi sledela lema.

Lema 5, Jednadina (27) i jednadina (27°) su
ekvivalentne.

Lema 6. Skup refenja jednaline (27) je skup
I2\u .
P

Neka je (ej,...,e,) TeSenje jedna¥ine (27) i neka
(el’eZ""’en)§Lg\m 9 tjo (elgezgooo,en)eld PY

Kako su jednaline (27) i (27°) ekvivalentne,onda je



E”‘ €1, &, &4
f'(el,ez,...,en) = ai el 1 32 zoooen n = 0,
i=1

postoji jedna i samo jedna konjunkeija u Jedna¥ini (27°)
foje je razlicita od nule i to
| ’ 8‘ E‘ El
1 2 n
el e2 see en = ]
gko i samo ako Je

!

, i
ep =€y ey = Ep,ennpe, = &,

lok su ostale konjunkcije jednake nuli.

Prema tome, ako (el,ez,...,en) pripada skupu M-
ije reSenje jedna¥ine (27), tj. (e ,e,,...,e, )pripada sku-
L;\M . »

Prednost ove metode u odnosu na poznate metode je
§¢igledna u sludaju kad jednadina ima mali broj nepoznatih.

Primerr. Data je jednalina
(a) Xyz + X =-y~-1=0,

ge x,y,z€{1,2} .
Odrediti skup resenja.

Na osnovu relacije (4") Glave I. imamo

x=2-xl xl+x2=l
(b) y=2yl v+ g2 =1
z=2—zl zl+22=l,
fde je | |
1, ako je a =1
a1=

O, ako je a=2,
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1l , ako je a

L]
(V)

O, ako je a=1 .

Zamenom relacije (b) u jednadinu (a8) dobijamo jed
padinu

xlylzz+2x2ylzl+4x2y1z2+3x2y221+5x2y221+x1y2z2 =0,

Na osnovu (273, imamo da je
M= {(191’2)’ (2’1’1)’(291,2),(2’2’1)9(292’2)3(1’2:2)5 .
Skup resenja prema Lemi 6. je

{1_,2}3\M ,
t3. '
{a,1,1,a,2,0} .
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5. OpSte refenje jednaline ako je poznato jedno
partikularno re3enje

L.L8wenheimovu teoremu "Léﬂ za Bulove jednadine
proéirio je P.Ivanescu [56] na pseudo-Bulove jednadine.
U ovoj glavi proSiridemo spomenutu teoremu na jed-

padine ¥ija redenja pripadaju konadnom skupu 'Lg a8} .

Neka je (55, €5reeey §) Jedno partikularno re-
senje jednadine (27).

Lema 7. 4o je (Sl, €oseeey fn) jedno par-
tikularno reSenje jednadine (27), onda de njeno opite rele -
nje biti

g = S5 [F@yopgreeerpy) £ 0] + By [Fompseensmy) £0]

i=1,2,e0e,y,n,

gde je (pl’pZ”"’Pn) proizvoljni vektor skupa Lg .

Na osnovu relacije (4") Glave I. imamo

oL ok
Xi = %i [f(pl’PZ,o-.,pn) # O] +

+ pué; [f(Plypzvvcoypn) # 0] , LETL

p, j-:l, L ) ,no
Svaka jednadina (27), na osnovu Teoreme 2. Glave I.
noze se transformisati u oblik

n

oL oL
1 _ %2
1 X2 o oXn .

f(xlng,-OO,Xn) = \:‘ f(%.l, o"z,.d.,@én)x
n

("‘Lly "[-'29000) dn)él‘p

Prema tome:

i

o r_r.l__ D(.i - ’ .
£(xysXpsenes®y) = 2 £y, boyenn ) || (gi E(pl,pz,o..,ﬁn)#c

) el i=1
(‘é‘l’ °L2,ooo ~’¢n)€:Lp
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+ Piiﬁ(pl’pz,..;’p#) 7£ 0]) =

oy o oA
g; £(olys Apraver k) (§17 §oonee §nn[§(pl,p2,...,pn)£6_]+
o
1

, °‘2"°°’°‘—n)61‘§

Ly

oL
+ Dyt Dy ee e [E@yaps e py) A 5_]) =

oL o oL

£ E’(Pl’Pz,-..,Pn) # qu(dl’ 01-2,...’,¢n) gll §22... gnn +

n
(°C1’ 0('2,000, o‘n)eLp

” .: oly oo “n
+ E(pl’pZ"°"pn) # Ca f("‘ﬁla °L2:--o’ °Ln)P1 Py ***Pn =
n
(O{l’ dz,ooo,ocn)ellp

’ ['f(pl,pz.---,pn) # 0] L(pysPgrecespy) +
+ E(P17P290",Pn) 74 O-:] f(ily ?29000 in) =0 ,

Ako je (xl',xé,...,xl;) resienje jednadine (27), on-
da pi = xi' ’ i=1,2,ooo,n s Pa imamo

x; = §iE‘(xi,xé,...,x£) # 0] +

+ xj:E(xi',xz’,...,xI;) # 0] = Xj’- ’ i=l’2,ooo’n °
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6. Sistem nejednacdina i jednadina <&ija reSenja

pripadaju skupu Lg

Neka je funkcija
f : Lg - 7,

gie je 7 skup celin brojeva, a L ={o,1,...,p-1} .

Problem je reSiti nejednacdinu
%28) f(Xl,Xz,...,Xn)éo .

Neka je A mninimum funkecije £ .

Dalje, M = |A| (apsolutno ocd 4 ) .,

Broj M predstavimo u brojnom sistemu osnowe P,
%

k -1 ,
M = P ak+pk lakml+.‘°+poao.

Formirajmo Jednadinu

(29) F(Xl, ceeo e ,Xn,yo, oo ’ykaf (Xl,Xz, PR ,Xn)"‘poyo“". eo+pkyk=0

Lema 8 . Jednadina ({33) je ekvivalentna nejed-
nadini (28).

Neka je (xi,.ﬁ.gxéyyé,oa.,yi) jedno reSenje jed -~
nadine (29); onda je

f(xi,;,w,xﬁ) = e (p°y0+ga.+pkyk) .
Prema tome je
f(xl,..g,xé)é=0 .

ko je (x{,...x;) jedno resenje nejedénaline (28), tj.

P ] .o
f\xlgsosgzn)ﬁ:5‘3 .
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. (1] " " k""l
gite postodl (Fgs¥7s000s¥) €L, tako da Je

1] L 1" "
f(xl,...,xn) + pc'y0+...+pkyk =0,

Neka je dat sistem jednadina
{50) fi(xl,ooo,xn) =0 ’ i= 1,2,...,!!1 ’

gde je (xlyooo’xn)e Ilg » ili
fi(xl,ooo’xn) +1 =1 » i-= 1,2,.'..,111 .

Formirajmo jednadinu

m .
K3l) r_l (fi(xl’ngooo,xn)i'l) =
i=1

Lema 9 . Sistem jednadina (30) je ekvivalentan
#8 jednadinom (31).

Na osnovu Leme 8. i Leme 9. proizlazi sledeéa teore
e
Teorem 2 . Sistem jednatina i nejednalina

o

fi(xl,xz,...,xn)fi 0, 1i=1,2,00.,m,

gde je § ie{: 'y 21 &£ 0 > 4} , ekvivalentan fe jedna -
ini

F(xlrxas oo 9xn9yoyy1, coo ’yk:) = 0.

Primedbda. Svaka nejednadina moZe se svesti
B2 nejednadinu tipa (28).
Zaista, nejednadinu f(xl,...,xn)40 transformife~

i"u ne jedna&inu f(xl,...,x )+1&£ 0, dok nejednadinu
(Il,x secesX )20 transformiSemo u nejednadinu

"f(xl,xz’...’xn)éo L}
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IV GLAVA

ﬂSFORMISANJE MAPRICNE IGRE U PSEUDO-BULOVO PROGRAMIRANJE

Date su matrice
A= Jags|| » B =|lbgg) » (A=1,2,..0,m),3=(1,2,c00,n)

W s 8yy i bij realni brojevi.

Neka je § Jednalod relacija =, r» >s <9 F s =
peka je ¢ fiksiran realan broj.

Problem I ., Odrediti skup matrica

%1) C = “013“ s (i=l,2,...,m1),(j=l,2,...,nl) ’

m1=1’2,0.o,m Y n}.=l,2,@togﬂ ’
o da: '

I. 1% Skup kolona (ili vrsta) matrice C je pod-
Eip unije skupa kolona (ili vrsta) matrica A i B .

29 Dve kolone (ili vrste) istog indeksa matri-
Ai B ne mogu istovremeno biti kolone (ili vrste) matri
Cc.

II. Matrica C ima bar jedan element u svakoj ko -
fi i u svakoj vrsti u relaciji § sa ¢ .

Problem II ., Odrediti skup matrica
C = "013" ’ (i=19210'0’m) (j=1’29°'-’n1)’nl=1’290000n ’
?‘1 C = “ciJ" ’ (i'—‘lozs--o’ml) (j=l,2,...,n)m1=1,2,...,m) ’

0 da:

I 1°. Skup kolona (11i vrsta) matrice C je pod
Kup uni je skupa kolona (ili vrsta) matrica A4 i B .
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2° Dve kolone (ili vrste) istog indeksa matri-
4 i B ne mogu istovremeno biti kolone (ili vrste) matri

C
II. Matrica Cpxn. » ima bar jedan element u sva~
] goloni (111 u svakoj 1 vrsti) u relaciji § sa c .
III. Da je n, (i11 ml) minimalan.

IV, Da je zbir

jnl m n 1
9231 i§=1 ‘ciel éli 321 21 ej‘)
ginimalan.

Svaku matricu
lex n, (mlém ’ nlén) ’

mofemo predstaviti pomoéu jednog vektora
<xl,x2’--° 1 Xpy 9 yl’y290°° 9yn) ’

foji pripada skupu L‘gxﬁ; , i to:

1° =1 , ako su elementi iz odgovarajuée i-te
wste matrical ﬁnxn i Bmxn uzeti u matricu lex n, .

29 Xy = 0 , ako nisu elementi iz odgovarajudée i-te
t{rste matrica Amxn i Bmxn uzeti u matricu lexnl R
| 39 y: =1 , ako su elementi iz odgovarajuée j=~te
0 i -
gi::e1:a;ii:eko§g:enmatzzzi ;mtazrlzlilsucml X ! ,u:::jfle
4% ¥ = 2 , ako su elementi iz odgovarajude J-te
folone matrice B «n uzeti u matricu menl » dok elemen

il j~te kolone matrice %xn nisu uzeti.

59 vy = 0 , ako nisu elementi iz odgovarajude j-te
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jolone matrica Amxn i Bmx n uzeti u matricu lex n, .

Prema tome, svaka matrica je odredjena jednim vek-

, m n

Matrica tipa (1) odredjena je jednim vektorom iz
P
g5 x I3 -

g}; .

Matrica tipa (2) odredjena je jednim vektorom iz

Podmatrica
(m, g m, n,gn)
Amlx nq 171 71

patrice %xn odredjena je jednim vektorom iz Lr2n+n .

Podmatrica %Xn (nlsn) matrice %Xn , odre -
1? -

ijena je jednim vektorom iz 12,

L >ma 1 . Svaka matrica tipa (1) ispunjava uslo
yve I i ITI ako 1 samo ako jJe

(xl,xz,... sXp s Y sVpsees ,yn)

jJjedno reSenje skupa jednalina:

i=1 j=1
n m m
n > <y§ [ 1 a-[eys=bes? [ ] (1-[?139{]%)) =0
j= i=1 i=
n : —

m
4 2y 1 _
J 7+ 33 =0 111 l | <t =0.

A, Zaista, za svaku i-tu vrstu matrice tipa (1),ima
20 da je x; =1, pana osnovu 1°, 391 4° sledi



= 1 2 .
1"' [avijycyj +[bijgc Yj 9 28 a —1’2’000,11 L]
prema tome
n
xi[—] (1'@'1;]36-] yj"f"iagg y?)*O, za
i=1

]
i

1,2,ooo,m )

B. Za svaku j-tu kolonu matrice tipa (1) imamo da
+ y? = 1 , pa na osnovu 3°, 4° 1 1° sledi:

- e

gko Jje yi.l]'=1 » onda je 1=[aijgc?_|x1‘ sy 2a 1 =1,2,400,m
ako Jje y§=1 s Onda iJe 1=E°ij 963]::1‘ » 28 1 =1,2,...,m ,

Prema tome:

B

m

o

za j =v 1,2,...,11 9 tjo

@) z (y% [] a-[oyy9 et + 52 [—] (- [y 9 c]x})) = 0.

3=1 i=1 3=1

C. Da bi jedna matriea tipa (1) egzistirala, potreb
‘100 je uzetli najmanje jednu vrstu i jednu kolonu matrice
?nxn y 11i jednu vrstu i jednu kolonu matrice By x 1 .Prema
ome :

n n
G) '\/x}=_U(y1+y2)=l,
1=1 J=1

111
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n

m S A A ——————
£, <. = 1 2 =
?) l ' x4 I (ya + YJ) 0.
’ i=1 =1

[ X

Iz (3) i (4) proizlazi da je dovoljno zadrZati samo
fednu od Jednalina

m .

=1

Iz A, B1iC proizlazi dokaz Leme 1.

Postavljeni problem I. svodi se na reSavanje skupa
ednadina (I), (II) i (III), 8ija reSenja pripadaju konadénom
glcupu LI;"'n . Ovaj skup jedna¥ina reSava se po metodi sukce-
iivne eliminacije date u Glavi III,

Lema 2 . Svaka matrica tipa (2) ispunjava us-
love I° 1 II° ako i samo ako je vektor

(Y]_’YZs--O:Yn) (111 (xlaxzs--oaxm))

jedno reSenje jednadine

m n

(6) 2 l—] (-[a;58¢] v3 -[oyys < yi) =0,
i=1 j=1

111

: n i

69 E l—] (1-[ay 5’°]xi "E’ij? c] x§> =0) .
J=1 i=1

Ova lema je posledica Leme l. Iz (I), (II) £ (III),
ga X,=X,=...=x =1, dobija se jednafina (6) (111 (67)) .

Lema 3 . Svaka matrica tipa (2) ispunjava us-
love I“, II° i III° ako i samo ako funkecija
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M £sTpre0es¥y)= fE: (y1+y2) +

J=1
m n
+ (n+l) H (1—[3.139 c] y%" - [bijp c] y%) ’
i=1 j=
(111 m
”r) £’ (Xla 2,»..,X ) = :EZ (x% + X%) +
i=1
+ (m+l) }_-_ ﬂ (1-[ay58 ¢ x5 = [y xi))
j=1 i=1

ima minimum z2a  (¥9,¥pseees¥p) » (L11 (Xg,%5,00rX,) )

Neka matrica (2) ispunjava uslove I° i II° . Onda
ne osnove Leme 2, (yl,yz,..-,'.,yn) (111 (xl,xz,...,,xm)) je re
genje jednadine (6) (ili (67)). Neka je nq (111 ml) broj
jedinica u vektoru (yl,y2, cee ,yn) (i11 (xl,xz, ces ,xm)) ; tada
na osnovu {(6), (67°) 1 (1), (7°) sledi

:.it"{yl,yz,“.,yn) = n, (111 f'(xl,xz,...,xm) = ml) .

Na osnovu III’ ny (i1 ml) je minimalan,tj. funk
eija (1) (A1i (77)) ima minimum u

(yloyZ’ooo’yn) (111 u (xl’x2’-°°"xm))
Funkcija (7) (i1i (77)) ima minimum u
(Yl’yz,---,yn) , (111 (xl’xz""’xm))
(8) fMin(yl’yQ""’yn) = nl ’ (111 f’(l’ol:XZ’-oo’xm) = ml)s
gde je myg&n (111 mygm) , jer je

£(1,1,000,1) = £(2,2,004,2) = n ,
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§1i |
11 f'(lglgoooyl) = f(2,2,000,2) = m) .

Prema tome, (yl,yz,...,yn)(ili (xl,xz,...,xm)) Je
refenje jednadine (6) (i1i (6°)), a na osnovu Leme 2. matri-
a,(2) ispunjava uslove I~ i II” .

Lema 4 . Svaka matrica tipa (2) ispunjava us -
jove 17, II° i xv° ako i samo ako funkcija

n m »

J=1 i=1

ol

3=1

s ﬁ 1-[yy® 'ay%'ﬁij?c]y?) ’
i= |

i=1 i=1 i=1
(97) n 0 1 5
> ﬂ(l ~[ayy 8 SJu - [Byy 92
3: =

B

A4

=

f
——
) M:s
N

j=1 i=1

|2s3] - 2 > bijl}
j=1 i=1

ima minimum (yl,yz,...,yn)(ili u (xl,xz,..;,xm)) .

Neka matrica tipa (2) ispunjava uslove II°, I” i
IV’, Kako je na osnovu uslova I° i II°, odnosno Leme 2.,vek-



gor

(y1’y2900'tyn) (ili {xl,xz,..“z\m}}

refenje Jednadine (6) (i1i (6°)), funkcija (9} (111 (97)) Je

jni m
(10) () sTpre0esy,) = z z |°1e]
e=31 i=1
fos
(10°) n imi .
f'(xl,ngooo,xm) = z Z 'cejl
J=1 e=11

' ' |9‘iel’ ako je y, = 1
gde Je Cie
'bie]’ ako je yo =2 .

Prema tome, gbir (10) (i1i (10 7)), na osmovu IV’,
minimalan Je.

Ako funkeija (9) (i1i funkeija (9°)) ima minimum u
(yl,yz.-o-,yn) y (114 u (xl,xz,...,xm) , gde je

NYE

1
(Yj + y?_) =1nq

e
]
o’

(111

B

(x% + xi) = ml) ’
i=1

i ngn (114 m < m) , onda
J
n, m

Tygin (F10¥20000s¥y) = z Z [Cie!
e=3, i1
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e n M
£ g (RpaXpreeesXy) = > :EE [%e3)) °
j=1 e= 1
8
‘aie‘ y ako je Ve = 1
|Cie| =
!biel » ako je y, =2,
i to
; n él.
(o) 3T feug] s
- 3=1 i=1
jer
n n
f(l,l,cco,l) = E 2 laiji
j=1 i=1
2B
£(2,2,000,2) = ?;— ;2: ibiji .

o
fl
-
o
[}
P

(Isto i za funkciju f£7) .

Prema tome’ (yl,yz,...,yn) (i1i (xl,xz,...,xm)} je
refenje jednadine (5) (ili jednadine (67)), a na osnovu Lene
2. matrica tipa (2) ispunjava uslove I° i II", dok ie na os-
novu (9)'ispunjen uslov IV°,

Postavljeni problem II svodi se na odredjivanje sku
pa tadaka iz L%*n , za koje funkecije (7) i (@) imaju mini -
mum. Metod za oaredjivanje minimuma ovih funkcija dat je u
Glavi II.

Primena 1. lieka Je

.CG = Haijﬂ y 1=1,25,..00,n , j=1,2,4..,1

matrica pridruZena grafu G5 , gde je V = {vl,v?,...,vn}skup

vrhova grafa.



Problem je odrediti skup podgrafova datog grafsa.

Na osnovu Leme 1. skup podgrafova datog grafa ¢ do-
pija se tako 8to se reSi skup jednadina

i
o
-

3:

n n
(") 121 x5 ﬂ 1-[ay5 # 9)vy)

([

n n
(1) > vy | Ry Adx)=0,
i i

i=1 =1
n n
(11z" ) m F,=0 111 [ =0,
=1 1=1
n+n

gija resSenja pripadaju skupu L2 .

Primena 2. Neka su data dva grafa G, i GZ . Pri -
druzimo im matrice

Mel = "aijn s 1=1,2,00051 4y 3=152,000,82
MG = “bijn > i-‘—'—l,zpmoa,m 3 j=i923&§a53{i .

2

2bir grafova Gl i G2 odredjen je matricom

")

3]
iy %

i

MG]-U GZ - ”aia bij“ ’ izl’z"”‘“?r" r a5k 2, , B

Problem je odrediti skup podgrafova tako dobijenocg
grafa.

Na osnovu Leme 1. skup podgrafova take dobijencg gra

fa odredjuje se reSavanjem skupa jednadina I, II'i III" &ija

reSenja pripadaju skupu Lgn .
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V GLAVA

PRIMENA PSEUDO-BULOVOG PROGRAMIRANJA U ALGEBARSEOJ
TEORIJI AUTOMAT A

U Elj.d;] i [:69] postavlja se i studira problem mini-
pizacije strukture Sema sa obi¥nim kontaktima (break-before-
pake), ili sa specijalnim kontsektima (make-before-break) pri
realnos funkcelonisanin, 8ije je aktiviranje i deakitiviranje
dato u uxl pozicije (tabela 1). Dakle, problem se sastoji u
pronalaZenju najprostijeg izraza E , kojli definise funkeiju

\ me X%

) ¢ Lip -
(11 f 43 T 152 ¥ \

' % e 1 %
B T, w Ay ot - -, o -
gde je Mo TR Byl . Lf§ = {M(’ y 3 s .ng °
169 su studirans tri problema minimizacije za

funkoi e wipa (1) i vo:

Prei proviem. Winimizacija broja kontakata koji figuri-

»

Y u igrazu kojiw je definisana funkcija.

LDrugl orabvlem. Minimizaclis broja slova sadrZanih u nor--
maino] disjunktivoo] formi.

PTraed¢l provlea. Minimizscija broja konjunkeija, koje se
pojavijuiv u norualno] disjunktivanc] for-

wd .

Sva ova tri wroblemn svedens su na problem minimiza
cije pseundo-Bulovih funkeija.

T @v%j 2lavi prodividsmo sva tri problema minimiza-
cije rri vealnom funkelonisaniv releja sa obidnim i specijal
nim {sormalinse otvorenin i normalnoe zatvorenim) kontaktima na

gtn kotvu pal jaq ¢lie ge aktivivanje 1 desktiviranje vrsi

-
" 7 g e 3
3 DL ORN A 2 2

?r.-*

Dokle . gbtud ﬂﬁmmw problem odredjivanja najprosti-
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ﬁizraza E , koji definisSe funkciju

P — 1 2“2 ]
g‘) R Lip“”?l’z 9 gde je Ilp -—{0 ,?P:T,oos,‘p__lg ié

jgpunjava uslove postavljenih problema,
Neka su

Kl,Kz’ L ] ,Kr

s1lv . oiyvoreni 1 normalno zatvoreni kontakti,montirani na

4 Lot releja X
rridrusimo tim kontaktima promenliive

B} Xklg)}:kz"",xkr ’
koo sl s promenljiva x o, 8iji kemtekti  funkceionisu
é‘e}ﬂi:@ SRR R .
. 4 1
X G 3 O x o) 5 1
vﬁﬁ 1 0 O xos 1 1 o
2%l o 1 15l 1 1
tabela 1.
ok 2 p=2
* © P:T D~ i *oe p—l 1
x € 3y € see € e
k, (16 =, 1 &5 2 1B=2 11
b &En & - £ eee § €
k 20 1 > -2 1
2 2t 255y 22=2
X £ £ .. ¢
k ro 1 E__2 £ p-2 1
’ - p-I =

tabela 20



71

U tabeli 2. eiae IJZ ZAa. svako i=1,2,ooo,r i za

ﬂo j e I!p ?

Definicija 1. Zakonjunkeiju ci kaZe-

p d8 je skradéa" od konjunkeije cj , U notaciji

o su sva slova sadrZena u C, sadrZana i u Gj .

‘Svakoj konjunkeiji ©; pridruzimo prirodan  broj

f(ci) sa osobinama:
a. Ako je cigcj , onda je 3 N(Ci)éN(Cj) .

bo MO je E = Cl‘J CZ\J obou Cr ) Onda je i

C.} »
S
feka su vektori (&, , Chyrecn, B, 3, &L, kolone
gatrice (( ﬁioé)) » $=1,2,..., 0 SLE€5. =& tabele 2.

Formirajme

i=1

fgde je

& X, ake je <« = Q

L) E T Xy

k - -

1 X , akc je é}t = 1,
ky
1“192} T em B .)L’i &M{} ]
Neka je

5) 6;cCe 10740, ako jo PEIN{LY1 meka go

”

duzina konjunkcije C oL minimalns.
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| T eorem 1. Za svaku konjunkeiju CQL iz (5)
pos’co.']i jedna funkeija X~ y» tako da Je

ol - '
x =0 ,o(,E-I.p ’
(5') X = xki 9 DéeI'p ?
gde Je
AoL = (eiloL ’ 6125(- secey Ei °(_)s Isijér, J=1l,25¢00,48.
8
Neka konjunkcija € zadovoljava (5) i neka je
oL E’i eL eisoL
X = xk ki ? gde 'je J.Sijsr ’ j=1,2,ooo,s .

8
Pretpostavimo da postoji funkeija " , tako da je

xrﬁ = CI; s gde je ‘i3 £,
1 da je xP jednéka jedinici za vektor (Ei o 9 &i L reees Ei &)
8

Tadl
s 2 Cp,
‘#to je u kontradikeiji sa (5), tj.
Ci&Cp 1 Cf<Cl ako je oLELN {p},

Uvek postoji bar jedno sloveo iz C da nije sadr
fmo u ©, , ,’beL\{oL} za svako oL 1z L, ; ovo pro-
iz1azi na osnovu toga §to dve kolone matrice sa tabele 2. ne
Bogu biti jednake.

Metod u E.lda [39] vodi nas do algoritma za odre-
Yiivanje svih prostih implikanata date funkeije



. Th
f.Lp--:*Lz

19 Neka za (pl,..., Prreces ‘!?,n) funkeija

‘i‘ (xl, coe ,xn)

{na vrednost jedan. Na osnovu Teoreme 1., Glava I, u kanon -
goj disjunkiivnoj normalnoj formi funkecije £ figuriSe ele
gentarna konjunkcija

P’l @k Pn

x1 * o e xk ® e O xn L]

29 Pretpostavimo da funkcija (2) ima sledebée kon -
junkeije

‘31 ﬁk—l o pk+1 Pn
Cl = X eeeXy 17 X Xy g7 eeeX,

Py Pr_1 = p A
_ - p-1 k+1 n
C2 - xl LI .Xk_l Xk Xk+l o e Oxn 9

P1  Bx-1 _1 Pr+1  Pn
Cp = xl ...xk_l Xk Xk+l ...Xn .

Na osnovu (6} konjunkeija

B1  Px1 Pxya  Bn

c = Xl ...Xk_l xk+1 -oo%
le implikanta g za Clu CrV..ovC , t].
f =1 ako 1 samo ako f =1 .
c CqU oV eV C,

Neka smo u q koraka iskoristili 2° i dobili kon-
unkei je

) C13CrreeesCp o
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Kako se medju ovim konjunkcijama ne moZemo koristi-
31 2°, kaZemo da je skup konjunkcija (7) skup prostih impli
xganata.

Lema 1. Ako su (}]:,(32',...,01:'1 proste implikan

te & konjunkcija 01,02,...,Ce s onda

m e
Uei=Ug¢ .
im1 1=1

_ Da bismo olak¥ali algoritam, postupidemo na slededi
nadin:

I. Za svaku konjunkeciju
o .
- il 0412 din
Ci = X4 X5 cee Xy ’
1l 2 n

odredimo njenu teZinu W(Ci) , gde Jje

W(C,) = od; +d;, + voe + &
i 11 12 in

i gde + oznadava obi¢no aritmetilko sabiranje.

II. Grupi3imo konjunkei je C; po jednakim teZinama
u klase., Dve konjunkcije jednakih teZina pripadaju istoj kla
3i,

III. Konjunkcije oblika (6) mogu da se trale izme-
dju elemenata klasa sledeéih teZina: | |

w,w+-13%1-,w+.-1)—%i-,..’., w+%_'-'32_-,w+1.

Neka je skup prostih implikanata & :

cl,CZ’..o,Ce ]

dobivenih na osnovu 2°., koji odredjuje izraz

E = Cl\JCZV...\/Ge .
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Probiem I. Odrediti konjunkcije Cx , L €L
da je € CC, 1 C7CCp
da je N(CJ ) minimalan.

b’ tako
ako je OCGLP\ inl, PEL, , i

Neka je
e | éj'Zl."( 812‘* aj'e°l' . |
SOL = xi ’ xi gvee) xk il<iz400<le,ij=1’2,ooo ,r
1 2 ie .

Teorema 2, N(CL,) =-e je minimum,

o;cc 1 c;&cp, pen) {pl,
ako i samo ako

€1« 5124 €1«

X b ¢ eve X
k k k
il 12 i

C;_ = y

e
gde je

€1 o i
(xkil yeees 7 VEST\JsS L L€,

1 1
) peD {et}

Neka je N(Cy ) = e minimum,
'CC

C; S i cozstcb » BEIN{LY;
onda Jje

£
o L it xﬁizgz. xf—ie.L
~a xki ki ees ki »
_ 1l 2 e
a ako

¢/ X% » PELN{%Y)



onda

£ Ei. 4
(xkili, xkl yeees xk ¢ USZ .

h de | et

Prema tone,

é1.4  €ie 61.;

gk

Iki ’ xkiz yecey 65 \Use
1

2 per, {3
Neka jJe
€32 &3, 81
1 2

Re I-p\{odx

i za k = 1,2,..0,3"1

se\ \U 55
BELN{LS

( Eil.c &124. 61 oL

’ xki 9evo 9 xk Sk
l ,.

a ne pripada U Ser'b y {B&Lp\ {Q(} .
Dakle, N(C)) = e je minimum i G; CC,
1 CifCn » pelpnixd
Problem II. Odrediti

s$SN\U s% £ 2,
peIy {£L3

82



tako da je e mnminimum,

Na osnovu Teoreme 2. Problem I 1 Problem II su

ekvivalentni.
Prema tome, ako je

siNU s
pen {3

prazan skup za svako kge-l, a

SANPEH
asnp\{oéﬁ

nije prazan, onda N(C,.) = e za neko al.ex.p .
Proizlazi da jJe |

N(G’) = e _, N(O'. )-—.. e goesy N(g’) = @, °*
o © 1 1 1l

& & vsnovu Teoreme 2,

x, = co‘ ’ x_:!__ - c'_;T yeees x1=ci .
p-1 P~
e l b n———1
U Esg] S.Rudeanu i P,Ivanescu,na osnovu x- = x°U x%

dall su da je 1
(% =1, 8@ =1 1 §E2) =2,

Sto ne vaii za x* , A€L, , ako je p>3 .

Na osnovu Teoreme 2. imamo da je

1
x° = xoo’ x2 = xoo. xoa , x1 = xAOl"

tje. kao i u @9] y 8de je

LPuxl .

ot
il
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Uvedimo relaciju koja ée kontrolisati bro] kontaka-
-ta
kl,kz’ o 90 ’kr

u konjunkeiji Cy i (5). Na osnovu (5°) i Definicije 1. ima
mo:

€1 o
oy f / J .
B{CZ ) = N[ ; , &gde aeoéelup, Ao('_'{xilot ’xizoﬁ.""’xisvl-}-
Ei.&EEQx
J .
Prvi problem minimizacije resSava relacija:

e

(e N(E) = E 'N(Cd) ’
d=1 .
gre je
z ()
N(Cd) = N(Co(_) Ud 9 d=1,2,o.o'e
oLeLp
{L) a
- ﬂd broj slova u konjunkeiji Cd oblika x .
Drugi problem minimizacije resava relacija:
e
(9 - NE) = > U,

d=1

gde je U& broj slova u konjunkeciji Cd , tie

©") ] 1,
5y 2T, = 5l , gt (1)
N(cd? =Uy; =057 + U4 teoot Us™’
Treéi problem minimizacije reSava relacija:
(10) N(E) = 14l+eee+l = € ,

tj. broj konjunkeija, gde je'

(10 %) | N(Cg) =1 .
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ReSavanje ova tri problema moZe se izvesti nmna na~
~¢in dat u [}ﬁ] i to: odrediti jedan izraz E koji zadovolja
va

(11) fE(Xl’XZ""'Xn)=1 za sve (xl,xz,...,xn)éiAtiLg ,

(12) iE(xl,xz,...,xn)=0 za sve (xl;xz,...,xn)GEB‘Zbg
gde je

ANB =g i N@E<LKNE?
za svaki izraz koji zadovoljava (11) i (12); N(E) Je
definisan sa a. i b,

Ova] problem reSava se poznatim metodom iz @9] .

Neka su (x%,x%,...,x;),i=l,...,m vektori iz skupa
A i 01,02,...,Ce proste implikante funkeije

(13)

1, ako je (% ,...,x )€ AVC , c=Lg\(.A.UB)
g(xlyoooyxn) =

0 , ato je (xl,...,xn)eB .
i neka je matrica mxe , ((aij))' definisana sa

(14) o

1 ’ ako je fc‘(xi,xlz',-..,xi)‘—‘l, i=1,2,...,m, j=1,2,ooo,e
a: . =
13 O , za ostale vrednosti .

Ma koji sistem prostih implikanata
S = {cl,cz,...,ce}

moZe biti okarakterisan pomodu jednog vektora (¥y,¥pseess¥),
gde je '

1, sko je C,€5
yi =
1 O, ako C; mne pripada S , i=1,2,...,e,

nazvan karakteristidénl vektor sistema prostih implikanata g.
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TraZeni izraz je

15) E = U Yi C4 »
Yjen

je je n = (yl,...,ye) minimalna (apsolutna) tadka pseudo-
1love funkcije

L6) P = :EE Yy N(c ) + M jzi (—_\(l (a.]_;l ya))

i=1 j=1

e
M >E N(cj) .
J=1

Prema tome: Ako je N(cj) relacija (12°) , onda (15) re-
wa prvi problem minimizacije.

Ako jJe N(cj) relacija (10°) , onda (15) ‘relava
'eéi problem minimizacije.

Ako Je N(c,j) relacija (9°) , onda (15) reSava dru
. problem minimizaci je.
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