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PREDGOVOR

Stabilnost kretanja mehanickih sistema, kao deo op-
ste teorije stabilnosti reSenja diferencijalnih: jednadina,
Je u literaturi Siroko obradivana tema. No uprkos tome, ona
Je jo8 uvek interasantna za mnoge istraZivade o demu svedo-
¢ radovi iz ove oblasti koji se svakodnevno pojavljuju u
viililkom broju. Pri resavanju zadataka iz stebilnosti kreta-
nja najsiru primenu je, bez sumnje, dobila AsanyHop-ljeva
Leorija [ié] koja Je od svog nastanka 1892, godine pa sve
do danas razvijana od velikog broja istaknutih nauénika, U
poslednjih nekoliko godina ova teorija Jje dobila nesluéeno
veliku primenu u teoriji automatske regulacije i optimalnog
upravlijanja 8to daje nove impulse njenom daljem razvoju. Ov-

ako veliki uspeh pokuSademo da objasnimo, makar i delimid-
no, slikovitim redima Yerde® -a [7] :"OZtroumnost Ljapuno-
voske definicije stabilnosti sastoji se u tome sto nije bes-
predmetno Siroka, inace ne bi bila interesantna, a suZena
je taéno toliko da obuhvati sve ono 8to Je korenito u naj-
raznovresnijim zadacima o stabilnosti."

Sto se tide stabilnosti kretanja neholonomnih meha-—
nidkih sistema /misli se i na stabilnost ravnoteZnog stanja
kao specijalni slucaj/ moZemo reéi da Jjos uvek nije dovolj-
no ispitana iako Jje podlev od radova Whittakera i njoJ posve
éena dovoljno opSirna literatura, Posebno je ilustrativan
u tom pogledu put razvoja problema stabilnosti ravnoteZnog
stanja neholonomnih sistema koji niti Je iSao direktno re-
fenju niti je do danas stigao do kraja. Prva resenja ovog
sadatka se mogu naéi u [20) . Whittaker Je stabilnost ravno-
teZnog stanja neholonomnih sistema ispitkivao tako Sto je ne
holonomne veze linearizovao, posle dega one postaju integra
bilne, pa se na taj nacin gubi razlika i zme du neholonomnih




i holonomnih sistema. Da problem ipak nije teko jednostavan,
PV je pokazao Bottema u radu "On the small vibrations of
“pnou holonomic systems", Ind. Mathematical, Amsterdam, 1949,
vol. 11, f£. 4. Bottema skrede paZnju da u sludaju malih os-
¢ilacija neholonomnog sistema oko ravnoteZnog poloZaja ka-
cakteristidéna jednac¢ina ima viSestruke nule a matrica nje-
nih koeficijenata nije simetricdéna kao kod holonomnih siste-
. Na osnovu toga, predlaZe sa se ovaj zadatak tretira kao
ippitidan sluéaj" u smislu AANYHOB -1jeve definicije Sto
pralctbidno znadi da Jje za sada nereSiv. O nastalom problemu
nupisano Je dosta radova od kojih izdvajamo rad Eéi] Aiser-
man-a 1 Gantmacher-a u kome Je pokazaﬁo da Je problem resiv
«lo Je broj korena jednskih nuli jednak broju neholonomnih
Vi Gl

04 autora koJji su se bavili ispitivanjem stabilno-
sUi kretanja neholonomnih sistema nave$éemo samo neke: A.H.
OsmMopuwen je u [25] sastavio linearizovane jednadine malih
oscilacija oko stacionarnog kretanja i ravnoteZnog poloZa-
ja. Henmoprk i Pydsen posveéuju niz svojih radova /veéina
od tih radova sadr¥ana je u [15]/ problemima stabilnosti ne
holonomnih sistema medu kojima vidno mesto zauzimaju oni
koji se odnose na stabilnost ravnoteZnog stanja. Stabilnost
stacionarnog kretanja resavaju primenom Lagrange-evih Jed-
nadina sa mnoZiteljima veza 8to, ¢ini se, nepotrebno usloZ-
njava problem. Problemima stabilnosti kretanja neholonomnih
sigstema bavio se i Yemsged [7] koji je, pored ostalog, prvi
noglasio da se ovde radi o uslovnoj stabilnosti u smislu
kako Jje definisana u [12]. Istidemo, na kraju, rad B.B. Py-
MAHUe8 -g [31] u kome Jje najpodrobnije obradena stabilnost
ravnoteznog stanja neholonomnog sistema u polju konzervati-
vnih sila. Ovde su dati i uslovi pod kojima neholonomne ve-
z¢ nemaju znadaja za stabilnost ravnoteZnog stanja sa inte-
resantnom napomenom da te uslove Whittaker ne navodi u svo-
JoJ knjizi ali Jje oCito da o njima preéutno vodi raduna sto
se moZe zekljuéiti iz njegovih rasudivanja.
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U ovom radu ispituje se stabilnost kretanja neholo-
somnih sistemay nadeni su uslovi dovoljni da uoéeno kreta-
aje bude stabilno odnosno nestabilno u Aanunos -l jevom smis-
{11, PredloZeni stavovi u suStini pripadaju direktnom AANYH-
B ~ljevom metodu Jjer pretpostavljaju postojanje Jjedne fun-
i sije, odredenih osobina, koja se od poznatih Aanvhos-lje-
sl funkecija razlikuje po tome Sto zavisi samo od koordina-
Lo poloZaja sistema a ne i od brzina. Nadin na koji se ova
rankeija moZe konstruisati ostaje, kao i kod Aanyxog-ljev-
ih teorema, nereSen. No poSto u ovom sludaju funkcija koja
podlefe izboru zavisi od dva puta manje promenljivih u po-
codengu sa odgovarajuéom AgnyHog-ljevom funkcijom, moZe se
i da Je, bar u principu, zadatak u ovom slucdaju neSto
talksi. Kao posledice stavova koji vaZe za stacionarno kre-
Lungje neholonomnih sistema dobijeni su rezultati,ansalogni
poznatim rezultatima kod holonomnih sistema, koje u litera-
Lurd nisam naSao. U sludaju ravnoteZnog stanja iz predloZe-
wili stavova slede, kao posledice, teoreme izvedene u [31].

Sama ideja da se na ovaj nacin pride ispitivanju
stabilnosti kretanja mehanidkih sistema ovde nije original-
na. Ona se pojavljuje u radovima Veljka Vujidiéa [34] -
(36] . Ovde je ona primenjena na neholonomne sisteme i oboga-
iena stavovima o nestabilnosti kretanja i ravnoteZnog sta-
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§ 1; Jednadine krebtanja neholonomnih sistema

Posmatraéemo mehanidki sistem 4 koji definisu:

d;) Skup materijalnih tadaka My (4= 1,...,n), masa
my s g¢iji su vekbtori poloZaja b3

d,) Kretanje ovih taéaka Jje ogranicdeno sa K holono-

mnih veza

(1) ﬁ'(ii’°')?ﬂ)=o (a=4 "QD.,K)
i I neholonomnih, skleronomnih, veza oblika

@) Z? V. +{ = (B=treeesl)
gde su

—?; "8 - = ._,.
{z‘;=‘£g‘:(zﬁ)'”,eﬂ) .’ 4“:{2(",...,!”)

d,) Sistem se kreée pod dejstvom aktivnih sile
F(*- ?4» 2”) 1 ");Zf)

i sila reakcija,veza
- K L re
B = Z2agoedfot F ol .

d,) Kretanje je moguée opisati diferencijalnim jed-

nadinama /Lagrange-evim I vrste/ i
- - S F. v} d

) mv = F+2negeekl+v2 tibe. , (M=gg)
u kojima su A, i Mo mnozioci veza koJji podleiu odredivanju.

U.na3im razmatranjima bide pogodnije da se koriste
jednadine kretanja bez mnoZilaca veza, pa Gemo iz (3), naj-
Pre, eliminisati J\li<u€. U literaturi se mogu naéi vise
nadina da se dobiju jednadine kretanja iz kojih su elimini-
sane reakecije veza no mi &emo ovde, ipak, Jedan takav post-
upak izvesti 1z ovih razloga: prvo, analogan postupak &emo
koristiti i pri izvodenju jednadina za poremedaje pa &e ovo
doprineti da neki docniji postupci budu jasniji i drugo,
8to Gemo nekim jednadinama dn)i novi oblik koji Jje pogodni-
Ji za naSa pazmatranja. '

Neka je poloZaj posmatranog mehanickog sistema J
odreden nezavisnim /Lagrange-evim/ generalisanim koordina-
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tamaz«“ ({A=i’---sn=3N - K), tj. neka je
&) = (94,97) -

Jednaéine holonomnih veza (l) su, posto se u njima vektori
Polozaga izraze pomodlu (4), identilki zadovoljene /u tom
gmislu smo koordinate iy‘l nazvali nezavisnim, iako Je nji-
hov broj veéi od broja stepena slobode kretanja sistema/ a
jednaéine neholonomnih veza (2) dobijaju, na taj nacin, ob-
1lik

gde su
| CP,,-‘“ Z?;, 92# Y ‘Pg =4(’2<2‘,---,f")).

gmatraéemo da su funkecije

D= BuG8), Bp=Byp(g5-227

neprekidne i diferencijabilne do reda koji nam bude bio po-
treban, ne naglaSavajuéi to posebno u daljem tekstu. Pomno-
%imo sada Jjednadine (3), redom, skalarno vektorima

o

g
i saberimo tako dobijene jednakosti, pa Cemo dobiti
© Lmt B =f FE S S grat e B § E i
Izraz na levoa strani jednakosti (6) transformisaéemo na
naredn1 nacln.

. o 0 9—’. N 3_5. ngé;"- 'U X3
e 92*‘) “Emiy gt

Uvedimo, sada, pored generalisanih koordinata i odgovarajun'
ce generalisane»impulse‘A; kao nezavisne promenljive koje
¢e odredivati kretanje sistema. Njih definiSemo jednakosti-
ma :

(8) i =iV
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Pos3to Je kinetidka energija sistema.ll, 8 obzirom da je po
pretpostavei skleronoman, data homogenom kvadratnom formom
u odnosu na generalisane brzine

- (9) | =5 0w g*g” (ev=t, .7

gde Je iskorisSéena Einstein-ova konvencija o sabiranju po
ponovljenim indeksima 1 - -
fm % ok
,  Wm——— .——9 )
AN

to se generalisani impulsi mogu izraziti i Jednakoséu

Ry =

0T .
(10) /?u = ‘5‘2'?‘ =a 2‘:
Kako za koeficijenté Q‘w vazi /videti npr,. [10] str. 38/
7
det (a-"uv)*"o-‘.# o

iz (10) se uvek mogu izradunati generalisane brzine u obli-
ku

[ #v
(10%) ge=p
v
gde su Cﬂu elementi matrice koja je reciprocna matrici(Oan,
tJe

aeadd=87 {0 T e
b T M o, 79 tuéﬂ.,

Skup generalisanih koordinata zf‘definiée n-dimenzi-
onu mnogostrukost Z;,koja Jje odredena do na proizvoljnu tra-
nsformaciju -

an so et gny  28ndD
. z "2 (?)'-'}7 J 3(2‘)_“)20)
i koju éemo nazvati konfigureciona mnogostrukost, Mnogostru-
kost.Zb se moZe metrizovati uvodenjem kinematidkog linijskog
elementa :

- 12 v
(12) o//J = a(w JZ"“OI?
Tako dobijeni metridki prostor je, u opsitem sludaju, riman-

ski., ObeleZavaéemo ga sa Ve Sada se moZe iskoristiti rela-

cija /[17], § 94./
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Y. 2%:
Z”?a -—57;55?«—\'.0’#,\’]

gde Jje [op,V] Ohrlstoffel—ov simbol I vrste u V, i izraz
(7) napisati u obliku

Zm-:;?;w ;:.f' lo, "]Z Z ;

0dnosno , ako se 1skorlstl (10’),
> 3? c/ _JéL
e PN RS CATY B

Na desnoj strani jednadine (6) imamo, najpre, gene-

ralisanu silu

(14) f_’,:—*,ﬁ?: =Q
£ 998 ¢ ~
zatim, .
~NOK o
(25)  ZENget g

a poslednji izraz na desnoj strani Jednacine (6) Je

(16) P %;ﬁ’"é gsa a?# ;é’c @g{,‘

i predstavlja reakciju neholonomnih vegza.

Konadno, Jjednadina (6), s obzirom na relacije (13)
- (16) dobija oblik
(27) o QJ,-*-;&@;,&,
i zajedno sa (5) i (10?) odreduje kretanje sistema M. No
ove jednadine jo3 uvek sadrZe mnoZiece neholonomnih veza
koje Zelimo da eliminiSemo. Radi toga, pomnoZimo (17) sa
a“"@ i izvrsimo sabiranje po indeksu \,.u, dobijamo

(18) 0P ot = DA Z*‘f’c‘v@s,qiv-

Sistem velicina @6 (M =15+¢4,n), 2a svako fiksirano é ima,
u odnosu na transformaclae promenljivih (11), karakter ko-
varijantnog vektora. Da bismo to istakli, indeks é s, koji
ne odreduje tenzorsku prirodu sistema, stavljaéemo od sada




-8

u zagradu. Prema tome, za izraz

Ve
q;"tz QQGQAQEEM’

mo¥emo reéi da predstavlja skslarni proizved vektora(qpéhy)
i (Beyvw) » Sa ovim oznakama, aedna01na (18) postaje

. oMV D
(182) a @uwd{"’za @.c)v +Z \‘Jéﬂc
Kako su Jjednaline neholonomnih veza, po pretpostavci medu-
sobno nezavisne, to Jje
aet(F),  * O

[
pa se matrici (Fge) moZe nadi re01p1-ocna matrica (F°°). Pre-
- ma tome, iz (18?) se mogu izradunati mnoZioci neholonomnih
ve za

DR, S L
ZCP(«:.) 6 —E —‘_Z é’f’; @c“

Zamenom ovih vrednosti zacué u (17), dobija se

(19) : E =t <."-J ‘c (_{ QG ) ¢(6)¢u

Iz jedna01na neholonomnih veza (5), koje se, 8 ob-
zirom na (10?), mogu napisati u obliku

QS(; Bt @m =0,

apsolutnim diferenciranjem dobijamo

vy (3Berges, OB s
(20) (§p0ats SEo)p+ @S =0
Jjer Je

O @(.e) = ol @«J 2 ¢‘°a‘“s/o
posto Je sistem po pretpostavei skleronoman, Koristeéi (20),

‘jednacine (19) se mogu transformisati na oblik
<

. D) ‘c D (g) OQ“) &8
(22) R=R ?—:f Doy (G R+ 5700 T)

gde smo sa E; obeleZili

[
(22) B =Q.~2 P&,

Na taJ nadin, krebanje sistema~£( se moZe opisati
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sledeéim sistemom diferencijalnih Jednadina
o/Z?‘
at” 7°v
-‘e‘ . @ Q D @(.c-) 84)“) '“6) f
ot = ‘“'1&c (E)e

Ovaj sistem sadrZi 2n jednaclina sa isto tollko nepoznatih
?” i A} pri éemu su jednaline prvog reda i reSene po izvod-

(23)

ima nepoznatih. Zapazimo da medu njima nema Jednadina neho-
lonomnih veza ali zato smdrZe c¢lanove u kojima se poJavlju-
ju apsolutni izvodi koeficijenata iz jednac¢ina neholonomnih
veza, U tom smislu se moZe potraZiti sistem jednadina u ko-
~me bi jedan deo jednacina (23) bio zamenjen Jednostavnijim

jednadinama veza. U tom cilju reSimo sistem (5) po L gene-

ralisanih brzina, recimo

(Y, 0 “/ ) '
(24) ?“ = “2‘?“ + P (et=4,...,m=n-k, &'= 74,0, T)

i sastavimo jednadine kretanja (17) u odnosu na ovako napi-
gane neholonomne veze. Imaéemo

E‘f Q Z(M“,CP’"

dt I 2y YY)

Dﬁu
gE = Pt M

odakle Je Jjednostavno eliminisati mnoZioce neholonomnih ve-
Z8 s posle &ega se dobija

D D , ’ /
al't{%‘ ol-g%‘ G = Qb

Za kretanje sistema\££, sada ée mogu koristiti Jjed-

nacine
ket A
. gt =L
5) —f __B"Cp @“'cpdl

ot »
(OL’V‘CP;"» )/2“-‘-“’ =0.

Bistemi jednadina (23) i (25) su ekvivalentni.
U suStinski istom obliku kao i (25), ali za opsSti-
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ji tip neholonomnih veza, jednadine kretanja su izvedene u
{32} pomoéu Gauss-ovog principa,

§ 1.1 Sistemi sa kvaziciklidnim koordinatama

Razmotrimo, kao poseban sludaj, jednadine kretanja
neholonomnog sistema sa kvazicikliénim koordinatama., No,
najpre, precizno objasnomo koje koordinate nazivamo kvazi-
ciklidnim,

DEFINICIJA, Za koordinatu @™ kazademo da je kvazi-
¢ikliéna ako od nje eksplicitno ne zavisi kineticka energi-
ja T, generalisane sile 1 koeficijenti neholonomnih veza.

Ako Jje i generalisana sila.GL‘koja odgovara kvazi-
cikliénoj koordinati 2“ jednska nuli, koordinata 9™ je ci-
klicéna,

Pretpostavimo da su u posmatranom mehanickom siste-
mu koordinate 2“' (ol'=m+4d y.00,n) kvaziciklidne i da su
neholonomne veze homogene po generalisanim brzinama., Za ta-
kve sisteme se u literaturi srede naziv "Gapliginovi siste-
mi" koji ée i ovde biti korisSéen. Jednadine kretanja ovih
sistema se mogu sastaviti u jednostavnijem, u odnosu na pre
thodne, obliku Sto éemo ovde pokazati,

Eliminacijom generalisanih brzina é“'iz kinetidke
energija (9) pomoéu jednalina neholonomnih veza (24) /u ko-
jima je po pretpostavei @%*'= 0/, dobijemo

(26) . T = .3. dﬁzf«?‘ﬂ («,=4,...,m)

gde Je
é‘/ﬁ (0-,(,3'*‘0.«,3"(’ o 1860 + O G PR ,m=éﬁn

/ovde oznalka ( &, B) znaéi simetrizaciju izraza u zagradi
iza koje stoji po indeksima o i//. Umesto generalisanih.
impulsa/g,, ovde éemo posmatrati veliéinefg" sy koje defini-
Semo Jjednakostima

(27) 7= Rt R



Lako je proveriti da vaZi
(28) 59T 4 &
‘ /2= 53 é‘/5?ﬁ'
”
det(é,xﬂ)dﬂ L#O
iz (28) se moZe izraéunati
(28°) 9P = i 7 (-éo(ﬂ

Napisimo, sada, jednadine (25) u "razvijenom obliku" uzima-~
juéi u obzir da su koordinate Z“ kvaziciklidne; imamo

0’2

Posto Je

é’w oef Jlf‘

ov‘“%:;
(29) o’/:'J; 96 95&4 Q{d‘ﬁ)z
s~ 255t 29
ul o
—(adﬁ+ad/3’cp Vi 2 2 Q + O R,
- gde su sa x; obeleZeni koeflclaentl
J‘u' e e
9t o
U prostoru V /koord1nata.2?7'moze se woliti m-4i-

menziona mnogostrukost 2, koordinata 2 koja Je odredena
do na proizvoljnu transformaciju oblika

g,-? fi)“v2”>
2" =9"

Primetimo da transformacija (30) ostavlja ocuvan oblik Jjed-
naéina neholonomnih veza,., Naime, iz

4= '3
transformacijom (30) dobijamo
= PG
Mnogostrukost 55” moZe da se metrizuje ako se uvede linijski

element
(31) dot = 2F ot’ =1, pn 29"~

Ovako dobijeni metridki prostor Vm Je, u opstem sluéaju,

(30)
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opet rimanski. Jednadine kretanja Cepliginovih sistema se
u prostoru V ne prema (28%) i (29), mogu naplsatl na slede-

éi nac:l.n
ch“' qﬁ .

(32) dt 'y
o 5 gﬂ O
al o(

»de su, kraéeg p:san a radl uvedene oznake
& ) )

= 4% (Oysa * By P4 ) e,
aoﬁ.: Q$'+ CP“ Qd_l.

Sistem (32) sadrzi 2m Jjednadina sa isto toliko ne-
poznatih funkeija 9%= 9%(t) i B=73(t). Posto se on resi i
dobijena reSenja zamene u Jjednadine neholonomnih veza, os-
tale koordinate Zujse iz ovih mogu dobiti kvadraturama. Zna-
gi, ceo problem se u suStini sveo na resSevanje Jjednadina
(52), odnosno, na njihovu analizu.
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§ 2. Jednadine poremeéenog kretanja

Pretpostavimo da jednadine kretanja posmatranog me-
hanidkog sistema M dopudtaju jednoznadno redenje Cauchy-ev-
og zadatka i da Je

Heoobh ol o
o0 b AT 1 S
fon= ot Go,eni 190, Roseves fPo)

_'_Lcsen,je dobijeno za podetne uslove
?°=7¢"‘(t°/2°) ;29/f sy no’

F ﬁ*k‘tolzo“.- ZO,FO)" /:’HO)
Tunkeije (1) odreduju kretanje sistema AL pr:L zada—

nim poletnim uslovima (2). Mi éemo ovo-kretanje predstaviti

(2

u vektorskom obliku _
L o - =l
(3) Y =Zt) =2, (2'®,...,9"@).

Kretanje, opisano skalarno funkcijama (1) ili vektorski fu-
nkcijama (3), smatrademo neporemelenim, Poremeéeno, u odno- .
su na njega, Jje kretanje

) 7= Te) = Y, G'w,..., 9"w)

1stog mehan:l.ckog sistema pri podetnim uslovima Z:;- 'Z “(t,),

\/.*...\/(_to), koal se razlikuju od (2). Razllke
—tn

g

?‘o oo ’z@o J '\? = V _V ‘

su pbée’bni poremedeji za koJje éemo pretpostaviti da su mali.
Vektore s'::-', definisane Jednakostima '

(5) f =T~ T,

nagivamo vekbtorima poremeéaja. Podto su reSenja (3) i (4)
neprekidne funkcije vremena cija Jje zavisnost od podetnih
vrednosti takode neprekidna, to iz pretpostavke‘ ‘da su pode-
tni poremeéeji mali, sledi da postoji vremenski razmak [to,
t;] u kome su E takode mali, te se mogu predstaviti u obli-
xu [11] ‘

(6) Rg= ge‘

S
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smisao ovakog prikazivanja vektora poremeéaja leZi u tome
gto se koordinate E*mogu smatrati malim po apsolutnim vre-
dnostima /bar u nekom konadnom razmaku [to, til/ pa se
mode razloZziti u odnosu na bazu tangentnog prostora u tad-
ki (6:,"')2;)-

Vektori poloZaja tadaka u poremeéenom kretanju su

el Y
(7) 22*=’2£*'§§e‘3253

PosSto vektor poremeéaja (6) leZi u tangentnom prostoru, to
de vektori (7) zadovoljavati Jednaline holonomnih veza samo
u linearnoJ aproksimaciji, 8to éemo odmah i pokazati. Naime,
_podto se i poremedeno kretanje vrsi saglasno jednadinama ho-
lonomnih veza, to mora da vaZe Jednakosti '

-P'* g
(8) ){;\.(‘24)"') 2:) = 0.
Razvijanjem levih strana ovih Jjednakosti u red u okolini ta-
Ske (¥apeeesly) , dobijamo

FACHI AT 3

No, ako poloZaj sistema odreduju nezavisne /u odnosu ha ho-
lonomne veze/ Lagrange-eve koordinate, onda su Jednakosti

ﬁl(73-~;7”) =
identiCki zadovoljene a takode i

N

2% Fa-o
Vidimo da su jednadine (8) identidki zadovoljene ako Se za-
drZzimo na prvoJj aproksimaciji.
Za brzinu u poremeéenom kretanau, diferenciranjem

Jednakosti (7), dobijamo

9%,

(9) vr= v 4 2F

| < AT 92“"

Brzine dopustene holonomnim vezama u poremeéenom kretanju
moraju zadovoljavati uslove

F ()%= 0.



~15-.

Ako se brzine uzmu u obliku (9), ovi uslovi su
Z__i& 'J%}waake“ gfn_'_ . =0
‘ o’l 2 2%

odakle Jje Jasno da su identicéki zadovoljeni u prvoj aprok-
simaciji, akosuiZbrzine dopustene vezama u neporemedenom
kretanju. Na taj nadin vidimo da uzimanjem vektora poreme-
éaja u obliku (6) Jjednac¢ine poremeéenog kretanja ée imati
smisla samo ako se zadrZimo na linearnoj aproksimaciji.

Nadimo, sada, uslove koje na vektor poremelaja na-
meéu neholonomne veze, Preciznije redeno, neholonomne veze
ne ogranidavaju same vektore poremedaja, ali ograniéavaju
njihove izvode po‘vremenu i to na sledeéi nadin

(10) Zfé V"‘+.{;=o_
zde su ] o - . ' N _
(11) £2= 46 (i’,..-,-{:) R ‘!é = !6 Qr, .00,

Razvijanjem funkcija (11l) u red u okolini neporemeéenog‘kre-
tanja, dobljamo

£ eol 22
ﬂ&é—' &‘(EJ ‘:%)+Z(?-'Vd)é‘*..._z+ ‘

(12)
# ='F{(ku a/v)-'l'- 9(‘§ + -

Zamenom (9) i (12) (lQ), 1mamo
94 0§ % AR
(13) p3 ‘? +- (V * It gze‘)"'{{"'?z“s*
Fry .
Uslove koje neholonomne veze namelu na vektor poremeéaja do-
blcemo ako potr841mo razliku jedn801na (13) i(28§1.),
9[‘ 9’2’4 Dﬁ;' VD 9/ 6, OF; 9{4
(14) Z(% 2'“ L. pc 92«“ dt 9> 95“* )"‘92‘"
i=4 =0
Uvedimo, radi kraceg plsanja, sledele oznakig s’
_ < 2l 2 7. 2%
¢(5)<uv-i 99v 95¢° Qéy":giﬂ'é 79

=l

(15)
'RQQHJ==‘gaﬁgnf2at+ 2av
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Jednadine (1l4), na ovaj nadin postaju /u linearnoj aproksi-

maciji/
DeH

Yistem od L Jednadina (16) pretstavlja traZene uslove koJje
ncholonomne veze nameéu na promenljive &Y. Koeficijenti u
ovim jednaéinama su

QBC%‘—.: Poyu (W, ..., 97)
Ry = Rigyau(2W),...,9"8); 4@, ..., 37D),

poznate funkcije. Primetimo da su Jednadine (16) nehomoge-
"ne u odnosu na §é‘bez obzira da 1i su neholonomne veze how
nogene u odnosu na generalisane brzine éf‘ili ne., Ako Jje
;}6= 0 koeficijenti je«,) u dobijaju nedto jednostavniji oblik

Elou= Pty

Specijalno, ako neporemeéeno kretanje predstavlja ravnote-
¥no stanje, ovi koeficijenti ée biti Jednaki nuli i jedna-
gine (16) &e u tom slu¥aju biti homogene u odnosu na D&Y%

Jednaéine (16) vaZe, razume se, i u podetnom trenu-
tku pa odatle sledi da poletni poremeéaji kod neholonomnih
sistema nisu nezavisni /kao, na primer, kod holonomnih/ veé
su ogranideni relacijama '

DE‘d.
(17) o@céw'éfé"g' ) +’R'(.6)J«' ga(.to) =0

gde su | o
oBipyu= Py (2or170) ; Riopu™ Regpp (22, - 25901133

Uslove (17) moZemo geometrijski interpretirati na sledeédi
naé¢in: U 2n-dimenzionom faznom prostoru Jjednadine (17) od-
reduju 2n - L ~dimenzionu mnogostrukost S, Otuda sledi da
podetni poremedaji moraju da budu tako izabrani da tadka N
faznog prostora, koja odreduje poetno fazno stanje siste-
ma pripada mnogostrukosti S.

Vektor ubrzanja u poremeéenom kretanju Je



- (18) W = olt =N+ g\t )924‘ ot 99%39¢
| odakle dobijamo 2.,

I
S5 - = -

&

Podto se poremedeno kretanje vrsSi saglasno jednaclnama

-*
Z '?6;

(19 A =r*+>‘:(’>~,\‘72”’/a N7

._i"‘i;o za vektor poremedaja ?‘. dobijamo, prema (19) i (3 § 1.),
diferencijalne Jednacine

" » ,
A=) = B F 4 7 Faprecifon Ragredifu)+

(20) TE Taamd
» »
+ Z‘:,.(é‘ﬁféé "(“ﬁea )
. pde Je '
. g™ g 'y k! "P,‘ -> v
1) E" = FE (t;%),..,%, % ...,v0).

O8iglednd je da sistem Jednadina (20) ima trivijalno reSe-
Senje '53':-_= 0. Jednadine (20) &emo zvati jednadine poremede-
nog kretanja /prema Aanwvopu [12)/ a u literaturi se sre-
éu i pod nazivom redukovani sistem Jednadina ([8]).

| PomnozZimo Jjednac¢inu (20) skalarno sa

iy
CrAN
i izvr8imo sabiranae po 43 dobléemo
S (W ?? +ET o w’-f""
&glm‘;(“{: - Z( 2{“ A5 ams “3 e

(22)

_a ?m/,g +:z(&f’a gj')

=4 €=

Dobijene skalarne Jjednadine moZemo transformisati na slede~
éi nadin, Neijpre, izraz na levoj strani ovih Jednadina, s
obz:.rom ns (9), moZemo dovesti na obl:.k
”m. -P.u "* 9? -v,, ”’ V =
“zi (=) e = o!t[Zm( -V 97_*‘] Z 0% V’m?y
99 2 O4° ai" r17% v
v —_— ——n
[E, )52 o5 ;,”7‘ dt 999 9g733¢
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Ao generalisane 1mpulse’o u poremecenom kretanju deflnl_

Zemo Jednakostima
.,-

oo $mige 25,
(23) @=Z”’ t s

tada je razlika odgovarajuéih impulsa u poremedéenom i nepo-
remeéenom kretanju, koju demo obeleZiti sa Q?,

(24 N = 1 o

Velidine Mu nazivadéemo poremecéaji impulsa. Poremeéaji impu-
1sa se mogu izraziti i na drugi nadin., Naime, uvrstimo 1i

u Jednadinu koja ih definiSe (24), generalisane impulse fg?
i fo. date relacijama (23) i (8 § 1.), s obzirom na (9), do-
bijamo

Koo 9% _ & - JE DY
25 Qe = B gy ™ B 5% = %
odakle sledil .
DE”_ 3%y .

Sada moZemo pisati

-.. 0/'2 —EC ¢V D
e = =,
R L AR AL MR T
Tako smo pokazali da se izraz na levo]j strani jednaéine (22)
mo¥e prikazati kao apsolutni izvod poremedaja impulsa, Na
desno] strani ove jednacdine imamo, prvo, razliku generali-
sanih impulsa u poremeéenom i neporemelenom kretanju, koju

éemo obeleZiti sa .

av >
(28) Y= Z( f Q(,,. -Q,..
Velicine qg,na51vamo poremeéaji generalisanih sila i one éu
poznate funkcije promenljivih t, ¥ i‘!u.;
(29) | - Q_é;‘g P, ¢, & B Ny, )
Razvijanjem funkcija (28) u red u okolini neporemecenog kre-
tanja, dobiéemo
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N W =
JE v, 0F
(.é) = ) § * v )
¢ ;?‘-:"1(32 8 (i 92‘“
ZadrZavajuéi samo linearne élanove, ova]J izraz moZemo dalje
pransformisati na naredni nadin

=% Z(f;: 5;«) 72 E(g/o'gg:t')

R 28

»

=% (3 w..{v‘“}Q‘) ""l" é'

Konaéno, uvodeéi oznaku €, za kovarijantno diferenciran,je,

za poremecaje generalisanih sila u prvoj aproksimaciji, do-

bijamo
(30) W =%"90 ""2»"9‘9‘"
o b o
Drugi €lan na desnoj strani jednadine (22) predstavlja raz-

1lilu sila reakcija holonomnih veza u poremeéenom i nepore-
meéenom kretanju. Razvijajuéi g,a u red, imamo

£ B 08 grokfl- ragackfi)
= 3 O gracfur dograc, (z ?;)* e hagrackha) B

odakle se vidi da Jje, ako se zadrzimo'na prvo] aproksimaci-

i, _— o
(31) | ‘;23:1 ;fx\aﬁzaa{;pﬁ a?!ao/ ) 3—-—‘“=0

Ovaj rezultat je ocigledan Jjer, kako smo veé videli, pore-
medéeno kretanje, isto kao i neporemeéeno, zadovoljava Jed-
nadine holonomnih veza. Ostaje nam Jo$S da transformisemo
i poslednji dizraz u (22) koji predstavlja razliku reakcija
neholonomnih veza u poremeéenom i neporemeéenom kretangju.
Razvijajuéi 6«. u red u okolini neporemeéenog kretanja, do-

bl{]amON L *[* _!T 3§_~~i #(F 97’ L
g-;%‘(é‘& 6«:—&‘46')'5’?'6"‘; ['1‘& 6" 92" )

(32)
| "<“6€6 1'% B¢ sz(f“‘ Bttt Bt 8 Peors” )



Stavlja;juéi da Je EJ’"O i Nu=0 u Jednadine (22) one méra
da budu identilki zadovolaene, odakle zakljucujemo da Jje

l (e“e, C-%w “Ms ‘Pm,u) o

pa je u tom slucajué,%:wé. Na osnovu toga koeflcl,jente(ué
mo¥emo predstaviti u obliku

(33) .}‘g =g M -
Ovde Bue“6”<P60b) mnozioci veza u neporemeéenom kretanju

koje, kao i sve ostale elemente neporemeéenog k:r:etan;]a,
gmatramo poznatim, a

' ’ L an,
\’uﬂ =(u5(§7""§n; 'Z‘)“’:’?ﬂ)
su nepoznate funkcije koje za ¥¢=0, Nu= O se anuliraju;

e to,...,0) =
Zamenjujuéi izraze date jednakostima (33) u (32) i zanema-
rujuéi nelinearne ¢lanove, dobijamo

(34) g ZZ((% Ly, b)-& 9?« Z (e Fog® % Btyp).

Tako se Jednadina (22) moZe, koristeéi relacije
(27), (28),.(31) i (34), transformisati na oblik

(35) Sft-’l*‘ =W+ Ei (e Fepur 5 +piz B, )-

Ako se u Jednadini (35) izdvoje poznati izrazi i obelefe sa
o '
l—-l# -

L L :
36) D= B+ L P €= (T E By )5 + 55T

moZemo ih napisati na sledeéi naéin

(37) | D A ut Z e P

Jednaéine poremeéenog kretanja su, prema (16), (26)

’i (37),
!ngé; a*”
ot (S

(38)
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| D
(58), a/t = L...l*u + g(u‘ @(G,tu

aé‘\’@‘ﬁvyzv +R(6)(u g =0.
Podvucimo da su ovako dobijene jednadine poremedenog kreta-
nja linearne u odnosu na promenljive E¢ i N« i njihove iz-
vode, pa za njih moZemo koristiti naziv jednadine u varija-
cijama,

Sistem (38) sadrzi 2n 4+ L Jjednadina sa isto toliko
nepoznatih funkeuja §¥& 50 qu=Nuth), wiegye) (re=lsee. b,
b =4y0eeyl)s Medutim, pri ispitivanju stabilnosti kretanja,
koeilcljentleué nas nedée interesovabi pa &ée biti dobro da
ih odmah eliminiSemo iz (38). Da bismo to postigli, pomno.
“imo jednadinu u grugom redu u (38) sa Q"t“@&w i izvriimo
sabiranje DO AL 3 imadéemo

= v,
a\w@mwgt = aﬂé‘@“‘w Sr‘" * sgt#" @ tué“’p %‘){" y

Odavde izradunavamo mnoZioce J‘*é'

) 6: \{M
(39) #6 @mw oﬂt - @cn’ ‘—"’(‘

Da bismo eliminisali apsolutne izvode poremeéaja impulsa iz
(39), nadimo apsolutni izvod Jjednadine u tredem redu u (38);
dobijamo

D v On DRGmu B 4
(40) (p‘(” N+ Puygt ~ It g & =

Prema (39) 1 (40), za mnoZioce {J'g imamo

a2 FE{( 2P0« U m+ S0 87 BB

i posle zamene u (37), dobijamo sledeéi sistem ;]ednac:ma
poremedéenog kretanja

DECL pevp,
o’tg a .
be v ¢ :c) v
) o’_‘Ez‘“ = 8{*.- F 'éﬁy‘@;&csgv -F st(gg +R‘°’)’2"

43 OR wew =¥
tF @("‘“dtﬁ w@



22~

Da bismo bili koncizniji u pisan:ju, obeleZimo ss H& izraz

| = "C. Dg‘gyp v .
w2y H,=E,-Fh&, B BPon + Rin + SFr 81 By
sada jednac:me poremeéenog kretanja dobijaju jednostavan
oblik

.%‘“: a‘ul’
Jt (S
(43)

5 X
et = H .
dZZ L.
Funkeilja Hﬁ" se, prema (36), moZe prikazati u obliku

b
R S T I

L
(a4) +Z<Ud ¢Ld)vw)- F ‘?@(‘)“,V&R@)v?‘tlgv"'
@ be %
[a - 5oy w@w‘ “m%% .7-"4‘: L c])c,.,g-t-ﬁw}’]

odnosno

H,=H, 5™+ Hon = . 5 )

gde su H‘u, i H:, poznate funkcije vremena, koje se lako mogu

odrediti uporedivanjem poslednjih dveju Jjednakosti,



§ 3. BStabilnost kretanja neholonomnih sistema

Ovde ée biti refavean zadatak o stabilnosti kretanja
neholonomnih mehaniékih sistema u smislu Aanykol~ljeve te-
orije stabilnosti‘._ﬁ ) Osnovne pojmove i stavove prihvatamo
u smislu definicija i teorema iz [8] i [12] "

Pitanje stabilnosti neporemeéenog kretanja posmatra-
nog mehanicékog sistema M se svodi na ispitivan;je stabilno-
sti trivijalnog reSenja g"‘g— o, Q@:o jednaCina poremeéenog
Iretanja (43 § 2.). Videli smo, takode, da podetni poreme-
baji K 1 Nuene mogu da budu proizvoljni veé moraju zadovo-
ljavati jednadine (17 § 2.) ili drugalije redeno, podetno
gbanje mistema u poremeéenom kretanju mora pripadati 2n - I
~dimenzionoj mnogostrukosti S. Prema tome, stabilnost neho-
lonomnog sistema ¢e imati karakter uslovne stabilnosti /vi-
detdi npr. [8] § 22./. Mi éemo u daljem pretpostaviti da je
ovaj uslov ispunjen za sve sludajeve koje budemo razmatrali
‘ne naglaSavajuéi to posebno. Stabilnost éemo ispitivati pr-
imenom direktnog Aanvdon-ljevog metoda.

Dovoljne uslove da neporemeéeno krebtanje bude sta-
bilno daje ‘

STAV 1. Ako u konfiguracionom prostoru Vn postoji
pozitivno definitna skalarna funkcija

1y  wWEWALE,., B e CYU (I
W= {t.stcreo 15712 B aconst.}

za koju Jje izraz
W W\ &
(2) | T =8¢ (Mt Sg0)an

sastavljen u smislu Jednadina poremeéenog kretanja (43 § 2.)
negativan ili identidki jednak nuli, trivijalno reSenje g«“;
=0, 12#'-" 0 Jje stabilno.

Doka z. UoCimo, najpre, 2n-dimenzioni vektorski
prostor Vo ¢iji su elementi

) Osnove svoje teorije o stabilnosti AANYHOB je postavio
u svojoj doktorskoj disertaciji {12] 1892. godine,
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(g ’ ,gn n( ,0' q”’
Neka Je WEZ) norma vektora & u Vope Konstrulsacemo u ovom
prostoru skalarnu funkeiju V na sledeéi nadin

(%) V =5 0 W,

pde su a<"", koeficijenti pozitivno definitne kvadratne for-
me, koji su definisani na strani 6. PoSto je funkcija
yoz.ltlvno definitna /po pretpostavei/, to postoji skalarna
funkcija V= V(OC) takva da Je

1° VIE,32) 2 V() >0 za X # O

|

2° V(t,é'f:')a\‘?(ég)ao &> X =o0,

Drugim reéima, funkeija V = V(,-l;,:?c':) Je pozitivno definit-
na. Neka je S8 sfera u V2n sa centrom u koordinatnom podlet-
ku, poluprecénika € > O, pri éemu se € moZe birati proizvo-
ljno do na uslov da presek Sg sa V, le#i u oblasti P :

SNV, C¥,
i neka Je
(4) o = nf V(3.
NEN=E

Posto Je V=V(,ac) neprekidna, pozitivno def:mltna funkecija
u V2n, to na kompaktnom skupu Sg postoji tacka DC* u kojoj
Jje

~ e ’ .'* -
(5) inf V&)= VE) k>0 (1E=E).

Izaberimo, sada, konstantu ) y tako da Je
(6) | V(t, .x:)<o< za n§n<3

Posto Je funkcija (3) neprekldna i V(to)=0 , to konsta-
u‘bacg za koju vazi (5), uvek postoji. Jasno je da se 8 mora
~ birati zavisno od € i da Je deerse.
Uodimo proizvoljno reSenje
b oy oy
(7) o =X (L ¢, ,35)

Jednacina poremeéenog kretanja koje u podetnom trenutku t °
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zadovoljaﬁa uslov
' -
(8) IR =Tl < S

rokazademo da reSenje (6), ako su zadovoljeni uslovi stava,
ne izlazi iz sfere Sg.
- U poletnom trenutku Je, prema (8),
wlpy,
NEEIM<S<E

odakle se vidi da se reSenje nalazi u Sg.

- Treba jo$ pokazati da ni za Jedno t >-to OVO Tew-
genje ne izlazi iz Sg. Pretpostavimo suprotno: da u toku
- vreuena redenje (7) dzlazi iz Sg. U tom sludaju postoji tre-
nutak t4 za koji je

II£(t;fo,£g)ll<5 za t, <t &%, i 2ty t, Z =€,

Ibsmatrajmo promenu funkeije (3) duz krive date Jjednalina-
ma (7). Diferenciranjem ove funkcije po vremenu, dobijamo
JV ( MY oW
Q
Jt oft 'Z*"ZV) T
odnosno, poSto izvod skalarne funkcije moZemo zameniti nje-
nim apsolutnim izvodom, imamo

éﬂ .
MV QW DE 9W
(9) a't =a ..-'Z T¥aeege * 3¢

Zbog neprekidnosti fun£01ae (3), njen izvod duZz krive (7)
Jednak Jje nJjenom izvodu po vremenu sasbtavljenom u smislu
diferencijalnih Jednalina te krive (43 § 2.). Smenom (43)

§2 u (9), dobijamo

JdV
(10) JE = a“ (H(u 9?“)7\*"' 7t

Uzimajuéi u obzir uslove stava, iz (10) se vidi da je V=
...\/(%.,x) nerastuéa funkecija,

< 0
g S
na osnovu Cega moZemo pisati

(11) vt X)) < V(t.,ac(t.s) < .,
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Ako Je "x('ég)ll=6, sledi da ;je

inf V() € V (Ey, X))
n:cﬁaﬁ

pa bismo, prema (5) i (11), imali
oS \V(E X(te)) <.

Kontradikeija. Znadi da ne postoji trenutak t, u kome tadka,
xreéuéi se po krivod (7), dospeva na sferu Sg. Otuda zakl ju-
dujemo da Je reSenje (7) beskonadno produiivo u desno /odno-
sno da Je definisano za svako t = / i da je pri tome
IERN < € g je KXty <
t2t,
a to, -prema definiciji, znadi da Je trivijalno reSenje 5 =
= 0, sistema (43 § 2.) stabilno. Dokaz Je zavrSen,

Prema stavu 1, da bismo dokazali da Jje kretanje ne-
kog neholonomnog sistema stabilno, dovolJne Je da pokaZemo
da Jje izraz }definisan relacijom (2) negativan ili identi-
ki Jjednak nuli. Glavni problem se sastoji, kao i u AanyuoB
~ljevim teoremama, u izboru funkcije W. No u poredenju sa
Asanyogljevom funkcijom, nasa funkeija Jje nesto jednosta-
vnija jer ne zavisi od poremeilaja impulsa te je, bar u pri-
ncipu, zadatak u ovom sludaju laksi. Bilo bi od velike pra-
ktidne koristi ukazati na nad¢in kako birati funkeiju W, me-
dutim neko uputstvo koje bi vazilo u opétem sludaju nismo u
stanju da damo. MoZemo primetiti samo to da Je funkcija
linearna u odnosu na §¢ i Mu sa koeficijentima koji su fun-
- keije vremena pa W treba traZiti u obliku pozitivno defi-
nitne kvadratne forme.

Zeamenimo u (2) funkeiju Hé. pomoéu Jednskosti (44
§ 2.) pa cemo dobiti :Lzraz 3 u razvijenom obliku

3’ =3SE {[v R *Z AY: @(5{#\’— Foo “8@6»« Qoero (LA
(12) + Z R Peoren) = F b @cg,‘p‘%ﬁcsw? F18"+

G?x
[Ji%‘ 3—' ¢c6{ﬂ¢¢cwgf (VQuﬁt -Km_]’( }a ™
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Ovaj izrez se, u nekim specijalnim sludajevima, mo¥e znatno
uprostiti, Izneéemo ukratko neke od njih. |
A, - Pretpostavimo da se ispituje stabilnost kreta-
“nja pri kome su Jjednadine (16 § 2.) homogene u odnosu na
apsolutne izvode koordinata vektora poremeéaja, tj. u koji-

ma jeR(g)& 0. Tada Je
By 8% T3 118 T
3: "' [(V Q‘u*‘z{‘é (6)3\:)!5"" kI 'Z"
By - Ako su neholonomne veze date u obliku

$l:%

P11

gde su 4‘)‘ konstantni vektori, imamo da Je
Fetw =0 > LBgyu=0

pa se izraz (2) svodi na

Vidimo da u ovom sludaju neholonomne veze nemaju nikakvog
uticaja na stabilnost kretanja sistema. To se, medutim, mo-
glo i odekivati jer ovako izasbrane veze su integrabilne pa
sistem u sudtini i nije neholonoman., Naime, imamo

N =

z,gieé‘: /. ‘Z,[;;‘% =0 = Z/ %, = eonst .
pa dobijene Jjednadine moZemo iskorlstlti za eliminaciju no-
vih L promenljivih, posle &ega dobijamo

W oW - -7
Yom (Gt BTt B o pmt e

Na taj nadin zakljudujemo da stav 1. vaZi i ako Jje sistem
holonoman i u tom sludaju se ne razlikuje od poznati rezul-
tata (36].
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STAV 2, Ako u v, postoJi pozitivno definitna ska-
larna funkcija

4,1) '
wW=WE g, %") ec‘wvcw-, W0 23 g0,
za koju Je izraz

'
H 91': ‘5' (H + )a (%

sastavljen u smislu Jednaéina poremeéenog kretanja negativ-
no definitan, trivijalno resenje §¢= 0, 'Z‘“ = 0 .je asimptot-
slki stabilno.

D ok az. Ako su zadovoljeni uslovi ovog stava,
tin pre su zadovoljeni i uslovi stava 1, iz koga sledi da
je trivijalno reSenje Jednalina poremeéenog kretanja sta-
bilno. Ostaje nam Jjod da dokaZemo da postodi konstantai§1
takva da Je ,

lim Xt)=0 oo Je 1)l < 3y

€00
Da bismo to dokazali, posmatrajmo promenu funkcije V=
==\/(t,5g) definisanu izrazom (3), duZ krive (7). Na osno-
vu Jednakosti (10) i uslova ovog stava, imamo

| A
(13) JE < O

odakle zakljudujemo da Je V=V(t,§) monotono opadajuéa fu-
nkeija. Podto je i pozitivno definitna /odnosno ogranidena
s leva/ to, prema stavu o monotonim funkcijama [1), posto-

Ji -&-mvct )= o
-0

Jasno Jje da mora biti o = 0. Pokazademo da o¢ ne moZe da
bude pozitivan broj. Da bismo to pokazali, pretpostavimo
suprotno: da Jje o > O. Tada bismo za t > to imali

Qas) 1N 2B>0

| " 8to sledi iz

V('l:,§).‘-'-::w0 ked X -»O.
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zaista, prema pretpostaveci, za svako o¢ > 0O postoji p>0
tako da Je _

IVEE, E)l<oe  ako Je UEN< B itelt, )
/V(i,:'g) ravnomerno te3i nuli kad 3C-—» 0/. No, kako smo veé
ronstatovali, trivijalno resenje Je stabilno, pa pretpostav-
ka da Jje & > O , prema (14), povlali

. -

(15) Be1Fd)<e akoge 1T,
ifa osnovu jednakosti 13 moZemo zakljuditi da postoji fu-
nlkcija V] =\ (5’6) takva da Je

(16) ViZ)yro, =0
i za koju vaZzi nejednakost

: ol V(E,C) . >
Nelka Je

inf (=2,
-
ABLNxXn<E
Jasno je iz (16) da mora biti ¥ = 0. S obzirom na ovo, hne-

Jednakost (17) postaje
S oV (E,3E)
—z  S~¢

odakle, integracijom dobijamo |

PoBto Je posmatrano reSenje ograniceno /prema (15)/, to Je
definisano za svako t & [to,+ao) pa se moZe nadéi takva
veednost t za koju Je

VL, X)) -dit-t) <0

a to,prema (18), znadi da je moguée naéi trenutak u kome Je
| V(t,Fy<o

Kontradikecija, Jjer Jje Vev ('t,a'z) po pretpostavel pozitivno =

definitna funkeija. Dakle, pretpostavka da je & > 0 Je ne~
- odrZiva. To znaéi da je o = 0, odnosno da je
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| Lim v,
(19) t.»-.-go(t‘m) = 0,

Podto Je V=V('l:,'£) neprekidna funkeija, pogitivno defini-
tna, to iz (19) sledi

4%%05g==c5
& oo OO

gto je 1 trebalo dokazati.

STAV 3., Ako u Vo, postoJi skalarna funkcija‘
WoEWI YL 87 € el (W)

3€={a$£<mm,\§#|<2=umﬁ}

koja u proizvoljnoj okolini koordinatnog podetka ima nega-
tivne vrednosti i ako Jje

1° wWewit,5...,87) ograni¥ena u ‘W

2° ima u oblasti W neprekidne izvode po t i &
koJji zadovoljavaju nejednakosti

a. @ (H.+ T2 )7., 5t &©°

b, g¥H.>O

onda Je trivijalno resenje §*L.O,’&9= 0 jednadina poremeée-
nog kretanje nestabilno,

Dok az. Uodimo funkeiju
(20) V== (50*%up,tW)S" (&

gde Jje a‘“ r[« Nv + kao i u prethodnim stavovima, pozitlvno
definitna kvadratna forma. S obzirom na pretpostavke stava,
postoji u vén oblast D u kojoj Jje

cr”3@u7v4-vv <o i1 E°qe>o0.

U proizvoljnod kugli K, sa centrom u koordinatnom pocetku
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funkcija (20) ima kako pozitivne tako i negativne vrednosti
pa, s obzirom da Jje neprekidna, moZemo zakljuditi da je na
delu granice oblast D

V¢, X)=0,

Kdordinatni podetak, dakle, pripada granici oblasti D. Otu-
da proizilazi da za proizvoljno § mo¥e da se nade podetno
fs‘l;anje:)_g(to) sistema tako da Jje

(21) VL )= >0 n'_aE(to)IMS.

Pokazademo da reSenje Jjednalina poremeéenog kretanja sa po-
etnim uslovima & _, 5 (b o) koJi zadovoljavaju (21),
..‘y

(22) Fm(t; 'to,ac.,),

Aa dovoljno vellko t ima normm veéu od € ma ksko malo bilo
(3. PotraZimo u tom c¢ilju, izvod po vremenu funkeije (20)
duZ krive (22), dobijamo

[(“a‘u 72&'7v+w) 5 'Z"']-—
- - (a"’“’ Q-’Zé”zﬁ ;”g{u%”’ QW) %" -
- G F W) S 7 + 52K,

odnosno, ako iskoristimo i diferencijalne Jednadine ove kxi-

a/t‘:

ve,

N [t + 2V W4t
2 — - <+ + 3¢ ] -
@) Zp == (204 SRe)r 5E 1570 . .
A v
--('—- o pun W)@ Nelle+ 5 He),
Uzimajuéi u obzir pretpostavke stava, iz (23) vidimo da Je
za t = to
(24) | :,Q’ > 0.
Ova nejednakost *  zhog neprekidnosti izvoda funkecije W =
=\ (\‘:,Ej”) /koga ovu osobinu ima po pretpostavei/, vaZiti i
i
za vrednosti t > to sve dotle dok OC &€ D, Prema tome,
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(23) Vi, :Mt-)) Vite, To)= ot >0

va sveko bt za koJe Je Zf¢ty € D. Pretpostavime 1li pak da re-
#enje napusta oblast D a pri tome ostaje u kugli K, morao
Li postojati trenutak t4 u kome se resenje nalazi na grani-
¢i oblasti D, tJ. u kome Je

(26) v(t,, 5 t.)) = 0.
virema (24) , medutim, imamo

™

vity, X)) 2> VL., X,) =0 >0,

Kontradikeija. Ne postoji, dakle, trenutak bt > b, za koji
- mo¥e vaZiti (26), odnosno reSenje (22) ne napusta oblast D,
lfa taj nadin vidimo da za t & t <+o° vail nejednakost
(24), kojh, s obzirom na pretpostavke stava, moZemo napisa-
ti u obliku

oV

TE /3 >0,

Odavde, integracijom, dobijamo
V(t, 55('&)) ?-/5 (t -to) + V(to, §ca»).

Pustimo, sada, da t-»-+ed, pa éemo imati

(27) V (i, X)) —= o2

‘Ho funkeija (20) Je ogranidena u oblasti {:f: . llocct)l\ <&}
pa iz (27) sledi da reSenje (22) more izaéi iz & okoline
 koordinatnog poletka a to, prema definiciji, zna&i da Je
noceno resenje %’f‘r- o, ’l«’ 0 nestabilno. Dokaz stava 3 Je
zavrien,
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. 8§ 4., Stabilnost stacionarnog kretanja

Poznato Je {10) da sistemi sa e¢iklidnim koordinata-
ma mogu, pod odredenim uslovima, da vrie stacionarno kreba-
nje, tj. kretanje pri kome ciklidni impulsi i pozicione ko-
ordinate imaju konstantne vrednosti, Stabilnost ovog, spe-
cijalnog oblika kretanja mo%e se, naravno, ispitati prime-
nom opsStih stavova sali se mogu koristiti i posebne teoreme
koJje vaZe samo za stacionarno kretanje a kode su znatno ;je—;
dnostavnije od opdtih. Tako npr. ako se radi o stabilnosti
stacionarnog kretanja holonomnih sistema, umcgu se primeni- -
ti poznati sbavovi Routh-a,/\.ﬁ‘lriBMDE -a, Mevse8-a Cayley-a
i dr, Ovde &emo pokudati da opite stavove iz prethodnog pa-
vagrafa zamenimo u sludaju stacionarnog kistanja Jednostav-
nijim, Iclé;la vodilja biée nam Routh-ov metud ispitivanja
stabilnosti,

Pri prouavanju kretanja sistema sa eikliénim koor-
dinatama najpogodnije je, dini se, za osnoviie promenljive
koje karakteriSu sbtanje sistema izabrati Ruuth-ove promen-
1ljive., Neka s:!.stem, ¢ije kretanje posmatramos, :Lmao pozici-
onih koordinata g i M=) cikliénih koordiusta 2" i neka Je
Hgn-L gde je L,kao i do sada, broj neholonomnih veza,

Da bismo dosSli do diferencijalnih judnalina kreta-
nja mehanicékog sistema izraZenih u Routh-uvim promenljivim,
poéidemo od dobro poznatih YanAwvituH-ovih jednadina ( [15]
str. 103)

o aL oL = “' ' . ol
(1 - oot (=d,..., 7 ; RKomis,.
) g 8 ) e !
gde su

C - Lagrange-~-eva funkcije : \: --'T-—' n

f% - nepotencijalne sile : £ =Ryt & ,c&“'

x;“’/‘; - Hamel-ovi koeficijenﬁi /Vv. str. 8/

a simbol ~ oznalava da u izrazu iznad koga stoji treba ge-
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neralisane brzine ¢%’ eliminiseti pomoéu jednadina neholo-
nomnih veza koje se u ovom sludaju uzimaju u obliku

» ’ ’ .
(2) 4 2“ =<P“u(?4,...)2M)2“.
Routh-ove promenljive obeleZimo na sledeléi nacdin:
(5) 2‘. %", ?f‘.) 7?. ('itn"‘i‘.n)ﬁ} J..’E‘b-'ri,’“."ﬂs ,Q: ”“"L)

Ovaj nalin obeleZavanja, pri kome neapostrofirani indeksi
oznalavaju pozicione koordinate i njima odgovarajuée gene-
ralisane brzine a apostrofirani - c¢iklidéne koordinate i nJji
ma odgovarajube generalisane impulse, zadriaéemo do kraja
ovop, paragrafa, Trensformifime sad Jednadine (1) uvodeéi
promenijive (3). Définiéimo, najpre, Routh-ovu funkciju |2
Jednakoséu

Y o~ ~ ~ o 2/
) Rgs9h 84 )= C-£A8]
pri c¢emu Je stavljanjem desne strane Jednakosti u zagradu

simbolidki naznaéeno da u tom izrazu Lagrange-eve promenlj-
ive treba zameniti Routh-ovim koristeéi relaciju /v. str.

2/ : . 8L
/3%‘{4"

Variranjem Routh-ove funkcije dobijamo

9R&f~

(5) 8&—5%:(?3 -l--—-wcff‘--f-gf‘ sz PR

S druge strane, variranjem Lagrange-eve funkcije, imamo

(6) SU = + 2L dys + 2 L fc 4 2L po
2 97 2 .2 gf

odakle Jje

@) 8- =5 2Ly 2 i+ B i 51

Ako sad u (6?) smenimo Lagrange-eve promenl jive Routh-ovim,
dobiéemo, prema definicionom obrascu (4), opet varijaciju
Routh~ove funkcije, pa uporedivanjem (5) i {(6?) moZemo pi-
sati
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aL R 3 _or A _FR  su__ R
(7) 55‘.:9?‘:, 5‘%‘ 324.'1 ﬁi.-ég‘) 2 -.--52?::.

Roristeéi Jednakosti (7), Jjednadine (1) se mogu izraziti na
sledeéi nadin

o R _ 8K o’ Pl
ot 99* 92*‘ = 9{{3-)(8‘ ?d 3‘;;‘ 3/a
my 2t _ 2E
WA 'Z'ﬁ'
o yo 2By,
/n ._‘990 ﬂPlc’ ‘)( 32§‘)

R()u'!)‘h-«O_'Vd funkeija u :r:azv:n_jenom obl:Llru je

= A 8% d 0 ilsiy _ A s s
ﬁ-'&“ﬁyii"""%%’;%""z -l

pde su d":' .
- —] .0 g ‘., b’d, vp s a
O&igledno Je da su koefic1denti A%y simetricni, Uvodedi oz~
nake
((_ ”i .‘:'.d:‘ R =4£0o‘:~ ﬂ* iéo fS’.}.ﬂ
2) E&)"ia’d’?i ) W 2 o 2 /34' ?

Routh-ova funkecija dobija oblik
R=Ray+ Ry~

Primetimo da jelﬁhnpoalblvno definitna kvadratna forma ge-
neralisanih brzlnagt ¢iji su koeficijenti funkcije koordi-
nata, F nkcljalT se obiéno [103 naziva Routh-~ov potencijal.
Da bismo skratili pisanje, uveséemo Jjo& i funkciju \/*koa‘u
definisemo Jednakoséu
I

{10) . \/*s mn- ﬁu) . .
Sad se, prema (9) i (10), Routh-ova funkeija moZe napisati
u oblilm

— »
(11) =R, AV
Jednadine (8), koristeéi (11l), moZemo dovestli na oblik



o ) _ 8Rey P S L A (\‘“"d- yiy
Feogt “oge "RTIyP LT o (92“) ( 52 Q'ﬁ:ﬁe)
ol v

2y - = 9/25:
o’f’ ’ QV
olt —9" )(.calid ot )+P'

gde su

aed
0x gld*(azd 50 )8 = 0

fiistem Jednadina (12) smo izveli polazeéi od YanAsItUH _ovih
jednacina ne uvodeéi nove pretpostavke pa one vafe pod ist-
im pretpostavkama pod kojima vaZe i jednadine (1), |

Napomenimo da za konzervativne sisleme, Eije se kc-
vtanje moZe opisati Jjednadinama(l2) /u kojima je tada ffc ==
= 0/, integral ensrgije ima oblik

(14) | afé ‘Z - 2 = eonst.

Sto nije tesko prover:x.’oi. Zaista, diferenciranjem Jjednako-
sti (14) po vremenu dobijamo

| ol IR _ 2R\ & ‘,
o, 9562 “") ( »ﬁ 92‘)? - ~f 925'

i ako ovaj izraz izradunamo u smislu jednadina (8), uzima-
Juéi u obzir antisimetriju koeficijenata 3&: i Y‘;;’ , dobi-
ol

J a0

al ok
ol t 9”‘
Vratimo se sada naSem mehanidkom sistemu M u kome
su, kako smo pretpostevili, 7 -9 koordinat. c¢iklicénih. Obe-
leZimo koordinate tako da budu Zz‘ pozicion: a 23' ciklicéne
tpordinate, Tada Jje, prema (7),

3'-R) =0



(15) | =0,

Primetiéemo da uslov (15) moZe biti ispunjen i ako koefici-
Jonti Qv 1 ‘6}6)‘,,4 zavise od g‘". Mi éemo, Xradeg izraifavanja
vadi, 1 dalje upotrebljavati izraz "cikliéne koordinate”
podrazumevajuéi pod +tim terminom koordinate koje zadovol ja-
vaju uslov (15).

Jednadine kretanja (12) su u ovom sluéaju

of 3&,2 oR - "‘" _?__ﬂ.“
g " age K Z/f ~gg¢ ™
- :av
(16) ’ "L( )( /9 )
6./ av™ *;__ g av¥
7 /:» ) ,,n; ( )(5‘ ‘:3' 9[’ )

Odmah se moZe uoliti bitna razlika izmedu neholonomnih sis-
tema sa ciklidnim koordinatama i odgovarajuéih holonomnih
sigtema, Naime, kod nsholonomnih sistema egzistencija cik.
1i&nih koordinata ne povladi vaZenje odgovarajuéih integra-
la kretanja /cikliénih integrala/, kako Je to sludaj kod
holonomnih sistema, Da bi neholonomni sistem sa ciklicnim
koordinatama g' imao ¢ikliéni integral fb = const. potreb.
no je i ‘dovoljno da bude

. gt BV
(17) (-5—2»“)(&"‘3‘ gd — ‘,",5,/0 ) =0.

Ova] zakljulak sledi neposredno iz (16).

Pretpostavimo da je u posmatranom sistemu uslov (17)
zadovoljen za £ = J +4,...,m. Tada, pored integrala energi-
je (14), vaZe i integrali .

5 ., = eonst.
(18) ﬁj' = 3’(‘:

ZamenjuJuéi vrednosti (18) u (16), dobijamo Jednadine kreta~
nJja P

of 2K 9. 2)_ 92(:; 24 o

S Dt ?v? ( 2 K

(19) 4 3 /°
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(19) J& =9

pri demu koordinate ?3 moZemo ignorisati /kao i kod holonom~
nih sistema/. Podsebimo se da pod stecionarnim kretanjem
podrazumevemo ono u kome su, pored ciklidnih impulsa, i po-

zicione koordinate konstantne,

Ovako kretanje Jje moguée ako podetne vrednosti zadovoljavaju
uslove '

arT* d“ .
(20) é_ié o}- (Df“’ g O (F‘.(Z: ,O)-‘:O),_
smatrajuél konstante ¥’ zadanim, iz (20) se mogu izradunati
vrednosti 2§ za koje &e sistem vrsiti stacionarno kretanje.
Jedna¢ine (20), medutim, ne moraju da budu nezavisne medu
sobom, ‘tako da ni vrednosti.?i nisu uvek Jjednoznadno odre-
dene. Mnogostrukost, koju definiSu Jjednadine (20), je stoga
dimenzije 8 » n -4y nazivano Je mnogostrukost stacionarnog
kretanja i obeleZavamo sa Oy e

Iz same definicije stacionarnog kretanja sledi da je
pri tom kretanju 2‘ = 0 a otuda i

2’£'=M=_g/a+'¢2 z'f'-wnft.

dv
Jer su koeficijenti éfj 1‘c konstantni u ovom sluéaju po-
5to zavise samo od koordinata Z‘. Iz ovih Jednakosti se do-
bija ] . ey o 22
'{31) 2"-.:2‘ +?: (t "to)
pa vidimo da su koordlnate 7 "linearne funkeije vremena,
£to se tide koordinata g » koje ne udestvuju u Jednadinama
(16), one se mogu dobiti iz jednadina neholonomnih veza.
Prema (2), imamo

?0"= ff:?k?;r . -17;")?.? = ”ﬂst. = 2:
a odatle ’i 
(22) : 2&';_ ?t'.@. 7.: t ""to ).
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Stabilnost kretanja u odnosu na promenljive z"i.g“'
woZemo na ovaj nadin ispitati direkbtno., Ostaje nam, dalkle,
da ispitamo stabilnost u odnosu na ostale promenljive. Uo-
Gimo, stoga, Jednu tadlan mnogostrukosti Oa stacionarnog ki
chbanja za koju éemo pretposbaviti da nije bifurkaciona, 'ra-
vo;} taéki jJednoznadno odgovara stacionarno kretanje siste-
wi, MoZemo smabratbi, ne umanjujuéi opstost ispitivanja, da
je sistem koordinata izabran take da Je |

gi=0 1+ N*0,1;) =0

Helka Je sbacionarno kretanje odredeno sa
2

’ fod H 14 ) ’ P4
(23) gt=0, 2°=0, 73,3%,,24—'-_-2; , 9%'=25,

neporemeéeno. Poremefeno, u odnosu na (23), je kretanje

(2 grwy=g, A=, =i Y, g gl kY

{ﬂh su za poremeéaje vnozicionih koordinata zadr¥ene oznake
:7 jer nema opasnosti od zabune /poéto je u neporemecenom
rretandu i., 0/, dok su oznake za poremelaje osbalih pro- |
menljivih jasne, Diferencijalne Jjedmadine poremedenog ke
beanja dobijamo iz (16) :

o IR o 0..50_ <) M:J
5 g?m gftm S’J d‘dZ £ IZ 92,‘ )( "&l z),u)
o“f;" o ! E_Y*
(25) -J:é = ~9, + 9/3

S , 9 *
. ) b‘“, o!. )
o!e i} ( i L
U ovim jedna01nama sve izragze smatramo funkcijama promenlji.
vih (24). Da bismo to Jasnije istakli, napisaéemo Jednadine

{25)u razvijenom'obliku
A

9
ucd?d‘}'(aggfd“:'z 2\?,‘, )22 g.uus-»»c 74.1
(259 -3 59+ (% o) (4 + o) + 9+

+ [“Z'@ 9" B¢, )] [Xi-;'g'd +zs:§, cj 5 — %2 5 "“’(8;:-*7;5]
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dgt .. av*
Jég“"%"' 2p,
(25?) “

o] X ‘p v LY o' i’
S [, 5 1 b [857 40 54850 -85 8 Grn]
xde smo koristili oznake

C“-‘%‘:z = O /é (fw-&' (a{'d'* /,,‘(’/3')6
oY = (a; 'e.muﬁ"f/%" % <R, 2 B g
U linearnoj aproksimaciji ove jednaclne imaju oblik
. . é‘d
2O = L B..00 . ).
%2 = *J?d e 5ge X T ’
[ (‘K‘“Kg:"‘“xa"cdd X‘l)"“' g. &:;,gd)( ]2d+

’t al PE
+ ((gu' &3‘1 d““ig‘,:; xl‘alé d)xt'.?i‘_n}.d' zd+ E{)

gi:-— s o e f!
=+ =" 2o ""CJ 24 + b 4723'0

( 25.1) o‘t

Ni'e [ (x '}(‘,-ﬁ-& ’f;)-'-

ot ]7‘+

'] "3'
+ ( » xou _é‘d xa' éKJ )K?’7Z‘°' ,

pri édemu koeficijente u ovim .jednaclnama treba smatrati vre-
dnostmma odgovarajudih funkeija izradunatih za 2 = 0, 2

?u
Lako Jje proveriti da i Jednadine poremeéenog kreta-
nja (25) imaju integral energije

9 G re e P EE) - RAGE 3,50, 9545 =
Z = eonst.
i mi se na tome neéemo zedrZavati. ‘ .
Cikliéni integrali, pak, u poremeéenom kretanju ne
vaze u opdtem sluCaju. Preciznije: da bi i u poremeéenom
kretanju vaZio integral .'Z‘:' = const,, potrebno Je i dovol;)nb
da Je

(26)
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[, 3% € ool sy 3045 8 ot el] = 0

Sto ocigledno nije ekvivalentno uslovu (17). Ni uslovi (20)
u poremeéenom kretanju nisu zadovoljeni, Naime, za ?‘. = 0
i §*= 0, iw (25) se dobija

i ’ ' il
[ (23;; 21 - o naa ¥ b ougu| # 0
v . ‘?"::O

ko bismo polo%a] sistema odreden Ba 9§ = O smatrali ra-

vnobefnim poloZajem "redukovanog sistema" koji se dobija
ipnorisanjem ¢iklidénih koordinata /kako se to obilno i &ini
501/ , onda bismo imali da na kretanje sistema u okolini
vavnobefnog poloZaja ubicu dopunske potencijalne sile koje
ivazivaju delovanje stalnih poremaéaja. Da bismo to iubeg-
1i 4 uprostili delja razmatranja, posmatralemo samo ona po-
emséena kretanja u kojima su o= 0. Drugim recima, smat-
vademo da generalisani impulsi nemaju poreuséaje /takvu st-
abilnost ispitivao Jje Routh/, Na taj nadin dobijamo'da za
poremséeno kretanje vaZe uslovi (17) pa odable sledi da po~
sLoje prvi integrali
(27) 7+ =const,
Jedunadine poremedenog kretanja su u ovom sludaju
gjgﬁm 9/&:) d'd a1 (2,_)_4&2_}_(22)(&“0 , ﬂ'.;')V*).,.
Jidgt ~ oyt = JY¢ 03 \%ej 20 ~d B,
(28) +
JEé av*
= --7,,+- T

aU

nog Jjednakostima (23) za koje smo pretposuaVLll da odgova-
- ra tacki stacionarne mmogostrukosti 05 kojdi nije bifurkacio-
na, Za koordinate gt i 9% nasli smo veé konudne jednadine

{21),(22) pa je stabilnost kretanja sistems u odnosu na njih
lako ispitati direktno. PodSto su ove koordinate linearne
funkcije vremena to je Jasno da Je kretanjs u odnosu na njih
nestabilno. Takode je moguée neposredno ispitati i stabil-
nost kretanja u odnosu na promenljive‘ﬁg. t.rwe, egzisten-—
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¢ija integrala (27) Jasno govori da Je kretanje stabilno u
odnosu na ,0 + O stabilnosti kretanja u odnosu na generali.
wane brzine 2“ moZemo suditi na osnovu jednadina neholonom-
il veza (2), koje u poremeéenom kretanju imaju oblik

(29) §'= 995,97 94+ LX) 9™ B

Ove Jednadine ne moZemo ispitati pre nego Sto se isis'ita‘ sta-
bilnost kretanja u odnosu na ostale promenljive. Ukoliko Je
kretanje stabilno n odnosu na ostale promenljive koje se po-
Javijuju u (29), imalo bi smisla ispitati i stabilnost u od-
nosu na 27“'1 to se moZe ulinitbi neposredno posmatranjem (29)
pa se na tome neéemo zadrZavabi,

Prema napred redenom, ceo problem se praktidno svo-
di na analizu stabilnosti stacilonarnog kretanja u odnosu na
deo promenljivih «Z"' s ?.5. Jednaline poremeéenog kretanja za
ove promenljive su
30y %@ . _q girg - 5 ( )( 2 g v”
(29) gk gst ~agt “Ji? % Y1 % o8
a njihovo trivijalno reSenje Z‘- = 0, 2‘: = 0 odreduje nepo-
remeéeno stacionarno kretanje.

DovolJjne uslove da neporemeéeno stacionarno kreta-
nje bude stabilno, odnosno asimptotski stabilno, u odnosu

na ? Z" daje

STAV 4, Ako u konfiguracionom pros*t;oru V posto;ji
pozitivno definitna u odnosu na promenljive ? geeey 2
skalarna funkcija

W=W(gh...,9°t) €CY "(’&'{)
P ={&,sv’;<+«=; Iz"'l<&=eo_nrt., ’?"<+m,}

za koju Je izraz ’

F=3 "‘(q’ ag )?‘

sastavljen u smislu jednadina poremelenog kretanja (30),
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a/ negativan ili identidki Jednak nuli, trivijalno
refenje 2‘3-.-..- 0, ?*"-.-;: 0 je stabilno.

b/ negativno definitan, trivijalnoe reSenje je auin-
pbotiski stabilno.
D ok az, KonstruiSimo funkeciju \/-.:.V(t,g,é)na 51le-—

dedi naé in

(31) V = ﬁ(a)ﬂ"w

Tunkeija (31) je pozitivno definitna u odnosu na promenlji- =

ve g‘, evey ?5 R ?‘, coe ,275 posSto pretstavlja zbir pozitivuo
definitne kvadratne forme generalisanih- brzina (9) i pozi-
Livno definitne /po pretpostavei,/ funkecije koordinata W,
PotraZimo promenu funkcije (31) duZ proizvoljnog redenja Jje-
dnadina poremeéenog kretanja (30). Imaéemo

JY _ (el w_ e, aw) iy 2V
JE T\JEYSE T Do 92 at

=3¢ Loyl - 55§ )(«Jﬁ" & 5,5) + 553
Ako iskoristimo jednakosti (17), za koje smo l{OIlS'ba'bOlel
da va¥e i u poremedenom lkrebtanju /pri usvojenim pretpostav-
kama/, uzmemo u obzir antnsmmetrl;}u koeficijenata ?‘ i anti
pimetriju koeficijenata ,}*’0" u odnosu na donje indekse, do-
biéewno P

. m* aw W

(22) = (- +5g0) 25
Primeéujemo da funkeija V=V({;'2, ﬂ) ima u sludéaju s/ iste
one osobine koje je imala funkcija (3 § 3.) u stavu 1, a u
gludaju b/ njene osohbine su iste kao i osobine odgovarajuée
funkcije u stavu 2. Stoga, koristeli shemu dokaza stavova 1
i 2, moZemo izvesti zakljudak: Ako Je izraz 2 negativan ili
identidki Jednak nuli, trivijalno reSenje sistema (30) Je
gtabilnoy ako je 3 negativno definitan izraz, trivijalno
resenje je asimptotski stabilno, Medutim, posSto funkeija
(31) zavisi samo od jednog dela promenljivih od koJjih zavi-
i funkecija (3 § 3.), to se izvedeni zakljutcl odnose samo
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na taj deo promenljivih., Stav je dokazan,

| Podvucimo jod jedanput, da stabilnost, odnosno asi-
upbotska stabilnost, trivijalnog reSenja jednadine (30) zna.
¢l odgovarajuéu sbabilnost sbtacionarnog kretanja u odnosu
ua deo pron‘lfanljivih ﬂ‘;, Q" pri neporemeéenim generalisuwnim
impulsima M, .

Za‘sisteme koji se kreéu u polju konzervativanih si-

ta, vazi
_ POSLEDICA STAVA 4, Ako se pri zada.n:iJn x‘:, = const,

vealizuje stacionarno kretanje ?" = 0, §°= 0, tada és ono
bivi stabilno u odnosu na 2‘,Qi pod uslovom da Hgne trpe
poreneéaje, ako Routh-ov potencijal

.” W . . 0
MN=n7(9525%)
“ZH OVO kreﬁanje dobija apsolutni minimum,

Zaista, za konzervativne sisteme imamo da je ¢ =0,
pa uzimajuéi da Je

w = 1%(9% ¢, »w)

vidimo da su uslovi stava 4 zadovoljeni.

MoZe se Zapéziti da posledica stava 4 koju smo na-
veli pretstavlja analogon Routh-ove teoreme [10] koja vaZi
%a holonomne sisteme. Ipalk, za razliku od holonomnih siste-
mwa, ovde uslov da Routh-ov potencijal ima mistimum nije do-
voljan da postoJi stacionarno kretanje /v. .ui. 33/,

_ Ispitaéemo ubticaj disipativnih i girvoskopskih sila
‘na stabilnost stacionarnog kretanja. ZadrZademo se na slu-
éaju kad disipativne sile imaju oblik '

wmeol,, .J' a/e.ﬂ:ol
l% oé,,? ( ;J d‘)
i Rayleigh-eva funkcija
£=Zo427 @f=ted)

je pozitivno definitna kvadratna forma promenljivih 2£ a gi-
roskopske sile su
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=g Gy=-fo)

U Jedna01nama poremecenog kretanja Je tads

7] — — * 2 . !
U =D+G =~ «J?‘-y"gi"
pa, uzimajuéi da Jje
e e
W=n (Z‘, 2‘, x"o) -
dobijamo |

7= G-yl ages e it~y

Na osnovu stava 4, sad moZemo izvesti zakljulak:

Disipativne i giroskopske sile, pod ¢ijim dejstvom
je moguée stacionarno kretanje, ne remete stabilnost stabi-
lnog stacionarnog kretanja. Disipativne sile mogu stabilno
kretanje uévrstiti do asimptotske stabilnosti ako Jje Rayle-
gh-eva funkcija pozitivno definitna.
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§ 5. BStabilnost ravnoteZnog stanja

1. O ravnoteZnom poloZaju neholonomnog
sistema

RavnoteZni poloZaj neholonomnog mehanidkog sistema
M mo¥emo odrediti koristesi neki od sistema Jednalina kre-
tanja koje smo izveli u § 1. Tako, na primer, stavljajudi
de Je 2, =0 u jednaline (25 § 1), dobijamo da je ravnotez-
ni poloZa] odreden Jjednadinama '
€19 O+ Qw(,z«'._.,o , %2 o
Odmah se moZe primetiti da, uslov da su generalisane sile
1 nekom poloZaju sistema Jednake nuli, Jeste doveoljan ali
nije 1 potreban da taj poloZaj bude ravnobteini. Drugim re+
dima: ako Je neki poloZaj holonomnog mehanicékog sistema ra-
vnoteZni, on de biti ravnoteZni i pri delovanju neholonou-
nih veza sko su te veze linearne i homogene po generalisa.-
nim impulsima. Obratno ne vaZzi, Jednadine (1) odreduju u
konfigufacionom prostoru Vn r-dimenzionu mnogostrukost Or’
Dimenzija ove mnogostrukosti r jednaka je broju linearno

tgzaalld%(+ég;&@ft)

i, odigledno Jje, r > L. Dakle, za razliku od holonomnih si-
stema koji po pravilu imaju izolovane ravncteZne poloZaje,
‘neholonomni sistemi poseduju ravnoteZine munogostrukosti. Sva-
ka tadka koda pripada 0,. moZe da bude ravnoiteZni poloZa]
sistema, te ravnoteina konfiguracija Yo nije jednoznadno
odredena. Otuda moZemo n - r parametara izsbrati proizvolj-
no a ostale odrediti iz uslova da talka pripada ravnoteZno]
mnogostrukosti., Uzmimo, npr. da Je

nezavisnih vektora

2"*& _"cn;-j. <) 7””4":

i zamenimo te vrednosti u (l)j dobijameo
r ryd . — y “l
(2) gu(?':“'iz" ",.,,’,c'?'o',“'a):%{l‘(%,‘f:‘r-a



-l
U tackama gde Je
(3) mnj ( a;"") =7

moisn s8e Jednoznadno odrediti vrednosti ostalih koordinata
?:j,oto ’Z:n Taéke u I{OJinla je

n,aﬂj( 3;%)
su bifurkacione Jer u njihovoj okolini vrednosti go,..., ?
ne odreduju jednoznaéno poloZaj sistema. Mi se ovde neéeno
buviti ispitivanjem stbabilnosti u tadkama bifurkacije pa
tomo smabrati da Je u ravnoteZnom poloZaju, koji éemo dalje
posmatrati, isunjen uslov (3).

Ragzmotrimo posebno sluda]j kretanja mehanidkog sis-
tema u polJju konzervativnih sila kad su neholonomne veze
houwogene. Neka Je potencijalna energija sistema data funk-

cijom

(4) rn=n,...,2"

U tom sBludaju Jednacine (1) dobijaju oblik
- &f7

(5) 52 £5=0.

99 g"‘
Pretpostavimo da Je
: ] e O =
(6) o= =2 =9
refenje sistema (5). Ako sistem (5) ima re3enje /bar Jedno/,
“onda ova pretpostavka ne umanjuje opsStost ispitivanja., Pret-

postavimo, jos, da se funkcija (4) moZe predstaviti Mac Lau-~
rin—ovim redom u okolini ravnoteZnog poloZaja (6)

VN =M+ 3ug%+ £ Ly 9™

gde su

| : L
M,=rte,...,0) ; = (55*") ) ”3“*”92"32")--'0'
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Kalko Jje uvek mogude izabrati f1;=C§ to &ée u ravnotefnom po-
- loZaju biti
(8) nu + ﬂd.%"gr- 0
de B0

@Y = p%(o,..,0).
Iz (8) vidimo da potencijalna energija u prisustvu neholo-
nomnih veza moZe u okolini ravnoteZnog poloZaja da ima i
lineayne ¢lanove, za razliku od holonomnih sistema gde je
Lo iskljuéeno. Mjih neée biti ako Je

. o’ . -

(()) . “:‘6 = 0 ili nar—o.
Mo uslovi (9) nisu ispunjeni, red (7) se moZe ipak malo
pojednostaviti., Smenom promenljivih

?‘d'_: ?Ol'__ cpdo;lz“ ‘
postiZe se da bude My =0 a istovremeno i q:,‘;'.-zo [21] tako
da potencijalna energija, razvijena u red, ima oblik

(10) N=1,,9%+ 5 Mwg¥9 s

pri demu smo nove koordinate i nove koeficijente obeleZili
opet sa g odnosno (1
petv 52 g P

2, Poremeéeno kretanje u okolini
ravnoteZnog poloZaja

Vratimo se razmatranju ravnoteZfnog poloZaja proiz-
voljnog neholonomnog gistema. Pod neporemeéenim ravnoteZnim
stanjem sistema podrazumevaéemo stanje koje odreduju

4 —a” . - .. =
(11) Go=: =Fa=0 | 2= =3=0,
Ispitadéemo njegovu stabilnost. Pod poremecenim ravnoteZnim

gbanjem u odnosu na (1l) podrazumevaéemo kretaﬁde sistema
pod dejstvom istih sila Ckapri podetnim uslovima

(12) 2‘"&,) =§‘“; /j«(*ﬂ = é;,,

koJi zadovoljavaju Jednakosti



~49-

Cas ) m& a(J’ )(g""" cP(&) =0.

Stebilnost ravnoteZnog stanja, dakle, ima karakbter uslovne
stabilnosti. U poremedlenom kretanju u okolini ravnoteZnog
sbanja poloZaj sistema moZemo odrediti promenljivim

zw“?w(é} ":o)&:’ A‘u)
1= 12 (£ %0,878V)

Jer nema opasnosti od zabune buduéi da Je neporemeéeno kre-
tanje /ravnoteZno stanje/ odredeno vrednostima (11). Time
postiZemo da za Jjednadine poremeéenog kretanja moZemo uzeti
ma koje od Jednalina kretanja navedene u § 1. Specijalno za
sisteme sa kvaziciklicénim koordinatama mogu se koristiti
jednadine (32 § 1l.1). No, kako ove jednaline ne sadrZe sve
koordinate i mogu se refavati nezavisno od Jednadina neho-
lonomnnih veza, to &emo pomoéu njih moéi da ispitujemo samo
gtabilnost u odnosu na deo promenlJivih 2“ y /3;, ali poéetni
poremneéajli ovih promenl jivih mogu da budu proizvoljni.

Jednaline poremelenog kretanja u okolini ravnoteZ-
nog poloZaja mogli bismo dobiti i iz jednadina (43, § 2)
stavljajuéi u njih da Jje neporemeéeno kretanje odredeno Jje-
dnakostima

g¢t)z 0, 3¢ =0

i u tom sludaju one glase
o
el
J [ ]
13 '(é‘ [ e‘+2{1 2 Féar dbcs)y m‘(

R be_ne 26, _
"'ZJ‘J (J)uv]g+[2 “-F a q?w‘-b«w?/zu % &M “’]7"

a mnoZioci neholonomnih veza imaju vrednosti

-3 o875,

9@u
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Jednacine neholonomnih veza su u ovom sludaju
o M .
Dby 5 + Ritypu &= 0.

Jednac¢ine poremedenog kretanja (13) predstavljaju sistem
linearnih Jednadina sa konstantnim koeficijentima &ije tri-
vijalno reSenje _ﬁ;""»..-:O y Mar = O odreduje ravnoteZno stanje
sistema. Stabilnost ovakvih sistema se moZe ispitati dobro
poznatim metodama koje mi ovde neéemo navoditi. Zadr¥aéemo
se na posmatranju jednadina poremedenog kretanja u okolini
ravnoteZnog poloZaja u obliku (22 § 1) i (32 § 1.1).

Nije tesfko proveriti da u sludaju kada su sile kon-
zervativne a neholonomne vegze homogene, Jeduadine poremede-
nog kretanja (23 § 1) 1 (32 § 1.1) imaju prve integrale

(14) T + [ = const.
odnosno
(15) , T+ M = const.

3. Stavovi o stabilnosti i nestabilnosti
ravnoteZnog stanja

Uo&imo ravnoteZno stanje, odrédeno Jjednakostima (ll):
él, 2 § 5, Za neholonomne veze éemo pretpostaviti da su ho-
mogene 1 te pretpostavke demo se drZati do kwraja ovog para-
grafa ne naglasavajuéi to posebno.
| Dovoljne uslove da ravnoteZno stanjs bude stabilno
daje : ‘
STAV 5., Ako postoji pozitivno defi..itna u Vn funkp'
cija

W =W9',...,97) € Cé" (‘%)
W= {19¢1 <D = eonst.|

za koJju Je izraz

oW
o (Qut 5{5‘)/3
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formiran u smislu Jednadina poremeéenog kretanja (23 § 1)

a/ negativan ili identidki Jjednak nuli - ravnote-
Zno stanje Je stabilno,

b/ negativno detfinitan - ravnoteZno stanje je asi-~
mptotski stabilno.

Dok a z., Izaberimo u faznom pramboru V2n funkci-
ju V na sledeéi nadin

(16)

ide Je T kinetidka energija sistema

*r.—:-ua'“/of
Funkcija V' odigledno zadovoljava uslove
1° T+WwW 20
20 T W = = O @2—..._7 BO‘f Ve =O,

V= T4+W

pa Je pozitivno definitna. PoSto ne zavisi eksplicitnd od

vremena, to Jje uslov
=0 (3%¥—>0; m=1.m),

trivijalno zadovoljen, PotraZiéemo promenu ove funkcije duZ
proizvoljnog reSenja jednadina poremeéenog kretanja. Dife-
rencirajuéi Je po vremenu, dobijamo

v oY _ D 4 /W _
F-RECRE ) = R GCRE) VR
oW .
=a‘m’%/" vaZI

i poSto se ova] izraz sastavi u smislu Jednadina poremeée-
nog kretanja (2% § 1), dobija se
oV &V €e Cc)
— i
Z=a e %:.f St
Uzmino sada u obzir i jednadine neholonomnin veza (5 § 1)
/vodeéi raduna o tome da smo pretpostavili da su homogene/,
kao i relacije (21) pa éemo imati

a d)tc)a

Vo+ b2 ] 3
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oY aw dw
(17) - == a* (®,+ ,5'2“«)73'

a/ Neka su zadovoljeni uslovi stava u sludaju a/..
tada funkclja V , prema {17), ima osobinu

YV
gt <°

i zadovoljava sve uslove kao i odgovarajuéa funkeija V u
stavu 1, odakle sledi da je trivijalno resSenje Jjednadina
poremeéenog kretanja stabilno. '

b/ Ako su aadovoldenl uslovi stava pod b/, iz (17)
vidimo da Je

oAV
o/t . _
negativno definitna funkcija pa je, na osnovu stava 2, tri-
vijalno redenje Jjednadina poremeéenog kretanja stabilno asi-
mplotski. | | |
Dokaz Je zavrsen.
NAPOMENA, Stav 5 se moZe primeniti i u sludaju kad
neholonomne veze nisu homogene u odnosu na generalisane im-
puse ako Je zadovo]jen dopunski uslov

(18) cz-'.{(Q O+ i “’/’ +92 7 CIJ(,,,

Tada Je, naime, izvod funkcije V po vrememi, sastavljen u
smislu Jednac¢ina poremeéenog kretanja,

v v = . ¢
=Gt )+ T @ PLB, T
L
D y ¢
gc"ﬁ, 45(:).;. ._SPQa"‘)Q&}" <

odakle Jje Jjasno da ova napomena vazi.

Primetimo da pod uslovima stava 5 nzholonomne veze
nemaju nikakvog uticaja na stabilnost ravncteZnog poloZaja
gko Jje on stabilan. To znali da stabilan ravnoteZni poloZa]
holonomnog sistema neée biti poremeéen ako se kretanje og-
raniéi neholonomnim vezama., Podsetimo se da smo u ¢l. 1
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videli da ravnoteZnil poloZaj holonomnog sistema ostaje po-~
lo¥aj ravnotefe sistema i pri delovanju neholonomnih veza.
Sada vidimo da ove veze nemaju uticaja na stabilan ravnote-
Zni poloéaj,*) Stav 5 se bezuslovno moZe primeniti i na ho-
lonomne sisteme i u tom sludaju je identidan sa poznatim
stavom izvedenim za holonomne sisteme u {34]).

Neholonomni sistemi mogu imati, medutim, stabilne
ravnoteZne poloZaje i kad uslovi stava 5 nisu zadovoljeni.
Pokazaéemo to na sistemu sa kvaziciklicénim koordinatama.

Iz Jednadina kretanja (32 § 1.1) dobijamo da Jje ravnoteZna
unogostrukost O, u ovom sluéaju odredena Jednakostima

Aw

Q.= 0.
Iz ovih m Jednadina, pod uslovom da su nezavisne, moZemo
izradunati nepoznste

9orereny 20 -

fime ravnoteéni'poloéaj sistema, naravno, nije u potpunosti
odreden jer se vrednosti ostalih koordinata mogu izabrati
proizvoljno. Neka je neporemeéeno ravnoteZno stanje dato sl-
edeéim Jednakostima

A — m . ~—...,=~= .
Gom:=90=0; f=r=f=0
Stabilnost ovog ravnoteZnog stanja ispitaéemo u odnosu na
promenl jive 2“,/% . Dovoljne uslove da ravnoteZno stanje
sistema sa kvaziciklidénim koordinatama bude stabilno u od-
nosu na deo promenljivih daje

STAV 6. Ako u prostoru Vﬁ postoji pozitivno defini-
' tna skalarna funkcija

W= wi(g',...,97) ec‘é’(’w)
W = {\2“! <a=wnst, 12""\4-\-“}

za koju Je izrag

s¢ Ali stabilnost u njihovom prisustvu postaje uslovna



formiran u smislu jednadina poremeéenog kretanja u okolini
ravnote¥nog polofaja (32 § 1.1),

‘a/ negativen ili identildki Jednak nuli, ravnotedno
stanje je stabilno u odnosu na promenljive 2“,/5;.

b/ negativno definitan, ravnoteZno stanje je asim-
ptotski stabilno u odnosu na promenljive Z“,/'g; -

Dok a z. Analogno dokazu prethodnog stava, kon-’

struisaéemo funkeiju

V= T+W
pde je, sada, kinetidka energija T izraZena pomoéu genera.
lisanih impulsa ﬁ?; Jasno je da Je funkecija V pozitivno de~
finitna i da Je

V:E;.O ’ ?«—'0 ’ dﬂl“,.)lﬂ.
Tzvod V po vremenu, sastavljen u smislu Jednadina poremeée-

nog kretanja, Jje

6 oy
W sabTagew = G R+ 2

= LG+ Qza)/;; WA CRTEA 92“)/2

a/ Ako je izrasz y'negatlvan ili identidki jednak
nuli, iz (19) slédi da je funkcija \/ ne restuéa. Otuda pro-
Jigilazi, kako smo to u stavu 1 videli, da Je proizvoljno
refenje jednadina poremeéenog kretanja u kugli IK[0,E]JC \V/
za svako t 3.’00 ako Jje u podetnom trenutku 't;o bilo u kugli

pa Jje trivijalno resenje stabilnoc u odnosu na
promenl jive 2", /g . »

b/ Ako Jje izraz ,l negativno definitan, na isti na-
din bismo, na osnovu stava 2, mogli da izvedemo 2zakljudak
da Jje trivijalno reSenje Jjednadina poremedenog kretanja asi-
mptotski stabilno.

Stav Je dokazan,

(19)
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_ Dovoljne uslove da ravnoteZno stanje bude nestabil-
no daju sledeéa dva stava,
STAV 7, Akxo postoJi skalarna funkcija

W=w(g,...,97) € €Y (30)
: | 2
;z(.g{g“': |ft“l< e=eonst.}

koja je ogranidena u ¢ i u proizvoljnoj okolini koordinat-
nog pocetka ima negativne vrednosti, takva da izrazi 34 i

gg,sastauljeni u smislu Jjednalina poremeéenog kretanja ima-
Jju osobine:

1° Jc = a‘w(Q‘u* %Z‘)/s

negativan ili identicéki Jjednak nuli,

L
2° =9(Qu-a,> B, P gt
2 Y]
3 2’ * thl‘%ﬂ a’5: J
pozitivan,
- tada Je trivijalno reSenje Jednadina poremeéenog
kretanja nestabilno,

Dok a z. Uodimo funkciju

V=YV (2‘,...,2”;,9’_”)&)

konstruisanu na sledeéi nacin
(20) V== (T+w) 92
gde Je T kinetidka energija sistema izraZene pomoéu genera-
lisanih impulsa

7’=-inw?”7°'

2 (A

Posdto je'T'pozitivno definitna kvadratna forma generalisanih
impulsa a funkcija W ima u proizvoljnoJ okolini koordinat-
nog pocdetka negativne vrednosti i neprekidna Jje, to postoji
oblast D€V, u kojoj je

(21) T+w<o & 9¢p>0.

Na delu granice oblasti D je V=0 a koordinatni podetak
pripada tom delu granice. PotraZimo promenu funkcije (20)
du¥ proizvoljnog reSenja sistema (23 § 1). Imaéemo
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a/: =‘i[(T+\V)2%]=
,==--—(0' /a+w)g/o—-(T+W) (2/0)

Ao u ovom izrazu izvod po vremenu zamenimo apsolutnim iz-
vodom, 8to je mopguée jer se radi o skalarnim invarijantama,
dobiéemo

R
cJ\/ (aﬁyg .E%ﬁb §7 VV':ﬁg‘)“

_(‘r+\v)(/a Q‘ 2/’.!1:*2 Tt )

i posto se ova]J izraz sastavi u smislu Jednaélna (23 § 1),
bide
o/V uv
-+ SR -
(22) - <T+w)[(a"”’+ (latye- 2 F° gsm a‘y? Z‘

c,ci
RV ISy
oa*=a*gt...,9%

su koeficijentli pozitivno definitne kvadratne forme T. Otu- -
da, prema Sylvester-ovom kriterijumu, sledi da su svi dija-
gonalni glavni minori determinante

funkeije

MV
aet(Q &"v.‘

pozitivan za sve vrednosti %Jé prema tome ovu osobinu oni
imaJu i u koordinatnom poéetkﬂ. Posmatrajmo, sada, izraz

v be
@3) A= aw”‘{éw} a“gt- 2;3" @5))( o ) vf.’\'

Za Z‘“-.—.O on se svodi na Q%Y i pretstavlja koeficijente po-

zitivno definitne kvadratne forme, Birajuéifie'dOVOIJno ma-

lim po apsolutnim vrednostima, moZemo postiéi da glavni di-

jagonalni minori determinante det (A®Y) budu takode poziti-
vni u nekoJ okolini koordinatnog poletka. Znadi, postoji
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okolina koordinatnog podetka u kojoj Je kvadratna forma

=AY

A /312
pozitivno definitna.
Izraz (22) moZemo, s obzirom na (23) i (22 § 1)
napisatbi u obliku

o/ &
GJQ/ ER 926’)f{]2 /b'_
- (T +\W }{A 73 /3 + Z "(Q;czc__ﬁa%‘: Qc)a ?éc )]

odakle, na osnovu pretpostavki 1° 1 2° stava, zakljudujemo
da u oblasti D postoje vrednosti promenljivih za koje je

21 ‘
(24) o/lf >0

Iz ove nejednakosti sledi, da se za prizvoljno <§‘>0 noze
naéi vektor

oty 4 ”

Zo = o5 s
takav da je"§;u<_3, i da Je u tadki koju odreduje zadovo-
1Jjena nejednakost (24), Analogno dokazu stava 3, mogli bi-
smo i ovde pokazati da reéenje jednadé¢ina (23 § 1) sa podet-
uim vrednostima ?‘”(ta) ?0 5 /&9(-5,)- o Lzlazi iz kugle K=
,nﬁ:[o 5] ma kako malo J‘lzabrall. Otuda sledi da Je tri-
vijalno resenje Jjednalina poremeéenog kretanja nestabilno,

gto Jje i trebalo dokazati.
Za sisteme sa kvaziciklilnim koordinatama vaZi
STAV 8., Ako postoji skalarna funkcija
| w=wtg‘, 527y ey’ (K)
W={f lf‘l<2—wnst}

koja Je ogranicCena uﬂf i u proizvoljnoj okolini koordinat-
nog podetka ima negativne vrednosti, takva da je

1° izraz
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=87,
qastavlden u smlslu jpdnac1na (52 § 1) negativan ili iden-
bidki jednak nuli i

2° izraz
;{g_- Z (Qw.}. (Pu @ol')
sastavlijen u smislu istih jednacéina, pozitivan

-~ tada je trivijalno refenje jednadina poremeéenog
kretanja nestabilno.,

Do k a z. Da bismo dokazali ovaj stav dovoljno Je
- pokazati da postoji skalarna funkcija

~d ” =
VvV =VI(9,...,9 ,ﬁ,...,;gw)
diji Jje izvod po vremenu sasbtavlijen u smislu Jjednaéina po-
remeéenog kretanja pozitivan u oblasti

={F+w<o 94t
podto bi u tom sluéaju situacija bila potpuno analogna sa
prethodndm stavom, Izaberimo funkciju V u obliku

L aed “ﬂ
| V== (T+W)7° 2 -
Njen izvod po vremenu, sastavljen u smislu Jednadina (32

§ 1),'je
- - [l g ville % - e
="(6“/3/o ,!tﬁ"’ a?uz )g/o -(-r+w)[(2 +
lerh 227"+ 2 —42‘]‘
- =-[6P a0 BT Frwy

) [(&u +g {J B“}Z +9/3 a&wzb‘) oc/ﬁs'*
+7°(8 + 8, %w)]'
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Ha isti nadin kao i u prethodnom stavu, moZe se pokazati da
postoje vrednosti prowenljivih 2"‘, }?: u proizvoljnoj okoli-
nil koordinatnog podetka za koje Jje

oV

gE”°

na osnovu Gega zakljudujemo da trivijalno reSenje jednadi-
ua poremedenog kretanja u okolini ravnoteZnog ploZaja Jje ne-
gtabilno, 8to je i1 trebalo dokazati.

4, Staebilnost ravnoteZnog stanja
konzervabtivnih sistema

Razmotrimo stabilnost ravnoteZnog stanja neholonom-
nog konzervativnog sistema, kao primer na kome ¢emo ilustro-
vati stavove iz prethodnog ¢lana. Neka Jje potencijalna ener-
ija ovog sistema data funkeijom (4) i neka ravnoteZna mno-
postrukost 0., koju odreduju jednaéine (5), sadrZi tacku
?ﬁ._. =.-Z”-.-= ©. Ispitaéeno stabilnost ravnotefnog stanja od-
redenog Jednskostima (11).

Primetimo, najpre, da zbog toga 5to u ovom slucaju
vafe prvi integrali (14) ili (15), ravnoteiZno stanje ne
moZe da bude asimptotski stabilno. _ .

Sada éemo pokazati da poznata Lagrange-eva teorema
o stabilnosti ravnoteZnog stanja holonomnih sistema vazi,
pod odredenim uslovima, 1 za neholonomne sisteme i da se
woZe formulisati kao

POSLEDICA STAVA 5, Ako potencijalna energija (4)
jma u nekom poloZaju neholonomnog konzervativnog sistema
strogi minimum, onda je bo polo¥aj stabilne ravnoteZe.

Zaista, iz uslova da potencijalna energija ima str-
ogi minimum u nekom poloZaju sistema, iz (5) sledi da Je
tio ravnote¥fni poloZaj. ZapaZamo da je to izolovani ravno-
teZni poloZaj koji nije uslovljen delovanjem neholonomnih
veza, Ako funkciju W izaberemo u obliku
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(25) W= n«z“,...,zﬂ)
i dwzradunamo izraz

MY an

¥ =0 (Qu+ 3:@ = (- §lur G0 )0

vidimo da funkecija (25) zadovolaava uslove stava 5 a/,
odalkle sledi ova posledica, Prema tome, ncholonomne veze
ne remete stabilnost stabilnog ravnoteZnog poloZaja konze-
vrvabivnog mehanidkog sistena.

Iz (5) je, medutim, oligledno da posmatrani sistem
woZe imati ravnoteZni poloZaj i u tadkama u kojima potenci-
Jjalna energija nema stropgi minimum odnosno nema uopdte sta-
cionarne vrednosti. Ako Je prethodni zakljudak i mogao iz
ledati trivijalnim, interesantno Je videti mogu 1i i ovi
voavnote¥ni poloZaji da budu stabilni; specijalno, &ta se
mo%e reéi o stabilnosti ravnoteZnog poloZsaja kada potenci-
Jjalna energija ima linearne élanove. Jedan odgovor na ova
pitanja moZemo Adobiti primenom stava 6. Mi &emo ovde ispi-
tati jedan takav sluéaj a na isti nadin mogu se ispitati i
njemu slidni.

Neka potencijalna energija sistema zavisi od prome-
nl jivih 2 ,...,2" a generalisane sile zavise samo od dela
tih promenl jivih g‘,...,?’” (m < n). Videli smo u &1. 1
ovog paragrafa da se pobencijalna energija noZe razviti u
red (10), koji u ovom sludaju ima oblik

2 = ol L 5B, 11
ili se transformacijom promenljivih moZe n& njega dovesti,
Posto iz uslova ravnoteZe sistema dobijamo da Je

‘~P“ = ﬁP“( ,...,0)=0

to za koeficijente neholonomnih veza, razvijene u red u oko-
1ini koordinatnog pocletka, dobijamo

@y 60X = po ?ﬁ+ P

gde su
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B\ 9 2/3 206
% *“I »
a 1 i %i su ostaci u redovima (26) odnosno 27).

Uoéimo funkciju
=41 &
W=z not/AZ fﬂ
i zamenimo Je u izraz

Ef ég‘ﬁ?GZ GQ.qwu4‘azudbp

Dobidemo
: o~ &ﬁ an ,# » ., -~
SR BAC SRR

lia osnovu (28) i stava 6 moZemo izvesti sledeéi
ZAKLJUCAK: Ako neholonomni sistem sa kvazieiklid-

nim koordinatama ima ravnoteZni polozaj u kome Je ‘P“;.‘...O a

dﬁ“ (a “azﬂ)z=
su koeficijenti pozitivno deflnltne kvadratne forme, onda
js ravnoteéno stanje stabilno u odnosu na promenljive Z“)
'E.?{‘

Ovde vidimo jo3 Jjedan slufaj kad nehélonomne veze
nemaju uticaja na stabilnost stabilnog ravnoteZmog stanja.

Napomena., U opsStem sludaju,kada navedeni uslovi ni-
su ispunjeni, neholonomne veze imaju sustinski uticaj na
stabilnost ravnoteZnog stanja, 8to je prvi zapazio Bottema
/"On the small vibrations of nou « holonomic systems" Kon.
Hederl. Akad. v. Wet., te Amsterdam, Proceediugs, v 52, N 8
1949,/

Predimo sada na ispitivanje nekih uslova pod kojima
je ravnoteZno stanje neholonomnog konzervativnog sistema ne-
stabilno. Podimo od sludaja kad potencijalna energija zavi-
si od svih koordinata Z\". Izaberimo funkciju W u obliku

w =g ...,9”)
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i izradunajmo izraze J4i Y,iz stava 7; dobiéemo |
wv(__g_[}#_'_ ﬂe)ﬁ =0,
Fa = Z{.(“j‘zﬁe 77 ggflbcé&u m'r""‘)

Na osnovu stava 7, s obzirom na (29), moZemo izvesti slede-

(29)

¢i

ZAKLJUCAK. Ako u proizvolnoj okolini ravnoteZnog
poloZaja konzervativnog neholonomnog sistema potencijalna
energija ima negativne vrednosti a izraz

2‘u6'3?€‘ 22 }z‘ih%uéﬁhoar&v
Jje pozitivan, onda Je taj ravnoteZni poloZa]j nestabilan.

ZapaZamo da nestabilan ravnoteZni poloZaj konzerva-
tivnog holonomnog sistema ne mora ostati nestabilnim ako
- ge kretanje ogranidi neholonomnim vezema,

Pogledajmo, Sta se Jjod moZe reéi o nestabilnosti
ravnoteZnog stanja kad potencijalna energija ne zavisi od
svih promenljivih. Neka Jje

n=rw..,2"
Izaberimo funkciju W u obliku W =1 i izradunajmo izraze
Hi Uﬁ koje smo definisali u stavu 8:

L85 ag“ 35«' o 92“)/" =0
d2= 2( ? qo“')"_é’:i“

Na osnovu stava 8, iz (30) moZemo izvesti

ZAKLJUCAK: Neka potencijalna energija konzervativ-
nog neholonomnog sistema zavisi samo od koordinata 2 syeoey
?”’1 mo¥e se izraziti u obliku

M=fp+ e+

(30)

gde su ryrhomogene forme stepena ., RavnoteZno stanje (1ll)
je nestabilno ako je znak izraz& [l i ﬁ'n”.+(F+i)nﬂ-+1+"
u proizvoljnoj okolini koordinatnog poletka odreden znakom
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izraza ﬂ,;-.

5. Utica] disipativnih i giroskopskih sila
na stabilnost ravnoteZnog stanja

Posmatrajmo neholonomni mehanidki sistem koJji se
kreée pod uticajem potbencijalnih sila

; ¢y ol
(31) | Qz“‘ = &2,51

i uepotencijalnih, koje linearno zavise od generalisanih
birzina i za koje éemo smatrati da su otporne

i (2) g __. ) ”
("(‘)‘) Q{u =~f&uv2 ) &v-é‘“’(zr“lz ).
astavljajuéi matricu koeficijenataé%vIMLsimetriénan i ne-
simetridan deo )
—-_i. + * L — Wl -~
.2) tﬁ(‘v“z(é“""‘ ) ) Jew -2(@“’ £'?‘)
sile G%,moéemo predstaviti u obliku zbira disipativnih i gi-
roskopskih sila ‘
. L2) oy >V
2’ X L .
(32) Qs g = Guw 2
U ravnote¥nom stanju sistema (11) Je,
'@f’-—-o zd g=me, .o,

pa u poremeéenom kretanju za generalisane sile moZemo zadr-

- zatl oznake
. o + ¥ > Y
(33) Qe*‘f:-c??‘u bﬁwz &vz-
Utica] disipativnih i giroskopskih sila na stabilan

ravnoteZni poloZaj neholonomnog sistema moZe se videti iz
sledeéih razmatranja. Sastavimo izraz

v 7,
}- ==¢2*‘(G%u-+ 5?%;)72
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u kome su generalisane sile date Jednakoséu (33) i u kome

Jje ‘\kf-.an) s
g =-20="fwi7)

pde smo sa gb obelezili disipativnu Rayleigh-evu funkclju.
Odavde moZemo zakljucditi: :

Disipativne i giroskopske sile ne remete stabilnost
stabilnog ravnoteZnog poloZaja neholonomnog konzervativnog
sistema, Ako su disipativne sile sa potpunom disipacijom,
gtabilan ravnoteZni poloZaj ucévridfuju do asimptotske stabi
Inosti. '

Prvi deo ovog tvrdenja sledi iz stava 5 a/, i to je
sasvim Jasno, Drugi deo sledi iz stava 5 b/,8to demo objas-
niti. Ako su disipativne sile sa potpunom disipacijom, onda
Jje funkcija.g@ pozitivno definitna forma generalisanih br-
zina pa moZe biti Jjednaka nuli samo ako su sve generalisane
brzine éf‘jednake nuli. Medutim, sistem moZe ostati u tom
poloZaju samo ako su istovremeno i sve generalisane koordi-
nale Jjednake nuli, tj. ako Je u ravnoteénom_stanju. Prema
tone, sve dok sisten ne dode u ravnoteZno suanje, na nje
te delovati disipativne sile koje ga asimptotski stabilizu-
“Ju.

Lako Je pokazati da se ovaj zakljulak moZe preneti
i na sisteme stabilne u odnosu na deo promenljivih., Kao pri-
mer, uoéimo sistem &ija potencijalna energija zavisi samo od
koordinata 2',...,?”7a otporne sile su linearne funkcije _
generalisanih brzina 2 ,...,2_. Primenjujuéi stav 6, dobi-

Jjamo
as 217 oot o 8
g (" 32“ 0§(J‘2 —Jul‘z +Jz°¢ )//ﬁ’ =-2 @‘

Prema tome, ako Jje ravnoteZno shtanje sistema stabilno u od-
nosu na deo promenljivih i‘, ooy 2"{ 2", P 2'”’ pri dedstvu
samo konzervativnih sila, stabilnost se neée poremetiti do-
davanjem disipativanih i giroskoPSkih sila. Ako Je disipaci-
ja potpuna po promenljivim Q" ravnoteZzno stanje ée biti

asimptotski stabilno u odnosu na promanljive Z“ 2_ Sto
se tife ostalih promenla:vih, o nJjima moZeii.. nesfto reéi na
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osnovu posmatranja neholonomnih veza. Posto Je

Lo 2 Cem ‘P"Q'“— o

Rl L b e
moZemo reéi da je sistem stabilan i u odnosu na promenlji-
Ve éﬁ“ dok koordinate g“'mogu odstupati neogranideno od
svojih podetnih vredanosti., Sistem se, dakle, zaustavlja u
nelcom novom poloZaju na ravnoteZno] mnogostrukosti,

Svi zakljudécei do kojih smo do8li u ovom élanu su

poznati u literaturi ali smo ih ovde navodili da bismo ilu-
strovalli primenu prethodno izvedenih stavova.
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