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, PREDGOVOR 

stabilnost kretanja mehanickih sistema, kao deo ор­

:j-lie teorije stabilnosti resenja di.ferencijalnih' jednacina, 
;јо u literaturi siroko obrad:ivana tema. No uprkos tome, опа 

;ји јоiЗ uvek interasantna za IJl110ge istrazivace о сети svedo­
(:' е: :-еааоу! iz оуе oblasti koji ее sva1codnevno pojavljuju u 

·v'\.;likom broju. Pri resavanju zadataka iz stabilnosti kreta­

lIЈо. пајiЗии primenu је, bez витпје, dobila А~ПЬЈно8-1јеvа 
1_;~)oJ.·ija [12Ј koja је od svog nastanka 1892. godine ра sve 

(lO dHllaS razvijana od velikog broja istaknutih naucnika. U 

}ioslednjih neko1iko godina ova teorija је dobila nesluceno 

vo1iku рз.">imепu u teoriji automatske regulacije i optimalnog 

Hp:euvljanja sto daje ПОУе impu1se пјепот daljem razvoju. ОУ-

ako veliki uspeh роkusасешо daobjasnimo, makar i de1imic-

110, slikovitim recima tjcz.rr8ee. -а [7Ј : "Ostroumnost Ljapuno­
vske definicije stabilnosti sastoji зе u tome sto nije Ьеа­

I)l:'odmetno siroka, inace пе Ь! bila interesantna, а suzena 

јо tacno toliko da obuhvati sve опо sto је korenito u пај­
:eaznovrsnijim zadacima о si:iabilnosti." 

Sto ае i:iice stabilnosti kretanja neholonomnih теЬа­
пiсkih sistem'a /misli зе i па stabilnost ravnoteznog I stanja 

kad specijalni slucaj/ mоzешо reci da. јоз uvek nije dovo1j-

110 ispitana iako је pocev od radova Whittakera i пјој ровуе 

сепа dovoljno opsirna lii:ieratura. РозеЬпо је ilusi:irativan 

н tош pog1edu,put razvoja problema stabi1nosti ravnoteznog 

'f3i';anja neholonomnih sistema koji niti је iзао direki:ino re­
аеl1ји niti је do danas stigao do kraja. Prva resenja ovog 

zadatka зе mogu naci u [20Ј. \'1hittaker је stabilnost ravno­
teznog stanja neholonomnih sistema ispi~ivao twco sto је пе 
holonomne veze linearizovao, роз1е cega опе postaju integra 

ћilпе, ра ве па taj nacin gubi raz1ika izmed:u neholonomnih 
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i l101onomnih sistema. Da problem ipak nije teko jednoBtavan, 
:Iй'vi је pokazao Bottema u radu 11 Оп the эта11 vibrations о! 
{ј()Н l101onomic systems", Ind. r1athematica1, Amsterdam, 19l~9. 

vol. 11, f. 4. Bottema skrece paznju da u а1исаји ma1ih 08-

c.i1acija neholonomnog sistеша oko ravnoteznog polozaja ka­
:I:ilkteristicna jednacina ima visestruke nи1е а matrica nје­
lIill koef'icijenata nije simetricna kao kod holonomnih siste­
lJIи .• Na osnovu toga, predlaze эа ве ovaj zadatak tretira k8.0 
Ii .k.eitican а1исај 11 u smislu ЛсаЛ':ЈНО8 -ljeve definicije 8to 
iJ.L'o.k·l;icno znaci da је za вааа neresa..v,. О nastalom problemu 
Jlupisano је dosta radova оа kojih' izdvajamo rad [21Ј Aiser­
ыџН.-а i Gantmacher-a u kome је pOkazano da је problem resiv 
(lko је broj korena jednakih nиl! jedna1c broju Ilеhоlоnошnil1 

Od autora koji ви se bavili ispitivanjem stabilno­
Q'(;:i. kretanja neho1onomnih sistema nауе86ето аато neke: А.Н. 

ОБМОРW(l.В је и [25Ј s8stavio linearizovane jednacine таlЉ 
oHeilacija oko stacionarllog kгetanja i ravnoteznog po1oza­
;ја. НеЙМдРК i Ф~фаев ровуе6ији niz svojih radova /ve6ina 
од. tih radova sadrzana је u [15Ј / problemima stabi1nosti nе 
llOlonomnih sistema medu kојiша vidno mesto zauzimaju oni 
Јсој! ве odn08e па 8tabi1nost ravnoteznog stanja. Stabilnost 
э·tјЕюiоnarnоg kгetanja resavaju primenom Lagrange-evih jed-
11Hcil1a аа mnoziteljima veza 8to, cini эе, nepotrebno usloz­
ll;java problem. Problemima stabilnosti kretanja 11eho1onomnih 
::j:lstema bavio эе i y'e.fJ7a(l.B [?] koji је, pored ostalog, prvi 

1:1O.[<;1a8io da эе ovde radi о us10vnoj stabilnosti u smislu 
kuko је def'inisana u [12Ј. Istioemo, па krajU, rad В.В. Ру­
.м.янц.Cl.В -8 [31Ј u kome је najpodrobnije obradena stabi1nost 
J:'&YJ:1oteznog stanja neholonomnog sistema u роЈ.ји konzervati­
VЋih siJ.a. Ovde аи dati i uslovi pod kojima neholonomne уе­
~e nетаји znacaja za stabilnost ravnoteznog stanja ва inte­
:('osantnom nаротеnош da te uslove t-lhitta1cer ne navodi u вуо­
јој knjizi 81! је ocito dao njima precutno vodi racuna 8to 
ве moze zakljuciti iz njegovih rasudivanja. 
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u оуот radu ispituje .ве stabilnost kretanja neholo­

')i.HJ1nih sistema; nadeni аи uslovi dovoljni da uoceno kreta­
!i;jO l>ude stabilno odnosno nestabilno u А~n\Ј-НО8-1јеvоm srnis­
I и» I2'edlozeni stavovi u sllstini pripadaju direktnom А~пун-

()(1, -l~јеvоD1 metodu jer pl"'etpostavljaju postojanje jedne fun­
: ,;Јј(;, odl"'edenih osobina, koja эе od poznatih ~ПЪНiО8-1је­

\'.l1.1 funkc·ija razlikuje ро tome 8to zavisi вато od koordina-
1,,1 polozaja sistema а nе i od brzina. Nacin па koji ве оуа 
! iU1kcija moze konstruisati ostaje, kao .i kod А9Iп~но8-1јеv­

Јll ·I;eorema, neresen. No posto u оуоm slucaju funkcija koja 
! I\J\11eze izboru zavisi od dva puta mапје promenljivih u :(:>0-
.1:,ilЈопјu в8 odgovarajucom .А~П'::l»О8-1јеvоm funkcijom, moze ве 

:I,;(;i аа је, bar u principu, zadatak U оуот slucaju nesto 

Jol;[;;1.. Као posledice stavova koji vaze za stacionarno kre-
1,(.!jJje l1eholonomnih sistema dobijeni эи rezultati,analogni 
j/(,z,llHtim rezultatima kod holonomnih sistema, koje u litera­

!JIH":i. nisam павао. U slucaju ravnoteznog stanja iz predloze­
.1!:lЈl stavova slede, kao poSledice, teoreme izvedene u ~l]. 

Sama ideja da ве па ovaj nacin pride ispitivanjll 
ui;uћi1nоsti kretanja mehanickih sistema ovde nije original­
lLa~ 011а ве pojavljuje u radovima Veljka Vujicica C?lt-J 

[)G]. оуае је ona primenjena па neholonomne sisteme i oboga-
-> 

(;Оl'.l.а stаvоv:l.ша о nestabilnosti kretanja i ravnoteznog sta-
11;]8.. 
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§ 1. Jednacine kre~anja neholonomnih sistema 

Posma~racemo mehanicki sistem Jt koji definisu: 
dt) Skup materija1nih ~acaka r1i (-i.: i, ••• ,п), тава 

ciji ви vektori polozaja ~ ; 
d 2 ) Кretanje ovih tacaka је ograniceno ва К holono-

тnih veza 

(1) !o.('i;.J ... ' '(~) ,=-0 ("'-СО( , ••• ,К) 
i L neholonornnih, skleronomnih, veza oblika 

N -;- ~ 

(2) L~".i ~ + f, -= о t8--t , ... ,L) 

gde ви 
~ --
~J-= ~J-(~J ••. ., (,.,) ., " = -4 (t;:, ... , 1;, ) . 

dз ) Sistem ве krece pod dejstvom aktivnih Bi1a 
IE -- ~ ---.,.. -
t:i 11: 1f(i; ~'···/rN""""J~) 

i si1a reakcija.veza 
к L-+OO 

~ .. LAo. q~f(Y. + "> f!{, ~~ . 
~ ~.=:i q t=i 

d4) Кretanje је moguce opisati diferencija1nirn jed­

nacinama lLagrange-еvim I vrste/ 

(3) m. w, '= if + I:.:Ло. q't~ 'О- + r. ~J, ~L , 
",,с. ~ ct=i t1 ь ... ! 

U kojirna ви >..(}\ i ~, mnozioci veza koji pod.lezu odredivanjt1.. 
U.naSim razmatranjima bice pogodnije da зе koriste 

jednacine kretanja bez mnozi1aca veza, ра сето iz {з), пај­
pre, elirninisati 3\.0.. i .f'. U 1iteraturi ве rnogu пас! vise 
nacina da ве dobiju jednacine kretanja iz kojih зи elimini­
вапе reakcije veza по mi сеrnо оуае, ipak, jedan takav pOB·t;­
ирм izves1ii iz ovih raz1oga: prvo, a.nalogan postupak сето 
koris1iiti i pri izvodenju jednacina za porernacaje ра се оуо 
doprineti da neki docniji postupci budu jasniji i drugo, 
8tO сето пеkШ jednacinama. дР): .ј. novi оЫш koji је pogod.ni­

ј! za паза razmatranja. 
Neka је polozaj pOBmatranog mehanickog sistema.JU 

Odreden nezavisnim lLаgтапgе-еvim/ generalisanim koordina-
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tэ.mэ.~ (~::i., ••• ,n=:;N - К), tj. neka је 

(4) ~ :8 ~ (2~"',2") . 
Јеdпэ.Сiпе holonomnih veza (1) ви, posto ве и njima vektori 
polozaja izraze роmоои ~4), .identicki zadovoljene /и tom 
smislu вто koordinate z.~ i na.zvali пе za.visnim, iako је пј i­
hOV broj veoi od broja stepena slobode ~etanja sistema/ а 
jednacine neholonomnih veza (2) dobijaju, па taj nacin, оЬ-

li1c 

(5) Ф~il'+ sli = 0.1 

gde ви 

Smatracemo 

4"i~~ ~(Z~···,2"); 4\=ФG(f~···,2n) 
neprekidne i diferencijabilne do reda koji пат bude bio ро­
treban, па naglasavajuci to posebno u daljem tekstu. Роmnо­
zimo sada jednacine (3), redom, 'skalarno vekt'orima 

;)С-
~ 

Эz.f!' 

i saberimo talco dobijene jednakosti, ра бето dobiti 

~ ~ g"{ 'f -- эt: ~~.. .. ,~ g{: ~t D эе 
( б) . L~ 1I'l: ~ • aZ(' = f;;; If . a1.~ + f;;:, ~o.11(~{o.· ~~ + f;; ~ ~(, '-6:' el~ . 

Izraz па levoj strani jednakosti (6) transformisacemo па 
naredni 

(7) 

Uvedimo, sada, pored generalisanih koordinata i odgovaraju­
cegeneralisane impulse ~ kao пе zavisne promenljive koje 
се odredivati kretanje sistema. Njih definisemo jednakosti­
та 

(8) 



-.6-

Posto је kine1iicka energija sistema Jl. t S obzirom da је ро 
pretpostavci sk1eronoman, data homogenom kvadratnom formom 
u odnosu па genera1isane brzine 

-4 .'f/A .. ~ 
(9 ) Т = 1f ~\l2 1. ( ~ · " - t, ...• п ) 
gde је iskoriscena Einstein-ova konvencija о sabiranju ро 
ponov1jenim indeksima i ~ 

N ~t' ~~l 
a~" = fu ~ ()2.fA·9i" , 

to ве ge:nera1isani impttlsi mogu izraziti i jednakos6u 

(10) 

Kako za koeficijente 

f>T .)1 

~ = Эf~=~"2 .. 
a~." vazi jvideti npr. [10Ј 8tr. 38/ 

de1; ( ~" }71 ;4 О 
"Ј!',". ао 

iz (10) ае uvek mogu izracunati genera1isane brzine и obli-
Јси 

(10') 

gde su a.f" elementimatrice koja је reciprocna matrici (a.~",), 
tj. 

Skup generalisanih koordina1ia Z~ definise n-dimenzi­
onu mnogoB1irukos1i Еn koja је odredena do па proizvo1jnu tra­

nsf'ormaciju 

(11) 

i !соји сето nazvati konfiguraciona mnogoatrukoat. Мnogostru­

kost ~I) ае moze metrizova1ii uvodenjem kinematickog 1inijskog 

e1ementa 

(12) 

Tako dobijeni metricki proBtor је, u opstem Blucaju, riman­
ski. Obe1ezavacemo ga ва Vn • Sada ве moze iskoristit1 rela-. 

cija / [17] , § 94./ 
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N аЪ: dt7 
~ m.t Эiv' df~(}2ff!A = tcr~, "Ј 

gde је (с1ЈА,,,'Ј Christof'f'e1-ov siшЬо1 1 vrste u Vn i izraz 

(7) napisati u obliku 

~ -;. 'd"t oI;з ;-, 8d ." 
f;;j m.;, 'Ј.1. 8"fff~ = d t ~ - L cr с'"" ) V..J 2 2 ) 

odnOSllO, ako ве iskoristi (10'), 

~ ..,... эt ~ {t' t 8(1' - PI? 
(13) .6ч ~ \.>i. ~ = clt - (J'.ttJ 2 W - t:lt · 

Na desnoj strani jednacine (6) imamo, najpre, gene­

x'a1isanu si1u 

zatim, 

(15) 
NK r 
L L .)\.џ. q~~ {Оо· *-; = ОЈ 
~/~=iO и! 

а pos1ednji izraz па desnoj strani jednacine (6) је 

N L. ...... #t L 

~ f;.. {~& е,;.· ЭiЈ-' = t;f' Ф~ (lб) 

i predstav1ja reakciju neho1onomnih veza. 

Konacno, jednacina (б); s obzirom па re1acije (13) 

- (1б) dobija oblik 

(17) 

i zajedno аа (5) i (10') odreduje l~etanje sistemaJl. No 
ove jednacine јоэ uvek sadrze mnoziece neho1onomnih veza 

koje ze1imo da e1iminisemo8 Radi toga, pomnozimo (17) эа 

а./!')) Ф i izvrsimo sabiranje ро indeksu f-; dobijamo 
,(,\1 . О f3~" L.. 7'Ј 

(18) а.~"<l?cУ-~i~= а ~..,Q~ + ~Ј.,ЈЈ,Q.t"Ф~~у. 

Sistem ve1icina Ф6~ (~=-~, ••• ,n), za svako .fiksirano ~ ima, 
t1 odnosu па trans.formacije promen1jivih. (11), karakter ko­

varijantnog vektora. Da bismo to istak1i, indeks 8 , Јсој! 
nе odred'uje tenzorsku prirodu sistema, stav1jacemo od sada 
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и zagradu. P.rema tome, za izraz 

F. - а. ofAV"", Ф, 
6с - '*")~ tC)\I 

шоzелlО reci da predstav1ja skalarni proizvod vеktоrа<.фс:&)~) 
i (~\e)v). Sa ovim oznakama, jednacina (18) postaje 

~t1 ;t\ l}fJU ~ \Ј ,':F.. .. 

(18 ,) а ':/:"ссЈ"" OIt == а ':l:"'<.c) 11 ~ + ~t.f'c. ~c • 
l(l:.lko ви jednacine nеhоlоnошnih veza, ро pretpoBtavci med:u­

Bobno nezavisne~ to је 
L 

det <J:ic) , _ оф о 
"'lt-1 

:ра ве ma"trici (1",t.) moze nас! reciprocna matrica (3='&С). Pre-

та tome, iz (18') ве mogu izracunati mnozioci neholonomnih 

yeza 

~ rfi"" (С, D~ _ ~ фl-f ~",c Q . 
~, = ~1 Y(tc.) '3=' t:Jt &:ј (.с.) ~ 

Zашеnоm ovih vrednosti za./J' u (17), dobija ве 

(19) ~f = q.. + 1,t.Ф~ F'" (~ - QII >Фс'Ј.М' 
Iz jednacina nebolonomnib veza (5), koje ве, 8 оЬ­

zirom па (10'), mogu napisati и obliku 

Ф(:; ~ + Ф,Со) = О, 
apsolutnim diferenciranjem dobijamo 

(20) ( ~Ф(Со)а~fS+ _ОФС~'»)II:J + "'" Dfcr=a. о 
tJ 2~ oIt I ~ ~t.) olt. . 

ОФ(.с.) _ oIФс.с.) = fjФЩQ.r/'Af$,/О 
;;я:- ~;Н: (J2~ / (Ј' 

jer је 

posto је sistem ро pretpoBtavci sk1eronoman. Koristeci (20) t 

jednacine (19) ве mob"U -l:iransf'оrmiваti па oblik 

(21) ~= Е - ± э:-'с~ (Dф(:-)~ +~. ,t.)Qf'8~) 
,Jt ~ С,с.-! (6~ tJt c:s ~ztМ /r7 

gde ато аа ~ obe1ezi1i 

е = Q~ -ct Q"Ф(.':,ФIС'~ ~t" 
'" ,с. -1 т-

(22) 

Na taj nacin, kretanje sistemaJU ве moze opisati 



-9-

s1ede6im BiBtemom diferencija1nih jednacina 

rJ2~ ОЈ 
;;t=~fi 
о ~ 'с. . Оф~') ЭФ\&)Q~\1)~ 
~- Р - L ~ Фt'~ \oIt +"%'~ /fY' 
elf; см .(.,-1 f,. 

(23) 

Ovaj sistem sadrzi 2n jednacina ва iBto to1iko nepoznatih 

2~ i ~ pri сети su jednacine prvog reda i resene ро izvod­
iюв nepoznatih. Zapazimo da medu njima пета jednacina neho­
J.onomnih veza а1! zato BlIdrze clanove и kojima ае pojav1ju­
Ји apso1utni izvodi koeficijenata iz jednacina neholonomnih 
·veza. U tom smis1u ве moze potraziti sistem jednacina u !со­

ше Ь! jedan deo jednacina (23) bio zamenjen jednostavnijim 

jednacinama veza. U tom ci1ju resimo sistem (5) ро L gene-
1.'a1isanih brzina, recimo 

(21~) 1«1 = ~0l./~0( + cptJ(/ 

i saBtavimo jednacine kretanja (17) u odnosu па ovako napi­

sane neho1onomne veze. Ima6emo 

D~ ?"'.и. 0(' = Q - r~''PoC 
dt. d. ос ;;:Нl+' 

Df'«.' 
;;t = ~(J(' + ~«' 

odak1e је jednostavno e1iminisati mnozioce neho1onomnih ve­

za .,.#IIL" роз1е cega ве dobija 

D~ + ~'I'n«' = Ј'!"\ ~ I'I!J"" 
dt. Cil·""" о( ц!~ + ~oC' Т« 

Za kretanje sistema ЈЈ., sada ве mogu koriBtiti jed-
nacine 

"'114 '11 - = a~ ~ t:It 1" 

O/jt D~/Cl'.o(' = I!:') + 62 ,CfJ.oL' 

t -l- oIt ос ~ о( . tJI. с(. 
~ l' 

(СЛ~ЧЈ:'- о:а) ~ + ЧЈС( = о . 

(25) 

Sistemi jednacina (23) i (25) ви ekvivalentni. 
, 

U sustinski istom obliku kao i (25), а1! za opsti-
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ј! tip neho1onomnih veza, jednacine kretanjasu izvedene и 
(32) ротоси Gauss-ovog principa. 

§ 1.1 Sistemi ва kvazicik1icnim koordinatama 

Razmotrimo, kao ровеЬan вlисај, jed.naCine kretanja 

neho1onomnog sistema ва kvaziciklicnim koordj.natama. Но, 

najpre, precizno оЬјавnото !соје koordinate tlazivamo kvazi­
ciklicnim. 

DEFINICIJA. Za koordinatu 2~ kаzабеmо da је kvazi­
ciklicna ako оа nје eksplicitno nе zavisi kinet1cka energi­
ја Т, generalisane э11е 1 koe~icijenti neholonomnih veza. 

Ako је i generalisana в11а Q1tC. koja odgovara kvazi­
ciklicnoj koordinati 2\( jednaka nUli, koordinata 2-,.с. је ci­

klicna. 

Eretpostavimo da ви и posmatranom mehanickom siste­
ти koordinate 20(' (c{'=m .... -:t , ••• ,n) kvazic~licne i da ви 
neholonomne veze homogene ро generalisanim brzinama. Za 1;а­
kve sisteme ве и 1iteraturi srебе naziv "Cap1iginovi 81в1;е­
mi" koji бе i ovde biti koriscen. Jednacine kretanja ovih 
sistema ве mogu sastaviti и jednostavnijem, u odnosu па pre 
thodne, obliku sto бето ovde pokazati. 

E11m1nacijom genera1isan1h brzina i«'iz kineticke 
energija (9) роmобu jednacina neholonomnih veza (24) /и ko­
jima је ро pretpostavci Ч'«' = 0/, d.obijamo 

(26) 

gde је 

.р (. ,Dfl' ~, 1Jl' . .0' ~ 
tЫ,љ = \.o.tI.~+ alJl./d"f.. +а~.fЗtf1о(. +aDtjt,Cf'oc СР; )(pl,/.H = b~ 

/ovde oznaka (О(, (Ј) znaci simetrizaciju izraza и zagradi 

iza koje stoji. РС? indelcsima о( i fЗ/. Umesto generalisanih. -impulsa r;,., ovde сето posmatrati velicine r.., koje de!'ini-
аешо jednakostima 

(27) 



Lwro је proveriti da vazi 

(28) 

Posto је 

iz (28) ве moze 

(28') 
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Napisimo, sada, jednacine (25) u 11razvijenom obliku" uzima­

ји6! u obzir da ви koordinate !«'kvaziciklicne; imamo 

oIft/'A ЈА" 
~=aft 

(29) dtt._ .!.(~~+ ?!.~i/._ ~1l/J)i;Зit-
;;т:l !2 dQoc, 'J2~ Э2 r 

1- ./.21 0(' -13 .1'_ '-' ~N~С(n 
- (0.0(/3 + oro(/3' Ч'љg ) ~lf- 2 ~ - 9:'0(, ... D(. ~oc.', 

gde ви ва f~; obe1ezeni koeficijenti 

, Э <p'1J( , t}CfJ. ос.' 
~OC = _OL _ _ 't--
°fl.t 1)2 t- 'U'i' 

U prOBtoru V
N 

/koordinata 2"'/ moze ве 

menziona mnogostrukost 1:117 koordinata %01. koja 
do па proizvoljnU trans~ormaciju oblika 

fol = 2()/. ( 24) ... ) 2"') 
-0101 tд.' 2 -= '2 . 

(30) 

uociti m-di­

је odredena 

Primetimo da transformacija <30> ostavlja ocuvan oblik jed­

nacina neho1onomnih veza. Naime, iz 
. _' ~0I0,. о' 2 = ТО' 2 

tran8formacijom (30) dobijamo 
.:.. 0/.1 - о( I .:.. 01. 
2 -= СРоС ~ • . 

ffuogostrukost ~A1 moze da 8е metrizuje ako ве uvede linijski 

element 

(31) 

OVako dobijeni metriclci prostor V m је, и opstem slucaju, 
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opet rimanski. Jednacine ltretanja Cap1iginovih sistema эе 

u prostoru Vm, prema (28') i (29), mogu napisati па s1ede-

6i nacin 

(32) 

gd.e ви, 

Sistem (32) sadrzi 2т jednacina В8 isto toliko пе­
poznatih runkcija 20(= ~o(t.) i Д = t9. (,t). Posto эе оп resi i 

dobijena resenja zamene u jednacine neholonomnih veza, 08-

tale koordinate 20&' эе iz ovill mogu dobiti kvadraturama. Zl1a~ 
ci, ceo.problem ве u sustini sveo па resevanje jednacina 
(32), odnosno, па njihovu а:наlizu. 



-13-

§ 2. Jednacine poremecenog kretanja 

Pretpostavimo da jednacine kretanja posmatranog те-
118n1.clrog зistеmа Ј..( dopus·t;aju jednoznacno resenje Cauchy-ev­
ор; zadatka i da је 

Z~= '2.~(t; '[~)"'''2:JPOI'' 'Ј ~c) (1) 171 
-& ::: ~ t i; 2~ ~ ... Ј2: I fi~ , ... , fio ) 

. :ееэеl1је dobijeno za pocetne иа10уе 
Q.f4 q~l.L' ,,/:) ЈО ) 
/. о -= 1. 1:; о ~ 1. о ~ • , • Ј 1. о '" / 40 Ј ••• .1 1"0 

~ о = ~ ~:I:,o : 'i~ Ј ••• .1 ј.: I f/o, . . . ) ЈЗnо)' 
Funkcije (1) od:r:·edt1.ju kretanje Bistema Д pri zada-

11i1l1 pocetnim uslovima (2). l\1i сето ovo·kretanje predstaviti 

u vektorskom obliku 
...... -- ......... п l' 

(3) ~ = ~ (t) = Z~ (2 <.t),., ~ .. 2 (-1.». 

ICx'etanje t opisano ska1aeno f'unkcijama .(1) i1i vektorski f'u­
:пlссiјаmа (3), smatracemo neporemecenim. Poremeceno, u odno­
ви 11а njega, је kretanje 

(l~) ~- = rtlt) = ( l2"(t) ~ ... ~ ~nt-l:)) 
istog mehanickog sistema pri pocetnim us10vima 1"1: = ~*(to).1 
v.*,;: ~{to)' koji ае razlikuju od (2). Razlike 

0&00 + 

ви pocetni 
....... 

Vek't;o~"e f..:' 
(5) 

+ -1-*.. -+.- ...... * ~. 
fio = 'l 4.0 - 'Z-i.o.l ~o = y~ - Y.io 

poremeceji za koje сето pretpoBtaviti 

definisane jednakostima ....... ~ ... 
Рё. = ttc.. (-1;) - 'l", <:t) Ј 

da ви ma1i • 

nazivamo vektorima poremecaja. Posto ви resenja (:?) i (4) 

l1eprekidne f'unkcije vremena cija је zavisnost od pocetllih 
v~"ednosti takod:e neprekidna, to iz pretpostavkeda эи росе­
tni poremeceji mali, sledi da postoji vremellski razmak [to , ... 
t'J] .и Зrоте аи Р. takode mali, te ве mogu pred.staviti u obli-
kll [11Ј 

(6) 
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Smisao ovakog prikazivanja vektora poremecaja 1ezi u tome 

stb ве koordinate ~.,.wmogu Bmatrati malim ро apBolutnim vre­
clnostima /Ьа!? u nekom Јсоnасnот razmaku (to , t:l..] / ра ве 

ЛlОzе razloziti u odnosll па bazu tangentnog prostora u tao-
..... -+-

lci t t .. Ј ••• Ј ~",,). 
Vektori 

(7) 

polozaja taoaka и poremecenom 
~ 

~* _ ;:"". + ~ ~ ;} ~l 
';, - "';' S ~2 ~ . 

kretanju ви 

Posto vektor poremecaja (6) 1ezi u tangentnom proBtoru, to 
се vektori (7) zadovoljavati jednacine holonomnih veza вато 
и linearnoj aprokBimaciji, 8to сешо odmah i polcazati. Naime, 

. posto ве i poremeceno l~etanje vrsi saglasno jednacinama ho-
lonoтnih ve za, to mora da vaze jednakosti .. " 

(8) {(i;~ ... )i':) =-0. 

Razvijanjem levih strana ovih jednakosti u'red u okolini ta- " 
..... ~) cke ('lH ••• '~"" ,dobijamo 

.! (tr" ~ ) + ~ !f:.. р + ... = о 10.. "t)· .. Ј '/11 f:1 d 2.: Ј:' . 

No, ako po1ozaj sistema odredUju nezavisne /и odn08U па ћо-
10nотnе veze/ Lagrange-eve koordinate, onda BU jednakoBti 

Irл (1.~''') 2") = о 
identicki zadovoljene а takode i 

~ *' ~~ =0 . f;A Эе~ '()'~ • 

Vidimo da 8и jednacine (8) identicki zadovoljene ako ве za­
drzimo па prvoj арrоksiшасiјi. 

Za brzinu u poremecenom kretanju, diferenciranjem 

jednakosti (7), dobijamo 

(9) 

.... v.* _....... о s~ ёi)~c: 
.;, - ~ + oIt 'a2~ 

Brzine dopustene holonomnim vezama и poremecenom kretanju 
moraju zadovoljavati uslove 

f(~r~- с О. 
":Ј. Э~:, . 
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.Ako ве brzine uzmu u obliku (9), ovi uslovi ви 

~ Pf:..... Dt]""'af: ';).l-. L . v. + ~ _...:::л;;. +... = о 
lo! ~!~ 4. e;lt Э2~ ,,~ 

odak1e је jas:rlO da ВН idellticl{i zadovoljeni u prvoj aprolc­

:зi1l18сiјi, akoStJ~brzine dopustene vezama u пероrеmебепоm 
k1."'etanju. Na taj nacin vidinlO da uzimanjem vektora poreme­
саја u obliku (6) jednacine poreme6enog kretanja бе imati 
вшislа вато ako эе zаd.rZiшо 1:1а 1inearnoj aproksimaciji. 

NаdiпlО, sada, us10ve koje па vektor poremecaja na­
теси neho1onomne veze. Preciznije rеёепо, neho1onomne veze 
nе og:l."anicavaju ваше vektore роrеmе.баја, а1! ogral1icavaju 
l1јiћоvе izvode ро vremenu i to па s1ede6i nacin 

(10) 

ede ви 

(11) 

(13) 

(15) 
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Jednacine (14), па ovaj nacin pOBtaju /u 1inearnoj aproksi­

шасiјi/ 

(16) 

Histem od L jednacina (16) pretstav1ja trazene uslove koje 

llоћо10nоmnе veze nатеси па promen1jive ~~ Ko!3f1cijent1 u 

o'vim jednac1nama BU 

Ф(,~ = ~&)~ <. 2\t) , ... I '!."<t» 
~ f:) " "." ."J.I\) J.\..t-&Jp. '= J'v(-&)~(~(t»)···,2 ctJ; 1. tt).,···.I2 '-&.,1 Ј 

poznate funkc1je. Primеtiшо аа ви jednacine (16) nehomoge-
11е u odnosuna ~~ Ье z оЬ zira da 1! ви neho1onomne ve ze Ьо-

• blogene u odnoBU па generalisane brz1ne '1'" 111 nе. Ako је 

~(, == о koeficijenti R. (f.J)~ dobijaju nesto jednoBtavniji oblik 

....;,,; ." 
Је '&'Ji' = ':t'<.')JA" '2 . 

Spec1ja1no, ako neporemeoeno kretanje pred8tavlja ravnote-

zno stanje, ov! koeficijenti се biti jednaki nu1i i jedna­
cine (16) се U tom в1исаји bit1 homogene u odnoBu па D~-': 

Jednacine (16) уаЉе , razume ве, i и pocetnom trenu­

tku рв odatle B1edi da pocetni poremecaj1 kod neholonornni.h 
sistema nisu nеzаvisцi /kao, па primer, kod holonomnih/ veo 
ан ograniceni re1acijama 

Ф. Dti~<.io) ~~_ 
(17) о (~~ 'clt + • .R..t')~ ':s (,-f:o) - о 

gde ви 

ОФС~)ЈА с Фt,)~ (2~ ЈО .. ),=) ; O~'J~ '= ~('~ (1-:'.,· · . .,~:; 2,;/·,i:) 
Uslove (17) mozemo geometrijski 1nterpretirat1 па Bledec1 
nacin: U 2n-dimenzionom :taznom proBtoru jednacine (17) od­
reduju 2n - L -dimenz1onu mnogostrukost в. Otuda sled1 da 
pocetni poremecaji moraju da budu tako 1zabrani da tacka N 
faznog prostora, koja odreduje роёеtnо :tazno stanje 8iB1:;e­

та pripada mnog08trukosti в. 

Vektor ubrzanja u poreme6enom kretanju је 
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(18) 

od.akle dobijamo ~ 
~.,...... drt 
~ -~ = oL-t ., 

JIoi3-t;о ве poreme6eno kretanje vrsi sag1asno jednacinama 

.... ~ JS w- l.р-4 Ј- iJ; 
(19) ~ \v,* =Е*+ i..~04. qta~141. + L ~~ -с,. 

~ ot. Q.1:I'~ О ,=~ " ~ 

, .. ···to za vektor poreme6aja sr dobijamo. prema (19) i (:3 § 1.). 
Йifез."еl1сiја1пе jednacine 

~.... -'Iot"...... К.. I Ј?* __ , ~ m.tw. - W) = F,-- F. + L (-"о.q,са.Of.i TQ. - ~o.. Q'tсчхс: А)+ 
( 20) ........ .. ... Qa:~ (Ј О 

L -- ... 

,tДе је 

. ~:1) 

+ ~.(~' e~ -.f1, .e.(,~ ) 

o6iglednthje 
[3011је ~ = о. 
l10g kretanja 

da sistеш jednl;lcina (20) ima trivijalno rese­
Jednacine (20) бето zvati jednacine poreme6e­

/prema А9tпучоеu (12) / а u 1iteraturi fie sre-
бн i pod nazivom redukovani sistem jednacina [8). 

Pomnozimo jednacinu (20) skalarno ва 
();; 
ЭiЈА 

i izvrs~mo sabiranje po~; dobi6emo 
N "'" 't"" н 'iJ r ,., t<. 

L"',,(W.---~)o ~Zf": ... = '(;*-;)О;:;-·ЈА .... L L <л:,q,rюI.:F:'-
.\:' со q с;-- L.. " ,СЈ' .-4"_" С .. , <-=" Ј.. .... -

(22) gf:" ~ &- * ;:. -r эt' 
- :л .. јl& ot~ 1 ~). ёf~ -+ ~ 't;~~6 t'l -~ " (,~ ) · fiiofA • 

Hobijene .Bka1arne jednacine mozemo transformisati па s1ede-
6! nacin. Najpre, izraz па levoj strani ovih jednacina, s 
оЬzirош па (9), mоzешо dovesti па oblik 

,.., ...... N ..,., .I;ir 
L ~(W..-w.). !tz~ = 1-t r L~(q"-V. ).~~] - L~ (~.-v.">~ ~~= ':.-i .6 "~2~- с7' LёPf ... иЈ.. A.=i со t;II ... vJ. 

. rJ ( ,., .......... ~r.-J ~ o~a (ј'1; ';)'ЈР7' · \1 = Jt ; .. ~ (~ - ~ ) .~~ - {;4m;. (ji; ~(J" (;2 у ~~ '2 · 
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Alco. genera1isane impu1se ': u poreme~~nom kretanju de:t'ini­
веrnо jednakostima ..... 

* ~ ..... аl.: 
(23) fit=./;-1.'",;~ 'j)2:f-\ 

-/.;вд.а је razlika odgovarajucill impu1sa u poreme6enom i nеро­

:сешесеnоmkrеtаnјu, Јсоји сето obe1eziti аа ~~, 

( 211·) 

Velicil1e "{~ nazivacemo po~"emecaji impu1sa. Poremecaji iшрu­
lаа se mogu izraziti i па drugi nacin. Naime, uvrstimo 1! 
11 jednacinu koja ih de:rinise (2LI-), genera1isane impu1se ,,:­
i ~ d.ate re1acijama (23) i (8 § 1.) t 8 obzirom па (9) t do­
uiјШ110 

(25) 

odakle sledi 

(26) 

Бааа 

(27) 

Tako ето pokaza1i аа ве izraz па levoj strani jednacine (22) 
raoze prikazati ltao apsoltltni izvod poremecaja impu1sa. Na 
dеsrюј strani оуе jednacine imamo, prvo, razli1cu generali­
sanih impu1sa u poremecenom i neporemecenom kretanju, koju 
сешо obeleziti ва ~: 

Н..... эr. * 
(28) ~ = k ('iJf"- if) 'lf2~ = ~ - Q~. 
Velicine ~nazivamo рогетесај! generalisanih 8i1a i оnе ви 

poznate funkcije promenljivil1 t, 19~ i "t~; 

(29) ~ s:: ~(tJ ~~ ... ) ~n; "li) ... ,,'lrt). 
Hazvijanjem .funkcija (28) u red и 01co1ini neporeme6enog пе­

·tanja, dobicemo 
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Коnасnо, uvоdебi oz~aku V» za kovarijantno dif'erenciranje, 
za poremecaje generalisanih 811а u prvoj aproksi~aciji, do-

1Јiјашо 

(30) 

))l:ugi clan па de8noj strani jednacine (22) p1.--eds-tavlja raz­

liku 8i1a reakcija h01onomn1h veza u рогеmебеnоm i nероге­

УfJ(эсеnоm kretanju. Rаzviјајuбi ga u red, imamo 
N к _ ~t 

L L (л:. 'tlD.~ftA. - "о. Qt"oI;.!Q.)· эq~ = . 
.l.::t с..=1 П Ј. r: 
= i i (.А':.а. qt .. ~·~ -+-~ q,o.~ (~ .'(;. тј ) -+- ••• - J....~to.o! 1 .. .) .;~ , 

i,'" Di:.t О '1. f Ј=" ,~ с1 
odakle зе vidi da је, ako ае zadrzimo'na prvoj aproksimaci-
ji, 

(31) 

Оуај rezul-tat је ocigledan jer, kako это vеб vide1i, pore­
те6еnо ltretanje, isto Јсао i neporeme6eno, zadovoljava jed­
nacine ho1onomnih veza. Ostaje пат јов da transformisemo 
ј. pos1ednji izraz u (22) !сој! predstavlja razliku reakcija 
l1eholonomnih vez~ u рогеше6еnош i nерогеmебеnоm kretanju. 
Razvijaju6i ~~ u red u okolini neporemecenog kretanja, do-

bijarno /11 1. - ... ~ N L. ... 'Ј!:. 
f 'fi(f'~; -ћRЈ,)·Ef~со.~ ~J.f,{f,.+ 'df ~"+ ... )-

(32) ..... - L ' 

-~, ft.J· ff~ = ~I {f~ Ф(t'!-' + А 4!,~" ~ .. -с:"'е. ф"' .... ..,. оо • ) • 
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stavljajuci аа је .!5~= о i 'l~= о u jednacine (22) one mora 
аа Ьиаи identicki zadovoljene, odakle zak1jucujemo аа је 

и . 

[;!«(Ј; Фt&Јt!-" -~, Фt-,~) = о 
ра је u tom slucajuJ1t=~~. Na osnovu toga koe~icijente~, 
rпоzеmо predstaviti u obliku 

(33) 

Ovde ви.р, :~~(-I;) mnozioci veza u neporemecenom kretanju 
Јсоје, kao i sve ostale elernente neporemecenog kretanja, 
smatramo poznatim, а 

~, S=C" t ~~ ... ,'~"; '7.., ."11'/,,) 
ви nepoznate fun1tcije !соје za ~~= О, '1~ t:r О ве anuliraju; 

• ~,to, ... ,o)=CJ. 

Zamenjuju6i izraze date jednakostima (33) u (32) i zanema­
ruju6i nelinearne clanove, dobijamo 

N L .... +* -- ат. 1- v , 
(3l l·) .~ L (ЈЈ& e~J. - J)r$ fe.)· -;;:; = L (ft ф(/,Ј.I ... .а ~ +~, Фсен, ). 

с.-1 '-=1 С С f11 toi ~ у" 

Tako ве jednacina (22) moze, koriste6i relacije 

(27), (28), (31) i (Зq·), 'brans~ormisati па oblik 
l. 

(35) ~~= ~""~(ft.~,~~~"'+~,фс.'~)· 
Ako ве u jednacini (35) izdvoje poznati izrazi i obeleze ва 
'::t • 
~~. 

(36) 

шоzеmо 

(37) 

i (37), 

(38) 

~ . 

3~ = ~+ Ј;i~t,Фс6~"fs" .. (v,,~"'"Еf'~II"')~~~у.. 
~ napisati па slede6i nacin 

... 
JEY(~: Б"",'" ~!f;' фt&"...· 

Jednacine poreme6enog lcretanja ви, prema (16), (26) 
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1Jt?I'= 2 .... + ~1(l& ф(,~ 
ac!l~<1{&~~~ + [(&,~ ~~= о. 

Podvucimo da аи ovako d.obijeIle jednacine poremecenog kreta­

nја linearne u odnost1. па p:r:'omen1jive ~~ i "l~ i njihove iz­
vode, ра za njih mozemo koristiti naziv jednacine и varija-

сiјаша •. 
Sistem (38) sadrzi 2n+ L jednacina ва i6to toliko 

nepoznatih .funkcuja ~ .... = 'з~tt) I "l~="l",,{*), ~,=p~(-t) (~c:!, .... ,п, 
t == 1, ••• ,L). r1edutim, pri ispitivanju s·babilnosti kretal1ja, 
koeficijentiJJ& nаа nесе interesovaDi ра се biti dobro da 
il1 оатаћ eliminisemo iz (38). Da bismo to postigli, РОПI110.,.. 

~iшо jednacinu u grugom redu u (38) аа Q"~ 4tc.)~ i izvrsimo 
sabiranje po~; imacemo 

&. 
,,~ Оп ,,~~...., ... ~ • "~..+. ~ 
а Ф<.с.)\I;Ft~ = а ~(с.\VI-~ [;;tf' а ':t'ic.»)) ":t(,~. 

Odavde izracunavamo mnozioce~,: 

I &4: ~~;n о t)~ .,..~c '\»~.д:... '=' 
(39) ~& = Т Q.~. ':l:'(.t.)" ~ -..т а. ':t'с.сщ) ~'" • 

Da bismo eliminisali apsolutne izvode роrеmебаја impu1sa iz 

(39), nadimo aps01utni izvod jednacine u trecem redu u (38); 
dobijamo 

(l~O) 

Prema (39) i (40) t za ~oz i006 ~ {, imamo 

.' -r-"C{( Q.SI>~) ... !еУ, )n + PRt .. tf,Jl' ~ ... + Ф~)2-", \ (Ј-6 = - Ј clt Со) . ,.. CI '" ~ I 
i роа1е zamene u (37), dobijamo s1edeci sistem jednacina 
роrеnlебеnоg kretanja 

Q..ts~= a~" t1" 
oIt "t 

(41) Q.!l~ = '=' _ :;-'сф ,;r...~ '=' _ 'Fg~ (Q$';f,) + R.~c. )1) -
dt ~~ . (6l!'*~c.) a-s" (.~~ ,;t С) (." 

_ F lc. Ф, Q...fe. c,c.)~ t; ~ 
")~ dt ::1 
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Da bismobili koncizniji u pisanju, obelezimo за ~ izraz 

(J~2) Н = ':] -f~С.[;Ј... ~"+ рФ;с.)'Ј') +Je~ (Ј +~~)\J i V] ~ 
~ .L-1 ~ "Је')"...... С:Ј t -(.., (Со) -l" clt ':l!<& ).flO 

Sada јеdnаёinе роrеmебеnоg kretanja dobijaju jednostavan 

оћlik 

Funkcija H~ зе, рrеПlа (36), moze prikazati u obliku 
1-

1t = [v.. Q + Х·и. Ф Ј="&С "О'А:-. ;... (~Q ~ "~~8! с- ~ (/,)~\J - а 'Z'~{IA ":1:(')(7 " )( + 

(44) + J/ld фI.lJЈ ...... ) - iF&~«)~ 9C~!&J,,2r]~" + 

+ [ а lQ~ Ј:/>с." ~СЈ;olJ'. "" !ЈВ'К pc~ )f,.'II. t' \Ј;} 
~ ~ а ':tl~~~СЈt7Э.Pv - \;I(~~(~':tt",2 "'Је"1Ь1., 

оаnовnо 

~ = '"!м,,~~ 4- H;~" = ~ (-1: ј 5~ ~,,) 
gde ви Н",I> i н; poznate funkcije vremena, koje зе lako mogu 
odrediti uporedivanjem posled.njih dveju jednakosti. 

.0 
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§ 3. Stabilnost l~etanja neho1onomnih sistema 

Ovde се biti resavan zadatak о stabilnosti lrretanja 
neholonomnih mehanickill sistema u smis1u .A~n~кo~1jeye te­
orije stabilnosti,.,~~) OSnOV11e ројтоуе i stavove рrihvаtашо 
1..1 fJюislu definicija i "Ьеоrеша iz [вЈ i '(12) ,it: 

Pitanje stabilJ:losti neporemecenog la~etanja posl1latra­

no(~ raellaniclcog sistema љt ве svodi па ispi tivanje stabi1l1o~ 
sti trivijalnog rese:llja ~...м= о, tt~=O jednacina poremecellog 
lcrc"l:ianja (43 § 2.). Videli аrnо, takode, da pocetni роrеше­

СајЈ. rI~ i ~~one шоg1..1. du Ьиаи proizvoljni veo moraju zшiоvо­
ljava"ti jedl1acine (17 § 2.) i1i drugacije 1.'e5eno, росе'Ь110 

/:1"(;[lп,је иistеn1а u роrешесеnоm kretanju mora pripadati 211 - Јј 

-йiшеnziоnој mnogos"(:;:r'ukosti В. Prema tome, s·t;abilnost neho­
lопошnоg sistema се imati karakter us10vne Dtabilnosti /vi­
de·t;i npr. [вЈ § 22./. ,Hi 6ешо u daljem pretpostaviti аа је 
ОVЋј uslov ispunjeIl za вуе аlнсајеуе koje Ьпdеmо rаzшв"t:;rаli 
'nе naglasavaju6i to роаеЬnо. Stabilnost сепlO ispitivati pr­
iшеrlOm direlctnog Л!'1П"'l-tОЗ-lјеvоg metoda. 

Dovoljne нвl0уе da neporeme6eno kre'tanje Ьиае 8t8.­
bilno daje 

ВТАУ 1. Ako u lconfiguracionom pros'toru Vn postoji 
pozitivno definitna ska1arna funkcija 

4 ~" С (~,·t) ("") 
( 1 ) W = W ( t ,fi Ј· •• ):S ) Е t, ~\I ~ 

'1i== {-l;о.Е-t<.+~ .... 1t",..(. p.=e.oftst.~ 
za koju је izraz 

(2) 

sastavljen u smislu jednacina poremecenog kI·etanja (43 § 2.) 
negativan i1i identicki jednak nU1i, trivijalno resenje ~.t'= 

== о, "l~= о је stabilno. 
D о k а z. Uocimo, najpre, 2n-dimellzioni vektorski 

prostor V2n ciji еи e1ementi 

*) Оаnоуе ,svoje teorije о stabi1nosti .л"П~НОS је posta.vio 
и' svojoj doktorskoj disertaciji (12) 1892. godine. , 
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.... 4" Ј ох -;: (f3 )0 o.,~ . '1. Ј' '0' 'Z" 
Neka је "~J' norma vek"t;ora Х tl. У2n • Konstruisa6emo U оУот 
p:eostoru slca1arnu funkciju V па slеdебi nacin 

( 3) 

с;йtЭ аи o.~\') koeficijellti pozitivno definitne kvadratne for­
ше, koji аи dеfinisалi па s"brani 6. Posto је funkcija 

pozitivno definitna /ро pretpostavci/ t to postoji skala:el'la - - .... fШ1.kсiја Va= V (Х) takva аа је 

10 V(t,X) ~ V(~) > о za $::ј: о 
о ~.... ~ 

2 V(t,x) =V(x)-O 
..,. 
Х=О. 

D~"ugim recima, fun1ccija V = V (-1; .. ~) је pozitivno definit­
па. Neka је S B~eгa u V2n еа centrom u koordinatnom pocet­
lru, poluprecnika (; > О, pri сеnш 8е е moze bira"ti proizvo­
ljl10 do па u810v da ргеееЈс В, ва уn lezi U оћlавti 1t : 

Эе; () v" с it Ј 
i nеЈса је 

(L,.) « = -in! У(Х) . 
al~II·6 - - ~ 1)08to је V -:r. V(:x.) neprekidna, pozitivno definitna fUllkcija ...... 

u У2n ' to па kompaktnom 8kupu Ве postoji tacka:X;* u kojoj 
је 

(5) 

Izaberimo, sada, konstan"l;u «8 , tako da је 

(6) V(to $) <: ()l. 2_ 11 :Е" <. Ј. , 
Posto је f'unkcija (3) neprekidna i V(~~O) -= о , 1;0 konsta-
11ta Ј za koju vazi (5), uvek postoji. Јавnо је da ве 8 mora 
birati zavisno od Е i аа је &с.6) А6 S . 

Uocimo proizvoljno геЕЗеnје 
..... ~ ~ 

(?) х = х (ё ; +"0 Ј ::ЈСо) 
jednacina poremecenog kretanja koje u poCSetnom trenu1;ku t o 
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zadovoljava ивl0У 

(8.) 

.l!okaza6emo da resenje (б) t аЈсо ви zadovo1jeni uB10vi stava t 

НО izlazi iz sfere ВЕ. 

- U pocetnom ·1:i1:·enutktt је, prema (8), 

"xtio)" < 8 ~ s 
odalcle ве vidi da ве ~"еБеl1је nalazi u Ве. 

- Treba јОБ pokazati da п! za jedno t > t o оуо re­

аепје пе izlazi iz Ве. P.ce·bpostavimo Sttprotno: da u toku 

v:,eOНlerla resenje (7) ·izlazi 

llu,'t;ak t'1. za Јсој! је 
iz Ве. U tom alи~ajи postoji tre-

11 $ tt; t o } $0)\\ < е. za 

Гоsшаtrајmо promenu funlcaije (3) duz krive date jednacilla-

1110. (7). Diferenciro.njem ove funkcije ро vremenu, dobijamo 

oIv ... 01 (~" ) elW Jt t::. *ff;Гt. а 'l~~Y + t:Jt· , 

оаповпо, posto izvod' skala:r.. ... ne 1'unkcije' mozerno zameniti пје­

Ilirn apsolutnim izvodolli t iшо.mо 

oIv ~" D УЈ. ~..Q!5~ ~W' 
(9) df = Q ~/04 'l1l + 'dfJe- tJt + п . 
Zbog neprekidnosti fuwccije (3), пјеп izvod duz lcrive (7) 

jednak је пјепоПl izvodtl ро vrешепu sastavljenom u Bmislu 

dife:r:'ellcijalnih jecl:!:18ci:tl8 te krive (L~3 § 2.). SmenOlll (L~3) 

§ 2 u (9), dobijamo , 

C/V ЈА,} ЭW ) ~W 
(10) ;д = а (~ .... Э1iЈ" 'г~ + п · 
Пziыо.јu6i u obzir ив1оуе stava, iz (10) ае vidi da је V = 
=V(t;l) nersstuca funkcija, 

oIV 
;;;l ~ о 

па овпоуи cega mozemo pisa·l;i 

(11) 
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+ Ako је "хсt1)ч - е, sledi da је 

~fV<$) ~ Vtf1 ,$<'tt» 
":'Је S\. е 

ра bismo, prema (5) i (11), imali 
..... 

0(.6 V(-c. ,X(:t.») <tX • 

Kon~radikcija. Znaci da nе postoji trenutak ~ U kome tacka, 
krecu6i ве ро krivoj (7), аоареуа па sferu ВЕ. Otuda zak1ju­

сuјешо da је resenje (7) beskonacno produzivo u desno /odno­
вnо da jedefinisano za svako t~ t o / i da је pri tome 

11 ~(t) \\ <: 8 sko Је \\ ~(:tcJ\\ < 8 
of;. ~ -t.o 

а to, . prema def'iniciji, znaci da је trivijalno resenje 5t = 
= О, sistema (43 § 2.) stabilllo. Dokaz је z8.vrsen. 

Prema stavu 1, da bismo dokaza1i da је kretanje nе­
kog neholonomnog sistema stabilno, dovoljno је da pokazemo 
аа је izraz ~def'inisan relacijom (2) negativan i11 identi­
cki jednak nuli. Glavni problem ве sastoji, kao i u Л9ПЫНо8 
-ljevim teoremama, u izboru funkcije VV. No u poredenju ва 
Ј1~nУиовlјеvоm funkcijom, nаза fUnkcija је nesto jednosta­
vnija jer па zavisi od poreme6aja impu1sa te је, bar и pri­
ncipu, zadatak U ovom slucaju 1wcsi. Bilo Ь! od velike pra­
kticne koristi ukazati па nacin kako birati funkciju W, те­
dutim neko uputstvo koje Ь! vazilQ u opstem a1ucaju nisшо u 
stanju аа damo. Моzешо primetiti вато to da је funkcija 

linearna u odnosu па ~ i "Z~ ва koeficijentima koji ви fun­
kcije vremena ра W treba traziti u obliku pozitivno defi­
nitne kvadratne forme. 

Zamenimo u (2) funkciju ~ pomocu jednakosti (~~ 
§ 2~)pa сето dobiti izraz d u razvijenom obliku 

} = ~ + {[ v.. Q... + &/" Ф(,~,,- ;r:''Ы'''Ф",<"Ф_ ('ltQ: 
L. ~c • rJ \Ј 

(12) + L ~oIФ(oIЈ)(,\I) - ~ Ф<'Јf!'A ~Je((,J)J2 ~ + 
с1=Ј. 

[d~ k МtJ эQк :-r:""~ v • t' ~"~ \a.fA~ + ~ -~ а. Ф('t"~~)С1 'Је -:т фщ,Ј~Ф«.)7 + '(.\!J~"') (л' 
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Оуај izraz ве, u nekim speoija1nim slucajevima, тойе znatno 
uprostiti. Izne6emo ukratko neke od njih. 

А. - Pretpostavimo da ве ispituje stabilnost kreta­
. nja pri Јеоте ви jednacine (16 § 2.) homogene u odnosu па 

apsolutne izvode koordinata vektora poremecaja, tj. U koji­

ша је R(~)FO. Tada је 

ЭW [ L;r:.,. ~ ЭQ~ , a~"" 
&А = тt -+ (VvQJA+ ~!f~ ~'-tJA\Ј)S + ~ 7&1Ј -(~' 

В. - Лkо зи neholonomne veze date и oblikи 

... 
gde Bи~~~ konstantni vektori, imamo da је 

Фс~Ј<"'V == о; .Le('U.I = О 
ра зе izraz (2) svodi па 

r,)\'(/ (,.1.1 ~W) ~'t} .' 
d8 = -п"" ~~ -f- ~"" Q '7.., · 

Vidimo da и ovom slucaju neho1onomne veze nemaju nikakvog 
uticaja па stabi1nost l~etanja sistema. То зе, medutim, то­
g10 i ocekivati jer ovako izabrane veze ви integrabilne ре 
sistem и sustini i nije neholonoman. Naime, imamo 

HiГ ... сЈН......... Н .... 
L 't& : v. := 7i Z ~ " ~, = о => L 1,: 'г. = ~I1St • 

l,=t :Ао" иТЈ;.., t.>.. '" L-.,1 40 4-

ра dobijene jednacine mozemo iskoristiti za eliminaciju no­
vih L promenljivih, posle cega dobijamo 

't 'dW) ~ ~W - -L '\ d 8 -= (.. cy~ + ~iO( а '(16 -1- '?fl . (<<,;8 -:1, ... ,111 П ./. 

Na taj nacin zakljucujemo da stav 1. vazi i ako је sistem 
holonoman i и tom зlисаји ве nе razlikuje od poznati rezul­
tata (36Ј. 
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ВТАУ 2. А1<о u Vn postoji pozitivno definitna ska­

la1:'na fu.nkcija 

. .1.~" ") с (' I f) (ttl) W=W~~;~I""~ Е .f;,!j" ~ ) 

za Јсоји је izraz 

s8s'uavljen U smislu јеdдаСinа poremecenog kretв.nja negativ­

rlO de.finitan, "trivijalrlo resenje ~JA= О, ~+' = о је Qsimptot­
в1,! stabilno. 

D о k в. z. АЈсо аи zadovoljeni uslovi ovog stava, 
tira pre BU zadovo1jeni i uslovi s"tava 1, iz koga sledi аа 
је trivijalno resenje jednacina poreme6enog kretanja В'Ьа­
bilrlo. Ostaje пат ј06 аа dokazemo da postoji konstanta~~ 
'I;akva аа је 

.fidJ ~ ttJ = о "ко Је \t ~('f:o)\\ <. 8~, 
~.СЈоО 

Da bismo to dokazali, posmatrajmo promenu .funkcije V с: ..... = V(C, х) de.finissnu izrazorn (3), duz krive (7). Na osno-
vu jednakos"ti (10) i иа1оуа ovog stava, imamo 

(13) t:: < о 
.... 

од.аЈс1е zakljucujemo da је V=V(t,~) monotono opadaju6a fu-
Шссiја. Posto је i pozitivno definitna /odnosno ogranicena 
s leva/ to t prern8. stavu о monotonim f'ulikcijama tl) t posto-

ј! hmVtt ~)=oC 
~ Ј 
':Ј:: ...... О 

Jasno је аа mora biti с( ~ о. Pokaza6emo ав. ос. ne moze ав. 

bude poz1"tivв.n broj. Da bismo ~o pokazali, pretpostavimo 

suprotno: da је «> о. Tada bismo za t > t o imali 

(14) 

eto sled1 121 

kad 
..... 
х .... о. 
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Zaista, prema pretpostavci, za BVakO ОС> о postOji!3 > о 
'!iako da је 

'v{t,~) \ < ~ аЗrо је It ~\\ < (3 i t. sttoJc..O) 
/ V(iJx) ravnomerllO tezi пи1! kad 3ё ....... 0/. No, kako вто ve6 

kOl1statovali, trivijalno resenje је stabilno, ра pretpostav­
!са da је ос. > о ,preraa (1LI-), pov1aci 

(15) fO Е rr $ (:~)II < е aJto (Ј& П ~ (:f:.o) 11 .( d,t. 
На овпоvп jednakosti 13 mozemo zak1juciti da postoji :ru-- - ...... lllccija'{ = ~ (:х..) talCV8 da је 

(16) -Vt (С» = с 
i za lcoju vazi nejednakost 

(1'7) 

blaka је 

.1лf v: (:;) = 'If . ..... 
;г ~,,:x " .:: s 

Ja.sno је iz (16) da mora biti t = о. s obzirom па ОУО, 11е­

jednakost (17) postaje 

od8k1e, integracijom dobijamo 
...... 

(18) V(t.
I
$) ~ -~(t-to) +V(tO ) :x.(to). 

РОЕН;О је posmatrano resenje ograniceno /prema <.15) /, to је 
<1e1'inis8nO za svako t ео; (to'+oO) ра ве moze naci takva 
vredl10st t za koju је 

V (to ) X(to» - t tt -to) < о 

а to ,prema (18), znaci da је moguce na6i tre:iJutak u kоше је 

V(t,$) <О 

KO:rltradikcija, jer је V=V('t,~) ро pretpos"tavci pozitivno 
definitna funkcija. Dюсlе, pretpostavka da је ос > О је пв­
odrziva. То znaci da је ol.. = О, odnosno da је 
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(19) 
1.fпJ V <tl ;1) = О. 
t ...... +C.O 

.....,. 
POs'fjo је V =v<.t,~) neprekidna funkcija, pozitivno defilli-
tna, to iz (19) sledi 

sto је i trebal0 dokazati. 

STAV 3. A1to U Vn postoji skalarna funkcija 

W = W ti , ,~ .. , " " " 1 '3 П) е С ~;~" (1() 

'Је = l to :!:- i <.+0.0 .1 'tз~ Ј < 2 .' u>rrS't. } 

!соја u proizvoljnoj okolini ltoordinatnog pocetka ima nega­
·tiv-ne vrednosti i ako је 

1 о W 1: w<.t/~41"""J~") ogranicena u ~ 
20 ima u oblastj. "3i neprekidne 1zvode ро t i !S~ 

lcoji zad.ovoljavaju nejednakosti 

ОР\} 'dW ) gw 
а. а (H~ 4- Эi/" 781 + ~ "" о 

. Ь. tgt:H'C' > О 

onda је triv1jalno resenje 5~= o,~~= о jedn~cina poreme6e­
nog kretanja nestabilno. 

D о k а z. Uocimo funkciju 

(20) 

gde је a~"'~~ '7.J.I ,kao i u prethodnim s1iavov1ma, pozitivno 
d.efinitna k:vadratna fоrшв.. S obzirom па pretpostavke stava, 
postoji u v2n oblast D u kojoj је 

.ptJ О 
а 1~1y+W':: i 

U proizvoljnoj kugli КА ва centrom u koordinatnom pocetku 
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funkcija (20) iша kako pozitivne tako i negativne vrednosti 

ра, s obzirom da је neprekidna, mozemo zakljuciti da је па 
de1tl gTanice oblast D 

Koo~"dinatni pocetak, dakle, pripada granici oblasti D. ot·u­

(la pl.'oizilazi da za proizvoljno 8 moze da ве nad:e pocetno 
. ~ 

fЈtuпје х,( t о) sistema tako da је 

(21) t ...,.. ) > о . 'Ј ~ (~) ,( ., Q. V ( Ј ХО = ос ) ..- ~ - о 

pokuzacerno da resenje jednacina poremecenog kretanja ва ро­

ce·l.il1im uslovima t o , х: (:{јо> !сој! zadovo1javaju (21) t 

( '")2.) ч.- ...... ,t t ~) с;. :IC=~\' ; 0)-0 I 

~a d.ovoljno veliko t ima nO~"lllU ve6u od е та kako таl0 Ыl0 
8. })ot:t'azimo u tom oilju, izvod ро vremenu :f\lnkoije (20) 

duz krive (22); do~ijamo 

ј{ '" - jl[(~l!"''''l'''7''+W) ~t""lt"] = 
~" О11 ~W D ~СЧ ~W) 1:" = - (а dttЧ 7" + "5f~;JE + эt ~ 1.'1:-

- (-~ a~\J'lcW '[U +-W)( ~j~,. + 'ijf:~fr-)I 
odnosno, ako iskoristimo i di:ferencijalne jedl:18Cine оуе kri­

ve, 

za t = t o 
(24) 

oIv 
Л >0. 

Ova nejednakosti 1. zhog neprekidnosti izvoda funkcije W = 
1: W tt,SV) /koJu vVu. osobinu ima ро pretpos"tavoi/, vazi"ti i 

~ 
za vrednosti t > t o 8ve dotle dok Ж е. D. Prema tome t 



-32-

(25) v(t, ~~tJ) ~ v{to,Xo)=« > О . 
....,.. 

~a Bvako t za koje је ~(.-t) е D. ~etpostav1mo 11 pak da re-
fJC!lje napt1sta oblast D а pri tome ostaje u kugli КА, mo:t"BO 

!ji IЮS'Ьојаti trenutak t:1 u kome ве resenje nalazi па e;.L'ani­
oi oblasti D, 1:ij. u kошо је 

(26) 
..... v (t .. ):x <t .. » .. о. 

lIЈ:е1дS (211-), medUtim, imarao 

V(t1 »:5t \ts» ~ У( t. ,Х.) = (Ј/ > О. 
KOlltradikcija. Ne postojj., d.akle, trenutak ·b~"> "ЬО .za koji 

JllOZe vaziti (26) t odl1osno resenje (22) nе napus1ia oblast D. 
Љ.1. '(;ај nacin vidimo da za t o ~ t < ~ ~ vazi nejednakost 
(21,-), kojh, s obzirom па pretpostavke s1iava, raozemo napisa­
·t;i u obli1al 

dv >.А О 
Д ~/'" > . 

Odavde, in1iegrae1jom, dobijamo 

V(t, ~"tt») ~(3 (t -tc» + V(toJ $.). 

Pustimo, sada, da t....,..+~ , ра 6ето ima1ii 

(27) 

{ .... ~ в) 
. Ji10 f'unkcija (20) је оgrаniёепа u oblasti :Је: 1I:OX: <.-t) 1\ ~ r 

ре iz (27) sledi da resenje (22) mora izaci iz е okoline 
li::oordinat11og pocetka а to, p:t"ema definiciji, znaCSi da је 

'1осеl1О resenje ~~= О, tt~ = о nes·tabilno. Dokaz s1iava 3 је 
zavrsen. 



-33-

§ 4. Suabilnost stacionarnog kreuanja 

Poznato је (10) da Bisuemi ва cik1:i.iSnim koordinata­
Јnа mogtl, pod odredenim ивl0Уiша, da vrse stacionarno k:t"e'ba­
l1је, tj. kre"tanje pri kome ciklicni impu1si i pozicione ko­
or'dina'lie imaju konstantne vrednoBti· •. S"tabilnosu ovog, аре­

cijalllog oblika kre·tanja moze ве, naravno j ispitati рriше-· . 
ЈlOШ opstih в1.;ауоуа а1! ве mogu koristi"ti :i. r·:>OBebne teo~'en1e 

Јсоје vaze вато za stacionarno kretanje а koje ви znatno је":" 

ltnos·t;avnije od opstih. 'Tako npr. ako ве rаd.з. о stabilnosti 
H'bacionarnog kretanja holonoInnih sia"tema, 1tiugu ае pI,·imen1.­
·I;! poznati stavovi Houth-a, Лjl\ПЫНО6 -а, Чtt"1' эе.е-а Cayley-a 
i dr. оуае бето pokusati da opste stavove j~ prethod.nog ра­
l:·ag.r."afa zamenimo u вlисаји s·tacionarnog kr('jLa.nja jed!lOstaV­
rlijim., Ide ја vodilja bi6e пат Routh-ov metu~1 isрitivаЖlја 
stabilnosti. 

Pri proucavanju kretanja sistema ва eiklicnim koor­
llinata.ma najpogodnije је, cini ве, za овпоvда promenljive 
Јсоје karakterisu stanje sistema izabra"ti Rой'Ьh-оvе prolnen­
ljive. Neka sistem, cije kretanje роsmаtrашо, ima -6 pozici-

о о. 

onih lcoordinata ~" i ,,-~ ciluicnih kооrd1.1нзјј8!с. i neka је 
оЬ.Е YI - L gde је L,kao i do sada, broj nеhо10110П1пih veza. 

Da Ъiaтo dosli do diferencijalnih ~i.:;dnacina kreta­
nja nlehanickog sis'(;ema izrazenih u Routh-uv.i.tll promenlj:i.vim, 
poci6emo od dobro poznatih Чвплbtt.и .. -ovih j6tlnacina ([15] 
str. 10:3) 

(1) 

gde ви 

- 'dL-01 aL __ _ 
;;t Ч« 'd2fJ(-

-
(<<=1'000ЈI11 ; «'.m+', о 
о. о Ј 'УЈ) 

- -- Lagrange-eva funkoija : L -= Т - П 
01' 

~ - nepotencija1ne 811е : е.::: QtJ("" Q,c.'~ 

"".' -0_ Натеl-0У! koeficijenti /у. str. 8/ 
~p . 

а вiшЬоl ~ oznacava da u izrazu iznad koga stoji treba ge-
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neralisane brzine 2fJt ' eliminisati pomocu jednacina neho1.o­
llOlIшih veza koje ве u ovom Blucaju uziшајu u obliku 

( 2) 2ОС ' = ~«( 1'" .. · ) ~M ) .i'! 
Нопth-оvе рrошепlјivе оЬеlеziпlO па slede6i nacin: 

(·3) f.&.. t:t4.', 'i 4J ii (ol-::~, ••• J~; "'C~+!'j) ... ,т ј Ј) = "-1..} 

Ovaj nacin obelezaval1ja, pri kome neapost:r'ofirani indeksi 
оzпаёаvајu pozioione koord.inate i njima od,govarajuce g(~rlO­

:r.-al:i.sane brzinf1 а apostrofirani - eikl:i.cne koordinate i l1ji 
l1lа odgovarajuce generalisane impulse, zadrzacemo do Ја"аја 
o'vog pa.ragrafa. ~~rаnsfо~"шi8imо sad jednaclJ10 (1) u.vode6i 
РЈ.·ошеПlјivе (3). Definisimo, najpre, RoutlL-ОVU funkcij1.1 Је 

jea.llCikoscu 

( 11·) 

р1."! сети је stav1janjem desne strane jednakosti u zagradu 
ејљtbоliсki naznaceno da u tom izrazu Lagral1ge-eve promenlj­

ive 'treba zamen:i.ti Routh-ovim koristeci relaciju јУ. st~~. 

7/ IN оС 
IJ, = :Ј;'';''. 

Variranjem Routh-ove funkcije dob1jamo 

(5) 

S druge stra.ne, vBx·i1.~anjem Lagrange-eve f'unkcije, imamo 

(6) 

odakle је 

(6') g (С - tf. ј") = ~cI'2·+ ~,J'r'-I-~ Jt"-i"cff. 
А1со sad u (6') smenimo Lagrange-eve promenl~j1.ve Routb-ovim, 

dobicemo, prema definicionom obrascu (4), opet varijaciju 
Routh-ove f'unkcije,· ра uporedivanjem (5) i (6') mozemo pi­
sa"ti 
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(7) 

J(o:e:lste6i jedl1ako8ti (7), jednacine (1) ·ве mogu izraziti па 

'"' " "! V • Ь ... еСtес na.c~n 

01 ЭR f)R 
7t;}fJ. - ~i = 

. , 
.Jf.41 ~!ё 
;л = - fJjf: _ 
0115 IJR (ат .\ (t. ос' • i i}t.' ЭIe) 

(В) 

;/Е' = ~i' -1-1[: + .1i1tt1l 'J .i/i 2 -~;p 3-Јј, .' 
пон"Ьh-оvа funkcija u razvijel10m obliku је d 

.., .. i,. • • " • • Ј 44,'jI 
Је = л,с··е) 9<1 +~~O.(..JJ- - -" и~.,;' - п 

"'" .t.1 t- '" А. l- /';" !Ј. / Ј,,' 1'; i а (1 
" ., 

~" = -t, -t., &01' td~ 
"1 4Ј 11 ~(J Ј 

(~д.e Ви 
., .Ј1';/Р ~ -G: == ь с rtJj'.i • 

06igledno је da ви koeficijenti .,.е •• simetr1cni. Uvode6i 
·Ј 

:наkе 

oz-

" ., 
.1 • .;. • ј _';" .;. -- п~=1. ,4I~ ~ + п 

(9) fё~) = I~i 2 zo; 1< (1) -;;(.l 1 ft Ј !. Jl~/i' Ј 

Hohth-оvа funkcija dobija oblik 
~ 

R. ::: Јес2.) + Rt4) - П 

IJ:L"iшеtimо da је .Jr~)PQzi·tivno definitna kvadratna forma· ge-
• • 

I:1era1isanih brzina 2t <Siji ви koeficijenti. funlrcije koordi-
IlC.l'l;a .. lj\unkcija п1'"" ве obicno (10] naziva ROl1th-оv potencija.l. 

:Оа ЫШ110 skratili pisanje t uves6emo јов i f.'пnkсiјu V1t"koju 

д.еј~il1i8еmо jednakos6u 

(10) v" = п* - хе\1) · 

Bad ве, prema (9) i (10), Routh-ova .tunkcija moze napieati 
u оЫјЈси 

(11) 

Jedl1acine (8), koriste6i (11), mozemo dОVбнti па oblik 
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(12) 

е;д.е BU 

(13) 

H:ls·t;em jednaoina (12) sшо izve1i ро1аzебi оа. ч.апл.' ... и .. -ovih 

~jedllacina пе ttvode6i nove p:r:'etpoBtavke ре 011& vaze pod iet­

iш pretpostavkama роа kojinla vaze i jednacine (1) ,., 
Napomenimo da za konzerva"tivne sisteme, cije ве k:c­

џtа.llја moze opisati jedna.cinaraa(12) /u kojilll8 је tada ~ == 
;:-;; 0/, 1ntegral energije ima oblik 

91(. • .;, t. 
-.0 • l) - Је = е.оn S • 
~2~t-

Јз'tо nije tesko prov8I.'iti. Zaista, diferencj.,ranjem jednako-
1;3(;1 (11~) ро vremenu dobijamo 

i МО оуај izraz izraol1namo u smislu jednacina (8) t uzilna­
~jи6! u obzir antisimetriju koe.ficijenata d'1cJ. i ~~/, dobi-
~j wao 1· 

01 ('Эte . Ј. )'" Jt Э1.ј -1е ~'-'. 

Vratimo ве sada naseJn mehanickom зј,н!Јешu ЈЈ. u kome 
8и, kako вто pretpostavili, у1 - ~ koordinat'~l eiklicnih. ОЬе­

lezimo koordinate tako da bUdtl .,," pozicion~; а 2~' cik1icne 

i~()ordinate. Tada је, prema (?), 
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(15) 

ГL~iшеti6еmо da ив10У (15) lUoze biti ispunjen i ako koefici­
jC:ll"ti:i. а.р.., i <Pr.6)P zavise od '1./.1. f-1i сешо t kra6eg izrazav8Ilja 
Х'шli, i dalje upot:r;'ebljavati izraz i'oiklicne koordinate ll 

pOdI'aztlDlevaju6i род. tiш tеrшinоm koordinate koje zadovo1ja­
-vајн пв10У (15). 

(16) 

Оdшah ве moze uocitii bitna razlika izmedu neholonolnnih 8i8-

-Ьеша ва cikliCSnim koordina1auna. i odgovaraj\1cih holonomnih 

sistеша. Naime, kod neholonomnih sistema egzistencija cik-
1icl1:1.11 koordinata ne РОУlас! vazenje ottgova:t·sju6ih ilxteg:t'a-

1а lo~'etanja /ciklicnill integra1a/ t kako је to slucaj kod 

llolol1omnih sistema.e Da Ы neholonomni sistеш ва сikliсrliш 
kооr(linа;tюпа 24.' imao ciklicni integral If, = const. pot:r"eb-

. ~ 

110 је i·dovoljno da Ьиае - .. 
( ~T ~ ( (1.,.' CI.' ~ ) ~C(' lt. .. qd - t.,., ()~ = О. 

(12 .... Ј Ј. .. <Ј //,' 
(1?) 

Оуај zak1jucak s1edi neposredno iz (16). 

PretpoBtavimo аа је u posmatranom sistemu uslov (1?) 

zadovoljen za ~/= ~~~, ••• ,т. Tada, pored integra1a energi­
је (lJ~), vaze i integrali 

.$ == ').(., = eon:tt. 
(18) 1ё/ "' 

Zашеnјuјu6i vrednosti (18) u (16) t dobijamo j'edttacine kreta-

пја 

(19) 
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(19) . 
oIf3:, 
;itl. = О, 

p:r"i cemu koordinate 2;/ mozemo ignorisati /kao i kod holo11om­

H:111 sistema/. Podse"timo ае da pod stacionarnim krеtаnјеш 
pod.razumevamo оnо u Јсоте ви, pored ciklicnih impulsa, i ро­

zicioIle koordinate konstantne, 
1:\" _ СЈ;. _ eJfJ,,~t, 
;t. -",,0-

Ova.ko kretanje је moguce ako pocetne vrednosti zadovoljavaju 

uslove 

(20) 

.... - " , 
ап (t)T~ C(.'gdJ( 

-1- - =0 ...-.... -r ". I •• () 2" ()?' ~If' )(1(' 
( f1 (~~ 10) =0) '" 

Нша"l.irајu6i konstante ){4,' zad.anim, 1z. (20) ве mogu izracunati 
, 

"V~'ednosti ~: za koje 6е sis"tem vrsiti staciollarno kreta.nje. 
;)·e<..1.na.cine (20), mеdutiш, :I:lе moraju da budu nezavisne шеdu 

ноЬот, tako da ni vrednosti ']! nisu uvek jedl1oznacno odre­
С.С11С. Mnogostrukost, koju def'inisu jednacine (20) t је stoga 

йiшеnziје s ~ п - ~; nazivano је mnogostrukost stасiоnю:'nоg 

lI:~'etal1ja i оЪеlеzаvапlО аа 08. 
Iz вате def'inicije stacionarnog kretanja sledi da је . ' 

p:r."i tОПl kretanju 'Ј. ... = о а otuda i . 

o~' =- ~ ... = - g.~~ + ,,(,~'ёJ'" = q~' - ... "Я. 
'" a~ 'Ј' '" ь Р' 

/4,' 'Ј', iC,iJ ., 
jer ви koeficijenti '12:1 i.c.1 kOnB1ian1ini u 
sto zaviBe вашо od koordinata 24.. Iz ovih 

bija 
(21) 

" 

ОУОМ Bluoaju ро­
jednakos1ii ве do-

ра vidimo da ви koordinate %. linearne funkeije vremena. 
Sto ве t1ce koordinata !M~ ko~e nе ucestvuju u jednaoinama 
(16), one ае mоgп dobiti iz jednacina neholonomnih veza. 

]?-.L'e ша (2), imamo 
, ех', ", ьж t 4",1 iO( = CPtJ( (201" '" 20 ) lO = &о", . = #- о 

а odatle 

(22) 
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" , 
Stabilnost ltretanja u odnoBU па promenljive ~. i1-

1ilozeJ1lo па оуај nacil1 ispitatji direlctino. Ostaje nmn, dalc1e; 

а.а ispitamo stabilnos'{j \1 Od110BU па ostale promenljive. 110-
611110, s'{joga, јед.nи tackH Ш!lOgовtrUkоsti ОВ s"tасiопа::с}'юе; k.1'­

(;!;Iiпја za kojl1 6е1110 pl.·e'{;pos:IJHviti da nije bi.furkaciol1a. ~l)a­

k'v'o~j . 'l;аё1r.i jednozl1acllo od.e;ovara stacionarno kretanje siH·t:ie­

JjICL. f.10Zешо sшаtrа'hi, nе llШ8.l1јнјuСi opstost isрitiV8пја t а.а 

-:је нis'Ьеш koordinata i~alJran tako da је 
о z: :;: о .,. П*(ОЈ ~/) = О. 

1Iе]са је s'hacionarno kI'otanje odredeno ва 
о • • ,.. • , .i/ «' се' 

(;~~:,) 21.= о ~ 2'=0) /1, =X,il I 241 :::t~ I 2 ':#:'0 ОЈ 

tlUlюrеmеСепо. Роrеш{;сеnо, u odnosu па (23), је kreta.nje 

1.~<.lB ви za poremecaje !Jozicionih koordinata zadrzane oZllflke 
9;' jer пета opasnosti оС!. zabune /posto је u rleporemeCe1l0lН 
v/ • 

ki.:etпnju ~~ -:::: 0/, dok ви oznake za porerne6aje 08'I:;a1i11 р).·о- . 

Ji10rtljivih jasne. Difererlcija1ne jednacine pOJ..·emecenog kl"'e­

'Ьнnја dobijamo iz (16) 

I ~ 1:) 'dfl • о ., • gn* fJT ~( ~,. d (t)1 ;)~) !!.. !!.!(..с2.Ј __ (~, = r.u _ , .. qd_-<~ n. - -. + (~-;;:;:t/l.' lf., q -(Ј .. , ~ir 
OI~ 'J~' ~jё :-ti (Ј1Јр ~u.' ;;21. <;)1. "'сЈ /.. 04d 1U1ij, 

о. * 
ОЈ. ~... • " 'dV 

(25) --[ = - 20 + ~ 01 Ir,.;1 
1"1.;'> 

.-.- ~VIl 
dn" (dT ) (~III.' · Ј ..Ј. tJ/.1 ~ ) 

d
=-t!-t. = ~0I1 й о,. q - о O'd"' :Ј ю · 

v &~ "о /. ..с. 'd' 
u оуiш jednacinama ауе izraze smatramo fUnkcijama promenlji­

vih (2Ј,,). Da bismo to jasnije is-tiakli, nарisабеmо jednacine 

(25)11 razvijenom obliku 

-''':Ј 2' + (~:J - f ~.;I() јЈ1 IC 
= - d'd Z'[ - <1' 1·' -0,0, tI ~ Ј-

А ;>''''(1 'Эn r/) 
(25 t) - I ~ .. (?t .... +'2 •. ) ('><d' .... ~dO/) - ~. ~ Х;. -+ 

., ·1 

(СО' "l ! I \1 [ «,,' « ' Ј I • i ,.l tA' I f. (Ј .~ 
+ ~'iz. 2 - ~, (}('l.'+ll*1/)J ~J'i6-+-t-ij''1 ј. -~JO' ь ()(i,oHlc/)J 
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(25') 

rL'1.J' __ [ \' \l.fJ(/ + \J.IJI.' i' 01.' ,Ј'ЈС' 1· . ~,.l. - ~, (о.,. ')(", 0"'1 -G. )(.') + 'tf,·r,·'·1 )( .... , 2"+ 
о' t; - ~J .c.iJ 4" 0/.(1 "'(Ј ~ 

( СР k' et' .I\Ј' " \А«' ј К'ј' + (:)~, ~J' -1:) + lt, О;ЈЈ' #:) ) Х'Ј' ~ICI ) 

pri сети koe~icijen~e u ovim jednaoinama treba sшаtrаti vre-. ., 
dn.~8tima оdgоvarајuбih f'unkcija izracunatih za ~c. = о, <t Co = 
~~. 

Lako"Je proveriti da i jednacine poreme6enog kreta­
nја (25) imaju integral energije 

(26) f.K(2~ i~ X.,+ll~· ,1~:"f;~') ј< -R. (%':,ј", ~+'1ё" 1~+~")" 
! = (!~n5t. 

i ш! ве па tome nебеmо zadrzavati. 
Ciklicni integra1i, pak, u poreme6enom kretanju ne 

vaze u opstem аlиСаји. Preciznije: da Ь! i u poreme6enom 
kretanju vazio integra1 "1,';'1 = cons1:i., potrebno је i dovoljno 
da је 



[~,~ 2'1- tt~'()(t'+7"')][~~: 2Ј +<t~: 1'# -~;; 'd'IC~)(K'''''l''')] = о 
tН,ю ocigledno nije ekvivalentl10 uslovџ (17). Н! uBlov'i (20) 

н 1~~X'Olfle6el10m lt~·e·tal1jll nisu zadovoljeni. Naime, za 1";' == О 
i 1"::;: Ot in (25) 8е clobija 

() П~,.( 9. х -+ yf \ о ОО \' \1. *1' /)i'.j' ~ 
[ 

• .,:->.1_,.. .,Ј.. - '$ ().(:; n ... ,)d,,:.il ь '()(.,+n.,) =f: О 
(}q';" щ' '(. (Ј .. ('" • 

t. ' J~...:.O 

. 
l.'Jco Ьј.sшо polozaj s:i.stema od:r.·ed:en ва '1~ == о sшвtrа1i :еа-

'\Гll()tеzпiш polozajem ":r.odukovanog sistema" koji ве do'bija 

:.!CJ10:r:-isаЈ1јеш Сikl:Ј.(5niћ koord:lna·ta /kako ве to obicriO i cilli 
C,(~I / , Оћаа bisrt10 i.lЩlli аа па kretanje в:i.вtеmа u oko1ini 

:,."fJ.Vllo·(iOznog polozaja п'/;iсu dopunske potenc:l.jalne 8i10 Јсоје 

J~'~1.t~:i.Vl1ju delovanje S'l.;tЙп:i,h poremaca.ja. Da Ъisшо to i~:JЬGf:!;­

Ji i Hprostili dalja razll1a't:r'811ja, posmatra6emo ВШПО ОIlа P()~ 

Ј:...::шеСе:аа la."e1ianja u kојiнш'SU ,,/;" = о. DrUt~iш rесiша, sшt1'I;­

:L'НСЫПО da. generalisa11i iШР1.11si nетаји po:r.·elile6aje /takv'U sti­

u'billlos'f; ispitivao је HoU'f;h/. Na taj naciri itоЬiјашо da za 

Р())~'ОћltЭсеnо kre-tanje vazc llslovi (1?) ра Ot1H:ble вlеа! аа. ро­

!;I'Loje prvi integTali 

(2'7) )1;.' = const •. 

~Јнд.l1llСiпе poreme6enog lcre'f;anja ви u ovom sl:ucaju 
. *" ....... i 2...~~2) _ ~!).) = _ q. d..ti - .~ п (2 I х) + (121") (i tJ:' . d _ v.rJ.' ;)Y.~J+ 

dt t>2 'dZ04. d4d 7, 'dql ()11 ~ 2 ~i' ()t!~ 
( 28) + Ч-! ~ u (/ 

I ., .с, 

CY~.c, • ~' ;ЈУ* - =-2 -1---. 
olf. "~11.: 

Ispitajmo stabilnost stacionarnog JO-utanja odrede­

llOg jednakostima (23) za koje вто pretpostuv'ili da odgova­

ra tac1l::i stacionarne nll1ogostrukosti ОВ kOcit! пiје Ьi!'urkв.о!о­

.на. Za koordinate ~i.' i 'jDl' nasli ато ve6 kШНЈ.Спе jednacine 
(2Ј.) ,(22) ра је stabilrlOs-t kretanja sis"tешnu' odnosu 11а njih 

lаЈсо :lspitati direkt!lo. Posto su ove kооrd:iдаtе linearIle 

.ftlnkcije vremena to је јав!lO da је lCL"etanJij 11 odnosl.l па njih 

r16s"tabilno. Takod:e је moe;uce neposredno iB~(Ji tia·ti i stabil­

llost lcretanja u odnosu llа promenljive f,. JJ.,tH1e t egzis,ten-
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eija integrala (27) јв.аnо govori da је kretanje stabilno u 
.... 

ОЙУlOви па Р.Ј. о stabi1nosti kretanja u odnosu па gene1.~ali-
и' . 

LJШШ ћгzinе 'J-II.' mozemo suditi па osnovu jedna'cina nеhоlО1LОШ-
11111 уе za (2) t koje u ро:ееnюсеrlоra kretanju iroaju obli.k 

( 29) 

Ove jednacine nе mozemo i~pita'bi рге nego sto ве ispita sta­

lJi1110st kretanja u odno8u па ostale promenljive. U1coliko је 

lo:e-tit.'tXlје stabilno u оаnови па ostale promenljive koje ве ро­
~jHvljuju u (29) t iшаlо Ь! srnisla ispitati i stabilnost u od­

lLОБU па tjtl.' i to ве nlOze ltCiIli-ti neposredno РОSПtat1."аnјеш (29) 
ри В(; 11а tOnle nесето zad:r.·zavati. 

Prema napred rесеnош, сео p=F"0blem ве prakticno вуо­
Cl:i. на analizu stabilnos"ti stacionarnog kretanja u оdr.ЮSU па 

д.ео РI.'ошеnlјivih 2'" ~i. Jednacine poremecell0g kretanja. za 
ove promenljive ви 

-., 

СЮ) i ~~V_~~1'--9.iij +21, - i!+ (il.~(t;~Ј-t~t~*) 
ol/: а2 э t'" da ;t, Ј /. ~ ~ А.Ј' ofJ, 

. Ј 

а nj:il10vo trivijalno resenje Z;" = о, i;' = о odreduje llеро­
:еете6еnо staaionarno kretanje. 

Dovoljne uslove д,€t neporeme6eno stac:i.onarno kreta­
nје bude stabilno, осlnОВllО El.simptotski stabil110 t u odnosu . .. 
:Й8. ~ со , 1~ , da;je 

ВТАУ l~. .Ako u konfiguracionom prostox'U VN postoj1 

pozitivno definitna u Od110BU па pJ.'omenljive 1,1., ••• , 2~ t 
skalarna funkcija 

W=W(2f""J'I-~,t) Е c~:;) (~l) 

lt = {~Et <-t ~; '1ir <. ft =еолп., 12l'l < .. с.о } 

za. koju је 

sastavljen u smislu jed.nacina poremecenog kretanja (30) t 



8./ negativan i1i iden-I:;icki jednak nu1i, "trivijal11o 

:I:'(~эепје '/," = О, ~;, = о је s-t;abi1no. 

Ь/ negativno def:i.nitan, trivijalno resenje је а:uiш­

Јуtюtski stabilno. 

D () k а z. Копstrt\:Џзirnо fun1tciju V = v(t'2Ji)na ale­
д.еСi па.СН.п 

(31) 

Уш)kеiја (31) је роzitivtю definitna u odnOBU па promellI(ii­

've f{·' •• "'!~' i",·· .. , i~ posto pretstavlja zbir роzitј.VћО 
(Јеfiпitпе kvadratlle f(Н'ше gelleralisanih' brzina (9) i pozi­
Lj;VllO defi:rli-tne /ро p:ee·tpostavci/ furlkcije kООI'д.з.паtа W .. 
1'о·LЈ:E.tZiшо рI.'ошепu fuлkсiје (.31) duz proizvo1jn.og :е6веl1ја је­
\ЈЈШС illil роrеmебепоg kretnnja (30). Imабе.шо 

tL. v ::: (~ Шf(~)- Ј-ЈЕ,(1)+ ~)Q4.' -1- :tJ\Y = 
~t dt tJq,· Э~(, fJ2'" f.. iJ t -= LttV .... [-q .. QЈ+ (/~ -;Щ~ (#ZI/.,\It,-'oЈ _",ot' l\!*) + E..~~JёJ;' 

Ј d(J '" :1:, а2с, t>Z ]~ iJ Ј, ОЈјI а1 ~2." ~. 
Ako iskоristiшо jednakosti {1?), za koje ато lronstatovali 

йН vaze i u роrешебепоm la."etanju /pri usvојеп:i.ш pretpos"t;av-
1саrnа/, UZnlerao u obzir ar1ti~inlet:t:'iju koeficijenata <J~ i a:i:1ti 

нiшеt:r'iјU koeficijenata );\.,rJ. u оаnови па donje ind.ekse, йо­
d.fl 

Ъiбеюо 

(32) oIv ( ';Јп*· ~W) .' V~V 
Л = 'Cj~ - Oj~ +~.;. 2~ +~~E . 

Р:еi.шебuјеmо da fU111ccija V=V(t/~t i> ima и е1исаји а/ iste 
Ој1е osobine koje је imala fUr1kcija (3 § 3.) u stavu 1, а u 
s]лсаји Ь/ nјеnе oBobine аи iste kao i osobiHe оd.gоvarајuбе 

f'tп:u'tсiје u stavu 2 .. S'l;oga, kоristебi shemu dokaza stavova 1 

i 2, raоzеПiО izves'bi zakljt1cak: Ako је izraz 'Ј negativa:ri i1i 
id.en·l.iicki jednak nuli, t:r'ivija1no resenje sistema (30) је 

s·f.;abi1no; ako· је d negativno definitan izraz, trivijaJ.l1o 

resenje је asimptotslci stabi1no. MedUtim, posto :fullkcija 

<:31) zavisi sanlO od jednog dela promenljivih od kojih zavi-

8i funkcija (3 § 3.), to ае izvedeni zakljucci odnose ВШ~О 



Ј:)Д taj аео promenljivih. В'СВУ је dokazв.n. 

Podvucimo јоо jedanput, аа stabilnost, OdnOBno asi­

lII]yto·tfiJka stabilnost, trivijalnog resenje. jednacine (30) zna.·· 

61 o(lf~Ovarajucu S'ЬоЪilnоst s·tacionarnog kretanja u od!lUSU . . . 
. на д.ео Рl;ошеnlј:i.vih 'i4J

, '}.4, РХ'1 пероrеmе6еniш gene:r'aliHttHim 
. . .... 
:HBp111s:1.1na tl. · 

Za siBteme !сој! ве песи и ро1ји kOl1zervativnil"! 6i;... 

Ја, vazi 
POSLEDIOA STAVA Ј,.. Ako ве pri zadanj.ro)(., = С ()ж:н:;·t; • 

• :со 

J:ealizuje stacionar!lo krеtю:је 14, = о, 2· = О, tada се ()110 

I.>:i.-t;i s·tabiJ.no и odn08U па t:t.., i" роа uslovoaJ аа Х,,·,nе 'ЬХ'ре 

{!о:с:ешесаје, ako Routll ... ov potencija1 

n~~= п*'( 1.", ~~ х •. ) 
~H ОУО kretanje dobija apsolutni minimum. 

Zaista, za kOllzerva-Ьi Уl1е siBteme imamo da је С11.:::: Ој 

ра uzimajuci аа је 

-v':i.d:i.шо da ви иа10У! stava Ј,. zadovo1jeni. 

Moze sezapaziti da posledica stava 4 koju ато nа­

'"в1! pretBtav1ja analogon Houth-ove teoreme [10] koja vazi 
::.а llolonomne sistешо. Iрцk, za razliku оа ho1onomnih 8is·te­
ша, ovde иа1оу da Понtll-оv potencijal ima bl:\:ilimum nije ао­

VOlj0l1 д.а postoji stiacionarno kt:'etanje /v. i.,i,l? 33/. 
Ispj.tacemo l1-l:;icaj disipativnih i gi).">oskopskH1 8i1a 

'В8 stabilno8t staciOllarnog kretanja. Zadrzacemo ае па вlи­

сај'и kad disipat1vne 811е 1шаји oblik 

D. = - oI .. ;,ј 
ос 11 Ј. 

i Rayleigh-eva f"unkcija 

је pozitivno def"initna kvadratna f"orma probl6nljivih %4. а gi­

].·Oskop8ke 811е su 
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э. =--~.QJ 
ос, 1~ Ј-

U ~ednacinama poreme6enog kretanja је tada 

dobijamo 

На osnovu stava 4, 8аа mozemo izve8ti zakljucak: 
Disipativne i giroskopske 8i1e, pod cijim dejstvom 

је шоgu6е stacionarno kretanje, ne remete stabilnost sta.bi­
Inog stacionarnog kretanja. Di8ipativne 8i1e mogu atabilno 
kI'etanje ucvrstiti do asimptotske 8tabilnosti ako је Rayle­
f~h-ova funkcija poz:i:tivno def'initna. 
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§ 5. Stabilnos~ ravnoteznog stanja 

1. О ravnoteznom polozaju neholonomnog 
sietema 

Ravnotezni polozaj nellolonomnog mehanickog вistеша 
Јlд mozemo od.rediti koristeoi neki od еiвtеша jednacina ]а"е­
"tiап.ја koje sшо izveli u § 1. Tako, па рriшоr, stavljaju6i 
,iH ~je ~ = о u jedIlaciIle (25 § 1), dobijarno аа је ravrlotez-
:нЈ. polozaj odreden jed.l18Cinama . 

(1) f.1", + Q«, ~O/'= О ) Cf61'::: О 
Од.ltJнh ве moze primetiti da, uslov da ви genel"alisane 811е 

11 HekoIn polozaju sis"tеша jednake nUli, јев'Ье dovoljan а1! 
:ciije i potreban da taj polozaj bude ravno1;ezni. Drug:i.m l'e ... 

6i.юа: ako је neki po1ozaj holonomnog mеhsпiСkоg sistећ1а rs­
vHotezni, оп 6е biti ravnotezni i pri delovunju neho10110111-
11iJ:1 veza ako ви te veze linearne i homogeri€J РО generalis8.­
I1iш :i.mpulsima. Obratrlo по vazi. Jednacine (1) одхеаији u 
kOl1ti e;urac ionom pros'horu V п r-dimenzionu ПН10g0strukоst 0:10-

Dimellzija ove mnogostr-ukosti r jednaka је lд'оји lilleaI'no 
не zav1snih vek'tora 

i, ocigledno је, r~ L. Dakle, za razliku оа holonomnih si­
sterna koji ро pravilu imaju izolovane ravno'tezne pol0zaje, 
,пеhоlоnоmni sistemi posedttjl1 ravnotezne mllogostrukosti. Sva­
!са ·t;acka 1\:о;:lа pripada 0r moze da bude ravl1o·uezni polozaj 
sistema, te ravnotezna konf'iguracija I'o nj.je jednoznacno 
od:t'edena. Otuda mоzешо п - r parametara izаћrаti proizvolj­
но а ostale odrediti iz ивl0уа da tacka pl~il1ada ravnoteznoj 
Шfюgов'trukоsti. Uzmiшо, npr. da је 

о t"+.! -= ". ""'+Ј Q" 'CI&..G п 
/;; "-).")/. I 

i zamenimo te vrednosti u (1); аоЫјашо 

Q (Q' qf' .er +f " . ) - r.J + Р\ aJ~' О ( 2) (}tJl /. ~ ••• 'Ј. ' ј ••• Ј <. I (); , , ., о = '"ъс (.1&' т «. '= 



u tackama gde је 

( 3) tf:Ctflq (Љ~) = r' 
О ~~.c. 

шоr.~tl ве jednoznacno od,~"editi vrednosti osta1ih koordinata 

2~j ... '2:· Tacke u kојiша је 

Ir,aпq (~) < r 
tJ (J~" 

нн bifurkacione jer u njihovoj oko1ini vrednost1 ,:;:-Ј ••• ,~: 
:Н(; од.rеdUјu jednoznacno polozaj sistema. М! ве ovde песешо 
1HJV1'tii isрitivапјеш s·t;abilllosti U tаёkamа Ъifurkac:i.je 1)8. 

66UЮ smatrati da је u ravnoteinom polo~aju. koji сета dalje 

1ЮfJ\ilаtа"аti, 1surljen uslov (3). 

Razmotrimo роsвћпо 81ucaj kretanja mehanickog 8iH­
-!ЈеJilа u polju konzerva'(jivnill 811а kad BU љэћоlопоmпе ye~в 

l:юшоgепе. N'eka. је po·t:;ellcijalI1a e.nergija sistema data funk­

eijom 

( /1_) 

н 'Ьош в1исаји jednacine (1) dobijaju oblik 

(5) 
;ЈП ;ЈП , :sr + "5?'Ч: := О. 

Pr.:-etpostavimo da је 
, . - q" - о 

(6) 20"'" -/--0-

:.:."еаепје sistema (5). Ako siBtem (5) ima resenje /bar jednO/, 

оnаа оуа pretpoBtavka по umanjuje opstost ispitivanja. Pret­

. pos'tavimo, јов, da ее funkcija (4) moze pJ:'otlstaviti Мас Lau­
x·Jn':"ovim redom u· оkоliю.i ravnoteznog polozaja (6) 

(7) 

gde ви 

( ;ЈП) ~= ~ 1"#() ; 
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Kaico је uvek moguce izabrati ПО=ОЈ to 6е u ravnoteznom ро-
10zajtl biti 

«' ПО( + П~,~о = о 
едо 811 

, ос' сро! = ср (О",,) о) . 
с(о ot.. 

J:z (8) vidimo da potencijalna energija u prisuBtvu neholo­

НОШl1i.ћ veza moze u okolini ):'avnoteznog polozaja da ima i 

1irlt)to:,ne clanove, za razliku od holonomnih sistema gde је 

·1.;0 iskljuceno. l:1jih nесе biti ako је , 
( 9) чI« = О i1i П.ЈI = О • 

ыео ~ 

Лkо uslovi (9) nisu ispunjeni, red (7) ве moze ipak таl0 
ројед.поstаviti. Sшеnоm pror~enljivih 

Ztl.'= 201-'- ~~'20l . 
П «' postize ве da bude fJ. = О а istovremeno i <Р«О = О [21Ј 'tako 

дд potenoija1na energija, razvijena u red, ima oblik 

(10) 
0/.'.. ..... \1 

П = Пct'2 ..... ж П~\Ј ј"'!. + ... 

p:r.-i сети ато nove koordinate i nove koeficijEHlte obelezili 

opet аа 'l~ odnosno ~". 

2. Poremeceno kretanje u okolini 
ravnoteznog polozaja 

Vratimo ве raZll1utranju ravnoteznog polozaja proiz­
vo1jnog пећо1опоmnое; sis·Ьеша. Pod neporeme6er.1im ravnotezl1iin 
t.Jtanjem sistema РОdrаzшnеvа6еmо stanje koje odreduju 

( 11) Q" - - q1'J - О . .р = . .. = ~ =- о Ј,О - • • • - Ј..IO _. "/4 /'1" 

IBpitacemo njegovu stabi1nost. Pod poremecerl:Lm ravnotezllim 

s·tanjem u odnOBu па (11) podrazumevacemo krei:;anje sistema 
pod dejstvom istih 6i1a Q~ pri pocetnim uslovima 

(12) 2~(to) = д~j ~(to) = cfи Ј 
koj~ zadovoljavaju jednwcosti 
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( OI..JA ,n«' A~')" n~tJI/ О 
a(~) 't~ц&)-tA.(сћ ~+ У"(В) = · 

Stabi1nost ravnoteznog Btanja, dakle, iша karakter uslovne 
stabilnosti. U poremecel1om lrretanju u okolini ravnoteznog 
fltanja polozaj sistenl8 lllozemo odredit1 promenljivim 

2~= 'l~(t ~ /;0 )6~ J~) 
~ -= р... t t ; /;0 , 8 ~ d v ). 

jer :нета opssnosti оа zаЬпnе buduci da је neporemeceno Ја.·е­

-tianje jravnotezno atanje/ odredeno vrednostima (.11). Тiше 

postizemo da za jedtlSci:1l8 роrеmебепоg kretanja mozemo uzeti 
ШfJ. koje оа jednacina la:'e-tianja nsvedene u § 1. Specijalno zs 

sis'(;orne ва kvаziоikliсniш koord.inatama mogu ве koristiti. 

jed1l8c:i.ne (32 § 1.1). No, kako оуе jednacine ne sadJ:'ze BV6 

koord.i!lste i mogu в6 I.'esavati nezavisno оа jednacina пећо­
lопошпih veza t to бето pomocu lljih тос! da ispitujemo вето 

stabilnost u odnosu па аео promenljivih ,,'" » ~ ы! pocetni 
ро:r:'ешесајi ovih рrоmе1l1јivз.h mogu аа budu pr·oizvo1jni. 

Јеdпасше poremecenog kretanja u okolini ravllotez­
nog po1ozaja mogli bismo dobiti i iz jednacina (43. § 2) 

atavljajuci u njih da је neporemeceno kretanje odredeno је­

dnakostima 

i u tom slucaju оnе g1ase 

df§~ ~.., 
;;i"t -= а 1'/ЈЈ 

r:I({,. [D'''~ k- ~ F(C ~tS Ф, ((}Qu. 
13 ;Ji; = Эi" + 1=1./!' ~IJ)P" - а Фс&)r' (c)cr "5ј" + 

... [~oI~)КJ' ~ §"+ [ ~~-тtit"~&I."ф'".,f%>(-ј&9?&1':]'l. 
dOl 

а mnozioci neholonomnih veza imaju vrednosti 

~ ф.ЈА wt-&t:-Q 
.р" = - ~1 (Со) .,. ~ • 
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Jednacine neholonomnih veza BU U ovom slucaju 

~. t!4 'f!" 
Щttр§; + Јё«(,lи i - о. 

~ -с-. 

Jf:jd!lacine poreme6enog lC)~'eobanja (13) predstav1jaju sistem 
11rшro.'nih jednacina ва kons·tantnim koeficijc~ntima cije tri­

vijalno resenje r;""" == о , '1~ = о odreduje raV110tezno stanje 
ыis·l;оша. Stabilnost ovakvih sistema ве moze ispitati aob1.~O 
pOZrlaotim metodama !соје шi ovde nе6ето navocJJ;ti. Zam'ZaCell'lO 

se па posmatranju jednacilla роrеше6еnоg kretanja U okolini 
:r.·avn.oteznog polozaja "Ll obliku (2~ § 1) i (32 § 1.1). 

Nije tesko pI."ove:r·iti da U sluoaju kada ви 8i1e kon­

ze:evativne а neholonoHll1e veze homogene, jec1:aacine pO~'eJl1e6e­

llog k:t'etanja (23 § 1) i (32 § 1.1) .imaju pI."ve integrale 

( 111-) Т+ П = const. 

odIlOSnO 

-(15) Т -+ П = const. 

3. Stavovi о stabi1nosti i nestabi1nosti 
ravnoteznog stanja 

Uocimo ravnotezno stanje, odred:eno jednakostima (11) 
01. 2 § 5. Za neho1onomne уе ze бето pretpob t;aviti da ви ho­
mogene i te pretpostavke сето ве drzati do 1;:raja ovog para­

$ra:ta nе naglasavaju6i to posebno. 

daje 

cija 

Dovoljne uslove da ravnotezno stan~'i;; bude stabilno 

ВТАУ 5. Ako pOBtoji pozitivno def'JHitna u Уn funk-. 

w = w <'2", .. ·Ј2 1l ) е C~·) (~) 

t;r.e = { '2~ I <.. t ~ .и1,,~t. Ј 
za koju је izraz 
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formiran u smis1u jednacina poreme6enog kretanja (23 § 1) 

ај negativan 11i· id.enticki jednak nи1! - ravllote­
zno stanje је stabilno. 

Ъј negativrlO de1'il1itan ravnotezno stanje је 88i­

шрtоtski stabilno., 

D о k а z. Izaberimo u faznom proci'boru V2n fur.tkci­
;ju V па slede6i nacin 

(16) V=T+W 

(~д.e је Т kineticka energija sistema 

-t ~'" Т = ?i а Ј;.ј;' 
Jj'H,nkc:.i.ja V ocigledno zadovoljava иаl0уе 

T+W ~O 
-r ..... w = О <=>2A=···=1n.O;Д="'=~=O, 

ра је pozitivno defin1tna. Posto nе zavisi eksplicitno оа 
vrеше;nа, to је uslov 

v::.'t:O (2c"'-=ro i ,.Ј."=", .. ,,71), 
-с. 

trlvijaJ.no zadovoljen. Potrazi6emo promenu оуе funkcije duz 
l)roizvoljnog resenja jednacina poreme6enog k.re1ianja. Dife­
rencil."ajuci је ро vrешеnu, dobijamo 

0/\)(/ 
+--= 

;:It 

i posto ве ovaj izraz Bastavi u smislu jednacina poreme6e­
nog kretanja (23 § 1), dobija ве 

oIv _ a~\) r F!. - t. 'iF tr. Ф. (~c'{, + Eд>LC)Q"d),., + ~ Јп . 
ЈЕ - t=~ 'Јс:.llј (f»~o!t 'J'i" !tf 92 ~ 

Uzшiшо еааа u obzir i je<.'t.nacine neholonomnJJJ veza (5 § 1) 

/vode6i racuna о tome аа ато pre1ipostavili (1а ви hОПlOgепе/ t 
kao i re1acije (21) ра 6erno ilnati 
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(17) 

в/ Neka Ви zadovo1jeni us10vi stava u в1иёаји а/ •. 
tada funlccija V t p:t"'erfls (1?), ima osobinu 

& ~ (ј 
oIt --

i zadovoljava вуе us10ve kao i odgovaraju6a tunkeija V u 
stavu 1, odak1e sledi da је trivija1no resenje jednacina 

роrешебеnоg kretanja s·t;abi1no. 
Ь/ Ako 8U z8clovoljeni uslovi stava pod Ь/, iz (17)' 

-vid.iюо da је 

oIv 
;д 

negativno definitna .funkcija ра је t па OSnOV1.1 stava 2, tri­

v:ljalno resenje jednacina ро:r.·еmебеnоg krеtалја stabi1no 88i­
шрtоi;Slti. 

Dokaz је zavrsen. 

NАРОИЕNА. St8V 5 ве moze primeniti. i u slucaju kad 

neholonomne уе ze nisu homogene u odnosu па, genera1isane 

puse ako је zadovoljen ёI.opunski иэ1оу 

L. D.:f!...f$' dф' ~d . ~ 
" (Q А\ d + ~(c., ~ + - '''d -"',р) ;r:... :f" ОС=-О 
~L (f':!!tc.) cJf:; Id dt]" 10' ':1',6' • 
ь"С=! 

(18) 

im-

Tada је t naime, izvod f'un1coije V ро vremenH i sastav1jen u 

sшislu jednacina роrеrQебеnоg kretanja, 

tlv~" d\V ) ~ ф'd А:.. (с 
:;-t -= Q ( ~ + "'ii'~ f?, + L ti>c1 (c.~ ':t{'J:r + 
'" t ( .. с. .. ' 

+ 1. f,) ( Q..Фс'{, + ~ .. CJ а -'>d) Ф, з:: (с. 
'ЈС.' I и t1t df у <.'Ј 

odakle је jasno da ОУа napomena vazi. 
Primetimo da pod. uslovima stava 5 :l1eholonomne ve ze 

nemaju nikakvog uticaja па stabi1nost ravncyt;eznog po1ozaja 
ak:o је оп stabilan. То znaci da stabilan rO.vnotezni polozaj 
holonomnog sistema nебе biti poremecen ako не kretanje og­

ranic i neholonomnim уе zama. Podset imo ве d<.J вшо u С1. 1 
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videli da ravnotezni polozaj holonomnog sistema ostaje ро­
lozaj ravnoteze sistema i pri de10vanju neholonomnih veza. 
Sada vidimo da ОУе veze nетаји utioaja па stabilan ravnote­
zni polozaj.*> Stav 5 зе bezuslovno moze primeniti i па ho-
10nошnе sisteme i u tom вlисаји је identican ва poznatim 
stavom izvedenim za holonomne sisteme u (34). 

Neholonomni sistemi mogu imati, medutim, stabilne 
ravnotezne polozaje i kad uslovi stava 5 nisu zadovoljeni. 
Pokaza6emo to па sistemu аа kvazioiklicnim koordinatama. 
Iz jednacina kretanja (32 § 1.1) аоЫјато аа је ravnotezna 
шnоgоstrUkоst 0r u оуот вlисаји odredena jednakostima -Q«,= О. 
Iz ovih m jednacina, pod изl0УОШ da ви nezavisne, mozemo 
izracunati nepoznate 

4 '" %0) .... Ј 2 о • 

T:i.me ravnotezni po1ozaj sistema, naravno, nije u potpunosti 
odreden jer ве vrednoati ostalih koordinata mogu izabrati 
p!.'oizvo1jno. r.Teka је neporemece'no ravnotezno stanje dato а1-
edecim jednakostima 

111 - -о' = ... = q = О' ltJ = ... = I::J = О. 
"О "-О) /4 1., 

Stabilnost ovog ravnoteznog stanja ispitacemo u odnosu па 
promenljive ~«,j:[ • Dovoljne uslove da ravnotezno stanje 
sistema ва kvazioik:licnim koordinatama bude stabilno u od-
110SU па deo promenljivih daje 

STAV б. Лkо u prostoru Vm postoji pozitivno defini­
tna skalarna funkcija 

\У = W ~'il Ј'" /2.111) Е: с.,.. (~) 

~ -= {'1ОС1 < ~ =eD1f,t. ttOC'\<.-t сА \ 

za koju је izraz 

~ А1! stabilnost u njihovom prisu$tvu postaje us10vna 
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.::; = B~(o. -r п ~~,. !!!f )1.,0. 
({ ь «.. ~/'fI(- + а/« '/13 

\fo~~rniran u smis1u jeclnacif18 роrеmебепоg kretanja u okolini 
ravnoteinog ро10йвја (32 § 1.1), 

вЈ negativan i1i identicki jea..nak nu1i, ravnotezno 

stanjeje .stabi1no u odrlOSU па promen1jive Z*,ft,. 
ЬЈ negativno derinitan, ravnotezno stanje је asim­

~p1:jQtslci stabi1no u odnosu па promen1jive Z", ti . 
D о k а z. .Analogno dokazu prethodnog atava, kon­

struiaa6emo funkciju -V = T+W -gde је, aada, kineticka energija 7 izrazena рошо6и genera-

liSHl1ih impu1sa Лt. Јаапо је da је funkcija V pozitivno de­
f'in1tr18 i da је 

v =:!;. о , 24(~o , «.1., H • .JI'I'1. 
-t 

Izvod V ро vremenu, sastavljen u smis1u jednacina poremece-

(19) 

,... . 

а/ Ako је izraz и negativan i1i identicki jednak 

nu1i, iz (19) зlеа! аа је .funkcija V пе rastuca. otuda pro­

.izi1azi, ЈсаЈсо SIOO to u stavu 1 vide1i, da је proizvo1jno 
l."'osenje jednacina poremecenog kretanja u kugli I~[o.leJ с Vm 
za svako t ~ t o ako је u pocetnom trenutku t o bil0 u kugli 

ра је trivija1no resenje stabi1no u odno8u l1а 

promenl ј i ve 'lfJ/., А .. 
Ь/ Mro је izraz if negativno' definitan, па isti na­

cin bism0) па oanovu stava 2, mog1i da izvedemo zak1jucak 
da је trivija1no resenje jed.nacina poremecenog kretanja aai­

шрtоtski stBbi1no. 
Stav је dokazan. 
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Dovoljne uslove da ravnotezno stanje bude nestabil­
по daju slede6a dva stava. 

STAV 7. Лkо postoj1 skalarna funkcija 

\'Џ. = \\1 (2,t ..... Ј 1") е С2) (Otf) 

~ со { 2~ : 12~" < R = eDM$t • } 

koja је ogranicena 11 :Jl i u proizvoljnoj okolini koordinat­
nog pocetka ima negativne vrednosti, takva da izrazi ~-1 i 

12. sastavljeni u smislu jednacina poreme6enog kretanja ima­
ји оаоЬ1пе: 

'7 ~\J ~\V ) cr .. = а (Q~ + !ij~ fi 
negativan 111 identicki jednak nuli, 

• 

pozitivan, 

- tada је trivijalno resenje jednacina poremecenog 
kretanja nestabilno. 

D о k а z. Uocimo ~unkciju 

V = V (2~"') %1'1; 1'l" ... )Л,) 
konstruisanu па sledeci nacin 

(20) 

gde је Т kineticka energija sistema izrazene pomo6u genera-
'lisanih impu1sa 

Т - ~ ,.t''' kJ ~ • 
- :2 ~ '<"'''' 

Posto је Т pozitivno de~initna kvadratna f'orma generalisanih 
impulsa а f'unkcija \Vima u proizvoljnoj okolini koordinat­
nog pocetka negativne vrednosti i neprekidna је, to postoji 

oblast О CV2n u kojoj је 

(21) T+W < О с.6; 'j~~ >0. 

Na delu granice oblasti D је v = о а koordinatni роёеtаk 
pripada tom de1u granice. Potrazimo promenu funkcije (20) 
duz proizvoljnog resenja sistema (23 § 1). Тшасешо 
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;: =- ~[(Т+\V)2'i:]= 

= -1t (fJ!.~iJ.J9 +w) 'lffл, - <Т+W>;[ (2"fg.)· 

.Ako u ОУОШ izrazu iz'Vod ро vremenu zamenimo арsоlutпim iz­

vоdош, sto је mogu6e jer ве radi о skalarnim invariјаntаша, 

д.оЬi6еmо 

oIV ~"D~ .I!.f') ;гt = - (а Л dt~ -+ v;. W;л -
01 f1 oIQ ~ Qf:,. 

- (Т + \'V') (/: ;r1 + ~<1\)} 2~J: ~ -+ 1." elС )., 

i posto В8 оуај izraz sastavi u smis1u jednacina (23 § 1), 

ћi6е 

(22) 

]'U.l'}koije 

~" ~"t 11 
Q -=а (2, .. ·)1) 

ви koeficijenti pozitivno definitne kvadratne ~orme'-. otu­
йа, prema Sylveste;r'-ovom kriterijumu, sledi da su ву! dija­

gOllalni glavni minori deterrninante 

. (~..,)" det ct ~~. 
~,Y.a 

pozitivan za вуе vrednosti 2~ prema tome ovu oBobinu оn! 
iюајu i u koordinatnom pocetkU. Posmatrajmo, sada, izra.z 

(23) AC1"=aft.,+{ fJ }l.'t~ot- i тtt.ф (9. ф,~ )Q.f~'" 
~ 't t еlС 'о f (~) '" ~ Ct.) L • 

Za 1~= о оп ве Bvodi па a.~" i pretstavlja koeficj.jente ро­
zitivno definitne kvаdз:'аtnе forme. Birajuci 'l~ dovoljllO та­
lirn ро apsolutrlim vrednostima, mozemo postic'i da glavni di­
jllgo11alni minori determina.nte det (A~~) budu takode poziti­

vn! u l1ekoj okolini koordinatnog pocetka. Znaci, postoji 
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оkоlз.nа koordinatnog pocetka u kojoj је kvadratna forma 

pozi·t;ivno definitna. 

Izraz (22) JUozerno, s obzirom па (23) i (22 § 1) 

Hapisa·ti u оы1kuu 

odakle, па OSnOVll pretpostav1ci 1 о i 20 atavB, zаklјuсuјешо 
а.а н oblasti D postoje vrecll10sti promenljiv:i.h za koje је 

tdV 
л>О. 

Iz оуе nejednakosti sledi, da ве za prizvoljno d > о шоzе 
llC:lci vektor 

..... .. л 

Zo '= (2. Ј"') 2· ; Ло'" . )t'o) 

-takav da је 112011 < S t i da је u tacki koju odreduje zadovo-
1јеnа nejednakost (24). Analogno dokazu stava 3, mogli bi­

ЩllO i ovde pokazHti da l.~eSeIlje jednacina (23 § l) ва pocet­

нiш vrednostirna ~'lt,,)=~~ ; & ct.) -= ~o izlazi iz kug1.e .к.-= 
'::;: ~ [о) Е.] та kako шаlо d i~abrali. Otuda fйеdi da је tr'i­

vijalno resenje jednacina poremecenog kretaf1ja nestabill1o, 

§to је i trebalo dokazati. 

Za sisteme ва kvaziciklicnim koordinatama vazi-

STAV 8. Юео postoji skalarna funkcija 

W =W(t~··· ,2"') е C(i) (~) 
. f 

1l = { 24.: 12i r < е = с.оиst . } 
koja је ogranicena u 'Ј! i u proizvoljnoj okolini koordinaii­

nog poceiika ima negativne vrednosiii, takva da је 

1° izraz 
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Ј1 ... ~«ft(Qo(.f. Gl",,~'''' ~~)~ 
E>astav1jen u smis1u jeclrl&cinu (32 § 1) negativan i1i iden-
1;1cki. jednak nuli i 

2° iZ:r:-8Z 

dя. = ZO((Qot + 'Pt)(Ol/QtJl.I) 

B8stavljen u sшislu istih jednacina, pozitivan 

- tsda је t:,:,"ivi;jalno resenje jednacina poren)ecenog 

kretanja nestabilno. 

D о lt 8. z. Da bisl110 dolcazsli оуај stav dovoljno је 
pokazati da postoji skalarna 1'unkcija 

4 ,"'" ,- ) 
V-=V(2J·"J2 JI; •... J~ 

ciji је izvod ро v:re1l1e11U sastavljen u smislu jednacina ро­

x'emecenog kretanja pozitivsl1 u oblasti 

D = { т +W < о Ј z)i } 
posto Ь! u tom slucaju situacija bila potpuno analogna ва 

prethodn~m stavom. Izaberimo 1'unkciju Уи obliku 

V - «".. . = - (T+W)% "flt. 
Ыјеп izvod ро vremenu, sl1stavljen u smislu jednacina (32 
§ 1), 'је 

ј{ .. - ~(i(,љд~ +W>]{/ff - (f+W)~(1"~)= 
btJI.4 _ O~./J ~W 'М) 11,.. - )('ОС = - (о "I"~ ;;Гtlfb + '5211l2 1!§ - (T+W (2 + 

~N 

{;~J 2ftј1f)/Л + 'l0l~1&] = 

= - [g«ЈЗ(Q,с+Q~,~"+ ~)~]t~- ("1"+W)· 

· [(,"P+gtOl{ft}23+8Aa.G0l2r,)~~ +-

2 tJl{ ,., /.) d')11 
+ '-УtJ( + Ч~" ~ Ј· 
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Ыа 1sti nacin kao i u prethodnom stavu, moze ве pokazatj. da 

postoje vrednosti рr.'ОШОlllјivih 1.-, Л. u proizvoljnoj okoli­
. il:l koordinatnog росе'Ыса za Јсоје је 

t!X> о 
,;lt 

lНI osnovu cega zakljucujemo аа trivijalno resenje jednaci-

118. poreme6enog kretanja u oko1ini ravnoteznog plozaja је П8-
i:1·~JCl.bi1no, sto је i t:t'эЬаlо d.okazati. 

l~. Stabilnost ravnoteznog stanja 
lconzervativnih sistema 

Razmotr!mo stabilnoat ravnoteznog stanja neholorlOM-
1l0е; konzervativ!log siste1ll8, !спо primer па kome сето i1usia."o­
v'ati sta.vove iz pre'bhodnog clana. Nelta је potencijalzl8. eller­
C~:i.jH ovog sis1;ema data f'unkcijom (4) i neka ravno·tezlla Inll0-

с;щтt;:r.-ukоst 01." koju odred.'uju jednacine (5), sadrzi tacku 

z~~ ... = 2.11= о. Isрitасешо stabilnost ravnoteznog s·tanja оа­
:r:edenog jednakostima (11). 

Priшеtimо.. пајр:е6, аа zbog toga sto u оуом аlиСв.ји 
vuze prvi integra.1i (ll~) i11 (15), ravnotezno stanje пе 
lJloze·da bude asimptotski stabilno. 

aada сето pokazati da pozllata Lagrange-eva teo:t"ema 
о stabilnosti ravnoteznog stanja holonomnih sistema vazi, 
lюd od.redenim us10virna, i za neho1onomne sis·teme i da ве 

љоzе formulisati Јсао 
POSLEDICA ВТАУА 5. Ako potencijalna energija (4) 

iша t1 nekom polozajt1. neholonomnog konzervativnog sistema 
:Tt;rogi miniInum, onda је ·!јо polozaj stabi1ne ravnoteze. 

Zaista, iz иаЈ.оуа da potencijalna ene:r:>gija iroa str­

ogi minimum u nеЈсот polozajll sistema, iz (5) sledi аа је 
t:ю ravnotezni poloZaj. Zapazarno da је to izolovani :r:'avno­
tezni po10zaj koji nije uslovljen delovanjem nеhоlоnошnih 
veza. Юео f'unkciju ~ izaberemo u obliku 
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(25) 

1 i~racunamo izraz (f ; 
'1 _ ћ~\J(a + f>.J!Ј)ю = Q.~\1 (- ШЈ~ -+ ~ ~)./:1 
d - VI. ~ ;)2-t' '11 d2~- 02~· ,., 

·vЈd.iшо аа' funlccija (25) zadovo1java ие1оуе stava 5 в! t 

(J(lakle аlеа! ova posleclica. Р1.'ета tome t nе1юlоnоmnе veze 
110 :I.·оше·t:iе stab:i.lnos·(; s·tJabilnog ravnoteznog poloze.ja konze­

J:vTJ..tivnog шеhаniсkое; sistelrla. 
Iz (5) је, шеdl.1.tinl, ocigledno аа р'оsщаtrВJl1. sistеш 

шuzе imati ravnotezni polozaj i u tackama п. kojima pot611c1-

;ја1нв' en.e:ragija пета stx'o(~i щiniтum оаnоаnо пета uopste 81;0.­

с:i.опarllе vrednosti. Аlсо је p:r'ethodni zaklјп.Саk i mogao iz­

{~ledati trivijalnim, i!1teresantno је v1detj. mogu 11 i ovi 

l:uvIlotezni polozaji д.в Ьиаи stabi1ni; specijalno, sta ае 

lНoze reci о s"tabilnosti ravno"teznog poloza.ja kada ро·tеrюi­
jli1110' energija ima linearne 01anove. Jedart odgovor па ОУа 
pitanja mozemo dobiti р~"iше110IJ1 stava 6. М! сето ovde ispi­
tfxt;i jedan takav аl1.1сај а па i8ti naoin IOOg1! ве ispi'tl:l:t;i i 

:пј6ШН 81ioni. 
Neka potencijalna energija sistema zavisi od prome­

nljivih 24., ••• , %", а generali8ane si1e zavise samo od dela 

·t;ih pl"omenljivill ~t, .... , 1,J1Il, (т <. п). Vide1J. ато u 51 .. 1 
ovog paragra.fa da ве pO'bencijalna energijo. шоzе razvi'ti u 
I'ed (10), koji u ОУоro аlисаји ima oblik 

(26) ",' -1 ol ј3 * 
п = n~/2 + :r~f!'i.·2 + п 

11! ве trans.formacijom pI'ome1l1jiv!h moze па njega dovesti4O 
P08to iz uslova ravno"teze siatema аоЫјато ,ј.а је 

«' CJt I 
~o == ~ (О, ••• 10) = о 

'Ьо' za koeficijente nellolonofnnih veza, razv:i.~jene u red u oko-
1j.ni koordlnatnog pocetka, dobijamo 

(27) <Р",«' .. Ч;~'2fl + <t!o<' 

gde su 



-61-

* .... _, 
а П i ~ еи ostaci и :r'edovinla (26) оdnоэnо (2?). 
U'осiшо funkciju 

i zanlenimo је u izraz 
N /)1Jlj3 ос' avv)_ d = ь ( QC( + Gl.,c.' ~ + ајО( ~. 

Dobi6emo 
,.. 

- /)f!!jЗ( эп «' ~ cpOl.' N d = fI - ~ - ~. 9'.. t" '1 - '1. ". )~. (28) 

На озnоуи (28) 1 stava б mozemo izvesti slede61 
ZAКLJUCAК: АЈсо neholonomni s1stem ва kvazic1k1ic­

rlim kооrdinа"tаПlЭ ima ravnotezni polozaj u Јсоте је ~oc; ~ О а 
а2п 

ПolЈЗ == (Ј2'яај% )1=0 
ви koeficijenti pozitivno definitne kvadratne forme, onda 
j~ ravl10tezno stanje stalJilno u оаnоеи па promenljive 'l0l.) 
/'.Ј • 
It1. 

ovае vidimo јоз jedan еlисај kad nеЬ610nоmnе veze 
llета.ји uticaja nа. stabilnost stabilnog ravnotezmog stanja. 

Napomena. U opstem slucaju.,kada navedeni uslovi :111-
ви 1spunjeni, neholonomne veze imaju sustinski uticaj па 
stаћilnоst ravnoteznog stanja, sto је prvi zapazio Bot-belna 
/IIОn the зтаll viЬrв.tiоnз о! nои ... holonomic systems" Кон. 
blederl. Akad. У. Wet. te .Amsterdam, Proceediugs, v 52, N 8 

. 19l~9./ 
Predimo aada па isp1tivanje nеЈс1Ь uslova pod kојimэ 

је ravnotezno stanje neholonomnog kоnzеrvэtivnоg sistema nе­
stabilno. Podimo od еlисаја kad potencijalna energija zavi-
8i od svih koordinata 1,"'_ Izaberimo funkciju W u obliku 

w= П<7i""Ј!"> 
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(29) 

.Na osnovu stava 7, s оЬziгоm па (29), mozemo izvesti slede-

6! 
ZAКLJUCAК. Ako u proizvolnoj okolini ravnotezllog 

polozaja konzervativnog neholonomnog sistema potencija1na. 

energija ima negativne vrednoBt~ а izraz 

.f ( (ЈП .... аn, 5- ~ ф," lc) l . - 'ffi~ ~"(;=1. ('I!' (Со) 1= 
је pozitivan, onda је taj ravnotezni po1ozaj nestabi1an. 

Zapazamo da nestabilan ravnotezni polozaj konzerva­
,tivnog holonomnog Bistema nе mora ostati nestabilnim ako 
ве l~etanje ogranici neholonomnim vezema. 

Pogledajmo, sta ве јов moze re6i о nestabilnosti 

ravnoteznog stanja !саа potencijalna energija nе zavisi od 
svih prome.nljivih. Neka је 

П = П (2~···) 2"') 
Izaber1mo f'unkciju W u obliku W = П i izracunajmo izraze 

d1 i 11 koje вто definisali u stavu 8: 

, (30) 

..., р «ft (ЈП ;ЈП «1 ~\\'l ..... 
di = Ь (- ~" - az«' GO« + 82-)~ -= о 

ol (ап (ЈП 01' 1јЛ« d!l. =! - ~11C - ц~.~ ) = - aJ~Z 

На osnovu stava 8, iz (30) mozemo izvesti 
ZAКLJUCAК: Neka potencijalna energija konzervativ­

nog neholonomnog sistema zavisi вато od koordinata 1.(.' ••• t 

1.#1 i moze ве izraziti u obliku 

П = nл+ ПJi-t1 + ... 
gde su Пr. homogene f'orme stepena 1Г. Ravnotezno stanje (11) 

је nestabilno ako је znak izrazd П i ,.,..П/Г+ (1i+1) ПJiotЈ. + ... 
u proizvoljnoj okolini ]coordinatnog pocetka odreden znшсоm 
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• 

5. uticaj d.isipativnih i giroskopskih 8i18 
па stllbil110S·b ravnoteznog stanja 

Posmatrajrno пеЬо10потп! mehanicki sistem koji ве 
)о!есе роа uticajem potencijalnih si1a 

(31) Q
ct) __ щu 

\~ .. - a2~-

Ј. lLt'~p,o·lJencijalnih, !соје liIlearno zavise od generalisarlih 

})J~'~illa i za koje сето smatrati da ви otporne 

( ~2 ) Q(:!) Ј> • ~ D 'I!. (1 ") -г .~ = -/~~ 2 ) ~,. = ~\) % ~ ... /!. . 
Паstаvlјајuсi mat:l.'icu koe.ficijenata Kt'a1 па simetricnaIl i пе­
йiшеtriсап deo 

, (2) 
{.f'11 = i ({.,11 + д';") ; ,..,11" i (~I1-l,?, ) 

811е ~ mоzешо pred8taviti и obliku zbira disipati.vnill i gi-

:,t:'Qskopskih 8i1a 

п :r:'avnoteznom s-uanju sis"t;еша (11) је t 

Q (2)= О %~.(A= ЈоЈ' •• ,П ' 
\м 

рв u poremecenom lcretanju za generalisane si1e mozemo zadr-

. zati oznake 

(33) 

Uticaj disipe.tivnill i giroskopskih si1a па stabi1an 

з."ВV:tlоtеZпi po1ozaj пеhо1опошпоg sistema moze ве videti iz 

81ede6ih razmatranja. Sastavimo izraz 

~" pW 
~ = а (Q~+ Of~)je 
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u kome su generalisane 8i1e date jednakoscu (33) i u kome 

је \У.! =. П ) 

(~(ie sшо ва Ф obe1ez1.1i diBipativnu Rayleigh-evu 1"unkoiju. 
()clavde mozemo zakljuci-t;i: 

Disj.pativne i l~iI'OBkopske 6i1e nе remete stabilrlost 

нtаЪilnоg :r:'avnotez!lo(~ polozaja neho1onomnog konze1."vati""llog 
sis·ЬеШR. Ako ви disips'lJivne 8i1e ва potpunom diвiрасiјОШ t 

о"/;аЫlаn ravnotezni polozaj ucvrscuju do asimpto-hske Б'ЬаЬ! 

11108ti. 
PL'vi аео ovog tVI'd:el1ja sledi iz 6tava 5 вј t i 'Ьо је 

i:Jas-viш јавnо. Drugi аео 81е(1! iz stava 5 Ь/ ,8tO ceulO оЬјаа­
l1iti • .Ako ви disipativHe 8i1e 8а potpunom disipaoijoll1, онд.а 

је f'ullkoija Ф pozitivno de:f'initna forma ganera1isanih Ъr­
ziТla рв moze biti jedY.l.aka n1l1i вато аЈсо su 8уе genera1is8Ile 

lH'zine 2~ jednвlre nu1i. l-iЕ'НlutilТl, sistem moze 08ta-l;i u tom 
polozaju вато ako ви istоvrеше:rlО i sve gelleralisa.ne koordi­

lШ'I;е jednake nи11, tj. ako је u ravnoteznom stanju. Iтеша 

'Ьоше, вуе dok siBten nе dode и ravnotezno' stJanje, ' па l1је 
се delovati diBipativne si1e koje ga asimptotski s1iabili.zu-

ји. 

Lako је pokaza"l;i da ве ovaj zak1juCSak moze prel1e'ti 
i па sisteme stabi1ne u odno8u па deo promenljivih. Као pri­

шеr,uосimо Bistem cija potencija.lna energija zaviai sаша od 
koo1."dinata 9..~, ••• , 2'" а otporlle 8i1e ви 1inearne .funkcije 

[~eneJ~·a1i8anih brzina i t , ••• , i"'. P..t'imenjuju6i atav 6. dobi-

јашо 

ЈЈ'95 аЛ .I.t -,. ВП ,.. 
о (-ljot.-fГlJilf2 -;lJI.t2. +ijDl.)ЈЛ =-!}.ф. 

Prema tome, alto је ravnotezIlo Btanje вiвtеша stabi1no u od-

d 1 .' . h . Ј '" Q" • т . d ј t пови па ео promen J:LV:L 'l' ... ' 2 ' Ј. , ••• '2 pr:L еЕ·Уи 

вато konzervativnih 8i18, stabi1nost ве nесе poremetiti do­
д.ауаnјеш disipativnih i giroskopskih si1a... Ako је disipaci­

ја potpuna ро promenljivim i OC, ravnotezno stanje ?е biti 
аsiшрtоtвki s1iabi1no u odnosu па proman1jive е t 'i0l.. B1io 

ве ti08 os1ialih promen1jivih, о njima mOZ6i!j,. nes1io reci па 
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оэnоуи posmatranja neholonomnih VeZ8. Postoje 

11#1 i«~ 1,:111 СР: 2 ot -= О 
t-li-""+c.o t ... +CIO 

нtоzешо re6i da је siS'Ьеш stabilan i u odnosu па promell1,ii­

,НЭ 2t/.' dok koor·dinf.l'l:;e :t бll Inogu odstupati neograniceno оа 
Hvojill pocetnih vrerlllos·t;i. Sistem ве, dakle, zaustavlja п. 

неlсош novom ро1оzајп 11а :c8vnoteznoj шnоgоstrukоsti. 

Бvi zalcljucci ао kojih ато dosli u ovom clcmu во. 

1юzпа'Ьi u literatux'i, а1! SDlO ih оУд.е navodi1i da Ьisшо i1\1-

i:Jtl'ovali ргimеnu p1.·ethodllo izvedenih stavova. 
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