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stanje e1asticnog die1ektrika. ne moze ве opisati вато 

рошосн njegovih meha.nickih dеfоrшасiја, уеа i pomocu njegove е1е 

ktricne po1arizacije. Po1arizacijom ее definise uzajamno dejstvo 

e1ektromagnetskog ро1ја i elaBticnog die1ektrika. 

Die1ektrici i1i izo1atori su takve materije u kojima 

пета slobodn1h e1e.ktr1cn1h opterecenja 11i 1h. 1та zanemarlj1vo 

та10. Die1ektrici krista1ne strukture, па primer NaC1,saBtoje ве 

iz ашра raznoimenih jona koji BU simetricno rasporedjeni u рт·о-

stornoj resetki. Ovde ви e1ektroni, kako pozitivnih tako i nega­

t1vnih jona ~~~sta1a, cvrsto vezani s jezgrima .tako da pri nor­

ша1пот Btanju krista1a ne mogu napustiti granicu tih jona.Ako па 

krista1ni die1ektrik deluju в11е e1ektricnog polja tada u пјеши 

ne moze egzistirati e1ektricna struja. Medjutim, pod dejstvom в1 

1а elektricnog ро1ја pozitivni јоп! krista1a ротете ае veoma nez 

natno u втети ро1ја, а negativni -' nasuprot ро1ји. Na ovaj ве па 

cin па krajevima krista1nog die1ektricnog tela javljaju tzv. ve­

zani e1ektricni naboji. Ovi naboji formiraju вуоје e1ektricno ро 

lje, kOje menja Bilu 1 konfiguraciju spo1jasnjeg ро1ја koje је 

ostvarilo ovu po1arizaciju. 

Zaraz1iku od die1ektr1ka ва krista1nom struktцrom,svi 

drugi dielektrici (kako qvrsti, tako i tecni i gasoviti) Bastoje 

во iz вшра odvojenih moleku1a. Nepostojanje slo'bodnih e1ektrona 

i1i Ы10 kojih drugih nae1ektrisanih cestica u medjumo1eku1arnom 

рrоэtоru die1ektrika obezbedjuju mu izo1aciona svojBtva. 

POBtoje die1ektr1ci koji pod поrmэ1пitn uslovln1a im:1.ju 

elektl:icno neutra1ne moleku1e tllko da ве poz1·tivni l\abo.ii potpu-
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по kompenzuju negativnim nаЬојiша. Лkо па takve <lielektr1ke delu 

ju si1e elektr1cnog polja, tada ве tezista poz1t1vn1h .1 negativ-

nih eJlektricnih nаЬоја moleku1a pomere. Ta:kav mole.kul pOBtaje 

tzvo elektricni d1po1. U prirodi postoje i takvi dielektrici ko­

ј! u prirodnom stanju sadrze dipole. Po1arizacija ovih die1ektri 

ka ostvaruje эе obrtanjem elektricnih dipo1a, tj. promenom njiho 

уе orijentacije u pravcu dejBtva ро1ја. 

Vec dugo је poznato da e1asticna i die1ektricna вуој -

stva cvrstih te1a nisu nezavisna. Ako эе odredjeni kristal, па 

primer kvarc, postavi u e1ektricno ро1је, tada се ве оп deformi­

sati; u obrnutom slucaju ovakvi krista1i pod uticajem deformaci-

.'је proizvode elektricno ро1је. Оуа ројауа ве naziva piezoe1ektri 

cni efekt. Prva ројауа naziva ве direktni piezoe1ektricni efekt, 

а druga - inverzni piezoe1ektricni efekt i1i elektrostrikcija.Ka 

da ве e1asticni opticki izotropni die1ektricni materija1i, kakvi 

su па primer neka stak1a, guтe i p1asticne materije, deformisu, 

oni postaju anizotropni i1i birefraktivni. Оуај efekat је poznat 

pod imenom fotoe1asticni efekt. Opticke osobine anizotropnih та­

terija takodje ве menjaju pri deformaciji аl! fenomen fotoelasti 

cnosti kod ovakvih materijala је mnogo B1ozeniji. Kod vrlo е1а -

sticnih materijala proces је reverzibilan u tom smislu sto ве та 

terijalu vracaju prvobitne opticke osobine kada ве isti vratl u 

вуоје nedeformiBano i neoptereceno stanje. Pomenuti fenomeni kod 

e1aBticnih die1ektrika b1!sko BU medjuBobno povezani. Zbog svog 
ј 

znacaja u tehnickim primenama izucavanje ovih ројауа posta1a В1! 

visoko Bpecij~1izovane naucne diBcip1ine. 

Raniji radovi koji obradjuju е1азtiсnе materijaleu 

e1ektromagnetBkom po1ju, kao sto BU VOIGT [1Ј , СОКБR 1 FlLON 

[2Ј , STRATON [3] , CADY [4Ј , МASON [5] ,ogranicavaju зе пп 



infinitezima1ne deformacije i simetricni tenzor паропа i ug1av -

пот эе оапоэе па specijalne mat~rljale. TOUPIN [б] је prvi izlo­

zio nelinearnu teoriju e1asticnih die1ekt~ika. Оп obradjuje·slu~ 

сај elektrostatike, pri' сети ви promenljive stanja prvl gradijen 

ti deformacije 1 e1ektricna po1ar1zac1ja. TOUPIN [7] је kasnije 

nastavio ovu teoriju za pokretni elasticni dielektrik, koristeci 

эе opstim principima konzervacije таее, energije, ko1icine kreta 

nja i momenta kolicine kretanja klasicne mehanike neprekidnih 

sredina kao i Maksve1-Lorencovim jednacinama elektromagnetskog 

~olja u роkrеtпiщ deformabilnim po1arizovanim sredinama. Pokazao 

је da klasicne teorije p1ezoe1ektriciteta i fotoelasticnosti зlе 

ае iz ne1inearnih jednacina opste teorije uz pretpostavku da ви 

:deformacije 1inearne i daje e1ektricno ро1је вlаЬо. ERINGEN [8] 

је, koriscenjem principa virtua1nog rada za e1asticni die1ektr~ 

dobio isto sto i Toupin. DIXON i ERINGEN [9] ви izve11 dinami -

cku teoriju po1arnog e1a8ticnog die1ektrika u e1ektromagnetskom 

ро1ји. Oni ви pored momenta e1ektricnog dipo1a uzimali i kvadrat 

mi e1ektri~ni moment. Ро1ја i з11е u materijalu deflnlsa1i ви ро 

тоси srednjih vrednostl mikroskopskih ve1icina. MINDLIN [10Ј је 

nastavio teoriju klaslcnog linearnog piezoefekta, uzimajuci u оЬ 

zir gradijente po1arizacije. Pri оуоте оп koristi Touplnov vari­

jacioni princlp 1 ogranicava 8е па lnflnltezima1ne deformacije 1 

аlаЬи po1arlzaclju. STOJANOVIC i GLIGORIC [l~ ви formu1isall 

овпоvnе p'ostavke za formlranje teorije elasticnlh dlelektrika за 

8tanovlsta teorlje lnkompatibi1n1h deformac1ja. Polazecl od ор -

ste teorlje ц1еlеktrlспih mater1jala 1z1ozi11 ви egzaktne konst1 

tutivne jednacine i odgovaraju,5e jednaclne kretanja za роlзгnl 

elastlcni d1elektrik, odnosno za e1aot1cni dielektrik u kоше so 

javlja.ju 1 naponski spregovl. GLIGORIC ,~~J је по. bazl pootoje-
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6е teorije inkompatibilnih defo1~acija posmatrao termicke defor­

mac:liJe elasticnog dielektrika. Za ovaj s1ucaj izvedene Ви konsti 

tutivne jednacine u najopstijem obliku. U .cilju l1:riearizacije od 

redjene эи po1inomne baze za funkciju energije do drugog stepp.na 

ро merama deformacije za jednu krista1nu k1asu koja dopusta pie­

zoe1ektricni efekat. U da1jem radu [1~ dејзtvо e1ektromagnet 

sko·g ро1ја па e1ektricno ро1је dipola u die1ektriku dato је рото 

(~и zapreminske si1e, kao sto је pred1ozeno u radu [14Ј • Pretpo-

stav1jeno је da је. unutrasnja energija funkcija prvih i drugih 

gradijenata deformacije i gradijenata polarizacije. Izvedene su 

j,ednacine kretallja i granicni us10vi koriscenj ет Hamiltonovog 

principa. Iz10zena teorija је matematicki potpuno odredjena i nе 

javljaju эе si1e ciji se uticaji nе mogu razdvojiti. Isti autor 

је u s1edecem radu [1~ pokazao da ви drugi gradijenti dеfоrшасi 

је bez uticaja па magnetsko ро1је i obrnuto,pa se bez ikakve gre 

ske pretpostav1ja da unutrasnja energija nе zavisi" od drugih gra 

dijenata deformacije. Osnovne jednacine izvedene u ovom radu nа-

1aze se istovremeno u sэ.g1аsnоsti sa . najnovijim rezultatima 

COSSERAT kontinuuma kao i teorije magnetskih te1a za а1исај mag­

netski zasicenih materija1a u kojima је intenzitet magnetskog то 

menta konstantan. 

U ovom radu se e1asticni dielektricni materija1i posraa 

traju kao kontinuum sa mikrostrukturom i to kao elasticni genera 

1isani Kosera kontinuum. р prvom de1u postav1jen је model die1ek 

tricnog kontinuuma sa mikrostrukturom. Zatim је formu1isan prin­

cip virtua1nog rada i iz njega dobijene jednacine kret~nja i nе-

1inearne konstitutivne jednacine, koje ви za izotropne materija-

1е i 1inearizovane. Korisceni Ви termini иоЫсајеn! u teoriji 

Kosere:. kontinuuma i иоЫсајеnе oznnke teorije dvostrukih tcnzo -

rokih Ј)·)1ја. 
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11 MODEL D1ELEКTR1CNOG KONT1NUUМA SA M1KROSTRUKTUROM 

=========================_.==== ••• ===_= __ = •• ==,=aI======,.==== •••••• =_ 
. . 

Neka эе d1elektr1cno telo z.арrепi1nе V d 'ogran1ceno za t 

vorenom povriJ1nom Sd u trenutku vremena to nalaz1 u pocetnoj­

nedeform1sanoj ,konf1gurac1j1 130, okruzene prazn1m prostorom 

(vakuumom) zaprem1ne Vv 1 spo1jasnje povrs1ne ~v • U deform1 

sanoj konf1guraciji Јј , koja odgovara trenutku vremena t> 60 , 

telo се 1mat1 zaprem1nu 7tcL ogran1cenu' zatvorenom ропа1пош 

~d, • Makroelement dV tela u nedeform.isanoj konf1gurac1j1..8o 

Ы(:е dv u deformisanoj konf1gurac1j1 Јј • 

Pretpostavljamo da u tackama tela пета 1zvora таве, ta 

ko аа таэа makroelementa ostaje stalna u toku deformac1je.U ovom 

slucaju mozemo nap1sat1 

(2.1) 
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gde је 

·(2.2) 

srednja gustina таве тakroeleтenta dV , а 

srednja gustina таее makroelementa ci2t . 
Jednaclna (2.1) predstav1ja jednaclnu konzervacije ша­

зе, koja ве moze naplsatl u obllku 

Uoclтo u e1ementu d. V centar таве С ( х К) elementa 

dV u odnosu па sistem krlvo1inljsklh koordlnata Х 1< .Po1ozaj 

proizvoljne tacke А (Х'К) elementa dV u оdnови' па centar та­

зе moze bitl odredjen vektorom .пК , tako da' је 

u·odnosu па isti slstem krlvollnljskih koordlnata, jer pretpo -

stav1jamo da је rastojanje lzшеdјu tacakaC (х К) 1 А (Х/К) 
, 

lnflnltezlma1no • 

је 

. АЈсо је u tackl . А(Х'К) gustlna таае .fo' 

;"dV' - f dv .. ат, 
dV 

• tada 

(2.6) 



Ј.Јо' D~ dV' -о , 
dV 

jer је С (хЈ() centar т~зе makroelementa CL V • 

7 

Pri deformaciji makroelement d V predje u dv , ta­

cka С(х К) predje u tacku C(:x:;k), vektor пК predje u d1. 

Р К k 
а vektor polarizacije u vektor F ' tako da је 

u odnosu па sistem prostornih krivolinijskih koordinata 

pri сети је 

(2.7) 

X k , 

(2.8) 

Za funkciju preslikavanja (2.8) pretpostavljamo da је 

D K 
neprekidna i diferencijabilna tako da је, в obzirom da је 

infinitezimalni vektor, mozemo razvit1 u stepeni red 

d, k k 1<. 1: /( L 
= .Ј.к D -1- .f.KL D D + • •• (2.9) 

Лkо ве u ovom redu zadrzimo па prvoj aproksimaciji 

d k -11< .. 1( D
k 

(2.10) 

tada imamo takozvane proste materijale, za koje jednacina (2.7) 

moze da ве napise u obliku 

(2.11) 
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Gradljentl mlkrodeformacije 

(2.12) 

BU nezavisnl od kretanja tacke хх. , odak1e proizi1azi да је йе 

formacija odredjena jednaclnama 

:xk_ :х'" (х К, t) , 

.1. ~ к -.t ~ Ј< (x
L

, t) -
(2.13) 

Vektor po1arizacije ~X pretpostav1jamo да ne zavisi 
К 

од kretanja tacke Х niti pak od mehanicke deformacije, уес da 

је funkcija e1ektricnog ро1ја ~ i die1ektricnog pomeranja 11 
(v.Maksve1ove jednacine 111.1) • 

.Ako је u tacki А (x,k)gustina таве /' , tada је 

f~v' - -- dm ,. (;' .14) 

Ј7Ј 
а prema (2~6)2 imamo 

!t'd}J -v' -Ј!'ј.1к lJ КЈ -v' - Ј' 1 кј) 'ЈЈКЈ v-' 

к 'Kd" 
(2.15) d7J d.. V 1-11 . . dv ; -=7 -1( 'fl D V - ()., . . 

gde вто pretpostavi1i fa ве pri deformaclji шава mikroe1eme~ta 
:/~ - , I Ј I 'd 'Ј. . ne menja, odl1osnp да је ат - fl а v ~ "V -соmь • Iz Jed-

naclne (2.15) zak1jucujemo da је tacka ~f)c~centar таве makro 

e1ementa cl2f". Centar таве makroe1ementa ostaje, dakle, to 1 ро 
в1е dеfоrшасiје. 

U centru таве С (х К) uoclmo trl nekompl:l.nnrna vektora 
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ПК 
.. ' •. (~).;). 01... - f Ј 2 Ј 3, I п~(oJ.) Ј +0 , ]сој! ви "cvrsto vezani" 

za makr..oe1ement dv 
. i ' 

• Tada је., prema jednaclnl (2.10), 

(2.16) 

Iz prethodne jednaclne dobijamo 

k d k .(01.) 
Ј . к - .(.L,)D.· 1< • 

Ј< 
gde ви D. (./.) i 

D(..!) 
• 1< medjusobno reclprocnl trijedri 

D
I( D(oI.) ('К 
• (01.) .1.. - d L 

ПК Dt/8. к) /,/3 
• (01.) ..... d о/.. 

(2.18) 

Gradijenti mikrоцеfоrmасiје . 7\/<'к ви, dak1e, u pot-
Ј. к. 

punosti odredjenideformacijom tri nekomplanarna vektora l).(~). 

Koriscenjem (2.17) jednacinu (2.10) mozemo napisati u oыku 

Vektore 

ЈЈ dJ. (ol), к 
= .(./.JD. Ј< D. (2.19) 

к. .. Ј k. 
п. (eL) odnosno а. (Ј.) mozemo uzeti kao vek-

tore orijentacije (direktore), tako da је deformacija odredjena 

jednacinama 

х/< ~:x;" (хЈ<, t), 

k . 

- cL. (01.) (D.~oI.) (X L
) ,t) . (2.20) 

Prem::.'. tome kako su uveden1 ocig1edno је da su d1rektor1, u odno­

ви па makroelement, mater1jalni vektorl. 
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Neka su d '(01.) i Ј. k. medjusobno recipro~ni tri-

d 1< d (01.) . r k 
.(01.) . • i- - d 'Ј' Ј 

ЈК ј (;З) /'~ 
. (./.) а. k - dot , 

(2.21) 

tada iz,jedna~ine (2.19) dobijamo 

. к 1< d (ot.) d It 
D -- D.(oI.) ·1 • (2.22) 

Koriscenjem jednac1ne (2.19), mozemo jedna~1nu (2.7) 

nap1sati u obl1ku 

• I k I ј k D (ot.) D 1<. 
Х =xl<. f-cL.(.L) .k (2.23) 

Jednacinu (2.22) mozemo nap1sat1 u obliku 

. 1( к _,k D "'1'.k CL , (2.24) 

. pri cemu BU 

(2.25) 

Ako jednacinu (2.23) diferenciramo ро vremenu, dobicemo relaciju 

(2.26) 
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~ju, s obzirom па (2.22) mozemo napleatl U obliku 

k. -Ј. . d (,l.) ЈЈ 
. v'. - 11 k +- d ·С"'-) ~'" . 

i ako pri tome obelezimo 

(2.28) 

tada jednacina (2.27), konacno, dobija oblik 

,Ј k fJk d f 
11 - v- + Ь _, . ' (2.29) 

sto predstav1ja izraz za brzinu proizvo1jne tacke makroe1ementa 

CI~ tela, pri ~еши ви ve1icine ~kl' definiBane u centru ша-
ве makroelementa d 7)- • 

Kineticku energiju dielektric~og te1a mozemo dobiti ро 

mocu jednacina (2.29) i (2.15) 

2 Т f /;' 1I",k vl d 11 f./t '( 71''' ri.~,J.) D ~k D К)( ZIi d~(jI!.) п~{ П') d"V '-

11- d.v- v- dl1 (2.30) 

-f v' ~ d 1)- f li~(oI.) d:{fA) D~; D ~ ./t' пК D L d7J-' 
'lf 'р' Ј7Ј 

odnoeno 

• ~ ~ Ј. K'-d·Ј " (01..) (16) )d е т -;1 (21 ~ то I .(.l) d~(4) D. к п .Ј. 1Ј-

gde је 
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Ј d vI KL:ldvILK -У'1:/ DLdy-I-;}'DКz,LdV: 
dv- d.v 

. KL 
Ve1icine I su koeficijenti inercije makroe1ementa dV u 

odnosu па centar mase. 

Ako radi jednostavnosti obe1ezimo 

(2.33) 

i uzmemo u obzir kineticku energiju po1arizacije 

(2.34) 

tada se, konacno, za kineticku energiju dobija izraz 

2Т - ;;('V1~ +Zol/& i(o/..) ~(Fd)" 1i~kiћ ?1)d7J (2.35) 

v-. 

u jednacini (2.34) ve1icina Ј} predstav1ja koeficijent inerci­

је po1arizacije, а sam deo kineticke energije (2.34) nе moze /Је 

zanemariti u s1ucaju promen1jivog elektromagnetskog polja. 

Uzimajuci u obzi·r zakon konzervacije mase (2.4), lz 

jednacine (2.35), diferenciranjem ро vremenu, dobijamo 

. f -!i(';.!,2Ij +/.4 ,:i.i(oI.J dю,)'" V'/{ћ ђ)d7Ј-
11' 

Kori~:.~enjem jednacine (2.29), prethodnu jednacin\l (no~eтo napis~­

ti u o't>liku 



f -/l(;.Ј '11- r iJ 
tij + г' Pd) d 'V 

1f 
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gde su inercijski spin 'Г"'Ј odnosno г "" odredjeni izrazima 

""/ 0{./2> •• ",' -; КЈ. •• L ;. 

Г =I d.(t>/.) d.(љ)", I .l'-.кР.ј. (2.38) 

гЈ' == )) ~ ii р:. 

Da bismo formira1i fenorneno1osku teoriju kontinuurna 

pretpostavicemo da ее die1ektricno te10 sastoji od neprekidno 

rasporedjenih тaterija1nih tacaka, kojima pripisujemo svojstva 

makroelementa dV odnosno ot~ • Ovo znaci da svaki makroele -

ment sada identifikujeтo еа jednom materija1nom tackom, centrom 

шаее makroelementa, i toj materijalnoj tacki рriрisuјешо вуој 

stva makroelementa. Na taj nacin, fizicki је svaka materijalna 

tacka dielektricnog tela fenomenoloski ekviva1entna deformabi1 -

пош die1ek~ricnom te1u. Materijalnu tacku, dakle, posтatramo kao 

deformabi1no die1ektricno te10 malih dimenzija. 

Prema toтe, u svakoj tacki dielektricnog tela definisa 

ni su gradijenti mikrodeformacije JC~ к ' koji predstav1jaju 

neprekidno ро1је. Sama deformacija odredjena је јеdпаСiп:3.ша 

(2.13), koje su medjusobno nezavisne. 

'Пmеstо gradijenata тikrodefOrтaCije~ ~K mozemo u sva 

koj tacki dielektricnog te1a definisati tJ:-i direktora D"! (~) 
koji pri deforтaciji pre1aze u ot~(~) , tako da је defo~nncija 
odredjena jednacinama (2.20) pri cemu је deformac1ja direktora 

nezavisna od kretanja tacaka te1a. 
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D ~ . 
Direktore .. (~) u nedeformiBanoj kOnfiguraciji biramo 

• I'.Ј t .~ : 

pr6izvoljno, а njlhova deformaclja karakterlse deformaciju ranl-
. , 

jeposmatranog makroe~ementa. Svodeci dak~e makroelement па· mate 
,ј. 

rljalnu ta~ku, deformaciju makroelementa Bvodlmo па deformaclju 

direktora. 'Kako је deformacija dlrektora nezavisna od pomeranja 

tacaka dle1ektri~nog tela, to је jaBno da рое1е defor~acije dl -

Ј l . 
rektori . (~) nесе biti materijalnl vektorl. 

Uvodjenjem deformabi1nlh dlrektora u ta~kama dlelek 

trlcnog tela 1 oplslvanjem deformaclje jednaclnama (2.20), kon -

tlnuum ва mlkroBtrukturom lnterpretiram~ kao orljentlsanl konti­

nиит ва tri deformabilna dlrektora odnosno kao generalisanl .Кове 

ra kontinuum. 

Ocigledno је da sada elementi tela ~V odnoBno C/V 
шеnјаји svoj smisao и odnOBU па ranlje posmatranl makroelement. 

Sada e1ement te1a sadrzi materljalne tacke dielektrika. Medju 

tlm, kako ви вуе vellcine koje ви ranije deflnlsane'u centru ша-

ве makroelementa sada neprekldne fUnkcije polozaja, to izrazl 

(2.35), (2.37) 1 (2.38) ostaju nepromenjeni Btlm sto Bada cl~ 

uzimamo kao element tela. 
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III ELEКTROMAGNETSKO POLJE 

~~=====~==~~~==============================~======~C=~==~======= 

I11.']! OSNOVNI РОЈМОУ! 

Osnovn1 postulat fizike, zaonovan па ek8perimentaln!m 

dokazima, je8te p08tojanje e1ektr1cnog nаЬоја. P08tojanje е1е 

kricne 8truje pripisuje 8е kretanju elektricn!h nаЬоја. Prema то 

dernoj'fiz1ci mater1jalna te1a 8е sastoje od agregata e1ementar­

nili ce8t1ca, od koj1h 8и neki vezani medjusobno 8i1ama koje delu' 

ju' rnedju cesticama, dok 8е drug1 mogu 81obodno kretati. Neke od 

ov!h elementarnih cestica osim таае imaju jos jednu meru nazvanu 

nаЬој. E1ektron8k1 nаЬој е = 1,60 х 10-19 с je8te nајтаnја mogu 

са ko1icina nаЬоја. Mater1ja 8adrzi dve vrste nаЬоја: pozitivne 

i negativne. Eksper1ment1 podrzavaju p08tu1at da је tota1n1 na­

Ьој и nekom izolovanom sistemu konzervisan: ako 8е odredjena ko-

11с!nа poz1t1vnog nаЬоја ројаУ1 u s1stemu 111' 1z nj.ega nestane, 

tada се ае isto dogod1t1 i еа istom ko11cinom.negativnog naboja 

tako da a1gebarski zbir naboja ostaje konstantan. Naboj moze da 
, 

bude slobodan 111 vezan. Negat1vn1 naboj1, koje nose slobodn1 

e1ektroni, predstav1jaju pr1mer slobodn1h nаЬоја; negat1vn1 nаЬо 

ji, koje nose e1ektron1 od koj1h ае sastoje unutrasnje e1ektron­

ske 1juske atoma, еи primer vezan1h naboja. Die1ektricni шаtеri­

jali, 11! jednostavnije nazvani 1zo1atori, nemaju slobodn1h е1е­

ktricnih nаЬоја 111 1h imaju zanemar1jivo mа10 • . 
Pod dejstvom e1ektr1cnog ро1ја, па cestice mater1je ko 

је 1maju nаЬој, dejstvova6e j.zvesne а11е srazmerne naboju cest1-

са. Slobodn1 e1ektroni 1z1ozen1 dejstvu ovih а11а pocinju ца ве 

kre('~u. S druge strane, vezane cestice 8а pozi tivniln i negativn!m 

nabojima pomerace 8е jedna u odno8u па drugu. Za ln~ter1ju tako 
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deformisanu kaze ее da је polarizovana. Jednostavan model kojim 

ве ~bjnsnjava po1arizacija jeste s1edeci: moze ве smatrati da ве 

u neutra1nom stanju ~aterija Bastoji od a~oma cij~'jezgra 1maju 

pozitivni naboj i e1ektrona, koji ве krecu oko jezgra, noseci iB 

tu to1iku ko1icinu negativnog naboja tako da ве efektivna Bredi-

sta naboja podudaraju. Permanentno po1arizovana te1a ne odgovara 

ju оуот mоде1и. Kada ае materija1na sredina iz10zi dejstvu е1е -

ktricnog ро1ја tada ае pozitivni naboji pomeraju u оdnови па ne­

gativn.e naboje. 

Po1arizacija ве definise vektorom polarizacije 

(3.1) 

gde је Ј.Ј - broj atoma koji эе mogu polarizovati u jedinici zap 

remine, ~() - pozi tiyni elektricni naboj jezgra atoma, а ёl -
vektor pomeranja pozitivnih naboja u odnosu па negativne naboje •. -Pored vektora polarizacij е Р cesto ве koristi vek-

tor e1ektricnog pomeranja 

- - -D .... Pi- СО Е , 

gde drugi с1an па desnoj strani jednacine predstavlja ро1је роте 

ranja u vakuumu, pri cemu је ~o - die1ektricna konstanta za va -kuum, а ~ - vektor jacine elektricnog polja. 

II1.2 ИАКSVЕLОVE JEDNACINE 

Ovde сето вато navesti jednacine роlја, granicne uslo­

ve 1 elektromagnetske materlja1ne jednaclne (jednaclne veza izme 
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.~j~ veli~ina elektromagnetskog polja), koje su dovoljne za opiei 

vanjedielektricne sredine u elektromagnetskom po1ju, kao i za 

sPQljasnji prostor (vakuum). 

Maksvelove jednacine, koje vaze unutar dielektricne 

sredine i \1 ароlјаiЗпјет prostoru (vakuumu), imaju oblik 

div В -О, 
"-' 

gde ви: -€ - vektor jacine elektri~nog polja, - vektor 

dielektricnog pomeranja, ~ - vektor jacine magnetskog polja 1 

~ - vektor magnetske indukcije. 

Za pokretnu dielektricnu sredinu vaze jednacine 

8+ Р 
~ .-...., 

gde је ~ - vektor elektricne polarizacije. Ako је brzina mate 

rijalnih delica mala u odnoeu па brzinu svetlosti --с (:g"'",- 1). 
tada BU materijalne jednacine pokretnog dielektrika 

D=EI-P, """' ,.... ...... 
1)-

в = н - ;;: Ј( Р. 
'"" '" ,... "-

Za pokretnu dielektricnu sredinu granicni uslovi iщnјu 

obllk: 
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Ј:! . kJ - о , 

(~.6) 

. 
Ako эе ogranlclmo па posmatranje pokretne magnetske 

sredine, prl сеши ne uzimamo u obzlr 'e1ektrlcno ро1је, zapremln­

ski e1ektrlcnl nэ.Ьој i struju" tada Maksve10ve jednacine ' imaju 

ob1ik 

гос J..I =0, 
"'" 

div В =0. 

""" 

Jednacine veze izmedju ve1icina koje definisu magnet -

sko ро1је u magnetskoj sredini i u spo1jasnjem prostoru, imaju 

obllk 

u materija1noj zapre~ini 

(3.8) 

8 с 11 u vaku.umu '" ...... 

gde је Н - vektor ma.gnetskog mошеntn.. --
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Kod magnetski zasi(~ene sredine poye(~anjeт . spoljaiJnjeg 

magnetskog polja nе шеnја ае vrednost magnetskog momenta ро jedi 
tt 

nioi таее fi . (ј! ..... Ј) , te је ив19У zasicenja 

gde је. ј - gustina шаэе,· а JLs - magnetski moment ро jedini 

oi таае zasil~ene sredine. 

111.3 ZAPREМ1NSКA ELEKTROМAGNETSКA S1LA 

Ukupna zapreminska si1a koja nastaje dejstvom elektro-

magnetskog ро1ја па pokretnu die1ektricnu sredinu, рrеша 

ima oыkk 

14 , 

Prvi с1аn па desnoj' strani pretho'dne jednacine pred 

stavlja zapreminsku si1u trans1aoije koja de1uje па 

dipo1 u e1ektrostatickom ро1ји. 

elektricni 

Drugi с1an potice od energije stvaranja e1ek·tricne ро-

larizaoije u e1ektricnom ро1ји. 

Тre6i clan predstavlja zapreminsku si1u koja de1u;ie u 

magnetskom polj\~ л;! zapreminsku po1arizaoionu Btrцju f . Kl'et" -
-.. 

nје po1arizovane вrеdiле i promena polarizaOije stvara e1ektric-

nu straju 

(i.1 ~J 
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Izraz za ukupnu zaprem1nBku в11и (3.10) za е1исај перо 

kretneBred1ne шеnја ве uto11ko ~to ве umeBto d1nam1cke' јас1nе 

polja Q Bta~lja јаС.1nа elektrlcnog po1~~,g • D1nam1cku јас1-

nи elektr1cnog ро1ја 

meri pOBmatrac koji ве krece zajedno ва ·Bredlnom. 

Kor1scen.jem Maksvelovih jednacina (3.5) moze ве ukupna 

zapreminska si1a transformisat1 tako da ве dobije ј edno Btavn1 ј 1 

oblik 

pr1 сеши је 

elektromagnetski tenzor papona, i 

(3.15) 

elektromagnetski impuls. 
.;/: 

~1elctromagnetski tenzor napona ~ i e1ektromagnetski 

impuls ~~ n1ви neprekidni. Оn1 па povrsin1 ~d' d1elektricnog 

kontinuuma imaju skok 1 otuda sila па Bpo1jasnjoj povr~ini 

(:-.16) 
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Izvan die1ektricne sredine (u spoljasnjem prostoru-va­

kUumu) zapreminska sila jednaka је nu11 jer u vakuumunestaje ро 

larizacija. 
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IV PRINCIP VIRTUALNOG RADA, JEDNAClNE КREТЛNЈА 

1 KONSTITUTIVNE JEDNACINE 

==~==~=============~~===========e=================B========~==e= 

Noka па dielektricno telo deluju mehanlcke 

T l 

sile i 11 Lj. i mehanicke zapremlnske sile Ј z 

Tada је efekat rada ovih svila dat lzrazom 

А те/. -1 (Т' l{' 11 " '-;'Ј d&f­

&1 

povrsinske 

1 tt-~ . 

Коris6еnјеш jednacine (2.28) mozemo prethodnu jednaclnu napisati 

и оblilщ 

А me~ -/(тј 1{+ н,џ') а'" .. )) d6 + 

gde зи 

Sol 

+ !t(J"-'" 1- tif.<! <1: ("-Ј) d V- Ј 
V" 

11 ~'(.t..) :. ~i CL ~. 
н ." 
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V1rtua1n1 rad mehan1ck1h povrs1nsk1h 1 zaprem1nsklh в1 

1а dobija ее vr10 jednostavno kor1scenjem jednac1ne (4.2), tako 

da је 

dA тећ ~ f (Tid Х,; + H,rJ.Jc!di(o<)) d!, + 
ЗсЈ. 

+ /Ј (јОС/ Хг + t i("da( «"-Ј) d 71" 

Vd 

На d1e1ektr1cno telo deluju takodje 1 e1ektromagneteke 

povrs1nske е11е ()~ 1 ~? 1 elektromagnetske zapremlnske 

з11е F;z 1 c~ . Efekat rada elektromagnetsk1h povrs1nek1h 1 

zaprem1nsklh э11а dat је 1zrazom 

А et = 1(.siV;' + R i P.)d1if(Fi v:,. +6"t;,) d 71", 

sd.. V 

(4.5) 

pri cemu su оуе si1e odredjene 1zrazima (3.12) - (3.16). Мnog1 au 

tor1 (napr. [7Ј ) pretpostavljaju da је e1ektromagnetska povr­

s1nska а11а R"'=o • Као poslediaa оуе pretpostavke dobijaju ае 

шanј е opste ј ednac1ne, ј er u аУ1ш slucaj еуlша utlcaj з11е R '1' n1·~ 

је zanemar1jiv. 

Virtua1ni rad e1ektromagnetsklh povrs1nsk1h 1 zapr~~1n 

sk1h! а11а dobija ае vr1ojednostavno korlscenjem jednac1ne (4.5), 

tako da је 

ЈАе! =f(sidXi + feiC/Pj d~ + 
sd.. 

+ .!t(Fic/Xi +С'CIP.) d 7/ • 

LI 
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Korlscenjem jedna~1na (4.4) 1 (4.6) то~ешо nap1sat1 1z 

raz za uЯuраn vlrtua1ni rad mehan1ak1h 1 e1ektromagnetsk1h povr­

sinskih 1 zaprem1nskih а11а 

А ~ h mеј +- ЈА вС ~т<cI Х. +- /-I'~Vdt(~Ј Ј1 r 
sa, 

+ !t(j'd Х; + t «"-ddi(1 Јо 
Vd 

+ f(SidXi +- R<JP<) d1 + /i (Fidxi тС<Јр.) d1-' 

Sd V 

Prethodnl lzraz mozemo, ldentl~kom transformacljom, па 

pisat1 u oыku 

/А;.llт'Ј!> -1: <~6y Јх; +( l-/i(",ld 6 -Ь i(.t)l<d~~/di(:l r 
sd. 

(4.8) 

+/fiJ j -г'kd~~dp.·+f(Fi/'Хi+С~ЈЈv- r 
5d v 
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а ako poslednj1 povrs1nsk1 1ntegral transform1semo u zaprem1nsk1 

dobijamo 

ЈА ј!Т"Ј!> -tikd~yd Х,. {Н "(ol)d~-h i("I~jfJ'di6i.) + 

i-(R~d1-r"kd6~ JP<f~i"+ l 1J'~1 Јј.l: cf:XYi-
/ .. r; , (' '(.t.) l' 

t-}/!f1dXt' f [1 od1'(o/.)-I-

v 

+(~'J,;,-ja~ J'lJ'Xii-

fC 'ЈрЈЈ Vf I!!O:~ /:к;,+ 1: <iI'JX';'k f 
v 

2' (../.) k f' -j{of.) k (' 
f h , i: d Ј .. , (OI..) 1- h d d i C.t.) ,k r 

5 1.' 1 gde зшо za s11e F
'l. 

kor1st111 1zraze (3.13) i (3.16) 

Izvod k1net1~ke energije ро vremenu odredjen је ran1-

је relac1jom (2.37). Ovu re1ac1ju mozemo nap1sat1 u obl1ku 

т .р(; iv-;,<", Г ,(oL) d i (01.) i- Г "1:>..) , 
fV 

gde <Slanov1 

predotavljaju 1nercijske epinove. 
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V1rtua1ni rad 1nercijskih si10. sada шо~ешо 1ako nap1-

satl kor1ste61 jedna<5inu (4.10). Na taj nai51n 1шашо 

/r_j;/V.'/Xi f i-"(~)cldif>') i-гiclрЈd.v (4.11) 

jI 

Formu11s1mo sada princlp vlrtualnog rada u obllku . 

gde је 

/o-j;/udv-
v 

varljac1ja energije deformacije, pri i5emu је ve1ii51na U - вре-

cifli5na energija deformaclje. 

Koriete61 re1ac1je (4.9) 1 (4.11), mozemo princip у1т 

tualnog rada (4.12) napleatl u obl1ku 
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+ г" /р. ,1 dv-. 

Uzmimo sada da је ~ u jedna~ini (4.13) zapremina 

elementarnog tetraedra ogranicenog ravni ва pro1zvoljnom Bpolja 

эnјош normalom 77k i trima ravnima para1e1nim koordinatnim rav 

nјmа u nekoj tacki te1a (pod koordinatnim ravnima podrazumevamo 

ravni tangentne па koordinatne povrsi u uocenoj ta~ki te1a).Ako 

ј е J~ povrsina stranice tetraedra normalne па nk , а d~1c ori 

jentisani e1ementi povrsine osta1ih stranica tetraedra, tada је 

Ako sada jednacinu (4.13) primenimo па uo~eni tetrae­

dar i pustimo da ае tetraedar neprekidno smanjuje zadrzavajuci 

orij~ntacije svojih stranica, tada, s obzirom da zapremina tet­

raedra brze tezi nu1i od njegove povrsine, dobijamo 

(T<J~ - (К d1k) dXi f-f"6Ј.)d~ _}, {(J.I~~;; cf'd,{oL) + 

(4.15) 

+(R'd~ -г'- l d1УЈР,!/*т- .:. V- i Јј do'Jl dx, =0 
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Kako jedna~ina (4.15) mora da vazi za prolzvoljne va­

rljacije d::xi" J'dt"CoJ.) i dp1; , to ве iz iste dоЫјајu trl 

sledece relaclj е 

gde је 

Koriste6i uobi~ajenu termino1ogiju, ve11~ine koje ве 

jav1jaju u prethodnlm re1acijama, nazivamo : 

- povrs1nska в11а 111 napon 

;,-ii - nesimetr1~ni tenzor napona 

Ј7' - zaprem1nska 811а 

)/ t'(ei.) 
- direktorsk1 napon1 

t ,"(.г.) 
- zapreminske d1rektorske в11е 

h t" (О!) k 
- d1rektorsk1 tenzori napona 

- prvi povrs1nsk1 moment 

- prv1 zapreminsk1 moment 
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- prvi naponski moment 

- e1ektromagnetska povr~1nska е11а' 

- lokalnl e1ektrl~ni tenzor poija 

- e1ektromagnetski tenzor napona 

Korlste61 jedna~lnu (4.15), prlnolp vlrtua1nog rada 

(4.13) postaje 

(4.20) 

+ ,il: Јро k 1 d v 
I Ј-) ј , 

P.rethodna jedna~lna vazl za еуе prolzvo1jne varljaolje 

~!Xi' ;;:;;;.,1<, Ј di(v.} , cfd. i (oI.),k, JF20 i dp i 7 k. Medju­

tlm, pretpostav1jamo da ј е za vlrtua1na kruta pomeranja Ји =0 • 

odnosno da је za vlrtua1na kruta pomeranja vlrtualni rad povr~l­

nsklh 1 zapremlnskih 611а jednak vlrtua1nom radu ineroljsklh в1-

1а 
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Diferencija1ne jednacine kretanja dobijamo prirnenom 

Pio1ine teoreme. Оуа teorema glasi: jednacina (4.21) ekviva1ent­

па је prvom Kosijevom zakonu kretanja za virtua1ne trans1acije i 

ekviva1entna је drugom Kosijevom zakonu kretanja za. virtual~ 

kruta kretanja. 

Kako su za virtualne translacije 

dd~(~), k::.o dP'Z· =:- О? 

cfP't·~k. =O~ 

to iz jednacine (4.21) dobijamo 

(4.22) . 

.Po~to prethodna ј е dnac ina vazi za proizvoljl1e varijacije d::x; '1.. i 

proizvoljni e1ement d v , tada imamo 
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Ovn jecinacina predstavlja prvi lCouijev zakon krotanja, odnosno 

po-ta~eban i tlovoljan uslov za Ьа1апв kolicine kretanja (koji upra 

УО predstavlja tri diferencijalne jednacine kret~ja). 

Uzimajut"'i u obzir prvi Kosijev zakon (4.24), princip 

virtualnog rada (4.20) se svodi па 

а jednacina (4.21) se svodi па 

Kako su za virtualna kruta pomeranja 

d;X;r 1~ k) cr О Ј d.::x:; се", Jt,J ::: comi., CI d "С" (IX) -- CI ::х; б", k.J d: (01.) 

/ ~"(<c!), 1< "'" Ј::х; C~":J а d!(w), ~ , ~" .... ј :::Х;Г-r", i;.7 ;o~, 
t" d Ј· t'. Pi,* - XC.,"/LJ Р ,1: 
to iz jednacine (4.26) dobijamo 
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Ako.sa 
cтt/ 
и . obelezimo integrandu prethodnoj jednacini 

tada ista postaje 

Ј?;- tiJxr:' '.., dv -о (4.30) 
L. "I.'~.J . 

V 

Kako jednacina (4.30) vazi za proizvo1jne varijacije 

odnosno 

to iz nje вlеаије аа је 

tCz'/J == о, 

.;/:' "1J
f- 1 д "~":1 ;' k Т..1 t с'" ОЈ -..! г г."?Ј + 

+ (
". L"l'JO rCr.' r L 7.) ј.Ј Гг'к. 1'.]' 
, ,k т- L - ? -r r р:Ј k -о 

Оуа jednacina predstav1ja drugi Kosijev zakon kretanja, 

(4.31) 

odnosno 

potreban i dovo1jan ивl0У za Ьаlanв momenta ko1icine kretanja. 
" . 
Drugi 'Kosijev zakon (4.31) predstav1ja s1stem od tri 

diferencija1ne jednacine kretanja. UZimajuci, medjutim, da drugi 
rr"l-'{ 

Коэiјеv zakon kretanja vazi (odnosno da је tenzor Ь simetri-

~an) jednacina (4.29) daje ciotcm od devet diferencijalnih jcdna 

cin;). kretanja. u kojimll ви ukljuceno tri diferencijnlno 'jodnn.cinc 
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(4;зiј 1сnо a.ntisimetricnl deo od (4.29). U s1etemll od devet dl:Ce 

rеriciiјtйrlih jednacina kretanja (4.29) poznat1 BU prv1 zapremln -

ski mошеIlti tti ,dok ае 7:'1' , t ~'i, h t/'i., 1 r t I od 

redj"i.t;ju iz kons·ti tutivnih jednacina. Pr1 ovome drug1 Ko~ijev za­

kon kretanja (4.31) 'ПlOrа Ы ti lekoris6en odnosno zadovo1;jen u 
с'у- -е,/ • konsti t\itivnoj jednatHni ро џ 

UzimajUt~i u obzir jednacinu (4.19), jednacinu (4.2.9) 

Пlоzеmо napisati u Obliktl 

(4.32) 

Jednacin~ (4.25), kori~~enjem (4.33), sada postaje 
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pri сешu вто за. obolezili izraz 

koji ве naziva lokalni elektri~ni vektor polja. 

Iz jednacine (4.34), s obzirom па proizvoljnost elemon 

ta d v- , sledi lokalna ј edna~ina 

Jedna~ina (4.36) predstav1ja izraz za varijaciju арес! 

ficne energije defornlacije, koji је invarijantnog oblika u оdnо­

ви па superponirana kruta kretan.ja. 

, 
Jdl'(ol)~ k , Ј-р?' i сЈр..,,!' k su medjusobno nezavisne. Pretpo -

stavljanjem oblika funkcije specifi~ne energije deformacije, iz­

ra~ltnavanjem du i izjedna~avanjem koeficijenata uz nezavisne 

varijacije, iz jedna~ine (4.36) dobijamo konstitutivne re1acije 

za r 1'.{ , Z-1./" -t/k ,. г ;"~' i L t • Pri оуоше moramo kon _ 

sti tutivnu. jednacinu ро 7('t i povrl}i uslovu (4.31). 

Jedna~inu (4.36) mozemo napisati u obliku 
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Pretpostavimo sada da је specificna energija deformaci 

је funkcija oblika 

( k .Ј ~. d А: _IK' k k ) 
ZL .... ZI. .х; к, ц. • (ч) , - ("'-), а. .(~) ; к , Р ,р ; k ( 4 _ 38) 

odakle . za Ји dobijamo izraz 

~vrstimo vrednost /1.1 iz (4,- 39) u ј ednacinu (4.37) i 

izjednacimo koeficijente uz nezav1sne varijacije. Na taj nacin 

dobijamo sistem jednacina 



1 
:Је .1< , 

~DЦ. 
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Jednac1ne (4.40) BU ne11nearne konst1tut1vne jednac1-

nе za k1kroelast1cne d1e1ektr1cne mater1ja1e. 

Kako drug1 Kos1jev zakon kretanja (4.31) mora bit1 za 

dovo1jen, to desna strana jednac1ne (4.40)2 mora zadovo1javat1 

uslov 

Ova j,ednac1na predstavlja us10v 1nvar1jantnost1 u odnosu па su­

perpon1rana kruta kretanja kako za· energ1ju deformac1je. (4.38), 

tako 1 za konst1tut1vne jednac1ne (4.40). 

Kako vaze rela?1je 
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to mozemo uzeti da је epeoifi~na energija deformacije funkc1ja 

oblika 

На osnovu prethodnog, konetitutivne jedna~ine (4.40) eada moze­

то izraziti u obliku 

.:х; ~ . .к , 

dok ве UB10v objektivnoeti (4.41) moze izraziti u oыku 



ја 57 

рЈ. 
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Kako је specifi~na energija deformacije (4.42) funkci­

nezavisno promenljivih veli~ina ::Х:/<јК, Ј k.. Је 'Ј ~L ; k , 

i JO~;~ , to sistem od trl diferencijalne jedna~lne da-

te jedna~inom (4.44) ima 57 ~ 3 с 54 osnovna, medjusobno nezavl 

зnа, integrala. Postojl Уlэе mogu6nosti za izbor ovlh lntegrala 

sistema diferencijalnih jednacina (4.44). Pokazimo вато па јед­

пот integralu nacin njegovog lzbora. 

Jedna~ina (4.36) moze da ве napise U oыku 

koja је invarijantnog oыkaa U OdnOBU па superponirana kruta 

kretanja i, prema tome, objektivna jedna~ina. Оуа ве jedna~ina 

moze napisati i U oыku 

(4.46) 

-1- r-'l'i(p'l');/ -р ~ib?,.t)fL~(Pi -?tt~'e.).· 

Kako ви naponi apriori objektivne veli~ine, to i cinioci uz оуе 

napone u jednacini (4.46) moraju biti objektivne velicine. 

Primera radi, pokazimo nacin izbora intcgrala !Јк.::ј{кz' р} 

sistema diferencijalnlh jedna~ina (4.44). 

DiferEmclranj ет ро vremenu lntegrala !Jk..;}k.I' pli mno:'ie 



39 

.К 
njem dobijenog 'izraza. .за .ЈС ј , iшаmо 

-.К ~·КА"')t'L.ё, 
- J'"k1.' Ј ''/ I 'Г 1~1 

• t:. д ' с:::: 1} -;Р 0;1 '(.' • 

:t-'Inozenjem prethodnog izraza эа L t: i uporedjenjem ва jednacinom 

Ч4.46) ~ dobijamo 

(4.48) 

pod pretpostavkom da jeenergija deformacije funkcija oblika 

Iz (4.49) dobijamo 

• сУи. 
и-

СУ пк 
• 

/Ј/( 
(4.50) 

., 
(4.48), ра, па osnoV1l imamo 

odnosno 

Иа potpuno isti nacin moze эе prikazati izbor i оstэ. _ 

lih inte[3rala. 

Za siа·tеrп Йifеrсnсiја.lnih jc(lna<5!na (4.44) ш1 UZiiik~::lO 

~l"·(~"{.;\··'. ;ntn(TrrJ.le" <;' <.;;:.1..... ... _џ •..• 
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tako da sistem (4.44) ima opste resenje 

11. = 'u. (8 кЈ.. , С I(L, D KLN , П к. ,П КoL). 

Koriscenjem (4.53) i (4.54), jednaalne (4.43) postaju 

i 
х ;L 

Х1 . 
7 /... 
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Jednacine (4.55) predBtav1jaju ne1inearne konstitut1v-

nе jednacine za neizotropne тikroelasticne d1elektr1cne mater1ja 

1е. Ove jednacine ви .invarijanrnog.oblika.u odnosu па superpon1-

rana kruta kretanja. 

АЈсо umesto tenzora В k Ј... 1 С 1(1.. uvedemo sledece та-

terijalne mere deformacije 

2 F~L == .8)t!L - G к"-

f:kL = CkL - GKL 

gde ви (;kL osnovni metricki tenzori, tada konstitutivne јеdnа 

cine (4.55) imaju oblik 

(4.51) . 

r't/
J 

[J~ ./lk 'Ј 

d I7k/. 
..х . Ј. , 

Lt. =/ 
;)'2{ 

ЈС ~7 
ЭП-t' 
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.1: 
Obelezimo ва у. (f>() vektore direkl;ors]cO[~ porneran;ja. Та 

da irnamo 

(~) 
odakle, mnozenjem ва 1). К , dobijamo 

Iz jednacine (4.58) imamo 

(4.60) 

d 
(01.) 

odak1e, mnozenjem ва ./:., dobijamo 

(4.61) 

Iz jednacina (4.59) i (4.61) vidimo da в11 gradijenti 

°k d f . . 7r k . ir K i d' о t· °kr Ш1. ro е оrшаС1.Је Ј - . k 1. Ј ~ .1< povezan ва gra 1.Ј еn 1.та Ш1. о 

pomeranja /.kJ( i !.~ па isti nacin kao i gradijenti de -
k к formacije 

11k.1< i , 
:::С;К i x.jlc ва grаdiјеntiша vektora 
К 

U ;k 

k - 4 1: 
-х ;к = ј k r- и ; к 

1( к 1( 

Х;!< =ЈI< - U ј'" 

ТJzirnaju'~i u obzir relacije 

porneranja 

(4.62) 



dobijamo veze izmedju mikropomeranja 

.izшеdЈ·U У k i У к u obliku 
/";' /"/..1 

i y~ 
"ј 
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, odnosno 

Koris~enjem jednacina (4.53), (4.56), (4.59), (4.61), 
, 

(4.63) i (4.64) mozemo tenzore de:formac1je FAtJ.. ,t.f(L ,DN:LH' 
Пk. .! ПК/. , koji :figurisu u konstitutivnim re1ac1jama (4.57)' 

izraziti u obliku 

2 FKL ~ YкL ,L)7:.1< f- у;,.+: 'r~ 

tк.L::: UK~ L.- IK~ ..:..( 'U.N,L - /HL) '/Nk j.ђI~ 
ди" - YкL,H - jцL7 N ~jj ц-' 

;7~ "" РК -)'f<i fJJ 
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U slucaju infinitezimalnih deformacija, kada ви gradi-
k . к . 

jen·ti pomero.nja 'JL ; к. i и ; 1<. kao i gradijenti тikropomera -

nja t ро apsolutnoj vrednosti male velicine (sto је slucaj u 
"--' 

linearl10j teoriji),tenzore deformacije (4.65) mozemo napisati u 

obliku 

(4.66) 

DI<L.H ... 7 J(L 1 Н 

Konstitutivne jednacine (4.55) i (4.57) zadovoljavaju 

princip ob.jektivnosti. Njihova primena kao i dalja redukcija za­

visi od konkretnog problema, а posebno od materijalnih simetri -

ја. 

U slucaju izotropnih materijala mozemo uzeti prostorne 

tenzore deformacije u obliku 

1< 
Х;тп 
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talco da је specificna energija deformacije funkcija oblika 

Koris6enjem prethodna dva izraza u konstitutivnim jed­

'nасinаша (4.43)', 'd6bijamo 

(4.69) 
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Jednacine (4.69) predstav1jaju ne1inearne konstitutiv­

по ;ј еtЈш:tuiпе za izotropne dielektriune materija1e. Оуе ј ednacine 

11C zadovo1javaju princip objektivnosti.Da Ы Ыо zadovoljen prin 

cip objoktivnosti, odnosno аа Ы Ыо zadovoljen drugi Kouijev za 

kon k:eetanja (tl·. 31), mora Ы ti ispunjen иэ1оу 

r-- 81; 
bk -

(4,.70) . 

Оуај us10v патесе ogranicenje funkci~i specificne ener 

gije deformacije (4.68), oan9B~O ogranicenje konstitutivnim jed­

nacinama (4.69). Ogranicenje эе sastoji u tome da funkcija ener-

gije deformacije (4.68) moze zavisiti od navedenih prostornih 

tenzora deformacije samo preko medjusobno nezavisnih invarijana-

ta, koje se od tih tenzora mogu formirati. 

Ako umesto prostornih tenzora deformacije ~j' i '(;;.,. 

цvеdеmо slede'Se prostorne mere deformacije 

Х 1(. 
јј 

(4.71) 

'tar)JJ, kопstitцtivnе jednacine (4.69) mozemo nnpisati u obliku 
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а из1оу objektivnosti, odredjen jedna~inom (4.70), s obzirom па 

novo uvedene prostorne mere deformacije (4.71), mozemo napisati 

u oblikll 
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i 

КОl'iiј,,'С11јСШ j()(inaijilla (~·.59), (4.61), (4.б;~), (4.64) , 

(4.71) ПlOzепlO tenzOl'C dеfоrшасi;је ~/ ' C';'i ' cLiilc. I 

:Jr1:i 1сој! figurisll u lconsti tutivnim ;jedno.cinarna(4. 72), 

:f.i - 7:/ + /lt - 1Az' r;· 
["'1 = 'U.'f:' i Ј:";' т- (ttLk' i-!k;) fK ;-kК 
d1ik = Х/Ј k 1- /mi' k. ~')( Ј""џ' 
:/r;: = ~j/( ?~ -1- f 1< pk. 

:Ј;/ = 1/< Рх ;-;' - у.: к р k. ji 

Za infinitezima1ne deformacije, u 1inearnoj teoriji , 
ovi se tenzori svode па: 

1'1 -i (t. i '" јј ... ) 
С7ј' = 'И. 7 7 i - /-. i 

d-z: i k = ~'i~ k. 
ј-; = ;P-t' 

1;{ - ? -t' / i 

Izmedju materijalnih (4.65) i prostornih tenzora defor 

macije (4.74) postoje veze 
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I7к Ji .~. 
~ ~'PK ~-'z Пк .ЈС: к. 

(4.76) 

ПЈ(L Z" :х;( ;); . -. п о/( 1. 
=- ,/ jt 1< lа /i Х 5!, , '1 

Zanemarivanjem nelinearnih clanova u jednacinama 

(4.72),' dobijamo linearne konstitutivne jednacine u obliku 

(4.77) 

џ nelinearnim (4.72) i linearnim (4.77) konstitutivnim 

jednacinaтa specificna energija deformacije је funkcija oblika 

Kako funkcija energije (4.78) mora biti izotropna funkcija svo -

jih aI'gumenata, . to ее ona. moze aproksimirati polinomom. Pod pre­

tpostavkom da пета inicijalnih napona, u linearnoj ~eoriji irn~mo 

kvadratni polinom oblika 
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gde su izo'tropnl materijalrii tenzori А , 8 , С ,п , ,Е' , 
- ~ r'\. "'- г\.. ,....". 

F G К i L parnog reda 1 predstavljaju 11nearne ko 
("\. '",...''"'\,. А.,. 

mbinacije spoljasnjih proizvoda metri~kih tenzora 

1il т .. '.Ј.' . 
А " - = ,]L :Ј 11 Ј 1: 1!Ј f / ( :Ј 1 ј 1111 f-Ј ,'~ ,Ј / 

!3 '1 k "'= А, Ј <Јј)'" f-/ f (1 i1/,".f- ti''j.ty 
с ' / 1. '" - јЈ,:Ј'/ ј ~"' -1- ЈЈ.2 7- i i Ј i 1ђ f- Уз" СЈ1" '" f} "Ј. 
D ~ti"'~o!.f Ј'lј ~m-l-c<.2 ('/7 i "'f ji"'Jij 
Е '3 t "''''?! /ijJ'" .f- /-'.2 7- O~ Ji?n f. ~з 7'" ј ј/, 
F '/' m = С!З ј '/ jk'" 1-0(. '" ј '"'ј ,;" 1- oLs ~ ,"", 9 il 



"ј- ЈЛь :Ј l'/~ iТl ~ рm f t'7 1- im Ј i", kp f 

i 18 (;/'" ј km:J il" f- 7 k.,"? <. 711-) f-
f- :УЭ Ј; '" :Ј i 1" :Ј k» f- f,o ј irn СЈ- јР Ј- "." f-

f f и <Ј 1: т j?~ I i Yl 

к,О1 = //34 <ј 1,/ 
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(4.80) 

" "km 
L 1 = rXr; :Jl ,т:Ј {' 1- о!. 7 (~1i1k mf :Ј ,ј, ј- /") 

pri сеши mate~'ijalne tenzore delimo u tri grupe: 

А 7'{! 1 ЕоЈ f -opisuju cisto elasticne materijale 

ј;Ј ~ -opisuju dielektricne materijale 
'"'" ........ 

l?, -Е Ј.!.:. -opisuju efekte uzajamnog dejstva 

dok эи materijalne konstante: 

.л Ј J't -Lameove materijalne konstante 

)}J~ -elasticne materijalne konstante 

;3 -dielektricne materijalne konstante 

oi -materijalne konstante uzajamnog dejstva 

Koris(~enjem (4.79)" i (4.80),linearne konstitutivne jed 

naciHe (4. '77) dobijaju oblik: 
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;Jli~ (d"'m .' d m .7.' ikJ 
I'l ~ff .. mј 1 1 + '77) ј- /Т 

(JГii'" .. Ј· m .. i Ј. .. ) dт.k. q12L 
f- 112 .. 7n ј-"7 ~ +- • 117 Ј Ј + fз .. т r I 

d· 1.'1'fI ;'k d 11)%' "~ d im 1:~' 
+ f" .. т ј 1- f5 ( .. т Ј + · 811) 1 + (4.83) 

-f tr;d~< т ј ki-f f7 d?/l.f flJ (dll"~ dki~ '/-

., т 

... '1 / ј r ."'ОС 1 .711 
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V ZAKLJUCAK 

================================================~~============== 

u оуот гаdп эе р kao sto је nag1aseno u uvodu, e1aotic­

n! die1ektricni ll1aterija1i posmatraju kao kontinuum ва mikrostru 

kturom i to kao geneI'a1isani Kosera kontinuum .. U prvom de1u 1z10 

zen је mode1 ovakvog kontinuuma. U s1edecem de1u postav1jen је 

princip virtua1nog rada, odak1e sleduju jednacine kretanja i пе-

1inearne konstitutivne jednacineo Zatim эи оуе jednacine za izo­

tropne materija1e i 1inearizovane. U radu это se.zaustavili па 

izvodjenju 1inearnih konstitutivnih jednacina. Linearne diferen­

cija1ne jednacine nismo pisali i'z raz10ga sto эе оnе dobijaju ne 

posredno zamenom 1inearnih konstitutivnih jednacina u 

diferencija1ne jednacine kretanja (4.24) i (4.29). 

1zvedene 

MOde1i, Јсој! ви od drugih autora do sada razmatrani,su' 

ug1avnom k1asican kontinuum i1i pak kontinuum kod koga ви uzet1 

u obzir i drugi gradijenti deformacije. 

U teorijama cisto e1asticnih materijala posmatra эе Ко 

sera kontinuum i1i kontinuum за mikrostrukturom. Model dielektri 

cnog kontinuuma, ЈсОј! је izlozen u nasem radu, do sada nije рго­

ucavan. М! зто, dakle, posmatrali model Коэега dielektricnog kon 

tinuuma Јсој! је opstiji od svih do sada proucavanih modela diele 

ktricnog kontinuuma.. 

Iz teorije e1a~ticnih Коэега materijala moze эе pokaza 

ti da эе jednacine ро1ја svode па jednacine polja ostalih teori­

ја elast1cnih materijala pod odredjenim pretpostavkama. Tako, па 

pri~er, ako ве uzme da ви direktori materijalnl vektorl [16Ј .ро 

kazu;ie эе da ве iz ovakve dobija teorija tzv. dipolarnlll r.l:1terl­

jalakoju ви forтu11oali GШШN 1 HIVIJIN [17J . Лkо зе, pak, l.t:~:ac 
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йа diI'ek·tori pI'edstav1jaju 1сrп.ti trijedar, tada 80 dobija teori­

ја tzv. l1likropo1arnih шаtеriја1а koju је formu1iaao ЕНIНGБN [}.ч.7. 

rr~lkodje ВА, рОд_ оdr'еdјеniш рrеtроаtаvkаша, moze do.bi ti i tzv. -се 

ol'ija materija1a recla dva, koju аи razmatra1i TOUPIN [19] i 111H­

lЉIN [20Ј . 
Na аnаl0g:эл l1acin p јеdrшсinе koje эе оаnоэе па ovde 

роsпш.trаl1.i шоdе1 die1ektricnog kon.tinuuтa, mogu ае pod odredje -

нiш р~rеtроstаvkаПlа svesti па ј ednacine polja и 1i teraturi vec 

proucavani,h mode1a .. Tako~ па primer, moze se pokazat1 da а1со ве 

uzme аа su d1rektori materija1ni vektori (grad1jenti mikrodefor-

InaCije.Jl.~ ta.da. se svode IШ gradijente deformaci~je Х 11< , 
1 Ј Ј. Х 1< D~.)· 1 '" k' v1 осаоэnо .(01.) = ; /( .\.."'- 1 аса se zanemare lnerclJs 1 с аnо-

. 
vi cliI'еlГGоrа, jednacil1e ро1ја izvedene и ovom radu ае svode па 

jednacine koje је '(1 вуот radu dobio BAUCНERT [14] , pri сети је 

011 ZD..Ilemario јоэ ј_ 1nercijske с1аnоуе po1arizac1je. 

U vecini radova ае inercijski с1аnоу! polarizac1je za­

nешаruји (Ji.ciJ ' [14] i dr.) о То se moze и01n1 t1 samo pod pret­

pos'tavkom da је promena vektora po1ar1zacije zanemarljivo mala. 

u оуот radu mi smo i medjutim, ostavi11 mogucnost vece promene уе 

ktora polarizacj.;je~ te ЭПlo vodi1i racuna i о inercijskim clanovi 

та polarizacijeo Ovo svakako predstavlja opstiji slucaj, posto 

promena polarizacije nastaje pri promeni intenziteta i orijenta­

cije elektromagnetskog polja u kome эе nalazi dielektrioni konti 
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