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Stanje elastiéﬁog dielektrika ne moZe se opisati samo
pomocéu njegovih mehanidkih deformacija, veé i pomocéu njegove ele
ktri¢ne polarizacije. Polafizacijom se definife uzajamno dejstvo
elektromagnetskog polja i elastiénog dielektrika.

Dielektrici 1ili izolatori su takve materije u kojima
nema slobodnih elektriénih opteredenja ili ih ima zanemarljivo
malo. Dielektrici kristalne strukture, na primer NaCl,séstoje se
iz skupa raznoimenih jona koji su simetfiéno rasporedjeni u pro-
stornoj reSetki. Ovde su elektroni, kako pozitivnih tako i nega-
tivnih jona kristala, ¢vrsto vezani s jezgrima tako da pri nor-
malnom stanju kristala ne mogu napustiti granicu tih jona.Ako na
kristalni dielektrik deluju sile elektriénog poija tada u njemu
ne moZ%e egzistirati elektriéna struja. Medjutim, pod dejstvom si
la elektriénog polja pozitivni joni kristala pomere se veoma nez
natno u smeru polja, a negativni -ﬂnasuprot polju. Na.ovaj se na
¢in na kraﬁevima kristalnog dielektriénog tela javljaju tzv. ve-
zani elektri®ni naboji. Ovi naboji formiraju svoje elektridno po
lje, koje menja silu i konfiguraciju spoljasnjeg polja koje je
ostvarilo ovu polarizaciju.

Za razliku od dielektrika sa kristalnom strukturom, svi
drugi dielektrici (kako &vrsti, tako i tedni i gasoviti) sastoje
se¢ 1z skupa odvéjenih molekula, Nepostojanje slobodnih elektrona
11i bilo kojih drugih naelektrisanih &estica u medjumqlekularnom
prostoru dielektrika obezbedjuju mu izolaciona svojstva.

Postoje dielektrici koji pod normalnim uslovima imaju
elektri®no neutralne molekule tako da se pozitivni naboji potpu=-



no kempenzuju negativnim nabojima. Ako na takve dielektrike delu
ju sile elektricénog polja, tada'se teZisdta pozitivnih i negativ-
nih emektriénih naboja molekula pomere. Takav molekul postaje
tzv., elektriéni dipol. U-prirodi postoje i takvi dielektrici ko~
ji u prirodnom stanju sadrZe dipole. Polarizacija ovih dielektri
ka ostvaruje se obrtanjem élektriénih dipola, tj. promenom njiho
ve orijentacije u praveu dejstva polja.

Veé dugo je poznato da elasti¥na i dielektrilna svoj -
stva EVrstih tela nisu negavisna. Ako se odredjeni kristal, na
primer kvarc, postavi u elektricno poljg, tada ée se on deformi-
sati; u 6brnutom sludaju ovakvi kristali pod uticajem deformaci-
-je proizvode glektriéno polje. Ova pojava se naziva piezoelektri
-&ni efekt. Prva pojava naziva se direktni piezoelektriéni efekt,
a druga - inverzni piezoelektridéni efekt ili elektrostrikcija.Ka
da se elastiéni optidki izotropni.dielektriéni materijali, kakvi
su na primer neka stakla, gume i plasti®ne materije, deformisu,
oni postaju,anizotropni ili birefraktivni. Ovaj efekat je poznat
pod imenom fotoelastidni efekt. OptiCke osobine anizotropnih ma-
terija takédje se ﬁenjaju pri deformagiji.ali fenomen fotoelasti:
tnosti kod ovakvih materijala je mnqgo‘sloéeniji. Kod vrlo ela -
sticnih materijala-proces Jje reverzibilan u tom smislu 8to se ma
terijalu vraéaju prvobitne optidke osobine kada se isti vrati u
svéje nedeformisano i neopfereéeno stanje. Pomenuti fenomeni kod
elastiénih dielektrika blisko su medjusobno povezani. Zbog svog
znacaja u tehniékim primenama izudavanje ovih pojava postala su
visoko'specijalizované nauéhe discipline.

Raniji radovi koji obradjuju elastilne materijale ‘u

elektromagnetskom polju, kao 3to su VOIGT Eq » COKER i FILON
[2] , srraton [3] , cADY [4] , MASON [5] , ogranidavaju se na
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infinitezimalne deforﬁacije i simetridéni tenzor napona i uglav -
nom se odnose na specijalne materijale. TOUPIN'[GJ je prvi izlo-
%10 nelineainu teoriju elastidnih dielektrika. On obradjuje- slu-
caj élektrostatike, pri demu su promenljive stanja prvi gradijen
ti deformacije 1 elektriéna polarizacija. TOUPIN fﬂ je kasnije
nastavio ovu teoriju za pokretni elastidni dielektrik, koristeli
ge op3tim principima konzervacije mase, energije, koliline kreta
nja i ﬁomé&ta kolidine kretanja klasifne mehanike neprekidnih
sredina kao i Maksvel-Lorencovim jednadinama - elektromagnetskog
polja u pokretnim deforﬁabilnim polarizovanim sredinama. Pokazao
je da klasicne téorije piezoelektriciteta i fotoelastiZnosti sle
de iz nelinearnih jednadina opste teorije uz pretpostavku da su
deformacije linearne i da je elektri®no polje slabo. ERINGEN [8]
je, koriséenjem principa virtualnog rada za elastidni dielektrik,
dobio isto 8to i Toupin. DIXON i ERINGEN [ﬁ] su izveli dinami -
Sku teoriju polarnog elastilnog dielektrika u elektromagnetskom
polju. Oni su pored momenta elektriénog dipola uzimali i kvadrat
ni elektri§ni moment. Polja i sile u materijalu definisali su po
moéu srednjih vrednosti mikroskopskih veli&ina. MINDLIN [10] je
nastavio teoriju klasifnog linearnog piezoefekta, uzimajuci u obdb
zir gradijente polarizacije. Pri ovome on koristi Toupinov vari-
jacioni princip i ogranidava se‘na infiniteéimalna deformacije i
slébu polarizaciju. STOJAﬁOVIé i GLIGORIC [1I] su formulisali
osnovne postavkg za formiranje teorije elastifnih dielektrika sa
stanovigta teorije inkompatibilnih deformacija. folazeéi od op =~
8te teorije dielektrilnih materijala izloZili su egzaktne konsti
tutivne jednaline 1 odgovarajuée jednaCine kretanja za  polarni
elasti®ni dielektrik, odnosno za elasti®ni dielektrik u kome se
Javljeju 1 naponski spregovi. GLIGORIG .ﬂiﬂ Je na bazi postoje-
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de teorije inkompatibilnih deformacija posmatrao termidke defor-
macije eiastiénog dielektrika. Za ovaj sludaj izvedene su konsti
tutivne jednaéine u najopdtijem obliku. U cilju linearizacije od
redjene su polinomne bazé za funkciju energije do drugog stepena
po merama deformacije za jednu kristalnu klasu koja dopusta pie-
zoelektritni efekat. ﬁ daljem radu [15] dejstvo elektromagnet -
skog polja na elektriéno polje dipola u dielektriku dato je pomo
éu zapreminske sile, kao 3to je predlo¥eno u radu [14] . Pretpo-
stavljeno je daAje.unutraénja energija funkcija prvih i drugih
gradijenata defofmacije i gradijenata pqlarizacije. Izvédene su
jednacine kretanja i graniéni uslovi koriééenjem Hamiltonovog
principa. IzloZena teorija je matematidki potpuno odredjena i ne
javljaju se sile $iji se uticajl ne mogu razdwojiti. Isti autor
je u sledecem radu [}5] pokazao da su drugi gradijenti deformaci
je bez uticaja na magnetsko polje i obrnuto,pa se bez ikakve gre
Ske pretpostavlja da unutrad3nja energija ne zavisi- od drugih gra
dijenata deformacije. Osnovne jednaéiné izvedene u ovom radu na-
laze se is?ovremeno u saglasnosti sa . najnovijim rezultatima
COSSERAT kontinuuma kao i teorije mégnetskih tela za slutaj mag-
netski zasicenih materijala u kojima je intenzitet magnetskog me
menta konstantan,

| U ovom radu se elastidni dielektridni materijali posma
traju kao kontinuum sa mikrostrukturom i to kao elastidéni genera
lisani Kosera kontinuum, P prvom delu postavljen je model dielek
triénog kontinuﬁma sa mikrostrukturom. Zatim je formulisan prin-
cip virtualnog rada i iz njega dobijéne jednadine kretanja i ne-
linearne konstitutivne jednaline, koje su za izotropne materija-
le i linearizovane., KoriZéeni su termini uobiajeni u teoriji
Koserz kontinuuma i uobilajene oznake teorije dvostrukih tenzo =

rokih poalja.



II MODEL DIELEKTRICNOG KONTINUUMA SA MIKROSTRUKTUROM
e EceNENENESEROEeaEe N SEN—— S e TG .. ————m—————
Neka se dielektridno telo.zapréMine Vd bgraniéené zat
vorenom povriinom Sd u trenutk'u vremena fo nglaz:_[_g podetnoj=-
nedeformisanoj.konfiguréciji JBo » okruZene praznim prostorom
(vakuumom) zapremine W i apoljaénje povrdine Sv . U deformi
sanoj konfiguraciji o) , koja odgovara ffenutku vremena 7> to .
telo ¢e imati zapreminu Ud ograniéenu;_nggtvq:endm povrsinom
Ad . Makroelemeﬂt dV tela u nedeformisanoj konfiguraciji Bo
bide d? u deformisanoj konfiguraciji S,

Pretpostavljamo da u tafkema tela nema izvora mase, ta
ko da masa makroelementa ostaje stalna u toku deformacije.U ovom

slutaju moZemo napisati

(2.1)

C{Tn-ﬁ, O[V—/Odv- const



gde Je

ki

(2.2)
srednja gustina mase makroelementa d V y &
: dm |
f’"’ d v | (2.3)

srednja gustina mase makroelementa dv .
Jednadina (2.1) predstavlja jedna&inu konzervacije ma-

se, koja se moZe napisati u obliku

dm -%E—+ (jo % ),/( -0 (2.4)

Uoéimo u elementu C“/ centar mase C ( X K) elementa
(iV u odnosu na sistem .krivolinijskih koordinata X K .PolozZaj
proizvoljne tacke A (X 'k) elementa dV u odnosu‘na centar ma-
se moZe biti odredjen vektorom D K , tako da je
K K- K
X"= x"+D" (2.5)
u -odnosu na isti sistem krivolinijskih koordinata, jer pretpo -
stavljamo da je rastojanje izmedju tadaka C (XK) i A(X'K)
infinitezimalno . ‘ '

-Ako je u tacdki .A(X’K) gustina mase _/O°' s tada
je |

'./%’dV' - ﬁ dV = C{m,
dV :

(2.6)



ﬁ,’z)"dl/' -0,
dv

jer je C (Xk_) centar mase makroelementa dv .
Pri defomaciji makroelement d 4 predje u d?f , ta-
A K &
ska C(x*) predje u tadku C(oc"), vektor D~ predje u &

K \
a vektor polarizacije A~ u vektor 704 , tako da je

k= k4 ok 2.7

u odnosu na sistem prostornih krivolinijskih koordinata :x:‘ ’

pri demu je
C[é dk o Z)’< 1’;
- (X ’ ’ ) . (2.8)

%a funkeiju preslikavanja (2.8) pretpostavljamo da je
neprekidna i diferencijabilna tako da je, s obzirom da je DK

infinitezimalni vektor, moZemo razviti u stepeni red
k 4 4
= K ‘ K L
d = AL D"+ K, DX D+ .- (2.9)
Ako se u ovom redu zadrZimo na prvoj aproksimaciji
k k Kk _
of* - Kk D (2.10)

tada imamo takozvane proste materijale, za koje jednadina (2.7)

moZe da se napisSe u obliku

JC“,&= .DCAJ-_]({'KDK 2.11)



Gradijenti mikrode formaci;) e

Lokt ) — ( ) ...(_9_
]( "( ) _375’7— Do \. ”'-0 (2.12)
su nezavisni od kretanja tadke x % , odakle proizilazi da je de

formacija odredjena jednadinama

xé" xk (.XK’ t) ’

ﬁék 7(4'/( (XL,t).

(2.13)

Vektor polarizacije /DK pretpostavljamo da ne zavisi
od kretanja taclke X X niti pak od mehanidke deformacije, vec da
je funkcija elektriénog polja ,é i dielektriCnog pomeranja ,Q
(v.Maksvelove jednafine III.1l). _

Ako je u tadki A (x'é)gustina mase f' , tada je

_/OIG,{VI = /OC[’U - clm,_ (2.14)
dv

a premsa (2;6)2 imamo

//Oldéc{v %of D' v’ —/t.K/oD”c{zf
ijc;//o Ky =&

gde smo pretpostavili é’a se pri deformaciji masa mikroelementa
. : 7

ne menja, odnosno da je dm’ = o'c{ V' = o'd %= comst . 1z jed-

natine (2.15) zakljudujemo da je tadka C(xé)centar mase makro

(2.15)

elementa (ll?f . Centar mase makroelementa ostaje, dakle, to i po

sle deformacije .

U centru mase C (X K) uotimo tri nekomplanarna vektora
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/ K
D"/'(';(eé)da"é- -~1,2,3, l D. (L) } - O y koji su "Evrsto vezani"
za makroelement dv . Tada je, prema jednadini (2.10),
dé ‘ k K | |
O(J) 'gfo/( 'D'(d.) . (2-16)

Iz prethodne jednaSine dobijamo

’/(‘.é;( -dé(.L)D.-@i( . (2.17)

K . o)
gie su D.¢u) i D(. x medjusobno reciprodéni trijedri

K
X (el
D.(,L) D .i == O/'L

X 73] 73 , (2.18)
Diwy Dox = 0{4

Gradijenti mikrodeformacije /(", « su, dakle, u pot=-
. » &
punosti odredjeni deformacijom tri nekomplanarna vektora D ) .

KoriSdenjem (2.17) jednadinu (2.10) moZemo napisati u obliku

£ gk @ k- |
d'=doyy 0%, D% | (2.19)

X X .
Vektore D.(,“ odnosno d () moZemo uzeti kao vek-

tore orijentacije (direktore), tako da je deformacija odrédjena

jednadinama
IA'?JCA(XK, Z),
d" afé K oy C (2.20)
Pe) T @) (D'(i) (X))t) . ’

Prem= tome kako su uvedeni o&igledno je da su direktori, u odno-

8u na makrorelement, materijalni vektori.
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Lk L)
Neka su Od o) 1 CJ o k med jusobno reciproéni tri-
k @) - rk
C{-@U C{-? = 64; ’ . :
k (B) /3 (2.21)
d. (‘1) d . b 0{4 ’

jedrii

tada iz jednadine (2.19) dobijamo

Cx X ) 4
DY~ Dl d 4 d. (2.22)

Koriséenjem jednadine (2.19), moZemo jedna¥inu  (2.7)
napis_afi u obliku

ok k ) |
x* <k iy DT DX (2.23)

Jednadinu (2.22) moZemo napisati u obliku
'7( Ry ’ , (2.24)

~pri &emu su

(2.25)

Ako jedna¥inu (2.23) diferenciramo po vremenu, dobidemo relaciju

7 L)
7)"4 - phs CZ-(.z) D ., DX (2.26)
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¥oju, s obzirom na (2.22) mo¥emo napisati u obliku
ko ok, dE g -
i ako pri tome obeleZimo
4 a/ _ 4
@) F g “j!' jf oy ) (2.28)

tada jednadina (2.27), konadno, dobija oblik
L g7 ‘
»'* - V‘é—/-é.;‘.({ , (2.29)

8to predstavlja izraz za brzinu proizvoljne talke makroelementa
C/ ¥  tela, pri éemu su veliéine éé/’ definisane u centru ma-
se makroelementa J” . '

Kinetidku energiju dielektridnog tela moZemo dobiti po
moéu jednaZina (2.29) i (2.15)

27 ///y’é wdv/ﬁ[v +al «) D. KD)(% a{'(,(ﬁ)D.LD)ch

¥ dp - rdv (2.30)

‘/”’ v+ d(-z)déoa) % 0% /o o*pt d»’

v , d

odnosno
i I kLa[é c{. “ @) )y .
27 = /[v 2+ &) Ym) Pk D ) (e (2.31)

gde je
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/oa/vf /Oa’vf /o'p*o‘dv’-ﬁ’p“o‘dﬂ o (2.32)
d» dV '
' KL
Velidine I su koeficijenti inercije makroelementa <¥L/ u

odnosu na centar mase.

Ako radi jednbstavnosti obeleZimo

3)

771" Dw D .y (2.33)

i uzmemo u obzir kinetiéku energiju polarizacije [13]

=/ovg‘4/75,< ;% dv, (2.34)
2

tada se, konalno, za kinetilku energiju dobija izrasz

2T ,[o(yivé I d Ay + VI B, Pr)dv (2.35)
> | -

U jednadini (2.34) veli&ina V predétavlja koeficijent inerci-

je polarizacije, a sam deo kinetiékevenergije (2.34) ne moZe ne

zanemariti u sludaju promenljivog elektromagnetskog polja.
Uzimajuéi u obzir zakon konzervacije mase (2.4), iz

jedna¥ine (2.35), diferenciranjem po vremenu, dobijamo

7://;)(7}“2),:._[' da(.() olé(/_,,,),LVg P; ﬁ)d'v‘ (2.36)

Korisienjem jedna&ine (2.29), prethodnu jedna¥inu moZemo napisa-

t1i u ovliku
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7.—"’/"/7’.1%* /”“’.ggw /“";o';-)dv (2.37)
» | | |

‘ ety ) |
- gde su inercijski spin /f / odnosno / odredjeni izrazima

P <28 ¢ —s .
f" =7 Gé.(.,g) dié) - _Z—kf;‘.:]\?/_ (2.38)
I = V9 p

Da bismo formirali fenomenoloéku teoriju kontinuuma
pretpostaviéemo da se dielektricéno telo sastoji od neprekidno
rasporedjenih materijalnih tadaka, kojima pripisujemo - svojstva
makroelementa <it/ odnosno C£2’ . Ovo znadi da svaki makroele =
ment sada identifikujemo sa jednom materijalnom tackom, centrom
mase makroelementa, i toj materijalnoj tacki pripisujemo svdj -
stva makroelementa. Na taj nadin, fizidki je svaka materijalna
tadka dielektrifnog tela fenomenoloSki ekvivalentna deformabil -
nom dielektri®nom telu. Materijalnu tadku, dakle, posmatramo kao
deformabilno dielektridno telo malih dimenzija.

Prema tome, u svakoj tacki dielektrilnog tela definisa
ni su gradijenti mikrodeformacije v7f€kf , koji predstavljaju
neﬁrekidno polje. Sama deformacija odredjena je jednacinama
(2.13), koje su medjusobno nezavisne. :

‘Umesto gradijenata mikrodeformacijg/ﬂiék mo¥emo u sva
koj taki dielektritnog tels definisati tri direktora D% &)
koji pri deformaciji prelaze u a(fé¢) y tako da je deformacija

odredjena jednalinama (2.20) pri &emu je deformacija direktora

nezavisna od kretanja tacaka tela.
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Direktore ZDf%x)'u nedeformisanoj konfiguraciji biramo
pféii&oljno, a njihova deformacija karakterifie deformaciju rani-
3e‘p05matranog makroelementa. Svodeéi dakle makroelement na mate
rijéinu tadku, deformaciju makroelementa svodimo na deformaciju
direktora. Kako Je deformacija direktora nezavisna od pomeranja
tadaka diélektriénog tela,.to je Jjasno da posle deformacije di =~
rektori o ‘.é(g ) nede biti materijalni vektori.

 Uvodjenjem deformabilnih direktora u talkama dielek -
tricnog tela i opisivanjem deformacije jednadinama (2.20), kon -
tinuum sa mikrostrukturom interpretiramo kao orijentisani konti-
nuum sa tri deformabilna direktora odnosno kao generélisani.Kose
ra kontinuum. v
Oéigle@o je da sada elementi tela oLV oanosno dv
menjaju svoj smisao u odnosu na ranije posmatrani makroelement.
Sada element tela sadrZi materijalne tacke dielektrika. Medju -
tim, kako su sve veliline koje su ranije definisane u centru ma- |
se makroelementa sada neprekidne funkcije poléZaja, to izrazi
(2.35), (2:37) i (2.38) ostaju nepromenjeni stim 3to sada dz»

uzimamo kao element tela.
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III  ELFKTROMAGNETSKO POLJE

IIT.T OSNOVNI POJMOVI

Osnovni postulat fizike, zagnovan na eksperimentalnim
dokazima, jeste postojanje elektridnog naboja. Postojanje ele -
kricne strujé pripisuje se kretanju elektriénih naboja. Prema mo
dernoj fizici materijalna tela se sastoje od agregata elementar-
nih Cestica, od kojih su neki vezani medjusobno silama koje delu-
ju medju Besticama, dok se drugi mogu slobodno kretati. Neke od
ovih elementarnih Sestica osim mase imaju jod jednu meru nagvanu-
naboj. Elektronski naboj e = 1,60 x 10"19 C jeste najmanja mogu
éa kolidina naboja. Materija sadr¥i dve vrste naboja: pozitivne
i negativne. Eksperimenti podrZavaju postulat da je totalni na-
boj u nekom izolovanom sistemu konzervisan: ako se odredjena ko-
lidina pozitivnog naboja pojavi u sistemu ili iz njega nestane,
tada ce se.isto dogoditi i sa istom koli¢inom negativnog naboja
tako da algebarski zbir naboja ostaje konstantan. Naboj moZe da
bude slobodan ili vezan. Negativni naboji, koje nose slobodni
elektroni, predstavljaju primer slobodnih naboja; negativni nabo
Ji, koje nose elektroni od kojih se sastoje unutradnje elektron-
ske ljuske atoma, su primer vezanih naboja. Dielektridni materi-
'jali, ili jednostavnije nazvani izolatori, nemaju slobodnih ele-
ktriénih paboja_ili ih iqgju zanemarljivo malo.,

Pod déjstvom elektridnog polja, na estice materije ko
je imaju mnaboj, dejstvovacde izvesne sile érazmerne naboju &esti-
ca. Slobodni elektroni izloZeni dejstvu ovih sila pocinju da se
kre¢u., S druge strane, vezane festice sa pozitivnim i negativmim

nabojima pomeracde se jedna u odnosu na drugu. Za materiju tako
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deformisanu kaZe se da je polarizovana. Jednostavan model kojim
ge ohjaénjava polarizacija jeetg slededéi: moZe se smatrati da se
u neufralnom stanju materija sastoji od atoma ¢ija jezgra dimaju
pozitivni naboj i elektréna, koji se kredéu oko jezgra, noseci is
tu toliku kolidéinu negativnog naboja tako da se efektivna sredi-
sta naboja podudaraju. Perhanentno polarizovana tela ne odgovara
ju ovom modelu. Kada se materijalné sredina izloZi dejstvu ele -
ktriénbg polja tada se pozitivni naboji pomerajﬁ u odnosu na ne-
gativne naboje.

Polarizacija se definiSe vektorom polarizacije

Fo= U?ﬂ o ’ (3.1)

gde je Ao broj atoma koji se mogu polarizovati u jedinici zap
remine, ?a - pozitivni elektriéni naboj jezgra atoma, a EZ. -
vektor pomeranja pozitivmih naboja u odnosu né negativne naboje. .

Pored vektora polarizacije /~  %esto se koristi vek-

tor elektritnog pomeranja

D-F+ & E, (3.2)

gde drugi ¢lan na desnoj strani jednaline predstavlja polje pome
ranja u vakuumu, pri Semu je &, =~ dielektridna konstanta za va

i

kuum, a & - vektor ja&ine elektrinog polja.

IIT.2 MAKSVELOVE JEDNACINE
Ovde c¢emo samo navesti jednaline polja, graniéne uslo-

ve 1 elektromagnetske materijalne jednaline (Jednaline veza izme
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,djuw velitina elektromagnetskog polja), koje su dovoljne za opisi
vanje dielektridne sredine u elgktromagnetskom polju, kao 1 2za
spoljainji prqstor (vakuum).

Maksvelove jedﬁaéine, koje vaZe unutar dielektriéne

sredine i u spoljasnjem prostoru (vakuumu), imaju oblik

divr D =o , div B =0,
~ s
5 P (3.3)
198 _ s 02
/zyéﬁg = 37 naég?—:c 32
gde su: ;é. - vektor jadine elektridnog polja, 2 - vektor

dielektricnog pomeranja, ,ff - vektor jafine magnetskog polja i
£ - vektor magnetske indukcije.

Za'pokretnu dielektri¢nu sredinu vaZe jednadine

(3.4)

gde je ,f? - vektor elektridne polarizacije. Ako je brzina mate
rijalnih delidéa mala u odnosu na brzinu svetlosti .C <,5? <<.z),

tada su materijalne jednaline pokretnog dielektrika

D= £+4 ’

3w 2y

£ X £ | (3.5)

fl
X
|

Za pokretnu dielektritnu sredinu grani&ni uslovi imaju

oblik:
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- Aff?y =0,

n-[e] -0,

” (3.6)
< [E] -5 [o] =0,
4
v < fifs 5 Zox oo
Ako se 6graniéimo na posmatranje pokretne magnetske

sredine, pri ¢emu ne uzimamo u obzir ‘elektridno polje, zapremin-
ski elektriéni naboj i struju, tada Maksvelove jednadine imaju
oblik

rot } =o,

| | (3.7)
div é =0.

Jedna8ine veze izmedju velilina koje definisu magnet -
sko polje u magnetskoj sredini i u spoljadnjem prostoru, imaju

oblik

8 =4 + vy u materijalnoj zapremini
(3.8)
B=H u vakuumu

gde je /7 - vektor magnetskog momenta.
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Kod magnétski zasicene sredine povecanjem . spoljaiinjeg
m‘a‘gnetskog polja ne menja se vrednost magnetskog momenta po jedi

nici mase/}é | (/rL\_L =7’€‘7—) , te je uslov zasidenja

fg /u -=/_u§ - const. (3.9)

gde je JO - gustina mase, a /145 - magnetski moment po jedini

¢ci mase zasicene sredine,

IIT.3 ZAPREMINSKA ELEKTROMAGNETSKA SILA

Ukupna zapreminska sila koja nastaje dejstvom elektro-
magnetskog polja na pokretnu dielektridnu sredinu, prema 14 ,
ima oblik

E=(-gud) &~ 4 pad(E-£)+E £x 6. (5.10)

Prvi &lan na desnoj strani prethodne jednadine pred .-
étavlja zapreminsku silu translacije koja deluje na elektridni
dipol u elektrostatidkom polju. |

Drugi €lan potile od energije stvaranja elektri&ne po-
larizacije u elektrinom polju. ‘

Treci C¢lan predstavlja zapreminsku silu koja deluje u
magnetskom polju na zapreminsku polarizacionu struju p . Kreta -

nje polarizovane sredine 1 promena polarizacije stvara elektrid-

nmu struju

J.f
Jd ¢

y’ ___f- 1 rol’(fxv)+(a/z'v C’/E' (7.11)
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Izraz za'ukupnu gapreminsku silu (3.10) za sludaj nepo
kretne sredine menja se utoliko ¥to se umesto dinamilke: jafine
polja §§ sfavlja jadina elektriénog'polja'ggl . Dinamidku jadi-

nu elektrinog polja

. / ' .
é - £r4 (vx8) . (3.12)
meri pbsmatraé koji se krece zajedno sa -sredinom.

KoriSéenjem Maksvelovih jednadina (3.5) moZe se ukupna

zapreminska sila transformisati tako da se dobije jednostavniji

oblik
Fie s -% ‘gj;i s (3.13)

pri Cemu je

GM-: P£6£+ E B4, 5"3/‘—5 (E”.’D”’+ H"’B"’) aﬂ'é . (3.14)

elektromagnetski tenzor napona, i

F-L£X8 (3.15)

a3

elektromagnetski impuls.
Elektromagnetski tenzor napona.-;',”é i elektromagnetski
impuls 3f nisu neprekidni. Oni na povré;ni So - dielektricnog

kontinuuma imaju skok i otuda sila na spoljasnjoj povrdini

S:[ﬂ, 4 vé?_‘/ 7 - (3.16)
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Izvan dielektridne sredine (u spoljadnjem prostoru-va-
kuumu) zapreminske gila Jjednaka je nuli jer u vakuumu nestaje po

1arizacija.‘
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IV  PRINCIP VIRTUALNOG RADA, JEDNAGINE KRETANJA
I KONSTITUTIVNE JEDNACINE

Neka na dielektridno telo deluju mehanitke povrsinske
L. .. z, t .
sile /7 i A% i mehanidke zapreminske sile ]/ i Z 7 .

Tada je efekat rada ovih svila dat izrazom

A o

KoriSdenjem jednadine (2.28) moZemo prethodnu jednadinu napisati

u obliku

.

/4 meA _/(7-1:7/‘:-/- H‘(‘L) d‘clf“‘)) dé >

Sd | (4.2)
z cwe) f
f-J/j;é;f v;f-é’ cli@gb) d v,
Vel
gde su
w* - //"c{,’- >
(4.3)

£ &) <7 ()
AV
. / ..
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Virtualni rad mehanidkih povr3inskih 1 zapreminskih si

1a dobija se vrlo jednostavno koriSéenjem jJednaZine (4.2), tako

da Je :
; (L)
O/Amc/‘) =j{(740/36(;+ H* Ja{z’(«/) s +
Sd (4.4)
’ ()
; //(/vxz.+ £ ) d v
7
Na dielektridno telo deluju takodje i elektromagnetske
povr3inske sile S° i K37‘ 1 elektromagnetske zapreminske

sile ~ 1 dfl' o Efekat rada elektromagnetskih povrsinskih {1

zapreminskih sila dat Je izrazom

/iefajf(s"vz.+,€",t3z-)dw%0(r"v;-+£;5,-) dv, (4.5)
Sd 4

pri Semu su ove sile odredjene izrazima (3.12) - (3.16). Mnogli au
tori (nepr. [7] ) pretpostavljaju da je elektromagnetska povr-
Sinska sila ﬁ?4;£7 .‘Kao posledica ove pretpostavke dobijaju se
manje opSte jednadine, jer u svim sludajevima uticaj sile ﬁ?i ni--
Jje zanemarljiv,

Virtualni rad elektromagnetskih povrSinskih i zapremin

skih'sila dobija se vrlo jednostavno koriSéenjem jedna¥ine (4,.5),
tako da je

JAG[=/(St.fo£+Et.O/;3} da +

(4.6)

+/\/‘0/F"0/‘JC£ +5té/fot./ d v .
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Koriséenjem jednadina (4.4) 1 (4.6) moZemo napisati iz
rag za'ukupan virtualni rad mehanidkih i1 elektromagnetskih povr-
3inskih 1 zapreminskih sila

I - Shnoh ‘/Aef /(r c/x . W a/,(.t,) da +
+-/‘/‘Q/][o/’x£+fz(°‘)ofazia) C/v"‘_ (4.7)
Vd

+f§(5"</x,-+ Eio//t’st) 4 +//0(F£0/x¢+5‘bf,q- v
el v

Prethodni izraz moZemo, identiZkom trensformacijom, na

pisati u obliku

oﬁ sj{ /r"a’é —2 “’afad doc, +( W s —4* (“)Adoéjg/d1-(d / *
Sd |

+ 10/::1(: . Z z'(é/'d,-,‘ a/v d(él- £ v‘é J a/,s o/'.x‘z- +
;/;,6[ ¢ ’7{/ L ﬁ_/ /4
(4.8)

oidy —r**d s J1~+' %/ t~+5ic/,~ dv
:ﬁ e A/P V/O/F o p/ +

+jb7tdo[% dx, +fz.(d)[a/¢£ cfd )t a/oé o/p/

Sd
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a ako poslednji povrdinski integral transformi¥emo u zapreminski

dobijamo

0/)1 jzf//r ds-1" aéaé/o/xz /H'Mdé —-/71(“)/‘ j/apa/tuj "

/'a/é ritds,) fﬁ % L v;/a/ﬁé /x/

,ujo!/"ofxi 0 07V )

+(d’é,4--—~ 5 ?)ofx #

+5'0.C”Ja/7/7‘//l?{:.é o/x,-+f¢./<o/’x,;,kf" o $4'9)
R R Sl IR

et o r I,

gde smo za sile S° 1 F*  yoristili izraze (3.13) 1 (3.16)

Izvod kinetidke energije po vremenu odredjen je rani-

je relacijom (2.37). Ovu relaciju mo¥emo napisati u obliku
@ N . .6‘ 4 .
7%0/» “vor L oy r /—,1704'/ 5 (4.10)
I

gde &lanovi

predstavljaju inercijske spinove,
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Virtualni rad inercijskih sile sada moXemo lako napi-

sati koristedi jednadinu (4.10), Ne taj nadin imamo

O/’frﬁ/z} lb/xi r /';1‘0‘)0/‘6[;’@) 7",/“{0/'/075. dv | ‘(4'11)
& ,

Formulisimo sada princip virtualnog rada u obliku

%)‘,L /1/= o/:4 ’ (4.12) |
o///=//0/zza/v

varijacija energije deformacije, pri demu Jje velilina % - gpe=

gde Je

cifidna energija deformacije,
Koristeéi relacije (4.9) 1 (4.11), moZemo princip vir
tualnog rada (4.12) napisati u obliku

/;Z;}’b/x1- P ‘/diw > f"‘a{c?,_-/a/v #
dudiv-dfrids ¢4 dsy) I,

*//7" u Sf/f ) éé/ :z:» +

+/;/ ’;("’a./s—éfwédaj I oy # (ea3)

*ﬁ”é’ﬂ—r"lcéaz/ofoz- }/d"" % v*’;i//c[41,ofxf,;

fﬁé/‘ V. + £ ’@o/ -
y
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”t‘é b ﬂ:CaLJJé
fﬂ 7k O/;Cz'+£t XCy sk ~h 2k fdi@)"’
vV
(4.13)

¥ (o) k . .
*A 0/;4'&)):4 ’Lr‘é)/é 0/7;9:'*

# f"%o/,z;z' ,f/o/v.

Uzmimo sada da je 2* u jednadini (4.13) zapremina
elementarnog tetraedras ogranidenog ravni sa proizvoljnom spolja
3njom normalom 77, i trima ravnima paralelnim koordinatnim rav
nima u nekoj tadki tela (pod koordinatnim ravnima podrazumevamo
ravni tangentine na koordinatne povrsi u uolenoj ta¥ki tela).,Ako
Je s povriina stranice tetraedra normalne na n;, , a c/o,é ori

jentisani elementi povrSine ostalih sti'anica tetraedra, tada jJe

day = dan. (4.14)

Ako sada jedna¥inu (4,13) primenimo na uodeni tetrae-
dar i pustimo da se tetraedar neprekidno smanjuje zadrZavajudéi
- orijentacije svojih stranica, tada, s obzirom da zapremina tet-

L)

raedra brfe teZi nuli od njegove povriine, dobijamo

ot g s ]
| (4.15)

+/@’d¢ mr’léaf@yo%z-%j%h - vﬂg”//c/o( o/’x1~;0
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Kako jednadina (4.15) mora da va?i za proizvoljne'va-
rijacije cfgci ,oﬂii(%) i oni , to se 1z 1iste dobijaju tri

sledede relacije

7-1_-”/{,-&_//'61'*,,_ :—C{- q;-té;—‘/ﬁk (4.16)

164 | Tk > T4 ,
/7/ =A Y, //14 =5 7 (4.17)
R = ritn, (4.18)
gde Jje
Py ICU T
AT . - (4.19)

Koristedéi uobidajenu terminologiju, veliline koje se

Javljaju u prethodnim relacijama, nazivamo :

,7.' -~ povrSinska sila ili napon
A ! ~ nesimetridni tenzor napona
Hfrz ~ zapreminska sila

1<)
A - direktorski naponi

cy)
zapremingske direktorske sile

S
]

1) £

- direktorski tenzori napona

i
7 -~ prvi povr3inski moment

~N
<
5

prvi zapreminski moment
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>
i

prvi naponski moment

elektromagnetska povriinska sila’

S
1

+*! - lokalnl elektriZni tenzor polja

A &

elektromagnetski tenzor napone

Koristeéi jedna&inu (4.15), princip virtualnog rade
(4.,13) postaje |

1d oo, /‘;‘(‘L)o/jc[,-u rid; S | o d v -
JC&/%# o o F _ GL) i fi/7 z*i;z?é .zz }P
s sttt S 8t pf T S |
7‘/2 i@f; * 31‘67"44-@ rt Vs (4.20)
B 1;/},-4% *570901- .

+ rit a/‘p,;;,{:/c{ 2,
: Prethodna jedna&ina vaéi za sve proizvoljne varijacije

tim, pretpostavljamo da je za virtualna kruta pomeranja ow=0 ,
odnosno da je za virtualna kruta pomeranja virtualni rad povr3i-
nskip i zapreminskih sila jednak virtualnom radu inercijskih si-
la |

| //0[7}2 ‘fx’l'f ra.wofdz'cu) ? /'"-off'gjé{v
v

(4.21)

// )é*é sk "2 “9‘%“?’7“/0/_'/0/‘:1:,7‘
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ek &7 p, Y
(1 8 Pty 1 6 L
(4.21)

z'{ol)»é '- . | : ‘ |
+ A chz';u)y'é +/f’£7[7‘5z) Off%' *"’40%';4/70/?*-

Diferencijalne jednadine kfétg.nja dobijamo ‘primenom
Pioline teoreme. Ova teorema glasi: jednalina (4.21) ekvivalent- :
na je prvom KoSijevom zakonu kretaﬁja za virtualne translacije i
ekvivalentna je drugom Kosijevom zakonu kretanjé. za . “vi_'rtualna,
kruta kretanja.

Kako su za virtualne translacije
OC’)Ci = const., o/’xz-)é o ‘OCJ-Z‘@) =0,
OQz'(-UJ (Q:D O/Pz = Oy | N (4.22)
: Off"z:'é =0,

to iz jednadine (4.21) dobijamo

. s , 74 . ‘ . :
S5 ide = i 5, 2 D oo s o
v , 1% A -

Poito prethodna jednadina vaZi za proizvoljne varijacije orac,z-i

proizvoljni element dv , tada imamo

oz' 1é . | . v | ’
Jov =L ,u* 4’,1,,4 ~—_—C’~ -3%—5‘ *ffz. (4.24)



Ova jednadlina predstavlja prvi KoSijev zakon kretanja, odnosno
potreban i dovoljan uslov za balans kolidine kretanja (koji upra
vo predstavlja tri diferencijalne jednaline kretanja).

Uzimajuci u obzir prvi Kodijev zakon (4.24), princip

virtualnog rada (4.20) se svodi na

1600&l-¢ 50/1. A
V/;o//‘ o) * pja’v+/o ud v
%/fz.éafx’l-,é 7 {z'(oé):f/é * Zt(_/OfCZ/,@g)?‘

o) A
w A Sl » (P i v EY) Spir ritdiog, 4 /a/v-

(4.25)

a jednaina (4.21) se svodi na

//i[/"(“)a/‘dﬁw ~ I ofp]civ =/[/£740rx1,4 *

. y |
+ZZ it Sy # 15 ok @2

* (//”z'éu " 6”) O/Pz' » rT Ir,, é/dv.

Kako su za virtualna kruta pomeranja

Jx(.,)k) =0, O/'x[-‘ —C'Ofb'é /d‘t@{) ‘=O/~x'£;‘ d:é@lj
0/;{164))& = Ofxfi &7({ (“)9'4 ’ 0/7;1"” Jx[-t"U /o'é)
, . , | (4.27)
Ipise =doory o7 P44 |
“to iz jednadine (4.26) dobijamo
2} 2g4é ' 7’7 7 T 2 )
/’/z’-//,éff(é’/—-/‘ 7//-(/- ﬁ‘*{//o?_~
vy (4.28)

L . '
077 p pi’)é/’of’x[d”] o - o
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24 ‘ 4 .
Ako sa jz—‘;obeleéimo integrand u prethodnoj jednalini
L T p T T
(4.29)
é Z.. z 5 I.é N
+//‘7,A+£-/_)p7+.r P74
tada ista postaje -

/Z—z’ofx[q.ﬁj dv =0 (4.30)
; |

Kako jednalina (4.30) va%i za proizvoljne varijacije

craciﬁygj to iz nje sleduje da je

z?hfijj’ ,
odnosno
L24] Loy 4 LT g >
£ ,4i// - p LT .
C L 27
w (rEE  ET )pl s r T, o (4.31)

Ova jednacina predstavlja'drugi Ko8ijev zakon kretanja, odnosno
potreban i'dovoljan uslov za balans momenta kolidine kretanja.
Drugi KoSijev zakon (4.31) predstavlja sistem od  tri
‘diferencijalne jednadine kretanja. Uzimajuéi, medjutig! da drugi
¥Yo%ijev zakon kretanja vaZi (odnosno da je tenzor Z_z/ simetri-
Can) jednatina (4.29) daje sistem od devet diferencijdlnih jedna

8ina kretanja u kojima su ukljulene tri diferencijalne jodnnéine
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(431) kao antisimetridni deo od (4.29). U sistemu od devet dife
réncijalnin jedpaéina kretanja (4.29) poznatl su prvi zapremin -
ski momenti étia , dok se ZT’?. , {‘yi,, A ‘71_1 1 7Y oa
redjuju iz konstitutivnih jednadina., Pri ovome drugi Kodijev za-
kon kretanja (4.31) mora biti iskoriSden odnosno zadovol:jen u
konstitutivnoj jednatini po 2749 . |

Uzimajudéi u obzir jednadinu (4.’191), jednadinu  (4.29)

moZemo napisati u obliku
=17 PAPRTCIY 7 7 e
Zﬁ T A Iy’ . (ot) + A4 ’ a( 6Ly k7
14 , ) ) 7
t ok rpf T ATy (4.32)
7 (/’7-,/< *'Cf‘z—-f_z)pi
Z(M)
odakle, mnoZenjem sa C -7', sledi
{1-(1)‘& !ﬂ, Z__,, 2y’ (oc) YA 6
,kUOZ ~ ¢ a . -—;( Cl/(-u, d%,; +

) . T , . w) (4.33)
+/o/‘7°‘ —-/;’*,/( +5'~/‘"/ ;O’cz'.ﬂ- — it 7,4 cz’.;-

Jedna¥ina (4.25), koris‘enjem (4.33), sada postaje
/Joofudv ':/Z/Lﬂ I, 4 *
p (4.34)
//v 7-—-Zl 7. ZP7 _,_‘!kpz /416‘) di.cj,jd(v) JC{ (oL )

6L : , ' '
+ A afc{,-w)évt L’ o/;o,- + 74 09'),‘,4/ dv



34

; .
pri Cemu smo sa L obeleZill izraz

2 2

L ::l“"ﬂk rEE =1t N h (4.%5)

koji se naziva lokalni elektridni vektor polja.

Iz jednadine (4.34), s obzirom na proizvoljnost elemen

ta c{v , sledi lokalna jednadina

foru = fz-éor:x:i,,é +

vy e . . . . Ge) '
+/Zv ¢ ’-—/*24707;4 ~ L7 p 7~ £ ‘5'764): &7‘{(3' ord”c“/"(4-36)

Tee) 4 L _
+ A Jc{{(“})é ’LL?O/};’{ v r7é 0/707'714

Jednadina (4.36) predstavlja izraz za varijaciju speci
fiCne energije deformacije, koji je invarijantnog oblika u odno-
su na superponirana kruta kretanja.

U jednadini (4.36) varijacije Jocz',,e ’ cfd,‘( .4) , |

JC{,-&/’A , JPi' i Jp,,', y | su medjusobno nezavisne. Pretpo =
stavljanjem oblika funkcije specififne energije deformacije, iz-
radunavanjem o/z-( i izjednadavanjem koeficijenata uz nezavisne
varijacije, iz jednadine (4.%6) dobijamo konstitutivne relacije
za 2‘1'{ ’ Z'q',‘ ftyé ’ /""’ 1 /® . Pri ovome moramo kon -
stitutivnu jednaZinu po sz povréi uslovu (4.31).

Jednadinu (4.36) mo¥emo napisati u obliku

_ 24 ¥ 7 2’ .
Joofu =L X%, sz-;/«* -2 -, "4 p7.0.37)



EA ' 2’ & . (’l)
— L Py—-y{ d?(.(),/(]d Ordz(o(_) 7"

/{1'@)4

* ‘/< Orcz764/)/< 'LL orpz r"é X)é arp‘t 5K

Pretpostavimo sada da je specifidna energija deformaci
je funkcija oblika

4 4 k i |
u =u (x sk dia, s sy PF5 PRs k) (4.38)

odakle za CJ; dobijamo izraz

o "’ég—”:‘——— 0/.:«:z iK +3"k o o/‘dz'@a +

69 I ey ( )
; | 4O ) 4.39
* 2 B—T*OLZ);K C/‘Ozz'@c)_;k "ﬁ 'uk 0% *2 ‘éaif JP‘ e

Uvrstimo vrednost cﬁ; iz (4.39) u jednadinu (4.37) i
izjednacdimo koeficijente uz nezavisne varijacije. Na taj naéin

dobijamo sistem jednadina

“7 ) ' 2 7
VR - RIS é““‘aif“i L) #

24 9 « X (4.40)
va
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1 (s )k 'n ) e P c{
A ‘/pJQ- 6%{?@U;R _ e A ”/%? "“)” “ :

| (4.40)
Ny & u 7

/“i;.-= = I ;«x
f; C’Q’P'é"k !

it 0 u
__/00?4&79é

Jednadine (4.40) su nelinearne konstitutivne jednadi-
ne za kikroelastiéne dielektri®ne materijale.
Kako drugi Kosijev zakon kretanja (4.31) mora biti za

dovoljén, to desna strana jednadine (4.40)2 mora zadovoljavati

uslov
74 <9 u ) 2k u 74 éQf%
—_— X ik + c{ +
{2 Jx k,'g 7K ﬂ gjd ) (°U ? O/7c[ oy ‘Y 5K

(4.41)

g 9*——7077‘27 5;2 7";7'“/7.7.]“‘0

Ova jpdnaéina predstavlja uslov invarijantnosti u odnosu na su-
perponirana kruta kretanja kako za energiju deformacije.(4.38),
tako i za konstitutivne jedna&ine (4.40),

Kako vaze relacije

k
. y’
o j K=k DE

) |
Aoy 5 & ”/‘fz. ;& D% )
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to mofemo uzeti da Je specifidna energija deformacije funkclija

oblika

u‘”/‘xii")'/‘k;/( 7f/<L » Ky PX, /béi’</ (4.42)

Na osnovu prethodnog, konstitutivne jednadine (4.,40) sada mo%e-

mo izraziti u obliku

.=f5' a g‘i’“ 2o«

2 U ' 7 S)/u
Lps 40% =ik e p g™ ok,

¢ 8 | .
*fﬂ o")‘i—[/‘ L;“fﬁ 4(99;2 P
| (4.43)
Y 9 '
7‘:/0% 3}9441 p;;,e .

744 1 9 7
A =/0; 57]‘42, j‘-/. :x:»é),k

4

_ 4 & ]
/0; 07%9*,% Jc &

2‘___, 74 & @
% S ‘67 pt

dok se uslov objektivnosti (4.41) moZe izraziti u obliku

/511&%} =inr gt St ““i"w’“ Pjer
(4.44)

"9’“ ' 4 2 a )

'/-; S pE 73 ? ) Péi—; e E-yj.—zo
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Kako jJe specifidna energija deformacije (4.42) funkci-

ijvf'é-/c 9/\'€L;k¢
;€ 4 to sistem od tri diferehcijalne'jednaéine dg-

ja 57 nezavisno promenljivih velidlina Oc

Pt 1 pt
te jednadinom (4.44) ima 57 -~ 3 = 54 osnovna, medjusobno nezavi
sna, integrala, Postoji viSe moguénosti za izbor ovih integrala
sistema diferencijalnih jednadina (4.44)., Poka¥imo samo na jed-
nom integralu nadin njegovog izbora.

Jednadina (4.36) moZe da se napie u obliku

i T g (Tt oyt p7) By s
(4.45)

14’k L es e, _
# A 51-7',4 *+ L 1'/o # 7 i

koja je invarijantnog oblika u odnosu na superponirana kruta
kretanja i, prema tome, objektivna jednaldina, Ova se jednadina
moZe napisati i u obliku

. 1. . 7‘ . 4. ..é
fﬂ"’ Zl //&;)7-£7;} 7‘-2\_7{7.7 7'“; 751;7'),4A7"
| (4.46)

P (g p Sy Bt o i ).

Kako su naponi apriori objektiwvne veliéine,:to i ¢inioci uz ove
‘napone u jedna¥ini (4,46) moraju biti objektivne veliline.

Primera radi, pokaZimo na%in izbora integrala 4&57‘&5}95'
‘8istema diferencijalnih jedna¥ina (4.44).

Diferenciranjem po vremenu integrala E&j}k;}?d.mnoﬁe
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. . . <K
njem dobijenog'izraza sa~/ﬁ ;7 imamo

: K ) - L e
e 5 = e 75 o+ I 5° = -
4.47

=—Jur JE PR = B = PTG

z o
‘MnoZenjem prethodnog izraza sa L7 4 uporedjenjem sa jednaCinom

“(4.46), dobijamo

: s £ 4. T ek 3 o
Pu=L" (P -p bik ) = L% Sk (4.48)
pod pretpostavkom da je energija deformacije funkcija oblika

w =2 (7). (4.49)

Iz (4.49) dobijamo

) 3w ]
U = /7
& 7. <

(4.50)

pa, na osnova (4.48), imamo

S =/ D 7e (4.51)

odnosno
A‘t':_: Q 2 6. o A_
S o Sk - (4.52)

Na potpuno isti nadin moZ%e se prikazati izbbr i osta -
1ih integrala. |
Za sistem diferencijalnih jednadina (4.44) mi  uszimoeno

glededo integrales

Lo



| . 40
BKLG;f{/KakjaaL

. 7-‘
Ck" a_/‘k‘i \x )L

Dogiry =Ny ./\1-1.5"
“‘/\K'z' 732
(4.53)
)
k=N x it
tako da sistem (4.,44) ima op§te reSenje
U =% (B , Cury Dowir 5 e y 17 ki) (4.54)

Koriséenjem (4.53) i (4.54), Jednaline (4.43) postaju

q, D -
- TVl T

7 O w
“fagu e P p S s Pl

n | |
S 29 /7kL -/a'” 79 £ (4.55)

744 o :
7 aaz‘]fiﬁ VLRSS

iy O ;
| ‘/J&ﬂu ‘/\k A

AA ')'

L
V/o o 7k
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Jednadine (4.55) predstavljaju nelinearne konstitutiv-
ne jedﬁaéine za neizotropne mikroelastifne dielektrilne materija
le. Ove jednaline su.invgrijanrnog.oblika,u odnosu na superponi~
rana kruta kretanja.

Ako umesto tenzora B, i Ck/; uvedemo sledede ma-

terijalne mere deformacije

2Fer=8Br — Gkes

(4.56)
ékL = CKL —_ GKL

gde su G «. osnovni metridki tenzori, tada konstitutivne jedna

gine (4.55) imaju oblik

e p G N

fagrzi -kﬂ-z. %/03/7/( | k{P'ﬂL

+Q/)é?ﬁ%1"/1 “ '%D?

» (4.57)
t -2. . . .

g 2
re “;/9 67021 V/ilé‘ :t:?A
T £?1< .7
. £ =/ O 7k S«
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ObeleZimo sa )((u) vektore direktorskoy pomeranja. Ta

da imamo

o o -
dwy =Dk » Pk = g% Dl » e (4.58)

3
odakle, mno¥enjem sa Z?fz , dobijamo

fiék‘ﬁ'i *fé‘k- (4.59)

Iz jednadine (4.58) imamo

X o V'Y K 4 X
.D-(o(} =:a/.(\,(} — 7’—(.,4/ = ;é d,@() h,f'@‘)J (4,60)

. &)
odakle, mnozenjem sa a .4 » dobijamo

Y =25 -5 | , (4.61)

Iz jednadina (4.59) i (4.61) vidimo da su gradijenti
mikrodeformacije J/Tf; i Uij; povezani sa gradijentima mikro

pomeranja )‘fi i /7ﬂﬁ2 na isti nadin kao i gradijenti de -
yA K

formacije 2C %« 1 Xy sa gradijentima vektora pomeranja

whe i 7Y

xﬁl{ :?ﬁ >~ Z(é;K

P (4.62)‘

X5 =;2/ — %

’

Uzimaju'i u obzir relacije



43

(4.63)

dobijamo veze izmedju mikropomeranja 7”” i fk , 0odnosno

izmedju 7” 7 %N u obliku

YT AV /” - /i3t /ﬂ//ﬁv
~ 7” v 9k = S Mo (4.64)
& Y ™
RN ATCNCRTe 33 )m)4 57 -
=/';%£ “"7’5 N
'Koriééenjem jedna(‘,‘i'na (4.53), (4.56), (4.59)., (v4.61)».
(4.63) i (4.64) moZemo tenzore deformacije Fer o €xe 3 Dirry

T« i /7«1 , koji figuridu u konstitutivnim relacijama (4.57)

izfaziti u obliku

ZFL/LL'ﬁL *%k .7L%1./< /ﬂ,;.

€KL= Ukyr— Ves ;(éfﬁ,é“fNA) 7@; ;”’é
-DKLH 4‘-“-724,/*1 "“%JL)N ﬁé;”/é

ﬂk v p/( ""/\Z,é f)é |

' (4.65)

Tei = pere + Yot ppse



44

U sluaju infinitezimalnih deformacija,‘kada su gradi-
jenti pomeranja 4L%;;< i 'u—ﬁlk kao i gradijenti mikropomera -
nja /zﬂ po apsolutnoj vrednosti male velidine (#to je sludaj u
linearnoj teoriji), tenzore deformacije (4.65) mo¥emo napisati u

obliku

Frr = j; {/><ZL # ;i;e)
é/{l_= Z(Kyl. _—7/%.(.

(4.66)
Drer = 7PKL;H

[Tk = P/(,L_

Konstitutivne jednadine (4.55) i (4.57) zadovoljavaju
princip objektivnosti. Njihova primena kao i dalja redukcija za-
visi od konkretnog problema, a posebno od materijalnih simetri - -
ja.

U sluaju izotropnih materijala moZemo uzeti prostorne

tenzore deformacije u obliku
X M
Yhm = Gar x X, Xom

X
&m = e Xim (4.67)

’dzm'n = Yk« 5"/tf/m = ~%« /‘fm,'"

3& = Sk« 79k’
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.ji“m ‘:_/(:ékﬂt 5 ™

tako da je speécificna energija deformacije funkcija oblika
% ‘*"'2‘(%7»7 é:m;dkmvyjz) :'h-m) (4.68)

Kori§déénjem prethodna dva izraza u konstitutivnim jed~

‘nadinama (4.43), dobijamo

1';"

D Dot
P SR G S o aE

/7 <
7"‘f9>~ X% '“f@% bi"

;o

+/09a/zﬁm < " /Ogc{é;m c[,é,,, fg)a,/ m; _C{Am d
9 u 7 9% 9%

+J09\7/"'-z a fa%é/ % fﬁﬂﬂ ‘7\"( (4.69)
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Jednaline (4.69) predstavljaju nelinearne konstitutive

ne jedhaéine za izotropne dielektrilne materijale. Ove jednaline

ne zadovoljavaju princip objektivnosti.Da bi bio zédovoljen prinv

cip objektivnosti, odnosno da bi bio gadovoljen drugi KoSijev za
kon kretanja (4.31), mora biti ispunjen usglov

‘ éQez
T &, + a&,

dau g7 d; (4.70) -
édemn T +é%£9m o m*‘

éy'u o 5714 2, :
JTJ odYU ;7“ z _

Ovaj uslov namede ogranifenje funkciji specifilne ener
gije deformacije (4.68); odnosno ograniéénje.konstitutivnim jed-
nadinama (4.69).'0graniéenj¢ se sastoji u tome da funkcija ener-
gije deformacije (4.68) mo¥e zavisiti od navedenih  prostornih
tenzora deformacije samo preko medjusobno nezavisnih invarijana-
ta, koje se od tih tenzora mogu formirati. .

Ako umesto prostornih tenzora deformacije }6}- i C;;;'

uvedemo slede’e prostorne mere deformacije

fi/;j ==2?€} ’“>%27' ==;2¢y"" G;LL.d/T‘f( ijéy'

(4.71)

Coj = 957 - be; =G Tk Xigo

tads konstitutivne jednadine (4.69) mo¥emo napisati u obliku
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£ ,_ég;zm _ égtlg__ D 29
7i u_ 29 EQAM 7 o1
Nl e ST g Cle By G

+ ”;C:wji—* C[i;m ___aL d.z . & U TEA
&dimn Db " Qdkmy U

(4.72)

a uslov objektivnosti, odredjen jedna¥inom (4.70), s obzirom na
novo uvedene prostorne mere deformacije (4.71), moZemo napisati

u obliku

29 M G 2 O /
Zc)/g J[‘ 5764 6764, b+ " el imm Ly —

(4.73)

| ___.O?».-f"__.._oé.i Q/IA "2 Q/u ] ;)/u' o7
Sdiy: =Bl Y57 TSR, ﬁﬁ)&'{o
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Korii-enjem jednadina (4.59), (4.61), (4.62), (4.64) ,
(4.6'7)' i (4.71) mo¥emo tenzore deformacije i 544' ’ oéz‘/é,

f}?' i ﬂfk' koji figurisu u'konstitutivnim jedndéinama(4.72),
)

izrazniti u obliku

2'7’.7 /Z/ 7” 722 7”;
ff/ = Yoy T 7?}7' i (“4 72"727') /jk ;ék
dz';‘,é = 1‘;‘7/( * 7;:;‘;,4 %’x ;MK

j/\'z? =g7§€f>k+ﬁ" PK

3@;'==;3;“7?~ ;g"“/72.k'/91z iz

Za infinitezimalne deformacije, u linearmoj teoriji ,

(4.74)

ovi se tenzori svode na:

Fao =t (Vv Tye)
57; —-Z(-177 7ﬂ7 .
C{ 7ﬂ],! i (4.75)
‘7/\; = Pug
7

= Pis gz

Izmedju materijalnih (4.65) i prostornih tenzora defor

macije (4.74) postoje veze
F _ o .7' .-7. . P .
PR \//:7 S J%}J = Fru Jog N
.7 ,7. _ _ ’
6,(4. = (E:{;_/‘g L. 6;‘7' = €/</. S “ )(L,';' (4,76)

»
—

J r ko x
Diiry = clipb S X g s D Xi7 x5 X
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K

e =P8 78 K- e A

(4.76)
. N L ;
Ier ='Jﬁ}J7‘k 113§§ :t}'== /ZELU/Ki X sz
Zanemarivanjem nelinearnih ¢lanova u jednalinama

(4.72), dobijamo linearne konstitutivme jednadine u obliku

7, dun (4.77)

U nelinearnim (4.72) i linearnim (4.77) konstitutivnim

jednadinama specifilna energija deformacije je funkeija oblika

U = Y (fz; ’ 51‘/, OZ*'//; 7/2', j’f/‘) (4.78)

Kak6 funkcija energije (4;78) mora biti izotropna funkcija svo -
jih argumenata, . to se ona moZe aproksimirati polinomom. Pod pre-
tpostavkom da néma inicijalnih napona, u linearnoj teoriji imamo

kvadratni polinom oblika

7;1 4[ | 214m
pump AT Py fime 57 f/&m*‘c’ 4 G
(4.79)

¢’

Y - |
JJ;{W) . 7 é 1 [m .
. ﬂ /%; j/m ~ ,2/5 7<m J’(” 3 F" / (C l\?},(m .‘_J..-
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'i'{*:/(.M'N .o a ém
7‘2"5 G ° pdq-ﬂ A ~4 kT Ty + L 7 d.’ﬂj;?

gde su izotropni materijelni tenzori A , B8 , C , D ;/E' ’
(2 ¥ ~. -~ v —

af ’ ,.;/’ ’ /( i Ké parnog reda 1 predstavljaju linearne ko

mbinacije spoljasSnjih proizvoda metridkih tenzora

175 km

,4. _“]L; ;ém/_//g ﬁym*_} %/
57 ” “‘/7. ;”; ;L/(,/;“é;é”",l-; %//
/ l)gt/; +,)) ; ;4m+~)) ?m:g;;e
14’4’10{ ™o / 7”,*
Mm/ﬁﬂ < (7977 378"
E 3’. -3, ? ; *ﬂ gvéﬂzm%ﬂaﬁ ;;'é
7/,ém= 0(3;1/ ;1"7%-0(4 gz'lﬁib%ozé”grm?{é
(4.80)

Z'J'émnp

' -4, (g-{i?;ém;np?_?i'égt;o ;my .
Ve (?’lfﬁé»ﬁfm*?év'ﬁ f’f;m7+
4 7'3?'1‘7?[76';mn7,_ ?A4?¢1ﬁ1~m£np+

- ?,45(371g”’ﬂf’?”.f;/m?fm(?n;j#_
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s 20a g Y 7;7"”.' g ’h"; by
(3789 )
P dTgIT gt Yo gt g gt
+ P ﬁém ?7%’ ;;4'"

/(1':’ Py 2 iy

(4.80)

. o o
[ =y g ygzvaog(?’zzmﬂ?ﬁf)
pri Cemu materijalne tenzore delimo u tri grupe:

A,8,C, G -opisuju Sisto elastitne materijale
i?}f{ —-opisuju dielektridne materijale
;?7l€’7:i -opisuju efekte uzajamnog dejstva
dok su materijalne konstante:
Jﬂ_i/ﬂ -Lameove materijalne konstante
Q))gﬂ -elastidne materijalne konstante
/3 ~dielektridne materijalne konstante
4 -materijalne konstante uzajamnog dejstva

Yorisdenjem (4.79) i (4.80),linearne konstitutivne jed

nac¢ine (4.77) dobijaju oblik:

£ N e g7t U YV E gV EC 5

g o - . (4.81)
bl EF v oty T g roly I ods
17. g 7 ' o
A “Afr 3120 £ N, Er 9774
| (4.82)

(~4) : L
b ap, £ty 3y g ety POV
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P A J""é 1
4% d e s Vs a{é;"‘
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(4.84)

(4.85)



V ZAKLJUBAKX

U ovom radu se; kao %to je naglaSeno u uvodu, elaptiC-
ni dielektriéni materijali posmatraju kao kontinuum sa mikrostru
kturom i to kao generalisani Kosera kontinuum. U prvom delu izlo
Zen je model ovakvog kontinuuma. U slededéem delu postavljen je
princip virtualnog rada, odakle sleduju jednadine kretanja i ne-
linearne konstitutivne jednadine. Zatim su ove jednaCine za izo-
tropne materijale i linearizovane. U radu smo se.zausta#ili na
iz#odjenju linearnih konstitutivnih jednadina. Linearne diferen-
cijalne jednafine nismo pisali iz razloga Sto se one dobijaju ne
posredno zamenom linearnih konstitutivmnih jednaina u  izvedene
diferencijalne jednadine kretanja (4.24) i (4.29).

Modeli, koji su od drugih autora do sada razmatrani,su
uglavnom klagican kontinuum ili pak kontinuum kod koga su uzeti
u obzir i drugi gradijenti deformacije.

U teorijama &isto elastifnih materijala posmatré se Ko
sera kontihuum ili kontinuum sa mikrostrukturom. Model dielektri
- &nog kontinuuma, koji je izloZen u naSem radu, do sada nije~pro-
uavan., Mi smo, dakle, posmatrali model Kosera dielektri&nog kon
tinuuma koji je op3tiji od svih do sada proudavanih modela diele
ktriénog kontinuuma., |

Iz teorije elasti¢nih Kosera materijala moZe se pokaza
ti da se jednaline polja svode na jednaline polja ostalih teori-
Ja elasti®nih materijala pod odredjenim pretpostavkama. Tako, na
primner, ako se uzme da su direktori materijalni vektori'[ié] s PO
kazuje se da se iz ovakve dobija teorija tzv. dipolarnih materi-

Jala lkoju su formulisnli GREEN i RIVLIN'[#Z] o Ako se, pak, uzne
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da dirvektori predstavljaju kruti trijedar, tada se dobija teori-
ja tzv; mikropolarnih materijala koju je formulisao ERIHGEN[@Q].
Takodje se, pod odredjenim pretpostavkama, mo%e dobiti i tzv. te
orija materijala reda dvé, koju su ragmatrali TOUPIN [;Q] i MIH-
DLIN [20] .

Na analogan nain, jednaline koje se odnose na ovde
posmatrani model dielektritnog kontinuuma, mogu se pod odredje -
nim pretpostavkama svesti na jednafine polja u literaturi veé
proulavanih modela. Tako, na primer, moZe se pokazati da ako se
uzme da su direktori materijalni vektori (gradijenti mikrodefor-
macijejﬁ}i tada se svode na gradijente deformacije X fK ’
odnosno o %((,z) = X é’k’ ~D-k(,°4) i ako se zanemare inercijski &lano-
vi direktora, Jjednafine polja izvedene u ovom radu se svode na
jednadine koje je u svom radu dobio BAUCHERE![&A] s Dri Gemu je
on zanemaric joS i inercijske CGlanove polarizacije.

U veléini radova se inercijski ¢lanovi polarizacije'za—
nemaruju (lié] , [ié] i dr.). To se mo¥e uliniti samo pod pret-
postavkom da je promena vektora polarizacije zanemarljivo mala.
7 ovom radﬁ mi smo, medjutim, ostavili moguénost vede promene ve
ktora polarizacije, te smo vodili raluna i o inercijskim &lanovi
me polarizacije. Ovo svakako predstavlja opstiji sludaj, posto
promena polarizacije nastaje pri promeni intenziteta i orijenta—
cije elektromagnetskog poija u kome se nalazi dielektriCni konti

nuaume.
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[13]
|14]
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