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Re1a ti vist·icka hidromehanika' ј е pocela da se razvi ј а .191L~. 

r.J·nsVta;~ [lJ ~.I.' o~m1J_1_;Qao ... '10.. cJ.L.i. ... - .... izraz za 

relativistickog idealnogfluida i.izveo. njegove diferencijalne је

dnac.ine kl"et.anja, ogranicivsi эе .pri tome па ad'ijabatska stru.ja

пја, kаdг. za fluid vazi' karakteristicna. jednacina koja vezuje pri-

tisak i gџstiпu. 

Jednacine kretanja takvog fluida .ispitivao ј.е 1924. godine 

Ajzenl:art (Eisen.'11.art) [2]. Оп је pokazao da је, 'kada se radi о adi-

jabatskom strujanju idealnog fluida 7 moguce pronaci metriku koja 

је konformna metrici 'prostor-vremena, u odnosu па koju strujne li-. . 

nijefluida predstavljaju geod~zijske linije. Pri tome је utvrdio 

i oblik ~kг"lагпе funkcije ропlOСu. које эе pomenuta konforr:'lr'.:.8, П~(;-Gr-i-

uvcdi .,' 

~'O su., шеdјutim, bili сато .. pojedinaCni .. iako vеощг.. zпаёај-
.' 

ni rezultati iz oblasti relativisticke mehanike fluida. 

~ek 19370 gоdiџе pojavljuje ве prvi rad koji sistematiki iz-

l&~e ~a12tivisticku teoriju idealnog fl~ida po.uzoru па odgova~aju-

r'.!.j ети аU..!(ј ог pre . 
f~o је ~C tada о r~lativisti5kom ide&lnom fluidu bilo poznatc; ?~бt-
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sticna jednacina koja vezuje sopstveni pritisaki' sopstvenu·gusti

nи. ОП prihvata od Ajzenharta ska;Larnu funkciju po~ocи koje Бе 

strujne linije idealnog fluida preslikavaju па geodezijske linije 

jednog prostora cija је metrika konforlIlna metrici prostor-vre::1e:r ... a, 

i ротоСи. nје uvodi ЭУОји funkciju, tzv. fUnkCiju-iПdеks1 ) ,.koja и 
relativistickoj hidrodinamici igra уеота vaznu ulogu. 

Pored toga, Sing је u svoroe.radu uveo.i citav niz novih 

ројтоуа: definisao је kinematicku i dina~icku cirkulaciju, иуео, 

poja:n kine:natickog i dinamickog tenzora vrtlozenja, kinешаt.iСkоg i 

dinamickog vektor-vrtloga, i defiriisao је i ispitivao bezvrtlozno" 

strujanje. Izvestan broj definicija izovoga rada је docnije pre

trpeo izmene, ра Бе cak neki pojmovi definisani u njemu ine pomi

nји u docnijim radovima, kako Singovim tako i ostalih autora, јег 

ае pokazalo аа nе predstavljaju ~spel~ relativisticka uop§tenja 

odgovarajucih klasicnih ројтоуа. Tako, recimo, u danasnjim rado

vima ne mozemo naici па Singovu kinematicku cirkul'aciju; kao iz ..... 

raz koji predstavlja relativisticko uop§tenje klasicnog ројта cir

kulacije vektora brzine prihvacena је samo njegova dinamicka cir

kulacija, pod imenom cirkulacije vektora toka. Ipak, ovaj Sirigoy 

rad ргэdstаvlја zna~ajan doprinos razvoju relativisti~ke ~eoг~je 

fluida, buduci da је posluzio kao osnovi6a па kojoj s~ docn{ji аи

tori, uk1jucujuci i sarnoga Sing$., gradili dalje 'tu teoriju. 

1) }"uIlJ\:qija-indеks koju Sing uvodi, i koju tako naziva.zbog nјеnе 

analogije sa klasicnim indeksom prelamanja date transparent'ne 

sredine, nе razlikuje зе bitno od pomenute Ajzenhartove funkci
• 

је: samo iz for~alnih razloga, umesto da koristi Ajzenharto~~ 

l~d~ , 
furL.~ciju. СР (t--) = ~.(gde је ~ sopstveni prit'isakfluida, а Ј 

• ltofCtl.) rr ... 
nјэgоvа sopstvena gustina), Sing kao funkciju-indeks definise 

fч-;.;) = e:':lj· ф(/I.)о u svoj iш rad.ovima Lih'''lerovic prihvata Singovu 

-(.·".~lгc-\ .;" i 11.~ziva ,Ј "е indeks fluida • ..... v ....... ~_ . - t.i .... '" -
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Posle' izvesne pr~znine u literaturi koju је doneo drugi sve

tski rat~ krajem 5etrdesetih, а zatim pedesetih i ~ezdesetih godi

па,' рој ауl'јиј е se 5i tav niz ve ота znacajn1h radova iz ove oblasti. 

РОПlеnuсешо, рге· svega, Taubove(A. Н. Taub) radove [4Ј,[5Ј i [6Ј • . 
Koriste6i Ekartove (с. Eckart) [7] ideje о relativisti5kojtermo

din~mici koje prenosi iz specijalne u op~tu te6riju relativnosti, 

ТаиЬ GC по ogranicava па adijabatska i izotermicka s~rujanJa, рг! 

kojima za fluid vaii karakteristicna jednacina koja vezuj~ sopstve-
, , 

ni pr~tisak i sopstvenu gustinu, vec posmatra op~ti эlи5ај, kada 

5U ауе termodinamicke velicine nezavisno prornenlji ve. U svojirri ra

dovima оп, izmedju osta1og, formulise i jedan nov oblik tenzora i 

energije,relativistickog idealnog fluida. 'То је oblik u kome эе' 

unutrasnja energija po'javljuje eksplicitI)o, а koji је veoma pogo

ааn za rad kada uz diferencijalne jed~acine kretanja fluida i uz 

jednaQinu kontinuiteta treba, pored karakteristicne jednacine, ko

risti ti. i druge termodinamicke veze •. 

Uporedo эа Taubovim radovima, u 1i teraturi iz" toga per·ioda 

r .. ailazimo па niz radova А. Lihnerovi5a, (А. Lichnerowi):cz) [8Ј, [9Ј 

1 r.jegovih ucenika. U njima autori uzimaju u obzir pojav~ 'ргоуо;.. 'Оо 
, , 

djenjatoplote i e1ektrici teta kroz idea1nu f1uid.nu, sredinu, a:ta-

kodje posmatraju naelektrisani·ili namagnetisani idealni fluid~ 

Tenzor energije koji na1azimo u njihovim ,radovima dopunjen је 'с1а

novima koji эе odnose 'па pojave koje это рощеnUli. Veoma' znacajl1.0' 

mesto u tim radovima zauzima i Kosijev.problem koji,se postav1ja i 

15Р! tuje u razlici tim slucajevima materija1nih sre'dina. 

Najzad, А. Lihnerovic је prvikojije u relativistickoj te

or1ji uzco u obzir unutrasnje trenje, koje postoji izmedju cestica 

fluida pri njihovom re1ativnom pomeranju.Po,~to . је postavio izraz 

Z& ter..zoJ:."' energije re1ativistickog viskozno'gf1uida, ori је, ,ро1а

ZGc;i od uslova konzervativnosti togatenzora, izveo i diferenci- " 
, , 

ja.1HC jednacine kretanja takve materijalne,sredinei ispitivao nje-

. ,.\, 
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по bczvrtlo~no utrujunje. 

Relativisti5ki viskozni f1uid koji је uz to i nae1ektrisan 

'p::.~oиCayao Је. u э:"ојој studiji [10] Pis0n CG. Pichon). Tenzor vis~ 

}~OZi1osti l{ој! na1azimo u njegovom ;r-aa,u nе poklapa эе эа izrazo.m 

'lcoji za taj tenzordaje Lihner.pvic. U· ode:1jku 1.1 ovoga rada go~ 

VОГi6еш? deta1j~ije о tome zb~g.5e~a эе izrazi za tenzor visk~i

nosti kod dvojice pomenutih autora raz1i"kuju. 

Primeria'varijacionih principa.u.re1ativistickoj mehanici. 

fluida "cal":odje је razmatrana od neko1iko autora о kojima это" ovde 

govori.1i. Ko1iko пат ј е p:oznato, уес pomenuti Ај zenhartov rad (2] 

је prvirad u kome su diferencija1ne jednacine kretanja' re1ativi

sti5kog idea1nog f1uida za koji vazi adijabatska jednacina рготе

nе stanja izvedene primenom jednog varijacionog principa. Potpunu 

Iогmаlnu ana10giju toga principa За l i'e.rmaovim principom geometrij

ske optike .istakao је u вуоте ra.du· [3] Sing. 

Godine 1954. је ТаиЬ [11] formu1isao varij"acioni princip 
. " 

koji dovodi do jednacina ро1ја opste. re1ativnosti i do jedna5ina 

l:retz.l1.ja relativistic~og idea1nog f1uida. Najzad, jedan interesar.

-сад p:"ila.z t оте р! tanju razmatrao је 1970.' godine BernardSuc .С Ве-

l',nг..га. G о Schutz, Jr.) (12] , drzeci se i аа1је granica idea1nog 

flu.ida. 

ovogkratkog istorijskog prikaza razvoja re1ativisticke 

hid.го;-дsЬ;аnikе rtloze s.e zapazi ti da је u :1:.i teraturi ug1avno'm prou

сауаn relfa-~ivisti5ki idea1ni f1uid, dok upad1jivo "ma.1i Ьгој rado

Уа 1:~ziПlаu o"bzir ројаУи viskoznosti. Osim dva rada" koje smo. ovde 

ci ~Girali 9 u с! tavoj re1ati vistickoj . 1i teraturi . koja ~аш ј е . bila:. 

nais1i ni na jedan drugi 'rad ц' kome s'e razmatra W.i.U-

-t;гг.Sдје tl"enje iz:nedju cestica .f1uida pri njihovomre1ativnom р6-

rTle:car.:.ju .. · ?гi tоше эе, kao sto это ·уеС ist~k1i, izrazi 'za tenzor vi

s:·:ozl~J.osti 1.1 Qva pomenuta rada raz1ikuj~, a'pri' izvodjenju jednaci

::~c.:.. };::r"etar.!.ja posrnatrane sredineautori blo1aze od us10va konzervativ-



-5-

ll()~;LЈ(,(·ll:'.џ.t·а t.:Пt}1·{~iјо, :Jto zrшсi da. kori~tc put koji juu rula .... 

t~vi~t~~k6j. teoriji f1uida uobi~ajen •. 

U оуоте radu сето posmatrati re1ativisti5ki viskozni ~lu

id, 'эа ci1jem da pri izvodjenju diferencija1nih j"edna~ina kreta

nја takve materija1ne sredine primenimo tzv. PfafoVu metodu. 

Primeni Pfafove metode u mehanici i teorijskoj fizici ро

SVeC8l1. 'је ve1iki Ьгој radova objav1jenih u Beogradu. krajem ~etr

desetih i pedesetihgodina. 

oya~ сето pomenu,ti рге svega .radove А. Bi1imovica [13Ј i' 

[14Ј. Baveci эе pitanjem utvrdjivanj~ fenomenoloske оэnоуе za 

Pfafovu r~etodu, оп је u svojoj monografiji (14] f.ormulisao јеааn 

opsti fenomeno1oski diferencija1ni princip. Тај princip analizi

га stanje posmatranog.sistema i uzroke'koji izazivaju promenu to

ga stanja, i па osnovu te ana1ize' sastavlja. jedan matemati~ki iz

raz u obliku Pfafove forme, iz koga эе dobivaju diferencijalne је

dnacine kretanja sistema kao Pfaf9ve jedna~ine. Оn.је zatim pri

menio Pfafovu metodu па niz problema teorijske mehanike, nebeske 

mehanike i geometrij ske optike [14].' 

Pri izvodjenju diferencijalnih jednacina kret~njakrutog 

tеlг.., za-tim osnovnih diferencijalnih jednacina hidrodi'namike i те

hani},:e elasti~nih tela, ovu metodu је koristio Т. Andje1ic; [15}, 

[16], (17]D Time је оп ukazao па opstu p~imen1jivost Pfafove тe~ 

tode u dir.1.arr..ici - kako krutih te1a, tako'i ·.deformabi1nih sredina. 

Najzad, u эуоте гааи [18]·Dj. l'JIusicki је pokazao da эе Pfa;.;.. ... 

:f·OY3. шеtоdа moze koristiti i u teorijsko'j fizici. Оп је izvrsio 

generalizaciju Pfafovog izraza i Pfafovih jedna5ina, dok~zao da i 

za ~akav Pfafav izraz i jedna5ine vaze slicne ОЭ9Ыnе kao i za obi-

С;::::'У'.1. Р:Гаfс\Г izraz i jednacine, а zatim tak:o genera1isanu PfafoV'<l iт~c-

-coc..t: :Jri;aenio 11. razlicitim oblastima teorijske fizike 

;;;.ici ~ elektro~'"a.agnetizmu i kvantnoj mehanici. 

termod.ina .... 
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Ovaj 'rad smo podeliii па dve, glave. 

U prvoj glavi пат је bio cilj da dodjemo do oblika za ten~ 

zor en8rgije re~ativist~ckog viskoznog fluida. Posto это u prvc~ 

odeljku objasnili sta пав је navelo da ве па tome pitanju, k6ja 

је u literaturi уе6 resavano, ipak zadriimo, u drugom odeljk~ ras

praYljc.rГoo 'koji obl~k te,nzora brzine de,;formacije ~ tenzora vrtloze

пја traba,u.svojiti u relativistickoj teoriji~,Pri tome это Јсао ов"'; 

rJ.ov:'cu. u nasiri1 razmatranjima uzeli zahtev da rezultati ао ko'jih 

dolazi~o moraj~ biti u skladu ia postoje60m Bornovbm definicijom 

lcru-costi' 1-1. opst'oj teoriji reiativnosti" а takodje i u skladu ва 

rezultatima гааа (19Јо vrstama kretanja Bornovog relativisticki 

kru:t;og tela. \0 

u 1,Joslednjem, tregem odeljku prve glave, do1azimo do re1a

tivistickog tепzога viskoznosti polaze6L od zaht~va'da,se njegove 

prostorne komponente u odnosu па sopstveni koordinatni sistem эуо

ае па kOillponente odgovaraju6eg klasicnog tenzora, dok ти ostale 

kOE-:,рОl1.еП"'Се u odnosu па taj sistem moraju bi ti jednake nu1i .• 

Osnoynom pitanju koje u·ovo-rn. radu razmatramo ..:. рitв:пјu pri-

mene Pfafove metode u re1ativistickoj m~hanici f1uida posvecena 

је Qruga g:ava rada. 

Po:;le kratkog izlaganja о t"ome kako је nastala tzv. Pfafo

Уа ;:;.е-;оаа 11 шеhаniсi, i sta predstav1ja пјепи sadrzinu, u drugoffi 1 

сеntгаlrlОПl odeljku tog.a de1a гааа postavlja эе izraz za Pfafoyu. 

fOl~:1ll.l. која odgovara posmatranom materijainorг. sistemu. Iz toga iz

r·E~Zc::. sc zаtiШ,· postu.pkom koji Pfafova metoda nalaze, iz'vode dii'e

rencijalne jednacine kretanja relativistickog yisk~znog fluida. . .. 
D~bivene je~na5ine, koje predstavljaju relativisticko uop§tenje 

T;~vije-Stc~sovi~ jednacina klasicne hidrodinamike, r~zlikuju ~e .оа 

с.:,:;;с~\f&у-ајu.сirА jecll'1acina ао kojih је аоiЗао Lih~erovic {8]~· t'o' је 
:"~", .. ::::;~:.;~;:::"ji'/o .al':o эе iша u vidu аа se terJ.z.or viskoznosti koji је6:с.l.. 

::'o::-'c:c.lis::,o nе polrlapa sa izrаzош koji SffiO U оуот 'radu za taj .tc:n-
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zor dobili. 

U trecem, poslednjem odeljku druge glave, ogranicil:i это se 

па slu~aj relativistickog idealnog fluid~.za koji va~i adijabatska 

iednacina promene stanja. Pokazali это da эе u tome sluca.ju Pfafov .. . 

izraz za delic fluidne sredine moze obra~ovati па уеота jednosta.

уаn na~in, bez potrebe da эе tra~i re1ativisticko uop~tenj~ za k~a-
:. '," 

sicni izraz koji predstavlja rad rezul-'Gujuce si1e pri tiska kojom 

okolina nauoceni deli6 deluje, prilikom njegovog ротегацја 'odpo

ce-'G:r1og ао krajnjeg po1o~aja. Рг! tome fluidnu sredinu moramo ро"':' 

smatrati u prostoru cija је шеtгikаkоnfогmnа metrici prostor:-vr~

теnа, а која se uvodi рото6и indeksa fluida :tako аа strujne linijE: 

fluida predstavljaju geodezijske linije toga prostora~ 

Najzad, zakljucujemo da bi se taj rezultat pod izvesnim us

lovima mogao primeni ti i u slucaju re.lativistickog viskoznog flu-: 

ida. 



('," 

G 'L А V А 1 

' .. 
i 

1.1. Uvo~na razmatranja 

Relativisti~ki fluid posmatramo u ~etvorodimenzionom riman

экоrn Pl~ostoru il1.defini tne metrike - prostor-vremenu ~ • Obe1ezice

шо эа :~~ 2) proizv~::>ljni koo::.. ... dinatni sif?tem koji pro'stor 'V" dopus

"са? эа gc:.p koordinate osnovnog metrickog tenzora' u odnosu па sis-

tвш ,ј;::.С(. 9 u.zecemo da se u Odl'lOSU па lokalne pseudo~uklidske .koor~ 

dina-'\i6 Q svodi па dijagonalni oblik 
Ос!.р 

{
~ о 

::. О 1 
. О О 

О о 

~ ~ } 
1 О 
о -1 

, 

tako cla је signatura оэпоупе me·i:;ri~lce forme , 1)oz1-... . 

tivna .. 

. Ako f'lu.id (i1i uopste mater1jalni kontinuum) posmatramo kao 

SiS.!GE;[r. се s.!cica C(.t, (gd.e 
5 

smo ozna~iliprostorne parametre, уе-

2) Slcva Er~ke azbuke сета koristiti za indeksek6ji uzimaj~ угеб
nGs~i :,2)3,4; indekse koji idu .ој 1 do 3 сето obele~av~ti la-.· 

-, \ 

....// ~:-o-...... -: "'-~':' Г'О ;\ ~~:1stЈ:1-;У'ОVU konvenciJ';u. 'о sabira, ПЈ-и .. -- - -...... _... 06.'1. -=Ј - - СЈ --
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zane za Odredj~:rlu cesticu sistema), onda istoriju posmatrane sr,e-, 

d,ine u ргоstог-vгеmеnu pred:st,avlja kongruencija svetskih linija 

CJ~. Оуе svetske 1inije -i1i jednacine kretanja cestica CJ~-,и 

odnosu па sistem ха. moze,mo napisati kao 

х d., ;;: X~{ ~!, 6) Ј 
, S I 

(1.1.2)', 
. ~; 

gd.e smo kao par,ametar vremenskog tipa odabrali sopstveno vгеше duz 

syetske linije cesti'ce Сјс:. ,., koje smo, oznaci.li эа /.S, • Тај рагате

tal~, za razliku, оа, prosto,:::-p.ih ,p~rametara jt- , menja эе duz svake 

linije C?~ • ,Jedna.cine (1.1.2') mozemo protumaciti i kao tгаnSfогmа-. 
~ , . 

ciju koj от эе p're1azi od koordinata' ;.1, ,:)' , koje ро ana10gijis~. 
, ~ ) 

odgovaraju6irn k1asicnim nazivom mozemo zvati Lagranzeve koordina-
, ~ 

te, па koordina~e ~ , koje сето nazvati Oj1erovim koordinatama. 

Pri tom pretpostavljamo da је jakobija:n te transfor:nacije razlici t 

od nule,' sto znaci "da оnа, dopusta inverznu tr~nsformaciju. 

Kako, su (1.i.2) 3:-inije, vremenskc;g tipa, jer brzina cestica, 

nе moze dosti9i brzinu svetlosJ(ji" ',niti moze bi ti уеса od nje,' s оЬ

zirom l'la odabranu signaturu се ,oci'glednobi,ti 

takoda 'cetvorobrzina, vektor 

Ј '!."о(.' 

'" 'w 
и :::: d6 . ) (1.1.3) 

zadovoljava uslov 
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rrvi korhk koji treba u~initi u relativiuti6koj meh~nici' 

flui(ia '..:~astoji seu tоше da Бе obrazu,je' izraz za tenzor Cl'1ereije 

posma"cral1G sredine. То ј е simetricni tenzor koj i sadrzi clanove' 

koji odgovaraju raz1i5itim vrstama enargije sredirie. 

оааупо је poznato аа эе tenzor energije za ргоizV'оlјпu.f1u-, 

idnu sгеdiп,u koja nije na.e1ektrisana, i u koj ој эе ројауе' ргоуо

djenja t'op1ote i elektrici teta' zanemaruju, moze napi,sati uobli

ku4) 

gde Ј predstavlja sopstvenu gustinu fluida, а S~f3 је tenzol" 

sopstvenih pri tisaka, :k;roz koji dolazi ао izra,zaja naponsko sta

nје l<:oje У1ааа u f1uidu, i koji zadovo1java 'u'slov 

с:. cl" 
Vct~,U ='0 '. 

Za idealni fluid tenzor pritisaka ima oblik5) 

gde је I(V 
I 

sops"~veni pri tisal~ fluida. 

(1 .. 1.6) 

(1.1 .. 7) 

ИогаГi10 naglasi ti аа s:no 'se ,оуае opredeli1i za takve fizic~-:e'~ 

jedi~'~ __ :;e ]ri kojima је brzina sye·~10sti,;(/ ,jednaka jedil'lici. Da 

to nije slv.Caj,' u jedna.5ini (1.1.7) bise, umesto , nalazio 

koliiSHi'lc 

4) Vid~t~~ r~ci~o~ [20], str. 154, jednacin~ (4.78). 

5) Videti opet [20Ј, str. 155, jednacina (4Q84). 
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Ako SG ra:di о viskoznom fluidu ll dakle ako эе pretpostavlja 

da postoji trenje izmedju ~estica f1uida pri njihovomre1ativnom 

poтeгanju~ onda ае, Ьаэ kao u k1asicnoj teoriji, tenzoru pritisa

ka za idealni f1uid~ tj. ~zrazu па аеэnој $trani jednacine· (1.1. 

7), superpor.l.ira јоэ јеааn tenzor, . koji i u relativistickoj teori-
. 1 t" 6) ji zoveffiO tenzor V~SKOZnOS ~ • 

l r l' 1 • .4-'" • • t' ". \.0 1.;:(0 Je.n$.ma:poznauo~ u J.~i;era .игЈ.. РОВС;ОЈе ауа razlicita 

izraza za re1ativisticki' tenzor viskoznosti. Јеааn izraz је, јоз 

1955 gоdinг~ predlozio А. Liћnегоviс:u вуојој m6nografiji [8Ј,·а 

па d.r1..lgi nailazimo u radu РiЗО1'lа [10], objavljenom deset godina 

docnije .. 

Izrazi za ·Cel'lZOl" viskoznosti kod ОУа dva au:'cora se razliku-

ји zbog toga sto oni polaze оа razlic~tih oblika tenzora brzine . 

defoГ1::aci ј е kO::'1.i;inualne· sгеd.inэ? prek9 koga эе, kao i u. 'kla8icnoj 

teoriji p izra~ava tenzor vizkoznosti. 

u ~зlјi аа dodje .do tenzora koji bi u relativistickoj teo

riji ос.gоуа.гао klasicno:n pojmv . .Icenzora brzine deformacije nерге

kidr~e sгэd.inе р А. Lihnerovi~kori~ti оnај isti pu.t kojim је, .·81е

deci .Ajze~J.har~a [2Ј i Singa [-3],' isao pr6u.cavaju6i idealni flu.icl: 

pomoc'Ll.f1J.l'lkcij~ koju naziva ;i.rl.d.eks f1u.ida 7)о·n па odredjeni rшсin 
uvodi Пlе-Сrikl..: l:oja је konformna 'metrici prostor·-vrem.ena i defi11i

se ve~;:tor toka (i:i.i pseudobrzin1..1) kao .vektor С ~ [u. , gde f, oZ-' 
. • ~ 1. ol '. Ј 

nаСБ.Уа ±l'1deks f1v.ida. Zаtiш povezv.je· taj vektor эа jedl'lim vekto-

гот d.efin1.sa:i1im u odnosu: па uvede~'1u шеtгiku, jedinicnog intenzi-

6) Videti [8Ј, str. 95, jednacina (51-6). 

7) y~c i~~:~:~ viskoznog relativistickog fluida А. Lihncrovic zad~-
.- о,., , " , . . - ,. "' "- l' . .,' о· . 
:L.<iY.'- c.~'j,.~ ~;::; C(,~ =u.ll~:CJ..Jl). КО:Ј':: .. ~:oa 11Jega preus t..av_Ja· 1.11.G.6KS .l.:J.~C:...'...-

. ( .... 1,1 . 

,- ". . • ђ ( Се.'!/ '. f f I 1) "о -1 
::,'"';,э :~ ~ -:.:~:" C~.::l8 Sl~edJ...l'1e: + -= e;·:IJ Ј ;_~ / 7 gde· Ј е ;:. \. 1У .. 1. reIE3. ..; OT!:€;"] ОП 

• ):"$';' ~ . 

1.')OSLJ1:::.:~.r2. за.ШО 01'1и flv.idn:u. sredint.i. koju karakterise jednacina 
sta~ja хоја vezuje sopstveni pritis~~ i sopstvenu gustinu •. 

. " , 

" 
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-teta 1:, -'сој m,etl"ici, i posma~Gra neprekidnu.. sгеdiщ,,t ( Јсоа njega је 

" Ј ' to prvo lGea.nl, а zatim i viskozni fluid), u 6dnosu па иуеаепи 

mctrikUe Nc тo~crno so ovde dGtalj~ije zadr~avuti па tcoriji koju 

Li}";{l(; )~OV:L ~ J:"azvi ј El ') u toj tooriji yol:~,():~ 

~coJc2. igr8. veoma vail.nu u1ogu: u iZl"'azu koji 'predstav1ja relati'Ji

sti~ko uop§tenje k1asi~necirkulacije vektora brzine ро zatvore-

пој k~ivoj u strujnoD proetoru, z2tim и i~razu za relativisti6ki 

tC:.1Z0:'~ "\Г:i."~GlоZnоsti, uш.еs-i:;о ce~cvorobrzine,' koju bismo mog1~ ссе-

kivati па ffi8stu па kome эе u odgovarajucim k1asi~nim izrazima па-

lnzi brzina, nai1azimo па vektor toka. Najzad, i u tenzoru brzi

по J.,~,C02Нl:.1cije koji def'ini~e A.Lihr~8rovic (а koji эе i .РО olJli-

ku :г:~:~~_i.l:llј е od od?ovarajuceg klasicnog -(jenzora) , ,takodj е и'те з-со 

cetvorobrzine nalazimo vekto~ tokao 

u SVОDЭ гааи [10] Go Pison, пе navodeci p+i tome nikakvu 

1i tега:'Gl,lГ-u, prihvata kao !'elati visti~ki ter.l.zor brzi.ne deforrnaci-', 

је t~nzor koji se ро obliku пе raz1ikuje оа k1asi~~og oblika t6-
са ~ehzora, за ~etvorobrzinom па mestu na.kome seu klasi~noj:~e-

o:c:i.ji 11::1azi vekcor brzinee П sledecem o9,eljku ovogal"'ada, u. ko-, 

ые ceK~O opsirnije govoriti о ~Genzoru Ьгziпе.dеfогшасiје nерге- . 

izlozicemo i razloge z~og kojih smatramo йа је ta-

kav 0'01:':: -coga tenzora tesko prihva-'Gi-'Gi. 

Najzad.? n~vedimo јОБ da.kod Singa [20Ј nai1azimo па izraz 
. , , 

za tenzor Ьгziпэ deformacije koji зе ~azlikuje оа ауа prethodno 

pOl',ieY'il;_-'Сс:. i::~rc.za. Nacin izvadjenja ,koji је Singkoristio аа Ь! 6.0-

sao d.o ~~oca -tэУ.:.zога8 ) је onajisti' koji nal'~zim6 ,kodL'ihner,oviCc..;' 

.; С"' -~- ....... i - .. : ~ 
-1.."",, . .;G...._ .... ..:....:... t: ccl~~08и .11.a. 

ji~ )utc~ је Sing 
od.eljka o-'/oga' гааа t.lkraJc;ko 68::',,0 
dosao do svoga izraza za tenzor 

....;: ' .. ' ... -~ ......... -
oOJasn~ ",.:.. ~,-Џ" 

brzine defor--
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fori11r:.1.: IEe-сгiсi prostora VI.J. N~iћоvi эи izrazi istQg oblika (.Ко-

'i • .; • d 1 1 - - .." "'\ ., 
~i эе raZ~lKUJeo .. К aSLcnog o~L~Ka 
u . . 

~ ; ) 
СОба "'Cen~oгa , sг.r!'ю sto ј е 

};:ос. SiЛLj&·СеtvогоЬгziпа. zauzela mesto vektora toka iz. iZl"aza ko-
оо. , Т' ~ • ...., ji ааЈд A~ ~lnne~ov~c. 

Ке6ето ·ovde op§irnije izlagati оnо ~to postoji u radovima 

Zeleli эыо эато аа istaknemo аа эе da-

nав јоfЗ U~J'el( raspravlja о tome koji oblik tenzora brzine d6'fогш&.

cije ~гeba usvojiti u relativisti~kojteoriji, ida эе u radcvi

та .1'·а~,-:10::?га\г..1.0 mogu sresti Singov - kinelr!-aticki ~ i Lihnегоviсэv 

- dina~icki tertzor brzine deformacije neprekidne sr~dinet kao Qva 

osncv~~oDlika·toga tenzora9 ).Tenzor brzi~e deformacije iz Piso-

nо-'.гос гаQС: [10], о kor:le эrдо ovd.e govorili, predstaYlja samo jed-

nи ~~njc. u~~olu varijantu 

Ј,Ј' ••... ', .. ,':,','.!' '~(\.r~l· o,'ic'l ,'Ј' ј, •...... ,! (t;.~~".'o· .. С, •...• .".!." . . Ј .•. ·!·.·; .\'.' ." ~ . _\._. '_ \ .. '." ,-, ,и. "_ ~JY()J:~ .t·а~',rп;I;,,·:ll·~<Ј;' KO.,i;l •• ц 

l~~з~а~uri о tome mogli da nadjemo, dovela izmedju osta~c5 do Је-

Ylj 6. :'12. ј р OgOdl1.i ј е rela..'(ji vi s"cicko l.) .. ops~Ger:j е klasicnog 

ra Ьгzi:С:1З d.eformacijel1.eprelcid.:C.lG srгdiј,'1Э. Тс:.ј te11Z0r эе, };:с:.Јсо се-

9) Ovd.::; ":;;Е:О t1.-\le..i.2. 'nazi -vG f~1~ir,,"eE1a ticki t:~ v OQnC4 sno' ;~clil'l~m.i'c~~i t~ .. cE;Y2----

r-;~, .--,;'"' 1-' ........ r-;" ~ ~""': :-:;. f!:":=. J.';''":'o-rm:=.c -i Ј·'С "1 '] ~"1 е dЈ~Ј-' и- с i о ~ ";"1 (~ q -; Ј,"" .. 70VU .". ~ y.r(l~ i""lol Q ~O"'~ ..; 1': . _'V_ Ј.Ј.Ј. ..;:.Ј .. __ , .. "'" -~ _._ .. - f",. ... v- '-"'" _ ....... - - .. ~ ~-"u у ........ _ ..... _ .... ..r.... џ-tJv .. 

': '''''':~'~' .... -,. 1,,,,0.',," o"o'''or'; о "''''1 ""'~'j у; с • ..,:.. .. :::1""'0''1''\ "·O""B~-:-.c'" .;., ',.."i аэ~ ;;',;('0 п-~ J.."" .•.• _.~I..J .. ~.,.:;_~ -_с" ~. О v - ... ,-_C!.L __ .)..,Јџ,Ј...\,;..;.).. i_ U. ,l.J UVl."'cJu ___ ....... _t; __ vQ 

",f'\-:-"';;o <"'~"~>"1l~Г'i''';е 'v-ek';-:o--'''' '\-'-' ..... 7-\·.1 .... .:0. S;''"lO' r"''71iku.i;::. :г';у,с,m&.·:-:";Х'п·· l..lVv ....... o"..'\,o ~ .. _-_!..v ......... ~'""-<J __ IJ - с;.... ..,_.....Ј..,.,..-.", )....i..J-.l~Ь с".:.Ј --... џ ......... J.._J.';;' __ '~~J, """_'-_ ........ 

. . _ .• , • ,~ , ." ,~. '.' , (,I I ~,c.:: . 
,"-.•..•. -'~, ·с .. ,.·-, ~!' ;''''0"'1.' ас',"' у .• , ""е o-,",·""~c·,, c~·GvorOn"""'7.1 nе ..... <::!о I '-" а....;;,.. -. ...... ----t...~_ ..... "'----J ... .,.-~ - .... ~;t". '""' _____ t;..,.t _-.l\, ......... v ...... \,;;;; Џ,:-*-,_ .. --'-" Јг се :; .... 
с,:-: .(,,: ..... :;~ . ,-,-; г1."и 1 "'с"; -ј1) - -; ·п"·а'7 '1 1-O'1~ је vei,(·JGor ·toka zаге~""Ј.iо 
_ .. _~ .. ~ .. _~,~ ........ :- ~- ~ .. -~ --~ ... __ <4.Ј_ • .,;,ј "-' .. .I.~ .r. ..... :"""" [. r _,"'."" ......... :to. 1 .......... , 

с r.··;··:·-:··~,,:..,··"r?..,·л.,' U Y\-'''c·-:-:')oa.-:,,~;·,~ -,·-~-e/J~al"· ~x.. u, , Q ...... "'i'"~ y.a~'1 r,'''! 
- ~,1 .. U.I". -' -.)..1.. .. _ .... Ј."'''''' l;JJ. v џ__ ..... v...... _ ..... Ј.. u 0- _ v1. О r "-"CJG, • ~ а..Ј V 1",..-..... .... ..... Uv.. ',.1:1-_ 

-> .. - ~'-.~- r"! .: . .-. .-'" ..... ""':То .. ·· .... ..; О lr..:""!-"'e ......... - -'-1' c-1~ ,......-,,", .,' d" ''''ат'; c~l"o~ t" ...... r"? 0"'''\0.... \ ... __ ....... -. oz"'·e ..... ..: ~.~. "';:>''-'~'''';';jC:- ;;':'v~ .L.дo. J::..~.i.l-Hldu_ ~:..V'". -, __ .. l '1 .... ".. ~H i:::"J..=J.\.!.. 1.1.''''.1. .. .;.:....;~й. 

~~"' . :::'-'i ё·з·.r.:·:l~ S6 ~::(~\Ti i zx)azav~ l)l~el~o ce:tvoro Ьгzinэ 9 . ~ ёL~~'L"~gi lJ(J-", 
r:l~)6:.: ~\;-c~·;:~~o:~г.. ~~ol~ao l{од.. os"cal: .. }l 2..:...~ .. tOY·c..~, ра i 1cOc?. 88 .. r::(;g Singe~: ::...: 
~jQSO~~~ dcc~i~im radovima,'ne n~~lazirn6 vi§e па оуа ctvojstvo 
.:~~:.~:;. C:\:_~'-' ;::)Z:::'YljU lJoj.iЭdirlil: ~O~~'J.O\/2 .. " U ~.im radovim:::') }=г.C.~_c.. зс: -се .. , .. · 
\: ~ =_.<_ \: ~-'C~ :..~_ -~:~ ~.J::' s ~t i clcI..J ј С i :r.:'=·~·~=-3..C j~ ј i;; Ј..1..1. О ге la -с i \/"i s'~ i ё :·:ОГ;.i -(; ::~::~."'" 

L~ C/:~·-· .. :~ ... :~.~"'; i. (; ~~31').j а;: о bi С 1"1·0 SБ f .. ::" 81:" :r~э...' 0:;.8 i zraza ZБ.. -се р О ј r~lо\/г 

~ ~oj~~~ :~gurise vektor tOk2. 
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то videti, nе r~zlikuje od Singovog tenzora brzine deformac~je, 

ali razmisljanje i racun koji su nав doveli do takvog izraza za 

trazeni tenzor potpuno se razlikuju od onoga 'sto postoji u ~je

govim radovi:ma. 

Skre11ucemo paznju p medjutim" da postoji slicnost u nз.s~m 

razI~1atranjima ва iz1aganjem' u radu Elersa (Ehlers)' [21] .' Zbog 

or1,oga u сети ве ta гаzшаtгаnја raz1'ikuju, а sto је najvise ,i uti

calo da u эуоте radu usvoji~o иргауо Singov oblik tenzorabrzine 

deformacije, iz1ozicerao ih deta1jno u вlеаесет ode1jku..· 

Najzad p dodajmo аа nas је usvajanje takvog oblika tenzora 

brzine deformacije dovelo ао tenzora viskoznosti koji ве razliku

је od Lihnerovicevog oblikatoga tenzora,.a poklapa ве·ва tenzo

гот iz Pisonovog rada [10] .. M6Ze. da izgleda. cudno па prvi pog1ed.:. 

sto ве' tenzor viskoznosti do koga сето doci г ... е razlikuje' оа Piso-' 

novog oblikat'oga tenzora p kada znamo da tenzor brzine defol;'i':J.BCi-

је u njegovom гааи nije оnај koji mi koristimo. ОЬјаБnјеnје za to 

је 9 шеclјutim, jednostavno: svoj ter.l.zor viskoznosti Pison па izra

zava preko samog tenzora brzine deforcacije.- kao sto toLih~ero

vic nalaze, i kao sto mi cinimo - nego preko tenzora koji 011. r..a

ziva "prostorna komponenta tenzor~ deformacije u
? akoji, ustvar~, 

nije nista.drugo nego tenzor brzine dеfогшасiје Singovogoblika,: 

koji это i mi u вуоте radu usvojili. 

1.2. Tcnzor brzino deformacije i tenzor vrtlo~enja neprckidne sr~
dine 'и relativistickoj teoriji 

!Posmatracemo sistem cestica C~~ koji predstavlja mate~ijal-
.:> . . 

пi kontil1uu.m i Cijv. is-tОl"iјv. u оdr.!..сзu па l.1.vedeni koordina'tni' ~is-

predstavljaju jedr..ac1r16 (1,,102), -'Gj. jednacinc; 
. ~ 

ct .Ј' ",. _"" "<..{ ,.. 't. Ј) 
"' ... -..;"" .5)0 
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Uосiсешо svetske 1inije dveju bliskih cestica, C.;;~ i 'C,,~, r,~, 
~ i +1:\.$ 

i vel\:tor aox~ , иргауаn u dogadjaju x~ па Cg~ , i takav аа је 

:x:~. -1- а:еЦ 
о 

па svetskoJ' 1iniJ'i С· . f t + d.r.:1-
~ -.5 

dОGэ.dјај , kao stq ·је па slici 

predstav1jeno. 

Vektor ocigledno zado-

CJ.~-I- dc i 
:.s 

уо1јауа jednacinu 

gde је, podsetimo оуае па to~ 
ах!3 - cetvorobrzina. 

U/~ = 

U cilju da ispitamo relativno' 

pomera:r ... j е се stice С $1.,+ аЈ;' u оаnоэи rLa се sticu Сј;" , роtгаZ:l.шо prvo. 

kako эе prenosi vektor d.oxf:i. duz svetske 1inije C§~ , pl"'i' kreta-

пји posmatrane neprekidne sгеdiпэ. ' 
. . « 10' Vеziюо zato za krivu Cj~ l<'ermijev' ,prost~rni tr~Jedar )L C/") )., 

cija tri jedinicna, uzajamno upravrJ.a vek:tora ,za.dovo1javaju jedrla-' 
v. ll) 
c~ne-"'" 

gde oznacava Bjankijev izvo~, 

ргуа 'l'10гшаlа krive .С I'"~. 'о 
'. . ' ' Ј . 

ЭС(1) је 'ргуа krivina, а 

Razlozimo aaa~ vektor 
еХ ' 

cL.x. па 
о 

t - .. i ..L~ ргауса Fегшiје-

vog tгiјеd:га (sto је 1110guce јег је to, prostorni 'trijedar~ а Еl ;С: 
VVo" " 

l 0\ .... ) I:1.d.e;-:z \~ :zag~adi' rl.efna tenzo:.~sl(i 1~arakter9 
Ьгој objekta uz koji ве nalazio' 

~ "1 \ '\Т' ~ " ,- ,.. о., , 
-"...!..) ;1.0.6"С:' L~ Ј s: 

, .... : 
vec oznacav~ ra~~i 

с(. 
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је upravan па 'Ucl 
): 

) 

gde iЗ'.l m.,i,)-=711.(-j) projekcije, o(xQ(,. (", .-
па 

Iz (1.2.3) је 

o~akle, s obzirom па (1.2.2), imamo 

'('1 ? " \ с ... о.":,": Ј 

Ако sada obe1ezimo 

А ос. _ ~ С)'П1.(<-) 'Jt .. , 
-,.L.. Э6 ((.) Ј 

'L=1' 

( - 2 ~, , 1. .... ')) 

A
CG 

., 

Iz je~na~ine (lo2~5) nije te~ko proveriti da'ja vekt~r /' с<. А' 

, tj .. da zadovoljava 

~ 

А и == о 6'- • 
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IskOl"isticemo зааа jednaci::'J.u. (1 .. 206) da dodjerilo ао јоз је

dnc2 oblika u kome эе moie izraziti.vektor (le2.5), oblika koji 

се n~~ biti od koristi za dalji rad за tim vektorom. Po~~ozimo 

zato (1~2ct6) tenzorom 

) 

('о-
(сс:..е O~ predstavlja Kronekerov silТl'bol), i izvrsimo sabiranje ро 

indeksu OL 

gde 

• • 

nарiзаti Јсао 

ЈЗ " ~ 
- u .'\7" ах· 

. 1" " ) 

oz.nacava kovarijantni izvod, i kako 

гоu па uзlоv (1.1~4), 

Pt' . Q(. ('"t- о- ~. () ;t-
ti. U :::. ( о ос + и и, Ј.и = и - u = о ) 

. . с.;. 

а zbog ,(: . .,2.7) 

С. 

. ~; 

obzi-
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Z3.mэnimо u dobivenoj jednacini vektor d()x ct izrа.zоrд12) 

ра сеrrю za da1je imati 

- ..... -1 Zl~aCUr.;.aJ.rr~o : 

clarJ.1..i. па 

'": ? ')1 '1 !",,; C~··=!·:· -: " '?? 1 ct'JJ.,~ _-r •. .) &Ј . 
....:..- 'ј .. - -l~ ':;,."" .~_""'-...J ~ - - ... Ј? 

& ~ - • • 

Ј ЭС1.;:lЕ .. СЈ..nа 

'\7ј.s·С::'ё:::i. }:i·ll-~O!!1 teIl.~(: - . 

iZl"-аZ 

1., r). 
,··.l.O " 

Ј 

U 1"2' !. ~ ј' 

dXi~ 
=: ;ЈЕ1. ). 

:;, . 

( 1 ? 1?' . 
.... 0 - "' ....... )". 

БО 

(l~;r~() oGywc~.:;.icQ:(ije Iсојг zг..l"l"~G",}г, jjЫ~210"":ja .clefil'licija ~:ГlI-GОS~~:~ ~ 

~:,;~~C:a :Г~~~~;r;i~~~~,~t ~ е' ~:~~~~~;:~y~(~ o~~· .~~1~~~~:,~e~~8;~ "o'l::z'~ ~ :!,~:~~~e"c ~~~. ~l ~ :. C'.~!~~: 
;;.~_ ...... -''-Ј''~'''''''uЏ~''''fJ''''' Ј ~_..:.t;;..."."'-'.t.._;.v \...l. I .. .::..-- ..... VUL .. ~"" .. 1:1 -\-.-~:.i....J9 V"-' 4.1~ ;,._,.ј 

~·~~~}l"c.c~ lco::,"io:-ti·..1~i i u s.lucaju: !~г..a. nЭlЈl--'еkicll1а. sredina l~oJu pc;::~:~~~-

,.:, 
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gd.e sr~10 зг. ozna5i1i Kristofe:ov si~bol druge угэ~е. 

~Gdjutim, k~ko је 

'uJiJ V. (:х. л. , 01 ,.;,) 
r~ )1Ј 'з 

ги'''' I ' = --, а..' (, 
·a~/.. З 

ОЈ 

Kad~ ~o u~еэеmа u (102012) dobi6emo 
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poci сето putem па koji nаэ navodi klasicn~ 
. -. . гаzlоziсеmо dvos.lGru..~o kovari,jantni tenzor koj i эе Р·ОЈ 8..·\7_ .... :' .. · . .-··Ј [;; ~;. 

/, ?-.С) ~. t 
~~Q_.~O ~ ~J. enzor 

па zbir simetricnog i antisimetricnog tenzora: 

'-;СО 

'Y~ ~ :: ± ( 9~ 11.«: + ~ U/З) + ~ ( 'V/?I ~ - ~ ll{:l) = б CI./':J 

бdе это uveli'oznake 

* Q ~ '~.I?I -; U ) 
, o(..~::; z \. v CI. 1..!.f.J - '\р (/,. 

Тааа је iz (102.16) 

S&da ~гэЬа ispitati da 1i razlaganje (lo2 .. 21)? kojc 
-, v ? • 

c~::.~~e Сl. ва formalne analogije s~ klasicnom teorijom D' 

ZOl"" defOl."'macij'e, od:-'lОЗ::'-:'О tel'lztor 

( ... 2 ., 8' 
\..L" ".... ) 

( ', ') ')0 \ ....... '-0_ ) 

,.. '\ ') ')") 
'- ..l. ." ., '" ~",l 

• 'Ј • _ • 

s:.-:c~ lZV1"':':::''':''~ .. 

1. rrie~' f~ 1:1i S :! . Е. ' ----' 

str .. 271, (7 \ ( .. , r) '. 
\ }? Q .. \ ~V} ? 

'.'o:.,r, :""";:'''''>;'::'-'.Ј-';''. "'::.1 ~e ~, J'e""~""";-~-; Ylr:'1r. ko;o 0"";:<> (;-! .: .• ; ·('~r~v-· о, ,.,'\ ,О- '"'~'! -Г,: '-, __ ~-- v ",-_ _ ...... (Ј u .... _Ci,, __ J.J. .... ~ ..... GI. ........ (,.1"';"" V~C:; _v ..... __ .. .L ...... _~,-",_.G.., ...... _ - '~.'+ ~ 

:~~::-:.~1.-~~: ::1~ meS~t:;1"l gde ј.е l:~od r~as b:"'zir"l~ (1..1PO:'~u 7 l--'есiп:.v; је·G~2~·-"··(·~~,) 
~FIio· ___ • ..... ,. • 

-: ё' , .. ") :" -, ~ 1~"" с." i Ј' с dY'\ '" с""''':, ..,.., о ( -; 2 1:: \ r.1 ~ ~"', Q r;' о'': ~~.' ''', ''', ~ ~-. " -~ ,Л ", ,~, '-"_ 
- 0-' ,~-.J.,; ,~ -~C:-~"" , ~ Ј."'С>.., ..l.HI.... -". о _u).. Ј. \Ј Р 1_ .... '-Ј ~~ ~ ::'::'~ -~-:, .. ____ .Ј .~'~ -'~ 

T_~,":'~~::~ ~~J.e.log~Ju па kOJ1..~.Ul~eZ;J.jemo~ jer" se u L2j'; T·~C.~ о :~ .. :"~:;~: .. ~~~~~~_,~ 
tзz~~~l~iG pomeranjima~ 



(. 

-23-

'+ ' .. ' 4) kOJ "eOj.~J..JJ..- • 

Ocig1edno је da ako tenzor (1.2,.19) treba аг. definise го ..... 

lativisticki tenzor brzine defor~acij~ neprekidne sreQ~ne? o~йa оп 

~Greba. аа bu.de jednak nu.1i u s1 .... :c.aju. da роsrдаtгаr.l.а sredinc. pгc.ё..c·~c:.,,·· 

У1ја relativisticki kruto te10. 

Као posledica Вогnоуе definicije ргета kojoj 

kontinu.um predstavlja re1a::civisticki kru. ... ~o ~ce1015) 11 dobija sз 

cetvcrotrzina zadovoljava jeQnacinu 

nи l')l"i kretanju Bornovog tela u.vek svodi11a jedj,~.Lu. ·Оа d.vејu."Gе:rшог-

., • '".., • :"'! ..., • 

s .. {J.. .... Ј е a.nacJ..na 

. i1i 

V'л tJ..,.t \11 1J..r. - О ('" с:.:. . ~ ,;) ) 

"'-.Ј' .Ј • У". _ I'_":'-:--i .,,...., ..;~ ~~,- г"" 1:"'''''!;-: -е -, '.:., Y",.(':~-~-:.-::. 1'" .i.l'"lGereSanG!1O Је p ... J..me"G ... " ... а.;;. J~ .... .;.до L.)j~ ':'ј. u.La.ZGC2.. 'l·.Ol'i.Ju\,.. "'. 
, .. ~ - 9~7 а' ~ - .' l' - ' суа:суа razrn.a"'GranJa~ ЈОБ .L ј,. go Ј..nе IormuJ..J..sao~ l:;o v.g .... cc.~.:::.:.3. 

, - . - . t .J..l _. .., . . . -,. .Ј.. ..1--. ".? 

.i:C:J..as~cn~ -enzor vr lt ozenJa, SVOj HK:L11.errla"G~C.i:2 \Jer:.zor у!' ".LOZG-: 
~"pil " · ..... e·1::1-;~;ii,.-;q+;Сv,?О; -!~CO-(';J'; lr~;o +e-rzo7' ('1 2,')0)\ 'п "1C'+ rY1 
~~cJ"""" \А. _'lJ ___ \1';' ... и 'Ј" .. - -fJ 1.._ v _ ....... \_0 9'- Ф v._.-.lu""' ......... 

radu, mеdјutiШ 1 оп konstatuje da t~cav tenzor vrtlo~cnja ја 
s'\7ojir!1 osobinama nе predstavlja najbolje re1 .. иО}јз-::еnје ~:~:...C;.~:;5_C5~ 

r.t{)g l)ojl(la tcnzora vrtloze:1.ja~ ра uvodi i ;;с1ј_nаrl1iё~·:i ·ССn2:С'сУ·· ·\·~ .. 'Wv"'-

~ ,..~,;;t""'1>-; ~ •.. \,; 1;-";-1 Ј'С* ~y"'l'; 1".. ..... l" '.4....;, 1.,-~-:,,;~ (1' 2 ')0\ "~:.IY\'" ~':~-:-c,' ~,\j,,,,. "'", ,_ , •• ОЈ ~- рс о . ..' __ ... ц ·Ј " ........ ,-",) .... <_ / ~ .... џ .... о .... V : 

"ј,'.':,'-.' ',·}.,',,'~;~~:.>v;·v'~· I.:c~ .• ,',~i··vo~-obr/.?,.~~",\,"~ ." c'I-!~С'i"I "';~(:·V~ "Tr'::,lr'l~OY' ~:'~r\'ir", (' :::"_'~'!:-. -'-~~' •. џ.... .(.J..L" ..... _ l, . ...,,{/~ -' t .. .:.1 _ Џ.Ј Q \. t...::: ...... ОЈ о" џ ~...J ... ,..~""' ....... v::., • ""0 

ј 

~"Cil~~~':,J lliе11ЭЈ:1i1се flttida~ ~{a~·:o Si~15011ira' '''cal-(o i о.зR~.~l: .. :Ј. c..1l.'~- !~.:~"~~"., о 

tenzQ~ (:02о20) B~ vi§e i nз pominje kao tenzor yг~:o~e~:2~ 



Dakle, moze Бе goyoriti о d:ve YГB~::;e К:. ... е·саnја Eo:..~y.i.ovo:; -::.-

а drugo је kret~nje (lo2c22~) - trans1acija k~~~c~ 

~~;"J.~ ~ " -~",l ,--'-~ V''; ~J..';c~1·-0": -!-еог; Ј''; ( у v_ ~ v.. J.\;;~c..VJ.. ..\.,;;.JIJ..L. ~ .... Ј u _ .... \ .. 

Lako је proveriti da tanzor 

Ь:!.. r:.ogao da predstavlja rala:civisticH:o 

:сге-tаr.Lја (1.2 0 22Ь)0 Pгerдa tOille, уес zbo.g toga (аг. оуае i ::6 ьоуо

ri~o о nepodesnosti izraza (1.2020) za tenzor vrtlozenja16 ))7 то-
г&:;",о za}::lju.ci-1:;i da razlagal1.je (1.2,,21) пеПlа sшislа 1.А. rel<:;:~i\":"~-

~Georijio 

Da bismo ipak ostva:::"ili zeljeno razlaganje relaJGiyn.e 

{' ... е па· d'!G kошропеr.Ltе 

telo~ onda је sigurno is,uдјеn ~slov (102022) (bi10 Са Ве radi о 

1 + '. ~ ". 
~ЗУ2. surana Jea.nac~na (1~2022) predstav1ja, ао па s:..-

metricni аеа tenzara 

, ..... 
() 

U
f
, l·L \lл- U , 
~ Ј с\" 

al::o bi 81:10 l:..asli 011~avd.arlj с 

", , 

G.6 О "'с .::,.:':~~ :.:.~ 

_ ... " '. 

:. .... aZ..L2. ~~ ~ ... ~ :,; / 

,_'О 
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7акуо .o·pravdanje~ videcer.a.o, nije teskopronaci; :rl.airns, оа:'" 

;1:аћ раdг.· u oci da u vektoru (102016), zbog u.slova (1.2 .. 1)? rnoze· 

umesto tenzora (1.2.17) da stoji i tenz~i (1~2.23), tj. тo~e 'зе 

napisati 

Р
"!

Rаz1аgаnјеш tenzora р 91" Uci. 

ant1simetricni. аео сето 1mati 

tj., 

gde вто oznacili 

i 

1z (1.2.24). па simetricni i 

Тг..kо зе эааа vektor (102016) Тl1o'ze napisati kao 

ј 
i I 
~ 

.. 
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Tenzo:i." (1 .. 2.25) koji је, kao sto это уес nave1i, u 811.;.Са

jli. 1-::2:-etanja Bornovog tela zbog (1 .. 2.22) jednaknu1i, moze ца эе ' 

lJl"i:" ... va:ci kao tenzor brzine deforj"je,ci,~ materija1nog kor,;:Ginuv.r!lz' Џ.' 

rcletivistickojteoriji. 

,U prilog raz1aganju (1.2.27) relativne brzine А па ауе d 

komponcnte koje imaju znacenje koje DffiO ranije n~velip ido' jo~ i 

Qva: izbor izrnza ('l.?26)za tenzor vrtlo~enja neprekidno' urc

di!1Э (-'сј. 'za tenzor trenutne ugaone brzine, ako эе radi о rele,

'civis'i:;icki kru'~ora telU), г. ':Gг.ј izbor је vezar.l. sa izborol1l t611.zora 

(1,,2,,2~) zatenzor brzine defol"'n18.cije" takodje је u potpunoE1 slcla

cltl эа rezu.1·l:;atima гааа [19]: ako эг radi о kre~Ganju (1.2022а), 

koje Рl"эdstаv1ја generalizavij'\J. obrtanja kru·t'og -'Ge1a u. l""e:lati vi-
" ~ 

s'c:'cl;':oj 'ceoriji, tel1zor (102026) је raz1ici-'G od nule g u slu.cc.~u. 

(1.2.22Ь), tj. и зlисаји tгаnslасiје,Богпоvоg tela - tenzor 

ј G ј е dnak 11.uli. 

То sto это О'lае izlozili r.l.as је navelo da prihva~.;irдo ::caz

laganje (102 .. 27) relativne brzine cestice С ~~ 'J,~ U OdnOS1,.l :''lD.. cc~, 
.s+G(..,:, s 

kao геlаtivistiсkо uops-'Gen'je onog razlaga.nja relatiVТ.l.e Ьгzil~Э се-, 

s"'cice 11el)l"'ekidne rйa"'cerijalne sredi11e u okolini neke UOCEH'le,.IGacke, 

koje зе vrsi u k1asicnoj teoriji. DalJe 11 to .razlaganje nas је 

ОУЈгеciеlilо d.a. (1 .. 2.25) pr'il1vatimo kao, rel,ativis"ticki tenzor brzi-

skгеniш.о' p,az:r .. jll па ј оэ neke osobil1e, tel'lZOl~a 

izraz (102025) vektorom cetvorobrzine 1Ld.. 9, ао-

о . , ~) 

u toku d~lj~g rada cesto ј е d.г.::.:. 
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koordir.lst:;:1i sistein ("COmovi11g coox'dina-tе·s Н u radovima americkih 

autora)? u оаnоэи na'koji posmat~ana cestica kоntinUUПlа miruje. 

То је o::·tonormirani sistеш cija 8:1.1. prya tri оэnоуnа vektora :91"0-

stornog tipa; а cetvrti~koji ве poklapa эа cetvorobrzinom сеэ

-tice? vremenskot; tipa17 ) .. Da bisblo is-takli kada је гес '0 koordi-
I оо • 

ш::,"се..mа posmatranih tenzorskih velicina u odnosu ·nа. Sops-'Gveni ko-. 

ordjr.;.a-tni sistem, pri obele zavanju tih koordinat~ dоdаvасещо in
deksu oznaku Је I ео (naprime: .... , koordinatecetvorobrz.i:i:'l6 ~ koje' :;з·шо . 

u. oclnos'Q. па sistem :;~c!., obelezavali эа и«' , u odnosu па s;i.sјG~Пl 

к се' Ьј, ti u~' ? koordinate te,nzora (1 .. 2 .. 25) се 

'Ocigledno је 9,а се u odnosu па К biti 

.;,' 
и ;::: и., = о 

'1. 

. 
} U "I, :.-

biti ~ 
'v ~'r./ 

·.z.;d ) ~ ·'i.r
• • 

Imajuci u vidu (1 .. 2 0 29) 9 nije 'tesk.o izracuna.'Gi da се· ргоэ

tOY'116 komponente rela,.'Givistickog tenzora brzine defQrmacije u оа-. 

пови па u.vedeni loka1ni koordinatni sistеШ.'Ъiti 

r;:: .. /ј 1._' . . ) 

V':'.j' = ? \ \/',", И;, + ~·I,U.';'I 
., d ' ..... ·"'.Ј с 

dobiti: 

(102з31) 

(naprimer L-')O_-,I.~. ' 1 51 \ "- ~ ,s"'Cro .- -l? da Ь:. doSJ,.i 

17) F:.~iџ~З~~iГ{1О йа se хао prv~ ~~l~i OSnO"'vil& \re}:t 01"\2 sis';~ei.la К nIО6'1.: 
7'0,.;("./.,(,) 1"Т'8:-»ffii ј C1/0g ..1...,....; ·;ea.'r~·. 

1" ...... <Ј .. - ~ Z'l-
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~е(1.2$ЗО) i (1.2.31) (tjo zahtevaju аа ве u 

ј;?; s'/ode па kompol'1ente odgovarajuceg klasicnog .J~enzora·, dodajl,:.ci 

\)~'::' tо::-:э uslov (102 .. 31)); ошiа, z:;''lajucikoffil)Onente trazenog "Сет1.--... . ... 

~oгa u odnosu па sistem К, 11a' osnovu' "ооznаtiћ. zakona -'Gra:"'lsforbla-
~ . 

С:LЈЗ, d.о1аzэ ао njegovih kompone:1a~Ga и odnosu па p:roizvoljni !;;:ОО1'

di~&tni sistem u ~4 р tj. ао izraza (lo2~25)o 

Isl';:огis"сiсешо оуи l)l'"'ilikLl da podvu.ceiilo da је "~o nacir.i, k'oji 

<:<;:, ."",." О ": "{Т-:' о'""'::> с ..... ·':><:'-'-о ""'0"""'.1.': С:<-:- • .1." "" ""'е1 ",,-'." у; 0+'; c~koJ' .... eo· .... -i Ј·-.:; 1;-",1"'0 : ~)".~; " ..... - .1...",""",\_ ,_ У,""" .... '-" \,;Or1i.J'-t -,:. ...... џ .f..;j.. Ci..t,,~ ___ y~ t; . .;..~ _', .t ... c::t..l.~ l-..z. .... 

БО ј з d.l10st avY.!.ij i oblik u оаnови nasistem К),' tako 1 pri razmatra-" 

аа јоуеаи ао izraza foji ·predstavljaju.relativi-

Тај put сето i mi ko!'is~ti:"(ii 1.'1. sledecem odeljku~ u. kome 
, 
сэ 

nе.т[). bi-'Gi cilj аа fогmulisешо iZl"az zarelativisticki tenzor vis-
i 

kO:3:;:los"ti, kako bismo, :па kгајu~ dqsli do tenzora еnегgiјэ ·rэlаti-

v~sti~kog viskoznog fluida. 

ti6ko7 viskoznog fluida 

prvorile odgljku ovoga rada, 

3,;10 d.2. : S :::"elati vis·tickitellzo:r vi'skoznos"Gi- JG8nZOr koj i tre Ьг. 6.0-

dati tenzor~ pritisaka 
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De:.kle, ako эа oznacimo геlаtivis'Giсki-~еrlZО1"" vis-

irйacemo za tenzor :pri tisaka fluidne sгеdirЈ.Э u. ko.joj . sз. 

iZnledju ces-"cica pri njihovom relativrLom роrдеrз."':"' 

- -l'~ ~p. -1- А . 
1"" 1'-'0{(3 

POТ{l.~""·lOzirдo· ~edl'1acint.t (1" 3 .. 1) 

i (1.2.10) bice teda 

( ""t ..., l' ...... ".,:>" ) 

s ctzi:ccrn. 

06.;::,.2..:1$ за оатаћ dobi va. da је 1.'!. оаnоэи. l'la si stem 'К, koji эшо uv~li 

prostorl1S 

.(!Ј -о. 
1'" 4'/3' 

koordinate 1 ,-,." '. ОЈ' ", • . re a1;~V~SG:!.c::;:~g "Gэnzога 

1). Cc..110:::;-u. :(;;.;:' ~~opstyeni koo:;;"'dinatni sistela, koordina"'l.ie (3<j/'~ i:~;:;;;';:;c~ 

С:::':П1О d.c:.. зе svode па koo·rdina""e klasicnog ЈGеriZQГ6. viskOZТlosJ.ci;·. d.ak-
'., • t"IIO~ .:\ i ::Ј. ...,..,.... • • ~ za 2zo~ropn~ ILu2a~ ~a~~ Је veza lzmaaJu xooгa~na~a ~enzor~ 

I 

\гi:зkОZ~ОS':Gi. i tenzora bl"zil'l6: dеfОiЋ1.асiје linGaZ"·l'~.:;:', 

.. - . ~. 
-~~~ =- s 1. С ~ј.\Э 
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ј е a.11aC inаrt1З, 

, ' , 

Tenzorsku jeclnacinu. kOJ~ -creba da objedini jednacine 
,~ 

( - .... 3 \ 
.L"..)g i 6ето ~otra~iti u obliku 

gd.G Ы:.. 
r-' с,"'д" 
\.::) ,kontrav8.l"'ijal1t::.16 l:oor-diУl.а-Gе ten.zora brzin& d.efo:c;::z_-

cije (102025), а tenzor cetv~tog reta , koji tek trэt~ 

o(~:cedi.-~i $ za prostorne koordine:cG 1..1. OQ110SU :Ш~. sis·tещ К rCiora ir;~a1:;i 

~lGlic:'ne (1"3.5),, о оstаliш kоо:гdil1а:Gаm.а toga tenZOl,'"'a 11. оQ.:i.1.08u.r,д 
, 
се 

l'i::.Ш ро;досi da ut't!rdi:mo nјеsоу olJ1i1:. 

) 

( 1 3 r:\ 
-'-о ој) 
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. 
pri сети это iskoristili' (1.3.3). 

Kako ви sest od devet ve1icina 6~'e' 19) 1inearno neza-

viBne, i kako је sistem ~"/(J':k'l' simetrican ро ind~ksima f;.1,t', 
iz j'ednacina (1.3.8) zak1jucuj~mo'da тога biti 

. ;('~'Ji'k'e~ = о .. (1 ;~. 9) 
i 

Dalje, s obzir'om па to da је sistem ve1iCina(1.3.5) sime

trican u odnosu na·prva dva indeksa, kao i и odnosu па pos1ednja 

dva indeksa, zakl'jucujemo da tuosobinu treba da ima itenzor 

"с, rJ.(!J(t С. ' cije B~ to prostorne koord~:riate и. sistemu К. 
" . 

Prematome, о tenzoru cetvrtog reda ~d.(3";·r. znamo оуо: 

с 1. Njegove prostorne koor4inate u odnosu ~~ sistem К зи' od-. 

геајеnе jednacinama (1.3.5), tj. svode зе па izotropni tenzor.ce~ 

tvrt'qg red~ za trodimenzioni Euk1idov prostor.. . 
".: 

~. Koordinate ..Gd.'II'k'f' .:::А:.",'ц'k'l' . $и, ргеmа (1 •. 3.9),.·ј'еа-

nake nuli. .. .. 

Na osnovu ovih, osoЪina tenzor.a , ~ak1jucujemo 

da se оп moze napisati kao linearna kombinacija dva tenzora .cetvr-., . . 

tog reda: " 

(1.3.10) 

.. ' .. 
pri сети mora biti 

(1.3.11) 

k'l' 
19) Sistem G је simetrican (vidi jednacine (1.2.30», ра зu 

r.::: k,~1 
эато sest od devet ve1icina \,:) 1; medj'usobno nezavisile о 

.- Ј,::. 
оо • 



~. 
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i 

·Ј.,., Q IrJl -:;::. 8., I Бilы� +, Е·, с , 6{/P,1 ). 
tJ~(, tk;'d{..· .. ()N;, 

Znaju6i da tenzor 

(1. 3~13) . 

ima u.odnosu na.sistem Х kDordinate 

р. .. = 
. 1.~/ .. i . (1.3.14) 

sto nije tesko p;roveriti. ako ве irilaju u yidu jednacine (1.2.29.), 

odmah uvidjamo' da se:moze napisati 

(1.3.15) 

ali ta.1{odj е i 

(1.3.16 ) 

јег оЬа izraza, i (1.3.15), i (1.3.16), zadovo1javaju us10v "(1030 

ll). 

Tenzor 1./d.(b"t"d ' koji treba da ispuni иэ1оуе (1.3~12)~. [до .... 

zemo lH"ed.stavi t'i па vise nacina рото6и ter~:zora '!!хА i О f\G.-
'''' dc<p • i 

vedimo, kao primer,ova.dva oblika: 

(1,,3,,17) 

, .. 
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i 

• (1. З .18) 

!\',,"',ОЈ'е сето od navedenih izraza za tenzore u.. i V ' 
о(. ~ 't- о ,« ,:, (/";-

iskoristi tida bismo pre,dstavili tenzor (1.3.10), sasvim је sve-

јеdnо.Шi cemo'se oprede1iti za izraze (1.3.16)'i (1.3-.18), kdji 

omogucuju аа se tenzor "Gd.f.;o$ predstavi эато 'kao kombinacija 

tenzora ~~, slicno kao sto эе izotropni tenzor cetvrtog reda 

u k1asicnoj teoriji (и odnosu па Dekartove pravoue1e koordinate) 

predstav1ja kao 1inearna kоюЬinасiја Kronekerovih te'nzora~O). 
Tako сето, najzad, 1mati'21) 

(1. З~19) 
i 

АКо tenzor (1.3.19) unesemo u'izraz (1.3.6), dobicemo 

l' ' 
! Potrazimo sada сети је jednak izraz t:-с Gi-t ;, koji эе, јау-' 

lja u ргуотС1аnи па desnoj strani jednacine(1.3~20). Ako'imamo 

u vidu иэ1оу (1.2.28), 1ako сето dobiti . 
.: ~ . 

20) Vide-Gi [23Ј, str. 290, ј ednacina 25. 

21) Interesantno је аа Sing u svome radu~~; u kome, izmedju osta
log, daje relativisticku formu1aciju Hukovog zakona, za ~t;erl~~Ol" 
~,(~i,;д,.d рс definiciji иэуаја оЬ1i'k;(!,~ћ~о::..i\.gQ( @o-о+fЧ.(gd.t'fJ,~t+ fjCfs&r:-а-); 

'c1akle oblik koj,i э'е nе razlikv.,ie od klaSicnb.e; oblika :t.oga '1;е1'1- ' 

zora (vidi [25Ј, ј еаn. ,( 1.12) :nа str. .вз) • 
. . " . 
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-Сј., s obzirom па '(1.2~25), 

(1.3.21) 

Naj zad., kakp је р. 11 с:(/"О t':=' J'ed,nacina '(1.3'.20) postaJ'e ,~o 'fi! Q =- 'V olf3 ' 

с, 

f(ada (1.3.22) иnеэето u izraz (1.3'.1) za tenzor ,pri ti~aka 

relativistickog viskqznog fluida,dobicerao22 ) 

(1.3.23) 

Ја8nО је аа је i ovde moguce, 'kao.i u klasicnoj 

rastayi ti tenzor G~(3 па ауе komponente: i,zotropnu, koja эе u 

prostor-vremenu izrazava ротОС,и tenzora р .. ' , ,i devijator - ten
ОС;2 

zor drugog reda iz koga эе kontrakcijom dobija' rlula. U iоще 811..1.

саји mozemo pisati" ako uvedemooznake 
't" 

'Ј i <3::. \l d U , zora 

Тааа је iz (1.3.23) 

't) za devijator ten
(d.) c(.f.> 

22) Likc'je uociti analogiju izmedju izraia (1.3023) iizraza za 
tenzOl" na:ponaviskoznog fi'l.2.ida u klasicr.l.oj teoriji(vidi;\" у·з,
с i rrю , [ 2 6 Ј, s t r • 233 , ј е dna с i па ( 7 • 2 .18 )) • 
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Ako'se radi о nestis1jivom f1uidu, kada је 

(1.3 .. 24) 

tenzor pritisaka се biti 

• 

Najzad, ako u (1.1.5) unesemo izraz (1.3 .. 23) za· tenzor pri-· 

tisaka, .dobicemo tenzor energije re1ativistickog viskoznog flu.ida . 

!.оО: 
"tJ8 

gde ~!:10 iskoristi1i (1.3.1Ј), i uve1i oznaku· 

Za nestis1jiv viskozni fluid, kada је ~.=~. 

energije се bit~ 

т - (ј + tv,) ~ U +, -п о - 2/Ц. G ""f3 . 1,. /3 . I - dCt'(3 . I 0/3 

(1 • .3.26) 

tenzor 

('1 ~ ;;.,n) .' .. joGO, 



G L А V А II' 

2.10 Pfafoya metoda 

u оуој, drugoj glavi svoga rada, paznju сето posvetiti pi

tanju primene Pfafove metode u relativistickoj mehanici,viskoz~og 

fluida. 

Proucavajuci skalarnu invarijantu u obliktt linearne 

rencijalne forme 

(2.1.1) 

еае. эи 

,А'. -
.z, 

-..... it) ... ; "'-

fur_"lccije nezavisno promenljivih velicina х", х2., ••. 1 'x'l., Ј. F .. Pfaf 

(Ј ~F. Pfaff)је иуео sistem diferencijalnih jed:ri.acina 

(2,,1 .. 2) 
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Ро njemu эе forma (2.1.1) naziva Pf~fova forma (i1i ?fa

fov izraz), а sistem,diferencija1nih jednacina (2.1.2),'pridru

zen formi (2.1.1) - prvi sistem Pfafovih jednacina, i1i, kratko, '. 

Pfafove jednacine., 

Moze da эе pokaze da forma (2.1.1) i jednacine (2.1.2) 

imaju citav niz vaznih osobina (14Ј. Na tim osobinama эе zasni~ 

va tzv. Pfafova metoda u mehanici. 

Prvi koji је, ргета [14Ј, formu1isao Pfafovu metodu U; di

namici, ,bio је Viteker СЕ. Т. Whittaker). Оп је pokazao dadife~ 

rencija1ne jednacine kre't~nja, materija1nog si'stema u kanonskom 

obliku mogu da эе dobiju kao Pfafove jednacine pridruzene formi 

.(2.1.3) 

1 ~ п 
gde эи 1, , ~ , ..... , ~ genera1isane koordinate posraatranog di-

,TlSmickog sistema, ft:, , f2. , .. ~' .. , ~";,, njegovi genera1isani impu1Si, 

)-1.::. н (r-i/ q,i) - .Ha~ii~onova funkcija, i, t -' vreme •. ; 

Ка озnоУи osobine· ца transformisani Pfafov izraz dovodi do 

Pfafovih jednacina koje su.ekvivalentne эа jednacinama koje od&o-
, , 

varaju po1aznom Pfafovoni izrazu, 'оп је zatim ukaz'ao па mogu6nost 

da эе ргоЫеm in:t~gracije lCanoriskihjed,nacina svede naprobl~m', 

transformacije odgova~aju'6eg Pfafovog i2;raza, sto cesto znatno )0-' 

jednostayljuje postupak pri resavanju. razlicitih zadatakamehanike .. 

Primenu Pfafove' metode u mehanici da1je је detalj,nQprou

cavao А. Bi1imoviC. [lзЈ, [14Ј .On је, pokazao аа эе Pfafov i,zraz 

(2.1.3): svodi па izraz za e1ement 'akc:tje 'u HaIni1tonovom smis1u: 

w dl - (Т+ ~)cp; = (27-- Н) С1Х) 

ейе ј е· ,Н = Т -: џ , , pri сети . Т 
, , 

oznacava kineticku en'ergiju 

С .. 
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posmatranog materija1nog sist<?ma, а '. И . rad svih spoljasnjih 

sila ko~e. n~ sistem de~uju, pri pomeranju·od.nekog uo5enog ро-. 

5etnog p~lozaja sistema, do. nj~govog krajn·jeg polozaja. 

Pored .JGog~,. А. Bi1imovic' је ·pokaz~o da зе jedna5ine (2.1.2) 

mogu napisati·u obliku 

ЈХ. 
(. 

эф" = о ) (2.1.5) 

.',' 

pogodnomzbogtoga sto se iz njega mogu neposredno .dobiti Pfafo-. 
уе jedn:a5ine za syaku nezavisno pr.omenlji vu 'velicinu х' . 

A.~o зе Pfafov izraz.u opstem slucaju predstavi ротоси t 
V(~ ki; or.a .N-dimenzionog prostora Z ;<1.) ( tt -;: 1,2, •••• k 
Ј. 1~1 џ)::и.1IJХ[Ј. Q(&) (& ~ 1, r.!', • • , ''':''1 ) . uvako,2 З) ~ 

О' 

(2 .. ),..6) 

.. ' 
I 

оnйа па ·osnovu (2.1.5)' svakom vekt oru ~ ;а.) odgovara vekt orska ј е-

dnacina 

эф 
бае с '1 ~ " ozna5ava delimi5ni gradij ent Pfafovog 'izraza (2 '.1..6) . 

. (7..z (о..) 
U odnosu па vektor 

О 

.:с." "(.,,) , а svakom skalaru tJ 
..... .1 ~(t) 

аф 

J0r.n 
у Ь) 

2.?» Vi.deti [21Ј 1 s.tr. 202.. . 

-skal.arna . је"а-' " 
..... 

С " 1 Г)) ~<I>""'''О . 
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U uvodu это naveli da је u Beogradu objavljen citav 'niz: 

гэ.dоvа posve r5enih primeni Pfafove mоtоdв u mehanici i te orij ~>koj 

fi~~ici. U nј ima ви razlici ti problemi шеhаriilcе, klasicne i .1cvan- . 

tne, zatim astronomije i' fizike, reseni рото6и te metode .• 
, . ' 

u оуоте гa~и na~ cilj 6е dalje biti da izvedemodiferen

'cijalne jednacine kretanja relativistickog viskoznog fluida ро

тоси Pfk.fove metode, i tako prosirimo njenu oblast .pri·menljivo~ 

sti i па opstu teoriju relativnosti. 

2 Q 2. Pfafova forma za relativisticki viskozni fluid i njegove di
ferencijalne jednacine kretanja 

Da bismo, ostvarili cilj koji это pred в'еЬе postavili, ро

smatracemo opet viskozni fluid u prostor-vremenu V/j , , u odnosu па 

koordinatnisistem x~ .koji это uveli па pocetku ovoga rada. 

Podsetir.ao ве da istoriju fluida,: ,koji рошааtгашо kao 8iз-· 

tem cestica Сл~ , u V4 predstavljaju jednacine 

gde эи 

).inije. 

(2.2.1) 

prostorni parar.aetri, kons~antni duz' svetskih linija 

је sopstveno vreme k.oje эе теnја duz svake strujl'l.e' 
. ~; 

Frеша postupku koj~ nala!le Pfafova metoda, prvi korak ka 

ostvarenju cilja kojije sada ргеё. ~aтa sastoji'se u tome das$ 

obrazu.je еlешеnt akcije u ·Нашil-GОl1.0vоm sraislu za' deli6 fluid.ne 

s~edine, 6dredje~ па jedi~i6~,rijegove шаве, uobliku Pf~fove.f~r-' 

ше" Pos.lGavlja-јuсi zati~fl Pfafoile jednacin.e za dobivenu fоrшv., , do .... 

6i сето do trazenih diferencijalnih j~dnacina kretanja& 

Pri fоrЩiгаnјu p-Omel'1~tog elementa akcije, kao pt:t-'cokaz се 
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H&.Тil posluzi ti oblik toga elementa u ~dgovaraju6oj klasi5noj tao-

riji. 

N;9 ulazeci ovde u pitanje kako је obrazovan element akcije~. 

u klasicnoj teoriji, navedimo san1Q .da оп ima oblik24 ): 

Ф~. = Нм.,dt (2 .. ~ .. 2) 

. '>"' (.. gde зи ~ koordinate neke 5estice u иосепот del{6u fluidne sre-. 
dine па koji se forma (2.2.2) odnosi, ~1. - kovarijantne koordina-;-' 

te brzine te cestfce, Н Ir:l • . - Hamil tonova funkcija obrazovana za 

posmatrani fluidni delic ·i izra5unata па jedinicu njegove таэе, i 

t угете. 
Ро ащйоgiјi sa formom (2.2.2.), 'uzmimo zaelement akcije 

fluidnog delica u,relativistickoj teoriji sledeci invarijantniiz-

raz: 

/ 

ср = н d~' .Ј 

u kome је 5etvorobrzi':q.a zauze1a mesto vektora brzine·iz~ izraza 
. . . 

(2.20 2) ~. а sopstveno vrem~. -6 ~. те sto vremena t g за н зто 0013-

le~ili invarijantni. i~raz ~oji 6dgovara funkciji Н 
. 

Jct, iz forme 

(2 ? 2\ : 0--. ). 
1) 

Da'dodjemo do oblik~z~ ~unkciju П , i dalje'cemo као 

putokaz koris.ti ti klasicnu teoriju~ Ро t.oj је teoriji 

f-I k.E, = = d о v/,tji- и.;, . 
2 diJ' . м,) 

2'19, (З8). 
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Т - -1'0 ~1-'·J,.i . 
gC.e је l.;t. - Z iliJ'V v. kinetickaenergija posmatranog de1ic.a, iz-

racunata па jedinicu njegove таэе, а LJ~. - rad' svih spo1jasnjih 

sila kOJe de1u.ju па uoceni de.1ic - zapreminskih i povrsinskih, оа

redjenih па jedinicu таэе de1ica.· 

Uzmimo, dakle, za .1-/ : 

:. 

) 

gde u oznacava invarijantni izraz koji odgovara fUL~ciji LJКi • 
u k1asicnoj teoriji. 

Pri trazenju izraza za и vodiCemo.racunada·u bpstoj 

teoriji relatiVТiosti пета gravitacionih si1a. Zbog toga сето ро

ku.sa:ti da obrazujemo invarijantne izraze koji bi u ргоstог-.vrеrде

nи odgovarali samo onim izrazima koji u klasicnoj teoriji. preo.-:- . 

~t:1vlјэ.јu radove rezu1tujuce 8i1e pritiska i.rezu1tar~JGe ViSkozrx,ih" 

:.;i1a koj iша oko1ina de1uje па uoconi e1ernentarni' ClGliC? oЙгeЙ.~O

nih па 'jedinicu mase ~e1ica, па ротегаnји.. od nekog uocenog poCe.!~-:-

nog polozaja sistema do njegovog krajnjeg polozaja, nе trazeci 

nikakav·izrazkomebi U k1asicnoj teoriji odgovarao rad,gravita-

cionih si1a. 

Da bismo dosli ао tih invarijantnih izraza, koristicemo 

o:r~aJ isti put kojim это u ргуот delu rs.da·isli kada это trazili 

oblilc za' re1ati visticki tenzor viskoznosti:. ргуо сето obra,zova~Gi 

trazene izraze u odnosu па sops·tveni koordina.tni .sistem, zahteva-· 

јuс! аа эе oni svode па odgovarajuce.k1asicne izraze u oanOBЦn~. 

·сај sisten-.., а zatim сето па 'osnovu njih potrazi ti i' орЭ·се iZl."'azE., 

koji 6е predstav1jati trazene velicine u'odnosQna bilo koji ko-

orQinatni sistem.u V~ • 

ТJvedimo, dakle, u nеkош dogad.jaju па svetskoj liniji сеэ-

"cice (pri сешu uzimаr[ю da ta cestica pripada delicu.fluid!:1e 
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. . 
~)i'ј·tt;Щ К цоdнощ.1. џа koji је, kako f3ПlО to уес rani.je navcli 1А ј(;-

Jna5inama (1.2.29), 
с 

" 

'Ј' -_ и-<' -- О 'ц.~, -) 

Obelezimo эа 8V trodimenzioni element zapremine роэта

tranog delica, а эа ~ povrsinu koja ga ogranicava .• Dalje, эа 
АI ~ , ' '-". . • t k + kt 1 . 1 ".~~~/ сето oznacJ.. 1;Ј.. pros огnе .. omponenu~ уе ога иргау Jenog е е-

J':l811ta poyrsine 5 u odnosu 11.a lokalni sistem К.' 

оnаа сето za prostorne komponente ukupne cetvorosile pri

tiska koj от okolina preko 5 deluje. ·na 'uocen:i e1ementarni de-

lic ima.ti 
. ' .. 

Н. (1) -:::. -јЈ.k-.:.. d5', 
1,' .'. . . . i.. } (2.2.6) 

S 

gde ~v ~ аа podsetimo, oznacava sopstveni pritisak fluida; се-' 
I 

"с vr-.; а , vremenska komponenta ce-сvQгоsil.е pri tiska се u odnos;u l"la 

sistem К biti jednaka nuli: 

N ('O 

1/ == О 

Ako se radi о idealnom fluidu, dakle О ~luidu ciji ~en~oг 

energije preraa jednacinaraa (1.1.5) i (1.1.7) ima oblik 

"" Ol".:.Qc. se ukUl)11.0 dejstvo oko1ine preko povl"sine Ј . J:ladelic koji 
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:':Н':10 uoci1i svodi па rezu1tujucu сеtvогоsilџ cije su prostorr;e 

komponent~ u odnosu па sistem К date izrazima (2.2.6). Ako, те

djutim, posmatramo viskozni fluid, тогато uzeti u obzir i оnо 

аејэ~;:;"(то okoline па posmatrani de1ic, koje ве javlja usled v~sko

znosti sredine. Uzmimo оdmаћ аа это silu viskoznosti kojom oko":' 

J.iT}:1 {јеЈ..ије preko :rovrsine d5 razlo~ili па ауе kоmрошзпtе: јс

али u pra.vcu normala па 01.5 t ј. kolillcarnu эа si1~ш pri·ti:.~-

1;:а - t ... d5i/, i drugu koja је ир-гаупа па пји, taneentnu viskoznu 

silu. 

~azmatrajmo ргуо вато d.ejstvo ~omponente зi1е viskoz:r10sti 

u pravc~ normale cl5i , , komponent.e koja эе javlja эато опца. ка- . 

С;,::. -Ве radi о stis1jivom f1uidu, kada је brz'ina kubn& dilatacije 

G • (vidi jednacinu (1.3.24») razlicita оа nule. Prostorne кот-

por.!.e:rl-'ce опе rezu1 tujuce cetvorosi1e viskoznosti koja ве jaY~ja эа

то ив1еа stisljivo~ti fluida, koja је dakle posledica оnе def6r

шасiје fluidnog delica pri kojoj оп l1.е mепја oblik 'уес эато, zapre

minu, bice u оапови р.а sistem :к: 

(2 .. 2,,8) 

nje11a угетдепэка komponenta 
, 

odnosu lokalni sistею ·biti а се u па 

jed~1.aka nuli: 

N (2.) 
- О (20.2.9) 

4' 

preko povrsine .5 
1J.ocen.i d.e li с HP1'''a\r'"rlO па РО~'f:-"siпu, iyr.ace v. odr:..osu. па si stеш К КС;У.'-

pO:1e~"'lte 
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N. = /~ 1., -f- N., = - ('п.. - JLG) а i,/ == - 11. ., , (1) (2.) ј' I S f -Ј' 5 
'~' V t. (; I ,,- t. ' ) '( 2.2" 10), 

, . :s , .s 

(pri сети это iskori s .lci1i oznaku (1.3.27), tj. 

1. 

N ':' N (1Ј 7- '\/ (2.) ::; 

1/ 4' I У41 О 

Iz jednacina (2.2 •. 10) па osnovu. Gausovog stava imamo 

-j1id5. :::;j~"., dV·· 
I -:,{ . . I J~ Ј 

.5 .' . ЈУ . ' 

?гета tome~ za kOffip-оnеntе .Qe"'c;'.i"orosi~e koj оы оkоli:йа }Jl"'eko 

uQcel'li 6.eli6 dejs-'cvuje l."1. :praycu norma1e rl.a povrsinu 
v .... ' • а' . 

y·ac1,..~:.".:.г.. \Је l'la Ј е l.PlCU rаzurде эе i da1je и оаnози.nа 
Tr • , l.'\", з..mасеmо 

,1 
'1 

== - ---- р, ;i' 
.f+ ј'" 

рМ == о 
1.;' 

. ~ 

СО' • -:''с':,Z~ ... У'\Ј.Ј':u. а.'.а,· \ОЈ l"~r.e I::LП10 Ј:Ј .. ргеп:а 
.. •. ') г.: \ 
I " г) i t:...;J ) 
L..!.'::"...1 ? 111ogu. i'::lЭ::'С i O::le ril.аsэ 1ЈО 

" . 
jedinici sop~tvene zapremine. u ~e.lativistickoj mehanici ideal~lOg 

flu.ic.e. igra v~licina 2 + 1" ""U j,"'elativistickoj ~еhз.:1.iсi s~islji-
. , "., . d ". . . " '. . 26 \ -

"'.,~oг; V2.S~i:OZl'1.og .J:.1.Ul а, u ClJ~m. se "Genzoru. ene'rg1.Je / SVt1ga.e 1.:1:1(;;-

,)~ 
I ' 

pojav-ljuje /(1, 
I 

~ tu' u.log1.l, се, ...... "1 d ' ocJ.g ...... e Y.iO 9 

r -! ?! 
'- --ОЈ ? fusno-'~a ~7\ .~ ,) ,., r.: __ .... str.:.ni 2793, i d&lje 
n~· s-'crani 27640 

igl"'ati zbir 

jednacina 

-:-. 
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--
i~Ljo{~I.t)(1:a ШIIО \~РГII,VО 'Lu. vоli(~in:ц, S -/- ~ , urю1i u ir(ll~':'" 

Nije te~ko pokazati йа за (2.2.12) moie u terizorskom ~b~ 

liku 11apisati па sledeci nacin 

) 

gde је tiЭnZОГ definisan jednaci~om (1.2.8). 

Zaista, iz jednacine (2.2.13) imamo da је u odnosu n~ 81э-

tem К 

Р 
(1) 

<;.tl Ј 
( ,.... ,.., .... ) " .::: 0<::: .. .L':'" ' 

.. " . 

cds.kle оаг;:аll dcbivamo (2 0 2.12),ako imamo u vidu аа је, s оЬziгОш. 

па (1.2.8) i (2.2.5), 

'р'/ 
, 'ос' 

:::0 

Obrazujmo эаЙа., ро ugledu па izraz za rad.u k1asicnoj te.o

::."iji~ sledeci invarijantrJ.i izr,az 

Izraz (2.2016) тo~eтo uzeti kao геlаtivistiбkо uop§tenje 
""\'~ " , 1'" '., ,. , 1" ~~", " 
~~aslcnog рОЈта гааа rezu ~иJиce Sl~e КОЈОЩ OLO ~na ae.LuJ8 па ро- . 

sr,:c.:cral'li 'de1ic 'иргаvnо па povl"'sinu која ga ograJ:1icava~ sгаСu.::.:.з:i:;е, 

mase delica, pri pomaranju sistеша iz -oocetr~o,'( -. .. '-' 
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krajnji p01ozaj. 

U vezi эа izrazo~ (2.2016) тогато skrenuti paznju па 

је 0;:'1. sa.mo formalan" Naime,nije tesko proveriti racu.nom аа је ..; >7_ ...... 
:::'G.z pod znalcom integra1a u (2 .. 2 .. 16) jednak'hu1i~ Zaista, kalCo' Је 

zbog (1 .. 1.3) 

. А I ct. 
'U,I'" dx 

) 

bice 

)' 

pri сети smo iskoristili i uslov (1.1.4) koji zadovoljava 

brzina, tj. uslov 

l\If (:> d': , -:- . m щ .... Jиy~._, nесе пат smetati to sto је izraz 

Yi1,lli, јег јЕ:, аа. bisrao postavi1i Pfafove jednacine za ргоЫеiЋ i:oji 
.Ј (2 1 7) . ь ~ :") . _.. ~ ..... ~ 

гаzша~rаn1О9 ргета •• p01il~e 110 а.а nг.а.Јето graa.:'Jen.v. ,~ce lIyO:'~O-

:сш:1дii (2,,2 .. 16) U ·Odl1.0GU па vcktor ,. , D" , CL 't О Ј с rnO[:1.tCC w • O(t~LJ I!i·.:) 

(lпаk пuli .. Nаiше? u ойnоэи п:.:.!. 10kз.llli ~зistеm koji :ЈПlО v.У~Йi р . i7.- . 

Г&Z ZC''';' I/с;:;~сvогоrаdto svakako trelx:1. d.a bude jcdnak nuli, ·јег је -'со 

• .Ј 

SJ.. S (;8rf: biti nuli. 
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о 

N ·... Ј,'" •• - ~ :1::\. 'aJzaa, OBca~o пат Је ЈОВ аа аоаЈето dб izraz~ koji b~ u 

; ',; 1:i :';.i.vi:;t~ (~k ој ·te огi ј i tre ћ:йо da oЙ:~;oyaгa k1n.:::i спот гайи t~:(l"': 

,·,:';;·Lll:rll. ,v.i.;.;kO:'~lli.}t' ~;ila. kojima оl";.оliш;~ d(:l·I-1..je pr'~ko l)(јV:П.';l.rн; 5.' 
J:::?.tloccl'lidelic, tj о ~ila koje ве usled viskoznosti :зrеCL:i.nе 

javljuju prilikom оnе deformacije delica pri kojoj оп шеnја в&-

ШО oblik 1 ао).: ти zapremina oв~(;aje nеРl"'о'ше:nјеnа .. 

Uz~imo i ovog puta аа se prostorne komponente u оаnО8ц па 

sis~cem К rezul"Gujuce viskozne cet'vorosile 27 )kojom' okolina delu.-

је Шl uoceni delic эуоае па odgovera,juce kla,sicne izraze 

korйponer ... tе klasicne rezultujuce viskoZl1.6 si1e: 

Т _/"flI 1'":='/ /'!~., 
1 i/ -..) ,(./,,;,.Q ,i,' Vi..'":"J' 

5 

) 

а T1Jer.:.a ce'~yгJca, vremel1.ska kc.mponenta, u. odr.tosu па sistem К се 

biti jednaka nuli: 

о 

Iz (2 c 2 0 18) је па osnovu Gausovog stava 

т 
I " 

t ј ;' 15 :: ;;/1.1 С::- (i а . 
......, .., V i' /' 

S . 

r ' .i' I! 
= / /, /џ \7. G" ;:Ј у, 

"vl '" Ј' i,' (.iv , . , 

.Ј 
JV' 

za korдponel~.i.te rezv.l~~ujuce 

:'с 'lisl:oZYlosti? Sl"acunate n3. je6.inic'l.:' ше-sе uocenog d.eli62., u СО.-

1'.:.OS1."" :-::'8, u"iTeder.!.i lo1:alni kоогd.i:riа.lс:::i sis-'сеш сепю iшг:сi 

, . 
;.:~ <~ : ..... :lO'l эат.ао о or.!.oj *\v:~ зl{ОZУ1ој Ce-iј\fОl .... оsi:Li :;:ој ~ Бе. рс ј ~~/.-.. . 

l~~je u~led dеfогmасiјэ ryri kojoj ~elic.menjaoblikJ b~t p~c-

о' 
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P~2) = 
(/ 

i· 
~I 6 i , Ј 

(2 .. 2 .. 203.) 
.. , 

(202~:20b) 

Ucinilo пат se. verovatno da bi tenzorsl{i izraz 

( 2 ? ?- \ "_0_1.) 
) 

(( 
u komc је Gf3 me§oviti oblik tC:n~~OY.'8. ЬгzinG dеl'огmаеi~е (1.2" 

25)} mogao аа objedini izraze koje imamo па desnim stranama jad

·nacina (2 0 2 0 20а) i ~202~20b), _ da·ih predstavlja u оdnозu па bi

:0 koji!koordinatni sistem u V~ Q - .. 
Da bisrr;:: "СО proverili, rlарifЏrдо РГУО izraz (2 .. 2021) и. oc:.~ 

nosu ~a sistem К 

Ј I 
ос. ;;:. 1.- I S оЬziгьш аа је 

I 
7]13 
I .11' = О f (2 .. 2" 22) se zaisJca Sy.o::'i:' Za 

:СШ. nulu? -сјо па desnv. str2.Ylu jednacine (2 а 2.20Ь). 
, -, 

СС. = (, сепю , iz Za 

) . 

.;; 
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Z!vL Р (!;~ 9. .. G 1" _ :г. r'-f.. • о" '( zA '/ 12'2 '2"' ') \7. GJ + 'l;,G '/ 
"",' 

\. .'. ОЈ 

1+ ј1, . 1/ /"1, ~' - Ј·/- F (јЈ i/ ,",', ~ .. / ~I~r iJ t.. 

Sada је potrebno da nad.jerйo 'nа s"ba se svo<J.i velicina ko-

д. '1"иО"от· . sa'l:'-..t.': ...... 1.:-и. -- Ь...... . i.;,I. ~-- па desnojstrani jedna5ine 

l'{apisacemo zato prvo tel~~zor brzine deforraacije (1.2'о25) 

u mesovitom oblilGl 

(2,,2 .. 24). 

9!. 
i potrazi ti kova.r~jantni izvod '\(л. G fi . • 

PJ~o 
.:. 

jedl'}.acinv. koju это 0.".0"'_-: -.1-1 ..... ,. 
..., .l- :r;.·~~pl.serдo U. odnosu.na sistemK 

I '/ 
{ј - { 

/"" . iI 

, , 
Ј .. ~ЛQсе.{с!.о '). 

, Ј I (/"4 I А ."...1 I Ј I '. "Ј 
('~" r.:!.y /о' ("") D п> '/ } ..; \"7 р'" ,-;.- '1} ~J !. ,'Ј \"'? .,1 \.-;, 1/_ '1 \ 
I/.,Q '/ :: -;;: V, 1; У,,,, ц..", "r 2 v .. I ' "/. v, ... , V.. "1 ~ v. ""~) •. 1 -с. . ;i..;:'; (; i. . 'i ,.. () ~ ,:,,1' ";..'. 
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D21je~ polazeci od {1.lo4) lako se dobiv~ da је 

, I 

~, (Vil и4) ::: 
" 

V't,U"1 ::: О 
. ~ (2,,2.25) 
) 9.1 U 'V,~" Ј 

2. " 

, 
bi"Gi' ра Се 

'-

" 

\7. (34' =.i ''"4' -Ј- 4 -~I Р О v;., Цil И 3 \7. (2 .. 2',026) 4' " 2- 2· ~, '4'~'1 't. 

Nc:..jz.::.a.~ ako kovarijarL=tno difеrеnсirаПlО р,о' tenzor 

Р 
it"d., 

dobiceruo 

li oЙnc~~ па sistem К се biti 

Ј 

oc.alcle р }:ada зе stavi da је 
, '" I 
,/..., l' .1. , -

- о.;.. =- 4 'р 1. u.ZП.8 1.1. oozJ.r da 
I I /1 

• ~I Ј '1 = 
Ј г џ:., .' .Ј. slэ'': 

со 

d.i 

. . 
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oO.akle је 
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. ,,1 
~,и - О. ., u 6bliku 

-1 - ј'..:. 
1- 2--\7:, Ц ~,и;,·) 

t.. 'd 

" " 

G 1,/ _ '/ <f \'/ ц' +' i г; 1'/ V4J i' - 2 ~,И V;/, ~' 2 t7i , Иј' . ~' "''- , 

) 

prJ. с 61дU •. эшо iskoristili (1 ... 2,,30) о 

Iz (282 .. 23) i (2.2027) сето sada imati 

'Z/~ 

f 7- F 

"(2 ? ')7' . .. ~ со '-. ) 

... 
f 

Iz jednacil1e (2.2.28), koja роkаzцје da ве (2.2~22) 
, 

za ci. -.::. 
", - } - ..... l'1Э' syoci.i па iZl"'az koji ве l1a1azi па dеs:r.юј 

f • 

. ., ...... ~ 

Ј е а.nас lYJ.oЭ 

(2 .. 2,,20а) ,zaklju.cujemo da velicin1.~ (2.,.2\1121) nе r[:ОZ8ШО V_Syoj:,-~i 

~<.:ao :Ьеnzогski izra.z koji predstavlja аеэnе Э'сгаnе' ·jednacina··(2,,2., 

20а) i (2~2.20b). 

uotrob~o йа iedn~~ine 
.:... - џ' 

. . 
1. :~ .. ";~:'- .:<'. .. '"101.-

kOT2e bi у. klasicnoj teoriji оd.gо\:,,·сЭ.-
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d.eli6, n.а njegovo~ pomeranJu od ~. d ·ooce\;r' ... o·O" о 
-. <.:> 

•• ,/," "'1' ..... 1 . 
::з. :,:0 ~ ()::.. о sапlO r orrfla an Ј.. bi da budo jednak nuli; dal~~J 

~ Qi~os~ ~~ sistem.K bi зе izraz koji зе nalazi pod integralo~ u 

tоп:з cetvororadu тогао svesti па· 

, . . 
ОЈ...эе 

. Z(J.. 

f -}- r~ 
G j' сЈх &' 

.~., i/ ) 

svезti па iZl"az koji, ·0:0 па cirl.ilac 
.-.~ 

teoriji predstavlJa elerll6n:~al'''r:l.i. гад. -;:;аngеntniћ 

l'1ir.L B~l~ ~o~i~~ okol~l~~ p_c~o _ ...... GI.. .,... <Ј _J.~!"""" .:1.. _Cu. .. ~.~ 5 
Роk2.zаСешо sada da skalarni ii1varijan-'Gni i:z;raz 

obe:,Lezili 

1.:~slО"'f~l"Э :::'оје это naveli. 

,t" 2 ~i"\'.\ 
\.::." Q':"V) 1).. OCl.1J">~O.CU 

d.a 

z.adv-ilОlј~~rа 
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Ima4emo 

tj., kako је prema (2.2.15) 'Р IJ ' = о 
11' , 

о 

?М I , I 

'.~( - pf3 \7 60 Јх 6 _ 
f + f-' [' о' р' 

!!. (Lt pft' - '"' Ј" i' _":-~-. . V (3', :с. 
.f -i- ~. ",' 6'·.!-:. '. 

Ako iskoristimo jedn~cinu (202o28),mozemo dalje napisati 

Кako j~, medjutim, zbog (1.2.28)' 

G" I~ ,с:;.С.. 'о . 
џ:..х, = 

df.; ) , 

bice i u odnosu па sistem К . 

tj. 

6., , 
. {, f> 

I с(. I 
();.Х· :;" о ) 

I / I 
. r-:::' ,-.,' ,;.{". '1 ' . ,r) -,- 1-' !.' '-" .... ." ..... - .... L,/;: , 

.., /~ . 

'.' 

. ~ . 
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Prema (1.2.25) је 

IЩ ј'е u оЙnоmЈ. ОО. lо1саlпi :lJ.:;t(~rn 

odak1e, dajuci indeksu ~' vrednost 4' , i uzimajuci opetu 00-

zi:t (2.2.15) i (2.2.25), lako dobivamo 

Tako је sada iz (2.2.32) 

Na osnovu gorhje jednacine bi6e iz (2',,203·1) 

а to smo i !eleli аа poka!~moo 

P'r '" та .). оте ој ...., v~ ."....~ :~ а' -.., .~.,...-; _ v (Ј. ~. _Ј.! ~-I.. ОЈ.. Ј Ј.Ј. V.1.J.-. i z:C&Z (2 .. 2 <> 30 ) z&ist~ mo~eтo PTl-

>,.;",..;.;-+.; '1r"'u- ';'Zra'z i.rOl'l: U ·"''''l~Ј,··Ј..·~/-;с+'':с--;1r()i teor-iЈ'-; '?оГ('Оо'l-~lО ... _ "'''~ U.J.. '-'..l.. .'Lv~ ....... .(J ...... '" ..L. 'Iw- _а v ........... v _ .... v..", _ _ -.. ..... . &~""-""_,,,, 

си таса uocenog delica r lro":'; 1'.'1':;' ok,-....L···j 'r, "" . ..:1. ~ .,L.Jo",_\",..V _.V __ J.~ 

:"ljege. deluje. 
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шо funkcij'\..l и koja эе poja-vlјl,:.јG: 12. (2 .. 204-) ovako 

. ~~ ~ 
р.: 

и = - /~ рР f dxJ -f-j' . 2ft, рtз \7. (5 (/" Јх,Ј 
) Ј+ 'J'L' Ј" !,f!;. ..f -1-1<" Ј' (JI/" Р . 
.:со( . ,.С( 

О "<"0' 

Postavimo эааа p'fafove .jedr.i.acil1.8 koje odgovaraju 'fогшi :(2 .. 

2.3). Ргета (2.107) сето imati 

gde leva strana predstavlja apsoluJcni difere:n,cijal vek"coyoa. 

i gde.sIi1o sa ~ Ф oznacili. gradijent 'Pfafovog izraza Ф u. ој-. 
nоэи· па vektor ХС< • 

Iz (2.2.34) је dalje 
... ~: 

tj., S bbzirom па (2.2.4), 

u~vu '=8U 
р с.<. ~ 

Ako~ najzad, иnеэето (2,,2033) u (202035), dobicerD.o 

- ~ . . (2 2 ""'6 \ ~ . О., • , ".,. dednaClne .. o~ Ј, ао KOJ~n вто aOS~l 

'Ги 

"" ..4- - • '.-"'1 re.i.avl.Yls\jlCKog 
с 

12 r; j~'~\ 
\. ос..." О) 
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fll..'-~ d 

Zadr~imo ее, па kraju, па slu5aju idealnogfluid&, ~aCa 

se Z['~l:emaru.je trenje izшеdјu cestica f111.ida pri nјihоiГС:-': rc:i,,:,.--

tivйогй poтeгanjи~ а tenzor energije, prema (10105) i (10107) i~Jl~ 

оћlik 

u 
~a3и viskoznog relat~visti~kog dva 

cirJ:tl (2.2033)), sada izgleda-'ci ovako 

и - Ј ' '1 

) 

-'.:; ј Q '\.;: l'lj О ј се osta"ci s аnю О:Ш;;, ј :се la t.:" -~T::. 3~~ 

. . 
okolina deluje па uoceni па jedinic~ ~asa.d~l~-

са? ~a pomeranju sistema od pocetnoi do krajnjeg pclo~aja? do~ 

са izraz koji odgovara гаји viskoznih 
, ~ 

В1.Ј...а ~ r"a.Zl.1.r: .. e 

:Pfafoye jedna~ine 1::0ј'е 

) 

6..0 
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=-

stanjR koja vezuje 

jednacina 

Оd.аvдо је р о Zl':atо 
1 __ 0: ;:)': 

\.V.:..u-". 

sops"bvani pritisak 

cla Је 

(2 ; ".\ 
\ ('.Ј"':'Ј 

~-:ojи. се strujne linioje fluida p:,"'ee.st~vlja-Gi geod.ezijske lir.i.ij(;; ~ 

cine 

liku 

u tome cilju uvodi эа fl.i.nlccija SopS-'iivаnоg 

9 о f (f')o = 

Lihnel"'ovic nazi уа 

(2 ; -) 1"' • 
о.Јој , U KOJ~тa Је sаdг.. 

1\::'" ј е 
о r- ., 

pokazati о L8 Ј 

odredjena jedn~~~~Gm 

) 

fluid..a..; 'Оотосu.о te ... 

р шоg1..t аа se r~apisu. oc~ о b~ 

-? 
,/' о/Ј _!.::... 
.е 
/ 

.' -, V. 

ј с: .:.r~aCl.l"1e, 

г

I 

Hletri~ce cijc. 

. (,..' -. " . • ""':" :.)~I .. ', 
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ccie F cZl1.acili prost ог-vrеr!1зу~а ~ 
, . 

'C·>~ .. .. -'..:;Ј ... Uye diш.О sada ~ 

l 

iШ.еnОrl1 vekt от-а '\ј оха( ili )!sav.dobrzine) , 

н Od.::lOS1.l mеtrikџ Р. o\Tako 

с 
с( 

l\!loze se pokaza-t;i f' 
l,. 

( '" ':1 7\ • с...<Ј ..) <> ) i da за lJO:Iio6l~ .. toga 

ve~:-Gora"jednacir.i.a (20303) шоzе n.г.рisг.ti u. oblikv. 

о 
) 

,".,..', 
... 1<:1. 

koji 

~.-, ...... 
~".:... ;,,;...~-.. 

_.. .. 
_:"':1 Yll. ~: э :; 

с 
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zп:о fluid posmatrali u о д.nо SV. :"'la гаеtгikv. prostora V'!'J ? 

• Ј:"" (",з",'·· . ~'1- - 1 о-
~azovanJu ~иn~C~Je ~~ o~) nlsmo ~raZl_~ lzraz коте О::" 

пој teoriji odgovarao гаа eravitacioni~ sila g tako isto sad~Jka~ 

fluid posmatramo u оа.пое1). па metrikv. uvеdеn:й jed.nD.ci-:."lОIJ:l (2"30 

- 11. koj ој kre-'canje 

. '., ." t '-'. . 1" ""-"'e·"c,+--v-~(J·a -"'·~·'·-.)-':-7·· 1.11зl. .... сlЈ:. с8 nе ~l'"teo~" аа. rаZl.ПlО, 2.zr"a~:;· ~(OJ.l. .lJ.t. u.vU~ _ . .LcJ..c:.v.L\_-
., 

S~Gicli:C 'йорstеriје rad геzul·tu.ј1Ј.се в11е priJGiska~ јег је no"!a у,~э

t::.."ika usloYl.ie:n.:~ ргiSu.st'!ош sila pri·ciska. i. -Сако о(IУ'е;с':.~јгl·:.г..dz~ 

:{retar.l.je 

kгеtе.nје 

t:c:"Jru 

(1' • "'1' \::::",5"Ј..-) 

cestica fluid.a u оаnоеu. па :с.ј-..:. mоzerдо posm.a~Gl"'a·ti kao 

". ~ " . 20 ') cest::..ca гаергавеnе sreu~ne ~ ~ 

- , t ...... .Ј. ... , 
, U.Logv. Уе.:.{ О1'а се GVOZ"O ОГZЈ..l1.е pretlZe се 

.(1) 
I 1 .Ј 

Р~еша (2.1.2) Pfafove jednacine koje оdgоvаrз~u for~i 

:;/' . 
,-,",-<.< t 

dxi~) ( Гј .., -;")\ 
" C-c~·,:" .. :""~/ 

------.------_.~----------------------------~-----------------
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l:ako је 1 medjutim~ s obzil"cm па siiletriju Kris"'coj:'elov-ih 

simbcla ё~r1.;.gе vrste u оа;:::,оэн па а. or .. ј е j.~'.dekse 

jgQ'~a~_i~~ (2 .. ..)1_ .. .L-2)· э'е мо-' ~~p1'sr~~ ., obl~~U у'"' -- " ~-- _ ,~. БV.· ...... (:1. _ d. џ..:...... _ ...... " : 

оdаklз~ posle deljenja sa 

(у С 
\ еХ Р 

/' С:/Ј dobivamc. 

о .Ј 

V~~WbC.' ,,-... ~оsvе·l~_Ј'е.~n ·_:z_~aZQ .'ic:..J':"~ " \А. - ~ """" (20308) za vektor 

ёir:е (2.;3 .. 13), 'lako dolazimo: ёо jednaci·na 

,"'.-

о -; . 
т 

' .. 

) 

и. је dr:a-

/? :: ! ј1 \. 
.\ ~ .... ....Ј () ... -.-) 

kojc зи identicne'sa jednacinama (20З~б), te prema to~c ргеdз~еv-

ljaju difercncijalne jedna~i~e strujnih linija idealnoe fluida·za 

Оуај rezultat, koji это do 

-. ...,",.,.... 
_ .. ~,.::.;.; 'i 

-, ('\ \ 
.:;;v) 
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(2~308)~ Pfafov izraz УЈ о s';G8..vj_ ti ... '. 

I I 
И.с;1 
ц. 

YiskOZl1.i f'luid, koji sшо u оуоље гаd"li posmatrali i 'Pfafoya fОГ{flд. 

E1Og1a. оогаzоvаti па J.:;akav riacil1., 

Кэdјutil11, ovde ':':;0 pitanje rlGCemO resava-/;i; 011.0 se svоdi .. пэ, 

'\.I';I·-::.(·'.i1.1(] шйоvа rod kO.iim:1. vi;::;k6:'~l1i :П'L.јј,d pгec]~J'j~aYJ:j;J. }-lo}onomr\l/' 

,\/i;G udaljilaod onog~l sto је u o.vome l~аclџ bio nas cil-; ~ .... 
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~ 1 Т· Е R А Т U R А 

А4 Einstein; Die forma1e Grundlage der a11gemeinen Relati-

-; с.l 1-
.-.,т-"т9 

(1030 - 1085). 

Soc" , 1924· о 

Ј о 
..,. 
.;.Ј. Sy:nge, Rela-Gi v;i stic НуdrоdУl"'дшiс В? Етос. Lon~o Kath. 

Soc; О, '1 43, 

Relati v~s-~ic' Flеr.Ј.{:iт~е-НlrlgОl"liсt Ecuatior;.s ,. - , 

Агсћо Ratlo Месћ. 

Тће 

10З~ s .:...· .. 
'"'.l • 

Re:ativistic Theory ofthe. ~imple 

?io~o~~ ~tudЭ relativiste 

9<-; 

-. С51" .l.;j Оо 

d.e 

-; г.;:: . 
....... ;: ../ .... ~. ~ 

-; c<.t:: 
~-"..,J";-o.) 
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