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ReletivistiBka hidromehanika je poSela da se razvija 1914.

godine, kada jc Ajndtein [1] formulisao izraz za tenzor energije
relavivistickog idealnog fluida i izvec njegove d;;prenCLJ alne je=

L oy
G}an-

dnafine kretanja, ogranidivii se pri tome na adijabatska struj

nia, kadz za fluid vaZi karakteristidna jednaldina koja vezuje pri-.

ae'nallne kretanga takvog fluida . 1on1t1vao je 1924, godine
bjzenhard (ulsenhart) [2]1. On je pokazzo da Je, ‘kada se radi o adi-
gtatskom strujanju 1dea¢nog fluida, mogudle pronadi metriku koja
je xonformna metrici prostor-vremena, u odnosu na kbju strujne 1;~
nije fluidz predstavljaju ﬁeoéez iske linije. Pri tome je utvedio
i obliik skalarne funkei je pomocu kXoje se pomenuta konformria metri-~
ka uvodi.

To su, medjutim,

s .
- I
1ii sain

o

50 pojedinadni, isko vecma znalaj-
ni rezultati iz oblasti relativistillke mehanike fluida.
Tel 1837, godine pojavlijuje se prvi rad koji sistematski iz

lafe relaztivisiidku veoriju ic

@

alnog fluida po.uzoru ne odgovaraju=—

28irni Singov (J. L. Synge) rad afela—
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stidna jednalina koja vezuje sopstveni pritisak i sopstvenu gusti-

nu. Onvprihvata'od Ajzenharta skalarnu funkeciju pomoéu koje se
strujne linije idealnog fluida preslikavaju na geodezijské iinije
jednog prostora Cija je metrika»kbnformné metrici pros tor—vreﬂena,
i pomodu nje uvodi svoju funkeiju, tzv. fun1013u~1ndeksl) ‘koja u
relativistic¢koj hidrodinamici igra veoma vaznu ulogu. |

Pored toga, Sing Je u svome . radu uveo. i ditav niz novih
pojmova: definisao je kinematicku i dinaniéku cirkulaciju uveo .

pojan kinematicdkog i dlnamlckog tenzora vrtloZenja, kinematidkog i

ramﬂckow vektor-vrtloga, i definisao je i ispitivao vezvrtl .o“

strujanje. Izvestan broj definicija iz ovoga rada je docnije'pre—
trpeo izmene, pa se Cak neki pojmovi définiSani u njemu i ne pomi?
nju u docnijim radovima, kako Singovim tako i ostallh autora, jer
se pokazalo da ne predstavlaagu uspela reTat1v1st1cka uopstenda
odgovarajuéih klasiénih pojmova. Tako, r601mo, u danasSnjim rado—<
vima ne moZemo naidi na Singovu kinematidku cirkulaciju; kao iz
raz koji predstavlja relativisticko uopsStenje klaslcnOﬁ po;ma c1r—
kulacije vekitora brzine prihvadena je samo njegova dlnamlcka cir—
kulacija, pod imenom cirkulacije vektora toka. Ipak, ovaj Slngov
rad predstavlija znalajan doprinos razvoju relativistidke teorije
fluida, bududi da je poslu¥io kao osnovica na kojoj su docniji au-

tori, ukljudujuéi i samoga Singa, gradili dalje tu teoriju.

1) Funkcgija-indeks koju Sing uvodi, i koju tako naz:?.va-zbmT niens
logije sa kla81cn1m indekson brelamanga date t%ansparcngn
sredine, ne razllxude se bitno od pomenuge Ajzenhartove funkci-

je: samo iz formalnih razloga, umesto da koristi Ajzenharitovu

t /"'a’/. .
Tunleiju Cﬁ(ﬁq }7€;r(£de Je fv sopstveni pritisak -fluida, a

njegova ooosuvena gustina), Sing kao funkciju-indeks definisde
ﬁoﬂtz'::acﬁ( . U svojim radovima Lihnerovié prihvata Singovu

furnlcciju 1 naziva . je indeks fluida.



:

Posle’ 1zvesne praznlne u llteraturl koju je doneo dru i sve-
tskl raty kragem cetrdesetih, a zatim pedesetih 1 éezdesetlh godi-~
Nna, yogavlauge se ditav niz veoma znacaanlh radova iz ove oblasti.
Pomenuéemo, pre svega, Taubove (A. H. Taub) radove [4] [5] i(67.
Koristeéi Ekartove (C. Eckart) [7] ideje o relativistidkoj termo-.
dinumici.koje prenosi iz specijalne u opsStu tebfiju relativnosti,
Taub se ne ogranic¢ava na adijabatska i izotermicka strujﬁnja! pri
kojima za fluid vazZi karakteristiéha jednalina koja vezuje sopstVe-
ni pritisak i sopstvenu gustinu, vedé posmatra opéti sludaj, kada
su dve tefmodinamiéke veliéine nezavisno‘promenljive. U svojim faé_
dovima on, izmedju ostalog, formuliSe i jedan nov oblik tenzora'
energije,relativisfiékdg idealnog fluida. To je oblik u kome se
unutradnja energija pojavlijuje ek8plicitno,—a koji je wveoma pogo-
dan za rad kada uz diferencijalne jednaéine krefanja fluida i uz
jednalinu kontinuiteta treba, pored karakteristiénevjednaéine, ko~
ristiti.i druge termodinamilke veze.. | | |

Uporedo sa Taubovim radovmma, u llteraturl iz- toga perioda .
nailazimo na niz radova A. Lihnerovida (A. Lichnerowiﬁbz) [8] C9]
i ﬁgé ovih ulenika. U njima autori uzimaju u obzzr poaave provo—_l
djenja toplote i elektriciteta kroz 1dea1nu fluldnu sredlnu, a ta—:
kodje posmatraju naelektrisani.ili namagnetlsanl idea1n1 fluld.
Tenzor énervlae koji malazimo u njihovim radovima dopungen je cla—
ncvima koji se odnose na pojave koje smo pomenuli. Veoma znacaano
mestc w tim radovima zauzima i K0313ev-prob1em koji_se postavlaa i
;Spltuie u razlidéitim slucaJev1ma materijalnih sredina.

Najzad, 4. Lihnerovi¢ je prvi ko;m Je u relat1v1st16kog te—A

riji uzgo u obzir unutrasnae trenje, koae pOStOJl izmedju cestlca

fivida pri njihovom relativnom pomeranau.‘Posto Je postavio izraz
zz tenzor energije relativistidkog viskoznog flulda, oane,.pola—
zeé¢i od uslova konzervativnosti toga-tenzora, izveo 1 difeiencif-'

Jalne jednadine kretanja takve materijalne:sredine i'ispitivao nje-



no bewvetlozno strujanje. .
Relativistiéki viskozni'fluid koji je uz to i naelektrisan
proutavao je u gvoaoa studlal [10] PiSen (G. Plchon) Tenzor vis-

yoznosti koji nalaz1mo u ngegovom radu ne poklapa se sa izrazom

‘koji za taj tenzor dage Llhnerov1c. U odeljku 1.1 ovoga rada go—

voridéemo detaljnije o tome zbog Cega se izrazi za tenzor vlskoz—
osti kod dvojice pomenutih autora razlikuju.
Primeﬁa'varijacionih principa. u relativistiékoj mehanici

fluida takodje je razmatrana od nekoliko autora o koglma smo- ovde

,govbrili. Kollko nam je poznato, veé pomenuti Ajzenhartov rad (2]

prvi rad u kome su dlferenclgalne jedna&ine kretanga relativi-

w co.
®

tilkog idealnog flulda za koji vaZzZi adlaabatska Jedna01na prome—
ne staqwa izvedene primenom jednog Varlgaclonog prlnclpa. Potpunu
formalnu analog13u toga principa sa Fermaovim prlnClpom geometrlg—_
ske opiike .istakao je u svome radu [3] Sing.

Godine 1954. ge-Taub.[llj formullsao.varijacioni princip
koji dovodi do je&naéina polja op3te. relativnosti i do jednaéina
kretanja relativistidkog idealnog fluida.4Najzad, jedan interesén—

tan prilaz tome pitanju_razmatrao je 1970. godine Bernard‘éuc (Be-

rnerd G. Schutz, Jr.) [12] , drZeéi se i dalje graniéa idealnog

Iz ovog kratkog istorijskog prikaza razvoja relathlstlcke
hicdromehanike moZe se zapaziti da je u llteraturl uglavnom prou—
Cavan relat v1stlck1 idealni fluid, dok upadlalvo ma11 broj rado-
va uzima u obzir pojavu v1skoznost1. 051m dva rada, koje smo ovde
citirali, u Citavoj relativistidko]. llteraturl koga nam Je blla
costuprna nismo naidli ni na jedan drugi rad u kome se razmatra unu-“
¢ trenje izmedju Sestica fluida pri nalhovom~relatlvnom po—
meranju. Pri tome se, kao Sto smo veé istakli, izrazi za tenzor vi-
Sitoznosti u dva pomenuta rada razlikuju, a pri 1zvod3en3u Jeana01~'

ne kretanja posmatrane sredine autori polaze od uslova konzervaulv-




nosb 'Lun:’.u.r:ﬁ crm.:x‘i:;ije, Sto znuli da koriste put koji Jb u rela-
vivistdidko], teoriji fluida uobléagen.~ | |

U ovome radu d¢emo posmatratl relat1v1st1ck1 viskozni fiu--
id, ‘sa ciljem da pri izvodjenju diferencijalnih jednaéina kretaé
nga takve materijalne sredine prlmenlmo tzv. Pfafovu metodu.

Primeni Pfafove metode u mehan1c1 i teorlaskoa fizici po-

©

5V Sen je veliki broj radova objavljenih u Beogradu_kragem éetr—
desetih i pedesetih godina. ' | | :

Ovde ¢emo pomenuti pre svega radove A. Bilimovida [13] i
[143. naveéi se pitanjem utvrdjiVanjaffenomenoldéke osndve' za
Pfaefovu metodu, on je u svojoj monograflgl [14] formulisao 3edan4'
cpSti fenomenoloSki diferencijalni prlnClp. Ta; princip anallz1—..
ra stanje posmatranog 31stema i uzroke- kOJl 1za21va3u promenu t o~ .
ga stanja, i na osnovu te anallze-sastavlaa Jedan matematidki 17-,
raz u obllku Pfafove forme, iz koga se doblvaau dlferenc13a1ne je—
dnac¢ine kretanja 81stema kao Pfafove Jedna01ne. On Je zatim p$;—
menio Pfafovu metodu na niz problema teorlaske mehanike, nebeske

anike 1 geometrijske optlke E14]

Pri izvodjenju diferencijalnih jednadina kretanja krutog
tele, zatim osnovnih diferencijalnih'jednaéina hidrodinamike i me-
hanike elastidnih tela, ovu metodu je koristio T. Andaellc {151,
126], [171. Time je on ukazao na op3tu primenljivost Pfafove me-
tode w cdinamici - kako krutih tela, tako‘i-deformabilnih sredina.

_ua ized, u svome radu [18] Dj. Mublck je pokazzo da se Pfas. |
fove metoda moZe koristiti i u teorlaskog fizici. On je izvrsSio ‘

generalizaciju Pfafovog izraza i Pfafovih jednagina, dokazao da i

'.X
S‘xJ
O

v 1zraz i Jedna01ne vaze sllcne osoblne kao i zz obi-
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raz i jednadine, a zatim tako generallsanu Pfafovu . me—
Todu primenio u razlifitim oblastima teorijske fizike -~ termOQLnaa~

mici, elektrcmagnetizmu i kvaninoj mehanici.



Ovaj rad smo podelili né‘dve,glave.

U prvoj glavi nam je bio cilj da dodjemo do oblika za ten-
zor energlje relativistidkog v1skoznog fluida. PoSto smo u nrv,u
cdaljku obdasnlll Sta nas jJe navelo da se na tome pitangu,_koje
je u literaturi veé resavano, ipak zédréimo, u drugom odeljku ras-
pravljamo koji oblik tenZzora brzine_dqformacije’; tenzora vritloZe~
'nia treba-usvojiti u relativistic¢koj teoriji. Pri tome smo kao os-
novicu u naSim razmatranjima uzeii Zéhtev‘da rezultati do kojih
dolzzimo moraju biti-u_skladuHSa postojedom Bornovom definicijom
rutosiiou opéfoj teoriji reiativnosti,-a takodje i u skladu sa
rezultatima rada [19] o vrstama kre%anja Bornovég relativistidki
kfutog tela. | | v -

U oslea wjem, treéem cdeljku prve glave, dolazimo do relza-

prostorne komponente u odnosu na sopstveni koordlnatnl Sistem svo-

de na komponente odgovarajuleg klasicnog tenzora,'dok mu ostale

komponente u odnosu na taj sistem morajﬁ biti jednake nuli.
Cenovnom pitanju koje u ovom radu razmatramo -~ pltanju pfié

iene Plafove metode u relat1v1stlck03 mehan101 fluida - posvecdena

Pozle kratkog izlaganja o tome kako je nastala tzv. Pfafo-
ra metoda u mehaﬁici; i éta pred°taVlja njenu sadriinu, u druvoﬁ,
centrainom odeljku tova dela rada postavlja se izraz za P¢afovu
formu koja odgovara posmatranom materijalnom sistemu. Iz toga iz-
se zatinm ,-poctupkom koji Pfafova metoda nalaze, izvode dife=-
edwac1ne kretanja relathlstlckog v1sk02nog fluﬂaa.

Dcobivene jelna blpe, koje DredSuavlgaJu relat1v1stlcko uopsterge

o

levije~Stokkaovin jednalina klasicne hlaroalnamLke, ”azlﬂkuau se od

cizcveraiudin jednadina do kojin je do3ao Llnnerov1c ;_v_‘j~ to Je
cezvmliiive ako se ima u vidu de se tenzor v1skod“ost1 koji je'Qn'

formulisae ne poklapa sa izrazom koji smo u ovom radu za taj ten-




zor dobili. . , .

Uy tredem, poslednjem odeljku druge glave, ograhiéiii smo se
na slude; relativistidkog idealnog fluida za koji vaii adijabatska
jednaCina promene stanja; Pokazali smo da se u tome sluéajﬁ Pfafov
izraz za delié fluidne sredine moZe obrazovati na veoma jednosta-
van nadéin, bez potrebe da se traZi relativiétiéko uopdtenje za kla=-
sidni izraz koji predstavlija rad rezultujuée sile pritiska kojom .
okolina na uocCeni delié deluje, prilikom njegovog pdmeranja'od-poe'
Zetnogz do kxrajnjeg poloZaja. Pri tome fluidnu sredinu moramo po;
smatrati u prostoru ¢ija je metrika konformne metrici prostor-vre-—
mena, a koja se uvodi pomodu indeksa fluida ﬁako da strujne'linijé
fluida predstavljaju geodezijske linije toga prostora. .

Najzad, zakljuéujemo da bi se taj rezultét'pod izvesnim us-
lovima mogao primeniti i u slulaju relativistidkog viskoznog flu-;

ida.
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l1.1. Uvoéna razmatrania

Relagtivistic¢ki fluid Dosmatramo u cetvoroalmenz;onom riman=-
skom prostoru indefinitne metrike - prostor-vremenu % .

Obe1821ce—
& . L . C - o . e
mno sa X 2) proizvoljni koordinatni sistem koji prostor'ygvdopus—

ta, sa Sup koordinate osnovnog metridkog tenzora u odnosu na sis~

“f

tem % ; uzedemo da se u odnosu na lokalne pseuaoeuklwdqfe koor-

dinase Qg svodi na dijagonalni oblik
% ’/5
4 0 0 0 Be
f/L - c 1 5
o oo 10 .
0o 0~
: . L "y T
talto da je signatura osnovne metricCke forme 3& ox .dxﬁ.3~) DPOZL-
tivnsa.
Ao fluid (ili uopSte mauerlJalnl xontﬂnuum) posmatramo kao
Sistem Cestica C (cue smo £a éb ozna0111 prosborne paramet”e, Ve -
S o
2} srike azbuke demo korisititi za indekse koji uzimaju veed-
2,2,3,4; incdekse koji idu od 1 do 3 demo obeleZavati la-—
Tinskim slovima, C

-
~
e

S, Horistime AjnStajrovu konvenciju o sabiranju.




zane za odredjenu Zesticu sistema), onda istoriju posmatrane sre-. -
dine u prostor-vremenu predstavlaa kongruen013a svetskih llnlaa

e v

cg;. Ove svetske linije - ili jednacline kretan;a Cestica C

odnosu na sistem 2: mozemo napisati kao

x“= 2%, 8) (i)

i _ : : % : '

de smo kao parametar vvemenskog tipa odabrali 50pstveno vreme duz

svetske linije Cestice C_; , koje smo ozna0111 sa A . TaJ param,-
tar, za razlikxu od pros»ornlh parametara\? ’ men;a se duz 3vake

linije C, c; Jedna01ne (1. l 2) mozZemo protuma01t1 i kao transforma—i
ciju koizm se prelazi od koordlnata'f 5 s koje po analogijl Sa |
odg ovara3uc1m k1a31cn1m nazivomn mozemo zvati Lagranzeve koordlna-
te, na koordinate JL ; koje cemo nazvatl Oalerov1m koordinatama.
Pritom pretposta#ljamo da je gahoblgan te tranuformac13e razllglt

od nule, Sto zn301 da ona dopusta inverznu transformaciju.

Kako su (l.1. 2) llnlge vremenskog tlpa, jer brzina cesnlca

ne moie aostlcl or21nu svetloscl niti moze bltl vecéa od nje,: s ob=-

zirom na odabranu 31gnaturu ée bulgledno bltl
L e ﬂ.
os* = (Qw/jdx_ ;:/x >0,

tako da 8§tvorqbrzina, vektor

w dx*
u =—. ' ’ : lol.
7 ( 3
uaaovolgava uslov
o t |
wu,=-1 (1.1.4)

®
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Prvi korak koji tfeba uciniti u relativistickoj mehanici
fluida vastoji se u tome da sé obrazuje izraz za ténzor energi je
posmatrane sredine. To je simetricéni tenzor koji sadrii élandve
koji odgovaraju razliéitim vrstama energije sredine.

- Ocavno je poznato da se tenzor epergije za pfoizvoijnu f1u?‘
idnu sredinu koja nije naelektrisana, i u kojoj se pojave-prové;

djenja toplote i elektriciteta zanemaruju, moZe napisati u obli-

= 5 -yt - -
7;ﬁ fbwc!'(,% ‘505/3 ) ' . (J—oloS).
gde ¢ predstavlja sopstvenu gustinu fluida, a-‘S%d je tenzor' o

sopstvenih pritisaka, kroz koji dolazi do 1zrazaga nanonsko sta=-

nje koje vliada uw fluidu, i ko11 zadovolJava u970v
5¢/3.ZL =0 . - , 1.1.6)

Za idealuni fluid tenzor pritisaka ima oblik5)

504/3 =—ﬁ'{u¢“a +£c%) S | (1.1.7)

gde je v sopsiveni pritisak fluida.

o

Moramo naglasiti da smo se -ovde op*edellll za takve figicke-

™A

Jedin.ce pri koglma je brzina svetloszl-,c, - jednaka jedinici. Dz




~11-

Ako se radi o viskoznom fluidu, dakle ako se prevpostavlja
da postoji trenje izmedju Cestica fluida pri njihovom relativaom
pomeranju, onda se, bad kao u klasiénoj teoriji; tenzoru.pritisa—
va za idealni fluid, tj. izrazu na desnoj strani jednadine (1.1.
7), superponira joS jedan tenzor, koji i u'relativistiékoa,teorl-
ji zovemo tenzor viskoznost’i6 . | |

Koliko je_namd;poznato, u.litératuri postoje dva razlidita
izraze zé relativistiéki-tenzor'viskoznosti. Jedan izraz je, joS
1955 godine, predloZio A. Lihnefovié:u svojol monografiji [8],ﬁa

-

na érugi nailazimo u radu PiSona [10], objavljenom deset godina

Izreazi za tenzor viskoznosti kod ova dva autora se razliku- = -

ju zbog toga Sto oni polazge od razliditih oblika %tenzora br~~“, 

~

ntinualine sredine, preko kxoga se, kao 1w klasicnoj

2
o
L)
Q
H
F
[V
¢}
' 2
€.
(@)
t.

r

(o]

teoriji, izrazZava tenzor viskoznosii,
U zelji da dedje do tenzora kOJl bi u relaolv13 16k03 teo-
. riji cdgovarao klasacnom pogmu tenzorad br21ne deformaci je nepru—

kidne sredine, 4. Lihnerovié kOTlSﬁ’ cnaj isvi put kojim je,:sle-,,.

P -

deéi Ajzenheriae f2J 1 Singa [3], isao préuéavajuéi idealni fluid:
pomoéu_zunxcxg; koju naziva indeks fTulda7) on na odreagcnl na é'n'
uvodﬁ'métriku koja je xonforma metrici nrostor—vremena i defini-~
Se veltor toka (iii pseudobrzi;u) kao .vekitor C /u | gde' 5’2 0Z-
natavse fhdexs fluida. Zatim povezuje taj vektor sa gednim vekto-

rom definisanim u odnosu na uvedenu meiriku, jedinidnog intenzi-

A -~ ) - ] - s onr -
PP - - - b - L 22 ~ - 1
7) Yoo ivdois viskoznog relativistikoz fiu ida A. Lihnercvid® zadr-
% - wivad 1 rade. Fad nd F e PR
L8V L Lstu funiciju kojn kod njega predstavlija indeks ldogi-
v-,_ e . I -’ = R ', - /{VC'J;U N —'3 -;- ~
ne Liuiine sredineds = 83-;5.3} -, &de f f /v) g tome, cCon
. 4 j“’&J ‘ .

oDmetra samo onu fluidnu sredinu koju karanterlsc jednadina
teniza koja vezulje sopsiveni pr;tlsak i sopstvenu gustinu.



teta v toj metrici, i posmatra neprekidnu s;ea*nu ( kod njega je
to DIVo 1dvaln1, a Zatlﬂ i viskozni fluid), u odnosu na uvedenu
N mesiore 120> o adm T G ey o e . T T
{c mozemo sc ovde dbbum,Jlgo zadrzavati na teoriji kodju
Tinnercvié rezvija, ali demo naglrr1t1 da u toj teoriji woekior

toke igra veoma vaiZnu ulogu: u izrazu koji predstavlja relativi-

opétenje klasilne cirkulacije vektora brzine po zatvore-

w
<t
{1
(14
)
(g
O
o
C

noj krive] uw strujnem prostoru, zatinm u izrazu za relativistidli
nosti, umesto detvorobrzine, koju bismo‘mogli cie-
kivati na mestu na kome se u igovaraaucwm klasilnim izrazina na-
lozi brzina, nailezimo na vekior toka. Najzad, i u tenzoru brzi-

ne delormuacije koji definisie A. Lihnerovid (a koji se i po obli-

¢ klasifnog tenzora), takodje umesioc

el

ku L"i'ﬁ.,..,-“UJ‘d od odgovarajuc

etvoronrzineg nalazimo vektor toka.

(@14

U svome radu {107 G. PiSon, ns navodedi pri tome nikékvu
1i*eraturu, prihvata kao relativistilki tenzor brzine deformaci-|
je %tenzor kcoji se po obliku ne razlikuje od xla51cno oblike %dé
ga tenzyra, sa 5etvorobrzinom_na mestu na. kome se u kiasiénoj{%e—

ektor brzine. U sledecem odeljku ovoga'“ada, U Ko=-

(@]
)
-t
[
},‘,
F.J
¥
-
[<Y]
2
]
e

me céemo opSirnije govoriti o Tenzoru brzine deformacije nep*c—.h

kidne sredine, izloZzidemo i razloge znow kojih smatramo da je te-
kav oblill toga Lenzora teSko prihvativi.

Nejzad, navedimo jod da kod Singa [20] nailazimoc na izraz

za tLenzor brzine deformacije koji se razllxu e od dva prevd hodno'

X - - o <
rezliilia e samo u tome S%to Sing neprelidnu sredinu posmaira U obe
“n A NPT | - e ey e - T < N 1. RV 4
103w ra mefriliv prostor-vrenmsnz, & Lihnerovid, keo £%¢ smo  wved

ERRE W N -~ — v o T wamrs A . LG EAN VR - L TR . -~
1ovainln v SONgZW Na& mMeTriliv uveaesnu pomelu undeldss ILultay Lo~
£ 3 - R
My aaa L.-C "'a. D‘CO CU.-—O ODJ aS LU LG

Zraza za tenzor brzzne defor—
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mo videti, ne razlikuje-od Singovog tenzora brzine deformacije,
ali razmi$ljanje i radun koji su nas doveli do takvog izraza za
traZeni tenzor potpuno se razlikuju od'onoga’éto.postoji u nje-—
govim radovima. | | o

Skrenuéemo paZnju, medjuitinm, da posﬁoji-sliénost.u'ﬁaéim..
razmatranjima sa izlaganjem u radu‘Elersa:(Ehlers)'[21],- Zvog
onoga u Cemu se ta razmatranja razlikuju, a S%to je najviSe i uti-
calo da u svone radu usvoglmo upravo Singov oblik tenzora b*zzhe
deformacije, 1zloZﬂéemo ih detaljno u slededen oaeld“ .

Nejzad, dodajmo da nas je usva3¢nge ta cvog oblika uenzora
brzine defor macije dovelo do tenzora VLSKOznOSul koji se razlﬁﬁu-

je od Lihnerovicevog oblika toga tenzora,'a poklapa se sa tenzd-

rom iz PiSonovog rada [10]. McoZe.da izgleda Gudno na prvi pogled:

Eto se tenzor viskoznosti do koga demo dodéi ne razlikuje od Pifo~-

novog cblika toga tenzora, kada znamo da tenzor brzine deformaci-

je u njegovom radu nije onaj koji mi koristimo. Objasnjenje za to

je, medjutim, jednostavno: svoj tenzor viskoznosti Piéon ne Lizra-
9 J ?

Zava preko samog tenzora brzine deformacije - kao 8tc to qunefou"

vi€ nalaZe, i kao 8to mi &inimo - nego preko tenzora koji on na-
ziva wprostorna komponenta tenzora deformacije®, a koji, ustvari,
nije nista drugo nego tenzor brzine deformacije Singceveg oblika,

koji smo i mi u svome radu usvojili.

l.2, Tenzor brzine deformacije 1 tenzor vriloZenja neprekidne sro

dine u relativistickoj teoriji-

~

y Posm atrademo sistem 8estica C?.L kojdi nredsuav; materijal

e

ni komtinuum i €iju istoriju u O&ﬁuwh ns uvedeni ﬁoo%dwnatnL 538w

" . . . - . - o, . w . .
tem %7 predstavlijaju jednaline (Lalog)g t3. jednaline
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Uodidemo svetske linije dveju bliskih &estica, Cgi G,
» ‘ £

,_) GET
-

v s O - . . -
i vektor G,L , upravan u dogadjaju X na Cgb , 1 takav da je

dogadjaj & +ch5 na svetskoj liniji Cgi, ,.; , kao 3to-je na slici
. () 5 - .
predstavljeno.
: , | . , ‘
Vektor 4,X céigledno zado-
voljava jednalinu
d/&ax, u”’—O) (1.2.1)
. F )
Kk g e
: >
de Jje, podsetimo ovde na to, b/
Y .
df- etvorovrzina.
o 27 s
&g U cilju da ispitamo rel tivno
nomeranje Cestice Cg* df; u odnosu na éesticu Céi ’ potraéiaa DILVO
keko se prenosi vektor d duZz sveitske linije Cfg y pri krete-—

nju posmairane neprekidne sredine.

VeZimo zato za krivu Cfi Eermlgev pro torni trlgedarukf)lof

¢ija tri jedinidéna, uzajamno upravhna Vektora,ZadOVQlJaVaJd jedna~—
ginell)
525 |
PR d . .
“id) 71& 9L (l 2 )
n" ) ? ; )
ds O
g ' Y
gde rou ~ocznacava Bjankijev izvod, an) je prva krivina, & ’ﬂ,a)
Ot‘;j '- ..n'

-

prve -normals krive-Céi,. . o

.

: o N AL " &« -
RazlogZimo sada vekior _dﬁt na tri pravca JL{n Fermije-

vog trijedra (8to je mogude jer je to prostorni trijedar, a SV ON

~

TOY Taalalem o- . 34" FRpR [JIE o I4 . - -
.a.C/ LNCELT B Zagradl nEnma venzorsui xarak ey, VEC fdzZunacava redni
b K :
O a.‘_
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upravan na uU¥ ):

J
01« i oC. :
ft-) )
=1 - )
. oL
gde su Miy= ", (3) proae ccije. c[ na A .

iz (1.2.3) je

odakle, s obzirom na (l.2.2), imamo .

£lel,xt am(
___9___.)= %( (4) (¥ ‘Z m(¢) J‘LCQ)/j Z <) x((')

8% i=1

L¥o sada obeleZimo

e 9777) °4..
A Z u 7L(¢')‘ J

4-—4} .

[
‘ 1
.
¢
O
’_J
[ 3]
cr
I.J
F}
o
/\
|._J
l\)
UJ
L
-
o
o
o'
[N
0

femo 12 (1e2.4) -

fed, <9 5
0T e nPdxu + A
2 oy 'ty ey :
Iz jednadine (1.2.5) nije telfko proveriii éa

LWoravin ne svedsku linij

<
«Q
‘6
<t
C.t
«
£
]
£
o
S
(_‘
Q
'...,J
[}
j
<
0

J

. (Lo204)
(1.2.5)
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Iskoristidemo sada jednalinu (L.2.6) da dodjemo do jod je=
Z oblika u kome se moZe izrazijivektor (l.2.5), oblika koji

¢e nam bivi oa.korlstl za dalji rad sa tim vektorom. PomnoZimo

zato (1.2,6) tenzorom

P = J + uz‘hu ‘ ' (loZé&)
4 4 « 7 .

!..J
o)
2
o
VYot
1
4]
bt
&
o

S,z e ' ‘ o
Pec J(;é . ) = P0~A’(4)fzf alvc u' o+ Pa‘.A (19209>

g, %)

Kako se apsoluitni izved 55 mcZe nanlsa i kao

P S o)

o Bo A 2
&4 USe &%
gie simbol ?h cznalava KO ar ijentni izved, i kako je, I cbzi-
ToIn na welov (;.l 4),
PPt (67 + Wi yu =t 0= (2.2.30)

a 250g (1.2.7)

I
f
i
gy
3
+
&
r
~
-
I~
R
It
RN
%



-8~

o

/

L

}
0

3

.
w9

~

ivenoj jedanacdin

-

nimo u dob

Zame

!
. [+4 .
i vektor d;ﬁi izZrazo

? o

] win
DDITH

M

“~
o) ~
2
N

-
. .
¥

X
l ~

8
~
3
3

det + U

Jt

o

..,d
43

b

<
)

Je

5

W

QY]

some rady
os-

s
W

w3

| T
IV CETL

-

Lbodm el PG

Y

-




881
-
-
B 3
: 5 a
3 - .ow ,.,W.Aru.
i N Y
SR S e 1 -
RS B > - ) . v
SIS . 23wy 3 -2 A
P Y @ . ﬂd (W R N .
CM\J NN@ “w -9 f.:\v .
) m i s RN !ﬂw
- .‘.ﬂw > Ly == N
nﬁ. ) ’ 4 .rA.W 2 4& Y~ .
»JW 1 s A [ IN...W R .
o~ 0 — Q ™ a:.”w b * FERNEN
e e oy ) ey N £
= «©_ ”Hm <3 AW o 2y s - | - MC,O ) VA
. e e -\!..\.IJ ~ "~ -3
i e 2 Mw.,. S I < @ 1» =3 N
~ - Ied - <R o B Ty °2 -+
# - . o
- O ol 0 K 3 iy s
;w\u .L\l/ v D S J @ mw , >
e &) . 5 . [N
N 0 G- il -k e ) il Q. ;ﬁw.o
oy S o ) 3 = .
~ - 2 iy > 0 - D ) by
< QD 0] uﬁ. ) uny <) 4 vc: Q) .ﬁ. 5
MJu 4 o LS !.& @~ . i D
e N‘W _/.ﬁ\«“ \\z)’/ MNW md L) : -w /,v
- N R s e 3% | '3 3
ﬁ\ﬂu P/.v !.m“ Iw i 3 rhb\v. ”W -(C,\u IS Ry Bl e )
S i HREA) @D | o ﬂJu & o R N2,
. VO L €1} ’
fl i N T =30 o w“w 2
‘ W 2l Q i ] il o 1 IS
— nna o] AL S o o (&
L ] — 2
« [y ] o] | - 2 2 25 o
-3 o M oy 20 9 o~ Q.
e Y m.m.w <> S — s i
g ?
. A« ~ ] Ly A ©> ]
.a/,,v i 2 - L2 iﬁW < V[ ) Ls -
= < e B P N 2 3 -
N2 fJ i) .ﬂ = @ 0 3 vm
~—~ . 43 . ' 2. ¥
@ N N 3 .o_v 0
= D i~ ~ @]
¥ i 5| Q i 3 ¢
a o DR < 3
=] .
0
Q g 9 o
bRl i £1 2
9] 0 . )
) ) i
03 o 3 N ol
= 3 & K o
..... { £ 1 + ~



o~ 3
i i
1 i

RE

[AV] il

o '
~ : : - il Y,

i~
i
N
"
y
/’u

-
U
U

& ,
M?L_
u@(
IQ:

5.
Uy
<

.
!

U
R
- iy

w, U
A
U+

YLEy
Vs
A
5
a

)=6"

i

i
Q
ol

P

A

.:_

42 T : ] G : N
_*s by RO N
el -

o
= U U
-

L
()

~ Ve
¢
[}
bi
)

. G

je
.
(45
)
o
S
Xk
o
e
L4 ) 3
ﬁ,rﬁ

/

A

v d
i
X

(7

ichel
T4
@ -

kako
5\
u
e
se
. V
r~
m.
1.2
v
U
e
M
fo¥a

(

&
N
2.13)
74
a2
;)
2

~
]

Hw

=

>
P
il
ne

-
o
/=
e
RIS~

\.1—0

\

e,

A

)

TS

h -
Qs

,
~ "~
!
“
iz
;
4
~ ,
e e
[SROIAE
ETEN
- e A

)
L
.
4
o

L o

oY
(SO

o
[
-~
1
5
BN

]
-
-

"y
bg




T

Ao
. e
EFRWR N
[4b QP
LCeu

viim s

e . -
7 ~ N
CClLe nejzad
b .
A i ol JTY
i — 6.* ' E , ¢ - yom e N
nowm bt VU . (1o2.15;
[ .
T Sae e 4 ~ oo LR U T L S J.,.!:" v e e
JZliiaciing /u.ohﬁh..vv LBZazulje, &uiC Se L1LZXrezrime JeIZlLIon o
. . . . A«.‘ . &
N ma ey Tame s 3 N J A RECRR. AP S e S o, Y v
IO roiungz, G vekio i prédstaviia Dromony VXS Ire
} N <8
PN S N 1 11 ATONroN) .fc)i....:) oAl e Tiwwrz o0t ey B e rox Ve
VOXOLITELLLZ ) U Bravel CEBCTE Lp vo o LIMUELIL DMECLINZy VEBLTUCY
. .. - s
oy c T om sl e o . . Ferm emee S o v {1 Aemmofsintss =~ o '
criszo polavivies brzine Cesgtice Q.nn.r cet WU QoZaldagu o T ,
g TS -~
A
o e X o e - . AnCl TT ™ Fm e e s LY
OBV e coggricu Cmé L Jeo LOBTELOM, L& Weuiolr m
. E .
B . 1 - Tk el e gmmen G i Samems it s 7 o =N PR
E. 208L0 J& S JE.BLL0 LI AL \Leloelj . 4 LG
7
(=5
nolretni triicder T
ﬁm.v G vild ve Liaodael o Aea
4 hll'l'll'!lllll g o
s Trans ey Q v e S A
QOwFI\'ﬂt -....\.VO OVI.llq(C [N e N
)
B Ss ciiv TS e
S0 CO..:.( g [V§5) etk L m.H.t.l e
p:
s Sm T aSd BT AL CONTAS 0T e
g RIE8LICNOF J0ojoa KOOl
.
. ' ke x -
Ve e e A ooy ol 1 B P A b H PN P S
Lo KOVEITZZaNnTe Xoor Gimahe wvelbor ..rom \ CeILy el
\» ' \.w\./U = .y
juanes & \’4 - 4 1 i
/ VA e SV Vo r . L AR I N |
; Lo o YL A
3043..«..e v Snrmi s e 3y e e C.; . 33 Foer o I
LTl ﬂrlll bl ke AL mUCHO( A el W GGl C((A S
¢ o
R J\CJ.V 3
1~ e ol ol [ dem K G em s R P ST
IO rxw.r...n,..ﬂ»cz\\ CLellg Kail S2 To CLTl ow lt:“s.(\.(!rxw\dr\( W
-~ W e T = R T e A Jﬂ O ik S SR I T g -
e 3LE GO LGJin jedina predgiaviagje DX BLIU rh JORCHEE AR
P n gy & e e T T T I ey S S NSV R -
(SRR ornact 28 UL ILLNS SrEBLLNS, & JUUEL DIALIGL Hle
o ;
. e i~ " -~ R -~ T e
.w ..y.\"O¢ orant Au»rrx..r!.llr\ Cllc Vo

kako je zbog ,H 1e4)

o

Wy, 1

O

\»

PSRN !\{)‘».. [*5




~22-

12"), poéi demo putem na koji nas navedi klasidne teoriiallds:
Lowisou

razloZidemo dvostrulto kovarijantni tenzor koji se pojavi v}

, tJ. tenzor

\Y

U | o : (1.2,27)
/5U“oa o , o %( &

. o " 2%
4
S (YU, = QU,) = Q; g‘da 5 \;02°¢8;“'

*
A 2 — - sy A
—_ /7 i ‘f_"
Qdﬁ Zkvdu[s \(su.d_) . (-&-940 O} |
Tada je iz (1.2.16)
* . %
— " "‘~"/j g fv-[‘/'m ’ .
Ad - 0\'0% 6(-}[/3 - ‘-0“(4 Jﬁo-(/j . o “_}.e:al)i)
i
Sada wreba ispitati da 1i razlaganje (1.2.21), koje sme izvrSili

| . A .
rzeCl s formalne analogije sa klasilnom teorijom, ime cnlslis
%i. da 1i tenzori (1.2.19) i (1.2, 20) mo ogu da se prihvaie kao ten-

zoy orzine deformacije, odnosno tenzor vriloZenja u relativigtil-

135 tr. 271, jcdnaline
u jedralincna ko

gle je kod nas br

jednadinu (1.2,18€

na koju . ukazujemo

}.$
jul
v
[}
xml
o
i
©




o

gledno je da ako tenzor (1.2,19) treOa de Gefinife re<

vlja relativistiki kruto telo.

R N

Kzo posledica Bornove definicije prema kojoj materijalni
is

kontinuun predstavija relativ

[¢14

etvercbrzina zadovoljava jednadinu

o Ry ' S | oy
skuu:+ Q&uﬁ-r U, U V%L%c*_tﬁﬁi 7§b%3—-q . §.

.

é
se. da bude jednak nuli u sludgju da posmatrana sredinc predsgio~

ki tenzor brzine deformacijé neprekidne sredine, onda on

s%idki kruto velold), dobija sc dn

D
[\
~

lio¥e da se pokaZe [19] da se uslov (1.2.22) za’éﬁtvores?zim

S e

nu pri kretanju Bornovog tela uvek svodi na jednu o dveju tenz

-

skih jednalina

Vplky ¥ Uy = 0, 2.2.228)

ili

& '
v, U, + U, U VU =0, (1.2.22D)
- e o a3 .

14) ZIunteresanino je primetiti da je Sing [37, ne uls S
ovalva razmatranja, jof 1937. godine formul G, %O leduw
klasicni tenzor vrtloéengaﬁ Svoj. ekinematidki tenzor vriicle-
nja" u relativistidko] teorijig kao tenzor (1.2.20). U istom
radu, medjuitim, korst tuje da tekav tenzor vrilo: j
sveiim csobluama ne predst i 2ibolje rel
neg pojna tenzora vrtl i ] i 1 wdi
Todenia i JC po ob 2,20

obrflhv '
luida. U
i Tluida,
{ se vige
L35 vidssi [24], str. 36, je
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Takvo opravdanje, videlemo, nije tedko pronadi; naime, od-
man pade u ofi da u vektoru (1.2.16), zbog uslova.(l,2él)7 cie

U)

wmesto tenzora (1}2.17) da stbji i fenzbr'(1;2.23), tj. moZe ‘se -

e

58T

v

PC{
IWh
W

- /'5 o { ah — ,,/-’l a" . . )
= daPlyu + U U GU ) = dxP P v, . (1.2.24)

Razlaganjem tenzora }%,V}Zid iz (1.2.24). na simetridni i

entisimetridni. deo demo imati

gde smo oznadili

vy +vu +uud wufou ) . (1.2.25)
lvu+qu +uu vd,udafudu\g,uﬁ)}( 2.25)

=0

/59 a) — ,'«J‘ T __“ -‘,
(.Zd, VU, + U U a*u/s_-u/su 7&"(’&)‘ (._Lﬁzéz_o)

4 = dafe, —darQ . (z.2.27)

04 "G c"’(e a
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Tenzor (1.2.25) koji je, kao %to smo ved naveli, u slula-

ju ﬂ:a*anga Bornovog tela zhog (l;2°22) jednak nuli, moZe da se
prinvatl keao tenzor brzine deformsciie materijalnog korntinuume v
releti S“leOJ teoriji.

U prilog razlaganju (1.2.27) relativne brzine ﬁ%ﬁ na dve
womponente koje imaju znalenje koje smo ranije naveli, ideijos i
ovo: izbor izraza (1.2.26) za tenzor vrtloéenja neprek;dnc sre-
dine (ij. za tenzor irenuine L“&Oﬁb brzine, ako se rad; o rele-

tiviseidki krutom telu), 2 %aj izbor je vezan sa izborom tenzora

zultatime rzda [19]: ako se radi o kresanju (1.2.222),

I

*“:

koje predstavija vamerﬂl‘?Z'—**aﬁ,j*3 o tan ia krutog tela u reliativi-
A :

4
luceiu

&
Tl
{

C.1,

stidkoj teoriji, tenzor (L.2.28) je razlifit od nul u
(1.2.22%v), tj; u slucaju translacijquornovcg tela -~ tenzcor
j¢ jednak nuli, | _

To 8to smo covde izloéili'nas je navelo da prih atimo raz—

+dﬁ° §
kao relativistidko uops Stenje onog razlagan a relativne onl
o

(!)
[el
()
{

stice neprekidne mat 13&-“3 sredine u okolini neke uodéne talke,
koje se vrsSi u klaswcnog teor*gl. Dalju' to razlaganje nas je
opredaelilo da (1 2.25) prihvatimo kzo refativistiéki‘tenzor Droie

P PO R R v L PR P
e delormacije neprekidns sredine.

n]

a joS neke osobine. tenzora -
- ~r— n ~ & . ) A : o ~ . 0(. 4.,
(1:2:25). lnoZedi izraz (Ll.2.25) vektorom etvorobrzine U , do=

Ne kraju, skrenimo paiZnju

- 5 - -

P R P T R U f atar b = B3 e : ig L& : . st
LCIIelny LCOdiatnl Sl1Sten - CoELeding ga Sa A - TRV, S0DETVIIii

1.2.25) za tenzor brzine éeformacije, takodje je u potpuncm skle-
re

leganje (1.2.27) relativne brzine gestice C - w cdnosu na C.u.
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koordinatni sistem (wcomoving coordinates" u radovima ameridkih
autora), w odnosu na kojli posmatrana Cestica konﬁlnuuma miruje.
To je ortonormirani sistem ¢ija su prva tri osnovna vektora pro-

(e

stornog tipa, a fetvrii, koji se poklapa sa Eetvorobrzinom &zs-

tice, vr menskog tlpa17) Da bismo istakli kada je re€ o koordi—
natama Docmat nih tenzorskih velidina u odnosu na sopsiveni ko~

ordi a’*nl 31stem, pri obeleZavanjiu tln kcordinata dodavaéemc ine

delksu oznaku = /" (naprlmer, koordinate Zetvorobrzine, koje smo .

u odnosu na sistem 3% obeleZavall sa u® , u odnosu na sistemn
’

K de biti w® , koo*a*nave tenzora (1.2, 25) ée blml C' -,‘itﬂ.).

'O’lgledno Je da de u odnosu na K ‘biti

YA . ' ' : ".:.
Weu,m0; weeu,ed . (1L2.29)

Imzjudi u vidu (1.2, 43), nlge uesko 1zracuna i da ée pros-

torne komponente relativistickog tenzora brz;ne deformacije u od- . -

ncsu na uvedeni lokalni koord;natnl sis: em, bl

p) . - (1.2.30)
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pri Cemu smo iskdriStili'(l.3.3).
/
Kako su Sest od devet velidina 6’%’8 19) 11nearno neza-
visne, i kako je sistem 'Cec'p’k’ﬁ" simetrican po 1ndek51ma K, ﬁ

iz jednalina (1.3.8) zakljuéujejmo'da mora biti

gy = O - 13.9)

i

ﬁal;je, s qﬁzirom na to da je sistem veliéina :(1.3.,5) sime-
tric¢an u odnosu na--prva dva indeksa, kao i u odnosu na poslédnja |
dva indeksa, 'zakl’:juéujemo da tu osobimi'treba da ima i  ‘tenzor .
Loaprs 9 cn.;]e su to prostorne koordinate u. sistemu K. 4 '
Prema tome, o tenzoru Cetvrtog reda ,cdﬂ?”_ Znamo ovo.'

S N,]egove prostorne koordlnate u odnosu na sistenm K su od—, N
redjene ;;ednac:Lnama (1.3. 5). tje. svode se na :Lzotropnl tenzor ce—
tvrtog reda za trodn.menz:.onl Euklidov prostor. S o ’
2. Koordinate lcdlylklel R X ,' su, pr’ém&i,(16.3..9),'.-;[2&?(1- B
nake nuli. o o - | - ;

Na osnovu'ovi'h ‘osobina tenzora Lupis " zakl;;ucu;emo |
da se on moZe napisati kao llnearna komblnaclga dva tenzora cetvr- -

'bOD' I‘eda.
Lapzrs =,a‘u7‘ﬂb~# vf"("““‘}éc/s?“"a' [ ('1’-3"1.0)_

pri Cemu mora biti

Uijre = Sirjr Sy Ugrgggr =0 - {1e3.11)
kl{/ .
19) Sistem G je simetridan (Vldl Jednaczx.ne (1.2. 30)), pa su

- samo Sest od devet velJ.c:.na 6"’9 medjusobno nezavisne,
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- = S s ' 4 7 (103012>
Ji’j’?z,’fﬁ' (i'k"géle. + glel gé )'-‘ . "Uo'('l/'ﬁ’f'- O “
Znajuéi da tenzor
D = ‘u, + E (1.3.13)
vccp ‘duﬂ ?xﬂ : )
ima u. odnosu na .sistem X koordinate
piﬁ’/._= lé;"j.’. i . B{(// = O 3 (103-14)

.

~ Sto nije tesSko prover;tl ako se 1ma3u u v1du 3ednacxne (1 2. 20),

cdmah uvidjamo da se. moze naplsatl
 Uapps = g/s Des s o (1.-3-.15), :
ali takodje i

Upsrs = E;s P (1.3.16)

jer oba izraza, i (1.3.15), i (};3.16), zadovoljavaju uslov.(luB.
11) . . ’ ’ K . .

Tenzor U, , koji treba da ispuni'u810ve'(l 3. 12\; lor
«

: cxsl
Zemo nveuStav1t1 na Vlse nactina pomocu tenzora ;3 i é&( . Ka-
- /3

——x

%
vedimo, kao prlmer, ova dva obllka'

Viors = Gy Gos * GusGor 5 (Fe3T
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oc/gzrd' "" erp + /?‘Jpﬂr - .. ("1°3‘18;)_'

Coje demo od navedenih izraza za ten ' '
Koje cemo od nav h izraza za tenzore uaﬂrg i U;ﬁwﬁf.

1sxorlst1t1 'da bismo predstav111 tenzor (1.3. lO), sasvinm je sve-

jedno. ili demo’ se opredeliti za izraze (1.3,16) i (;.3.18), koal

omoguéuju da se ténzor L predstavi samo kao kombinacija

LpYs

‘tenzora l) , slidno kao 3to se izotropni tenzor Setvriog reda

o
u klasidénoj teoriji (u odnosu na Deka.rtove pravougle koordlnqte)
preadtavl;a kao linearna komblnaciaa Kronekerovih tenzora?o>.
Teko demo, najzad, imati2l)

'Ca.cfsa”d‘ _= ';\' E‘/é P&“ +. (”'( oc(/- /5; + E:,; g-) .'" (1.3';%9)_

Ako tenzor (l 3.19) unesemo u- izraz (1. 3 6), dobléemo

ré - o
: _ C - D’ ‘')
PotraZimo sada Cemu je jednak izraz E;{CE y koj? se’ jav=’
lja ﬁ rvom &lanu na desnoj strani jednadine (1. 3. 20). Ako imamo

u 1du uslov (1 2, 28), lakc cemo dobiti

Bs”

H

(ﬁff+~zgﬁux)65_.% Qﬁgé§af= €3£', L

20) Videti [23], str. 290, jednadina 25.

21) Interesantno je da Sing u svome radu (29, u kome, izmedju osia-
log, daje relativisticku formulaciju Hukovog zakona, za tenzor
Lypwy RO Gefiniciji usvaja oblik Aamr'o’ A gah-drﬂ/(a,(&,gﬂg Gus & GM,; :
lekle oblik koji se ne razlikuje od kla31cnog oblika toga bbﬁW‘

gora (vidi [25]}, jedn. (1.12) na str. 83).
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tj., s obzirom na (1.2,25),
_rs : | -
P s = v ur . ‘ (1.3.21) .

Is

N o e s e o
Najzad, kako je E;Z%JES = QSQW ,Aagdna01na‘(l.§f20) postaje

Kada (1.3.22) unesemo u izraz (1.3;1)'za'tenzor,pfitiséka

relativistidkog viskoznog fluida,'dobiéamozg)

e (hean R, 2uG,, . (2.3.23)
:Sqe (7L"2¢2}Z4ﬁ)7%6 /Q ﬁﬁ . .
Jasno je da je i ovde moguée,‘kao i u klasicnoj teoriii,,A
rastaviti tenzor GS%G na dve. komponente° 1zotropnu, hoga se u
prostor-vremenu izrazava pomodu tenzora I) ,~1 devijator —_ten—_

zor drugog reda iz koga se kon urak01gom dob13a nula. U tome slu-

gaju moZemo pisati, ako uvedemo . oznaﬁe ‘ufséa za devijator ten-
zora de ,1(—5’-—VU., :
s, =it + G
“p 3 b R

Tada je iz (1.3.23)

. N .r\' 2 .
Se(p = [f“ (A+é—f‘)6.—72‘ﬁ~ * _Z/Zﬁfd)G;’ﬁ

N
K]
~

Lakc je woditi analogiju ’Zﬂudgu izraze {1.3.23) i izraza
tenzor nanona ‘viskoznog fluida u klasiénoj teorlgl (v di. ¥
cimoc, [261, str. 233, jednadina (7.2. lo)) : :

.

ZLA—
T
e
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Ako ‘'se radi o nestiSljivom fluidu, kada je

.‘r ) v . . ‘
6 = \73. w = O B, ' . S (1 ._3 024>
senzor pritisaka ¢e biti - .
q L ~ © (2.3.25)
Spmrhe+ ne, . |

Najzad, ako u (1.1.5) unesemo izraz (1.3.23) za tenzor pri-

tisaka, dobidemo tenzor energije relativistidkog viskoznog filuida -

e = suu, PP AU R, - 2u Gy,

ot

¢4,

7:‘/3 = o+ pItu, + ﬁﬁ,}ﬁ - 2 Gy 5 (1.3.26)

gde smo iskoristili (1.3.13), i uveli oznaku.
Do R N Nl ’ 27)
- —-— v = - ’ . 1. 027
fro= oA = | (1.327)
24 nestiZljiv viskozni fluid, kada je f = o, temzor
energije de biti" | ' | '

Lo = G4 pruity oy, =2 Gy (2250




GLAVA II

2.1, Pfafova metoda

U ovoj, drugoj glavi svoga rada, paznju éemo posvetifi pi—:
tanju primene Pfafove metode u relativisticko] mehanici.viskoznog
fluida. - | o

Proudavajuéi skalarnu invarijantu u obliku linearne dife-

r

L

ncijalne forme

.gb.: )(z' d'xi.]'(b';-’//zl.../?i). | | (2'1;1)_

02

s . . .. . . v 7 2 '.‘,?- : .
unkcije nezavisno promenljivih veliéina X, X ,...,%,;, J. F, Pfaf

-~

F4

(5. P, Pfaff) je uveo sistem diferencijalnih jedrnalina

IX e

oX; AL\ g . o
(Qxé 33&})&4 =0, (Lp=12-u7) - - (2.1.27
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Po njemu sé forma (2.1.1) naziva Pfafova forma (ili Pra~
fo& izraz), a sistem.difefencijalnih jednadina (2.1.2), pridru-
Zen formi (2.1.1) = prvi sistem Pfafovih jednalina, ili, kratko,”'
Pfafove jednadine.. " | ' _

MoZe da se pokaZe da forma (2.1.1) i jednadine (2.1.2)
imaju &itav niz vaZnih osobina [14]. Na tim osobinama se zésnié
va %tzv. Pfafova metoda u mehanici. '

Prvi koji 38, prema [14], formulisao Pfafovu metoau U di=
namici, bio je Viteker (E. T. Whlttaker) On je pokazao da alfe—;
rencijalne jednadine kretanga.materlgalnog sistema u kanonékom

obliku mogu da se dobiju kao Pfafove jednadine pridruZene formi
G < podgt - Hilt | tiosnn (222

gde su,<24, QZ, .;.,,in generalisane koordinate posmatranog di--
.namidkog 31Soema,/5 'ﬁi""' 7&;. nﬁegov1 generallsanL 1mpu181,
.ff r{(ﬁ;lg,) - Hamlltonova ¢unk013a, i ¢ - vreme.”

Ka 0snovu osobine da transformisani Pfafov izraz dovodi do
Pfafovih jednadina koje su.ekv1va1entne sa 3ednac1nama kae.odgo-,‘

varaju nolaznom Pfafovom izrazu, on je zatim ukazao na mogudnost

o

a2 se nroblem 1ntegra013e kanonsklh 3ednac1na svede na’ problom
uranaformac13e odgovaraguceﬂ PfafOVO“ 1zraza, Sto Cesto znaino so-
jednostavljuje postupak pri reSavanju razliéitih zadataka~mehan;ke°
Drlmenu Pfafove metode u mehanlcl dalje je detaljno- nrou-
cavao A. B111m0v1c [13] f14] On Je pokazao da se Pfafov 1zraz

(2.1.3): svodl na 1zraz za element ak013e Q Hamlltonovom gmlslu‘

Wdi (Tv-wdé (27 Hydt | (o)

zde je»j4 ='7:4Lj. , pri Cemu '7P oznaéava kinetiéku energiju



posmatranog materijalnog sistema, a :L/ ‘rad svih spoljaéﬁjih~
sila xode na sistem deluju, pri bdmerangu od nekog uodenog po~_
‘ cetnon poloZaja sxstema, do ngegovog kraangeg polozaga. '
Pored toga, A. Bilimovié je pokazao da se Jedna01ne (2 1.2)

mogu naploatl u obllxu

d)( Jf‘ = O ): (¢= ) n) s ) (20105)

‘pogodnonm Zbog‘ﬁoga Sto0 se iz njega mogu_neposredno‘dobiti Pfafo-
ve jedﬁaéine za syaku nezavisno promenljivu velidinu ~Z“.

Ako se Pfafov izraz u opstem slucaju predstavi nomocu 2
vektora N-dimenzionog prostora 2Z(h)(a,— 1 2,...,(. L= 1 2,.,h)

2

Loy IUL.J.[.J Q(G) (5)—- 1, ,..,K, ). ove L]{O’j)

X .' (2°la6) .
Z Z“a_) _&:;_... Z ,g) ‘Z(g) s NEeeRs
| onda na osnovu (2.1.5) svakom vektoru ¢ odgovara vektorsks je-
| . e . . (a) _ .

dnacfina
t S ' 90 | o
| - OlZ = - ./(a.=4,..,ﬁ'=/- 4',:7/,.‘.,,«/) (2,17 B '

t ‘922w '

fald)

gie "=~ oznalava delimidni gradijent Pfafovog izraza (2.1.¢)

. dz¢, , ,
q') ! . - L .
5 - [ : = ) - gk K ";e-'-‘—- .
u odgqsu na vektor .ga%>,‘alsVakom skglaru 32(& | ‘sAala?na d:?"
nzdina - e
= : = N : hal.on,
d@(g) ao . J (é-4) "V;é'}) . ‘ (d O.)
. Tk T

23) Videti ‘[2;3) str. 202,
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U uvodu smo naveli da je u Beogradu objavljen Eitav'niZ'
radova poaveﬂenlh primeni Pfafove metode u mchanlcl 1 teor13ﬁVog
fizici. U njima su razliditi problemi nenanlk». klasiCne 1_kvan-\

tne, zatim astronomlge i lelke, resenl pomoéu te metode. .

U ovome radu nas cilj ée dalje biti da 1zvedemo-dfferen—
‘cijalne jednaline krefanja relgtivistickog viSkoZnog fluida po-
moéu.Pféfcve metode, i tako prodirimo njenu oblast primenljivo-
sti i na op8tu teoriju relativnosti. |

)

2,2, Pfafove forma za relativistidki viskozni fluid i njegove di=-
ferencijalne jednaline kretania :

Da bismonostvgriii cilj koji smoc pred sebe postaVili, po-
smatraéemoldpet viskozni fluid u prostor—vremenu,vq', u odnoéu,na.
koordinatni sistem .z“' koji smo uveli ‘na poletku ovoga rada.

Podvetlmo se da 1stor13u flu1dd, koji poomatrano kao sigm:

tem Sestica Cﬁi', u v, predstavljaju Jednaclne'

ol

%2 x¥eg, e)  (2.2.1)

gde su .é prostorni parametri, konstantni dué‘svetskih;linijal
C., a 4 je sopstveno vreme koje se menja duZ svake strujne
.lznije. T | . : I |
P}ema postupku koji<nala3é Prfafova metoda, prvi korak ka
cstvarenju cilja koji je oada DY ed nama sas uoji'se u tomé da s

-

brazuje element akcije u~ﬂ Kl;uOﬂOVOﬂ smislu za delié fluid ne

o

<

sredine, Odredjen na jedinicu ‘rijegove mase, u obliku Pfafave_fdr—'

me. Postavljajuéi zat

Pfafcve jednaéine za dobivenu formu, do-
¢i Cemo 4o traZenih diferencijalnih jednaCina kretanja.

Pri formiranju pomenutog elementa akecije, kao puickaz de
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nem posluZziti oblik toga elementa u odgovarajudoj klasilénoj teo-~

Ne ulazedi ovde u pitanje kako je obrazovan element akclje .

u klasilno] teoriji, navedimo samo .da on ima oblik24):

L vt ~ 2,2.2)
Qbég.—védx H&di o ..(' >.2)

.

gde su L& koordinate neke Sestice u uwolenom delidu fluidne sre;
dine na koji se forma (2.2.2) odnosi, ¥ ° - kovarijentne koordina-
te brzine te &estice, ;¥Q&‘- Hemiltonova funkeija obrazovana zea
posmatrani fluidni delié i izradunata na jedinicu njegovalmase,_i
r - vreme. | | o

Pc analogiji sa formom (2.2.2),'uzmimo'za-elementbakcije
fluidnog delida u-relativistiékoj teoriji slededi invarijantni iz-—

raz.;
| | | .
O = w, dzx¥-Hds 0 (2.2.3)

u kome je Cetvorobrzina zauzela mesto vekiora brzine iz izraza

[

(2.2.2), a sopstveno vreme 4 - mesto vremena Z; sa H smo obe-

lezili invarijéntni.inaz koji odgovara funkeiji ;{m& iz.formgy
(2.2.2). P o

De. Godjemo ‘Go oblika. za funkeiju _/’4 , i dalje"éemg ka0
sutokaz koristiti klasidnu teofijﬁ; Po toj je teoriji

» ’

/—/ "'—'-‘ —;:,; --'"‘ U =4 é/g i Z)‘cy—d/— ,éj’,)

1

i
(&

 —

At

24y Videdi str. 219, jednalinz (38).



41

o . Qt . _‘_‘- wa ! . N . s L. .
gde je 7;_, 23JU’V kinetilka energija posmatranog dellq.a,, iz-
aéupaua na jedinicu ndegove mase, a L/ - rad svih spoljasnjih
zila koje deluju na uocenl delié - zapremlnskih i povr8inskih, od-
redjenih na jedinicu mase delida.’

!
Uzmimo, dakle, za 'FY s
il o
H —. ngﬁu u - U > . h .(2.20'4‘)

-de i/ oznacdava invarijantni izraz koji odgovara funkciji Ljnz.

e}

u klasicnoj teoriji.

Cos .

Pri traiehju izraza za U/ vodidemo raéuna'da-u'opéto
teorldl relaulvnostl nema gravitacionih sila. Zbog toga demo po—
kusSati da obrazusemo invarijantne 1zraae koji bi u nfosto”—v ere-—-
nu odgovarali samo onlm izrazima koji u Kla81cn04 teor;ﬂl preo—

avljaju radove rezultuauée sile prltlska i rezultante v1ukozn1n
sila kojima okolina deluje na uoleni elcmgntarnl QGllC”'OdICO
nih na jedinicu'mase delida, na pcmeranjg,od nekog uoéenog pocec
nog poloZaja sistema do njegovog krajnjeg poloZaja, ne traZedi

nikakav:izraz kome bi u klasilno}j teoriji odgovarao rad gravita-

O

ionih sila,
‘Da bismo doSli do tih invarijentnih izraza, koristidems
onzj isti put kojim smc w prvom delu rada i81li kada smo trazili -

3
oblik za relativistidki tenzor viskoznosti:. prvo éemo ObfaZOVuuL
traZene izraze u odnosu na °opstvehi koor&iratni sistem, vanueva—f
juéi da se oni svode na odgovarajule kla51cne izraze u oanosu,na
sigbtem, a zatim éemo na osnovu njin pqtrazltl»; Opste-lzraza,
coji Ce predstavljati traZene veliéine,u~odnosu na bilc koji ko-
crdinatni sistem u V4 . | " |

Uvedimo, dakie, u nekonm dogadjaju,na svetskoj liniji &

& £8—
tice ‘ . (pri Cemu uz;mamo da ta Eeszlca X ane

nrlp ada delidu flul

(m\



craedine wi koji obrazujemo formu (2.2.3)) lokalni ortonormirint
sistem X w odnosu na koji je, kako smo to vedé ranije naveli u je-

dnadinama (1.2.29),

[

ObeleZimo sa &V .trodimenzioni element zapreﬁine posma-,
tranog delida, a sa S povrsinu koja ga ogranictava. Dalje, éa
N éemb oznatiti prostorne komponentglvektora upravljenbg ele—
menta povrsine fS u odnosu na lokalni sistem X.

Onda déemo za prostorne komponente ukupne Cetvorosile pri-

tiska kojom okolina preko :5 deluje na uoleni elementarni de-—

&) e o .
S |

gde f@ , da podsetimo, oznalava sopstvenl pritisak fluida; e~
tvria, vremenska komponenta &etvorosile pritiska de u odnosu na

sistem X biti jednaka nuli:
=.0 e ’ o (20207).

Ako se radi o idealmnom fluidu, dakle o fluiduw &iji tenzor

ije prema jednadinama (1.1.5) i (1,1.7) ima oblik

i

T : e A 1" | '.-. )
O(/3 == (f; /@)@duﬁ‘?"fugd/a 5

Y
©
}«J

. (.J.
O
e

A
o
o }
" )

ral
onde se ukuvno dejstvo okoline preko povrdine 5 - n



—d 3

smo wotili svodi na rezultujudu Eetvorosilu‘éije su prostorne
komponente u odnosu na sistem K date izrazima (2.2.6). Ako, me;'
djutim, posmatramo viskozni fluid, moramo uzeti u obzir i ono . .
deistvo okoline na posmatrani delid, koje‘se javlja usled visko-
znosti sredine. Uzmimo odmakh da smo silu viskoznosti kojom oko-
lina deluje preko povr3ine cﬁS razlo%ili na dve komponente: je—~'
dnu u pravcu normale na @iﬁ , tj. kolinearnu sa silom pri£i£~
ka -ﬁAﬁf%r, i drugu koja je upravaa na nju, tangentnu viskoznu
.silu. : |
Razmatrajmo prvo samo dejstvo komponente sile viskoznosti
u pravcﬁ normale 6%5;, ’ kompénente koja se javlja samo ondg,ka- A
¢z .se radi o stisljivom fluidu, kada je brzina kubne dilatacije
& {(vidi jednaéinﬁ_(l.3°24)) razlidita od nule. Prostorne kome—
ponente one rezultujude Seitvorcsile viskoznosti koja se javlija sa-
mo usled stidljivosti fluida, koja je dakle posledica one defér-
macije fluidnog deliéda pri kojoj on ne menja oblik ved samq'zapfé;

minu, bide u odnosu na sistem X

| (2} § ’ . . .‘ . .
. ’A‘/t" =J/.'/\L Z-/uj CZS{, =v/}\. VJ"ufd\si’ ::-/[?‘LG O/Sil ) (2,298?

o)

njena vremenska komponenta ée u odnosu na lokalni sistem Dbitd

jednaka nulis

o S
N,=0. - (229

4
Premes jednalinama (2.2.6), (2.2.7), (2,2.8) i (2.2.9),
wkupng ¢etvoresila kojom ckolina deluje preko povrdine O N

uofeni delid upravno na povrdinu, imade u odnosu na sistem K kowme



/VH)" /VA /{/L )Lg)a/\s //1, a/.s (2.2..,10)-

’
7

(pri Gemu smo iskoristili oznaku (1.3.27), tj. fo = fo '—,»JLG),,

i
) @ |
N,y=N, N =0.  (2.2.11)
Iz jednalina (2.2,10) naAosnovu Gausovog stava imémo

R sty o= Z)

Prems tome, za &omnonenue ceﬁvoros1le nOWOA okol na prexo :5 NA

uoeni delid de zvuge G praveu normale na povr31na , priton

rafunate na jedipicu nase uCl éa, razune se i dalje u odnosu na
o e amm W 3 4 '
S1sTen &, lmaceno

P et Ple0 . ean

., ) pey L : ' ‘ | p
Sl rgh~mo ogz 13U aa prema Ll2j¢ /7, vlogu ingrcione MEse HO

fluicde igra velidina 9{-7L U r Tat‘VWSu kog nenanici sPisijie
L - s . 563 s
vog viskoznog fiuida, u &ijem se tenzoru ene rgiie?®) svugde une-
sto o pojavijuie 4 ; tu ulogu de, oligledno, igrati zbir
’ i o , o
- o s - 2 -\ ~ - LR P
2%) Videsi [12], fusnoie 7) na strani 2763, i dalje jednalina
Vs = .
{2,18) na strani 2764,



g 11 . Ybog togn smo upravo tu volidinu, a 7’» ’ 'um:f.l,i uohrnee
nilae Yzraza (2.2,12).
Nije tedko pokazati da se (2.2.12) moZe u tenzorskom ob-= .

1ikd napisati na slededi nalin

) _ 4 B —
P A

a0 (248.13)
p* o .

gde je tenzor . definisan jednadinom (1.2.8). |

Zaista, iz jednaline (2.2,13) imamo da je w odnosu ne sis—

tenm X

4%

pY =.-_”_P ﬁ L

cdakle odmah dcbivamo (2.2.12), ake imamo u vidu da je, s obzirom

s (1.2.8) 1 (2.2.5),

Pf, gL Pl=0 . (r2as)

Corazujmo sade, po ugiedu na izraz za‘rad u klasiénoj %teo=-

riji, slededi invarijanini izraz

oy .

Izraz (2.,2,18) moZemo uzeti kao relativistidko wo

[}
0?\
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o
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krajnji poloZaj.

&

U vezi sa izrazom (2.2,16) moramo skrenuti pa¥nju na to da
je on samoc formalan, Naime, nije tesko proveriti radunocm da je iz~

-

©

€
N

(e}

&)
<.

d znakom integrala u (2.,2,16) jednak nuli. Zaista, k&

0
zbog (1.1.3)

i
&
o
=
>
L
. »
-
&
o
“‘i
?S’
Al
&
|

-

ori Zemu smo iskoristili i uslov (1.1.4) koji zadovoljava Setvoro-

: - L .
j. uslov wu,=~%.

d
Medjutim, neée nanm smetati to Sto je izr (2 2.,18) jedr
nuli, jer Jje, da bismo postavili Pfafove jed 5iﬁe za problem Loji
razmatramo, prema (2.1.7) poirebno da nhcgumo gradijent. wletvoro-

2’

o 2 . 4 - -
(2.2.16) u odnosu na vektor X , & to je mogucdce. Dodnjmo

>
)
3
e
-
N

<4

05 to di je prirodno Sto smo zma (2.2.16) dobili izraz koji-je je-

cGnak nuli. Naime7 u odnosu na lokalni sistem koji smo uveli, ig-—

ztverorad” svakako tre

mora imati igstu vrednoest
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&031 bl u

A

o _
Najzad, ostalo nam je josS da dodjemo 46 izraga
cotativistidkoj teoriji trebalo da odgovara klasiénom radu +h“i1
o ' Coo
H x’.x,‘ NP R

‘sila kojima okolinu deluje preko povesi

ontnelt viskosnih

nz uoleni delig, tj. sila koje se usled viskoznosti sreding po-

ijzvlijuju prilikom one deformacije del éa'prl ¥ojoj on menja sa-
. jena.

e - - R 5
staje nepromenje

mo oblik, dok mu zapremina oS
omponente u 0Gnosu na

Uzmimo i ovog puta da se prosto

ol

isten X rezult uguce viskozne cetvcros1lez7) ojom okolina delu=~
& izraze - tj. na

je na uoleni delidé svode na odgovarzjudle klasilne

komponente klasilne rezulitujude

vremenska kcmponenta, u odnosu na si

Liti jednaka nuli:s

(2.2.16)

¢/ L

' S 14
Prema tome, za komponenic rezuliujude tang?ntne ceuvor0”ﬁ
1ide, u o=

Cinicu m

ase uoocnog g¢eiice,
ime

L siroz _
: »i sistem éemo i

e

lokalni kcordinatni

R .
VLSK ZG ]

o onej visk

e N oo byd -
: P e m L m e
Ll SRQE Lo Iall Sange
— = I S S o ) . .
Tjuje usied deformacije »ri kojoj




nzdins (2.2.20a) 1 (2.2,20b), i d

y e J, - - (2.2.20a)
t P e Jd '

.
I}

}

<

®

ke . .
. [ < . . - v . - - .. ’
w kome je & mesSoviti oblik tenzors brzine deformazcije (L.2.

LA +
5), mogac da objedini izraze koje imamo nz desninm stranama

A

0
-
vy
a3
H
[41]
jon)
[41]
ct
M
&
'.J

- N .
y ] 1

1o kojil'koordinatni sistem u V. .
Da bism: %o proverili, napifimo prvo izraz (2.2.21) u od-

nosu na sisten X

(2,2.22)

QY
M

o = & , s obzirom da je I, =0 , (2.2,22) se zaista svoal

a aulu, tj. na desnu strenu jednaline (2.2,20b).

b
s

e
Ze o = ¢ , izm (2.2,22) demo imati

7 s ' o 7 <?
~ s A - R pl, ¢y g
- IDN/ Vah,GO, — _-(/c,i‘/sui/‘aio,,)va,.,/G . 5
L7 2 NN . . g
J/' i /5 ;? }';/u

PP S

S Y < - . i~ 3 - - P ~oos N
oialkic ¢, s obzirom na (2.2.5),



o
o
T
>
o
W
il
o
+

‘o (2.2.23)

Py /3 2M % A 4
‘/__ V,./ G — ‘Z'/ G‘:{ + ,(%” V/a‘ .:’
25 <’ 49 + 7 d z W “ “

S
4
~—u

ne Sta se svodi veiiline ko=

strani jednadine .

Sada je potrebno da nadjemo

drugom sabirku na desnoj

javila w
isademo zato prvo tenzor brzine deformacije (1.2.2

mesovitom obliku

u
of 4., fc\f ; o e . N
sﬁ.r"z—,'(p _%’“uf-" +P, ?}u) (2.2.24).
i potraziti kovarijantni lZVOd"VkE;ﬁ .

i

1! (ﬁﬂ-. A "'y"d /
+ = v { 4 ¢
P uf" 2 /J /i’\«"z"'u/s)-“.Q VA,P[:) P ﬁ '7“‘.0,

sisten X

ko jednainu koju smo dobili nay
: i
! ¢ wad 4 . wd ? i
7 e — & o A 1Y .
“ = ' Fi PN vouyrt e Bl 2 LT
'~ T e 2 - / v 7 s
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va ¢e biti
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‘ v =X L > 2280
wCy =7 WP Ru, t g u G (2.2.26)
Nejzad, ako kovarijenino diferenciramo po zt tenzor
ol L Free
D7 =uwu + g
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dobideno
ro - .
ol ¢ &, X
= U +. :
v, P Tl RSV N Tal
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Sada se jednadine (2.2.20) woke napisati w obliku

v, GY = v[,,uf’”

4¢ T 2 77le R

.

)
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V/,fGZ, =\7,,:U"4653~ , (2,2.27)
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Ako iskoristimo jednaéinu (2°2a28),mo%emo dalje napisati

2 M s 5ORM i, 2 f dz* (2.2.31)
f+1~P5'f' dx ,f+ﬁ\§6%’d£ ﬁ G R

Kako ;5_e, medjutim, zbog (1.2.28) -
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Prema (1.2.25) jJe

ol

=4 (p” & |
Cap =z (P + Plvu,),

pa je u odnosu no lokalni uistem

P el o o
:( Pd, Z,,,lép/ + P/g’\g’"u );

3
I
NI

!
odakle, dajuéi indeksu < rednost 4", i uzimajuéi oped uw ob-
zir (2.2.15) i (2.2.25), lako dobivanmo

. )

Tako je sada iz (2.2,32)

‘G, dxt=0 .
. ,L/ﬁ’l . :"

Na osnovu gornje jednaline bide iz (2.2,31)

& o smo i Zeleli da pokaZemo.

Prema vome, invarijantnl israz (2.2.30) zaiste moZeme prie .
nvatiti keo izraz koji uw relativistifkel teoriji formalno cigovo-
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Najzad,.koristeéi'inaze'(232016) 1 (2.2.30), obrazovade-

mo funkeiju L/ koja se pojevijuie u (2.2.4) ovako

P PR
1 - P . L
xf,‘ ' .;c':

LAV

Postavimo sada Pfafove jednaline koje odgovaraju formi

2.3). Prema (2.,1.7) demo imati

- A =2 A _'n“'4? P : (2.2,32)
uv/;u&od ‘W_"-‘i“w“%. ’L/,o_&’); : :
gde leva strana predstavlja ansolucn” QWLeren“’jal vekiorsa 1!% g
i gde éxO sa 9 Q) ozna 'l; gradijent P:a;ovo izraza @ u od-
noSU na vektor X% . '
iz (2 2.34) je dalge
I = r_
u%u@c-é(.p'u }”/) H)
tj., © obzirom na (2.2.4),
~ (2.2.35)




ima

(1.197)

105) i

Lo

-

ed

je izm

je tren
pomeranju, a tenzor energije, prema (

il

o

il

ivie

-

. R — ]
4 eb 8 ol ) T Y LI
kd 03] [} 9 i o [ TS B o
" 0] "y P S N TR S R = B
o [ B ) e O Gl v
o o el o2
~ D o] e 200 O Q.w n o
- T g M © o O
w1 | g oo™\ e
W (O R B XA S
[ TN S 0™ (8 ™~
Q i 3 1 o™
M09 A JTE T & B B '
] L B o W °
o a n..i* v v.“ . [QV]
4 LS R SRR s I ) I
HS) 8 &4 ¢ oo 3o <
— 32 ® T D N el
. au o . (7> B N ST S N o
S = 3 e} w1 el R}
<3 ® w3 08 &4 o o
NS Y ¢y W = L oy
b o - @ 7w [o R ~n QD 19
o D e - Y O W G A}
y Wi 3 T S S Y « B
e [ S ar SERES SERTNY: IR & SO S o o)
S0 el { Qe g w T o
+ »,“ ~ (] ot (1 Q) '
b ] e ~ - . LN i
[ ,m/ TS SR <% N~ . o)
Q. G = O S B @ 0o o+ o 3
3 R Y Uy TGS B TR I Q. ¥
8 1) B B ﬂf LTI > A > . LN WJ
I~ AT B 2 o A o O W o % . O..
v 4 O ol S WM g ) o ]
- 0] . ﬂ ) 9] (@] . )
< 5 TR T B =3 g 2y i £
3 L R R B N o I B RO -l
- e I I B N 9 0ad 3 3 ¢
L\ REJ =] Y » 0 4w o3 3.0 iy |
~— wi ol 3o ) g O g M o3
I ) © - « : Vﬂ posy
I [ TN ¢ B oY | i . S O vl d M4 o o<
el N , g o 9 #€ 3 < Q
: e BT n o 0.0 & o 3 <
ﬁ .V..“ orf = o 3¢ 42 & Pl ] &
3 @ 42 W@ S L2 B T ©) T <\ S\ =
TJ: N W I HU +#2 o 3 4 > o9 . @
1 q n o < Geg
O o w 2 M g W o 4
- ! 0] PR I o B &)}
X1 ~ O [ w3 O
V] o) A~ - o o - @ o
2 O o~ ® & o od 1 > 3
g ™M , Woow 3 4 v O
g 8 ™M 2o~ m D 4y c
"y O ° 'y 0 [ TS = BT ¢ ]
el Mo o o <9 O ™ !
T ) o - I B & 1 Py - O
1 o (v S T ©
P~ S9N 3)) o)
\ [ T & T S N < v}
S 003 S o ol &
oy s s 30 O o ¥ s
@ el M3 ® a3 <
o 0 42 12 o O MO o e

L0eg

ZG’:;"

Ll

¢

«
oz

PURIED

-

Vo

-t
%
8



P

iy
a
Y
o
o
e’ -
Q
a g
b
n.m. o M -
0 i Sy

R

Ak b

<y

PSR R

st ey et
(S0

1

da

sada

a0

-

TS
L

Mo s hrkbdn
SO

:

S60

-

-
-

pritisal

i

sopsitven

~
<

PR .

-1 o
3.
&

I,
avii

Ga

he

v

5
—ry
oL

08t oT~V

e
-

2

3
pX

konformy

ja Je

U - XO

L]
&
&

4
A

o

Ya
idl

TL

ne

tru

oju ¢ée s

s

tome cilju uvodi s

ot

funke

e

77
(%}

LN

(S
)
(WY

8

s
va 1undc

vié naz

Lihnerc

Pt
C<

T

-

napisu

) , mogu da se

20

f:‘:

w3

A

]

Q)

el
O

=l
0
—4.
e )
el
3D
a.
T
3
@
ey
.L
] o3
Mo
0 O]
e T )
N
[ N6
X+ B
3 g
Q QO
®
)
SN
oy
]
o
=
3 o
(] [
173 G

SN
I

4(f'
o
A



N ’ N %] ,
(Kol €)Y &) i : _ .
s . . o o o o . :
a8 ) B i +3 8 LD o)
. 2 o ) m L @ e i a7y
o OR . o [ R . g . o ol
S erd . p— wy 0 a4 e r~i .f”
] ot > e E
b 4 3 5 g g
g o Q. @ - S -, L
0 [ 5 o e
.w o.w o u ael g ) “. o) o
¢ O T O) S TR S » o
-l 0 R T T ) B oV 3.
3 ORI = T -t T St SN i
o I aQ et W G-t
ol - ol ) I B = )
Q e o T 9 Mo QO 5 3
< & et M : it T R B s B I A2
- , . P2 -4 w0 0 Ma -
3 : : . ) o - o 4 s B () fq 4 "~
md. ..m : S ° m .oc S @on 0 )
e s e > © ™ e 0 - n o E
% . BT g B 5
ERR .. R N O RE 4
mC o o s 1N P .
h | > o w ~ 03
N a . * o TS AN =
» D PRUAES 3 )
e 0 , o s A
N BEELINS " =y £ el
] o i o o .....w . JI-U. po
S - 3 - ki i FER Y o L
< : i ~ Mw &) 5 ! < bt .Pw Mw o3 e
w . . a . 5 . ~ — Ai.,, v ,;.\, ; 4:* mum
. ! S5 SO T T
. ~ O ® :V« [ PR I A T+
. L S Ley¥ ot

L
k-1
.
:
R
L
~
o

®
N
9
£
. — — [¢ [ RN w3
g A LN - g g i
’ O L o &) RS B
- bl o e R R
) A o = SR N ¥
: ® N g S (B
- > ~ S = T .
’ < - o 2o 4 I
- £ ot . fas] nJ (o B - 5T
O S 2 0w el
R 3o .. ) vt . R © S & B 5
Qo oY ) mx SEIE O R <} )
g2 ¢ 0 o > 5 00 & ] L
) - . - > N hiKs KL
o - ® 3 R N $ 0 . R
£ TR G S nl @ oo 2) T Qe
o] . [w] 4y " [oN 3 (w
: Yy S = : o RN 2 g L
OB = o o @ 8 o & >
TN 4 R B S & B ¢ | AN
. [ T 3 -0 R SO g ,
n ol B 12 " o ER) Mrm 6] } P =
. o} () &g M O PR B 3| O e
Q 154 W R ¢ @) ) [, 3 »N
TR 2P [ : R T S T 2




4

a Vv,

or

"

v

Y

oXros

BN

metriku.

1ad!

=4

pel

SU

o

anc

ali u o

tr

posme

a

b

3

<

Kad
4

10

[
N

e

: TN Py
o » 1 |
1 s o o) )
N Y O H i ON A ) .x:_u
el I R 3 4 ) .._.
~ O\ o H g 0 ey i o 2
U I > AL N i R Ol ' SO
e M B © A [a¥] fowd Sras? AN
AU SN B = oQ _ po BN
bey} [ B o P (o B I 0 b
3 oo 1 o] 43 O L 4 >
. o v ® & @ W0 , Y
7 I =S . ¥ D Wl & = I I ol
LN u g X o T ] O M = £
o ol ar] iioof. ORI o]
o 3 QO e & I E s T S o
g o o & = @ O n = m
O XM oM d& e O ® O ) a
Moo 43 (5] R o5 SN 4y o]
FETE s T+ S () ~ M o o -
| g 85 g © 9 go8n 2 )
S . o« @ wWow M & o &9 o
T v S Y 0] G ® 0 ] i
B RO R ©PRTE BEETS BEPAN] a5 o m
T I IR 3 42 0 o G =) o
w583 2 o8 # @ o Q
o] oGl K O A 3 O] ced mm MW
~ & s 0 0 o @ 3 e oo N = —~3
o P ol oy M o] Y e i ool u " of 3
DI S o ..m_ 3 @ g o, u_ N m - v%
g O L & AR B | o] t £ » o
R R B A B VR R N S © ¥ g 4 n ™
2o o 8 wmoyod o R b naw w3 SN
o3 =3 | N o s 4 m lvw — .e )| ¢
o QR Pt D D SN S B e B T = N N - Hiy
£ ® 04 R S T B B S S S . .
1 B QB3 ol O & W 4 O . 1 <L 3 mw t
el © @ H5 o o9 own N e £ J D v
9 H B3 o o3B3 ord 20 2 5
1) I B TR N I = B S S B a 1] 1] -1 Q1%
S feBFdEs g0 S B
J c < - [ P - ~ - L 3 4 &
LI LS B [T R & B M O O - ..@u 2 . a oo
20 TN VI IS 13 » O d d & 920 - o -
° W 3 g Moo o —~ s
(4 I T B ) I S R BT S © TS B¢ Q. ) (oY}
— O Lo TS B T O B T S o °
4 o g @ & & o~ do o 0T ~ -
® ¢ g 8 0O 04 9 %4 0N w S a 2
- B g 40 ® - ) ~ M am (oY) o
0 N o &4 oo & &8 4 o o < @ b N~ .Mva 0
O B) 2 5 e om0 0 @ e B > o 2
I T B S o A 5 o P &3
7S B = ® o v 2 P o ht R M.v s S N
3 (17 B - SHEN L S 0 n . F.. a N & & ,Mu =
G e O O i) = (o) 1)) 3 [ = i=d Ey ,e
Cac T = "R D | 2 OfF 20 2 v ks 3 8y MO
AT | o O 3 mzv L A 2 -
N T R o S SR | o3 o} 1)) [T ¢ i S B - (o] ~
n O . l Loy u “ w3 ) (o —
o @ W a0 S = ()] v
oo DS JLY I SN 4 B m ) 2
O G b b o0 M P 2 ~ = o N )
N Q ) ) (8] ] el ! K] 3 ﬂ
3 T O s s T = S - S ¥ B N R S - i) o g
£y PSS B | n P M +3 2 S N




&

elovil

Al
-

Kris

ria. simetriju

Z3CH

oL

o je

o

)

¥

To

. medjuvi

rst

Lruge v

o
(=4

b~
noCL

sim

e u odnosu na don

v

i

1

i u ob

"

N

2) 8e rmogu napissat

ol

/
w

.

obivamo.

o

a

’

8

jenja sa

del

posie

-
0
i

o
F i ¢

cds

I

-
- H
- =

-

(2.

J€

/)

“

aza (2.3.8) za vektor

drg-

e

c

\

~]

= oo
nana

fakeal

17
Wi

dinu

fot
[}

Gddnu

=
Lo tid

idealnu

s

a
o
42
-
S
-l
A )
O M
a0 03
2, g
Q
o O
)
o
431 )
wy
@] 3
HES -
jo)
s
~~
A
2 ]

s

L, 1A L e

Pye

J O

[

i

Llia

R

Lihnerovi

e
WA .

seila

A e

VU

o
et
A Y

Len



" o v < Y 7 - 'O ~ . .
ra uvedenog slifno vekitoru toke (2.3.8), Pfafov izrasz positaviii

Caanc pornodu toga vektora, ne tra%edi nikekav izraz kome Bi w Xia-

sicnod teoriji odgovarala funkeija U, .

Ne bi Dilo tedlko, sadn, poienZiti uslove koje trebin din e

punjava tengor viskosnosti (1.3.22), do bi se i za relutivistidli

™~

viskozni fluid, koji smo u ovome radu posmatrali,; PI

o
bl

ova Torua
nogle obrazovati na takav nadin. _

Medjutim, ovde to pitanje nedemo -rleéava'ti; ono se ‘svodi NZ,
trasanje uslova, po.d kojima viskosni fluid predstaviin }'xo.].cm.o'_r.'zr‘ﬁlz;', )

axebort galnu sreding, be suhlevi poucbnu pannju, hoja b veuas -

vige udaljila od onoga Sto je u ovome radu bic nad osnovai ciij.
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