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neutralne osovine,oko koje Бе o:crece рорrьбni p~~se~,~~~ncull~ ~~~-

по zaklju6uje аа је krivina e1asti6ne 1i~ije u By~%oj rljc~oj t~~~i; 

zult~te Bernou11-ija izuzev ~u1er-a,koji је u Буо~е уеота zn~daj-

пот ra"u iz 1771 бо(iiТ1е izveo potpune staticke .i€f~~~<.; .. 6ine ::;ta}Jz<. Б~,1.-

vijenog u ВУОјој ravni. 

u vrebl.e kada ј е J1:uler ra.1.io па· fOrI11Ulis~nju teorij<.: s~vij ал.ј;:., ;.:)C':'~.LJ';"·, 

opisivanje defor~acije §tapa је jo~ uvek 

вуе йо ројауе radova St, Venant-a (1843) 

prirai t.:. УГ ... О i 

. ''''8~5' ~ , .1. \..L 'т ). теЈС 11 Ilj cgovi::~ 

raiiovirlla srссешо ројаш uvrtanja i glavnih ова u z'HLaci;;la 1;orzije i 

savij аl1ј а Stapa. Osta1e pokusaj е opisi Vd.l1j а dеi'ОГПl~сiј е i-_,:...lаziiЈ) U 

ra~ovima Kirchhoff-a (1856) . (lО71") . r.1' . !-~'-r'" -- .. 
Ј. .. -. о ' о: ."> o~r~ ",-." I L' и .. -v--· .Ј \ .JVO'/:· С' -, -'~;" ,.--...... '-' ..... 'Ј _ ...... '-'.: L ~ ,_ ~ I ... ..Ј... ~..... Ј".Ј- • .10 ....... Ј ... 

tna i иcpe~na ana1iza ~a1ih «efor~~cij~ i 1ineur~Q el~stiGjIO: ti ~~ 

da ta od strane Love-a (1893) f:o,.Une. 

Бt~РЈ.,ра Бе potpun sistel4 ovih jed..nacin~ naziv&: ЈСi~::-~~:~сi-,,--, :=:.~':;<~.'-'-

:f.1-' -с 1 e~) G С ~~l-t:.\. • 

О Т ; ,-Ј' .-, -.," ј -ј-- i !О',,",, "11 О (.~-) t~, '...1..;:, ('.:.0 ,,')и f;t : ... ' -'-~ , .. " '-'и '~T' О го t ~..,.. - r! с' t . ~~, . ,- -: ., " . ..Ј.. '-" ............... ...., _ ... _.. li ... \.Jb \.....o.L.~) lJ..I.\,;~i.,.;. l."..oJ • ..i...~.;···,.Jv··.·"'" \:\I._'.~' .. J'\tc·.,~ 

k ол.с ере i ј а, {.; r1 с ::01 е ::<:1l1i ра s ca.uj u. iп t с;гни :::П;Г'L~''- J~\-,;.'-::~ • ,:, ,._~. : ( .. 

<...... " ~ .~.~ \ -'-' 
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.:Cormclcije,koju. pak naziva.ju. HEu.klid.sk~ ccl{cijt:i. iI
• 

"' I RCJ..nOV1 ora.ce Cosserat 

kaza iz 19ј5 gOdine,u kome Sudria izla~e осnоуnе post~vke po~enutih 

ruriova, sluzeci се pri torne vektorskim r~СunоПl. Tek t:)е(l\Ј~;е-:; ~~Oc:i;l~. 

c<..i..l'rvo је \йепtеr /4/ 1958 goo.ine ukazo.o на eTe\(t\J Со:зссr.с.'"t·:(Оil~.L-

пиитnа .kOd gredni~ поза6а (аlи6ај obrtanja popre6nih prusuka iz~zva-

nill :::г.-iСuСi{u si1апiа. i nczavisnih 
. . ....... . 

о (1 l)OH:E;l.~;j..n Ј ~J.. О О Гl О БУ~ о G.C:" J~ ~ ... <-~~~:.. Ј .ј,. 

иo1e~ savijanja).Iste gonine ве pojav1juje i rad ЕriсkЕеп-~ i fr~-

еsпь11-а /5/,и ~oыe ве daje ~oderan pri1az kinematici orijentisani~ 

te1a preko pomeranja i nezavisnih de;orffi~cija n-vektorci,koji r~~i~-

truju pravce ра se ccsto nG.zivaju dirc;~ctoril~la, u . " " 
ll-С .. ~:;;·~С;··i Zl 0-

no~ prostoru.Nesto , ." 10"::-" " '.'"' Kasn1JG, .... 0.1 gOd.1:ie,..c..r1cKscn 

tore pri Ј:оrIйulасiјi вуој(3 teorije ~сесIlih kristala,a Tou.pin /7/ 

ааје teoriju trod.iraenzionog orije11tiD<.i.HOe; шеСtiја.:Ј::.lјс l.):::::'iJ...Oi~1,; t\Z;o-

1964 а .,....ot"·'nu. ('1."1-1"'1"1" '~1г-.; teor1"J"u a.·'l"re>:c+or'~ Gre~"'" '~.;~:,.""'.~~' .; :"~~Tl-:'r" , ~:-,и .t. ~ ~J. t...;r\....... r. v ~'"'" "-'.L.L ,Ј.·I(.. ..... ...) .• '~~ ..... J."~ ој ~_...J- .... ~ 

Ov~ko р1обап razvitak teorije orijenti~~nih tc1a,poa~~ak~o JU ~ 

za .. KO)"! tL:l~~. oi,i~·., .. ::\':'::~ ') .. О:., ,I~_-
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:;апа ј с ј cnnacina ba.lansCl епегgiј е, 2. ра stavlj аnј еЈ1 ZZ:.ћtG~".;;. ZЭ. i11'i;l-

~ijantnost оус jedna~ine па superponirdna kruta kr~tanj~,o:~rc~~~G C~ 

LspiGane i kanstitutivne je~na~ine Z'~ oi10 i momentc po?re~nog prccc-

ca.Ovakav pristup racionalnoj teoriji §tapa,bi6~ prihvu6~n O~ niz~ 

jrugill autora. 

rak rada /10/.Po1aze6i он op~te nelinearne teorije e1aEti~~og btap~, 

Lzvehena је 1inearna teorija pravog §tapa,koj~ uklju6uje u sгЬе i 

Ger;i1icke efekte. Sloboa.na eYler(~ij а ј е predstav1j еnа u ob1iku kVd.cir<...;. '"Gl~l(; 

~Urll(cije kiпсшаtiсkih ргоrчеПЈјivih,а re(iukovalla је i(ori~c~nj(;::-;. i::':\TC;~-

lih овоЫпа kineticke sirn.etrij е. OSnOVYte ~j edna(~iIle аи ос;уој en.e u c(:ti-

~! grupe,dve za savijanje,jedna za torziju i je~na za eKstenziju 6ta-

)а. Teli)per,.~ turn1 e.fekti f i{;uri Би :Јашо и ро эlеС1n ј о ј ј erino.c.; 1::1i • 
, 

:reba llapomenuti da ј е u raciu /11/ r~27II!atra:rla tепрега-;.:;uг~, Г·'_tV:"-::'ОТ'lегпо 

~asporedena ро роргеёпот preseku, tako cia п i8U шо{;li bi .,Ici о'оић чаСсr.ti 

;akvi termi5ki e~ekti kao te~per~turni granijenti,s~ kojima ае in~6e 

Iгесехо ,и. tehnickoj teoriji savijd.nja sta.p~~ __ -------_· ------

: mе<1иугешеnи S11 Бе ро ј avili ra.cJ ovi Co~en-a /12/ i ";[111 t::L3.11п-::::Јо :::'11 \';~ 

13/ . Ervi tre'..ira ne1inearnu tCQriju. еlаstiбni_~l uгi;јепtiОd1l1l-l )..;:r1\"1f1 

dvojni 

iпашi5k<-l. t(;:;orija e1;;i.sticl1e krive liлiје Ба огiјеntасiјог:.IZVС;(Ј,е;ll·::; ;::.11 

i.ferc"cl·J·a1ne J'e':;n"'c~,;""'e 1rr· ct"""-'J"'" ~<:O"';<:"·'nJ.' Ј;'Г~'Пl'СЏУ)-; , .... ,'io\rl' .: ~,-.~-,--- .. ,-• &. ц .... СА.. ~~.J. .1\0,. ....- ..... ~, .......... j-I-L. ...... c...f" .... Ь '....\o~ ....... -!. lA.,._-L . , ...L. ~.J·'.i_,-,"\,.~ 

е konstitutivne јеdпабi~е primellom Harniltonovog )~incip~,z.~~on~ о 

onzervaciji ваае i z:,:.hteva z:::. iПV<'l.Гiј"i!~tУlоst funlccije ,"ejstva u 

jnosu па. varij~J.cijccretc::,;·:ja k:ru-co<,:; te1a. ·::\.,),(10'1[1 /l2/ i /15/ ':-:::-': .. ,-.-:. 



nacinu ." ' 
~:l.-

, 
• • •• , • •. .... .. 1 • ј • 

trora.:enZlonlll ЈеОЛ::lСlпа IЮ.LЈа. 

u ra(iu /15/, Gгее:п, ~Уl0РЗ i ):;а'ilЗ r<->.zr:l<::.traju pro':)le::.e , ,. - . 
[3~~.1~)l...L:--~Оf.:L,l -. 

elasti5nog ~tapa.Razmatrani аи !leki viaovi simetrijorn materijal& 

~ao i {;eobletrij~)ka SilI1ctrija.J?ri ГdzшаtГ<iпјu polino:iij",,,lYiE; 1~ll}-l,-:ci-

је el'lergije,llt'lrd:ena је zavisnost. iste .fun1-:::cije oC'~ 45 il;'Vi.:.:.rijE4.:l;J .. t,-:;,.~ 

5iji ве stepen kre6e o~ 1 ао 4. 

Za dalji razvitak teorije ~tapu је vrlo zna6ajan rad /16/ о ,i 

и kо:~пе Greel1, LщvS i Иаgаfl.i [)iraju takav г.:оd.еl stapa, kocl kor;a ј с 

vektor polozaj а РЮО izvolj пе tacke s-'capa prii(c.;.zC;.n. slede cir:i i ZI'c;"Z 0::1: 

.-- . 

О " ... " 'oonu~~e koornin~~e bta~~ \,Ј .... ... __ ,JJ..L _ 

i vrefilena, potPU::.10 sir~1etricne u о rm о аи ..:.::.а 

ае vr~i ро зvim vrednostima i n.= 1,2,3, 

Ov~kav prilaz teoriji ~tapa predstavlja nјеп ndJop~tij~ tret~d~, 

ј er se Z;;i. popre6ni presek, кој i ј е ('.0 aei'orrr..acij е 010 tсd.п<;;. rG<.Y' .. y! 1 

dopu~ta prel~z и pOYT~ N-tog гa~a posle derorrnacije.Ispitivanj~~ 

jeana6ine balansa energije i zahtevom za invarij~ntnost i~tc ;ri 

taJ:1j а.. Uvеdепэ.. ј е 6! tava f';rupa ne:pozn .. tih vеliё1па.: 

------
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ра zadrzavajuci ih U jed.riacin.i balal1sa e;'lergije uт;ш.О;~Е:rlе [.o;X·-Й-

ро@ veli6in~ koja prcdstavlja krivljenj~ prvobit~D r~vnog PO~-

re6nog preseka,definisana је oQgovarajuca crupa konstitutivnih 

Kako оуа grupa ~onstitutivni~ jedna6ina pretst~vlj~ ~c_Jbin~cijc 

zadatil1 а11а i 
"" .' ........ ... _ ",~. с:: {/ .... v:..l.~~. с: 

угс dеIlnlsаП1Ь gепсrаl1S&Пlh SlLd .)~ УW 
>' 

to аи оуе jadnu5ine iskori§cene kao sistem jedna6in~ kretanja 

i ~'la taj nacil1 forY.'ltilis<1.l1 pot~)ur.l. sister,l jedl1acina krё:-саnјс: .• 

u ra(iU /17/ је raz:r:a trала t' е r r~'l џ~ '0." 1- ""'l ',1 1"1'1 i c~ 1,- ", + ,,". о r i -ј c:,~ -;- ~ .,.., ",. :7,":': t> 
•. ~ •• ~.~J _ J.~<A. v...... -u~ o...Jv~ .... ....J""""', с)'"""- ...... 

и skladu аа izabranim rа~uns~iз J~odelom /Tino~enkova grc~a,viQi 

rad /22/~ razmatrana пеhошоgепа raspodela temperature ро popre-

Koristcci mеtод_е rada /10/, autor је pri ispisiya.nju. jec..:1aci:--.i.c 

balansa energij е, pored efekta rada koj i vrse si1e i I:.J.Oi;:er.Lti 

popre6nog preseka, uzeo u obzir i rad adnosno efekat ~og& r~da 

izazvan ~ejstvom fiktivnih ~o~enata temperature. 

RRd /18/ predst~vlja dalje istra~ivanje teorije btapa.Fal~ze6i 

od navedenog тo~e1a U radu /16/,Green i Naghdi daju. ~eizoter~i~-

ra~vitkom N-tog reda za funkciju аа dve nez~visne )rD~e~l:ivc, 

па isti na6in kao sto је vektor polozCija :proiz'lo1jrie tu.c:;:Q 
...... 
~'t:.:.-

ра prikazan Тај lorovi;a razyi tko~ N-tog rc;da Zd -(u.li.i·:ciju L~'.. ;lY(; 

nezavisl1e procenljive. lшtоri иyo~e ројаз ge~erali~~~ih ј~пга­
ј 

6ina balansa e~crgije, 

ј ednacine balansa neki.:n. fU:!l.\;:cij аП1а koorгj inil.ta. ~-i.пс:..lizirС;.ј1,н5:. о-·.га-

Јсуе generalisane ј вr1Пdсi;1е bCll';']'"ls2. 
, I 

v ...." 

r:tо~егr:о ;;OlC&Z~~"Cl O .. ~ C~~ 

reda.Sprovo~e6i оуи gen~rulizaciju noslenno,mltori aoЫj~ju l 
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~.; о l' ~ L:i с , i У<еIс-сог ;сгiУiпс V(; 1! ,; i.:-; ;ј. 

v '} • nosti pO~rOCn11 1 ро г1.н:--niћ pг~ G eka, pГO'.~eJ'1a o'rih zal{ri Y1;j спо зti 

.:< 1"" ',- .r..; u ,r'; г;" rC!J.a. ".<.1.Jи~.I.. v ..... 'Ц 

stitutivne jed]1aci~le za е:пt:::-орiјu, '~,Oillente el'1t:::-opije, %ао i Z,1 

вуе uvedene si1e i ~omente ро~гебпооа ureseka i ~oduinih ~гсзсkа. 
~ - . . 
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ti(~ni1.1 i t a:(lk о z i ('L::l 1 П. st[1.1Jova . ~ 

1.2.1 l>tll1.i pr i ZJr'г, t icni ~-Зt С.т:юу}. 

Po1aze6i оа nedeformisane ko~figuracije,gde ве 
О· -. ~ • 

za 11:0 Сј.е..!... ~)ll"~ 

krive ~tapa, ра nш asocir~na ~ya vektora,koji signir~ju T~yan 

poprecnog preseka, i zaj еdпо ва tаУЧ;С11tп.i):1 vel\:torc2":~ 61::.:.(; ~cri-

ј eci.ar 1inearl1.0 ~ezaviBn1h vektora.Def6rm1sana konfigurac~ja 

dopusta pre1az r~vni poprecnoz ureseka u Dovr~ N-to~ re~~.Pri _ '--" ..L _ о ... ~ 

razuatrclnju kinematike ~tapa, brzinu proizvoljnog ele:~enta је 

prikazana shodno 1zabranorn шо~е1и, kao zbir brzina ~c~i§nG ",--, ... -; -
.:. ......... -'-

хо or(iind. tаШ.а гг..Z.С2d tгалоg е1 el::e::'1tta. Za о (" .. г е с1 ~.Jall.j е ј bli.naC 111 с ·~a-

lansa energije,ispisani ви izraz1 za kinet1cku ener~iju, to~lo-

i usled si1a i ~o~enata·uo роргесnо:а preseku i ]0 j~~i~ici du~i-

nе poduznih ргезеХа. 

Jednacina Ьа1апза energije је ucinjena invarijantnobl па s~pcr-

ponirane uniforblne brzi·Lle ~Г,:L,ј sl:~"cij е, 

nuti da ве uгi~еnош zahteva za invarijantnost па su~ernoni~an~ 
/ • I •. • 

, ""'1 r:t .. , .. - .. 
уес зе оне r:LOI'6.JU 'oa.reul tJ.. па БТ11ј3.1. Il~C i:1. . 

Razmatranje termoelasticnih stapova Бе vr~i иyoCenje~ slobod~C 

energije pгe~o poznate veze trodiucnzione teorije ~ar:~oel~~~~~-

ke §tapa prikazan Tajlorovim razvitkom N-tog reda Z~ v~kto~~:u 
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1 
. ,~'" .. 

cion~ па zavlSn03~ SLoooane energlJe, 

Ispisiva~je~ konstitutivnih ::;1le 

za toplotni fluks. 

U poglavlju jroj 9 је orCl-

U desetom poglavlju је raz~otrena linearna teorija ~tapa ~ru~og 

геаа, tj. takvog cija ravall 

r:J.acij е prelazi u kri уи povrs с\гир;о{; reda. Energij::.::. (i.cfO~L';:,::::.cij.:.; ј е 

n-l'~~z~~~ ~~o ho~o~en~ ~vgd-~~~n~ fu~lrCl'~~ ele'.~e'n.ata tenzora defar-J:I.L J."I." aJ....1.<:;.i. Ј.\,.а.. ~ Ь а,.с....::...... ~ ..... с.;,. \.1 .. (,:;;.. .L':'.L~ Ј ~ ..... ..-

macije,vektora ~rivine,tenzora torzije,pro~en& 

·7'· 
...J~. 

iпv~гiјdпtпозt argumen~ta energije ~eforn~cije pri ~r~nз~с~~~с~ј~-

du%cija argumenata energije ~eformacije • ?osle ispisi~~~j~~ :o~i-

nomijalnog oblika оуе funkcije, odredene ви ~onstitutivne je~n~6i-

пе za Bfitropiju i пјепе mocente, . - . ~ . ~ :...:.: :...~.:.:;,. ~~. \.:..) -:...~-..;: с С.:-: .:...г ... 

se~a,vektor mOffien~ta i mo~ente drugog reda unu~r~tnji~ si~~ ~op-

jantno~t je~n~6ine energije pri зu)~r poziciji vi~ih ~irG~~cr-

skih l-:re-canja. (\fidi nг.ргiг.:сг /lS/ ,/21../). 
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Ovde mozemo konstatovati йа ispunjenjem zahtcva za invarijan­

tnost jednacine energije pri superponiranim uni~ornim brzinama 

translacij е, rotacij е i deplanaci ј е, dobijaI:lo (loyoljan bro ј 

jednacina kretanja,ali за anuliranim velicinama tonzionih 

polimomenata.Na taj nacin зе йоЫјаји nekorekne jedna~ine kre-

tanja ра зе iste moraju odrediti koriscenjem drugih postupaka. 

u tre60j glaYi ви odredjene korekne jednacine kretanja prime­

поrn principa virtualnog efekta rada. Polazise od jednaci:rJ.a 

kretanja cestice,prer.1a resenju tro dimenzione teorije kontinuuma. 

Velicine koje fi{;urisu u o'lim ј ednacinama kretanja posmatramo 

kao sistem ravnoteznih generalisanih sila, koje ostvaruju e~e-

kat rada па virtualnim brzinama.Ako za virtualne brzine izabe-

remo neko moguee polje brzina koje dopusta изуојеп kinematicki 

model naseg stapa, to posle integracije ро zapremini stapa, 

zahtevamo da efekat rada ovog sistema sila bude jednak nuli. 

Imajuci u vidu broj funcionalnih stepeni slоЬоdе,mоzешо utvr­

diti da се broj jednacina kretanja biti jednak broju stepeni 

sloboda usvojenog kiпеПlаtiс~(оg modela stapa. 

Ovde napoтinjemo da ви iste jednacine kretanja dobili takodje 

"autori rada /18/~ koristeci за svim razliciti pos~upak zasno­

уап па ispisivanju jednacine balansa energije i njenih mome-

nata sve do N-tog reda. 

U/ drugom poglavlju trece gla~e ве razmatra potpun sistem 

linearnih ј ednacina za stal)OVe drugog reda. Iшајuсi u vid1..1 ko-

rektan sistenl jednacina kгеtэnја, upotrebljene БU konstitutiv­

ne veze dobijend iz jednacine balansa energije, invarijantnc 

па superponirane uni;fогшпе brzine translacije, rotacijc i 

C1.eklarna.cije • .Pok::.i.zano је аа ае za slu(~aj linearne teorij·:; 

prizmaticnog stapa drugog reda, dobija potpun sister:J. јеаnа-

cina. Treba naglasiti da ovak potpun sistem jedna6ina defini-

se stanje паропа i defor~acija u popre~nim presecirna 6tapa. 
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Ako pored stanja паропа i deformacija u po~e~nim presecima 

stapa trazimo odgovor i па pitanje о stanju napona i---d..efo.rmaci ја 

u poduznim preseciroastapa onda ве ovakva teorija prizmati6nog' 
"":::--:,."-

stpamoze smatrati pribliznom teorijom. 

Kako је jednacina balansa energije invarijantna па visa direk­

torska kretanja to generalisanje sile i momenti,odredjeni оvои 

teorijom пе zavise od velicina zakrivljenotti popre~nih i poduz-

nih preseka, уео зато od promena ovih zakrivljenosti duz stapa. 

Da ы1 ве ustanovili efekti ovih veli~ina, tj. njihov uticaj па 

naponsko stanje, trebalo Ы izvrsiti i neka laboratorijska is-. 

pitivanja ра iste-rezultateuporediti ва racunskim.Predhodno 

је potrebno izvrsiti identifikaciju konstanti kako Ь! ве poтe~ 

nuta poredjenja mogla i brojno ostvariti. 

U poslednjem poglavlju se analiziraju rezultati Green=Naghdi­

јеуе neizotermicke teorije stapa.Kako ви jednacine balansa епе+-

gije i momenti ovih jednacina вуе do reda N, ucinjeni invarijantni 
. ~ 

вато па kruta kretanja,to ве kao argu~enti slobodne energije 

u ОУОј teoriji pojagljuju i veli~ine zakrivljenosti poprecnih i 

poduznih preseka. 

Polaze6i оа date funkcionalne zavisnosti,razmotrena је linearna 

teorija stapa drugog reda i odredjen potpun sistem jednaCina •. 

Као rezime оуе analize proizlaz1 zakljucak da 11nearna deplana­

ci6na teorija stapa drugog reda ааје odgovor па pitanja о stanju 

паропа i deformacija, kako u poprecnim presecima stapa, tako i u 

роduzпiш presecima. 
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1.2.2. Tankozidni stapovi ----
.. ~. ---_.- .. 

Za pril<:u.z dei'ormieane :-koni'.{guracij е stapa, upotreblj еn ј е takav 

model kod koga ravan poprecnog preseka, эет relativnih pomeranja 

i obrtanja dobija i deplanaciju predstavljenu рпоizvоdоm dveju 

funkcija.Prva funcija predst~vlja generalisanu sektorsku koordi­

natu а druga funkeija predstavlja meru deplanacije i zavisi 

od poduzne koordinate stapa. 

U skladu аа izabranim kinematickim modelom stapa, odredjena је 

brzina proizvoljne tacke, ра је dei'inisana kineticka energija 

i uvedeni odgovarajuci koeficijenti enercije. 

Osnovne jednacine kretanja эи odredjene polazeci od poznatih 

jednacina kretanja cestice u trodimenzionoj teoriji kontinuuma. 

Sшаtrајuсi velicine koje figurisu u ovim jednacinama kao sistem 

ravnoteznih sila,tg је 'sproveden zahtev о anuliranju efekta 

rada ovih sila па dopustenom polju virtualnih brzina.Za polje 

virtualnih brzina ви izabrane takve brzine koje dopusta usvoje; 

n! kinematicki model stapa. Broj jednacina kretanja odgovara~ 

broju funkcionalnih stepena slobode posmatranog modela. 

Jednacina balansa energije је koriscena za dobijanje konstitu­

tivnih jednacina. Pri tome је ucinjena invarijantnom па kreta­

nja koja stap ucini kao kruto telo. 
/ . 

Formulisana је Glausius-Duhem-ova nejednakost i preko nје utvr-

dj еnа funkcionalna zavisnost slobodne energij е od elemene.ta 

tenzora deformacije,vektora krivine i tenzora torzije referentne 

krive,kao i od mere deplonacije i nјеnе promene duz stapa, i 

homogene temperature poprecnog preseka.Odredjiv~~jem kohstitu­

tivnih jednacina za entropiju i generalisanja sile i momente 

izvrsena је redukcija Clausius-Duhemove nejednakosti. 
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homogcna, kvadratna funkcija odredjenih аrgumGпаtа.Uрrо66епјс 

оуе· :eun1ccije је izvrseno роо. рrеdро::::tаvkош da mэ.tсriјаl po:::erl."'C.-

је osobine kineti5ke simetrije ра је p05tavljc~ z~htcv Z~ i~E;~ri-

jantnost зlоЬоdпе energije pri promcni S2era koor~i~~ntnih OB~o 

На kraju ви odredjene konstitutiVn0 јсdпг.Сiп.е Z2. er.J.tl"'opiju i 

uvcdene 5i1e i momente poprecnog preseka. 

Ispisan је potpun sisteQ jcdna5in~ lincarne teorije t~nkozidnog 

tanja i pokazano da ве mоzlЭ izvrsi ti separacija рrеша vr~)~ca;~,a 

ovih k1.'etanja иуоајепјет dopunskih pred..postavkih о s::'r;lc.J.;ri јаш:.i 

preseka.Za slubaj torzionih i deplanactonih krctanj~ је pokazano 

da ovakva separacija nije mogu6a. 
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11 PТJNI PR1Zr1ATICNI STAPOVI - _._-;;,~-=-:::::.:::::"-::::::::::::;===::: ---,-------

11",1 Geometrija. nеdе:fоrmisэ,nе kоnfigurэ,сiје stapa 

Uo~icemo krivu ~ u_Euklidovom trodimenzionom prosto~oSve tacke 

obuhvacendg рrоstоrФ, з~' n:alaze '1.1 odgovarajucim ravnirll2. upravnim Ш?~ 

oVU krivu.Vektor polozaja ovih tacaka је odreden slcdecim izrazom: . ~ . ~ 

R~(#/= l«If/r&~ I#-Ј (1.1.) 

Svi lntinski indeksi,koje сете u daljem izlэ,gёiJ,nјu 

idu оа 1 dф 3,а svi grcki оа 1 ао 2.Slovima t1~ 
upotrebljavati, 

i tf~ IJ-
oznacavamo konvektne koerdinate.Jednacine #~o definisu 

krivu С : R= ~Ilj - ~*(~ ~ fI-) 
Prostorne bazne vektore krivolinijskih·koordinata. (1.1) 0dreduje­

то 81edeci1l'l formulama.: ~ .. 
~ -::..~ ЭR 11-. ~ • ) , 

~ ... R .N. =- ~Q1O( := Ао' (&/ 
. ~ ~* --t. о( ~ 
~~R = ,е,+I1~з=-

-1 .ЈЗ ~J ~ 
~ о( ~ 

= 4.1 -r iI Aol..,j 
~ --. 

u 'jednaCini (l'3)2 figuriSe GZna.ka.: ~ I~ =- А;э 

Ovu. oznaku зто uveli za tangentni vektor kriveoAkQ је еуај vektor 

jedinican,to imajuci"u 
-ь ~ 

А-А =1) 
о( ~ 

vidu (1,1) sledi: 

4· А-=2 
Ј \1 

Polazeci оа veza. (1.5) mеzеmф izvesti s:ledece relacij е: 

• 
/ 

/ 
'. ..... 
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s"tap se definise kao regiori lJ ·,cije s.u tacke odredene vezom (1.1) 

са ograr~icen zatyorellom povrsilflJ,4.p;D}=tJo Ravan &=-GG/?S!: , 
ogranicenu kri~om;;e S1koja је nas:ta1.a presekom. ove ravni ва ро­
vrsi~=.O ,nazivamo poprecnim presekom regionaoNeka је 1) m~~si­
т::й.n! dijametar regiona od.nosno nј egovog poprecnog pI.~es:eka а .:4 
d~zina ovog regiou&1. mеrе:Шil. duz krive С: oAko је iSpUl'1jena nejed­

nakos:"t 1-« 1 tada smatramo аа region В predstavlja s"tapoKri­

va а је ова stapa Ji obicno је to linija. koja вра.ја tezista ро­
"Orecnih pres.ekaoAko еТ= tJ ne za.visi оа koordina:te tJ onda је 
'"' 
stap ~оnstэ..ntnоg poprecnog preseka o 

Razmotricemo podrobnije geometriju krive linije с? ра 6ето uvesti 

simetricnu. ma.tricu ciji su. e:temen"ti odredeni ska1arnim proi~vodom 
~ ~ 

= А. · А. 
~ Ј 

(107) 

Ovu ma.tricu mozemo napis:ati i u sJ.ede6em Qbliku: 

[AlJl = :Ј 
Inverznu matricu pisemo sluzeci ве inverznom submatricom ~ е(/3 

,submatrice ~~ • 

Sada ~e moguce de:finisa:ti reciprocne bazne vek"tore krive l.inije: 
• • 

~l "1 ~ 
А =- А. А/ (1.].<» 

La.ko је pokazati da vaze .i slede6e veze: 

ё~ --> -~ iJ 
...,. А Ад--1' -А A~i=: 

Imэ.јuСi u vidu (109) i (:1..010) mozemo pisat:i: 

(1.1.2) 
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':Prema (103) i (lo5),mozemo odr'editi kоmрФnеntе metrickog, tenzora~ 

Ocigledn0 је аа mfJ,trica (,СЈјЈ :prelazi u matricu (Л) 
za slucaj ~~t) oPo1azeci оа (1011) mezemo uves~ i matricu 

(7,{) ,sledec~m veZ(:)In.: 

~(,. ~ 

= -А- ~3 01· 
1-1oze s'!"! р(')k;э~zэ.ti аа matrica (:Ј:(,ј ~dred:uje krivinu i torziju 

kri ve С 'оАЈсо uved.eme: 

(Ј 

Ј 

mozcmo lak() :роkаzэ.ti d.~. vaze вЈ.е.аеСе veze~ 

о 

.Ј 

u ovim v~zama figurisu nОУе eznake: 

_8с:( 

л 
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porcaenjem izraz~ (106) ~Clo~2)Jdobij~mo : 

1(1 = -130( 
. ~ 

й~ В 
Velicina 15 14 :рrеdst,э.vlј:а tеnzфr torzij е а ve1icina .~ vektor 

krivine tezisne krive С .Kako iz· (1.15) sJ..edi: 

~ А 
o!p~ З (1018) 

to mozemo zakljuciti аа је 8~fЗ antisimetrican,<;tko А."..,..,? 
~ -" 

• Uzmemo 1i аа, ј е I~J = (, Ъiс е: nе zavisi фd kGGrdin~_te 1) 

A.:I.r:.o su uglovi izтedu vektora konst:antni,debicemo: 

оаауае se l~ko dobijaju sledeci rеzu1tэ:ti: 

Za ortonormiran sis~cm vektGraJim~mo k1asicne rczultate: 

• 
~ 

~ ozn~cili t0rziju krive 1inije o 

, ~ i ~ vekteri gl~vnc nФrmаlе,Ыn~rm~lеЈ 
2 .] 

i. tangente krive С ,to mozemo d.alje pisati: 

l'rс::nз. (1015) i (1016), sledi : 
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Ovc.~ з'то на А i ~ ozn~cili kriYinu i torziju krive linij с. 
R~zmatr2,njem jednacir.t.e (l.14-) ,m.ozcmo izvesti izraz za izvod vck­

-> 
tora А,. 

--.:t> 

11· 1 =-"'~ 
~ 

IJС(; 3 --

"'Оо kФогdinаti 
.". 

, ~ 

K~ А. (. 3 
fl""!'> 

8 d Ад -

. 
• 

=: - (е; АЛ-;- iз~-;) 

--

(l.1.9) 

(l.2o) 

J'ednacine (1020) s:e, redukuju n8t deb~f) роznэ:tе' Frenet+Serret-

ove forrtlule. 

B:J.zni vektori prostora (1'02) ,mog;u. bi t1 izraze:mi prekQ baznih 
~ 

vektora'krive 2inije A,.oUvOdenjem jea.nacina (1'020) 11 (1,,3) 

dobijamo: 

--

оуае s.u uvedene s1edece'cznake: 
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(l.22) 

O~igledno је аа ве elementi 
-Ј:> 

(~·I 
transi'ormisu u elemente 

pomo6u matrice ~ о 

--
Ovde su uvedene slede6e velicine: 

јЈ . i 3 е( ()fi (>$ 
/4,. =0.. -(i'-?)cf d. 7' ~ ОО( O~ •. r-t. е, ~ t, , Ј -~ -- (~.24) 

(1.25) 



--
2 D Oeoтe~.EJE- d.c:formiganog з~~ -

, -

Do вааа это rаzшаtrаli st.a.p koji је ispunja:'i.i"ao ·region.8 111. 

pros"tqruoSval-са tacl-::a, koja se nala.ziu regionu В odredena је 
jednacil'lOm (101) oPretpostavicemo аа эе pri dejstviIl opterece-

~ 
nја xegion б deformise te izve'snirn kretanjem prelazi u re-

gion А ,cije се lcoordina:te biti vezane za kri'Vtl;,t; u ko­

ји posle dc:f'orтac1je pre.lazi kriva (! QProizvoJ..jna tacka u re­

gionu А ј е od~edena ј ednacinOlil: 

. ct: ct: -> 
:= rr~еЈ-I-L #.:$ '#/~ 

IV=~ ~I"· «'н 
~M 

U jednacini (2 .. 1) Б'то ва r w obe.lezili vektor polozaja. proiz-

voljne "tacke pros"tora. 'W1utar regiona ($ а. ва ~ vek-

oTa.kode 5U uvedene oznake: 

Poprecni presek regiona. 8 koji је bio аео ravni 1Jl-=~п.rб 
ogranicen linijom Z ,nije u regionu I vise ravan vec pre­

.lazi u. krivu povrs,to jes"t vrsi se deplanacija. popre~nog pre-
~ -~ 

s ek:a. Trij edar baznih vektora. Ai. prelazi. 111 trij edar ~ о 
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ОdrеdiсеПlО pr0stOl."1le ba.zne vekt,?re kri voli:r!ij skih koordil'la ta (2 0 1) 

па slican nacin kao i u prethodnom poglavlju: 

Tangentni vektor krive ~ nе mora vi8e Ъiti jedinicni kao 8to 
е( 

ni tangencijaL~a ravan.na povrs.poprecnog preseka u tacki ~~" 
. /) . . Xt 1 v • 1 k· 1 . .. #'1 

reg~ona /.0 ~n~j е u OPi;;i ет s исаЈи nor:ma па па r~vu ~n~Ju r- о 

Otu.da , umesto izraza (lQ5) .ima6emo sada .izraze (205)0 

U daljem razma.tra.nju geometrije krive linije: ~ ~pogodno је u.ves­

ti simetrionu matric"t:t oiji эи elementi odred:eni ska1a.rnim prOiz .... 

vodom: 

-- ~ -- '~i,/-

Ako postoji 

-"""--- . --<. 
mozemo definisati trijedar reeiprocnihbaznih vektora ~ 

NаvеSСе.шо neke osobine ovih vektora.: 
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(2.9) 

Odredicemo r.1e),.:e. komponente metrickog i;enzora: 

Odayde takoQe sledi da elemen~i :m.atrice I~) prelaze u. еlе­
mente matrice ~~ za ~~ • 

Polaze6~ оа b~znih vektora ~o i odgovarajucih reciprocnih 

vektora :ос ~ ~mozem0 uvesti" mat~icu f 4'ЬЈ : 

M .. tric .. (4Ь.) 
torzije "t, 

~fl 

(2.11 

odreduje krivinu i torziju krive ~ о Tenzor 

i vektor krivine ~ ви odredeni odgovara-



lo 

јu6iш skalarr.i.im proizvodiтa: 

/9 
(3 

q;( 

Ис.Sоуi-tа. odnosnc kontra.varijant11a forma ovih velicir..a је.' оаге6:е-

па sledecim izrazima: 

(;) 

» 

Po:redenjem (2.11) ,(2.,12) i (2013) zakljucujemo: 

Prc~a (2 0 l2) i ovde ima mesta sledecoj relaciji: 

Ako а lle 
.... -;:/'7> ...... I'v 

па velicilla .. 

4. "-..,,~ ~ 
~~.) ...;; 

zavisi оа koordinate t1 /1 
onda је efjJ 

Ц/3 
antisimetric-

Izvoc1.e baz:n.ih vektora. krive Ј!Ј ро koordinati, tJ odreaujemo prema 
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stapa --.... ~ 

u 11re-1;hodnom poglavlju Б:то Yideli аа. 
.-..';::;:. 

Ako sa -';;ackom izy ... ad. s1.0"tTa obele.zimo izvod ро vremenu pri 

fiksiranoj koordinati /~ v if ,tc mozemo odredi ti brzin'U. proizyolj-

nе tacke diferenciranje~ izraza. (2 Q l): 

1/ = 

:2 .............. 

iV=fI 

oznake za 
~ 

direktorsku·brzinu. ~~ 
.~ 

.о 

~~ 

d <) 

.1 

-­""""1\ 

brzinu tacke nakrivoj 

i za. deplanacione brzine 

(3.2) "., ... ~~ 
~ 

Promenu baznih vektora 4... ро vremenu mozemo predstaviti 
• \оо 

linса?доm kombinacijom vcktora: 

Rastavicemo ovu velicinu. r ... a sim.e.trican i antimet!:"ican deo: 



l2 

u sledece:m.·vidu: 

С· ~ 6'\ 
:lD 'Ј 

int.c::resa је od.rodivanje iZ"i70da kontrai.11'arij an"Gnog baz-

о , 

1i O~и jednacinu ро 
-'><1 
.а t.o posle u.nosenja vred:nos:ti za 

&.~"}'" 
·Ј;"-;.";, 

~~':~<Y 
t~'-

С ..... 1'\ 1 а·· prema'.Q;.s е 2: 

,'{1)romena brzine tacaka .kriv~::·~,: ~ jeste ј ednaka izvodu ро vremenli 
~. ~ .' -; "-

odredujemo i izvode direktorskih odnosno deplana-

·cio:nih brzina: 

(399~ 

--.. ' 
< • 

-.::а __ ~ _ 

.u prethoclnom poglav1ju smo definis,ali velicinu t!l о tf12. =- .d~-;, 
.ј ~ rtI '" 

kao prvi glavni ter.zor krive linije ~pa mozemo napisati i izraz 

Za elemenat luka istc krive: 

х 

Vidi jedna.cinu (б~9)з 
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glavui tenzor krive li~ije Бто odredili па sledeci nacin: 

.. 
• 

izvcd vektorslr:e 

( ~ - 1 ) ЈоЈ.. ..... 

u :izrazu. (3 .. 12) figu.risu oznake za izvod vektorskog polja ро 

njegovom 
--0:.;> 

t:"!I;J 
Or:::; ---@u 

Imajuci u vidu (3.9),(3.б},(3.2) i (2·.2) mozemo ispisa:tijos i· 

Ove izraze: 



krive 

~Da odr~dimo ova velicinu uzecemo аа је 

totalna masa 

"' Ovde је ozn.acena ffi2.Sa ро jedinic.i zapremine а sa 

nе krive ~ oclred:cn izr::.zСЈПl (3010) to mOZC11l0 рisэ.ti: 

Ta.ko зто таэи. ро jedin.ici duzine kriye linije .od;redili izra-

zom: 

Како s;u 

to сето 

Pri definicij i е"сара i opis:i ~..ranj:u nј egove nedef'ormisane kon­

fig'-:lracije pre-l:ipostavljali &:;::0 а2. је kriva (! tezisna linijao 

Pret:postavlja.juci аа posle de:formacije krivaC prelazi u lrri-

,о:','ј .•. ". k' -';'. . ~ vu. /,::Ј Ј зmа l;ramo. 0.2. ~ rJ. va ..L1.nJ.J э. /'- spaja tezista poprec-

nih preseka posle deformac~jegOvaj uslov аа је kriva linija 

А: tez1s1ta linija defo~isan~g stapa ispisujemo·u sledecem 

o'bliku: 

Ovaj il'lJCGgral зе Od1'10S.i па povrsinu poprecnog preseka:koja 

је оЪеlеzеnа э:а ~ oOvaj uslov (4 (2) :'Ikoj:i 1'leZnatno umanju-

;је zahtevom аа ве оп 

nе Шеnја u "toku vremena 9 
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ds .. lg,~ pis"ati: 

Oyor.a.e izrazu :f"iguri8u sled0c е oznake' Z2 inerciol'le kc ef'ici-

; Iz izraza (404) slcd.i. аа svi :inercioni koef'iciei'lti 
'? ђ 

. '~. 11;;; ~ ..IL i ;7.~J р· -1 1'-1 za.vise s:amo od ltoordina:i;e f)Г 

Toplotna energija zavis:.i ос!; s:::l<.abdevanja top1.otom i оа toplot­

nое: :fluksa(>.b.~ko 6:а ,Г:СА 
obe1.ezimo f'unkciju S'nabdevan,ja top-

lotom ро jedinlci тав-е 'pr'o'lzvoljnog eleme.nta zapremine i ро 

jedinici vremenaito uzimajuci u obzir i g-ubitke t01l1ote kroz' 

po-"'тsinu. отО--'4аса mozemo definisati f'u.nkciju snabdevanja. top­

lotom рс jedinici тазе krive linije ,,(} 

u ovom l..~:;::~>;'~;-l povrs.inski integraJ. treba uzima.ti ро povrs.ini 
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1Jre .JG}10 аnо 
v • 

р о ~71..~ S .l.l~ е 

Unoso6i izraz (4Q5) u izraz za (;/1 mozemo definisati :funkciju. 

Бnа~оаеуаnј а toplo"'com r ро ј edin::'ci таве kri ve lini ј е А.: i ро 

jedinici vremena: 

Prvi' il::..-cegy·al se 'uzima ро povrsini poprecnog preseka ~ ~ а 

drugi д.uZ korltu:re t koja је odredena presekom poyrsi omota.-

са sa 

povrsi~'lu. 

Ovog preseka: 
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-! 

А}:а ва, 

;) v;:J 
-1""'" 

,j)t:? 
• _ 'Џ. -'-..... "'_. ~. • _. •• , v • 

ODe~eZlmo ~opLO~nl х~иКБ рс J0dlnlCl povrSlne 

.." -,... .... , "" • 1 ..;.,.4.... ~- 1 - v ~.. 1·" .. /~ tada mozer.10o.CI 1.1:11.6а-,;:.. .:t -GОР.lб ,ДН. t .lUKS Q.uz Krl ve lYl.lJ e,r- о 

( .... L1: СК) •. о..., 

Preostaje аа Зе јаз definisu sile 

, . "\ '1 • '1' . . v , 
zauremlns~e ~a~o 1 81_е 1 шо~еn~l pourecno~ urese~ao .. -. _ ..а. 

'><=.-::::. 
Oz:nacicerr..o sa Р zр.dэ..tu pov:rsinsku sil-(J koj~ ае1.ијс па povr-

sinu omotacaoAko 

јиса zaprerainska sila zaj еаn.о аа pO"V7sinskim sila.ma nckog ёi.ela 

па "'-'OV-'''8;71; за .l.J - _._- ' jedinicnom normalom 

mozemo predstaviti u sledecem oblikQ: 

Ovde ВТ110 ва 

u izrazu (4011) figuris~ simetricni kontravarijantni 
~-, ~~ 

~ ~I Т1' 'k ,,- v • ~ • 1 Р"--
nаРОћ3. / o!:..f' .. О zaa.a't6 -ооvrslnsке В1._е .....,. ,~ 

te:"'lzor 

deluju па kon-

tu.r-:':,oj povrsini stарэ~ ima mesta sl~deca jed-

р.::. izraz za 
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1i u drugi integral izraz~ 

(1: l fi' 1" о ".-) 

.... 
S:LJ..e 

Ма slica.n 
v • 

:L"'lЭ .. С 2.11 еа mogu " , . . l"ћ-~ шошеn~~ zap~em:LnS~l ~ ро-

vrsinskih sila o OY6: mOL2~:::ltc Y.!.eki au:tc·ri nazivaju .zарrеmir.l.skirд 
.... '-....:>..1 ~-l 7' \-:.рt;,.."Ow...::"ј' 

direktorskir:1 silama '" koje deluju ро jedinici тазе linije 

.. • 

аео S""сарэ. шоrаmо dejs-tvo uklonje:nih delQvz. zameniti 

silari~a i 

definisemo 

Unutrasnju energiju stapa 

moze:mo odredi ti аl<:о 

:-~acin: 

1/ .... 
tP ро ј edln:LC~ 

u:nutrasnju 

l.l vidl:(. izraz (4010) 

k · 1"' . ~ maSe r~ve: _J..nlJe '_ 

energiju tI~~ ро ј е-
а .. . . . -,. -;. . m1r ':'nlC.l. удаа е prOlZVO~Jnog. eJ..I~:mel1".:;a zapreli12ne .. ..t.'a ..... o mоzеШQ pisati: 



с CYJ.og :pov:;:> SiТ.ЮПl 

u р:rе:-'.;ћосl:r.::.ош роglЭ;i.:rlјu Sm.O 

odreden па sl6de6i na3in: 

~11 

~~~ 
/ј .:L zre ... z 0111: 

s·~::; UpOZ21ali sa SV~m. veliGil,,2.Ii!?;., koje 
4' •• ~1 . 

el'le:::-g.i~јсоЕlеrJ.а:::lа-С zа:рrа.ш.inе &!ЈЬр. је 

- • 'v • .ifF,'';'-., r.:~ 
Vc-l1.о2."ј:;:·F;.Ј~ ј:ЈЈ ј еБ-'с;с nezavisl'3:2. од. vrешепD.. prem.['~ ZakOl1"t;.l о kon-

и . .. 
zcr"\:7ac ~ Ј 1. 

to • Ј' 

UZ:Lflla C~ 

је 

flи.ks };:roz povrsinu. 
'v , 

1::"ао Ul'1QC ето 

T.l.O 

--.;') 

~·ieU'.i{ ~ ~ 



UYl:csomo li za 5ivergenciju vcktor~ 

'K.L~"~ ~-:r,_r.l -1,,; ~ 4 ~ 1:."" { -\ . .....,,--~--(,J -_ ... - i..::'2t egrc:~l 

rдozemo ;Iobz.irom па 

D-r'"Ј>,Q"'; с."') ""'О v • 1 • '- -, ~ ..... 0""" '- povr-s~ns.;:Соg :lIH,e.graJ..a. u e:nergije 

prcdstavlja efe:kat ra.f.:.a i mortlcnata :poprecnog preseka: 

-= - f 

IШ:Ј.јu6i u vidu .izraze :mozeY[lO 
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i СО,., ~-"'-i"t1 i cf. i """ ~...L....z.. _____ ~_ 

OSl'lOv::lil'1 velic ina i.z pogla.vljfl!)to ...., v • 

'Ј ea.:'lac ~l1.и.. eTi.ergi-

mozemo :napisati 11. 
_ ~ /l _ ~ ., 

S.l.eo.ec ет (1 bJ..~Kt.2: 
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CJ!CY~C:~C i ј [\ 

ви uvedG~e slede6a oznakc 

~ _ .. -:;# 
r~ 

~, .. )~ 

Ј'" б~у 

~~vd~ 
/~ r.I • 

"'~~'/ 
& 

-

о 

'-..:::? 
'c.: ••.• ;~:z;;;.~ 

~~.~-~~) 
c./\;>~ 

с.·_--::=, 

јУ 
,,-,.,;" l' 
""":7 ... G'....fi/ 

p.i 5 С.:10 
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l:у" G -с 3..11~;' В .. 

S D. Уl О \,~~ .. -tl \7з,{Lеr~ј .. :с. в·"е; ер enir.J.~ s l С) -Ьо (l с Q 

~~._ ~,.:",~"ir~~._~> (")'D'~-'-'-_'" (~"'~_<'·,:,-."n "7'~~)-'_'.T"":·:O_-,,·~ и-.!.~_·,_~_-'?' u"'. -""_'" :: .. _:"".,·~_;""_,r·":'," ... ;"':,.~.-.-,." ...... i: ~?~..!: ..:.~..... с,-,. ;:;~ "Ј.:,:: _ -: ...;:;.~ ..:.._ \. ....... ),._ '- ~ '- .... ..:..~ .. ~~~I;..;~v~td~~ .~c:.;, 

от:ziilе Ба vcr~Gil:~.l:?:2om 

~ 

7~ ? 

sledi. 

<> 
erl)ozicij ~ 

., .. 
=;:::. 

<у',; 
=-1'.::::, 

&:Ј;:: 

brziIl~ 

bi Јс;! poslecica unifor~le 

~.=> 

I:Y'?'" ~~, 
~ .-;.;; 

,теnја znak,to sledi 

~'~."'.::); 
~.;;.. 

""'2. moze:mo "О.: sa ... .;'? 
j;I. "'".....--

.. • 



с; 

:(;~~:~.<';.:. •. ~=::~ .. /,::;:> /' - ,:');> J':j;'~~':.;;. -=.> ~':> t (.<:., .;; /' <&;~1''' ? ([,/:.) ;t '="\'.....> с.ј' --- &';:"" "/ ~/ r:~~ " .. ,?~,p ), 
.J"~ ~ Q V . ·v ~ ':~ '" ' .. ~~' ~h . 

... _.".~ .. 
t'iY~q .. -" 

..!tj!?t~1~lз:1Qсiј Э 

'ff..d'>,r.i' ,:t-.J' I!\ 

/.:;;} v-... ~.. • \.-... • ~·v 
..:. " .. ~, 

~~ 

sa z:ulC!.fl 

6 .. 
S:i..lp·ey .. po-

bi':Gi ZG~dOYOlj G.:;;2 
-~ 
џ; .Tako dobi-

-~ 
,r~ 

.?'Ј /!- ~.-~~ 

&\fft 

--;. 

enez'gije 
.,.. ......" ...... '1"'" /., .. t .:'1 У. o:r'z.::..r.tama' a.e.pi.a:1D.C.1.J е: а.аЈ е s .... eo.ec.:l. БЈ.3 ет Ј еа.:rlаС~ћа: 

zаћ·tеуа invarija::'1-'Cl1.0s-t;i роstizеш,о s'Llperpozie:ijom 

ro-:.:;acije i , . -, • .. • ., "'-I 
заn-с:'Зv:оrй za ~l11..lJ..J..revnJ е SVJ.il C ..... 3.Y.i0Y9_ -.. lZ 

1С8..0 
., ..,. 

р о S·.L е Q.:t с1..: 

su.perpozicije 

sis-tеша jc:d.:'1&ciz::a (бtP-б) ,to lHloseci 

:рх-еу;.:а jcdJ;la.kos-tim~_ (601) jednacina. ene:rgije 
,. .. 



(;~~ :~> 

~.'~~:~ 
эо 

No,,:-u. vcktorsku 
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pisemo u. sledecem vid:u : 

па kOI!lpOl1.entni obli~:::QSl1.,Zc6i ве baznim vektoriЛi';" krive 1i ...... 

рrеclstэ.viСеmо slede6~ velicine u k0ll1:':1onentnoj formi : 

---
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Sve 

э Ј 
ј 

-

sadrze 

-

:Н~ kraju.' 6ешо napisati i sazeti oblik je(inacine energije : 
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if"";;/(: 
(;2;::':~"~~ 
.,'-.;:!r~.~ 

J}:&~ 

u ovoj jedna~ini figuri§u inove veli~ine 5ije је dejstvo ve­

zano za rad па odgovarajucim komponentama tenzora dcfor~acijG: 

-

,­-",?> 
~~ 

;.;,/~ ~:;> 
''-''' ..... ~ 

-



"~').,") .. '! _ ...... -
,...., - ... , 

СЈ. i. С' О () C:.l':';' ,:):..1 

$)/гT~~:~ 
~·V 

j;";"'~'~' )' 
... ' 

U trGai~c=~io~oj 

.. 
.;~::"~1 

i 
Z':.,z;;> 
ј 

(:1 

(,';;.~J 

.Pcslo Gi.':?С:::G::сi~:-:'::-.i.јz: iZ:':Э .. r;~ 
, 

1.1 slcc.c··6(;~:. o~Jl:"('~~1 ~ 

/ .. :-::.,~ ~.:' 
"\. ' ... "<1.:-" {..' 

ћ --

oo..;::~~ 

c~:....."'" 
.}::~.,1 ;Z.:.).)J' 
~ 'v'" Ј 

,~V " .. 
'У'" , .;,t :! .. -. . 

G-':"C~-:'C~1"·;r~ 

C~ 

tJ; 

- , GJ..C::Cj:l1.;a 

~;;:.? 

-оrоisvоlј::Оi7 - - ..... 

.џ' с,;<··Ј·"""" '(;!.';У' 

<> 
" 

izraz 
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/1 
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?"'C~~ 

Pozna .. t;a ЈG 

/ 

(;-­
\OdJ 

(,f 

~~,::~ <~'; 
Q U i 

&'A)~ 
~ ..,. ....... .--.--;;.-.=.....--....... ;::;;.. 

(:":е; ":1;;:;:;' 
С/;/ 

.fo:r;'rJ.acij е .. .. 
,-"'1, 
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~ ,1)! ор.. 

'<;)&1 
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l' 
•• "!Г" •• ~_.,..17i7=--'- .. -. t) 

9'~/~ 
(ј!., Q 

~~ Ј 
) 

f у .. -Ј 

-GеZЈ..ЗllG озе 

розlс ё.с-

о 

/ 

11 vid"ll zavisnos-i.:; (7g.9) na.pisacer:lo izvod ро v:remo:;::J::?! neln:-

8:1000d1::.e cne:cgij с: .. .. 
<;;) 

~)i-

()it~ 
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c~',;~: ... : 
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~,:7 
;:..~ 

Ј;;--С·',.", 
(;;/:i 

.~, /<=; 
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?o~o6~ konstitutivnih 
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~Г~~ 
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(-:;':'~~/ 
.. ~--~) 

А·!"" ,i:J .;:;~; 

~/ ... ~ 
(1 
."..,,/' ., 
....... .; ... C~':"J 
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С'::":;о<У 

) 

,"Ј 
;/ 

~~ 

..:~ 
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(:::;~I ~ ~(;;::;~'J 
= 

,,.~ ""'5' 
\. ,О':'" Ј 



- 31,-

• 
,'potpun sistem j;ednacina dobijamo tek роз1.е odred1vanja kons.tituti-
vne ve'ze za {!.;, • ' 
Ispisacemo potpun sistem jednacina koje odreduju kretanje stapa. 

. ' 

(Af ';' $:!ј - IY) + /'10(:/ iel,· ;; _ 
_ 11"':> L • ~ r Z. ( ij "', .. "'w:t m .. " -

~ 1Vz::t Z' ~, •• -<н 

_1-10(, .. ~N;>?1Z ' 3) ~ t) 
~··o(H 

m · / '0(, • • «н' .= 

Ovaj sistem jednac1na (7.17) zaje4no ва s1s.temom konstitu"tivnih 
jednacina (7.13) do (7.15) kao1 redukovana jednaclna energlje 

'(7.16) i jednaci~e za' п, п ~ i rI-"/lЈ (6014) ,cine јеаan 
potpun slstem jedћaciDa kome nedos~aje вато konst1tutiv.na veza 
Za ;:.... . , ' 

Pr1 pisanju 1zraza иа slobodnu energiju А 'treЪa koristiti iz-
vesnu simetriju de.termacion1h ve1iaiJia. d ~ /'YL • о: 
, ""'i' •• ,. ,', " ': «/3 OS ··-н(. 

.: ,.' 
', .. ".; . :', 

. . ~ , . 
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§_о_ . C1,ausius-Duhem-ova nejednakost 

Prirodni procesi эе definisu kao tokovi koji jedan sistem iz 
odredenog pocetnog stanja prevode u konacno stanje.U opstem 
slucaju ву! ovakv~ procesi BU lreverzibi1ni. 

Da Ъ! utvrdi1i da. 1i је jedan ovakav proces reverzibi1an,ire­
verzibilan 111 nemoguc uvodi sekarakteristi~na veli~ina sta­
nја koju nazivamo entropijom i Qbelezavamo за ~~oMa~ematic­
l~a formulacija оуе vellcine је ko11onik premene toplote u od­
nosu па apsolutnu temperaturu : 

dS~ = dC(' ((1. ;1) 

Velicinu dS~ obicnc rastavljamo па reverz1bilnl 1 1reverzi­
bilni deo.Pri tome ве doznacena entropija slstemu prikazuje 

kao kolicnik t.oplote dozn~cene spolja i apso1utne temperatu.re 
i tretira kao njen reverzibilni deeJdok зе pro1zvodnja entro­

pije unutar jednGga s1stema tret1ra kao ireverzlbilni dea. 
Бу! ireverzibi1ni procesi imaju proizvodnju entropije уеси 

оа nule,dok је оnа kod reverzibi1nih procesa jednaka nuli. 
Znacajni ив1оу! za. obav1janje reverzibi1n1h·procesa jesu sle­
ае6! : 1) ауе promene st.anja зе ostvaruju preko niza. ra.vnotez­
nih stanja; 2) o"tS'ustvo svakog trenjail1 drug1h disipativnih 
efekata(plasticna deforma.c1ja 1 81.)0 
Sva nаза da1ja razmatranja vrsimo pod pretpostavkem аа. се зе 

ву! nasi procesi odvijatiireverzibilno ра radi toga uvodimo 
i f'unkc1ju snabdevanja toplotom 1в unutrasnjih izvora Г"'о 
Kako эшо izraz za top1otu utvrdi1i ranije Ј 1;0 сешо Claus·1us­
Duhem-ov princip lreverzibi1nosti ~ormu1iBati па sledeci nacin: 

g!..'J'.f"S*oIv_J.r1t:r..-rJ .l;d~ ~IJ 1./.2) 
и'; "'Ј" . V 7'ft ::Ј r 
Nэ.р1sаСеmо i poslednjiclannej'ednakost1 (8 0 2') preko zapremin-

Kako ЭШО vide1i 1z izraza (5· 04) ,va.zi slede6a 

~ 1._d. / #. .,~tl7· . 
. !Т "/'/'. 

~ormu1.a.: 
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Izraz (8.3) mozemo эа.аа napisati u эlеаесет obJ.iku: 

r }!;.~ 012 :=> .! Ј- (IГ ~ .. /.. . dv-
':, 'r ~ lГ ~ 'r' '* ~ " (8.3а) 
Imajuci u vidu (В.3а) mozemo nejednakost (802) predstaviti u 

nesto izmenj enom vidu:· . ~ ZJ l# (, 

7*j1::;*,S~ ~ЈрГ~-I- V'k'-/qл .. -Ј ~O 
. . I?-ј r~ ~' (8.4) 

Sada тozemo pristupiti integ~aciji ро zapremini ~ stapa,ima­

јис! u vidu specificnost ove integracije izvrsavaju6i је prvo 

ро poprecnom preseku~ а tek zatim ро eJ.ementu krive 1inije~. 
~~. .. . 

I..~( !f.rtJ
/ !,ф $tI>(r-r.$ (J~~ d"""r;, .. w(;)tld~t92-

~ с( . . N:::al . ;9-~8$1 

_ff.ri?r$>/ i.,t{"flrrf!rf:d~;: .) .,.. 
ot. rff...l : 2 i . ~ fj;flrJ f}-. 

џ. d 'Г~ I 7d#Vd2 r./lrJl Y:~ I.dl'tlglj~d~ЏJ 
! !)t1Jl Ј'" а t3# . (~SJ 

Izracuna6emo jedanza drugim sve clanove nejednakost1 (805) : .. . . 

~ = 1f1"~l"a "SI7"~.z d~~ lJofн'( J._}'PII'dt12. 
о., d Н=I ,.-;У . 

.:{= rp:-јfWS*dtJlI&Z+ .' . 
• 

f +Z 'г . f) • ff.ril9P'7. P-'vSУdVdЈ.~. 
~ H~ "Y··oW !fМ а 'i . '. 

1./.·.·. ~~(rs°-rz "r
H 

S·",oW) {I.$J 
~. N~/~ osv / ... 
t ~ +Ј:. ~-Jl.f*г~CldW~~Lfft.fUVdZ.-

.,јЈ t4. if ~ 

- u2ldj" ~ -УЈ '". '. (J!~ 
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Imajuci u vidu izraz za jednacinu energije (706),nejednakost 

(809) pisemo u sledecem oыku:: 

.~ s.ф ~ Sol' .. c<N т· . 
-~A1-~ 7-~~ .~ -~ 7-

Ij - N=1 -' •. 04.1'/ 

. :> . . 0/.,(.... 

-;- П? -1- п ~ +11 ~ '7 
iJЗ Ј:/ 
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. .;... . , 
BroJ nеРОЮ1.а ,,1..n stat~6kih vel~6ina iznosi : 

J'~Y(. 
_ 1 

2. 

Ь 

рап broj nepoznatih iznosi : 

z~kljucujemo da је ukupan broj nepozna~ih jednak ukupnom 

ju jednacina koje namstoje па raspolaganjuo 

,.Ј 
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RаZШ9:i:;rајuсi nеј ednakost ' (8.10) zakljucuj ето аа је s.lobodna 
./": 

energija,.,1 f'unkcija argu.mel1ata navedenih u izrazu (709) о 
'оо 

posle unosenja izraza za ~ prema,{7 Q ll) u nejednakost (8010) 

imajuci u vidu sistem konstitutivnih jednacina (7.13) ао (7015) 

nejednakost (80lo) postaje : 

"Г''' ,"" ,~~ Q~~ / ~/L/fА.еЈЈ2 '- /'Ј 
'./]' iI " ll,~. /Ј,:!1'!1]Ј '1'\ - - ,Џl Q џ& ~ (/ 

-;: ';; ~ ~ 9& r ~ . 
5to эе ticc redu1<:ovane jednacine energije to оnа zadrzava оЬ-

1ik (7016)oNe,jed.nakost (8021) za:Jea.no sa. izrazom (709) ukazu­

је па konstitutivnu jednacinu za Jt о 

.. 
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<5 -" • t· pclazc'~ оа ZQV1SnOS 1 energij е сlеfоriњ;::.сiј с .од. -'cenzora <lеfоrПl9.сiј ~ 

zc,- okolinu. te:zi э:n.е linij е, prom.ene kri vine .i t:orzij е Z(l is-1:;u о зи:; 

Ь ·..... 'V k .., V ..L. " • ...." 
Р:::"УО .1.l"nO rэ.vnоg poprecnog preS'e а о.и:; l"еZlЗ:''1~ 

ceri10 eneJ~g·iju dt;;form:.:tcij е kao homogcnu kvаdгаtnu f'\:ш]-ссiјu. ovih ar-

maCiOYlih i tеmреrэ,tuУдiЬ. vе·liСinэ. а еliшiпасiјu argumenat,a v..csim.o 

pos"c;ayljanj ет zahteva za invarijan-'cnos.t energij е dеfоrП1асiј е pri 

prome;ni sшеrа koordinatnih 0sa,ostvarujuci ta.ko kineticku sirnetri':" 

t .., 
ји mэ. erlJa.l..a. 

defo~macionih velicina 

RazmatrarJ.o linear-nu teoriju stapa cija је оэа pros·torYla kriva lini-

kri уа koja spaja tezista poprecnih preseka St~.р.э. pre ае-

fэrmасiје с ,od:re.dena vcktors:kom ј ednac.inom: 
-:;z.. ~ 

R-=:J((d-) 
-~ 

R obelezili vektor polozaja tezisne krive stapa pre 

is;te. krive linij е odredujemo izraZ0m: 

I z (Ј. brac ето ј {} s d va vekt.ora" i ,takva аа odre<tuju. 

gl .. \.vnih tezisnih osa preseka.Posle de:formacije, tezisna kriva 

С ostaje takode tezisna kriva,ali prelazi U l{:rivu А­
e.tanjem,koje je:odred:eno slede6im jednacinama: 

(10.3) 
) 



п C;'\T~_~~ с;Й.:.::::-~ёil'2i 
/~~/ 

~)"".. 
~ 

-. 

\7iscg roda 

.... ""}ata 

t- kОf:г. 1..1i70diшо 
....; 

ogranicit.i 

i ovCLc 

li~earizacije .~ . ... . h 
:pr~KaZl.VanJa SVl. 

I~О:i:l:ро:,},С::.1а-~а vс::':lг'соrа ротосl.l .fiks:n.iћ., о r-i:;onorm; rаniћ baznih. vek-'t;;:Q-
--,~ ...... :::> 

:rz. I-i,. ~eac паса Ьј,-'с! rг.zlikе iZE:.ed.'ti аоnј ih i gornj ih inд..с1:за ... 
-:-- ...... 
l)" 6G1:110 svc L:..д..oksc p.:isa ti u аоnј ет (kovarij f'll-~:nОlli) ];)0-

mozemo pisati: 

i (lo~~) dobijamo: 

о 

) 
~­- 8t4 

Р&з (10.5) 

ill 

.­-

bbGJ..eziJ.i 
-;:. 

~ i 

prq:mcnu bazniћ 
-..;> . 

~ 

vektora. 4. /1:. ., о 

/Ј ." 
~t. таlimvрliсinаща mozumo 

prikazati pomocu baznih 
~ 

vektora krive linije: 

;z;: 
l. '. ~ '.~.' . 

" .. . 
е 

э 

) 
--

(10.6) 

u trel1U tku jcste odredena met-



--,СЈ -

Poslc lincarizacije оdпоsYl.О сlа:цоvа 

~cnzoratrenutnc i 
......$... 1 ,....,. • ... 

рос е .. n-з .6:01'11 19uracJ..J'c: 

-=--

racij.c~ 

!/ ., 
Ako је ,l( 1<r"'v ... ""'..,.; А aQt ... - ~ ...... .1".i.~ ~ 

&; 
(1 

to konacno dobijamo: 

A~ ·v 
.,-v,..,;~ ~"."\ 

"<1 
--

S ааа nlО z ето 

--

i to:rzije: 

(10,,7) 

Do зааа smo govorili.o stapu као о krivoj' liniji (tezisna li­

:lij а) potoplj еnо ј u Е'ш-:lidоv i;rodimenzioni pros,-'i;оr Q Вudl;НЈi d:;. 
! 

zelirno obuhvatiti 1 izves:ne deplanacione uticaje to сещо napi-

s·at.i vektorsku. ј edna~inu pro:l.zvo1jn.e tacke stapa,posmatrajuci 

stap kao jedno trodimenziono telo.Tako u konriguraciji 

im.amo: 

(10.:1.0) 
<1~ 

.1, 
Odavde sledi аа оsnоvде vektore Г~ odredujemo 1zrazima: 

~ 

'" ~'!J ~-)' 
,"'.1: ~ / (~~.;Yj!\.~ . 

,- ,. V . ..",.,.., _~_~""' •• ~ 

~;f7" - ,р f". "'".iV<: . (lo 011) 
«. . • tfj"t.7 . I~~ 



~ 

о.. а 

'/. ,~.... "" .... 
S~aD ClJ2 Fopracn~ ргеэе-

. - "" ... 
Ј ecmac::..nom: 

jr0 ovde 

. 
• 

(lo.15) 

odreaena izr~zom: 

(lо.lб) 

,sJ..edi: 

(lo<al7) 
-;"';­

:rec о linear:no.:i teoriJ' i to su velicine /1: . .. 
- "" --&. r;J 

S imetricne и оаnови па prva dva indeksa.,. 
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stapovima,izrazom (709) је de~i-

nisana slobodna energija sta.pa kao :funkcija de:formacionih vc;" 

licina, "tempera:ture i njenil1. gradijena:tao Imaju6i. u vidu linea:r-­

:11U teoriju l<:oja ве u ovom poglavlju. izl:a.ze to mozemo pisati: 

(10.1.8) 

Ovaj izraz mozemo napisati i u razvijenom obliku: 

А=А(Т; 7;1 ~/7,; (7,.;/~/ J;;/k1t!;;/ 

/;;z / Ј;; / ~ / ~I 1 ~2 1 Щ.l / ~I' 1 ~2;, ~.l/ ~2J.I 

Kada је rec о 11nearnoj tcoriji,energi.ja deformacije mora 

ъi ti. homogena,kva.d.rat~a. funkcija s:vojih argumenata.~Sem toga 

mora biti invarijantna па slede6e "trans,:formacije: 

~ ~ А; 
--Ъr. 

4, ~ - ~, od.nosn<? ~- А, 
~ а:. 4,,::" ? ,(2 -> - odnoSnQ ~ .... _~ (:1.о 020) 

/ :.2 '2 
·Ј 

~ . 

~ - а-- 1, ~-7f; ~ 
~ odnosno , Ј 

Ispita6emo sluca.j (1.0.20)1 • 
Tada menjaju znak svi argumenti kod kojih ве indeks 1. ројау­

ljuje nep~an broj puta.Tako veza (10.19) prelazi. u vezu: 



-l;? ЈЈl 711 т. -l/J -т -т )12 .. »2,,~) 
".111 Ј 112 Ј 11./ I '121, '122 /. -12 Ј I 22~ '2.22 / ~2J / 

u iz:razu (lo.21) zadrza.vamo i dalJe s.ve argumente ciji se znal·;: 

nije prcmenio pri. transformaciji (lo.20)1_Da Ь! argumcntc S'~. pro­

, menje.nim znakom ucinili inva.rijantnim па ·trаns'f"оrmэ.сiјu (loo2o)l 

zadrza6emo вашо nj'ihove kv~dra:tne komЪinacije svaki sa svakim Q 

Na ovaj nacin сето uciniti sve argumente invarijantnim'na роте-

llutu.tranS'formacijuo 

I!=Ar7; ~, ~, ~2, 4" 1;., ЈЈ.l/ ;;;/ ~"·~2, ~l/ 
?/~'2Im?P1Im?311 m 2:22, "~211 т,~'~~ /7;~ ~Jjj/ 

. 7; 8?21 7; 8f!] I ~ ~I" Т, ~f1 Ј ~~2217;jn~21 /~~2 ? / 

.?;~ 7,; 1;2 /7;;;:; / "l;t?E;Z/ '{;~l/т,; ~f,iZ:~II~~ol2/ 

~ Л2tZ1 ,7:z »?г21 ~ Ј;; ~ ~ Ј;; /;;; а:;г/ t'z ~l / ~ ~,Jiг P4N/ 

3;; mШI!;~Р?22/t;; Ј'Ј?21,Ј{; 7IJ.ги/ li1 ~ t;;Zfpllt;~]t't,;3fjS/ 

~ 7I1111{ iQ jjJ?22,/;z т 121/;:; ~г! /4:; ~ а: ... ~,d?.? ~" / 
8?г ~V"I а?г JJk2/ ~ mщ / 8f,e ~.гt, 98.Ј; ~ ?$,/ ~J~/J' .1 

~J~22J af}Ј~г.JI ~~" ~/; ~,m,"~~1~2";; ~/Щ.Ф 
t'&171122t, mf:m9';1lm,љ~,»l1.2l/ll?/,l'1w.l ~2~ mщ1i?z}.I 

ђ .. 
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Љ1.ZI11O':сriСеmо зааа -tr.::-nsfоrшасiјu (lo.20)2oZ:n.ak menj~ ... ju вато oni 

ar>g-u.raenti kod kojih је 1..1kupan broj dvojki u indeksll r.iер~rэ.n. Та-

1-:0 C~ posle pomenute trаns:rо~--mаС'iје izraz (1022) postati: 

Porede6i izraze (10.22) i (10.23) mozemo .zakjluciti da је pot-

rebno zadrzati sve a.rg1imente ciji ве znak pri о\тој trans:~orma-

ciji nе menjia.Oda.rgumenata ciji se znak promenio,stvara.mo kva-

d::,~tne kоmЪinасiје,шnоzе6i ih med:u sobom s:vaki за svakim ~zadr-

zavajuci :pri tome s-amo kvadratne.clanove ovih kombinacija budu-

61 da ве Qvde radi о linearnoj te6riji stapa Q 
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Preostaje da B~ razruotri јоз transformacija (10.20)з o?oznatD 

. -1-. a~ ~I'·"'·'_"Y1>. "'~""c';;onih ve1icina trans.f"ormisu n§l ј е dэ. s е tada е.Ј.етеn ~~ Q _ .w._ ... 

slede6i nacin: 

Ј:; ~C1-
~~-;;;1 

~" -:::.. - ~ЯС? 6<г, ""' ... г? 

1l?;2/-~ ~m121 

»1,2.?-~ -т 4:2.2. . 

/)2" . ~ fJl,-" n 1 
·;/2? '" 

те?. 1 ~ - i?I:221 

п') _~_ т 

""221.. 22!.. 

јУЈ ~ УЈ? 



аrgUffiСl'.ё5t ta 

Као .i uprethodnim slucajevima,zadrzacemo sve poziti~le argumen-

~. d:ratne kombinacije uzaja.mnim m.nozenjem clarI.ova svakog sa svаkiШ, 
~'. 
~; cllleci ih па taj naQi::q. invarijal1.tnim па transformaciju (10.20)з­
~' 

Sve negatiV:'le kvadratne argumente сето оdћа.сiti jer з:е zad:czava­
I 

то sarao па k-v~.dra. tnim clanoviraa dok bi kombinacij ео ва цааха "tnim 



Р'" ь.'t~'-
'.,< 

~-,,"T~_?:~,;~~:t-. i~-;Ч1i:'~-il:?~l2Sk~-~ i219~ 

ТЈ P:~(jtflvQl"lOr .. 1 pogl::? ... 't\orlj-a ј е c.efil1ic~al:a e11el~gija dеf'оrmэ .. с~ј i2; 1:.?v~ 

-Qelicina . . ь - . . . 
п ј Cl1.~ L g:r::~oCt1.J ет:::.а 1;3." 

, , • ""'"'1 •• '" ... u ~cnnlc~oJ ~corlJl 

. gUШСl"l.;:-:,:tа ill.-1.ozcci S'v.з.ki оо,. ovih эа biraka odredcl'lOn1 k:ОТls.tгљi;оm о 

Ро1г.zсСi оа izraza (10.27) p:ravimo kvadrat:ne kоmЫr.:.з:;сiје: ос е;;у-

za.drzayaju6i uz 1;0 i kvadratne argumen:te iste :fW1kcijc"Na.. t:.7:.j nг.-

CiY1. сесто do~oi t.i s:lcdeci B~leae6! s:umarni oblik energij е dеfО~r:1Ф.~ 

cij.e: 



је definisana cntropija оаnоэnо nЈеn prirast kao 

vodi energije deformacije ро temperatu~~im gradijentima ?rvog оа-

drugog reQa .. 

+ 

Tct..nicka teorija s-аv"'"iјэ.nјд stapa de:finise tri kOmpOl'lente vek-~ 

tora unutrasnjih sil~:jedn~ normalna i ауе transverzalne kom-

1. 

VaYla ~ to Би ј edino d.ilatacij е 
џ..,. 

tl..ЈЗ 
normalne sile а transverzalne sile 

bivala redovno zanemari-

bile vezivane za dejstvo 

iz uslo,\-ra. ra-

~ __. (1 28) .. d V 11. k ..t.. аа nаа ~zraz оо zav~s~ о ses~ oтponena~a 

, 



tangontnim vektorom krivG 

sila 

-cz.--::,Sl:j ih s il~ l!la.:t1iI6stuje. prel~ts}:om kv-D .. d:ra-cl10g POP1.""G.Cl1og рх-е·:; еыа. 

-. -

~.(~ . -, 

џ~:~:: 



----_ .. _---------------

Q 

Ј 

~;'.') . 

~ .:.;... 

~'ећl'liСkа. teorija savij a:J.'lja 

а od momenata torzije аате S"D. 

-
v. O":""'~ O'Yl! ""~I,\ .:- "'" _~ --.1" __ v ... _ vv . t· BJ.T~e rз..zоvаnоg 

mOfficntima stisljivosti i' klizanja jer је dejstvo ovih kompone-

p1."es E;lc~, ф1{vаG.z'"џ t~1.i 
/ 

presek па mes·-tu. 

1:1. prai,.7 ougaonik оаl1.0вnо J:. .... orn.b l'la ~lest·a. о Tako је оэ-

i;yar~na odredena prol:ier.i.o. krivi11e оаnовnо torz.ije ~ 

,-", "1' /"1'1 

---
;': '., 



/-..1 
~ 12 -::"-'; 

~'-J v 

..­-
....... -

.. 
..,.~ .. 

--
--

-=» .....,. 

l d~vct kошро~еnаtа 

fil ,;-
+ 274 

.А-?? /Ј:;;. /.-
V{~ >."/ 

".,1; с...... ..i.j 
..,) -

Т -? А:.ј 
"':i-

~ -? , " /;,<Ј.ј> 
~ 

~~-:" .. 
. #'~ 

sila 

. -:,)0 

'"I9'} _,1-. 41 ЈП /1 ~.o/"# *'-;-.- ... ",~~ 
~.} .Ј.) d"::';J 

.... !~ .. ~ 
?Ј ,.- е ;r;r. e:..~ ',;.;~ d?ff 

~ ""?- /--- 11 .iЪ&'22 "")~1 26 .;~ 
WII 

(lo.36) 

r- ~.v."v Ј.... + d ~ , 
~VLl Ve.L~C~nU mozemo nazvaG~ o~m.o:menuOill prem.a о gova:::a;;ucem 

1i tera':~uri 11 "ceoriji ':~аnkоzidniћ ~.h s ... apova. 
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III POTPUN SISTENJEDNACINA PRIZМATICNOG STAPA --
Ј е dnас in е kr е t аnј-;э.-::---,~::-

Udrugom poglavlju izlozenog rada је izvedena teorija prizmaticnog 

" 

stapa pod pretpostavkom invarijantnosti jednacine energije па Би-

perponirana uniformna kretanja translacije,rotacije i vis~ direk­

torska kretanja.Ovakav prilaz jednacini balansa energije зе, svodi 
... .. . 

na. generalizaciju Pioline teoreme,i poznat је u literaturio!19/,!21! 

Da Ь! odredili potpun sistem jednacina,dacemo prethodno sistem jed­

nacina kretanja polazeci od poznatih izraza za jednacine kretanja 

elementa u klasicnoj termoelasticnoj teoriji kontinuuma,i izraza 

za brzinu proizvoljne tacke stapa. 

Radi konciznijeg izlaganja,predstavicemo izr~ze za vektor polpzaja 

kao i brzinu proizvoljne tacke stapa u sledecem vidu: 

-+~ ---- L {} "'~. 1) OIН & (l/) r - N-=~ Ь(О •• O{N 

~ L 
tl. '4 ~ (1.2) W"':- tJ~ .. tJ ~~ ... o(.N 

N-:::Q 

u ovim jednacinama figurisu sleaece velicine: 

. -::? ёt(tJltj - ~ 6, ; &OL~ f (t7J -~o - ..... r(~ ! -
! 

~ t-. ~ а? ~ (;rYJ W~ - Jv!tl/ 7' = 1/!1J1 t-)= d -

~eferentni trijedar ostaje trijedar baznih vektora tezisne krive 

зtара: ~ 

Clol.f 
Ietricke vektore pisemo takode u konciznijem obliku: 

-- ---- -- ---
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Jednacine kretanja trodimenzione teorije рisешо u obliku: 

о 

-t- .F~TJI:/j' - fit-, # · ii?~ = о 

Ako za vektor fiktivne brzine izaberemo vektor obJ..ika (Ј...2), to 

розЈ..е mnozenja jednacina (108) izabranim vektorom i integracije 

r 
" I 

ро zapremini stapa .izmedu dva poprecna p'~_~5eka-na--diferencijalnom _____ :: 
, -- .-._--

rазtојаnјu mozemo napisati sledecu jednakost: 

Izracunacemo jedan za drugim вуе c1anove оуе jednakosti (1.10) : 
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/ 

I 

Za odre(.tivanje vrednoati dr:U~Og integrala treba napraviti sledecu 
Ј 

transformaciju: 
/ //( 

~ _.: 

------------

(1,12) 

Imajuci u vidu jednakoat (lo12),mozemo odrediti dnugi integral: 

Kako izmedu povrsinskog integra1a i integrala ро konturi koja ovu 

povrsinu obuhvata,postoji оаrёdеnа veza,to dobijamo: 

Ovde uvodimo ројаш torzionih polimomenata 

odredeni sledecim integralom: 

• 
I 

.:::;J'o.fo •• оС,... 
~ . ,koji аи 

Dei"inisacemo takod:~--l:-::-zadate _z~preminske i p-O-Vrsinske s~_l~. Ima­

juci u vidu prvic1an integra1a Ј2 (1.13) kao i vrednost integra-

1.а Јз ,роmеnutе sile зе od.reduju jednostav.no. 



I 
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:; _ Ј/Д«4 L1 o("f .... t!J. А"'" 1/:"1 "'/1" f-/л Z, ~ {~ ... otn 
] - fТ _. lТ - Ј ,? ии 'aD =-п:Ј 

.Al4 .. ~r> = ~7..to .. ~,.. т [pIlO:°. ~otn(тbt9l:-тWj 
(1. ~S) 

Inercija1ne sile dobijamo razmatranjem poslednjeg clana јеаnа­

kosti (l.lo),i uvodenjem inercionih koeficienata: 
• • 

Ј.. = 1/1""11/ P"::t?~z. pll~ IJPH 17 dtJfd,jJ& 
't 'ЈоЈ ~ Ј #=0 /:10' .ј/н 

(~/6) 

Inercioni koeficienti su odredeni izrazom: 

~ i 0(0 " .('" f/:o · . р", ::::- .ff.r+~ t9~~ 11""#11:. p~ d#-!dIJ '\, 
, . (1, 177 

Konacno jednakost (1.10) mozemo nарiзаti u sazetom oblilcu: 

/ 
1?olazeci od poznatog prin9ipa da је ef'ekat rada ravnotE:znog si-

stema generalisanihsi~a/na dорustеnоПl ро1ји virtu.аlniћ odnosno 

fiktivnih brzina jednak nuli,mozemo zahtevati jednakost nuli sva- I ! 

kog izraza koji je,'pomnozen за vektorsko~e-rrci~om koja preds~ca _____ 
./. . "-' ," -_.--- --_.---

У1ја oblik funkciona1nog stepena slobode.Tako се зс jeд.nakost 

(1.18) raspasti па sledeci-. sistem---jed.nacina kretanja: 
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u ovim jednacinama figurisu objektivne velicine 
:O~f;~., «~ 
...(. 

koje su date kao razlika izmedu zadatih sila i momenata izаzvэ.nih 

zapreminskim i povrsinskim_J.iilama i sila i mODe~'1ata izazva.nih sila-

inercije: 

Na slican nacin odredujemo drugu grupu jednacina,polazeci зааа od 

jednacina rotacija cestice trodimenzionog kontinuuma (1.9),koje то-

zemo takod:e shvati ti kao sistem ravnoteznih sila.Hnozeci Буе с1[',-nо-

ve jadnacine (1.9) vektorom virtualne brzine oblilca (1.2),to posle 

integracije ро zaprem1n1 stapa,mozemo napisati sledecu jednakost: 

/l1;;7~ · fp~~ &0("'2 t9 Po'-&РN ~О"РAl -Ф.Ј 
1:fj"'OHof" l' N=o • JtJ- х Т r 

rl~. v"" Z ~ (#J?IIPNjA_ xTo(ld,gw.~=/J "'=, 9fjf( ~ .. p~ Ј'-. ~ 
. ~~~ 

-~ . -----"';:'~ 
Рг! pis'::.nju jednakost~ (1.21) ,une1i зшо 1zr~z..:~ za f'l ~~Ji:':" 
prema (1.6) i (1.7).Ak";>v'ektorske ve1iCine .. A ~----;',1 i ~,,'}._.I~.,.. "",,,,~'Н'>, 

~'.""'I\ "'~~ ......... ос" 

koje n~ zav1se оа koordinata t?' i ~~ , ро kojima ~~~nace уГБ! 
integrac1ja ро poprecnom preseku,izvucemo ispred znaka integrala, 

zajedno sa sumama,to jednakost (1.21) mozemo napisati u obliku: 
~ 

(~ · fL. €C<pD .. QN У щ~&"~~~рil"'Т~Ь'6iг 
{r;~··c(~/N=D 9&-' Т 

2. а )( Ло ~ &~!&;:~ /}JZ"J.Т!'r;(d& ~ 1 аа = о 
М==, l1i . ·Il~ 1~ , . . 

( 1,22.) 

! 
'. I 
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Imajuci u vidu jednacine (1.14) i (1.11),kojima su definisane ge­

nera1isiJ.ne si1e: torzioni po1imomenti ~::".gJt() ••• -х.,""i i poli:ClOmenti 
~,./.... Ј._ 
~ v"v • .... "У; ) 

/ I ,to jecll1alcost (1.22 ,ПlOZСПlO napisati tl o'olil-:.u: 

Pri raspadanju jednakosti (1.22) и sistem jeili~acina (l.23), inali 

sио u vidu broj funkcionalnih stepeni slobode vektora fiktivnil1 

brzina,kojim је bio mnozen izraz и viticastoj zagradi jeclnakosti 

(1.22). 

Rezimirajuci rezultate ovog poglavlja,mozemo zclc1juciti аа је pri-

menom principa virtua1nog efekta rada,koji vrsi sistem ra~~otez­

nih sila па polju fiktivnih brzina,dopustenih izabranim mode1om 

stapa,moguce dobiti dv'e grupe jednacina kretanja (1019) i (1.23) .. 

Treba napomenuti da su оЬе grupe jednacina kretanja a.obi1i tO.kod6 

Green .! Naghdi и radu /18/, koristeci sasvim raz1ici ti postu.pcLlc. 

U drugoj glavi ovog rada је razma:trana jednacina Ьа1аnБа en:S1:'gi.je 

ра је vrsena sukcesivna redukcija iste jednacine postav1janjem 

zahteva za invarija.,,"'ltnost оуе/ ј ednacine pri superponiranim kreta-,. 
! 

njima uniformne trans1acije,uniformne rotacije i uniformnih аер1а-

nacionihkretanja.Tako је-' dobijena konacna zavisnost slobod...'t'l.e ener-

gije оа sasvim odred'enih аrgumеnаtа.Роstаv1јаnјещ_gоrеl1.аzш:~Сеl1ih 
~ ---------_. __ .~---=- ------

zahtev<l za invarijantnost pri navedenim -superponira!lim kгеtсз.пј iln';J. 

nе moze s е dobi ti potl)Un sistem ј ednacina kretall;) а, --тс6 s е lJotpl~n 

siзtеm moze dobi ti ili uvoё:еnј ет ро јта gelleraliS:lniJ, ј eC~l12.cillv... lx:-

lansa energij е ,kako Би to radi1i Green i :Naghdi, i1i prir.1enom prin-

cipa virtualnog eIekta rada,kako је to uradeno u оуоше poglavlju o 
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2. :Potpun sistem linearnih ј ednacina stap.:. drugog rсd.г. 

Razmotricen1O sistem linearnih ј ednacina pryobi-tno pravo{::; ;j-tо.r)с.:;.,Сiј i 

trijedar baznih vеktоrаt6~iЭnе linije jeste trijcd2r orto~on~lnih 
~ 

vektora, sa tangentnim vektorom А ,ј ed..""'1.im ј еdi:niСl1.iп vеk:tоr-ог,:. 
, ОЈ 

Ispisacemo jednacine kretanja,linearizujuci kompor.!.entni oblik ј са-

nacina (1.19) i(1.24),pazeci pri tome па upotrebljene oZnQke iz 

druge glave. 

~ . uiJ c/11'J' .! 

~.n -;:::::::-0 
ut7 

----<------ (2.-7) 
Ovim jednacinam~ treba dodati grupu konstitutivnih jednacina. 

-----

Fre nego sto pred:emo па ispisivanj-e-konstitutivnih јеdr.i.аёinБ_,:с:оZс­

шо poredenjem jed.nacina (2.3) i (2.5)uзtаnоуi"'сi Йз. јЭ;ТGС:;: 

----
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AkO za model stapa izaberemo st~p 

bi tno r<J:vnOl1l рорrесnош preseku. dopusta da posle dеfоrr:lз.сiј е р:сеае u.. 

V'amo sar:lO nј egovih 

~faif.l· -f 

u :pog1av1ju (10.3) su o:ired:e:ne konsti tutiY1".I.e ј ed.llac i:ne Z<:'. еn tropij-

ke velicine,komponente vektora unutrasnjill sila poprecnog presel-c::'. 
, ,"" р' 

л I {,. ," I~J.~:I> 
V ,zatim tenzora unutrasnj ih si1a ро ј edinici cluz.inc ;ј-с ?>.р Э. / .. ,/ '"' • .ј 

ао i komponente mODenata unutraSJlj il'l sila poprecllog vreselca 

dnosno I1ctjJi • 

ne kretanja (2.l) do (2.6) ,kao i (2.8) i (2.,9) ,ze..jc<1."lO SG. -:Jcr~lel1.l::.-tim 

nstitutiynim jednacinama poglav1ja (lo.,3),kao i уеZD.Ш2 izшеdt1. рошс-

аnја i deformacija,cini potp~~ sistem jednacina. 
-~~:> / 

"r.io;.·.4 ~: 

adrzacemo se nesto podrobnije па velicinama // • 

redstavljaju vektore smicucih sila i momenata torzije. 

.majuci u vidu vezu izmed:u vektora 
'\ , 

-=> , 
T

~ l 
na ~o~~ i ~~~e~~~cY~o~ '1:" ...... .;;~ - O ...... 'L 1,..",--,- _ ... 6 

,koje 

lcontr·a-

'arijantnog tenzora nароnа z:(,J ,koja u opstem slucaju glasi: --::.' ra '\,~ 
Т (. "/,:..- (.,") 1;"~ 

. с: 7 {, ~ ~' 
dnosno,za slucaj linearne teorije: 

to ает veza (2.2) i (2.3) ,mozemo dobiti i sledece veze iZJLeёtu. :poli-
/ 

momenata i momenata torzije: 

--
--

Veze (2.lo) mozemo t:::..kod:e dobitj_ polazeci ос1 jE;cll'lacina (1 .. 23)",:.=e(~'.:" 

kошроnеntаmа za koje nе postoje l:o:nstituti-vile veze pre~a ovoj teori­
~ .. ~ .. .-t:~L Г~-··/:' 
/,9 1'.).... Т с, -,"; -; <::" ," ' " р", ", г, r"';:: _,,"О i __ 
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nicione izr<..;.ze za pOT:lCn1-l-tе 1сОПрОУ.l..8нt·э: 

--
lТ42. 2- --
ЈГ22 1 -- ~!'/j 
1Г2.2t -- L I! /јд g 2".2~ d#' P!PZ:_'= 

Izmedu definicionih izraza (2011),oili~osno velicin~ koje ovi izr~-

zi definisu,postoje sledece ocigledne veze: 

(џ ~.,~ _ W2. 11 

(i) ~г2 -о td'L~? 

.. .:= - о 
о 

.Analizirajuci velicine date izrз.zil11<l 

".' 

(2'.12) 

razmд. tranj а zane:m.arirti ј er ih teorij а Z2~SnОVё::'n<:'. nЭ.. ј еdлас i~'li (:;j:lc~C-
ј 

gij е invarijantnoj па deplanaciona l{retanja nе Illoze clef'inisa-ti 

ni ti pak odrediti konsti tUt.iV1Tl.l vezu,illOZ8rJ.O zzJ-::lјuсi ti c..:=~ 5"\.::. :~O~:o~O:-o::_' 

•• "о о . ОЈ- о оо'''}':, .., f 
C~J е Komponenal..a 00<';'0, I 

~ .. 
nog tenzora nароnа Z'J 

mi nе iskljucujemo egzistenciju nароnа 

nоэе~. nароnа .. Као зtо је POZY.La-'со,рош.еnuti l1apol1i се -oi-'ci оlуt..Йрn\~­

ceni postojanj ет komponenata ;rt4.,ji. 



6l 

pisa6emo potpu.:n sistеш jeCJ.no.iiina 1:0је c1.e.finis1..l вуе ~\.?":c;]"'ce l::геt:Ј.Ј:1јг. 
I 

ара drugog reёi.o. о Pri tome сешо nаз to ј z:. ti. d~ ill grupi зсшо :p:r'e:::.:,-,- -\/l:';::'-;:;:::""-

, kretanja,iako ве ova kretanja bez uvodenj& n~kih do~~~c~i~ pre~]~-

avki nе mogu razdvojiti. 

upa jedna(~ina koja odr~o:uje transverzalna kretanja i I-)raycl:c 0<:.'oZ:::-10g 
-,~ 

lctora д? ,glasi: 

--

~ .... ~~;: ~;'-~ 

,f,:'!6~L 

11 ! 

, I 
I 
i 

, ' , , 

------
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U РОБеЬnи grupu jednacina izdvaiamo 

. kombinacije аа bi odredilitorziona kretanj~ pop~conoG p~6~GLa 
, , 
;';'", -~ ~\-... 

~ .. - .. -

--

Sve ј еdnэ.Сiпе koj е odreuuju роёtuzпа l-сrеtэ..nја taca.lca no'oJ::';;;61'1og :;;:.С;::--

sеkз. s-'сара,svrstа-vапю u posebn.v. grupu јеС~д3.СillС, ekc;.'t·:;:n.zijc: 
f 

о> "', z...,~t%,n 
., ;r'-'f.Ј 

.:1 

#' 
- ~~id;l 

-----



/Ј ... ~ 
Ј 

.....". -

'/0:;: 

/.:- ~' . 
J~::i 
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'1.) 
, ,'~ 
/: if 

(~,,>~ .. /,,? "'::-; 
..... 'i." 

~-;'~\; F"-:'1 
-c:.::4~:; 

". А 
7 <-29 

'"~...:::;.. 

1'2Ј; 

о' 

~. :-
'Џ о' ~~j ":{) .;/ 

~ ...... 

~, 

~'j.~/ .!:..:./:. 
'V:.., "', .;; 

"-· .... :...;'1 

".' • ..:....~ .. J: .. .". /' 

'v с7о;.;:..;/ 

.2 .t:~, 
v 

, 
/ 

.?;. 

('~, ... /' 

'~, 

.... '; 

TorZfiono deplana.ciona kretanj с:. su spre,gl1.u te. sc:. tO:rZiO~1i::: ::';:='(;70,::'--

njimc.. preko 11.iza ..-.теliСiП.а ih Ilij е 

bilio kakYilJ. tIopunskil1 pre-'cpos-t::.-vki .. 

С''. ,п 

&/~ г;~~<: ;~~~~ ~? 
~~-~=-'_.~ L ... "> ... <~ " 

{:.:~~' /" ~'-'" 

~;- ...,;e.:::..c.~~.. .... ~/ 

... ~J~:~ ,~/ ':) 
,:.:~џ,,:,<) 

:\...';) 

", 

.•.. 

---~_ . 



u 

ci u ј е dnu kr'i v-U 

та. kri. Vil1.e 

niш krеtаnјiшс::..: 

_ .. ,,"'''''''.,,''' .. _ .... 
('Ј л p·tr 

--

./Ј r Ј 

l)ovrs 
.Ј; 
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'/!-} 
\... ~ ... ,.,-..,~ 

.... \,. 

drugog 

l i:J.1.i ј э. 

.' ... 
(~'/ "ј'-' 

v' ....:? 

red.2.. , 

[јУС 

koje S1) .. 

;;)-:::~<~ ,> 
: • ......::.::....'..Ј 

i::;,;'~ 

W""}""'i' 

Јјг 
1.~"" .;. ..... 

;l~~?~~:~~~icf'<:".(1 ~ 
, .~, ~,' - •• • ... ~'1,.r. 'ъ ~'- . -~ Ј 
.; . 

.c;i;;J2 

#r"~' • -" 

.~~:~) ,>:I}~,:I 
~ '-:.~~ ~:~ 

..;.:...,.. <. .... ; 

~.~;:~ . A~j> 1 
~:;;.:..:. ~,;- ""~ =, ': ,')" 

~~:"::":;j 

~~;.-:. 

'.' • ,"? 

-, :;.:~ 

"., 

.... ~.~_:' 
~ .. )! ~.Jl 

""''''-'';;.7 +-:g 

,- ,~ 

;,.".,-...,.::.:>­

о:>' 

, .... 

',~;) , ........... 

"-~?{.j~_"/ 
" • • ј" 

""'''"~r..: .. ~...:.-v::.;,;. .. 

(~J:.?:.~.~.:~ 
~ .. -/"~_.;I: 

" 
" .. : ... 
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;I" ....... ;:;~~..;.<';) 

.',"( 

"'$.7~ 

'~'l 
~:.-~ 

/0 

+ 
Ј'Ј ~~J;=O 

~j/~, 

~o::.r.. 

,,;0:...;'..0:;, 

1". '. '~., .. 

.t.>o "2Д 

,"':~ .;.' ;, 
." ~~ 

.;' 

. -<'!, .~ ... ,:, .. ; ;,~ 

1 
. , 

SРl.sасешо 1. grllpU ј Е: 9-11<lС illa 1 •• 

.:::0 Ј lJ1:zt ;за 

nog popre~nog preseka 
(Г'.> 

lell1i vel:to:c-ibla 1'-- i 
Ј 

ostc?vjll i dalj с 12 
~ 
ir"j) ,::рrеlэ,zе 1.1 

i:.>' 

~<.:;,///J 

....... . .. 
-Ll::~~ ~ с 

polu.precJlici:me.. k:ri vine оЈ?гЈ. ispisi 7г.l1ј"'С_ оуе r;Z'-,ЧјС 

то оа sledecih konsti tutiiТl1.ih veza: 

--. -
Imajuci 12 vidu veze nз.рisа ti gгuрv. 

<) 

д~ ___ ""i 

t9if2. 

., ......... ' ... 
., .'~;l~ 

\:.~:i1 

.~ ." 

I .. ~ . 

"", 

'>-" 
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р 

'12~4 '-- /;" 4 

:( .r.' ,-, 
С,} (.:;.~ 

f"':\ 
/~ : 

·i.,;·,i ·!...·L.;./-.:)' 
-~ ... ~,~.:.;~,~ 

~.,.,;.~. 

Ј' 
." 

~;:i,S" / ,..;~: .. ~.... (;:;ј"'Ј ё;,; , 
..... ./ 

.' 

Као rezime ovog poglavlja mozeeo u-'cvrditi slcc':':::;cu: 

to:r'ska kretanjo., а osnovne ј е dl1.ac ine 

virtualnog е:fеъ:tа rada ,ааје potpun siS':Ge;:ll је6.nаёinс;,ф 

Ako 8vaku generalisanu silu Od:i.1.0S1"lO El0l;18J:1C.-С l.::2.I'cJ:ts:r-if;е;Ј:..Ј lJ:?:'E:r::.::.:. 

:nј епо'т glavnom argum.entu,onda Sl.l torzi011i роlir.iюmеl1tј_ "..?/?'C$'~'~ ':::'ћ·~ 
" 

~::' 

:funkcij е kri vlj еnј а vlakana poprecnog pr'es eka f,.,e>? cf ,-
C'ti·· .. ?~ ~ 

polimomenti funkcije promen~ ovih kri71je~ja 
" 

:.~~.ll::-~ 

пisэ..nе ро ј edil1.ici duzine PO(lU~llih pr,cs cl::.:;~ Stz~:::)~:.: с i~: С:; :0-. ·:~1._<'"'·'·· ... , .. , 
.... ~ .......,). 

bazni -vektori А, 0<1-11.08nО I!Ј 2. ,t·o mоzешо t-vr·6_.i t.i О'Г', ,;~:>O~:::·~<: ',', 

~/" ." " 
..L: .. ' _ '_о _ ~ '" 
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U Буоте 

, " . 
raZI:l3. traj II ~еОr:'Ј1Ј .. ,," ..1_ ,;" 

.-' ,', -. ., . 
.... - ~.,. ' ... - ~ 

energije Буе 0.0 reQa ПоОзnо~~е 

postavljanj ет zahteva za in-varijan.tnost };:;:;-:.ko 

enrgije,tako i 

gij е па superponirana kreto..:'1ja l:ru"tog ·cel~,:;.,lТ['," ·c~~~ YL,-'.Cil'l 81.1. c.obi-

ј еnе ауе gru.pe ј ednac ina kretanj а, potpuno i8 tovetne о S:СiOудiп ј ei-

nacinama (lo19)'\ .:; (-Ј..' ?-;:;;)\ l'-оЈ"е ("'''0 "".1."' .~-;.-·'~':l':' k.~Y.·; C'.:.""r.,~, '~'""'':;li-'~~' \. __ .'-Ј ,.,t\_ uL... Ј. ..... \..... ... v-.,J...!.. __ ..!... _ .... '-' ___ ...... v"-v_ ..:...1-.,..1,..-- ....... -.....1: 

па polju virtualnih brzina~ciji oblik jeste dopu~tGn usvојеniш 

modelom stapa. 

vrsili rec1u.kciju pomenu.tih ј edJ.l8.ci:::la "bctlz~nsa 

momenata. ј eiinacina Ьаlаnза ene:rgij е, i :posle иуо бе:'l ј :... 
.., "": " 

S..LO оо O..lle· 

Imaju.ci u vidu gornju "'"' ... -. 
1:. UYl.KC ~ о:nг.Ј..nu zavisnost slо"l:ю ()д8 

linearne teorije rccie..,i 

kil'.:. varijabli" 

jedna6ina priuanjen ~ 

S2сешо odgovarajuce gru:pe ј е dn;::..c iпа.: 
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А(I; ",,1-
l' -

t. -:11 

Ovde srao sa а . oz'~.acili rаvдоmеrnо raspored:enu tempere.tl.l:r·l1. 

u nenapregnutom stanju.Sa 7' i;;.JЬ. oznacaVQ..illO prom.el1.U yeliciT.:.e 

G . d v. rupamo.. ЈЕ:; ~llac~na (3.,2) 

u pravcima baznih vektora 

Би 

i 

od-red:ena 
"7~ 

/.-џ~;,. " 



}(OlIlbillacij а o<i.rectenih. -l)ome:ran'j а? ispisuj eY~1.0 Е·1 eclec е 

.PoduZl1;i kretanja tacaka 'Po-аrесnо!Ј' _ _ о 01.1. 

gr'v..pOEl jednacir.1.a. kcje nаzivэ.:ш,о 

,.' 
.,' 

,,~ 

./ 
'-

Il 
'1 

Ј 

о'". 
"',," ,-' 

t..:. .. ' ...... 'W'.) 
с::.::; ~;":' 

. .' . -' .. ~'; '"-' .. '_ .... " "_О. о.-' 



Л/. . Ј 
..,...,. -

"""" -

~? --
/~2 ....... -.. 

[ЈоС];! 

~~ .- 7'Р 

..з 

~Jas 

70 

~.~ 

'~? 
.. ,?' ,##;ј 
q- """"~ 

<;/ 

1~::;~<') 
Џ':Ј<i; 1,(71 

CJ~/P ,,1/')­
~~ 

~& 

f1;~--'7iКо; Ј;. 

6[9 

"'.',-;.-: 

;!?'~"'~c1-~\, 
{). 

'-..~<~ ~} .;1~ 

rг;~d;.~; 
(;.:;"i;;~' 

Ј ed..'1aC ine torziono-deplanacionih kre"G:J..nj 9.. su д..г.. te 
. ... уЈ. 
Ј 8 о..nасЈ..nа: 

#'J.~ ,;" " .. ' 
џ,(;~~~.~:;;~ 

"'-~::); '''? 
џџ;~ 

-

(/~'~' ,~~Г':' 

C~?' ~:~ ~:J 
"\1"~..,,~~д}~~ 

{;~ 
~>~~", 

_;,.::t/" 

6~iэ 2 

,", 

ЈЈ 
~! 
1ГЈ 

I 
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GlavilG. dерlаnэссiоnа Jcretanja. prevocle pryobitno pre-

Ј 

"''''<,''''0., 
t~~·:).~? ~,;:~~ 
~;IIt"~~~ 

"~fiJ:. 

~~ 

~~~, 

?~f~;;r 

$'>, 

__ ј7.;;Ј? 
'9$".:t..~.;:::;;::::::-,,~...p 7.м::. 

J,~'::J; 

{:.~), ({:~.<,j 

;;:~3:i;;.~Y' .. ,~ 
.~~,-~~г d' 
~~}~ 

••. {"i? 
{:::,-) 

dj<j}r:~1 ~":;"':,:::, .. :....::-.~"'\;JY 

t~J;~~~~,;l~ 

('""', 
~~:'< ;-? .~ .. "; 

::.:;.~ 

t"'-:" •• --.\ 

d<':(v;~г 

/ ... 
~".;~){~i,. 

~,,<! 
~~-?:-

~: оо:;," 

:'->'''~ 

.0'."--' 

оУ.;/ ј( 

/' 

"'·1 

'i , 

I 

~---_.-
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deplano.ciona kretanja prevocl.e 

·seke stapa u krive povrsi ёLrugо·g red.a .. Pri 

uoure5nih preseka 
~ J:~ 

.д-" /1> 
гт, }. f<t 2 prelaze 

sv.i 

1). li:llij г 

8111Xf.iј) А 
-= .-;: ~ 

38 

""'=--G;:~'~<:# ;;;;'ОЈ 
.jf~.j w..;:. '-

rг."v"Т.L8 

l-cr i "'(.;:" in~э ... ~ 

i')od:l1zne 
-" 

pre-~ 

vekto:-сi.Ш<:1. 

~: .... ' " 

",. -с .-, .. 
.;, . • 1. 

.... ~: ;"В: ,. 

"-", ... ,.".'''-

} ...... " .... . ~; 

\,."-.;;;~'!;. 

/} 

"F'7'~<a'l 
.~ 

..- ./ 

i -~;.~> 
\I:f .. :'t.~ 



С)_.,:, .-; С""" l' "" ; ~''':O> Il"' U .J:..L.- _1:,:).iJ U..,L.V\·- Ј "''''С· ,r~u, i·"o..,·r.:, "1; 'r.L Ј": е' rL'l~, ~~ с·" l--.1:13 ....... '-ОЈ _ .L\,., .. V \"................... ... 01. .... _ .. 

ko..o i poslednj е dve ј еШ1.аСinе sistema (3., 7) ,рrе-tроst;-.гvlј ё::Оо. ј е si-

I:letrija poprec:nil1 prcseka u oc.'Lnosu Тl2.. bazr18 velc"::.or·,:; 

Р 
... ..... I ....Ј... :f' ",,-.. -. j~ -r ,-.." 

rl lSPlSlVD.'nJU l)o-cpunog SlS ссm.э. Јео.!liз..СЈЈ.1а,ОCl \.:; .. ~) Ci.J (;. ia с·) ,}Су ј .i-~ 

та Би оdrеd:еnэ.. Бvа kretarlja sti":.<.pa a_rugog reda,l1.isu uzir:l::~Yl.C 11. oDz.:i.r 

veze izше6:u glavnih kоmроnе:nэ.. ta polimorдen;;;,."ca torzij е i Sl')ОЈ:.'СЙIl.il'J. 

kOl11ponenata polimomenata,ciji је red nizi zг. jedinicu OC~ ~ЈоliЕОПt--

nata torzije.Razmotri6emo оуе veze podrobnije: 

-~-----­
_---о _.-----

Pored:enjem. konstituti'.il1ih veza (3 .. 9) шоzеriiO оd.rед.iti lzye~E1E; ·v'eZe 

izшеаu koeficienata~ 

.",... -

_ ... 

-
---

1.' ,,~ _~~~--::! ".:' 
~i <.:,;: •• 

Ks.o rezime ovog poglavlja r:юzешо kоnstЭ.tоуаti а,,;\. llг'::.;:::;е;-С .::TY!li~lc". 

kako u popre~nim presecima §tapa?tako i u njegovim po~~~nim pro-

s <::;сiш'?~ Q 



armoelQsti~na teorija tankbzidnog stapa 

• Geometrija tallkozi(1.nog 

tapov~,~ij~ tri dimenzije:debljini zidova popre~nog 

)g preseka u ravni.Za referentnu Оn1Ј. lil1ij1.~ 

Јаз' а вуе ka:rakte:ris ti~ne ta~ke t.)Q-оrе~Ј.l.iћ "bl'"'es е}:.,:.,. 
• .....L.:. .Ј.. 

. . -,' t' k+ ..t:> t ~ t =ка Је cangen nl уе vor re~eren nе ове s ара 
р ~ t ., -.. u росе ПОЈ KOnIl-

--""~ 

lraciji velctor 
~; "1 Ј о . Ако -оуоте vektoru pridruzirдo jos d-va vеktогэ. 

4~ ,кој! leze u ravni popre~nog preseka, ond..-:.:;. ceillO 

T~ 
~dar baznih vektora referentne оэе stapa~Vektori ~H ве 

.~ 

) аа budu nosioci izvesnih privilegovanih pravaca~ 

Ъi:r·г.јu t.a-

)lozaj lJroizvoljne ta~ke stapa u nede.form.isalloj kOl1Iiguracij i o(.iJ:e-

tj ешо ј edna~ iпоПl: 

.. ~... а" " д" 1 . ? . 1 ...... .. 1 ) . " )Ylgrc~l 1l1 .. el<::Sl 1..1ZlШ[":.ЈU vre ll1.05"Gl 1 _ Э. БУl _2.\illlSi:J. _,.,:'" ]. -"" 

'\ 
?osle deformacij е stарэ~, referel1. tna linij 1::1. ~l..' p:r:elazi 1..1 -1i.11ij 1.1 ;:;,/t,,,,", 

--> -"> 
t vekto:ri А .. u bazne vektore ~Ф ,linij е ,/~~' '" ]?оlоZЭ,ј prOi2;YOJ. јllе 

е. 

L~ke stapa u deformisanoj konfiguraciji рrеtstt::..vlј~:.ПО јСilД:1..Сi::~LО;;!.:~ 

L Ј 

>vde зшо sa9obele~ili sektorske koordinate, а ва 

L,cij е popre~nog I p:r-eseka. 

!tri6ki vektori аи odredeni slede6i~ izrаzlпа: 

q;.:p 
z/' ~::~ ·:2 2~ll. с; .. f.:: "'.; }~ ;:.~ ... ..,. 



- '1';; -

Bazne vektore referentne iini~e §tapa dobijamo kao vrednosti cetri~-

lcih yektora u. ltoo""j:.~(lill:':1. tG;.°: 

~~;. 

·бгd 

Veze (l05) i (lоб),vа~е вашо aka аи ispunjeni slede6i uslovi: 

/ 

.Prema (107) sledi zak1jucak ао. ј е za ishoCJ.nu tc:.cku koor·clir:t;~',t:;'. 

pogor.u."lo izabrati аnи karakteristicnll taclru,u којој се i sе};::.ЈСОI'зkе 

'.Ј.го o·rCl~1 Ј.." n· а+ е ::!.,., .• У{ :>.. ... - 1:;:''' Ь! ti ј ec1nake l1.uli .. 

Ако је te~i~te poprecnog preseka рте deforrnacije 

deformacije tacka с prelazi u tacku 

nog pr~seka,to се bazni vektori tezisne linije sta~a biti oQred~-.... 

n! izra.zirna: 

-1-

-r 

;" 



2 "Кil1.еш';:t tika tап}:оziд.nоg 

Па odredimo brzinu ргоizуоlјnеtэ..Сkе S~ta~~ ~i?pr'e~ci~~c'~~~ .......... );:' .. _ ~ .. ___ ...... _Ј. ___ .., С_А"''''''' 

(1 .. 2) 
{;} 

-р 

rf;.~ 

1'0 vгешеnu 

Ako umesto pznaka 
-.'Ј> 

о d.no 8:'1.0 .pYif~ ~ za brzintl 

,..,у.; 
.Ј.Ј_- -сете У.:оо~d.illО .. tз 

c.o.::::~~.:--;_~ 

.1~ 

Ф ~z)'iJ:; 

i оzпаkе 

proizvoljne cestice 

. . 
" . 

nog preseka,odnosno /-. / ~ , " . 
па pr~ !~O )~~aaa lZ-

caz (2 .. l) mоzелlО ргеts-~г.vi ti u o~olilru: 

-1-

Ргошеnи baznih vektora linije 

Ljamolinearnom kombinacijom reciprocnih vektora 

-.ЈЈ 
&/?::, 

~osle ~~ozenja (203) sa vektorolil ,sledi: 

ъ 
/ 

О. 

j;)[~'> : 

," 

(;i: 'Ј;Ј 

R.as·t;avlj2..nj ет па siшеtгiсni i antisimetricni аео c10b5_jarI:(..: 

1- .,. .~ 12 г\ ,. 
ыaJЏ_C~ 1..1. Vl(~U \. .:;> ј ,nlOzerno 

(?1~.: + 

~~~ 

:jft!.g," " 

, 3 \ \2 .. ) 

:То:1.vод.i~!ю jos neko1iko i'orl'ilula,koje сепю kcl311ije lсо:с:~эt:.-:.:i; 
, 

~>.-;) 

а .;ј' ~ 

..­-.. 

-- fi 
Ј' 

i 
? ,/ 

./ 

(' 

,.; .•.. о-

(, ,.·<.~,··It 
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ziш.о беstiсе,dаtiћ ~ trodimenzi-

оnој "ceoriji. ko:ntil111UI!1a: 
"'=-:f;;;~ ~ 

-'v"=;,> .t", 
0'1 

~-b Ј:?Ј. 
р';;1--';} v 

;;.' .; 

u o'Tim ј ednac illг .. 1ТL(Ј.; SIrlO эа 

", 

;l~:}>(. obelezili v-ektor 

" I·:',.~ 
'-оЈУ • 

nароnа па odgovarQju6oj povrsini .. Ako 
~ . 

!".-> <:t ~~j 
Вё.1.. G (;/ О beleziIilc~ s ili1etric-

ni v 
IJ.ozer:o kOlltravarijan-t;ni te:nzor rНЧ)Оn.l, 01'10 . .:1. 

Velicina !Ј p:ce-i;s·Сэ.vlја d е t erminc.'.l'1 tu пеtriсkоg 

masu.. ро jed.inioi 

kocle 1)0 ј edinici ZD..рrеш.il'1е .. 

Smаtrа6ешо vеliбinе koje figurisu u јеd':"'li3.Сinаша (3 .. l) i (3.,'2)1' 

polju virtualnih b:r'zina, bucle _ ј ecll1a.k nuli .. Za J;olj е СЛ1)lЈ.f;-'с (;2::.2.11 

virtualnih brzina Ьirашо izraze oblika '.-"-' -' , ....... 

je:r1i шоdеl 6tana" -'- о 

vektorima 

tO;le 1] .. "ГlСLТl 

.• -,.:.: ... :!. ..... ~.~~ ,.=:/:. 
'(;;,.:~ .. ..; 

<f ". ....:':,. ~ 

.~/.)~ uI·~ ~.j .ј.' 

,-".", 
..... о." 
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-;-- l ...... г -. ',"1 ;;~ ........ 
( ....... _ ........ -",. 

fоr111г .. сiј е: 

A'~) 

:t;;/ 

- --

Uvodimo slede6e veli~ine: 

" . 

. Ј'у;# •• :- {:~,,,,'} .. ;/ I ..Ј.;/ ';;,~""y 

Iшајuсi u vidu slecJ.ece transforrn'9.cij е lJoifr-sinskоg in te,gr::'.1a 1) .. 5.::'<" 

tegral ро kon-turi koja Оуи povrsinu. оЬuh,п.:i;::;.: 

" -(:·1.(; ~~ {,i.lJl.Q 



Sacla 
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т'; :<; -"'-"0 J.)..L b~ .. J~ 

обповnо momenata,koje koje 

л 7~ 
rJ),tf,..=. 

~ 

~~ 
~ /. С· 

?'!Ј -:.:.;"" 
,J:~. 

""'" """'Ј 

о blil-:1.i.: 

. . . 
lпеrСlЈ OIi.l: 

С'" I):..~~ 

.... ,.'~ ~~~~~ 

~j fJ}?ZП~ 
\v 

~)' 

(:;:..; .. ;~y 

........ _.,. {':"":""-d.~."/~~~ 
~-"_.-

" ., 
г .... :-~' ,;.~~.~> .Л'! ,,1·~~ ... 

~j' :., ,.~;<:.~; 

la §ta~a,to jednakost .(3~14) rastavljamo па slede6i Sls~e;._ 

cl;';:/X;p 
".:: .. i V 
~._~,,;:;;;. 

. 52?/~:r 
'\.Ј ~. 

f:?J; /vJ 

d 
t.......;~;'"..:;.-~~ 

!f;)t} 

~i-";:;o;.z;::·_.;.;.;, 

!J;f}-

>;=-~;; 

~ F А'30 

...... / 
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, .. .-+ 
zec~ prJ... ,,;or!le ocl j·eiJX.L~icine 

<:j.;J"~?;) .. ", 
(~,.~':~ 

SlTva tiLlO 1.i izro..z 

i11-'Cegrisl.lci ро zарrеrп.ini 

u vidu izraze 
! 

!Jo-n~-'e c~", -; 1,.., ~ 11- Ј. ___ Ј. i l)OduZl1.ih presek<l 

( -z.. ~. -.18)' •. • ~. , - . 1. \ ./ ... nа:9~S<э.. -С2 u saze-com о Ol.lY:u. ~ 

~~> 

C'~f~~}r 

za generalis2.Yl8 

.1. 

~{> 

~~;;~;;9 ...;/ 

1 .. / 

·~"l·.·-~~ 

·~';'··.~t 

//":)1, 
-, 

.~1 .) 

,", (Е.> "~О "', 
\~,:> ~~. ~.,-:>/ ..... _ .. 

sile 

'" ,-

.--'--



ЬЈ::,ој 

br z iIl е ; Ј е д.ll.:.~,l(о Б-С; 

SQ 

Serll 1). v е d. el"l i l"l 

11 
Ј'Ј 

3l 

"'"' ; 

\"J';'~_" ::) 

-...; 

:~~~:j 

~,~~ .;/' ~ .. / 

"~:_':_~:J 

:;. ... ; 

~{.~~,:) 
~;' 

~-~~.::; 
:~..,.;/' 

JI.,. -..!" .,1'_, 
{.:;.>:;>ј 

.; 

~:'! .. -.:;. ... _ .. " 

! 

.,"'-; .... 
.. ~. ~ 

. .~ 

" " 

",:.",,Z'-...;,to 

Ј:31: ;: 
.1 

,-
,;: __ o-·-~~.·lI·"· ""-" 

~1tlt;> v' 

r-' - ".- . . ' 
........ " ' ...... >...; 

,-. ~ '1:. 
; ј ~ l .. =~ / 0(1 iZI~azima 
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4 ~can~5in~ b&lansa ene~~ije 

Tral10s f о rl:'1i s а с евю povrsinsl-ci iпо -С; egr<.il 

r&аг .. 

~7 
d~ 

poyrsi о ski{1_ зil2- па 
~;\ 

"J~ " 

~--- &t/~J 

""1 -, Ј' .. 

S-Lео..эс.::... 

.... ",,- ~'~ ... .;:;,.. 
·'k;;:;a. 

v~/ 

~."" •. ~,,=,, 
............. \, 

Napisacemo zapremi o ski integr~l 

iJi-tеgrаlе" 

.~ 

'.- /~._.:: ~ 
у./ 

"./ 

... -::: ~-.;. ",: ; 
~j' 

- - , 

,.' ..... 

1..1 S 1. G r.l с с Е: i;t С;) _L':;" :(-,.":. 

, / 
џ 

'.,;, 
I 

оо> 

}):.. se 

-)озlе О-
..;~ ~-' -: .. :' '-' :;..:.: ' .. 

ZQ brzi:rlU pI'oizvoljnoe cestice stalJa (2.2) 

Imaju6i u vidu definiciana 

~//'l}>q~ 
п':;"'~"'-;~';;' 

~> 

\ ..... / 



Drugi in t C:b~C ,11 

l?isel1~o VrGdl10 st . . 
.... r ... ~-.. ... I> 

,,,,~~,~~<.~~ 
d;;/ <:.';:(,,ј;' 

t~l 
с "~:J::.'.' .,. . .:.'Ј;;;:, 

t;:;> .' 
~,.;'! 

:;j':~,j,'/ 

skog i~te~rala l integrala ро ko~turi krive linije 

.­-.. 
_ !' ;~ -L:. у" .::,o~ /р / 
'v -.Ј (l ./ 

У 
-

/"'(// 
.: ",. .. 
~ 

i 
/ 7 

1: < • 
"'-;; 

.,,-:' 

~;....:. / 
/ .р/' 

.".' ,"),--. 
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УеliСiпэ. preostavlja funkciju snabdeva~ja tOQQtc~, 0.0 у.: 

Da.. izrc1.cunc1.~llo \Treo.:''1.0st 

ga predhodno па integral рс zapremini §tupa. 

/ 
к а1<: о ј с s t е : 

::.~ .. 
"Ј? 

1:0 d.a14c з1ео.i: 
'"' 

.......... ........ '<';\7 r ~""~""",,::.,,,,,,, • -: .. ~.,.~~ ...... 

t-:>t/~ t;' 

Posle transformacije povr§inskog integrala u intcgral рс kontu-

за 

flUks, 

.?' Јј 
';.;.." 

f~ ___ i oZllacimo 

odnosno internu energiju, 

t о р 2- о t о УП , top1ot;:-J.i 

B~TP ~·o ~с;-·'l"r.iЈ..~сi Q~U~J..~~~ 
v ~ II Ј··' - - ~.I.-' '-' 

опаа mozemo uvesti sledece oznake: 

Sz...d.2.. сет:lO jednacinu balansa ener"gije napis:c.Lti u [-,езtо 

formi: 

.. ~~ 
:t~p" 

- ... 
s cL :;:~ t; ~ l Ј о Ј 
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jeQna~inu balansa 
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""nC.L""',U -i -ј е ...... _ ,,"_-,- u 

Jedna6inu balansa energije ( ; -; - \ 
i.:.. 11.' .1 • - I 

.~~:-) 
~- . 

":'_'.:! .;.'1.:/ 
;/ "!....:...; ...... 

.?~ ., . .? 

" " 
" Ј/ 

па kretanja, koja 6е ~tap iGvr~avati кас kruto telo. ~~ to u6~-

nl~o, prectstavi6emo vektor brzine па sle~e6i n~Cl~: 

"-'=2;. 

<;? 0':; 

:.;. 
~:..::...;. 

(,1, 12 "-
,""те I defi~i~e proLenjene brzine proizvc~jne ~aB~ic~ 

РТ! 

~:\/~ 
L,~; ,и.) }( а о 

, . 
ZOlI' vektor<?..: UQbica~tj ~Yle 

-.-~ .:;. 
u~iforrue brzine trans1acije 

.., .... " .. 

cer:.1U је vektor unifогш..YlS 

...-,). ~ 

и7' v;; 

о -..... 
"'-~ 

Y?~ 

•• "о' 

l ~3 -с ~ ::.; с ::: .. -.... 

- . 
~.'. ~ с:..:Ј. l Z::-
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Uesto 

l:O СеТ:'О o.cbi.ti: 

., 
';.., ,.т' 

~ ... ",:: 
'{'l...>:I ('" 

-- : .... ': .. '-"". 

" 

.' 

Zahtev za invarijantnost ј еCLпг.Сil1.е Ьаlа2·Ш<::. ел.егgiј е "ori зи"оег·-

pO:'1ira11im unifоrrПТЈ.iil:.. brzinaL1a tra~:lslacij (= i ::·otacij е ') (.~.C1..J l: S-L(;-'-

dece 

:::е оЬјеktiVniгд, Od!10SnO 

пmih kretanja stalJa kao 

~ 

F 
I 

7
" 

л 
V \l / 

"1 \ .. 

"о , 
,,/; >i 

'~' ,;.;~';'~ 
. ~, . 

.. ',~ . :..:. ... :s. /,1'/ 

'1 ~.,' .; J~'" 
......... ~ _____ ,-Ј. 

.'\.. ... ~. .... 

-. ~ /;! 

;, 



-е . 
l.lЭ .. I:;l:r..г 

~1.. ..... г h 
. ~l 'v""t 
~.'-... .", 

./ ,,/ 

iZ"ТЈ"rsi ti 

,57;:;? 
,-= 

~~ ... ~:~ 

01;;:. 

za 
~.. . .. re-L erer.l "СnЈ.. 

.~ ~j' 
~;> " 

"'7 о 

sistem iz~!..berer:').o 

~ 

:::::.~ О 

_-:..) 

,,",?';, .. 
\...Y'~~ 

tne kr"i ve to 6ешо veli~ine које figuri~u ~ 

.. ,... 
~""''''~.,;..-o .. -,;..;.....;:;. 

f-

p:c-еСts"С;;:.vlј а t i 

о 

/ 

~I 

/ 

,-! (Ј 
.~ ~)1 

.v" :4 ...:; 

~ ~,:~:...~~ 
.. /1 

; . .,: ~), v ",/ ~~,~''(~( ~ 
,.;/ .. :/' 1'";. ;;;.:.< ":0'0: ''(ј 

~. ,r"" ., 
сЈ' ..... ..;?/ 

) 
.јl 

" " 

'.~ -.~ 
.. . .'~ 

",,-.-'- ~ 

.-._;.: ..... 

.. ;;,;:... / 
,-/ 

;.,; 

~~ ... ~" ~:/ 
./ 

~: .~ ; 
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(4.20) " 1 •• 
KOJl 

ponentnu 1:·оrшu. ј ednaci}1.8 (4.16): 

sг.drZе Пffiоzi telj 
~ .. _. ;; .::t . ~'"' 
.;: 

~ .. .., 

('~}~ k 
":'-1';";;-"'~~ 

Radi ko~ciznijeg pisanje definitivnog izraza za jaQ~a5inu balan5~. 

energije uvodimo slede6e veli6ine: 

. 1; ,., 6 ' l \.4.<::: ), 

jedn~6inu balansa ener~ije (4.20): 

.7 
:~f/~,;, 

~ .. ) 

!'. 
,:1.' ...... ,-' 

'\. ,"- ,;"-
/i+,'~ ... .; 
~" 
,~~.~ ... ~ 

,t~::(:;;:'~ 

<.' 

··/ .. /.-I .. ? 
.... /. 

\ 

\ 
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5. Termoelasti~ni §tipovi 

5.l Slobodna energija 

U trodim~nzionoj termoe1asti6noj teoriji kontinuuma је poznata 

зlейеса veza izr!leau slobodne energije 
А ~t. 

;I( , interl1e energij е 

entropije i tеmрегг.tuге , koju merimo оа apsol.U·Clle 

----
.q '1:;.';. 

Kako Ј';: .l=J dato ро ј ediIlici zaprernine, оdnозпо ро ј edinici !јlазе е1е-

шеntа, zapremine t slobod.nu energiju ро ј edinici шаsе ј ediniCSne d.l.lzi-

nе §tapa odredujemo izrazom: 

А :::::....,.E~ ~,i~,J (r.~* J~;;-A ~~ ","Ј,о} ~~",/~".~ 'L,. 
1''-'(- = ...- g +' ; ~~ &fJ Ј(" р if ( џ':Q г;;;n.7 

~,.:; , 

izraz (5.1) ve1i~inom JO~, to posle inte~racije Porunozimo 1i 

ро popгeёno~ preseku ~tapa, dobijamo: 

Пуеаето 1! рој ат entropij е ро ј eciinici тазе ј e(lini~Jle uиziпе b""Cc'.--

То iШ2-ј'йсi u vidu definicioni izraz za internu energi ји ТЈО Ј E:'~~':;.-' 

nici /a.se jedil1icne duzine §tapa (4.9)1' mozemo izraz 

pisati u slе6..еСеш Yidu: 

... ~ .. ,;~;. 
\. 

. :.~ 

":<.>" " 1..,-.: 
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Pri ispisi vэ..l1јu izraza (5.3 У iro:~ali sшо u 1Jidu hО;iюgсл rг.Б})оrеd 

tertlperature ро роргеСТlОПL preseku: 

Alco diferenc iraJao izra.z (5.5) ро угетепи i re~imo ро , to 

ипо§еnјеrn и jedna6inu balansa energije (4.26) sledi: 

. '. 

Dalje razI1latranje sloboёine energije i utуrё:ivапје Л.јС]'"!!;; i"u.J::.kci-

f"t..;-" 
ви d" ~i ' tenzor docformacij е popreCl1og preseka, 

krivine i tenzor -'Gorzije referentne о.зе ~:t3-;-P<i:;'o,-j7 i '"':"~:" ,dе~(Јl;ј_:·.о--~-­

nacij а odnosno ргошепа deplanac:ij е duz stapa, zahteva lз-!:;r,,",-Zl. '-Г:::.}-; ј;::; 

.0 

ovog sistema veli6ina kao jectnog ter~odinamickog sis~e~a_ 

/ 



EriroG.l1,i procesi ае ciеi'iпisu као tokoYi i->:ојiпа SE: ,јеci<ё~n tеrI.Ю-

iz росс-слоg .., '-' u l( () Y1C. С ::_ (; 

Za ispitivanje prirodnih ртосеаа, odnosno ZQ ut~rdi7~~jc nје-

gove reverzibilnosti, ireverzibilnosti, i1i PQk ~eOQr~ivDsti, 

uvоdiшо karal\:teris'ticn11. 
(, C~;;. 

V ' 

entropijoblo 

l"Ia t еша t icka d ef irJ.icij а оуе velic ine ј е С1а ta .К2.0 0(111.0 S iz,;:~eQ1). 

toplote i apsolHtnc tСУrlрегаtuге:---------
f р' /"I'~ {~ ... 

/'У {\. 
,,-,Ј \."v-" 
~~..;,..~ 

toplote sisteblu iz sроlјl1јiћ izvora, ра ве SCl,,-,-i.:;гcs. й:::. је гјАi~С:СС-

pija ovakvog, 11. su§tini reverzibilnog ртосевй, је~п&~ nuli. 

piju ireverzibilnih pTocea~. 

predhodno izraz za toplotu паsеg terI.:!,J_(:i}l~:~l;~i(;~:;);j 

sis-c егйа: 

""'~'-="'~ 
~ 

l~ao velicil'lC1 
~~~ ... 

,r~~ -of'e(lc-t;:,'''l~ '.', v ..t.. ...... '-' с.. ... У Ј .. · .... 

t~"t:. ,~!,:.=<: •.. i 
'':,;''':.;. .. 

/1 J~]z,. 

·lгг.nЈС1. toplotOI:l, rlok: је :за ј( cbele~~el1 ·t,o:)lO~CJ:li f:Lll>=~~. 

i (5.9) 

. , 
'.t.:i ';;~~pJ3~ J._J;w 

.ј" /-::/ Ј·I 
~.~...tГ~_.: ... ,:a.~~ ~"'" i;~fY 

~.-;i~ 
.. ' 

./ 

'о -,", .' ~,.~ .--- ...... 

~~ 

,';~~ 
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D~lja transformacija·izr~za (5.10) 

rsinoril: 

r 
Ј 
ј 

е# 

Ри"'. т 

Imajuci u yifJ.u 

~ .. --:\-. ...... ~~ 

tr::tYl.s.i' оrшас i ,ј·Й 

/ 

(5 

,?!?ј: 
~~.~ 

ovcc роу-

Мо~ешо integrisati neje~nakost (5.12) оо povr§ini рсрrеtпоg pг~-

'Ј: :.1<:0 

Iuaju6i и vidu definicioni izr~z za topla~ni flu~s 

ttпоэt integrala postaJe~ 

"';;::"":.·~7' 

~/? ""-~-,,,,,:, 

~~::..:.;. 

/:ј. .... , . 

i;:;·-i-.~·" " .... 
'. r 



i s kor·i ~:~ 't i1.~l() 

~-;p 
.(,7 

:;? 

t О:Л 1:'0 

Iда..јuСi 

G 

~,j;jJ 

u vi6.u 

sledi: 

о 

~ 
/У 

refere~tne krive 

јеdnасiпu 

" 
I 

Q 

/ 

J/}:f~ 
,;;c;;:;.,;;;o:;..'~ 

red.uko-vane energije 

ј 
/' 

~?;i~~9~ 
:5;/(;/ ;~:";. '.~ 

-иЈ 

t>:;-;;~~~ 

.;' 

."'0, 

~ ,о' ,-,;,:;-Р 

-г ,'-ј }_-. ј" ": "' •. '_ -_,_ О< :,,'. (,/ј Г: \Ј 
- -- ' - \. "'i~ ~ :;; I 2 

(5 '7, ) . , 

>"', ~~ 

! ... ~".:...:~--:.:.~'" 

e~~~:) 
""о .. 

-1"--:', 
-;. '; 

,:'~; ... 
;:" ".' 

{~-,-?:~. 

~~:~J-O~"'~.~~"1..--;;;"';;'~":;; 



0.1. 
:;Ј. 

u jedna6inama(5.18), slobodna energija је funkcija slede6ih 

arr;umenata: 

/'; 

9!~i~/. 

Velicina. ,;;;-. t \ ЈО este . tenzor d.еfоrшасiЈО е, odreden izr<.:"z()rr~: rJ'1 ! 

Sada. је mogu6e redukovati jednacine energije (5.7): 

Ыejednacina (5.17) postaje: 

Б~7""i 
... ·n g..-.:p:;;;ar. 

t.~;y,,,.~ 

t/tf 
Konstitutivna veza za t. pokazuje 

sled.e6ih аrguшепаtа: 

/ 

о 

zavisnost i~te 
-------~~-~~~ 

VeliCiYlc 

ј 

I 
./ 

/ 



С'" 
:/.Ј 

6.1 ОБnоуnе j~~na~ine kret~nja 

N e~ca GU po6etne vrednosti ЬЭ.zni11 vekl~o::ca 
~~ 

1inije vektori оа. .1:ojih ј G ~l е ~': t о :r 

jedini6ni vektor usшегеn du~ 

r.з.асiје bi1a 

uzтr:ешо аа је: 

1i ija o 

~ 

• А ' ~.; 

-":э 

Т М 

Tada -vazi: 

l' 

(\ 
./.::'::'.. . \ 

~/ ё~ .. i 
<7 

~~ 

.-f!!;1. ,:>' 
'" 

~d.r.:1), 

..,.,.u. ..... ;;.;> 
.,.".,., 

је 

....... -й 

toza 
..-:: '1 

ш.аlе vr~d.Eosti yektora рошегаnјз. 1:;~ 

l:laci ј е 
7~ 
~$' nеnа razlike izmedu gornjih i 

"'" 
TaCLa sled.i: 

= -

~"",":;06;;.~ 

3& 

• " ...... 

/ 

/: 

(1:;;. 

i velci:;ore. ёiefor'-' 

. . . ь 
о.О:!1Ј l - i21.d. е ~::oa ~ 

._--

Sledeci uobicaj eni postupak 1ineariza.cij С..Ј ј еdг..аСiП8 j:rCG.'i.:C:,'" 

za prvobitno prav ~tap pi~erno u sledccem vidu: 
,) 

i/ 

f.' / 
... ".0':-. "~:.';' 

....-.. " 
\.>;~ 

" '. 

:: .... 
",) 

~', .' 
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odnosno (4.21) 1 (4.22) daju pasle 

11near1zac1je slede6e veze: 

,.-=: Ј ~ "'1/. ~ (:Ј?Ј 
Uvede~Je уе11с1'1е N ,/V ,17 mozemo napisati kao 

._---, 
fur~kcij е 

sletiec1h genera1i sanih:-·sila:. 

Poredeci s1stem (6.5) i (6.6) dobivarno: 

i .. \ ... 

/ 
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6.2 ~lo~odna e~ergija 

Pri razmatranju linearne teorij€ slobodnu energiju tre-

Ьд precj.stavi ti kao hопюgеnu, kV3.(i.ratl'lU fUIlkcijl.l п.э,.';т с с. С 11iј'l ::i.r·;:;l).--, 

:c:::e~aa ta: 
,~~., 

"'~:" :;;~ 

,~ ... 
,.>"~' ,,>;/~'~7J •. ~:.':";. 

( г;< {;:;;~/ 

izraz za funkcij~slobodne el'~ergij е dоЬiјаnю а,1.со 

zbir kvaclrata s,yih агguшеnаtа лаvаdелih yezorr.. c:::~ .[~,)) i:c::.1ozeci i1: 

рг! -соте вуак! аа Takav izraz za sl.obodnu energiju bi 

Ыо уеота dug i nеЫ ispunjavao potrebne zahteve о invarijantna-

sti рг! koordinatn~m transformacijabla. Ovde 6e~o uuotrebi~i po~-

tupak, koga 5asto эге6ето kоd·А.Е.Gгееn-а et al, gde ае razDatr~-

ји -'саkчi па t erij ali ко ј i ро аейији 080 Ыпе 
'0" ...L.. • -.,1'; 

1{1 .. 11E' vJ...CKe 

ffi&cije IJri РГОТ;;.елi orijantacije kоогdiпз.tnih оэа, O(}:102l',a 'ЈЈ.Ј,Џ'-

-т.; 1-'1 ;f.:>a"l·""'': c'-'ni',.-, ,-elr.l-ora v -!О... Ј'-' '- Ј.Ј..I. _"Ј." ... ~ .... v • 

J?ost:c:vicet-:1.o sada 

tr:.3;.Yls.I'orrд<.ici ј i: 

/ 

~~) 

== /~/'j 
\~, il 

za,titev 
I 

,/ 

za invarijantnozt slobodne 

Г[1pгi;7, r·';,c' -с.)гог.'l''''-nl·tl· ?:.'"'"а',/' -v1' ~~"'·U'·~С.l-tl· '~or' 'K,,':':l'\" O~, -" ........ :.-" .... -
..... '-""\.А._ - r. - - ~ ........... ):ј __ cL~G !.;.l ....... .!. ~ .. Ј. ·"I.. ...... if .LJ. ),.Jt:,. .J.~ .... '.-'.;-;:;.~;~~.,.) . ..: .• '.Jr . .t··~" 

javljuje neparan Ьтој puta. Orijentacija lu6nih koor~in~t~ 
." 

jeste vеz;;ша za orijen·tacj.ja koorciill3.tl1.i:'1 03<::' ~~~'f;;;:'~' 
-'11 l ' , 

'Гс [:.с i;j i, '00 z i t i ynol;~"" оclп:ета'lг.шо 
- __ ~~ 'Ј) 

';)i -vek"cor' &r.:) ооуео (10 pckla}>':ll1ja .. l~T' ј . 

рiзс!..ti: 

','",:" 
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Izraz (6.10) vazi .Jcakod:e i pri sledecoj .JCl~'':'LTi.si'o:'C{;;aciji: 

, 
./ 

veli6ina о( predstavlja obrtanj~ poprecnog presek~ kao krutog 

diskэ. oko prirodnog celltra rotacije. Za pozitiv<"i.rl sше:с rot6..cije 

Ьirашо t'::i.kav ugao о< 

(:' 
~ u sшеru 

nog d.ogovora 

d.i zэ..klјuСаk 

v.gla J:'otacij е 

~ .0 /'}<7 
pozitivne lucne kOOrC!.ll1.ate /;;/,/'<;. ... Ј. J~':a OS:::CY1) 1J.C70,je-­

'( ~.! 
,/ 

О pozitivnoQ smeru rotacije poprecnog prcseka, sle-

da зе рrошеnош zJ:1aka koorclir~ate 

kao i nј 8[;OvOg 

~ Так6 шо~еrnо pisati: 

POB1~ transformacije (6.9), izvesni аrguшеnti slobodne ener~lJe 

шеnјајtt znalc: 

-- .... ;:. 

~;. ~ .. ~/.~-:.~ ";' 

[ 

i 

I 
I 

, ! 

, I 
", 
'1 

I :' ! 
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аГfј:;uшеntе за ргошеnј еniш znаkоПl invarij antne па tГ,::llls.:L'огшасi-' 

Ј' 11 (. ОГ • С). ), ',",'.' '1' О L~: р ,-r. l' l' 'п -, ' " е' ";-'u с, U~ '('ј' 1".1.' О ~ '1 О :.-.; '1' ". '" ,', '. ........ __ _.!. ... - '-' l' \..l......... _ ~.... U.J.. и (.:.;. ...... :1. ....... ' с 

, . 
. ,,;.>., /~.~ 

ii ..... ~~" f.t'::..-C' 6' 
·"v -"/. 

На slican Tlacin raz:2atra:no i transformaciju (б .11) о S2.йа се pro-

шеniti znalc syi argumenti kod kojih зе irlde~(s 2 ројз.v1јuје nера-

ran bro;j puta: 

u izrazu (6.15) zadr~avamo зуе arguucnte ciji зе znaK nije руо-

г:вдiо ,рг! trG.пsf ormac ij i (6.11 )'. Od агguг;~е:rtг. ta ['за рГО~.lе:: Ј (;;':':: .. :: 

- .." .. . 
za(jrZilY~JuCl prl 

bi1E'.cija, 'bu:iuci {lа зв oYde -,...,.,.~ ri -; 
~("..>"""""'" О linearnoj teoriji 
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transformaciju: 

,,- ,.f',",~ 

/' t~~~:i. 
, - / 

Sад.а. се zпэ.k рrОШ8Ј1.i ti svi e1enenti deforIi1C1.C io:::lih '1e1i(:: i не., 

za tелzоr deformacije ako ае indeks 3 pojavi ne~aran broj }ut~, 

za tепzоr torzije i veJ;:tor ,~;:J:.'iyiТle alco 

Ostale velicine, које zavise O ri Ј, 

sledeci llacin: 

... ":_'.~ 
... ;;.,ј 

/ 

Fu.nkсiопаlnа zayisl10st 
••• ::Ј."' 

':";.. 
~~ ... -, 

.' 
f 

Као i u рrесlhоdnоПl sluсз.ји.?' 
"'.. ., 

lICllllcerllO 

Ј....,..,. е п t-"'. "."'"c:'lt l" ~Jne ar""u"" е"'';'" ~ "" е а"""l '.' оЬn';"'" I~'" О i"z ""11 Ј' "'~~ О'" i·'1 ;.:; Ј- .', ",'1 .~ .{ ...• '" _,. . ," б "'" "~UO;;; ;.~ '",_..;:, .Ј. ...I..EL 1l.!..!....,0;;; GlJl v ~J.~ 'џ .с· .... џ . ,",,,,, _~'J:' .:'_ 

t oI~le 

hO""iro ј';1еСиБОЬnО 

;,.' 

,о" 



6.3 Konstitutivne jedn~~ine 

slo"bociY1.a energija ~+- .... 
ovapc~ ... Kako 

nih arguIilena.ta~ 

I 

- ь " 81. О О олэ. 

.;!'" 

/::~ 7 

,;~ ,.;;.:~~~~j 4: .~:: ~~? 

OU(; .. e 

.' Ј ~", 

~~);" 

.f' 
,Ј 

Entro:;Jija ј е ocired:ena kг..о izvod slobodne епеrgiј е ПО .t;:::: ':, .. )e:cг.~c-o.··· 

. . 
'ci.;;' 

...~ 

.. AC~iYi (i~,:;~? 

Kouponente vektora unutra§njih 

---.. 

""""" -

;:-;i .l_ ,_"1. Т)О -r.r;::> ~'Y1 ОР -- ... .!. _~ ............... LJ. С.., 

.Ј 

'. 

__ ~ __ • о' 
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ОСlrеr.liСс[;ю 

эе1са ovih SlL~ se ~&~ifestuje 

"UHaO:~1ike odn6 sno rOElb: 

17'1'4' , iI 
-..... -
--.. -

41 
..... ;::~ 
.т:; 
~ 

c.; •• ~ 
i 

sila ""or.r""XY>o­ј:Ј lJ ,,",,\,..о 1':' б preseka о Ql' е 6:и ј е п::.о 

"~;? 
~'.:i;U 

г. 

,:;'1 ь <:1 ~: " 
·.t(1."7 

f:'t 
.~ {'~ c.~~ {;; ~::=O 

f.\~-a 9 " 'У,:?' О"с 'iJ f?'l tI 
.:;:Q Ј б(f ....... 

.. :ј ." Л' ~'ђ . ,rt 
,'.д;ј _./~ .t'''' ,"~I g 

'С?,? Ј\ "] "" -р 2- ~J' {~Jy i/t"$;/t j/~ 
<;,Ј' 1/ .' 

~ 

.r<J д 

.(;.' '" 
~ <rt7.,J" Р"С: fI"7 ~~ V~ v' 

",."",) 
.J..l. . ..:. ... 

,.. 
yy;~ 

.(ј' 
~.s.:.~ 

":;1 
с ..... 

Os'tu.le yelicine odreduj ето slе,:ј.еСiш izraziTaa: 

,1' 

[;~;E i/' 

"'.\. ii 

'~;:7"P~:J 

",/ ",. 

}:;;i~~~i: 

~. 

'" . 
~;: : .. :"::; l1l ~ 

,,-,,.Ј- ':.<; 

---

~,~: ~~.{~џ:~-~;) 
~ .. 

,,"о; 



.l.C.? 

Potpun 5i~tem јсdnабinQ 

t с::n.lс о z ј .. аn о g tO:r:r.0 Сеп;.о 

kојз. opis s .. -t.i ~ bez ~:: .-, 
c .... r.:-.:.. 

{: 

+...,"' .• 
u ..... l.l.Ja 1110gU izmed:u 

grupa . d ". l' 
Ј е пас lna S1.t:CO Ј а od.red-aj е 

;lOg ve1ctora. 

()~ 

{f} ;~!). ";,'J~? 
o:i' __ ~~ 

(~ ,~ 

.tJi~tl>~ 

'<,...~~~~ 

u. 

. 1' .ј/ 

( 

i!i2 

gX-U'СН.1. 

.. 
со 

,71 

~Э\? 

i~ ~~ •.. ~.;~. 

c':;'i"/ ~~~; ::~,~~ ~ 
;':".:x.~:.::;-~~ 

,::;{k~J: 

,-
рс IJreCllog 

Q 
.. '~ 

{~JJ? 
~'V""~ 

(::.:" .,,: 

:," '.' ~ '4' /:"' 

~'7~·~':~~~'[f:l!~?~г~~.> 
..... :Ј''''' -:.:.;.:,: ~ 

.. ' 
C'~:~ . ~';" . 

~f-ti;;~;;;;~.:fr~ 
w.r--..... ~.~,:;::~ 

,:f/:,Si~' 

C'Yle 

о 

:",ј .. - •. ,---­
... ~,., 

,;: 

" .,; ... ~:': . 

.~ 

~;;;:",.~, :~') _., ,';' 

<:~?/ '(~'·~;/;t:f;:)~.1:)~ 
,.-- ,.;~,!/.,::r:."";;"';'-'::""":"~" 

}: ~. 

,~~:;';.:~;" ~:.;c" 

'''-.. 

('" . 

::,,". . .-,.~ :.',: 
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Poduzna kretanja stapa odreduje grupa jednacina 

i~) ~<:,1~ 
~~~.,!' {:.·;·~~~·:г· т., .., 
--;:;~...::.о:'~.Q·;}r~ 

Ч:{;:,.) 
1~C(p.~· 

·~.7~:, 
Ј! 

ekster~zj_j е: 

,@}~/,;::}::~:/) ј' 
;j~~~'J2""" -",ј' 



~ 
Ј --

је stap 11 pocetnoj 
ћ 

&~ temperaturom 

105 

,-7; 
[;;' 

~;;-­

~~J'22 

konfiguraciji oio 

tada -с.х:еЬа shva ti ti 

s ашо {(-ао promenu Шl.if'оrШј.е -l;er.a:pe:ra-'C1:"xe 
/:-'?., 

~;;~ 

.Pos1ednja grupa jednaciTH;). odreduje 

А 

$i~~;;~~& 
J~= 

'," 

.,,,:.?- ,J-~. .. .. '_: ...... ....:: 

-/ ~ 4(2:9 ii 
''; 

,:.t"'~ .;:"~;,,,;,--:o 

·''-.;..tc.~' (;јЈ,..ј' 

";:) -'-" . 
l\.&.Zc.a vraJUCl ovih pet gr'upa ј е d:r!.ac ina IДОZе.п:С. 

kre.lcanja ne mogu razdvo ј i ti od deplanacioT.Lih .. 

.-.-:--------
-----
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R е z i т е 

u radu ве razrna traju риn! prizrnet ticni stapovi i [~t.Cl.l)OYi ta:'lkir.;. 

ziCl.ova. 

rlill. i poduznill. Pj,>~::>;:;:':a stapa u povrsi N tog rcQ.s ... РТ! tor::s Г:.;:Э 

вуе UkU;~l_st mehanickih velicina, kinсmаtiбkih varijabli ~ ~CD-

i ispisuje jednacina balansa елеrgiје .. Dalji postupak је spro-

уеаеn postavljanjem zahteva da jednacina energije ,nе zuyisi 

оа unifornL.'1ih kretanja хоја Ы stalJ izvrS3.'гао 1:2.0 kгt:tо tiJlo 

Imajuci uvidu generalizaciju ?ionine teoreme 

/19/ i /21/),u оуоте radu је izvrsen роkи.Эај st'&:aranja po·tpu-

··t ~. . a.'~ v .... ,... ~- ... 1 . . у,' .'- ..:...,... .""'\, : . \ ""',,- ....... .: '.~ -;..-; -1- .. -. ~~ (-, -!-nog S~S еШа Је nac~na. pos'vav JanJed Z.J.!lL.Cvc:;..za .l..[,-·,,-~Ј_~.Јс:., . .L,).!,,-,Ј>.-,..,, 

jednacine energije pri visi~ direktorskim kretanji~a.Dobij~ne 

su jednacine kretanja koje nisu sаsviш korektne Ьuдлсi д.<?. S1), 

anu1irane vrednosti t:orzionih роlir:юшеnаtа. Takodje је dobijena -._--

funkcionalna zavisnost вlоЬоаnе energije оа '0-
зи: temperatoura i njenigradijenti, tenzor dеfогц;;.с.iје;, -t;erl?;o:c 

torzije i vektor krivine, promena zakrivljenosti~opre6nih i 

podu~nih pre8eka и funkciji od podu~ne koordinate; 1'- ,. • ..... "-" 

ve1i~ine zakrivljenosti istih preseka~ 1z slobodn~ ~nergije 

ви/ odredj еnе konsti tuti vne ј ednacil1.6 za еn":стор! ј sl(8 "'\;-elic :1.11 с ј_ 

8i1e i momente po:popre~nompreseku, odnosno 

pOc1.uznog preseka o U OViJ~l kor:sti tuti Ynim ј еdnаСirl'Э.ТУ;. _. :1..2.':: О:., ....• 

nti ne zavise od velicina 3Que zalcr"ivlj eI10S"Gj~ 

argum.enata јоэ sаша оа ргошеnе zakrivlj enosti do'L"..z stal)~).o' 

pol -~ ZI; oa.~ Ј' e-i'na x i Ylrl kr c .... '.'·Yl ~ 'С:> -; "'.-"1" со '-'0 .'~ .. """ О"" ", ", о.. _ . Ul..i.1.;; L; _.L ... c: - -- iJ ~ .............. (..1 :"':", ~Ј "-" '.~ ..... ', ....... '- ...... : .... '"., .. '_..... - ,,:- ... .: ~ '. ' .-

•. : .', _о' .,:, ~_'. 
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koj е dopusta izabrani kinematicki moёJ.el stapa, bi·ti ј едnд}с p.uli. t> 

Broj ovako dobijeni'h 'jedn,acina kretanja jeste јсс1паk Ьгоји i\1:t1K-­

cionalnih stepeni slobode kinematickog modela. 

Ova1co d,6bij еп sistem ј eёl .. naci11a kretanja, zaj e<ino за kОУlз·t;i tutiV.СLi:'й 

jednacinama ,odred:enim iz jednacine energije iПV2.гiј;;"!.!lt~йе Y'~a k:r11·i:;г, 

k:s::etanja kao i па visa direktorska kretanja,cine potpun SiS·t;cIТl jE:;('L'-

nacina,za slucaj linearne teorije stapa~Treba nagl~5iti.d~ је u 
I 

svim velicinama ovog sistema ј ednacina zапешаrеп 1Ј.·Сiсэ .. ј za,k:ci ';Tlj c-,~ 

nosti па ve1icine паропа i de:t'orm:':1.cija, dok ве obuhvataju "tltico.j5. 

koje.;i.maju pr,omene ovih~velic.ina,u~<fu11kciji од. POdUZl'H:' koord.i.n.г.·tc .. 

Ovakva 1inearna teorija је рогеае:аа sa linear11011l teorJ.joi::l koj'..1 E~C"~ 

~ешо dobiti po1aze6i od rezultata Gгееп+Nаghdi-јеvоg гааа /18/eU 

pomenutom radu ј е pokazana fU11kcionalna zavisnost slobodne ,е.пel"'g:iј с: 

i od zakri у1ј enosti poprecnih,odhoS110 poduznih presGl·c}. "Н'?'_ZП2г.trэ.ј'L1.6ј. 

linearnu teoriju stapa drugogreda, odreo:ena је роliлошiј аlnг. "Че:зсо:. 

za slobodnu energiju.Pretpostav1jajuci kinet·ick"u. siШеtгiјu TQ.2..te-гi."-

jala,ucinj епа ј е slobodnaenergija invarijantnol1.l па kOOl:·(iir.:.:::,;:t::~.;~' 

tranS'formacije,pa зи odredene konstitutivne уеzе .. l1з.. krajll ~;i":l j_;:c;:j.~., 

sane grupe jednacina,koje odreduju роэеЬnе v-.сs..1с;е.',k:t'еtэдја" 

J?oredenj ет оуа dva potpuna sist ета 1inеаГIlin;Г~dпас ina za S·tаlЈО\Г':';;--·---

drugog reda, zakj lucuj ето da deplanaciona ± eorij э. zаsпе"г;=:'.йе., :r:cЭ. Ј»" 

zul ta tima гааа /18/ odreduj е stanj'ena.pona i defcI'c.D..cij ,,;,: l:.эЈ-:с II 

poprefnim tako i u poduznim presecima stapa. Teorija 

па ј ed.nacil1.ienergij е, invarij antnoj :па deplal1:lciolEL 

oO.reduje stanje rlapona i д.еfогшасiја u poprecYlir:t :;,Ј:С,~;~~".;сiп;.,,-; ('01·:: 

za po(iuzne preseke оЬuhуэ.·tа sa!flO efel(te prvog геја ... c;':Jsle:;c,.:c;j::·. 

·teorija tаkобе zanemaruje uticaj velicine zakrivljenosti popг~5-

nih i podu~nih preseka па stanje парола i deform~cij~. 

moclelu, koji Бет relativnih pO:lieru.nja iobrta.nja })opi~e~SEo:~ Г 1":;;ЗС>:':Ј.:, 



pol~zcci оа jcdnacina 

f\:retal1j а с es·Lice trod.ilue1.'1zionoc kontinuuma. Tretirajuci ;;;уе 

vсliсi:пе кој с fiGurisu u ovim ј ednacinan~a kao sis·teIil ravnote-

inih sila ispisan • .со k t d · .... ·1 .-Је e~e.a га а ~B~~~ S~La па virtual~ih br-

z inаша 0.0 P1.Ast en.ira kinema tickim П10dеlоm. 

Za r:iobijd.nje kOnGtitutiYnih јеdnаСi:СШ., Ј. .. э.zrn; .... tгап је ·ter,floclina-

l:licki sistcm reogo..::icine teJ:npercttura,entropije~, iпt(:rnа Cl'lCri;ija, 

јсil1сшаtiсl<:с va.rijable -! gerLeralisane 5i1e i пюп:еnti "ка\-:о spolj-

нј i;1 tctko i иnи trasnj ih si1<::\.. Primenom prvo[~ zakona. t ermoГiinami-

ke odredena је jednacina balansa energije а ko;i~cienjero druGoc 

zakona tеГLlоdinашikе ј е ispisana Сlаuzills-Duhеш.-оvа J1E:j cd.l1<:!.ko ~)t. 

Utvrd:ena је funkcionalna zavisnost slobodne ener~:;ije od te;;,:lpcra-

ture,tenzora deformacije РОРГССnОб preseka,vcktora krivinc i 

tenzora torzije referent~e li~ije,mere deplanacije i пјеnе ~rG-

топе d.UZ stapa. 

Odredene ви konstitutivne jednacine ра је razmotrena i linearna 

teorija tапkоzidnоg stC:i.pa. Ispisalle БU јеадасi:nе кој\;; O(1.rec5.'ilju 

traIlsferzalna kretanja §tapa, ekstenziona kretanja,torziona kre-

tanja i deplanacionk krctanja ta~aka poprecnog preseka jtapa. 

"----_ .. 

, ' 

" , 



-1f.17 -

1. 

Book Comp,New York,1953. 

/2/ Пићет Р.,..:':.:nl1.0 Ecole :Nоr::10(3),lо,187,1893Ф 

/3/ Совв erat, Theorie ае8 Согрз Dеfогш;";;!.Ыеs, Pd.ris, (Hcr;!1:?::l::~) ,1909. 

/4/ G1..1enter w., Zur Sta.tik und Kinematik nes СоssеГ:r;1.tsсhе:l"Ко:пti-

nuurдs ,i..bh. аег Bl"2,.Unsch\vo ~[iss .Gcs. ,:в~a X,1958o 

/5/ ErJ..·cksen Ј L /j1rl'''''sr< .... ll С "ј:ј'."....,,.,.Ј_ .... h.,."'..,..y .".~ ""+"""""1"",,,.,,,, ~" •• ,..... Ао. t.:; \.L. v . Ј • Ј. ~ и.. ~-" t" u _ _ ... ,,; ..:... V .Ј. :::Ј 'Ј...1- t;:... ..;. ......... 1-> 

a1n 1п rods ~nd shells,Arch. rato иесh.,Vоl о l,NОШо4,1958. 

/6/ Ericksen J.Lo.TransoSoc. Rhеоl.,5(23),19бlо 

/7/ Teupin R9A.,Arch.rat.mech.anal.,1~,85,1964. 

/8/Green,Rivlin,Arch. r~:t .. mech. d.nаl оt 1б,325, i 17,lЈ.3:1964·", 

/9/ Green,Nac;hdi, Rivlin,Int.J • Епепе; 8с10 ,2.,9.1-1-;1965. 

/10/ Green,L<~wR, А G~n;er;;i1 tl1(":ory ФI r("}d.f),rr:)c.r(}Y.:;(H~~., i/o1. 

19660 

Archs ratiQn~ тесћ о апаlуS1s,25,19б? 

/12/ C~hen Н., Int.J .Eng.Sci. ,А nоn-1inеэ.г ;;heory оГ (;1:::- эti.С 

directed сuгvеs,4,196б .. 

/13/ А1;;д В. l'fuitman апа Cctrl N De Silv~.,A dуn;;о.miсэ.l the,)roy СЈ: 

elastic directcd curves, 

/l4/ Suhubi EoS., Оп the founa.:i1.tions 

јЈ oh"'ngng Sci., vОl.б,19б8. 

of the 

/is/ Green ,KI10PS ,La.ws ,Lэ..rgе d~form2. tions ~дa stabi1i ty o:f I')JJ ;:;--

/17/ 

tic rods,Int.Jo 801ids Structures,Vol.4)1968. 

SОС~Ј64,895,19б8. 

"-Ј • , •. , s о Ot· l\.~ЛК:ОVЈ..n , ., Г.,) Э. 

, 
I i 



-11() -

/18/ G:t:'een ,Nае;ћд.i, Non-i~оth~Ј'IТl;1.1 tћеоrу 01' roG.s, :?J.~.tes. ;}Ј.nа зhс1-

Act::t. ИесhаnikOl. 

/2(!)/ Stojanovic R. ,:Duric S." Оп, the: Irte$'~SUref: of str~~.in iп ·ti1~~ 

зiа Mathcm~tic~ 1, 19б8 ф 
" 

ј 21/ Sto ј аnфуi6 R.:, Иесhаniсs ()~ pol;:;>.r cC',.ntjnll~., 01S1'-1, Пdi-rlС'; ~ 19б9 q 

/22/ Tim~sh~nko S .Р. ,Рhi1 .. И:?g .. (Sеr.б) ,41,192Ј. о 

1960. 

_ .. -_."_ •.. -

ј 


