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Óâîä

Õèïåðáîëè÷êà ãåîìåòðèjà ïîçíàòà è êàî ãåîìåòðèjà Áî§àjà-Ëîáà÷åâñêîã
jå íååóêëèäñêà ãåîìåòðèjà ó êîjîj íå âàæè ïåòè Åóêëèäîâ ïîñòóëàò.

Ïîñòóëàò ïàðàëåëíîñòè ó åóêëèäñêîj ãåîìåòðèjè jå åêâèâàëåíòàí òâð¢å»ó
äà ó äâîäèìåíçèîíîì ïðîñòîðó, çà ïðîèçâî§íó ïðàâó l è òà÷êó P êîjà jîj íå
ïðèïàäà, ïîñòîjè òà÷íî jåäíà ïðàâà êîjà ñàäðæè P è íå ñå÷å ïðàâó l. Çà òó
ïðàâó êàæåìî äà jå ïàðàëåëíà ñà l. Ó õèïåðáîëè÷êîj ðàâíè ïîñòîjå áàð äâå
ïðàâå êðîç P êîjå íåìàjó çàjåäíè÷êèõ òà÷àêà ñà l, øòî çíà÷è äà íå âàæè
ïîñòóëàò ïàðàëåëíîñòè.

Ó òðå£îj äåöåíèjè äåâåòíàåñòîã âåêà Íèêîëàj Ëîáà÷åâñêè1 è Jàíîø Áî-
§àj2, íåçàâèñíî jåäàí îä äðóãîã ïðåäëàæó äà ñå òåîðèjà ïàðàëåëíèõ ïðàâèõ
óòåìå§è íà àêñèîìè êîjà íåãèðà ïåòè Åóêëèäîâ ïîñòóëàò. Íàãëàñèìî äà ó
âðåìå íàñòàjà»à òåîðèjå íèñó áèëè ïîçíàòè ìîäåëè õèïåðáîëè÷êå ãåîìåòðè-
jå. Íåìàjó£è ïðåä ñîáîì î÷èãëåäàí ìîäåë êîjè áè ïîäóïðî »èõîâ ïîãëåä íà
îñíîâåãåîìåòðèjå, îíè ñó óñïåëè äà èçãðàäå òåîðèjó êîjà jå, êàêî jå êàñíèjå
ïîêàçàíî, èñòî îíîëèêî ëîãè÷êè âà§àíà êîëèêî è åóêëèäñêà ãåîìåòðèjà.
Îíè ñó êàêî ìëàäè Jàíîø Áî§àj èñòè÷å ó jåäíîì ïèñìó ñâîì îöó, "íè
èç ÷åãà" ñòâîðèëè "jåäàí ñàñâèì íîâè ñâåò". Ïðâè ïóò jå çàñíîâàíà jåäíà
òåîðèjà ó êîjîj ñå íå ìîæå ïîçâàòè íà î÷èãëåäíîñò, çàñíîâàíà jå ãåîìåòðèjà ó
êîjîj ïîñòîjè òà÷êà B è ïðàâà a êîjà jå íå ñàäðæè, òàêâå äà ó »èìà îäðå¢åíîj
ðàâíè ïîñòîjè âèøå îä jåäíå ïðàâå êîjà ñàäðæè B, à ñà ïðàâîì a íåìà
çàjåäíè÷êèõ òà÷àêà.

Èç ãåîìåòðèjñêîã ñâåòà ó êîìå ñå ó ïîòïóíîñòè ìîãëî îñëîíèòè íà èíòóè-
öèjó çàñíîâàíó íà ïðåäñòàâàìà êîjå ñòâàðàjó ÷óëà, çàêîðà÷èëî ñå ó ñâåò êîjè
ïîñòîjè èçâàí äîõâàòà íàøåã èñêóñòâà. Ñòîãà, íèjå èçíåíà¢ójó£å øòî »èõîâå
çàìèñëè íèñó çà »èõîâà æèâîòà äîæèâåëå ïðèçíà»å êîjå èì ïðèïàäà. Ñàìî
jå Ãàóñ3 ðàçóìåî äóáèíó è äàëåêîñåæíîñò »èõîâèõ èäåjà, áóäó£è äà ñó ñå,
ïðåìà »åãîâèì ðå÷èìà, îíå ïîäóäàðàëå ñà »åãîâèì çàìèñëèìà îä êîjèõ jå
íåêå ñíèâàî âèøå îä òðèäåñåò ãîäèíà. Çàíèì§èâî, Ãàóñ jå çíàî çàìèñëè
îáîjèöå çàñíèâà÷à õèïåðáîëè÷êå ãåîìåòðèjå, íî íèjå óïîçíàî íè jåäíîã îä
»èõ ñà ðåçóëòàòèìà äðóãîã. Äî Áî§àjà jå äîñïåëà jåäíà ðàñïðàâà íà íåìà-
÷êîì jåçèêó Íèêîëàjà Ëîáà÷åâñêîã, äîê Ëîáà÷åâñêè íèêàäà íèjå ðàñïðàâ§àî
î ðàäó Jàíîøà Áî§àjà.

Ó îêâèðó åóêëèäñêå ãåîìåòðèjå êîíñòðóèñàíè ñó ìíîãè ìîäåëè êîjè çàäî-
âî§àâàjó àêñèîìå õèïåðáîëè÷êå ãåîìåòðèjå, ÷èìå jå äîêàçàíî äà jå ïåòè
ïîñòóëàò íåçàâèñàí îä îñòàëèõ ïîñòóëàòà. Jåäàí îä íàjïîçíàòèjèõ ìîäåëà
êîíñòðóèñàî jå 1868 ãîäèíå Áåëòðàìè4 èàêî äàíàñ îí íîñè íàçèâ Áåëòðàìè�

1Íèêîëàé Ëîáà÷åâñêèé, 1792-1856, ðóñêè ìàòåìàòè÷àð, ïîñòàâèî jå òåìå§å

íååóêëèäñêå ãåîìåòðèjå
2J�anos Bolyai, 1802-1860, ìà¢àðñêè ìàòåìàòè÷àð, jåäàí îä îñíèâà÷à íååóêëèäñêå

ãåîìåòðèjå.
3Johann Carl Friedrich Gauss, 1777-1855, íåìà÷êè ìàòåìàòè÷àð è íàó÷íèê êîjè jå äàî

çíà÷àjàí äîïðèíîñ ìíîãèì ïî§èìà.
4Eugenio Beltrami, 1835-1900, èòàëèjàíñêè ìàòåìàòè÷àð, ïîçíàò ïî ñâîì ðàäó ó

äèôåðåíöèjàëíîj ãåîìåòðèjè è ìàòåìàòè÷êîj ôèçèöè.
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Êëàjíîâ5 ïðîjåêòèâíè ìîäåë. Òàêî¢å, ÷åñòî ñå êîðèñòå è Ïîåíêàðåîâ6 äèñê
ìîäåë è Ïîåíêàðåîâ ïîëóðàâàíñêè ìîäåë êàî è õèïåðáîëîèäíè ìîäåë. Îáð-
íóòî, ó õèïåðáîëè÷êîì ïðîñòîðó íà îðèñôåðè ñå ðåàëèçójå åóêëèäñêà ãåî-
ìåòðèjà. Çàòî ñó åóêëèäñêà è õèïåðáîëè÷êà òåîðèjà åêâèêîíçèñòåíòíå.

Ó îâîì ðàäó ïðèêàçàí jå jåäàí îä íà÷èíà èçâî¢å»à òðèãîíîìåòðèjñêèõ
ðåëàöèjà êîjå ïîâåçójó ìåðå ñòðàíèöà è óãëîâà òðîóãëîâà õèïåðáîëè÷êå
ðàâíè, èçëîæåí ó ê»èçè [6], Êðàòêèé î÷åðê îñíîâ ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî,
Øèðîêîâà. Ïîñòîjå ìíîãè ðàçëè÷èòè íà÷èíè èçëàãà»à ãåîìåòðèjå, àëè ó
»åíîj ñðæè jå ñèñòåì àêñèîìà íà êîjèìà ñå òà ãåîìåòðèjà çàñíèâà. Çàòî, èàêî
jå òåìà îâîã ðàäà òðèãîíîìåòðèjà õèïåðáîëè÷êå ðàâíè, ïðâî £åìî èçëîæèòè
äèðåêòíå ïîñëåäèöå àêñèîìå Ëîáà÷åâñêîã, çàjåäíè÷êå îñîáèíå è ðàçëèêå
åóêëèäñêå è íååóêëèäñêèõ ãåîìåòðèjà, à çàòèì, ó äðóãîì ïîãëàâ§ó £åìî
èçëîæèòè è íåêà îä êàðàêòåðèñòè÷íèõ ñâîjñòàâà ïðàìåíîâà è åïèöèêàëà
ó õèïåðáîëè÷êîì ïðîñòîðó, à êîjà ñó áèòíà çà äà§à èçâî¢å»à. Çàòèì, ó
òðå£åì ïîãëàâ§ó ïðèêàçójåìî îñîáèíå êîíöåíòðè÷íèõ îðèöèêàëà. ×åòâðòî
è ïåòî ïîãëàâ§å ñó ïîñâå£åíè, ðåäîì, äâåìà áèòíèì ìåòðè÷êèì ðåëàöèjàìà
âåçàíèì çà îðèöèêë è ôóíêöèjó Ëîáà÷åâñêîã. Ó øåñòîì è ñåäìîì ïîãëàâ§ó
èçâåäåíå ñó òðèãîíîìåòðèjñêå ðåëàöèjå òðîóãëîâà, à çàòèì, ó îñìîì è òðèãî-
íîìåòðèjñêå ðåëàöèjå âåçàíå çà Ëàìáåðòîâ7 ÷åòâîðîóãàî. Íà êðàjó, ó äåâåòîì
ïîãëàâ§ó äàjåìî è ãåîìåòðèjñêó èíòåðïðåòàöèjó ïàðàìåòðà êðèâèíå k õèïåð-
áîëè÷êå ðàâíè.

Èëóñòðàöèjå ñó ðà¢åíå ó ñîôòâåðó Autocad.

5Felix Klein, 1849-1925, íåìà÷êè ìàòåìàòè÷àð, ïîçíàò ïî ñâîì ðàäó íà òåîðèjè ãðóïà,

êîìïëåêñíîj àíàëèçè, íååóêëèäñêîj ãåîìåòðèjè, êàî è íà âåçè èçìå£ó ãåîìåòðèjå è òîðèjå

ãðóïà.
6Henri Poincar�e, 1854-1912, ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð, òåîðèjñêè ôèçè÷àð, èíæå»åð è

ôèëîçîô ìàòåìàòèêå.
7Johann Heinrich Lambert, 1728� 1777, øâàjöàðñêè ìàòåìàòè÷àð, ôèçè÷àð, ôèëîçîô è

àñòðîíîì. Ïîçíàò jå ïî äîêàçèâà»ó èðàöèîíàëíîñòè π. Ó »åãîâó ÷àñò jåäàí àñòåðîèä jå

íàçâàí Ëàìáåðòà 187.
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1 Àêñèîìà Ëîáà÷åâñêîã è »åíå ïîñëåäèöå

Òåðìèí íååóêëèäñêà ãåîìåòðèjà îáóõâàòà ñâå ãåîìåòðèjå ó êîjèìà íå
âàæè íåêà îä àêñèìà åóêëèäñêå ãåîìåòðèjå, ìå¢ó »èìà íàjâèøå ïàæ»å ñå
ïîñâå£ójå îíèìà ó êîjèìà íå âàæè V Åóêëèäîâ ïîñòóëàò ïî êîìå ñå äâå ïðàâå
jåäíå ðàâíè êîjå ñåêó òðå£ó ïîä ñàãëàñíèì óãëîâèìà, ÷èjè jå çáèð ìà»è îä
îïðóæåíîã, ñåêó ñà èñòå ñòðàíå ñå÷èöå ñà êîjå jå è ïàð ñàãëàñíèõ óãëîâà.

Ó àïñîëóòíîj ãåîìåòðèjè, îäíîñíî îíîj ó êîjîj âàæå ïðâå ÷åòèðè ãðóïå
àêñèîìà (àêñèîìå èíöèäåíöèjå, ðàñïîðåäà, ïîäóäàðíîñòè è íåïðåêèäíîñòè),
èñêàçè Ïëåjôåðîâå8 àêñèîìå è ïåòîã Åóêëèäîâîã ïîñòóëàòà ñó åêâèâàëåíòíè,
ïî »èìà çà ïðîèçâî§íó ïðàâó è òà÷êó âàí »å ó »èìà îäðå¢åíîj ðàâíè
ïîñòîjè òà÷íî jåäíà ïðàâà èíöèäåíòíà ñà äàòîì òà÷êîì è äèñjóíêòíà ñà
äàòîì ïðàâîì. Íåãàöèjà îâîã òâð¢å»à ñå ìîæå ðàçäâîjèòè ó äâà ñëó÷àjà,
îíàj êàäà íå ïîñòîjè íèjåäíà òàêâà ïðàâà è êàäà èõ èìà áàð äâå. Ó ïðâîì
ñëó÷àjó äîáèjåíà ãåîìåòðèjà íàçèâà ñå åëèïòè÷êîì è ó »îj íå âàæå ñâå
àêñèîìå àïñîëóòíå ðàâíè, jîø jåäíà îä çíà÷àjíèõ ðàçëèêà, ïîðåä Ïëåjôåðîâå
àêñèîìå jå òà äà ðåëàöèjà ½èçìå¢ó� êîjà ñå îäíîñè íà òðè êîëèíåàðíå òà÷êå
ìîðà áèòè çàìå»åíà ðåëàöèjîì ðàñïîðåäà ÷åòèðè êîëèíåàðíå òà÷êå.

Çàïðàâî, jåäíà îä ïîñëåäèöà àêñèîìà àïñîëóòíå ðàâíè jå äà ïîñòîjå êîì-
ïëàíàðíå è äèñjóíêòíå ïðàâå, îäíîñíî çà äàòó òà÷êó è ïðàâó êîjà jå íå
ñàäðæè ïîñòîjè áàð jåäíà ïðàâà ó òîj ðàâíè èíöèäåíòíà ñà òîì òà÷êîì è
äèñjóíêòíà ñà äàòîì ïðàâîì. Ñàäà jå íåãàöèjà Ïëåjôåðîâå àêñèîìå ñëåäå£à

Àêñèîìà Ëîáà÷åâñêîã Çà äàòó òà÷êó A è ïðàâó p êîjà jå íå ñàäðæè, ó
ðàâíè »èìà îäðå¢åíîj ïîñòîjå áàð äâå ïðàâå êîjå ñàäðæå òà÷êó A è íå ñåêó
äàòó ïðàâó p.

Ãåîìåòðèjà èçãðà¢åíà íà àêñèîìàìà àïñîëóòíå ãåîìåòðèjå è íà àêñèîìè
Ëîáà÷åâñêîã jå õèïåðáîëè÷êà ãåîìåòðèjà. Ñ îáçèðîì äà ñå îä ñèñòåìà àêñèî-
ìà åóêëèäñêå ãåîìåòðèjå îâàj ñèñòåì ðàçëèêójå ó jåäíîj àêñèîìè, îâå äâå
ãåîìåòðèjå ñó ó ìíîãèì ïîãëåäèìà âåîìà ñëè÷íå. Ó íàñòàâêó £åìî óêàçàòè
íà íåêå îä »èõîâèõ ñïåöèôè÷íèõ ðàçëèêà.

Àêî ñó a è b äâå ïðàâå jåäíå ðàâíè êîjå ñå ñåêó ó A, à äèñjóíêòíå ñó
ñà ïðàâîì p, òàäà ïðàâà p ïðèïàäà jåäíîì îä ÷åòèðè óãëà íà êîjå ïðàâå a
è b ðàçëàæó ðàâàí. Òàäà ñó è ñâå ïðàâå èíöèäåíòíå ñà A êîjå ïðèïàäàjó
ïàðó óíàêðñíèõ óãëîâà êîjèìà íå ïðèïàäà p òàêî¢å äèñjóíêòíå ñà p, îäíîñíî
ïðàâèõ êðîç A êîjå íå ñåêó p èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî. Ïîìî£ó Äåäåêèíäîâå
àêñèîìå ïîêàæå ñå äà ìå¢ó »èìà ïîñòîjå äâå ïðàâå m è n, òàêâå äà ñâå
îñòàëå ïðèïàäàjó ïàðó óíàêðñíèõ óãëîâà êîjå îäðå¢ójó m è n êîjèìà íå
ïðèïàäà p. Çàòî £å ñâàêà ïðàâà êðîç A êîjà ïðèïàäà ïðåîñòàëîì ïàðó
óíàêðñíèõ óãëîâà ñå£è p. Çà ïðàâå m è n êàæåìî äà ñó ïàðàëåëíå p. Îâà
ðåëàöèjà î÷èãëåäíî íèjå òðàíçèòèâíà jåð ñå m è n ñåêó. Ìå¢óòèì, ðåëàöèjà
ïàðàëåëíîñòè äåôèíèñàíà àíàëîãíî íà ñêóïó ïîëóïðàâèõ jåñòå òðàíçèòèâíà.
Äâå ïàðàëåëíå ïðàâå ñå áåñêîíà÷íî ïðèáëèæàâàjó jåäíà äðóãîj ó ñìåðó

8John Playfair, 1748� 1819, øêîòñêè íàó÷íèê, ìàòåìàòè÷àð è ïðîôåñîð ïðèðîäíå

ôèëîçîôèjå íà Óíèâåðçèòåòó ó Åäèíáóðãó.
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ïàðàëåëíîñòè, ìîæåìî çàìèø§àòè äà ñå ñåêó ó áåñêîíà÷íî äàëåêîj òà÷êè
(âèäåòè [3] è [4]).
Íåêà jå B ïîäíîæjå íîðìàëå èç òà÷êå A íà p. Òàäà ñó óãëîâè êîjå AB
çàêëàïà ñà m è n ïîäóäàðíè è îøòðè è íàçèâàjó ñå óãëîâèìà ïàðàëåëíîñòè
çà äóæ AB. Óãëîâè ïàðàëåëíîñòè ñó ó îïøòåì ñëó÷àjó ðàçëè÷èòè, çà
ðàçíå äóæè. Äâåìà ïîäóäàðíèì äóæèìà îäãîâàðà èñòè óãàî ïàðàëåëíîñòè.
Ôóíêöèjà êîjà äóæèìà ïðèäðóæójå »èõîâ óãàî ïàðàëåëíîñòè íàçèâà ñå
ôóíêöèjîì Ëîáà÷åâñêîã è îçíà÷àâà ñà Π. Ôóíêöèjà Ëîáà÷åâñêîã jå ìîíîòîíî

îïàäàjó£à, êàäà ìåðà äóæè òåæè íóëè, âðåäíîñò ôóíêöèjå òåæè
π

2
, à êàäà

ìåðà äóæè òåæè áåñêîíà÷íîñòè, âðåäíîñò ôóíêöèjå òåæè íóëè. Òàêî¢å, çà
ñâàêè îøòàð óãàî õèïåðáîëè÷êå ðàâíè ïîñòîjè ïðàâà îðòîãîíàëíà íà jåäíîì
»åãîâîì êðàêó êîjà íå ñå÷å »åãîâ äðóãè êðàê.

Ñë. 1.1

Çà äâå êîìïëàíàðíå ïðàâå êîjå ñå íå ñåêó íèòè ñó ïàðàëåëíå êàæåìî
äà ñó õèïåðïàðàëåëíå. Íè îâà ðåëàöèjà íèjå òðàíçèòèâíà. Çà ñâàêå äâå
õèïåðïàðàëåëíå ïðàâå ïîñòîjè òà÷íî jåäíà çàjåäíè÷êà íîðìàëà. Àêî èõ îíà
ñå÷å ó òà÷êàìà K è L, òàäà ñó K è L äâå íàjáëèæå òà÷êå îâèõ ïðàâèõ,
ðàñòîjà»å òà÷àêà îâèõ ïðàâèõ jå ñâå âå£å êàêî ñå óäà§ójåìî îä K è L,
îäíîñíî ìîæåìî ðå£è äà ñå, êàêî ñå êðå£åìî êà áåñêîíà÷íîñòè, ñà jåäíå èëè
ñà äðóãå ñòðàíå ïðàâå KL, õèïåðïàðàëåëíå ïðàâå jåäíà îä äðóãå óäà§ójó.

Ïîêóøàâàjó£è äà ïîêàæå äà jå õèïåðáîëè÷êà ãåîìåòðèjà íåêîíçèñòåíòíà
Ëåæàíäð9 jå ïîêàçàî äà çáèð óãëîâà òðîóãëà àïñîëóòíå ðàâíè íèjå âå£è
îä îïðóæåíîã óãëà, çàòèì, äà jå òàj çáèð èëè êîä ñâèõ òðîóãëîâà jåäíàê
îïðóæåíîì óãëó èëè íå ïîñòîjè òðîóãàî ñà òàêâèì çáèðîì. Òàêî¢å jå ïîêàçàî
äà jå çáèð óíóòðàø»èõ óãëîâà êîä jåäíîã (à ñàìèì òèì êîä ñâèõ òðîóãëîâà)
jåäíàê îïðóæåíîì óãëó àêî è ñàìî àêî âàæè Ïëåjôåðîâà àêñèîìà. Äàêëå,
çáèð óãëîâà ïðîèçâî§íîã òðîóãëà õèïåðáîëè÷êå ðàâíè jå ìà»è îä π. Ó

9Adrien-Marie Legendre, 1752 � 1833, ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð. Çíà÷àjíî jå äîïðèíåî

íà ïî§èìà ñòàòèñòèêå, òåîðèjå áðîjåâà, àïñòðàêòíå àëãåáðå è ìàòåìàòè÷êå àíàëèçå.
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îïøòåì ñëó÷àjó äâà ðàçíà òðîóãëà èìàjó è ðàçëè÷èò çáèð óíóòðàø»èõ
óãëîâà. Ëàêî jå çàê§ó÷èòè äà jå çáèð óíóòðàø»èõ óãëîâà ïðîèçâî§íîã
ïðîñòîã, ðàâíîã n-òîóãëà ìà»è îä (n− 2)π.

×åòâîðîóãàî ñà òðè ïðàâà óãëà íàçèâà ñå Ëàìáåðòîâèì, è ó õèïåðáîëè÷êîj
ðàâíè »åãîâ ÷åòâðòè óãàî jå òàäà î÷èãëåäíî îøòàð. Ñàêåðèjåâ10 ÷åòâîðî-
óãàî ABCD èìà äâà ñóñåäíà óãëà ïðàâà, ∠A = ∠B = π/2, à áî÷íå ñòðàíå AD
è BC ñó ïîäóäàðíå. Äèðåêòíà ïîñëåäèöà jå äà ñó òàäà è óãëîâè ó òà÷êàìà
C è D ïîäóäàðíè, è ó õèïåðáîëè÷êîj ãåîìåòðèjè ìîðàjó áèòè îøòðè äîê jå
ñòðàíèöà CD âå£à îä îñíîâèöå AB.

10Giovanni Girolamo Saccheri, 1667- 1733, èòàëèjàíñêè ìàòåìàòè÷àð, ñâåøòåíèê è

ôèëîçîô. Ñàêåðèjåâ ÷åòâîðîóãàî jå äîáèî íàçèâ ïî »åìó.
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2 Ïðàìåíîâè è ñíîïîâè ïðàâèõ, åïèöèêëè è

åïèñôåðå

Ó äà§åì ðàäó, ïðè èçâî¢å»ó òðèãîíîìåòðèjñêèõ jåäíàêîñòè, ÷åñòî £åìî
êîðèñòèòè îñîáèíå ïàðàëåëíèõ ïðàâèõ õèïåðáîëè÷êå ðàâíè, êàî è îðèöèêàëà
è îðèñôåðà. Çàòî ó îâîì ïîãëàâ§ó ïîñåáíó ïàæ»ó ïîñâå£ójåìî ïðàìåíîâèìà
è ñíîïîâèìà ïðàâèõ, êàî è êðèâàìà è ïîâðøèìà êîjå ñå ïîìî£ó »èõ ãåíåðèøó.

Äåôèíèöèjà 2.1 Ìàêñèìàëàí ñêóï ñâèõ ïðàâèõ íåêå ðàâíè òàêâèõ äà çà
ñâàêå òðè ïðàâå a, b, c èç òîã ñêóïà âàæè äà jå êîìïîçèöèjà îñíèõ ðåôëåêñèjà
Sc ◦ Sb ◦ Sa òàêî¢å îñíà ðåôëåêñèjà jå ïðàìåí ïðàâèõ.

Ñâàêè ïðàìåí jå íà jåäèíñòâåí íà÷èí îäðå¢åí ñà äâå ñâîjå ðàçëè÷èòå
ïðàâå.

Äåôèíèöèjà 2.2 Íåêà jå χ ïðàìåí ïðàâèõ è X ïðîèçâî§íà òà÷êà ðàâíè
òîã ïðàìåíà êîjà íå ïðèïàäà ñâèì ïðàâàìà òîã ïðàìåíà. Ñêóï ñâèõ òà÷àêà
òå ðàâíè îñíîñèìåòðè÷íèõ òà÷êè X ó îäíîñó íà ïðàâå ïðàìåíà χ çîâå ñå
åïèöèêë.

Ñâàêè åïèöèêë jå îäðå¢åí íà jåäèíñòâåí íà÷èí ïðàìåíîì è jåäíîì ñâîjîì
òà÷êîì, àëè òàêî¢å è ñà òðè ñâîjå ðàçëè÷èòå òà÷êå. Ïðàâå ïðàìåíà ñå
íåêàäà è íàçèâàjó îñàìà òîã åïèöèêëà. Ïðàâà êîjà ñàäðæè òà÷êó åïèöèêëà
è îðòîãîíàëíà jå íà îñó åïèöèêëà ó òîj òà÷êè íàçèâà ñå òàíãåíòîì åïèöèêëà.
Òàíãåíòà è íåëèíåàðíè åïèöèêë èìàjó çàjåäíè÷êó òà÷íî jåäíó òà÷êó, à ñâå
îñòàëå òà÷êå åïèöèêëà íàëàçå ñå ñà èñòå ñòðàíå òàíãåíòå.

Ó åóêëèäñêîj ðàâíè ðàçëèêójåìî äâà âèäà ïðàìåíîâà ïðàâèõ è òî:
1. ïðàìåí êîíêóðåíòíèõ ïðàâèõ, òj. ïðàâèõ êîjå ñå ñåêó ó jåäíîj òà÷êè,
ñðåäèøòó òîã ïðàìåíà
2. ïðàìåí ïàðàëåëíèõ ïðàâèõ, òj. ïðàâèõ îðòîãîíàëíèõ íà íåêó ôèêñèðà-

íó ïðàâó.

Åïèöèêëè êîjè îäãîâàðàjó îâèì ïðàìåíîâèìà åóêëèäñêå ðàâíè ñó ðåäîì
êðóã è ïðàâà.

Ó õèïåðáîëè÷êîj ðàâíè ïîñòîjå òðè ðàçëè÷èòà âèäà ïðàìåíîâà ïðàâèõ è
òî:

1. ïðàìåí êîíêóðåíòíèõ ïðàâèõ, òj. ïðàâèõ êîjå ñå ñåêó ó jåäíîj òà÷êè,
ñðåäèøòó òîã ïðàìåíà; òàêàâ ïðàìåí íàçèâàìî åïèöèêëè÷íèì.
2. ïðàìåí ïðàâèõ êîjå ñó ïàðàëåëíå ñà íåêîì ïðàâîì s, ó òîì ñëó÷àjó
ïðàâó s íàçèâàìî îñîì òîã ïðàìåíà, à ñàì ïðàìåí ïàðàáîëè÷êèì. Ïàðà-

ëåëíå ïðàâå ñå jåäíà äðóãîj áåñêîíà÷íî ïðèáëèæàâàjó ïà ìîæåìî ñìàòðàòè
è äà ñå ñåêó ó áåñêîíà÷íîj òà÷êè.

3. ïðàìåí õèïåðïàðàëåëíèõ ïðàâèõ, óïðàâíèõ íà jåäíîj èñòîj ïðàâîj n,
ó òîì ñëó÷àjó ïðàâó n íàçèâàìî îñîì òîã ïðàìåíà, à ñàì ïðàìåí õèïåð-
áîëè÷êèì.
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Ñëè÷íî êàî è ó åóêëèäñêîì ñëó÷àjó åïèöèêë êîjè îäãîâàðà êîíêóðåíòíîì
ïðàìåíó íàçèâà ñå êðóã, à öåíòàð ïðàìåíà jå ójåäíî è öåíòàð êðóãà (âèäåòè
[5]). Àêî jå ó ïèòà»ó ïðàìåí õèïåðïàðàëåëíèõ ïðàâèõ, îäãîâàðàjó£è åïè-
öèêë jå åêâèäèñòàíòà, êðèâà êîjó ÷èíå òà÷êå ïîäjåäíàêî óäà§åíå îä îñíîâèöå
ïðàìåíà, êîjà jå ójåäíî è îñíîâèöà åêâèäèñòàíòå. Ðàñòîjà»å òà÷àêà åêâè-
äèñòàíòå îä îñíîâèöå çîâåìî âèñèíîì åêâèäèñòàíòå. Åêâèäèñòàíòà jå ïðàâà
àêî è ñàìî àêî jå »åíà âèñèíà íóëà. Àêî jå ó ïèòà»ó ïàðàáîëè÷êè ïðàìåí
ïðàâèõ, îäãîâàðàjó£è åïèöèêë íàçèâà ñå îðèöèêë. Àêî ñìàòðàìî äà ñå
ïàðàëåëíå ïðàâå ñåêó ó áåñêîíà÷íîj òà÷êè ìîæåìî ñìàòðàòè è äà jå îðèöèêë
ñïåöèjàëíè ñëó÷àj êðóãà ÷èjè jå öåíòàð áåñêîíà÷íà òà÷êà. Îðèöèêë íèjå
ëèíåàðàí ñêóï.

Äîêàçà£åìî íåêîëèêî òâð¢å»à êîjà ïîjàø»àâàjó ðåëàöèjå ìå¢ó ïàðàáîëè-
÷êèì ïðàìåíîâèìà è îðèöèêëèìà.

Òåîðåìà 2.1 Ïîñòîjè jåäèíñòâåíà ïðàâà êîjà ïðèïàäà äâàìà ðàçíèì ïàðà-
áîëè÷êèì ïðàìåíîâèìà.

Äîêàç: Äîêàæèìî ïðâî åãçèñòåíöèjó. Íåêà jå X ïðîèçâî§íà òà÷êà ðàâíè è
p è q ïîëóïðàâå ñà òåìåíîì X êîjå ñó ïàðàëåëíå ïðàâàìà òèõ ïàðàáîëè÷êèõ
ïðàìåíîâà. Óêîëèêî ñó p è q äâå ðàçíå ïîëóïðàâå èñòå ïðàâå ïðîíàøëè
ñìî ïðàâó êîjà èñïó»àâà òðàæåíè óñëîâ. Àêî ñó ó ïèòà»ó íåêîëèíåàðíå
ïîëóïðàâå, íåêà jå s áèñåêòðèñà êîíâåêñíîã óãëà îäðå¢åíîã ïîëóïðàâàìà
p è q. Ïîñòîjè jåäèíñòâåíà ïðàâà îðòîãîíàëíà íà s è ïàðàëåëíà ñà p, à
òàäà jå îíà ïàðàëåëíà è ñà q, òå ïðèïàäà è ïàðàáîëè÷êèì ïðàìåíîâèìà.
Jåäèíñòâåíîñò ñëåäè èç ÷è»åíèöå äà jå ïðàìåí îäðå¢åí ñà äâå ñâîjå ïðàâå,
òå àêî áè ïîñòîjàëå äâå ðàçíå ïðàâå êîjå ïðèïàäàjó ïðàìåíîâèìà, ïðàìåíîâè
áè ñå ïîêëàïàëè.

Òåîðåìà 2.2 Òðàíñëàöèjîì äóæ ïðàâå ïàðàáîëè÷êîã ïðàìåíà, òàj ïðàìåí
ñå ñëèêà ó ñåáå.

Äîêàç: Òðàíñëàöèjà jå êîìïîçèöèjà äâå îñíå ðåôëåêñèjå Sq ◦ Sp ãäå ñó
îñå p è q óïðàâíå íà äàòîj ïðàâîj a. Íåêà ñó a1 è a2 äâå êîìïëåìåíòíå
ïîëóïðàâå ïðàâå a è íåêà jå äàòè ïðàìåí, ïðàìåí ïðàâèõ ïàðàëåëíèõ ñà a1.
Ïðîèçâî§íà ïðàâà ïàðàëåëíà a1 ñå ñèìåòðèjîì Sp ñëèêà ó ïðàâó ïàðàëåëíó
ïîëóïðàâîj a2, à çàòèì ñèìåòðèjîì Sq ó ïðàâó ïàðàëåëíó ïîíîâî ïîëóïðàâîj
a1. Îäàâäå äèðåêòíî ñëåäè äîêàç.

Òåîðåìà 2.3 Ñâàêà äâà îðèöèêëà ñó ïîäóäàðíè ëèêîâè.

Äîêàç: Íåêà ñó ïðâî îðèöèêëè ãåíåðèñàíè èñòèì ïàðàáîëè÷êèì ïðàìåíîì
è íåêà jå s áèëî êîjà ïðàâà òîã ïðàìåíà, îäíîñíî áèëî êîjà »èõîâà çàjåäíè÷êà
îñà. Àêî s ñå÷å îâå îðèöèêëå ó òà÷êàìà A è B íà îñíîâó Òåîðåìå 2.2 ñëåäè
äà ñå òðàíñëàöèjîì τAB jåäàí ïðàìåí ñëèêà ó äðóãè, òà÷êà A ó òà÷êó B,
à êàêî jå åïèöèêë jåäèíñòâåíî îäðå¢åí ïðàìåíîì è jåäíîì ñâîjîì òà÷êîì,
jåäàí îðèöèêë ñå ñëèêà ó äðóãè.
Àêî äâà ðàçëè÷èòà ïðàìåíà ãåíåðèøó îâå îðèöèêëå, òàäà íà îñíîâó Òåîðåìå
2.1 ïîñòîjè òà÷íî jåäíà çàjåäíè÷êà ïðàâà òà äâà ïðàìåíà, îçíà÷èìî jå s. Àêî
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îíà ñå÷å îðèöèêëå ó òà÷êàìà A è B, íåêà jå n ìåäèjàòðèñà äóæè AB. Òàäà
ñå îñíîì ðåôëåêñèjîì Sn jåäàí ïðàìåí ñëèêà ó äðóãè, êàî è jåäàí îðèöèêë
ó äðóãè.

Äåôèíèöèjà 2.3 Ñíîï ïðàâèõ jå ìàêñèìàëíè ñêóï ñâèõ ïðàâèõ ó ïðîñòîðó
òàêâèõ äà ñó ñâàêå äâå ïðàâå òîã ñêóïà êîìïëàíàðíå, äîê ñâå ïðàâå òîã ñêóïà
íèñó ó jåäíîj ðàâíè.

Ñâå ïðàâå jåäíîã ñíîïà êîjå ïðèïàäàjó äàòîj ðàâíè ÷èíå ïðàìåí ïðàâèõ
òå ðàâíè. Ñâàêè ñíîï jå è jåäèíñòâåíî îäðå¢åí ñà áèëî êîjå äâå ñâîjå ïðàâå.

Äåôèíèöèjà 2.4 Íåêà jå Ξ ñíîï ïðàâèõ è X òà÷êà êîjà íå ïðèïàäà ñâèì
ïðàâàìà òîã ñíîïà. Ñêóï ñâèõ òà÷àêà ïðîñòîðà îñíîñèìåòðè÷íèõX ó îäíîñó
íà ïðàâå òîã ñíîïà íàçèâàìî åïèñôåðîì, à ïðàâå òîã ñíîïà îñàìà åïèñôåðå.

Ó åóêëèäñêîì ïðîñòîðó ïîñòîjå äâà òèïà ñíîïîâà ïðàâèõ è òî:
1. ñíîï êîíêóðåíòíèõ ïðàâèõ, òj. ïðàâèõ êîjå ñå ñåêó ó jåäíîj òà÷êè,
ñðåäèøòó òîã ñíîïà
2. ñíîï ïàðàëåëíèõ ïðàâèõ, òj. ïðàâèõ îðòîãîíàëíèõ íà íåêó ôèêñèðà-

íó ðàâàí.

Åïèñôåðå êîjè îäãîâàðàjó îâèì ñíîïîâèìà åóêëèäñêîã ïðîñòîðà ñó ñôåðå
è ðàâíè.

Ó õèïåðáîëè÷êîì ïðîñòîðó, ïîñòîjå òðè òèïà ñíîïîâà ïðàâèõ è òî:
1. ñíîï êîíêóðåíòíèõ ïðàâèõ, òj. ïðàâèõ êîjå ñå ñåêó ó jåäíîj òà÷êè,

êîjè jîø íàçèâàìî åëèïòè÷êèì.
2. ñíîï õèïåðïàðàëåëíèõ ïðàâèõ, îäíîñíî îíèõ êîjå ñó óïðàâíå íà çàäàòîj

ðàâíè, êîjó íàçèâàìî îñíîâîì òîã ñíîïà, à ñàì ñíîï õèïåðáîëè÷êèì.
3. ñíîï ïàðàëåëíèõ ïðàâèõ, êîjè íàçèâàìî ïàðàáîëè÷êèì.

Åïèñôåðå õèïåðáîëè÷êîã ïðîñòîðà êîjå ðåäîì îäãîâàðàjó îâèì ñíîïî-
âèìà ñó ñôåðà, åêâèäèñòàíòíà ïîâðø è îðèñôåðà. Åêâèäèñòàíòíó ïîâðø
÷èíå òà÷êå ïîäjåäíàêî óäà§åíå îä îñíîâå îäãîâàðàjó£åã õèïåðáîëè÷êîã ñíî-
ïà. Åêâèäèñòàíòíà ïîâðø jå ðàâàí àêî è ñàìî àêî jå »åíà âèñèíà íóëà. Îðè-
ñôåðó ñìàòðàìî ãðàíè÷íèì ñëó÷àjåì ñôåðå, êàäà jå »åí öåíòàð áåñêîíà÷íî
äàëåêà òà÷êà ó êîjîj ñå ñåêó ïðàâå òîã ïàðàáîëè÷êîã ïðàìåíà.

Íåïðàçíè ïðåñåê åïèñôåðå è ðàâíè jå åïèöèêë. Àêî ðàâàí, ïðè òîì,
ñàäðæè íåêó îä ïðàâèõ ñíîïà êîjè ãåíåðèøå åïèñôåðó òàäà jå ïðåñåê åïèñôå-
ðå è ðàâíè ðåäîì êðóã, åêâèäèñòàíòà, îäíîñíî, îðèöèêë, àêî jå åïèñôåðà
ñôåðà, åêâèäèñòàíòíà ïîâðø, îäíîñíî, îðèñôåðà.

Ñëè÷íî êàî è ó ñëó÷àjó îðèöèêàëà, ìîæå ñå ïîêàçàòè äà ñó ñâàêå äâå
îðèñôåðå ìå¢óñîáíî ïîäóäàðíå. Ïîñìàòðàjìî îðèöèêëå íà ñôåðè êîjè ñå
äîáèjàjó êàî ïðåñåöè îðèñôåðå è ðàâíè êîjå ñàäðæå ïðàâå ïàðàáîëè÷êîã
ñíîïà êîjè ãåíåðèøå òó îðèñôåðó. Äåôèíèøèìî äà jå òà÷êà A èçìå¢ó
òà÷àêà B è C óêîëèêî ïðèïàäà ëóêó îðèöèêëà BC. Òàêî¢å, ñìàòðàìî äà
jå ïàð òà÷àêà (A,B) ïîäóäàðàí ïàðó òà÷àêà (C,D) àêî ïîñòîjè èçîìåòðèjà
õèïåðáîëè÷êîã ïðîñòîðà êîjà ñëèêà îðèñôåðó ó ñåáå, à êîjà ñëèêà jåäàí ïàð
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òà÷àêà ó äðóãè. Àêî ñâå òà÷êå îðèñôåðå ñìàòðàìî òà÷êàìà íîâîã ìîäåëà
ãåîìåòðèjå, à ñêóï îâèõ îðèöèêàëà ñêóïîì ïðàâèõ òîã ìîäåëà, òàäà îâà äâà
ñêóïà è ïðåòõîäíî äåôèíèñàíå äâå ðåëàöèjå çàäîâî§àâàjó àêñèîìå åóêëèäñêå
ãåîìåòðèjå ðàâíè, îäíîñíî âàæè ñëåäå£à òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.4 Íà îðèñôåðè ñå ðåàëèçójå åóêëèäñêà ãåîìåòðèjà.
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3 Êîíöåíòðè÷íè îðèöèêëè è »èõîâå îñîáèíå

Îñîáèíå îðèöèêàëà èìàjó âàæíó óëîãó ó èçâî¢å»ó òðèãîíîìåòðèjñêèõ
ðåëàöèjà õèïåðáîëè÷êå ãåîìåòðèjå. Îâäå £åìî ïðèêàçàòè íåêå îä »èõ.

Äåôèíèöèjà 3.1 Äâà ðàçíà îðèöèêëà êîjè îäãîâàðàjó èñòîì ïðàìåíó ïðà-
âèõ íàçèâàìî êîíöåíòðè÷íèì èëè ïàðàëåëíèì.

Òåîðåìà 3.1 Îäíîñ ëóêîâà äâàjó êîíöåíòðè÷íèõ îðèöèêàëà êîjè ñå íàëàçå
èçìå¢ó äâåjó îñà òèõ îðèöèêàëà íå çàâèñå îä âåëè÷èíå òèõ ëóêîâà, âå£ ñàìî
îä îäñòîjà»à èçìå¢ó òèõ îðèöèêàëà.

Äîêàç:

Ñë. 3.1

Íåêà òðè îñå a,b,c äâàjó êîíöåíòðè÷íèõ îðèöèêàëà h è h′ ñåêó îðèöèêë
h ó òà÷êàìà A, B, C è îðèöèêë h′ ó òà÷êàìà A′, B′, C ′

Ïðåòïîñòàâèìî íàjïðå äà ñó ëóêîâè AB è AC oðèöèêëà h ñàìåð§èâè,
íåêà jå »èõîâà çàjåäíè÷êà ìåðà m ïóòà ñàäðæàíà ó ëóêó AB, à ó ëóêó
AC ñàäðæàíà n ïóòà. Ñèìåòðèjîì ó îäíîñó íà îñó îðèöèêëà ëóê îðèöèêëà
ñëèêà ñå ó »åìó ïîäóäàðàí ëóê. Çàjåäíè÷êå îñå îðèöèêëà h è h′ êðîç êðàj»å
òà÷êå ïîäåîíèõ ëóêîâà AB è AC ðàçëàæó ëóêîâå A′B′ è A′C ′ îðèöèêëà h′

ðåñïåêòèâíî íà m è n äåëîâà êîjè ñó ìå¢óñîáîì jåäíàêè, jåð:

ÂB

ÂC
=
Â′B′

Â′C ′
=
m

n
òj.

ÂB

Â′B′
=

ÂC

Â′C ′
.

Ïðåòïîñòàâèìî ñàäà äà ëóêîâè AB è AC íèñó ñàìåð§èâè. Àêî ëóê
ïîäåëèìî íà q jåäíàêèõ äåëîâà, òàäà ïðåìà Àðõèìåäîâîì ñòàâó ïîñòîjè
ïðèðîäàí áðîj p takav da je:
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p

q
<
ÂB

ÂC
<
p+ 1

q
.

Êîíñòðóèñà»åì çàjåäíè÷êèõ îñà îðèöèêàëà h è h′ êðîç äåîíå òà÷êå íàëà-
çèìî äà jå òàêî¢å (âèäåòè [6]):

p

q
<
Â′B′

Â′C ′
<
p+ 1

q
.

Ñ îáçèðîì äà áðîj q ìîæåìî èçàáðàòè äîâî§íî âåëèêè, èç äîáèjåíèõ
íåjåäíàêîñòè, ñëåäè äà jå:

ÂB

ÂC
=
Â′B′

Â′C ′
òj. äà jå

ÂB

Â′B′
=

ÂC

Â′C ′
.

Íà òàj íà÷èí ìè ñìî äîêàçàëè äà îäíîñ ëóêîâà äâàjó êîíöåíòðè÷íèõ
îðèöèêàëà êîjè ñó îäðå¢åíè äâåìà îñàìà òèõ îðèöèêàëà íå çàâèñå îä âåëè-
÷èíå òèõ ëóêîâà, âå£ ñàìî îä îäñòîjà»à èçìå¢ó »èõ.

Àêî ñó ïàê, AB è A′B′ îäñå÷öè äâàjó êîíöåíòðè÷íèõ îðèöèêàëà h è h′

êîjè ñó îäðå¢åíè äâåìà »èõîâèì îñàìà AA′ è BB′, çàòèì CD è C ′D′ îäñå÷öè
íåêèõ äðóãèõ äâàjó êîíöåíòðè÷íèõ îðèöèêàëà h1 è h

′
1 êîjè ñó îäðå¢åíè òèì

èñòèì èëè íåêèì äðóãèì äâåìà îñàìà CC ′ è DD′ ïðè ÷åìó jå îäñòîjà»å
AA′ èçìå¢ó îðèöèêàëà h è h′ jåäíàêî îäñòîjà»ó CC ′ èçìå¢ó îðèöèêàëà h1 è
h′1, òàäà, ñ îáçèðîì íà ïîäóäàðíîñò áèëî êîjèõ äâàjó îðèöèêàëà ïîñòîjå íà

îðèöèêëèìà h è h′, ñà èñòå ñòðàíå îä îñå AA′, òà÷êå E è E′ òàêâå äà jå ÂE =

ĈD è Â′E′ = Ĉ ′D′. Ïðè òîìå ïðàâà EE′ òàêî¢å ïðåäñòàâ§à çàjåäíè÷êó îñó
îðèöèêàëà h è h′, òå jå ïðåìà äîêàçàíîì:

ÂB

Â′B′
=

ÂE

Â′E′
=

ĈD

Ĉ ′D′
.

Èç äîêàçàíîã ñëåäè äà îäíîñ ëóêîâà äâàjó êîíöåíòðè÷íèõ îðèöèêàëà,
êîjè ñó îäðå¢åíè »èõîâèì äâåìà çàjåäíè÷êèì îñàìà, çàâèñè èñê§ó÷èâî îä
ìå¢óñîáíîã ðàñòîjà»à òèõ îðèöèêàëà.

Òåîðåìà 3.2 Ëóêîâè êîíöåíòðè÷íèõ îðèöèêàëà êîjè ñå íàëàçå èçìå¢ó äâåjó
»èõîâèõ îñà ñìà»ójó ñå ó ñìåðó ïàðàëåëíîñòè òèõ îñà à ïîâå£àâàjó ñå ó
ñóïðîòíîì ñìåðó.

Äîêàç:
Êîðèñòå£è ôîðìóëå óâåäåíå ó ïðåòõîäíîj òåîðåìè, èìàìî äà jå A′C ′ <

AC, ïà jå A′B′ < AB è ïðåìà òîìå ëóê êîjè îäãîâàðà òåòèâè A′B′ îðèöèêëà
h′ jå ìà»è îä ëóêà êîjè îäãîâàðà òåòèâè AB îðèöèêëà h. Îâèì jå òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.3 Àêî îáåëåæèìî ñà S1 è S2 âå£è è ìà»è ëóê êîjå íà äâåìà
êîíöåíòðè÷íèì îðèöèêëèìà h1 è h2 îäðå¢ójó »èõîâå äâå çàjåäíè÷êå îñå a
è b, à ñà x ìå¢óñîáíî îäñòîjà»å òèõ îðèöèêàëà, òàäà jå:
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S1

S2
= e

x
k , ãäå jå k ïîçèòèâàí ðåàëàí áðîj.

Äîêàç:

Ñë. 3.2

Oáåëåæèìî ñà h3 îðèöèêë êîjè jå êîíöåíòðè÷àí ñà îðèöèêëîì h1 è h2, íà
êîìå îñå a è b îäðå¢ójó ëóê S3 òàêàâ äà jå S2 > S3. Ñåì òîãà, àêî îáåëåæèìî
ñà y ìå¢óñîáíî îäñòîjà»å îðèöèêàëà h2 è h3, ïðåìà Tåîðåìè 3.1 áè£å:

S1

S2
= f(x),

S2

S3
= f(y),

S1

S3
= f(x+ y).

Ìíîæå»åì îäãîâàðàjó£èõ ñòðàíà ïðâèõ äâåjó jåäíàêîñòè, çàòèì, ïîðå-
¢å»åì äîáèjåíå jåäíàêîñòè ñà òðå£îì, íàëàçèìî äà:

S1 = f(x)S2, S2 = f(y)S3, S1 = f(x+ y)S3,

îäíîñíî S1 = f(x)f(y)S3 = f(x+ y)S3. Äå§å»åì ñà S3 äîáèjàìî:

f(x+ y) = f(x)f(y). (1)

Ïî äåôèíèöèjè ôóíêöèjå f âàæè f > 1, ïà jå

f(x+ y) = f(x)f(y) > f(x) · 1 = f(x),

òe je f ðàñòó£à ôóíêöèjà. Äîêàæèìî äà jå îíà åêñïîíåíöèjàëíà. Àêî jå n
ïðèðîäàí áðîj, ïðåìà ðåëàöèjè (4) èìàìî äà jå:

f(n) = f(n− 1)f(1)

îäàêëå, ðåêóðåíòíèì ïîñòóïêîì, íàëàçèìî äà jå:

f(n) = f(1)n.
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Îçíà÷èìî

f(1) = a > 1.

Òàäà jå f(n) = an. Àêî jå x ðàöèîíàëàí áðîj îáëèêà x =
1

m
, ãäå jå m

ïðèðîäàí áðîj, èìàìî äà jå

f(
1

m
)m = f(

1

m
+

1

m
+ . . .+

1

m︸ ︷︷ ︸) = f(m· 1

m
) = f(1) = a,

m-ïóòà

ïà jå

f(
1

m
) = a

1
m .

Àêî jå x ðàöèîíàëàí áðîj îáëèêà x =
n

m
ãäå ñó m è n ïðèðîäíè áðîjåâè,

èìàìî äà jå:

f(
n

m
) = f(

1

m
+

1

m
+ . . .+

1

m︸ ︷︷ ︸) = f(
1

m
)n = (a

1
m )n = a

n
m .

n-ïóòà

Îâèì ñìî äîêàçàëè äà çà ñâàêè ðàöèîíàëàí áðîj x âàæè ðåëàöèjà f(x) =
ax. Àêî jå x èðàöèîíàëàí ïîçèòèâàí áðîj, òàäà ìîæåìî îáðàçîâàòè äâà íèçà
bv è cv ðàöèîíàëíèõ áðîjåâà, ïðè ÷åìó jå ïðâè îä òèõ íèçîâà ðàñòó£è à äðóãè
îïàäàjó£è, äîê îáà êîâåðãèðàjó áðîjó x òàêî äà jå bv < x < cv, è ïðåìà òîìå

f(bv) < f(x) < f(cv).

Ñòîãà jå

abv < f(x) < acv .

Êàäà bv → x, cv → x, òàäà è abv → ax è acv → ax. Çàòî jå òàêî¢å:

f(x) = ax.

Àêî îçíà÷èìî ln a =
l

k
áè£å a = e

l
k , è ïðåìà òîìå

f(x) = e
x
k .

Íèjå òåøêî îájàñíèòè êàêâî ãåîìåòðèjñêî çíà÷å»å èìà ïàðàìåòàð k. Àêî
îáåëåæèìî x = k, ïðåìà ðåëàöèjè f(x) = e

x
k èìàìî äà jå f(k) = e. Òî

çíà÷è äà ïàðàìåòàð k ïðåäñòàâ§à äóæèíó îäñå÷êà íà îñè èçìå¢ó äâàjó
êîíöåíòðè÷íèõ îðèöèêàëà êîä êîjèõ jå îäíîñ ëóêîâà èçìå¢ó äâåjó îñà jåäíàê
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áðîjó e.

Èçëîæèìî è íà÷èí êîíñòðóèñà»à òîã îäñå÷êà ÷èjà jå äóæèíà k. Îáåëå-
æèìî ñà ÂB ïðîèçâî§àí ëóê íåêîã îðèöèêëà h, à ñà C òà÷êó íà òîì îðèöèêëó
òàêâó äà jå ÂC = e · ÂB.

Ñë. 3.3

Îáåëåæèìî, çàòèì ñà a è b îñå îðèöèêëà h êðîç òà÷êå A è B, à ñà l
åêâèäèñòàíòó êîjà ñàäðæè òà÷êó C è èìà çà îñíîâó ïðàâó a. Íà ïðàâîj
b ïîñòîjè òà÷êà B′ êîjîj jå îäñòîjà»å B′E îä ïðàâå a ïîäóäàðíî óíàïðåä
çàäàòîì îäñòîjà»ó d. Íåêà jå d îäñòîjà»å òà÷êå C îä ïðàâå a, îäíîñíî CD
ãäå jå D ïîäíîæjå íîðìàëå èç C íà a. Ïðè òîì jå òà÷êà B′ ñà îíå ñòðàíå
îä ïðàâå a ñà êîjå ñå íàëàçå òà÷êå B è C, ïà jå òà÷êà B′ íà åêâèäèñòàíòè
l. Îðèöèêë h′ êîjè ñàäðæè òà÷êó B′ à êîíöåíòðè÷àí jå ñà îðèöèêëîì h
ñå÷å îñó a ó íåêîj òà÷êè A′. Ïðè òîì ñå òðàíñëàöèjîì çà AA′, äóæ îñå a
îðèöèêàëà jåäàí îðèöèêë ñëèêà ó äðóãè, à ëóê AC îðèöèêëà h ñëèêà ñå ó

ëóê A′B′ îðèöèêëà h′, ïà ñó îíè ïîäóäàðíè, à äà§å jå è Â′B′ = e·ÂB. Îòóäà
jå A′A = B′B = ED = k.

Äåôèíèöèjà 3.2 Ïàðàìåòàð k ó ðåëàöèjè f(x) = e
x
k íàçèâàìî ïîëóïðå÷-

íèêîì êðèâèíå ïðîñòîðà Ëîáà÷åâñêîã.
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4 Äâå ìåòðè÷êå ðåëàöèjå

Ó îâîì ïîãëàâ§ó £åìî èçâåñòè äâå áèòíå ðåëàöèjå âåçàíå çà îðèöèêëå
êîjå £å íàì ïîñëóæèòè çà èçâî¢å»å òðèãîíîìåòðèjñêèõ èäåíòèòåòà.

Òåîðåìà 4.1 Íåêà jå O òà÷êà ó êîjîj ñå ñåêó ìå¢óñîáîì óïðàâíå ïðàâå a
è b, x jå ïðàâà ïàðàëåëíà ñà îáåìà ïðàâàìà a è b, à h jå îðèöèêë êîjè èìà
çà îñó ïðàâó a è êîjè ñàäðæè òà÷êó O. Àêî îáåëåæèìî ñà P è Q òà÷êå ó
êîjèìà íåêà äðóãà îñà y îðèöèêëà h ñå÷å ðåñïåêòèâíî b è òàj îðèöèêë, ñà
r è v ìåðå äóæè OP è PQ, à ñà σ è s ìåðå ëóêîâà îðèöèêëà h èçìå¢ó îñà
a è x, îäíîñíî îñà a è y, òàäà jå:

(à) e
v
k = cosh(

r

k
),

(á) s = σ tanh(
r

k
),

ãäå jå k ïîëóïðå÷íèê êðèâèíå ïðîñòîðà Ëîá÷åâñêîã.

Äîêàç:

Ñë. 4.1

Íåêà ñó x1 i y1 ïðàâå ñèìåòðè÷íå ïðàâàìà x è y ó îäíîñó íà ïðàâó a.
Ñ îáçèðîì äà y ñå÷å ïðàâó b, ïðàâå y è y1 íàëàçå ñå èçìå¢ó ïðàâèõ x è x1.
Íåêà ñó B è B′ òà÷êå ïðàâå b òàêâå äà ñó ñà ðàçëè÷èòèõ ñòðàíà òà÷êå O è
äà jå ïîëóïðàâà BB′ ïàðàëåëíà ïðàâîj x. Íåêà ñó Y è Y ′ òà÷êå ïðàâå y, à
A è A′ òà÷êå ïðàâå a òàêâå äà ñó ïîëóïðàâå A′A è Y ′Y ïàðàëåëíå ïðàâîj x.

Ïðåòïîñòàâèìî íàjïðå äà ñå îñà y íàëàçè èçìå¢ó îñà a è x, è ïðåìà
òîìå òà÷êà P íà ïîëóïðàâîj OB′. Neka je M òà÷êà ïðàâå y èçà òà÷êå P ó
îäíîñó íà òà÷êó Q, òàêî äà jå OP = PM , à m ïðàâà óïðàâíà ó òà÷êè M
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íà ïðàâîj y. Ñ îáçèðîì äà jå PM = OP è ]MPB′ = ]OPY = Π(OP ),
áè£å ]MPB′ = Π(PM). Èç îâå ðåëàöèjå è ñ îáçèðîì äà ñó ïðàâå m è y
îðòîãîíàëíå, ñëåäè äà ñó ïðàâå m è b ìå¢ó ñîáîì ïàðàëåëíå. Ïðàâà b jå
ïàðàëåëíà ñà ïðàâîì x, ïà jå è ïðàâà m ïàðàëåëíà ñà ïðàâîì x.

Íåêà jå M ′ òà÷êà ïðàâå m òàêâà äà jå ïîëóïðàâà MM ′ ïàðàëåëíà ïðàâîj
x. Íåêà jå h′ îðèöèêë êîjè ñàäðæè òà÷êóM à êîíöåíòðè÷àí jå ñà îðèöèêëîì
h. Ñ îáçèðîì äà jå ïðàâà x ïàðàëåëíà ñà îáà êðàêà ñâàêîã îä óãëîâà A′OB′ è
Y ′MM ′, òà÷êå O èM jåäíàêî ñó óäà§åíå îä ïðàâå x′, òå jå è ëóê îðèöèêëà h
êîjè ñå íàëàçè èçìå¢ó îñà a è x jåäíàê ñà ëóêîì îðèöèêëà h′ êîjè ñå íàëàçè
èçìå¢ó îñà y è x. Ïî ïðåòïîñòàâöè òà÷êà P jå èçìå¢ó òà÷àêà M è Q, ïà jå
MQ = MP +PQ = OP +PQ = r+ v. Êàêî jå jîø îñà y îðèöèêëà h èçìå¢ó
îñà a è x ëóê îðèöèêëà h êîjè ñå íàëàçè èçìå¢ó îñà y è x, îçíà÷èìî ãà ñà
σ−s, ìà»è jå îä ëóêà îðèöèêëà h êîjè ñå íàëàçè èçìå¢ó îñà a è x, îçíà÷èìî
ãà ñà σ, äàêëå è ëóêà îðèöèêëà h′ êîjè ñå íàëàçè èçìå¢ó îñà y è x. Ñòîãà jå
ïðåìà Òåîðåìè 3.1

σ − s
σ

=
1

f(r + v)
= e−

r+v
k . (2)

Ïðåòïîñòàâèìî ñàä äà ñå îñà y íàëàçè ñà îíå ñòðàíå îñå a ñà êîjå íèjå
îñà x, îäíîñíî èçìå¢ó ïðàâèõ a è x1 è ïðåìà òîìå ñå òà÷êà P íàëàçè íà
ïîëóïðàâîj OB.

Ñë. 4.2

Íåêà jåM òà÷êà ïðàâå y ñà îíå ñòðàíå îä òà÷êå P ñà êîjå jå òà÷êà Q òàêâà
äà jå OP = PM , à m ïðàâà óïðàâíà ó òà÷êè M íà ïðàâîj y. Ñ îáçèðîì äà
jå PM = OP è ]MPB = ]OPY = Π(OP ), áè£å ]MPB = Π(PM). Íî
ïðàâå y è m ñó îðòîãîíàëíå, ïà jå ïîëóïðàâà PB′ ïàðàëåëíà ñ ïðàâîì m.
Ïî ïðåòïîñòàâöè jå ïðàâà PB′ ïàðàëåëíà ñà ïðàâîì x, òå ñó è ïðàâå m è x
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ìå¢ó ñîáîì ïàðàëåëíå.

Íåêà jå h′ îðèöèêë êîjè ñàäðæè òà÷êóM , à êîíöåíòðè÷àí jå ñà îðèöèêëîì
h. Êàî ó ïðåòõîäíîì ñëó÷àjó äîêàçójåìî äà ñó ðàñòîjà»à òà÷àêà O è M
îä ïðàâå x jåäíàêà, òå jå ëóê îðèöèêëà h êîjè ñå íàëàçè èçìå¢ó îñà a
è x jåäíàê ñ ëóêîì îðèöèêëà h′ êîjè ñå íàëàçè èçìå¢ó y è x. Ñàäà jå
QM = PM − PQ = r − v. Ïî ïðåòïîñòàâöè îñà a jå èçìå¢ó îñà x è y,
ïà jå è ëóê îðèöèêëà h êîjè ñå íàëàçè èçìå¢ó îñà x è y âå£è îä ëóêà èñòîã
îðèöèêëà êîjè ñå íàëàçè èçìå¢ó îñà x è a, äàêëå è ëóêà îðèöèêëà h′ êîjè ñå
íàëàçè èçìå¢ó x è y. Ñòîãà jå ïðåìà Tåîðåìè 3.1

σ + s

σ
= e

r−v
k . (3)

Êàêî ñå ñèìåòðèjîì ó îäíîñó íà a ïðàâà y ñëèêà ó y1, à ëóê îðèöèêëà
èçìå¢ó a è y ó ëóê îðèöèêëà èçìå¢ó a è y1, äàêëå ëóê s, áåç îáçèðà íà
ïîëîæàj ïðàâå y âàæå îáå jåäíàêîñòè (2) è (3).

(à) Ñàáèðà»åì îäãîâàðàjó£èõ ñòðàíà ðåëàöèjå (2) è (3), íàëàçèìî äà jå:

σ − s
σ

+
σ + s

σ
= e−

r+v
k + e

r−v
k

σ − s+ σ + s

σ
= e−

r
k e−

v
k + e

r
k e−

v
k

2 = e−
v
k (e−

r
k + e

r
k )

2 =
1

e
v
k

(e−
r
k + e

r
k ) / · e v

k
1

2

e
v
k =

1

2
(e−

r
k + e

r
k )

e
v
k =

1

2
(e

r
k + e−

r
k ) = cosh

r

k

e
v
k = cosh

r

k
.

(á)Àêî îä îáåjó ñòðàíà ðåëàöèjå (3) îäóçìåìî îäãîâàðàjó£å ñòðàíå ðåëàöèjå
(2), íàëàçèìî äà jå:

σ + s

σ
− σ − s

σ
= e

r−v
k − e−

r+v
k

σ + s− σ + s

σ
= e

r
k e−

v
k − e− r

k e−
v
k

2s

σ
= e−

v
k (e

r
k − e− r

k )

2s = σe−
v
k (e

r
k − e− r

k )

s = σ
1

2
e−

v
k (e

r
k − e− r

k )

s = σe−
v
k sinh(

r

k
)

s = σ
sinh( r

k )

cosh( r
k )
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ãäå jå e
v
k = cosh

r

k
, òå äîáèjàìî

s = σ tanh(
r

k
).

Òåîðåìà 4.2 Àêî jå s ëóê ÂB èçìå¢ó äâåjó ïðîèçâî§íèõ îñà a è b íåêîã
îðèöèêëà o, h âèñèíà òîã ëóêà, σ ëóê òîã îðèöèêëà êîjè ñå íàëàçè èçìå¢ó
îñå a è îñå c êîjà jå ïàðàëåëíà íå ñàìî ñà îñîì a âå£ è ñà òàíãåíòîì t íà
îðèöèêëó ó òà÷êè A, à k êîíñòàíòà ïðîñòîðà Ëîáà÷åâñêîã, òàäà jå

s = σ sinh
h

k
.

Äîêàç:

Ñë. 4.3

Íåêà jå P ïîäíîæjå íîðìàëå èç òà÷êå B íà ïðàâîj a, o′ îðèöèêë êðîç
òà÷êó P êîíöåíòðè÷àí ñà îðèöèêëîì l, s′ ëóê P̂Q îðèöèêëà o′ êîjè ñå íàëàçè
èçìå¢ó îñà a è b è d äóæ jåäíàêà ñà äóæèìà AP è BQ. Òàäà èç Òåîðåìå 3.1
ñëåäè

s = s′e
d
k . (4)

Òàêî¢å, èç Tåîðåìå 4.1 ñëåäè äà:

s′ = σ tanh
h

k
è e

d
k = cosh

h

k
.

Êàäà îâî çàìåíèìî ó (4) äîáèjàìî:

s = s′ cosh
h

k
= σ tanh

h

k
cosh

h

k
= σ

sinh
h

k

cosh
h

k

cosh
h

k
= σ sinh

h

k
.
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5 Èçðàæàâà»å ôóíêöèjå Π(x) ïîìî£ó
åëåìåíòàðíèõ ôóíêöèjà

Ìå¢ó ôóíäàìåíòàëíèì òâð¢å»èìà èç ãåîìåòðèjå Ëîáà÷åâñêîã íàëàçè
ñå è ñòàâ ïðåìà êîìå ñå ôóíêöèjà Ëîáà÷åâñêîã Π(x) èçðàæàâà ïîìî£ó
åëåìåíòàðíèõ ôóíêöèjà.

Òåîðåìà 5.1 Ôóíêöèjà Ëîáà÷åâñêîã Π(x) èçðàæàâà ñå ïîìî£ó åëåìåíò-
àðíèõ ôóíêöèjà îáðàñöåì:

Π(x) = 2 arctan e−
x
k .

Äîêàç: Íåêà jå ABC ðàâàí òðîóãàî ñà ïðàâèì óãëîì C. Íåêà ñó, çàòèì, a
ïðàâà óïðàâíà ó òà÷êè A íà ðàâíè ABC, a b è c ïðàâe êðîç òà÷êe B è C
ïàðàëåëíe ïðàâîj a. Ïðè òîì ïðàâå a, b è c ïðèïàäàjó èñòîì ïàðàáîëè÷êîì
ïðàìåíó ïðàâèõ. Îáåëåæèìî ñà σ îðèñôåðó êîjà îäãîâàðà òîì ïðàìåíó
è ñàäðæè òà÷êó A, à ñà B1 è C1 òà÷êå ó êîjèìà îñå b è c ïðîäèðó òó
îðèñôåðó. Ðàâíè îäðå¢åíå ïàðîâèìà ïàðàëåëíèõ ïðàâèõ a è b, b è c, c è
a ñåêó îðèñôåðó ïî òðèìà îðèöèêëèìà êîjè ðåñïåêòèâíî ñàäðæå òà÷êå A è
B1, B1 è C1, C1 è A. Òè îðèöèêëè îäðå¢ójó íà îðèñôåðè σ êðèâîëèíèjñêè
òðîóãàî AB1C1. Óãàî A òîã êðèâîëèíèjñêîã òðîóãëà jåäíàê jå ñ óãëîì A
ïðàâîëèíèjñêîã òðîóãëà ABC, äîêàæèìî è äà jå óãàî C1 êðèâîëèíèjñêîã
òðîóãëà AB1C1 jåäíàê ñ óãëîì C ïðàâîëèíèjñêîã òðîóãëà ABC, òj. äà jå
óãàî C1 êðèâîëèíèjñêîã òðîóãëà AB1C1 ïðàâ. Ñ îáçèðîì äà ðàâàí α ïðàâèõ
a è c ñàäðæè ïðàâó a óïðàâíó íà ðàâíè ABC, α è ABC ñó íîðìàëíå è ñåêó
ñå ïî ïðàâîj AC, à êàêî jå BC óïðàâíà íà ïðàâîj AC, ïðàâà BC jå óïðàâíà
íà ðàâíè α. Òàäà jå è ðàâàí ïðàâèõ b è c êîjà ñàäðæè BC óïðàâíà íà ðàâíè
α. Ñòîãà jå óãàî C1 êðèâîëèíèjñêîã òðîóãëà AB1C1 ïðàâ.

Ñë. 5.1
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Ñ îáçèðîì äà ñå íà îðèñôåðè ðåàëèçójå åóêëèäñêà ãåîìåòðèjà, òàêî øòî
ñó îðèöèêëè íà îðèñôåðè ïðàâå ìîäåëà åóêëèäñêå ãåîìåòðèjå, à õèïåðáîëè-
÷êè óãëîâè èçìå¢ó îðèöèêàëà ñó åóêëèäñêè óãëîâè èçìå¢ó ïðàâèõ ìîäåëà,
êîä êðèâîëèíèjñêîã òðîóãëà AB1C1 ñ ïðàâèì óãëîì C1 âàæè:

B̂1C1

ÂB1

= sinA.

Îáåëåæèìî ñà B2 è C2 òà÷êå ó êîjèìà ñó îðèöèêëè êðîç òà÷êå C è B
êîíöåíòðè÷íè ñà îðèöèêëîì B1C1 ñåêó ïðàâå b è c, à ñà A1 òà÷êó ó êîjîj
îðèöèêë êðîç òà÷êó B, êîíöåíòðè÷àí ñà îðèöèêëîì AB1 ñå÷å ïðàâó a.

Ïðè òîì ñó äóæè AA1, BB1 è C2C1 jåäíàêå, ïà jå ïðåìà Òåîðåìè 3.1

B̂1C1

ÂB1

=
Ĉ2B

Â1B
.

Èç äîáèjåíèõ ðåëàöèjà ñëåäè äà jå:

sinA =
B̂1C1

ÂB1

⇒ sinA =
Ĉ2B

Â1B
. (5)

Íà òàj íà÷èí ñìî äîêàçàëè äà jå ñèíóñ îøòðîã óãëà ïðàâîëèíèjñêîã,
îøòðîóãëîã, òðîóãëà jåäíàê îäíîñó ëóêà îðèöèêëà êîìå jå âèñèíà jåäíàêà
íàñïðàìíîj êàòåòè è ëóêà îðèöèêëà êîìå jå âèñèíà jåäíàêà õèïîòåíóçè
ïîìåíóòîã òðîóãëà. Ïðèìåíèìî òî ñâîjñòâî çà îäðå¢èâà»å ôóíêöèjå Π(x).

Íåêà jå, ñàäà, AB = x ïðîèçâî§íà äóæ, a ïðàâà óïðàâíà íà äóæè AB ó
òà÷êè A, b ïðàâà ïàðàëåëíà ïðàâîj a è C ïîäíîæjå óïðàâíå èç òà÷êå A íà
ïðàâîj b. Íåêà ñó A′ è B′ òà÷êå ïðàâèõ a è b òàêâå äà ñó ïîëóïðàâå AA′ i
BB′ è ïàðàëåëíå.

Ñë. 5.2

Ïðåìà äåôèíèöèjè ôóíêöèjå Ëîáà÷åâñêîã èìàìî äà jå Π(x) = ]ABB′.
Ñ îáçèðîì äà ñó ïðàâå AA′ è BB′ ìå¢óñîáíî ïàðàëåëíå, îíå ïðèïàäàjó
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ïàðàáîëè÷êîì ïðàìåíó ïðàâèõ. Íåêà ñó AM è BN ëóêîâè äâàjó îðèöèêëà
êîjè îäãîâàðàjó òîì ïðàìåíó à íàëàçå ñå èçìå¢ó îñà a è b.

Ïðåìà (5) êîä ïðàâîóãëîã òðîóãëà ABC èìàìî äà jå:

ÂM

N̂B
= sinB = sin Π(x).

Àêî jåäíàêå äóæè AN è MB îáåëåæèìî ñà y, ïðåìà Tåîðåìè 3.1 èìàìî
äà jå:

ÂM

N̂B
= e−

y
k =

1

cosh x
k

.

Èç
ÂM

N̂B
= sin Π(x) è

ÂM

N̂B
=

1

cosh x
k

ñëåäè äà jå sin Π(x) =
1

cosh x
k

.

Îòóäà, óçèìàjó£è ó îáçèð äà jå Π(x) îøòàð óãàî, íàëàçèìî äà jå:

cos2 Π(x) = 1− sin2 Π(x)⇒ cos Π(x) =

√
1− sin2(Π(x))

=

√
1− 1

cosh2 x
k

=

√
cosh2 x

k − 1

cosh2 x
k

=

√
sinh2 x

k

cosh2 x
k

=
sinh x

k

cosh x
k

= tanh
x

k

⇒ cos Π(x) = tanh
x

k
.

Èç

tan
1

2
Π(x) =

√
1− cos Π(x)

1 + cos Π(x)
=

√
1− cos Π(x)

1 + cos Π(x)
· 1 + cos Π(x)

1 + cos Π(x)

=

√
1− cos2 Π(x)

(1 + cos Π(x))2
=

√
sin2 Π(x)

(1 + cos Π(x))2

=
sin Π(x)

1 + cos Π(x)
=

1

cosh x
k

1 + tanh x
k

22



=

1

cosh x
k

1 +
sinh x

k

cosh x
k

=

1

cosh x
k

cosh x
k + sinh x

k

cosh x
k

=
1

cosh x
k + sinh x

k

=
1

e
x
k + e−

x
k

2
+
e

x
k − e− x

k

2

=
1

e
x
k + e−

x
k + e

x
k − e− x

k

2

=
1

2e
x
k

2

= e−
x
k

⇒ tan
1

2
Π(x) = e−

x
k .

Îäàâäå íåïîñðåäíî äîáèjàìî òðàæåíó ðåëàöèjó, òj. äà jå:

Π(x) = 2 arctan(e−
x
k ).

Äåôèíèöèjà 5.1 Äîáèjåíó ðåëàöèjó êîjîì ñå ôóíêöèjà Ëîáà÷åâñêîã èçðà-
æàâà ïîìî£ó åëåìåíòàðíèõ ôóíêöèjà íàçèâàìî îñíîâíîì ôîðìóëîì õèïåðáî-
ëè÷êå ãåîìåòðèjå.

Óî÷èìî äà âàæè è

cos Π(x) = tanh
x

k
,

sin Π(x) =
1

cosh x
k

.

Äðóãèì ðå÷èìà, âàæè

tan
Π(x)

2
= e−

x
k ,

ãäå jå x > 0, äóæ. Ìå¢óòèì, ìîæåìî è äîäåôèíèñàòè ôóíêöèjó Π çà
íåãàòèâíå âðåäíîñòè. Ôîðìàëíî òóìà÷å£è äåôèíèöèjó ñëåäè äà jå Π(−x) =
π −Π(x) , a tada je

tan
Π(−x)

2
= tan(

π

2
− Π(x)

2
) = cot

Π(x)

2
= e

x
k ,

ïà âèäèìî äà îñíîâíà ôîðìóëà õèïåðáîëè÷êå ãåîìåòðèjå âàæè è ó îâîì
ñëó÷àjó.
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6 Îáðàñöè õèïåðáîëè÷êå ãåîìåòðèjå

ïðàâîóãëîã òðîóãëà

Êàî è ó åóêëèäñêîj ðàâíè, è ó õèïåðáîëè÷êîj, ëàêøå jå ïðâî óî÷èòè
òðèãîíîìåòðèjñêå ðåëàöèjå èçìå¢ó ñòðàíèöà è óãëîâà ïðàâîóãëîã òðîóãëà.

Òåîðåìà 6.1 Àêî ñó A, B è C îäãîâàðàjó£è óãëîâè ïðàâîóãëîã òðîóãëà

ABC, ãäå jå C =
π

2
, à a, b è c ðåäîì, ñòðàíèöå òðîóãëà íàñïðàì òèõ

óãëîâà, òàäà jå:

(à) cosh
c

k
= cosh

a

k
· cosh

b

k
, (á) tanh

a

k
= sinh

b

k
· tanA,

(â) tanh
b

k
= tanh

c

k
· cosA, (ã) tanh

b

k
= sinh

a

k
· tanB,

(ä) tanh
a

b
= tanh

c

k
· cosB, (¢) cosh

c

k
= cotA · cotB,

(å) sinh
a

k
= sinh

c

k
· sinA, (æ) cosA = cosh

a

k
· sinB,

(ç) sinh
b

k
= sinh

c

k
· sinB, (è) cosB = cosh

b

k
· sinA.

Äîêàç:
(à) Êîðèñòèìî îçíàêå èç äîêàçà Òåîðåìå 5.1. Ñ îáçèðîì äà jå òà÷êà B2

èçìå¢ó òà÷àêà B è B1 âàæè BB1 = BB2 +B2B1. Îòóäà jå:

e
BB1

k = e
BB2

k · e
B2B1

k ,

è íà îñíîâó Tåîðåìå 3.1 ñëåäè

cosh
c

k
= cosh

a

k
· cosh

b

k
.

Îâà ðåëàöèjà óñïîñòàâ§à âåçó èçìå¢ó õèïîòåíóçå è êàòåòå ïðàâîóãëîã
òðîóãëà, òå ïðåäñòàâ§à àíàëîãîí Ïèòàãîðèíå òåîðåìå.

(â)Íåêà ñó a′, b′, c′ ðåäîì ñòðàíèöåB1C1, C1A,AB1 îðèöèêëè÷íîã òðîóãëà
AB1C1.

Ñë. 6.1

Ñ îáçèðîì äà ñå íà îðèñôåðè ðåàëèçójå åóêëèäñêà ãåîìåòðèjà, èìàìî äà
jå b′ = c′ cosA. Ìå¢óòèì, ïðåìà Òåîðåìè 4.1 íàëàçèìî äà jå:

b′ = σ tanh
b

k
, c′ = σ tanh

c

k
,
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ïà jå

tanh
b

k
= tanh

c

k
· cosA.

(ä) Èñòèì ïîñòóïêîì íàëàçèìî äà jå:

tanh
a

k
= tanh

c

k
· cosB.

(e) Ñ îáçèðîì äà jå a′ = c′ · sinA, à ïðåìà Òåîðåìè 4.1 ñëåäè äà jå:

c′ = σ tanh
c

k
.

Âàæå è ñëåäå£å äâå jåäíàêîñòè

a′ = ĈB2 · e
−CC1

k = σ · tanh
a

k
· e

−CC1
k ,

e
CC1

k = cosh
b

k
,

ïà jå

a′ = σ ·
tanh

a

k

cosh
b

k

.

Ñàäà ñëåäè

σ ·
tanh

a

k

cosh
b

k

= σ · tanh
c

k
· sinA,

sinh a
k

cosh a
k

cosh b
k

=
sinh c

k

cosh c
k

· sinA,

sinh a
k

cosh c
k

=
sinh c

k

cosh c
k

· sinA,

sinh
a

k
=

sinh c
k

cosh c
k

· sinA · cosh
c

k
,

sinh
a

k
= sinh

c

k
· sinA.

(ç) Àíàëîãíèì ïîñòóïêîì äîêàçójå ñå äà jå:

sinh
b

k
= sinh

c

k
· sinB.
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(á) Èç ðåëàöèjå a′ = b′ · tanA è ðåëàöèjà:

a′ = σ ·
tanh a

k

cosh b
k

, b′ = σ · tanh
b

k
,

íàëàçèìî äà jå

σ ·
tanh a

k

cosh b
k

= σ · tanh
b

k
· tanA,

tanh
a

k
= sinh

b

k
· tanA.

(ã) Èñòèì ïîñòóïêîì äîáèjàìî äà jå:

tanh
b

k
= sinh

a

k
· tanB.

(¢)Ìíîæå»åì îäãîâàðàjó£èõ ñòðàíà ðåëàöèjå (á) è (ã), çàòèì êîðèø£å»åì
ðåëàöèjå (à) íàëàçèìî äà jå:

1

cosh a
k cosh b

k

= tanA tanB,

cosh
c

k
= cosh

a

k
cosh

b

k
= cotA cotB.

(æ)Äå§å»åì îáåjó ñòðàíà ðåëàöèjå (â) ñà îäãîâàðàjó£èì ñòðàíàìà ðåëàöèjå
(ç), äîáèjàìî äà jå:

tanh
b

k
= tanh

c

k
· cosA,

sinh
b

k
= sinh

c

k
· sinB,

sinh c
k · sinB

cosh b
k

=
sinh c

k

cosh c
k

· cosA,

sinB · cosh
c

k
= cosh

b

k
· cosA,

cosA =
cosh c

k

cosh b
k

· sinB,

cosA = cosh
a

k
· sinB.

(è) Èñòèì ïîñòóïêîì äîêàçójå ñå è äà jå:

cosB = cosh
b

k
· sinA.
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Ôîðìèðà»å ñâèõ îáðàçàöà èçâåäåíèõ îâîì òåîðåìîì ïîêîðàâà ñå èçâåñ-
íîì ïðàâèëó êîjå jå àíàëîãíî Íåïåðîâîì11 ïðàâèëó èç ñôåðíå òðèãîíî-
ìåòðèjå. Äà áèñìî èñêàçàëè òî ïðàâèëî, ïîðå¢àjìî åëåìåíòå a, b, c, A,B
(èçîñòàâ§à-jó£è ïðàâ óãàî C) ïðàâîóãëîã òîóãëà ABC, òàêî äà ñâàêîì òîì
åëåìåíòó áóäó ñóñåäíè îíè êîjè ñó ìó ñóñåäíè è ó ñàìîì òðîóãëó, èçîñòàâ§à-
jó£è îïåò óãàî C. Òàêàâ ïîðåäàê åëåìåíàòà (ïîìåíóòèõ) ïðåäñòàâ§à ñå
ñëåäå£îì øåìîì.

Ñë. 6.2

Àêî ïðåòïîñòàâèìî äà ñòðàíå òðîóãëà ó ôîðìóëàìà àðãóìåíòè õèïåð-
áîëè÷êèõ ôóíêöèjà, à óãëîâè àðãóìåíòè òðèãîíîìåòðèjñêèõ ôóíêöèjà, òàäà
jå:

(1) êîñèíóñ áèëî êîã åëåìåíòà jåäíàê ïðîèçâîäó ñèíóñà íåñóñåäíèõ åëåìå-
íàòà;

(2) êîñèíóñ áèëî êîã åëåìåíòà jåäíàê ïðîèçâîäó êîòàíãåíñà ñóñåäíèõ
åëåìåíàòà,
è ïðè òîì, àêî ïîä çíàê ôóíêöèjå óëàçè êàòåòà, òàäà îäãîâàðàjó£ó ôóíêöèjó
òðåáà çàìåíèòè êîôóíêöèjîì; äðóãèì ðå÷èìà òðåáà çàìåíèòè ñèíóñ ñà êîñè-
íóñîì è îáðàòíî, à òàíãåíñ ñà êîòàíãåíñîì è îáðàòíî.

Íàïîìåíà: Ó èçâåäåíèì îáðàñöèìà çà ïðàâîóãëè òðîóãàî óãëîâè óëàçå
ïîä çíàê òðèãîíîìåòðèjñêèõ ôóíêöèjà, à ñòðàíèöå ïîä çíàê õèïåðáîëè÷êèõ
ôóíêöèjà. Ìå¢óòèì, ïðèìåíîì îáðàçàöà èç ïðåòõîäíîã ÷ëàíà, õèïåðáîëè÷êå
ôóíêöèjå êîjå ôèãóðèøó ó îáðàñöèìà çà ïðàâîóãëè òðîóãàî ìîãó ñå èçðàçèòè
ïîìî£ó òðèãîíîìåòðèjñêèõ ôóíêöèjà óãëà ïàðàëåëíîñòè. Ó òîì ñëó÷àjó
îáðàñöè èç ïðåòõîäíå òåîðåìå èìàjó îáëèê:

(à) sin Π(c) = sin Π(a) · sin Π(b); (b) cos Π(b) = cos Π(c) · cosA;

(â) cos Π(a) = cos Π(c) · cosB; (ã) sinA = tan Π(c) · cot Π(a);

(ä) sinB = tan Π(c) · cot Π(b); (¢) cos Π(a) = cot Π(b) · tanA;

(å) cos Π(b) = cot Π(a) · tanB; (æ) sin Π(c) = tanA · tanB;

(ç) sinB = sin Π(a) · cosA; (è) sinA = sin Π(b) · cosB.

Ôîðìèðà»å îâèõ ïðàâèëà ìîæå ñå òàêî¢å ïîä÷èíèòè èçâåñíîì ïðàâèëó
êîjå jå àíàëîãíî Íåïåðîâîì èç ñôåðíå òðèãîíîìåòðèjå. Ó òîì ñëó÷àjó êîðè-
ñòè ñå øåìà ñëèêå:

11John Napier, 1550�1617, øêîòñêè ìàòåìàòè÷àð, ôèçè÷àð, àñòðîíîì è àñòðîëîã
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Ñë. 6.3

Ñàäà ïðàâèëî ãëàñè: Ñèíóñ áèëî êîã åëåìåíòà jåäíàê jå ïðîèçâîäó òàí-
ãåíñà ñóñåäíèõ åëåìåíàòà, êàî è ïðîèçâîäó êîñèíóñà íåñóñåäíèõ åëåìåíàòà.
Ïðè òîì, àêî ïîä çíàê ôóíêöèjå óëàçè êàòåòà, òàäà îäãîâàðàjó£ó ôóíêöèjó
òðåáà çàìåíèòè êîôóíêöèjîì.
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7 Îñíîâíè îáðàñöè èç õèïåðáîëè÷êå ãåîìåòðèjå

êîñîóãëîã òðîóãëà

Ñàäà, íà îñíîâó òðèãîíîìåòðèjñêèõ ðåëàöèjà ïðàâîóãëîã òðîóãëà ìîæåìî
èçâåñòè òðèãîíîìåòðèjñêå ðåëàöèjå èçìå¢ó ñòðàíèöà è óãëîâà ïðîèçâî§íîã
òðîóãëà.

Òåîðåìà 7.1 Àêî ñó a, b, c ñòðàíèöå íàñïðàì òåìåíà A,B,C êîñîóãëîã
òðîóãëà ABC, âàæè

(à)
sinh a

k

sinA
=

sinh b
k

sinB
=

sinh c
k

sinC
, (Ñèíóñíà òåîðåìà)

(á) cosh
a

k
= cosh

b

k
cosh

c

k
− sinh

b

k
sinh

c

k
cosA, (Êîñèíóñíà òåîðåìà)

(â) cosh
a

k
=

cosA+ cosB cosC

sinB sinC
,

(ã) sinh
a

k
coth

b

k
= cosh

a

k
cosA+ cotB sinC.

Äîêàç: Íåêà jå v âèñèíà èç òåìåíà C òðîóãëà ABC.

Ñë. 7.1

Íåçàâèñíî îä òîãà äà ëè ñå ïîäíîæjåD òå âèñèíå íàëàçè óíóòàð ñòðàíèöå
AB èëè âàí òå äóæè, ïðèìåíîì îáðàñöà (å), èç Òåîðåìå 6.1, íà òðîóãàî ACD
è BCD, íàëàçèìî äà jå:

sinh
v

k
= sinh

b

k
sinA = sinh

a

k
sinB.

Îòóäà jå

sinh a
k

sinA
=

sinh b
k

sinB
.

Èñòèì ïîñòóïêîì äîêàçójå ñå äà jå

sinh b
k

sinB
=

sinh c
k

sinC
,
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è îíäà jå

sinh a
k

sinA
=

sinh b
k

sinB
=

sinh c
k

sinC
.

(á) Äà áèñìî äîêàçàëè äðóãè äåî òåîðåìå ïðåòïîñòàâèìî íàjïðå äà ñå
ïîäíîæjå D âèñèíå èç òåìåíà C íàëàçè óíóòàð ñòðàíèöå AB òðîóãëà ABC.

Àêî âèñèíó CD è äóæ AD îáåëåæèìî ñà v è d, ïðèìåíîì îáðàñöà (à) èç
Òåîðåìå 6.1 íà òðîóãàî BCD íàëàçèìî äà jå

cosh
a

k
= cosh

v

k
cosh

c− d
k

= cosh
v

k
(cosh

c

k
cosh

d

k
− sinh

c

k
sinh

d

k
)

= cosh
v

k
cosh

c

k
cosh

d

k
− cosh

v

k
sinh

c

k
sinh

d

k
.

Íàjçàä, ïðèìåíîì îáðàñöà (á) èç Tåîðåìå 6.1 íà òðîóãàî ACD, íàëàçèìî
äà jå:

cosh
a

k
= cosh

b

k
cosh

c

k
− sinh

c

k
cosh

b

k
tanh

b

k
cosA, (6)

òj. äà jå:

cosh
a

k
= cosh

b

k
cosh

c

k
− sinh

c

k
cosh

b

k

sinh b
k

cosh b
k

cosA,

cosh
a

k
= cosh

b

k
cosh

c

k
− sinh

c

k
sinh

b

k
cosA.

Àíàëîãíèì ïîñòóïêîì èçâîäè ñå äîêàç è ó ñëó÷àjó êàäà ñå òà÷êà D íå
íàëàçè íà ïðîäóæå»ó ñòðàíèöå AB.

(â) Êàî è ó ïðåòõîäíîì äåëó äîêàçà îâå òåîðåìå, ïðåòïîñòàâèìî íàjïðå
äà ñå ïîäíîæjå D âèñèíå èç òåìåíà C íàëàçè óíóòàð ñòðàíèöå AB. Àêî
äóæè CD è AD îáåëåæèìî ñà v è d, à óãëîâå ACD è BCD ñà C1 è C2,
ïðåìà îáðàñöó (ç) èç Òåîðåìå 6.1 êîä ïðàâîóãëèõ òðîóãëîâà ACD è BCD
íàëàçèìî äà jå:

Ñë. 7.2
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cosC1 = cosh
d

k
sinA, sinC1 =

cosA

cosh v
k

,

è èìàìî

cosC2 = cosh
c− d
k

sinB, sinC2 =
cosB

cosh v
k

.

Ñòîãà jå, êîðèø£å»åì (æ) èç Òåîðåìå 4.1

cosC = cos(C1 + C2)

= cosC1 cosC2 − sinC1 sinC2

= cosh
d

k
sinA cosh

c− d
k

sinB − cosA

cosh
v

k

cosB

cosh
v

k

= cosh
d

k
cosh

c− d
k

sinA sinB − cosA cosB

cosh2 v

k

,

à äà§å

cosC cosh2 v

k
= cosh

d

k
cosh

c− d
k

sinA sinB cosh2 v

k
− cosA cosB,

cosC cosh2 v

k
=

cosh b
k

cosh v
k

cosh a
k

cosh v
k

sinA sinB cosh2 v

k
− cosA cosB,

cosC cosh2 v

k
= cosh

b

k
cosh

a

k
sinA sinB − cosA cosB.

Ñàäà, äå§å»åì ñà sinA sinB äîáèjàìî

cosh
a

k
cosh

b

k
sinA sinB = cosC cosh2 v

k
+ cosA cosB, /: sinA sinB

cosh
a

k
cosh

b

k
=

cosC cosh2 v
k

sinA sinB
+

cosA cosB

sinA sinB
.

Òàêî¢å, âàæè è

cosh
a

k
cosh

b

k
= cosh

c

k
+ sinh

a

k
sinh

b

k
cosC,

sinh
a

k
=

sinh v
k

sinB
, sinh

b

k
=

sinh v
k

sinA
.

Çàìåíîì îâèõ jåäíàêîñòè ó ïðåòõîäíîj ðåëàöèjè, çàòèì, êîðèñòå£è ðåëàöèjó

cosh2 v

k
− sinh2 v

k
= 1,

íàëàçèìî äà jå
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cosh
c

k
=

cosC + cosA cosB

sinA sinB
.

Öèêëè÷íèì ïîìåðà»åì ñòðàíèöà a, b, c è óãëîâà A,B,C äîáèjàìî jîø
äâà àíàëîãíà îáðàñöà.

(ã) Ïðåìà òà÷êè (â) îâå òåîðåìå èìàìî äà jå

cosA = cosh
a

k
sinB sinC − cosB cosC,

cosB = cosh
b

k
sinC sinA− cosC cosA,

à ïðåìà ñèíóñíîj òåîðåìè ñëåäè äà jå

sinB =
sinh b

k

sinh a
k

sinA.

Çàìåíîì âðåäíîñòè sinB è cosB èç ïîñëåä»èõ äâåjó jåäíàêîñòè ó ïðâó,
íàëàçèìî äà jå:

cosA = cosh
a

k

sinh b
k

sinh a
k

sinA sinC − (cosh
b

k
sinC sinA− cosC cosA) cosC

= cosh
a

k

sinh b
k

sinh a
k

sinA sinC − cosh
b

k
sinC sinA cosC + cos2 C cosA.

Îäóçèìà»åì cos2 C cosA, à çàòèì äå§å»åì îáåjó ñòðàíà äîáèjåíå jåäíàêîñòè
ñà sinA sinC, èìàìî äà jå

cosA

sinA sinC
− cos2 C cosA

sinA sinC
= cosh

a

k

sinh b
k

sinh a
k

− cosh
b

k
cosC,

cosA(1− cos2 C)

sinA sinC
= coth

a

k
sinh

b

k
− cosh

b

k
cosC,

cosA sin2 C

sinC
= coth

a

k
sinh

b

k
− cosh

b

k
cosC,

coth
a

k
sinh

b

k
= cosA sinC + cosh

b

k
cosC.

Àíàëîãíèì ïîñòóïêîì íàëàçèìî äà jå è:

sinh
a

k
coth

b

k
= cosh

a

k
cosC + cosB sinC.

Íàâîäèìî îïøòå êàðàêòåðèñòèêå îáðàçàöà èçâåäåíèõ ó ïîñëåä»îj òåîðåìè.
Äîê îáðàçàö (à), òj. ñèíóñíà òåîðåìà óñïîñòàâ§à âåçó èçìå¢ó äâåjó ñòðàíèöà
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è íàñïðàìíèõ óãëîâà êîñîóãëîã òðîóãëà, îáðàçàö (á), òj. êîñèíóñíà òåîðåìà
óñïîñòàâ§à âåçó èçìå¢ó òðè ñòðàíèöå è jåäíîã óãëà êîñîóãëîã òðîóãëà, îáðàçàö
(â) óñïîñòàâ§à âåçó èçìå¢ó òðè óãëà è jåäíå ñòðàíèöå êîñîóãëîã òðîóãëà,
ïðè ÷åìó jå jåäàí îä òèõ óãëîâà çàõâà£åí ïîìåíóòèì ñòðàíèöàìà.

ÍàïîìåíàÊîðèñòå£è îáðàñöå ïî êîjèìà ñå õèïåðáîëè÷êå ôóíêöèjå òðàíñ-
ôîðìèøó ó òðèãîíîìåòðèjñêå ôóíöêèjå óãëà ïàðàëåëíîñòè, îáðàñöå èç ïðåòõîä-
íå òåîðåìå ìîæåìî çàïèñàòè ó îáëèêó:

(à)
cot Π(a)

sinA
=

cot Π(b)

sinB
=

cot Π(c)

sinC
,

(á) sin Π(a) =
sin Π(b) sin Π(c)

1− cos Π(b) cos Π(c) cosA
,

(â) sin Π(a) =
sinB sinC

cosA+ cosB cosC
,

(ã)
cot Π(a)

cos Π(b)
=

cosC

sin Π(a)
+ cosB sinC.
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8 Âàæíèjå ðåëàöèjå èç õèïåðáîëè÷êå ãåîìåòðèjå

Ëàìáåðòîâîã ÷åòâîðîóãëà

Ó õèïåðáîëè÷êîj ãåîìåòðèjè ïîðåä ìåòðè÷êèõ ðåëàöèjà êîjå ñå îäíîñå íà
ïðàâîóãëè è êîñîóãëè òðîóãàî, îñîáèòó ïðèìåíó èìàjó è ìåòðè÷êå ðåëàöèjå
êîjå ñå îäíîñå íà Ëàìáåðòîâ ÷åòâîðîóãàî, òj. ÷åòâîðîóãàî êîìå ñó òðè óãëà
ïðàâà. Èçâåäèìî íåêå îä ðåëàöèja.

Òåîðåìà 8.1 Àêî jå ABCD Ëàìáåðòîâ ÷åòâîðîóãàî êîìå ñó óãëîâè A,B,C
ïðàâè, à ñòðàíèöå AB,BC,CD,DA è äèjàãîíàëà ED ðåäîì jåäíàêå äóæèíà-
ìà a, b, c, d è x, òàäà jå:

(à) cos2 Π(x) = cos2 Π(a) + cos2 Π(b),

(á) cos Π(a) = sin Π(b) cos Π(c),

(â) cosD = cos Π(c) cos Π(d).

Äîêàç:

Ñë. 8.1

(à) Àêî ]ABD è ]CBD îáåëåæèìî ñà α è β, êîä ïðàâîóãëèõ òðîóãëî-
âà ABD è CBD, èç (à) Òåîðåìå6.1 èçðàæåíå ïóòåì ôóíêöèjå Π ñëåäè

cosα =
cos Π(a)

cos Π(x)
, cosβ =

cos Π(b)

cos Π(x)
.

Êàêî jå è α+ β =
π

2
áè£å cosβ = sinα, òj.

cos2 Π(x) = cos2 Π(a) + cos2 Π(b).

(á) Èç ðåëàöèjå ïðåòõîäíe ðåëàöèjå è èç

sin2 Π(b) = 1− cos2 Π(b)
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ñëåäè

sin2 Π(x) = 1− cos2 Π(a)− cos2 Π(b) = sin2 Π(b)− cos2 Π(a).

Ìå¢óòèì, ïðåìà Ïèòàãîðèíîj òåîðåìè êîä ïðàâîóãëîã òðîóãëàBCD èìàìî

sin2 Π(x) = sin2 Π(b) + sin2 Π(c),

òå jå

sin2 Π(b)− cos2 Π(a) = sin2 Π(b) + sin2 Π(c),

sin2 Π(b)(1− sin2 Π(c)) = sin2 Π(b) cos2 Π(c) = cos2 Π(a).

Ñàäà äèðåêòíî ñëåäè

cos Π(a) = sin Π(b) cos Π(c).
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9 Ãåîìåòðèjñêà èíòåðïðåòàöèjà ïàðàìåòðà k

Ó îâîì ïîãëàâ§ó £åìî, êîðèñòå£è èçâåäåíå òðèãîíîìåòðèjñêå èäåíòèòåòå,
äàòè ãåîìåòðèjñêó èíòåðïðåòàöèjó êîíñòàíòå k è ïîêàçàòè äà jå jåäíàêà
äóæèíè ëóêà σ îðèöèêëà èçìå¢ó äâå îñå, a è b, ãäå jå ïðàâà b ójåäíî
ïàðàëåëíà è òàíãåíòè íà îðèöèêë êîjà jå îðòîãîíàëíà íà îñó a.

Ïðâî £åìî ïîñìàòðàòè ïîãîäàí êîîðäèíàòíè ñèñòåì ó õèïåðáîëè÷êîj
ðàâíè. Íåêà ñó x è y äâå îðòîãîíàëíå ïðàâå êîjå ñå ñåêó ó òà÷êè O. Íåêà
jå M ïðîèçâî§íà òà÷êà è M ′ »åíà ïðîjåêöèjà íà ïðàâó x. Òàäà jå òà÷êà
M íà jåäèíñòâåí íà÷èí îäðå¢åíà îðèjåíòèñàíèì ðàñòîjà»èìà x = OM è
y = MM ′. Îâàêî óâåäåíå êîîðäèíàòå íàçèâàjó ñå Äåêàðòîâèì∗. Òàêî¢å,
ñâàêîì óðå¢åíîì ïàðó (x, y) ∈ R2, x, y ∈ R îäãîâàðà òà÷íî jåäíà òà÷êà
õèïåðáîëè÷êå ðàâíè. Óî÷èìî äà jå y êîîðäèíàòà òà÷êå M ðàçëè÷èòà îä
ðàñòîjà»à ïðîjåêöèjå òà÷êå M íà y îñó, îñèì êàäà òà÷êà M áàø ïðèïàäà y
îñè.

Íà÷èí ìåðå»à äóæèíå ó jåäíîì ïðîñòîðó çàäàò jå ìåòðèêîì, êîjà ïîêàçó-
jå êàêî ñå áåñêîíà÷íî ìàëè äåî ëóêà èçðàæàâà ïðåêî äàòèõ êîîðäèíàòà. Ó
åóêëèäñêîj ðàâíè, ìåòðèêà jå äàòà ñà ds2 = dx2 + dy2, øòî çíà÷è äà ñå
êâàäðàò ðàñòîjà»à äâå òà÷êå ðà÷óíà êàî çáèð êâàäðàòà ðàçëèêà »èõîâèõ x è
y êîîðäèíàòà, øòî jå äèðåêòíà ïîñëåäèöà Ïèòàãîðèíå òåîðåìå. Ïîêàçà£åìî
äà jå ó Äåêàðòîâèì êîîðäèíàòàìà ìåòðèêà õèïåðáîëè÷êå ðàâíè äàòà ñà

ds2 = cosh2 y

k
dx2 + dy2. Íåêà ñó P è Q äâå òà÷êå õèïåðáîëè÷êå ðàâíè,

P ′ è Q′ »èõîâå ïðîjåêöèjå íà x îñó è R ïðîjåêöèjà òà÷êå P íà ïðàâó QQ′.

Ñë. 9.1

∗Ren�e Descartes, 1596� 1650, ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð, ôèëîçîô è íàó÷íèê, ÷èjå jå äåëî

"Ãåîìåòðèjà" ïîñòàâèëî îñíîâå äàíàø»îj àíàëèòè÷êîj ãåîìåòðèjè.
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Îçíà÷èìî PQ = δs, QR = p, PR = q. Òàäà jå òðîóãàî PQR ïðàâîóãëè
òðîóãàî è âàæè

cosh2 δs

k
= cosh2 p

k
cosh2 q

k
,

1 + sinh2 δs

k
= (1 + sinh2 p

k
)(1 + sinh2 q

k
),

sinh2 δs

k
= sinh2 p

k
+ sinh2 q

k
+ sinh2 p

k
sinh2 q

k
.

Êàäà ñó òà÷êå P è Q áëèçó, îäíîñíî êàäà p è q òåæå íóëè, ïîñëåä»è ñàáèðàê
jå ó îäíîñó íà îñòàëå çàíåìàð§èâî ìàëè, à ñ îáçèðîì äà jå sinhx ∼ x, çà
äîâî§íî ìàëî x, ìîæåìî ñìàòðàòè

(
δs

k
)2 = (

p

k
)2 + (

q

k
)2,

oäíîñíî, ó èíôèíèòåçèìàëíîj ãåîìåòðèjè õèïåðáîëè÷êå ðàâíè âàæå ôîðìóëå
åóêëèäñêå ãåîìåòðèjå. Òàäà jå, äà§å

sinh
P ′Q′

k
=

sinh
q

k

cosh
PP ′

k

,

ïà ìîæåìî ïðîöåíèòè q ∼ cosh
PP ′

k
P ′Q′, îäíîñíî

q ∼ cosh
y

k
δx, (7)

ãäå jå y = PP ′ êîîðäèíàòà òà÷êå P , à δx = P ′Q′ ðàçëèêà ïðâèõ êîîðäèíàòà
òà÷àêà P è Q. Èç

cosh
P ′Q′

k
= tanh

PP ′

k
coth

RQ′

k

(Òåîðåìà 8.1, òà÷êà á) ñëåäè äà çà äîâî§íî ìàëî P ′Q′ âàæè PP ′ ∼ RQ′.
Íåêà jå PP ′ = ε+RQ′. Ïðîöåíèìî âåëè÷èíó ε.

cosh
P ′Q′

k
= tanh

ε+RQ′

k
coth

RQ′

k
,

(tanh
RQ′

k
+
ε

k
)(1 +

P ′Q′
2

2k2
) ∼ tanh

PP ′

k
(1 +

ε

k
tanh

PP ′

k
),

ε ∼ − 1

2k
sinh

y

k
cosh

y

k
δx2,

ïà jå ðàçëèêà y êîîðäèíàòà òà÷àêà P è Q

QQ′ − PP ′ = QR+RQ′ − PP ′ ∼ QR = q. (8)

Ñàäà èç (7) è (8) ñëåäè

ds2 = cosh2 y

k
dx2 + dy2,
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øòî çíà÷è äà jå äóæèíà âåêòîðà (a, b) õèïåðáîëè÷êå ðàâíè ó »åãîâîj òà÷êè
(x, y) jåäíàêà

a2 cosh2 y

k
+ b2. (9)

Íåêà jå γ : [a, b] → H, γ(t) = (γ1(t), γ2(t)) êðèâà õèïåðáîëè÷êå ðàâíè.
�åíà äóæèíà jå òàäà äàòà ñà

l =

∫ b

a

|γ′(t)|dt,

ãäå jå γ′(t) = (γ′1(t), γ′2(t)) òàíãåíòíè âåêòîð ó òà÷êè (γ1(t), γ2(t)). Ñàäà, íåêà
jå x îñà îðèöèêëà, à y »åãîâà òàíãåíòà ó òà÷êè O. Íåêà jå P òà÷êà îðèöèêëà

ñà Äåêàðòîâèì êîîðäèíàòàìà (x, y). Òàäà jå e
x
k = cosh

y

k
ïà jå îðèöèêë äàò

ñà
γ(y) = (k ln cosh

y

k
, y).

Äà§å jå γ′(y) = (tanh
y

k
, 1), à çàòèì jå »åãîâà äóæèíà (9) jåäíàêà

|γ′(y)| =
√

tanh2 y

k
cosh2 y

k
+ 1 =

√
sinh2 y

k
+ 1 = cosh

y

k
,

òå jå äóæèíà ëóêà îðèöèêëà èçìå¢ó òà÷àêà O è òà÷êå ñà êîîðäèíàòàìà

(k ln cosh
y0
k
, y0) äàòà ñëåäå£îì ôîðìóëîì

s =

∫ y0

0

cosh
y

k
dy = k sinh

y0
k
.

Êàêî jå è s = σ sinh
y0
k

çàê§ó÷ójåìî äà âàæè ñëåäå£à òåîðåìà.

Òåîðåìà 9.1 Êîíñòàíòà k ïðîñòîðà Ëîáà÷åâñêîã jåäíàêà jå äóæèíè îðèöè-

êëè÷íîã ëóêà êîìå jå âèñèíà jåäíàêà îäñå÷êó ïàðàëåëíîñòè óãëà
π

4
.
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