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YBo

Xurepbosinika reomMerpuja no3Hara u Kao reomerpuja bospaja-JIobadesckor
je HeeyKIMICKa TeOMeTprja y KOjoj He BaKm meTn EykammoB mocTymiar.

[TocTysraT mapaJesHoCTH y €yKIUICKOj TeOMETPHU]H j€ eKBUBAJIEHTaH TBPhemy
Ja y ABOAMMEH3MOHOM IIPOCTOPY, 3a MPOU3BObHY TpaBy [ u Tauky P Koja joj He
HPUIaJA, ITOCTOJU TAYHO je/Ha IpaBa Koja caap:xku P u #e cede npasy [. 3a Ty
MpaBy KaxKeMo 1 je mapajiesina ca [. Y xunepbonyKoj paBHU MOCTOje Oap IBe
npaBe Kpo3 P Koje HeMajy 3ajeTHHYKUX TAdaKa Ca [, MITO 3HAYN 3 HE BAXKU
IIOCTYJIAT MMApAJIETHOCTH.

VY 1pehoj nenennju nesernaecror sexa Hukomaj JIobagescku' u Jamom Bo-
/baj?, HE3ABUCHO jelaH O APYIOr IPEIJIAZKy /13 CE TEOPHU]ja HAPAIEIHAX IPABAX
yTeMeJbH Ha aKCHOMH KOja Hermpa nern Eykamnos mocrymar. Harmacnmo ma y
BpEMe HACTajarha TeOPHUje HUCY OW/IM MO3HATH MOJIEIN XUIEPOOJINIKEe TeOMETPH-
je. Hemajyhu mpea cobom ouuriiesan MoaesT KOju OF MOLYIPO HUXOB MOLJIe T Ha,
OCHOBEreoMeTpHje, OHU Cy yCHeJHu JIa U3Tpaje TEOpHujy Koja je, Kako je KacHuje
[IOKA3aHO, MCTO OHOJIMKO JIOTMYKU BaJbaHA KOJIMKO U E€YKJIMJICKA IeOMeTpHja.
Onm cy kako muaam Jawom Bosmaj wctwye y jenHoMm muUCMy CBOM oIy, "Hu
u3 qgera" crBopunu "jemam cacsum HOBu cBer'. IlpBu myT je 3acHoBaHa jemHa
TeopHja y KOjOj ce He MOKe IIO3BAaTH Ha OUMUIJIETHOCT, 3aCHOBAHA je TeOMeTpHja y
K0joj mocToju Tadka B v mpaBa a Koja je He caJapKu, TaKBe J1a y mbuMa oapeheHoj
PaBHE IIOCTOjU BWIIE Of je/IHE IpaBe KOja caap:Ku B, a ca mpaBoM a HEMa
3ajeTHUIKUX TaTaKa.

3 reomeTpujcKor cBeTa y KOME Ce y HOTILYHOCTH MOTJIO OCJIOHUTH HA WHTYH-
1IMjy 3aCHOBAHY HA IPE/ICTaBaMa KOje CTBapajy 4yJia, 3aKOpaduJio ce y CBeT KOju
[OCTOjU U3BaH JoxBaTa Hater uckycrsa. Crora, Huje uznenaljyjyhe mro muxose
3aMUCIIM HUCY 34 BbUXOBA 2KUBOTA JOXKUBEJIE [IPU3HAE Koje uM npumaga. Camo
je Tayc® pasymeo myGuHY M JaJeKOCeKHOCT HUXOBUX mieja, 6ymyhn ma cy ce,
IIpeMa HETOBUM PEYnMa, OHe MOIyJapaje ca HeTOBIUM 3aMUCINMa 0T KOJUX je
HEKE CHWBAO BHUIIE OJl TPUIECET TOAMHA. JaHUMJ/BUBO, [ayc je 3HAO 3aMUCTH
obojuile 3acCHUBAYA XUIEPOOINIKE TeOMeTpHje, HO HUje YIO3HAO HU jeTHOT O
mux ca pesyararuma apyror. Jlo Bospaja je mocmena jenna pacnpasa Ha Hema-
gkoM jeanky Hwukomnaja Jlobauerckor, nok JlobateBckn HUKaAa HIje PACTTPaBHA0
o paxgy Jamoma Bospaja.

V oKBUDY €yKIUICKE TeOMETPHje KOHCTPYHUCAHN Cy MHOT'H MOJEJIH KOju 33,10~
BO/bABAJY AKCHOME XHIEPOOJHNYKe TeoMeTpHuje, duMe je TOKA3aHO 13 je IMeTu
TTOCTYJIAT HE3aBUCAH OJ OCTAJUX MOCTyaaTa. Jegan o HAjmO3HATHjUX MOJIENa
KOHCTpPyncao je 1868 roqume Bearpamu® mako mamac oH HOCH Ha3UB Benrpami—

"Huxomait JloBauenckmit, 1792-1856, pyckm wmareMaTndap, TOCTABHO j€ TeMesbe
HeeyKJIHJCKE TeOMeTpuje

2J4nos Bolyai, 1802-1860, mabapckm maTeMarmyap, jeJaH Of OCHHBAYA HEEYKJIHICKE
reoMeTpuje.

3Johann Carl Friedrich Gauss, 1777-1855, memMatukn MaTeMaTHuap ¥ HAyIHUK KOJU j€ 130
3HaYajaH JOIPUHOC MHOTHUM IIOJBHMA.

4Fugenio Beltrami, 1835-1900, wrasujaHCK#H MaTeMaTWvap, MO3HAT MO CBOM pagy ¥
nudepeHIjaJHO] TeOMETPHJA U MATEMATAYKO] DUIUIIA.



Kuajuos® npojekrusuu mozesn. Takobe, yecro ce xopucre u Iloenkapeos® nuck
mozen u IToeHkapeoB moIypaBaHCKy MOIe Kao u xunepbononaan momen. O6p-
HYTO, y XUNEpOOJUYKOM TPOCTOPY Ha OPUCHEPHU Ce pean3yje eyKJIUICKa reo-
MeTpuja. 3aTO Cy eyKJUICKA U XUMEPOOIUIKA, TEOPH)ja €KBUKOH3UCTEHTHE.

Y oBOM pajy mpuWKa3aH je jesaH O HAYMHA W3BODEma TPUTOHOMETPHjCKUX
penanuja Koje MOBEe3yjy Mepe CTPAHUIE W yIJIOBA TPOYIJIOBA XHUIEPOOIHUIKE
paBHH, n3soxkeH y Kibusn [6], Kparkuii ouepk ocHoB reomerpun JlobadeBckoro,
[MIupokosa. IlocToje MHOTM PA3IWYNTH HAYUHU W3JIaramba TeOMeTpHje, ajlu y
IbEHO]j CP2KH je CHCTEM aKCHOMA HA KOJIMA Ce Ta TeOMETPHja 3aCHUBA. 3aTO0, HAKO
je Tema OBOI paJia TPUTOHOMETPHja XUIEPOOIMIKe PABHHU, IPBO NEMO U3IOKUATH
JMPEKTHE mocjeauie akcuome JlobadeBckor, 3ajeHudke ocobuHe M Pa3JIMKe
EeYKJUICKE U HECYKJIMICKUX TE€OMEeTPHja, & 3aTHM, y APYTOM MOTJIABBY hemo
M3JIOKUTH W HEKa 0] KaPAKTePUCTUIHUX CBOjCTABA MPAMEHOBA W EMHUITUKAJIA
y XunepOOJIMIKOM MPOCTOPY, a KOja cy OuTHA 3a Jajba mW3BODEma. 3artwm, y
Tpehem MmOrIaB/by MpHUKa3yjeMo 0cOOMHE KOHIEHTPUIHUX OPHUITUKAJIA. UeTBPTO
U [eTO IOIJIaBJ/be Cy IocBelienu, pesoM, ABeMa OUTHIM METPUIKUM PeJIaiujaMa
Be3aHuM 3a opunuki n Gyakuujy Jlodauesckor. Y MECTOM u CeIMOM IIOIIABIbY
MU3BeJIeHe CYy TPUTOHOMETPHjCKE peJlallije TPOYTJIOBA, a 3aTHM, y OCMOM W TPUTO-
HOMeTpHjcKe pesanuje Be3ane 3a JlambepTos” deTBopoyrao. Ha Kpajy, y 1eBeTom
MIOTJIAaBJbY JIajeMO U TeOMETPHjCKY HHTEPIIPETAIIN]y apaMeTpa KPUBUHE k XHUIIep-
OOJIMYIKe PABHH.

Nnycrpanuje cy pabhene y codprsepy Autocad.

5Felix Klein, 1849-1925, HeMauKy MaTeMaTHYIAD, IO3HAT IO CBOM DAy HA TEOPUjH TPYIA,
KOMILJIEKCHO] aHAJIN3H, HEEYKJIUICKO] FeOMETPHjU, Ka0 U Ha Be3n u3Mehy reomerpuje u Topuje
rpyna.

6Henri Poincaré, 1854-1912, dbpaHIycKn MaTeMaTHIap, TEOPHJCKH (bH3MUAp, HHKEEHED K
buii030¢dh MareMmaTUke.

7Johann Heinrich Lambert, 1728— 1777, mBajimapcku MareMarudap, dpusudap, durozod u
acTpoHOoM. [I03HAT je MO MOKA3UBAIY WPAIMOHATIHOCTH 7. Y HETOBY YaCT je/IaH acTepPOH] je
Has3BaH Jlambepra 187.



1 Axkcuoma JlobadyeBcKOr m HeHe IIOCJIeIUIle

Tepmun Heeyk/IuICKa reomerpuja obyxBara CBE TeOMETpHje y KOjuMa He
BayKM HEKa O] aKCMMa, eyKJIUICKe reoMerpuje, Mehy mUMa HajBUINe MaXKmbe ce
nocsehyje onnMa y KojuMa He Baku V EyKJINI0B MOCTYJIAT 1TO KOME Ce /IBe TPaBe
jesHe paBHM Koje ceky Tpehy IoJi carjlaCHUM YIVIOBUMA, YUjU je 30Up Mamu Of
OIIPY?KEHOT, CeKy Ca MCTe CTPaHe Cedulle ca KOje je U 1ap carjiaCHUX yIjioBa.

VY amncosyTHOj TeOMeTpHju, OJHOCHO OHOj y KO0jOj BaxKe TPBe YeTHPH Tpyme
akcruoMa (aKCHoMe MHIIUEHIIM]E, PACIIOPE/IA, NOAYJAPHOCTH U HEMPEKUTHOCTH ),
nckasn [Lnejdepose® akcnome n eror Eykamaosor mocTynaTa ¢y eKBUBAJICHTHH,
0 HUMa 33 MPOW3BOJbHY TMPABY W TAYKy BaH e y muMa oapeljeHoj paBaHuU
IIOCTOjU TAYHO jeJHa IpaBa MHIMIEHTHA Ca JATOM TAa4KOM M JIMCJYHKTHA Ca
garoMm npasoMm. Heramuja oBor TBphema ce MOXKe Pa3ABOJjUTH y JIBA CJIydaja,
OHAaj KaJIa He TMOCTOjU HUjeIHA TAKBa MPABa M Kaaa WX UMa Oap maBe. Y TPBOM
Caydajy J00ujeHa reoMeTpHja Ha3WBA Ce €JIUNTUYKOM W Y 0] HE BaXKe CBE
aKCHOME aIlCOJIyTHE PABHMU, jOII jeIHa O 3HAYAJHUX pa3IuKa, mopesn ILmejdhepose
aKcHoMe je Ta 1a pemmanuja ,m3Mehy”’ Koja ce OZHOCH Ha TP KOJHHEAPHE TAadKe
MOpa OuTH 3aMemeHa PeJalijoM PACIOPe]a YeTUPU KOJIMHEAPHE TadKe.

3ampago, jegHa O MOCEeINIA AKCHOMA aTlCOIyTHE PABHU j€ /13, TOCTOje KOM-
IJTaHApHE W JUCjYHKTHE TpaBe, OJHOCHO 3a JATy TadKy W NpaBy KOja je He
CAIPKU MOCTOju Oap jemHa MpaBa y TOj PABHA HHIUIEHTHA CA TOM TA9KOM H
aucjyHKTHa ca garom npasom. Caga je meramuja Ilnejdepose akcuome ciaeneha

Axcunoma JlobaueBckor 3a gary Tauky A u paBy p Koja je He caapiKu, y
paBHE HUMa ofpehenoj mocroje Oap JBe MpaBe Koje CaaprKe Tadky A u He ceky
JaTy OpaBy p.

Feomerpuja usrpaljena na akcmoMaMa alcoJIlyTHE PeOMETPUjE ¥ HA AKCHOME
Jlobadgerckor je xumepbosnaka reomerpuja. C 003upoM a ce O CUCTeMa aAKCHO-
Ma eyKJIUJICKEe TeOMeTpHje OBaj CUCTEM DPA3NuKyje y jeHOj aKCHOMHU, OBE JIBe
reoMeTpHje Cy y MHOTHM TOTJIEIUMA BEOMa, CIUYHE. Y HACTABKY NeMO yKa3aTu
Ha HEKe O/ IbUXOBHUX CHeHI/I(i)I/I‘IHI/IX pa3/nKa.

Axo cy a m b nBe mpaBe jefHe paBHM Koje ce ceKy y A, a JUCjyHKTHE Cy
ca TPaBoOM p, Taja MpaBa p MPUNAJIA jeHOM O YeTHPHU yIJia Ha KOje TpaBe a
u b pasnaxy pasan. Taxa cy u cBe mpaBe MHIMIEHTHE ca A Koje mpumaiajy
mapy yHAKpPCHHX YTJIOBA KOjUMa He MPHUIaaa p TaKohe JUCjYHKTHE Ca P, OTHOCHO
npaBux Kpo3 A Koje He ceky p mma GeckoHauno muoro. ITomohy [lenekunnose
axkcrome Tokaxke ce ga Mmeljy muma mocToje JBe TpaBe m W n, TakBe Ja CBE
ocTajie TPHUMAIAjy Mapy YHAKPCHUX YIJIOBa Koje oapelyjy m m m xojuma He
npunaga p. 3aro hie cBaka mpaBa Kpo3 A Koja MpUNaJa MPEOCTAJIOM Mapy
yHAKpCHUX yrioBa cehu p. 3a mpaBe m u n Kaxkemo Ja cy napasenne p. Oa
pesaruja OYUrIeIHO HEje TPAH3UTHUBHA jep ce m u n cexky. MehyTum, penaruja
apajeTHOCTU AepUHICAHA AHAJIOTHO HA CKYILY ITOJYIIPABUAX jeCTe TPAH3UTUBHA.
JIBe mapajenne mpaBe ce OECKOHAYHO MPUOINKABAjJY jeaHA IPYroj y CMepy

8John Playfair, 1748~ 1819, mkoTCKM WayYHWK, MaremMaTH+Iap u TPOdecop MPUPOAHE
dunozoduje Ha YHuuBepsurtery y Eaunbypry.



[1apaJIeTHOCTH, MO2KEMO 3aMHUIILJbATH 3 CE CEeKy y OECKOHAYHO [IAJIeKOj Ta4KH
(Bumertn [3] m [4]).

Heka je B monmoxkje mopmasie m3 tadke A wa p. Tama cy yriosm koje AB
3aKJIala ca m 1 1 MOYJAPHU U OIITPH U HA3UBAjy Ce YIVIOBUMA MapaJIeTHOCTH
3a ayx AB. YrioBu mapajieTHOCTH Cy y OIIITeM CIy4Yajy Pa3iuduTH, 3a
pasue ayxu. JIBeMa momymapHuM JIy2KMMa OJroBapa UCTU yTao MaPAJIeHOCTH.
Oyuknuja Koja JyKHMa IPUAPYXKYje HBUXOB yrao MapajeHOCTH Ha3UBa, Ce
dyuknujom Jlobauesckor u o3Hauana ca II. @yukimja JIobadeBCKOr je MOHOTOHO
omaajyha, kaga mMepa jyzKu TeKu HyJid, BpeaHocT (yHKuje Texxu g, a KaJa
Mepa Ay»KH TeKH OeCKOHAYHOCTH, BPeIHOCT (pyHKIHje Texku Hynn. Taxohe, 3a
CBaKM OIITAP yrao XuiepboIndke PaBHU MOCTOjU IIPABA OPTOTOHAIHA HA, j€THOM
IErOBOM KPAaKy KOja HE Cede IHeros JIPYI'u KPak.

Cn 1.1

3a ABe KOMILIAHADHE IPABE KOje e He CeKy HUTU Cy HapaJieHe KayKeMO
ma cy xuneprnapanenne. Hwu oBa penamuja Huje TPAH3UTHBHA. 33 CBAKE JIBE
XurepnapaseaHe IpaBe MOCTOjU TAYHO jeTHa 3ajeJHUYKa HOpMaJia. AKO MX OHa
cege y taukama K m L, taga cy K um L nBe HajOonmKe Tadke OBUX IIPABHUX,
pacTojambe Tadaka OBHUX NpaBuX je cBe Belie Kako ce ymaspyjemo om K m L,
OJTHOCHO MOKeMO pehu j1a ce, Kako ce kpeheMo Ka OECKOHATHOCTH, Ca jeIHE WU
ca mpyre crpane mpase K L, xuneprnapaJjesHe TpaBe jeaHa o ApyTe yAabyjy.

ITokymmasajyhu ja nokazke Ja je xurepbosnyika reoMeTprja HEeKOH3UCTEHTHA,
Jlesxanap® je moxasao Ja 36up YIOBa TPOYIJa AICONYTHE PABHH HEje Behm
O] ONIPYZKEHOI' yTJia, 3aTUM, [a je Taj 30up MM KOJ CBUX TPOYILJIOBA, jeIHAK
OTIPY’KEHOM YTJIy WJIM He TIOCTOjU TPOyTao ca TakBuM 36mupom. Takobe je mokazao
J1a je 30up YHYTpaIIbUX YIJIOBa KO/ jeJIHOr (2 CAMUM TUM KOJ CBUX TPOYTJIOBA)
jeIHAK OMpY’KEeHOM yTJIy ako m camo ako Baxu llmejdepoa axcmoma. [lakie,
30Up YIJI0Ba MPOU3BOJHPHOI TPOYIJIA XWUIEPOOJMYKEe PABHU je Mambu Om 7. ¥

9 Adrien-Marie Legendre, 1752 — 1833, dbpauinyckn maremaTndap. 3Ha4ajHO je JONPHHEO
Ha MOJPUMA CTATHUCTHKE, Teopuje OpojeBa, amcTpakTHe ajarebpe U MAaTEeMATHIKE AHAJIHI3E.



ONINTEM CJIy4Yajy ABa pa3Ha TPOYIJIA MMAjy W PA3IAYUT 30UpP YHYTPAIIHBUAX
yrioBa. JIako je 3akjpyunmTH 1a je 30Up YHYTPAITHUX YIJIOBA MPOW3BOJHHOT
MPOCTOT, PABHOT' N-TOYTJIa Mamu of (n — 2)7.

YerBopoyrao ca Tpu mpaBa yria Ha3uBa ce JJamMbepToBuM, U y XUepOOTHIKO]
PaBHE IHETOB YeTBPTH yrao je Tama oumraenno omrap. Caxepujes'® gersopo-
yrao ABC D uma apa cycenna yria upasa, ZA = /B = /2, a 6oune crpane AD
u BC cy nonymapue. JlupekTHA MOCIEINIA je 1a Cy TAJa W YIJIOBH y TAIKaAMa,
C n D nonynapuu, u 'y XUmnepOboJIniKoj reOMeTPHju MOPajy OMTH OIMITPH JOK je
crpanuna C'D seha ox ocnosune AB.

0Giovanni Girolamo Saccheri, 1667- 1733, WTaJHjaHCKH MATeMATHYAD, CBEIITEHHK K
dunozod. CakepujeB 4eTBOPOYTrao je 700610 HA3WB IO HEMY.



2 IIpameHOBM 1 CHOIIOBU TPaBUX, EMUITUKJINA U
ermucdepe

Y najpem pajy, mpu W3BOLEemy TPUTOHOMETPH]CKHUX jeTHAKOCTH, 9€CTO heMo
KOPUCTHUTHU OCOOWHE TTapaJIe/IHUX MTPABUX XATTEPOOINIKE PABHE, KA0 W OPUIIAKAJIA,
u opucdepa. 3aTo y OBOM MOTJIaBIbY MOCeOHY TaXKiby mocBehyjemMo npaMeHoBuMa
Y CHOIIOBMMA IIPABUX, KA0O U KPUBAMA U IIOBPIKUMA KOje ce TOMONY HUX 'eHEPHIIy.

Hedununmja 2.1 Makcumaian CKyIl CBUX IPaBUX HEKE PABHU TaKBUX [ 33
CBaKe TPH MPaBe a, b, ¢ U3 TOr CKyIIa BaXKM 73 je KOMIIO3HUINja OCHUX pedieKcuja
S. 0 Sp 05, Takolje ocHa pedJiekcuja je npaMeH IIpaBHX.

Craku mpameH je Ha jeaWHCTBeH HauwWH oxpeljeH ca aBe CBOje pasjamvute
mpase.

Hedununnja 2.2 Heka je xy npamen npasux u X IPOM3BOJ/bHA TaYKa PaBHU
TOr IpaMeHa Koja He MPUIaia CBUM IpaBama Tor npaMena. CKyIl CBHX Tadaka
T€ PABHU OCHOCHMETPUYHUX Tadku X y OJHOCY Ha IPABE MPAMEHA X 30BE Ce
ETUIIAKIT.

CBaku enumuk’I je oapeher HA jeIMHCTBEH HAYWH MPAMEHOM U j€THOM CBOjOM
TA49KOM, aJIM TaKOhe W ca TPHU CBOje paznumunre Tadke. IIpaBe mpamena ce
HEKa/la U HA3uBajy ocaMa Tor enunukia. 1IpaBa Koja caapku Tadky enuiukIa
7 OPTOTOHAJIHA je Ha, OCY eMUIINKJIA Y TOj TAYKN HA3WBA, CE TAHTEHTOM EMHUITNKIIA.
TanrenTa n HEeIUHEAPHU EMUNIMKJ UMajy 3ajeTHUYKY TATHO jeIHY TAUKy, a CBe
ocTajie TadKe eNUITNKIa HaJa3e ce Ca MUCTe CTPaHe TAHTEHTe.

VY eyk/uICKO] PABHU PA3/IMKYjEMO /B BUJA IIPAMEHOBA IIPABUX U TO:

1. mpaMeH KOHKYDEHTHMX IIDABUX, Tj. IPABUX KOje Ce CeKy Yy jeJJHOj Tauku,
CPeJIUIITY TOr IIpaMeHa

2. TIpaMeH MapaJsieIHAX MIPABUX, Tj. TPABUX OPTOTOHAIHUX HA HEKY (PUKCHpa-

HY IIPaBY.

Enunukiu koju oarosapajy OBUM NPaMEHOBUMA €YKJIAJ/ICKE PABHU Cy PEOM
KPYT W TIpaBa.

Y xumepbOIUYIKO] PABHU MOCTOje TPU PA3THIUTA BUIA ITPAMEHOBA TPABUX U
TO:

1. nmpamMeH KOHKYpPeHTHUX IPABUX, Tj. IIPABUX KOje Ce CEeKY y je/IHOj TadyKu,

CPEIIUIITY TOT TTpaMeHa; TaKaB MpaMeH HA3WBAMO €MUK IHIM.

2. mpaMeH MPaBUX KOje Cy TMapaJiejlHe ca HEKOM TIPABOM S, y TOM CIydajy

MpaBy § HA3MBAMO OCOM TOT IIPAMEHA, & caM mpameH mapaboamyakum. [lapa-
JIeJTHE TIpaBe Ce jeaHa JAPYyroj O6ECKOHAYMHO MPHUOMIMKABA]Y I MOKEMO CMATPATH
1 72 ce CeKy y OECKOHAYHO] TA9KH.

3. IpaMeH XUlleplapaJjle/IHUX [IPABUX, YIPABHUX Ha jeJHOj UCTOj LIPABOj N,

y TOM CJIy4ajy TTpaBy n Ha3WBAMO OCOM TOT TIPAMeEHa, & CaM TIPaMEH XUTep-

OOJIUIKUM.



Cyr9HO Ka0 ¥ y eyKIUICKOM CJIy9ajy eMUIUKIT KOjU O/Ir0Bapa KOHKYPEHTHOM
npaMeHy Ha3WBa Ce KPYT, a [EeHTap MPaMeHa je yjeqHO W LEHTap Kpyra (BUIeTn
[5])- Ako je y muramy mpaMeH XuIeprapajesHuX NpPaBux, oxroeapajyhu emu-
[IWKJI je eKBUANCTAHTA, KPUBa KOjy YIHE TaUKe MO/IjeTHAKO YAa/beHE O OCHOBUIIE
paMeHa, K0ja je yjeqHO W OCHOBHWIA eKBHAMCTaHTe. Pacrojame Tadaka eKBH-
JIMCTaHTE OJf OCHOBUIIE 30BEMO BHCHHOM €KBUIMCTaHTe. EKBHIMCTAHTA je mpaBa
AKO M CaMO aKO je IheHa BUCHHA Hysa. AKO je y nuramy HapabOoIudKy IpaMeH
npaBux, oArosapajyhn emunuki masuBa ce OpuIMKI. AKO cMarpamo ma ce
rapaJiesiHe paBe CeKy y 6eCKOHAYHOj TAYKKU MOYKEMO CMATPATH U /14 je OPUITUKIT
CHENWjAJTHA CIyda] Kpyra 4uju je meHrap OeckoHadHa Tadka. OpPUIMKI HEje
JINHEAPAH CKYII.

Jokazahemo HeKOIMKO TBphema Koja mojarmmasajy penaiumje mehy mapadosu-
YKHUM IIpaMEHOBHUMa U OPUITUKJINMaA.

Teopema 2.1 Ilocmoju jeduncmeena npasa xoja npunada 06ama padHum napa-
60NUNKUM NPAMEHOBUMA.

Hoxka3: Jlokaxknmo mpso ersucrennujy. Heka je X mpon3Bo/bHA TaduKa PaBHU U
P U @ noJiyupase ca reMeHoM X KOje Cy HapaJiesHe mpaBaMa TUX napaboinakux
MpPaMEHOBa. YKOJIWKO Cy P W ¢ JBE pa3HEe MOJIyIpaBe WCTE TPABE MPOHAIIH
CMO TIpaBy KOja HCIYHaBa TPasKeHW YCJIOB. AKO Cy y MUTamy HEKOJIMHEADHE
MOJIyIIpaBe, HEKa je s OHCeKTpUCa KOHBEKCHOT yria ojapeheHor mosympaBaMa
p u q. llocroju jenmHcTBeHAa MpaBa OPTOrOHATHA HA § W HapajielHa ca P, a
TaJa je OHA MapajielHa M Ca ¢, Te€ NPUIAJIA U HapADOIUIKUM [IPAMEHOBHMA.
JeIMHCTBEHOCT CIeIu U3 YWIH-EHWIlE 113, je paMeH oapeleH ca IBe CBOje TpaBe,
Te aKo Ou TIOCTOjajie IBe pa3He MpaBe Koje MPUIaIajy MpaMeHOBIMA, TPAMEHOBH
61 ce TOKJIAIAJIN. |

Teopema 2.2 Tpancaauyujom dyorc npase napabosudKoe NPamMera, maj npameH
ce cauka Yy cebe.

Hoxkas: Tpancnanmja je KoMmmosnimja ape ocHe pediekcnje S, o S, TOe Cy
oce p W q ympaBHe Ha JaToj mpaBoj a. Heka cy a1 m ae ABe KOMIJIEMEHTHE
MIOJIyTIPaBe MPAaBe @ ¥ HEKA je JATH MPAMEH, IPAMEH TPABUX NapajeHuX Ca d1.
[IpoussosbHa HpaBa LHapPaJIeIHa a1 Ce CUMETPHjOM Sy CIUKA y LIPABY LAPAJIEIIHY
LOJIyLPABOj G2, & 3aTUM cuMeTpujoM S, y IpaBy HapaJiesiHy [OHOBO MOJIYIIPABO]
a1. OmaBae IUPEKTHO CAeIN JOKa3. |

Teopema 2.3 Ceaka dsa opuyuraa cy nodydapHu AUKOGU.

oxka3z: Heka cy npBO OPUIUK/TH M€HEPUCAHN UCTUM MapabOTHIKAM TPAMEHOM
7 HEKA je s OMJI0 KOja ImpaBa TOr IpaMeHa, OJHOCHO OMJTO KOja IbUXOBA, 3aje THUIKA,
oca. Ako s ceue ore opurnkie y Taukama A u B Ha ocuoBy Teopeme 2.2 ciean
Jla Ceé TPAHCJIAINjOM T4p jedaH MPaMeH CJIWKa y APYyru, Tadka A y Tadky B,
a KAaKO je enuIuKJ jeWHCTBEHO OJpeheH MpaMeHOM ¥ jeJHOM CBOjOM TadKOM,
je/laH OPUIMKJI C€ CJIUKA y IPYIH.

Axo nBa paznuyanTa npaMeHa TeHEPUIly OBe OPHUIMKIIE, TaJa Ha OCHOBY Teopeme
2.1 mocToju TavHO je/Ha 3ajeHUYKA [IPABA T4, JIBA lIPAMEHa, 03Ha4YUMO je S. AKO



OHa cede opulukJe y Tadkama A u B, Heka je n meaujarpuca ayxku AB. Tazxa
ce ocHOM pediekcujoM S, jelaH MpaMeH CIWKa, Y APYTH, KA0 U jeTaH OPUITHKJI

Y JpyTH. i

Hedununuja 2.3 CHon mpaBux je MAKCUMAJIHU CKYII CBUX MPABUX Y TPOCTOPY
TAKBUX JIa Cy CBAaKe JIBE IPaBe TOT CKyTa KOMIIJIaHAPHE, JOK CBe TTpaBe TOT CKYTIa
HUCY Y JeJIHO] PaBHU.

Cse mpaBe jeHOr CHOIA KOje MPUIAIA]y AATO] PABHU YUHE [IPAMEH IIPABUX
re paau. CBaku cHOI je u jequHCTBEHO ofpeljeH ca 6uiio Koje JiBe cBoje 1mpase.

Hdedununmja 2.4 Heka je = cuon npaBux u X Tadka KOja HE IIPUIIAJLA CBUM
npasaMa Tor cuora. CKym CBUX Tauaka MPOCTOPa OCHOCUMETPUUHNX X y OIHOCY
Ha, TTpaBe TOT' CHOMA HA3WBAMO emrucdepoM, a TIpaBe TOT CHOIa, 0caMa, enucdepe.

V eyKIuACKOM MPOCTOPY MOCTOj€ ABA THIIA CHOIOBA MPABUX U TO:

1. cHOIl KOHKYPEHTHUX IPAaBUX, Tj. IPABUX KOje Ce CEeKY Y jeJHOj Ta4KH,

CPEUINTY TOI CHOIIA

2. CHOI TIapaJjieTHUX MPABUX, Tj. TMPABUX OPTOTOHAJHUX HA HEKY (DUKCHUDa-
HY paBaH.

Enuncdepe xkoju oroBapajy oBEM CHOIIOBEMA €YKJIHICKOT IIPOCTOPA Cy cdepe
U PABHHU.

Y xutepboSMIKOM MPOCTOPY, MOCTOje TPU THUIIA CHOIIOBA TIPABUX U TO:

1. cHOI KOHKYDEHTHUX IIpPABUX, Tj. NPABHUX KOje Ce CeKy y jelHOj TadKH,
KOjH jOIII HA3WUBAMO EJTUITHIKIM.

2. CHOII XUIIepIIapaJIeJIHUX IIPABUX, OJIHOCHO OHUX KOje Cy YIIPABHE HA 33/1aT0j
PaBHU, KOjy HA3WBAMO OCHOBOM TOT' CHOTIA, a CAM CHOT XUTEPOOTUIKIM.

3. CHOM MapaJjeTHUuX MPABUX, KOjU HA3BMBAMO TAPAOOJIMIKIM.

Enuncdepe xumepbommdror mpocTopa Kojeé peaoM OAroBapajy OBHM CHOIIO-
BuUMa cy cdepa, eKBUIUCTAHTHA TMOBPIN u opucdepa. ExBumamcTaHTHY HTOBPII
4UHE TAYKe I0/jeIHAKO y/1a/beHE OJ] OCHOBE O/1roBapajyher xumnepboaudkor CHO-
ma. ExBuancTaHTHA TIOBPII je paBaH aKo U CaMo aKo je heHa BucnHa Hyaa. Opu-
cdepy cmaTpaMo rpaHUIHUM CiydajeMm cdepe, Kaa je meH meHTap 6eCKOHAIHO
Jajieka TadKa y KOjOj Ce CeKy IpaBe TOT MapabOTHIKOr IIpaMeHa.

Henpasuu npecek enucdepe u paBHU je enuuukJ. AKO paBaH, [IPH TOM,
CaIPYKU HEKY OJI TPABUX CHOMA KOju TeHepuiiie enucdepy Taaa je npecek emucde-
pe U pPaBHU PEIOM KPYT, eKBUIWCTAHTA, OJHOCHO, OPUIIMKJI, aKo je emucdepa
cdepa, eKBUINCTaHTHA MTOBPII, OJHOCHO, opucdepa.

CimaHO Kao ® y C/Iy4ajy OpHUIMKAJA, MOXKE Ce MOKA3aTH Ja Cy CBAaKe JIBe
opucdepe mehycobno noaymapue. Ilocmarpajmo opurukiie na cdepu Koju ce
n06mjajy Kao mpecenu opucdepe W paBHU KOje CAIpIKe MpaBe MmapabOIuydKOr
cHOma Koju remepuiie Ty opucdepy. ledbunummmo ma je tauka A uzmehy
tagaka B u C ykommko npunazaa jayky opunukia BC. Takobe, cmarpamo ma
je nap rasaka (A, B) nonynapan napy rasaka (C, D) ako nocroju uzomerpuja
XUMEPOOTHIKOr IIPOCTOPA KOja CanuKa opucdepy y cebe, a Koja CIUKa jeTaH map



radaka y aApyru. AKo cBe tadke opucdepe cMarpaMo TadKaMa HOBOI MOJENa
TeoMeTpHje, a CKYT OBUX OPUITMKAJIA CKYTIOM TIPABUX TOT MOJENa, TaJda OBA B
CKYTIa ¥ TIPETXOTHO e MHICAHE IBE PesIallije 3a0B0/baBajy AKCHOME eYKIINICKE
reoMeTpHje paBHU, OJHOCHO Baxku ciemeha Teopema.

Teopema 2.4 Ha opuchepu ce peasusdyje eykiudcra 2eoMempuja.
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3 KoHIEeHTpuYHN OPUINKJIN U BbUXOBE OCOOMHE

Ocobune opHIMKaIa UMAjy BayKHY YJIOTY y W3BOLEmY TPUTOHOMETPUjCKUX
penanuja xunepbosmake reomerpuje. OBme hemo nmpukasaTu HEKE O HUX.

Hedununuja 3.1 IBa pa3Ha OpUIMKJIA KOJU OATOBAPA]Y UCTOM MTPAMEHY TPa-

BUX HAa3UBaMO KOHIICHTPHUYHHUM HJIN IIaPAJICJITHUM.

Teopema 3.1 Oduoc ayko6a 06ajY KOHUEHMPUNHUT OPUUUKAAG KOJU CE HAAA3E
usmely deejy oca mux opuyuKaa He 3a6uce 00 BEAUNUHE UL AYK0Ba, 6ell camo
0d odcmojara udmehy Mux opuYuKana.

oxka3s:

Cn. 3.1

Hexka Tpm oce a,b,c qBajy KOHIEHTpUYHUX opunmKaia h u h' CeKy OpuIuKII
h y taukama A, B, C w opunuka h' y taukama A’, B', C’

IpermocraBumo Hajupe xa cy aykosu AB u AC opunukia h camepspusm,
HEKa je HhUXOBAa 3ajeJHMYKA Mepa m Iyra cajapxkaHa y Jyky AB, a y jayky
AC canpxkana n nyrta. CuMeTpHjoM y OZHOCY HA OCY OPUIIUKJIA JIYK OPUITUKJIIA
CJIMKA Ce y FheMy MOAYJAPaH JIyK. 3ajelHndKe 0ce OpUIUKIA h u h' Kpo3 Kpajme
Tauke nogeonnx gykosa AB n AC pasnaxy nykose A'B’ u A'C’ opunmkia h'
PECIIEKTHUBHO Ha M W N JeI0Ba KOju ¢y MehycoboMm jemHakw, jep:

AB A'B m _ AB _ AC
—_— = = T}, — = —-
AC  ACt n A'B" AC
[Ipermocrasumo caga ga aykosu AB u AC nucy camepsbuBu. AKO JIyk
HOJIEJIMMO HA ¢ JEJTHAKUX JEJIOBa, TaJla IpeMa ApPXUMEeIOBOM CTaBy MOCTOjU
npupomaan 6poj p takav da je:

11



p_AB _ptl
¢  AC q

Koncrpyucamewm 3ajernuukux oca opuiukana h u h' Kpos jeoHe tauxe Hajia-
3uMo Ja je taxkofe (Bugeru [6]):

q  AC q

A'B 1
p< <er

C o063upom ga 6poj g mMoxkemMO m3abparu JOBO/bHO BEIUKHU, W3 JTOOUjEHUX
HEjeIHAKOCTH, CJIeJIH /1A je:

AB _AB AB  AC
—_— = —— T). Ja ) —— = ——.
AC AT A'B AC

Ha taj maymn Mu cMO [OKa3aaw 1a OTHOC JIYKOBA JBAjy KOHIEHTPUIHUX
OpHIMKAJIA Koju Ccy onpehenn nBema ocama THX OPUIIMKAJIA HE 3aBHCE O] BEJIU-
YHHe THUX JIYKOBa, Beh camMo o oficTojama n3meljy mux.

Axo cy nak, AB u A’B’ onceuny 1Bajy KOHIEHTPUYIHUX Opunukanaa h u h’/
Koju cy onpeljenn nema mwuxosum ocama AA' u BB, 3atum CD u C’' D’ onceunm
HEKWX IPYTUX JBajy KOHIEHTPUIHUX opunmkana hy u b xoju cy ompehenn tam
UCTUM MM HeKuM apyrum asema ocama CC’' u DD’ npu uwemy je oncrojame
AA’ mamely opumukana h u b’ jennako omcrojamy CC’ namel)y opunmkamna hy n
h}, Tajga, ¢ 063MPOM Ha TOLYJAPHOCT OHIIO KOJUX JIBAjy OPUIMKATA nocm/je\ Ha,
opunmkanma h m b’ ca ucre crpane om oce AA’, tauke E n E’' Takee na je AE =
CDuA'E =C'D'. IIpu Tome npasa EE’ takohe npeacrap/ba 3ajeTHAYKY OCY
opunukaia h u b/, re je npema mokasaHowm:

AB AE _ CD

e — ——— — ——-
A'B"  A'E"  C'D’
W3 nokasamor ciemu Ja OTHOC JIYKOBA, JABajy KOHIEHTPUIHHUX OPHUITUKAJIA,
KOju cy onpeljeHn HBUXOBUM [IBEMa 3ajeJHUIKHM OCAMA, 3aBUCH HCKJBYIHBO O]
MeljycoOHOr pacrojara THX OPHIIMKAJIA.

Teopema 3.2 Jlyko6u KOHUEHMPUNHUT OPULUKAAL KOJU ce Haaase udmehy deejy
HUTOBUT 0CG CMAYJY Ce Y CMEPY NAPAAEAHOCTNY MUX oca 6 nosehasajy ce y
CYNPOMHOM CMEDPY.

oxkas:

Kopucrehn dopmyne ysegene y nperxognoj Teopemu, uMamo ga je A'C’ <
AC, na je A’B’ < AB w npeMa Tome JyK Koju oarosapa ternsn A’ B’ opunukia
h' je mamu ox myka Koju omrosapa tetusu AB opunmkaa h. OBuMm je Teopema
JTOKA3aHa. ]

Teopema 3.3 Axo obesescumo ca Sy u Sy 6ehu u marwu Ayx xoje na deema
KOHUEeHMPUYHUM oputuksuma hy u ho odpehyjy wurose dee sajednuuke oce a
u b, a ca x mehycobro odcmojarve Mux opuYUKaa, Mada je:
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S

3= ek, 20e je k nosumusan peasan 6poj.
2

oxka3s:

Ci. 3.2

Ob6ene:xuMo ca, h3 OPUITUKJI KOjU je KOHIIEHTPUYIAH Ca OPUIUKJIOM hy u hy, Ha
KoMme oce a u b ogapelyjy nyk S Takas ga je S > S3. Cem Tora, ako 06eIeKuMo
ca y mehycobuo ojcrojame opunmkasia hy u hg, upema Teopemu 3.1 6uhe:

s s s
SiZf(ﬂC)’ Sijf(l/% §;=f($+y)-

Mmuozkemem onrosapajyhux crpana MpBUX JABEjy jeIHAKOCTH, 3aTHM, IMOPe-
hemem mobujene jemnakoctu ca tpehom, Hamasumo ga:
S1=f(2)S2, S2=f(y)Ss, S1=flz+y)Ss,
onuocuo S1 = f(z)f(y)Ss = f(x + y)Ss. Hememwem ca Sz nobujamo:

fle+y) = f@)f(y). (1)

ITo nedbunnnmjn dyukumje f Baxu f > 1, na je
fle+y) = f@)f(y) > f(z) 1= f(a),

re je f pacryha dyukiuja. /Jokaxkumo 1a je OHa eKCroHeHnujaj Ha. AKO je n
npupozan 6poj, npema pesanyju (4) umamo aa je:

fln) = f(n=1)f(1)

OlaKJIe, PEKYPEHTHUM MOCTYIKOM, HAJA3UMO [1a je:

fn) = )"
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O3na4umo

f)y=a>1.

1
Tazna je f(n) = a™. Axo je x pammonanan 6poj obnuka xr = —, rue je m
m
npuposaH O6poj, UMaMo 1a je

1 m 1 1 _ 1 _ _
f(E) —f(a"’g‘k ~~+a)—f(m E)—f(l)—a,
M-Iy Ta
mna je
flo)=at

Ako je x pauponasian 6poj obMKa £ = — e Cy m U N NPpUpPOLHu OpojeBH,
m
UMaMoO Ja je:

PO =4 b )= f()t = (ah) = o
N-TIyTa,

OBuM cMO JOKa3asM Ja 33 CBAKK palMoHasan 6poj x Baxku penanyja f(x) =
a®. Axo je x upanpoHasiadH HO3UTHBAH OPOj, TaJa MOKEMO 00pa30BaTH JIBa HU3A
by 1 ¢, parmoHaTHEX OpPOjeBa, IPU Y€MY je IIPBU O/ THX HU30Ba pacryhu a apyru
omamajyhn, mok 0ba koBeprupajy 6pojy & Tako ma je b, < x < ¢,, U MpeMa TOMe

fby) < f(z) < flew).

Crora je

a’ < f(z) < a®.

Kana b, — x, ¢, — x, taga u a® — a® u a® — a®. 3aro je Taxobe:

flz) =a”.
! 1
Ako o3naunmo Ina = T ouhe a = e*, n npema Tome

8

flz)=e

|
Huje remko 06jacHUTH KAKBO T€OMETPHJCKO 3HAYEHHE NMa mapamerap k. Ako
obenexxumo = = k, npema penammjn f(z) = e umamo na je f(k) = e. To

3HaYM Ja mapamerap k mpeiacTaBiba JAyKHWHY OJCEYKAa HA Oocu u3MeDhy aBajy
KOHIEHTPUIHUX OPHUITUKAJIA KO/ KOJUX je OIHOC JIYKOBA m3MeDy /IBejy oca jeaHak
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6pojy e.

WN310xuMO 1 HAUWH KOHCTPYHUCAFhA TOT OfcevKa 4uja je myxkuua k. Obese-
xumo ca AB ' [IPOU3BOJBAH JIYK HEKOI OPUIUKIIA h, a ca C' Tadky Ha TOM OPUIIAKITY
rakBy Ja je AC =e- AB.

Cn. 3.3

Obenexxknmo, 3aTuM ca a u b oce opuimkiaa h kKpo3 tadke A m B, a ca
€KBHUIMCTAHTY KOja caapku Tadky C u mMma 3a OCHOBY mpaBy a. Ha mpaBoj
b mocroju Tauka B’ kojoj je omcrojame B'E on mpase a MOAyIApPHO yHAIIPET,
3agarom ozcrojamy d. Heka je d omcrojame tauke C' ox npase a, ogaocao C'D
rue je D nonnoxje nopmaiie us C na a. Ilpu Tom je tauka B’ ca one crpaHe
oIl TIpaBe a ca Koje ce Hamase tadke B m C, ma je Tauka B’ Ha expuamcranTm
I. Opunukn h' xkoju cagpxkm Tauky B’ a KOHIEHTpHUYAH je Ca OPHUIUKJIOM h
ceue ocy a y Heko] Tauku A’. Ilpm Ttom ce Tpamcnamujom 3a AA’, myx oce a
OPHUIINKAJIA jeJIJaH OPUIUKJI CJUKA y Apyru, a ayk AC opunukia h ciuka ce y
nyk A’ B’ opunukiia h', ma cy OHU MOAYIAPHH, a Jajbe je U A'B = e AB. Oryna
je AAA=B'B=FED =k.

Jedununmja 3.2 TMapaverap k y perammjn f(r) = ek mazwpamo mosymped-
HUKOM KPHUBHHE IIPOCTOPA, JI0GaYeBCKOT.
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4 JIBe MeTpUYKe peJaliije

Y osoMm norsiaBby hemo m3secru jiBe OuTHE pesanuje Be3aHE 33 OPUIUKIIE
koje he HAM TOCTYKUTH 33 U3BODEHE€ TPUTOHOMETPHUjCKUX WIEHTUTETA.

Teopema 4.1 Hexka je O mavwka y x0joj ce cexy mehycobom ynpasHe npase a
u b, x je npasa napasesna ca obema npasama a u b, a h je opuyurs Koju uMa
3a ocy npasy a u koju cadpocu mayky O. Axo obeaestcumo ca P u Q mauxe y
Kojuma Hexa dpyza oca y opuyukaa h cewe pecnexkmueno b u maj opuyuka, ca
r uv mepe dyocu OP u PQ, a ca 0 u s mepe aykosa opuyuxaa h usmehy oca
a U T, 00HOCHO 0CG a U Y, mada je:

r
k)a
r
(6) s = atanh(%),

(a) e¥ = cosh(

2de je k noaynpeuwnuk xpusune npocmopa Jlobuescroe.

oxka3s:

X1

Cu 4.1

Heka cy x1 i y; npaBe cumMeTpudHe TpaBaMa & W Y y OJHOCY Ha TPaBy d.
C o63upoMm 11a y cede npasy b, npase y u y; Haja3e ce usMmely npaBux x u .
Hexa cy B n B’ Tauke npase b TakBe ma Cy ca pa3sJIndaWTHX cTpana tadke O n
nma je momynpasa BB’ napanenna npasoj x. Hexa cy Y u Y’/ Tauke npase y, a
A m A’ rauke mpase a Takse ma cy noaynpase A’A m Y'Y napanenne npagoj x.

[MpermocraBumo Hajupe Ja ce oca y Hama3u uaMmely oca ¢ u T, U TpeMa
rome Tauka P ma momynpasoj OB’. Neka je M tauka npase y u3a Tauke Py
osHOCcy Ha Tadyky ), rako uga je OP = PM, a m upasa yupasua y tadku M
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Ha npasoj y. C o6supom na je PM = OP u AMPB' = LOPY = II(OP),
ouhe LK MPB’' = TI(PM). 13 oBe penanumje u ¢ 063UpOM Ja Cy TpaBe m ¥ Y
OPTOTOHAJIHE, CJIeau aa cy mpase m u b mehy cobom mapanenne. Ilpasa b je
napaJiejiHa ca MPaBoM I, Ma je U mpaBa m mapaJjejHa ca IpPaBoM .

Hexa je M’ rauka npase m raksa ja je noayupasa MM’ napaneina mpaBpoj
z. Heka je I/ opunuki koju caupzku tauky M a KOHIEHTPUYAH je Ca OPULUKIIOM
h. C ob3mpom 11a je ipaBa T mapaJjeHa ca 0ba Kpaka csakor ox yruosa A’OB’ n
Y'MM', rauke O m M jegnaxo Cy ymasbeHe O Ipase x', Te je W JIyK OpunuKia h
KOJE ce HaJIa3; u3Melly oca a B x jeTHaK ca JIYyKOM OPHIHKIA h' Koju ce HAIA3|
u3mely oca y u x. ITo npernocrasiu Tauka P je usmely tadaka M u @, na je
MQ@Q = MP+ PQ=O0OP+ PQ =r+v. Kako je jour oca y opunukiia h uzmehy
oca a M x JyK OpWIMKJAa h KOju ce Hamasnm m3mely oca y n x, o3HaIUMO Ta ca
0 — S, MabH je OJ1 TyKa OpHUIMKJIA h Koju ce Hajga3wu u3Mehy oca a u x, 03HAUNMO
ra ca o, JakJe u Jyka opunmkia h’ koju ce mamasm n3mehy oca y m x. Crora je
npema Teopemu 3.1

o flr+v) et 2

ITpermocraBuMo cam ga ce oca y HANA3W Ca OHE CTPaHe OCe a Ca KOoje HUje
oca x, OAHOCHO m3Mmelly mpaBux a W T1 W Ipema ToMe ce Tadka P Hama3u Ha
nostynpasoj OB.

Ci. 4.2

Heka je M tauka mpase y ca OHe cTpaHe o1 Tauke P ca koje je Tauka () TakBa
na je OP = PM, a m npasa ynpasra y Taukn M Ha mpaoj y. C ob3upom 1a
je PM = OP u {MPB = L{OPY = II(OP), 6uhe LM PB = II(PM). Ho
npase y W m Cy OPTOrOHAJHE, 11a je momynpasa PB’ mapamenna ¢ mpaBoMm m.
ITo upernocrasuu je upasa PB’ napasenna ca npaBoM T, Te Cy U LIpaBe m U T
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Mmehy cobom mapasesHe.

Hexka je I/ opnnmka koju caapsku Tauky M, a KORIEHTPHYAH j€ Ca OPAIITKJIOM
h. Kao y mperxomHOM CiIyd9ajy J0Ka3yjeMo ma Cy pacrojama tadaka O u M
onl TIpaBe T jeaHaka, Te je JyK OpHIUKJIa h KOju ce Hamas3w m3Mehy oca a
U x jemHaK ¢ JiyKoM opuimkia h’' xoju ce mHamasu msmehy y m z. Caga je
QM = PM — PQ = r —v. Ilo upernocraBuu oca a je usmehy oca x u vy,
ma je W JyK OpUIMKJIa h Koju ce Haja3u m3meljy oca x m y Behu ox myka ncror
OpHITMKJIA KOjU ce Hajuasu u3mely oca x u a, makmie n yka opuimkia h' Koju ce
nasazu uamehy = u y. Crora je npema Teopemnu 3.1

IS _ = 3)

g

Kako ce cuMeTpujoM y OZHOCY Ha ¢ TIpPaBa Yy CIUKA Y Y1, & JIYK OPUIUKJIA
u3mely a u y y Jayk opunukia u3dmely a u y;, makie ayk s, 6e3 ob3upa Ha
HosiozXKaj mpase y Baxke o0e jexnakoctu (2) u (3).

(a) Cabupamwem oarosapajyhiux crpauna pesnauuje (2) u (3), Hasazumo na je:

o—S a+s:e_r+u+eT;u
o
o—S8S+o+s _r _uv r _u
—=e ke k +eke k
o
2=e k(e F +ek)
1 T r ’Ul
2=—(ek+er) [-er=
er 2
TS
ek = —(e e
2
PoLlerpet n
ek = —(e e = cosh —
2 k
v r
* = cosh —.
e cos ?

(6) Ako oz 06ejy crpana pesanuje (3) oay3memo ogrosapajylie crpaune pesauuje
(2), mamazumo na je:

o+ s g— S r—uv _r+v
— = e k — e k
g g
o+S—0+Ss r v _r _uv
—eke kK —e ke &
g
2s v, T

5= 0’%6_%(6% —eF)
s e Zsinh(r)
=0 —
k
_sinh(g)
~ cosh(%)
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. v r .
rie je ek = cosh 0 Te 1001jamo

5= atanh(%).

|
Teopema 4.2 Axo je s ayx AB usmehy deejy npoussostux oca a u b nexoz
OpUYUKAG 0, h BUCUHG TO2 AYKA, T AYK MO2 OPULUKAG KOJU CE HAAL3YU U3MeDY

oce G U 0Ce C KO0ja je Napanesns He camo ca ocom a el u ca manzenmom t na
opuyuray y mauku A, a k xoncmanma npocmopa Jlobawesckoe, mada je

= osinh —.
S g S1n k

doxkas:

Cu. 4.3

Heka je P nonnoxje nopmasie u3 rtauke B Ha npasoj a, o' opuIuKJI Kpo3
TauKy P KOHIEHTpUYIaH ca opuinkJIoM [, s’ myk PQ opunpkia o KOju ce HaIa3w
uzmely oca a u b u d nyx jennaxa ca ayxuma AP u BQ. Tazna u3z Teopeme 3.1
caemn

/

>l

s=sek. (4)
Taxkobe, u3 Teopewme 4.1 caemu ma:
h
= otanhE u e = cosh z
Kaza oBo 3amenumo y (4) mobujamo:
h h blnh — h
SZS’COShE:UtaHhECOShE:O’ zcoshE:cfsinhE.
cosh —
k
|
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5 MHWzpaxaBamwe dynkumje I1(r) momohy
eJieMeHTapHUX (PYHKIIA)a

Meby dyunamenrannum tephemuma u3 reomerpuje Jlobauesckor nanasu
ce u craB npema Kome ce byukunja Jlobauerckor I1(x) nspaxkasa nomohy
eneMeHTapHNX (DYHKIH]j.

Teopema 5.1 Qyuxyuja Jobauescroe Il(x) uspascasa ce nomohy eaemenm-
aprux Pyrryuja obpacuem:

I(z) = 2arctane™ .

Jokas: Heka je ABC pasau tpoyrao ca mpasum yriaom C. Heka cy, 3atum, a
npaBa ynpasHa y Tadku A na pasuu ABC, a b u ¢ npase kpo3 tauke B u C
napaJenase mpasoj a. IIpu Tom mpase a, b U ¢ IPUNAIAjy HCTOM HAPADOTTIKOM
npameny mpaBux. benexxuMo ca o opucdepy Koja OATroBapa TOM IMPAMEHY
n caapxu Tadky A, a ca B; m (] Tauke y Kojuma oce b W ¢ TPOIUPY Ty
opucdepy. Pasuu ompehene mapoBuma mapaseaHux npaBux ¢ u b, bu ¢, cu
a cexy opucdepy Mo TpuMa OPUIIUKIUMA KOjU PECIEKTUBHO CalpKe Tadke A u
By, By u Cq, Cy u A. Tu opunukiiu oapelyjy Ha opucdepru 0 KPUBOJIUHU]CKI
rpoyrao AB1Cy. Yrao A Tor KpUBOJIMHH]CKOD TPOYIJa jegaHak je ¢ yriaom A
npasosmaujcKOr Tpoyrina ABC, mokaxkumo u ga je yrao C KPUBOJWHU)CKOT
tpoyriia AB1C; jennak c¢ yriom C npasosmaujckor Tpoyriaa ABC, 1j. na je
yrao C1 kpusosnuaujckor Tpoyria ABCh npas. C ob63upoM J1a paBaH (v TPABUX
a ¥ ¢ caap:xku npasy a yupasuy Ha pasuu ABC, a« u ABC' cy HOpMaJHe U CeKy
ce o npasoj AC, a kako je BC ynpasua na npasoj AC, npasa BC' je yupasha
Ha paBHE . Taja je m paBan mpaBux b u ¢ Koja caap:xku BC ympaBHa Ha PABHU
«. Crora je yrao C kpuBosmaujcKor tpoyria AB;Ch mpas.

Cn. 5.1
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C ob3upomM 1a ce Ha opucdepu peausyje eyKJInICKa TeOMETPU]a, TAKO LITO
Cy OpPHUIIUKJIN Ha, opucdepr MpaBe MOIENa eyKIUICKE TeOMETPHje, & XUIepooIu-
YKW yTJIOBH u3Mely OpHIMKaja Cy eyKJIUICKU YIIoBU m3Meljy mpaBux Momesna,
KO, KpuBOJIMHUjCKOT Tpoyriia AB1C; ¢ nmpaBum yriom C] BaxKu:

B/la =sinA

AB;

Obenexumo ca By u Cy Tadke y KojuMa cy opunukiu kpo3 tadke C u B
KOHLIEHTPpUYHU ca opuuukjom BiCp ceky npaee b u ¢, a ca A radky y KOjoj
OPUIIMKJI KPO3 TAYKy B, KOHIIEHTPUYAH ca Opuinkjaom AB; cede mpasy a.

IIpu Tom cy nyxxu AA;, BBy u C2C; jennake, na je nmpema Teopemu 3.1

50 (3B
AL, D

W3 nobujennx penanuja ciaemm aa je:

B.Cy B
sinAz%ClésinA:%\. (5)
By A B

Ha Taj maune cMO J0Ka3aju [1a je CHHYC OMITPOT YIJIa MPABOJUHUjCKOT,
OIIITPOYIJIOT, TPOYIJIA jeJHAK OJHOCY JIyKa OPUIUKJIA KOME je BUCHHA jeJIHAKa
HACIIPAMHO] KATeTH W JIyKa OPHUIMKJIA KOME je BHCUHA jeJHaKa XHUIIOTEHY3HU
nomenyror rpoyrua. IIpumenumo to cBojcrBo 3a oapehusamwe dyuxuuje II(x).

Hexka je, caga, AB = x mpou3BOJbHA IyK, ¢ TPaBa yIpaBHA HA AyXKu AB y
rauku A, b nmpaBa mapaJjieHa pasoj a u C momHOXKje ynpaBHe u3 Taduke A Ha
npasoj b. Heka cy A’ m B’ tauke npapux a u b Takse na cy momynpase AA’ i
BB’ u napanenne.

Cn. 5.2

IIpema nedunrnnuju dyuxmmje Jlobagesckor mmamo na je Il(z) = LABB'.
C oGsupom ga cy npase AA" u BB’ mehycobuo napasense, oHe NPUIAIAjy
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napabomdkoM npaMeny npasux. Heka cy AM u BN JjiyKoBu [1Bajy OPULMKJIA

KOjU OZITOBApajy TOM mpameny a Hajase ce m3mely oca a n b
ITpema (5) xox npasoyrior Tpoyriaa ABC umamo ga je:

AM
—— =sin B =sinII(z).
NB

Axo jemnake ayxu AN u M B obesiexkumo ca y, npema Teopemu 3.1 umamo

Jaa je:
AM 1
— =€ k = .
NB cosh 7
AM AM 1 o 1
= caenu ja je sinll(x) = —.
cosh £

N3 — =sinll(z) u
NB NB  cosh Z
(x) omrap yrao, HaIA3UMO Ja je:

Oryna, ysumajyhu y o03up mga je IT

2M(z) = 1 —sin?TI(z) = cosTI(z) = /1 — sin?(TI(z))

cosh? =1
cosh2 x cosh2
inh® £  sinh £
sinh” 7 sinh £ :tanh%

32z z
cosh® £ cosh

COSs

= cosII(z) = tanh %

13
1 |1 —=cosIl(x) 1 —cosIl(z) 1+ cosll(z)
tan §H(x) B \/1 + cosII(x) \/1 +cosIl(z) 1+ cosIl(x)
_ \/ 1 —cos?(z) \/ sin® TI(x)
(1 + cosII(x))? (1 + cosII(x))?
1
sinII(z)  cosh

- 1+cosIl(z) 1+ tanh¥
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1

1
cosh £ cosh £
. T T . T
sinh 5 cosh T+ sinh z
xr T
cosh £ cosh £
1 1
cosh%—l—sinh%_e%—i-e_% ek —e k
+
2 2
1 1 _z
z z z z — = =€ Fk
et +e "k ek —e k 2ek
2 2

1 o
= tan iﬂ(aj) =e k.

OpnaBe HEmOCpeIHO 100MjaMO TPaXKEHy PeJIalnjy, Tj. 1 je:

(z) = 2arctan(e” *).

Hedunuurmja 5.1 obujeny pesanujy Kojom ce dyukiuja JlobaueBckor u3pa-
JKaBa MOMONYy enieMeHTapHUX (DYHKIIN]a HA3HBAMO OCHOBHOM (hOpMyIOM XutepOo-
JITYKe TeoMeTpuje.

Youumo 1a Bazku u

cosII(z) = tanh %,

. 1
sinIl(z) = s T
k

Hpyrum pedmma, BazKu

rae je x > 0, ayxk. Mehyrum, moxkemo u momedbwunucaru dyukujy II 3a
Heratushe Bpeanoctu. Popmanno rymavehu nedunuuujy caenu na je II(—zx)
m —1(x) , a tada je

tan II(—x) m  I(x)

5 = tan(§ — ——=) =cot M

ma BHIMMO Ja OCHOBHA (bOpMyJia XWIepOOindKe TeOMEeTPHje BaXKW U Yy OBOM
ciiy4ajy.
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6 Oobpaciu xunepboJIMYIKe reoMeTpuje
MMPaBOYTJIOT TPOYTJIia

Kao n y eykanackoj paBHH, U y XWUNEPOOJUIKO]j, JIAKIIE je TPBO YOUUTH
TPUTOHOMETPH]jCKe pesalyje n3Mely crpanuiia u yrjioBa IpaBoyIJior TPOYTJIa.

Teopema 6.1 Axo cy A, B u C odzosapajyhiu yzro6u npagoyznoz mpoyzia
T
ABC, 2de je C = —, a a, b u ¢ pedom, cmpanuye mpoyzra HACHPAM UL

yan06a, mada je:

(a) cosh% = cosh% - cosh % (6)tanh% = sinh% -tan A,
b b
(e)tanhE:tanhgwosA, (2)tanhE:sinh%~tanB,
(d)tanh% = tanh% - cos B, (h) cosh% = cot A - cot B,
(e)sinh%:sinh%-sinA, (:)fc)cosA:cosh%-sinB7
P b
(3)s1nh%:sth-smB, (u)cosB:coshE-smA.

Hdokas:
(a) Kopucrumo o3nake n3 mokasza Teopeme 5.1. C o63upom na je Tauka Bo
u3melhy tagaka B u By Baxku BB; = BBy + By By. Oryna je:

BB, BBy By B
ek =e k -e F

u Ha ocuoBy Teopewme 3.1 cieau

cosh € cosh a. cosh —.
k k k
OBa penaruja ycnocras/ba Be3y u3aMely XWIOTEHy3e W Karere IPaBOyLJIor
Tpoyria, Te lpejcrasiba aHajioron Iluraropune reopeme.
(B) Heka cy o/, 0, ¢ penom crpanmiie B1Cq, C1 A, ABj OpUINKIWNIHOT TPOYTIIA
AB,C,.

Cmu. 6.1

C o63upom ga ce Ha opuchepr peantnsyje eyKIuIcKa TeOMETPUja, IMaMO 113
je b/ = cos A. Meljyrum, npema Teopemu 4.1 nanazumo aa je:

b
b = o tanh T d = atanh%,
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mna je
b
tanh — = tanh% -cos A.

(m) McruM mocTynKoOM HAIa3uMO [1a, je:

tanh a4 _ tanh% - cos B.

(e) C ob63umpom nma je @’ = ¢’ -sin A, a mpema Teopemu 4.1 crenn na je:

¢
¢ = otanh —.

k

Baxe u cienehe nBe jemmakocTu

— —_cc a —cc
@/ =CBy-¢ F =g -tanh— -e & 1,
k
cc b
e F = cosh %
na je
a
tanh E
a =0 b
cosh —
Cana cnemu
a
tanh E c
o- b = o - tanh — - sin A,
cosh —
k
S @
sinh %
cosh ¢ sinh £
]g b k. sin A,
cosh 7 cosh £
sinh ¢ sinh ¢
ko— k .gin A,

C
cosh£  cosh ¢
.. a sinh¢ c
sinh — = ]Z -sin A - cosh —,
k  cosh ¢ k

a c
sinh — = sinh 7 sin A.
(3) AHasOrHNM MOCTYTIKOM JIOKa3yje ce jaa je:

sinh 2 = sinh % . sin B.

k
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(6) U3 pemammje a’ = b - tan A u penanuja:

tanh & b
ad=0- ’;, b =o-tanh —,
cosh 7
HAJIA3uMO 113 je
tanh ¢ b
. ’g = o -tanh — - tan A,
cosh k

b
tanh% = sinh . tan A.

(r) Ucrum nocrynkom gobujamo aa je:

tanh% = sinh% - tan B.

() Muoxemwem onrosapajyhiux crpana pesanuje (6) u (r), 3arum kopuiherwem
penanuje (a) HAIA3UMO 114 je:

1

—————— =tan Atan B,
cosh 7 cosh 7

b
cosh % = cosh % cosh — = cot A cot B.

(>x) Hememem 06ejy crpana pesanuje (B) ca ogrosapajyfium crpanama pesanuje
(3), mobujamo ma je:

b
tanh 7= tanh% -Ccos A,

.. b L. C
sinh — = sinh — - sin B,
k k
sinh £ - sin B sinh £
b - c
cosh z cosh £

-cos A,

b
sin B - cosh % = cosh 7 " cos A,

cosh £
cos A = ’; -sin B,
cosh 7

cos A = cosh% -sin B.

() Uctum nocrynkom nokasyje ce u ja je:

b
cos B = cosh — - sin A.

26



QopMmupame cBux 0obpasala U3BEIEHUX OBOM TEOPEMOM IIOKOpaBa Ce U3BEC-
HOM TpaBuIy Koje je amasmorno Hemeposom'!' mpasmmy m3 cdepre TpUroHO-
merpuje. Jla Gucmo mckasanaum TO mpaBwio, nopehajmo ememente a,b,c, A, B
(u3ocrasiba-jyhiu npas yrao C') npasoyrior Toyria ABC, Tako ja CBAaKOM TOM
esleMeHTy OyIy CyCeIH! OHM KOjU Cy MY CYCeIHH Uy CAMOM TPOYIIY, H30CTaB/ha-
jyhu omer yrao C. Takas nopemak esnemenara (IIOMEHYTHUX) IPEICTaBIbA CE
caegehom memom.

Cn. 6.2

Axko npernocraBumo ja crpane rpoyria y dbopMmysiaMa apryMeHTH XHUIep-
60simuKuX (DYHKIMjA, & yIJIOBH APy MEHTH TPUIOHOMETPH]CKUX (DyHKIH]a, Taaa
jer

(1) xocuHyC GUIIO KOT €7IEMEHTA jeIHAK TPOU3BO/LY CHHYCA HECYCETHIUX eieMe-
HaTa,;

(2) kocunyc GMJIO KOI' €JIeMEHTA jeJHAK [POM3BOJY KOTAHIEHCA CYCEIHHX
ejeMeHara,

W TIPKM TOM, aKO 1MoJ 3HaK (BYHKIHje yia3n KaTeTa, Tajaa ofaropapajyhy dyskimjy
Tpeda 3aMeHUTH KOPYHKITHjOM; IPYTUM PEUnMa Tpeba 3aMEHUTH CUHYC Ca KOCH-
HYCOM W OOpPATHO, & TAHIEHC Ca KOTAHTE€HCOM W OOPATHO.

Hamnomena: VY u3BenenuM oOpaciuMa 3a MPABOYIVIM TPOYTao YIJIOBH yJia3e
110/] 3HAK TPUTOHOMETPUJCKUX (DYHKIUja, a CTPAHUIIE MO/ 3HAK XUIIEPOOTHMIKUX
dyuknuja. Mehyrum, mpumenom o6pa3aria u3 MpeTxoIHOT YIaHa, XUTEPOOTNIKE
dyukHje Koje purypuiry y oOpacuuma 3a mpaBoyIrJIu TPOYrao MOTY Ce U3Pa3UTH
moMONy TPUTOHOMETPHUjCKUX (PYHKIHja, yTJIa MApPAIEJTHOCTA. Y TOM CIydajy
obpacIiti U3 MPeTXOIHE TeopeMe NMajy OONK:

(a) sinII(c) = sinII(a) - sin I1(b); (b) cosTI(b) = cosII(c) - cos A;
(B) cosI(a) = cosII(c) - cos B; (r) sin A = tanTI(c) - cot II(a);
(m) sin B = tanIlI(c) - cot I1(b); (b) cosII(a) = cot II(b) - tan A;
(e) cosII(b) = cotI(a) - tan B; (k) sinII(c) = tan A - tan B;
(3) sin B = sinII(a) - cos A4; (m) sin A = sinTI(b) - cos B.

Dopmupame OBUX MPABUIIA MOXKE Ce TaKohe MOJIMHUTH U3BECHOM MPABUITY
Koje je anasioruo Heneposowm u3 cdepre rpuronomerpuje. Y TOM CIydajy KOpU-
CTH ce TeMa CJINKe:

11 John Napier, 15501617, IKOTCKE MaTeMaTHIAD, (PU3HIAD, ACTPOHOM H ACTPOJIOT
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Cn. 6.3

Cana npasusio riacu: CuHyc 6MJIO KOT €JIEMEHTa jeTHAK je TTPOM3BOIY TaH-
reHca CyCce/HMX eJeMeHaTa, Kao M IMPOU3BOY KOCHHYCA HECYyCeIHHUX eJIeMeHaTa.
IIpu Tom, ako mox 3HAK BYHKIHjE yaa3u KaTera, Taaa oarosapajyhy oyHkmumjy
Tpeba 3aMEHUTH KOMYHKIIHjOM.
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7 OcHoBHE OOpacIy n3 XurepooJInIKe reoMeTpuje
KOCOYTJIOT TPOYTJia

Caza, Ha OCHOBY TPUTOHOMETPHjCKUX PEJIAIIN]ja MIPABOYTJIOT TPOYTJIa MOXKEMO

M3BECTH TPUTOHOMETPHjCKE pesialuje u3Mely CTpaHuiia u yriioBa MpOM3BOJHHOT
TpOyTJIa.

Teopema 7.1 Axo cy a,b,c cmpanuye nacnpam memena A, B,C xocoyznoe
mpoyeaa ABC, sasicu

sinh ¢  sinh & sinh ¢
k k k

a = = , (Cunycrna meopema

(a) sin A sin B sin C' ( 4 pena)

b b
(6) cosh % = cosh z cosh % — sinh z sinh % cos A, (Kocunycna meopema)

(6) ha cos A + cos BcosC
cosh — =
k sin BsinC

b
(2) sinh%coth% = cosh%cosA + cot Bsin C.

Joxka3s: Heka je v Bucuna u3 temena C tpoyria ABC.

Cn. 7.1
HesasucHo o7 ToTa Ja /I ce IoAHOXK]je D Te BICHHEe HATA3M YHYTAp CTPAHHTIE

AB uiu Ban Te nyku, npumenom obpacua (e), u3 Teopeme 6.1, na rpoyrao AC D
u BC D, nama3umo 1a je:

b
sinh v sinh — sin A = sinh a sin B.
k k
Oryna je
sinh% B sinh%

sin A sinB

WcTum mocTynmkoM JToKazyje ce z1a je

. b : c
sinh E_ sinh I

sin B sinC'’
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U OHJIA je

. a . b . c
sinh E_ sinh E_ sinh T
sin A sin B sin C'

(6) Hda 6ucmo mokazanm APYrHW 10 TeOpeMe MPETIMOCTABUMO HajIpe na ce
nonuoXKje D Bucune u3 temena C' Hanasu yuyrap crpauuie AB Tpoyria ABC.

Axo Bucuny CD u nyx AD obenexkumo ca v u d, npumenom obpacia (a) u3
Teopewme 6.1 va Tpoyrao BC'D mamaszumo na je

—d
cosh % = cosh % cosh ¢
v c d ., c .. d
= cosh P (cosh p cosh 7~ sinh Z sinh %)
v c d v..c .. d
= cosh z cosh z cosh T cosh z sinh z sinh =

Hajzan, upumenom obpacua (6) uz Teopeme 6.1 na rpoyrao AC D, nanasumo
Ja je:

a b c ..cC b b
cosh 7= cosh % cosh 7 sinh % cosh Z tanh 7 Cos A, (6)
Tj. 1a je:
b b sinh &
cosh % = cosh z cosh % — sinh % cosh Z (S::;h ’% cos A,

cosh % = cosh % cosh g — sinh % sinh % cos A.

AHaAJIOTHUM TOCTYIIKOM H3BOIM Ce JIOKa3 W y CIydajy Kama ce Tadka D He
HaJIa3d Ha IPOIyXKemwy crpanuie AB.

(B) Kao u y nperxonHom Jieily joka3a OBe TeopeMe, IPETIOCTABUMO HajIpe
na ce nomuoxkje D Bucune u3 remena C Hasasu ynyrap crpanune AB. Ako
ayxu CD uw AD obenmexxumo ca v u d, a yrmose ACD uw BCD ca C; u Cs,
npema obpacity (3) uz Teopeme 6.1 kox npasoyriaux Tpoyriaosa ACD u BCD
HaJIa3MMO 13 je:
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d A
cos C] = cosh z sinA, sinCj = o8

BUNERTE]
cosh %
U UMaMo
—d B
cos Cy = cosh < sin B, sinCy = o -
cosh 7
Crora je, kopurhemem () n3 Teopeme 4.1
cos C' = cos(Cq + Cs)
= cos (7 cos Cy — sin Cy sin Cy
d —d A B
= coshEsinAcosh ¢ sin B — &v&v
cosh — cosh —
KNk
d —d Acos B
= cosh — cosh ¢ sin Asin B — M,
k cosh? —

k

a Jgame

c—d

v d . . v
cos C' cosh? P cosh T cosh sin A sin B cosh? T cos A cos B,
b a
v cosh 2 cosh ¢ . v
cos C cosh? — = k k sin Asin B cosh? — — cos A cos B,

K v
k cosh T cosh H

cos C cosh? % = cosh % cosh % sin A sin B — cos A cos B.

Cana, nememeM ca sin Asin B pobujamo

b
cosh & cosh — sin Asin B = cos C cosh? — + cos A cos B, /: sin Asin B

k k k

L a L b cosC cosh? 7 . cosAcosB
cosh — cosh — = .
k k sin Asin B sin Asin B

Taxobe, Baxku u

cosh % cosh é = cosh ¢ + sinh 4 sinh g cos C,

k k k
a sinh ¥ b sinh ¥
inh — = k. sinh— = k.
Sy snB’ TR sin A

3aMeHOM OBHX jeJIHAKOCTH Y TIPETXOHO] PEIAIliju, 3aTUM, Kopuctehu pearujy

cosh? % — sinh? % =1,

HaJIA3UMO /1A je
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hC cos C' + cos Acos B
cosh — =
k sin Asin B

HukiuunuM 1oMepameM CrpaHuua a,b,c¢ u yriosa A, B,C' nobujamo jouu
JIBa aHAJIOTHA, 00PACIIA.

(r) IIpema rauku (B) oBe Teopeme UMaMo Ja je

cos A = cosh % sin B sin C' — cos B cos C,

b
cos B = cosh z sinC'sin A — cos C'cos A,

a IIpeMa CUHYCHOj T€OpeMU CJIeJId 1A je

sin B = sin A.

s 1 b
sinh z

: a
sinh %

Samenom BpegHocTH sin B u cos B U3 moc/ieibux JIBEjy jeJHAKOCTH y MPBY,
HaJIA3UMO /13 je:

a sinh Z . . b . .
cos A = cosh ———= sin Asin C' — (cosh —sinC'sin A — cos C cos A) cos C
k sinh k
a sinh % . . b . . 9
= cosh - ———" sin Asin C' — cosh — sin C'sin A cos C' + cos” C' cos A.
k sinh ¢ k

Ony3nmameM cos? C cos A, a3aTnM JesbemeM 00e]y cTpana 1061jeHe jeHaKOCTH
ca sin Asin C, umamo 1a je

cos A _ cos? C cos A ~ cos a sinh % _ cosh 9 cosC
sinAsinC  sinAsinC k sinh ¢ k ’
2
cos A1 — cos” C) = coth 4 sinh 9 — cosh % cos C,

sin Asin C k k

cos A sin2 C a b b
- = — j PE— —
sin C = cotl A sinh k cosh % COs C,

coth % sinh % = cos Asin C + cosh % cos C.

AHAJIOrHUM MOCTYIIKOM HAJIA3MMO 114 j€ H:

sinh % coth % = cosh % cosC + cos Bsin C.

Hagsosumo oriiire KapakTepucTuke 06pa3ara u3BeJIeHUX Y TOCTIEIH0] TEOPEMHU.
Hok obpazai (a), 1j. cunycHa Teopema yclocras/ba Be3y usmely usejy crpanuna
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U HACHPAMHUX YIJIOBA KOCOYIJIOI TpOyria, obpa3sail (6), Tj. KOCUHYCHA Teopema
ycrocTaBsba Be3y n3Mmely Tpu cTpanmuiie n jeiHOT yTriia KOCOyTJIOT TPOoyTia, obpasarli
(B) ycmocras/ba Be3y usmelly Tpu yriia u jeqHe CTpaHUIE KOCOYTJIOT TPOYTJIA,
IIpU 9eMy je jegaH o/l TUX yrjioBa 3axBalieH IMOMEHyTHM CTDaHHUIAMA.

Hanomena Kopucrehn obpactie mo kojuma ce xumnepoonmdke PpyHKITHje TPAHC-
GdopMHIILY y TPUTOHOMETPHjCKE (DYHIIKHK]jE YIJIa MAPAJETHOCTH, 00PACIE U3 IPETXO/I-
HEe TeopeMe MOYKEMO 3alucaTh y OOJINKY:

cotIl(a)  cotII(b)  cotIl(c)

(a) sin A - sin B B sinC'
_ sin I1(b) sin II(c)
6 (a) =
(0) sin (@) = 7" Ti(0) cos Ti(c) cos 4"
. sin BsinC
(B) sinIl(a) = cos A + cos B cos C’
1I
(r) cot IT(a) _ cosC + cos BsinC.

cosII(b)  sinll(a)
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8 DBaxkHuje pesianuje n3 xunepboandKe reoMeTpuje
JlambGepToBOr YeTBOpPOYTIIA

V xumepboINIKOj FeOMETPHjU MOPEl METPUIKUX PEJIaIija KOje ce OHOCE Ha,
MPABOYIJIM U KOCOYTJIM TPOYTra0, OCOOUTY NMPUMEHY MMAjy ¥ METPUYKE pPeJIallyje
KOje ce omHoce Ha JlaMOepToB 9eTBOPOYTa0, Tj. Y€TBOPOYrao KOME Cy TPH yIJia
npasa. 3BenuMo HEKe O pesranmja.

Teopema 8.1 Axo je ABCD Jlambepmos wemeopoyzao xome cy yeaosu A, B, C
npasu, a cmpanuye AB, BC,CD, DA u dujazonana ED pedom jednaxe dystcuna-
Mma a,b,c,d u x, mada je:

(a) cos?TI(z) = cos®II(a) + cos? II(b),

(6) cosIl(a) = sinII(b) cosII(c),

(8) cos D = cosIl(c) cosII(d).

doxkas:

D
v c
C
d B
b
B
a
A a B
Cxu. 8.1

(a) Ako LABD u £CBD obesiexkumo ca o u 3, KO IIPABOYIJIMX TPOYIJIO-
Ba ABD u CBD, u3 (a) Teopeme6.1 uspaxene nyrem dbyuxuuje I cienu

cos T1(b)

COSB: m

Kakojeu a+ 8 = g 6ulie cos = sin «, 1j.

cos? II(z) = cos® TI(a) + cos? TI(b).
(6) U3 penamuje nperxoaHe pejanuje u u3

sin? TI(b) = 1 — cos? TI(b)
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caean

sin? II(z) = 1 — cos® I(a) — cos? TI(b) = sin? II(b) — cos® I1(a).

Mebhytum, npema [Iutaropunoj reopemu Ko mpasoyrsor rpoyria BC' D umamo

sin? TI(z) = sin® I1(b) + sin? II(c),
Te je

sin? II(b) — cos® II(a) = sin? TI(b) + sin® II(c),
sin? TI(b) (1 — sin? II(c)) = sin® II(b) cos® TI(c) = cos® I(a).

Caga JUpPEeKTHO cJieau

cosII(a) = sinII(d) cosII(c).
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9 T'eomerpujcka MHTepIIpeTalja mapamerpa k

Y oBowm noryassby hemo, kopucrehu u3Be/ieHe TPUTOHOMETPHjCKE UAEHTUTETE,
JATH TeOMETPHUjCKY HWHTEPIPETAINjy KOHCTAHTe k W TOKAa3aTH Ja je jeTHAKa
JIy>KWHU JIyKa ¢ OpUIMKJa u3Mmehy aBe oce, a u b, rue je mpasa b yjemsHo
rapaJiejiHa ¥ TAaHI€HTU Ha OPUIUKJ KOja jeé OPTOrOHAJIHA HA OCY .

IIpso hemo mocmarparu moromaH KOOPJAWMHATHH CHCTEM Y XHUIIEPOOJHIKO]
paBuu. Heka cy x u y 1Be opTOroHAJHE TIpaBe Koje ce ceky y Taduku O. Hexka
je M npoumsBosbHa Tauka u M’ meHa mpojekiuja Ha mpaBy x. Taja je Tadka
M wna jenmucTBen HaumH onpeleHa opujenTucanum pacrojamuma x = OM u
y = MM’'. Opako yBenene koopamHare HazuBajy ce lexapropum™. Taxkobe,
ceakoMm ypebenom mapy (x,y) € R% x,y € R oarosapa TadHO jeJHa TadyKa
xunepbosimdyke paBHU. YO4YUMO 3 je Yy KoopauHara tadke M paziudura of
pacrojama mpojekiuje Tauke M Ha y ocy, ocuM Kaja tadka M Oarn nmpumanga y
ocu.

Haunn mepema ayKuHe y je JHOM IIPOCTOPY 33/1aT jeé METPUKOM, KOja IOKa3y-
je Kako ce DECKOHAYHO MaJjy /€0 JIyKa M3ParkaBa IIPEKO JATUX KOOpJAuHATA. Y
eYKJMICKO] paBHH, METPHKa, je maTa ca ds? = da? 4 dy?, mro 3maum na ce
KBaIPAT PACTOjamba ABE TAYKE PAUyHA KA0 30Mp KB IPATA PA3INKA IbUXOBUX & U
Y KOODJIMHATA, IITO je nupekTHa mocyaeauia [Iutaropune teopeme. Ilokazahemo
ga je y JlekapToBuM KOOpAWHATAMA METPHUKA XHUMEPOOIUUKE PAaBHU JaTa Ca
ds® = cosh? %da:Q +dy?. Hexa cy P u @ ape Tauke XumepOOJHIKe PABHH,

P’ n Q' wuxose npojeknmje HA T ocy n R mpojeknmja rauke P Ha npasy QQ’.

Cn. 9.1

*René Descartes, 1596— 1650, ¢ppanmyckn maremarndap, Guao3od u HAYIHUK, THje je JesI0
"Teomerpuja" mOCTABUIO OCHOBE JTAHAINIH0] AHAJUTHIKO] TEOMETPU]H.
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Oznaunmo PQ = ds, QR = p, PR = q. Tana je rpoyrao PQR upaBoyriu
TPOYTA0 M BAKHU

1)
cosh? f = cosh? % cosh? %,
1 + sinh? %5 = (1 + sinh? %)(1 + sinh? %),
sinh? % = sinh?® % + sinh? % + sinh? % sinh? %

Kaga cy Tauke P u () 6sin3y, OTHOCHO KaJa p U ¢ TEXKE HYJIN, MOCJIeAbI cabupak
je y omHOCy Ha ocTaje 3aHeMap/bHUBO MaJd, a ¢ 003mpoM 1a je sinhx ~ x, 3a
JIOBOJBHO MaJIO &, MOXKEMO CMaTpPaTH

8s

(T = ()7 +

k k

OIHOCHO, y HH(MDWHUTE3NMAJHOj T€OMETPHU]U XUTIEPOOINIKe PABHHU Bazke hOpMyJIe
eyKJInACKe TeoMmeTpuje. Tama je, mame

P'Q sinh g
sinh = k =

k PP

cosh 3

/
P'Q’, onnocuo

I1a, MO2KEMO IIPOTIEHUTH ¢ ~ cosh

q ~ cosh %(h, (7

rae je y = PP’ xoopauaara tauke P, a dx = P'(Q' pasmmka IpBUX KOOPAMHATA,
Tagaka P u (). U3

k tanh 2 coth -

cosh

(Teopema 8.1, Tauka 6) ciaenu ga 3a mo0BobHO Majo P'Q’ saxu PP ~ RQ'.
Heka je PP’ = ¢ + RQ’. IIpouenumo BeJM9uHy €.

P/ !
cosh TQ = tanh

: P'Q” PP i
R}? 21?2 ) ~ tanh 1+ < tanh

k k )?
1
T sinh % cosh %5:52,

RQ’ RQ'
et Qcothg,

(tanh

+ o0+

ma je pasjnka y KoopAwHara tadaka P u @
QQ'— PP =QR+ RQ — PP ~QR=q. (8)
Cazma u3 (7) u (8) cienu

ds® = cosh? %d:z:Q +dy?,
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LITO 3HAYMU JIA je JyKuHA BeKTopa (a,b) xunepbosuike paBHU y HErOBOj TauKu
(z,y) jennaxa

a? cosh? % + b2 (9)

Heka je v : [a,b] — H,y(t) = (71(t),72(t)) kpusa xunepbosuyuke paBHU.
Hbena nyxwuna je Taga mara ca
b
1= [ W,

rae je v/ (t) = (71(t),v4(t)) TanrentHu BekTOp ¥ Taukm (1 (), v2(t)). Cana, Heka
je T oca OpHuIHKJIA, a Yy merosa TanrenTa y Tauku O. Heka je P Tauka opunukiia
ca JlekapToBuMm Koopamuarama (x,y). Tama je et = cosh% Ta je OpHITUKJI JIaT
ca

~(y) = (k1lncosh %, Y).

Hame je v'(y) = (tanh %, 1), a 3arum je werosa jyxuna (9) jenHaka

()] = 2 Y 2 Y — Jsinn2 ¥ - ¥
|fy(y)|—\/tanh kcosh k+1 \/blnh k+1 coshk7

Te je Jy:KUHA JiyKa opuiukia m3mehy radaka O u Tadke ca KOOPIMHATAMA

(k1n cosh %, Yo) mara caezneliom dbopmynom

Yo
s = /0 cosh %dy = ksinh %.

. . Yo .
Kaxko je u s = osinh "’ 3aK/bydyjemMo Ja Baxku ciemeha teopema.

Teopema 9.1 Koucmanma k npocmopa Jlobauesckoz jednara je dyscuru opuyu-
) . T
KAUNHOZ AYKG KOME Je UCUHG jedHaKa 00CEUKYy NAPaLeAHOCTNY Y2Aa 1
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