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W11 _ & nmafematic 2 ge_po J,. prieusnica i_pg J! ovruga

: I3
T PR . a2y 3 e BN X ] o~ a2 : E - 4y
Posmatracenc rmale slobodne oscilaciie sistema (si.i1)

h d

. w . bl - . 20 - >
polozaja ravanoteze, u nepomicnoj veriikalnol ravni,.

3
1 ! . Y 0 : N 2 3 . .V v 7 'Y . 0
‘matematickih kKlatna, u rednoc] sprezi, pricvrscenih na gornjen kra

o)

- v ; L ] 2 v . . 7 . . ¥ ‘
‘miénu tacku, dok donji kra] niza slobocdno visi. Pretpostavicenmo da je konac
3

| - = . e » . . - -
svakog klatna tanak nresavitlijiv stap, zanemarive mase, na cijem don
1

“se nalaszi materijalna tadka nase m_s {(r=1,25000si)0 DuZine klatna su 1?’ {r=
=1,2,.°o;i)o Na,udaljenosti Hrq’ (r:1,2,..o,i;q=1;2,...,jr>, od Doéetké avae~
‘kbg klatna, priévrééene su za nit klatna'priguénice (koénice} 8iji je otpor
VSrazmeran-prgom stepenu brzine. Obelezimo sa ’or ,'(r=1,2,...,i;Qx1 2y0ev9d .

k4
koeficiente crazmere ciporne sile, Osim toga su za svaki lkonzmc klatna na

)‘

1gdaljehbsti hrq’ (r=1,2,°°.,i;q=1,2,,,.,j; , od pocetka sg;kog kiatnza, prie
Svridene opruge krutcsti o (r=1,2,...,i;q--ﬁ,z,.,..,jl‘,}a

‘ . Kineticdka energijaﬁzk, funkcijs rasipanjs & , i potencijalna energi-
Ja Ep celokupnog sistems je Jednaka sbiru kinetidkih energsija, funkeija ra-

h
unaju postunnim putem.
a

: 2 v - ‘"m ~
r«~te materijalne tacke Jje io?,str,1541

-

Ry . s oA e . hd ~
broj materijalne tacke u niszu, rac&nat cd go-

i
. . . v » . v
re na dole, dok je V.. brezina nosmatrane materijalne tacke. Posto sistem vrsi
v )

“ . v

3 . > i S 3 > . N I '
kretanie i posto smo preipostavili da je konac krut, nesavitlijiv, stap
a

- > - ~ e o o - -3 o
rzina materijalne tacke m_ sastoji od prencosne brzine v. 1j(’orzrgne

. . - r o v - 13 )
m, 1) i relativne brzine u odnosu na prethodnu tacku,v poqy P2 JE Jed~-
f - . . . LAY - B
‘naka vektorskom zhiru {sl.2)
v = Vv +
T r-1 ryPai °

Zb ’ o e & - - . PN s ' ) .

< Ogrteg@ sto posmatramo samo male oscilacije mozemo ova] vektorski zbir ds
| Shatramo za algebarski, pa Jje brzina, szhog % = 1_ sing = 1 @

: pyrel | Tp STHYL oL 9

&

4

v = v : R e ) s x = V - . °
Tyr-1 Tyr=1 ryr=1* 'r ret ¥ Apf s
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. » ) " .. : . - . ) - v '.
mo s& X, r-1 obelezlli relativno pomeranje, mereno duz horizontale, r-te
5y s o . ) bR
igalne %acke 1 odnosu na r-1 -vu materijalnu tacku, sa qr oznacili ugao

bt

- L] K] hd I3
zaklapa nit r-tog klatna sa vertikalom, Ovaj izraz moze da se primeni

v

g

TN . ’ . : . . 5 .
ziﬁuvvzo pa na v},uxo, pa na Voiet? tako da posle sredjivanja dobijanmo ad

; . . » v
u r-te materijalne tacke

: r
= 2. ;
v f=1 In 9y e

> n Y
tome je izraz za dVOSuTuku kineticku energiju r-t® materijalns tacke
A X
() W(r—1) o 2 ..
2 lilk 2 ‘4 -+ ( 1’1=1 ‘Pn ) 4

Dvostruka Raylewgh -eva Funkclga ragsipanja r-te materijalne tacke e

o

Lr r-1 2
2é()=2§=( ’+Zb w
_ q=1 "rq "rg
I T . - v o, v o, » s . hd .
mo sa qu obelezili brzinu prigusnice ciji je koeficlent gusenja b, rq®
v
brzlnu 'sa kojom su grazmerni otpori pilguan*ca mozemo da nadjemo kdo red

ticke energije sa sl, 2 ili na ove nacin, Radi prostljeg,racura qma+ra

L4

> A _V " . - - » 0]
o da je za konae klatna pricvrscena samo jedna prisusnica, Pomerane r~t@

e . . . . . . ) . . .
gusnice, Xr’ Je Jjednako zbiru pomeranja svih r-1 prethcdnih rauevldalnlh

5 e T 3 ) . 3 3 v L3
a i relativnog pomeranja, Xfp’ same r-te prigusnice u o4nosu na r-1 -vu

rijalnu tadku. @

r-
X = 7, x_ + X_
T n=1 n re

hl 0 P - . > . I3 £ r,

u sa x_ ovelezena pomeranja r-1 prethodnih materijalnih tacaka. Kako PO
ramo male oscilacije to jJe
x 1 X =z H
n® nfn 2% v fr ot

- . LY ~ v ke
de sledi da Je pomeranje rxte prigusnice
-1

L = 2, + H .
yr n=1 ln q’rx ¥ Pr q)r

nu, r-te wprigusnice dobijamo ako diferenciramc pomeranje Xr.pc vremenu t.
7 ’ .

: v . , v
upovreolmo raniju ozn akpAwr = ir’ mozeins brzinu ovako da napisemno

- I‘i?
T = n=1 nPn Y Epey oo

of

.', ~ R . . . " v ! . . .
Jutim , u nasem slucaju je za konac r-tog klatna pricvrsceno -ukupno J, pri-
nica, pa je brzina svake od njih

r=-1 : ' .

w = a i 5 H P =1 © e 0 j
g ned tn Pn + rq \PI‘(; ’ (q 32, ’JI‘>

5 v > - 3 . hd 3 - 3
Nacan digzraz za funkciju rasipanja r—Le materijalne tacke dobijamo kadas igzras




A

)'zamenlmo u (i.2)° Da 1zbegnemo ovako glomazan izraz izvrsicemo redukeci-
2 ovaj nacin. Podelicemo i pomn071cenﬁ drugi sabirak u izrazu (1.2) sa

v/ 1
vescemo oznaxe

‘:'\ A . 2 ;ﬂ . .Wr¢\2
“ L ’brv?f = =1 brq <H )
T

5mo éa bi oznacili REDUKOVA NI LOEFICIENTYGUSENJA, a sa H REDUE OVAND UDA~
0ST talke vezivania REDUKOVARE PRIGUSNICE od podetka r—tog klatna. Na
jnacln smo, umesto J priguénica pr%EVrEéenih za nit r-tog kiétna na rg-
itlm udalgenostlma od pocetka r-tog klatna i sa razllcltlm koeficientima
nja, dobili samo Jeqnu prigusnlcu prlcvr cenu za konaec r-tog klatna ng
jehbstilﬁr od poééfka r—tog‘klatna; a 5131 Jje koeficient gusenja br' Pre-
'bme,za dvostruku Rayleigh~evu funkciju rasipanja r<te materijalne tacke

Jamo nov izraz

28) L2301 Ly g2

r T ?

N

Potencijalna energlga r-te ﬂaterlaalne tacke Jje
J ]

c X2 ’

2:
g=1 "rq "rq
mo sa h,_,, odnosno h_ (s1.2) obeleZili podizanje r-1 we odnosno r-te

}(r) - W(r'1) ' |
E = Ep +gm, (hr-1 + hr) +

ijalne taéke, a sa qu pomeranje odgovarajuée opruge mereno duz hori-
le. Ovde smo na izraz dat u [87 str.153~ 154] dodali sa01rak AOJl potide
ejstva opruga. Posto su u pitanju male oscilacije, h l ? y tO poO-

T

nlm 1zracunavanjem-podizanja h pa'hz, ssey pPa h req? doblanO ze dvo-

1°
poten013alnu energiju r-te materlgalne tacke '
, r
2E\r’= <r~1)+gm 7‘ 1 4:24— = e x2 .
2 ST n q=1 "rq "rq
pﬁmeranje X rq dobijamo iz (1.3) kada pretpostavimo da, kao Sto je to u
vsluéajﬁ, pOSbOJl po J opruga priveszanih za konac r-tog klatna, tojest

o obrascu (1.3) umesto indeksa T stav1mo rq, dakle,

o " re-i

9?} . qu = z“l ln “n +h~rq Prg * (q=1,2,...,3') ’

'smo umesto H d stavili h. rq® oada cemo da izvrsimo reduk013u kzo i kod
usnica, Tr e01 sabirak sa desne strane izraza (1.9) cemo da pomnozimo i

odellmo sa h o Uvescemo i nove oznake

.
, ‘ : s ;;r ‘ Xr 2

1 = Ay R

;) _ °r “r g=1 ?rq (hr ) R -

- smo sa-cr oznadili REDUKOVANU KRUTOST, a sa h . REDUKOVANU UDALJENOST tac-
vezivanjs REDUKOVANE OPRUGE od pocetka r-tog klatna. I ovde smoc umesto




R 4 : : Y - '
Tiévrécenlh za konac r-tog klatna na razlicitim udaljenostima. od
atna-i sa razlicitim krutostima, dobhili samo jednu ovprugu pri-

od poéetka r—fog klatna, a. cija

2 2
ot %y br €r °

M=
N

I

() o (eet)
2 Ep = 2 Ep + & mr = ln A

Kao sto su k od konzervativnog sistema materijalnih tataka koji vrsi

1égije»Qko polozaga gstabilne. ravnofeze r37,str 178], [38 str_423]9

i pl
2 Ek = p=1 =1 Vapr qP qI’ = (?3) m{ 3 P
i i
= 2 - =
2 B = B ey qp 9, = (9) € {al o

Dvbétruka Rayleigh-eva funkeija rasipanja ¢ [5 str. 190} 1 sluéaju
riguéivanja - rasipahja energlije -~ oze isto tako da se na pi Se u ob-

gene kvadratne forme generallsanlh brzina [38 str 429]

= 3. 4 =
2% = Z Iy 8,8, - (@)B {a) .

je inerciska matrica,

€C =C_+C
g * ¢

elastiéna'matrica. Prvi sublrak C = (cgpr) potlce od dejstva teze,

= (ccpr) od uticaja opruga na oqcmlatorn1 sicstem. B = (bpr) je

a31panaa. a = &a su inerciski, c = ¢ y odnosno ¢ = @ su
pr rp gpr grp cpr crp
sticni koeficienti, a bpr= brp su koeficienti srazmere otporne sile.
su matrice vrste?‘a.{éf-, {qf‘matrice stupci generalisanih brzina,
 Je prema svojoj fizidkoj prirodi
Zitivno definitna, tj. 2 Ek je pozitivna, a nuli je Jjednaka samo u

koordinata., Kvadraina forma 2 E

fﬁotpunog mirovanja (§) = o .[38,str.423]. Kvadratne forme koje odgo-
«étricama Cg i C su, ako se za koordinatni pocetak izabere (q) = o,
no definitne. One su semidefinitne samo onda kada nedostaju sile za
le'izbaéaje q r38 str, 4?3] Sllcan slucaJ je i sd matricom B. Odgo-
168, kvadratna forma je pozitivna u slucaau pravog prlgusivanJa - Tra-
energije - dok je semidefinitna samo onda kada nedostaju vojedine
nice.[38,str.429]. Sve ove matrice su reda i koliko i sistem ima

slobode oscilovanja,
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Lagrange-eve dlferenc:gaine JednaCﬂne druge vrste za ovakav oscila~-
nlﬂglstem izgledaju ovako
4T gt jEk'" 2U ¥ :?% *.jEp =0 ®
T e . 9 9 Uy A _
Primenimo 1li ove jednadine dobijamo sistem diferencijalnih jednacina
rugog reta sa gonstantnlm koeficientima
1.18) A {4 +B {44 +C {a} = {of ,
gde matrice imaju ovaj oblik
42-~iﬂ' %“ =
1.1 51 mp 1112 525 mp 1115 ey mp cee 111 m
' %a s i . i
. . Z e en
| 1,1, SZen, 1 Iym 1,1, ;g% a, 1,1, my
: , % i s X
g A = ) A 1L L eee 1.1
£19) Lils g5 Mp lals g3 My ts 53 Ty Lht ’
1.%.m 1.1 1.1 12
1710 2*1™ 31 vee 13
b Hi+1] -=2bp | 11(b2H2+12 p=3bp) (b3H3+15 pggbp)"' 11bihi\‘
S - 2,2 . 1
a4 H s ese H
: 11(b2 ot1; 5b ) b o +12 3 1 (b3H5+13 5§ibp) 1.0 E,
- , i i
20) B = | 1.(b.H.41, Tb) 1 (b.H.+l. b b E3412 = b ... 1,0,
~) 1( 373 3 p=4 P> '2( 5+ >p 4 ) 337" 3 p=4"p 1331Hi
1.b.H | 1»b H | 1,b Hi ’ - *2//;
4Pty B L) 30383 eoe ByH; /0
s
ty p=1 p i
=
J 1, pzs“z ey
21) € 5%
» 1 = 1 B
& 5 p=3 "p ’
: Tymy
22 4 i
e hi+1] g=2Cp - 1i(e h, 41, p 7C. ) 1 (c3 3+l Zye ).., 1,c:hy
d 1~ 1
1 h +1, Z¢ 242 Z e A
, A 2 p—3°p> Cohytly 5o30y 12(c shztly Zc ).., 12cihi
: i 1
22) € =| 1,(c,h,+1 ‘1.c 1,(c,h T e h2412 u
o= i 555703 8 ) 2(e3 5*13 2% °3h3tly pEgcp cee L3oiMy |
-1 ,.3 o 2
1931y : 12cihi- | 1 0;hy e oyhy




w

jimo da su matrice B 1 @' potpuno'isté pc obliku samo Sto se iza znaka za
1r u pojedinim elemenflma nalaze vellcwne c umesto b. '

~Pretpcstavimo 11 da je resenae sistema dlferencljalnlh jedneadcina

( u2 A+ u E +C ) {r} = {of .

iov da pared trivijaang resenja {r} = {o} postoje i druga re%enja pref-

f(u) = l u) A + ulB + G l .

Homogen sistem od 1 matematickih klatna sa Do jr prigugnica_

i _po j; opruga

Kada je sistem homogen, tojest kada su sve mase klatna uzajamno Jjed-
(ke; ﬁr =m, (r=1,2,0..,i), sve duZine klatna uzajamnc jednake, 1= 1, (r=1,
.,i), sve redukovane uda]jenosti tacaka vezivanja redukovanih priguénica

“pOEetka pojedinih klatna uzajamno Jjednake, Hr= H, (r=1,2,...,i), sve redu-
ne udaljenosti tacaka vezivanja redukovanih opruga od poéetka odgovaraju~-
iklatné uzajamno jednake, h = h, (r=1,2,4005i), svi redukovani koeficienti
Senja uzajamno Jjednaki, b_= b, (r=1,2,44.,1), sve redukovane krutosti opru-
ajamno jednake, ¢ = ¢, (r=1,2,0veyi), problem se upro§éava, jer elasto-

namidke matrice A, B, C, o C sada postaju prostije.m S, D 'Wﬁ, gde smo

i’
ndek81ma oanaoill red odgovaraguce matrlce. Karakteristidéna jednacina

,25) sada postaje - :

2
fi(u) = | u'Ny + §u 5, + mi + & Wﬁ. = 0 ,
de 'smo uvell oznake _
2 -2 e
R 9 w = "'%" 9 w = o ’ )
k su nocve matrice
1 d1=1 1«2 .. 2 1 i
1'_1 i 1 i"2 * 0o ® 2 1 1-1
1"2 i"2 1"2 *es e 2 1 : i'-2

i
-
g
i
*
[ 3

N
N
N
L
.
.
- N
-
\\\_\\-.——‘_/



-
8 +l=l 8 +1-? 5 +i-3  c.e..8 +1 3
e : :
§F +i=-2  3T+i-2 s +i=% .. 8 +1 3
: . s 2 . ' '
: § +2=s 8 +i-3F g H+i-F ... 5 +1 B
o 1 ' © ] PR [ . ?
. 2 .
&'!*f‘* 5+1 S"f‘? ° 8 S +l 'S
8 3 B b-.. = 32
;gdé je uved:ne nova ocznake .
- - H
[} 5 = 1 2
o . g ‘
Vil vo+i-2 v i3 ... +1 v
L " b 2 e ] . : , E
Vo +1=2 v +i-2 v $i-3 .. +1 v
E 4 e 2 & - : N
vV o+k=3 v +i-3 vT+i-3 .. +1 v
WV, = : : R
l L] .ﬁ * E LN J L &
, ‘ 4 5
v+1. v v+ eve V +1 v,
v s v .o v vl
Znakom
v o e
= —7 R
U razv1]enom 0011 cu determlnenta (1 96) ;zg1eda cvako ;
2 ~?2 4 s o) ~2
iu +8(s +i- 1,u+w 145 (v +1=1) (i-?)u +8(s+1~/ uto (v+1 2) :
. 2 2 4 L '
(1< 1)u +5(s+1—9)u+w (vi-2) {(i-1)u“+s{sg"+i-2 )u+w (i~ 3)*w v +1m2}
(i»U\u +8(341~ )u+m (v+1-?} (i-2)u2+8(s+i~5)u+w“{v+i-3) |
A ] - °
2 P,
24 *8(s+1 PIWe (v+1) 2u”+8(s+1)1+3 (v+1)
uZ&Ssufmzv 2% 4§ en+Boy
L e U )
& bismo. dobili pogedniji oblik, oduzeceme pocev od nzjgornje ¥trste, nizu pod

susedne

2 ¢/ 2 N 2 2.2 2
u T+ (s =s+1)u+ F i+ (v mv 1) S(s -8 )uuw (1 1‘+w‘ vev
- 2 2 2 2 2
o uT¥Busk” SRR +§(s s+1)u+w (1 1) (v
) 2 ~2 ; ~2
- - u” +5u i u2+8u+g
£, {u) = . .
ST : s . i
u +S&+w u + u»m
2 -2 . 2
u +83 su+® v ol +Squ+w \%
) Ll ' o i
_ Sdda ce o‘gllﬂ o da uradimo. i ssa otuvﬁl¢a. Pocdev od prvog sa leve
.’ 4 ", N 3 i ‘ X 2
Btrine cemo da oduzmemc qqsednl desni ~tubac,.”““o CeﬂU da postupimo sve

ignad nje, [92;str.278],

. ’ : -
pa ce da bude

2

‘v+{)

-

a







1 novim matricamna

pretposlednjeg stupca.sa desne strane,

u +S(?s -25*1)U4w ( 3 1)+w (°v »2v41)"-71 Ss(1nu)u—u:(i 1

R Ss(1uq1u—w (1 1)Fw v(1-v) o u +%/25'-28+1)u+u:(
(1.34) £;(w)= | e L ssliee)unef(ae
o | . SR -

)

&lez?‘
R RVTE

)oblgena detprmlnanta ima. elemente razllcite od nule ?wo na glavﬁéj-

1"didgoha11 i na dvema %usedrim,‘upo ednlm dlagonalama. Jedna od nvih Je 14n
8 druga 1opod gl&vnp dlagon le.»ov1 osfall nlpmentl su gndnaki ru}i. Dakle

avakog vrstl, izuzev: prve i poslednae, nostoge,s o po trl alementa razlwc

‘bd nule, a k031 88 ﬁdldze na spomenut;m dl&gonalama.'U prvoa 1 posledngoa Yre

stl pos*oge samo po dva elementa razllcita od’ nule na lstim dlagonalamao""

S&dd kardk+‘ristlcna Jeunac1na si tema moze da be napise u. cvom 0]

§ s e () = v I v uy ST s Ji.¢'ﬁfw* =0
éé novimn CZﬂ&kdma , _ _ RRERTE )
T 4 R . & .
(136) e, pe B2,

| hovom sopstvenom vrednosti
$ (5o : ! -
(1.37) | Y=o s

?1.1 -(1 1)
-(1 1) -(1—?)

1,

L N o . B N
Gese) 1, - kN N | (._l,, 2\)A ?,5-;: N
=1
y- T S S
.2$f-gs+1-‘s(1;g). o ‘
e(128)  28%-2d+1  s(1=8) ]
s - | 8(1-&) 2s-08+1 ’
o ' : Tl et )

25222841 “s(i=s)

252;2§+i'19(i§?)1 - -

v{1av) ?V2?2v+1 v(1=v) .
- v(i-v) 2viiovii
2y T =2v+1 »-v(?-V)
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Hrzlvnl obrazac . | |
£, (y) = [y +1(23 ~2s+1)y+21~1+ﬁ(2v ~2v+1)] £ (y)

(1{&1) - f¢s(1~s)y (1 1)+PV(1~V)]2 lAzéy) = ° ;

ez razv13anja datermlnante.

Tele 3 Homogen 31stem od i matematlcklh klatna sa po J priguénica

i Eo-ar onrqga redukovanlh na same materlaalne tacke

o s

(1.31) ove izraze -

: R
o K a2 N ._£L -
42) By bp = ,5 rq ( i )} -
. :?" J' X -2
% o .“21".- , o
ele B o @ .

razllcitlm udalgenostima od pocetka top klatna a sa razllcltln krutostl,

kovana prlgusnwca ‘za samo r—tu materlgalnu tacku. U ovom slucagu natrlce

i (1. 22) doblgagu poupuno isti obll kogl 1ma matrica (1, 19), samo

i koeficlentl gusenJa b 'odnosno redukovane krutostl C*»w

Uzmlmo sada da Jje. takav redukovani 31stem homogen, toaest da suMgv

tostl opruga uzajamno Jednake, cr= c,,(r~1 2,...,1). Tadp dooxgamo iz
o

= 1, a iz (1.32) v =1, pa matrlce S* i V* postaju jedinidne matri

X  _°

Wi= Ii’ a karakterlstlcna 1ednacina takvog sistema postaje
£, -

- 8Smo uveli novu sopstvenu vrednost '

trica I Jje Jedinlcna matrica dok su J 3* 'W*'Jakobiueve:ﬁafrice-reda 1.

.ag izgraz nam omogucava neposredno 1zracunavange karakterlstlovwb ‘polinoma

jalne tadke, drugim recima da smo drugl quirak u izrazu (1,2) i treéi sa-

ak u (1.9) podelill i pormnozili sa 1. (r=1 ,...,1), dobili blsmo umesto

V . v .. L] ! . . . ‘ :
ovaj nacin blsmo svell 51stem sa J razllcltlh nrlgusnlca prlcvrscenlh na
zlieitim udalgenOSuimg o& oocetka r-tog klatna za njegov konac i sa razln»

m koef1c1entima gusenaa, i sa J opruga prlcvrscenlh za nit r-tog klatna
eﬂt‘gusenga'b s 1 od jedne redukovane opruge . krutosti ¢ r? vezane kao i re-

se'lza znaka zs zbir u. njihovim elementlma umestO'masa m., nalsze reduko-

Post pnlm razvigangem karakterlsulone Jedna01ne (1 55) doblgamo ovaj

Dretpostdv:.mo 1li da smo: prlwusnlce i ooruge redukovali na same mate~

,stem hoal se" sastoal od samo Jedne redakovane nrigusnlce, &iji ge koefi-

ne

ce,
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L

47) T (y13

po. definlciai f (v Y <

2

w

y1+21-1""~(i-f)
=(i=1) yq+2i=3
-3 f<i‘2)

e odgcvaraaucl rekurdlvnl obrazac

(yq+2i- 1) fl 1$ry) -

o

oe o Q
"(i"Z) s e
23 .5
y1+~.41‘ 2 PPy
s e y1+3
N * 08 ..1
Y iy
(1-1)7 £, 53] =

-

-1

y1+1

O

i o)

”Karaktefistigna.jeanaéina (1.44) izgleda ovako u obliku determiﬁanfe

Pomocu obvasca (1 47} lako se izranunavagu karakterwstlon; polinomis.
1ezimo koeficlente tih pollnoma 8a B

onda nam Tabllca 1 dagﬂ njihove

Koeficienti B mogu da se 1zraounagu pomocu karaktnrlstlcnih polinoma

6o (1.46) moze i ovako da se napise

B A

- L der
r=0

jer I % O ¢

ozemo da ih dobiaemo i neposredno. Karakterlstlcna Jednaclnw (1 44), od-

sti za sisteme sa 1, 25 heay 10 klatna.
- f}ia; B \Lf T ¢ A 1

3, ;35‘ By :I;ﬁéA By B, B, B,
P = . 4 ,
K 4 :
. i 9 8 ¢
1 16 72 96 2.
1 A_ 25 200 600 600 12¢
. ‘1a‘_1.‘_3€. T 46 2400 5400 4320 726
;. '1 .," 49 _'55557 7350 29400’ 52920 35280 504¢
ﬁ‘f}_,éﬁ""'15583 18816 117s¢g  376320 564480 322560  4032¢
§5: 2592 | 42336  ?3%%¢é4ff 19951557  5080520-.6551840 3265920  36288¢
ﬁa%a' séaaa 1@58496 762@485 31752ooo 72576000 81648000 ‘36288000 362880¢



Ié.Tabiicei1;je oéigléﬂﬁo da Jje B§1);-1, B§i%’= ;2, Bgi)= iz, gde

§§ta veza izx dgu koeficienata moze da se naplse u_obllku rekurz1vnog

) (1 1) + (21-1) B(l =1) L (1-1)2 B§i;2?

ier 1 r-1 i=-r 4

mo sa r obelezili redni broj koeficienta ksrakteristidnog polinoma, r=
,‘io

. Ako sa s( ) ; date sa {1.38)
Vzboa (1.44) postoal ova ‘veza 1zmedju njih i koeflclenata karekterlstlc
noma (1.48) ' v

obelezzmo skalare Jakobleve matrlce J

5(1) S(i)
r

1-r B
é rekurzivni obrazac za skalare Jakcobieve matriée dobijamo

(1) (i=1) |, /5. (i-1) (1 2)
5.0 =Sy (21-1) 877" = (i=- 1)
Odavde sledifda jeffGT;BEr.162]-u Opstem‘sluéaju

(1)
(D7D 25

tome karakteristlcnl pollnom (1 48) sada postaJe

P (y1) - 2 r* ( )2 IL-‘I’ =‘Q ,..

. - 2 1t i j_‘._x- s
P (y,i) vt T‘:.I"T— o .
. Ovaj pollnom nrﬁﬁstavlga osnovni Laguerre ov polinom [45gstr.45] k

e [73,str.134T] umesto promenlalve Ty ‘stavlijena ngena negat1Vna vred-

- Stavimo 1li da je Pi(y}) = w, onda taj polinom zgdéioljaﬁa;diferenc

Jednaéinu.drugog,reda

a w. » ‘ dw L c
Y9 T o + (1 + y,') _”-- -1 w=10.
dy,l ,

o 1i u owvu dlferenclgdlnu Jedn801nu y1 = - t,,doblgamo poslse sredwlv

ovu dlferen013alnu J?dnaclnu [36 obrazac (5.1 2)]

d2w ( )
‘t“""‘"-f- 1—At_———+,iw'=-o',
dt? . at _

se od citirane, za & = o, razllkuge samo u oznakama. A ,
" Prema tome ako sa L {y)- obelezimo -Lagerov pollnom 1~tog reda sa pr

Jivom ¥, onda u nasem slucagu Vaz1
f(:yu,) -‘=L(y1);.

. vt s ilemas

Speclgalan slucaa i matematickih klatna sa po Jednom prigusnlcom i
dnom oprugom Jje obradJen u radu [73,str.T133-"135]

'éioéﬁ»dat broj klatna u sistemu, dok indeks oznasava redni broj. Med ju-

Je

G,

l

£l e
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," .. 7 . . s 2 Y » ’
1»1+4 1 matematickih

-

A'.Neka je dat 05011°torn1 31stem koji Je jednak sistemu prikazanom u

j Dvosbruka klnetlcka energlga ovakveg oscilatornog sistema je data u
bliku (1 13) Odgovara3uca dvostruka funkclga rasipanja je data sa {(1.1%),
3ok je dvostruka potenelgalra energija ' ’

) _2Ep=(q)c{qi
rimena Lagrdnﬁev1h dlferen013aln1h Jednac1na druge vrste (1 17) daje sistenm

A{ *]B {i; + C {q ‘ {G ’

je karakteristlcnd Jednacxna posmatranog oscllatornog sistenma

| f(u) ‘u A+uIB+C|=o,
e"smo koristlll matrice (1.19), (1.20) i (1.21).

Napomenlmo da smo i kod ovog sistema 1zvr3111 redukcmau J prigusnie-
'rlvézanlh za svaku nit Platna, na samo Jednu prigusnlcu ¢iji Je redukova-
 09£101ent gusenga b . & koja je za konac r-tog klatna prlcvrscena na ugé-
‘nvstl H, od.pqcetka tug kxlztna, (r=1,2,.,,,1). o

*

*i;ﬁ, Homogen sistem od i matematickih klatne sa .po I, prigusnica

Prema def1n1c131 homog@nog sistema datoj u 1. el42 doblgamo iz (1 26),
sno (1.59) karakterlstlcnu Jednacinu posmatranog oseilatornog sistema
_‘2

f (u) u® W, L+ S u A S ='o',
e :

Oduzecemo, kao iu 1 1 2, vrstu od vrste 1 atubac od stupma, pa kagq

”.1§ticna 3ednacina dOlea nov oblik
""“)__"’/' R 3 ;) =
8mo upotreblll sopstvenu vrednost (1 37), oznaku (1«36) i matrice (1. 38

39) - '

- }oqtupne razv1gange determlnante (1 61) ‘nam daje rekurzlvnl obrazad

y I. + u‘y S?f+ iil.= o,

LT 4

zraeun&vange karakterlsticn1h pollnoma
f (y) = fy +a(23 -95+1)y + 24 - 1] 't (Y)

- [oa(i=s)y - <i-1>-_1? “-fi_?_(y) o
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1616 Homogen ‘sistem. od 1 matematlckl klatna sa po J prigﬁénica_

redukovanﬁh na same materlaalne tacke

‘' Pretpostavimo li;dalsmo"redukciju-ﬁ“iﬂuéniﬂa izvrs 111 na same ‘mate-
v 5 . -
jalne tacke, kao u 1.1,3, aarakterlstlcnd Jedna01na takvog sistema se, u.

nosu na ranije posma%rane sxsueme, Jos v1se uproecava i postaje

1f.‘('y2)- =| Yo :‘Ii + J]i. : == o '
de smo uveli novu sopstvenu vrednbst ' , '
I = ‘EE“EJLE >
- w .

Rekur21vn1 obraz c Za karakterlstlcne pollnome ima 1st* oblik kago i

.47) sam 10 z8 novu sopsivenu vrednost y2
1 - 234 21 ' = B '
f.(yz) ~.(y2+21~1) £, (30 - (@-1)° gy 2(y2) =0 .

Primenimo 1i ovde razmatraraa iz 1.1.3 zakljucili b1Sﬂo da Jje

e (3,) = L (-3,)

DmmamEm TS Eml ISR e

. Specijalan slucaj 1'matematiékih,hiatﬁa sa po jednom prigusSnicom je
robno chradjien u [73,str,128T—132T}. A

opruge’

foni
o

e
..

-3

i matematilkib klatna sa_pg J

"

Posmatrani 9lsten Je Jednak 03013a+ornon sistemu k031 38 pr1kazan~
1.1.1 bez prigusnica (31;4).a‘
Klnetlcka energlaa ovog esczlatornog slstema se podudara sa onom u
‘1 1 i izraZena je u obliku (1. 13)y & potenclgalna energlja u obllku (147
' Lagranzeve diferencijalne Jedna01ne druge vrete (1.17) dcvode do
tema diferencijalnih Jednd01nd drugog reda sa konstantnim koeilcientlma

1.67) - A{§} +c {g} =0,

' UblUV da odgovaragu01 51stem algebarskih homcgenin gednaclna ima
fuga resenaa, sem- triv13a1nog, daJe karakteristicru Jednac1nu nosmatranoé
oscilatornbg sistema u obllku ' - ' _
‘p68). , o f'(u) = \ w A +<C \"= o .-

Napomenlmo da smo i kod oV Og 81stema preéthodno’ 1ZVT8111 reduk013¢
d;. opruga privezanih za svaki konac klatne na samo jednu oprugu prlcvrscewu
za nit svakog klatna, na uddaljenosti hr od pocetka kLatna, a c1sa Jje redu

kova’r&?ﬁ. krutost Cr ? (1‘21 '2 gess ,i) °




1.1.8 Homogen siétém od i'maiematiékih klatna sa po j} opruga

" fekoristimo 1i definiciju homogenog sistems iz 1.1.2 onda obrazac
))‘odnosnd (1.68) aaje karakteristidnu jednadinu ovakvog redukovanog
atornog sistema u obliku -’

2 ‘ w2 o |
°f, (u) = l u2 N, + w? b, + &% W, I =0,

korlstill oznake (1 27) i matrlce (1. 28), (1. 31)

Posle odu21man3a vrsta od vrsta i stubaca od stubaca, kao u - 1.1.2,
_istlcna Jednacina postaje ‘

s, (8) = } z I_+-J +(5W*

it

O

("ZG"") '3

5e:Sé sopstvenon vredhos;i (1;37) vezana ovim izrazom

stili smo i matrice. (1. 38)s" (1.40)

Determinantu (1.70) mozemo postupno aa razv1gemo pa da dobiJemo re-

n1 obrazac za karakterlstlcne pollnone

2¢ (z) [z+21 1+@(2v -2v+1)] f (z) RBV(1~V) (1 1)]2 2 - 2(Z) = 0 ;’

2

.1 9 Homogen 31stem od i matematlcklh klatna sa po 3' opruga

'redukovanlh na same - mater;lalne tacke

‘ Ako redukeciju opruga 1zvr51mo na _same materlaalne tacke, ‘kao u 11.3,

eristlcna Jedna01na ovakvog os011atornog 81stema posfage

1 74

uvell novu sopstvenu vrednost

i o2 4+ 52
2, = == .

Karakterlstlcne polinome 1zracunavamo pomocu rekurz1vnog obrasoa koﬁ i

f (2, )-=-' z, I, + I, | =0 .‘f”

o bllku jednak sa (1.47), odnosno (1 65) samo za sopstvenu vrednost 'z

2s,(2,) = (z+211)2 | (z) (11)22 '(z)=o.>

1

- Podrobno razmatrange kao u 1. 1 3 dovodl nas do zaliucka

f (z ) = L ( z1)

=—==-="="’==== ===

Specijalan sluzaj i matematicklh Platna s8a po Jjednom oprugom Je po-
ispitan u [87 str. 176 179] |
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Dat je nehomogeni oscilatorni sistem koji se po svom sastavu potpu
ara sa distemom posmatranim u 1,1.1, poéto Je izvrsena redukecija na po
7 }iguénicu i po jednﬁ o?rugu vezanu za svako nit klatna, jedino se br
‘qpoveéao sa i.na 2i,
‘Prema tome’jé dvostruka kinetiéka energija ovog sistema data u mat
m obliku (1.13), Relijeva funkcija rasipanja sa (1.15), dok je dvostru
{éndijalna éhergija data sa (1.14) uz napomenu o broju klatna; Tada ﬁé

;3‘ . v . . v -
teristicna jecnacina posmatranogs 0301La+orﬂog sistema data sa (1 25)

.2.2 Homogen sistem od i dubleta sa redukovanim prigusnicama i

redukovanim oprugama

DUBLET Jdine dva ﬁatematiaka klatna u redncj sprezi, Niti ovih klat

n&

ki kruti stapov1 zanemarive mase, a na ClJlm krajevima se nalaze matq

e tacke. Prva materijalna tadka ima masu M, a druga masu M.

Posm utracemo male slobodne oscilacije, u vertlkalnog nep0m1¥n03 ‘%
|

nog stabilnog polozaga ravnoteze. CGornji k*ag niza je prlcvrscer za né

nu tacku, dok donji slobodno visi. Za konac svakog klatna je, u ravnl\

a po jedna redukovana prlﬁusnlca 0131 je redukovani koeficient gusenJa

ocetka svakog klatna, po Jedne rodukovana opruga ¢ija je redukovana krﬁ

Karak+er1st1cna Jednac1na ovog oscilatornog s1stema se doblga iz

. 1"
= 1 Hp: H = H, hp_ h = h,. pr b= b, .= €= Cs (P=1435000,2i=137
ye++,21i).. Dakle, '

N 2 .
fin(u> = | Wl +85u 5, + mzm az1 * 5%w

-cine (1. 25), ako joj povisimo red na 2i i ako u nju zamenimo mp- M, m

azi ’ =0

ik+i (i-1)k+#i  (3%1)ksie1 oos kK+2 k+1 1
(i-1)k +i  (i-1)k+i (E-1)k+i-1 o0 k2 kel 1
(i=1)k +i=1 (i=1)k+i-1 (1=1)k+i=1 oeo k+2 k+1 -1

= N ° ° oe e s o 'S 9
d2i K+2  k+2 k+2 ves k42 k+1 1
k+1 - k41 k+1 ees k+1 k41 1
1 1 1 cee 1 11

y Sistema kOJl SacinJavagu i Jedn&klh dubleta u rednoj q,r921, oko ver«

ovanja, na redukovanoj udaljenosti H, od podetka svakog klatna, pr;cv#—

sim toga je za nit svakog klatna privezana, na redukovano] ucalaenostl‘b

=




Cik+i

(1-1)k+i- |
' (1=-1)k+i~-1
O\ _ ) ) .
Q) X IDd.Zi = . R ,
: k+2
k+1
1
akom _
‘ M
1) k'= ;. s

zameni sa 2i. Indeks d oznadava da se velzc1ne odnose na dublete.

Karakterlatlcna J@dnacina doblga prostlgl oblik ako, kao 1 ranije,

zmemo vrste od vrstd i stupce od stubaca. Nagzad Je
82)  f45,(¥) = ] ¥ Kgpy+ %ySgpy* mdzl*'Pwazl | =2

mo koristili oznake'(1.35),~sopstVenu vrednost (1.37) i matrice

az2i s .

(éi~1)k+2i ;[(i-ﬁ)kfi] o |
~[(1-1k+1]  (21-2)k42i=1 ~f(i-1)k+i-1]
o -[(145)k¥is1]-*gzifs)k+zi-2‘

. S A 2ke3 =(ke)
. : S o : R " = {k+1) kﬁZ_,§1 g

3 * = =] -
se matrice sd2111 Vd211§°b1333u iz atrlca (1., 59) i (1 40) ako im povi:

Ako uvedemo novu matricu, koja je kao 1 (1 84), Jakobl-eva matrica,

89 .'f E -=3';+pv ‘

d2i a2i azi *

86) dZi(y) ‘ y° Kapy * @ Sd21v+ Egos ‘ = O

Postupno razv1aan3e determinante (1.86) daje rekur21vn1 obrazac
d2i(y) —{ky *a(2s'—2s+1)yvﬂ(2v -2v+1)+(21-1)k+21} f
2

d,2i- (9 =

{05(3-1)y+pv(v—1)+(1 1)k+i} fd oy a 2(y) =0 ,

16

e matrice 404 1'Wd2 donlaaau iz matrloa (1. 29) 1 (3.31) kada se u nji-




5 fd e 1(y) {y +a(2s -23+1)y+@(2v -2v+1)+(21 1)k+21-1} fd;éi-z(y) %
2 {as(s 1)y+ﬁv(v-1)+(1 1)k+1~ }2 f o

d,21-3<y) =05
ako uvedemo pogam "naJve01 ceo broa" [19,str.7] onda izrazi_(1,87) 4

8) mogu sazeto da se naplsu ovako

fdo(y) {{(k—1)({v] [~ 1])+1}y +u(2s ~23+1)y+ﬁ(2v —2v+1)+(0 1)k+

(v=1, 21'°°721)’

;2.3 Homogen sistem sastavlgen od i dubleta sa redukovanlm prigusn1+

ama i redukovanlm oprugama pricvrscenim u istlm tackama za niti klatng
CEEI .

‘ Slstem je nesto prostlJi od onog u prethodnom odelaku, jexr smo
ystavili da su sve redukovane udalaenostl, kako tacaka vezivanja redq-
anih prlgusnica tako i tadaka nrlcvrscenaa redukovanlh opruga uzajamno
ake, H = h. Zbog (1.30) i (1 32) je s = v, pa su i matrlce (1.39) i

o), primenaene na ovaj. slucaJ, uzaaamno Jednake, S* .=V Zbog toga

. . _ o az2i - ,dZi‘
kteristicna Jednacina (1.86) ppstaje_
,1 . .
d2 (y) = l y%KdZi + (°y+@) Sd21 + Doy | =0

1
dei(y) = | 5 Kapy + Gdpy + Jd2i| -

rzivni ohrasci (1. 87), (1. 88), (1:89) sada 1zg1eda3u ovako

! d21(y) {ks +(ay+ﬁ)(28 ~2841)4+(21-1)k+21 } 1fd 231 (y) -
,(0y+ﬁ)s(s—1)+(i~1)k+1}2 1 d g 2(y) = 0,
1fé 24 - 1(y) {y +(uy+ﬁ)(23 -25+1)+(21 1)k+21-1}.1fa’21_2(y)

{(ay+ﬂ0 (s-1)+(i 1)k+i 1§ ?fa 21?3(y) = °}’

(y> t{<k 1)([ 1-1251)) 1}y +(“y+ﬁ)(2s —28+41)+(v =1)k+
wo) ey 1(y) {oay+@>s<s~1>+£°'11k 3312 ey . 2(y>

(\) 1 2,0::,21)

0 1(y> {08(8-1)y+ﬁV(v-1)+[°'1lk+[V]} £4 0000 =0y

17

uglaste zagrade,[ ], oznacavaau nagvec1 ceo brOJ., . : '
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J2. 4 Homogen sistem sastavljen od i dubleta sa prigusnicama i

em———r"

‘oprugama redukovanim na same materijalne tadcke.

\ U oveome sludaju su zbog (1.30) i (1,32} s = 1 i v = 1, Sto znadi da

x *® v : R4 4 * S o -
trice $d2i ideZi fostale delnlcne matrice, Sd2i Izi,'Wd21~ IZi’ Pre
ome je karakteristicéna jednacina (1.90) dobila ovaj oblik

i~ > ~ _
£a01() =] ¥ Kypy+ Cgo5 + Jgp; | =9
vom mabricom

~

) Gaoy = L@y +P) Ly

:u rekurzivni obrasci (1.93), (1.94) i (1.95) postali
T 2 N Ly 1% . .12 i .
1dei(y) = {ky“+oy+pr(2i-1)k+2i} fd,2i—1(y)°{(l°1>k+l} fd,Zi-?iy)=“°

: _ 2 fooa N P £ e 412 1w _
d#21_1(y)={y +oy (242 ) k281 quzi_g(y)~1(1-1)k+1-1} fd,gi_B(y}uc,
azeto

12 (3)=0{Ce=1) ([R5 41 fyPomeyrpe (9= kev] f2) () -

- AR 2 fry () =0 s (=1h24.0.,28)

smo uveli oznaku

: 1 1
Napomenimo da je [74,str.20], sa sopstvenom vrednosti'(1,45)
, 1
o) 1PD(Y) - Lv(‘y1) .
1.3.27_ Siﬁtgﬁnod i dugletg sa~red2k0vanimApziguénicama

Posmatrajmo sistem koji odgovara sistemu datom u 1.,2.1 ali bez cpruga.
~Dvostruka kineticka energija ovakvog oscilatornog sistema jJe data u
,uvK1,13),'odgpvarajuéa funkeija rasipanjas u obliku (1.15), & dvostruksa
cijalna energija u obliku (1.57). Primenimo 1i Lagranzeve diferencijal-
dnacine druge vrste (1,17) dobijamo sistem diferencijalnih jednadina
€ reda sa konstanfnim koeficienfima (1.58), dok Jje odgovarajuéa karak£e~
tidna jednadina (1.59). Napomenimo samo da su sada sve matricé reda 2i ko-
i sistem ima stepeni slobode, 1 da svaka priguénica ustvari pretstavlja

ovanu prigusnicu.




R . . '- . . . .. . . - .
1.2.6 Homogen sistem od i dubleta $a redukovanim prigusnicama

Prema definiciji homogenog S¢cteﬂa gastavljenog od dunleta, dato u

5 dobijamo iz (1 59), ocdniosno {1078) karakteristicnu Jedna01nu u obliku ﬁ

: . 2 2 _
) avs (u) = i u NdZi + Su 83057 o DdZi = O

o koristili oznake (1.27) 1 matrice (1.79), (1.29), (1.80), pri cemu
4 druge povisili red =a i na 21 .
Oduzimanje vrsta od vrsta i stubaca od stubaca daje za izraz (1.101)

2 2 . . * _
) £a03 () =|3" Kyoy + ¥ 3 805 + 35| =0

P uzeli sopstvenu vrednost (1.37) i upotrebili oznake {(1.36) i matrice’

, (1.39) reda 2i, (1.84).

Postupno razvijanje aetermlnavte (1.102) dovodi do rekurzivnog chrasc%

% . (3) = {1ey 21l 282 -2s+1)y+(21—1)k+2i} 2fd’2i;1(y)

3) -'{us(s;i)y+(i-1)k+i§2 zfd’Zi,Z(y) = 0 ,
P COR {37 ra(2s®m2se)ye(zi-2)keai=1} P2 0 ()

4 {as(s~1)y+(i—1)k+i-1}2 2fd,2i-3<y> = o,v%

S

d,\)"’1

- {us(s-1)y+[iglﬂk+[%1§2 2g (¥21,2,000,21),

d,ﬂ-?cy) =0

i - _ >
1.2,7] Homogen sishtam od 1 dubleta sa prigusnicama redukovanim

Ry

A bl
na same materijalne tacke

Reduknjemo 1i priguSnicé na same materijalne tadke, kao n 1.2.4, do-

o . . . . v .
mo /da. je karakteristicna jednacina

2 5 2 ‘ ' :
6) | Taps(9) = | " Kygpy + “y By F Do | =0
kurzivni obrasci (1.103), (1.104), (1.105) postaju '
N Rz . .1 2% 5 o 2 2= :
03 (¥) ={ky“+oy+(2i-1)k+2i} £4,01-1(9) {(3=1)k+i} £4,25-2(9) = o

2 o~

2 : ' :
: . o Py = . * - -—
4,21 1(y)_&J +Qy+\°1~2)ﬁ+21—1} ?d,gi_z(y)—{(1—1)k+1-1} fd,ziuﬁ(y) =0

3 krace : .
' 2. N7 =11y 2 2 _
2By (3) = f{(k-wﬁ_["}}-[-‘—"\’_21]}+1}y“-l-“‘y-«'— G-k} 17 _ () -

(251 2 Y
1[021 jrae [2J32 qu 9( ¥ = 0 4 (V=1,25000921)

. - ’ 2
2fd\,(y) = E{(k—1)([%i-[igl])+1§y2+“(282-2S+1)y+(*—ﬁ)k+93 £ Ay




smo korisbili oznaku slicnu sa 9)
Primetimo da jJje [74,str.22] , . ' L

mo upotrebili sopstvenu vrednost {1,64);

1.2.8 Sistem_od i gugigtg>§g=rgdgkgvgnim=ogrgggm§'

=

/
[ 4

Posmauracemo male oscilacije sistema koji Jje jednak 05011atornom sie-
datom 1 1.2.1 ali bez p*lvusnlca.

Dvostruka kinetioka energija tog oscilatornog sistema je data u ob-
(1 13), a dvostruks potencijalna energija u obliku (1.14) pri demu su
matrlce reda 2i,

Lagranzeve d1feren013a1ne Jedn301ne druge vrste (1. 17) daju sxstem
encijalnih jednacina drugog reda sa konstantnim koeficientima (1.67), a

arajuca karakteristidna jednadina dsta u obliku (1.68),

1:2.9 Homogen sistem od i dublseta sa redukovanim onrugama

Kerakteristicna jedrnaline homogenog sistema sastavljenog od i dub=-

‘sa redukovanim oprugama se dobija iz (1.69), odnosno (1.78) i ona

)
FwDany + “2Vd°i

mo koristili oznake {(1.27) i matrice {(1.79), {1.80), (1.31) reda 21i.

S¢

: b}
(u) = = o
azs (W ’

o Posle odug 1man39 vrsia od vrsta i stubsca od stubaca dobijamo ka-

Er .(z) = i‘Z.K 1t a0 +(5Vd21 ‘

=| 2 Kgp; *Bapy|=© -
Postupnim razvijanje ove determinante dobijamo rekurzivni obrazac

3 \ 2 i7 ~a N . v
O£ 51(2) = {kzep(avieaver)d(21-1)ke21} 3fd’21_1(z)_-

{@v(v-1)+(i-1)k+i}2 3fd’2i~2(z) =0, g



) f.d’21_1§z, = L¢+o(2v —2~+1§}-,M-2;312¢~?§ :d’21;2(z) -

- - . ,"n \ U . 25 A —
\ v (v=1)+1-1)ksi-1} fd,zi—E{“> = 0

\. » ] . » » . . . B '

S (z) = [{ (4-1)([ 1- [1E1J)+1}z+ﬁ(2v4-2v+1}+(9-1)k+vj 2 ,(z)

“dy » 2 27 dav-1

4) [P v -1 f2112 3 (o / Y.

= Aev (-5 T 317 Cry | o(e) =0, (9=1,2,000,23)

1.2.,10 Homogen sistem ¢d i dublets - za oprugama redukovanim na

same materijalne tadke

) w s Iy a - 3 ‘ % ’
Izvrsimo 1li redukeiju opruga na same materijalne ,hcse 2 karalktes

3 ) a hd » » v .
Enu jednacinu takvog osecilatornog 5153 ma donlgamo ova] 1izrasz

5) - 5% - = | -
5) faps(2) = | 2Ky + gy | =0
mo uvelli novu =matricu

$16) Baps = Jao3 + P Ly »

Ako razvijemo deterginantu (1.115) dobijamo ove rekurzivne obrasgg

. : ' 3% ) Yy _{¢s ; 2 3= " ,
i(z) = {kz+p+(2i-1)k+21} fd,21—1(z’ {{i-1)k+i} fd’21”2(u) =0 ,

. . e ~ . \ . 2 '~ ‘
;i_1(z)a{z+ﬁ+(21~?)kﬁﬁi—1} 3f 2._2(z)~{(1~?)k+1~1} 5% 5(2) = O s

d,2i-

°p (z) = L{Oe=1) ([F1-BE D w1 zepe (o~ kev] [, (2) -

k™ 2
e T2 e (X142 P, (2) = 0, (v=1,2, 21)

e . ’LL. 2 7 2_ k',)._zx = 2 N LECE A 2
nakom slicnom onoj u {1.99).

Napomenimo da je [74,str.24] °
8 % :
8) 3p,(2) = L(-2) .

1.2.11_Sis ie:_gagtgv}jgn=og i dubleta

Dat je nehomogeni sistem koji se sastoji od i dubleta, dakle Jjednak
,§cilatornoﬁ sistemu datom u 1.2.1 ali be% prigusnica i oprugs.

Dvostruka kinetilka energija ovog sistema je data sa (1.13), dok Je
truka potenciialna energ 13a data sa (1. 57). Primena L”Pran§e§§h jednaai”
;ruge vrste {1.3i7) nas dovodl na sistem diferencijalnih jednacdina dru&¢ﬂ
sa konstantnim koeficientima o
119) B AGE v e, {a) = {of .

ostavimo 1li da su Lecenda ovog sistema data 1@ oblilkm (1,25; Gl iamo




o
A

genlh 71nearn1 algebarcklk jéd"cina
( u A+ € {T; S

. - s = . - ) bt .

ored trivijalnog re enga postoje 1 druga resenja ovog sistema jsdna-

stavlja karakiteristi
: )

ny - aeanCLnu posmatrancg oscilatornog sistema

fa5 (W) = s g | ;.O °

1e2.12 Homogen sicstem sastavlien od 1 dubleta

. ~ . a
omogen sistem se sastoji od i jednakih dubleta. Sve duzine klatna u

L}
10m sistemu su uzajammo jednake, ln = lv = 1, dok su mase klatna nai-

»”

i m, tojest m = i, m = my {p=1,24004,2i~137r=2,4,...,2i). Karakte-
‘ednacina ovog sist ema sledl iz {1.78), odnosno {1:121) =
i 2

4 [ 4s _ T \
fdzi\ég - | @ Baos * @ Dyoy

jotrebili oznaku {(1.27) i matrice (1.79), (1.80).
Aduz1mange vrota od vrsta i sthabaca od stubaca daje
21 (2) = | 2 Eypy 355 |

ristili scpstvenu vrednost (1.71) i matrice (1.83), (1.84).

O

x:()’

N » v - ‘-v - - 13 » 3 - - » >
larakteristicne polinome dobijame postupnim razvijanjem determinante
obliku rekurzivnog obrasca

4 2 4f

d, dl Z(Z) =% s

-:‘i_ . . .4. ! R AR
dei(z)=1nz+(21~1)k+21§ fd,2i~1(zf - ({i=1)k+i}

(z)={z+(2i-2)ke2i-1] 41, (2)={(i-1)k+i=1}% %2
1

b} .
d,2i~1 d,21~3(?/=99

i (a) = {{(k-1)<f§]-[2§lﬁ)+1§z+(0—1)k+°3 to L (a) -

a 9“1
, = iJk+['J} k vagls) =0 <v “hi2peeen2i)
dena oznska . ST
: 2
4 4 -~ . _2ier
wFos(2) = (z> Eii Boi,2ier 2 T O 0
:i 1 “
4 ;_4 . x 2i~r-1i
KPoy_q(2) = ~1(2) = 3 "2i-1,2i-r~1 2 =0 .

Ed
=1,~,..a,21;n~o1,b,...,?1) su obeleZeni odgovarajuci koeficienti

P (z), 8 zg koje posteje ovi rekurzivni obrasci

N ~

{(pa-1)xezi} 3,

= . ER .
21,2i-r 2i-1,2i-r T % Bpi 0 25.ra1

2~ .

- {<l~1)k+l} B21-2,2i-r ? (I‘=O,1,2,ooc,21} ®
B = {(2i=- i-1§ B 43
24m1,24-p = W2E=2)k423=1f By, o o0 0+ 855 5 o5 o

’ (P=3,21"°921) ?

8
—~—~—
—~~
e
-
~
e
+
)
-
&




Y
-
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{
P
-
e
[en |
I t<’

A=Ay, 5 ,

' irN=11, Y12 . o R L oz
N , - {[= ]k+[EJ§~ 34;2,94r ,{9:1,2§,..,21;rno,5,4,.,a,£“}a

‘) B A= 0 s (P51,2500032L37=0,1,2,40.,21),

+12s1_Homogeni sistemi od. i dubleta za X = 1, 2, 3, 4

ot wh wap  dowmt s mmas e ot a— P Tt -t v— ot Wis i o

) - . ~ 3 .- P : - -

Homogenl sistem dubleta kod koga je k = 1, steo usivari nrestavia
. L . P : . to . o - . . )
istem matenatickih klatna kod koga su sve nase jednale, je podrob-

Koeficienti karakiteristifnih polinoma za ostale vrednosti za k su
. ] |
] ) ’ b 0 - - i - hd * bl
2a po pet dubleta u prilogenim tablicama i to 3 Tablica 2 je izracunate
. )
2. Tahlicz 3 za k = 7 1 Tablica 4 za %k = 4 %‘¢

%)

u
o
]

e L e L U ST A
: kumericki centar latematic g1 VIETE oI s &l - Y
- - > ] hd -y . s .
korena ksrakieristicnih polinoms ER R
N ¥ PR
= s B E8D ey T oo
I‘<~Z}.:}n..z, I ]

Cabe

sproveden do krajsa, » |
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Sram® rAEvenski o0sd 1lato*n1 sls*em (21, 5\ kOJl 3 gnst;

avlien nd
& LWL "" . . S
rotematickih xlatna u veano; snrevl, prlCV”POOﬂlh gs&a gore—
zontalu, ﬁaﬂo da don**_deo slobodno visi. Svi
1‘; ap‘ﬂfl d’lzlne }. q¢, {q‘-";gn.,oay,J;T" ;t_,.l.,k}s
X : . < .
» . e - o
s 4 onaoelijdin dc¢ n;vm xrgqev¢maxs, nalau 1ate“lJ11ﬂ” tac te ma-

5:1,23...,k).'SVaka it je hna redukovenoj K&ulJEnOSﬁi
N . )

) cl oo~atxa 5?& JoF4 klatna, povezana s Su-
rvarow P 1ﬁuv icor 0131 Je: otpor 5,uzmeran pr=

e&ukovanl “Oeflclent guqenga b

cGe Usip ivgﬁ_}e svaki konac ‘na redukcﬁaroJ uialjenosti h1q$ .
?,...,L},‘bd‘ncceﬁka vvakog 5latna, povezan & susednin
jadhom Muau“ovarcm O\rupomlziia’ée redukcvahé krutost ﬁiq? s
r=192,.;a,k). Ake lazcmc da 3' sistem VSZ sﬁatr@mo da sﬁ i
2a obe»sﬁfgne éiéﬁema, nlzova klatna vezane redukov anim pri-
psmiéﬁ& ﬁagké u révhi'oscilovanga szstema. U,cvom SIugaj* s
icienti gﬁ Pnga qu s, {g=0,1, ,...,J,r=1;2,¢..,&}. Isto vazi
sti opruga cqor,;xq;p,z,;,...,ggr;1,2,..a,k). POLTY I
kod hoga su, 11i sawmo levi ili samo desni krajnji

p&lgusnlcama, o§noqﬂb rﬁﬁuROVanim curugana, pa P
redukovani. koeficienti gusenna b1q
za.q = 0 ili za g = j. SLOBODAN j
krajnii nizovi, sa spoljne strane, slobnodni,
redukopvani koeficienti gisenga b Ly O4nesne rgdukbvanﬁ
ni za o = 0, ni za g = J. ?osma} asemo mazle slobodne
stema w svoaog nepom1onog ?er;ikalnoj ratni, oko svag
, -

LW v ) .
roloznia ravncf 1768, v Kome 8u @ve LTisasnin?

w
J
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iku f1 15)9

tricnam OblLKu {1, 13)

Biemente ine

a dvostraoks

“cls ce matrice A i

otenﬂ17alaa ‘ener glg

amo 41'18\:\ iS’bi

~ <
nacin Kao . 1;1.1, dok

quZlel&Stlcne matrice C

28

dvostrukd Rell-eva funkulga rasipanja u m@trlcnom

u matricnom cbliku (1. 14)

i zrac unae-

. pomeranja potrebna za izradunavanie
L : . - sv o - P a . s ‘
lemenata kvazielasticne matrice €, i brzine kojima su srazmerni otpori re-

o s . b o . - . ' .
ukovanih prigusnica, potrebne za izracunavanje elemenata matrice rasipa-

[¢]

ja'mvdabijamo na ovaj nacin.

Hadi prostij

4 . v N . - -~ .
eg rada cemo da pretpostavime da smo iz Eitavog siste-

& izdvojili delove od po i klatna prva dva niza leve strane i da smo ih
lobodili bpolgasnalq reaukovanip hrlﬂusn’ca i qv1h redukovanih, op”uga,
to znaci da. Je estalo samo i redukovanih Drlgusnxca koje aﬂagamno povezu-

a odgov raaﬂcc nltl xlatna ova dva niza.

Sa slike & ie .
3 " —‘-.—-\’ .~a TR T ~ T » 2
O, = 01h;+B;E§+L§L§— eee #B_JCI+CIDI+DII) 1+ oes +J%fé+JéJ%+Jidz, i1i
1 T T T ! -'_“ oY £ ] T I =y eed -
2 = O ByrERERHEIEL ooo #BI CI+CIDITT (DI~ ... =TIIA-T153-0,31 .
. _ , :
Projekecija vekitor: 0102 na horizontalu zbog
] = XK O,E' T ) e {7 3 Y= 2.
0,0,,3 s (04E],3) =1y qsiney, o, (BB 2 3)=1qq 2y g ™30 % g
Aik] j .:‘ - : w“:‘_" .:’\__ 1i o s =
;(E 1C H11 szxuﬁ1l, (uiDl,J,~x uOS€%1ig xui-1bi,g)—H12i31n¢1zi »
(T 7L D=1 (5.7, )=1,,.,81
Apprde, 3=t r¢1°*n*1°,r+1’ Vgl qsd)=lypq®indng 5
de je J jedinidni vektor u praveu horjzodtale,”ia1i ugao keji zaklapa pri-
Snica sa vodoravnir pravecemn, & koJji je, kao i svi ostali uglovi za male
cilacije mall, Et znaii da mome da se stavi da je
in w & w1 gog & & 1 , daje o
111 i 111
1 -+ s
111 111'“11a¢ D L CE R b SR PL PP
-k - . e oo™ - bt g - ™
B10i¥121 112,1-1q12,1¢1 *123%1237 22122 “1401% 2
i Keko J= Lrazeno pomaranje i-~te prigu%nice ygy = x?11 - 1111, gdea
mo sa x111vobele§jli udaljesnost 0106 s & 58 x11l relativno pomeranje i-te
brigusnice u odno-su na i-=-1 -vu, konadno dobijamo
i< i=1
: = . W R i: <p =H.
X191 = g2 tepTiop 21217 5 tipF11pH11a% 91 0
odavde, nosle difevenciranja po vrewenu %, sledi i brzina kojoj je sra-
otpor prigusnice i
1 -1 Ci=1
1,4 a - %1 -8

111 T p=im12p¥12pti21%21
e nizovi uza]

opeti za pomeranje
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a vaze istli obrasci sar
os

retaﬂjg Prop? odn s kao 1 njegov izvod po vramenu ¢ sdnosno
. jednak nuli,

Jr o
4 Ako zamisiimo da sme umest

4
D

kovanih opruga, a uklonili sy

h redukovanih opruga, onda bi nam

- - 3 3 - P Y b Ry 7
vane udaljehosti redukovane prigusnice H1 el
L e Qi1

st redukovane oprugse h

1 §*1 r,.dao obragac zz pomeranie radok SoTOEE 8
e S ¥ - .
) r=1 .
xr - : -
X = 1 , ¢ . + h
tqr =1 "l,q+1,p 1,a9+1,p 1,0+
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Dalji postupak za izracunavanjie nmatrics
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191 r=1"gr
‘y'k_\‘.
11q?'r=?m1Qf
' 1 éizn
1 r=3"1gqr ;
(2.15> @g-‘lq’lf_" a 3 4 " sQ=Tse0,
qukm1qk/
©in1?191 g1 2%y 11q1‘c n2P1g0t1ge +3% 00
k y
¢ 7 2 2 S :
1191 % o127 g2 r=5°1nr) ©1n2P 1927 g2 3% 1ar
; : _ . 'k « k
= _ { > . .=z y
?e143@c1q1 n;%%1 T1q1' %0315+ g3 724 %1nr) 11q2<°1n5h1q3+11q3 “inr’

1191%n1cMqx ' 11g2% nkMax
| i

y - 1 b ' . . o -
®1g1%1q181,9+1, 1 1q1 1 ,041,1 v 52%10r 11q1(C1q28 g1, 2715,
o i o
| ' < o o
11,q41,1(102Mq2 002 +23%0r)  C1q2M1g2"1,q41,2% 1420
' Ck
2415) clgl 11,q+1’1(c195h1q3 193 r=4 1qr) 11,q+1f2<°1q3h1q5+lr

# .

1y, q+1,1%1qxP1qk 11,9+1,2% 0k

{@=1925003sj=1)
gde je matrica L% 1 transponovana matrica LA 10 & Eéigd transporiovana matrics
chq1' Uporedimo 1’ matericu (2 11) sa {2, 1ﬂ) i md\rlcﬁ (9.l2) sa (2 15) wvidi-
T 'su one poipuno 1ednake po ob’l“ﬂ samo Sto Je u druginm stavlgeno c, OG-

;oan h umesto b, ocdnusno H, Sto Jje l1ogicna posledica nacina dobijanja coéju
grupa matrica. ‘ ‘

Primenimo 1i Lagranzevo jednaline druge vrste (1.17) doblgamo si-
stem dlzeren01galn1h Jedna01na drugog reda sa konstantnxm koeficlentlma (1. Jrf
Pretpoqtav1mc 1i da je refenje ovog sistema dato u obliku (1.2%) dobijamo si-

stem honmogenih linearnil algebarskih Jedna01na (1 24). Uslov da_pared trivi-

nJalnog resenja {r} = {o postoje i druga resenga prets*avlﬁ5 karak teristicnu

Jednadinu oosmrtrancg 0°c1latornog 31stema koja se sada avako plse

(2016> 1jkku} = u A+ LIIB + C = O o
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11@1\ 1n) 1q5 1q5;fé401nr) *e0 1191%1nk 1gk

1,-
'lnj», 1q3_7-'1q3_: rétﬁc‘lnr) e 11q2°1nkh1qk
> ¥ > 2P ) (e .0 o 3
©1n3"193* 193 r=4%1nr sor 11g3%ink1ax > {a=142,000,5)
SRR , 22
11Q301nkh1qk e C«n@h4qk :
=3 1. ’ 2e
= 1q‘r) 11q1( 1q§ 1,q+1 5 ,q+1 5 r=4 1q1‘) bl l1q1c1qkh1 sa+1:k
x0T k ; , '
L TZ e, b1, ' AR e -
,2 r=3%qr 11q2< 13" M,q41, 3*¥1y qe, 5 =4 Cugr) 0o L1g2%1qx™1, 41,k
3% | N
e : 2 s
Cigr c1q5h1q3h1 q+1, 5 1q3 1 q+1 3 r=4%1gr **°* 1143° 1qkh1 g+1,k
1v ' ’C h i .',‘b

1,q+1,3%1qkP1qk ®1qk™1qk™,q+1,k
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gegoz prieuSpigon i po_jedmop redukoyanom gprugom
~ Kod homogenog sistema qu'sﬁe'mase klaﬁha uZ&jﬁmﬂQ.j5iﬂaﬁe,:ﬁ1q£: Ty
ave duzine klatna uzajamno. ednake, 11cr = 1, sve reduvkovane udaljenostl ti-
caka vegzivanja redukovanih wr,busrica o8 Q
Jedna“,, §1E é'HK sve redukovare udaljen
bpruga od. pégetka ngovarﬁﬁuéih iiatna uzaj~

7koVani keeficienti guienia :zejannu Jedna¢i,

‘_1 o } o2 3.. m mk . i _1 q 1 = 2 b l S}:: o B 1 q _] = 0 . l $k .

. . :) ~ L2
e = ik ’ = 2 B\ 7 = 0 B i 74
Ca1gr = 1 mh s Cogqr =203 Vs Coqgq =21 Vs

P

1 funkel

matrice-koje odgovaraju Lnnr@ijﬁma

18) A= 1°p LR , B 51235") B8, C=cl

gde smo sa &K obeleéili akozvani - AROEE“KDInqa CLTTROLENOD nae
chﬁf{15,s~tr.95-9-8.] (1. 8), (1.29), {1.31) (1 38) ‘reda j, odmsno ke Ove-

ve smo uvedil novu:maitrieu-

2. =1

: - 2 -1
(v -7 2 ,
(‘2.19) ‘E_.j ) = ) - a. . 9
2 -1 .,
-1 2 |

v _ y
< N w o . ~ - . -
gde (v;) u izloziccu matrics 3} v) cznacava da se ta matrica <odnosi no vesun

a
.. N . ‘ . . - - v . . 5 « -
tem, <ok indeks kod matrica u (2.18). 1 {2.19) oznacava red matrice., 0d-

r _‘ E 4
ovarajuce matrice za poluvezan gistem, odnosnoe za sl sist cene 4@
ar 7 o ; - ) - . -
‘oznacim> 82 (p}, odnosno-(s) wu iz 1oziocwa Za takve slucajeve Iimamo
VAR 2 -1 :
- 2 =% [ =1 2 =1

« . -1 2 ’ ~1 2

2.20) (p)$j= ’ ’ .- ,J(.p‘)= ° L]

. 2 L] N . - *

[URPIP S
v}
N
B
ey
N
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.

(p) o v... . - . ) . ‘

de SMO Ba j onelezzll,maprlcu za sistem slohodan sa leve a vezan sa de-
e s+ranes dok Je Jsp ;matricé‘kdja Odgovara sistemu koji Jje vezan ss leve
4S‘ngu8ﬂfsa'd83ﬂe strane [96,I,str.2%0].
= Zanimljivo je da se napomene da Je

det .BJ.V =3+ 1 .

- - '.v - ~ V.,‘ - .
Karakteristicna Jednrnacinra posmatrancg sistema je

Piyetw) = ?IJE N, +§u ng)ﬂ‘ Sy +¢9213m D, + szgﬂé")ﬂ v, | =9,
koristili ozmakes (1.27).
A Oduzmimo, kao u ranijim slucage1 ma, . vrste ¢d vrsta i stupb; od
-l determinamﬁi §2 ) a cem@ Aobiti meow oblik k&raut@ristisne'jed~

Fdjk(y),= : y213ﬁ~lk+ @y ng)m'ﬁz+.Ij§:3k+(33§v)ﬁ’vg = O

y koristili sopstvenu vrednost {1.37), oznake (i.ﬁé) i matrice [1.38),
‘(1;40}'reda j odnosno k.

Ppstﬁpnim rezvijanjen: determinante ( 2%) dobijamo rekwrzivni obra-

> - ._ > ry 3 - w: > 3
s izracunavanje karakteristicnih polinoma

\' o { | == { —2 ¥ 7Ry X * *\2 " { ) = O
] L1jkvy>,(y,3 2¢y% +J +2ﬁﬁk, F1,j-1,k(J’ (ayS *@V ‘J,j-E,ksy} T
M@Eémdawséapoka§e,da Je Einiléc:uz~Fi 3 1_'k(v; vatvari izraz (1.35
. ; sJT e -
za homogen liniski oscilatorni. sistem koji se sastoji od k matematickil

% . 3 hd > L -
klatrna u rednoj sprezi sz pe dve prigusnice i po dve opruge paralelno vazan:
za nit svakog klatna.

Uvedemo 1li.matrice

. . . 2 v
:(2‘25) : Ek =¥ lk +’$k *
(2.26) : G, =o 7 3¢ + [ i,_{ .
‘moaemo karakteristicnu Jednaclnu (2 23) da- napiéemo w novom obliku
{2207 (') |
(2. 2;, : F?jk(y); L DT, -+ I3 @«:k = C ,
¢ rekurzivni abrazac (2.24) postaje
- w z 1 . . ’ . - 2 w : » po
(2088) 11Jk(y) = (Fk + Gv,) F‘l’j_-‘r’k(y) (Gk> 1’1,3_2,1,_(3/) o 1]

| _-..V -, . R .
gde smo uveli jos Jedrnu novu nmatricu

‘ T 1 . "
2,29) . _ G, =2 vy B+ 2pYr
' - k ¥ Tk k
IzraZ'sliSan‘obraseu‘(2.27),jelnaveden u [57§str.220}.za ravanski
) - . . -
sisten opruga.sa'nepomiénim granicama, & ne-1l. .prigusnica i oDruRga kao 810

q
. - . v
Je ovde sluéaj, same su tamo opruge biie voegane za same nsterijsilna tacke,

a umesto Frutih konaca klatna bmle su poatav13one opYTULL s

ML g gt



2eis 3 4omogen veZQn ravanskl saatem od Jk klatna sa po jednéﬁ

przausnicom i o Jeanom . ODTIEon redukovanom na - samy maba ij‘lnﬁ baok.

- : ) . . . W - - - . - B
Ako pretpostavimo da sm@:l-prlvusnnce i opruge redukovali o
erijalne. tadke, -onda matrice 8% 1'WY p ‘

oy

arakteristicna-jédﬁaoina.ﬁakvcg'

% R 2 ) (V‘)
30) Foselsd = | Wikeloy+p)ai™l a2, + 3, 83, | =0,
1i sko uvedemo novu matrinyg
Tl ,
. Av) ) (v
2.31) m;\. =y 313 (x y +p2 ) ; s

(

4

&ﬁrakterlcclcna Tedn acina pos
{(v
J

O

,Odgovarajuci rekurzivanl obrazac zs-

»3“19.
Lako se pokazuje da je 01n11ac'od

(2.35) 1"'F1J»‘.\.Y) [(y +9G’y+2{5)1k-*-dl } F1

za homovenT liniski ¢q01¢dfcrn1 sistem koji

latna w-rednoj sprezi sa po dve prigusnice

Qame materiJalne tacke. . _
. Medjutinm, ako koristimo matricu (2.25) 1
rakteristicna Jjednadina moze i ovako da se napide
‘ . o ' o) o~
. AP F s 4 = . N ~ '3 . = 0
(2.34) 133() 1, 8F, +3;7 BC o

a rekurzivni obrazaze postajie

(€ i = (F ey g @ 2 e Y o=
(2055),‘ qul‘(y) = “1‘3{ + Gk./ -{-1’.1_1,1((..7’ = A i/ *1,3_2,1,;(0’) = v

g€ée smc uvell nouvu matricu

(2.35) Goo= 2 (o oy +p) I, .

/
2eied Vezanlreyvanskilsistem od J1 klatna sa po jednom rédukovanon
& O oS M RN N N = N oS o= o= oo ome o oRT o Wy oD T BF OS® 8D I®osm &= oS S

Uscilatorni gistem: se sada. szstoji cd, j kistns razli

: v . . v .. ‘ - o e A

~Obesenih o istu horiszontalu, a cije su susedne niti povezene sa po jednoem
\ . - . - . . s 2 LR B

redukovanom prigusnicom na redukovano] undeljenosti I od gornde horiaseniils

1 sa po jednom redukovanom cprugom na redukovanoel udaljenosti b oad gornie

‘horizontale, I levo i desno-krajnje klatno je veszano sz po jednom rednko-

v
[£3)

b4

. . v
Vanomn @rLQuonioom i po jednom redukovanom oprugom za repomicne *ackes u




TR T RS I

‘avni OSC1loVaﬁJa 51s+eﬁa. Ud&lJEFOSbl tadaka nr“cvrscenga, kaxo redukovanln
5rlgusnlca tako i_redukovan;n OPTULa, au uzawamno Jednake zbog toga sto smo
retposﬁﬁvili da, u stabilncm ravnota7nom oloaagu c1ne vodoravne nizove Pa -

‘lelne sa gcrngom horizontalom o© kogh su obesena sva klatnae

2 .
Cg191™ T1q1®1q10 Corq1™ B :%: JS1mt? Co1g1™ Crg1 B

ck je karakteristicna Jnana01na zadrzala oblik (2. 16)

. 2,1.95 Homogen vezan''ravanskisistem od j1 klatna sa po jednom reduko- -

vanom prigusnicom i po jednom redukovanom oprugom

'-
Homogen 51stem ima sve mase uzajamno Jednake, m1q1= my gve duzins

latna uzajamno jednake, l1q1~ 1, sve redukovane koeficiente ﬁusenJB NEESan=

‘no Jaqnake, = b, i sve redukovane krutosti redukovanih opruga uvzs-

101= 1 1
amno jednake, Ci01= 1q1

ipanja 1 kvaz1e1ast1cna matricae postaju sada

¢y, (4=1,240009J)» Inerciska matrica, matrica ra-

2.58)‘A.= 1 m Ij, B =% na (V)’ C = & 1l m E + © h J(VI 'y

pa je kargkteristicna jednadina ovog oscllatornog sistema

S \
'_uzﬂﬁ + Ss u J(‘) -+ Q?Iﬁ + 52V2J(V/

.‘2’39) F1j1(u) =

? L

de smo koristili oznake {(1.27) i matrice (1.38), (2.20). Uvedemo 1i novu
opstvenu vrednost
(2.40)

w2 R

Iz = v
. VB Sszu + 8%y2
karakteristicna jednacina postaje

5 , : (v) | _ .
‘(2c41) F131(35) Y3 Ij + Jj = O ,
11i u obliku determinante
y3+2_‘ -1 O eos o} (o]
-1 y3+2 "‘1 o s e o o)
: 4 A y f ’ 8] -1 y'+2 .cea o [»] -
(2.52) 3131\y3) | 3 . ¢ .
ses y3+2 -1
[o] © e 0 "1 Ay5+2

Postupno razvijanje ove ‘d¥terminante daje rekurzivni obrazac

a su matrice Ai € posfale dlagonalne matrice, a B i Cc Jakobi-eve matrice,

Matrice '1q1,_E1q1, B1q1’ @g1q1’ ©c1q1’ ©c1q1 degenexisu u ovome
jucaju w samo jedan element :
2 2 <k ~ 2
A =1 m Jis) = H Z. b B = H b
1g1 g1 iqg1? 1q1 n=q=1 int * T1g1 - 1g1? =
2.37) q < d Q ¢ '-q q '2 (q=1>929°'°93.«’ .
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(2}

i

2 J=
UporeQ1mo 1i rezultat kogl Je dob:o Re Grammel {68 str.2 20] {21,

tr,1o6] sa (2.43) v1d1mo da'se oni razlikuju semo u znaku, Sto Je loglcrq
@Qsled1ca razllcltln nretpos~avk1 o izg lcdu.resenga 81stemg homcgenih line-
rnlh diferencijalnih dedna01na drugog reda, Grammel Je pretpostavio da je
regenje {q} = {r} cos ut, dok je kod nas pretpostavka (1.23). Druga razli=-
#g je u tome S8to je Grammel posmatrao samo sistem 6pruga koje'su vezane 2zZ& -

. - A v
> materijalne taEke, ra je stoga njegov rezultat sadrzan u nasen.

2.1.6 Homogen vézan”gévanski“s;stem od j1 klatna sa po jednom prigu- -

Snicom i po Jjednom oprugom redukovanom na samu materijseinu tacku

Kod ovog 31stema smo izvrsili reduk313u i pr13usn1ca i cpruga na
same materlgalne tacke, pa je zbog (1. 50, g = 1, a zbog (i.32) v = 1. Ako

uzmemo - novu sopstvenu vrednost c o

2 2
u__ + w

~2 2 !
Sszu + wzv“ '

(2.44) Yy =

dobijamo karakteristidnu jednacinu u ovom obliku

1 | (v)
Fialog) = | vy 35 + 35

koji je jednak sa (2.41) samo je ovde nova sopstivena vrednost na mestu

= 0 4

stare. Isti je slucag i kod rekur21vnog obrasca koji sada izg]e*a ovako

1 1
(2.46) 131(374) = (y4+2) F1’j_1'1(y4) - ‘1?1’:]_2’.1.(3’4) =.0 o

-

2.1.7 Slobodan ravinskl 81stem .08 2k klatna_sa po_jednom’ redukovanom

prieufnigon L po_jednon redukoyanon gerugon

Kod POLUVmZAhIH SISTEMA dvostruka kinetidka ene“gxaa ims matriéni
’oblik’(1 13), & dvostruka poten013alna energija je izrazena u matrlcnom
obliku (1. 14,,gde Je 1ne¢ciska matrica data u obliku (2.6), kvazielastl-;
Sna matrica u obliku zbira (1.16) sabiraka (2.8) i (2.9). Dvostruka Reli-
eva funkcijé rasipanja je izralena u matridnom obliku (1.15) sa matricom
'rasipanja (2.7), Razlika u odnosu na vezane sisteme se ispoljava u matri--
‘cama elementima matrice B i matrice C e AXO Je sistem slobodan. 2 léve
strane onda se zbir pred matricom (2 11,, odnosno (2. 15) ne odnosi na ele-
ment u gornjem levon uglu, a sko je ‘slobodan sa desne strane, onda se kva-
“drat redukovane udalgenostl, u ‘elementu u donjem desnom uglu, mnozi samo

sa jednim a ne sa dva sabirka b s odnosno c .
- inr inr
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Za SLO3ODAN S STEM su i inerciska matrica i kvazielasticna matrica

fc jednake sz cdgovarajucim matricsma kod vezanog sistema. Opet se menjéju
matrlce (2. 11) i (2.14) koje sada i u gornjem levom i u donjem desnom uglu
_lmagu gamo po Jjednog c1n100d uz kvadrat odgovaraguce redukovane udalgenostla
0d svih mogu01n slobodnih sistema cemo da posmatramo samo jedan na-
_roéit slucag koji ima zanimljivu osobenosts To je slobodan sistem od 2k

3 . - A - - - 3
.klatna sa po jednom redukovanom prigusnicom i po jednom redukovanom oprugome.

2s1.8 Eomqgen siobodan ravanski sistem od 2k klatna sa po Jednom redu-

vanom prlpusnlcom i po Jednom redukovanom oprugom

. 3 . 3 E - hd N
Pozovemo 1li se na ranije navedene osobine homogenog sistema mozemo,
’ .
polazeci od izraza (2.22), odmah dz napisemo karakteristidnu jednadinu za

ova]j oscilatorni sistem

, _ 2 " (S) x (2) *
(2.47) : F12k(y) —l Y KZE Ikwxy Jz B Sk+ I2E Jk+ ﬁJz_ B Vk

gde je prema (2,21)
(2.48) J§S> a< 1 ‘1> . | |
-1 1 .

Posle razvijanja i sredjivanja determinante (2.47) dobijamo
(2:49) Fion(®) = %0+ 3) GPT+ 20y 8%+ 24VI+ 3) = o .

Uporedimo 1i ovo sa (1.35) lako mozemo da pokazemo da je karakteri-
stidna jednaéina hcmogenog'slobodﬁog ravanskog sistemé od 2k klstna sa po
“jednom redukovanon prigugnicom i pobjednom redukovanom oprugom,ustvari,prc-
izvo&-kaéakteristigne jednaéine slobodnih oscilacija jednog k-strukog hnmo~
genog matem atlckog klatna i karakteristicne jednadine slobodnog osc1lovan1a
JOS'Jeanog k<strukog homogenog matematlckog klatna sa po dvevprlgusnice i
po dve opruge paralelno vezane za niti klatnéuna”jednakim‘udaijenostima, o&
poaegké odgovarajuéeg klatna, H, odnosno h, sto shemafski moze ovako da se
prikaée (s1.7). ' .

Homogen slobodan ravenski sistem od 2k klatna sa po jednom oprugom

je podrobno obradjen ﬁ [87,str.181-184].

2.1;9 Homdgen §lobodan ravanski sistem od 2k klatna sa po jednom prigu-

- _ , - n -
Enicom i po jednom oprugom redukovanom na samu materijalnu tacku

PoSto su sada i 8 = 1 1 v = 1, imamo S Ik i V ra je karak-

teristidna jednadina sada dobila ovaj oblik

i
i)
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1’1. o\
}1214(:37) =

fy‘lé+(ay+ﬁ)$és)] 83 + I, 8 J
5 L4 kY

i
°
-

_ . 2 < _ ,
i1i ako uvedemo novu matricu slicnu matriei (2.31), po obliku,

. \ ~ '
(2°51)_ 'Mési = y‘ 12 + (@ y + > ) J§S> s
dobijamo o

(2.52)

1 _ J(s) ,
Foo (y) = !]Mz 81 +I1,83 | =o0.
Razvijanje i sredjivanje determinante (2.52) daje

1

(2.53) Fion(@ = (5° I, + 307 20y + 20)1, + 3,1 = o .

Uporedimo 1li ovo sa (1.44), uzimajuéi u obzir sopstvenu vrednost
(1+45), i sa (1.56) lakc dokazujemo da je

1

(2.54) Foo(3) = L(-y) L (-y2-23y-20) .

..._......======..~_'==::===r.-======.-=====::=:==—-=
Homogen slobodan sistem u ravni od 2k klatna sa pPo Jednom oprugom

pereZanm za samu materijalnu tacku je dat u [87 str.184]

2,2 RAVANSKI SISTEMI SA P”IGU§YI”Akﬁ

R R O N T T S R N S I S T N T S S RSN oM S T

C— S RS BB mme e T B S — S — S S s

- s

Neka je dat ravanski oscilatoranl sistem koJi Jje jednak sistemu pri-
kazanom u 2.1.1 bez opruga (s1.8). »

Dvostruka kinetiaka enérgija ovakvog oscilatornog sistema Jje data u
matridnom obliku (1.i3), Reli-eva funkeija rasipanja u obliku (1.15), a dfo~
struka potencijalna energija je izra¥ena u obliku (1.57), gde je inerciska
‘matrica (2.6), matrica rasipanja (2.7), a kva21e1astlcna matrica (2.8).

Tada Jje karakteristidna Jednaclna pretstavljena u obliku (1.59),

'—‘J c-' = = = _.."" = = = = = = E—1 = = = =

redukovanom Qrigusnicom
== R o= = o= o= o T

Ranije navedene osobine homogenog sistema nanm omoguéuju da, pocla-
.zeéi od obrasca (2.23), odmah napisemo odgovarajuéu karakteristiﬁnu Jjedna-
cinu (v) '
2 2 ’ v l
£ - + & * = o
(2.55) F1jk(y) = | YI; BRI, ¢ @y 377 S+ 1 B D o
dok je rekurgzivni obrazac za karakteristicne polinome

2 ) - rz N ; 21—| . % 2 2
(2.56)  “F 5 (3) = (5B +20ySL+ed) “Fy oy o (¥) - (ewsi)® °Fy oo 0 (3)




N
O

Uporedi. 1i se ovaj izraz sa (1.61) moze da se pokaﬁe da je cinilac

‘uz 20&,3~1 L;’) ustvrri obrazac (1.61) za homogeni liniski sistem .od k ma=~
“tematickih klatna u rednoj spreszi sa po dve priguSnice paralelno vezane za
konac svakon klatna. a

Iskoristimo 1¢ natricu \2 25) karakteristicna jednalina mozZe i ova-

ko da se naglse

- 2. N ‘ g v V) *
»(2a57) }:1‘}}(()’) = 3{3 B Fk + Yy JJ B Sk O .
Obrazaec (2.56) sada izgleda ovako
. ? , %y 2 i *‘2 2
(2058) 1Jk(y) (IF + 2 « J N3 ; F»] J 1 £<3) (a.} I'J‘,J'__Q’k(y) = O

2.2.2 Homogen vezan ravanski sistem od jk klatna sa po jednom

o

) b 3 - . il
prigusnicom redukovanom na semu materijalnu tackun

U ovome slucaju matrica &* postaje jedinicna matrica, Siz I.s pa Jje

kxarakteristidna Jedna01na za ovaj 51stem

(v)
r —~—
(20)9) 1ch<y> @J— ] IK + I,j 8 J)k = O 4
gde smo uvell novu matricu
- < !/ \i N\
(2.60) QSV' = y2 I, + @y ng) .

Sada dobijamo za rekurzivni obrazac
2 2 2 g 2 2 .
z = Sy ) - Ty i = R
Vidimo da je i u ovome s]u:aju ¢inilac uz 2”1 =1, (y) ustvari obrazac (1.63)
za hemogeni 11nzuL1 sxstem od k metematlcklh klatna u redrog sprezli sa po

dve pr;gusnlce paralelno vezane za materijalnu tacku svakog klatna.

Medjutim, ako koristimo matricu (2.25) karakteristicna jednadina Jje

(2.62) (y) = | L, AP, + oy Jg") B I

= 0 »

1gx

a rekurzivni obrazac ge

2N 2 N (e , 25 ' 2.2 -
(2.65) %P (p)=(Fr2w1) PRy L 0 () - (wrTy) F“j_z,k(y) o .
202 4 Vegag"gagagskl"sxstem od j1 klatna_sa po_ Jedwom redukoyvanom
- prieudnicon

Oscilatorni sistem je jednak sistemu prikazanom u 2.1.4 samo bhez Oprugd.
Fatrice elementi inerciske matrice, matrice rasipanja i kvaziela-
stidne matrice degenerisu u jedan element dat sa (2.37). Tada matrice A i

€  postaju diagonalne matrice, a B postaje Jakobi-eva matrica,




¢ -‘ . . ‘ . ’ .
Karakteristicnu jednacinu sada piSemo ovako

Pt ' 3 b} .2 ,,.
.(?.04) F?jk<u/ = ‘ u” A+ uiB + Cg = O .

Lo

2.2.5 Homogen vezan "ravanski' sistem od j1 klatna sa po Jjednom

- L3 b 3
redukovanom prigusnicon

Iskoristimo 1li osobine homogenog oscilatornog sisteme opisane u

Z2e1e5 i uvedemo li novu sopstvenu vrednost

' u2 + -
(2.65) Y = T N

- 68" u
odgovarajuéa karakteristiéna jednacina postaje
35 y o |« (v | _
(2.66) 1‘331(;/5, =| v B+ I = 0

- Sto moze da se napise u obliku determinante (2.42) ako u nju, umesto‘y3 stae
vime y.. Lsta primedba vazi i za rekurszivni obrazac, koji Jje sada slicdan
obrascu (2.43)

2.6 : 3 r = , Bta
(‘2'07) F131(}5) = (3’5+2) e

¢ 3 .
s K ot F .~ \) =2 °
1;3-*¢1‘y5) 1,3_5,1(35, °

2.2.6 Homogen vezan '"ravanski" sistem od j1 klatna sa po jednom
. ~ - . Iy » v "
prigusnicom redukovanom na samu materijalnu tacku

) - 3 03 ~ - . > = bd
Redukujemo 1i prigusrice na same materijalne tacke, sopstvena vred-

nost (2.65), zbog s = 1, posiaje

ek |

(2.58) Vg s u

3 v > B v-
« karakteristicna jednacina

(2.69) r . .443_131(5’6:) = Y I 1-:.1__1‘%?‘) =0
i rekurzivni obraszsc
\- 4 4 4o,
(2«70/) - F1j1(y6) = (y6+2) F1,j-1,1<y6) - Fj,j_z,'](yé) = 0 '

zadrzavaju spoljni oblik (2.66), odnosno (2.67) samo za ¥ umesto Yge

.2.7 Slobodan_ravanski sistem_od 2k klatna sa po_jednom reduko-

{1EAV]

S . v .
vanom Erlgusnlcom
= = = =T o o8 ==

Dvostruka kinetidka energija ovog sistema je izraZena u matridnom
“obliku (1.13), dvostruka Reli-eva funkecija u obliku (1.15), a dvostruka pe-

tencijalna energija u obliku (1.57).
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Tnerciska matrica je (2.6), matrica rasipanja (2.7), a kvazielasti~

ona matrica Je {268) 1z primedbe date u 2.7.7 o promenama koje nastaju u ma-
¢ricama elementima matrice raSinanja.

o .
Karakteristicna jedndadina ima oblik {1.59)..

’
Pounatrac mo slobodan sistem od 2k klatna sa po jednom redukovanon

i 0
prigusnicomn,

2elel Homogen slobodan ravanski sistem od 2k klatna sa po

Jjednon red ukovanom prigusnicon

e

Corazac (2, 55) daje karakteristidnu Jedn401nu posmafranOﬂ sistems

y A 2"‘ 3 ...2 2 - \sf [ ' -
(2,71, | £ 2k(y; = ‘VJ IEE ﬂk + oy 32 B &i + IZ i Jk | = o,
gde smo koristili matricu (7.48), a-iz (2.56) dobijamo

PR 25 z 20 . oavaa 3 )

2.72) f12k(y) = (y Txk+ ‘Ek)(y Ik’r_doty&‘i‘(—i— Jﬂk) = 0O .

Q > hdld - - - b
Uporedi 1i se ove sa (1 1) mo ze da se pokaze da je karakteristic-
naéln homogenog slobodnog ravanskog sistema od 2k klatna sa po jed-

: - - 3 = V‘

noemn redu”fV"xom pr15d°hlbOﬂ ustvari proigzvod karakteristicne j egnacine

o

0s 1]ac13a jednocg k-strukog honogencg matenatickog klatnz i karakte-

[44]
jt
o

ne )eana01ne slobodnog 0801lovanga JOS jedno k-strukog homogenog ma-

51
tematiékog kiatna sa po dye pr

jn]

i 1Snice naralelno vezanz za niti klainsa
2 bt '
oce

Jednakim ?u;lwenostiwa H od po

-

v . *
etka odgcvarajuceg klatna, sto shematski m

Y

[®)

w . E
Ze ovakco da se prikaie {81.9).

2.2.% Homegen slobodan ravanski sisten od 2k klatna sa po jednom prisu-

- . ] i
sniceonm redukoevanom na sawny materiislnu talku

7 oveom sludaju je zhog = = 1, 87 = 3, »a je karakteristicna jadna-
Cirm éd oval sisten
(2.73) v (y) = | GPo+ wy 2(8)y g I+ 1, 83 ‘ =0
TeLd 12k 2 T2 k 2 k|- ?
ili ako upotrebimo ma*ilqu
. , v s 2 , 2\ 8
K£°7ﬂ‘r> ‘ Qé L=y 12 +d ¥y Jé )’
koja 1idi na matricu (2.60), (o) _ A ,
£ : 1"" " T S} . -
i Rekurzivni obrazac (2.72) seda postaje
: P 1. 2
\:Gal'> ’»‘121{(3’> (ZY I}\..'i' ‘J]k)[(v -de:)r)j[" = ‘-61,] = 0O o
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= ) N “ 1, -
Uporedimo 1i owva]) obrazac sa-{(1.63) i sa (1.66), uzimajuci u QuLeir

"sopstvenu vrednost (1.64), zmakl Jhqu mo da Je

(2077:} B
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redukovanom OpTrug

ieka je dat osecilztorni ravanski sistem koji je Jedralk gisteru zri-
. v
kazanom u 2.1,1 bez prigusr . (s1.10).
. v .
Dvostruka kineticiha energlga ovakvog cscilatorneg sistema je igra-
Zzene u matricnonm obliku (1.13), a dvostruks kinetilks energija cbliku
-v » -
(1.14). Inerciska matrica je (2.6) a kvazielasticnz matriea je (1,16},
. ’ N ’
u odgovarajuce nmabtrice §2.8) i (2.9).
o -\ . N . .4 . v, N N / - B
Tade Je karakteristicna Jjednacina oblika {1,068,
2.3+.2 Homogen vezan ravanski sistem od jk klatna sa po_jednon
redukovanom oprugom

> > 2 I3 s = . . 3 hdl
Koristimo 1i ranije pomenute osobenostl homogenih sistema, mozenc,
F - . v . -
olazzeci od (2,23), ovzko da napisemo karakuerlstlc i Jjednacinu ovog siste.
Y
! . v} *
2.78 Foalz) = | 23 cIma, +p otV oav | =
2e 10, “15x0 2 52 I  t B3 ¥

. L 4 -
da suo uprotrebili sopstvenu vrednost (1.71).

Postupneo razvijanje ove determinante daje rekurzivni cbraszac

. \ 2 ,

2,720 Fo.oo(z) = (2 I, + I + 2V 7, . ) - (pUVXYS ¥, | {z) = o

merey 1jk?z) VE B § k/ '1,3~3,M( ‘ \ﬁvg’ i,5=2,k°77 ¢
it A aa oS . . I4 TN o (T4 Ao A &ad gl
Uporedi 1i se oval izraz sa (l.70; moze da se pokaze da je cinid

i a
27 FZ o1 k(z) ustvari obrazac {1.70) 2za sacnogen liniskl sistem od k mate-
yu T b

nmaticrkin klatne sa po dve opruge paralelno vezane za konac svaxng klatna.

4 . l- - Lerd o »
Ako upcirebimo matricu {(2.2%), koristeci vezu (1.72), izmedju sop-
) \‘. . :
stvenih vradnosti z i ¥y, karak teristicna jednacina postaje

v
P 1. 8 F rpwr | - o
2, 1jk(z) 13 BE, + PJI; L'p ,
2 rakurzivani obrazac \u.fa) ada plsemo ovako -

\ . i - N ™ . r-‘, *\2 ; J‘)
152/ p *° xc"°1,j-1,k(“) }(_("“Vk/ Py, je2,x(%)




S
RS 1

3,3 Homogen veszan ravenski egistem od Jk klatna sa po jednom

oL ) . . . o
oprugom redukovanom na samu materijalnu tacku

1

T

a

péft
obijamo ovaj izraz

. . . .o . ;
Zoeog v = | matrics v, g Jjedinicna matrica, V;: I, pa za ka-
o . < 5 ;

EXS

o
ov 0 v. . v -
rakteristicnu Jjednacinu sistemsa

4
. 1 . (v) )
j_A(g,@,g) F1jk(z) = mj 83 + ﬂj B3 | =0,
gde smo uveli novu matricu
(2.83) | L(V) e, +p ng) .
Rekurzivni obrezac za karakteristidne polinome je sada

(2.84) 1

L 15 2
= 2 ® - {2} = .
e (2)=l(ze2p)m, 43, ) Try o 0 (2)-(pE,) 1,52,k = ©
Binilac usg 1F1 521 1\(z) ustvari oretstavlja izraz {(1.70) za homogew
P .
ni liniski sistem od k matemat;ckln klatna sa po dve opruge koje su paralel-

- b4 ~ - . .
no prlcvrscene za same materijalne tackevxlatn

il ni ietem je jednak sisitenu prikszanom u Z2.1.4 sam
Oscilatorni sist J X Le pifikazanom 201 a4 o bez

Hdatrice elementi inerciske matrice i kvazielasticne matrice degene=-
on

a
" . Iy . -
risu u po Jedan e‘enenb dat u (4.5{,. Matrice A 1 € _ postaju diagonalne ma-

trice, a.@c postaje Jakobi-eva matrice.

s s -V » v. - -
Karakteristicna jedrnacina sistema Je

®

C o

i

3\ F R 2
<2°85J it -\u) =5 u A‘}. C

2.%5.,5 homogen vezan “"ravanski" sistem od J1 klatha sa po jedrnom reduko-

;

/ Vancm oprugom

Na osnovu poznatih osobina homogenog oscilatornog sistema i uz po-

, . 03
moc sopstvene vrednosti

2
5 86 . b Ew
(2.86) 2, bt
[IC TS
karakteristicra jednaéina posmatranog,oscilatornbg sistema postaje
- ' v)
‘<2°8{) F1J1(Zgz = zgﬂﬁ Jg = O

»

Sto moze da se napise u obliku determinante (2,42) ako umsto ¥3 stavimo z,.

_ 31 klatns sz po jJednom redukovancm oprugon
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'é i kod rek!:{rzivno&; obrasca }CO ji ;}'e sada
J “

- v oo Yo ' ( f
Figaleed = (epr2) 7y 5y (5,

/

2,3%5,0 Homogen vezan

e

"ravanski” sistem od J1 klatna s& po jednom oprugonm

‘redukovanom na samu materijalnu tacku

: T . bl S . v
Ako se redukeija opruga izvrsli na same nmaterijalne tacke, sopsivena

rednost (2.86), zbog v = 1, postaje
' w2 ol
(2.89) Z3 = —

)
(<&

- T . s -V - v- ”~ ol '. - )
Medjutim, ni karakteristicna jednacina (4,87), koja je u ovom sluéagu postal
1. v
Fo..{z) = | 2, T, + m§ N= o,

131073 373 J
- - - s . a'
a ni rekurzivni obrazac (2.88), koji se sada ovakc pise

1 1F

(2.90)‘

(2.21) (2.} = {25+2) ip

F ) "’.7\-
131 T T 1,5=1,1005

ustvari ne menjaju svo] spoljni ohlik, jedince su sopsivene vrednosti sz

1,5-2,1(75) = ©

iz

2
izmenile svoja mesta.
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A
é.1.l Vezanggrosiprni sistem od ijk klatna sa po jednom redukovanon

. v
prigusnicorn i kel ;ednum redukovanom oprugom

Dat je prostorni oscilatorni sistem (sl.11) i (81.12) koji se sasztow
“31 od 1 puta J k-s truklh matematickih klatna koja su sa gornje sitrane prlcvrw
scena za cvorove nepomlcne vodoravne ravne resetke sastavljene od.i-1 puta

j -1 p“avougaonih okaca, Okca su tako ragsporedjena da dva pravougaonlka sa
jednom zagednlckom stranom imaju i njojd unoredne strane Jednake. Preostale
dve strane ovih pravougaonika zgdovolsgvagu ta] isti uslov za one druge su-
‘sedne pravougaonike. Duiine ivica tih pravougaonika cemo da obelezimo sa

pq1 (p=1 2y00031i=130=1,2,000,3=1)e Na taj nadin dobijamo nizove od pé ie1ys

odnosno j-1 pravougaonika sa po dve uporedne jednake strane.. Kcnac svakog .

klatna je tanak mesavitljiv Stap duzine 1pq (p=1 2,...,1;q=1 2,...,J;rn1,
f2,...,k), zanemarive mase, 2 na Sijem se donjem kraju nalazi materlgalna e

‘tacka mase m (p=1 225000513a=1,2,000,357=1, 2,0005k)s Svaka nit je na re

1 pqar’®
~dukovanoj udalaenostl H par , (p= 1 2,...,1;q=1 2,...,J;r=1 2,...,k), od po-

Cetka svakog klatna, sa Kardanov1m zglobom prlcvrscenom prigusnicom, 0;31
Vje otpor @razmeran prvom stepenu brzine, = 1’3 je redukovani koeflcleﬁ%v{
 gu§en§a }pqr (p=1,25000qi=13g=1, 2,...,J~1~x =15240009K) s povezana sa susedm
nim nitima. Osim toga ;e svaki konaﬂ klatna, na redukovanoj udalgenosti
' pqr’ (p=142y000si} q=3,“,.a.,3,r—1 240405k), 0od poletka svakog klatna, po-
vezan sa po Jjednom redukovanom oprugom, cija je redukovana krutostw par’
(p 1525e00,i-135q=1, 2yev09d=137=1,2,0¢09k), 82 susednim koncima. T vertikale
nom stabilnom polozaju ravnoteze sistema i prlgusnlce i opruge cine ravan-
ske ﬂéqetke pravougaonika koae su uporedne i podudarne sa& gornjom osnovnemn
resetkom za koju su prievrsceni svi nizovi klatha. Napomenimo joézi to da-
su u a*&bl]nom polozaJu ravnoteze sva klatna raSporedJena u i uzagamno upo»
rednih ravni sa po J k-strukih matematlcﬁih klatna sa prigusnicama i oprum
gama u.istoj ravni. Prva od takvih ravnl, ‘zap = 1, prlkazana je na sl.5
Oscilatorni sistem je VEZAN kada su i niti klatna,koga se nalaze

u sve cetirl bodne povrs1, vezane sa po jedwmom reukovanom prlgusnlcom, 4d-

nosnc oprugom za nepomicne tacke & 1) u cbema uzajamnoe upravnim ravnina u
s - b v . v e -' 3 -4 i .
kojima se nalaze cetiri k-struka klatna preseka bocrlh ivicnih povrsi, 2)

. hd - . W v - . E .
1 ravni upravnoj na bocnu ivicnu povrs sistema za uva ostala "spoljna”
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L

T v _ . N . . v o : .
klatna., U tom slucaju su redukovani koeficienti gusenja qur’ cdnosno reduko-
vane krutosti opruga ©phqr? (P=0,1,2,000,150=0,1,250005337=13250004k)s TRICET-

VRTVFZANI SISTEN je onaj sistem kod koga na jednoj celoj boEnoj povréi ﬁema .

edne redukovane brlgusnlce odnosno redukovane opruge. U ovome slucaju
ni J ] . J

od indeksa p ili g kod bpqr’ odnosno Cogr T° ulazi u obzir ili prva vrednost
. 4
. - - - . - * - 1 1 v -, . -
11i poslednja 1, 1li j. POLUVEZAN SISTEM na dve bocne povrsi nema ni jed-

nu spoljnu redukovanu priguéhicu, odnosno redukovanu oprugu. Sada ne ulaze
u obzir dve vrednosti kod indeksap 11i q i to ili od svakog po jedna ili obe
od Jednocg indeksa, EETVRTVEZANI SISTEM na tri boone povrsi nema ni jednu
‘spolgnu redukovanu nrlgusnlcu o&nosno redukovanu oprugn i sada ne ulaze 1
- obzir ukupno Eri vrednostl za 1ndekse p i g. SLOBODAN SISTEM nera ni na jed=
noj boonog jeToan '51 ni jednu spoljnu redukovanu priguénicu, odnosncﬁredukavanu
‘oprugus b pa su indeksi p=1,254009i=1, G=1,24000,5=1,
' Dosnatraceno mzle slobodne osc11 cije vezanog sistema sz po Jjednom
redukovanon prlgusnicom i po jednom redukovanom oprugom oko vertikalnog sta-
bilnog ?0105a3a ravnoteze.

Dvostruen kineticka energija ovog coscilatornog sistema Je izrazena
u matriénom obliku {1.13), dvostruka Reli-eva funkcija rasipanja u matridnom
obliku (1.15), a dvostruka potencijalna ene}gija u matricnom obliku (1.16),

Oscilacije klatna u prostoru posmatraéemo kao skup projekecija skie—
tanja‘sistema,od stabilnog rgvnoteénog polo%aja, na dve uzajamno upravne
vertikalne ravni kocje se podudaraju sa dve bocne povrgi sistema koje se seku,.
Kao_étqvje na sliei 11 prikazanq, koriéiiéemo 1evi_kbordinatni sistem Opgr,
-gde se prve dve koordinate raaunaju 1 vodoiavnoj ravni, dok je r usmerena

vertikalno nadole, Projekcije general:sanlh koordinata q’ ,:u ovom slﬁaaju

T
uglova skretanja, na ravan 0Oqr Gemo da obelezimo sa P qr,qa na ravan Cpr sa
Yﬁqr' gde se indeks p, u prvom slucagu, 1 indeks q, u drugom slucaau, odnose
na pogmatrani "sloj", tjs oznacavaju redni broj ravni uporedne ga koordlnat»
nom ravni, -

Klnetlcka i potencxgalna energija, . .koja potlce od dejstva teze, se
za svaku projekeiju izradunavaju kao u 2.1.1, dpk se brzina kojoj Jje srazme-
ran otpor p*lgusn ca izradunava ovako. Obrazac (2.8 sada-preuutavlga projeko
~ciju brzine pomeranja redukovane prigusnice na ravan Ogr, i 2ko mu stavimo
indeks. ¢ umesto 1, da oznadino sloj, mozeno ovako da ga napifemo

,
(3.1) = P9~ f
- Z2 1 : - T &

n=1 “pan¥pgn “parfpgr

Slican izraz dobijamo i =za progex013u brzine pomeranja redukovane prig usnlcp

1p,q+1,n¢p,q+1,n * Hp,q+1,r@pmq+1,r

Pt

na ravan Opr

:‘.‘ /39‘:::99; o’i“.i ;(131’29000 ’j"’i 21"-‘:1 y o e )f:‘



.

4 = 1 . 3 -
Riar = 7= ‘pe1,qn¥o+t,an T Hpat,ar¥pet,ar

r-1 '

’_‘: © : - » = 3} - - .._‘o = 3
- géﬁ 1Pqn*bqn n:urﬁbqr y (p=1,2,.00,i-15q=1, 2"'°’3 15r=1,250005%)0

r-1
X = L3 1 + h -
rar  n=1 “p,g+1,n¥p,q+i,n pya+l,rp,q+1,r
e
= _ .
bl T}"ilpqn‘?pqn - hpqr(.?pqr (p='§ ,2;.».,1-'1;(1:1,2,..4,3-1;r=1,2,oeo,k)o
'Proaek013a pomeranja iste te opruge na ravan Opr Je *
r=1 :
4 = -i-—‘ -
qur, n=1 1p+1,qﬂvp+1,qn + hp+1,qﬂvp+1,qn

4) e

o : _ L ie1:ge P TP R S
n=1 lpqnﬂbqn, ‘hpqirpqr y (p=1,250..,i-130=1,2, :,J 13r=142400e5k)

» . : -
Za "gpoljne'" redukovane prigugnlce odnosno redukovane opruge vaze
isti obrasci samc treba da se uzme u obzir da je tada ugac skretanja qp

i . ‘odnosno *‘ ine, kao i njegov rvi izvod 0 vremenu i
T Roipt ogr igw JEROV P v Ppor
3 s [ a -
. odnosno  ~. i . . Jednak  nuli :
pjr? egr Vigs Y T - .
Prema tome su inerciska matrica, matrica rasipanja i kvazielastic=

'na“matrica,'koja je data u obliku (1.16) .

(50 5) A= (‘ALL? >$ Bz({«BW ) s ng (Cg(? > > Cc::f (ch’ > '3

‘. 3 L '. X . - - :
gde smo sa indeksima @ 1 ~ obelezili matrice koje se odnose na ravam Oar,
‘odnosno na ravan Opr, dok same matrice elementi izgledaju ovako
— .o 1

: (5-6) -Aa‘ '-=‘ %2.1 ,(%CF,."Y‘},;
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zaju ﬁﬁ%%llnﬁ ravroetase lgge u raviaima upored
nosne o ,
qxr
koje lezé u ravnina

prigsedais cddukovanim prigusnicama,

5

rednim sa ravni Oqr.

Natrice su ourakon ' pretstavlijaju transponovane matrice odgoveri-
£ ’ ) . e, : ’ . 5 - - ) .
juecin matrica, naprime:, 6&,111 je transponovana matrica matrice cc'111 .

. - & . b » o o > w ,
Ako primenin? Legranz-ove diferencijalne jednacine druze vrste

>

(1.17), dobijaﬁo sigten

koeficientima (1.18),

N . 'Y ’ k3 hed L4 3
Pretpostavicamo da je resenje itog sistema
na dato u oblikuv(1.23}; gde je
(% | {q} [P 5 { } [T}
(5.22) Q5 = lapd i wpo= AT
pa- dooljamo 31steﬂ nomogenih

krutcstl redukovanih oprugsa, c!
im sa ravni Opr,

odnosno redukovanim opruaur.

diferencijalnih Je dnadina drugog reda

linearnih al#@%araklh Jednaczna (1.24). Uslov

. k. . .
2 2 = {a? _
nc1hpq1+1pq1 r=29nqr lpq1‘cnq2hpq2+lpq2
k ‘ 2 Lk ;
L z v 3 _i_" '- o
_ N °hpq2+lpq2 r=36nqr) CnoZ 902+lp02 =BCHQT" .
: . ™ e =51, ') ¥ o - i | T 2_,, z
19) Copar™ np-1 pat nqﬁnqufpo§‘r=ﬂ ﬁqr) lqu( ng3” pg3 Tped r=d
' . S
1oa1%naxlpax - *pa2°nqkpak
c! _ ' ’ T (ot 3 I
pq1 pq1 p+1,q1 lpq1lp+1,q1-£§2°pqrﬁ lpq1‘ pa2 p+l,s R
' n = ' _h PR !
1p+19q1‘ pg2 pq2+lpq? #=3%pq cﬂngvq2 BRI SRR
' , . k :
) = ‘ fet _3 + ¢ ) ' 2P n ad
2o) éc?q1 lp+1,qi‘cpq3h9q3‘lpu5 r=4%var’ p+i,q2” el pald “pa;
p+1y01 pg hzdk .
il
i |
] m
"pqE';ié EQX '
P N . }51
21 Coian tras 573 par i
1 m
, ?ﬁf A
SN (}3=1 2 Cyass 3 i ; Q== 1 2, ¢ ney. 5
gde su sa ukovani &refﬂ31a5}* EEE;H76; qur““réﬁﬁkbééﬁih

sqrt oje u
dok b s 0d
.. BG4I

sa konstantni o
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diferencijainih jednaci-
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<Oc1gledno Je da ova deip¢m¢ﬂanta ima elemente, uzajamnno Jednake i Jednake pu
vrednosti izrazu u maloj zagradi, samo duz glavne dlgagonale, dok su svi

stall eleaentl jednaki nulii, ra moze da se napise u obliku stonena

1iik(y) = (3°3, ;B T+ ay J(V)m s + 3 & J +f$ﬂ‘v)ﬁ v*)

= O s
. Ako uzmemo da Je 1zlozilac =1, doblgamo
. Ry Vg « (+) *
’(3.56) Foanldd= ¥ n.m T+ @y I; _m 5§+ IL,B I +pRI; R Vk = 0 .
_ Uporedi li se ovaj obrazac sa (2.23) odmah se vidi da je
(3.37) Pkl = Fuy (3) .

Unesemo 1i sada ovu vrednost za Firg k(y) u izraz (3.35), sledi da je
(5'38) o 111K(J/ = I ﬁ F1lk(

ili re01ﬂa, determinanta (5 33) pretstavlga Kroneker-ov proizved jedinidne

matrlce i-tog redsa: I ( i Jje bhroj sloaeva ) i karakteristiéne gednaclne M
1lih slobodnih OSC¢1&ClJa hrﬂr*anog vezanog sistema 04 ik klatna sa po Jed-
nom redukovanom prlgusnicom, prlcvrscenom na redukovanOJ udaljenosti H od
poaetka odgovarujuéeg klatna, i po jedﬁom redukovanom oprugon privezancm,'
na *udukovanoa udalaenoqtl h ¢d pocetka o&govarajuceg klatna, za nit toga
klatna (osobenesti svakog sloja). '

Postupno razvijanje izraza (3. 34), nanlsanog u obliku doterminan-
tey, daje rekurzmvnl obrazac

¥*
(y) - (y 31 ;31 +Qdy:n ms +:1[ EJ +2(31 ) in 1_,1 k(y)

211k i

(3.39) . :
. “ a ' , . .- (“y]iﬂsk'*"(bx BV ) 2_. 1_2 k(y) .

i Kako je [15,sﬁr.96];‘ :

(3.40) - (aB) @ (ep)=(arec)BBD ,

ili recima, Kroneker-ov proizvod dva proizvoda od po dve matrice, jednak je

proizvodu Kroneker-bvih%proizvoda'odgo#arajuéih matrica, to jegzarm.= B i

C =0 R | o o

] ' : 2 2 _ 2

(3.41) | A" RC (ame)s,

tojest, Kroneker—ov proizvod kvadrata ‘matrica Jednak je kvadratu Kroneker-

ovog proizveda tih matr10a.~ : ’

Prema tome Jje ~ ,
[2,8(aysi+my) 1% = X B (oysp+pvy)” = 3, B (aysi+pry)%,

zbog Ccega rekurzivni obrazac (3.59) pdstaje_

Y = [ - Spw¥) .
(5.42) inik(y) I B fy I +2“yS +J p?ﬁwk) PZi,i—1,k(y)
| (“y$§+PV§>2 Pos,1-2,x0 ] = 0
Uzmemo 1i da je prvi indeks i = 1 i upofedim@ 1i dobijeni izraz sa (2.24),

4 ! . . X .
uzimajuci pri tom u obzir da je ovde 2 kao indeks samo oznaka, a nije po-
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sistema 0d ik klatna sa po Jednom redukovanom ?riguénicom. I kod prostornog
13 . i ' . .. N : -3 . .'
i kod ravanskog sistemz su . redukovane prlnqsnlce_prlsvrgoene za konce klat-

- ’ N . Y - N < -
na na redukovanc) udaljenosti H od nocetka odgovarajuceg klatna,

Je2s3 Homogen vezan prostorni sistem od iik klatna sa po Jednom

P " . " P - tw
pyrigusnicon redukovanom na samu materijalnu tacku

- ... Y . : T - .
.U ovon slucaju matrica S; postaje jedinicna matrica, b;: IP’ rpa je

agovaraguca karakteristicna Jednaclna

2., ) - 3wy 1.®
(3.59) Fiik(y) = ' ﬂiE (x-] + oy -. J E Ik “+ I R l B ﬂ ’
' + 1.B 3 B J

2 {v) |
. |} (y°3,+ “y 3 ) & I (B zk . . ] , |

a ona se razdvaja na dve determinante

- 2 . | - .
<N Lo i ‘f_!r\g _ p (V) 2 T .
(3.80) Fiiaghyd i 1.8 CQi % -3 B3) | =,
5 ,

' . o v ‘ ‘( ) ‘ 4 . ~
(3.614 ,F,ii?(yf =| ¢’ BL, B3 + 1, BTN Ek‘ s o,
gde smo koristili wmatricu (Z2.60).

Opet moZe da se pokaze da vazi
(j.bZ) BQiik()’) = I.; R j’!ik\y) )

: . . ¥ . ) ¥, : » T . .
Preme tome karakteristicna jednacina mallh‘slﬁﬁsdnlk ngcilacija
- » »
home"enog vezanog prostcrncg sistema od iik klatna sa po Jednom prigusnie
com redukovanom na samu materiaalnu tadku pestage

§3.64) | P =1 B PR (1% -0,

==z=z====m===3*==.—===z:====:z:1=

H

i pretetavlga Kroneker~-ov preoizvod jedln’rne matrice I i xvadrata karak-
. - "
terzsglcne jedn nadine malih. slobodnih oscilzeija homoganov vezanog ravan-

gkog sistema od ik klatna se po jednom prigusSnicom redukcvenom na samu ma-
u .

SISTENI__ SA__ OPRUGAKA

ﬂazaazn::zasauaa

56341 Vezan grOStorni sistem od ijx klatna_ sa po_ Jednom redukovanom oprugon
= S e o oS o om M= 2 = o= = = = E— .

Dat je prostorni oscilatorni sistem koJji j# “ednak sistemu prikaza=-

nom u 3.1.1.bez prigusSnica (sl.14). Prvi sloj sistema je dat na sl.lo .




) ,.,v‘ . v, : . /
Dvosﬁruka kineticka energija ovog sistema je 1zrazena u matriénom
'ob11Pu (1.13), a dvostruka potencijalna energija u matricnon obliku (1 14),
gde su inerciska matrlca i kfa21elas+1cne ma+rlce date sa {(3.5).

Aarakterlstlcna jednadina je tada data u obliku (1.68).

3,%,2 Homogen vezan prostérni sistem od iik klatna sa po jednom

redukovanom oprugom

Koristimo 1i pognate osobine homogenog sistema mozemo ovako da na-
-v : * -v . 8 *. k3 - , s 2 .
pisemo karakteristicnu’ jednacinu oscilatornog sistema koji se sastoji od i
- 1 - Py x . ¥ . . Y Y
slojeva od po i k-strukih matematickih klatna sa po jednom redukovanom

- oprugem

: , , (V) r%
z Iiﬂ IiE Ik+ ]iﬂ ]iE kaﬁ>1iE Ji E'&k

iik o

(3.65) |
o
o GO
4 Iiﬁ Iiﬁ 1k+ IiE 113 Jk+JSJi E IiE'Vk

gde smo koristili sopstven nn vrednost (1.712, :
| Determinanta \5. A%) se razdvajs nz dve determinante
(2.66) F?iik(z) = ‘ 2 Iiﬂ IiE'Ik+ IiE Kiﬂ Jk+(3iiﬁ ng)n W* l
1 . _ ' . ,
(‘5,67) ini-'k(z) = | z LB Ii‘E I+ 3,8 1,8 I+ ﬁmg’_),‘m I.B v}‘; =0 .

Uo%e da se pokale, kao u 5,1.2,' ia je determinanta (3.66) ustvari
Kroneker~or nroizvoed mstrice H. i karakieristi né iednaaine malih Sioboﬁnih
oscilaci i OWLOGENOE Ve aﬁog ravanskog sisgstema od 1k klatna sa po jednom
redukovanc: *ugom,prlvvr cenom za nit od*evaragureg,¢’:%’q na’ redukovan07
udaljanosti a od pocetka tog klatna :
(3.68)( P (®) =L R Py (e)

S1i%uno va¥i i za determinanth (3.67)
(5.69) | Fopgplz) = By B F 0 (2)

I3

W » . ¥ » .-. v ) v ." - . N
Za karakteristicnu jednacinu malih slobodnih oscilacija homogenog
: vezanog prostornog sistena od iik kilatna =za po jednom redukovanom oprugom
dobijamo ova] lzraz

(3.70) ' ,_. _ Fiik(z) =1, K [F1ik<z}]2 = 0 ,

a on pretstavlja Kroneker-ov proizvod jedinicne matrics 1 i kvadrata karak-
} 3 » » . b - 03 . - -
teristicne jednacine nalih slobodnih oscilacija homogenog vezanog ravanskog

 sistema-od ik klatna sa po jednom redukovanom oprugom. Kod oba sistema,
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prostornog i ravanskog, su redukovane obruge vézane za niti klatna na re-

dukovanoj udaljenosti h od poéetka oégbvarajuéeg.klatna.

3.3.3 Homogen vezan prostorni sistem od iik klatina sa po jecnon

oprugom redukovanom na samu materijalnu tadku

Zbog v o= 1, matrlca'vi postaje jedinicna matrica, V;: s D2 Z&
karakteristilnu jednacinu ddblgamo '
1 \ (v) .
(5.71) Flik z) = 1, B (2 1, +¢53 ) BI +0, BI 8J .

l
Q
-

(g 1) |
oG T +p2,") BILEL + I B A Jkl

o ona se razdvaja na dve determinante

’ 1 - _ '(v) . ‘ B
(5.72) F1iik(z) = l 1, B (mi 2. + X B mk) = 0 ,
p (v) '
R 1 _ v _
5.73) FZiik(z) = ‘ Ei B ﬂi,ﬂ Ik + Ii B Bi R Jk_l = 0

gde smo koristili matricu (2.83),

-Lako se pokazuje da je 1 u ovom sluéaju

(3;74) g

111k(z) = I ] F1 k\z)
i
- 1 . 1
(5.75) Fz;ik(z) =X 8 F..(2)

' Karakteristicna jednaéina'malih oscilacija homogenog vezanog pro-
stornog sistema od iik klatna sa po jednom oprugom redukovanom na samu ma-
terijalnu tacku ﬁobija, prema tome, ovaj cblik

) ' r 2

(5.76) (2) =3 8 v, ()% = o,
i pretstavlja Kroneker-ov proizvod jedinicne matrice i-tog reda, I s 1 kva-
drata karakteristidne Jedn301ne malih slobodnlh oscilacija homcgenog veza~
nog ﬁgvanskog s1stema od ik klatna sa po Jjednom oprugom redukovanom na saw

mu materijalnu tacku svakog klatna.
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Prigisnica i po J oprugsa

VN e
catra a3

T o e e
cLavng S2.

o

Telet Eomogen sistew od i natewatidnil klatre sa
redukovanit na same materijolne tacke

. - .v TR ~
lole | 1 mateumaticiln wla+tna sgw s spruga

5
“r
T . . : . LY,
1.,1.8 Homogen sisvenr od i matematickih klatna sa
Today Homopen sivtem od i matematbickin klatna sa

v . ' . . R v.
redukoveni néd sawe materijalne tacke

o AT T Sam g e s mp o oty oo e ey s
1‘5 LI:\ ]_Jub_I PO PG I A N I oo ulnTA PO .{."LI_UL;A-'; _'v“.ks..f.. I GD DWTGAE'{A

- i . a : : - '
Te2el 21 materstickin klatna sa po jodnom redukova

conm 1 po jednonm redukovanom oprugom

o
1.2.2 Bomoger siviem od 1 dutlete sa redukovanim
recukovenim oprugana
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