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ј_ Лl.аtеnlэ-tiСkill k:Ja,'tY18, Э8. ро = = а • ~ __ ~ = = _ ~. = .-= 

, 
Posrnatracemo pale slabodne oscilacije sistema (аl.1), oko st~bilnog 

1 v . t ... . '.'-" . .., -- (. '-. "У' i" ~ ~T r_ 1 ~ ........... ~ ...... ..: S ~ - t -рс OZ8.Ja ra,nl0 toze, II l1eI.,~:rlJ.C".lDJ У,::,. u.Li ... a по,..! .!.c:,VU.L.o ..1->,; е,n ае sastoji оа i 

omatemati;kih klatna, u rednaj sprezi J pri~vr~~enih па вотпјет , . 
:.{raJtl za nеро-, v ., 

micnu ·tэ.сku 9 dok dопјi kraj 11i za slobodno visi .. Рте tpostavicerno \Ја ј е konac 

. sуаkщ;; klatna taHak y'esavit1jiv stapo zanemarive таэе, па ёiје~l cioi'l,jem kга,ј1:~ 

1 о teo '~a1 t"'k m 1 .... -12 .;) Dl:-:~'- kl 'о,,,, ~ 1 /.-ве па ~Z)' та ~r::L<! .:.::'1.'" ,аС.а !:18.ве r' \~- , , ...... , ... ; .. 1 :t, .. l.n"" _~_a1:,J.c •. ы1 х-, \1-· 

1 2' о) >Ј а"' . +. н (1 2 о 1 '9 • \ . • .... t' '" , 9"O"'~ .. Ј.\а U а~,lеПОSџl ~.Lrq' \..Т= , , .... ,:l;q= ,с., ••• ,Ј г /? оо росе Ха s·.ra~ 

v "" • ..,. /' v ") ... 
kog klatna, ргlсутвсепе ви za nit klatnaprlgusnice \kocnice. ciji је otpor 

sraznieran prp,-ОПl эtерепu brzins. Obele~imo за b
rq

, (Г:=1,2, ••• ,i;q""1 t 2 Р ФО 9ју.:.';;­

Grazmere otporne з11е. Osim toga ви za svaki konac klatna па 

uda1jenosti ~ ,(r=1,2,ooo,i;q~1,2,oo.,j'), оа po~etka sVBkog klatna~ pri-. rq r 
,... ..., '. . k .... t . (1 2 . 1 2 . I ~ 
сутвсепе opruge Tи~oa ~ Сто' Т= t , •• о,~;qш , , ••• ,Ј г ;' 

Kineti~ka energija-E
k

, funkcija rasipanja ~ , i potencijalna energi­

сеlоkщ:mо{(, slstema је jet'J.naka zblru kinetickih enercija:, ft.шkсi,ја га-

i pote~cijalnih eDergija ~vih meterijalnih tacaka siBt~ma. Ргета to­

da за izra~unaju postupnim putem. 

DvostrlJ.ka kineticka energi.ja r-te паtегi,ја1пе tacke је [г7 ,str. 152 Ј 

"" 2 
(X~ 1\ 

Е" - ) + 
"'k m 

r 

ozna;avaju redni Ьгој materija1ne ta~ke u nizu, r~c~nat od go-
..., ..,:" . '" 

па dole, ctok је у г brzina posmatrane materijalne tacke. Posto ,~stem vrsi 

,kl'вtапјэ i po~to SIПорге·t,роstаvili da је l(onac kr1.lt, nesaYitJjiv, stap 
-'> 

brzinR materijalne ta5ke ~г sastaji od ртеnоапе brzine v r _1 ;(brzine 

ШГ_ 1 ) i геlаtivпе brzine u o'~nosu_ па ргеtћоdnu tackU';;r,r_1' ра је jed­

vektor5~om zbiru (в1.2) - -v v :г:::. г-1 о 

to~a sto Р' o~т t 1 у ~ о_а гато эата та е oscilacije mоzешо оуај vekiorski zbir da 

algebarski, ра је brzina. zbo~ ~ l' 1 џ ~ 'Ј .;д. = B~ п (D = ... ~ ч' 
т,г-1 r Ту r r 

v 
2~ 1 

r 
• 

'-f r 
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х obele~il~ relativno porneTanje, тегепо du; horizontale, r-te о ва г,Г-1 

ј alnetacke uodnosu па у-1 -ун ['!а terijalnu taCku, эа "Ру ,:<znaci 1i 1J.gao 

r-tog klatna sa '.,yertikalom. Ovaj izraz moze da ве ргirгеУ~i i 

" i~U У 2 , рВ па У 3 ' ••• ' па па Уг_ 1 ' tako da posle sredjivanja dObijB~O ха 

r-te materija1ne tacke 

r 

r~1 1n 
у- == • 

<1'п 

је izraz za dvostruku kineticku energiju r-i""e materijalna tacke 

2 ,(г) _ 2 w(r-1) 
·.!!ik - .L:Jk 

DvostrHka Rayleigh-eva 

2 ~(r) ;: 2 ~(Y-1) + 

runkcija 
ју 

:Z: ь 
ч=1 rq 

rasipanja r-te mater1jalne tacke 

2 
w rq 

ва w 
гч 

obe1ez11i brzinu prigll~nice cij~ је koeficient gusenja Ь:-СЧ 

је 

rzinu ва kojom ви 8rfi~nerni otpori 
• ~. v 

pr~gusn~ca mozemo da nadjemo kao kod 

ticke energije ва э1. 2 111 па оуај n80in. Radi prostijeg гаёипа Sf:18tra-
А ..., "", v 

da је za konac klatna pricvrscena вато jedna prlP~~nica. Po~eгanje r-te 

;riice, х , је jednako zbiru ротегаnја Bvih г-1 prethcdnih materijalnih 
r , 

i- relativno~ pomeranja, X~p' аате r-te prigu~nice u ()dnOBU па г-1 -уи 

jalnu tacku : 
г-1 

х=:2: х + х 
r п=1 п гр 

ва х obele~ena рошегапја г-1 prethodnih materija1nih ta~akao Ka~o ро­
УЈ 

~ale oscilacije to је 

х ",1<1' а х:::Н 'f. 
п п 'п гр r r 

sledi da јеромегапје r~te prigu~nice 

г-1 

Х = :z: 
:r n== 1 1 ~ + н ч' " 

п 11 r r 

nuir-te ~rigu~nice dobijamo ako diferenciramo ротегапје Х ро ууетеnи то 
r '__ f 

upotrebimo raniju оzпс.tk:и W
r 

= f
r

; пюzеmо brzinu ovako da 11.apiserno 

г-1 

Vl "" 2: 1 '~.n -1- Н ,;?, о r п=1 п Т_ r Ту 
.." V ..., .." , 

., u .rН:i.sеш slucajtl је za konac r-tog klatna ргiсvгsсеnопku.рпо Ј у pri-

рв је brziria svake оа njih 

1'-1 

rq 
:r:::::~ 1 о + Н с;; 

n= t п 'р П rq' rq 1,-' == (q=1,2, ••• ,j ) • 
r 

izraz 2а funkciju rasipanja r-te materijalne ta~ke doЪijamo kada izraz 



7, 
>' 

zаmепiшо 1.1 (-'.2) .. Da izbegnemoovako glomazan izraz izvrsi~emo.reduk i-
. "... .", у'. , 

ova.j nacin .. Podelicemo i pomnozicemo d.rup;i sabirak 1.1 i z;razu (1.2) еа 
... ' иуеесето oznake 

.2 . ;'г (~ rg , 2 
Ъ 'Р. ::: L-.J

1 
Ь н) 

r r q= rq r 

oznacili REDUkoVANI KOEFICIENT aи~ :;>1\ТЈ" . 1o.J...J1.'i 11.., а эа Н RБDUКQV A.NU UI A~ 
r 

vezivanja REDUKOVANE PRIGU~NICe od po~etka r-tog klatna. Na 
.", . у . .." 

nacin это, uI:lesto ј prigusnica pr:i.cvrscenih za ni t r-tog klatna па r -r 
udaljenostiua od po~etka r-tog klatna i эа razli~itim koeficienti а 

za konac r-tog klatna п dobili sашо јеапи prigusnicu pricvrscienu 

enosti· В od pocetka r-tog klatna, а ;iji је 
r 

koe~icient gusenja Ь • Р 
r 

.оте za. dvostruku Rayleigh-evu funkciju rasipanja r~te materijalne tack 

nov izraz 
2 ~(г) ~ 2 ~(Г-1) + Ъ н2 .2 

r r <рг • 

Potencijalna energija r-te materijalne tacke је . , 
J r 

Е ( г) = Е ( Т- 1) + g m (h + h ) + :z: 
р р . r г-1 r q = 1 

с rq 

I!1osa h r _
1

, odnosno Ьг (е1.2) obelezili podizanje r-1 -ve оапоепо r-te 

alne tacke, а еа Х pomeranje odgovarajuce opruge mегеrю duz hori-
rq 

е. Ovde ето па izraz dat 1.1 [87,str.153-154J dodali sabirak koji poti е 
.' ..,' 1 1 2 
stva opruga. Posto B~ u pitanju таlе oscilacije, ћг = ~ r ~г ' to р -

. ..,.., 
izracunavanjem podizanja h

1
, рв h

2
, о •• , ра h

r
_ 1 , аоЫјато za ауо-

. potencijalnl.l energiju r-te materijalne tаёkе ., 
. r ~г . (, (1 ) 

2 Е \ r I == 2 E r - + g m :r; 1 . 2 + Е с· х2 
Р Р . r п=1 п ~п q=1 rq rq , 

ОШ'егапје Х dobijamo 1z (1~3) kada pr.etpostavimo da, kao sto је to u . rq 
sluёајU:, postoji ро j~ opruga privezanih za konac r-·tog klatna, toj е t 

(1.3) umesto indeksa r stavimo.rq, dakle, 
г .. 1 

Xrq == n~1 ln 4' п + h rq <f rq' (q = 1 ,2, • .. • ,ј ~) , 

umesto Н stavili h • Sada ~eтo da izvrsimo redukciju kao i kod 
.rq rq 

Treci sabirak за desne strane izraza (1.9) ~emoda. pomnozimo i 

sa h 2 
.. Uves~emo i hove oznake 

r . , 
J r 

с ср 2 = :z:::; 
r r q=1 

с (Xrg · 2 
x'q h ) , 

r 

с oznacili REDUKOVAN.U KRUTOST, а эа h R::nПКОVАNU UDALJENOST t 
r r .., 

vеzivа:Џјг. HEDUKOVA1~E OPRUG.E od pocetka r-tog klatna o 1 ovde ето umезtо 

.., 
с-



za коnа6 t-tОg klatna па razli~itim udaljenostima od 

'klatnai ва гаzliёi tiщ kTutostima, dol:)i li эато ,jednu oprugu pri-

"ri~\r. .. tog klatna па щ:аlјепоsti h od pocetka r-tog ki1э.tпа, а С1.1а. 
~", ' r 

; t"~ .Kon!'i~an оћlik izraza za dvostruku potencijalnu energiju r-te 
, .. Т' ' 

, : -'" .. 
,.,tacke Је 

( г)' ( Т'_ 1 ) .!., 2 2 2 
2 Е = 2 Е'- + g m ~' 1 ~ + с h , Р Р r п';;'1 п п r r се г· 

sto эи kod konzervativnog sistema materijalnih taca:ka koji угв! 

lacij eoko polozaja эtаЬi lnе ra.vnoteze [37 ,Ystr. 178], [38, str. 423], 

kod posmatranog sistema matematickih klatna эа redukovanim prigu­

'i_redUkova.~im oprugama dvostruka kineticka i dvostruka poteneijalna 

istema homogene kvadratne rorme generalisanih brzina (4 ), odnosrio 
п 

koordinat~ (q ), ра mogu da 'е пар1;и u obliku [91,~tr.334] 
i P i 

'.2 Е = ".:L -:Z::' а 'q8 q. (1.) л\. {1. ј , 
k р=1 ~~=1 pr. 'р r ':l ч 

i 
2 Е =-2:. 

р р:а1 

Dvostruka Rayleigh-eva furlkeija l'asipanja Ф [5,str.19o] ц sllJ.caju 

gusivanja - rasipai-Ija energije - 1"1oze isto tako da зеnарisе и 00-

kvadratne forme genera1isanih brzina [38,str.1!29] 
i 1 

2 ~ = -.z::: 2: ь • .. - (.t)]З {.} 
~ р=1 т=1 рг qp qr - ч q. 

је inere1ska matriea, 

(;=<I} +<0 g , с 

"lasticna та t:rica. Prvi sabirak <с = (о ) potice od dej stva teze, 
g gpr 

~ D (е ) оа uticaja opruga па oAci1atorni siGtem. Е = (ъ ) је 
С,, ep::r рг 

asipanja. а = а ви inereiski, с = е t оdnозnо с = с зи 
, • рг гр gpr grp срг егр 

'ticni koeficienti, а Ь := Ъ ви koei'ieienti srazmere o'tporne si1e. " рг rp " 
зu matrice vrste: а {qj , {q!rriatrice зtuреi genera11sanih brzina, 

Kvadratna forma 2 E
k 

је ргеrпа эуојој fizickoj prirodi 

tivno definitna, tj. 2 Ek је pozitivna, а nuli је jednaka зато и 

mirovanja (q) z о (38,зtГ.423]. Kvadratne forme koje odgo­

С 1 С эи, ~ko se za koordinatni pocetak izabere (q) = о, 
g .. с 

о definitne. Оnе эи sem1derinitne зато onda kada nedostaju зilе za 

izba~aj~ q [38tstг~42зЈ. Slican slucaj је i З~ rnatricorn ю. Odgo-
, Р , " 

а kvadratnaforma је pozitivna u slucaju pravog prigusivanja - га-

energije - dok је sernidefinitna зато onda kada nedostaju T)ojedine 

ce.[38,str.429]. ВУе ove matriee su'reda i koliko i зistет ima 

oscilovanja. 

JI 



5 
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Lаgrапgе-еуэ diferenGj~jaline ј ednacine druge vr8te za Qvakav 08ci1 -

i,';sistem izgledaju ovako 
d oEk aEk ------t-
dt O~T . <?qr 

о • • 
Primenimo 1i ove jedna~ine dobijamo sistem diferencijalnih jednac пп 

те1Ја аа konstantnim koeficientima. 

А\ {q} +]З {q! + се tql = {ој 

е matrice iПlајu ova.j oblik 

12 
i i i 
~ m 1112 '5: m Ч 1з '5: m • •• 1 1 1.т. 1 р=1 Р р=2 Р Р=3 Р :l :l 

i . 2 i i 

1112 hш· 12 
у: m 121з ~ m · ... l~liШi р=2 р р=2 р Р 

1 i 
·12 

i 
~= 1,1з '2::1 m 121з 

у: m т- m · . . 1з 1i г.:1 1 t р=3 р р=3 р 3 р;:=3 р 

8· • • • •• • 

1 1 1 i Ш; 1211 mi 
1з 1imi 

2 · . . 1.т. 
:l :l 

i i i 
b1H;+1~ -Z:O 

р=2 р 
11 (Ъ 2Н2+1 2 LD ) 

::>=3 р 
11 (Ъ зНз +1 з ~4 Ор) ••• 11 1 Ei \ 

.22) 

i 
Ј 

fC 

== 

= 
с 

i 2 2 i 
11 (Ь2Н2 +12 :2: ъ ) Ъ2И2 +12 LD 

Р=3 :р Р=3 р 
i i 

1 1 (Ъ з Нз+lз ~ъ ) 
Р= р 

12 (Ъ зИз+1з ::z::. ъ ) 
Р=4 ·Р 

• • 

l .. Ь.Н. 
I 1. :l 

1 
1 ':L: m . 1 р=1 . р 

i· 
1 1Ј m 

2 р=2 р 

g 

2 :2 i i 
c 1h 1+1 1 

~c. 11 (02h 2++2 z: .) 
р=2 Р р=зОр 
.1 

2 2 i 
1 1 (с 2ћ2+1 2 z::: с ) С 2ћ2 +12 .z::o 

р=3 Р Р=3 р 
i 1 

1 1 (С зhз+lз ~c· ) Р=4 Р 
1 2 (С зhз+1з Z:: о ) 

Р=4 Р 
• • 

1 1c
1

h
i 

1 2o.h. 
:l :l 

i 
12 (Ъ зНз+1з ~Ъ ) ••• 

р= р 12 iHi 

~ 2 2:., 
ЪзНз+13~4ЬР • • • 1з iHi 

t 

.0 

• • 

i 
1~1 (Озh з+1 з "'2:: о ) 

р=4 р •• 0 
1 10

i 
1 

12 (С зh з+1з p~Cp) •• о 1201 

2 2 i 

oзhз+1з ~o 1З°1 Р=4 р • • • , 
• • • • • 

1з С i hi • •• c.h. 
:l 



да эи rriat:cice]8 i аЈ· potpuno iste рс obliku эато sto ве i2a znaka za 
с 

u pojedinim eiementirna nalaze,veli~ine с umesto ъ. 

',Pretpostavimo 1i da је геэепје sistema diferencijalnih jednacina 

'тейа sаkопstаl1ti1.iю koefic:lentir:Ja (1.18) dato u obliku 

{qi == {г! eut , 

је {гl amp1itudni vektor, а u sopstvena vrednost, опда дoЪijaтo sistem 

genih linearnih al~ebarskih jedna~ina 

.24) ( и2 
J!l + u 18 + (с ) {г! = {о! • 

'iov da РфГf;d trivijalnog геэепја {гј = {о! postoje i druga геэепја pret­

karakteristicnu jednacinu posmatranog oscilatornog sistema 

f(u,) = ! и2 љ. + u 1в + (с I = о • 

Homogen sistem од i matematickil'! klatna эа ро јг pr'igusnica 

.L...EQ. ј I opruga 
r 

6 

Kada је sistem homogen, tojest kada ви эуе таэе klatna uzajamno јед­

rnг = т, (r=1,2, ••• ,i), Bve dU;ine k1atna uzajamno jednake, lг= 1, Сг:1, 

~it.,i), sve redukovane 1:ldaJjenosti tacaka vezivanja redukovanih prigusl1ica 

ocetka pojedinih klatna uzajamno jednake, Н::: Н, (r·=1,2, ••• ,i), эуе геди-r ' 
е udaljenosti tacaka vezivanja redukovanih opruga оа pocetka odgovaraju-

klatn;' uzajarnno jednake, h = h, (r:::1,2, ••• ,i), зvi redukovani koeficienti r . -
епја uzajamno jednaki, b r = Ъ, (r=1,2, ••• ti),; эуе redukov~ne krutosti opru.-

uzajamno jednake, C r = о, (r==1,2~ ••• ,i), рго'Ыет эе uproscava, jer elasto­

cke matrice M,IВ, С • С sada postaju prostije т., ~., 1D
i

, W., gde зmо g с . ~ ~ ~ 

~deksima ozna;ili red odgovaraju~e 6atrice. Karakteristi~na je~nacina 

sada postaje 

f'i(U) I 2 
ои 

2 1D1 
. 2 w. I = u JN. + 5 i + u) + t:; = о , 

~ ~ 

uve11 ozna.ke 
i .JL 2 -1L _2 G 

О ... (Ј..) = ц) ' .... 
т 

, 
1 

, 
m 

, 
ви ncve matr1ce 

1 i-1 i-2 · . . 2 1 1 \ i"'1 1-1 i-2 • • • 2 1 ,i-1 

i-2 i· .. 2 i-2 2 1 i-2 \ · . . ! ЗN~ )01 • = t == • I , 
• • • • • • • I 

2 2 2 2 1 2 
I 

• •• / '1 1 1 · -. 1 -1 1 



.{1 

') 
'- +i--I . -) 

+i-3 s s +l- <_ о;> 

? 
З· +i-2 a~· +i"-г s .,.i ... 3 

+-1 - ј +1-3 
2 
+i-5 s s s 

$- :ж 

::L 

13+1 8+1 8-,-1 

s s s 

је tl'tred·' па l10'J' а ОZn~ikг. 

·Н 
S == 1 

, 
2 +1-:1 -l-i7'" 2 -Н-3 v v v 

v +1-2 
2 v +i':':'2 v +i-3 

v +i';'5 v +i-3 2 , "' v +~-/ 

~31 \ W. ::: Ј 
::L • • 

У+1 . У+1 v+1 

v 'ЈТ V 

оznаkогл 

v == -1L_ 
1 .. 

u ;r-a.zvi.ienom o'bliku d.еtеrшinе,ntа 

iu 2'+ ь( 82 +i-1 )и+ (J)~i+w2 (у 2 +i~ 1 ) 

(i~1)u2+~(B~i~2)U+m2(v+i_2) 
,". 2 ' .' ~ '· .... 2 .' 

(i-2)u +c(s+J.-»1Ј.+tu (v+1.-3) 

7 

• . .. ·-.с А +1 S 

• • .. s +1 s 

.. ~ • F; +1 s 
, · .. .. .. 

2 +'1 • .. .. s S 

2 
• .. • s s 

.. .. · v +1 'Ј' 

;; .. • v +1 v 

• .. .. v +1 v 
, .. . • .. .. 

2 
+1 • .. • v v 

.. . .. v v 2 

(1.26) izgleda ovako 

(i-1)u2+&(s+i~2)u+~2(v+i_2) . 
1. . ) 2 I 2'0 .) 2 ( ... 2 (" 2 _ . \ \~-1 u +0,8 +1-2 t:t+ш i-'t )+w v +. -2; 

( . 2 ) 2. (' (' ". - ) - ... 2 ( ;;: ) 1- и +0 8+1-) 1l+w .. V+::t- ј 

о 

'? ( ).....2 ( \ 
2н - + ь S + 1 u +Ц) V -1- 1 ) 

2 (': ... 2 
u +oSl_1-}-<IJ " 

dob.ili pogodriiji tJblj.k, 

iznad nје , [92,stro27S], 

oduze~eme росеу od najgornj.e~fste, nizu. 
, , 

ра . с-е da 1)udf.j 

+1) 

f.(u) = 
~ • • 

? '? ' 
и~ +~и+ы' . 2 ~ .... '2 

u +o'..l+UJ 
. 2 . ':"2 
u. +ьэи+Ц) V 

~ "Ј' ') 

u со ,~~su+U)~v 

Зайа се, О' sliс:по йа uri:idir::.o i 
, 

prvcig еа lfJye 

.strarte 
, 
С~ШО йа od\1zrпemo s~H:;edJ1i o.(,Sf:i .stl1bac~ 

. , 
Tako cenuda postupimo вте йо 



·.?1~ ~ .Ј-. ь( s '1 .. "1 
.) I 

?\):. -\- S~, 1--:' -\~ 'ј 

о • • 

') 

г,,1. ;,b,.C
i '4.1 

. . . ' 

,l':: ;-Ь ::,':.l+.~'~'\7' 

/ 

" ~ . 
[,;;' ,~, '" 'ј 

: ~.~! -~-ы~ ~ "'7 -f- 'i \; 

>Z.J? < ".;r +. i 

+1 ) 

....... . ~ 

(:; I 
I 

.1 

I 

I . 
U,:,lb::'H+~'~'i." 

.' )ь~' ~),.~ 2\г 
I . 

-"l2_:'\~":i~ ~ .. ~:'-'\?' 

, 
'!.. i - '2. u. +15511.+«> v 

'") ~~~ ;_ s .. 1 ~_-1~. -1 UJ W <) -;7"-:!" 

о>:, "t", 

=0. 

Ь :3-~ .~~) ".-(.Ј +;,2 (v'-v.2 ) 

'Ј,'" +&':: ?"ј,.ш'2 -i~2.~2. /" 

-' 

'"," 
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,'.;, 

pretpos lеаnј ее; stllpca ва д.еаnе strюiе. 

• • о- о" 

U 2 + S( 2~2 -28+1 )п+ ј( 21-1 )+~2 ( 2y 2.,.2v+1) ~э( 1";'Б)и~ щ2(i_1 ;-.w 2. 
'2 ·i.:2' .. ' ",' 2 ' ьэ( 1-8 )l1-W~ (i-1) +~2y( 1-У) , 11 +'iI:E 28 --2Э+'1 )и+~ ( i~? 

!;; s (1-8 )U_ЏЈ2 (i .. 2 +(;ј2. 

о " 
о d" 

;.-

о О 

Dobij en~ determina.nta 11'I1а elcmente ~azlidite '0(1 .nЏlЕ;: S~Jto па, giэ.v it>j 

diagoh~li i nadvema. sU$edr.~ffi, .1,фоrеdi1ii:ndiаgщ1аlаmа.. ЈедnЕ!. са nЈ'1ћ j'~j. ~ћ а:, 
а' drug.a :Lspod glavriediap;oii~,le. S.vi ostalf еl;;m~ri-t;isuјеdnа.Iе:i. 1'шЈ.i • Dakie, ~l 
f.лгаkој vrsti t iZl.lzevpryei ~osiednj~,.po~toje э8;~оро tr.ikl·~.mehta.~E3:~li~·te_ 
Od:nul€, а koj:L за nal~ie :iia sроmешitim dia.gone.la:~ai U prVqj'i 'p~81~arij ој 
'~ .. > '_ ,: ,'" '", , ... ' . "',: ' :: ",..:w .~ :.:, ,- ~ t, . "',' ',' . ,:':'.' ."~ : .. - .. '.; ::_' 

sti РОБ1:'0је вато роауа elementa .razlicita -od nul~naistimdiagbТialama.;. 

/ 

Sada karakteri~ii.~na jedr:lacinasist~ma тo~e da ве 'na'pi'~e u оуот о lik .. 

f'i(Y) = I у2 I.i +..;х у $i + .]1..+ JI:>W~ ~ == 0,.-

вв I:lOvirc. oznakama 

(1. з6) '~= ....L. 
w 

ribvom sopstveno6vrednosti 

(1 .• ,7 ) 
i novim тatricarna 

.(1 
1 

~'- i . 

'(1.38) ](. == 
~ 

/-

i-: 

(~:39) 

" ~J,40) W~ = 
i 

1 .31: 
i ; 

• • 
1 

1 

2~2_2a+1 S(1~~); 
э(1~~) 2~~~2~+i 

8(i"6) 

2v2~2v+1\T( 1"У) 

. ~ i .: 1 ... (1. -1 ) 
~(i':i) 2i-3 -(i~2) 

• ... ,.; , 

• 2s2 ":2EH,1 , . 

"(1-У). 2у 2 ';2У+1 У(1 ... У) 
'2 .' 

Y(1-Y)2~' "'2'v+1 .. 
о' . 

. . 

. ~ . 

• 2"·'· 2v~2v+1 ~(1~~) 
y~( 1":У) у2 -

, 
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][i је jedt:nicna ma,tr~ca dok эu Jl i , $i> Wi Jak°:Oi-еvе matriGe reda • 

Роэ tlJ.pl1,im rа~viјащјеm karakterist:lcne' jednacine (1 035) dobijamoo ај 

rzivni obraz~c 

, 'f
i 
су) = [y2+:l( 2s2_2s+1 )y+2i-1+P,(2v2 -2v+1)] f

i
_

1
.(Y) -

. '2 ' . , 
- [Q-s(1-s);y-(i-1)+(!>v(1-v)Ј f

i
_2 (Y) = о • 

ај izraz пат omogu~ava nероэтеаnо izracunavanje karakteristicnog 

'i razvijanja datermlnante. 

1.1.3 Ношоgеn sistеmоЧ-., i matematickih klatna эа POjrE~igu;snica 

'i RO ј' о-отика redukovanih na'same materija1ne tacke 
r 

I 

Рrеtроstаv1шо 11 аа smo,prigusnice i opruge redukovali па эате та е­

ta.cke, dr:џgim recima аа это drugi S~'birak 11 ,izrazu (1.2) i tre~i в ... 

u (1.9) pOdelili iporrinozi1i Ва 1 t (1'=1,2, ••• ,i), dobili Ьј_зто итеэ о 
r 

i (1.11) оуе izraze 

bol\ .2 
Cf'r r 

c~ 2 
Ц>r r 

= 

== . 

ъ rq 

с 
, rq 

t 

• 

naQin 'bismo sveli sistem эа ј razli~itih prigllsnica рriсvтэ~еnih а-
х ' -

licitim udaljenosti,m8 od pocetka r-tog klatnazanjegov konaci s;,:z; razl· ... 
, ' ~ 

,i,m kоеfiСiеntimаguэе~nја, i эа j~ opruga pricvTscenih za rlit :r-tog klat а 

t;аz1iёi.tim udaljenostirna оа pooetka: tog k1atna '~ эа raz1icitim krutostir:.a, 

s-t.em koji ве· sas-toji od вашо једnе redl.lkovane prigusnic'e, ciji Је koe i­

виэеnја Ьх " i od једnе rеdukоvаnеорr-цgеkrц.tоsti c;,V'~~ane kao i r -

prigusnica 'za эато r-tl.l. materija1nu tacku. U ovoin.s1ilcEl,ju matrice 

. О)'! (1.22) 'аоЫјаји potpuno ц:;ti oblik koji ima matrica(1.19), эато 

ее! iza zna.ka za zbir u nj1hovim еlэшеn.timа ,umesto:m8.s: m na1aze reduk -
. ,Т 

koef'icienti gusenja Ъ~~· odnosno'redukovane krutosti C~. 
, Т, .. ' ....:. ", r 

Uzmimo эада да je,takav redukovani sistemhomogen, toje'st да sufзvе 

klatna uza.jarnno j~dnak'e, Их'" щ, 8уе dЏZinе klat'na. uzв.јаПinо jednake,: 1 ;: 

еуј. ,r.edukovani koe:ficienti,gusenja uzajamnojednaki, ъ*=: Ь, эуе redukov 
,''-' " r 

. t(j~ti opruga uzajamno ј ednake'1 o"t':: С '< ,(т=:1 ,2, ••• ,1'). Тада .dobijamo iz 

,о) э' = 1, а iz (1~32) v ";'1" parmat±lice S~ i y~ postaJ·u J·edin.icne 
, . ~ ~ 

\V~= Jti , <:1 karakteristicna jedhacina takvog sistema postaje 

':1 (У 1) . =: 1;'[1 1 i + ЈЈ1 I = о , 
tlve1i nОУи sopstv,enu vrednost 

е, 
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• 

·'Xarakterf.sticna 'jednacina (1.44) izgleda ovakb u obliku determinante 
, , 

Y1+2i - 1 -(1-1). о ...... о о 
; 

-(1-1) Y1+2i- 3 ... (1-2) .... о о 

.0 -(1-2) Y1+2i - 5 .•• о О О 

.fi (Y1) = = о , 
• .. .. ••• 11 .. 
О О о ..... У1+3 -1 , 

.0 о о . .. .. -1 У1+1 
., 

оdgоvаrајЏСi .. rekurzi Уn1 obrazac 

:f'i(Y1} = (У1+21 ":' 1 ): f'1_1(Y1) - (1_1)2 :fi_2(~1) = о , 

de:f~n1cij1 f o(11} ~ 1. 

Pomo~u obrasca (1.47) lako ве izraQunavaju karakteristicfli polinomi .. 

koe:fioiente tih polinoma 'ва Бг оnйа пат '1'а0110а -1 dajf~ njihove 

Bistemesa"1, 2~ ~ •• , 10 klatna~ 

т А В L :Ј:С А 1, 

1 

1 

,6. 

в8'2 

1'64' 1568 .' 1881 б 

1 

25 

4;ф 

7'50 

117600 

i 

16 

200 

, .2400 

29400 

37.6320 . 

1 

9 

72 

.' 600 

5400 

52920 

564480 

. 1 

4 

18 

96 

600 

4320 

35280 

322560 

12< 

~ 5~ 2,42" 6 3S:1024 1905126 5080320 6531840 3265920. 3б288с 
; 

" 

еб40е '10,О4сН) ... 76io48e . 31752000 '72576000 81648000 з6288000 362880( 
. •... ". . 1" 

,lCoefiQientiB П10gu 'da ве izra.ol1~aju ротоаи karakteristicn1h polinoma .' r . . -. . ., - .. 
da 1Ь dоЬ1јещо 1neposredno. Kar.a.kteristicna јеdnас1Шl (1.44), оа-

(1.46) то;е 1 ov~ko da эе n~pi~~ 
i 

) f. Су.!) == Р4 (У'1) == ~ В.у11 -Г. =о о • 
~ I ~ r=o ~-r. 



"11 

IzTablice 1;је ocigledrio аа,је B~i)=:-1, B
1
(i)1' = 12, B(i): 11, gde је , ~,-, о 

dat Ъгој klatna u sistemu, dok indl?~e oznacava,redni broj. Меа'ц-

veza :i.zГjedju koef'ic1enata moze аа ве l1a.pise u obl1ku rekџrzivnog 

~a 
') BCi) = B~i-1) + (2i_1)в~i-1) _ (1_1)2 B~i-2) , 
, i-r ~-г-1 ~-г, ~-г -

" 

obele;ili r~dni Ьтој koeficjenta karakterist1cnog pol1noт~, 

Ako эа S~1) оЬеlеziпlO Bkalare Jakobieve matr1ce'J
1 

date ва .(1.38) 

ов (1.44) postoji ova'veza izmjdju njih 1 koeficienata kагаktегiэti
V

-

паша (1.48) 
:в ~ i ) =Б ( i ) • 
~-г r 

rekurzivni obrazac za ska1are Jakobieve roa.trice dobijamo 

э(1) = S(1-1) + (2i-1) 5(1-1) ';'(1_1)2 Sii-2) • 
r ,г-1 r ' ~ 

Odavde sledi'da Је {87,s'tr.162] U opstem э1uсајu 

S(1),_ I (1)' 2 _ (i) 11 - r. - 7· ": I • 
г, Т,' r \~-г). 

sada postaje 

= о , 

i .' i" . i~r' р ( ') ':z2 ' , (~) у :: О .. 
i У1 = r::c (i~r)!r 1 

Ovај роliпоmрrеtэtаv1ја 6snovni Laguerre-ov po1inom [43.str.45J kod 

[7з,s:tr .. 134Т] umesto promemljivey 1 stavljena nj'enanega"'t1vna. vred-

I 1 .. 
Stavimo 11 da ј е Р i (У'1) = w, 011ца taj po1inom z~dovo1j аув; 'diferenc-

drugog red,a 

2 
У,1 :; + (1 + У 1 )~; 1 -1 Vl = О • 

У1 
11 u cvu diferencijalnu jednac1nu У1 = ~ t,_dobijamo розlе sredjiv ~ 

dife~encijalnu jedna~in~ [36,obrazac (5~1.2)J 

t .d 2-ц + (1 _ t) g '+ i w :;: о 
dt2 ' dt " " 

citirane, za ~ = о, гаz1ikџје эато u oznakama. 

, Ргеща tome ako ва Li(y) , obe1ez1mo ,Lagerov po11nom i-~og геаа эа рг -
...... ...,.. у 

у, onda 11 паэет slucaJu vazi 

, f 1 СУ 1) = L1 ( -~1) • 
~=~==========~== . 

Брес1ја1ап :в1исај i m'аtещаt1сkih k1atna эа рр jednomprigusnicom 1, 

еапот oprugom је obradjen u radu (7з,str.Т133-Т13S]. 
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1.1.4 i ш'аtешаt,i.Сkih kiatna заро·ј Erigusnica 
~= = ~ = =.= = - ~ = =.~ = = ~ = r - = = = = 

'Nekaje da.t osc11atorni' slstem koji је jednak si8tепщ prikazanom u. 

. ъ'fэz opruga (:81.3). 

Dvos·truka k!n,eticka energ~Ja ovakvog osc11atornog sistema је data 
" , 

(1.1J).·Odgovarajucadv.ostruka funkcija гаэ1раnја је data эа (1.15), 

12 

druge vrste (1.17) ааје Siste11,. 

jedn~~ina drugog теаа ва konstantnim koefic1entima 

А\ {"q"} +']Ј3 { q} + <С. {q} = { о·} , , в· 

dvostruka роtепс1јаlt1а energija 

2 Е = (q) ~ {qj,. 
р , g 

Lagranzevih diferencijalnihjednaciria 

karakterist1cna jednacina posmatranog oecilatornog s1stema I 

1f1{u) = I и2 1:~+ ti]3'+Cg 1= о, ! 

kor1sti11 m~trice (1.19), (1.20) 1(1.21). 

Napom.en1mo da S1'IlO i kod ovogsi~tema izvrs111 redukciju jr prig1.1.Sn1-

vezanih za svaku 'п! i; klatna,nasamo' .jednuprigusnicu ciji је redukov -

ef1cient gu~enja b r , ~ koja.je za konacr-tog klatna pricvrs~ena па un -
ое ti Н .' odpocetka to i:; klatna, (r:::r1 t 2, •••• 1) • I 

r ',. 11 

,';':":~:""":'_-:::';';:'::;:..:::;J;;;a.;;;:.;~.::;:.;:;.:;:..;::..:;:,;:;;:.,..;::;o.;;:;.d l' matematickih k1atnE!. еа, РО јт prigusnica 

Ртета defiriic1ji' ћотовР.пов sistema. datoj u 1~ 1, .2 dоЬiјщnо i z (1.26)' 

(1.59) karakteris:ticnu j'ed~acinu posmatranog osailatornog sistema I 

1 f ,'(U). ~., I u2 w," + :1. .:1. 

Это koristili oznake (1~27) :i,. matrice (1.28) i (1.29)~ 
, . 

1·' . 

Oduzecemo, ~ao i .и 1.1 .• 2, vrstu od vrste i stubac od stupc:a, paka 

jed~a~i~a аоЫја nov oblik 

I 

I 

I 

о , 

(1.,6) ~ matrice (1.381 upotrebili sopstvenu 

. 1 f' -; СУ) . ~""I у2 Л. + Q У 53,,:,· +~.;. I = 
~ .~:1. .:1.. 

vrednos t (1.37), 'oznaku 

Posttlpnorazvi,janje determinante (1.б1)nаm daje rekurzivni obrazat 

" "zr~cU:navanj е. "karakter1sticnih polinoma 
. . 

1 ,," -, 2' а '. . . 1 
f i Су) = '. [y+<.t(2S -2э+1)у + 2:1.' -, 1 Ј f i _ 1(y)-

- [Q's ( 1 .. s ) у - ( i -1 )] 2 1·f 1 _ 2 ( У) -- о • 



L 1 

l 2. 

t· t 

SLIKA.'I. 

, 
; 

. I , 
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1.1. б Homogen sistemod i ·ш$. te'matibkih klаtnlЭ. эа ро ј' prigU$ о I 
т.. n1.са l 

геdцkоvаћiр:nа вате materlj;ilne ta.6ke I 

Ргеtроstаviшо 1! da·smo re'dukcijup--rigusnica izvrsili nа.эаrnе ·.maje­
tacke, kao и' 1.1.з,"kа.га.ktегistiСnа jedna;cina.-takvog sistemase, Ј 

о ~ о. оУ у' 
па га.n,1је posma-'Grs.ne .S:lS Llem6 ,Ј ОБ V1.s-e џрговсаvа 1 роэ taj е 

. 1 i'i (У2') ='\ У2 1'1 +Ј1' I .:= О , 

иуе11 nоуи sорs'tvеЩl vredpos t '.' 

и2 .-(.-·Ь'и. 
У2 =2 '. • 

w 

Rekurzivni obrazac za karakteristi.cne polinome ima istioblik 

вато za nоуu sopstvenuvrednostY2 

kaq '1 
I 

'f1 (Y2) = (Y2+2i-1)'1fi_'(У2)- (1_1)2 1f1~2(Y2) =0 . о 
P~imenimo 11 ovde razmatranja 1z 1.1.3 zaklju;111 Ыэто da,je 

I 

Specija.lan Эlиёај i matematickih klatna ва ро jedn'omprigus.:nico:m је 

ob~adjen u [73,stг.128Т-132Т]. 

Posmatran1 sistem је jednak o$ci}atornon1 sistemu koji је ргikэ.zа1f· 

Ъe~ prigu~nica (sl~4).· i 
. i 

Kineticka energ1ja ovog "scilatorrto'g s.istema ве podudara эа onomlu 

i izra~ena јеи оЪ1iku.(1.1.3), а potencijalna э-nегgiја и' obl1ku (1.'ј4)_ 
Lagranzeve dif'erencijalne ~ ednacine druge vrste ("Ј .17) dovode do s:i,.-

jedna~ina drugog reda эа kоп~tапtпim koeficierttima 

А. {ёј} + (с {q} = о • 

Uslov da odgovaraju~i sistem algebarskih homogenih jednacina ima i 

геэеnја, эет trivija1nog, daje karakteris-ticnu j-ednacinu posmatranof 
I 
i ilаtо:,гn6g sisteтa u obliku 

1.68) 2f' .(и) = \ _и2 Љ. +Ф \ 
Ј. . I 

:: О • 

. ! 

Napomeniтno da это i ~od ovog sisterna ргеtћ.оdпо'izvгsili·:геdukсiј1f, 

o~ruga privezanih za svaki. konac о k1atne. па.., вa~o j~dnU А opги~~ о pr~cvrs~etU 
П1.t svakog klatna, па 11dаlЈепоэtЈ. h од pocetkakl.atna, а С1.Ја Је redu 

r . 
аnа krutost 0r ' (r=1,2, ••• ,i). . . . . . 



1.1.8 Нотоееп sistem od i matematiokih klatna ва ро ј' opruga 
.r 

"fskoristi~o 11 de~1niciju Ьотогепог s1stema 1z 1.1.2 onda obrazac 

\, odriosn6 (1.68) daje karakte,rist1cnl.l jednacinu pvakvog redukovanog 

s1stema u obl1ku 

2 r . (и) = I 
]. 

2 ш u i + 

oznake(1.27) i ~at~ice (1.28), (1.31). 

PosIe oduzimanja vrsta od vrsta i atubacaod stubaca, kao и1.1.2, 

'risticna ј edna'cina post.aj ~ 

2 :f' i (."$) "".1 z :r i +~ i +' f> W; I = о , 

upotrebili oznaku (.1.~б) i uveli поуи sop6tvenu vrednost 

. (U: .)2 
z ~ -W- " 

aopstveno~ vrednosti. (1.37) vezana o~im izrazom 
'2 . z = у, 

t11i ато i matrice (1.38),\(1.40). 

~eterminantQ (1.70) то;.то postupno da razvijemo ра da dоЫјешо ге-
, - " . .., 
·obrazac za karakteristic~e polin?m~ 

;'?ri(,~)=[Z+2i-1+~С2V2_2V+1 )'Ј 2:f'i_1 (z)..;[~v(1~V)-(i-1 )Ј2 2:f'i~2(z) = о • 

i matematickihklatria B~ рој' opruga 
~~~~~~--~~~~~~ r 

па 6ате' me.te:rija:lne ·tac:k~ 

Ako r;edukcijuopruga izvrsimo па эате rn~terijalne tacke,kao u 1.1.3, 

risticna jednacina ovakvog oscilat~rnog sistешароstаје 

поуи sopstvenu vrednost 
и? +'ш2 

z1 = , . '2 .. 
UJ 

1=0 , 

Karakteristicnepolinome izraounavamo 
., , 

ротоси rekurzivndg рЬгв.эеа kO~'i 

jednak эа (1.47), odnosno (1.65) sашо za SQPstvenu vrednostz 
1 

2()" ( )2'" 22 
:f'i z, .= 'Z1+2i-) :f'i_'(Z')- (~-1)' :f'i..;~(z1) = о .. 

'Podrobnor,azmatranje kao u 1;1.3 dovodi паэ do za.kljucka 
2 ' 
:f'i(Z1)= Li (-z1) • 
==========~====== 

Specijalan 61и;ај i matemati~kih klatna эа ро jAdnom oprugom је ро-
", -; 

u [87,str.176-179]. 
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LINIJSKI SISTEMI DUЂLБТА SA РRIGUSIПСАМА 1 OPRUGAMA 
==================:====================;=====~======== 

21 matematickih klatna варо једnот redukovanom prigusnioom 
= = = = = = = = = = = = = - = = = = = = ~ = = = = = = = 

i :20 jednom redukova.nom opru!S:0m = - = = = = = = = = = = = = - = 

Dat је nећотоееn! osoilatorni sistem koj1 ве ро svom sastavu. potPU~10 
I 

sa.f:iistemom posmatranim u 1.1.1, posto је izvrsena redukcija па -ро! 
I 

:Cigusnicu i ро jednu oprugu vezanu za svakb п! t klatna, jedino ве brloj 
I . . 

Р оуесао ва ~na 2i. 
i 

Prema tome је dvostruka kineticka energija оуое sistema data u matl-

obliku (1.13), Relijeva funkcija rasipanja ва (1.15), dok је dvostrиJ-
I 

en8rgija data ва (1.14) uz nаротеnи о Ьгоји klatna. Tada j~ 
I 

јеспас1-nа posr!latra:.>1o;Z"oscilatornog s1stema data эа (1.25). ! 

i dubleta .sa·redukovanim pr1gusnioarna i 

oprugama. 

DUВLEТ с1пе dva matematicka klatna u rednoj sprezi. Niti ovih kla~na 

kruti stapovi zanemarive таве, а па cijirn krajevima ве nalaze 
I 

rnat~-
., 

Prva materijalna tacka imamasu М, а druga тави то , 
Posmutracemo таlе slobodne oscilacije, u vertikalnoj nepomicno-j 

).. 

sistema koji sacinjavaju i jej_nakih liubleta u rednoj RIJrezi, oko vei-
. ., I 

staЪilnog polozaja ravnoteze. GOY11ji kraj niza је pricvrscel1 zan4-
... - ! 

tacku, dok donj1 slobodno vis1. Za konac svakog klatna је, u гауn! I 

. d . . i V . 11 . '" I 
ПЈа, па ге ukovanoJ udalJenost И, od pocetka svakog к atna, pГ~CY4-

I 

ро jedna redukovana prigusnica C1ji·. је гедикоуаn! koeficient guaenj~ 
I 

т toga је za n1t s~akog klatna privezana, па redukovanoj udalj~nosti Ih 
etka svakog klatna-, ро ј edn8. -red.ukovana оргщrа cija је redukovana kri-

i 
I 

i 

Karakt~risticna jedriacina ovog oscilatornog sistema ве доЬ1ја iz 

ako јој povisimo red па 2i i ako u nји zamenimo m = М, mt~ 
р . 

н = н = Н, h = h = Ь,Ъ = Ъ = Ь, 
Р r Р r Р r . с = с = О, (p=1,3, ••• ,2i-1;f= 

р r 
• ~ • ,21) •.. Dakl е, 

'f
d21 

(и)= 2 
u 1ird2i + Su Sd21 + u.)~d2i -t ш2uг д2! = о t 

(1.27) i matrice 

ik+i (i-1)k+i с-· 1 \ k . ,- k+2 k+1 1 ~.'-- )~ +~- • • • 
(1-1 )k +1 (1-1)k+i ($.-1 )k+1-1 о • • k+2 k+1 1 

(1-1)k +1-1 (i-1) k+1-1 (i-1)k+i-1 о • • k+2 k+1 1 

) 1Nd2i = • • • о • • • • о 

k+2 k+2 k+2 • • • k+2 k+1 1 

k+1 k+1 k+1 · .. k+1 k+1 1 
1 1 1 • •• 1 1 1 

I 
I 
I 
I 
I 

I 
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ik+i 

(i-1)k+i' 

(1-1)k+i-1 
:: • • 

k+2 

k+1 

1 

k = м -m 

matrice Sd2i i W d2i dobijaju iz matrica (1.29) i ('1.31) kada эе u nji­

zame~{ ва 21. Indeks d ozna~ava da ве ~eli~ine odnose па dublete. 

i 

Karakteristicna јеdnаёiпа dooijaprostiji,oblik ako, kao i ran1je, 

vrste od vrsta 1 stцрсе оа stubaca. Najza.d је 

:r d2i (у) = I у2 Kd2i + ay$~'2! + ,]d21 + P.W a~! = о , 

koristili oznake '(1.36),' sopstvenu vrednost (1.37) i matrice 

k 

1 .( 

, IКd2i ... k .. .. 
• 

k 

1 

• 1 • 
2k+3 -(k+1 ) I 

(21-1)k+21 ~[(1-1)k+iЈ 
-[(i-1)k+i] (2i-2}k+2i-1 -[{i_i)k+i-1] 

-[(i-1)k~i ... 1] (?i-3)k+2i-2 
• 

-(k+1 ) k+2 .;..1 Ј 
- ,~. ! -1 1 

'та trice S.;21 1 'У;21 d·obijaji.1 i Z T-rla trica. (1.39) i (1.40) ako im povi­

red па 21. 

f 

Ako uvеdещо ђ.оуи щаtriсu; koja је kao i (1 .. 84), ..1akoDi-еvа. matr1ca, 
. '" .E:d2:i ... .:ва2! + ~ Vd.2i f 

akter{stib~aje,dnacina. (1.82) dobija ~~stiji -oblik 

f d2i (y) = I у2 Жd2i + Q У 3;21 + E d21 I ... о • 

Postupno razvijanje determinante. (1.8б)dаје rekurzivni obra.zac 

fd2i(~) ={kу2+"(2s2_2В+1)У+~(2v2~2V+1)+(2i-1)k+2iЈfd,2i_1(У) -

- {Qs(s-1)y+(\v(v-1)+(i-1)k+i}2 :rd~2i-2(Y) ==.0 , 



fd,2i_1(y)={y2+Q(2s2_2S+1)Y+CЪ(2~2_2V+1 )+(2i"':1 )k+21-1} :fd ,21_2(Y) ~ 

-.{,Q'S(S-1)У-t~V(V-1)+(i-1)k+i-1-}2 f'd,2i-3(Y) = о, 

ројат '''najye~1 сео Ътој" [19,stro:7], onda izraz1 (1, .. 87) 1. 

mogu sazeto да ве n~pisu ovako 

f d v (у) =С {(k-1) ([.~]- [-1;1 Ј) +1} у2 +U(2s 2"';2s+1) y:~'( 2у2 -2У+1 ) +(..) -1 )k+ 

+У] f d;v-1 (у) - {QS (B-~ ) у~fbV{-V-1) +[" 21 ]k+[fJ I~ :f d,,, ... 2 (у) = о , 

'. . ("=1,2, ••• ,21), ' 

.цglЭ:stе' zagrade,[ ], oznacavaju' najye~! 9ео Ьтој. 

S1stem је hesto prost1Ji od 'onog upret~odnom odeljku, jer ето 

stav111 da ви sve red,ukovane udaljeno~t1, kako tacaka vez1vanja red4-
. . 

, , ,,' , 

h pr1gusnica tako i.tacaka pr1cvrscenja redukovan1h opruga uzajamno I 
, ' 

, н ... ћ. Zbog (1.30)1 (1.32) је В= У, ра зu 1 matrice (1039) i 

t ртlтеnј еnе па оуај slucaj, uzajamno jednake t 8;21= V;21. Zbog tog~ 

eristicn,a jednacina (1.86) p.ostaje 

. 1f'd21(Y) ='\", y2ocd2i + (QY+(b) $d21 + JJd2{ \- о , 

uvedemo nоуи matr1cu 

G;2 i = (о У + f.» s d~ 1 ' 

'teristicnu jednacinu ovog oscilatornog sistema pisemo oyako 

1 fd2i Су) = I у2 1Кd21 + G'~21 + J1d21 '1 =. о .. 

оЬтавс1 (1.87) " (10:88) ,(1.89) sada 1zg1edaju ovako 

1 f d21 Су) = {k~_2 +СО'у+р..) (25,2 -28+1) +( 21--1 )k+21} 1:fd 21-1 Су) 
. , 
.- {(UY+,f.»s(s-1)+(i-1)k+i}2 1fd2i_2(Y) =0 , - , 

1 .' 2, ", 2 ,1 . 
f d ,2i-1(Y)={Y +,(Qy+{~)(2s -2s+1)+(2i-1)k+2i-1.} :fdt2i-2(Y)-

,-, {(сХу+(Ъ)s(s";1)+(i-1)k+1-1}2' 1,fd ,2i.,,;З(Y) = о , 

1 :fd ," (у) == r { ( k -1 ) ( [~ ] - [У ; 1 ) ) + 1 } У 2 + ( "У+ f-» ( 2 s 2 - 2 s + 1 ) + с v - 1 ) k + 

17 

-f--..>] ,1fd,V_1(y)-Ј(CtУ+<?)S(S-1)+[->;1]k+[~]}2 1f.d ,v_2(Y) о, 

(v.=1t2;.~.t2i) • 

Н .. ..! .. !" t 
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~~~~~~~ __ ~~ __ ~ __ ~~~e~n~o_a~ i duыtaa за pr1gusn1cama i 

redukovanim па sat1e_ !!I_~teri1jalnetacke 

~ u оуОmе эlи~аји ви zbog (1030) 1(1.32) s = 1 1 v = 1, sto znac1 аа 

$;21 1 V~21 postale јеа1n1сnе matrice, $;21= I 21 , W;2i= I 2i o Рге­
је karakteristicna jednac1na (1.90) аоЫlа оуај oblik 

:; о ј/ 

matrioom 

ёа2! = ( Q У + ~ ) д21 ' 

u rekurzivni obrasci(1.93), (1.94) i (1095) postali 

1fd21 (y) = {ky2+"Y+(I>+(2i-1)k+21} 1fd ,2i_1(Y)-{(i-1)k-l-i}2 

~ ( ) { 2. . (. " , 1 I 1 "'г ( ) Ј·(. 1 \ 1.- • 1 l 2 11 ( ) ]:. '. 1 У = У +'О'у+t1:>+.2з.-2)k+21- 5 d ?-, ':.; У -l.~- )t'-+~-) -а,2'_'_3'У'=С, 
dI2~- . ,_L-_ 

to 

~ Р у ( у) = r { ( k - 1 )( [ t ] -[ v ; 1 ]) + 1 ! у 2 -{-"'У+(?>-!- ( У -1 ) k + ~ 1 ~ р v _ 1 ( у) -

- t[~]k+[~J}2 k1p~_2(Y) = о, (V=1,2, ••• ,2i), 2 2 

uveli oznaku 

~Py(y) ~ 1rd2i (y) • 

Napomenirno аа је [74,str.2o], эа sopstvenom vrednosti (1045) 

~po(y) - Ь У(-У1) • 

Posmatrajmo s1stem koji odgovara s1stemu datom u 1.2.1 а11 bez cpruga. 

Dvostruka kineticka energ1ja ovakvog osci1atornog sistema је data u 

Ј(1.13), odgovaraju~a Iunkcija гаэ1раnја u obliku (1.15), а dvostruka 

en&rgija и obliku (1.57). Primenimo 11 Lagran;eve diferencijal­

sdnacine druge vrste (1.17) dobijamo sistem d1ferencijalnih jedna~ina 

reda эа konstantnim koeficientima (1.58), dok је odgovaraju~a karakte­

i~na jedna~1na (1.59). Варотеn1шо ватО da эи sada еуе rnatrice reda 21 ko­

sistem iша stepen1 slobode, i аа svaka prigu;nica ustvar1 pretstavlja 
. ..... 

а.nи pr~gusn~cuo 



1 

1.2,0 б..; ftomoge!l sis·tem od i d1.lbleta эа :r-edukovanim prigusnicama 

:Prema definicijj. homogenog sistema sastavljenog od d1.lbleta. datoj u: 

iz (1.59), odnosno ("1,,78) ka1.~akteristicnu jednacinu u oblih.Il 

2 I ? .;) I f a.2i (u) =: и- lNd2i +ЬU Sd2i + (J.)~ [)d2i \ ::: о , 

koristili OZ1iake (1.27) i шг.i;riсе (1.79); (1.29), (1.80), pri сети 

dr'u.ge povisili. red эа i па, 2i • 

Od1J.zimanje vrsta od vrsta i st1.l.ЬасБ. ос1 stubaca daje za. izraz (1.101.) 

2 fd2i (y) =\у2 E d2i + ~ у ~d2i + J d2i I = о , 

uzeli sopstvenu vrednost (1.37) i upotrebili oznake (1.з6)i matrice' 

t (1.39) reda 2i, (1.84). 

Postupno razvijanje"determinante (1.102) dovodi do rekurzivnog obrdsca 

{Х~т2+v.(2s2_2s+1)у+(2i-1)k+2i} 2fd 20 1(У) •. 
~ . ~-

- {as(8_1)y+(i_1)k+i!2 2fd ,2i_2(,Y) = о , 

2 ( . 
f d ,2i-1 у) 

Ј? (2 )' 12 () - LY-~~ 25 -28+1 y+t2i-2)k+2i-1J f d ,2i_2 Y -

- {OIs(s-1 )y+(i_1)k+i_1}2 2fd 2' :.,(у) = О, , ~-) 

1.2.7 Homogel'1 f>i.~J:..:~:.::::.._~')(l i dubleta ЕЕ: prieusnicama l'ed.12.kov-anim 

па s.;~i,~~;e щаtеriјаlnе tacke 

: ...... ot!., 

. '(~ • ,-. . ':~~.~:: .. ;':<- " :,' :-;: 

Redukt.1j ето ii prigu.snice' па' эате 'ma.t:~rij аlnе tacke:) kao II 1.2.4 t dc-

~a је karakteristicna jednacina 

2fd2i (у) :: t у2 Жd2i + u у ](21 + J)d2i'\ = ,О "" 

obrasci (1.103), (1.104), (1.105) postaju 

2i(у)={kу2+ ЏУ+(2i-1)k+2i} 2fd ,2i_1(Y) - {(i_1)k+i}2 2 fd ,2i_2(Y) = о , 

("'=1,2, ••• ,2i) , 
(' 

f 
I 
1; 

I1 
~ I 



kqristili oznaku sli~nu ва (109~)~ 

Primetimo da је [74,str.22J 
:\ 

~pv(y) == L))(:--Y2) , 

upotrebili sopstvenu vrednost (1.64) •. 

1.2.8 Sistem оа i duыtaa ва redukovanim ofrugama = = = = = = = = = = = ~ * = = = = = = = - = = = 
# , 

{ 

! 
\ 
" 
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Posmatracemo male oscilacije sistema koj1 је jednak oscilatornom 61-

datom u 1.2.1 a1i bez pr1gusnica. 

Dvostruka kiпеtiёkа energija tog osci1atornog sistema је data u оЬ­

(1.13), а dvostruks potencijalna energija и obliku (1.14) pri сети ви 

trice re<la 21 • 

. Lagranzeve diferenc1jalne јеапаё1пе druge vrste (1.17) ааји sistem 

ncijalnih јеdпаёiпа cirug'og геаа эа konstantnim koeficientima (1 0 67), а 

и~a karakteristi~na јеdпаёiпа dsta u oыkuu (1.68) • 

. 1.2.9 Homogen sistem оа i duћlеtа "эа redukovanim oprugama 

K~rakteristicna jednac1na homogenog s1stema sastavljenog оа i аиЬ­

redukova~i~ oprugama ве dobija iz (1.б9)t одпоэпо (1.78) i опа 
ovako 

3fd;.(u) = I u2ш_.-,. 1- (л)2юd ?· + w-2vd '"Јi I = о , 
,,-:1. \ С1.с.1. .~~ . " 

koristili oznake (1.27) i matrice (1.79), (1.80), (1.31) reda 2i • 

. Роэ1е oduzimanja. vrsta оа vrsta i sttlbf.:i.ca оа stubaca dоЪј.јато ka­

ј edna.cinu u oblj.ku. 

3:f d2i (z) "" I z }(d2i + .]d2i + f:>W;21 I == о , 

koristil1 oznalrn (1.з6), sopstvenu vrednost (1.71) i matri.ce (1.83), 

(1.40) .reda 21. 

Poтo~и matrice (1.85) karakter1sticna jennac1n.a (1.110) ве 1zra.zava 

3fd2i (z) =="ј z Kd2i . + 1Ed2i I == о • 

Postupnim razv1janje оуе determ1nante do}Jijamo rekurz1vni obrazac 

3fd2i (z) = {kz+r.>(2v2-2v+1)t{2i-1)k+21} 3fd ,21_1(z) 

- {~v(V-1)+(i-1)k+i}2 3fd ,2i_2(z) = о , 



"' ( , " ,~ '7. " 
о ')' 1 ..., ј 

d.,c.~-
{z+~(2V2~2v+1)+(јi-2)k+~i~1} 3fd,2i~2(Z) -

- {~v(v-1)+:i-1)k+1-112 3~d,2i_3(Z) = о , 

3..,. (zl 
-':dv '1 

.1:....2.10 Нотоееп !3~o~te,~ .• с:4, ј. dublе t.8. !За opruga.ma геdU~Q.v:з-:rl~Еl n~. 

same materijaln~ t~d_k~ 

Izvr~imo 11 redukciju opruga па еате materijalne ta;ke. za kBrakts~ 

jedrlC1.cinu '~akvog oscilatornog siste~!la dobija!l1a оуа.ј izraz 

= о , 

пОуи :за tricl1 

Ёа21 = 3а21 + ~ X2i • 

Ako razvijemo deterJi,i.nantu (1.115) dobijamo оуе геkш:'zi1fпе ODraSJu'd 

- {[.Ј;1 ]k+[~]}2 ~Py _2(2) == о t (...; =1 ,2, ... ,,21) о 
sli~nom опој u (1.99). 

Napomenimo daje [74 t str.24] . 

ip~(z) = L~(-z) • 

1.2.11 Sistero sastavljen od i d1;tbleta = = = ~ = = ~.= = = = : = = = = = = 

Dat је пећоmоgепi sistem koji зе sastoji оа i dl1bleta, dak1e jednak 

,c11atornom sistemu datom u 1.2.1 a1i be~ prigusnica i opr1J.ga. 

Dvostruka kinet1cka. Апегgiја ovog siste!!la је data эа (1 013), dok је 

.truka potC·).c-1,јчlnа e:n.ergija data ва (1.1=17). Primena Legra.nzeOh .jednaQ1r 
~. I .. : 

е vrste l'! .. 1[) nas dovodi па sistem dife:rencija1nih .iedn,acina dгugфg 

konstantnim koeficie:n.tima 

11 ("lа 

љ. {СП -1- (с р' 
.., Р 

SП. :геэеnја bvog sistema 
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~ , .. . . ..., ."....,. . 
karagter~stlcnUJednac~nu ~osma·tranog oscilatornog sistema 

Д. () \? l ' f д.2! 1.1 ::: U - љl. + <с g ::::: О о 

1.2.12 Нотоееп si st ет sa.stavl,i еn ос. i d·u.ble·ta 

nошu ... еn sistem ве sastoji оо. i ј e<inakih du·bleta. Sve d1J.zine klatna u .. 
sistemu зи иzajamno jednake, 1 == 1 =: 1, dok эи таэе klatna nai-

р r 
т, tojest т = М, m = ш. (p=1,~, ••• t2i-1;r=2,4, ••• ,2i). Karakte-

р r 
edna~ina ovog sisterna з1еdi iz (1.78), одпоэпо (1~121) : 

4-", ( 1) I 2 1!>Т 2 1D I 
~d2i\~ = и ~a2! + ~ d2i = о , 

(1.27) i matrice (1.79), (1.80). 

vruta od vrsta i st*baca od зtuЬаса daje 

4f'd2i(Z) = I z1Кd2i +.]0.21 I r:: О, 
... 

sсрstv€л1.2 ;,rrednost (1.71) i matrice (1.83), ('1.84). 

teristicr,e polinoтe dobijamo postupnim гаzviјапјеш o.eterтinante 

·oblikt.1. rekurzi vnog; оЬгавса 

4f () ~ ,., (2' 1'1 k 2' ( 4.р С \ ( ", ~'k ,}2 4 f ( ) 
0.2 "' z ==,1·:Z+.2- I -+ ~j 4 d ?" 1 Z} - tl..l.-I) +1. . ,., 2 Z "" о , 

1. ,_~- . d,~1.-

( , " \ 4 ( ) 'С) [2 4 ( '\ f d 2' 1 z)=tz+(2i-2)k+2i-1j f~ ",':;>1.2 -i i-1 k+1-1J f'd,2i-3 Zj=C, 
, ~- u,~2-~ 

r{(k_1)([~~]_[V;1])+1 !z.t·(\)-1)k.+~~ ~Pv_1(Z) -

- iCi.~.1]k+[~]J2 ~PV~2,(Z) == .0,". (~=1,2" ••• ,2i) , 
" ,О' О;' _' " 

Qzna.ka 

~P2i(Z) 2 
4 · љ ,..," :L..: .~ . ,,-~.-r 

:fd ,), (z) == В? 'Ј" z· == 
... :Ј. т=о ,.2,:...1.-Т 

о , 

~P2i-1(Z) 
2i-1 

!Е' 4 f , (z) "" :z:: '3. , 
d,2~-1 r=o2:t.-1,2:t.-r-1 

21-г-1 
Z =0 о 

1,2, ••• ,2i;(1""01,2, ••• ,2i) зи obelezeni odgovarajU~i koefic1enti 

pp(Z). э. ze kr);Je pos'!:;oje ovi rekurzivni obrasci 

В J(,:>~ 111 '?') В,.. 1 в-
? i , 2 -i - r = ~ , ....... - .' Ј.( + , .. :t. ј 'Ј ' 1 2' + l< 2' 2 2' 1-- ~ ~~- , 2-Т ~- , 1.-г-

- {(i_1)k+i}2 В'Ј' 22' , (r=-=o,1,2, ••• ,2i), 
-<..2- , 2-Т 

в = 21-1,2i-p {(2i-2)k+2i-1J В?;_2 ?~_ . + В2 , 3 21 1-
-- ,-~ р ~- ,- -р-

(p=1,2, ••• ,·2i) , 

1, 
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J[,,}--Il' rV]1 2 - ... 
- 1, --::::- ... k+ L -2' 5 .в.\. 2 .\ -::. v-_,." -·Т 

. (.\ 1 ? 2 ; ~ ""' 2 . ~ .' " .. == ,~_, .... , ~; r"",o, I ,~, ..... , .1. -' & 

Podefiniciji је uvek 
.. 

~~p (z) :: 1 
к о 

-в = о , (p=1,2, ••• ,2i;y=o,1,2, ••• ,2i)o p,-r 

1.2.12~1 Homogeni sistemi оа. i _du.bl_et_.8. _za_k .. ",,_1. _2'_34 4. ~_ .... _________ --.__ _...it.- ..... 

i 
! 

no~ogeni sistern dubleta kod koga је k Е 
... 

'}., sto l;;~si~"fjar·j_ т.:r=(:·эt!'3.vlјf1 

sistem matemati;kih klaip8 kod k6ga ви вуе таве jednate? је podrob­

еп u [43] i [87,str.154~17o]. 

. у-

ра pet duыtaa u prilozenim tablio4m~ i 

~ i ~aыcaa 4 za k 

to : Taolica 2 

fl ,) 
, " 



ВВ В7 :86 ll, ~. 

·4 

4 112 

в 288 3492 
а 440 8б4о ?4s8o 

16 10-'6 261~ 311040 l~U 
16 1456 51408 9olб:Эо 8417952 420~12 

I 

" 

2 

60 

948 

1?б04 

293976 

5?0499а 

108275616 

Ва .11. 
1 

2 6 

20 36 

240 288 

2688 2520 

36200 '27216 

Во п 

1 1 

3 2 

12 :; 

72· 4-

504 5 

'4536, , 6 

i1-989бс 31752045360 7 

?9833Ео ' 4354-.560 544,;20 8 

132000320 6.3685440 7076160 9' 

32 3360 1408&0 ;'064'20 ;7661904 2672870401075900320 2331750240 2476б;tlClОО 1 061 lf2400Q 106l4240Q 1.0 

Jt;;tr;-r~_._"Т7 

i\) 

-~'д 



1310 Вэ -Ве В7 
В6 в, 

5 В 4- Вј 132 

1 

2 .3 

З Ј )5 

4: 9' 144 56Q; 

5 9 2.97 2815 '-';92: 
" " f.O; 

б 27 1080 13956- 71232 142560 

7 2.7 1755 39660 377Ј64 15178'6 2'27200 

8 81 6048 165312 2099712 1.11.18;60 39561216 5'91.3600 

9 81 P7"'1 ~, L 357984- 'ilo"'f7'~B I :,; I '-.\ 72276096 376528512 970862592 11609Ј9520 

о ~:.{~J 29160 1Ј73220 Ja3l4720 4Ј196.5056 J196')8L~J20 lJoL~7098880 .279715'1-3040 2.)o2Jl~330oo 

tI 

~---~--'- .... ~ ---~_._. __ .--" 

~l Во п 

i 1 1 

8 4 2 

ба, 20:3 

БJ4rй: 160 '4 

7200 1440 5 

103680 ,17280 6 
.' 

1572480 22464'0' 7 

28'753920 3594240 8 

549918720 61102080 9 

12220416000 1222041600 10 

N 
lJ1 



~io В9 ВВ 

2'% 

11 7 

ы 

211&: 

Вб 

~ 

4884. 

б6272ф 

TABLICA 1+ 

:85 Вц. П, 

4f1 

16 -280 

16 616 6560 

2880 40;2'0 21.0600 

126000 1321,92,0. 54684Ф~ 

9а864с.о 59'1,40&0 -179064000 

256 32256 1529280 зц.312,320 ;6128:1200 2075068800 53950,5'200б . -

,/ 

В2 В1 

1 

~ 10 

54 90 

10& 1200 

l~ 16;0';-

415800 Z9?ооо 

9028800 ;544Ф~~ 

240?68000 126 ?2.о о()'о 

6386688000 2993760000 

В. 
о 

{~ 

1 

5 

"0 
300 

:;':;Ос 

~950'O 

792~'O 

15840000 

332640000 

024 140800 ?4B80tJQ 196000000 2811240000 218.;2200000 90952200000 194751000000 199584000000 8,3160000000 831БОООО-QО, 

~:..,..~:. ;Щ;::З'.f!';.;~.,N; ац ЈЕ ЊI' 

[\) 
(~\ 
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2 R А V ЛN ВК 1 S 1 S Т Е M'I 
a~~==~=:====~==~===.~~=~=~~=_~====== 

-.~е,_јu)о~.:,QV,=а~Q.,~,=, 2r2_:вц~п __ iС_~ОD_l !ЕО jednom ~edukovanom _ _ _ _ _ _ ~ ~'= = = а = = = z = 

Роsrnа';~rri,Ш'$ ге.vа.;пsl::i ,')sС.i1а.tоrпi .. sistет (131.5) kQ'jije Э-8.stа-'1.1е!1. с.ч'. 
. ~ . . "'v' ... ј .'. • .'.,.' 

v. .k-эt:гџ.l::it rJ"\·t.€;rQa,t:iockih k,lаtn.ап):"еdпојsргеzi, рr2сvrSС0112ћ ва ,.:ror-

r&r!.f:- ZE: "t~рсk~:'(~;г.џ' h('Ti zon ta.lu, '!;ako аа. dоnјidЭQ s'lоЪоdll0 visi .. ;:.-." .. i 

kruti stapovidllzi11s 11"';" (q=1 ,2·to •• ,j;r:::::1 '2' .... ,k), 
~ . '. q~ . 

, _. <" C.~ ·Ј··..: ,,'. ··1 ОПЈ' ~.~ 1r ... ·'·J··ev··· ·'п·'" э' е' ~ a'la ~. Т"··О t е'-'; о' _<'·1' -. t' ~ c~],". . а·-i·",,:.,;o.e .~ . .:Ј,Бе t ,;::. .P~~ J...t' -L4.~," ~.... ~1:~1. ,. .. ~~ ~.;;,_. '. ,Ј.,џ 0.. ' .. :~' .rJ. ...;.-:,'6 ..... !с:.. . ..L-J..J -~J,, __ j);(:~ c .. ~ ; ... 6 г.l 

ti'r' (~='I, ,2,.. н ,~; ; Г='! , ;) ~ ••• ,:k). S'iт~ka 21i'tj е па red.tl.KOY2.noj нС.:Йј enos ti 
... ( ,-'ј., ~ • ,..;- 1 2 1.- \ ;-.'" t' 1< 1 . \ч-О"'-, .... ,rJ,~---, ' .... '1.)' O~ росе ка sve.:::og]-(: а·Ьћ8.; povezana ЭЕ, <О1Н-

(:'~'. --1""\ ~;:J> ...... ~ .... -, .... :(·г' .. ·_~ .... г-.,.,..., ',,.... _"';N-1"ti: .. '$0"'" .У .• ·'1'; t·oo· Q..,..r-.. ......... а ~ 11~~ -:.'_. ~ ... ,-,- ј".. ,) <, .1.·Ој·' -'- ,!.J.(.o,-,.u1i anо,,; ру 1б ...... ~,:n1с 1. с '1.,] .,; С: о ·.Т.I .Ј'" '_'.' ... zuer.n p~-

'-J!'zi:e, .:;1.,7i јэ redlJ.kovani}~oeficient gusenja Ь 1'" '., (\a=1,.2,~o. . ". qr ~ 

(},,~i!', +.oga је sve..kikona.e· па red.ukot-anoj T..tt\.aijel1o::':1ti 111 
• о. '.' '. . ' • ЧТ 

, ••• ,;5,1"'=1,2, .. ~ ., :k), 'odpodetka svakog kla::tna, роv:еzа:п зо, susea.l1i!:J 
. .~ 

јеагсоо ј",,'dа~{оvаг..ош oprugom cijaje red.ukova.na krпt;оzt С 1ЧГ ' 

) 
.~ 

,. ••• ,,·:~1;г=1~2, .... tk. Ako k.э.Z8I!!О аа је" sist'em VБZ1';.Г sзаt.т'э,ШQ da. еu. i 

: ~ <За оЬ", е {;хаnе 81 Svеша., n1 zo-v-a kla trta vezaoЦe red1iko-.:..ranirn pri-
• у .Ј... '!I!! ',. .: , . ... 

;;)yom~cr;;'! "acke u ravni оsсilоvэ.nја ~istema. l! OV01"!1 зlџоајu. ан 

i ·<,:,,'·.icj.en1;i"'1~pnJ·a Ь (.q·=o,1.,2, ..... ·,;J·:r=1,2, •.•• ,k). I.эtо vazi 
,"' ' .• Ј -. - 1 q r ~ . , 

, t ~. . (. ~I ?'... 1 r, . 1) .. ,.o'Lo"'r"·, 
пп хгu 08C~ opruga 01' ,\ч=о, ,~, ••• ,J;Г~ ,c, •• ~, t~. l~ ~i~-. '. . qr 

or si~~~m kOdko.a ЗU, ~li вато levi ili зато d~sni krajnji 

:"~о':'i.нkоуаr;i.U'; prigU.S111carna, bdnosno ret:1)_lkoV8.ni m O'JJ",Jg"i.~~, ра ~a.-

ti О;ГLСП U1~~' 111 ZQQ ~ О i11 za q = j~ 
t "',.0;';-

i ~c~,-:")i 

()~;,<.ze "'С.. cei.::.l' redtt.J.:ovani koeficient·i g7.l~en.ja 01:.. ..... , (JQrlOs:Clo 
'i .. 

3.LОБОDАN ,ј е ona,j 

ј'еdukоvал' 

~sistem 01-
Кга.јпј! nizovi, эа ЭЈ)оlјпе s·tran€, slo!loctn.i, 

v ... 

ё' t о ZТйС Јо 

- ".' u оС?ју redukovahi koeficienti Rusenje Ъ 1 ,оаnС$П~ -- ~ . ЧГ # 

ti ";::<;'-·.L,?,t.~ c
j

';.!1.. r ћ! ze., (Т". 0,n1 .za g "" ј. Posmatr&cemo таl0 зl0Ьоd:r!.EI 

···.'., .. ;·."'".с "'С";"-;-"'''''8 '! -ЗV'ОЈ'ОЈ" П Р1".·О"'Ј." сп' ОЈ' ~r",""+"; i.r~lnoi .,.~·v· ..... .: ,~._,,_ .. - .. ___ ~ Џvi~L \"" .... ;/ ~~.1 "" , "\ _--L-"":...t.,,,,-,,<, _ ,.1 ,.-А- ..t.J. . ..t.~ 

..,. ,., v .... 
,~<~_-јzаЈu. nal-~le,- 1.:1. 1: .... avl1.ot·:::Zrlof!! ~)(')1(j:-·::~.;,:?'-. >~;-t.l :1. 'Ј'! ip'::~e11.ic~ 

,_.!. • !:,,:'; !.c.ke. зl :. " i z ~r·{:.~ ze rl,~,<, 



-' . ~ 

. ~.-

о .1 O~ 

s L 1. '~A' .: .......... . ", ": . ·:6.· 

. .~ 

'~." 

.-",'-
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iriСПОШ obliku (1013), dvostruka Reli-eva f'unkcija rasipanja uma.tricnom 

(1.15); а dVf)str>J.ka potenci jal11aeHe:cgij а н ma.tricnom 0011 ku. (1.14) о 
,.Elemente inerciske matrice Ai kvazielasti;ne matrice С izracuna-

, . У.' .. V g 
па>, i,sti rIacin ka.o 1i 1,1.1, dok ротега.пја. potrebna za izracunava.nje 

nata kvazielasticne matriee Се i brzine kojima ви srazmerni otpori ге­
[H~igusnica, potrebne za iz:r·aCUDa.vanje elemenata, matrice rasiPJL­

~oЫjaтo па оупј na~ino 
, 

Radi prostij eg rada сеШQ аа ргеtроstаv:I.шс йа ето 1z 01 tavog' s1ste.-

izdvojili del'ove оа ро i klatna. ргу8. dva niza leve strane i da ето ih 

obodi1i' spoljasnjih redukovanih prigusnica isv1h redukovanih, opruga, 

о znaoi da је ostalo еато i redukovanih prigusnica koje uzајашпо povezu-
,. А 

odgovarajuce niti klatna оуа ауа niza o 

За slike 6 је 
. - .. -.--... ----...... 

+ F.' С! +n, D I ,.,.., т I + ---+7'3' Т73' 'Т'О ;11 ' .. '. 1 . v • • ,-.1).;<1. 1 
~- ~ ::1.~ ..... Ј.-

о • о ... 3 2 + .... 2 1 'ћЈ 1 2 • ... 
~-_.~, -- ~.-

r-E f С ' +(':, D ! -3 ' D ' - -..;....,....,.--3'3'-3'3'_0 3' . i~1 i J i i 1-1 i со о о 

2 3 12. 2 1 о 
,... .~.,.. "\ 

ProJekcl.Ja vek~ar& v 1 0
2 
па norlzonta~l ZDOg 

- -) 111 (-- - .-- _ 
(01 0 'l.,j, =х t O,E1,j)=1111sin'P111' (E~E~>+J,j)=111,r+18inCP11,r+1 ' 

(E~ C'~,j)=R11·sincf11' t (c':D!,1>",;,x 11
iCOS€:1':'1i' (Ј! 1Di"j)':H1'2.sin'f'12' , 

'::1. -1 l. ~ l. :1. l. ' ... - , ). l. 
, , 

--,---~ - (~ ~, , 

(3~+13~,j)=112,r+1SiYl'f12,r+1' ,0231,J)=1121sinCf121 ;' 

- .... , ' . + 1 .,~. gao l-OJ'; е је ј jedinicni -vet.:t,o:t' 1,;i. pra:vcu ."1orJ.,zonva 6, ,'11 u ~- zс.Й:lара pr1-

vodoravniE рГf1vсеm, а kojj. ~je ј ke.o i svi ostal1 uglov:i za rnale 
v У. "'... 1.... d . 

mali~ sto ZnRCl Ја moze ав ве s~aVl ,а Је 

sin ~ ~ ~ i сав ~ ~ 1 t ааје 

-,. 111 __ Ј .Ј.. 1 4' ..L 1 cf .Ј.. + ., Ч'. +Н . ч' . +х 'ј 1 i _ 
~~ - '1,1 1 41111 . -112 11 2 . -113 113'·"" Ј... 11 , ј. -1 1 1 ,l. -1 11 ~ 1 ћ. 

-1i12i ч' 12i -i12 , i- -1 ч' 12, i -1 -. о .. --112 3 <.р123 -112 2 Ч'122 -1121 Ч'1 21 .. 

, K~ko је tra;e~o pomsranje i-te prigu;nice X'jA,i = х 111 _ y11i, gde 
i ~ 11 i -::' 

! 111 , 1 У. Ј' . -1r -1-'<> оэ+ О О а '~'З х relatl"liY,O pomer,fH1J"e i-te ~~ ooe_8ZJ,"~ 1.Ј..(~Й Ј",п v 1 2 ,. ,'.К, . 

rigl.l;Ilice ~l од.:по-s1.l :t:Jb, 1-1 -Уц, konaono dоЬ1.јапю 
i-1 1-1 

Х 111 = ~ 112p<f12p+H12iCP12i- ~1 111рЧ'11р-Н;li<f11i ' 

, dif . 'а о ~Agenu t a'edi 1 brzina kojQj је вта-pos .~e erencJ.. :rВПЈ р v ~ ~.' '" .. Ј. _ 

о 

s аnzirош па to аа ве nizovi uzajamno razlikujQ ро indeksima, to 

1 (\"·,202~., ~~_!,Aej.~_ nT,·".~ti obrqsc~ za -_ооuегаПЈ~е y.)pi~,.u;~ica ~ 'iz obr""zeca (;~o 1) _ _~, _._ .. = __ ~ _ _.... . 

ъ.јiћоv~ оrziпе 



f 
1чУ 

г .... 1 
-.::;-т 
-'-' 1 Cf'-
р=1 1чр 1qp н 'f 

1qr 1ч::::-

г-1 
"22 
р=1 

У-1 
у:: 

р=1 

, о + 
.t.1,q+1~p'P1,q+1,p 

ц " 
.ц.1 Ч .,q+1,r 1~q+1,г 

( -'-1 2 ~ 1." 1 r k' \ 9 '. Ч -- 9 ,О о о ?.) - ,Ј c.~ ~ С , о о • t '/" 

"krajnj е p:t~igu.snic 6 koj е . ., 
!'~ ~p С [111. С:n.6 

.. 
-t~,~cke 11 

va~eisti obrasci вата treba da ве ~zme u obzir св Је за td~a;ke i ugao 

tanja ~1 ., odnosno Ч1 · ~ 
. ОХ. . ЈТ 

kac i njegav izvod рс о d 4'1 ~ о нозно 
ог' 

, jednak l1u1i. 
r 

Ako zamislirno da ето umesto redukovanih 

vanih opruga, а uklonili 

е -udalj enosti ге.dпkоvапе prigl1snice Н 1 0-;..'1 :r- Zё-::I:Н;?Гl:i..:LС гед': \~O~i.f'.n'1 udal.j е;,. 
. . " t ". , 

l'еdukоvапе опгие;е Ь 1 " . 1 ,аао obrazac Z<:i. pCiJler&n,~e ,',О!<1t'l';.СЧ,":-;.ПG 0i:;rl1.ce , ~ ,ч+. т . 

г-1 

Х = ':L 
1чг р=1 

У-1 _ :z:; 
. р=1 1 ' ,,' f 1'" "1 1 о' , " ~ - п ~ • \.Ч~ '~.o.o~J- ;г= .~"o.o~K! 1чр lчр 1чг1чт' ...-.... 

za krajnje redukovane prigusnice yaze i 
\ 

Dalji 

Љ .. ::: 

rв = 

v 
postupak za izracunavanje mat~ica 

\ 
\ 

-IВ 111 
113121 
-Ш 121 

.. 

• 

о 

• 
А.\1 ,ј -1 , 1 

о 



(Се = 

aз1q1 с: 

.1 

.... 

~e121 
(Се131 

• 

.. 

.. 

(f;g1 ,ј-1 ,1 

Фg1ј1 

.. -
:C1,j-1,1.-(СС1,ј-1,1 

~1 
n=ч-1 

-<С' 1 1 С 1"1 С1;ј-, с Ј 

k 

Ь 1 п 1 H~: q 1 -+.1 ~ q 1 Г~2 Ь 1 flr 
k 

11q1(b1n2H1q2+11q2 ~ЗЬ1nr) 
k 

11q1(Ь1пЗН1qз+l1qз r~4b1nr) 

1 Ь Н 1q 1 1nk 1qk 
k 

! ъ н н +1 . 1 Х. Ъ 
. 1q1 1q1 1,ч+1,1 1ч1 1,ч+1,1 r=2 1чг 

k 
1 (ъ Н +1 ""ZJ Ъ ) 

1,q+1,1 1q21q2 1q2 r=3 1ч~ 
k 

:z:} Ь ) 
r=3 1qr 

.. 

1 . ь . Н 
1,Q+1,1 1qk 1qk 

.. 

11q2b1nkH1qk 

11q1 (b 1q2H1 ,Q+1 ,2+.~., ., . 

ь Н Н . +1 
1q2 1ч2 1,ч+1,2 1ч2 

11,q~1,2(Ь1qЗН1qз+ 

о 

1 Ъ 
Ј ,ч+1 ,2 1q 



lm 
ч1 1qk 1qk 

.... lm.· 
q21qk1qk 

. . 
i 2 m ,:1 qk 1 qk· 
,--, 

, (Ч=1,2, ••• ,ј) , 

....... _". 

· .. . 11q'" b1nkH1.qk 

.. ... 1 ь'н . 
1q21nk 1qk 

• • • 1 Ъ Н·· 
1ч3 1nk 1qk 

. (ч::·1,2, • •• ,ј) 

Ч+1 ,2 

',Ч+l t 2 

• • • 6. • 

11ч3 )), nk~1 qk · . . 
k . 
7:ь .. ). 11· (ъ· ~H ... .. +i .. 
т=; 1чт ч1 . 1ч..l 1 ,Q+1,3 ·1 ,ч+1 ,3 

k 
х.ь . 

r-=3 1чт 
1 (ъ 'Н+1 .. 
1~2 1ч3·1,Ч+1,3 1,ч+1,3 

k 
2:ь ...... 
r=4.· 1чт) 
·k 
:Z::: ь . Ј 
т=4 'Iqr" 

~;; k 
\ "2::::.ь 
ч3 r"'4 1qr 

k 

Ъ1q,Я1qзR1 tq+1.,з+1 1чз 1 1 ,ч+1 ,3 r~.biqr 

.. 
ј. . . ь .. н'· 
1,ч+1,3 1qk1qk 

... " 1 Ь Н . .. 
1ч1 1q}t. 1 ,ч+1 ,k 

• е,О 11 2Ь 1 k H1· l' q Q ,ч+ ,К 

• • • 11 З'Ъ 1 k H1 ~ 1 q q ,Ч+ 1 ,-;: 

о •• о 

(ч=1,2, .... ,ј-l) 



ф = 
g1q1 

-

, k 
1 . ·2:. т . 1ч1 т=1 1 ЧТ 

k 
1 . :zJm 

1q2 т=2 -1qr 
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11 ч3 2:'. m т::::3" 1чт 
9(Ч=1,.о, 

• 

1 с h 
1 q 1 1nк 1 чк 

k 
с h h +1 1 2::' с 

1q1 1ч1 1,ч+1.1 1ч1 1 t Q+1,1 т=2 1чт 
lc 

1 . (е h +i ? 
1,ч+1,1 1q2 1q2 1ч_ 

"'5: с ) 
r=r:3 1чт 

k 
1 '" ( . '0 h +1 
1,ч+1,1 1q3 1ч3 1ч3 

:z: с ) 
т=4 1чт 

1 . с h 
1 ,ч+1, 1 1чК 1чк 

• 
о 

о 

1 r.n I 1 qk 1qk 

• 

11 2 С " т ћ1 k q Inl< q 

1 (с ћ, +1 
1ч1 1ч2·1,ч+1,2 1,у 

с' hh +1' 1 
1ч2 1ч2 1,ч+1,2 1ч21 

11 1 2(~1 зh 1 ~+11' ,ч +? q Ч,.., 

!~ • 

11 1 ?с, k: ,Ч+ ,.,. q, 

~,a"-'I''; са Щ. f Н. \Ј ...... Ј_ .1'.Ј

1а1 
i 

't:t:ansponovana !!1atrica '}'ј" l' э ё I А ~ transponovana ;na'tric~_ 
Iq CIQI , . 

Uро:геd imo li ~atTicu (2.11) эа (2.14) i mat~icu (2.12) эа (2015) vidi-. 01 q1· 
da~u оnе potpHno јэdnаkе ро oЫH~'J вата sto је u drugim stavljeno с 9 оа-

... 08110/ h U,шеstо Ъ, odnusno Н, ;to је logi~na posledica na~ina dobijanja оЬеји 

m.atrica. 

Primenimoli Lagranzeve ј ednabine druge УТВ te (1. 17 ).~obij аrnо si-

tem diferericija1riih jedna~ina drugog reda эа ko~stantnim koe~dc1ent1rna (1 0 1е' 

Pretpostavimo 11 da је rезеnје ovog s1stema dato u oыkuu (1.23) dobijamo 81-

tem hori1Ogenih 1inearnih algebarskih. ј ednacina (~o 24). Us16vd2l, poX"ed tri.vi­

ja1nog' re;enja {тЈ = {ој postoje i druga те;еnја pretstavlj~ karakte~istiZn~ 

јеdпа.ёirш. роsшаt.rапоg osci1atornog sistema koja эе sada Qva.ko pise 

F 1 ј k (и) := I uгli\. + 'Ll 1Б + <с.\ :=' о о 

~---", ~ 

; 
" 

/ 
Ј,_ 

~. ј 

/ 

---'-- ----- -----~-~---'---'-~-~---- -,---:.:. 



• • • 1 с h 
1'11 1nk 1qk 

· . , 1 'с h 
1ч2 1nk 1qk 

· .. .. , 

.. .... • 

• • • 
k 

,с:;- 11 q;;C1nkh1qk 

~~; 'j;"~ 1 q;) 
;""" < k 

1'~i~~2 ~C1qr 
c;:·,iP4 с 1 ЧТ 

t~ 
::~,;<.г 1'( . 
:~;;,~~.'.-, 

i 
: I 

1." 

11 1 (с 1 " зh 1' 1 -;;:"+11 1 3 r~_~C1qr) q " q" q + ,.;1 , ' ,ч + '" ~ 
k 

1, 2 (С 1 з h 1 1 з+11 l' 3 т''%1_-4с1 "чт) , q Ч· ,ч + ," .. ,ч + , 
k 

С1qзh1qзh1,q+1,з+11qз11,q+1,з ~С1ЧТ 
.. 

1 . сЬ 
1,ч+1"з 1Qk 1qk 

( 1" 2' "" ЈО) ,q= " ' •• "0, " , 

.. • о 11 1 с 1 1 Ь 1 l' q ЧК tq+;K 

· .... 1 с h 
1 ч2 1 q k 1, q + 1 ,1< 

• •• 1 с h 
103 1qk 1,q+1,k 

• • • • 

•. о 'о с h h 
1qk 1qk 1,Q+1,k 



~" 1. ~ ~o~oge~ ~е~~,;;;:а~а~э~! ;"'S~S~Э;;; gd .·jk· ~l~~b~a~ З~ go,;) ~a~o~. ;;e~~~o~ 

уаnот prigu;:nicom i ро јеdnош redukovanoro·opru.crom 
= = = ~ .~ = = = ==& = == = = = = = = ~ =~= а = 

duzine k1аtrш l1zајашnо jednake, 11 qr ..., 
prigusnicaod. 

kla.tna 

1, sve :r:"eci1-'.kov8.(! е 
~ ~ 

pocetka p.o;jedillil·~ kl~:.tл.э. "L!zаја.·;:шо 

т "[1 "' ~.... - .' .., ф '" jednake, 1"1 с r "".с." sve reC!.1,1kova~:> е1..н1 а1Јеnоэ 4;ltac.a.J<za Уе Z1Y '.1'1 Ј::::.: l':ЈС,1).kо'таП:1.i:l 
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l~., . 

·().pruga оа p~~etka. оdgоvага"јu~i ћ kla.tn~ 1.1zајг.r,mо ј ed.nEIke, ј.:" '" Ь, $';- i гед.11..-
~ 11~ 

kovani k.eeficie.nti gusertja l<.ZЕ,јахШ'lQ jedri8.1ci, ··Ь 1 ., о: Ь 1 :.;; О, ЗУоЗ :ced.u:kovane 
-. . 01."' qr 

kr1.itost1 геdпkоvг.nih ОРГЩ:~8.Llzа.јаmnо jednake, 010.Г= с "" Ој ('1=1'2, ... ,ј; 1qr 
1~ 2;' ..... ,k) ~ Бааа В11.. 

r.I 12 т!<т "", 2 '0 1·2 <с< .":; 
~, '1 = m U k , ~"lq1 = ~ • u IЧ ~ k' 1q'j 

012 $ 
k ' 

(IJ 
g1q 1 

(с =2 
c1q1 

зи :l1a..trice '. kcj е оЙgоуаrај1.l energ:;tja:.ma"i f'lПlkсiј i :rd.si раnј э. I)r:;rs+;&le 

12m 1L.E? E~1,.' LS = bl.2 J~ v) Е} ~1 , <с = 012 ЈЈ ~Y) ~ \Т1 + gln1 Jt. ~ ])1,-' 
,Ј· Ј.>.. ,Ј. 1~ .. Ј к а .• 

~ оое le zili ta,kOZi.rani KROlIECKl<::H-ОV;i.l:i ·'iЋIIZО[.;}'.:.t· Р;,СI :Z;VC:J 

[15,str.95-98] (1028), (1.29:), (1.3-1), (1~38)red.a ј, odnosno k. Ov­

это '.,tv:e:1i noyuma:triC1l· 

2 -1 

-1 2-1 

-1 2 

2 -1 

-1 2 

(v) u 1z1o~iocu matrice ~ У) .., 
oznacav:a dEL зе ta Ђ1а.t·.:r·iС8. 'QrJl10":i::i i1~~ "'Ja~:·;;,;..::~ 

( ') dok indeks kod m&~p~ca~· 2.18, i (2 .. 19) oznaeava, геа 'шаtгiсео Od-
, , 

ага.јисе ;iJCJ. t ri се za ро 11.11,' е zг.r1 sistею, оdrюsn.О 7~a. slobod.al1 SiC!;CX1: C:'bl:1,)~t'.:J, 

odnosno (э) и. i z10ZiОСП'-. Za t;a.k'Te s llJ..caj eve ir,'з.I;;lO 

'ј -" 
-'1 ~ 

с. 

-1 

,. , 
ЈЈ\З) = 

,:..1 

-1 

2 
~. 

• 
,', 
.' 

-1 

1 -1 
... 2 -1 

-1 

.") -1 L.. 

-1 2 -1 

.,JI~p) =< 
-1 2 

• 
Ј • • 

2 -1 

-1 1 

-1 

2 
• , 

• • 
2 -1 

-1 1 

, 



(Р)Ј] 'ь 1 V 01 · о о • t 1 . втоеа о О е .eZl 1. ma-r;тЈ.сu za ВЈ.В ет sohodan в.а leve а vеzвп ва ае-. . Ј () . . . 
strane, dokje Ј3 Р .rnatriD& koja oa~oyaгa sistemu kojije ye~an эа leve 

i:t.1.obodan·sa des:ne strane [9б,I,stГ.2зоЈ. 
Zani.mlj1.:vo је аа se пвпотеnв аа је 

det Jj
(v) о. 1 
ј =: Ј + ,. 

Karakteristi.cna jeci.nacina posmatranog sistema је 

F
1jk

(U) == \ u21 ј Ш IN
k 

+ ~и J!~v)f1 5
lC 

+с.и2IоЕ 1D
k 

+ ~2<]~Y)E У. 
Ј .Ј Ј ' k 

I ::;: о , 

sm:o kO.r:is.til.i oznake., (-1.27). 

Oduzrг.imo., kao. u ranijim &lucajeY~J:]a" vrst,e сй yrstai st1.1pco

G O;~, 

'''1S''' ........ ,'''''"a udeterminanti (2.22) рв ;ето .dobi t in~v оЪ lik kа:Гn'ktЕ:risti(;пе ј еа-

p~ 'k(Y) = I y 2
J1:;:IOJL,,+ ау ЈЈ~У)Ш $~+ JL.!l Ј, +f.>.]~v):mW.1< I :::: о , 

I Ј ОЈ -. Ј ",С Ј " к Ј lf 

kori'$ti11 sopstvenu vrednost (1 .. 37) Ј, oznake (1.,36) i :',[",- trj.ce (1.38 \ ., 

(1' .40') r:eda ј odl1osnok. 

Р t · .... '.'. d t . ... (2 ?~) 
OB~ upn:rm r.azV:lJan.)em • се ermJ.na.nIJ0, .. 0.""'-/', 

у'" у' 

za 1zracLmav:an:jS<, karakteris:ticnih, polinoma 

.... () ( .. 2Ћ -'-2;,;.t $У. -1-.)] +2p.,,~г~'1 F ( '1 (О' .<r''* о (.l.1iТ'" \ 2 1i' ( у ') 
J;1jl<:"'Y: >;О';), k O 

• Y'k"k I~'k' 1 t j-:t,k У'- Y\l)k-t"t- lIl k/ ·,i,j-2,k\ 

оотг-

I'r1Qzeda's'e,.pokaze аа је cinilac 1..lzF1 ,j_1,k(Y) ustvя'гi izraz (1.35' 

homogen 11n:iski oso1l.atorni sistem koj:i .. ве sastoj i od k ":"'зtе!'?1а 1;icki1: 

1.1 rednoj spro,9zi за рс ауе pr1gusnioe i ро dvеорг,-,чrе, ра.гсЙеlnо Y8Z2.:().'." 

svakog klatna.. 

Uvedemo li.matrice 

kагаktегistiсrщ јеdлаёiпu (2.23) (ј,а, nарisещо 1:1 Т10уот ol)lik1J 

Р 1 О 1 Су) =; \ хо D1F
1

,+ J~Y) Ш<G, \ = о, 
ЈК Ј С Ј к 

а r~kurzivni abrazac (2.24) p~Btaje 

1 ' .' ? 
Р 1' °k(Y) == (\F, + tG,JF1' .. 1 k(Y) - (G1 )- Р 1 . ,., ~ Су) = о , 

Ј _ к h , Ј - ., ,.с, Ј - L , К 

gde' этО' uveli 
., . 

jOt1 jednu поуи r:1atricu 

111'1 
~T1( = 

Izraz'sli6an oorasc'U (2.27),je',navedenu [57~str.22oJ,za гаvзпзki 
. t ...... . .. ." +.. .. "" .. ,..,. ; !"'J~_-("';:O~~ 

IЗ~в ет opruga эа nepOffi1.Cn::tm gr.an1.cama, а. rie ,Ј..'9r1.g11Sn1.~,:З, - .. ",-,,--,'''' 

samo ви tamo оргиве bile уеваnе za вате oeterij~ln~ 

а umesto ]':rlltih konaca klatna. b!i:le зи роstаvlјеnэ' opruge. 



2.1. 3 Hom:ogen::~vezan x·a:va1'lsk.i sist~mod jk ~latna эа рс ј е.2;.ћ0т 

.вгi;>fusniсоm i "оо .jednom·OP·:r:';-1f;;О~"t.rеdu.kоvаnощ nasamu F,latEHj,jalrlu t&,ckv., 
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-Г\;:'.I ! .- . 
.i.~- ... -- '"": ... 

l.1vedemo nаун таtгiсl1 

IM~V) = у2 зr. + (:У У +~ ) 
Ј Ј 

sticna jednacinapostaje 

t 
() 

1 F 1 ., ( у) =, (M:J~ V , Е! 
Ј .-с 
" # 

Odgovarajuci rekurzivni 

(у). 
ЈЈ: Ј 
Ј 

, 

о , 

= о .. 

hO!I!:ogeni 1.ini81::1. oscilatorr~i 
v 

;.-;t:~. ~,\::'t~:''':", t i.~ !!~:'.l:. 

dve prigu~n,ice i рс с1уе СРГiЧs6 рэ.~~?lеl.tlQ 'Че ZC.;,{' 

Saвl'Э mat..erijalne tacke, ... 

Medjut:'im t · a~okoristir.lOma·tricu (2.25) i rnatricu (!.9'Т) ~'e1'1a к, l",-, 

:~~kteristi~na jedna~ina шо~е i отака da ~e napi;e 

'I F1 ,jk(Y) = t I ј m ffi'k + JI~T) ~ бk I с ~ 
а rekurzivni obrazao ppsta.je 

Ј 

.. 
I тi' () _ ("f!" ...... "1'1 У - ,А<.Ј... 

ЈК д. 

l1..veli nvv'U шаtгiСll 

" 1,., (уј 
~ 1 . -1 1" ' , Ј , •• 

1 '( • н' - \ 
Ј.. 1 . 2 1 .. ' У ; ,Ј - ,.~ 

2.1.4 Vez8n~tra.vanski."$istem оа ј-Ј klatna. ва рс јеdУЈоmгеd1Ј.kоvапсr;:t = = = = = = = ; = = = = = = = '= = = = = • = = = = = = = ~ : ; 

О . 1 + . . t d +. . d .', 1 ~,' "'.... - "~'-"']' ,r~" •.• ,. ~ .... БС~ .аџотпЈ. 8lS 'ет ве ва а. sаЭvОЈl о ,.;; "С~~~IJП<::>" "-4.:., .l'~J.."ln О.\lZЈ.ГЗ, 

оЬе;еп1ћ о istu horizontalu, а ~ije ви susedne niti pov~zan~ ва ро jaдna~ 
... 

геdukоvаnош prigusnico!:1 Лf'.. reCJ_1..lkoyanoj l}ЈIН'lјЕ',доэti .УТ од ;i;O:::"C'lje ;югј'.:;·,с,1·;~",Ј.,,":; 

-1 за рс ј еc.iпо!'1 :геdпkоvапоm o:prugom T18, T'ed.12kcvanoj lxda lj ~Ј'п озt5. У'. 6(\ coг,~ ',' 

horizontale. I levo i desno'krajnje klatno је vezano ва ре jedncm reduka­

Уапот prigu;nicom i ро jednorn. redukovanom ovrug6~ za repomi;ne ia;ke 11 
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sistema. 
· v уу' .• 

Udaljenos~~ tacaka priovrscenja, kako redukovanih 

"'nioa tako i reduko'!anih op:t'ug'a, зи .uzajamnojednake zbog toga зtо это 

tpos.tavili аа, и stabilnom ravnoteznom polozaju cine vodoravne nizov~ ра­

sa gornjo~ horizonta1om Q koju эи oЪe;en~ sva klatna. 

Matrioe k 1q1 , 1В 1ч1 ' Ю 1q1 ' (Cg1q1' <D c1 c:'t 1 t <PC1q~ dеgепе:гisuu оуоте 
u эато јеаап e1ement 

7.1 _12 1В:: ч2 11 Ъ 18"" - ч 2 Ъ 
.l1\.1q1- 1q1 Ш1q1' -!q1 ... - n=q-1 1п1' 1q1-~· 1q1' 

2 ~ -' ',2 
<Cg1q1 = 11q1rn1'l'I' <cc1q1 = h n~1 01п1' <cc1q1 = С 1 9. 1 !l , 

(q=1,2,,, ... ,j) 

ви matrice А i С posta1e diagonalne matrioe, а Е i ~ Jakobi-eve matrice, 
~ о 

ok ј е karakteristicna ј edriacina zadrzala oblik (2 .• 16) .. 

201.5 Homogen vezan"ravanski"eietem og ј1 k1atna ва рр je&n01L reduko-· 

vanom prigusnicom i ро .јеапЬт redtlkovanom oprugom 

Њ)шоgеп sistem ima эуе таэе uzajamno jednake, тј 1 Ш, эуе d.u.zir10 
'. q ..... . 

uzajamno jedr:r.ake, 11q1= 1, sve red.ukovane koefioiente gusenJa '.lZ&.Jarrl-

по jednake, Ъ 101 = b
1q1

=b, i эуе redukovane krutosti redukovanih opruga 1J.~г·~ 

аroпо jednake, 0101= C 1q1 = о, (q~1t2, ••• ,j). Ineroiska matrica, matrioa ra­

sipartja i kvazielasticna rnatrioa postaju sada 

12.'8) А= 12m У., Ш = Ь п2а~V), с = g 1 m N. + с b2J~Y) 
. Ј Ј Ј Ј 

је kar&kteristicna jednl;tc.ina ovog oscila·tornog sistema 

() 
1

. 2 2 (У) 
F

1
' 1 u = u Л. + Б s u ЈЈ. + (J.)2]f. + ш2V~Ј~V) 
Ј . Ј Ј Ј Ј 

koristi1i oznake (1.27) i matrice (1.38), (2.20). 

vrednost 

У3 = 

karak~eristicna jednacina 
/ 

F1ј1 (Ј"з) 

11i u obliku determ~nante 

о 

о 

о 

и 2 
+ 

2 6's u 
postaje 

:::; 

У3 

-1 

уз+2 

-1 

• 
О 

о 

ш2 

+ 
_2 
ш v 

][. + 
Ј 

о 

-1 

уз+2 

• 
О 

о 

2 
, 

.]~Y) 
== о , 

Ј 

• •• о о 

о • • о о 

.. . . о о 

• • о • о 

• • о у +7 3 -· . .. -1 

, 

Uvedemo 1i 

= о о 

Роэ tupno razvij апј е оуе' ci"'r terminante 'аај е rekl.lrzi vl1i obrazac 

поуа 



1!'1Ј·1 (У3) = (у-;;:+2) F10 0·0 1 01 (уз)О - Р 1 . ') ·1 (У3) == о • 
О") ,Ј- , ,Ј-.:.., 

Uporedimo 11 rezu1tat. koji је dobio R. Grar;imel [68,str.229], [21, 
аа (2.43) vidimo da эе оп! razlikuju аато u zna.ku,sto је 01ogiCr.,a 

sledica razlici tih pretpostavki о izgloedu resenja sisterna homogenih line­

h di:ferencijalnih jednacina dru:gog геаа .. Grammel је pretpostavio аа је 

{qj = {г}соэ utOtdok је kod паэ pretpostavka (1,2з),,0 Druga razli­

је u tome stoje Grammel posmatrao эато sistem opruga koje 5U vezane za 

эаЈС materijalne ta~ke, ра је 5toga njegQv rezultat sааг;ап u павет. 

2.1.6 НотОрјеп vezan"ravanBki"sistem оа ј1 klatna ва рс јеапот p~igu- о 

snicom i ро ,jednom oprugom redukovanom па о эати materijalnu tacku 

Kod ovog sistema это izvrsili redHkciju i рriguэпiса i op!uga па 

mater;jalne tacke, ра је zbog (1.:30) s = 1, а zbog (-1.32) v == 1, Ako 

sopstvenuvrednost ~ 

2 2 
1.2. + w 

~4 ~ 2 2?' 
ёе u + (;ј v'-

°karakteristicnu јеdпасiпu \1. оуот obliku 

1 F 1 ј 1 (у 4 )= I у 4 :п ј+ Ј ј У) \. ... о f 

jednak ва (2.41) вато је ovde ћoy~ эорstvепа vгеdпоэi ~a mestu 

Isti је slucaj i kod rekurzivnog оЬтаэса koji sada i~glеd-Э.оvаkо 

1 Р'1ј1(У4) = (У4+2 ),1 Р1 ,ј_1,1(У4) - 1~1,j_2,1(Y4) =0 , 

2.1.7 Slobodan ravanBki sistem od 2k klatna sa ЕО jednom· red\.tkovanom = = = = = = = == == _ = = == ~ = == == = = с = = _ = = = = : ~ == == 

Kod POLUVEZANIH SISTE.MA dvostruka kineti~ka energija im& matricni 

obli!d (1.13), а dvostrukapotencijalna energija је izrazena и ma.tricnom 

obliku (1.14),gde је inerciska matr1ca data u obliku (2,6), 1\:vazielasti­

спа matrica u obliku zbira (1.16) sabiraka (2.$) i (2,9). Dvostruka Reli­

eva f'unkcija rasipanja је izrazena u matricnom obliku (1.15) samatrioom 

rasip~nja (2.7). Razlika u odnosu па veza.ne s1steme ве ispoljava u matri-! 

сата еlетепtiша matrice .IВ i matrice <с • А";<:о је si-stem э10ьоаап.эа leve 
с 

strane onda эе zbir pred mаtгiсощ (2.11)1 odnosno (2.14) пе odnos1 па е1е-

lIlent u goronjem levom uglu, а ako је о slobodan эа. des,ne strane, ondase Ьа­

dra t rеd1..lkоvапе uda.lj enosti, u eleme;ntl.l !1 donj ет desnom uglu, mnozi эато 

ва jednim а пе эа dva sabirka Ъ 1 ,оапоэпо С 1 • 
nr nr 
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Za. :JL030DAN SI::;'ГЮД эи :i, inerciska matrica i kvazie1asticna matrica 

• 'р jednake эа odgovarajucim matricama kod vezanog sistema. Opet эе тепјаји 
.' g . 

.. , та trice (2.11) i (2.14) koj е эада i 1.1 gornj ет le'vom i u donj ет деэпот uglu 

imaju,s~InO ро jednog cinioca uzkvadrat odgovaraju~e redukovane uda1jeno~tio , , 
Оа syill rпоguоih s1obo<1nih sistema сет6 da роsrпа"tгаmо эато једап па-

• 1·' rocit s исаЈ koji i~a zanirn1jivu osobenost. То је s1obodan siэtеm од 2k 

klatna за ро једпот redukovanom prigusnicom i ро једпот red'L1.kovanom oprugoUi o 

201.8 I10mовеп э10Ъодап ravan,ski sistem од 2k klatna за РО ,jed.nom red.!l.-. 
. .... 

уапош pr~gusn~com i ро једпот redukovanom oprugom 

., 
Pozovemo 1! эе па ranije пауеаепе osobine ho~ogenog sistema mozemo, 

polaze~i од izraza (2 .. 22), од:m::.ћ де. napiserro karaktel·isticnll jednacin12 za 

оуај osci1atorni sistem 

(2.47) F
12k

(y) =1 
2 Jt +ot У JI ( s ) Е S~ + ]"; ш! Ј) + ~ ЈЈ ( 2 ) ~ W * I у Л2~ ::: с , k . 2 k 2 k 2 . k 

gde је ргеmа (2.21) 

(2.48) Ј(Э) 
2 = ( -~ -~ ) • 

Роэ1е razvijanja i sredjivanja determinante (2.47) dobijamo 

F12k (y) = (y2~+ J)k) (y2][k+ 2u:y $~+ 2 f3W~+ J
k

) = о • 

Uporedimo 1! оуо эа (1.35) 1ako mozemo da poka~emo da је karakteri- I 
sticna jednaCina homogenog' slobodnog ravanskog sistema od 2k klatna эа ро 

јеdпоrп redukovanom prigusnicom i ро јеdпоrп redukovanom oprugom.ustvari,pro­

izvod karakte~isti~ne jednacine s1obodnih oscilacija jednog k-strukog homo-

gешоg nшtеmаtiсkоg klatna i karakteristicne jednacine slobodnog oscilovanja 

јо; једпое k-strukog 'homogenog matematickog klatna эа ро dve prigusnice i 
А . 

ро dve opruge parale1no vezane za niti k1atna- па jednakim'udaljenostima, od 

po~etJ{a odgovaraju~eg klatn'a, В, odnosno Ь, sto shematski moze ovako da эе 
prikaze (эl.7). 

Bomogen s1obodan ravanski sistem od 2k k1atna эа ро jednom оргugоrп 

је podrobno obradjen u [87,str.181-184]. 

2.1.9 Ноrпоgеп~lоЬоdап ravanski sistem od 2k klatna эа ро jednom.prig,u­

~nicom i ро jednom oprugom red,ukovanom па эати materijalnu tacku 

Posto эи sada i s = 1 i v :::: 1, imamo $k= 1k i w~= l k ра је karak­

teristicna jednacina sada. dobfla оуај oblik 

! ј 

11 

:! 

I 
1 
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dоЬiјашо 

(2.52) 

11"12k(Y) =: [:/А2'+(ЦУ+(';))':n~З)] ~ Х} !- Jr2:~ JJ
k 

uvedemo nОУи та tl'icu slicnu rnа t,гiсi (2.31 ),ро ob'liku, 

1Ii' ( в) 2 ( 1·..... ) Ј! ( 6 ) 
d 2 = У ~2 + ~~ у + ~ 2 ' 

'1 I ]М( s) I F
12k

(y) с iJ ]Lk + ].2 m .]k = о • 2 

Razvijanje i sredjivanje determinante (2.52) daje 

1
F12k

(y) " + JJ
k

) [ C~r2-,<-(у ~ ]:k 2 ау + 2~) Jtk + .]k J = = о о 

Uporedimo 1! ОУО sa (1.44), uzima.ju~i u obzir BopBtvenu vrednost 

(1.45), isa (1.56) lako dokazujemo da је 

(2.54) 
=========~=====~================ 

Hornogen slobodan sistem и ra.vni оа 2k k1atna ва ро ј eci!lom oprv_gom 

privezanom za sаши materija1nu tacku је dat u [87,str.184]. 

2.2 R.<\. VAN:3KI SIS'l'EM.I SA PRIGUSNICAIilA 
============================================ 

2.2.1 Vezan Tavanski sistem od jk k1atna эаро jed.nom redukova.nom - - - = - - - = = = = - = - - - - - = = ~ - = -
рrigиэniсоm 

'" -

38 

Neka је dat raval1ski oscilatol"ni sistem koji је jednak sisteтu pri­

kazanom u 2.1.1 bez opruga (зl ... 8). 

Dvostruka kineticka energija ovq.kvog osci1atornog sistema је data u 

matricnom oыkuu (1.13), Re1i-eva f'unkcija rasipanj'a и obliku (1.15), а ауо­
struka potencija1na energija је izrazena и oыku (1.57), gde је inerciska 

шаtriса (2.6), matrica rasipanja (2.7), а kvazie1asticna matrica (2.8). 

Tada је karakteristicnajednacina pretstavljena U obliku (1.59). 

/~-.~o& ~o~oge~ ~e~a~ ~a~a~s~i=s~s~e~ ~d jk ~l~t~a=s~ go=)~d~o~ 
redukovanom Erigusnicom = = = = = = - = = = = = 

, 
Ranij е navedene osobine horoogenog sistema пат omoguc.uju аа, 'ро1а-

ze~i od оЬтаэса (2.23), odmah nарiэеmо odgovaraju~u karakteristicnu јеаnа-
"'. Cl.nu 

dok је rekurzivni obrazac za karakteristicne polinome 

(2056) 21!'1jk(Y) = (y2Jrk+2,QySk+Wk) 2P1 ,j_1,k(Y) - (CiY$}:)22F1fj~2,k(Y) = о. 



Uporedi 1i ве оуај izraz эа (1.61) то;е da ве poka~e da је ~inilac 
2,., ( .. \ с' +, ,. у.. 1. •• ~ , 1 ? 1 ') " h . ~.. . '. . 

uz ... ·1 . 1· l~'.J) 1..1", "J,-'i~ ~ OD:raZC1.C \ • '- ) Z"...t . o::nogenJ. .LJ.nJ.skJ. SJ.5tem .оа k та-· 
,Ј- ,ћ. 

tеmаtiёkih klatna и red.noj sprezi sa ро dye prigusnice paralelno vеZЮ1е za 

konac sv~kog klatna. 

Iskoristimo 11 matricu (2025) kагаktегistiёп~ јеdпаёiпа то;е i оуа-
..... 

ko аа эе паР:Ј..ве ., 
\ 

.]~Y) t:.~'1jk(Y) "" 1. ~ 1E'k + ц у Е sY.- ::;: О • 
Ј Ј k 

Obrazac (2.56) эааа izgleda ovako 

2.2.3 Нотор;еп vezan ravansk; sistem оа jk k1atlla ва. рс jed}l0m 

i 
..... 

pr р:иЭПЈ.сот redukovanom па SВ.ши таtегiја.lrщ 

u оуоте Вluёајu matrica s~ рояtаје јеdiпiёпа rnatrica, st= Лk ' рВ је 

kагаktегistiёпа јеdпnёiпа za оуај sistem 

gde ето uveli поуи matricu 

(2.60) Q~V) = у2 Л. + ct У JI~Y) • 
Ј Ј Ј 

Sada dobijamo za rekurzivni obrazac 

(2.61) 2F1jk(y)=[(y2+2O:Y):lk+JJk] 2F1 ,j_1,k(Y)-(CZУJrk )2 2 P1 ,j_2,k(Y) = о .. 

Vidimo a~ је i u o~oтe slu;ajri ёiriilас Qz 2F1 . 1 1 (у) ustvari obrazac (1.6з) 
, ,Ј- ,К: 

za hошоgепi liniski sistem od k matemati;kih klatna u red~oj sprezi sa рс 

dve prigusnice· paralelno vezane za materijalnu tаёku svakog kЈ.аtnэ,. 

Меdјutiш, ako koristimo m~tricu (2.25) karakteristicna ·јеdпаёiпа је 

Ћ.~JP' + (.1 Y.]j(V) l8I JL 1=0, 
Ј k'" -k 

а reku!'zivni obrazac је 

(20б3) 2F1jk(y)=(Ib"'k+2-.rуJLk) 2Р1 ,ј-1 ,k(Y) - (U'y~)2. 2F1 ,j-2,k(У) :: о • 

202.4 Vezan"ravanskillsistem od ј1 klatna ва ЕО jednom redukovanom = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = - = = = = = = = = = ~ 
~rigusnicorn 
-.::::=:==== 

Оsсilаtогпi sistеш је jednak Bistemu ргikаzаnоПl u 2 .. 104 sашо 'oez opruga .. 

i.<atrice elementi inerciske matrice, matY';lCe rasipal'lja i kvaziela­

stiспе matrice degenerisu 1.1 jedan element .dat эа (2.37). Tada matrice l~:з­

<C
g 

pOi3taju d.iagorjalne r:;atric е, а]в postaj е Jakob1-eva та trica. 



Karakteristicnu јеапас1пи эааа pisemo ovako 

3F1jk (U) "" I 1;(2 1i + 1.1 ЈВ + <.Cg \ = о • 

, . 

2.2.5 Ii,omogen veza,n "гаvаrшki" sistеш od ј1 .klatna ва ро jednom 
, .. 

redukovanom pr~guS!1·.L с '221 

Iskoristimo 1i osobine homogenog oscilatornog siэtеmа cpisane u 

2.1.5 i uvedemo 11 поуи эсрstvепu vrednost 

и2 + о} 
2 08 U 

odgovaraju~a karakteristi~na jednacina postaje 

(2.66) 3F ("1 \ I -. "11'. + J1~Y) I = 1ј1 У5 1 = ј5 ЛЈ Ј о , 

40 

sto то;е аа ве napise u obliku determinante. (2.42) ako u пји, umesto У3 ata­

vimo У5. Ista primedba vazi i za rekurziYni obrazac, koji је sada slican 

оЬ:r"аЭСU (2.43) 

2.2.6 Homogen vezan "ravans_ki" эistеm оа ј1 klatna эа ро јеапот 

pri~?;1,.snicom redukovanom па вати materijalnu tаС,l~.ч. 

Redukujemo 1! ~У['igшзr,iсе па эате та terija1ne tacke, sopstvena vred-

zbog 8 = 1, роstэ,је nost (2.65), 

(г.бв) 
2' ? 

u +Ф , 
У6 == ~и 

~ karakterist1cna jednacina 

i rekurzivni obrazac 

у 6 ]f. + JlJ~ у) 1, =='0 , 
Ј, 

(2070;)' 4F1ј1 (Уб) == (Уб+2 ) 4F1 ,j_1,1(Y6) - 4Fj ,j_2,1(Y6) = о , 

zadrzavaj1.l spol,Jni oblik (2.66), odnOBnO (2.67) ваш? za У6 umesto У50 

Dvostruka kineticka energija ovog sistema је izrazena u matricnom 

obliku (1.13), dvostruka Reli-eva funkcija u obliku (1.15), а dvostruka ро­

tencijalna energija u obliku (1.57). 
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Inerci.ska ...... m8vrJ..Ca matrica :ras:ipanja (2 .. 7)·, а kvazielasti-

matrica је (2.8) uz primedbe date u ~c1.7 о promenama koje nastaju u та­

·tгiсшпа еlешепtiтnа matrice rasipanja. 

l ' lt . +.У • "а ".. . ыl'' (~ 59' {~aгa-: eг~::,; v::Lcna Је 1'13.СЈ..па Ј..та ОЈ..К \ ј.. ) ... , , 
Posтatracemo slobodan 5istem оа 2k klatna эа ро jednom redukovanom 

... . 
ргig:шrасо!:! .. 

2.2.8 Homogen ~10boaan ravanski sistem o~ 2k klatna эа ро 

jjidno!n redukovanomprigusnicoP1 

ОЪгаzас (2.55) ддје kагаktегistiспu jednacinu posmatranog 

() '7 1 " , '- о • 
2".., (') I 

1: 12k Уј "" 
.' '> 

у2х m L + а v З\S'Е • 2 lC .., 2 

( ') 72\ -", ) 

Uporedi 1i ве аус ва (1.61) тo~e аа эе poka;~ аа је karakteristic­

па jectna;ina homogenog slobodnog ravan8kog sistema оа 2k klatna эа ро jei-
. .... ~ '" • .:Ј k k....· i ..... "" ., .., . 1 пот redukcv~nom prJ..g~snicom иэ~уаг~ proJ..zvo~ .ага иег 8џ2спе ЈеаnаСЈ..пе 8_0-

bo~n:ih ове i 1acij а ј ednog k-stГL'!.kоg honoge:t:l0g П18.tеmа t ickog k1a tnai karakte­

risticne јеdпа.Сiпе slobodnog oscilovanja јо; једпо k-strukog hоmоgепоg та-
• fI!t ~ _: .. .., ~. оо • .. 

tD~at~ckog ~latna ба РО d~e pr~gusn~ce ~aralelno vezane za ђ~t~ Klatna nR 

jed:nakim J.lualjenostima П od pocetka оdgоуага.јџ~еg klatna., sto shematski :!":с-
.." _ V l' ) 

ze оуако da ве pr~ka~e ~sl.9 • 

ь ,- . q HomOf.en. s 1 obod~:!L2.·a'Tanski вistеЋ. od 2k kla tna эа РО ј edp0!J1 p:;:ig'c~:-:. 

srlicoffi .гe.~~orn па f?б..ЩU 2uaterijalnu tасkц 

п ,. оуот 

", / 
с~ш\zа 

1 
.... . 

s нсаЈ1.' ,јЕ z~og з ~j е karakteristi~na jedna-

оуај 818 tеrп 

1J!-'12k(У) :: I I 2-п "I1~S) 1VI т" Jl 711 ЈЈ I \У ~2+ ~y ~~ ~ ~ + 2 ~ k .~o, 

111 ako upotrebimo matricu 
!, '7'\ Г\(Э) 2 Ј1 
~~o/4; -2 = У 2 + а .т Ј( э) 

Ј 2 ' 

koja li~i па matricu (2.60), 

(:) 75\ '\ -, • Ј 

1.~ () 
~12k У с:: о • 

Rekurzivni obrazac (2072) егаа postaje' 

1 јјl (у) (у2 ::n: +.] ')[("72+2~Ч)Jl +,.] Ј 
- 12k ' "'" \ k k . ., "к k о • 
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Upored1mo 11 оуај ob:eaz.ac .g-a. (1'.6з) i sa (1.66), uz1majuci и obzil~ 

sopstvenu vrednost (1064), zaklju~ujemo da је 

1F12k (y) = Lk(-y) L
k

(-y2_ 2uy ) • 
=~====~=====~========~~====== 

2_. 3 }~J;. ~ri1.1~~I(I SISTEl~;lI SP.:. С?~~UG..:·'.!·Лl\ 
====~~=~===~===============~========~=== 

Nek<:'. је dat osci1~t():rni rava:nski sistem ko,ji. ~e jedna.k sisterr.1.1 :;: r.i _.' 

u 2 .. 1 .. 1 Ь е z р r i би s ) с ( S 1 о 1 о) • 

Dvostruka kineti,~ ':а energijaovakvog osci lаtо:гпоg sistema је 1. ZГ:'.­

и matI'icnOL1 oblikv. (1.13), а dvostrU,ka ki:lеtiСl:г. e1-LСl'lgiја и obliku 

(1014). Inerciska mc.trica је (2.6) а !-cvazielasticn::; matr:i.ca. ,је (1.16;, 

эи 'odgovaraju~e matrice (2.8) i (2.9). 

?ade је karakteristicna jednacina oblika (1.68). 

Ношоgеп vezan ravanski sist:эт od jk 
~ = = = с = = = = = = = = ~ ~ ~ 

k1atna эе, 

redukovanom oprugom 
~ ~ = ~ - - = ~ = ; 

Koristimo 11 ranije po~enute osobenosti homogenih sistema, 
v 

moze:;:c., 
, 

pole~ zec i оа (2.23), ovako аа napi;emo kаrаktеristi~пu jedna;inu ovog siste. 
/ \ 

F 1 . 1 (z) = l' Z ][. ~"П.:.. + Ј(. ~J)J + ~ .] ~ у) ~ Vk"'" I = о , 
ЈК Ј -1~ Ј к Ј . 

. gde 6UO upotrebili sopstvenu vrednost (1071). 

Роа tupno :гаZ1тiј<.:.nј е оуе determinante daj е rekurzi уп! obrazac 

. , d . 1· .. .. (1 '7 \ ... d ' V 4........; ." ..: ~ i ."'. , 
~poгe ~ _~ эе оуаЈ ~zraz ва \ • :0) ~o~e а эе po~aze ~G ~e c~n~_~ 

uz Р{ ~-1 ~(z) ustvari ob~azac (1.70) za hОЋоgеп liniski sistem od k rnat~-
" ' ·Ј ,. 

~;li.-:" ti~l\ i}~ Y.cla t~a эа рс d_v-e ~)I):r'11ge -Р;:'"';", re.le 1110 "'те ze..ne ~~a l::orrac sva;:og kla t:п.а g 

Ako upotrebimo matrtcu (2.25), koriste~i vezu (1.72), izmedju вор­

stvenih vrednosti z i у, karakteristi~na jedna~ina postaje 

I 
/ \ 

(;:.80) F
1jk

(z) = Jf.. Е JF' + (?>JJ~YI ~ u,>f- = О , 
Ј k .Ј k 

а . геk'Ј.гzi уп! obrazac (? 79) 
... /,;..- • # эааа 

. ... 
р~эеГоlO ovako 

( " .. , 
с.. .?-.:. I ; о о 



_2.03" 3.Homog~n. vezan....!.§:.y~.nslf.i. 8i st~ od ј k kla tna эа po_,.j.~dnom 

,9:gX'ugOI!t, ~redukovano.m. па, .sаши· m;'3t teri.Jalnu· ta~ku 

Zbog 'Т ::; 1 mаi;гiсf2. W~ postaje jedi11.i~·~1.a matrica., W1~:: 111;;:' ра za ка-
• V v 

rakterist~cnu ,јеdпасiШl sistema dobijamo оуај izraz 

gde это uveli поуи matricu 

L~V) = z К. + ~ з~v) 
"Ј Ј ,- Ј 

Rekurzivni 01H~e.Zf!(; za karakterisi~icne polinome је эаоа 

ni 

, 

1F1jk(Z)=[(Z+2~)~k+Jk] 1 . 2 
F 1 '_-1 1("(Z)-(~J[1) 

,Ј ,.. к 

~i:пilас uz 1F1, . 1 k( z) us"tvari yretstaYlja 
,,] - , 

liniski sistem od k matemati~kih klatna S~ ро dve 
'у у I 'V '" 

по pricvrscene za эате materijaln~ tacke klatna. 

1 F 1 . 2 1 (z) = о • 
,Ј- ,"z 

izraz (1.70) z& homoge-

opruge koje 8U paralel-

Osciiatorni sistem је jednak siзtеmu prikazanom u 2.1.4 вато bez 
. .,. 

pr~gusn:J..ca" 

1Jatrice eleeenti inerciokfЗ Ю8..tгiСG i' k""VЋziеlаs"tiСпе. ;llatrice degene,. 
. ... 

r~Sl.l tl 

trice, 

рс jedan element dat u (2.37)~ Matrice Ai С postaju diagonalne ша­g 
а Ф uostaje Jakobi-eva matrica. 

с ~ 

К l' • t·... . -,,", . t . 
aTaK~eГ~B ~cna Jea~ac~na 81в"ета Је 

~I 2 
u lЋ. -1- С I :.= О " 

b..l.-5 homog,en, VeZ8.11 I!rH.vanski" sistem od ј1 klatnB эа ро jedno.ill red~~::'.:.. 

I уапат oprugom 

Ва оэпоуи poznatihosobina homagenog oscilatornog sistema i uz ро-
, 

тас sopstvene vrednosti 

(2.86) 
2 2 

1.1 + u.) 

_2 2 , 
uзV 

" 
.. • У. 

karakt'eristicna .Ј ednac ~na posmatranog .oscilatornog sis·temapos taj е 

= \ z ,)fj"f" Ј ~ у) \ "'" о , . 
~ .1 

sto moze da ве napise и 001ik12 dеtеrmiпал.tе (2~42) ako UПlstо У3. stavimo z2° 
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је i kod re~lrzivnog оЬгаеса ~oji је аааа 

Р, (z \ (z +2' п (Z" \ . 1 "1 • ') Ј = ,., ) s: 1 ~ -1 "." '? ;' Је. с.. ",- ,1 "'-
о • 

уе,zа.,11 .. "I'оу&лskif! si~.?Пl од. ј1 klatna ва po~d~s:!E!.. ОЕгugочl. 
.., 

"reclukova.nom па sаП11l та terij alnu t2;.cku 

.l\..ko 6е redukcija ОРГНба izvrsi 

(2.86), zbog v = 1, postaje 
2 , 2 

'7. ::; II -.-(.1.) 
~3 _2 

с..> 

• 

ni karakteristi~na jedna;ina 

паэате шаtегiјаlпе tacke, sopstvena 

(2.87), koja је 1 .. " u оуот 6 исаЈи postal 

+ .])З у )\== о , 

а ni rekurzivni obrazac (2.8В), 
оУ 

koji ве sada ovako PlSB 

1 р (, 1 () 
1,ј_1,1\ZЗ) - F 1 ,j_2,1 zз = о ~ 

ustvari петеп.јаји эуој spoljni ohlik, jel'\ino еи. sopstvene vrednosti z2 i zз 

izmenile вуоја mesta. 

I 
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3 р R G S ~ о R N 1 S 1 3 Т Е ~ I 
=================~=~================= 

3 .. 1 PHOSTORNI SISTErH ВА PRIfl-USNIСАМА I OPRUGAMA !:::::::;:::===============::;::;-;====.=============::::===::::!====================== 
\ 

Dat је prostorhi osci1atorni sistem ,(э1.11) i (~1.12) koji эе sa~to­

i puta ј k-strukih matematickih klatna koja эи ва gornje strane pricvr-
". "о.., 'W. 

za cvorove nepomicne vodorav'ne raVTle rese tke sastav:tJ eneod, 1-,1 puta 

-1 pravougaonih okaca. Okca ви tako rasporedjena da dva pravougaonika ва 

,ednom zajedn1ckom stranom 1таји i пјој uporedne stran-e jednake. Preostale 

,dve strane ovih pravougaonika z~dovolj~vaju taj isti иэ10У zaOl18. druge эu­

pravougaonike. Duzine ivica tih pravougaonika ~eтb da obe1ezimo ва 

(p=1,2, ••• ,i-1;q=1,2".8,j-1)0 Na taj nacin dobijamonizove od рс i-1:~: 
.". .;!~ .. 

оdпоэпо ј-1 pravougaon·ika за ро dve uporedne jednake strane.· 'Копае .svakog 'ју 
~,~ .. о. 

klatna је tanak пеэаvitlјiv stap duzine 1 ,(p=1,2, ••• ,i;q""1·;2, ••• ;j;r=1,,.,., 
pqr .' 

2, ••• ,k), zanemarive mаве, а nacijem эе donjem kraju .na1azi materijalna ,'~,,, 

.tacka mase mpqr ' Ср=1 ,2, ••• ,i;q=1 ,2'0 •• ,ј;т=1 ,2, •• 8 ,~). Svaka nitje па Te~~ . .,;:;. 

dukovanoj udalj епоэti Н ,Ср=1 ,2, ••• ,i; q=1 ,2, •.••. , ј I т=1, 2, .... , ,k), od po-<'~*,: ,pqr '., ...•... , 
cetka svakog k1atna, sa Kardanovim zg1obom pricvrs~enom pri~u~nicbm, ci,jiij::;; 

је otpor 8гаzmеrаn prvom stepenu brzine, а ciji је redukovani kоеf'iСiепt:"::~Ч~ 
gusenju, 1,i

pqr
' (р=1,2, •• о ,i-1 ;q=1,"2, ••• ,ј-1 ;;·=1:'2 •••• ,.k), . pi>vezana вазивеа~ 

nim nitima. Osim toga је svaki konac k1atna, па redukovanoj udaljenosti ' 

h
pqr

' (p=1,2, ••• ,i;q=1,2; ••• ,j;r=1,2,oo.,k)t од, pocetka svakog klatna, ро­

vezan эа ро jednom redu'kovanom oprugom, cija је redukovana kr1i!.t~;sУ"Срчr' 

(p=1,2, ••• ,i-1;q=1,2, ••• ,j-1;r=1,2, ••• ,k), эа эuэеdпim koncima. U vertikal­

пот stEi.bi1nom po1ozaju ra.vnoteze sistemc;l. :i prigusn1ce i opruge'-~ine rэ.vаn­
ske lesetke pravougaonika koje зи uporedne i podudarne ва gornjom oSnOVnOI!l 

res~tkom za koju зu pri~vrs~eni svi nizovi klatna. Napomenimo jo~ i to йа 
зи u stabilnom poloza.ju ravnoteze вуа k1atna rаэроrеdјепа u i u'zajamno иро­

redni.h ravni. ва ро ј k-strukihrnatematickih klаtnа'за prigusnica~ai opru­

gama и istoj ravni. Ртуа od takvih ravni" za р = 1, prikazana 'је па s1.5,·. 
А \ 

Osci1atorni sistem је VEZAN kada эи i niti k1atna,kojase nalaze 

u sve cetiri Ьосnе povrai, vezane ва ро je~om reukovanom prigusnicom, бd­

позnо oprugom za nepornicne tacke : 1) u оЪеmа uZ,ajamno иpгayn~т ravnima u 

kojirna зе nalaze cetiri k-stl'uka klatna preseka rH:<:"Jh ivicnih РОУ:l:'е! t 2) 

u ravni u.pravnoj па Ьосnи ivicnu povrs sistema za:/d. ostala "s'poljna" 
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э1исаји Я'L;' геdukоvаn1 kocficient1 gusen,ja Ь . ~ оаnоэnо reduko­pqr 
krutost1 opruga с ,(p=o,1,2 •••• ,i;q=o,1,2~ ••• ,j;r-1,2,o •• ,k). TRI~ET-

. " pqr .. ." 
TVE~,NI SISTEblL је о:nај s1stem kod koga па јес1пој celoj bocnoj povrs1 пета 

јеаnе redukovane pr1g12sn1ce" odnosno redukovane opruge. U оуоте эlисаји ,. 
1nd~,ksa р 111 q kod Ь ,odnosno с пе tllaz1 uobz1r 111 ртуа vrednost pqr pqr 

111 posI!.ednja ј. 9 11i ј .. РОLПУЕZА1'-Т SIsrrE~;1 па ауеЬоёnе povrs1 пета п1 jed-

nи spo1jnu redukovanu pr1gUSn1CU, odnosno redllkovanu oprugu~ Sada nе u_1э.zе 

u obzir ауе vrednost1 kod indek~p 111 q 1 to 111 оа svakcg ро јеаnа 111 оЬе 

оа јеапсс :i.ndeksa. ~E"rVRTVEZANI SIST:E:M: па t.r1 Ьосnе РОУтв1 пета n1 jeclnu 
. "'. spoljnu redukovanu prl.gtlSn1Cll odnosno redukovanu oprug1.l i егда, :не ulaze 1.1 

obzir uk.upno J(,ri vrednost1 za indekse р i q. SLOBODAN SISTEM Н€Il1а ni па јеа-

пој Ьосnој ..... . . d 
P0"iТTi3~ nЈ.. Је nи spoljnu redukova.nu pr1gusnicu, оапозпо redukova.nu 

ра 6и 1ndekei г=1.2, ••• ,1-1, q=1,2, ••• ,j-1. , 
Pos:matracemo mэ.1е slobodne osci.1acije vez.a.nog sistema за. ро јеdnсш 

redukovanom prigusn1com i ро јеdпоПi redukovanom oprugom oko vertika1nog sta~. 

·г·аvпоtеZе. 

DvostI"...ii·;'~ kineticka energija ovog osci1atornog sistema је • v 
1zrazena 

u ша tricnom ot)l~J..kH (1.13), dvostruka Reli-eva :funkc1ja rasipanja u та tr1cn.:)m 
\ 

оыlkцц (1.15), а dvostruka potencij alnaenerg1ja u та tг1ёпоm 01:йiku (1.1 б) .. 
. , 

Oscilac1je k1atn.a 11 prostoru posmatracemo kao skup projekcija sk:ге-

tanja sistema,od stabi1nog ravnotezr~og polozaja, па dve uzajamnc upravne 

vertikalne ravni koje ве podudarajtl за ауе Ьоёnе povrsi s1stema koje ве seku o 

Као sto је па 6110i11 prikazano, kor1sticemo levi koordinatni sistem Орчг, 

gde ве ргуе dve koordinate гаёuпајU u vodoravnoj ravni, dok је r иэтегепа 

veJ.~tika1no пад.о1е. Projekcij е generalJ sanih koordinata q . ;. u оуот ЭlиОај7.1, 
., v pqr 

ugloya skretanja, n.а гауап Очт сето да obelez1mo за ~pqr' а па гауап Орт эа 

" ,gde зе indeks р, u prvom slllcaju, i indeks q, u drugom slucaju., odnase pqr - , 
па РОfшаtrаni "610ј", tjo oznacayaju redni Ьгој ravni ирогедпе за koordinat-

пот ravni. 

Kineticka i potencijalna energija,:, koja роtiёе od dejstva. teze, эе 

za svaku projekciju izracunavaju kao u 2-.101, dpk ве brz1na kOjoj је srazme­

ran otpor prigusnica i zracl.lnava ovako. Obrazac (2.4) 6ada' pTet s:tavlja proj ,эk-
'у 

C1j'Ll brzirte pomeranja redukovane prigusriice па гауаn ОЧТ, i akQm-u. stav:Lmo 
У. .V 

indeks. р umesto1, аа oZl1a.cimo э10ј, mozemo ovako аа ga l1аРЈ..эет·о 

~ 
о "'L:l о +Н р 
ХРЧТ = 1'1=1 p,Q+1 ,n'-Рр ,Ч+1 ,П. ~p,q+1 ,rlf'р,Ч+1 ,Т -

т-1 
~ 
п=1 

, (:'= 1 ~;~ ~ •• о ,1 -'1 ; Ч =='1 , 2 , •• о , ј - 'ј : Т= 1 'Ј •• ,l~ > 
Sliёа.n izraz dobijamo i za ртојекс1јu brzine роте!"аnја !'edukovane prigus:nice 

па ra.van ОРТ 



х' pqr 
г":1 

г-1 

-.7'] 1 ,;г +Н. 4r -
п=1 p+1,qn p+1~qn p+1,qr p+1,qr 

~ lpqn..rpqn - Нрчг1rрqг ' (p=1,2, ••• ,i.-1;q=1,2, ••• ,j-1;r=1,2,o.",k)o 

Obrazac (2.5)· pretstavlja pro,iekciju ротегапја redukovane opru.ge rд 

Oqro Ako sada uшеstо indeksa 1 stavimo indeks р, koji ozrlacava э10ј ~l 

ее nalazi роsшаtгапа opruga, dobijamo projekciju ротегапја r-te reduko~ 

opruge u q-tom nizu, а u p-tom в10ји па ravan Oqr u obliku 
г-1 
=~ 

п=1 
х 

pqr 
г-1 

- :LJ,1 tp - h <f 1/ (p=1,2,. ... ,i-1;q=1,2, ••• ,j-1;r=1,2 .... ,k). 
П~ pqn pqn pqr pqr 

Projekcija 

Х' 
pqx' 
г-1 

- "ј:2 
п=1 

ротегапја iste te opruge па ravan Орг је 
г-1 

= :z.~ 1 "r + h 1" -
п=1 p+1,qn p+1,qn ·p+1,qn p+1,qn 

Za " эро Ј.јпе" redukovane prigusnice odnosno reduk~vane opruge vaze 

isti obrasci эате 'сгеЬа да ве. uzme u obzir da је tada цоао skгеtалја q> 
Q р о:"!' 

i ,О • ,. odnosn-o ;-- i 1'1(". . kao i njegov 
'-'f РЈ Г oqr J..q:t> . 

("~ . ~ odnoeno· ..:-, i.y... ј ednak r.;.uli. 
'рЈГ" cqr J..qr 

Ргета tome еи ineroiRka ~atrica, 

па matrica, koja је d.e.ta. u ooliku 

(,.5) А- ~'!' ~} 

prvi ::I.zvod ро vremenl1 Ч>рог i 

matrica гаsiрапја i kva.ziela.stic-

се ::; (<С C<..f 
с' 

gde sио эа indeksima с.р i "r obelezili matrice koje ве оапоэе па rаvэ.п ОсјГ, 

odnosno па гауап Opr, dok ваше matrice elementi izgledaju ovako 
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е 
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о ~,j1 
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,.:гг ~C111 -ё с 1 11' 

-ё I -с ---tё 
с111 _С121 с121 

1 о)сС ~ , С'!' 

• 11 )(0, ,""-, l' 
С-У 

I 

А. :: 
pq1 

L'1 ::: 
~Ьрч1 

-с I <о 
- с121 с131 

• 
о 

." . 

• .. 
(Соi11-ё0111 

, ~, (с" -ё ' 
oi11 с121 oi21 

... ё6i21 CCci'31, 
;; 

0"11 

.;,ф 0'1 21 >, 

а' 
-!Л~11 

о 

" . 

[;<1221 
." .. • 

~ , 

.с'1ј1. ' 

.. 
- . 

• 

- , 

• 
8<С I 

- Cij~ 

<с с$Ј. 1'1 

(Cc~21 

·k 
12 ':LJ m 
рч1 т=1 pqr 

k 
1 1 '.2Ј ш 
pq1pq2 т=2 pqr 

k 
1 1 ' L!m 
-pq1 pQ3 r c 3 pqr 

• 

1 1 'т, 
pq1 pqk pqk 

2 2 
Ь 1 Н i +1 - 1 
рп- pq РЧ 

• 

11 ro 
pq2 pqkpqk 

k 
2!ь 
г=2 рпг 

k . 
1 [ъ - н +1 z1 Ъ ) 
pq1' рn2 рЧ2рч2 r=3 pnr 

k 

.. 

-. 

l' 1 _~ pq2 ру Ј 

,) ,.4-.. 
.1..... "у 

РЧ) 

k 
Z: m . 
Ј.·""3 pQr 

.. 

• 

1 Ъ н ' 
pq2 pnk pqk 

'", 

i ! 





-' в'· == 
,,' bpq1 

IВ :; 
" 1ГРЧ 1 

, \ 

• 1.(!) 
... 
Б = !tpq1 

'Је 

'ъ н н ,+1' 1 
pq1 ~ч1 р,ч+1,1рч1 р,ч+1 

2:.ъ 
т'=2 рчг 

, }с 

1 ' (ъ н , +1 ,,':х. ъ ) 
p,Q+1,1' pq2pq2pq2r;3 pqr' 

k 
1 ' ' (о н" '1 :Z::O ) 
р,ч+1,1 pq3~pq3T рч3 г=4"Рчг 

.. 

1 1 1 Ь k H 
1 р,ч+, РЧ - РЧ,{ 

о' н2 +12 *Ь' 
рч1 рч1 pq1r=2 nчг 

1< 
1 (Ь' Н +1 ~ Ь! ) 
рч1 пч2 рч2 рч2г=3 nчт 

• 

1 . Ъ' ,Н . 
рч1 nqkpqK 

• 

1 ' ", 
- р, q'i-1 , 2 v т' с 

k 
1 (Ъ'Н +1 _~; 
'рч1 пч2 pq2 pq2 т=, n~: 

? 2 k 
Ъ ј ;:;- +1 Y1-.i 

J1.q2 pq2 'рч2 г=3 '. ~,~' 

1 (ъ I п' +1 
рч2' nч3 pq3 рч3 

.. 

1 ',,' .il 
рч.2 '':--.qk pqk 

" 

Z .. ~,~~! 
1'.:: :~ А_ -'>-,; 

k ,: 
Ь t Н Н ' +1 1 :L' ь I 1, (Ь'}< ...;.."! 
рч1 рч1 р+1,ч1 рч1 p+1,q1 ~~ pqr рч1' рч2 '9+1,q2 ~)41 

k :I! 

1 ('о·, н ,+1 "'L: Ь') Ь' Н ')H~, +1 ' .1.~ . о,) 
,Р+1,Ч1 рч2 рч2 рч2 г=3 РЧГ рч2 рчс р+1,ч2 рч2 ~rl 

1..-

1 ',:Ь' В _+1 ~,~ .• ,~ 
[1-;'1 ? q 1 рч3 РЧ5 рч3 r= 3 ~ "'.; :.- " 

\ 
,"о : ~, 

, .. - ~', 

_.~_._-'._.-. __ . '\ 

018 ) <i} 
орч1 

= 

1 (о h ~+l' 
рч1рп2 P')L ·')ч2 

1 (с h +1 
рч1 рп3 рч3рч3 

.. 
1 1 С k h k РЧ рп РЧ 

1_ 
:, 

~ С ) 
г=3 pn'i~ 

k 
~ ) 

4 С " г= рпг 

с h ~ +1 1 
рч1 pq1'p,Q+1,1 pq1~p,q+1,1 

k 
1 1 1(0 ?ћ ~+l 2 ~c ) 
р,ч+, pq~ ~l~ pq r=~ pqr 

• 

1 с h p,Q+1,1 pqk pqk 

• 
lј 

1 (о h +1 
pq1 pq2 p,Q+1,2 ~,q. 

1 

с 2 h 2· 11 1 21 ,.., 1. . 
РЧ pq p~q+, pq~ р,ц 

.. 



k 
; 1,' (Ь . Н+1 ' ,",' %'ь ) 

'pq 1 рч3 р, q +1,3 ·р,ч+1, 3 r=4 -pqr'," • • 
1 ь' ,lR, , " 
pq1pqk p,Q+1,k 

k , ' 

I?чr 
. 1 ,( Ь" Н,' , ~ +1 ,,':21 ъ, ) 

p~2 рч3 Р,Ч+ 1,-, р,ч+1,:; r=oif pqr 

k 
Ь ,Н Н '7 +1' ]., ;Z:' ь 
~ч3,рч3 р,ч+1,) Рч3р,ч+1ј3 r=4 pqr . ' 

1 Ъ ,Н 
р,ч+1,3 рqkрЧk 

k 
Н 1 :Z;b·) ~3 рч3+ рч3 r~4 nqr · " . 1 Ъ 'И 

рч1 ~qkpqk 
k 

Б +1, Е b 1 ) 
113'рq:;.РЧ3 r=4 nqr • *:0 

;L 'Ь' Н ' 
рч2 1.lчk.р.qk 

'2"" 2 k 
а,р'ч' 7: +l,pq." -з: ,"Ео ь t' 1 ",' \,),Ј Н 

,pQ3 nqk' pqk 

qr) 

./ ./ .,r=4nqr 
...... 

• .... 
· ." . 

• 

Ъ' н2 nqk pqk 
k 

1 ' (ь' '.Н, ' ' + 1 ,.' ~ , z::: ъ f ) 
рч1 P~) р+1,ч3 p+l,q) ~=4 pqr 

k 
1 " (ЪЈ ~H "+1 2:ъ" ) 
рч2 ' рч?р+1, ч"з р+1 ,ч3r=4 ,pqr 

. "k 
Ъ' ,>н ,н", +1 l.:z:..b ' 
, pq:; Р<13 р+1,ч3 ' pq.3p+1 ,ч.3 ,r-4 pqr 

. ' 

.. 

1 1 з0 1 h 1, р~ч+, pq.r pqf: 

.... ;, 

•••• 

.. '" . 

.\ . •... ~ 1 "'tr': П, " 
, 'рq2рq:kр,Ч+1 ,k 

) ", " 

1. ъ!и " 
рч3 рч:ј:;: р,Ч+1,k 

(p=1,2, •• ,i-1,; · . ~. 
• •• 

· .". 
~" 
I 
; 

ЪН Н 
pqk pqk р,ч+1, k 

, " 

1 Ь' Р-; 
рч2 Pqk ~P!+1 ,q;!c" 

, , 

·1 "Ъ' Bi , pq.3 pqk t1i+ 1 ,q, k 

• 

.,,' 
'. . ' .. :, • ":.п."\. 

~"!'" ,':;' t ! • .., Ј.,. 1) , . . . ,.:., - ..... 

" 
(p=1,2~.' •• ,i.q=1,2, ••• ,j), 

· . .. 
..... 
• а'. 

• • • 

· . ., 

i 
'1 (: '!h ' 

pq1 pq~ p,Q+1,k 

10 ,Ih ' 
pq~pq~ p,Q+1,k 

i 

1 о ј ь pq3 pqlf p,Q+1,k 

о 11 :ћ 
pqk РЧ:\{: p,Q+1 t k 

, (р=1, 2 ')[.. ,i-1; 

q=1,2, •• ,j-1)~ 
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19) 

20) 

р 

<t ',: := , :z.J 
о'рч1 n=р-1 

k 
с' ћ2 +12 kc' 

nQ1"pq1 . рч1 г=2 nqr 
k 

1 (с t h +1 :z:. с' )' 
pq1 nч2 pq2 pq2 T~3 nqr 

k 
1. 1(01 v.h :z;+1 3' :Z::: c f " ) 
pq ПЧЈ pQ/ pq T~4 hqr 

• 

1 с' h 
РЧ 1 nQk -pql< 

k 
о' }l h + 1 1 ~ о' 
~ч1-рч1-р+1,ч1 рч1 р+1,ч1г=2 РЧГ, 

f . 
cpq1 

С' == . арч1 

l: 
1 ' (с' h +1 

p+1 t q1' рч2 pq2 рч2 

• 

1 . с' h p+1,q1 pqk pqk 

• 

l о' h pq2 nqk pqk 

• 

<J.ok Ъ , од-
РЧГ 

по;",!10 C~qr' ргi tif",dGi..,J:,;··~i''i'.lkovaniro ргif,'l!sпiоаша, 

koje let.46u гаvлi.ПС"Ч:.).'ЈI'е(lniш sa ravni Очг~ 

odnosno redukovanim opг~~" 

lЈа trice Е;;1. (>:.:.:;,;,Х'ОО" pretstavlj ајц, tгаnSРО!'lоvаnе"щ tTioe odgov,s. ~';;'"-

ju~ih ~atri~at napric~~, C~'111 је ~гaneponoyana matrica matriceCcl111 • 

Ako primenimo Lagran;-ove diferencijalne jedna;ine d~uge vrste 

(1.17)~ do~ija~o slstem diferencijalnih jeana~ina drugbg гe~a в~ konstantni~ 

koericientima (1.18). 
, , у .. 

Pretposi;a"icnmo даје z'езеПЈе tog sistema diferencijalnih jedna~i-

lШ dato ц o:}lika (1.23) t gcle ј е 
, ,~ 

lЧ Ј '"" l"f'J i r } "". {r<r 1 
.~ 'г-r S , (3.22) 

раdоЬiј.вшо sistem homagenih linearnih algebarskih jedna~ina (1.24). Uslov 
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h 1 Z,~ '\ 

"-' 3+' 3' '/iC ..... 1 ~ РЧ pq r=4pq." 
, k 

. .. . 
_ h +l';z:r о'} 
5 pQ3 pq3 Х=4 pqr~ 

. k ' 
2 12 z., 2+ -. 4.0, pq.) pq) r= рЧј:-

.... 

• • • 

• 

1 с.! h 
pQ3 pqk pqk 

., ."0 

qr) 

qr 

о 

1 ,,0 t h 
РС> pqk pqk 

• 

••• 

• It .. 

.0", ~ 

~ .-

(p=1,2 •••• t i;q=1,2., ••• ј,), 
" ' 1· 

lc' h ",. 
pq 1pqk p+1,qk 

< 

l'с f h " 
pq2 pqk р+1 ~qk 

1 ,С t "Ь ' 
pq3 pqk p+1,:qk 

о 

с" h h ' " 
pqk pqk -р+l ,qk 

, 1, 
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O~igledno је ја оуа determinanta ima elemente, uzajamno jednake i jednake ро 

vrednost1 izrazu U таl0ј zagrad1,· эато duz glavne dijagonale, dok ви эу! 

ostali еlешепti jednaki nuli, ра moze da эе napise u oыkuu stepena 

F1iik(y) = Су 2][iИ 1!k+ Oty JТiv)~ $~+:]i~ .]k+r .. 1J3v)~ У:)! = о • 
.. ... 

Ako uzmemo da је izlozilac i = 1,dobijamo 

(з.36) F11ik(Y)~ у2ЛiЕ JIk + о! y_.Jiv)~ 5~+ ]i~ .]k+f-' Jliv ) Е ~~ = о о 
Uporedi 1i ве оуај obr&zac ва (2023) odmah эе vidi da је 

(3037) F 11ik(y) !s F
1ik

(y). 

ипе$вто 1! sada оуи vre~noBt za F11ik(y) u izraz (3.35), sledi da је 

(3.38) F1iik(_~) :. ][1 ;51 .. F1~k(Y) , 

111 гес1та, determinanta (3~33) ргеtstа.vlјаКrопеkег-оv proizvodjedinicne 

lnat~icei-tog reds;][i ( ije aroj зlојеуа ) i karakteristicne jednacine та-
11ћ slobodn1h oscilac1ja horooienog vezinog s1stema od ~k klatnasa ро jed-

, ~. ... у' 

пот redukoY8,11om ргigusюiсоm, pricvrsoenom па redukovanoj uda.1jenosti Н od 
v , 

pocetka odgovarajuceg k1atna, i рс jednom redukovanom oprugom privezanom, 

па redukovanoj udaljenosti h оа pocetka odgovaraju~eg klatna,za nit toga 

klatna (risobenesti svakog sloja). 

Postupno razvijanj е i zraza (3.54) t nap1sanog u obliku dc>terminan-

te, ааје rekllrz:ivni obrazac 

F 21ik (y) = (у2]lim]k+2аУ]i!1~~t]iЕЈk+2('IiШk) F2i ,i-1,k(У) -

. - ~~:П1ЕS~+~]iiW;)2 F2i ,i-2,k(У) = 
Kakoje [15,str.96] 

о • 

(А\ В) ~ (<О ID) = (А. ~ Ф) (В m \1)) , 

111 гесiша t Kroneker-ov рго1 zvod dva рто! zvoda оа ро ауе ща tr1.ce" ј edna.k ј е 

" proizvodu Kroneker-ovih proizvoda odgovaraj11cih matrica, to je.~.za .т = tв i 

toj est, Kroneker-ov p:toi zvod" kvadrata та trica ј ednak је kvadra tu Kroneker-

ovog proizvpda tihiщ'!,'tгiса •. 

РГfilша tome је 

[:niE(Q'Y$k+~k)]2 = xi fJ (QySk+~\Vk)2 "'" 11 

zbog cega rekurzi упз. obrazac .( 3.39) posta.j е 

F2iik(;y) = :[1 :ю [(y2Ik+2aYSk+JJk+2f->W~) ·F21 ,1-1 ,k(Y) -

- (Q'YSk+~W~)2 F2i ,i-2,k(У)] = о о 

Uzmemo 1i da је prvi .indeks 1 = 1 1 uрогеd1Ш'Q 11 аоЬ1јЕт! izraz эа (2.24), 

uzimaju~i pri tom и obzj.I' д.а ј е ovde 2 kaoindeks вато oznaka, а nije ро-
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Ьтој sloja u~oredno~ 88 (10.k ј г'). 
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(1 .3' S"'~ Ј е 1:1 
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э111сај~1 Ыо геdгi broj slaja u~cr:dnog ВА 
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v v I 

[: Х' ~L ~:;"'J r s с е i'1С'Пl УЈ. З, ~:"E:tl1J .. I':c."'\'~·c,c::· 

. ~ .., , 
о ~:\ ј'" ;'.1(;; (," C~ l~! ј"" ~, (~\.Y' 1 ,:", <.; ~} ~-j. (; "Г(: , у ~" 

kl~tne, za ~onac ~ogv ~letna. 

, 
~dgavarajuaeg ~l~t~~, 

О:). 
.... 

.... ",-.. ,-, 
:..~ ._' .. ,. 

Koristifuo li izraze (3038) i (3043)dobijarno, zbog (30)2)9 kaTakt~-

г ;' ~J" 
.: ~"t .,._ \. '.,' , 
.Ј.. Ј..?:_ 

, г 
Ј\. 1. G то' ( :\' \ 

Ј.. ~ 1 i 1,:: '"' • 

i1i ~ko priGenimo V6Z~ (3.4с), sledi 

је 

, .. О / \ "12 
1", 'VJ =0 
L -, 1 i Ј.': - ". • . о 

'" }(O]'"'L&.ca y~ 

'с' I ~,) _ т 
:,' , • '. ,,Ј - 1.1." 

l.l.!{ 1. 
r (\ ~ 2 

1'71 т;' .,\,.! 
:~ ~ ~ 1 .; '-о __ ,-,' Ј I 

... 1'. 

;niсош i ро jednorn redukovanQL opTиeo~o I ~Qd pro~tornog i kcd ruvanskoG si-
" v , 

Pr'iCY}~8(;"::ji':=': нг 

v' ..., .., ~ 

;"occ'tka оЙ::,:оvагs.јLAсih l.{la't.rj~:. t а геdUf:::о\Таi1е O:"THge S1.1 ~JricvI'sCeJJe !1.а :::"edll1:c)-
,. 

za nit t~h klatnu. 
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~; 
~, 
" sistema 
~: 
~( 

оа ik klatna ва ро јеап6т redrikovanom - ... -
pr~gusn~com. 1 kod prostornog 

И; i kQd :ravarlskog' sistema sи redukovane ргigцsпiсергiСVГ'6сепе zakonce k1at~. 

па па r,edukovanoj l.ldaljel1osti Б оа 'GоёР.tkа odgov8.-rajuceg lЙа.tпа. 

,2.2.ј:Иоmоgр.п уеzад ртозtОГПi sistem оа iik .~latna ва Р.О jednO,ll\ 

2F .. k(Y) I 2 J)~v)) I = JliE ,Су ]1+ Gty ~ ]k -f: JI.ro Ј1.Ю JJk .. 
(3.59) 1.1. 1. 1. 1. 

I ? J1~Y) ) I • (у-:n.+ f:tiy ~ 1.10 ]k + ]i EJ Ј.Ш J k "" о , 
1. 1. 1. l. 

а опа ве razdvaja па dve dеtегщinапtе 

(3 .. 60) 2", . (" "\ == l~п (Q~v) ~ I
k 

-;-. :а. ~ .]k) I = Q ""liik\~~1 , 
- 1. З. 

i 

(3 .. 61) 2Н' () 
== \ 

(J~ v) Е Ћ. m ]J.k + ]1. ~ JI ' Е JJ
k \ "" о ~')'':;k Уј , ,:..1. ~ __ ~l. l. :l. i 

бае вио koristil,:j. watricu (2.60). 
у w У. 

Opet moze аа ве pokaze аа vaz1. 

(;5.62) ~F1i~k(Y) =Xi m 2F1i~(Y) , 

i 

Р t 1 k+ . t·... . d .,.. . l' h 1 Ь' d . 1 • 1 i' геlпа оте Kara~erl.S l.cna J~nacl.na тa~. s o.o·,nl.~ оес1. ас Ја 

homogenog vezaIlog prostorrlog s1stema оа iik klatna за ро jedno:1! prigusni­

соrп redukovanom па эати mElterijalnu tacku pcstaje 

2]'iik(Y) =7
i 

:ю [2F1ik (y)]2 == ос , 
===c=======c==~=:===~=~===;=~== 

i pJ:etstavlja Kroneker-ov pro1zvod jed1nicne matrice Х. i kvadrata karak-
, . 1-

'" . } ..... ' . -". ~., l' " '1 .'. h "erJ.s t lCl1Ei Ј ectnaC:J.ne пн:ц Ј. О. Э:-О оо('1П:Ј.n оеС1 .. ,3ClJa' omogenog veza!1og ravan-

sko€~ si.stel:l8.. od 1k klatna эа ро jednom рГigџ,sПiсоm reduko'l!Eill0m Y1,'l эати, та­

te~ijalnu ta;ku. 

3.7\· . РRО3ТОЮП SrS'l.'EUI .SA . OPRUGAJiA 
===~=========_=*===-=::;:'===;==::::;::::I===========c::=-==a_ 

Dat је prostorni oscilator::ai 'sister.1 koji ј." >::'~atik sisternu prikaza~ 

пот u 3.1.1bez pr1gu;nica (81.14). Prvi вl0ј sistema је dat па 81010 • 
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f'леrgiја ovog sistema. је izrazena u matricnom 

f: obliku (1 .13) Ј а dvoQtrl1ka роtепсi.јаlnаеl1егgiја u mаtгiёпоm obliku 

[ gde su inerciska та trica i k-vazielasticne та trice date эа (3.5). 

Ka.rakteristicna jedrlacina је tada data u obliku (1.68) • 

.2,03.2 Ноmоgер_v~:г:~Ј?гоstогпi sistem g;i iik k_l.atna эа Е.2-јеапот 

r.edukovanom oprugom 

.,.. 
Koristimo 1i poz:n.ate osobine hornogenog sistema mozemo ovako аа nа-

piSeтo. ka.ra.kteristiCnu· jednac1nuoscilatornog sistema koji ве sastoji оа 1 

sloje:va оа рс i k-зtгukiћ r!1.atematickih klatna за рс јеапот redukovancm 

оргu.gош 

F. 'k(z) = 
. Ј..]. . о 

о 

. ( ..... ) == с , 
z ]ti ~ )1.1 Е J.k + :11 Е> ].i ~ .Jk +. (ь ЈЈ! ИI]1 }?Ј Y~ 

gde вто koristili sорstvе:rш угеапоэ;; (1. '! .1.). 

i 

Determinanta (з .. 65) эе razdvaja nг, ауе determinante 

F 11ik(z) = 1 Z JIimI J[j.m ]tk+ ]iE JriE JJk + (!JIiE ЈЈ~У)Ш \V~ 

F 2i ik(Z) :;; I z ]ti!) J:ifJ: JIk + Ii~ :ЈiШ Ј1 + ДЈ1~У)Ш х.!) w* k ,- 2.' :l k 
v . .. у 

Moze da эе pOkaZ6, ka.o u 3!1.2, аа је determinanta (з .. 66) 

== о , 

== о .. 

ustvari 

Кгоrн:kет.<п~гоizvо/i !11F,t.rJ.ce зr! i karakteristiene ,iedrнlcine malih s10Ъо',3,r.:iћ 

oscilac l ". :cmogex:cog уе zа:поg ravanskog sistema оа ik kla.tna S11. 2::> ј еапот 
• ~ '# # . ' . 

op:r'ugom,pr:t '~Утэсепот za пl t ofi.~o·.ra.ra.juceg }:lc.t-,!]. па redukovano:j .. 
udaljenosti h оа pocetka tog klatna 

. I 
(3.68) F 1iik(z) = ~i Е F1~k(z) • 

31101:10 vaz1 i za determinanti1 (3.67) : 

F ('7) -:п. i> F Сп\ 2iik\- - i 1ik ~J .. 

Za kа.гаktеristiСпп ,.iednacinu rnalih slobodnih oscilac1ja homogeno~ 

vezanog· prostornog sistema ,оа iik klatna за ро јеапот re-duko,janom oprugom 

dobijamo оуај izraz 

(3.70) , 

а. ОП pretstavl,ja Kroneker-ov proizvod jed.il'1ic!1e rnatrlce х. i kvad.rata karek­
.2. 

ter1sticne jednacine '1alih slobodnih oscila.cija homogenog vezanog ravanskQg 

-sistema'od ik klatna ва ро јеапот redukovanom огrugоm. коа оЪа siзtета, 

• 



60 

prost.ornog i ravanskog, эи reduk:ova!1e OT)ruge vezane za п! ti klatna па re­

dukovanoj udaljenosti h оа pocetka odgovarajl1ceg kla.tna. 

3.3.3 IIomogenvf"zan prostorni si.stеш .. оа. iik klatna ва ро jer:"nom 

oprugomredukovanom па вати materijalnu tacku 

Zbog v = 1 , matrica. \Vr<: postaje jedinicna matrica, ~== JI
k

, ра ZE. 

karakteristicnu jednacinu, ddbijamo 

.1
Fiik

(z) 
\ Ћ. Е (z . (v») 

Е Yk :п. m :1. ~ .]Ј :: ЈС.+(]>.:9. + • 
(3.71) ~ ~ ~ ~ ~ k 

· t (z' ]r. + fI.> JJi у)) Е Ћ.!! ~ + ][. И JIi :m J1
k = о , 

~ 1. 1. 

а опа эе razdvaja па dvedeterminante 

= о 11 

gde smo koristili matricu (2.83). 

Lako эе pokazuje аа је i u оуот slu~aju 

(3.74) 1F1iik(z) = ][. Е 1 () 
~ 

F 1ik ,z , 
i 

(3.75) 1F21ik(z) = ][! I5! 1 F 1 ik (z) о 

Karakteristicna jednacinamalih oscilacija homogenog vezanog рто­

stогпоg sistema оа iik klatna эа ро jednqm oprugom геdukоvапош па эати та­

terija.lnu tacku йoЪija, ргета tome, оуај oblik 

i pretstavlja. Kroneker-ov proizvod jedinicne matrice i-tog reda, :[., i kva-
1-

drata karakteristibne jednacine malih slobodnih oscilacija homogenog veza-

nog Javanskog sisteтa od ik klatna sa ро ј ednom oprugom redukovanom па эа.,. 
ти materijalnu tacku svakog klatna. 

1

1:1 

1

" 

!: 
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