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о. u v О D 

Razmatrajuci sadasnja ртоисауanје u Teoriji semigrupa, 

moze ве recida ве skoro вуа odnose па klазu regularnih semigru

ра, preciznije, па odredjene podklaee regularnih aemlgrupa. Ро

sebno ве istrazuju inverzne i potpuno proste а u novije утете 

razmatraju ве i njihova uopstenja, ortodoksne 1 potpuno regular-

nе sеmigruрэ. R.Cro1sot [6Ј uvod1 sem1grupe ва uslovom (т,n) i 

potpuno 1Ь opisuje. Spec1jalna klasa tih semigrupa је klasa pot

рunо regularnih semigrupa, odnosno unijegrupa. Розеbnо znacajni 

radovi о unijama grupa su radovi A.H.Clifford-а, R.Croisot-а i 
< I 

dr. 

Kako зе u оуот radu opiвuju regularne semigrupe (1 neke .. . , 

od klasa regularnih) рошоси ideala (II DEO) , Tazmatraju O-min1ma-

lni bi-ideali, uvode (O,2)-bi-ideali (I11 DEO) i postavlja ртоЬ-

1ет bi-idea1ne ekstenzije (IV DEO) to ovde navodimo krata-k preg

leg'proucavanja 1deala. 

stvara~uci Teoriju algebarskih brojevs. Dedekind је иУео 

fl ројаш ideala koji је predstavljao kljuc te teorije. Оуај poja:m 

idea1a uopstila је Ermny Noether za asocijativ.ne prstens. Ројтоу! 

levog i desnog ideala, koje је ona uvela, i ооаа ви centralni ро

јтоу! u Теотlјl prstena. Оуа konstatacija ве в punim ртауот moze 

prosiriti i па Teorijusemi~1pa. Naime, dovoljno је pomenuti 

Rees-:",ovu kongruenciju i Greell-ove relacije, koji ве def1n1su рте

ko idea1a, а овnоуа эu za mnoga dalja istrazivanja u teorijl эе

migrupa o Кsэпlје ве иуоае nоу! pojmovi: bi-ideal (R.A.Good i D.R. 

Hughes, 1952), kve.zi-ideal (O.Steinfeld, 1956), (m,n)-ideal i 

(m,п)-kvвzi-idеаl (S.Lajo8, 1961). оуае treba ровеЬпо naglasiti 
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ulogu тайоуа A.H.Clifford-а i S.Schwarz-а koji ве odnose па mi

nimalne ideale semigrupa. 

РоееЬnо mesto u Teoriji semigrupa pripada ekstenzijama 

semigrupa а medju ovima najvise зе istrazuju idealne ekstenzije. 

РтоЫет idealne ekstenzije ртоисауan' је i sada ве proucava od 

strane w.nogih'autora.. РоэеЬnо navodimo neke od njih: A.H .. Clifford 

L.M.Gluskin, P.A .. Gril1et, M.,Petrich .. 

Оуај rad ве s8stoji iz cetiri dela. 

U prvom delu navedeni ви poznati ројтоу! i rezultati па 

koje ве pozivamo и ostalim delovima. 

U pocetku drugog del,a data је kаrаktэrizасiја regularnih 

semigrupa preko elemenata i levih i desnih ideala. Takodje эе та
... ~ 

zmatraju semigrupe ko,j е эи regularne 1 intraregularne' i opiSuju 

рото6и bi-ideala. 11.3.4 Теогета opisuje (m,n)-regularne semi-... 
grupe РОЛlOсu (m,O)-idеаlа i (Ofn)-ideala~ U vezi s tiтposebno эе 

isticu I103.6 Теогета i 11.3.9 Теогеша koje daju karakterizaciju 

unije grupa. (m.n)-regularne semigrupe зе karakterisu i preko 

(l~tn) -idea.la i Ст ,n)-kvazi-ideala. (I1. 3. 5 Теогета) • 11.3.4 Тео

rema,i I1.3.5 Теогета uopstavaju odgovarajuce rezultate K.1beki-а 

S.Lajob-а i I/Luh-a za regularne semigrupe. Okarakterisane ви uni

је grupa i preko bi-ideala i (O,2)-ideala (11.3.10 Теогета). 

I1.3.11 Теогета daje potreban i dovoljan из1су da svaki e1ement 

semigl~pe bude (2,1)-regu1aran 111 (1,2)-regu1aran. u оуот аеlи 
uvodi ве i ројат (m'n)t-idеаlа, рото6и koga ве dobijapotreban i 

аоуо1јаn uslov da podsemigrupa Т Ьиае podgrupa semig~~pe S (11. 

4.1 Теогета). 

U trecem аеlи ispituju ве O-minimalni lеу! ideali i O-mi

nimalni bi-ideali. Uvodi ве ројат degeneriranog bi-ideala i рото

си пјева opisuju O-minimalni bi-ideali (11103&4 Lema). Na оsпоvu 
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toga dat је drugi dokaz tvrdjenja K.Kapp-а (111.3.7 Teorema). 

РовеЬnо isticemo karakterizaciju potpuno O-prostih· semigrиpa 

i potpuno O-prostih ideala preko O-minimalnih bi-ideala (1II. 

3.15 Teorema), (11I.3.16 'l'eorema). U оуом de1u эе uvodi роја.т 

(O,2)-bi-ideala. 1 opisuju O-minimalni (O»2)-Ъi-1dea.li. Dokaza-
, 

по је da је semigrupa S O-(O,2)-dvoprosta ako i эато ako је S 

levo O-prosta. 

Cetvrti deo pl"·edstav1ja. ј edan pokusaj resavanj а bi-idea-

1пе ekstenzije. Pozna'to је da је skup П(s), svih unutrasnjih 

bitranslacija trans1atognog omotaca 12(8), idea1 za !l(8). u 0-

vom delu razma.tramo в1сир .а.(8) п ( г(в) х: д(в», u oznac1 П(s), 

i dokazujemo da је 11(з·) takodje idea1 zail(S). Uvodi ве ро

јат bi-idea1izatora podsemigrupe semigrupe 8 i odredjuje bi-ide

aiizator za Псs) u оЩlоsи па Л(8) Х Р(в) (IУ.3.5 Pos1edica). 

Takodje је odredjen bi-idea1izator za П (В) i n(8) u odnosu па 

~З) Х f(S) ako је 8 globalno idempotentna. semigrupa. 

Istioemo da ви·и 1I, III i IV delusvi ројтоу! kao i 

stavovi dati ва dokazom, originalni. 

Vecina rezultata iz rada prikazani аи u o~viru Odseka za 

algebru i matematicku logiku, Odseka za matematiku i Seminara za 

teoriju semigrupa Matematickog instituta SRS u Beogradu. 

За posebnim zadovoljstvom zahvaljujem ве Dr Mariu Petricu, 

Dr Slavisi Presicu i Dr Branki Alimpic nаротос! i podrsci u radu. 

Zahvaljujem ::Је i svim clanovima Seminara. za teoriju semigru.pa па 

korisnim sugestijama i primedbama. 
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1 D Б О 

• 

NEKI РОZИАТI POJMOVI 1 REZULTATI 

IZ TEORIJE SEM1GRUPA 

Rеglлlаrnu semigrupu mozemo definisati па sledeci nacin: 

Semigrupa S је re~lar~~ako i вато ako 

(~аЕБ)( 3xE:S) а = аха. 
Grupe BU regularne semigrupe, alik1asa re~~larn1h эе

m1grupa је оЬimчiја оа klase grupa. 

Ројат regularnost1 ',иуео је Ј. уоn Neumann (19з6) u teo

rij1 prstena. Sledeca 1ета је direktan analogon Leme 6 tog rada. 

1.1 LEMA. Neka је а element semigrupe В, <а > (о,l)[<а > (l,оЈ 
glavn1 1еУ1 [desniJ ideal generisan,e1ementom а 1 Е skup Bv1h 

idempotenata 1z В. Sledeci из1оу! su ekv1va1entn1. 

(1) а је regu1aran. 

(1i) (зеЕ-Е) <а> (0,1) = <е>(о,l)" 

(111) (Б еЕ Е) < е:) (1,0) = <е) (1:,0)" 

Ројат kvazi-1dea1a иуео је steinfeld 1953. za prstene i 

1956. za semigrupe. 

Podskup Q semigrupe S је kva~i-ideal za S ako је 

QS (\ SQ <;; Q. Kvazi-1deal generisan podskupom А semigrupe S ј е 

Q(A) -, AVA2 V (АВ () ВА). G1avni kvazi-ideal generisan e1ementom 

а 1 z S ј е Q ( а) :: f. а} U { а 2 Ј \Ј (aS () S а) • 
Prirlletimo da је svak1 levi [dэsni] ideal za S takodje i 

kvaz1-idea1 za В. 

"Neka је !ј(0,1) ['2(l,о)Ј skup svih 1evih desnih .ide

аlэ. э~migruре В. SemigrupaS је kvаz1-::!~њl.~}..~~~ ako је 

:о' 
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(~LR Е r.fcO,l»(-'tL Е ~Otl» н2 = Н, L
2 

== L. 

Оуе semigrupe је иуе1а Ca1ais (lЈ 1961. godine. 

Ca1ais [lЈ је okarakterisala regularne semigrupe preko 
, 

levih, desnih i kvazi-ideala. Iseki [1~ је opisao regularne ве-

migrupe preko 1evih i desnih ideala. ОЬа tvrdjenja navodimo ије-

dno. 

1.2 TEOREMA. Neka ј е ~ 0,1) [. 'Ј( о,l)Ј skup svih 1ev:ih [des

ni!Jidea1a i Gгskup svih kvazi-1deala. semigrupe S. Вlеаес! ив
lovi ви ekv1valentni. 

(1) S је regularna. 

(1i) (:V-R E~l,o» (.ЈГ L Е ~0,1» 2 2 ШЕ. @. R =Н, L =L, 

(1ii) (~RЕ~(Оtl»Ј-V- LE-'J(O,l» R" L=RL. 

Good i Hughes [10] зи иуеl! ројаш bi-idea1a. Podskup В 

semigrupe S је bi-ideal za S ako је BB1B~ В. Bi-idea1 generisan 

podskupom Asemigrupe S је <А > (l,l)=A tJ A
2

V АЗА. Glavn1 bi-ideal 

generisan elementom а ј е <а) (1,1) :::i {а }u{a.2J V aSa. 

Ртета definiciji kvazi-idea1a 1 bi-ideala lako је vldeti 

da је svaki kvazi-ideal takodje i bi-idea1 • 

• Ako је semigrupa regularna tada svak1 bi-ideal za S је i 

kva.zi-ideal za S (Laj ов [31Ј). 

Lajos D5] i LUhD6J ви okarakterisali regularne semi-
. 

grupe redom preko bi-ideala i kvazi-ideala, sto ujedno navodimo 

sledecom teoremom. 

1.3' TEOREMAc Neka је ~(1.1) [C..Q]SkUP svih bi-ideala [kvazi-

-ideala Ј semigrupe з. Sledeci иэ1оу! ви ekvivalentni 

(i) s ј е regu1arna. 

(ii) 
N 

( .у. в Е Ј( 1, 1 ) ) ВЗВ == В. 

(ii1) (~ Q'€{Q) QSQ = Q. 
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Ротоси idea1a uvode ве re1acije ekviva1encije tzv. 

Green-ove re1acij е. РТУ! ih ј е ртоисауао Green [11]. Оnе irnaju 

уеота vaznu u10gu u proucavanjusemigrupa, narocito regu1arnih. 

Ako је а e1ement semigrupe В, tada glaV11i levi ideal 

generisan ва а је а V Ва, sto krace pisemo Sla • Re1acija ~ па 

8 definis'~a је ва: a~b ako 1 вато ako а i Ь gener1su isti gla

vni levi idea1, odnosno 

a:fb ~~ sla:: аlЬе 
Slicno, 6<, jedefinisana ва: a~b ako i вато a.ko а i Ь generisu 

isti glavn1 de.sn1 ideal, tj. 

a~b ~e} аа1 = 

Ako ви а i Ь e1ementi semigrupe S tada vaz1: 
\ ., 

i) a~b <,L:p (.::Ј Х,УЕ 81) ха=Ь, уЬ=а. 

11) aS(.b <"'=3> (;Jx,y€ аl) ах=Ь, Ьу=а. 

Lako ве pokazuj е da ј е !:Е desna а fR, leva kongruencij а semigru

ре Б. Relac1ja ekv1valellc1je /I!{) ~ igra Уеота vaznu u10gu 1 021-

nacava. ве ва 7[., Rеlасiј,Э JI! i!!{ ви komuta'~i vne tj. ~o~=:P.()~, te 

sledi da је )fv!R= }fo&. Оуа relacija ве oznacava эа flJ .. Tako-

dje, ве uvodi 11 relBcija . • 

а rg ь ~~ф SlaS1 = slbsl. 

Lako ве dokazuje da vazi 

а ~b <:4 ~.EJ :х:,у,и," Е аl) хау=Ъ, иЬу=а. 

Kako je~~~'&.-:;:J to jeflJ~";j. 
Semigrupa S ва nulom Q је Q-bi-Erosta ako ·je·S\{Q}~ 

8J-k1asa. 

Sledece ројтоуе иуео је Cro1sot . 6 

Semigrupa S је int.raE,.e.3111arna ako 

(у 8. f S) ( ::1 х t S) ( ~ у Е S) а::: ха 2у ; 

• 
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s је 1 е..!2 .:;:'~<g]J~rna ako (ц.ае:S)( :1xes) а = ха2 ; 
S је desno !.9љulаrn~ ako ('taES)(5' XES) а = а,2х · , 
S је 1?otpuno !e~larna ako ( ;t- а 6 S) ( ::1 ХЕ S)< а ::: аха2 • 

Navodiтo tvrdjenja. koja је dao Croisot [6] . 

1.4 TEORE!tA. Semigrupa S је intraregularna'ako i зато ako је 

S unija disju.nktnih prostih semigrupa. 

I.5 TEOREMA. Semigrupa S је regularna i intraregularna ako i 

аато ako је S unija disjunktnih regularnih prostih semigrupa. 

106 TEOREMA. Za зеmigruрu S sledeci uslovi BU ekvivalentni: 

(1) S је unija grupa .. 

(11) S је potpuno regularna. 

(1i1) S је 1еуо regularna. i dезпо regularna. 

(1У) S је levo regularna ; regularna. ... 
(у) Svaka 1t.-klasa za s је grupa. 

I.7 DEFINICIJA. Neka ви m 1 п nenegativni се11 brojevi. Semi

grupa S је (ш:п)-rеgчlаrnа ako 

(Јј.. а € ~) ( 3 х G S) a~an=a. 

Pritom, dogovorno је аОхаП de:f ха.п ' 1 --
Croisot [6Ј је dokazao da. postoje taQnO cetiri klase 

ovih semigrupa i to· ви: 

i) (m,O)-rеgulаrnе za m ~ 2 (desno regular.ne). 

11) . (О t п) -regularne za п q 2 (levo regularne) •. 

111) . (1,l)-regularne (regularne). 

iv) (m,n)-regularne za m:;'l, n~l" m+rl.~3 (potpuno 

r~gula.rne). 
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Lajos [28Ј је uveo ројат (m,n)-ideala i (m,n)-kvazi-

-1deala. 

Neka ви m i п nenegativni се11 brojevio Podsemigrupa А 

semigrupe S је (m,n)-idea1 za S ako је 

Pri tош, dogovorno је AOSAn def 

(m 9 n)-idea1 generisan podskupom А semigrupe Вје 

< А > (m,n) = 
т+n i . 
U А U AmSAn • 

1=1 

Glavni (m,n)-ideal generisan elementom а iz S је 

Neka вит i п nenegativni се11 brojevi. Podsemigrupa Q 

.sem1grupe S је (m t n)-kv8zi-id.eal za s ako је 

QШS П SQn с. Q. 

,(rn,n)-kvazl-idea1 gener1san podskupom А semigrupe S 

је Q(A)=AUA2 U ••• LJ Аku(лmSnSАn) gde је k=шах(m,n). 

GlaV!li (m,n)-k"'azl-idea1 generiss.n elementom а lz S је 

Q(a)= [а} U [а2} U ••• U{akJ \Ј е.ШS () San 

gde је k~max(m,n). 

Ртета pretl1Qdnim definicij э.mа. vidimo da ј е levi [desni] 

ideal u stvari (O,l)-ideal [(l,O)-idеаl] о Takodje, svaki (т,п)

-kvazi-ideal је (m,n)-ideal. 

Ako је S regularna. te.da 8vaki (m.,n)-ideal је (m,П)-kvэ.Zi

-ideal (Lajo8 [28] ). 
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Lajos [28Ј ~e аво sledece t~Tdjenje: 

I.8 TEORE~~.. Neprazan podskup Q sэmigruре S је (m,n)-kvazi

-ideal za S ako i вато ako је presek (m,O)-idеаlа i (O,n)-ideala 

za В. 

Semigrupa S је proata [levo prosta, аевnо prostaJ ako ne 

ssdrzi ртауе dvostral1e [leve,desneJ idea1e. 

Semigrupa S је 1evocprosta 1 desno proata ako i еато ako 

је S grupa. 

Dvostran [lev1, desn1] idea1 М semigrupe S је minima1an 

ako ne sadrz1 pravi dvostran1 [levi, desni] ideal za 8. 

Ako је А та koji 1dea1 za S istog t1pa kao М, tada 111 је 
\ 

М f: А, 111 је М Г'lA = ~. 8pecija1no, dva raz1ici taminima1na idea-

1а ietog tipa ви disjunktna. 

Kako za та kojadva dvostrana ideala А i В semigrupe S је 

АВ СА 1 АВ с В to postoji najvise jedan minima1an dvostrani ide-

81 za 80 Ako 8 ша minimalan dvostra.ni ideal К, tada ве К naz1va 

jezgrom za 30 Kako је К sadrzan и svakom dvostranom idea1u za В, 

to је К presek.svih dvostranih ideala iz В. Ako је taj presek рта

zan, tada S пета jezgro. Svaka konacna sem1grupa ima jezgro. 

Ako је S semigrup~ sanulom О, tada ројат minimalnog ide

аlа је trivijalan, nа1те, min1malan ideal је [о} • Zato ее uvodi 

ројат O-miniПlаlnоsti. 8emigrupa S ва nulom О oznacava ве S=Soo 

Dvostran [levi, desni] ideal М semigrupe S=So ј е O-mini

malan ako је: 

1) м .,. {оЈ, 

f оЈ 
,~ 

је jedini pravi dvostrani [levi, desni] 11) 

ideal za S sadrz~~ u М. 
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Ako је М O-minimalan dvostran1 [levi,desni] idea1 semi

grupe з=sо, tada м2 је 1dea1 istog tipa kao М i M2~ Ме Da.kle, 

tada је :м2=:м 111 M2=t о}. Odatle? 111 је м2=м, 111 је М nulta -

sеm1g.rйра. Јввnо, bilo koja dva raz11cita O-minimalna 1deala za 

S 1stog tipa ви O-d1sjunktna, odn~sno, njihov presek је [о} Q 

Semigrupa В=ВО ј е O-pTOEГ~& [levo O-prosta. t аезnо -O-р}'оstаЈ 

ako 

11) {оу Је jed1ni ртау! dvostrani [lev1,desniJ ideal za В. 

1.9 L~ЧА. Neka је 8=80 i [о} jedini prav1 dvostran1 1deal za В • 
. I 

Tada, 111 је S O-prosta 1113 .је nul~t.a semigrupa reda 2. 

1.10 LE1~. Za semigrupu 8=з0 эlеаес1 us10vi ви ekvivalentni. 

(1) s je'levo [desn~ O-prosta. 

(11) з\[ој је lеуо [de.snq} prosta. 

(i11) (~a. Е S \ { о} ) Ва ::: S [аВ = S Ј . 

I.11 LEMA. Za semigrupu В, еlеаес! us10vi ви ekvlvalentni: 

(1) в је O-prosta. 

( i 1 ) (~a Е S \ r о}) ВаВ:: S .. 

, 

Sledeca. tvrdjenja о O-minitnalnim idealima. dokazao је Cli~· 

fford [ 3] • 

1012 TEOREMA. Neka ј е Ы O-minimalan (dvos·tran ) ideal semigr.J.pe ." 
S=So .. Tada, 11i је м2 :;; [оЈ 111 је М O-prosta podseL'11g1"Upa za з. 

Io13 POSLEDICA. Ako semigrupa S sadrzi jezgro К, tada је К pro-

sta podsemig1~pa za з. 

Za О-miniшаlnе leve [desn.eJ ideale ne ve.zi tvтdj еnј е sna-

logno (10. tom fЩ. 1 о 12 lJ.\co:-сещоr;),. 110 poJca~~uj е slede6i ру·:!·шеr., 



· - 11 -

о f <' а О О f а 

е .. е а е а О О О О О 

f О f g О О f О f О 

g g f g f О е. О а О 

а О а е О О 

О О О О О О 

L = [o,f,aJ је O-minimalan levi ideal za S i L2 I [о}, 

а11 L nije 1evo O-prosta јет [о,ВЈ је .1evi ideal za L. L nije 

п1 O-prosta (1II.2.7 Теотеша)~ 

I.14 DE];'1NICIJA. Levi idea1 L semigrupe 3=So је .9:.~~eneT1Ta;n ako 

је L = [о,а} i Sa = [оЈ. 
Ana10gno ве definise degeneriran desni ldea1~ 

1.15 LEMA. Neka је 8=БО i L O-minimalan 1evl 1аеа1 za Б. Тааа, 

111 је Sa=L za svaki e1ement а iz L\(O} 111 је L degener1ran. 

I.16 LEr~. Ako је L O-minimalan lev1 idea1 aemigrupe 5=БО tada 

L\ [оЈ је d!,-klasaza 3. 

I.17~ LEMA. Ako је М O-minima1anideal semlgrupe 8=So takav аа 

јем2 -# [о} 1 L;l [о} 1evi idetil Z8. 8 sadrzan u М, tada ~e L2#ro~ • 

l~eka је Е экир svih ldempotenata sem1grupe Б. Za е,! Е Б 

definise ве relacija :::; па зlеаес1 nacin 

L. f def 
е_ <: =5> е! :: fe = э. 

Ovarelacija је relacija poretka па Е. ·ft~O је S=3О tada 

ј е О ~ е za sve е Е Е. 

Idempotent f semigrupe S је ~rimit~v~ ako је f· I о i 

(У е Е:Е) (е f f ~ e=011i e::f). 
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l?2_!~ln.o [о-Ј P!~ semj.grupa је [0-] proata semigrupa 

koja irн8 primitivan idешроtеnt. 

Npr. 8vaka konacna [o~ prosta semigrupa је' potpuno 0-

prosta. .. 

I.18 LEMA. Neka је S potpuno O-prosta эеmigruра. i neka је 'е pri-
, ' 

mitivan idempotent za S. Tada ви L=Se i R=eS rеdош'0-min1mаlni 1е

vi i O-minimalni desni 1dea1i za S tako da је RL (; еЗе = R nL) 

grupa ва nulom za koju је е jedinicn1 e1ement. 

Clifford rзЈ је dokazao sledec:e tvrdjenje. 

о '. 
I.19 TEOREMA.. Neka је S=S O-prosta .semigrupa. Тааа, S је potpuno 

O-prosta sko i эато ako sadrzi Ьат je~an O-minimalan levi idea1 za 

S i bar јеаan O-minimalan desni idealza s. 

Rich (1949.) је okarakterisao ~otpuno O-proste ideale эешi-. , 
grupe 8=So (videti [4Ј" Corollary 2.50 i ех. ~ 2.7 t zadatak б). Та 

tvrdjenja navodimo ијеаnо sledecom teoremom. 

I. га ТЕОRБМА. Neka је М idea1 sешigruре з=sо • Та.dэ. t м: је potpuno 

O-prosta aemigrupa ako i вато ako је у2 ~ fO} i М је O-minimalan , 

ideal koji oadrzi bar jedan O-rninimal~ 1еу! idealftza S i bar je~ 
r-

dar1 O-minimalan desni ideal za Ве 

, Green-[ll] је dol.:azao sledece tvrdjenje: Potpuno .O-prosta 

semigrupa је O-biprosta. i reguJ.ar'na. 

Navodimo ovde ОЕшоvnе ројтоуе potrebne za proucavanje ide-

alne eks'tenzije. 

Neka је S ideal semigrupe У. Rеlасiјэ. '(; tlэfinisапа па 

v па sledeci naoin 

СУ cl.of 
xvy ~=-) i1ix::::y,; 
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је kongruencija koja ве naziva Rеез-оvа kongruepcij~ inducirana' 

ротоси S. Kvocijent semigrupa V/~ је Fees-ova.~yocijent.p~

gru~~ u odnosu па S 1 oznacava ве ва У/З~ 

Ртета definic1ji Rees-ove kongruencije vid1mo da аешi

gru.pu V/S mozemo konstruisati tako 8to skupu V\S uniramo jedno

clan эlшр tO} priCeIrlU О Ф V\S i/u вlшри (V\S) И [о} dеfiniэеmо 

operaciju * па sledeci nacin 

ako Х,у,ху ~ S, 

Х* у:: 
inace. 

Ako је S ideal sem1grupe Vtada kazemo da је V !§~Bina 
\ . 

. ekst'enzij?o ротоси Еева-оуе kvocijent sem1grupe v/s. V је ртау8. 

ekatenzija za S ako је V ~. s. KTace~ kazemo da је V ekstenzija 

za З .. ' 
.. 

Opisujemo ртоЫет ekstenzije. Neka је S semigrupa i 

Q=Qo semigru.pa ва nulom. Resiti pToытm ekstenzije znaoi odre

di ti ауе sem.igrupe V koje imaju ideal S' 1;ako da је S ~ З' i 

У/э' :::::. Q. Mozemo identifikovati S' за S i Q*,= Q\tO} ва V\S ta

ko йа је V = S V Q* РТ! сети ви S i Q disjunktni. РтоЫеro ве svo

di 11a оdrед.јivanје svih asocijatii,rn1h opera.cija па V :::z S VQ* l~c_ 

је ве poklapaju ва datim па S i Q* i za koje је S idэаl za V~ 

Navodimo metod ротоси translatornog omotaca eemigrupe 

koj1 usp~sno resava problem ekstenzije za вlаЬо rеdukt1VЋе semi~ 

grupe. 

l~eka је S sешigruра i Х,у та koji elementi iz S. Funk

cija;t па S је levr: ~nsl!l-9); .. ;ja. za S ako је ?\.(ху)=(Лх)у; 

f\.шkс ij а '5 па s ј е ~e B~~ tr~!l.~tj а IШ S ako ј е (ху)5' ==х (у q ) о 



1еуа trвnslacij а it 1 desna trашзlаоi~i а '5 эи ve.ze~ ако ј е 

х( Л у)= (х 'З)у i u tom ве slucaju kaze de. је par (?\.. 9 ~ ) 

Ь! t!..an~§..laci;J.a za В" LеУЋ transle.ci;je. /L 1 desna tra.nslacija 1 
BU Ee~~uj;~l.VE.2 ako је (АХ»), :::?\..(х§') za sve ХЕ;В. 

Skup Ј\ (8) 8vih levih translaoija za S је semigrupa u 

odnosu па proizvod: (,\ ~' )х ::: ЛС~ х) za B'ie х ES; эlсир Р(з) 

svih deanih translacija zaS је semigrupa u odnosu па proizvod: 
I ' 

Х(']9') = (х<:;)§' Z8.sve хЕВ. Proizvod dve bitralls1ac1je је 

opet Ыtr~~эlасiја cime ве dolazi do sledeceg ројта. 

Podsem1grupa direktnog proizvoda !\(в)хР(з) koju сiпэ 

bitranslacije od S је 1!~1.1s1atorni gmotac ze. ВЈ и оzпцсi J:L(S). 

Neka је s element semigrupe з. Funkcija Лв definisana 

ва it эх:эх za эуе х Е: S ј е .!:Ц!.utrаSn~ leva tl"'anslacila. inducira

па ва В; slicno х 'S а=ХВ ·<>д.еfiпiSе ll!1.utrasnj,ц desn\! ~.r.q,n~lacij,ц 

ulduciranu ва В; рат ( .лвt '55) је u..nutrэ}~~ bitra~?lacija in

ducirana ва s. Skup 0(з) svih unutrasnjih bitranslacija је 

unu_t!~.з.ј2:. ~,9d fL(s.2.; 8.l1аl0gnо definisemo skupove Г(З) i 

~(B) svih tшutrаsnјih levih i 8vih unutrasnjih desnih transla

cija Јсао unutrll~nj! ~ 2i 1\ (8) i ful redom. 

Za та koju semigrupu В, г(з) је levi ideal zэ. Л(S)9 

Lj(8) је desni ideal za. Pes), П(S) је ideal ~a й(З). 

Pre slil~avanj е 

с\,1: э ~(1 О) 
..}v -./ (\. э' --:> 8 (вЕ З) 

ј е hОПlОПlогfizе.m. Nazi vапlO ga kan2!!.i.ck~ homomorfizam оа S u -О(8) 

(i1i па П (S) ). 

"'1 
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( V-x tE S) ах: Ьх ~ ха=хЬ --}- а = Ь. 

Sешigruра 8 ј е ].еуо [dеs:по] redu)s.!JY..!}~ al{o za. svako 

Semigrupa S је ~ ako је levo i desno reduktiv-

2 8emigrupa S је ~lobalno idempot~~ ako је S =8. 

Lako sэ dokazuju sledeca tvrdjenja. 

i) Ма koje dve bitransls.cije sle.bo reduktivne semigru

ре S ви permutativne. 

i1) Ako је S globalno idempotentna aemigrupa, tada эу8.-
I , . 

ka leva transla.cija је permutatiV1'la ва avakom des110m translaci-

јот. 

Ako ј е S ideal za У, tada ava.ki element v Е V induc1'ra 

levu[ desnu] transla.ciju па В: s --?> УВ (В -7' 8У Ј. 

Navodimo sledeci rezultat (Grillet, Petrich [12Ј). 

I.21 TEOREMA. Neka је S ideal semigrupe y~ Preslikavanje 

(УЕУ) 

,gde za зvаki уЕ У, 

tiV 
f3 = УВ, s '5 V = ВУ 

је hОЛ10mоr:fizе.ш za V па semigrupu permutativnih Ъitransla.cija 

za S i prosirllje kanonicki homomorfizam ЗZ:8 -? п(Б). Ako је 

S аТаЬо reduktivna tada је 1:: jed1notvena ekstenzija za 5z do 

hоmоmОl'fizша od V u 9.(8). 

На OSllOvu. Qvog tvrdjenja dokazuje ве opste rеsзnје ck-

etenzionog рrоЫейш za slabo rеduktiV!1Э semigrupo. Prethodno је 



potreban sl~deci рој ат. 

Neka' зи S i Q semigrupe i neka Q iша nu1':l о. ParoijnlrLi 

* hоmошоrfizam СР: Q --7 i:l.(S) takav da (а "р) (Ь tp) Е П (8) ako' 

"* а,Ьс:: Q , аЬ=О, је ekst~1!~~ f't:tnJccij~. 

I.22 TEOREMA. Neka је S slabo redukt1vna semigrupa 1 Q senligru

ра эа nulош, disjunktna за s. Neka је <P':Q*'-7> SL(8) оdnозnо 

lf:a.--7 <.ра = (} ... 8., '58.) ekstenziona funkc1ja. На V=SUQ~ defini-

еето operaciju * па sledeci nacin 

, * ako а Е8, Ь EQ 

a.ko 

e.ko 

а ostali pro1zvodi ви оп! 1z S i Q. Tada V је idealna ekstenzija 

za S ротоси Q, U oznaci V ::: < S,Q; LPj • Obratno, вуаКа. ideal1l8 

ekstenz1j~ od S ротоси Q moze ве tako konstruisatiD 

Neka је S ideal semigrupe У. KongrHencija 3 па v је 

§-1-cqn.t~2pcija ako је Ilјеnа I'эstrikсiја па S jednakost. Eksten

zija V semigrupe S је l~lлt~ ako је jednakost jedina S-kongruenci

ја па У. Ideal S semigrupe V је gusto pot9~ljen i~eal ako је V . " 

u оdnови па inkluziju maksimalna gusta ekstenzija Z8 з. 

Neka је А podsemigrupa semigrupe So Najveca podsemigrupa 

za S takva da је А njen id~al је idealizator ZB А u_S t u oznaci 

Lako ве proveravQ da је 

i 8 ( А) :: r а Е s" 1 (V- а Е А) за , е. s Е А Ј • 
Gluskin [7Јје dokazao: Ako је S в1аЬо rеdl:tktivnэ. sшni

grupa, ta.da .(2(s) је idealizator za П (8) i !\(В)ХР(Б) "1 17 (З) 
ј е gH.sto potop1j еn ideal Z8. s:..l( s)" 
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Ј:1 D Е О 

NEKE КARAКTERIZACIJE REGULАЮ~1Н, 

INТRAREGULARN1H 1 (m,n)-REGULARN1HSEМIGRUPA 

11.1 UVOD. Prvu karakterizaciju regulsrnih semigrnpa 

preko levih i desnih ideala аао је 1seki (1.4 Teorema). Takodje, 

J.Calais, S.Lajos, J.Luh ви okarakterisali regularne semigrupe 

preko levih, desnih ideala, kvazi-ideala 1 bi-ideals w 

U 11.2 opisujemo regularne semigrupe preko levih, desnih 

ideala i elemenata semigrupe (11.2.2 Теотета). Takodje, 11.2.4 

Теотета opisuje intraregularne semigrupe preko levih i desnih 

ideala. Zat1mkarakterlsemo regularne ~ 1ntraregularne semigrupe 

preko bi-ideala. оdnоэnо kvazi-idee.la (II.2.7 ТеО1"ета). 

11.3 pocinje $а uopstenjem rezultata Ј. von Neumann-a 

{11.3.1 Lema).&Glavni rezultat је uopstenje tvrdjenja Iseki-a, . 

odnosno karakterizacija (m,n)-regularnih semigrupa preko 

(m,O)-idеаlа ј. (O,n)-ideala (I19).4 Теогеша.) .. 1ste semigrupe 0-

pisujeтo i preko (m,n)-ideala Оdnовnо (m,n)-kVаzi-idеаlа (II.3~5 

Teorema) sto uopstava rezultate Lajos-a i Luh-a za slucaj regu.

la:rnih sешigruра. РоаеЬnо razmat.re.mo lШiје grupa i "da.jemo pot':" 

reb~e i dovoljne uslove da regularna semigrupa bude unija grupa 

(11"309 Teorema). Unije grupa opisujemo i preko bi-idea1a 1 1э

vih ideala odnosno bi-ideala i dзsnih ideala (II.3.10 Теотета). 

II.3 0 11 Теотета daje potrebne i dovoljne uslove da је Bvaki 19119-
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rneIlt sеmigлlре S (2,1)-regu1aran i11 (l,2)-J:'egularan .. 

11.4 sadrzi karakterizacije (m,n) .... ideala- (m,n)-regu1ar-
.' 

nihsemigrupa e U tom delu uvodimo ројат (m,n)p-idea1a i karakte~ 

risemo podgrupu Т sernigrupe S ротоси (m'n)p-idea1a. 

11.2 KARAКTER1ZAC1JE REGULAm~1H 1 INTRAREGULAfu~IH SEМ1GRUPA 

I 
Ako је а та 1сој! e1ement semigrupe S tada је aSa~aS () sa, 

Nekaje а regu1aran e1ement semigru.pe В, tj. 8=8ЕЈг. za 

neki в iz S. lIeka .ЬЕ aS ()Sa. Тада је b=8u=va za neke U,VE S, te 

ј е Ь=аи=8.ваи=8.ЭУ8.. Dak1e t Ь Е aSa te ј е аБ (t За s; e.Sa. Takodj е ј е 

.:\ . . 2 
(8.) (1 ,О )=aS=asaS'~ aSaS= « а) (1,0» 

, 2 
i dualno, < а >(0 tl)~ «а >(0,1» .. 

Tako ето dobi1i sledece tvrdjenje. 

I1. 2.1 LE1i1A. Za element а se:migrupe S sledEHSi uэl0У! ви elcvi-

valentni. 

(1) аје regu1aran. 

(i1) «8.)( 1 ,О) )2=<а> (1, О), «8.1 (0,1» 2= <8> (0,1) , aS г\ Ва=аБа .. 

(iii) <а)(l,о)з:.:<а/(l,о);· s(a>(o,l)=<a)(o,:p' a.S nБа=в.За .. 

Na osnovu prethod.nog dokazujemo sledece tvrdjenje. 

II. 2. 2 ТЕОНЕМА. 'Zasem1grtlpu S sle'deci иаl0п ви ekvi ve.lentnj,. 

(1) s је regularna. 

(i1) (VRE.ГJc1 ,0» (V-L{Ј(о,l» ('Vaf.S) R
2

=R, L2=L J aS{'~Sa=aSa$ 

(ij_j.) (Jf.REfj(l~O) (V-LG~fcО'i!l») (V-аЕS) нв=н, SL=I/, аSf\Sа=D'за .. 
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DOKAZ. (1) 7 (11). Neka је S regu1arna 1 R desn1 idea1 

za Б. Neka а Е: R. Kako ј е а=е.аа za neko sf: S 1 ВВ Е R to а Е R2 • 

Dakle, .R2=R i dualn0 t . L
2

=L za та koji lev1 ideal L za Б. Ртета 
11.2.1 Lemi ј е аВ П Ва:::аЗа za 8уе а f: В. 

(11) ==3> (111). Kako је R=R2c: RS to је RS=R za та koji 

desni '!deal R za s. Analogno је L2=L za svak1 lеУ1 ideal L za В.· 

(111)==5'> (i). Neka је а та koji e1ement 1z В. Ртета (111) 

је <а)(1,0)8=<а)(1,0), s<a)(O,i)=<a>(O,l) 1 aSASa=aSs, рв ртета 

11.2.1 Lemi, а је regularan. 

Ртета 1.4" Teorem1 i 11.2.2 Теотеш! dobijamo 

II.2.3 TEORE1dA. Neka је S kvaziregularna semigrupa. Sledeci 

uslov1 ви ekvivalentn1. 

(1) s је regularna. 

(11) (~R6'1(1,0»<..yL_E~0,1» RLE~l,l). 
(111) (-'fа.ЕS) aSI\Sa = aSa .. 

Sledecim tvrdjenjima ор1аији ве intraregularne semigrupe 

preko levih 1 desn1h 1deala. Takodje ве daju neke osobine idea1a 
'" 

intraregularnih odnosno regularnih semigrupa. 

11&2.4 ТЕОНЕ1Ц. Za sem1grupu S вlеаес! ualavi BU ekv1valentni. 

(1) S је intraregularna. 

(11) <J.fR€-ЈсО,l»('tLf:1co,l» RI1L~LR. 
(111) (Va€S) <a>(l.O)(\ (a>(O,1)~(a.>(091) <a>(ltO)O 

'::> 
DOKAZ. (i) -~ (11)0 Neka је S intraregularna tj. 8Ева~З 

Z8. svaki оlешеnt а iz Б. Neka aERf1L i s,tE:S tako da је a=sa2t. 
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Теда је a=(sa)(at)EIJR. Dakle, R()L~I,R. 

(11)-=::;> (111).. Ocigledno. 

(111)-=7' (1). Neka аЕВ i <"e.I(l,of<a'>(O,l) c<a>(O,l)<a>(l,O) 

Kako је 

<,a)(O,l)(a>(ltO)=(~aJusa)({~\uas)= ~а21'И a
2

S И8а2u 8в28 

to аЕ{ ај U а.2 З!Јва2 и 8a
2
S. Ako а Е. а2з tj .. а=а2э za neko s ~ 8 ta-

·2 2 2 2 . 2 
da а=8. в=аа ввЕ8а з. Dakle, аЕ.а S povlaci aESa В. Dakle, а је 

1ntraregular~~. Kako је а та koji element iz S to је S 1ntrare-

gularna. 

Ргеша (1i) prethodne teoreme dobija ве: Ako је S intra

regularne. ssn1grupa tada је RCSR [1~1S] za sva~i desni [levi] 
2 . 

1deal za S 1 I =I=8I=I8 za svaki id~al 1 za В. 

Nelca је I ideal intraregularne semigrupe 8 i neka а Е 10 

Tada ј е а:;:эа 2t za neke в, t Е; s. Odavde ј е 

a=8aat=8sa2tat=82aatat=s2asa2ttat=(s2as)a2(t2at)~Ia2I. 

Dakle, 1 је intraregularna semigrupa. 

Neka је 1 ideal regularne semigrupe S i neka а Е I. Tade. 
11 

ј е э.=аsа za. neko s Е. S ра ј е 

, 

а=ааа=аааfЗа f aIa te ј е 1 regularna serrilgrupa. Takodj е ј е 

18=31=I2=1 za svaki ideal 1 regularne semig.rupe 8. 

Nвkа је 1 rеgulаrсш [ intraregularan Ј ideal semigrt.lpe S 

i А ideal ideala 1 .. Pl~eтa prethodnom је IA=AI=A ра .је. AS=AI8 <;;АI=А 

i SA=SIA~IA=A. Dakle, А је ideal za В. 

Na osnovu prethodnog аоы1аa ве sledeca teorema. 

1I.,205 TEOREMA.. Neka је S regulul~na [intrаrеgtЙаЈ.Ћа] S0шigrира. 

Tada је 
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i) 3I=IS=1 za. svaki ideal 1 za з. 

11) Svaki ideal I. za S је ,regu1a.ran (1ntraregularan] • 

ii1) 3vaki idea1 ideala I za S је ideal za з. 

Lajo8 [29] је posta.vio рrоЫеш da ве opise klasa aemi

grupa S ва osobinom da је svaki ideal ideala za S takodje ideal 

za S. Sledeca teorema је prilog odgovoru па to pitanje. 

1I.2.6 
I 

TEOREIvIA .. Neka је 1 idea1 semigrupe S. Tada, svaki ide~ 

а1 idea1a 1 је idea1 za S ako i вато ako za svak1 podskup А ida

ala I је AS ~(A/I i SA C(A)I gde је (А>т ideal za I generisan ва 

А. 

DOKAZ. Neka је svaki idea1 ideala 1 idea1 za s. Neka је 

А podskup idea1a Io Tada је <A>I~AVAI VIA \JIAI ра је 

(AUAIUIAUIAI)S f; <A>I odnosno ASUAISVIAS\)IAISC(A>I te је 

AS C.(A)I. Аnаl0gћО' ве dokazuje i SA~<A>I. 

Obra.tno, neka ј е za svaki podskup 1 ... ideala 1, ЛS С<А)х 

i SA C(A)I- Neka је В ideal za I. Tada је ВЭ С<В)т i SB~<B)It 

tj. ВЗ GB i ЗВ~ В. De,kle, В је idea.1 za з. 

Croisot [6] је ртоисауао semigrupe koje ви regularne i 

intraregularne (1.5 Теотета). Sledece tvrdjenje karakterise te~ 

semigrupe preko bi-ideala i kvazi-ideala. 

11.2 .. 7 ТЕОRErДА, Za semigrupu S sledeci uslovi ви ekvivalentni" 

(i) 

(ii) 

(i1i) 

(iv) 

(v) 

'. 

s је regularna i intraregularna. . ~ 

<it-B E~l,l» ВВВ nSE
2

=Bo 

(VQE:G?( 111 1) ) QSQ ()SQ,2.,Q" 

(~a б в) Q(a)SQ(a) п SQ2{a);Q(e.). 

(-"1 а Е в) < 8'>(1,1 )з<а>(l ,1 f\&«a '(1,1» 2=<81 (1 '11)" 
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DOKAZ. (1) ~ (1i). Neka је S regularna i intraregul~rnao 

2 Tada. za зvаki element а Е S postoje в,и,УЕ S tako da је 8=8sа.=шз. v 

Neka је В bi-ideal za Б, 

za neke s,t,rE Б. Odavde је 

2 ВБВ <;; В. Neka Ь Е В. Тааа ј е Ь= ЬэЬ= tb r 

Ь= bsb::::tb
2

rsb::::tb (ЬтвЬ) Е 8В( ВЗВ) с:: зв2 $ 

Dakle, В ~ ЕЗВ () зв2 te ј е 'В=ВЗВ п Бв2 • 

(i1) =9 (111). Јет, sve.ki kva~i-ideal је bi-ideal. 

(iii) ~ (1v). Ociglecl."'lO. 

(iv) '9 (i). Ke.ko је Q(a)== fa} U (aS П За) to је 

Q(a)8Q(a.)= (faj U (е.Б (\ За) )З( )а} U (аБ 11 За) )=88(18.) U (аа () за) )=aSa o 

Takodje је 

aQ~~a)=S(fa} u (е.аnза»{{аЈ u (aSflsa.»=sa({e.ju (e.8f\Sa» ::1 

:::: S·a,2L.J sa(asn 8а) ~ sа2и Sa2S. 

Dakle, ргета (iY) је Q(-a.) с:; аЗа П (Ба2u Sa2S) оdnОЭ1l0 
а € а.За (\ (Sa2U за2Б). 

2 2-- 2 k 8 t 2 11 Ako э, Е Sa tj. 8.=83. ==эааlIIэва в za. nе о а Е е 8. Е Sa S. па r е 9 

а. G. аЗа i а Е 8а2з te је а regularan i intraregularan. 

(ii)~ СУ) =ф (-iv) .. Ociglednoo 

I1. З (ш,п) -REGULАRl''ЈЕ 8EMIGRUPE 

8ешigruре navedene sa I.7 иуео је Cro~.sot [6Ј i nazvao 

ih Ifsemigru.pe kојэ zadoyoljavaju usloY (m,n)tI. Ovde сета ih nа-

zivati (щ,п)-rеgulе.l",nе semigrupe. Razroatramo njihove ka:t'akteri-

zBoije preko (ш.n)-idеаlа. 

Sledecim tvrdj еnј ет иОРЕаауа ве rezul ta-t Ј. уоп N'ешnаnn-а 

(I.1. Lеша.). 
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II.3.1 LЕ}ЛА. Neka је а element semigrupe З, m та koji priro

dan Ьтој i Е skup svih idempotenata za S. Sledeci uslovi BU ekv1-

valentni. 

(i) а је (ш,l)-rеgulаran. 

(11) (:3 е ,С Е) < а > (т. О) = eS. 

DOKAZ. (i)~(ii). Neka је а (m,l)-regularan element iz S 

m п m m m m-l m-l· m tj. а=а эа za neko s ~ з. Tada је е. эа з=а аа.а в=аа в=а В. 

Dakle, е.ШSЕЕ. Kako је 

••• 

i а :: аШееР to је (а> (ш,о) == аШs .. 

Neka Ь f: аШs, tj. b=aI!lt za neko t Е З .. ,Tada је Ь=ааm-lt=аmsааш-lt= 
., 

Dobili. sтo < а> (т,O)=es gde је е=ат&. 

(1i) :::9(i). Neka је <а) (ш,о)=ез za neko etE tj. 

{а.Ј U fa:2ju ••. и{~" u аШS=еS. Tada је еа=а\О e:::a.k za neko 

k Е. {1,2, ••• ,тЈ 11! е=атв za neko s ЕЗ. 

Neka је e=ak za neko k t. [1,2, ••• ,т Ј. Tada ј е m=k.e+r gde eu g i 

r prirodni broj'evi i rE[o,1,2', ••• ,1{-lј. Ako је т=О tada је 
ш k k)f .е Ш. ј ( ) , а =а =(а =е =е рв је а=еа==ееа=8. еа "ј. а е m,l -regu1a.ran. 

)" } m ( k).e r r r Ako r Е (1,2, ••• ,k-l tada а == а а =еа. =а • Kako је k > r to је 
m t r t" r+t k . 

k=T+t za neki prirodan broj t рв је а а а=а. а а=а а=8 8=еа=8 

te је а (mtl)-regularan. 

Neka је е=атэ za neko в Е s. Tada је аШsа=еа=8 te је а (~nsl}-regu

lатan. 

Dualno ovom tvrdjenju је sledece: Element а semigrupe S 

је (l,n)-regularan ako i эато ako је (a>Otn)=se za nek1 idempo-

tent е. 
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I1.3,,2 LШU. Neka је S semlgrupa, IП,n p:rirodni b:rojevi i 8ES .. 

Tada је 

:: 

= 

= 

'1' 1. } 

11i) 

а( <8. > (o,n))n :;:: Sa
n
.' 

( {,а> (т ,П) )та ( < а > (т~n»n :: а.ШSаП • 

DOKAZ. i). Kako је < а> (т,О) = U [ а1) И аШs 
i=l 

( U {а1Ј U ата)т-1( И {a~ U аШs)S = 

1=1 1=1 

( U [ai} U amS)m-1аS = 

i=l 

( U t aiJ U ашs)m-2 ( U [ e.iJ U аШs)а's :: 

1=1 1=1 

I '. 

= ,{ U [ a~ И аШа)а2з :: 
1=1, 

• • о 

= ( u {aiJ 11 а.Шs)аш-is :: U s.i+m-lS U a IOSam- 1S ,; ата 
1=1 i=l 

, 

Anu1ogno ве dokazuje i1) .. 

ш+n 

i11) .. Kako је (а. > <m,n)= U {а1} Иатааn to је 
1=1 

ш+п .:( 
== ( U {a'~J U 

1=1 

to је 
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( ђ'1 f e,iJ и aInSau)m-l( \јП { а1Ј И аШsаn)s ::: 

1=1 1=1 

::: • • 8 
m = а з. 

Ana1ogno је 

s( < а > (m,n) )n ::: Sa
n

• 

! 

Tada је 

Na оаnоУи оу'е Leme 1ako ве doka.zuje sledeca. 

I1.3.3 LEMA.Neka ви m 1 n_prirodni brojevi. Tada, semigrupa 

S је (m,0)-regu1arns.'[(0,n)-regu1al"na] ako i вато ako је 

R=RmS [L=SLn] za sy-aki (m,O)-idеа1 R [(О ,n)-ideal L Ј za S .. 

Regularne semigrupe okarakterj.sao ј е Iseki preko levih 

i' desnih ideala (I.2. Теотета). Nsr'edno tvrdjenje karakterise 

(m,n)-regularrle semigrupe preko (m,n)-idesla. koje ве za m=n=l 

Bvodi па tvrdjenje Iseki-a [14Ј. 

11.3.4 TEOREMA. Neka је S semigrupa 9 m,n neneg~tivni се1! Ьто

jevi. Тааа, S је (m,n)-~egularna ako i вато ako је RЛ L=RmL flRLn 

za svaki (m,O)-idеаl R i svaki (O,n)-ideal L ia S~ Pritomje, , 

d ROL def L i RLo ~_~ R .ogovorno .. 

DOKAZ. Ako, је ш=n=О tvrdj еnј'э је tacnoj ет svaka semi

grupa је (O,O)~regularn8. 

Ako ј е т=О, nylO onda ј е R:::S ра R П I,=R!nL () RLn postaj'e 

JJ=L () SLn tj. L f=:. SLn • Odavde је L=SLn .. Dakle tvrdjenje ае 8vodi 
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п (O,n)-regularna ako i S~ЋО ako је L=SLL za svaki 

(O,n)-ideal L (II.3.3 Lema). 

Ako је т~O i n=О tada tvrdjenje glasi: S је {m,O)-rеgu

lsrna а}1:0 i sэ.шо ako је њ=rf11s· za svak1 (m,O)-idеаl R za S (11.3. 

:3 ,Lema). 

Neka је т#О i n,lO. Za ша koju sem1grupu S је RШL <;;RП!'SСR 

i RLnC"SLn~L za svaki (m,O)-idеаl R i {O,n)-ideal L iz В. Tada 
! 

је 

a~ П RL п <;; R (\ L. 

Neka ;ј е S (m,n) ... regularna" Neka а ~R f\ L i в Е S tako da 

ј е a=a.tD.san. Tada а Е R~ п RL п te ј е R (\ L ~ 1fl1 П RL n. Ртета ovome i 

prethodl'lOm је R()L = RmLr\RLn • 

Obratno:, neka ј е Rn L = If1L Г\ RLn za svaki (т,О )-ideal R 

i 8va.ki (о ,n)-idea~ L za S .. Za R = <а) (ш,О) i L = S је 

<а) (mtO) ::: «а) (mtо»Шs • Ргета II.3.2 IЈеШ.i је <а)(т,о)=ата .. 

Za R:;::S i L~ <а){о,n) је <a)(o,n)=s«a>(o,n»n р8 је 
< а > (О ,n)=ваn (I1., з. 2 Lema). Iz R Г1L=RffiL nRL

n 
sIedi R С\ L с:, RL 

ј тз S П т("Св 11 ffiS п Od d ј ./ > г\ < \ шs п ра е а 1'1 а ~.= а .::> а S а а. аУ е . е ,8 (т,о) а/ (Ofi n )::8, а. 

Dakls$ а Е аШSаn te је S (ш,n)-rеgulа.rnа. 

SoLajoB 1 J.Luh ви opisali regularne semig~Ape redom pre

ko bi-:l.c1eala i kvaz:l-idea.la (r.:з ТеоrеП1В). То ј е specij alan 811.1.-

сај sledeceg tvrdjenja kojim se opisuju (myn)-regalarne semigru

ре preko (ш 9 n)-idеаlа i (m,n)-k~~zi-ideala. 

'" 
II.3.5 TEOREl!J....A... Neka su m i п та koji prirodni brojevi. Za ее-

migrv.pt1. S fзlede<H. uslovi 8и ek-.riva.lol1tni. 

(1) s је (т,ll.)-rэgu.lаrl1а" 

(11) (V А ~ СЈ(m,n)) AffiSAll=A. 

(Ј1l ( <: -i ~ '1 (-'-/~ I) с. ",ј Ј ) С"Јт с (,l1_ [) 
.. ! ... __ .J-~ ,Ј "::". '- ...... ~.:.\т,n) r ...... 1Ј; i -. ... ~;.~ 
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DOKAZ. (i) 9(ii). Neka је S (m,n)-regularna. N"eka је А 

(m,n)-ideal za 8 i а БА. Kako је s.=аШsаn za neko s 68 to а Е:АffisлU 

ра ј е k~AlnSAn. Dakle, АmSЛn=А. 

-(11) :-0/ (1i1). Јет је svaki (m,n)-kvazi-1deal takodje i 

(m,n)-ideal. 

(i1i).--ф (i). Neka а ~s. Kakoje <а>(ш,о)n <!:>(~'.n.} 

(m,n)-kvazi-idea1 (Х.8 Teorema) to prema (ii1) је с'· 
i 

«a>(m,O)n <е. >( о , n ) )тз «а) (т,о)А <а)( О ,п) )n:: <а> (т,О) () <а>(о ,П)" 

Prema оуота i 11.3.2 Lemi је 

< а >(т ! о) П (а >(0 ,n)С;; «8> (ш,О) )Шs«а> (О ,П) )n=аШSаn • 

Dakle, а ~ аш.sаn te је S .(~m,n)-regularn8. 

Ртета prethodn1m rеzu1tа.tiПl8 1 1.б Teorem1 imamo 

1I.3.6 TEOHE?~. Za sem1grupu S sledeci иа1оу! su ekvivalentni. 

(i) 

(11) 

(iii) 
'" 

(iv) 

s је unija grupa. 
. N (У./ ? 

(JfR (:: Ј(.2,0»(оЧ-L f: J(O,l»R/)L=R-L. 

(~H E:'J(2,0»(..y.L Е: fj(O,2)) R
2

S=R, SL
2

=L .. 

(-V-R б 'J(2,O»)(.!fB f:'J(1,1» R
2

S=R, ВЗВ=В. 
('.~ .. ) e·.f А Е r:J (2,1» А 2ВА=А. 

(У!) (YQ G?(2
t
1» Q2SQ=Q. 

А .. И.Сliffогd је proucavao jeclnu уеота znacajnu klasu ге-

gularnih semigrupa. 

II .. 3. 7 DEFINICIJA.. Regularna semigrup.a. S ciji ви svi idempo't:en

ti centralni tj. za koju 

(~ е t Е) ( ~ х БВ) ех=хе 

naziva ве Cliffordcva • 
.... -....------~-....-.------
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Lako эе vidi da Cliffordov8 semigrupa jeste unija grupa, 

f 2 2 
Јет. ako је S Clif ordovQ, tada је а~вэа=аеаае.=аазва=а 8 а ZD. nе-

l~o s €S ра је S potp1mo l"egularna odnosno u.nija grupa. .. Prlro<1."'lo~ 

је postaviti pitanje: Ako је S unija grupa, pod kojim uзlоvоm је 

S Cliff'ordova? Jeda.n potreban i dovoljan usloy dao је S.Lајоs[ззЈ 

sto ngvodimo sledecom teoI'emom. 

II.З.8 ,TEOREMA. Neka је S unija grupa. Tada S је Cliffordova 

semigrupa ako i аато ako ј е svaki ј ednostran. ideal i dvostran • 

Kako је un1ја grupa rеgulаrда semigr~pa to В8 slicno, 

рrirод~о postavlja pitanje: Pod kojim uslovom је regularna semi

grupa tшiја grupa. Dobijaтo.sledece tvrdjenje~ 
I 

" 

1I" з. 9 TEOREMA. Za regularnl1 semigru.pu S sledeci uslovi эи elc-

v1va1entn1: 

(1) 

(i1) 

(111) 

S је unija 

fJ C2 ,O) : 

У(о,2) = 

grupa. 

r:J(l,O)" 

'Ј(0,1)· 

DOKAZ. (i) =o/(i1)0 Ako је S unija втира onda јеоnа desno 

1 .1" t . 2Б ' п (1 6 Т ) regu Ц.rnа Ј. а (; е. za ауахсо а б јј • eorerna. Prema IIеЗ.З 1е-

mi је R2S=R ZB svaki (2,O)-ideal R za В. Dakle, R је йеэn! 1deal 

za s. 
(1i) ~(i). Neka је svak.i- (2,O)-ideal za S desni idea1 za. 

s. Kako је S regul~nla to ртета 1.2 ~eoremi јэ R
2

=R za svaki de8~ 
2 п1 ideal 'R za В. Dakle, R =R ~a svaki (2 j O)-idsаl R za В. TadB, 

ртета. 102 Теоrешi је R/)L=RL оdnоsr:ю R()L::::R
2

L za. svaki (2,O)-:tde

Bl R i Bvaki levi ideal L za В& Proma-II.J.4 Teoremi S ~e (2,1)-

-rеgulаХ-nG. t оd110SПО пniја gru.pa .. 



- 29 = 

л .... lаlоgnо эе dol\:azuj е (11)# (111) • 

Sledece tvrdjenje daje karakter1zaciju un1je grupa preko 

bi-1deala 1 (0,2)-1dea1a [(2,0)-idе~lаЈ • 

I1.3.10 ТЕОНЕМА. Za semigrupu S sledeci us1ov1 зи ekvivalentnl 

(1) s је unija grupa. 

(11) (4j-Вб~l,l»(JfLf:tj(о~;») B()L ~BL. 
ј (ii1) (Jfa€:S) <а>(1,1)n<а)(0,2) = <а)(l,l) <а>(0,2). 

(1v) (''tВб~1,1»(-v.RЕ)(0,2» Bf'\R~.RB. 
СУ) (-'fаЕ.S) <8> (l,l)n.(а>(2,о) :: <а>(2,0) <а)(1,1). 

DOKAZ. (1) ~(1i). Neka је S un1ја grupa, В bi-ideal i 

L (0,2)-ideal za S. Neka aEB(\L. Kako је а=8882 za neki sGS 
> 2 2 

to је а=а(еа) EB(SL )~BL. Dak1e, Bf\LGBL. 

(i i) =) ( i 1 i ) • Ртеша ( i i ) ј е 

<а » (1,1) () <а > СО ,2) ~ <а > (1, 1 ) <а> (О Ј 2 ) 

za та koji element а iz В. Primetimo daza та koju'semig:rupu S 

i atE:S је 

<а> (1,1) <. а >( 0,2) ~ <а> (1,1) П < а > (О t 2) • 

Јет, 

а (1,1) а(0,2)= ([aJv{a
2jvasa )({a}v{e.21 и.за2)={а2}u{а~иаБа2. 

< г. ) ( 1 , 1 ) f\ <а> (О, 2) = {.~} v [а?ј V (аЗа ('\ Sa 2, 
(ii1) ~ (1). Kako је '" 

fa}vfa2J V (aSSf\Sa2) :: [а2Ји{а3Ј U.asa2 

to аЕа.Ба2 • Da.k1e, S је (1,2)-regularna, tj. unijs grups.. 

31ic110 ве dokazttje (1) ~ (iv) =7 (v) ~ (i). 
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Neka јо S semigrQpa. takva da је svalci element а (1,2)-::ее

gu1aran 11i (2,1)-regularan, odnosno а=ава2 111 a~a2ta za neke 

в, t G S. Ta.da је R () L~RL za та koji (2,O)-idea.l R za S i та koji 

(O,2)-1dea1 L za В. Odatle, <а)(2,о)" <а) (Op2)~<8.>(2,o) <а>со,г 

za svaki elemellt а. (: В, tj. 
- . 

[аЈ V {a~ V (8.
2

S nза2 ) ~[a2} И ~a3J V аВа2 V а2Ва. " 

fTako вио dobili 

II .. 3.11 ТЕОRБМА. Za semigrupu S sledec1 uslovi 8U ekvivalentni. 

(1) (-V-а6S) е. је (2,1)-regularan i11 8. је (l,2)-regulara: 

(11) (-VR Е- г:1с2,о» (-V-L Ео Гјсо,2» Rn L ~RL. 
( i 1! ) ('t а ~ S) < а / ( 2 , О.) () < а> ( о 9 2) = < а) ( 2 , О) < ~ > ( о , 2) : 

11 .. 4 (m,tl)-IDEALI-I {m'n)t-IDЕALI 

Ovde razmatramo (m,n)-ideale (m,n)-regul~r-nih semigrup8.. 

Takodje, uvodimo ројат (m'n)t-idеаlа semigrupe S i ротоси njih 

ka.raktcrisemo podgrupu Т semign'l.pe В. 

o 
II.4.1 LWдл. Neka је S semigrupa, т,n prirodn1 brojevi i Ј(Б) 

pa:r.·ti t:5, van sku.p skupa S.. Ta.da 

i)· ("'tPEG.?(S))(JfL Е r:fco,n» PL
n

(; r:fcl,l)· 

. i i ) (11. Р t (р( S) (-VR Е ус m , О» RШР Е Јс 1 , 1) • . 

DOKAZ.. :ј.).. Kako ј е SL п ~ L . imamo 

Ртета tome, PL11 је b1-icleal za Sa 

Analogno эе dokazu.je i ii). 



'- 31 ..., 

II.4.2 LE1u\. Neka је S semigrupa, т,п nenegativni celi Ьто-

jevi. -Tada ' 

(.у- R Е fJ(ш, О) )('1" L €: ј( о ,П» R"'L () RL
n 

t:- ':ус 1,1) • 

DOKAZ'. Ako је m=n=O tada је R(O,O)=S=L(O,O) ) 

ROL () RL о :: L () R = 3 ~ ~ 1 ,1) • 

Ako је т=О, n~l tada R _g i ROL RLn=L 3Ln =SLn ра 
(0,0) -

prema II.4.1 Lemi, SLnE 1(1,1). 

Ako је т.~l, п=О, tada L(O,O)=S i R~/)RLo=RmS(\R=RmS .. 

Opet prema I1.4.1 Lemi RmS Е: !Jc1 ,l)" 

Ako ј е т::;;'l i п ~1 tada t prema1I • 4.1 Lemi, RШL i RL п 

priPado.jU,:~J(l,l). Dakle, RmLnRL
n Е: 'Ј(1,1). 

Korlsteci prethodna tvrdjenja, sledecim opis~jemo (m,n)

-ideale (m;~)-regularnih semigrupa. 

I1 .. 4.3 ТЕОRЕИА. Neka је S (m,n)-regularna sem1grupa gde ви m i 

п тв кој! nenegativni се11 brojev1. Neka је А neprazan podsl{Up 

skupa 30 Tade. 

А је (m,n)-ide~l za S <Г~ (3R Е 'Ј(т,о» (-3L Е ~o,n» A=R~ ()RL
n .. 

DOKAZ. Ako је m=n=O tada А је (O,0)-idea1 ako i вато ako 

је А=Б. 

Nelcs је m~l i n==O. Tada If1Lf1RLО=RШЗ а to је (ш;;О)-idе-

0.1 (11.4.1 IJema). Obratno, ako је А (rn,O)-idеаl, tada АШS{)АSО; 

=АmSГ1А=Аms. Kako је S (m.,O)-rеgulаrnа to prema II.3.3 Lemi је 
m m О 

А=А Б. Dakle, А=А SћАS • 

Neka је т==О9 11:::;.1. Te.da ROIJ(\RLn=SLn i SLn је (O,n)-ide

аl. Obra:tno, ako је А (Osn)-idea.l za s tada је sОлn аАn=А nВАn=ВАп " 

Preme. II.3 .. 3 Lemi је SAn::::A. Dak1e, А=sОАf\S.лn • 
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Neka је m ~lt n~l i А=RШL rlRL
n

• Prema 1I.4.2 Teorerui, 

А б ~(l,l) tako da А ~~(т,n). obrat~o9 neka је А (mtn)~ideal. 
Prema 11.3.5 Teoremi је A=AтSAn , а prema 11.3.4 Teoremi је 

(.!fR E:ГJCm,o»(~L Е- 'JCotn» RmLnRL
n 

:: RnL. 

Odatle, za R::z (А) (m,o)=AVAmS i L= (А) (o,n)=AVSA
n 

dobijam.o 

«А) (m,о»Ш (л>(о,п)() <А) (т,о)( <А> (O,n»n =: 

Prema tome, 

А :: 

;> 
TEOREMA. Neka је S senagrupa, т,п prirodni brojevi. 81е-

de6i uslovi su ekvivalentni 

(1) . s је (m,n)-regu1arna i (Ју- L Ео r:J(o,n» LШSSL 
(11) (:V- А€:. r:Jcm,n» (т L Е Ј(о,п» А AL = лmL f\AL

n 

( i i i ) (~ Q Е: CQ tm ; п) ) ( .у. L Е tj С о , п).): Q () L = QШL () QL п 

DOKAZ. (1)-7(11). Neka је S semigrupa ва osobinoт (i). 

Tada, prema I1.384 Teoremi, imamo 

(".. R €: Jcm.6»)(.\f L t 10.n» Rf\ L = R"'L ()RL
n. 

NOk8(\je А f:. Y(m,n). Ргета II.4. 3 . Teorem.1 poetoje R Е: 'Ј(ш.о) i 
~. m п 

L б Ј(о,п) te.ko da је A=R Lt11tL· .. Dokazujemo da је А (m,O)-idеаl. 

Аn1в= (RmLJj RLn)mS= (RffiL('I RLn ) (Н {)L)m-lS ~(RmL А RLn)Lш-1s ~ 

~ RmLLm-1s П RLnLm-lS==RmLШS () RLn-1LffiS ~ RffiJJ () RLn-llј~RmL () HLn=A • 

... ~ , 
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Dakl е, А тв f: А t t ј. А 6 r:fc m , О ) • Ta.da , 

(?f'A € ~mtn» (,VL Е ~o ,п» (А () L=АШL() AL
n

). 

(ii)9(iii). Jer је G?Cm,n)G ~m,n). 
(111) 9(1);, Prema (111) i ~ш,о) <;;; ~m,n) imsmo 

('fR -= ~т,o »("IL '~ 1с О .n» R f\ L=н"'r. i\ RL
n, 

tj. S је (m,n)-regularna. Kako је У(о,n)<;; ~m,n) 1 зn;;:;:в, to 

ртета (1ii) doЪijamo 

L=L () S=LШS f\ LSn=LШS. 

Prethodna tvrdjenja ovog paragrafa ви uopstenja rezu1.;.. 

tэ.tа Laj оэ-а [31Ј, [32Ј 8 

S1еdе"сош defin1cijom иуоаiшо ројат (m,n)-ideala gde је 
т 

т podsemigrupa semigrupe S. .. 

I1.4.5 DEFINICIJA. Neka је Т podsem1grupa semigrupe s. Podskup 

m п' А вэmigruрэ S је (m,n)-ldeal ako је А ТА ~ А (т,n ви nenegativni 
'r 

cel! brojevi). 

LEМA. ·НеКа ј е ~m,n) т skup Bvih (m,n) T-ideala semigrupe 
ft 

S .. Tada. r 

(~A.B Е ~т.n) т)(А г\ B,!!I ="7 А 1'1 В Е Jcm'n)T)· 

DOKAZ. Heka А,В Е '1r.m,p-)T tj. Ј!'ТЛn<;:А i в"'TBn~ В • 

Ta.da је 

(АА в)тТ(А () B)n .~ BmTBn t;; Во 

Dakle, (AAB)тT(A[)B)n~ ААВ. 
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Sledeca tvrdjenja daju potreban i dovoljan uslov da 

podsemigrupa Т semigrupe S bude podgrupa za S. 

I1.4.7 TEOREМA. Neka је S semigrupa, m,n prirodni Ьтојеу! i 

~(т'n)T skup svih (m'n)t-idеаlа za S.- Tada, sledeci uslovi ви 
ekvi valen·tni. 

(1) т је podgrupa za з. 

(Н) (i'A Е r:fcm'n)T) (тс, АУ А АТ = !i1). 

DOKAZ. (i) ~ (iiY .. Neka је Т podgrupa. semigrиpe S i 

А ~ 1,( ). Ako ј е А () T~y5, tada ргете. 1I .. 4. 6 Lemi, imamo 
ш,n т 

АnТЕ:1( ). Neka је АГ1Т:::В. Ta.da.je BS;T i BmTBnGB. Kako 
т,n Т 

је Т podgrupa i Bf:.T, imamo Bn:TBn=T .. Ргета tome, Т Е В tj. В=Т" 

Tв.da је AГlT=T tj. T~A. Dakle, 

('" А Е ~т"n)T)(T ~ А v А f\T=!i1). 

II.4.8 TEOREМA. Neka је S semigrupa, т,n prirodni b1"'ojevi, 

~(т'O)T skup svih (m,O)t-idеаlа Z~ S, ~ O'n)T skup svih 

(О,П)т-idеаlа za S i r:J = ~т'O)T U ~O'n)T. Тааа 
~ t\.J' ) (f.' r.I) Т ј е podgrupa za S ~ I,/'I-А Е T~, А V .A"nll'=\tl • 

DOKAZ. Neka је Т podgтupa za S i А Е .!Ј. Neka А ~ ~т О) 
, Т 

tj., Атт ~ А. Ako је А()Т/fб, tada ргешв 11 .. 406 Lemi, Ar,T=B је 
, 

(т,О) T-ideal tj. втт G В. Kako је В ~ Т i Т је роdgrt.1Рэ. za S to 

је втт=т, ОШ10ВnО T~ В. Dakle, 

не dokazuje za А ~ r;;~O'n)T. 
Obratno, neka 

" B:zT tj о Аn Т=Т i Т ~ А. Anв.logno 
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Kako је Т роdsещigruра za S to је 

( ..у. х €- Т) (хТ ~ Т Л Тх ~ Т) • 

Tada је 

(хТ)rnт = (xT)(xt)m-1т~ Т. 

Dakle, хТ б 'Уст.о) Т а odavde хТ" Ј. Prema tomei pretpostavci је 
Т G хТ v т () хТ ::: ~ 

Dakle, хТ=Т. 

Kako је T(TX)n=T(TX)n-lтх ~Tx to је тх ~~ 
(О,n)т 

ТX€ Ј. Tada је 
т s; тх v Т (\ Тх :: ~. 

Dakle, -Тх=Т. 

Prema prethodnom је 

(-'r х ~T)xT ::: Тх = Т. 

Prema tome, Т је podgrupa semigrupe В. 

tj. 

II;:, 4.9 POSLEDICA. Neka је S semigrupa, m,n prirodnibrojevi i 

Ј::: У (т, О) V 'Је О ,П) •. Тааа 
~ S ,ј е grupa ~--::> ~ = f s Ј . 

Prema III.4.8 Teoremi lako ве dokazuje sledeca (oznake 

ви kao u navedenoj teoremi). 

II~:. 4.10 ТЕОRБњ.А. Neka је Т podsemigrupa semigJ:Upe Ве' Sledeci 

uslovi зи ekviys.lelltni. 

(1) 

(1.i) 

(ii1) 

т је podgrupa za 8. 

eJ..fA(::'icm,O)T)(T~AV A()T:::~) Л (.'ЈХЕТ)ХТ ~ тх. 
(ЈТ А 6.. 'Је » (Т ~ А V А "T:::~) Л (ЈЈх ~ Т) Тх ~ хТ. 

Ot n Т . 

:" 



IIo4.11. POSLEDICA. Neka је S sem~gr1Apa, ш,n prirodni bro-

јеУ1. Slede6i uslov1 ви ekvivalentn1. 

(1) S је gl~pa. 

(1i) (-V-лtC:!Јсm 9 0»(Л:S) л (-УХ6В)(ХВ ~ Sx). 

(111) (т-.А E:.Yco,n) )(А=В) л (1'- х G В) (Sx ~ xS). 

\ 
" 

• 
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I11 D Е О 

O-l\ПN1МАLNI BI-IDEALI 1 POTPUNO 

O-PROSTE 3EM1GRUPE 

1II.1 ЏVОD. Jedna уеота znacajna k1asa regu1arnih semigrupa 

је svakako klasa potpuno O-prostih seтigrupa.U I11.3 opisujemo 

te semigrupe preko O-minima1nih bi-idea1a. 

Prethodno, tj. u 1II.2 razmatramo O-minimalne-1eve ide

а1е i dokazujemo da је O-minima1an 1еу! idea1 L semigrupe 3=ВО 

O-prosta semigrupa ako i вато ako је levo O-pro~ta (III.2.7 Те-

о;геша) • 

Ana1ogno ројши degeneriranog levog [deВnGg] ideala 

(I.14 Definicija), u I1I.3 uvodimo ројат degeneriranog bi~idea-

1а i рото6и njega opisujemo O-minimalne bi-ideale i аајешо dru

gi dokaz tvrdjenja K.Kapp-а (1II.3.7 Теотеша). Posle nekih ОВО

Ыпа O-minimalnih bi-ideala semigrupe S=So dobij~~o tvrdjenje za 

semigrupu S bez nule: В је minimalan bi-ideal semigrupe S ako i 
fl 

вашо ako ,је minima1an desni ideal nekog minimalnog levog ideala 

za SФ Glavni rezultatidaju opis potpuno O-prostih semigrupa i 
. . 

роtРtшо O-prostih ideala preko O-minimalnih bi-ideala (111.3.15 

Teorema~ 111 • .3.16 Теоrеша). Роsl.эdnје tvrdjenje u II1 • .3 daje ро

treban i dovoljan ·uslov аа O-mj.nima1:an levi idea1 bude О-шlпi

malan bi-idea1 .. 

u 111 .. 4 uvodimo ројат (O,2)-bj_-ideala .. Prethodno opisu

jemo(O,2)-idеаlе i (192)-1deale (II1.4~1 Lema, 1II.4.2 TeoremB)~ 

RHzmatra.mo O-minirnalne (O,2)-ideale (I11 .. 405 Ј.Јеша) i O-minimalne 



". 

(O,2)-b1-ideale (IIIQ4.10 TeOremB)~ Takodje, uvodirno O-(O~2)-dvo

proste semigrupe i dokazujemo da је sещigruра 8=ВО О-(О,2)-ауо

prosta ako i вато ako је levo"O-рrоstа (111,.4.13 Teorema). 

II102 O-МППrдАLNI LEVI 1DEAL1 

, 

Prouca.va.ti O-minimalne leve idca.le зеmigruре S=So u stva-

ri, znaci proucavati nеЪ:е ~k1ase semigrupe 8=So (1.16 Lema) " 'Та 
Lema је specijalan вlн.Сај аlеаеСе .. 

11I.2 0 1 LEMA. Za levi ideal L semigrt.:1.pe S=8° sledeci uslovi В1.1 

ekvivalentni: 

(1) L је O-minimalan. 

( 11) L \ {о} ј е ~ -lclasa za 8. 

DOKAZ. (i)~>(ii). Neka је L O-minimalan levi idэаl ве

migrupe з=зо. Tada је 

<а> (0,1) =: L. 

te је 

(~fa,btL\fO}) а.У!Ь. 

Neka e."tIJ\fOJ; Tads. је 1.\[OJ ~ La gde је La $;l,-klasa elementa а. 
Obratnof; neka bELa,o Tada је b~ea za noko в€зl. Тада, kako је L 

lev1 idea1 za S i О fif: La to b:saE:L'\{OI. Dakle p La~ L\{O~ te 

је La=L\ {о}. 

( i i) ~~ ( i ) -. bleka 

1(lе0..1 za S i Ј.Ј., С L" Neka 
.l.. .-

ј е IЛ t о} /i-k.18sa .. Neka ј е L1f. {о Ј 1evi 

а ~ L \ f о].. Kako је 1#11. {о} to ј еа ;t Ь 
~-;a. пеkо Ь Е J~l\ ,} о ~~ Тайа ј е ~.;.~tb za :tleko t б 81 te а Е L1 - Ke.ko Ј 

\..- Ј ~ 
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O~Ll to је L S L1 , odnosno L::::L1 6 Dak1e, L је O-minimalan 1evi 

idea1 za S .. 

Neka је S aemigrupa bez nиlе, L 1еп ideal za S 1 L1 s:: L. 

Тааа, L1 је minima1an 1еу! idea1 za L ako i аато ako је L1 mini

malan 1еу! ideal za 36 Sledeca tvrdjenja daju dovoljne uslove za 

L tako da prethodno tvrdjenjevazi 1 za semigrupe ва nиl0Ш: 

Direktna .posledica 1.17 Leme је 

I1I.2 e 2 LEMA. Neka је 8=80 O-prosta semigrupa 1L nenulti 1ev1 

ideal za В. Тааа је L2~ [о}. 

I11.2.3 TEOREMA. Иеkа је L 1еу! ideal semigrupe 8=80 ta.kav da 

је L O-prosta эеmigruра. Hel~a је L1 ~ L. Теда, L1 је O-minima1an 

1еу! 1deal za L ako i samo.ako је L1 O-minima1s.n levi ideal za Б •. 

DOKAZo Neka је L1 O-minimalan 1еу! idea1 za L. Ртета 

11I.2.2 Lemi је Li # [оЈ а ртета I.15 Lemi је La = L1 za вуе 
BE-L1\fО} .. Ta.da" је 8L1 =8La G.La, оdnо.зnо L1 је 1еу! ideal za S i 

jasno, O-minima1an 1еу! za Б. 

ObratIlo, neka је L1 O-minima1an 1еу! ideal za Во Jasno p 

L1 је lev1 idea1 za L. Neka је L2 ~ {о} levi ideal za L sadrzan 

u L1 ~ tj. LL2 ~ L2 i L2 ~ L1 • Prema III. 2.2 Lemi ј е- L~ ~ {(; Ј 

Kako је L~ S LL2 to је LL2 ~ t о}. Ali 9 LL2 је levi idea.1 za. S se

drzan li L1 • Ke.ko ј 0 I11 О"!"шinimа1аn 1evi ideal za S to ј е LJJ2= f О Ј 
111 LL2=L1 o Da.kle, LL2~ fO} odnosno L~::;L1. Odatle, L1 =L2 o Dak1e, 

L
1 

је O-mini.malan levi ideal za L. 

Ртета prethodnom i Io12 Teorerni dobijamo 

1I102,4 POSLEDICA. Neka је s=зо i М O~minimalan idoal za S ta- . 

kav da је 1д2 f.. f 0]- '" Neka је L1 ~ М. Та.д.а, JJl је О-minimаlап levi 

:i.deal Z8. М ako i Бата 8.ko ј е 11 О-шi!li~lаlаn 1E:vi ideal z13. S" 



bleka је S semigl"Upa bez nule .. Ako је L minimalanle-vi 

id 1 i · d - t d ј 'г Ј с,) -еа za S А leal za S аа е L ~ А (L4 , zad. 13; Ј 2.7 .. 

Ртета tome i III.2.4 Posledici imamo 

1I1.2.5 POSLEDICAe Иеkа је М jezgro semigrupe з. Тааа, L је 

minima1an levi idealza М ako 1, аато ako је L minimalan ~ey! ide-

8.1 za з. 

Ako је L 0-minima1an 1evi idea1 semigrupe S=So takav da 

је L21 [о} tada L пе тога biti 1еуо O-prosta (primer u 1). 

1II.2.7 Teorema kaze аа је O-minima1an levi ideal zaS 1суо 

O-prosta ako i вато ako је O-prosta. 

;~III .. 2. 6 LEМA. Neka ј е L O-minimalan levi ideal Bemig~pe з=зо 

i L1 pravi 1evi ideal za L. Tada је Li= {О}о 

DOKAZ. Neka је L1 ~ L, L 1#L 1 LL1 ~ L1 gde је L O-mini

malan.1evi ideal za з. Тааа је LL1~ L i LL1 је levi ideal za s. 

Kako је L O-minima1an za S to је LL1=fOJ 111 L11=L. Ako је LL1=L 

tada је L=L1 ~to је suprotno pretpostavcie Dakle, LL1=fo} рв је 
, 2 
L1=io} .. 

Оуо tvrdjenje mozemo i ovako iskazati: avaki pravi levi 

idea.l O-minir.na1nog levog ideala. sешigruре S=SO је nu.lta semigru-

ра. 

11I.2.7 TEOREMA. Neka. је S=So i L O-min111lalan levi ideal ~a s. 

Sledeci uslov1 ви ekvivalentnio 

(1) L је O-prosta. 

(11) L је l~vo O-рrоsts.Ф 

(1i1) L\ (о} ј е levo prosta. 

(iv) 

(у) 

L\fO} је grupoid. 

2 (.\faEIJ\{O} ) а ~ L\{O}" 
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DOKAZ. (i) ~(11). Neka ј е L O-prosta-i L1ti i о} 1evi 

1deal za L. Prema 1II .. 2.2 Lem1 jeLii ~o~. Tada, ртета 111 .. 2.6 

Lemi је L1=L. Dakle, L је levo O-prosta. 

(11) ~(111). Prema 1.10 Lem.i. 

(111) "9 (j.v) ~ (v). Ocig1edno. 

(У) 9 (1). Neka a2~ L\ {ој za Bvaki e1emettt а iz L\{OJ 

i neka jeT~ {о} idea1 za L (TL G Т 1 LT с:; Т). Kako је LT 1еу! 

ideal za S 1 LT ~ L а L ј в O-minimalsn lev1., idea1 ze. в, t.o ј е 

LT= О 111 LT=L. Neka а ~ Т \ {оЈ.тааа. е.2е LT i а2#0 ра је LT==L. 

Dakle, L=T odnosno, L је O-prosta. 

111.3 

." 

Bi-1deal В sem1grupe 3=80 је O-minimalan ako је в#{о} i . 

В nе sadrz1 pravi nenult1 bi-1deal aemigrupe S. 

II1.3.1 DEF1N1C1JA. .8emigrupa 8=80 је Q-dvoprosta ako је , 

з21 {о} i 8 је O-min1ma.lan bi-ideal za В. 

II1.3.2 LEМA. Neka је 8=зО tаkо аа је tOJ jed1ni prav1 bi-ide-

81 za Б. Tada, S је O-dvoprosta 111 S је nula semigrupa теаа 2 • 
. 

DOKAZD Kako је [о} ртаУ1 bi-ideal semigrupe 3 to је 

Б~{оЈIj Ako је з2=з tada је 3 O-dvoprosta.. Ako је з2=fоЈ i 

вЕ S\{O}tad-а је' fO,s} bi-ideal razlicit od nule .ра је {о,а]=а. 

Analogno pojmu de'generiranog levog ideala. (1.14 Defini-

cija), uvodimo degeneriran bi-ideal. 

111.3.3 DEFIN1C1JA. Bi-ideal В semigrupe 3=80 је ~g~nerir~ 

a.ko је В= [О9а} i ~s1a = [ОЈ. 
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11I .. 3 о 4~ IIEMAo Neka ј е В O-minimalan bi-idee.l sешigruре 8==SO. 

Тааа, i11 је В degeneriran Ьi~idэаl 111 је В:::аВа za ay€! а€:-в\rО}~ 

DOKAZ. Neka a~B\{ol. Ka.ko је aSa 'G В i aSa је bi-idea1 

za S to је е.Ва={О} i11 aSa=B. 1reka је аза={ој. Тааа је а2=0 111 

82=8 i11 a.2G в\(о,а}. Ako је a 2=atsda је 8,3=а2=8 эtо nije mogu

се jer В3Е- a~~=10J. Neka a2€'в\{o,a.}. Tada. је fO,8.a2SGB, 

{о,а2} {o\ta2}= {о}- i {о,а] s{o,a21=fO} .. Dak1e, {o,a~ је bi-ide-

8.1 za S sadrzan иВ 1 {о,а2Ј је pra.vi podskup za В. То n1je mogu

се jer је В O-minimalan bi-idea1 za В. Dak1e, 82=0 te је B=tO,SJ 
i aS1a: {о}. 

Ako је aSar!{Oj onda је аЗа=В za svaki e1ement 8БВ\{О] .. 

\ 

Na osnovu oveLeme vidimo daako је В O-mi~~alan Ы-1ае-

81 takav ааје в2;{о} tada је B=aSa za вуе е.боВ\{О} .. Speci.jalno, 

ako је В minimаlэ.n bi-idea1 semigrupe S bez nule tada је B=a.Sa._za 

sve а f:B. 

I1103.5 POSLEDICA. Neka је В neprazan роdsю~р semJgrupe з~зО. 

Тааа, В је nedegeneriran O-minimalan bi-ideal za S ako i ваШо ако 

је В=е.За, za Bve а G В\ {оЈ. 

DOKAZro . Ako је В nedegeneriran О-miniиаlаn bi-ideal za S 

-tada, prema II1 t: 3.4 Lemi, B=sSa za SVe а. Е В \ [о} • 

Obratno, ako је В neprazan podskup takav da је В=аЗа za 

8ve а f: в\[о}. tada је в2б В i ВЗВ:::аЗаЗаЗа ~ аЗа=В te је В Ьi-idэ-
8.1 oemig:eape з. Neka је А ~ В i А је bi-ideal za З.· Neka а6'А\Еоl {. 

Тааа је uSaG А i аЗа:::В рв је А=В .. Dakle, В је О-шinimаlаn bi~ide-

а1 za з. Preтa III.364 Lemi, В је nedegeneriran. 

РRПДЕDВ..t~~Ф Svaki dеgелеrirа.."t1. levi id.ea.l зеmig:еuре S ј е degeneri.-
-

г8д bi-ideal. Јег, a.ko ја L=[O,a} ј. Sa::[O} tnda је аЗа= [оЈ <> 
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Sledec:!. рт1тег pokazuje da postoj1 degener1ran bi-ide81 za S 

koji nije n! levi п! dеэпi ideal za Б. 

О а Ь с В = fOtbJ , в2 ::' tO} 
О О О О О 

:: {оЈ bSb • 
а. О О О О 

Ь О О О а 

с о- О о ь 

1II.3.6 LE~~. Neka је 8=80 i S# {ОЈ. Sledec1 uslov1 ви ekviva

lentni. 

(1) S је grupa ва nulom Оо 

(11) 8 је. O-dvoprosta. 

(11i) (V-a Е:: 8\ {о}) aSa=S. 

(iv) (J;-a1p a 2 Ео 8\{0}) 81882=8. 

DOKAZ. (1) ~(11). U dokazu koristimo tvrdjenje: зеш1-

grupaS=So је grupa 88 nulom ako i вато ako је lеуо O-prosta i 

de·sno O-prosta. -

Neka је S grupa ва nu10m О 1 neka је В b1-ideal za S tj. 

BSB ~ В. Kako је BS аевп! ideal za S to је BS={O} 111 BS=S. Ako 

је BS={O} опаа је В desni idee.l za S рв је B={OJ~111 B=S. Ako је 

ВБ=Б опаа BSB ~ В povlaciSB~ В ре је В levi ideal za Б. Тааа је 

в={о} i11 B=S. DаklЭ t S је O-dvoproste.~ 

(11) ~ (1) • Јет, tada је S levo O-prosta 1 desnc О-ргов-

ta. 

(i1) ~ (111). Neke. је 8 O-dvoproata. Tada је S O-mi.n1ma

lan bi-ideal za S i S2;i[O} ре. prema II1.3a4 Lemi је a8a=S za аУе 

a€8\{O}. 

(111) ::::9(iy). bleka је аЗа==Б za 8уе e.Es\toj" Neka 
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B1 ,tl2 ES\{O}. Tada је 81 Sэ-1=S=а2Sа2 рв је S=alSa.l=e.l(a2S8.2)al= 

=8.1828828.19 Dakle, в,l6.2E в\{о} ра је a l 6.2Sa1e.2=S te је S~alSa2. 

Dak1e, 8.1 S82:::;3. 

(iv) q (1i1). Ocig1edno .. 

(1ii) 9(11). Neka је aSa=S za sve e.€ s\{o} t В! fO} 

b1-ideal za 3 1 a6B\tO} .. Tada је S=аSа~ВSВБВ рв је B=S. Dak-

1е, S ј е O-mi.nimаlа..'fJ. bi-idea1 Z8 S. 1z Б=вВа;;.;;. з2 sledi з2~ t О ~ 
te ј е S O-dvoprost8 sern1grupa. 

Ротоси Lema I1I.3.4 i I11.3.6 dobijamo tvrdjenje koje је 

dato u [17] 1 dokazano па drugi nacin. 

1II. 3.7 TEOREN[A. Neka ј е В O-minima1an b1-ideal s.em1grupe В=ВО. 

Tada је B2=tO} 11i в је grupa эа nulom. 

DOKAZ. Ртета 111.3.4 Lemi, O-minima1an bi-idea1 В је 111 
~. 

dеgеnэriran 11! аБв=В za svaki eleraent a~B\{oJ. Neka. је в2; {оЈо 

Tada је В nedegenerire.n bi-ideal i аЗа=В za svaki а Е.В\{ОЈ. Neka 

а6В\{О}. Tada, аВа је" bi-idea1 za S i аВа .~ В рв је ава={Оs 111 

в.Ва=Ћ. Neka је авэ,;{о}. Kako је аЗа=В to је e.(asa.)a=fO} tj. 

a.2sa2 :::;fo} .. Kako а2б В i aSa=B za svaki аьв\(ој to је 82=0. Tada 

2' 2 је В =(аЗа)(аза)=аЗа за={ој sto је suprotno pretpostavci. Dakle, 

аВа.=В •. Kako ј е аВв=В za sve а ~ В\ {о} to ртета 1I1. 3. б Lemi, В ј е 

grupa ва nulom. 

I110308 POSLEDICA$ Atinimalan Ы-1аеа1 semigrupe S bez nule је 

grupa. 

Dalja tvrdjenja opisuju O-minimalne bi-ideale preko 

O-rainimalnih desnih i levih ideala semigrupe S~so. 
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I1I. Ј. 9 LБЫА. Neka је В=ВО i В nedegeneriran [degenerira....u 

O-minimalan dean1 ideal nekog 0-m1nima1nog levog'ideala L za В. 

Tada, В је nedegeneriran [degeneriran] 0-m1n1malan bl-idea1 za В. 

DOKAZ. Ako је L degeneriran 0-mln1ma1an levl 1dea1 za S 

tada је B=L i В је degeneriran O-minimalan b1-idea1 zaS. 

Neka је L nedegener1ran 0-minima1ari levi ideal za So Ne

ka је В degeneriran O-miniznalan аевn! ideal za L. Tada је в={о,Ьј, 

bL={O} i Sb=L.Dak1e, bS1b={0) te је В degeneriran O-min1malan ы

-1dea1 za В. Neka је В nedegeneriran 0-minima1an desni ideal za 

L. Tada ј е Sb=L i bL=B za вуе Ь G В \ {о ј. Dэ.k1е, В= ЬЗЬ za вуе 

Ь6В\{О}. Рrеща III.305 Posledici7 B је nedegeneriran O-minimalan 

bi-ideal za В. 
, 

, -, 

Sta ве moze reci oobratu ovog tvrdjenja? Drugim recima, 

da 11 је svaki O-minimaian bi-idea1 semigrupe S=SO, O-minima1an 

desni idea1 nekog O-minima1nog 1evog idea1a za В. 

Sledeca tvrdjenja ааји de11mican odgovor. 

111.3.10 LEIv1A. Nekaje s=sO. Neka је В nedegener1ran 0-m1nima.,-

1ап bi-idea1 za S i Ь ~ В\ {ОЈ. Tada ј е 

i) В=ЬЗЬ 

11) Alco је L 1еУ1 idea1 Z8 S sadrzan u $Ъ, tada је 

L
2={OJ 11i L=Sb. 

111) Ako је R desn1 ideal za ЗЬ sadrzan u В, tada је 

2 [ , R :: ОЈ 111 R::::B. 

DOKAZ. 1). Prema 11I.3.5 Posled1c1. 

11). Neka је L ~ Sb 1 SL -= L. Tada је bL -;:;; bSb=B 1 Ы! је ' 

,bi-ideal za S sad~an u В. Tada је bL=={O} 11! bL=B. Ako је bL={OJ 
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tada је SbL={O}. Kako је L ~ ВЬ to је L2={O}c Ako је bL=B tada 

bL ~ L poyla5i B~ L. Dak1e, Sb ~ SL eL tj9 L $ ЗЬ. 

i1i) Neka је R ~ В i RSb S Н. Kako је RSb bi-ideal za 39 

sadrzan u В, to је RБЬ={О} 111 RSb~B. Ako је нвь={о} tada је 

RB={O} • Kako је R G В to је R2=fo}. Ako је RSb=B tada је В ~ R 

otfnosno B=R. 

в O-minimalan bi-ideal semigrupe S=So takav da 

је grupa ва nulom. Neka Ъ6 в\{о}. Ako је .R desni 

ideal za Sb, sadrzan u В, tada је R desni idea1 za В, ра kako је 

В grupa ва nulom to је R:fO} 111 R=B. Ako је 8=So O-prosta semi

grupa tada је za svakinenulti levi ideal L semigrupe S, L2,lfO}" 

N'eka је 
I 

је в2# {оЈ tj. В 

Ртета tome i I11.3.10 Lemi sledi I ., 

111.3.11 POSLED1CA. Neka је S O-prosta semigrupa i В O-minima

lan bi-ideal koj i -ј е grupa за nulom" Tada"; В ј е O-minimalan des

ni 1dea1 O-minima1nog levog j.dea1a Sb semigrttpe S za svako Ьб в\{с 

Prema 1I1 .. 2.2 Lemi i I1I.3~10 Lemi dobija зе sledece -tvr-

dj еnј е. 

I11.3.12 POSLEDICA. Neka је S=So i В nedegeneriran O-mir~malan 

bi:-idea1 za В. Ne}ca ЬЕВ\{О}. Tada 

i) B=bSb 

11) Ako је Р O-prosta род.sетigruра za- S takva da је ЗЬ5 Р 

tada јо SbO-minimа~аn levi ideal za В. 

1ii) Ako је Т О-рrозtа podsemigrupa za S takva da је . ~ 

в <;; т ~ ВЬ tada је В O-minimalan desni ideal za. Sb. 

Ova Pos1cdica оmоgшSаvа da ве opise nedegeneriran O-mi

nimalan bi-idoal В ако ј е ВЬ O-prosta. sernigrupa za Ь б Ј3 \ {о}. Ыа-
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ime,. neka је В nedegeneriran O-minimalan bi-ideal semigrupe 

8=ВО i Ь Е: В\ {оЈ. А!(о ј е Sb O-prosta semigrupa t tada ј е Sb O-mi

nimalan lev1 ideal za S i В је O-minimalandesni ideal za ЗЬ. 

Kako је аь O-prosta to је (вь)ь(.вь)=вь (ртета 1.11 Lemi)o Odav

de је ЬЗЬЬЗЬ=ЬЗЬ tj. в2:Ве Dakle, В је grupa ва nulom. 

Ртеша. 111.3.9 Lemi i 111.3.10 Lemi kao i njihovim dual

п1т tvrdjenjima dobija ае 

1II.3.13 TEOREМA. Neka је S semigrupa bez nule i В neprazan 

podskup za S. Sledeci uslovi аи ekvivalentni 

(1) в је minimalan bi-ideal za. S. 

(1i) в је minimalan desni ideal nekog min1malnog 

levog 1dealaza_ So 

(1i1) в је minimalan levi ideal nekog m1nimalnog 

desnog idealaza В. 

Lajos [34) је dokazao.sledece tvrdjenje • 

. IIt.З.14 TEOREМA. Neka је S semigrupa ·bez nule i В neprazan 

podskup za S. Sledeci uslovi аи ekvivalentni 
ft 

(1) в је bi-ideal za В. 

(11) в је de-sni ideal ne!c0g levog ideala za S. 

(11i) в је levi ideal nekog desnog idea.la za s. 

Prethodni rezultati ве kor1ste za karakterizaciju уеоша. 

vazne klазе regularnih semigrиpa -potpuno O-proste semigrupe. 

111.3.15 TEQRE~~. Neka је S=So O-prosta semigrupa. Tada, S је 

potpuno O-рrовtа ako i вато ako S sadrzi nedegeneriran O-minima.-

lan bi-ideal za s. 
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DOKAZ.. Neka S sad:ezi nedegeneriran O-minimalan bi-ideal 

Во Neka ЬЕВ\{ОЈ" Prema 11) I1I .. 3.12 Posledioe i dua1nom tvrdje

nји, bS i БЬ ви redom O-minimalan desni i O-~inimalan -levl ldeal 

za Б. pz+ema 1.19 Teoremi, S је potpuno O-ргОstэ.о 

Obratno, neka је-З potpuno O-prosta. Neka је е primitivan 

idempotent. Prema I.18 Lemi, R=eS i L=Se ви redom, O-minimalan 

desni i О-miniшаlаn levi ideal za S i RL је grupa ва nulom. Tads, 

RL је nedegeneriran O-minimalan bi-ideal za Б. 

Analogno rezultatu Rich-a (I.20 Теогета), sledece tvrdje

nје karakterise potpиno O-proste ideale preko O-minimalnih bi-ide

ale.. 

II1.3.16 ТЕОRElЛАо Neka је М idealsemigrupe 8=З°. Tada, М је 

potpuno O-prosta semigrupD. ako i sэ.mо ako ј е м2;! {о} i М ј е О-шi

nimalan ideal za S koji sadrzi Ьаг jedan nedegeneriran O-minirna-

lan b1-ideal za s. 

DOKAZ. Пеkа ј е M2rl { о} i М ј е O-minimala.n idea.l za S ko

ј± sadrzl nedegeneriran O-minimalan bi-ideal В za з. Ртета 1.20 

Teor'emi, М је O-prosta sещigruра. Neka bt;B\tO}. Рrеmэ. 11I.3.5' 

Posledici је B=bSb o Kako је Sb ~ М, bS ~ М i М O-pTOB-~a, to ртета 

I11.3.12 Posledici i dualnom tvrdjenju, ЭЬ i Ь8 ви redom O-mini

ma.lan levi i O-minimala.n desni ideali za з. Prema 1.20 Teoremi, 

м је PO~CPU110 O-prosta S6шigruрэ.s 

Obratno, neka је М potpuno O-prosta semigrupa. Tada је 

M2rl [ о} i М nе sadrzi ртауе nenul te ideale za М. Тааа .м пе sadr

zi ртауе nenulte ideale za S te је М O-minimalan ideal za S. Pre

та 1II .. 3.15 Teoremi 9 М sadrzi Ьат jedan nedegeneriran O-miniтalall 

bi-idea1 В za М. Tadal< ртета. I110 3 .. 5 Poaledici ј е В= tIvIb. Kako ј е 
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м O-рго:Јtа to premaIII.3.12Posledioi.bMiMb ви redom О-шini .... 

malan аевп! i O-minimalan 1еу! ideal za МО Kako ви ЬМ i МЬ те-

dom desni i levi idea1i za S to 8и оп! redom O-minimalan desni i 

O-minimalan levi ideal za S. Тааа је ЬМ1lli=ЬМЬ=В O-minimalan bi

-ideal za S i to nedegeneriran. 

O-minima1an levi idea1 L,semigrupe S=So moze da sadrzi 

nenu1te ргауе bi-ideale. Naime, L пе mora biti O-minimalan bi-ide

а1 za s. Sledece tvrdjenje ааје potreban i dovolj&L uslov da 

O-minimalan levi ideal za S bude O-minimalan bi-ideal za S. 

1I1.3.17 TEOREMA. Neka је L nedegeneriran O-minin1alan levi ide

а1 za:\S. Тааа, L ј е nedegeneriran O-minimalan bi-ideal za S a.ko i 

вато ako је L аевпо' O-prosta semigrupa • 

. ~ DO~~z. Neka је L nedegeneriran O-minimalan bi-idea1 za В. 

Prema 1.15 Lemi i I11.3.5 Poa1edici је 

(-V-a. сб L \ {ОЈ) ·L=Sa=aSa. 

Odavde је 

(~'a ~L\{O}) L = aL. 

Dakle, L је nedegeneriran O-minimalan аевп! ideal za L~ 

Kako ј е L=aL ~ L 2 to ј е L desno O-prosta. 

Obratno, neka је 1, desno O-prosta, tj. L2-1 {оЈ i L је 

nedegenerira.n O-minimalan de,sni ideal za L. Tada ј е, prema 1.15 

Lemi, 
(Af а ~ L\ {ОЈ )L ::: aL ::: Sa 

а odavde 

("f aEL\{O}) L = aSa. 

Prema 1II.3.5 Posledici 9 L је nedegeneriran O-mlnimalan ' 

bi-ideal za Во 
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O-MINIl1ALNI (O,2)-IDEALI I 

O-MINIMALNI (O,2)-BI-IDEALI 

Neka је А (O,2)-idea1 semigrupe S, tj. А је podsemigru

p~za S i 8A2~ А. Tada је (AUSA)A=A2U 8..11.25 А te је А levi 
t"~ . 
'idea.1 levog idea1a А V БА za S. Ako ј е L 1evi ideal za 3 i А 1е-
""" "",," 

i~iideal za L tada је SA
2

=SAA ~ 3LA ~ LA t;;.;; А te је А (O,2)-ide-

alyza 3. Dakle, dobili ешо 

I1I.4.1 LЕЉU. Podskup А semigrupe S је (O,2)-ideal za S ako i 

B~O ako је А levi 1deal nekog levog ideBla za S. 

I 

Sled.ece tvrdjeiiJe opisuje C,1,2)-1deale semigrupe Б. 

11I .. 4.2 TEOREMA. Za pg,dskup А semigrupe S sledeci usloYi ви ek-

v1valentn1. 

(1) А је (192)-ideal za в. 

(11) А је levi ideal nekog bi-ideala za Б. 

(111) А је bi-ideal nekog levog ideala ~a Б. 

(iv) А је (O,2)-~deal nekog desnog ideala za B~ 

(У) А је desni 1deal nekog (O,2)-ideala za S. 

DOKAZ." (1) ~)Сi1).Nеkа је А (1,2)-i.deal za s tj .. 

-AS
1

A2 ~ А. Тааа је (А VASA)A=A2 \J ASA2 с А. 

(1i) '"9 (iii). Neka је А levi ideal nekog bi-ideala В za 

Б. Dakle, А 0:= В, ВА S А i BSB ~ В .. Tada је 

А(А V SA)A=A3V ASA
2t:E: А VBSBA ~ А VBA-=A. 

(i11) ~(iv). Neka је А bi-idевl nekog levog ideala L za 

s. Dakle~ А ~ L, ALA ~ А i SL ~ L .. Тааа је 

(АUАs)л2=А3V АЗА2~ AVASLA с. A\JALA=A • 

. . . 
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(iv) 9 СУ)", Neka јеА (092)-ideal nekog desnog idea1a 

R za S "tj .. А ~ R, RA2~ А, RS ~ R. Tada је 

A(AUSA2 )"=A2 V АВА2 ..:;; AVRSA'2~ AVRA2:A .. 

(У) r:=j>(1). Neka је А desni 10.еа1 nekog (O!l2)-idea1a R 

za В •. Dak1e 9 А S R~ AR 5 А i SR2~ R. Tada је 

ASA2 E Аф??s AR ~ А .. 

I11.4.з
l 

LEMA. Podsemigrupa А semigrupe S је (l t 2)-ideal za S 

ako i вато ako postoje (O,2)-idea1 L za S 1 desni idea~ R za S 

tako da ј е F.L 2..:;. А ~ R (\ L. 

DOKAZ. Neka је А (1,2)-ideal za В, tj. ASA2 G А. bleka 

ј е L=A U ВА 2 i R=A \Ј AS. Tada ј е 

RL2= (А И АВ) (А u ВА2 ) 2= (A2 V АВА) (AV SА2 )=АЗ U АЗА2 ~ Ао 
т . 
uаеnо, А <::: Rn L te. је RL2~ А 9 R nL .. 

.. 
Obratno, neka је R desni ideal 1't ~O,2)~ideal za 8 tako 

da је RL2~ А ~ R (\ L .. 'Eada је 

АВА2 ~ (Н (\L) S (R ("\ L)(R Г\ L) ~ RSL2 ~ RL2 ~ А. 

Neka је 8=ВО. Svaki 1evi ideal za S је i (O,2)-ideal za Se 

Ako је L O-тinimaian (O,2)-ideal za S tada L nе sadrzi ртауе 1е

уе idea1e za S raz1ic-ite od {о} .. Prirodno је posta.viti pitanje: 

Sta је аа (O,2)-idealima semigrupe 8=So koji su sadrzan1 u nekom 

O-minimalnora levom idea1u za S?,Sledeca Leme. odgovara па to·pita-
", 

nje. 

11I.4.4 LEMA.. Neka је L O-miniтalan levi ideal za S=So i А pod

semigrupa za L. Тааа, А је (O,2)-idea1 za S ako i вато ako је 

А2_[о} 11i A=L. 
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DOKAZ. Neka је А (O,2)-ideal za S sadrzan u L. Kakoje 

SA2 ~ А ~ L 1 SA2 lэvi 1dea1 za S to ј.е SA2={O] i11 SA2=L. Ako 

је SA
2
=L onda је A=L .. Neka је SA2=fo1. Tada је А2 lev1 ideal za 

S sadrzan u L рв је А2 :::{о} 111 A
2

=L. Ako је A2=L onda је A=L~ 

Dakle, А2={о] 111 A:Ls 

Obratno је ocigled.no. 

Analogno opisu O-m1nimaln1h ideala [4Ј i O-minima1nih 

bi-ideala (III.3.7 Теогета) sledeca Lema karakterise O-minimalne 

(O,2)-idea1e .. 

1I1. 4.5 1БllА. 

Tada је L
2= [о} 

Neka је LO-minlmalan (O,2)-ideal semigrupe 8=8°. 

11! L је O--rninima1an levi idea1 ze. s. 

DOKAZ. Kako је L 2 Е L i S(L2)2=SL2L2~ L1=L2 to је L 2 

(O,2)-ideal za S, 8adrz~~ u L. Tada је L2=io} i1i L 2=L. Kako 

L2=L povlacl SL~ L to је L levi ideal za S i јаэnо, O-minima1ano 

Dakle, L2={O} i11 L .је О-m1niшаlan levi ideal za S .. 

IIIo4.6 POSLEDICA. Akoje S semigrupa bez nu1e, tаdэ. ЈЈ је min1-

та.lаn (O,2)-ideal za S a.lto i еато ako је L min1malan 1evi idэаl 

za 8. Specij alno, semigrttpa S ј е 1еуо pl~osta ako i вато ako ј е 

S (O,2)-prosta. 

1rеkэ. је S sernigrupa bez nule i А minima.lan (2,1)-ideal za 

So Tada је A2SA~ Ао Kako је л2SА (2,1)-ideal za S to је А2SА=Л. 
. "-

Dakle, А ј е min1malan bi-idea.1 za в .. Obra tno, neka ј е А minј.ша-

la!l bi-idea1 ze. В. Neka је B~ А 1 в2эвс=: В. Kako је B2SB bi.;..ideal 

za S to је в2ЗВ=А tj. А ~ В. Dakle, А=Вс 

Tako smo dobili 



, 
"' 

... 

I1I.4.7 LEМAo Neka је S semigrupa bez nule i А .~ Б. Tada, 

А је minima1~~ (2 J 1)-ideal za S ako i вато ako је А min1malan 

b1-ideal za Зе 

Analogno ројши ideala (levi i desni) semigrupe Б, оуае 

uvodimo i razmatramo podsemigrupe koje зu bi-ideali i (O,2)-ide

а11 za Б. 

III~4.8 DEF1NIC1JA. Podsemigrupa А вeт1~1pe S је (O,2)-bi-id~

& ako је А Ъi-ideal i (O,2)-ideal za Б~ (O,2)-bi-ideal А koji 

ne sadrzi prave (O,2)-bi-1deale za Б, raz1icite od {оЈ, је 

O-rninimalan (O:2)-bi-idea1 za Б. Semigrupa s=зо је O-(O,2)-dvo

Brost...§: ako је s2#[o} 1 3 nе sadrzl ртауе nenu1te (O,2)-bi-idea.le 

za S. 

G1avni (O,2)-bi-idea1 generisan elementom а је 
. 2 2 2 

{вЈ U {а. Ј U аЗа V 3а V Sa 3а. 

III.4.9 LEMA. Neka је А neprazan podslcup sem1grupe 3. Slede6i 

UBlovi ви e1cvivalentni 

(i) А је (O,2)-bi-ideal za 3. . 

(11) А је ideal nekog levog ideala za В. 

DOKAZ. (i) ~(ii). Neka је А (O,2)-bi-ideal za S, tj. 

podsemigrupa za koju је АЗА ~ А i ЗА2~ А. Теда је 

A(AVSA)=A2U ASA ~ А i (AUSA)A=A
2

V ЗА2~ А. 

Dakle, А ј е 1аеа1 levog ideala А V SA. 

(i1.) O/(i). Neka је А ideal nekog levog idealB L za S. 

Tada, prema I1I.4.1 Lem1, А је (O,2)-ideal za S а prema III.3~14 

Teoremi, А је bi-ideal za Б. 

Sledece tvrd.;jenje karakterise O-minima.lne (O,2)-bi-ideale. 
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I11.4.10 ТЕОНЕЫА. Neka је А 0':"minim.a1an (O,2)-bi-ideal za $. 

Tada vazi tacIlo јед.аn оа sledeca tr1 slucaja. 

1) А tO,a} i 1 
{оЈ· =: аЗ а =: 

11) А {о,а.Ј 2 
аЗа=А. = , а =Ot 

111) (~aEA\{O} ) sа2=л. 

DOKAZ. Neka а 6 А \ {о} о. Tade. ј е Sa2G: А 1 Ва2 ј е levi 

idea1 za S раје i (O,2)-bi-1dea1 za в. Dak1e, sa2:::to} 11i За2=А. 

Neka је 882= fo}. Kako a 2t А to је 111 &2=а i11 8.2=0 ili 

2~ А\Г.оl А' ј 2 а' 3 2 "'t ij '. a~ "(је А:О еа=а,ОnВЈеа=В=8В0n emoguceJer .. 

а3Е. sa2=iol. Neka э.2БА\tо,а} .. 'Тайа је 81 to,a2J2:::{oJ i 

tOta2J S t О,ја1 = a
2se.2= {о} te је {о,а2Ј (O,2)-bi-1dea1 za S, 

sadrzan u 1~~1 raz11cit оа {ОЈ i А. То nije mOgtlce jer је А 
O-minimalan (O,2)-bi-1dea1 za S. Dakle, а2=о, tj. A=fO,8J i а2=0 • 

." 

Kako је аЗа bl-ideal za S 1 S(aSa)2=SaSa2Sa= о to је аЗа 

(O,2)-bi-ideal sadrzan u А. Тааа је aSa:::{OJ 111 аЗа=А. Dakle f 

за2:::{о} pov1e.c1 А={о,а} i as1a,-={o5' 111 А={о,а}, а2:::0 1 аВа=:А .. 
Ako је Sa

21 [о 1 tada је за2=А,: 

Prema prethodnom tvrdjen.ju, I11 .. 3 .. 3 Defir.ticiji i 111.3.4 

I,emi zakljucujemo: O-mlnima1an (O,2)-bi-idea1je i1i degenerir'an 

O-minimalan bi-1dea1 i1i nedegeneriran O-minimalan bi-ideal (и 

оЬа sl~caja је nulta semigrupa) i11 је nedegeneriran O-minimalan 

levi ideal za 80 

111 .. 4.11 POSLEDICA.. Ne.ka је А O-m1nimalan (O,2)-bi-idea1 z.a S 

takav da је A2Ifo}. Tada је A=Sa2 za fJvako вЕ А\{оЈ. 

1I1.4012 POSLEDICA. SemigrttpB S=So је O-(O,2)-clvoproeta ako ј. 

SD.i1l0 ako 
- 2 

;] е Sa =3 za svako 8. G.3 \ {ОЈ" 
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DOKAZ. Ako је S O-(O,2)-dvoprosta, tade. је з2,! {оЈ! S 

је O-minimalan (O,2)-bi-idea1. Prema 111.4.11 Pos1ed1c1 је S=Sa2 

za svako а 6 в\ {оЈ. 

Obre.tno, neka је S=Sa2 za svak1 e1ement 8.€S\{ol i neka 

је А (O,2)-b1-idea1 za Б, raz1icit оа {о!." Neka ВБА\{О}. Tada је 

s=sa2~',SA2 ~ А teje З=А. Kako је S=sa2 G s2 to је s=з2 • Dakle, 

S је O-(O,2)-dvoprosta. 

111.4.13 TEOREMA. 3emigrupa 8=з0 је O-(O,2)-dvoprosta ako i аа

то ako је 1еуо O-prosta. 

DOKAZ. 8vaki 1еУ1 1аеа1 semigrupe 3 је (O,2)-bi-idea1. 

Dakle, ako је 8 O-(O,2)-dvoprosta tada је i 1еуо O-prosta • . 
Obratno, ako је 8 levo O-prosta, tada prema1.10 Lemi је 

зв=з za svako аЕ з\{оЈ t te је Sa
2

=Saa=Sa=3. Ртета 11I.4.12 Ров1е-.. 
dic1, S је O-(O,2)-dvoprosta. 

111.4.14 TEOREMA. Neka је А О-min1шаla.n (O,2)-b1-ideal za В. 

Tada је 111 А2=Со} 111 је А 1еуо O-prosta. 

DOKAZ. Neka је л2# {оЈ. Тааа, ртета II1.4.11 Pos1edici 
• 2· 2 је Sa =Ј.. za 8vako a€A\{oj. Odavde је а БА\[О} za svako аЕ:А\{О} 

ра је l' а4:(а2)2Е А\{ој za svako а <::A\to}. 

Neka 8ЕА\{оЈ. Kako је Aa
2s 1Aa

2 s; ААа2 ==. Аа2 i 

S(Aa2 )2=SAa2Aa2 = ЗА2а2 <;;; Аа2 , to је Аа2 (O,2)-bi-idea1 za s 88.

drzan и А. Tada је Аа2={о} 111 Aa2~Ao Kako је а.4Е Аа2 i а4б А\ ~O! 

to је Аа2=А. Ртета I11.4.12 Pos1edici i 1I1.4.13 Teoremi t А је 

1evo O-prosta semigrupa. 

Sledec5. primer pokazuje do. postoj1 O-minimа1аIl levi ide-

81 semigrupe s={e,f,g,a,O] koji nije О-Лlinimаlаn (O,2)-bi-ideal 

za B~ 



е f а О 

е е а е а О 

f О f g О О 

g f g f О 

а О а. е О О 

О О О О О О 

Primet1mo аа је L2=fo} 
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L= [O,f,a} је O-minimalan levi ideal 

za S, ali nije O-minimalan (O,2)-bi

-ideal za s. Jer, A:fo,a} је (O,2)-bi-

-ideal za S, naravno O-minimalan. 

ASA;= {о, а, е Ј { о ~ а} = {о, а 1 = А. , 

A
2=foJ ра је SA

2
=={O} 

а11 nije x2~ L\ {оЈ zasve х б L\ foJ te L 

n1je levo O-prosta (111.2.7 Teorema). 

\ 

• 

I 
• "О 
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IV D Е О 

о PROBLEМU ВI-IDЕALИЕ EКSTENZIJE 

IV.1 UVOD .. Tvrdjenje da.to 1.21 Teoremom kazuje аа. ве svaka 

idealna ekstenzija V semigrupe Б, homomorfno potapa u transla

torni ото tac Д( S ) • 

Prirodno је postaviti pitanje da 1i ве. moze definisati 

neki "omotac" za bi-idealnu ekstenziju, odnosno, za semigrupu 

V za koju је S Ы-idеэ.l .. То pitanje nije reseno,te ве ovde nа

vodi kao predmet da1jeg ртоиСауаnја. Rezultati datl u IV.2 i 

1V.З, аоЫјеn1 ви ртоџ.Сауanјет ртоЫеша bi-idealne ekstenz1je. 

U IV.2 uvodimo i razmatramo skup п(s), tj.skup 

..о..(в) () ( r (3) Х ДЦ»), gde је r(S) [ДСБ)] эеmigruра unutras

njih levih [desnih] translacija za В. Posle tvrdjenja о ideali

zatoru podsemigrupe р semigrupe В, ta.kve da је Л(З)~ р t;!l.(S) , 

opisujemo idealizator za П(S) i п(s) u I\(s) Х Р(в) za эlаЬо-

redukt1vnu 111 globalno idempotentnu semigrupu В. 

Dati primeri pokazuju da postoje semigrupe za koje је 

П(S)rl П(S). 

п IV.3 uvodimo ројат bi-ideallzatora podsemigrupe semi

grupe S i odredjujeтo bi-idealizator sешigruре nCS) u odnosu па 

!\(S)XPCS) (IV.3.5 Posledica)e T~kodje эе za neke specijalne ве-

migrupe (levo (desnoJ reduktivne, re~uktivne, globalno idempoten-
-П(S) tako i za П<S) 

. 
tne) odredjuje bi-idealizator . kako za 

(IV.3.7 Теотета, IV.3.8 Posledica). 



1V.2 1DEALIZATORI NEKIH РОDSЕЛIIGRUРА 

TFWISLATOR:NOG ОМОТАСА 

N'eka је S sешigrиР8.. f g-'1S) ['3<з)] sешigruра levih [des

nihJ pres·likavanja S u в. 

Uvodimo neke podskupove skupa ~lS) Х fcs) potrebne za 

dalja proucavanja. 

IV.2Ql NOTACIJA. Neka је za ~emigrupu S 

l.e. ( s ) = [ (А. t ~) Е 51 В) х g( з) 1 (.у х ,у ,Z ~ з) ху it ( z ) = (ху ) 's z } 

6er ( З)= {с.л.t~)Е З"'(s) Х g(S) \(Jfx, у, z Е з) Х л.(уz):: CX~ ~yz ј 

~o(:~n= d!lCS) г) ~CB). 
6fcs)={c~,~) Е 11в) хЈ(в) (~x,y,z GS)x( ,А.у)=(х'$ )у 3 . 

... 

Dakle, 

Ocigledno, . ..o.(S) ~~o(B) • 

Neka (;\.,9) E:.~(B) i (;(, '5') 6iL(s). Tada је za х,уЕ S 

ху( А;! z):;xy ;1..( ~ z)=Cxy)~ СА z) 

[(XY)~"5'J Z= [ёxY)~J'3' z=Cxy)~ (Х z) 

(Jfx,y,z ЕЗ) хуС ;LXz)== Пху)~~/]z. 
. (. r , 

Kako ј е (А, '5 ) ( Х, <5 ) = ( л Х, ~~ ) to ј е 

~(B) il(s) с ~(S) "" 
"'

Analogno в.е zakljucuje da ј\ 

..Q(S) lt(~) с ~з). 

~(B) .Q(S) s: ~(B) 9 

Ta.kodje је 

а odavde 

'to (В) -,»Q(s) c:[fo (s) , 



!. 

IV.2.2 

је 

Tada је 

LEMA. 
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Neka је Р podsemigrupa za takva da 

п(s)f; Р ~~(B)., 

I DOKAZ. Neka (}.., ~ ) t: i,~( Р ) (х • Kakoje n(S)G Р 
. !; \ Б) х Ј( В) , 

to za Bvako 8 E:S је (i--,'3) (;t.s'<5s)E: Р i (АS'~iJ}(л..,~)Е. р • Neka 

x,y,zGS. Tada (;l, ~ )(л.уt 9у )=( itл.уt 'S'5 y)E Р • Kako је 

l' s:.QCS) to је ( л.лу ' 9'Sy) ~.Q.(s). Dakle, х(ilл.уz)=(х ~ 9 y)z 

za Bve x,y,z€s. Odavde је х it(yz,) = (х '5 )yz te( л., 'S) E~(B) .. 
• оо 

Takodje, (Л у ' 'Sy)( А., '5 )=(A;~'~''Sy5')€ Р, odnosno, 

(л.у;t!..~у9 )f.U(S). Dakle, Х(llхл.z)=(х~у<s)z za sve x,y,ZE;S. 

Odavde је ху(л.z)=·(ху)~ z za вуе xgy,zES. Dakle, (Л, '$) 6:!I:.(S). 
:е 

Ртеша tome, (il, ~ ) Е. ~o (S). 

IV.2.) POSLEDICA. Ako је S sеmigruрэ., tada је 

i) 

ii) 

1r~~~~~) s ~o(S). 

i co..(sJ) ~ ~(S). 
$*(8)>\f(S) 

Za dalja istrazivanja uvodimo neke podskupove skupa 

лсs) Х Р(в) е 

IV.2~4 NOTACIJA.' Neka је za semigrupu В, 

п€ (в) :: ~(S) П (/\(S) Х Р(В». 
_ат(в) ;:: ~(B) 1\ (Л<S) 'х Р(Б»). 
s2 о ( S) == -q ( S) f'\.S2r (s ) о 
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Lako ве zakljucuje da је 

-Qе(S)= -[(A'~) Е А(в) Х Р(Б) I (oV-х,у ,Z ~ З) ху( A-z)=x(y~ )z} 

Slr(s)={(i\,») Е./\(В) Х p(S)\ ('tx,y,z Е.В) x(,ty)z=(x ~ )yzJ 

..0.0(3)= Jf.o~?) П (1\(з) Х Р(3». 
, 

Takodje 8е lako dokazuje da ви De(s), .о.т(В) 1.0.0(3) podsem1-

grupe za 1\ (3) Х р(в). 

IV.2.5 POSLEDICA. Ako је Р podsem1grupa za Л(S»)( Рез) ta

kva da је П (3):5 Р ~Q(s), tada ј е 

i( Р)_ G SJ. (3). 
Acs) >( РС в) 0_ \ 

о, 

IV.2.6 P03LEDICA. Ako је S semigrupa, tada је 
оО> 

i) 

11) 

Lako sq dokazuje da је za levo [desnoJ reduktivnu semi-

grupu ВЈ 

.cLe(3):: .Qo (3)= .о. (8) [D.r(S)= {Јо (в)= D (в)Ј • 

Neka је S slabo reduktivna semigrupa i neka (Л~~)Е~(S). 

Tada (Л,9)Еi2r ра је х( ;Ly)z=(x 9 )ух za sve x,y,z Е8. Takodje s 

(А,9 )б пе ра. је zx( ?..y)=z(x 9)у za Bve x,y,z ЕВ. Dakle, kako 

jeS" slabo redul{tivna to 

(~x,y,zb8) 



~;. 

L. 
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odnosno, (л., ~) Ei"l.(S). Dаlrlэ, .0.0(8) с;;Д(в). Kako је 

Д (3) ~...Qo (3) za та koju semigrupu 3 to зто dpbi11 

IV.2.7 P03LEDICA. Ako је S slabo redukt1vna sem.igrupa, tada 

је ..Q.o(3)= I'2.(3) i i ( р} ~ .о.(з) gdeje Р podsemigrupa 
Л(S) кР(в) 

za I\(в)х' Р(В) za koj1.\ је П(З)~ р с;;;Д(в). 

Neka је S globalno ~dempotentna sem1grupse Neka 

(А, s=» E~S) odnoano хуС).. z)=(xy)'3 z za вуе x,y,z ~S. Neka 

x,y€:B i x=st za neke s,t ЕВ. Tada је Х(Лу)=(st)(А.у)={вt)~у=(х~)у, 

te (;L, fJ) E?;·f!<S). Dakle, :;;'<S)t;;.JjS)e Kako је :e(s) S~(~) za. 

та koju semigrupu В, to је za globa1no idempotentnu semigrupu S, 

~(S)=~(S). Analogno ее pokazuje da је ~T(B)=~(B) te је za 

globalno idempotentnu semigrupu В, ~(S)~ ~r(S)= ;[0 (З). Tada је i 

~(S)~D.r(S)=..oo{S)=.Q.(S)e 

Tako это dobilisledece tvrdjenje 

IV.2.8 POSLEDICA. Neka. је S globalno idempotentna semigrupa. 

Ako ј е р. pods~raigrupa semigrupe O/}f В) х 'Ј( з) takva. da ј е ' 

П (S)~ р ~Д(S) t tada је ft 

i) i ( Р ) с /[с З) " 
e"'-\'"(S)Хq'(S) . 

1i) i ( р }.~.o..( S) • 
Л(s)хР(s) 

Prema IV.2.7 Posledlci'''1 IV.2.8 Posled1ci dobijamo 

IV.2.9 LEJ\lLA. Neka је S slabo redu1ct1vna i1i globalno idempoten

tna semigrupa. Ako ј е Р podsemigrupa za Л (S) х Р( з) takva da ј е 

П(S) ~ Р G.Q(S) tada је 

·1 ( Р ) ~ дс В) .. 
I\(S) P(S) . 
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IV.2 0 10 TEOREMA .. Ako је S slabo reduktivna 111 globalno idem~ . 

potentna sem1grupa, tada је 

i (ПС3) 
Л(3)хР(3) 

= i (_Q(З» 
Л( з) х. Р( 3) 

= il(S). 

Као sto ј е u Uvodu receno, Gluakin [8 Ј ј е doka.zao da " 

је za slabo reduktlvnu sem1grupu S 

i СП(S» ::: il(S). 
A(S)X P(s) 

IV .. 2.11 NOTACIJA. Neka је za sещigruрu 3 

П(S) = .o(S) {\ ( r (3) х ~(S» 

3kup Fi (s) ~ozemo 1 ovako izrazi ti 

- r 1 П (S) = t( Лв' 's t) \ (Ј(--х,у 63) хэу :: xty Ј оо 

" 

IV.2.12 TEORE1~. Za та koju·semigrupu S је 

i) П(З)~П(3). 
-11) П (3) , је 1deal za Slcs). 

1i1) Ako је S levo 111 desno reduktiv"'!2B tada је,П(з)=Псs) • 
.. 

DOKAZ. i) Ocig1edno. 

11) Neka (/~st ~t) Е П (В) i (?'--, ~) Е...С2..(в). Tada је 

(л. s ' '5t)(л.,'S )~( лвл., ~t~ )=( л.s~' ~t~)" Ne1}a x,y,==S. Tada. је 

x(s'S )у=хз(.ilу)=хtС?.. y)=x(t~ )у. 

Dakle, хс 8'5 )у=х( t '5 )у za вуе х ,у б ~ te (А в\,' 5\~) Е 11 (8). Analog-

по t (IL 9 cs ) ( ;л. э' ~ t):: (Л"'S t '5 л.t} Е. П (S) • . 

Dakle, Fi (S) је ideal za Д(В)о 

l~' ~. 

-.,':-.' .. 
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11i) Neka је S levo reduktivna semigrupa i 

( ;t в' 9 t) Е Ff (S). Tada 

(Jfx,y~3)xsy=xty 9 (-V-уе,S)sу::аtу -=9 Аа= '-t. 
Dak1e, (~s,<St)::(л.t,'5t)Е.П(s) te је fj(S)~П(S}.Рrеmа 1), 

dobijamo П (3)= Fi (3). 

Ako је S desno reduktivns, tada је ( Лв' ~t)=()~ в' ~ з), 

te ana1ogno dob1jamo, П (S)= П (3) .. 

Na· оэnоуu гr. 2. 9 Leme i IV .. 2.12 Teoreme ,dob1jamo 

IV.2.13 POSLEDICA. Ako је S зlаЬо redukt1vna 111 glob~lno idem

potentna, tada је 

_ ~<:::i • 

11) i (П(S» = .0.(3). 
Л (S)XP(S) 

IV. 2.14 POSI,EDICA. Ako ј е S levo 111 desno redukt1 vnа semigru-' 

ра tada је 

i. (П(S» = П(S). 
r(S)xll(S) 

IV.2.15 LEMA. Za зеmigruрu S sledeci uslov1 зu ekviva1entni. 

(1) s је reduktivna. 

( i i ) (4f в, t € з) ( ( л. в' ~ t) G П (S) --=9 В= t) .. 

(111) (lf в, t Е з) « Лв' ~ t) f: ПСS) :9 s=t.? .. 

DOKAZ.. (1) -::9 (1i)" Neka је S redukt1vna. Neka 

(А. 8' 'St) fП(S). Tada је (А з , <S,t)=( ? ..... u' ~и) za neko u6 S. Dak .... 

1е, вх==их i xt=xu za вуе 'Х б Б. Kako ј е S redukti уЋВ to ј е В=l1 i 
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(i1) =?(ii1). Neka 

(~s,tЕ.S)«Лs,9t)ЕП(s) ~ s=t). 

Neka (Лв' '5t)Ef!(s), о~nоэnо xsy:::xty za ave Х,уЕ В. Oda.vde је 

GS ау=: ~ ty za sve у Е s. Dakle, (л ву t q ty) Е П (S) za Bve у б В. 

Та'а8. је sy=ty za 8ve у ~ S, odnosno л э= .lt e Da.kle, (А в' 9 t)f:П(S) 
te је g=t. 

(iij.)::9 (i). Neka 

( .у. 8, t Е S) ( ( il з' 9 t) Е ff (з ) ~ В= t) • 

Takodje 
\ '. 

(V-x ES)xs==xt -.=, (тх,у f: З)уэх == ytx '~ (' )..8' <5 t) Е П(S) ~ B==t. 

Dakle, S је reduktivna. 

Slede6i primeri pokazuju аа postoje sem1grupe za koje је 

П (З) 1- П(3). 

1) а Ь с 

е. а. а а. 

Ь а f.l а 
r 

с а а а 

d а е. с 

2) _*La ь с . 
а а. а а 

·Ь а. а а 

с . а а а 

аlа 8. ь 

d 

в· 

Ь 

э. 

d 

d 

а 

а 

Ь 

с 

S је аlаЬо redukt1vna'1 globalr1o 

1dempote11tna. 

n(В) == П (3) u {с I-b; '5с)} 
П(S) ;l П(3) • 

S nije s1abo reduktivne.. 

П(Б) = П(В) u {С.А а ,9с)' (A-с'S>а)Ј 
П (Б) т! П(S). 

S nije globalno 1dempotentna. 
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IV.2 .. 12 Теоrешзроkаzuје da је leva, odnqsno, desna 

reduktivnoat dovoljan uslov za П (в)= П (3). Sledeci primeri ро-

kszuju аа. taj uslov nije potreban" 

3) а ь с d 4) а Ь с d 

а. а. а а а а а а а а 

Ь а а Ь Ь , Ь а а а а 

с а а с d с в- а 8. а. 

d а а с d d а· а Ь Ь 

3 је' slabo reduktivna 8.11 S nije э1аЬо redukt1vna 

nije n1 levo n1 аезnо re- balno idempotentna. -dukti"na. s је globalno П(S) 

1dempotentna П(S)= П(S) • 
\.. 

ЈУ.) BI-IDEALIZATORI NEKIH PODSEМIGRUPA 

TRANSLATORNOG ОМОТАСА 

::: П(S) • 

ni g1o-

Analogno ројти idea.J.ize.tora podsemigrupe, оуае uvodimo 

рој ат bi-idealizatora.· 

IV.3.1 DEFINICIJ.A,. Neka је А podsemigrupa aemigrupe S. Ako ро-
r. 

stoji najveca podsemigrupa za S takva аа је А njen bi-idea1 с:аа 

ttl podsemigrupu nazi уато ЬЈ, -j_dea1izatox' za А u оаnоэи па. В, u 

ozne.ci 'Ьiз-i(А). 

IV.З.2 NOTACIJA. Neka је za podsemigrupu А semigrupe Б, 

Kako је A~ В (А) to је skup В (А) neprazan. Ako podse-
8 . В 

migrupa А semigrupe S iша bi-idealizator u odno8u па S, ta(la ј е 

biS,-i (А) G BS (А). 
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IV.3.3 NOTACIJA. Neka је za semigrupu В, 

- .,,;-
&.еев) = [с /-.,~) Е g( S)ХЧ(S) \ (Jfx ,у ,Z, и, € 8) ху лС za)= (ХУ')з' zu Ј 
..а..(8) ::: /1(з) П Л (3) х Рев). 

IV.3.4 LEMA~ Neka је Р podseтigI"Upa sem1grupe g-'i8) Х CJ(S) 

takva da ј е П С a)~ р ~Д( s ). Tada ј е 
-Jik.( р) с;; !f.(s). 

[} ~S)xfТ'cs) 

DOKAZ. Neka (л., <s ) G В ( Р) • Tada 
~(B) Xr<.S) 

(л, э' ~ 8) ( it 9 9 ) ( л t 9 '5 t) Е р za ауе в, t Е S, оdnоэnо 

( л.s л. Лt' '5 s '5':?t)E р • Kako је р <;;.Q(S) to је хс АэА ЛtЈr ) = 

=(х 'S8~ 9t)Y za 8ve X,y,S9 t Е:В. Odavde је хз ~_(ty)=(xs)~ ty za 

8уе Х, у, в, t G S. Dakle, (il, ~ ) Е: !lc s) ., 

Ртета IV.3.3 Notac1j1, 1811:0 ве zakljucuje da је .б... (3) 

Р " --podsemigrupa za 1\ (8) х (3) .. Јет, neka (л. t '5 ), ( А , ~ ) Е ::Ц3). 

Pada је, za x,y,z,u f.S. 

хуС А;{ z )и=ху л.. ( х z )v.=xCy 9 ) с х z)u=<x [(y~ )~/] zu=x( у ~ ~' ) zu. 

Dak1e. (~it' t 'ЗВ' ) Е љв). 
Takodj е, la.ko ве dokazuj е da ј е Q (в) .Q (3) cff( з) 

- -
.Q с в) !f: ( S) ~ {t( S ) • 

IV.3.5 LEMA. Za та koju semigrupu S vazi 

i)П (S) је bi-1.deal za ЈЈ (в) ~Dr(S) 1.0..0(3). 

1 

( '--
i1) Jf (8) ,je'bi-ideal za S2:e(S),.o..r(S)~.Q..o(S) :l.D.,(S) .. 

DOKAZ.. i).. Nelca (?_, g) f:.D..IS) i s,t БВ. Tada је 

xy(ilz)=x(y'3)z za sve x,y,Z~S7 tj .. 9.:{(;\z)= 9(y(])z za Bve y,zGS. 

Prema tome је 
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(;ts' ~8)( A. t ~)( ;tt' '5t)~(ЛsСtt)' 9(8~)t)=( ;ts(~t)' 9 s (л.t» 

Kako (ils(.:tt)' 9s(л.t) Е П(S) to је П(s) bi-ideal za ..o.t(S) о 

Analogno ве dokazuje da је П(S) bi-ideal za .G.r(S) ра 

је П(s) bi-ideal i za ~O(S). 

i1) Kako је .oo(S)-G.QiS) G.Q.(з) i S2o(S)G~(S)=:;.o..cS) 
dovoljno је dokazati da је П(а) bi-1deal za~(S). Neka 

1- . 

(л.,g)Е.с2.(s), tj. xy(;t.z)u=x(Y<5)zu za svex,y,z,u~S. Neka 
-

( /l э' ~ t ) ,( А и' 9 v) Е: П (8). Тааа ј е (;t э' 9 t) ( it , 5' ) (ilu , s>v) = 

::(ils(л.u)' ~(t9)v). Takodje је 

:ХВ( iL u)y=xt (л. и)у=х( t ~ )иу=х( t <s )УУ 

za вуе x,~~€. s. Dakle, (л.s().u) ~ ~(t'S)v) G П(8) t odnosno, П (8) 

је bi-ideal za D (S). 

-
Kako је .0.\3)= [(CS) п ( Л (В) Х p(s) toprema IV. 3. 4 LЭIni 

i IV.3.5 Lemi dobijamo 

IV.З.6 POSLEDICA. Neka је Р podsemigrupaza .0.(8) tako da је , __ 

П (5)::: Р ~(B). Tada је 

В ( р) с. Љв)" 
Л(S)Х Р(8) 

IV.3.7 POSLEDICA. Za та koju semigrupu S је 

- -Ы-1(П(8» = ..o(S). 
ЛСS)ХР(S) 

bleka је S redulctivna semigr1..l.~a i neka (Л,~ '3 ) tД(8). 
Dakle, ху( ;lz)u=x(y~ )zu za вуе x,y,Z,uE В. Odavde, zbog lev~ 

reduktivnosti је у( /\'z)u=(y~ )zu za вуе y,z,u 63. Tada desna 

reduktivnost povlaci у( ~z)=(у'З)z zэ, sve y,Zf:S. Dakle, 
--' ....... 

( ;t, '5 ) ~Д(S) tj. дСЭ) ~Д(З). Kako је .Q(S)~_Q.(s) za та koju 
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sешigrирu S to је za redukti\'11u semigrupu 3 _Q(S) = il(s). 

Neka је S globs.lno idempotentna semigrupa. Neka 
-(А.., 9) ЕД(З) i Х,уЕ s. Tada је x;st, у=иу za neke s,t,u,v ЕВ 

ра је 

х( i\.y)=(st) il(uv)=st( ilu)v=s(tq)uv=(st)S' иy=(x~)y. 

Dal{le, (il t Сј) E:..G.(S) te је ..Q..(S) ~..a.(s) .. Prema tome, ako је S 

globalno idempotentna semigrupa tada је ..5.(8) = J:l.(S)o 

Lako ве vidi da ako јеВ levo [desno] reduktivna tada је 

..Qr(3) = Ј..1..(з) [_a~(B) = Д(з)] • 

Prema IV.3.5 Lemi, IV.3.6 Posledici i IV.3.7 Posledici је 

\ '. 
IV.308 TEOREMA. Neka је S s·emigrupa.. Tada vazi 

i) Ako ј е S levo redukti vna tada ј е bi-i ( П (з» = D- (в) • 
• О' л ( s )х РС s ) r 

11) Ako је S desno reduktivna tada је bi-:i.(tl(S» ::: Q(S)" 
Л(S) х pes) ~ 

i1i) Ako је S reduktivna tada је Ы-i(П(S» = 
Л(s)хР(S) 

iv) Ako је S globalno 1fiempotentna tada је 

ь i - i ( П ( s ) )::;; Ь! - i (Гi (З» = ы - i (_О. ( з) ) :::...oq (S) • 
Л(s)х,Р(s) Л(s)хР(s) Л(s)х.Р(s) 

. Za dalja istLJ'."azj.vanja razmatre.mo semigrl1pu. J;e(S) nc..vederH1. 

u IV .. 2 5 1 Notaciji. Ovu semigI'Upu. је proucavao JOllJ1SOll [15Ј. 

IVc3~9 TEOREM.A. Za та koju semigrupu S vazi 

i) fI!(S) је semigro.pa. 

1i) (~(л.'S)ЕtfcS)(-V-SGS) /lsл. :;: 

• -i ..t ) 
J.~..L п 

р 

I I 

(3) је 

(с:!) 
-,,1,,) , ;Ј в 

bi-idea.l za ~ с (3)" 

Ь' , ~ 1 , :L-.1.aea_ ~~a 
((): s) 
~ . . . 
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DOKAZ .. 1). 
~ t (А 

N е ka (л., ~ ), (Л, 9 ) Е ct"'< s ). N е ka х, у €. В. 

Tada је 

хс ,tXy)=x il( х у)=(х '9) с iy)=(x '5 )'ј' У=(Х9 '5 i)y 

Dakle, ( Л-./l', 9'5' ) Е ~(B). 
i1) Neka s ,Х € S~Tada је . . 

( ).8 .А.. )х= i\/ 7 .... x)=s-( л.. х)= (а ~ )х= IlВ9 ј:: •. 

хс ~ ~sј)=(Х9) ~ э=(х ~ )s=хСл. 8)~X ~ }..В. 

iii) Neka ("-s' '5 в), С Ао tt 9t) Е П (8) .! (Л-, 9 ) €- ~(8). 

Tade. је (л. s ' 9 а )( ~,'5)( iltt 9t)=( 'л'sл. Лt' 98'5 S\)·· 
Premaii ) је ils )" л.t= л.SS' A.t= ,t( s 9 ) t i 

'5 s ~ ~ t = '5 в ~ ~_ t:; 9 s <.~ .. t ). Kako ј е ( s 9 ) t= s ( А. t) to ј е \ 

(ilCss»t' 9sCitt»,€ ПСs). Dakle, псs) је bi-ideal za $e·~B). 
- {t), 

iv) Neka.< its ' 9t) t (it u ' '5 у) Е Псs) i (А, '5 ) Е: o<~{B), 
tj. xsy=xty, хиу=хуу i X(AY)=(X~)Y za еуе х,УЕВ. Ртета ii) је 

Kako је 

Х{В9 )uy=x(s '? )уу=хз( ft...y)y=xt( ;t.v)y 
-

za вуе Х,Уб St to C~A.(B9)и' 9t(.л.v» Е Псs). 

La.ko ве иосауа da је za globa.lno idempotentn1). semigrupt1. . 

В, i(S)= /1(8). 

Tada p ртета IV.3.4 Lemi i IV.J~9 Teoremi dobijamo 
", 

IV.3"lO POSLEDICA$' Ako је S global~o idempotentna semigrupa 

tada је 

bi-i( П (8» 
g~(( s )Х5"( З) 

... bi-i( Fi (3)) 
fГ( s ) х rrc s ) 

:: ,;e(s). 
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