UNIVERZITET U BEOGRADU
PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET

DRAGICA N. KRGOVIC

PRILOG TEORIJI
REGULARNIH SEMIGRUPA

DOKTORSKA DISERTACIJA

RUKOVODILAC

PROF. DR MARIO PETRICH

BEOGRAD 15982,



O.

UVOD LR N B B R K I BB AE R E SR S0 JE R BXBE BE AR BN 2N B 2% B BN BN BN SN B BN BN BP SR Y SN RO NN NN

I DEO

NEKI POZNATI POJMOVI I REZULTATI IZ TEORIJE
SmﬂIGRUPA .0‘..—0..“..‘..9\."..»,0..GD...O'....'Q....‘..

I \ II DEO

NEKE KARAKTERIZACIJE REGULARNIH, INTRAREGULARNIH

I (m,n)”REGULARNIH SEMIGRUPA .c'..-|.000000l00;0;00

II.l Uvod-6‘000..90.000..0"..0..000.000..".....I.

II.2 Kerakterizacije regularnih i intraregularnih
semigrupa .....ﬂo".’.9..6.......'.‘."0‘...0..

II.3 (m,n)—regul&rﬁe SGMigfqu oocoaoooot;oooooocoo

IIG4 (M;n)—ideali i (m,n)T-ideali o.pnooooo;;oooo;o

III DEO

AO—MINIMALNI BI-IDEALI I .POTPUNO O~PROSTEVSEMIGRUPE.

xIIol UVOd ® 9 C PGB PSS QPCEOCEDEOTOOSDO PSS OOOE DSOS OLOOSTSE

I1T.2 O-minimalni levi ideall .seccscceescssesccnsse

IIT.3 O-minimalni bi-ideali i potpuno O-proste
semigrupe 7009000050035 000900005080500800000

III.4 O-minimalni (0,2)-ideali 1 O-minimalni
(O,2)"bi“ideali oooosouooooaeo;oooo;ococooooo

IV DEO -
O PROBLEMU BI-IDEALNE EKSTENZIJE \
IV.l Uvod .0..“.“0.....‘.0......Qa..'.'l...'.’GO.

IV.2 Tdeelizatori nekih podsemigrupe translatornog
Omotaéa .’Q‘da‘o..‘&"OOQQBOQVOOQQ.O...00'0000‘0
IV.3 BRBi~idealizatori nekih podsemigrupsa transgle-

A e . PR
AUO}.‘IAOQ) OmOL&Ga €6 600 CFGEVOO0ITEDOOCR O EO0RO0 S

LITEBATURA ecsesoovsoccoencsosocosanoonssconsnsos

Strana

17

17

18 -
22
30

37

37
38

4l

50



0. UVOD

Rezmatrajuéi sadadnja proulavanje u Teoriji semigrupa,
moZe se reéi'dé se\skoro sva odnose na klasu regularnih gemigru-
pa, preciznije, na odredjene podklase regularnih semigrupa. Po-

sebno se igtraZuju inverzne i potpuno proste 8 u novije vreme
razmatraju se i njihova uopsStenja, ortodoksne i potpuno regular-

ne semigrupe. R.Croisot [6] uvodi semigrupe sa uslovom (m,n) i
potpuno ih opisuje. Specijalna klasa tih semigrﬁpa Je klasa pot-
puno regularnih semigrupa, odmosno unije grupa. Posebno znadajni
radovi o unijama grupa su radovi AﬂH.Clifford—a,,R.Croisot-a i
dr. | o

Kako ge u ovom radu opisujgsregularne semigrupe (i neke
0d Xlasa regularnih) pomoéu ideala-(II DEO), razmatraju O-minima-
Ini bi-ideali, uvede (0,2)-bi-ideali (III DEO) i postavlje prodb-
lem bi-idealne ekstenzije (IV DEO) to ovde navodimo kratak preg-
leg proudavanja ideala. |

Sﬁvéfaiuéi Teoriju slgebarskih brojeva, Dedekind je uveo
pojam ideala koji je predstavljao kljud te teorije. Ovaj pojam
- ideale uopBtila Je Emmy Noether za asocijativne prstene. Pojmovi
levog i desnog ideala, kojé je ona uvela, 1 sada su centralni po-
jmovi u Teoriji prstena. Ova konstatacija se s punim pravom moZe
. pro8iriti i ne Teoriju gemigrupe. Naime, dovoljno je pomenuti
" Rees-ovu kdngruencijﬁ 1 Green~ove relacije, koji se definisu preo-
ko ideala, a osnova gsu za mnoga daljs istfaiivanja u feoriji ge-
migrupa. Kasnije se uvoda novi pojmovis bi—ideal (R.A.Good 1 D.R,
Hughes, 1952), kvazi-ideal (O.Steinfeld, 1956), (m,n)-ideal 1

(m,n)~kvezi~ideal (S.Lajos, 1961). Ovde treba pogebno neglegiti
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ulogu radova A.H.Clifford-a i S.Schwarz-a koji se odnose na mi-
nimalne ideale semigrupa. |

Posebno mesto u Teoriji semigrupa pripada ekstenzijesma
gemigrupa a medju ovima najviSe ge istraiuju idealne ekstenzije.
Problem idealne eksteﬁiije prouc¢avan je i sada se prouéa&a od
strane mnogih-autora. Posebno navodimo neke od njih;‘A.HoCIifford
L.M.Gluskin, é.A,Grillet, M.Petrich.

Cvaj rad se sastoji iz Setiri dela,

U prvom delu navedeni su poznati pojmoviyi rezulteti na
koje se pozivamo u ostalim delovima.

| U poletku drugog dela data je karakterizacije regularnih

gsemigrupa pfeko elemenata i levih i desnih ideala. Takodje se ra-
zmatraju semigrupe koje su regularne i intrafegularneai opiguju
pomoéﬁ bi-ideala., I1I.3.4 Teorema opisuje (m,n)—regulazpe gemi-
gfupe pomoéu (m,0)-ideala i‘(O,n)widsala; U vezi s tim posebno se
istiéu I1I.3.6 Teorema i II.3.9 Teorema koje daju karakterizaciju
unije grupa. (m,n)-regularne semigrupe se karakterisu i preko
(m,n)-1ideala i (m,n)-kvazi-ideala. (II.3.5 Teorema). II.3.4 Teo-
rema i II.3.5 Teorema uopstavaju odgovarajute rezultate K.Iseki-a
S.Lajos-a 1 Ix?uh-a za regularne semigrupe. Okarakterisane su ﬁni
je grupa i preko bi-ideale i (0,2)-ideala (II.3.10 Teorema).
II.3.11 Teorema daje potreban i dovéljan uglev da gvakl element
semigrupe bude (2,1)—reguiaran ili (1,2)~-regularan. U ovom delu
uvodi se i pojam (m,n)T~idea1a, pomodu koga.se dobija‘poireban i
dovoljan uslov da podsemigrupa T bude podgrupa semigrupe S (II.
4.7 Teorema). ‘ |

U tredem delu ispituju se O-minimalhi levi ideall i O-mi-
nimalni bi-ideali. Uvodi se pojam degeneriranog bi-ideala i pomo-

év. njega opisuju O-minimalni bi-ideali (III.3.4 Lema). Na 0Bnovy
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toga dat je drugi dokez tvrdjenjs K.Kapp-a (III.3.7 Teorema).

Pogebno isticemo karakterizaciju potpuno O-prostih- semigrupa

i potpuno O«ﬁrostih ideala preko O-minimalnih bi-ideals (III.

3.15 Teorema), (III.3.16 Téoremé). U ovom delu se uvodi pojam
(0,2)-bi-ideala 1 opisuju‘o-minimalni (0,2)-bi-ideali. Dokaza~-
no je da je semigrupa S 0-(0,2)-dvoprosta ako i séﬁo ako je S
levo O-prosta.

éetvrti deo predstavlje jedan pokuéaj resavanja bi-idea-
1lne ekstenzije. Poznato Jje da‘je skup [](S), svih unutradnjih
bitranslacija translatognog omotada LX(s), ideal za LU(S). U o-
vom delu razma%ramo’skup.ﬁl(s)r\(Iﬁ(S)><z&(S)), u oznaci Tﬁ(s),
i dokazujemo da Je Tﬁ(s) takodje ideal za.gl(s). ﬁvodi se po-
jam bi-idealizatora podsemigrupe semigrupe S'i odredjuje bi-ide-
alizator za 77(5) u odnosu na /\(S) X P(S) (IV.3.5 Posledica).
Takédje je odredjen bi-idealizator za [1(s) i TT(S) u odnosu na

fr%§)>(ﬂ?é).ako je S globalno idempotentna.semigrupa.
. Istiéeﬁo de su-u II, III i IV délu‘svi pojmovi kao iJ
gtavovi dati sa dokazom, originalrni.

Vedina rezultata iz rada prikazani su u okviru Odseka za
algebru i matematidku logiku, Odseka za matematikﬁ’i Seminaré za
teoriju sgemigrupa Matemétiékog ingtituta SRS u Eeogradu.

Sa posebnim zadovoljstvom zahvaljujem se Dr Mariu Petridu,
Dr Slavi$i PredSidu i Dr Branki Alimpié ne pomoéi i podrici u radu.
: Zahvaljujem‘se i svim $lanovima Seminara za teoriju semigrupa na

korisnim sugestijasma i primedbansa.



L ]

NEKI POZNATI POJNMOVI I REZULTATI
IZ TEORIJE SEMIGRUPA

Regularnu semigrupu moFemo definisati na slededi nalin:
Semigrupa S Je regularna ako i samo ako |
(vaes)(dxeS) a = axa.
Grupe su'regularne semigrupe, ali klasa regularnih se-
migrupa Jje obimnija od klase gfupé.
Pojam regularnogti uveo je J. von Neumann (1936) u teo-

riji prstena. Sledeésa lema je direktan analogon Leme 6 tog rada.

I.1 LEMA. DNeka je e element semigrupe S, (a >(o,1)[ 27 (1,0)]
glavni levi [desni] ideal generisan elementom a i E skup svih
idempotenata iz S. Slededéi uslovi su ekvivalentni.

(1) a je regularan,

(11) (FeeB) <8} 51y = <D (0,1)°

(1i1) (Fe€E) <8 (1 o) ey (1,0

. Pojam kvazi-ideala uveo je Steinfeld 1953, za prstene 1

0

1956, za semigrupe.

Podskup Q semigrupe S je kvazi-ideal za S ako Jje

QS NSQ < Q. Kvezi-ideal generisan podskupom A semigrupe 3 je
Q(a) = A\}AZ\J(ASI\SA). Glavni kvazi-ideal generisen elementon
a iz S je Q(a) = {a}\){azf U (an\Sa).

Primetimo da je svaki levi [desni] ideal za S takodje i
kvazi-ideél z8 S.

Neka Je {:&0,1) [hizl,og] skup svih levih desnih>4ide-

ala semigrupe S. Semigrupe S Je kVazi«regularna ako Je
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(¥R € (0’1))(%Lég(091)) R® = R, 1° = L.
Ove semigrupe je uvela Calais [17] 1961, godine.

Calais [1] Jje okarakterisala regularne semigrupe preko
levih, desnih 1 k&azi-ideala. Iseki [14] je opisao regularne se-
migrupe preko levih i desnih ideals. Oba tvrdjenja navodimo nje-~
dno. | ;

I.2 TEOREMA. Neka je Cﬁo,l)[]:&o,l;] skup svih levih [des-
nié}ideala i Gstup svih kvazi-ideala semigrupe S. Slededéi ug-
lovi su ekvivalentni.

(i) S je regularna.

(11) (¥Re€ (1,0))(4&Le{j®’1‘)) R%=R, L°=L, me@.

(1i1) (%Reﬁ(o’l).);W;e’}(oél)) R NL=RL.

Good i Hughes [10] su uveli pojem bi-ideala. Podskup B

1B < B. Bi-ideal generisan

semigrupe S je bi-idezl za S ako je BS
podskupom A semigrupe S Jje <Aﬂ>(1’l)=AtJA2LJASA. Glavni bi-ideal
gene?isan elementom a je {a’ (1,1)° {a}\ﬁ§2}&)aSa.

Prema definiciji kvazi-ideala i bi-ideala lako je videti
da je svaki kvazi-~ideal takodje i bi-ideal.

Ako je'semigrupa regularna‘tada svaki bi-ideal za S je'i
kvazi-ideal za S (Lajos [31]).

Lajos [}5] i Tuh {36] su okarakterisali regularne semi-

grupe redom preko bi-ideala 1 kvazi~idealé, Sto ujedno navodimo
slededom teoremomnm,
I.3 TEOREMA. Neka je Cﬁll'i)l]EZZJSKup svih bi-ideala I:kvaziu
1]

v—idéala_] gemigrupe S. Slededéi uslovi su ekvivalentni

(1) S Je regularna.

. o
(1) (¥ Bléd(l’l)) BSB = B.
(1i1) (¥ee@D  osq = Q.



Poﬁoéu ideala uvode se relacije ekvivalencije tzv,
Green-ove relacije. Prvi ih je proulavao Green [llj. One imaju
veoma vazZnu ulogu u proudavanju semigrupa, narodito regularnih.

Ako je a element gemigrupe S, tada glavwnmi levi ideal
generisan sa.a je a U Sa, dto kradle piSemo Sla. Relacija &f na
S definisgha je sa: aéﬁb.ako i:samo ako a i b generisu isti gle-
vni levi ideal, odnosno

aolgb 4———% sla = s b.
Sli&no, R je definisena sa: afb ako i samo ako 8 ihb generisu
igtl glavni desni ideal, tj.

a@b .Ei';? aSl bSl.

Ako su a i b elementi semigrupe S tada vaZi:
1) adfbv &> (gx,7e5Y)
i1) a®b <& (Fx,yesd)

xa="b, yb#a.

ex=b, Dby=a.

S5

Lako mpe pokazule da je ée desna a gz.leva kongruencije semigru-
pe S. Relacija ekvivalencije éfnfﬁ igra veoma yaénu ulogu i oz=-
neéava ge saigz, Relacije éf i-ga su komutativne tj.fq?:ﬁ%é@, te
sledli da je ogf\//(\o‘.: fo@. Ova relacija ‘se oznaclava g3 (@.' Tako-
dje, se uvodi ‘i relacija : '
. a?{b @Eg slagt = stes?.
Lako se dokazuje da vaii .
agb S (.5; X,¥,U,V & sl) xay=b, ubv=a,
Kako je é&:y "'c.‘y to je gbc‘;{ .
Semigrupa S sa nulom O je O- bi-progsta ako je S\{O}

-ga—klasa.

Sledede pojmove uveo je Croisot 6 .

Semigrupe S je intreregularns ako

(Vaes)(gxes)(3yes) a = meya
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S je levo 'regmlarna ako (%aesS)(g3xesS) =a

= X8 3}
S je desno _r@gulax‘né ako (¥*ae8)(g3xeS) a = azx;

S je potpuno regularna ako (¥eeS)(3xes8) a = axaz.

Navodimo tvrdjenja koja je dao Croisot [6] .

I.4 TEOREMA. Semigrupa S je intraregularna-ako i samo ako je

~

S unija disjunkitnih prostih semigrupsa.

I.5 TEOREMA. Semigrupa S je regularna 1 intraregularne ako i

samo ako je S unija disjunktnih regularnih prostih gsemigrupa,

I.6 TEOREMA. Za semigrupu S slededi uslovi su ekvivalentni:

(1) S je unija grupa,

(i1) s je potpuno regulama;

(iii) 'S je levo regularna i desno regularna.
(iv) S je levo regularna i regularna.

(v) Svaka %-—klasa za S Jje grupa.

I.7 DEFINICIJA. ©Neka su m i n nenegativni celili brojevi.
grupa S je (m,n)-regularna ako

(¥ae8)(F3xcs) aPxal=a,

o_.n def n -

s~
. . m__.o def m
Pritom, dogovorno Jje a xa xa i a'xa o

8 X.

Semi-

Croisot [6] je dokazao da postoje talno Eetiri klase

ovih gemigrupa i to- su:
i) (m,O)wregulame za mx=2 {desno regularne)._
ii)  (O,n)-regularne za nz2 (levo regularne). -

i1i) (1,1)-regularne (regularns).

iv) (m,n)~regu13rne zamz1l, nxzl, minx=3 (potpuno

regularne).
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Lajos [28] je uveo pojam (m,n)-ideala i (m,n)-kvazi-
~ldeala, |
Neka su m i n nenegativni celi brojevi. Podsemigrupa A
semigrupe S je (m,n)-idesl za S ako Jje
A"sa < A,
Pri tom, dogovorno je A%sa® 96T gam g pmgp0  def mg

(m,n)~idéél generisan poedskupom A semigrupe S. je
m+n

i Mo, D
<AD (mpy = U 47U A%sA",
‘ o 1=l
Glavni (myn)-idezsl generisan elementom a iz S je

n+n

< & ) (m,n) = U aiflJ ?mSan.
i=1 7.

Neka su m i n nenegativni cell brojevi. Podsemigrupa Q

semigrupe S je (m,n)-kvazi—idealrza 5 ako Je

Q"s N sQ"< Q.
(m,n)-kvazi-ideal generisan podskupom A semigrupe g
jo Q(A)=AUAU ... UASU(A®SNSA®) gde je kemax(m,n).
Glavni (m,n)-k¥azi-ideal generisan elementom a iz S Je
Q(a)= {a}ugazf U .. URY U &% ) sa® g
gde je k=max(m,n). . “
Préma prethednim definicijama vidimo da Je levi [désni]
jdeel u sivarli (0,1)-ideal [(1,0)—idealj . Takodje, svoki (m,n)-
-kvazi-ideal je (m,n)-ideal.
' Ako je S regularna tada svakl (m,n)-ideal jJe (m,ﬁ)~kvazi~
-ideal (Lajos [28] ).

U ovom radu skup svih levih [desnihj ideala oznalavade se&

.y ,\lf rM 7 <) 4 =t Adenla -
88 Jg 1y Lu(a,o0)d o sFup gvih bi wd$7%$ ga‘j(l,l) i skup svih
» r ) b s » 7 . (77 7
(m,n)~idsala [ (m,n)-kvezi~ideala | sa <, W AC I
. . Al gdd L Ldgad g
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Lajos.[28] je dao sledede tvrdjenje:

I.8 TEOREMA. Neprazan podskup Q semigrupe S je (m,n)-kvazi-
-idesl za S ako i samo sko je presek (m,0)-ideala i (O,n)-ideala
za S.

Semigrupa S Je prosts [levo progta, desno’prosta] ako ne

sedrzi prave dvosirane [1éve,,desne] ideale.

Semigrupa S je levo prosta i desno prosta ako i samo ako
je S grupa.
Dvostran [levi, desni] ideal M semigrupe S je minimalen

ako ne sadrii pravi dvostrani [1evi, desni] ideal za S.

Ako Jje A ma koJi ideal za S istog tipa kao M, tada 111 je
M <A, 111 Je MAA = #. Specijalno, dva razliSita minimalna idea-
la istog tipa su disjunktna. |

Kako za ma koja dva dvostrana ideasla A i B semigrupe S je
ABC A i AB< B to postbji najvise jeden minimalan dvosirani ide-~
él za S, Ako S ima minimalan‘dvostrani ideal K, tada se K neziva
jezgrom za S. Kako je K sadrZen u svakom dvogtranom ideelu za S,
to je’K presek,svih dvostranih ideala iz S. Ako je taj presek pra-

zan, tada S nema Jezgro. Svaka konalna semigrupe ima jezgro.

Ako je S semigrupas sa nulom O, tada pojam minimalnog ide-
‘ala je trivijalan, naime, minimalan ideal je {o} . Zato se uvodi
pojam O-minimalnosti. Semigrupa S sa nulom O oznalava se 5=5°.
Dvostran [levi, desni] ideal M semigrupe S=5° je O-mini-
nelen ako je: '
1) u# {0},
11) { O} je jedini pravi dvostrani [levi, desni]

ideal za S sadrian u M.
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Ako Jje M O-minimalen dvoatrani [levi,desnij ideal semi-
grupe S=5°, tada M2 je ideal istog tipa keo M i M2< M. Dakle,
tada jo M°=M 11i M= {0}, Odatie, ili je M°=M, 111 je M nulta
gemigrupa. Jesno, bilo koja dva rozlic¢ita O-minimalna ideéla za

S>istog tipa su O-disjunkina, odnogno, njihov presek Je go} .

Semigrupa S=5° je O=pro=ta [lévokOoprosta, degno‘o-n?osta]
ako ' ‘ | -
1) s°# {o},
ii) {O} je jedini pravi dvostrani [levi,'desni] ideal za S.

I.9 LEMA. Neka je S=5° i {0} jedini pravi dvostrani ideal za S.

Tada, ili je S O-prosta ili,slﬁe-nuiéa gemigrupa reda 2,

I.lC LEMA. Zs semigrupu 5=5° slededéi uslovi su ekvivalentni.

(1) S se“levo [desné] O-prosta.
(11) s\{0] je levo [desno] prosta.
(1ii) (vaes\fo} ) sa=35 [as=35].

I.llILEMA. Za pemigrupu S, slededi uslovi su'ekvivalentniﬁ

(1) s je‘dnprosta{

(11) (¥ ae s\{o} ) sas = s,

Slededa tvrdjenja o O—minimainim idealima dokazao je Cli-
fford[ 3] . |
.12 TEOREMA., UNeka je M O-miniﬁélag (dvostran ) ideal semigrupe
5=5%. Tada,i i1i je M°= {0} 111 je u d-—prosta podsemigrupa za S.
I.13 POSLEDICA. Ako semigrupa S sadrzZzi Jezgro K, £ada je X pro-
s%e podsemigrups za S. |

Ze O-minimalne leve [desne] ideale ne vaZi tvrdjienje sna-

logno datom se I.12 Teorvemom. To pokazuje slededi primer,
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e £ 2 a O O £ a
ei-e & e a O 0o 6 0 0
fl 0O £ g 0 O fl 0 £ 0O
g g £ g £ O a 0 a O
afl 0O a e 0O .0
o 0 0 0 0 ©

L ={0,£,8] je O-minimalen levi ideal za 5 1 L2 # [0},
eli L nije levo QO-prosta jer {O,a} Je levi ideal za L., L nije
ni O=-prosta (III.2.7 Teorema).

~

I.14 DEFPINICIJA. Levl idezl 1 gemigrupe $=5° Je degeneriran sko
| Anslogno se definiSe degeneriran desni ideals

I.15 IEMA. Neka je S=S° i L O-minimalen levi ideal za S. Tads,
ili je Sa=L za svaki element a iz L\{O} ili je L degeneriran.

I.16 LEMA. Ako je L O-minimslan levi ideal semigrupe S=S° tada
N[0} je £—klasa za S.

.~

1.17. LEMA. Ako Jje M O-minimalan ideal semigrupe 5=5° takav da
je. Mz # {O} iL# {O} levi ideal za S sadrZsn u M, tada je LE#{O} .

Heka Je E skup svih idempotenata semigrupe S. Za e,f¢ B
definife se relacija < na glededéi nadin ' '

et fﬁi ef = fe = @,

Ove relacija je relacija poretka na E."Ako je 5=5° tada
je 04 e za sve e€ E. |

Idempotent f gemigrupe S je primitivan ako jJe £ # 0 i

(¥ e cE)(es £ = e=0 1ili e=f).
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Potpuno [0-] prosta semigrupa je [0-] prosta semigrups
koja ima primitiven idempotent.
Npr. avaka konadna [0-] prosta semigrupa je potpuno O-

prosta.

I.18 LEMA. Neka je S potpuno O-prosta semigrupa i neka je e pri-
mitiven idempotent za S. Tada su L=Se 1 R=eS redom O-minimalni le-
vi i O-minimalni desni 1deall za S tako da je RL (= eSe = R NL)

grupe ga nulom za koju je e jediniéni element.

Clifford [3] je dokazao sledede tvrdjenje.

I.19 TEOREMA. Neka je $=5° O-prosta semigrupe. Tada, S je potpuno
O-prosta ako 1 samo ako sadrZi bar jedan O-minimalan levi ideal za

S 1 bar jedan O-minimalan desni idealjza Se

Rich (1949.) je okarakterisao *potpuno O-proste ideale semi-
grupe 5=8° (videti (4], Corollary 2.50 i ex. $2.7, zadatsk 6). Ta

tvrdjenja navodimo ujedno slededom teoremom.

I.20 TEOREMA. Neka je M ideal semigrupe S:So.'Tada, M je potpuno
O-prosta semigrupa ako i1 samo ako Je HZ # {O} i M je O-nminimalan
ideal koji sedrZi bar jedan O-minimalsn levi ideal<za S i ber je-

-

dan O-minimslan degni ideal za. S.

. Green-[11] Jje dokazao siedéée tvrdjenﬁé: Potpuno O-prosta
gsemigrupa Je O»biprosta i regularna.
Navodimo ovde osnovne pojmove poirebne za proﬁéavanje ide~
alne ekatenzije.
Heka Je S ideal gemigrupe V. Relacija ‘Z definlgana na
V na slededi nadin

Ty &5 z,ves 111 xy,
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je kongruencija koja se naziva Reeg-ova kongruencija inducirana

pomodéu S. Kvocijent semigrupa V/% Je Rees-ova kvocijent semi-

grupa u odnosu na S 1 oznalava se sa V/S.

Prema definicli]i Rees-ove kongruencije vidimo da sgemi-
grupu V/S moZemo konstruisati tako 8to skupu V\S uniramo jedno-
dlan skup {0} pridemu O ¢ V\S 1w skupu (V\S) U {0} definiBemo
operacijﬁ % ne sledeéi nalin

Xy .ako X,y,xy & S,

X¥ ¥y = .
0 inace,

Ako je S ideal semigrupe V tada kaZemo da je V idealna

ekstéﬁiija pomodu Rees-ove kvocijent semigrupe V/S. V je prave
ekstenzija za S ako je V # S. Krade, kaZemo da je>V ekatenzija
za S. |

Opisujemo problem ekstenziJe. Neka je S semigrupa i
0=Q° semigrupa sa nulom. Refiti problem ekstenzije znadi odre~
diti sve semigrupe V koje imaau ideal S* tako da je S=S8° i
V)S* = Q. NoFemo identifikovati S’ sa § i Q* = Q\{0} sa V\S ta-
ko da Je V = o\)Q pri Cemu su S 1 Q disjunktni. Problem ge sVOo=
di na odredjivenje svih asocijativnih operacije na V = SVUQ %o

je se poklapaju sa datim ne S i Q* i za koje Je S8 ideal za V.

Navodimo metod pomééu translatornog cmotada semigrupe

koji uvspesno 1e%ava pioblem ekstenzije za slabo reduktivne semi~

Neks je S semigrupa i X,y ma koji elementi iz S. PFunk-.

cija.;f~ na S je leva translacija za S ako je }{(xy§=(itx)y;

funkcija Q mna 8 Je desna translacija na § akc je (xy)9 =x(yQ ).




i
-2
RN

]

Leva translacija A 1 desna translacija Q su vezene sko je

x(Ay)=(xQ)y 1 u tom se sludaju kaZe da js par (2,9 )

bitraenglacijae za S, Leva translaci;ja A 1 desna translacija S)

su permutativne ako je (A x)§ =A(x¢9 ) za sve x&S.

Skup A (S) svih levih translacijs za S je semigrupa u
odnosu na prolzvod: (A N )x = A(X x) za gve x €S; skup ID(S)
svih desnih translacija za S je semigrupa u odnosu na proizvod:
x(gg') = (xg )§' z8 sve X €& S, Proizfod dve bitranslacije Jje |

opet bitranslacija cime se dolazi do slededeg pojma.

Podsemigrupa direkinog proizvoda /\(S)X P_(S)' koju ¢ine

"bitranslacije od S je trz’mslatorni omotaé za S, u oznaci Q..(s).

Neka je s elemeﬁt gsemnigrupe S. Funkecijs 2_8 definisané

sa /‘(Bx=sx za sve X& S je unutradnja leva translacija inducira-

ne sa g; slicno qu=xs “definide unutradnju desnu transiaciiu

induciranu sa s; par ( /KS, gs) je zmutraéﬁja bitranslacija in-~
ducirana sa g. Skup [](8) svih unutradnjih bitrenslacija je

unutragnji deo od fl(s); analegno definiSemo skupove /—'{S) i

FA(S) svih umi‘t’;raénjih levih 1 evih uwnutrasnjih desnih translia-

cija kao unutrtisnii deo od /\(S) i P(s) redom.

Za ma koju semigrupu S, f F(S) je levi ideal za /\,(S),
/\(8) je desni ideal za P(s), [J(S) je ideel za LM(s).

Prepglikavenje

S i s > (A58 (s€s)

je homomorfizem, Nazivemo ga kanoniki homomorfizam od S u Q(S)

(i1 ne MM¢sy ).

Semigrupa S je slabo redulttivina sko za gvako a,b &S




(¥xes) ax=bx, =xa=xb = a = b,

Semigrupa S je levo [degno] reduktivna ske za svako
a,be S |
(¥xe&S)xa=xb => a=b [('Vxé S)ax:-_bx = a:bj.

s@iigmpa S je reduktivna eko je levo 1 desno reduktive

na. N

Semigrupa S je globalno idempotentna ako je s2=3.

Lako se dokazuju sledeéa tvrdjenja.

i) Me koje dve bitranslacije slabo reduktivne sem;grué
ﬁ)e S su permutativne.

ii) Ako je S globalno 1dempo’centna gemigrupa, tada 8V8-
ka leva sranslaciga Je permutativna sa svakom desnonm translaci—
jom. /

Ak§ je S ideal za V,’ tada svaki element veV indgci’ra

13W[desnu] translaciju na S:s —» vs [ 8 —» sv ],

Navodimo slededéi rezultat (Grillet, Petrich [12]).

I.21 TEOREMA. TNeka Je S ideal semigrupe V. Preslikavanje
T=TWs): v -5 T = (A% 9N (veN
gde za svakl ve V,
s = ve, 8 gv =
Je homomecrfizem za V na semigrupu permutativnih bitranslacija
za S 1 prodiruje kan‘onlc <1 homomorzlaam f tS —> Q(c) Ako Je

S slabo reduktivna tada je jedins‘tvena gkstenzija za Jz, do

homomorflzna od V u Q(S3
Fa osnovu ovog tvrdjenje dokazuje ze op3te redenje ek-

stenzionog problema za slabo reduktivne semigrupe. Prethodno Je
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potreban sledeéi pojanm.
Neka'su S 1 Q semigrupe i neka Q ima nulu O, Parcijelini
" . ‘ 4
homomorfizam ¢ :Q —5 C)(S) takev da (2P )(p¥) €[](3) ako

..'\t-
a,be Q , ab=0, Je ekstenziona funkeija,

A

I.22 TEOREMA. HNeka je S slabo reduktivna semigrupa-i Q semigru-
~pa_sa nulom, digjunktna saAS. Neks je HQEQ*‘~+>_£2(S) odnosno
‘P:a_-;, Ye - (A8, ga) ekstenziona funi:cija. Na V=5UQ™ defini-
femo operaciju ¥ na sledeéi nadin | |
lagb ako &éS,béf-
axb= { A% ako acd, bes
L ¢ eko a,beqd , ab=0 u Q, ¢* (fb=(ﬂ-c, Q)
a ostali‘proizvodi su oni’iz S i Q. Tade V je idealne ekstenzija
za S pomoéu Q, u oznaci V =‘<;S;Q;LP> . Obratno, svaka idealna

ekstenzija od S pomodu Q moZe se tako konstrulsati.

Neka Jje S 1deal semigrupe V. Kongruencija 3 na vV je

S-kongruencila ako je njena restrikcija na S jednakost. Eksten-

zija V semigrupe S je gusia ako je jednakost jedine S#koﬁgru@nci-

ja'né V. Ideal S semigrupe V je gusto potopljen ideagl ako je V

- & - .
u odnosu na inkluziju meksimalne guste ekstenzija za S,

IE

Neke Je A ﬁodsemigrupa semigrupé S. Najveéa podsemigrupa

za S takva da je A njen ideal Je 1dealizator za A v .S, u oznsecl

1,(8). |

Lako se proverava da Je

i (a) = {sesi (VacA) s, as ¢ A}.

Gluskin [7] je dokazmo: Ako je S slabo reduktivms semi-
grupe, tada £(8) je idealizator sa [l¢s) 1 A xPsy 1 [Ty

je gusto potopljen ideal za Cles).
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IJI DEO

NEKE KARAKTERIZACIJE REGULARNIH,
INTRAREGULARNIH I (m,n)-REGULARNIH SEMIGRUPA

II.1 UVOD. Prvu karakterizeciju regularnih semigrupa
preko levih i desnih ideala dao je Iseki (I.4 Teorema). Takodje,
J.Célais, S.Lajos, J.Luh su okarskterisali regularne semigrupe

prekc levih, desnih ideala, kvazi-ideala i bi-idecala,

U II.2 o?isujemo regularne sémigrupa preko levih, desnih
ideala i elemensate semigrupe (II.2.2 Teorema), Takodje, II.2.4
Teéreﬁa opisuje intraregularne semigrupe preko levih i desnih
. idéala. Zatim karakterisemo regularme i intraregularne semigrupa‘

preko bi-ideala odnosno kvazi-idesla (II.2;7 Teorema).

II.3 polinje sa uopétehjem rezultate J. von Neumann-e

(II.3.1 Lema).?Glavni rezultat je uopS8tenje tvrdjenja Imeki-a,
odnosno karakterizacija (m,n)-regularnih semigrupa preko
(n,0)-ideala 1 (O,n)-ideala (II.3.4 Teorema). Iste gemigrupe o=
pisujemo i pfeko (m,n)-ideala odnosno (m,n)-kvazi-ideala (II.3.5
Teorena) 8to uopéta&a rezultate Lajos-a i Luh-a z& SIuEaj regﬁ-
'larnih semigrupa. Poéebno razmatramo unije grupa i ‘dajemo pot-
rebne 1 dovoljne uslove da regularne gemigrupa bude unija grupa
(IX.3.9 Teoremsa)., Unijé_grupa opisujemé i preko bi—i&eala,i le-
vih ideala odnosno bi-idesla i desnih ideala (II.3.10 Teorema) .

IX.3.11 Teorema daje potrebne i dovoljne uslove da je svaki ele-
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ment semigrupe S (2,1)-regularan ili (1,2)~regularan.
II.4 sadrZi karskterizacije (m,n)~ideals (m,n)-regular-
nih-semigrﬁpa. U tom delu uvodimo pojeam km,nST-ideala i karakte=

rigemo podgrupu T semlgrupe S pomocéu (m,n)T-ideala.

II1.2 KARAKTERIZACIJE REGULARNIH I INTRAREGULARNIH SEMIGRUPA

 Ako Je a ma kojl element semigrupe S tada je aSagaSnSas,
{87y (1,0)8=8S i S<é>(0’1)=Sa.

Neka Je a regularan element semigrupe S, tj. a=asa za
neki s iz S. Heka.béEaS?\Sa. Tade je b=su=va 28 neke u,ve S, te

Jje bzaﬁzasauzasva. Dakle, be aSa te Je aSnSacaSa. Takodje je

IR _ L2
<a7(lgo)—as—as§S§;aSaS—(<a>(lgo))

» 2
<

i dualno,<<a>(o,i)f~(<a>(0’l)) .

Tako smo dobili sledeée tvrdjenje.
Ir.2.1 LEMA. Za element a semigrupe S sledeéi uslovi su ekvi-
valentni.
(i) a je regulsran.

s 2= \ ’ \23 ‘ - ,_. ‘

(ii) A(<a>(l,0)) <a7(1,0)"(<a>(0,1}’ <a>(o,1), a8 N Sa=8Sa.

(iii) <&>(1’6)Sz<8>’(190),”- S\/a>(0,1)z<&>(091)’ as 088.:8,58.9.

Ha osnovu prethodnog dokazujemc sledede tvrdjenje.
II.2.2 TEOREMA. Za gsemigrupu S slededéi uslovi su ekvivalentni.
(1) S je regularna.
. ™ - 2 2 |
(ii) (VRef(l’O))‘(leLefj(O,l))(*mes) R"=R, L“=L, aSnSa=aSa,

/
- A} [ ’
(111) (%Lﬁe/j(l’m)(*«’~Lé\,7(091)>(*v-aes> RS=R, SIL=I, aSnSa=aSa.



DOKAZ, (i) = (i1). Neka je S regularna i R desni ideal
z8 S, Neka a ¢R., Kako Je s=8ga za nsko s¢S 1 aééR to aéRQ.
Dakle,'RasR 1 dualno, L2=L za ma koji levi idgal L za S, Prema

II.2.1 Lemi je aSn Sa=aSa za sgve ac S.
(11) => (1ii). Keko je R=R°c RS to je RS=R za ma koji
desni ideal R za S. Analogno je L2=L’za svaki levi ideal L za S.
(iii):—;;»(i). Neka je'é ma koji element iz S. Prema (iii)
Je <a>(1,o)8=<a>(l,0), S<a)(o’1)=(a>(o,l) i asnSa=aSa, pa prena
IT.2.1 Lemi, a je regularan. o

Prema I.4 Teoremi i II.2.2 Teoremi dobijamo

II.2.3 TEOREMA. Neka je S kvaziregularna semigrupa. Slededi

uslovi su ekvivalentni.

(1) S je regularna.

E=

(1) erelfyy o) wnely 1)) rLe@y oy.
(1ii) (Yae€s) aSnsSa = aSa. o

Slededim tvrd;ienjimé opisuju se intraregularne semigrupe

preko levih 1 desnih ideala. Takodje se daju neke osobine idesla

intraregularnih odnosno regularnih semigrupa.

P

IT.2.4 TEOREMA., Zs semigrupu S sledeéi uslovi su ekviv&len‘tni.
(1) S je intraregularnma.

(11) (%»"RZ— (0,1))(“6,'720,1)) RnL,EELR. |
(i11) (Fa€8) {ade o) B Xo,1) & < (0,1) <&1,0)-

_ . . o
DOKAZ. (i) => (ii). Neka je S intraregularna tj. a€Sa“s

za gvaki element a iz S. Neka a€RNL 1 s,teS tako da Je a:saztﬁ



Tada je a=(sa)(at) ¢ LR. Dakle, RnL LR,

(11)=> (1ii). O8igledno. |
(1i1)=> (1). Neka acs 1 <57(1,of’<?>(o,1)§§<¢>(o,1)<a>(1,o)

Kako Je
{87(0,1)<®(1,0)= ({BUsa) ({a]vas)= [¥'U a%s Usa®U sa%s
to aé{a% V) aesUSazu Sazs. Ako ae.aZS ti. &:azs z8 nekqv 8€ S toe

2 2 2

sg&€S5a~S. Dakle, agca 2

da a=a‘s=aa S'povlaéi a €3a°S. Dakle, & je
intraregularan. Keko je a me koJi element iz S to Je S intrare-
gularna. |

Prema (ii) prethodne teoreme dobija se: Ako je S intrs-
regularna sémigrupa tada je R<C SR [LEELS] za svagi desni [lev;]

2

jdeal za S i I =i=SI=IS za gvakl ideél I za S.

Neka je I ideal intraregularne semigrupe S 1 neka ael.
Tada Je azsazt za neke g,t € S. Odavde Je

2 2

e=gaat=gsa taﬁ:szaatat=s agsa tfat:(szas)ae(tzat)é§Ia‘I.

Dakle, I je intraregularna semigrupa.
Neka je I ideal regularne semigrupe S 1 neka a€l. Tade

L ]
je a=aga za neko 8& S pa Je

a=apa=agaga cala te je I régﬁlarna gemigrupa. Takodje je -
IS:SIzIzmI za gvaki ideal'i'regularne semigrupe 3.

Weka je I regularan [intraregularan] idealméemigrupe S
i A ideal ideala I. Prema prethodnom Je IA=AI=A pa Jje AS=AISCAI=A
i SA=STA<IA=A. Dakle, A Je ideal za S.

Ne osznovu prethodnog dobija se slededs teorema.

IX.2.5 TEOREMA, Neks je S regularna [intraregularna] gemigrupa.

Tada Je



1) SI=I8=I za sveki ideal I za S, N
ii) Svaki ideal I z8 S Je \regularan [intraregularan] .
iii) Svaki ideal idesla I za S Je idsél za S.

Lajos [29] Jje postavio problem da se opisSe klass semi-
grupa S sa osobinom da Je svakl ideal ideala za S takodje ideal

- z&8 S, Sledeéa teorema Je prilog odgovoru ne to ‘pitan,je.

II.2.6 'TEOREMA. Neka je I ideal semigrupe S. Tada, svaki ide-
al l1deala I Je ideal zas S ako 'i semo ako za svaki podskup A ide-~
ala I je AS ,C}('A)I i sa é_\/A)I gde Jje <.A>I~ ideal za I generisan ssa
A. , |

DOKAZ. Neka je svaki ideal ideala I ideal za S. Neka je
A podskup ideala I. Tada jJe <A')I£A VAT VIAVIAI pa je
(AUVATVIAUTAI)S < {4) odnosno ASUAISVUIAS UTAISC:<A>I te ;]e

AS <(AD1. Analogno se dokazuje i SA<<A)g.

Cbratno, neka je za svaki ‘podskup A ideala I, AS ('<A>1
i SA g.{A)I. Neka je B ideal za I. Tads Jje Bog(B)I i SB§<B>I,
tJ. BS<B i SB<B. Dé,kle, B je ideal za S.

*

Croisot [6] je proulavao semigrupe koje su regularne i
intraregularne (I.5 Teorema). Sledece tvrdjenje karakterife te”

semigrupe preko bi-ideala i kvazi-ideala.

IIZ.2.7 TEOREMA. Za gemigrupu S slededi uslovi su ekvivalentini.

(i)' S ’jeiregularna i iﬁfr&fegulama.
(i1) (4B &?/21 1)) BSB nsB2=3,
(111) (¥ee®), 1)) esensa’-q.
(iv) (raes) a(a)sa(e) NsQ%(a)=q(a).

(v) (¥aes) {8(1,1)5@ (1,188 (1 ,1)) =480 (1 1)«
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DOKAZ, (i)== (ii). Neka je S regularna i initraregularna.
’ s

Tada, za svakl element a €S postoje g,u,ve s tako de je a=asga=ua‘v
Neka je B bi-idesl za S, tj. BSBCB. Neka be B, Tada je b=bsb=tbir
za neke g,t,re¢ S. Odavde Je

bebab=tbersb=th(brsb) ¢ SB(BSB) < SB2.

Dakle, B&BSBNSE® te je B-BSBn SBZ.

(11) = (11i). Jer, svaki kvazi-ideal je bi-idesl.

(111) =% (iv). O¥igledno.

(1v)=>(i). Kako Je Q(a)=(a} U (aSnSa) to je
Q(a)sqQ(e)=({a} U (asn sa))s({a} U (asnsa))=as({a} U (asnSa))=asa,
Takodje Jje
SQ (a) s({ajL)(ao/WSa))({gjL,(aSr\Sa)) Sa({a)kj(asrXSa)) -

= sa?y sa(asnse) < say sa’s.

Dakle, prema (iv) jJe Q(a)gg aSa/ﬁ(SaaLISags) cdnosgno

ae€asan (Sagu SaZS) . ,
Ako ae;Saz t3. a:s&gsqaansﬁazs za neko s &S te acESazs; Dakle,
acasSa i aezSaQS te Je & regularan 1 intrareguleran,

. (ii)=> (v)=>» (iv). 03igledno.

IT.3 (m,n)~-REGULARNE SEMIGRUPE

“Semigrupe navedene sa I.7 uveo je Croisot [6] i nazvao
ih "gsemigrupe koje zadovoljavaju uslov (m,n)". Ovde demo ih na-
zlvati (m,n)creguiarne semigrupe. Rezmatramo njihove karakiteri-
zacije preko (m,n)-ideala.
Slededéim tvrdjenjem uopsStava se rezultat J. von Neumann-s

(.1, Lema).
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II.3.1 LEMA. Neka jJe a element semigrupe S, m ma koJi priro-
dsn broj i E skup svih idempotenata za S. Slededi uslovi: s'u ekvi-
valentni. | |

(1) =a j'e (m,1)=-regularan.

(11) (Fe€B) (a) oy = eS.

DOKAZ. (1)=>(ii). Neka je a (m,l)-regularan element iz S

m=1 1

. m__n m___m M-l
tj. a=a 88" za neko s¢ S. Tada Je amsa"s=a"scaa s=a8 s=a"g.

Dakle, M5 eE. Kako Je

<a>(m’o)= {a}'ugaz}u cee U{am} U a’s

ia=a"sa" toje (a) (1,0) = a’s.
s

Neka be a™s sy BJ. b=a"t za neko % €S. Tada jJe b=aam"1t=amsaam'lt=

=aPga™t € a7'aS. Dakle, a’s = alas a ‘od'avde als=a"gs.
i . § = d., = m >
Dob;li 8mo <a> (m,0) eS gde je e=a s-

| (i1) = (1). Neka je {a) (m,0)=eS za neko ecE tj.
{_a}u{a‘zju oo U{eﬂ}u U a®S=eS. Tade Jje ea=a, e:ak za neko -
ke{l,Z,.,.,m} ili e=a™s za neko s €S.

”~

Neka je e=aX za neko k e{l,.’?,...,m}, Tada je m=ké+r gde su £ i

r prirodni broj’evi i re{o,l,é,...,k—l}. Ako je r=0 tada Je

kf

m___ak =(a

a =é€ =¢ pa Jje a=eaz=eea=a"ea tj. a je (m,l)-regularan.

4
Ako r €§1,2,...,k-1} tada e (a¥) aT=ea¥=a¥. Kako je k >T to je

k=r+t z& neki prirodan broj t pa Jje amata=arata=ar+tazaka.—.ea:a ‘

te je a (m,1l)-regularan.

Neka je e=a"s za neko 8 ¢ S. Tada Je a ga=ea=a te je & (m;1)-regu-
laran. |

Dualno ovom tvrdjenju Jje sledede: Element a semigrupe 5
je (1,n)-regularan eko 1 samo ako Je <a>0’n>=Se za neki ildempo-

P2
b@nt eo
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I7.3.2 LENA., Neka je S memigrups, m,n prirodni brojevi i a3,

Tada Je

1
o
14>}
.

1) (€a) (o))" = &®
ii) S(<a>(0,n))n =

iii) ({8) (m,n))ms( <a> (ﬁl;n))n = afgal,

t
[0}
@
L

. o " i V'm
DOKAZ. 1). Kako je <a>(m,0) = U { a}Ua S to je
o _ i=1 -

\ m
(aY (0008 = (U {ai.} U a"s)"s =
i=1 | '

= ( Cr} {al} U &™) ¢ Cj{ai} U a5 -
i=1 i=1 A
= ( 6 {ai} U e.ms)m;las - |
i=1 | | |
m i Mo\H~2 m i Mo, |
= (U{a}Uas)“ ,(U{Q}Uas)as-{
i=1 ‘ i=1 .
= CIJ {ai} U ams)a2s e . = ( C‘j {aj‘} U 8!'rns)m--(IIx-»ZI.)&nrl»--ls -
i=1 1=1

1

m . ' m § 4T - ) |
= L {ai} U,ams)am"ls = U gtth ls U aPga™ ls = a’g
i=1 » i=1

Dakle, (<a>‘(m’o))ms = alg.

Annlogno se dokazuje ii).

: m+n , ‘
iii). Keko Je (a>”(m§n)== 5_U1 {&i} Uasa® to je

; m p ' \
i=1



m+n : m+1 .
= L {ai] v ahSe.n)m"'l( U {al} U a%sa™)s
i=1 } i=1 “
m+n
= (U {al} U e®sa™)® lag = .., = &%.
i=1
Analogno je
’ n_ oe.n L
5(<a) (o))" = 58 .
Tada Je‘

(a? (m,n)) s((a) (m,n)) =& 5({a? (m,n)) = a’sa’.
Na osnovu ove Leme lako sé ddkazuje gslededa,

II.3.3 LEMA. Neka su m i n prirodni brojevi. ’fada, semigrﬁba
S je (m,O)-—regularna'[(O,n)-regularnaj ako 1 samo ako je ‘

R=R"'S [L:SLnJ za svaki (m,0)-ideal R [(O,n)-—ideal’ L_] za S.

Regularne semigrupe okarakterisao je Iseki preko levih
i deenih ideala (I.2, Teorema). Naredno tvrdjenje karskterisSe
(m,n)-regularne semigrupe preko (m,n)-ideala, koje se za m=n=1

svodi na tvrdjenje Iseki-a [14].

IT.3.4 TEOREMA. Neka Je S semigrupa, m,n nenegativni celi bro-
Jevi. Tada, S Je (m,n)-regularna ako i samo ako je RN L:RmLﬂRLn
- za svekl (m,O)-—ideal R i sveki (O,n)—ideél L Za S, Pritom je,

dogovorno RL 3% 1 1 m® % g,

DOKAZ. Ako je m=n=0 tvrdjenje je tadno jer svaka semi-
grupa je (0,0)-regularna, | ‘
Ako je m=0, n#0 onda je R=S pa RNIL=R%nRgr2 postaj:é

T=LNSI® $j. L < SI®. Odavde je L=SL®. Dakle tvrdjenje se svodi



na: § je (0,n)-regularna sko 1 samo ako je L=3L" za aveki
(O,n)=ideal L (11.3.3 Lena). _

Ako je m#0 i n=0 %ads tvrdjenje glasi: S je (m,0)-regu-
lerna ako i samo ako je R=R'S za gvaki (m,0)-ideal R z2 S (II.3.
'3 Lema). | | |

‘Neka Je m#0 i n#0. Za ma koju semigrupu S je RmL€;RgS§ZR
"1 RU"¢ SI< L za svaki (m,0)-ideal R 1 (0,n)-ideal L iz S. Tada
Je |

R'LNRL® < RNL. |

Neka}je S.(m,njnregulgrna, Neka aeRNL 1 scS tako da
je a=a"pa™. Tada a €R"LNRL® te je RNL =K LNRL®, Prema ovome i
prethodnom je RNL = RmLf\RLnﬂ .

Obratno, neka je RNL = Rer\RLn za svaki (m,0)-ideal R -
i aveki (o,n)midea} LzaS, ZaR=¢da)d (m,0) + T =5 Je
{a) (m,0) = (‘<&;>(m,o))ms° Prema II.3.2 Lemi je ‘<a>(m’o)2éms.
& R=S 1 I= <a>(0,n) je <a>(o,n)”s(<&><o,n)),n pa je
{8 Yo py=58" (IT.3.2 Lema). Iz RNL=R"LNRL" sledl RAL < RL

O.n)
pa je a™g A sae assa« asa®. odavde jel<a>(m O)F\<é>(o a):amSan.
. e g <

3

. M, n
Dakle, a€a Sa. te Jje S (m,n)-regularns,

S.Lajos 1 J.Luh gu opiseli regularne semigrupe redom pre=-
ko bi-ideals i kvazi-idealsa (I.B}Tearama)Q To je specijelan glu-
éaj aledeéag tvrdjenje kojim se opilsuju (mgn)—regularae semigfﬁo
pe preko (m,n)-ideala i (m,n)-kvazi-ideala. »

_ : ~ |
II.3.5 TEORFEMA. ©Neka sum i n ma koji prirodni brojevi. Za se- .
nigrupu S slededi uslovi su ekvivalenini. ’

(1) S je (m,n)-regularne..

i1) (’V‘Aégl(
4

o,
e lef v wn

1 £ SN
m r'\l) A bﬁu =Kl s

pid ) .
1

/



DOKAZ. (1) =(ii). Neka je 8 (m,n)-regularna, Neka je A
(m,n)-ideel za S 1 a €A. Kako je s=aPga” za neko se&S to ae‘:AmSAn
pa je A=A"SA®, Dakle, A"sAP=a.

(i1) =¥ (111). Jer je svaki (m,n)-kvazi-ideal takodje 1

(m,n)-ideal.
(11i) =5 (i). Neks aes. Keko jo <‘a>(m,o)“ <§>(92n?
(m,n)-kvazi-ideal (I.8 Teorema) to prema (iii) je o
(€8> (m,0)N {8%(0,n) " 587 (,0)N <8%(0,0) )™= €82 (m,0)N {&>(0,m) -
Prema ovome i II.3.2 Lémi je .
{80(m,0){®(0,2)S (€& (m,0)) 5K8> (g, ) ) =858,
~ Dekle, aega sa® te je S.Qm,n)~regularna.

Prema prethodnim rezultatima i I.6 Teoremi imamo

II.3.6 TEOREMA. Za semigrupu S sledeéi uslovi su ekvivalentni.
(i) S je unija grupa. |
. . Y )

(111) (¥R &Jp o)) (¥L &Yy ,)) B%s=R, sr?ar.
(iv) (¥R e Ji2,0))(¥B é{\f(l,l)) R°S=R, BSB=B.
(¥} (¥4 ég(z,l)) A=A, |

1) (ve @, 5, o%soma.

A.N.Clifford je proudavas jednu veoma znadajnu klasu re-

gularnih semigrupsa. ) N

IL.3.7 -DEPINICIJA, Regularna gemigrupars ¢iji su gvi idempoten-
t1 centralni tj. z& koju '

(e &E)(¥x &S) ex=xe
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Lako se vidi da Cliffordova semigrups Jeste unija grupa,
Jer, gko je S Cliffordova tada Je aaasa=asaga=aassa=azsga za ne-
ko s &S pa je S potpuno regularna odnosno unija gfupa, Prirodrno,
je postaviti pitanje: Ako Je S unija grupa, pod kojim uslovom je
S Cliffordova? Jedan potrebaﬁ i dovoljan uslov dao je S.Lajos[?i]

8to nevodimo sledelom teoremom.

~

II1.3.8  TEOREMA. Neka je S unija grupa. Tada S je Cliffordova

gemigrupa sko i samo gko je svaki jednostran ideal i dvostran .

Kako je unija grups regularna‘semigrupa to se slidno,
prirodno postavlja pitanje: Pod kojim uslovom je regularne gemi-

grupa unija grupa. Dobijamo sledele tvrdjenje.

II.3.9 TEOREMA. Za fegularnu gemigrupu S slededl uslovi su ek-
vivalentni: \ ' _g
(i) S je unija grupsa.
N .
il = »
@ T = Ja,0
- _C
111) Jio,2) = I,

DOKAZ. (i) =»(ii). Ako je S unija grupa onda je ona dssno

-~
<

& : 2i [ » - -
reguldrna tj. aca”sS za svako a &S (I.6 Teorema), Prema II,3.3 Le-

mi je R28=R za gvakl (2,0)~ideal R za S. Dakle, R Jje desni idesnl

z8 S. Y

(i) = (i). Neka je svaki\(?,O)-ideal za S degni ideal zs
S. Kako je S regularna to prema I;2 @eoremi je R2=R'za svaki deg~
ni ideal R 28 S. Dakle, R°=R za svaki (2,0)~ideal R za S. Teda,
prema I.2 Teoremi Je RN L=EL odnosno R(\L:RZL za gvaki (2,0)-ide-
2l R 1 svaki levi ideal L za S. Prema IX.3.4 Teoremi S je (2,1)-

~regulsrna, odnosno unijs grupsa.



Analogno se dokazuje (1i)&ED (1ii).
Sledels tvrdjenje daje karakterizaciju unije grupa preko

bi-ideala i (0,2)-ideala [(2,0)-ideala] .

IX.3.10 TEOREMA. Za semigrupu S sledeé¢i uslovi su ekviva.lentni
(1) S Je unije grupa. |
(ii) &B eff(l’l))(h é/'j(o;é),) BNL < BL.
(D) (e es) Laye 1)NLeX(o,2) = <B(1,1) (B (0,2)-
(iV) (J?"Bé (191))("6"Rég(092)) BN R<RB.

(v)  (¥ae&s) {8 (1,1)1482(2,0) = £82(2,0) <a>(‘1,1)'

DOKAZ. (1)=3(ii). Neke je S unija grupa, B bi-ideel i

L (0,2)-idesl za S. Neka a€BNLl. Kako Je a-—asaz za neki seS

to Je a»a(saz)éB(SL ) & BL. Dakle, BNnL<BL.
(ii).—.—..j;(iii). Prema (ii) je
<87 (1,10 {®7 (0,2) £ €27 (1,1) <27 (0,2)
za ma koji element & iz S. Primetimo de za ma koju semigrupu S

1aes je
ey (1,148 (0, 2)C<a>(1 1)ﬂ <a>(o 2)°
Jer,
a0.2)= ({2} via¥ vesa)({a}u {az}‘ v sa®)={alufaluasa®.
{eY1. 13N {8) (0,2) = {8} U[e¥ U (asansa®
(111) =y (4). Keko o _

{a} U{az‘} v (aSaf’\_Séz) = {az} U{aB} U aSa2
to aéaSaz. Dakle, S je (1,2)~regularna, tj. unija grup=s.

& 1,1

Slidno se dokazuje (i) = (iv) = (v)=> (1).



Neka je S semigrupsa ak a da je svaki element a (1,2)~re-
gularan ili (2,1)«regulax&n, odnosno a:asaz 114 azazta za néke
8,t€S. Tada je RNL<RL za ma koji (2,0)-ideal R za S i ma koji

-1 : i
(0,2)-1deal L za S. Odatle, {ad(p 5yN<aY (o, 2)E<80 2.0y <2(0,2

za avaki element a &S, tj.

{a}u{zf\)(asnoa% {82}()5 3}UaSa U a’Sa. -

-~

iTako pgmo dobili

II.3.1]1 TEOREMA. Za semigrupu S slededi uslovi su ekvivalentni.

(1) (GraesS) & je (2,1)-regularan ili a je (1,2)-regulars
(i1) R & (2490))(“9‘1. éfj(o’z)) RN L<RL.
(111) (Fees) <2)(3,0)N<%2(0,2) = <22(2,0) {®/(0,2):

IT.4 (m,n)~IDEALI I (m,n) - IDEALI

Ovde ragmatramo (m,n)-ideale (m,n)-regulernih semigrupa.
Tekocdje, uvodimo pojam (m,n)T—ideala semigrupe S 1 pomocdu njih

keraskteridemo podgrupu T semigrupe S.

Ir.4.1 LEMA, Neka je S semigrups, m,n prirodni brojevi 1 O (8)
Aarti*ivan skup skupa S. Tada
12 < z 9, " ._.g
u‘—“ﬂ) (%LPQP(S)\.“LRQ (m’o)) R PC, (1’1)5
DOXAZ. i) Kako je SL®< 1 imamo
n-1

n-1. 1l

(PI®Y (1) = PIPM PP e PIPTYsIR o 31871y . pL®
(PrRys (PR = P lugpr® < P lerP PTn"lL P12

Prema tome, 3 je bi-ideal za S,

Analogno se dokazuje 1 1i).
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1I.4.2 LEHA. Neka je S semigrupa, m,n nenegativni celi bdro-
Jevi. Tada

[ .
(¥R E :j(m,o))("”’ € Jo,n)’ R'LNRL" & (1,1)"

DOKAZ. Ako Je m=n=0 tada Jje R(O O)=S=L(o. 0) »
. ’ ]

R°L N RL°=LDR=Séy(1,'1). |

Ako je m=0, n>1 tada R(O,O) =S'1 R°L RIP=1L s1B=si® pa
prema II.4.1- Lemi, sL® e (1"1). -

Ako je my»1, n=0, tada Ly 5y=8 1 R'LN RL°=R™S N R=R"S,
Opet prema II.4.1 Lemi R°S elj(l’l),

Ako jem>2l 1 n>1 tada, prema Ii.4;l Lemi, RL i RL™

. m n
, R 1 e -
pripa@agu,q (1,1)° Dakle, R LNRL (1,1)

Koristedl prethodna tvrdjenja, sledeéim opisujemo (m,n)-

-ideale (m;ﬁ)«regulérnih semigrupa.

II.4.3 TEOREMA., Neka je S (m,n)~-regularna semigrupa gde sum {

n ma koJi nenegativni celi brojevli., Neka je A neprazan podskup

skupa S. Tada : ' :

A je (m n)—ideal ia S & @R G(Jl YEL € ! ) A=R"L NRL"®
- ’ ’ < (m,0) (0O,n) = *

DOKAZ. Ako je m=n=0 tada A je (0,0)-idesl ako i samo ake
Je A=S3. o | _

Neke je m»1 1 n=0. Tada R"LNRL°=R"S & to je (m,0)~ide-
al (IT.4.1 Lema). Obratno, ako je A (m,0)-ideal, tada A™s nas®=
=A"s n A=A"S. Kako je 8 (m,0)~regularna to préma I7.3.3 Lemi je
A=A"S, Dakle, A=A"SnasC, o

Neke jo m=0, n »1. Tada R°LNRL"=sL"™ 1 SL® je (o,n)-ide_
al. Obratno, ako Je A (O;n)«ideal za S tada je SOan sAP=i ngaP=saP,

Treme IT.3.3 Lemi je SA™=A. Dakle, A=S°ancsal.



Neka je m»1, nzl 1 A=R®L nRLn. Prema XI.4.2 Teoremi,
A e (1,1) tako da A e‘j(m’n). Obratno, neka Jje A (m,n)-ideal,
Prema II.3.5 Teoremi je A=AmSAn, a prema II.3.4 Teoremi je

(R e(j(m’o))(% e/:f(o,n)) R®LARL® = RN L.

Odatle, za R= (AD (o O)=AUAmS i L= (&Y (o ny=AY sA® dobijemo
iy : » s Ll

(a7 (m,O))m <‘§>(O,n)m <Ay (m.‘O)( <87 (O.n))n =
= LAY oy (&) (g,n) = (AUATSIN (A UsAT) =

= AU(A®SNSA™) = AU ATsAT = 4,
Prema tome,

A= (a7 (m,O'))m<A‘> (O,n'):‘l»n <A>“(m,0)( <oy (O,n)&)n.

II.4.4 TEOREMA. Neka je S semigrupa, r.d,n prirodni brojevi. Sle-

dedéi uslovi su ekvivalentni

(1) S je (m,n)-regularna 1 (%L é. (O,n)) LmSg:_L
(ii) (%Aeff(m’n))(*‘vm é:r(o,n)) ANL = A"LnaL?

(i11) (¥Qe ’v Cm;n))('v:[‘ é{:j(o,n)):i QnL = QmLﬂQLn

DOK4&Z. (1) = (ii). Neka je S semigrupa sa ogobinom (i).

Tada, prema Il.3.4 Teoremi, imamo

('\V"Régf(m’o))("vl'la éCj(O,n)) RAL = R®L nRI™.

. A ‘ ’ . . |
Neh’apj@ AéJ(m,n)‘ Prema II.4.3. Teoremi postoje R & (m,0) :
L& j;O,n) tako da je A=R"LNRL™. Dokazujemo de je A (m,0)-ideal.

Lm«-l

AP5= (R, RTM) 5= (R*Ln rLY) (R0 1™ s e R L nrtMI™ s

< P11 15 0 RIPIA15=RT10s 0 RIPTMS < RPL N RIPTIL-RPL o RLP=A.
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Dakle, A"SC A, tj. Aéﬁ; 0y Teda,
(FA € Uy, n))(VLé ©, ny) (ANL=A" L ath).
(1i) =y (iii). Jer je @(m,n)g Qfm n)*
(1i1) =>(1). Prema (1ii) i :)o(m O)C‘@

m n) imamo

¥R € (m O))('VLé/j(o n)> R N L=R™L ARL" ,
t3. S je (m n)—regularna. Kako je ”_<§) 1 sP=s, to
v ’ ~(0,n) (m,n) ~ >
prema (iii) dobijamo '
L=L A =175 n 1Ls%=17s.
Prethodna tvrdjenja ovog paragrafa su uopStenja rezul-
tata Lajos-a [31, (32]. ‘
Sledecom definicijom uvodimo pojam (m, n)—ideala gde Jje

T podsemigrupa semlgrupe S. _ _ .

II.4.5 DEFINICIJA. Neka je T podsemigrupa gemigrupe S. Podskup
A semigrupe S Je (m,n%;ideal ako je A"TAR = A (m,n su nenegativni
celi brojevi).

II.4.6 LEMA. °*Neka je Cﬁm n)Tskup svih (m,n)T—ideala semigrupe
) ? -

~

S. Tada .
(¥A,B €& (m n)g Y{AN BAP -3 ANB ej(m n),-,

'DOKAZ. Neka A Bék/(m 2) g tj. ATTA"c A 1 BP7RPa B .
Tada Je

(AaBT(AnB) < P e 4

(AAB)*TANB)R ¢ B8 < B,

Dakle, (ANB) T(AnB) < ANB.



o )4 e

Slededéa tvrdjenja daju potreban i dovéljan uslov da’

podsemigrupa T semigrupe S bude podgrupe za S,

II.4.7 TEOREMA. WNeka je S semigrupa, m,n prirodni brojevi 1
skup svih (m,h) ~-ideala za S. Tada, slededéi uslovi su
(m,n)n T | -
ekvivalentni.
(1) 7T je podgrups za S.

(i1) ¥ e )) (TS AV ANT = 2).

(m,n

. DOKAZ. (1) =>(i1). Neka je T podgrupa semigrupe S i
rAe Jg . Ako je An‘I‘#ﬁ, tada prema I1I.4.6 Lemi, imamo
m,n)m , | e
AﬂTE:/\Y(m ). - Neka je AnT=B. Tade je BT i B"TB™ <. B, Kako
s
je T podgrupa 1 B< T, imamo B2rBP=7. Prema tome, T< B tj. B=T,

Teda je ANT=T tj. T &£ A. Dakle,

(¥4 € (m';n)T)(T S A v ANT=@).

I7.4.8 TEOREMA. Neka Je S semigrupa, m,n prirodni brojevi,
(m’O)T gskup svih (mé}))T-:-yideala zays, /J( O,n)T skup svih
(O,n)T—id@a]:a za S 1 J= (m,O)TU <O’h)'.[‘. Tada

| N L |
T je podgrupa za S<& #AEJ )N (T A v AnT=F).

DOKAZ. 1ekes Jje T podgrupa zs S i Aé_ﬂ. Neka A é:gi(m 0)
. sM/m

t3. AT < A. Ako je ANTEP, tada prema II.4.6 Lemi, ANT=B je
(m,O)T«ideal t3. B®r & B. Kako jé B« Ti1i T je podgrupa za S to
je BE®T=7, cdnosno T < B. Dakle, B=aT tj. ANT=T i T < A. Analogno

ge dokazule za A & (0,n).°
. 1] T

~ Obratno, neka

(¥ Aey)('ﬂg} AV ANT=f).
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Kako je T podgemigrupa za S to Je

| (#+xeT)(xT< T AN Tx = T).
'Tada Je v
(x1)?7 = (xT) (xT)™ 11 < T,

Dakle, XT € J a odavde xTé:Cf. Prema tome i pretpostaveci je
(m,0) ‘ | J!

T xXTv TOHAXT = §
Dakle, xT=T. “
Kako Je T(Tx)n=T(Tx)n'1Tx < Tx to je Tx éfvj(o,n) ti.
Tx€ ? Tada je '
TS Txv TATx = §.

.., Dakle, -Tx=T.

Prema prethodnom je
(¥xeT)xT = T™x = T.

Prema tome, T Jje podgrupa semigrupe S.

IT..4.9 POSLEDICA. Neka je S semigrupa, m,n prirodni brojevi i

j‘z y(m’o)u (O,n)* .Tada

S je grupa &= (j = {S}.

Prema III1.4.,8 Teoremi lako se dokazuje slededa (oznake

su keo u navedeno] teoremi).

II..4.10 TEOREMA. TNeka je T podsemigrups semigrupe S. Slededi
uglovi su ekvivalentni.
(1) T je podgrupa za S.

(11) (¥Aé‘y(m’o)T)(T§AvAﬂT=¢) A (¥x € T)XT < Tx.

(1ii) (FA € )T)(TQA VANT=¢) A ¥x€T)Tx < xT,

(Oyn



IT.4.11. POSLEDICA. Neka je S semigrupa, m,n prirocdni bro-~

Jevi. Slededi uslovi su ekvivalentni.
(i) S je grupa.
(i1) &as Y(A=8) A (¥x&8) (xS < 8x).
(m,0) e

(1ii) (%Aegl(o;n))'(A=s) A (¥¢xes)(Sx < xS).

?



O-MINIMALNI BI-IDEALI I POTPUNO
O0-PROSTE SEMIGRUPE

~

IIT.1 UVOD. Jedna veoma znalajna klasa regularnih semigrupa
je svakako klase potpuno O-prostih semigrupa.»ﬁ ITI.3 opisujemc
te semigrupe preko O-minimalnih bi-ideala. | |

Prethodno, tj. u III.2 razmatramo O-minimalne- leve ide-
ale 1 dokazujemorda je C-minimalan levi ideal L semigrupe S;So
O-prosta gsemigrupa akp i samo ako je levo O-prosta (III.2.7 Te-
orema) . ,

4 Analogno pgjmu degeneriranog levog [desn@g] ideala
(I.14 Definlcija), u III.3 uvodimo pojam degeneriranog bi-idea-~
la i pomodu njega opisﬁjemo meinimalné bi~ideale 1 dajemo dru-
gi dokaz tvrdjenja K.Kapp-a (III.3.7 Teorema). Posle nekih oso-~
bina O-minimalnih bi-ideala sémigrupe S=5° dobijamo tvrdjenje za
gemigrupu S bez nule: B je minimalan bi-ideal semigrupg S ako 1
samo akolae minimalan degni ideal nekog minimalnog levog ideala
za S. Glavni rezultati daju opis pofpuno‘O«prostih semigrupa i
potpuno O-prostih ideala preko'o-minimalnih bi-ideala (III.3.15
Teorema, 11I.3.16 Teorema). Poslednje tvrdjenje u I1I.3 daje po-
treban i doveljan uslov da O-minimalan levi ideal bude O-mini-
melan bi-idesl.

U III.4 uvodimo pojam (O,2)«-bi—-idea_la° Prethodno opisu-
jemo {0,2)-ideale i (1,2)-ideale (ITI.4.1 Lema, III.4.2 Teorema).

Ruzmatramo O-minimalne (0,2)-ideale (III.4.5 Lema) i O-minimalne



(O,2)—bi~ideale (IIT.4.10 Teorema), Tekodje, uvodimo 0-(0,2)-dvo-
proste semigrupe i dokazujemo da Jje semigrupa 5=5° O—(O,Q)mdvoa

prosta ako i samo ako je levo O-prosta (III.4.13 Teorema).

IIT.2 O-MINIMAINI LEVI IDEALI

Proudavati O-minimalne leve ideale gemigrupe S= s® u stva-
ri, znadi proulavati neke éf)klase gemigrupe S= =s° (I.16 Lema) Ta

Lema Je specijalan slucaj sledece.,

IIT.2,1 LEMA., Za levi ideal 1, semigrupe 5=5% gledeéi uslovi sﬁ
ekvivalentni:

(1) L je O-minimalan.

(ii) L {o} je P-xilasa za s.

DOKAZ. (1)=>(41). TWeka Je L O-minimalan levi ideal gse-
mlgrups sto. Tada je

(vaeLN{o}) 8} (1) = L

Odavde

(¥a,peL\{0}] ) L&) 53y = {bD(0,1)

P
Fo

te je .
(va,beL\{o} ) a b,
Neka & & L\{O} . Tada je I\ {O} < L, gde je I ge»klasa elementa 2.

-~

Cbratno, neks bEEL . Tada Je b=ga za neko séisl. Tada, kake je L

r~“’3

levi jdeel za S 1 05 L, to b= sa € IN{0}. Dakle, L, L :( te
je L=I\{o}. ‘ |
(11) =5 (1), Heka je IA]O] Frrlasa, Neka je Ly # {0} levi
ideal za § 1 I, < L. Nekxa acL\ {0]. Kako je Iy#{0} to je a &L

- 1 .
%8 neko bf"L (‘}a Tads jo a=%tb za neko t&5° ts aé;Ll, Kako 3
1% : 4
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(}élj‘to Je L'E,Ll, odnosnoc L:Ll. Dekle, L je O-minimelan levi

jideal za S.

Neka je S semigrupa bez nule, L levi ideal za S i L€ L.
Tada, L1 Je minimalan levi ideallza L sko i samo ako jJe L1 mini-
malan levi ideel za S; Sledeca tvrdjenja daju dovoljne uslove za
L tako da prethodno tvrdjénje'vaii i za semigrupe sa nulom.

Direktna posiedica I.17 Leme je

ITT.2.2 LEMA. Neka je S=S° O-prostas semigrupa i L nenulti levi
ideal za S. Tada je L2# {O}.

[ .

IIT.2.3 TEOREMA. UNeka je L levi ideal semigrupe S=S° takav da
Jje L O-prosta semigrapa. Neka je ng; L. Tada, Ll je O-minimalan
levi ideal za L sko 1 s&moAako Je Ll O-minimalan levi ideal za S.

DOKAZ. HNeka jJe Ll O=-minimalan levi ideal za L.rPrema
I1II.2.2 Lemi Je Lg # {O} a prema 1.15 Lemi je La = L, za sve
Eiélﬂ>{0}g Tadé‘je SL1=SLa‘§;La, odrnosno Ll Jje levi ideal za S 1
jasno, O-minimalen levi za S.

Obratno, neka je Ll O-minimalan levi ideal za S, Jasno,
L, Je levi ideal za L. Neka je L2 # {O} levi ideal za L padrzan
u Ll, tj. LL, & L, i L, < L. Prema III.2,2 Lemi je L? {o}
Kako Je ngg LL, to Je LL2 # 10}. Ali, Lu2 je levi ideal zs S sa-
dr¥en i L,. Kako je I; O-minimalan levi ideal za § to je LL,= {0}
11i LLy=L,. Dakle, LL,# go} odnosno Ll,=L;. Odatle, Ly=L,. Dakle,

Ll je O-minimalan levi ideal za L.
Prema prethodnom i I.12 Teoremi dobijamo
I1I.2.4 ©POSLEDICA. XNeka je 5=8° 1 M O-minimalen ideal za S ta- °

kav da je M°# {0} . Neka je L, < M. Tada, Ly je O-minimalan levi

ideal za M ako i gamo sko je L, O-minimalen levi ideal za S,



Neka je S semigiupa bez nule., Ako je L minimalan levi

ideal za S 1 4 ideal za S tada Je L= A ([4], zad. 13; $2.7).

%;4 Prema tome i IXIX.2.4 Posledici imamo

IIT.2.5 POSLEDICA. Neka je M jezgro semigrupe S. Tada, L je
minimalan levi ideal za M eko 1 samo &ko je L minimslan levi ide-

2l za S.

Ako je L O-minimalen levi ideal semigrupe 8=5° takav da
je L2¥ {Q} tada L ne mora biti levo O-prosta (primer u I). .
III.2.7 Teorema keZe da je O-minimalan levi ideal za 'S levo

O-prosta akoAi gamo ako Je O-prosta.

- }III.2.6 LEMA, Neka je L O-minimelan levi ideal semigrupe S=5°
1 1, pravi levi ideal za L. Tada je Li= {o}.

S

DOKAZ. ©Neka Je L, € L, LI#L illh,ely gde je L O-mini-
malan levi ideal za S. Tada Je LLigg L i LLl Je levi ideal za S,
Kako je L O-minimalen za S to je LLj={0j ili IL;=L. Ako je LL,=L
tada je'Lle gto je suprotno pretpostavci. Dakle, LL1={O} pa Jje
“12={0]}. |

Ovo tvrdjenje moZemo i ovako iskazati: svaki pravi levi
iéeal O-minimalnog levog ideala semigrupe 5=8° je nulta gemigru-
ER ]
I11.2.7 TEOREMA. XNeka Jje $=8° 1 L O-minimalan levi ideal za S.
Slededi uslovi su ekvivaléntni.

(1) - L je O-prosta.

(ii) L Je levo O--pfos‘tao

(11ii} L\{Q} je levo prosia.

(iv) L\{O} je grupoid.

(v) (vaerifc}) afe 1\ {ol.
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DOKAZ. (i) =3(i1). Neka je L O-prosta-i L # {0} levi

ideal za L. Premsa III 2.2 Lemi je L2‘ COS Tada, prema I1T.2,6
Lemi Je L1=L. Dakle, L je levo O-prosta.

(ii) =»(1ii). ©Prema I.10 Lemi.

(1ii) =P (iv) = (v). Oéiglednb.

(v) = (1), Neka a2e IN{O} 28 svaki element a iz I\ {0}
" i neka je T#{p} ideal za L (TL & T 1 LT < T). Kako je LT levi
ideal za S 1 LT L a2 L je O-minimalan levi,ideal za S, to jJje
LT = 0 11i LI=L. Neka a&T\ {0}.Tada a®¢ LT 1 8240 pa je LT-I.

Dakle, L=T odnosno, L je O-prosta.

III.3 O-MINIMALNI BI-IDEALI I
| POTPUNO O-PROSTE SEMIGRUPE

5

Bi~-ideal B semigrupe s=8° je O-mlnimalan sko Je Bé{o} i
B ne sadrii pravi nenulti bi-ideal semigrupe S.

III.3.1 DEFINICIJA. Semigrupa S=5° je Q-dvoprogte sko je

szfgo} i 5 je O-minimalan bi-ideal za S.

II1.3.2 LEMA. Neka je S=S° tako da je {0} jedini pravi bi-ide-

al za S. Tada, S je O-dvoprosta ili S je nula semigrups reda 2.
DOKAZ. Kako je {O} pravi bi-ideal semigrﬁpe S to Je

S£{0}. Ako je S°=5 tada je S O-dvoprosta. Ako je S°={0} i

: atES\{O}‘tada je {0,a} bi-ideal razlidit od nule pa je {o,a}=s.

Analogno pojmu degenefiranog levog ideala (I.14 Defini-

cijal, uvodimo degeneriran bi-ideal.

ITI.3.3 DEFINICIJA. Bi-ideal B gemigrupe g=g° je degeneriran

eko je B= {O,a} 4 sste = fo}.



ITI.3.4 LEMA. Y¥eka je B O-minimalan bi-ideel semivrupe 8=5.
Tada, 111 je B degeneriran bi-ideal 1l1i je B=aSa za sve a & B0},

DOKAZ. Neka ae&B\{O} Keko je aSa <= B 1 aSa je bi-ideal
za S to je'asa~{0¥,1li aSa=B. Neka je aSa={0}. Tada je &2=0 111
3.a%-a %to nije mogu~
ée jer a3@-a8a=§0} Neka azébB\{O a} Tada je {O a a%}g;B, |
{0,a% {0,e°}= {0} 1 {0,aF 5{0,a% -{0}. Daxle, {0,a% jo bi-ide-
al za S gadrfan u B 1 {O az} Jje prav1 podskup za B, To nije mogu=-
a®=0 te je B={0,a}

a2°a ili a e;B\ O &k. Ako je 32=a'tada je a

¢e jer je B O-minimalan bi~ideal ze S. Dakle,
i aSlaz {Q}. »
Ako je aSa#{0} onda je aSa=B za svaki element a € B\ {0},

Na osnovu ove Leme vidimo da ako je B O-mimimalan bi-ide~
al takav da je Bgﬁéb} tada je B=aSa za sve e &B\{0}. Specijalno,
éko je,B minimalan bi-~-ideal semigrupe‘s bez nule tads je B=aSa za

sve a é.-B‘.

ITT.3.5 ©POSLEDICA. TNeksa je B neprazan pbdskup semigrupe §=8%,
Tada, B je nedegeneriran O-minimalan bi-ideal za S ako i samo ako

je B=aSa za sve a &B\{0}.

DOKAZ» - Ako je B nedegeneriran O-minimalan bi—ideai %Za S
tada, prema'iII=3.4 Lemi, B=aSa za sve a €B\[0}.

Obratno,lakp Je B.nepr&zan podskup takav da je B=aSa za‘
gve a@B\{o} , tade je B°c B 1 BSB=aSaSaSa = aSa=B te je B bi~ide-
al semigrupe S. Neka je A< B i A Je bi-ideal za 8. Neka aeSA\{OEQ
Tads jo eSa =< A i aSa=B ps je A=B. Dekle, B je O-minimalan bi-ide-

8l za S. Prema II1.3.4 Lemi, B je nedegeneriran.

PRINEDEA. “Svaki dogﬁnoriran levi ideal gem¢grupe S je degen ari¥‘

ran bi~ideal. Jer, ako jeo L= {0,«} i 9a={0} tada je aSa= {Oj >



TB"'

Slededl primer pokazuje da postoji degemeriran bi-ideal za S

koji nije ni levi ni desni idesl za S.

0O a b ¢ B = {0,0} . B2 = fo} |
of 0o 0 0 0 |
bSh = {0¢ .
al 0 0 0 0 o]
bl 0 0 0 e .
¢l 000 0o b

III.3.6 LEMA. Neka je 5=5° 1 S# {0}. Sledeéi uslovi su ekviva-
lentni. |

(1) S je grupa sa nulom O.

(ii) S je O~dvoprosta.

(11i) (¥aes\{0}) asa=s.

(iv) (»’w‘al,aé & 5\{0}) &;Sa,=s.

DOKAZ. (i)=»(ii). U dokazu koristimo tvrdjenje: semi-
grupa‘S:SO je grupa sa nulom ako i samo ako Je levo Owﬁrosta i |
desno O-prosta.

Neka je S grupa sa nulom O 1 neka je B bi-ideal za S tj.
BSB < B. Kako je BS desni ideal za S to je BS=fO} 1li BS=S. Ako
je BS={0} onda je B desni ideal za S pa je B={0}-1li B=S. Ako je
BS=S onde BSB & B povladl SB< B pa je B levi ideal za S. Tada je -
B=f0} 111 B=5. Dakle, S je O-dvoprosta. '

(ii):%?(i).-’Jer, tada je S levo O-prosta i desnc O-pros-
ta. : , ‘ .

(i1) =% (1i1). Neke je S O-dvoprosta. Tada je S O-minima-
lan bi-ideal za S i SQ¢{Q}pa premsa III.3.4_Lemi Jje aSa=S za ave
aes\{o}. |

(1ii) = (iv). Neka je aSa=S za sve a&S\[0}. Neke



- 44 -

al,azézs\{of, Tada Je alSa1=S=azsae pa je Szalsaizal(a2882)31=
=aq8,8a58,. Dakle, a18,€ S\{0} pa je aqa,58,8,=S te je Sa,Sa,.
Dakle, alsaz=S.

(iv) = (iii). 0&igledno.

(i11) =»(ii). Neka je aSa=S za sve a&S\{0}, B# {0}
bi-ideal za S i a €B\{0}. Tada je S=aSa<BSB=B pa je B=S. Dak-
le, S jevO—minimaian bi-ideal za S. Iz S=aSa = S° sledi S°# {03

te Je S O-dvoprosgsta semigrupa.

Pomodéu Lema III.3.4 1 III1.3.6 dobijemo tvrdjenje kojevje

dato u [17] i dokazeno ne drugi nadin,

ITI.3.7 TEOREMA. Neka je B O-minimalan bi-ideal semigrupe S=8°.

Tada je B°={0} 111 B je grupa sa nulom,

DOKAZ. Premas III.3.4 Lemi, O-minimelen bi-ideal B je 111
degeneriran ili'&S&:Bféﬁ‘svaki element aeéB\{O}. Neka je BE% {Oje
Tada je B nedegeneriran bi~ideal i aSa=3B za evaki atéB\{Qj. Neka
vaééB\{O}. Tade, aBa je bi-ideal za S 1 aBa £ B pa je aBa={0} ili
aBa=B, Neka je aBai{O}. Kako je aSa=B to je a(aSa)a={0} %j.
aZSazsfo}a Kako a%ng i aSa=B za gvaki a&B\{0} to je 2°=0. Tada
je B2=(aSa)(aSa)=aSaZSa={O} §to je suprotno pretpostaveci. Dakle,
aBa=B..Keko je eBa=B za sve a &€B\{0} to prema III.3,6 Lemi, B je

grups sa nulom.

IIT1.3.8 POSLEDICA. Minimelan bi-ideal gemigrupe S bez nule je

grupsa.

Dalja tvrdienjJa opisuju O-minimalne bi-ideale preko

< . . . N . Q
O-ninimalnih desnih i levih ideals semigrupe S=85".
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IIT.3.9 LEMA., Neka je S=S° i B nedegeneriran [degeneriran]
O-minimalan desni ideal nekog O-minimalnog levog ideala L za S.

Tada, B Je nedegeneriran [degenerirad] O-minimalan bi-ideal za S,

DOKAZ. Ako je L degeneriran O-minimalan levi ideal za S

tada je B=L i B Jje degeneriran O-minimalan bi-ideal za S.

Neka je L nedegeneriran O-minimalen levi 1deal za S. Ne-
ka je B degeneriran O-minimalan desni ideal za L. Tada je B={0,b},
bL={0} 1 Sb=L.Dakle, bS'b={0} te je B degeneriran O-minimalan bi-
-ideal za S. Neka je B nedegeneriran O-minimalan desni ideél 28
L. Tada je Sb=L i bL=B za sve b & B\{0}. Dakle, B=bSb za sve
b €B\{0}. Prema III.3.5 Posledici,B je nedegeneriran O-minimalan

bi-ideal za S. =

Sta se moZe reéi o obratu ovog tvrdjenja? Drugim relima,
da 11 je svaki O-minimalan bi-ideal gemigripe S:So, O-minimalan

desni ideal nekog O-minimalnog levog ideala za S.
Slededa tfrdjenja daju delimidan odgovor.

IIioBolo LEMA. Neka je S=S°. Neka je B nedegeneriran.O-minimae
lan bi-ideal za S i beB\{0}. Tada je |
| i) B=bSb
ii) Ako je L levi ideal za S sadrZan u Sb, tada je
12={0} 111 L=Sb.
© 111i) Ako je R desni ideal za Sb sadrzZan u B, tada jJe
R?-{0} 11i R=B. “
DOKAZ. 1). Prema III.3.5 Posledici.
ii). Neka je I < Sb i SL < L. Tada je bL < bSb=B 1 bL je -

bi-ideal za S sadr¥en u B. Tada je bL={0} ili bL=B. Ako je bL={0}
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tada je SbL={0}. Kako je L < Sb to je L={0}. Ako je bL=B tada
bL & L povlacti B é} L. Dakle, Sb = SL &L tj. L < Sb.‘
i11) Weka je R < B 1 RSb < R. Kako je RSb bi-ic_iéal za S,

sadr¥an u B, to je RSb={0} 11i RSb=B. Ako je RSb={0} tada je
RB={0}. Kako je R< B to je R°={0}. Ako je RSb=B tada je B _c.:.R
odnosno B=R. | |

, Neka Je B O-minimalan bi-idesal Semigrupe S=5° takav da
je Bszb} tj. B je grupa sa nulom. Neka be B\{O}. Ako Je R desni
ideal ze Sb, sadrZen u B, tada je R desni 1deel za B, pa kako je
B grupa se nulom to je R={0} ili R=B. Ako je $=S° O-prosta semi-
grupa tada je za svaki nenulti levi ideal I semigrupe S, in{o}g

Prema tome i III.3.10 Lemi sledi

III.3.11 POSLEDICA. Neka je S O-prosta semigrupa i B O-minima-
lan bi-ideal koji.je grupa sa nulom., Tada, B je O-minimalan des-

nl idesal O-minimalnog levog ideala Sb gemigrupe S za svako béEB\{C

Preme III.2,2 Lemi i IIT.3.10 Lemi dobija se sledede tvr-
dienje.
IT1.3.12 POSLEDICA. Neka Je S;So i B nedegeneriran O-minimalan
bisidesl za S. Neka be&B1{0}. Tade
i) B=bSh
1i) Ako je P O-prosta podsemigrupa ze S takva da je Sbhs?P
tada je Sb O-minimalsn levi ideal za S.
iii) Ako je T O-proste podsemigrupa za S takva da jJe

"Be T < Sb tade je B O-minimalan desni idesal za Sb.

Ova Posledica omoguéava da se opiSe nedegeneriran O-mi-

nimalan bi-ideal B ako je Sb O-prosta semigrupz za bésB\{O}, Nea~



i
o
-3

L

ime, neka je B nedegeneriran O-minimalen bi-ideal sémigrupe
5=5° 1 beBI{0}. Ako je Sb o-prosia semigrupe, tada je Sb O-mi-
nimalan levi ideal za S i B je O-minimalan"dééni ideal za Sb.
Kako jeASb O-prosta to je (Sb)b(Sb)=Sb (premakl.li Lemi). bdav—'

2

de Je bSbbSb=bSb tj. B "=B. Dakle, B je grupa sa nulom.

Prema III.3.9 Lemi i IIT.3.10 Lemi kao i njihovim duale

nim tvrdjenjima dobija se

111.3.13 TEOREMA.K Neka je S semigrupa bez nulé i B neprazan
podskuprza S. Sledeéi uslovi su ekvivaientni |
(1) B je minimalan bi-ideal za S.
(ii) B je minimelan deeni ideal nekog minimalnog
levog ideala‘za_é°
(1ii) B Je nminimalan levi ideal ﬁekog minimalnogi

desnog ideala za S.
Lajos [343 je dokazao sledede tvrdjenje.

" IIT.3.14 TEOREMA. Neka je S semigrupa bez nule i B neprszan
podskup za S. Sledeéi uslovi su ekvivalentni
~ (1) B je bi-idesl za 5, -
(1i) B je desni ideal nekog levog ideala z& S.

(1ii) B je levi ideal nekog desnog ideala za S.

Prethddni'rezultaﬁi gse koriste za karakterizaciju veoma

vaZne klase‘regularnih gsemigrupa - potpuno O-proste semigrupe.

ITI.3.15 TEQREMA. Neka je S=5° O-prosta semigrupa. Tada, S je
potpuno O-prosta ako 1 gamo ako S sadrii nedegeneriran O~minima—_f

lan bi-idesal za S.
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DOKAZ. MNeka S sadrZi nedegeneriran O-minimalsn bi-ideal
B. Neka b€&B\{0f. Prema i1) III.3.12 Posledice i duslnom tvrdje-
nju, bS i Sb su redom O-minimalan degni i O-minimalan levi ideal

za 8. Prema I.19 Teoremi, S je potpuno O-prosta.

Obratnc, neka je S potpuno O-prosta, Neka je e primitiven
idempofent, Prema I.18 Lemi, R=eS i L=Se su redomn, O—éinimalan
desni 1 O—mlnimalan levi ideal za S 1 RL je grupa s8 nulom, Tada;

RL Je nedegenerlran O-minimalan bi- ideal za S,

Analogno rezultatu Rich-a (I.20 Teorema), sledele tvrdje-
nje karskterifie potpuno O-proste ideale preko O-minimalnih bi-ide-

ale,

III.3.16 TEOREMA. Neka je M ideal semigrupe 5=5°. Tada, M je
potpuno O-prosts semigrupa.ako i gamo ako jJe M2¢{Q} iM¥ je O-mi-
'nimala“ ideal za S koji sadrii bar jedan nedegeneriran O-minima-

lan bi-~ideal za S,

DOKAZ., Neka je ME4 {O} i M je O-minimalan idesl za S ko-
J* sadrzli nedegenerirén O-minimalen bi-ideal B za S. Prema I.20
Teoremi, M je O-proste semigrupa. Neka b<EB\{O}.‘Prema IIT.3.5
Pogledici je B=DbSb. Kako je Sb« M, bS< M i M O-prosta, to prema
ITTI.3.,12 Posgledici i dualnom tvrdjenju, Sb i S su redom O-nini-
malan levi i O-minimalan desnl ideali za S, Prema I.20 Teoreni,

M je potpuno O-prosta semigrups.

Obratno, neka je M potpuno O-proste semigrupa. Tada Je

\ MQ# {O} i M ne sadrii prave nenulte ideale z& M. Teda M ne sadf—
Zzi prave nenulte ldeale za S te Je H O-minimalan 1dcaL za S. Pre=-
ma I1.3.15 Teoremi, M sadrii bar geaan nedegenerlran Q-minimalan

hi~-ideal B zs M. Tadag.prema IT1.3.5 Posledici je B=blb. Kakco Jje
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M O-prosta to prema III.3.12 Posledici, PM i Mdb su redom O-mini=-
- malan desni i O-minimalan levi ideal za M. Kako su DM i Mb re-

dom desni 1 levi ideali za S to su oni‘redoﬁ O-minimalan desni i
O-minimalan levi idesl za S. Tads je bMMb=bMb=B O-minimalan bi-

-ideal za S i to nedegeneriran.

O-minimalan levi ideal L. semigrupe S=S°’mo§e da sadrii
nenulte prave bi-ideale. Naime, L ne mora biti O-minimelan bi-ide-
al za S. Sledele tvrdjenje daje potreban i dovoljan uslov da

O-minimelan levi ideal za S bude QO-minimalan bi-ideal zs S.

IIT.3.17 TEOREMA. Neka je L nedegeneriran O-minimalan levi ide-
al za,S. Tada, L je nedegeneriran O-minimalan bi—ideal za S sko 1

gemo sko je L desno O-prosta semigrupa.

* DOKAZ. Neka Je L nedegeneriran O-minimelan bi-ideal za S.
Prema I.15 Lemi 1 IIX.3.5 Posledici jJe |
(¥aell{0}) L=Sa=aga.
Odavde je
: (Vs éL\{O}' ) L = al.
Dakle, L je nedegeneriran O-minimalan desni ideal za L.
Kako je Leal < L° to je L desno O-prosta. |
Obratnoc, neka je L desno O-prosta, tj. 1L2# {0} i1 je

nedegeneriran O-minimelan desni ideal za L. Tada je, prems I.15

Lemi,

(¥a€I1\{o} ) L = &l = Sa

. ]

a. odsvde

(¥ aeL\o} ) L = ass.

i

Prema III.3.5 Posledici, I je nedegeneriran O-minimalan -

bi-ideal za S



11I.4  O-MINIMALNI (0,2)-IDEALI I
0-MINIMALNI (0,2)-BI-IDEALI

Neka je A (0,2)-ideal semigrupe S, tj. A Je podsemigru-
pa 2 S 1 SA®< A. Tade je (AUSA)A=A2U SA%= A te je A levi
1deal levog ideala AUSA za S. Ako je L levi ideal za S i A le-
i jdesl za I tada jo SA=SAA = SLA = LA < A te je & (0,2)-1ide-

1,za S. Dakle, doblii smo

III 4.1 LEMA. Podskup A semigrupe S je (0,2)-ideal za § ako i

gamo ako je A levi 1deal nekog levog ideala za S.

Sledede tvrdjeﬁﬁe opisuje (1;2)-idea1e gemigrupe S,

11;54.2 TEOREMA. Za podskup A semigrupe S sledeél uslovi su ek-

vivalentni.

(1) A je (1,2)-1ideal za S.

(iij A je levi ideal nekog bi-ideala za S.
(iii) A je bi-ideal nekog levog i1deala %a S.
(iv) &4 je (0O, 2) ideal nekog desnog ideala za S.
(v) A je desni 1dea1 nekog (0,2)-idesla za S.

DOKAZ. (i) }(11) ~Neka je A (1,2)-ideal za S tj.

)
ASTA% = A, Tada je (AUASA)A=ASyU ASA® < A.

(ii) < (1ii). Neka je A levi ideal nekog bi-idealas B za

S. Dakle, A< B, BA= A i BSB< B. Tada je

A(AUSA)A=AU ASAS=

A UBSBA < A UBA=A.
(i1ii) =p (iv). Neka je A bi-idesl nekog levog idesla L
S. Dakle, A< L, ALA= A i SL = L. Tada je |

—

. " ‘
(AU AS)A%=AU ASASc AUASLA € AUALA=A.

aa



(iv) = (v). XNeka Je A (0,2)-ideal nekog desnog ideala

- A, RS = R. Tada je

. .9 ;
A(AUSA2)=A“U ASA?Q AURSA2§ AURA

Rza S tJ. A< R, RA
2.4,
(v) =»(i). ©Neka je A desni ideal nekog (0,2)-ideala R

ze S. Dakle, AS R, AR € A 1 SR°S R. Tada je

2 2

ASA“s ASRS ARE A,

III.4.3" LEMA. Podsemigrupa A semigrupe S je (1,2)-ideal za S

ako i samo ako postoje (0,2)~ideal L za S i desni ideal R za S
tako da je RL°= A < RnL.
DOKAZ. Neka je A (1,2)-ideal za S, t3j. ASA2= A. Neka

2

‘je L=AUSA® i R=AVAS, Tada je = j

RL2= (AU AS) (A U SA2)%= (40U ASA) (AUSA®) =AU ASAS = A,
2

&

Jagno, A< RNL te je RL°< A =RNL.

Obratno, neka je R desni ideal'iwigfo,z)—ideal za S tako

da je RL°S A € RNL. Tada je

2 2

ASA°e (RAL)S(RNL)(RNL) < RSL° < RIS < A.

Neka je S=S°. Svaki levi ideal za S je i (0,2)-ideal za S.
Ako Je L O4minima%én (O,2)-ideai za S tadalL ne sadrzi prave le-
ve ideale za S razlidite od {0}. Prirodno je postaviti pltanje:
étahﬁe sa (O,2)—idea1ima semigrupevS=S° koji su sadrZani u nekom
O-minimalnom levom idealu za‘S?;§ledeéa Lema odgovara na té'pita«

nje. <

IIT.4.4 LEMA. Neke je L O-minimelan levi ideal za $=5° 1 A pod-
Bemigrupa za L. Tade, A Je (0,2)~ideal za S ako i samo ako Jje

A%§o} 111 A=I.
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DOKAZ., Neka jJe A (0;2)—idea1 za S sadrZan u L. Kaké.je

2

SA°c A<= L i 5A° levi ideal za S to je SA®={0} ili SA®=I. Ako

je SA2=L ocnda Jje A=L. Neka Je SA2={O}r Tada je A2 levi idegl za

S sadrZan u L pa Je Agz{o} 111 4%

=L. Ako Je A2=L onda je A=L.
Dekle, A°={0} 111 AsL. |

A
7

~

Obratno je oligledno.

Analogno opisu O-minimslnih ideala [4] 1 O-minimalnih
bi=-jideala (III.3.7 Teorema) sledeéa Leme karakteriBe O-minimalne

(0,2)~idesle.

III.4.5 LEMA. Neke Je L O-minimalan (O,Z)-ideal semigrupe S=5°,
Tede je L°=J0} ili - L je O-minimalen levi ideal za S.

-s121% ¢ 11-12 to je 12

2

2 2)2

DOKAZ. Kako je L“< L i S(L

(O,2)—ideal za S, ssdrien u L. Tada je L2={O} ili L*=L., Kako
L2=L poviadi SL< L to Jje L levi ideal za S i jasno, O-minimalen.

Dakie, L2={O} ili L je O-minimalan levi ideal za S,

II1I.4.6 POSLEDICA. Ako Je S semigrupa bez nule, tads L je mini- .
malan (O;Z)-ideal za S ako i samo ako je L minimalan levi ideal

za S. Specljalno, semigrupa S Jje 1evo,;rosta ako i samo ako je

S (0,2)~prosta.

Neka je S semigrupa bez nule ivA minimalan (2,1)-ideal za
S. Tads je A2SA < A. Kako je APSA (2,1)-idesl za S to je A2SA=A.
bakle, A je minimalsn bi-ideal zals;\Obratno, neka Je A minima-
lan bi-ideal za S. Neka je B= A 1 BZSBsE-B. Keko je BQSB bi;ideal,

za S to Je BQSB=A tje. A= B.'Dakle,‘AzB,

Tako smo dobili



- 53 -

IIT.4.7 LEMA. DNeka je S semigrupe bez nule 1 A = S. Tada,
A je minimalan (2,1)-ideal za Srako i samo sko je A minimalan

bi~ideal za 8.

Analogno pojmu ideala (levi i desni) semigrupe S, ovde
uvodime i razmatramo ppdsemigfupe koje su bi-i&eéli i (0,2)-ide~

ali za S,

III.4.8 DEFPINICIJA. Podsemigrupa A semigrupe S je (0,2)-bi-ide-
al ako je A bi-ideal i (O,2)—idéal za S; (0,2)-bi-ideal A koji
‘ne sadr?i prave (0,2)-bi-ideale za S, razlidite od {O}, je
O-minimalan (0,2)-bi-ideal za S. Semigrupa $=5° je 0-(0,2)-dvo-

progta ako je Szﬁ{b} i S ne sédréi prave nenulte (0,2)-bi-ideale |
za S. ' '
Glavni (0,2)-bi-ideal generisen elementom a je

{a}v U {32} v aSa usa? U sa®sa.

III.4.9 LEMA. Neka je A neprazan podskup semigrupe S. Sledeéi

uslévi gu ekvivalentni

~

. (1) A je (042)-bi-ideal za S,
(ii) A je ideal nekog levog ideala za S.

DOKAZ. (i) =>(ii). Neka je A (0,2)-bi-ideal za S, tj.

podsemigrupa za koju je ASA< A i SAZQ‘ A, Tada je

CA(AUSA)=ASUASA = A 1 (AUSA)A=A®U SA®= .
Dakle, A je ideal levog ideala A USA. |

- (ii):%}(i).‘ Neka je A ideal nekog’levog‘ideala L za 3.
Tada, prema IIT.4.1 Lemi, A je (0,2)-idesl za S a prema ITT.3.14

Teoremi, A je bi-ideal ze S.

Sledede tvrdjenje karakterisSe O-minimalne (0,2)~bi-ideale.
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I11.4.10 TEOREMA. UNeka je A O-minimalan (0,2)~bi-ideal za S.
' Tada va’i tadno Jedan od slededa tri sluéaja,
1) A = 50,8} 1 as'a = jo}.

i1) A = {0,8} a2=0, aSa=4,

1ii) (¥aeafo} ) sa=a,

]

DOKAZ. Neka 8 6A\{0} . Tade je Sa= A 1 Sa® je levi
ideal za S pa je 1 (0,2)-bi-ideal za S. Dakle, Sa 2-{0} 111 sa®=s,

Neka je Sa’={0}. Kako a®€ A to je ili a®=a ili 20 111
azé.A\{Ol. Ako Je a2=a»onda je a3=82=a 8to nije mogude jer ..
a’¢ 5a°={0}. Weka a°c A\{0,a}. Tada je s* {0,e?}% {0} 1 -
0,7 s {o, a?] = a%sa®= {0} te je {0,8%} (0,2)~bi-1deal za s,
gsadrzan u A i razlicit od {O} i A. To nije mogucée jer je A
O«mlnimalan (O 2)~bi-ideal za S. Dakle, a2a0 t3. 4={0,a} 1 a2=0.

Kako je aSa bl—ideal za S i S(aSe.)2 Sasa®

Sa= 0 to je &Ss
(0,2)-bi-ideal sadr¥sn u A. Tada je aSa={0} 11i aSa=A. Dakle,
sa2= {0} poviesi A={0,a} i asle={0} 111 4={0,a}, 2®=0 1 mSs-a.

Axo je Sa’7 o] tada je sa®=a.

Prema prethodnom tvrdienju, ITI.3.3 Definiciji i ITIT.3.4
Lemi zakljudujemo: O-minimalan (0,2)-bi-ideal Jje ili degeneriran
| O-minimalan bi-ideal ili nedegeneriran O-minimalan bi-ideal fu
oba slucaja Je pulta semigrupa) ili'je nedegeneriran C-minimalasn
ievi ideal zs S. ‘ |

I¥T.4.1)] POSLEDICA. Nekas je A O-minimalan (0,2)-bi-ideal ze2 S

2

takav da Je Agf{b}. Tade je A=Sa” za sveko a€ A\{0}.

,III.4,12 POSLEDICA., Semigrups S=5° Je 0-{0,2)-dvoprosta ako i

. 2
somo sko je Sa“=S za svako a ¢ S\{0}.
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DOKAZ. Ako je S 0-(0,2)-dvoprosta, tada je 524 [0} §

je O-minimalan (0,2)-bi-ideal. Prema III.4.11 Posledici je S=Sa’®

za svako aéS\{O}.

2

Obratno, neka je S=Sa“ za svaki element a €S\{0} 1 neka

je A (0,2)-bi-ideal za S, razlidit od {0}. Neka a&A\{0O}. Tada je

2 2 2 2

S=Sa’< 5% < A te je S=A. Kako je S=Sa’< S° to je S=52. Dakle,

S je 0-(0,2)-dvoprosta.

I1T.4.13 TEOREMA. Semigrupa g=5° je 0-(0,2)-dvoprosta ako i sga-

mo ako Je levo O-prosta.

DOKAZ. Svaki lévi_ideal gemigrupe S je (0,2)~bi-idesnl.
Dakle, sko Je S O_-(O;E)-dvopi*osta tada je 1 leY‘c} O-prosta.

Obi-a'tno’, ako je S levo O-prosta, tads brema'l.lo Lemi je
Sa=S za gvako a € S\{0}, te je Sa’=Saa=Sa=S. Prema IIT.4.12 Posle-
dici, S je 0-(0,2)-dvoprosta. |

IIT.4.14 TEOREMA. Neka je A O-minimalen (0,2)-bi-ideal za S.
Tada je 111 A%={0} i1i je A levo O-prosta.

DOKAZ. Neka je A°# {0}. Teda, preme III.4.11 Posledici

je Sa?‘ﬁ; za svako aéA\{O}. Cdavde Jje azé A\{O} za svako a € A\ {O}

pa je i’aA’:(az)ee A\ {0} za svako a eA\{O}.

2.1, 2 2

Neka aeA\{O}, Kako Je Aa"S"Aa" < Ada 2

= A8 i

S(Aaa)2=sSAa2A82§ SA232§ Aaz, to je Aae (O,é)—bi-ideal za S ga-
“drian u A. Teda je A32={O} 111 Aa®=A. Keko je ate Aaz i ate a\ fo}
to je Ae=A. Prema IIT.4.12 Posledici i ITI.4.13 Teoremi, 4 je

levo O-prosts semigrupa.

Slededi primer pokazuje da posto]jl O-minimalan levi ide-
al gemigrupe S= {e,f,g,a,oj koji nije O-minimalan (0,2)-bi~ideal

ze Se



L= {0,f,a} Jje O-minimslan levi ideal

Q

ze S, all nije O-minimalan (O,Q)V-bie
-ideel za S. Jer, A={0,a} je (0,2)-bi-
-ideal za S, naravno O-minimalan.
asa={0,2,e} {0,8} = {0,a} = 4.

#%2{0} pa je sa%={o}

O P r H o by
O O H O pip
OO0 O O ojo

O PR W o
O O @ O o o
O o ® ® O

Primetimo da je L2={O}' ali nije x°€ I\{0} za sve x &Ll {o} te L

nije levo O-prosta (III.2.7 Teorema).



O PROBLEMU BI;IDEALNE EKSTENZIJE

Iv.,l UVOD. Tvrdjenje dato I.21 Teoremoﬁ kaznje da se sﬁakaa
idealna ekstenzija V semigrupe S, homomorfno potapa u transla-
torni omotad .CA(S). |

Prirodno je postaviti pitanje da 1i se moZe definisati
neki "omotad" za bi-idealnu ekstenziju, odnosno, za sémigrupu
V za koju je S bi-ideal, To pitanje nije reéeno,-te gse ovde na-
vodi kao predmet daljeg prouCavanja. Rezultati dati u IV.2 i
Iv.3, dobijeni'su prouavanjem problema bi-idealne ekstenzije,

U IV.2 uvodimo i razmatramo skup /[j(S), tj. skup
QYN x A(s)), gde je P(S)[A(S)_] gemigrupa unutrad-
njih levih [desnih] trenslacija za S. Posle tvrdjenja o ideali-
zatoru podsewivrupe P semigrupe S, 'takve da je fl(S)z p <W(8),
opisujemo idealizator za [[(S) i ﬂ(S) u A(s) % P(s) ze slabo-
reduktivau 1il1i globalno idempotentnu semigrupu S,

Dati primeri pokazuju da postoje semigrupe za koje Jje
Nes)# Tes). -

U IV.3 uvodimo pojam bi;idealizatora podsemigrupe semi-
grﬁpe S i odredjujemo biuidealizator semigrupe- ﬁ(s) u odhosu na
/\(S)XfFKS) (IV.3.5 Posledica)., Takodje se za neke specigalne se~
migrupe {levo [desnd] reduktivne, r é&uktivne, globalno idempoten-
tne) odredjuje bi-idealizator ' kako za |J{(S) tako 1 za ,ﬂ(s)'

(IV.3.7 Teorema, IV.3.8 Posledica).



A%
o
3

IV.2 IDEALIZATORI NEKIH PODSEMIGRUPA
TRANSLATORNOG OMOTAGA

| * 'qv
Neka je S semigrupse, @(s)[ (S)| semigrupa levih [des-
nihj preslikavanja S u S. ‘
. it
Uvodimo neke podskupove skupa ?)?J (s) X ?T('S) potrebne za

dalja proudavanja.

] i

IV.2;1 NOTACIJA. Neka je za gemigrupu S
(S)= {(l )éa\d(%S)XgJS) (¥z,y,2z €8) ?L(Z)—(F ) }
{ ? J s+ 5 Xy y g
é’,p (8)= {(M?) éT(S)XEﬁS) ’n’"X’y,ZéS) x A(yz)=(x¢g )3’23
&L= Lisynd (). |
Ls)- {(A 9‘6“7’*’%)&%8) (*ff,y,zes) x(Ay)=(xq)y §.
“  08igledno,.L)(s) g:_éfo(s) .
Neka (A,9) eézg(.s) i (}[_,g') é_Q(S). Tada je za x,yé‘:s
xy(/'w'./“\'Z):Xy?l(K'Z):(xy)% (X z) |

((zy)e4'] z=-[‘(xy>§’_'f g z=(xy)§ (X z)

Dakle,

(%=x,v,2€8) xy(xdz)=[(xy)88"]=.
Keko je (A, ‘3‘)(}’*_ @) (ll gg) to je

L) Qus) < %(q)

Analogno se aaklgucuge da j{
Q) fe(s) = a?g(s). Takodje je
s Qs) f‘&rcsn Qs Lisr s

a odavde

d\.O(S)..Q-(S)éch(S), Qusy Lsryed s,
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IV.2.2 LEMA. Neka je P ﬁodsemigmpa za %)xq(s) takv:a da
Je |

Ts)s » =Qus).
Tadae je

ipr) < (s).
‘ﬁs)xﬂ%s) g° |

' DOKAZ. Neka (A,8) & 1i,(P) . Kako je [I(S)< P

g5y x f(s) T
to za svako se&S je (X%) Xg:§g)€ P 1 ()«,s,ga')‘(?»,%)é P . Neka

%,¥,2€S. Tada (A, Q) ( Ay. Qy);-( Aay, cggy\)e P . Kako je

p =L2(s) to Je (AAy, §8y) €LUs). Dakle, x(AA 2)=(x3Q )z

za ave X,¥,2 €S. Odavde je xﬂ.(yz‘)=(xg )yz te (A, Q) égfr(s).

Takodje, (}\.y, gy)( A,Q )=(,\3};‘_\.‘,‘"§y§’ )é P , odnosno,

(/’Lyl..&%’y? )G_Q(S)._ Dakle, x( R_X/Lz)='(xgy§)z zZa sve X,¥,% &S.

Odavde je xy(Az)=(xy)§ % za sve X,y,2 €S. Dakle, (A,Q) é-ézj(s).
Prema tome, (A, § ) ééfo(s).

IV.2.3 POSLEDICA. Ako je S semigrupa, tada Je

1) 1 ((s)) < L. (8).

3’”(S)x€%3) (‘f"
11) 1 (LUs)) < L (s).
| y*(s)xﬁ’%s) %

ze dalje istraZivanja uvodimo neke podskupove skupa

Aes) x Pesy.

IV.2.4 NOTACIJA. Neka je za semigrupu S,
O, = Lo N (A x Pesy.
Q) =L N (Aws) x Py,
L2, =Ls) NLY (50,
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Lako gse zakljuéuje da je

Qu={0.9) € Ats) x o) tx,5,2¢5) xy(A2)=x(yg )z}
LL()={(,9) e\(s) X D) trx, 3,2 €8) x(xy)z=(xg)yz}
Q. 3= L) N (Ns) x Pls.

Takodje se lako dokazuae da su _Qe(s), < (S) i Q (S) podgemi-
grupe za /\ (S) X P(S)

IV.2.5 POSLEDICA. Ako je P podsemigrupa za A(S) X D(S) taw-
kvae da je [1(s)s P <L)(8), tada je

= L2 (s).
/\(S) X l?)(S - ot

IV.2.6 POSLEDICA. Ako je S semigrupa, tada Je

1) 4 (!‘I(s)) =HONEIN
A(S) xP(8)

Lako sg dokazuje da je 2za levo [desno] reduktivou gemil-

grupu S) o
.Q(s) Q. (s)= Q. (5) [.Q (5)= Q. )=-Qum ] .

Weka je S slabo reduktivna sgemigrupa i neka (A, Q)€ .Q-(Q)
Tada (R,?)é.Q-r pa je x(;Ly)u.—.(xc;);,z Za ave X,¥,Z &S5, Takodje,
.~(2. = ,O_e ra je zx( }Ly)zz(x?)y 78 8Ve X,¥,2 €S. Dalx:.].e, kako
Je 8§ glabo reduktlvna to
x(Ay)z=(xQ)yz

(%x,5,3€5) - = Gx,ye8) x(Ay)=(z9)y
' z2x( A y)=2(xQ )y
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odnosno, (A, S) es_Q(s)._Day;:l.ei Q,8)2Q(s). Kako je
D (s) sz._Qo(S) za ma koju semigrupu S %o smo dobili

IV.2.7 POSLEDICA. Ako je S slabo reduktivna semigrupa, tada

jGQO(S)F Q) 1 Q.(s) gde je P podsemigrupa

/\(S)Y\Ig(o .
78 /\(S).X P(s) za koju Jje Nes)c? «Q(s). -

Neka je S globalno idempotentna ‘semigrupé.. Neka

(R, Q) éo?;s) odnosno xy(A z)=(xy)Q z za sve x,y,2 é‘S. Neka
x,y&S 1 x=s8t ia neke s,t €S. Tada je x(ﬁy)=(st)(2y)=(st)§ty:(x9)y,
te (1,8) edUs). paxle, L(s)=(5). Kako jo L(5) SLLs) ze

ma koju semigrupu S, to je za globalno idempotentnu semigrupu S,
o(f( S)= ckﬂ(S) Analogno se pokazuje da je &f (S)= éf(s; te je za
globalno idempotentnu semigrupu S, oﬁf;(s) o‘z” (8)= :Za (S). Tada je i
Qu(9)=0_(5)=Q,(5)=Lu5).

Tako smo dobili sledele tvrdjenje

IV 2.8 POSLEDICA. Neka je S globalno ldempotentna semigrupa.
Ako je P podsemigrupa genigrupe c39(:3))(g§.'.‘3) takva da je

[Tes)e? €Q(s), tada je .
1 i(P) =ds).
'l@“'““(s)xﬂ'(s) ‘

i1) i (P ) = LUs).
A(s)xP(s)

Prems IV.2.’7 Posledici”i IV.2.8 Posledici dobijamo

IV.2.9 LEMA. Neka je S slabo reduktivna ili globalno idempoten=-
tna semigrupe. Ako jJe P podsemigmpa za N(8) X P(S) takva da je
[l(s)c p=QUs) tada je

4 (p ) < Qus).
A(S) P sy
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IV.2.10 TEOREMA. Ako je S slabo reduktivns ili glooalno ideme

potentna semigrupa, tada Je

1 (M) = 1 (Q(s) = Qs).
A(S)xP(S) A(SIXRP(S) |

Kao &to je u Uvodu refeno, Gluskin [j%] je dokazao da *'
Je za slabo reduktivnu gsemigrupu S

1 (M) = LL(s).
ACSX B(s)

IV.2.11 ©NOTACIJA. Neks Jje za semigrupu S
Mes) = Q) N CMESIXAG)
skup [](S) moZemo i ovako izraziti

M) {2, Q) | (¥xyes) xoy = xty .

IV.Z.lé PEOREMA. Za ma koju- semigrupu S je

1) Ny ).
11) 11 (8) . je ideal za L(s).
iii) Ako je S levo ili desno reduktivna tada je f?(s) r7(9).

DOKAZ. 1) O8igledno,

11) Weka (2, Q) €M1(8) i (2,9) eUs). Tada je
(A s QI (A,8)=( A2, Q48§ )=(_/KS§>, gﬁg)c Neka x,yesf Tada je

x(8Q )y=xé(iy)=xt()~ v)=x(% g')sh

Dakls, x(sg Yy=x(% e )y za Bve X,yES te (;lc?,gt?)..TT(s%. Analog-
no, {A,Q)(A, Qﬁ) (?lxs ?M)Eﬂ( S). |

Dakle, |] (8) je ideal za JZl(s\
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1i1) TNeke je S levo reduktivna semigrupe i
, ?‘h) ¢ fies). Tada
(¥ x,y €S)xsy=xty = ('\e"yes)syéty -:—3 A g= .. A
Dakle, (g, Q4)=(%y,Q ;) €T1(S) te Je f1(8) < [1(s). Prema 1),
dobt jamo (s)= M(s). |
Ako je S desno reduktivna, tada je (Ag, gt) (2 g ),

te analogno dobljamo,.r?(s)= [](S),
Na osnovu IV.2.9 Leme 1 IV.2.12 Teoreme;dobijamo

Iv.2.13 ©POSLEDICA. Ako je S slabo reduktivna ili globalné idem-

potentna, tada Je

1) 1 (N = As).
r(s)xA(s)

11) 1 () = Q0s).
A (S)xP(S)

IV.2.14 ©POSLEDICA. Ako je S levo ill desno reduktivna semigru--

pa'tada Je

i ([1(s)) = [1(s).
F( )XA(

'IV.2.15 LEMA. Za semigrupu S sledeéi uslovi su ekvivalentni.

(1) S je reduktivma. | -‘ |

(11) (¥ s,tes)(( A, gt)él’l(s) =¥ s=t).

(111) (¥s,8€8)(( Ay, ¢,) € [I(s) =5 s=t).

DOKAZ. (1) =»(1i). Neka je S reduktivna. Weke | |
()”s’ %t)én(s). Tada jej(ks,gt)z(l’u,gu) za neko ugS. Dak-
le, sx=ux i xt=xu 2a sve x&S. Kako je S reduktivna to je s=u i

t=u, odnosno s=1.



3
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(ii) =(iii). Neka
(¥8,1€8)((A,8,) €7I(8) => 8=t).

Neka (Ks, gt)éﬁ(s), odnosno xsy=xty za sve X,y€ S. Odavde je
 oy* gty za ave ygS. ﬁakle, (]{-sy, @ty) ell(s) za sve yes.
Ta‘cia je sy=ty za sve y &S, odnosno 7€.s= )“t" Dakle, (7Ls‘, ?t)éﬂ(s)
te je s= t. N ' : ~ |
(11j)£?(i). Heka
(¥a,t€8)((A,,Q,) EM(s) =% s=t).

Neka s,t €S, Tada .

(¥x €S)xa=xt = (¥x,y&S) xay = xty = (..ls, gt)é ﬁ(s) = g=t.
Takodje E L | »
(¥x €8)xs=xt = X, y€S)ysx = ytx =» (X, Q) € sy = e=t.

Dakle, S Je reduktivna. E “

Slededi primeri pokézuju da yostoje semigrupe za koje Jje

sy # M.

1) a b ¢ 4 " S je slabo reduktivna i glodbalno
gla a & &a idempotentna.
., bla @& a b -
els s a8 a NG =N U{a,,, )}
dia a ¢ 4 Ti(s) # [1(s).
2) g b ¢ d S nije slabo reduktivna.
Bles e ) = 168) U {(Rg0 860 (2, g&ﬂ
bla a & a
cla a a b U(S) # T1(s).
dia a b ¢ S nije globalno idempotentnsa,



'més'fw

‘ IV.2.,12 Teorema pokazuje da Jje leva, odnosno, desna
reduktivnoat dovoljan uslov za [[(S)= ﬁks). Sledeéi primeri po-

kazuju da taj uslov nije potreban.

3) a8 b ¢ ¢4 - 4) a b ¢ d
ala a8 &a a ala a a a
bia a b b 1 bjla a a a
clia & ¢ d cia a a =a
dja a ¢ d dita - a b b

S je slabo reduktivma ali S nije slabo reduktivma ni glo-
‘nije ni levo ni desno re- balno idempotentna.
duktivna. S je globalno Mes)y = [ls).

idempotentna [(S)= [1(8).
\

IV.3 BI-IDEALIZATORI NEKIH PODSEMIGRUPA
TRANSLATORNOG OMOTACA

Analogno pojmu idealizatora podsemigrupe, ovde uvodimo

. pojam bi-idealizators.

IV.3.1 DEFINICIJA. Neka je A podsemigrupa semigrupe S. Ako po-
stoji najveda podsemigrupa ze S takvae da je A njen bi-ideal ¢ 1da

tu podsemigrupu nazivemo bi-ideelizator za A u odnosu na S, u

oznaci'bi8~i(A).

IV.3.2 NOTACIJA. Neka je za podsemigrupu A semigrupe S,
Bg(h) = {v€s | (¥x,yen) xbyeA }.

Kako je A< BH(A) to je skup Bs(A) neprazan. Ako podse-
migrupa A‘semigrupe S ima bi~idealizator u odnosu na S, tada je



IV.3.3 NOTACIJA. Teka je za gemigrupu S,

— a8 .
éf(S)={(?~,‘3) € g’(S)ng(S)\(J%x,y,z,u‘es) xy A(zu)=(xy)¢ zu}
sy = &) nAs) x Pes).

IV.3.4 LEMA., Neka je P podsemigrupa semigmpe 6\Y(S) X?ﬁs)
takva da je [[(S)s P ‘“_Q.(S) Tada je

P == og(h’)o
Tfs)xds)

DOKAZ. Neka (A,Q9)&B (P ) . Tada
F(sIRT(s)
(LgsR,(A,8)( X ;Q4)EP 28 ave s,t€S, odnosno
(Ag A Ayr ©Q Q4 E P . Kako Je P < QU(S) to je x(A ;‘L;\tw -
=(x Q48 ?t)y za ave X,y,8,t &S. Odavde je xs A(ty)= (xs)g ty za

ave x,y,s,ués. Dakle, (A, SD)G;Z(S)

" Prema IV.3.3 Notaciji, lako se zakljuduje da je Titsy
podsemigrupa za /\(S)XP(S). Jer, neka (?\.,9 Vo ( A',g’) € f).(S).
Tada je, z8 X,¥,Z2,u&S,.
xy( A z)u=xy A (X z)u= x(y ¢ ) (A z)u= 7[(:70 )gjzu—xwgg )zu.
pakle, (A2, ggh)eis).

Takodje, lako se dokazuje da :)e <Sf('Z(S) _Q(s)cgfé(g)
Q) Py,

IV.3.5 LEMA. Za me koju semigrupu 5 vafi
g [7(S) je vi-idesl za ,O(s) Q _(s) o) L, (5).
11) JT (5) je bi-ideal za ,Qe(s,,Q (s), .’Q (s) 1.0.8).
DOKAZ. 1). Neka (), g)eil(s) i B,t&S. Tada je

xy (X z)=x(yR )z za sve x,y,z ¢s, tj. %’3 (,lz) Q(y?)y Z8 8Va Y,2ES.

Prema tome Je
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(Rgy 852 (%4 8) Ay ) (A 5054y 5 S(agye)= Ao(at)r Satas))
Kako (‘ls(}tt)’ gs(kt)) & 1(s) to je [I(S) bi-idesl za ._Q{(S)'.

Analogno se dokazuje da je [](S) bi-ideal za 'Q‘r(s) pa
je [1(s) bi-1deal 1 za L1 (s).

11) Kako je £2_(5)=Qy >cf1<5) i Q (5= Q(s)=(s)
dovoljno je dokazati da je [1(8) bi—ideal za Q(S) Neka
(A ,Q)EQ(S), t3. xﬂkz)u:x(yg)zu z8 gve X,¥,Z,u&S. Neka
(Ags §4)» (2 Q@) ET1(S). Tada Je (R, Q) (A, S)(R,,9,)
2(2.3(111)’ g(t?)v). TakOdje Jje o

xs( Aw)y=xt(Au)y=x(t g Juy=x(t ¢ )vy
ze sve X,y € S. Dakle, (}Ls()m), g(tg)v)én(s)’ odnosno, n(S)
je bi-ideal za Q(S)

el Kdko je Q(S): §f(s)n (/\(S) X P(s)) to prema IV.3.4 Lemi.
i IV.3.5 Lemi dobijemo ‘ "

Iv;3.6 POSLEDICAv Neka je T podsemigrupa :za .Q..(S) tako da jJe
Nes)e P Q(s). Tada je
< ,Q.(s)
A(S)xP(s)

IV.3.,7 POSLEDICA. Za ma koju semigrupu S je

Neka je S reauk‘rivna sem gmga i neka (A,R)& Q(s)
Dakle, xy(Az)u=x(yQ )zu z& gve X,¥,z2,u€&S. Odavde, zbog 1eve
reduktivnosti je y(}Lz)u:(yC;)zu za sve y,z,u €S5S, Taeda desna
reduktivnost povlaé’:i y(}.i):(yg )z za sve y,z&S. Dakle,
(%,8)e0s) t3. L1(s) £LUS). Kako je Q(5)€0(S) 2a ma koju
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gemigrupu S to Jje za reduktivﬁu semigrupu S jﬁIS) = Q(sg).

» Neka je S globallo idempotentna gemigrupa. Neka
(&, Q)E.Q_(S) i x,y&S. Tada je x=st, y=uv za neke sg,t,u,ves
pa je
x(Ay)=(st) A(uv)=st(Au)v=s(t§ uv=(st)g uvz(xg)y.
Dakle, (A,Q) €XLUS) te je Q(S)<.Q(S). Prema tome, ako je S
globalno idempoténtna aeéigrupa tada je LL(85) = Qu(s).

Lako se vidi da ako je S levo [desno] reduktivna tada je

Q.5 = Qusy [Qs) = Q] .

Prema IV.3.5 Lemi, IV.3.6 Posledici 1 IV.3.7 Posledici je

R}
~ 4

IV.3.8 TEOREMA. Neka je S s‘émigrupa. Tada vazi

i) Ake je S levo reduktlvna tada je bi~-i{ [1(8)) =.£1r(s).
A(SIXP(s)
ii) Ako je S desno reauktlvna tada je bi-i(TI(8)) = CQL(S).
A(S)xP(s)y - %
1ii) Ako je S reduktivma tada je bi-i(JI(S)) = ,Qe(s).
) (SxxP(s)

iv) Ako Je S globalno ffempotentna tada je

i-1(M(8))= bi-1(T1(8)) = bi-1(Q(s)) = .LQh(s).
A(S)IXP(8) A(SIXP(s) A(SIXP(S)
- Za dalja istraZivanja razmatramc semig&upu é@(s) navedsnu

u IV.2,1 Notaciji. Ovu semigrupu je proulsvao Johnson [15].

IV.3.9 TEORF¢A. 7a ma koju semigrupu S va¥i
i) éf\s) je semigrupa.
1) (¥(2,8)6dlsNWees) A A = A s 897 G

111) 17 (8) je bi-idesl za &XS).

o
<
Sawe”
Ay
o
~
wn
-
LY
D
o
Pt
¢
bk
h
D
54}
:_..‘l
and
3
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DOKAZ. 1). Neka (2,€), (}f,?’)éé’ﬁs). Neka x,ye&8.
Tada Je | |

x( AAy)=x (X y)= (xg)(ky) (xg)g y-(‘cgg’)y
Dakle, ( A3, =3 y e o).
ii) THNeka 8,X€S. Tada je .
(A, K)X~7L(?»x) g(Ax)=(8¢)x= A gjf‘@
x( g’gsb (xg)?s—(x C)J)s-x(;l, 8)=x g/xs.v
111) Weka (A, Q. ),( A4, §,) €M1(s) 1 (2, g)eéf(s).
Tada Je (R’S’ ?S)(A‘ cg )(;Lt’ gt) ()» A ?\ta ?S? ?t
Prema ii) je }L ,LR,.t S,?s.t /.L(s9 )t i
Q8 Q= ?g?;t gs(?.t) Kako je (sg)t-s(;tt) to je
(R‘(sy)t’ ga(}ﬁ:)) & [1(s). Da}n,le, [1(s) je bi-ideal za é{’,’(s)
iv) Weka (g, §y)y (A,,Q) ellts) 1 (A,9) efs),
tj. xay;xty, Xuy=xvy i x(ky):(xg)y za sve X,ye&S. 2rema ii) de

(Ag, 90(2:8 WA 8= AR, 948 Qy)=( k(g?)u, St
Kako Je '
| x{sg.\ )uyzx(sg Yvy=xs( AV)y=xt( AV)y

Z8 B8Ve X, YyE S, to ( K(S?)u, ?t(kv))é ﬁ(S)o

Lako me uocava da Jje za globaino idempotentnu semivrupu ,

s, $sy- &sy.

Tad&, prema IV.3.4 Lemi i IV.3.9 Teoremi dobijamo

IV.3.,10 POSLEDICA, Ako je S globalgo idempotenﬁna semigrupa
tada je

— 7
$)) - bi-i(fi(s)) = oL (s).
KF(S) FLs)IXT(S) o
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