PREDZOVOR

Ovajl rad nosi naslov "Moore ~ Smith-ova konvergenecij]a u opsto] to-
nolorlii™,jer Je ona 1li predmet ragmabranja 111 glavno sreds:ivo u doka~
zima 1 konstrukeljama ovde provedeninm, | ‘

Oznake su manje vise stand-rdne,a uglavnom prema J,Kelley-u ng »
8 terminolo~ija onakva kokva Je kod nas uobierjena u tOpolpziji(DJ.Kurnn.
pa (1] ,z.namszie [ 1) ).Posebno bi 1stakli da je prasan skup belezen sa

,komplement skupa A sa A ,a satvorenost od A sa A

Innce,rad se dell na cetirl dela { u svakom delu numeracija defini-
clja,lema 1 teorema pocinje iznova,Fad se citira nekl resgultat van tog
dela ,pise se 1 ozn-ka dela ,ovde rimski broj.Tako naprimer Teorema I.3
gnacl da se nnlazl u I delu {1 da Je tamo po redu treca,

Literabura je nsvedena na kraju 1 u tekstu se nalaze samo imensa

autora sa ognekom reda nakojl se misli,



I. O VOD,

Predmet overa pararrafa je krat-k istorijski ocavdt 4 plavni rezu-~
ltatl 1z Moore-3mith-ove konverrenei je, vl izlozent stavovi au bez do-
kaga a dokagl se mo u naci u ecltirano! literatubi.Teminoloski a 1 ina-
ce 1lglaranje 3ledi u mnor-om J.L.Kelley-jevu knligu (:2] N

Jedan od osnovnih po imova ¥Natematlike,polam limesa moge se naci tu
1 tamo u,na prvi pocled,razlicitim vidovima.lajpre,obicho,dolagi pojam
limesa nlza recalnlh brojeva (y, 09,) viey Oy cos skoji se definise kso
realan broj (O, sa svojstvom da za proigvol jno odabrani & >0 ,razlika
[Gn= Qo)< & axo je n dovolino veliko t!.~ko Je 71 W (&) .limes realne
funkeile £(x) u tackli A= Xo le opet bro] yo takav da Je [?o-i&"//(d ’
33 [«(-—Xo[(’Z/e/ .Odmah pada u oel rozlik- ali 1 velika slicnost izmedju
ova dva pojma,.Prl definielji lemann-ovos integrala nailagimo opet ne j
jeden pojam limesa,pde umesto dovoljno velikog prirodnog broja 111 do=-
vol jno bliske tacke,imamo limes ugzet preko sve finiiih i finijih podelsa.
Cvaj trecl slucaj] je bas poved za jednom sirom definicijom klasienog 1li-
mesa,n 3licnost 1 zajednicke osob&ne koje ono svi imalu eine da idu u
Jedan te 1atl okvir,Takvu jednu opstu teoriju limesa dazlil su 1922 ~od,
smerickl matematiecari E.H,Moore 1 H.L.Smith [1] sk07a je danas pozna-
‘ta pod imenom Moore-3mith-ove konvergenel je,dok su probleml integracije
bas bill prvi poved za ovu teoriju (Moore [1] ).

Pocecene sa ovde osnovnom definicijom usmerenog skupa,

Definiciia 1, Rinarna relneiia >/ usmerava siup 2,ako fe D nepra-
gan 1 ako:

(2) 7, Je transzitivma,tj, 2~ m,n 1 p iz D,takve da je My 7 , 91}/1/
sledl my p

(b) ) Jo refleksivna ti.sa mM€ED, MM 3 4

(e¢) Zam1ln iz D,postoil p 12D takvo da Je hpm L fon

Usmereni skup je par (D, » ) takav da > lusmerufle D,




Z.

skup »riroinih 4 realnih brojeva s» uobicajenim porsdiom po velle
eini su usmereni slupovi.familt'a okollina neke tacke u topoloskom pros-
toru je usmerena sa relacijom < (t}.»odslmpobi slede ga akupom koll
ih saderzl),7amilija svih Yonaenih podaltunova n kor skupa Je usmerena ro-
laciiom O  [ti.nadskunovi slede).Za interval [4, 5_7 realnih broleva
slp svih konaonih vpodel: se moze uameritl i to na dve noeina,0belezimo
duginu intervila I sa /Z/ ,a za vodelu /S snek” s [/S// maksinum
svih (I/ ,ede I prolagl kroz sve nodoone intervale,Tada se familija
svih konaenih podel: interv-la [4, Zf] moze usmoritl sa:

(I)rs* o IS‘/ ako Je ;J finija podela od ,5'/ stie ,SJ sadrzil ave

nodoone tacke od ; / .

(m) S 3, /3" sko e /SIS
Definiciia 2.7eneralis ni nis {,_SJ”’ €N 5@} u slkupu X,le preslila-

vanle usrerenos skup& 7 u X,

feato. cemo umesto celo- ~eneralis ni nlz,pisatil kruee - ,nizg.Vopo=-
menimo d: u gpecllalnom slucatu kad Je D skup orirodnih,z X skup realni.
bro jeva dobl jamo obfioni venlnl niz.lsma ree niz ostale za ona’ slucal
kada je D ghkup ~rirodnil™ br- leva,

- Wavescens 38 n e poimove koil su podesni u radu sa reneralisa-
ninm nizovima,Fazemo da je -.nis {,5',‘, ’néD} »u skunu A ako Je ,5',1 @A
za sva N €D ,d» je otove u A ako poatoil mMED ,takav da Je ,5’,15-4
- 1:3 /7!}/ M 1 da (e frekventan u A ake ga svako W& pestoll nED tae

kvo da Je ,ﬂl & A JPreko ovih poimevs definlsacemo konver ‘entne -enera=
lis»ne nigove u sktupovima ko ji im~’u strukiura lto la omo-uecuje Jd- se 0-
vorl o konvercenel jiesTako,nuprimer,g.niz '[,S‘n, WLC-D} u skupu realnih
brojeva konver-ira k2 realnom broju ,SJD sko za prolzvolno & >0 posto-
HAnE)leD tizve da e /,5',,~,_§'0}<5‘ 227 T 371(5‘/ iiad ja P(x) realna
funkel 1a definlsan: na interv-lu Ca/ é] re:lnih brolava, M [ v / njen
supremm & 7/7) infimm nad. T stada su za podelu ,5) »

D(S)= TAlrimiz) :1e8) © A(S) =4 1T-n(x) : TESS,

regpektlivno ~ornja 1 donja Darboux-ova suma,eneralisani nizovi

IDs), seS) ¢ o), Ses) j



3
rde Je 43 familija podels,konverpgiraju 1 nilhovi limesi su rornji 1

donjl Derboux-ov inte ral,ber obzira dall je S usmercno ni (I) 111
(I1) nacin,
Hoore-mlth-ovu konver-enciiu u Opsato! Torologlji prvi ‘e primenio
~eBivkhofe [/]  ,1937 ~od,,pa dalle J, 7 Tukey [/ 1 JT.L.relley (7],
+« a0 se konver-enella u topolo-ili moze uzetl za primitivni nojam,
odredlsl nri koitm uslovima data konver-enel’a odrediule topolo-iiu i
ko fu,kio 1 dati svi vo'rmovi 1 uslovi ig topolo~lje u termminima konvere
encije.Costo je taj put laksi a dokazl su Je‘mostawniii,n primer kao
3to le to bio sluea? sa thonovom teore om o kompaktnostl topeloskor pro-
izvoda (¥elley [1;} )oko!a le dokazana isto teko kratko 1 jednost-vno
kao 1 kad se upotrebe filiri koll su u mno om upore.n- teorlija Noore-
mith-ovo ] konver-enclji 28 tim 30 Je ov: poslednia prirodni ja
1 intultiwmiia,
Maatavlilamo sa definicl ‘om konver-entnos eneralis:nog niza u to-
noloaskom prosboru,
definielia 7, ‘eneralisani nlz {/SJ,,/ hé-D} u_topolositom prostoru
(XlﬁjakcnveV?ira ka taecki ;?é?,{ s0ko 1 samo ako le gotovo u svako]
T -okolinl taacke 15’ .

7 tom sluc:ju plse sc,

lem ;113’;5

1ED

1112

rfn ha—— ,Sl (~e topolo it g—) ) y
pri tom izostavl!n'uel ozn ltu za tonolo 1iu odn,orn2lu g2 usmereni skup
k21 Je jJasno o kolim ase radi,

Uripomenimo dr Jedan ~eneralisani niz moze da konvercira vise ne-
ro 1o nol &~aii;“i$ﬂimrw, 2 e { Eoonlanhl wrosbtor an {niisiioinon tow-
polosiliom tf,eko au jolini ovoreni sitimovl eeo pro:ior Y 1 -~raz'n skup
[1 stada nig'{Q;,?yéuqy-koavev‘ira av kol taoki 1=z X,

Haredna teorema dovodl n wvezn konvor enociiu sa poimovinma tczka na-

~omilavania,adhe-eninih taeake,sabvrrencsti odn,otvercnenti,

Teorens l.ileka je X topoload -rostor.lada




(I) Tacka a Je tacks nagomilavanja skup: A < X ako 1 samo

ako postoll -emeralis'niniz u A~ {a } ko]l konver ira ka a,

(II) Packa & Je u szatvorenosti skupa A < X ako 1 samo ako pos-

to 1l ceneralis ni niz u A lkoll knnver~ira ka a,

(111) 2kup ACX e zitvoren ako 1 samo ko niledan reneralisani

niz u A ne konver ira niledno} tacki 1z X\ A .

Yokaz ove 1 avih dallih toorama u ovom var: vafu mogce se naci ,
naprimer,itod ¥elley-a (2]

fore smo napomernli - jedan ener-lisani niz moge konverriratl ne
samo Jeino ] tacki,pa je g to od interesa videti u ko iim prostorima kone
ver “iratu samo Jedno ! taeki jer su tada -odesniii za upotrebu a { sami
po jam konversencile jo sadrzajniii.lia to nam daje od ovor sledoen

Teoroma 2, Jedam topoloski progtor Je lausdorff-ov ako 1 samo 2ko

svakl konver—~antnl -enerilisini nis u tom prostoru konver-ira samo jed-

noj tacki,

Nakle,n 3lue fu Vaugdorf{f~ovih prostora is Z( m Xy = oG 1 iz
MNED
ﬁ‘th'DW = Xy ,3le’l da je X; = X ,-de 'e znak lednilosti upotrebllen

u smislu identionosti,

9

"a sledeou definici fu pods«- _imo se da za fmalli'u skupova {DQ /Xy }

direktni »nrolgvod je slup X{ﬁa ra 6—,4} »3vih funkeiljn 4 na A tak-
vih da jJe Jq = d[@} celan od 7D, za svako Qq 43/4 .
'ef'inlci ia i Proizvod usmerenih skunova f Dq | > a ) ’ aéA) v 10

direktnl vrolzved
(X{D :aeht, y),
w'e za dvt clana d 1 o 1z ovog proizvoda 0/} € ake 1 samo ake ‘e
A Yo € 28 3Wiko QEA
Teka ‘e {36,,?, ; %é‘»ﬂ/} nlz za avilo MEN 1 meka X, —> A, ,
a nis {Jm ,?ﬂé./i/'} neka t-kodie konver-ira ka X, ,t'e G —> 5 .

Postavl ia se pltanje da se nadje nig sustavlien od elemenata 9@,,1 ko i
bl konver:irac ka I, ,No,to nije uvek mo uce 1 tu su poireini renerall-
sani nizovi,Navellmo le’an,ne b-3 element ~'m primer, de obicni nizovi

nisu dov-1inl u ovo! konstrulell,eka je

:(L,j.i, ...)_f)z),..



5]

niz realnih funketja kole pripadaiu prvoj Balre-ovo] klasl i konver-i-
raju tooka po tacka funkeiji j o koia pripada drurn] Baire-ovo] klasi,
Ova konvercenella je konver-enclja u ihonovljevoj topole 1j1 topolos-
kor prolzvoda X-{ ? DA€ f} s 74 :?:: skupu realnih brojeva sa uo-
blcajenom topolo-ljom,Za funkelju fn, neka Je ‘{fnmj niz neprekidnih fu-
nkel s koje konver irafu ka .fm +38 M= 1,2 ;< Tada svakl konvergen-
tni niz s~st-vljen od mn}:oijafm,, s M= 2,2, 4 =42, ... ,konver-
“Ara funkoei il koja Je najvise prve klase 1 prema tome ne moze da konver-
~ira ka :;fo .
Teorema 3. lNeka je E usmereni skup,neka

1%y «1€A1}, 7€ £

hide famlli ja usnmerenih skurova takvih da

:Q(nw———?x’z T 5(7"""7:(‘9/

u nezom topoloskom prostoru,lieka j_g_
P=(X{A1:96E4,7)

128 f&F ,neka je gy )= Xy, +Lada nig
1%a,4), 1) € EXF}

zonver-ira ka 7y, .

Cornjéj teoremi od~ovara sledeci dijarram,koli pi~towesro nokagu-
njen sadrgaj,

. o7

2% 7
2
Y
Xy

Ako na realno’! pravo] jedan niz ima tacke naromilavanja uvek moze-
mo 1zdvojitl podnis ko i konvergira svako] posebno.Medjutim u nekim to-
noloskim prostorima to nite moruce a%o ostanemo pri uebleaienim po jmo-
vima podniza,pa je taj pojam prosiren toko da se u svakom topoleskom p
srostoru moge datl sliecan isk-z (Kelley }:l] e

Za jedan usmerenil skup D,skup D, < D Je kofinalan sa D ako sa sva-

r !

¥t A ED postatrd ED ,takav da je d }0{ +Prirodno je podnizom g.ntsa
{2y, 7 GCD} smatratl geniz -{ X, nEDy koJ1 ide prexe kofinalnih

skupova sa& D.All oni nagzalost nlsu dovol ini. za sve potrebe topologije,



tacnlje radeecl samo sa n’ima ne mo-u s8¢ preneti nekl stavovi o nizovie
ma inace poznati za metricke prostore.,Takeo ima primera rde niz ima tace
ku na-onilavania 111 nijeden vodniz ne konvergira joli,{Arens Cij Ve
3ledeca definicija podnige kola potice od J.L.Kelley-a [j:] sdovel Ing
Je ga akoro ave potrebe,

Definicifn S.GAmeralisani nis {xd/? //553} Je pener-lisani pod-
niz -eneralissno~ niza -[%( , o(éA} ako za svako o, & A posto i /396
takvo da je oz 2, za 3 ;/30 ¢

I sledeca lema potlce od J.L.lelley-a Ci;) .

Lema 1l.leka c{ ,S"’,,/ n GD} bude zenoralisanl niz takav da je frekven=

tan u svakom elanu A famlli je skupova ])—: {4} skoja 1e zatvorena s

obzlrom na lonacno presecanie,Tada postoil preneralisani peodnlz over e~

neralisanor niga kojl je -otovo u svakom 4 £ H .

Jedne tacka x topoloskog prostora X Je kvazi-granicna (en~leski 3

cluster point)za neki -eneralis=ni niz ako je ov:] frekventan u svako]
njeno] okolini,

Teorena !..Tacka x topoloskog prostors X Je kvazi-rranicna tacks

~eneralisano~ niga "z(x?t, xn é’D} ako 1 samo ako nekl generalisanl podniz

ovora niga konvergcirs ka x,

lapomenimo dt se ova bteorema ne moze (~biti ogranicavijuci se na
kofinalne podskupove,

Naredna teorema je nosebno vazna jer vezujJe skup kvazi--ranienih
tacaka za operator za:vorenosti.

Teorema «,leka { An ) néD} bude —ener-lis:ani nlg u nekom topoloskom
prostoru 1 za svake N&ED  neka A?z -::»{Q’,,, N 7/?)72}
tada je x kvazi-praniena tacka ove- niga ako i1 samo. ako pripada skupu

NA4AT n€D}

Cesto se desava da se prvo uvede neka konversenclja pa da se onda

pokusava da iznei trazeci topoloski prostor u kome bi ova konvergenci j=
bila konvercencijs u topolo-iil te- prostora.Tako su uvedens ,konver -en-
cijn tacka po tacka,konver~encila »o meri,u srednjem itd,p» su posle na-

djene od-ovaraluce topoloslje odnosno metrike u poslednja dva sluocaja,



Ima medjubim slucajeva kada jedna konversencija ne mera biti konver-en-
elja u smislu neke topologlje,Zate Je od interese videtl sta su bitne
osoblne konvergzentnih ~eneralisanih nizova u topoloskim prostorima,Kone
ver-enclju u topoloskom prostoru karakterisu ove osobine:

(a) Ako je {,5;, f?éD} generalisani nis takav da Je ,54”:5’0 ’
za sveio 7¢ D ,tada Sy —> S.

(b)Ako { rs’,?/ );gz)} konver~ira ka So skonver—ira ka ,5’0 sl sva-
ki njegov reneralisani podniz.

(¢} Ako Z(rf/"/ 7 & DL ne konver:ira ka [5,0' spostoil generalisani

podniz ovo~ niza,ciji nijedan penerilisani podnis ne konvergira ke fS; .

(d) Yeks je E usmereni skup, fﬁtx’? /O(’Zé/}’l} genernlisanl nig ko-
i1 kenve -ira ka ,5,2 s2 vencralisani nlg {,5% 1 Y E Q} konvergira ke

,SO stada {,5’(?/4:}/ (@/;)é,g,x;:’} konversira ka rgo «{Teorema 3,).

Ako na skupu X Imamo zadatu neku konv:rgenei ju,odnosnc ako zn-mo

d2li nekl rener~lisani niz u X konverzirn nekol tackl 111 ne,i1 2ko ta

konvercencl ja,obelezimo le sa C,ispunjava -ornje uslove:(a),(b),(e) 1

(d) kazacemo da je n~ X zadata ¥lase konvergencije.Tad» -ovorimo da ne-
k1 -4 niz *{,S’n, WGD} C=-konver-ira ka ,5’0 1 plsemo
C- é’mfslix :/yo 111 ,5’71 "C“’f’,j‘o
m
aredna teorema nokazuje da samo klasa konver encije odredjuje neku to-
polori ju.
Teorema O,leka Je C klasa konver:encije na skupu X,za vaaki ACX ’

neka T (4] bude skup onih tacakas X< X takvih da posto’il -eneralisani

niz u A 8-konver-ent n ka x.,Tada je T operator gza'vorenosti 1 renerali-

A
s:nl nisz { rS"L , E—D} C=konversira k- Po ako 1 samo ake konvergira
ka ‘5(0 u_topolo 1ji pridel jenoj skupu X preko operatera .

Tao prlmer konver enclic kol ne odreduje btonolo iju mozemo nivesti

G;zbirljivoat.ﬁia @, [22, viry Un, +ov realnih brojeva je C ~gbirljiv
1

Qs+ Qo1+ @y
Ayt Gatred

ako postoil fi?;too - +Ovaj postupak zbirljivosti je perm -

nentan tj.ako jedan nig konver-ira onda je 1 C -zbirlfiv 1 to ke istom
l
broju kome konver~ira.Nis 1,0,1,0,1,0,... Je C -zbirlilv ka brojlu % .

A 1
?*"edjﬂt{"’f A?l/ 03{.,;, a—é”‘/&ll rre )Oénqu’lglticit :ﬁe G *tbil'lﬂ.?



a podnisg 42/6%%,,“, Ganyrr: 0dNe@,0,0,000 o clazbiwljiv ka C,Dakle,ni-
le ispunjen uslov (b) 1 € -zbirljlvost se ne moze usetl za konvergenci-
1 ni po kojo} top010f1j1%

Kompakinost u hterminima konver-cnclje izrazava sledeca

Teorema 7.70 oloski prostor X Je kompaktan ko 1 samo -ko avoki

caner~lis ni nig u X ima kvagl-rranienu tacku.

O0dnosno,X Je kompaktan asko 1 samo ako svakl ceneralisani nis u X

im: konver -entan ceneralisanl podnig,




IT., I3"REPLETAHT HUIZOVI

7a dva niza {fn} 1 '{%z} sponekad je ~otrebno nael treal koji
ima one i1 samo one tacke naromilavanja koje su to veo ga date nigove "{ I }
1 ‘{%} «To se postize tako sto se formira isprenletani niz

%/ 31—/:)’_2, \,",/2}4'!!} ty}l;yﬂ);/a
kn il se moze naniaati prelro opster clana,kao

né&
Z, =

9[414—1,/2 »z8 nlparne
31i2no mozemo definisatl isprenletane generalissns nigove za dva data

ceneralisana niza {¥x, A€ AL 1 { Y5, € B}  ,stavijajuet

Zf"/_é, ,%8 N néparno.

2 A 28 n parno
Rin) Y3 s22 n nep rno,
pri cemu je /oc,ﬁ, a) E AXB XN «I sa -.nizove vazi

Teorema 1. Za dva -enerzlisana nlza {JQQO(QA} 1 ofﬂﬁ //_/545}
isprenletani niz -{2(0({/3/77), [a(,/z/ ﬂ)é,q,xgxﬂjima za kvagl- ranione tacke

one 1 asmo one koile su to vec za date -enerallsane nlzove,

Dokas. Ozn-eimo sn 2N odn, ZN+_] sxup parnih odn,neparnih pri-

rodnih brojeva,p~ su t-da usmerenk skupovi
AXBX (&N) 1 AXB X(2M+L)
xorinalnl sa AXB X_N~ ,te ce r.nodnizovi
{2¢pen } t {2up 2m00)}
imatl iste kvagi-~ranicne tacke kao i z,nizovi ‘{Jog/o( g'./}], ’ {3}{,3 i/ZéB,}

respekiivno.

Cstaje da pokagemo da su kva.zi-.‘franiem tacke 1sprepletanog niza,
kvozi rranicne tacke bar jednog od datih tj,ake ¥ nille kvazl -'raniona
tacka nijednoz od nizova {a'o(f o(ér“r} ’ {y/_g , BE B_} snije ni niza
{2(0(([3/,72) } Hoapo nret oatavel nostoji okolina U tzeke z takva da

Ot;('_é—U/ 24 o yoly, z'“ryﬁ €U, éap;/_’;v/

1 tads ocl leine
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z@’//@/n) EV, 2« (9{//3/7’)5"[0%/@/ o)

sto znaci da z nije kvazi--ranicna tacka za 2@({ Bin) NCHIXS AXBXA } .
qe8,ed.
Jve oveo vazi 1 ®a sluca] konacn:o wnoro “enerallsanih: nizova,
‘[:20%' ) K7 6—74{-}/ T=1,2,.., /C/

ciil se l1lsprenletinil nlz moze definisatl kao g, nis

2 Jd

{ (d"LID(.QI tery 7((/72) ) (q/jldzl lli/d/\’} 77) é 4_[ /‘./74_2)("'/)(/]./( ’Xf
~de Je
_ =T (mozl ©
2ltykg, ity = T 2080 T m=T (LK

Skup svih kvozi-~renienih tac- ka jednor -eneralisano nig: je,po
Teoremi I.5.,z tveren pa Jle prirodno plt:inje dall za dati zatvorenl skup
nosto il reneralisani nlz kome bi tnokes tog skupa 1 samo one bile kvazi-
-ranicne tacke,U slucaju jednetacke niz kojii bl konvergir-o to] toeki
sasto jac bl se od elemenata proizvol Ino odabranih u nekom sisteu okoli-
na te tacke prl cerm bl okoline blle usmerenl skup,usmeren inkluzl iom.
Za slueaj prolzvol inog zatvoreno~ skupa potreban ‘e pojam isprepletuno:
-gamerallisano- niza,Posm-trajmo familiju g. nizova

1Xn o eAL L, 7€ £,
~de je 1 ¥ usmeren skup,leka je,dal je,F slkup svih preslikavanja skupa =
u X{,é}’?! 7] é,_L:‘} 1 oznacimo sa f prolzvolino takve preslikrvanje.bos-
™y

matrajmo jos slup _Af X k ko1l cemo usmeriti stavl lajuect

["’7)"‘{(ﬂj7’}¢—:> n<n! 111 g 9L/( 7?(72/,

o~

Oova] skup ovako usmeren obelegz-=v-gemo sa N/ x[' ,ler ce se podrazumev -

ti da je Jdirektni proigvod uvek usmeren prema Definielijl I.lL.

Definieifa 1. Za peneralisane nlzove

2. 4 K } -
nithov isprepletani niz s obzgirom na E,je

(24) {T((W(?)/_f) ) ([ﬂ,?),f}é (/‘f//;;j))(“)p/'/’/
pri cemu Je ‘

x((ﬂﬂz),f) = Cx—f/’?/

Dz2l7e ce nam trebati 1 poi~m ekvivalentnih nizova,ko’i bi se mo-ao

uzetl za definleiju jos opstljes pojma podniza neco sto je onai u Defi-
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nieijil I.S.7kvivalentnl nizovi zadovoljavaju uslov da ako le jedan od
niih gotovo u neko] okolini to je 1 drmu-i,a to Je osobina koja je naj-
bitnija pri definiel il podniza(¥elley C«ZJ )«Tmesto uopstavanjia poima
podniga 1l cemo radije dati sledecu definieiju,

pefinicija 2., Zaalv: ~eneralisana niza

{% €Al T {Ap, BEBY

kagacemo da su ekvivalentni ako su ildenticni skupovl *{ 13(} 1 -[ e /3 }

1 posmatrani nigovi imaju iste skupove kwaskegmandenilh tacaka,

Yeka Je {ZQ{ o(éA} jedan generalissni nig a B »rolzvoljan usme-
reanil slup,neka je dalje ,4)( B proizvod usmereni siup skupova A 1 B,}
neka Je
1 %), ) eAxB}
takav seneralisani niz da Je Jg B) = X;  .Ova dva niza su ekvivalen-
tni.,Drugi Je podniz prvoga kako je to lako proveritl dok obrnuto nije.
No,oni im- ju istl skup kvazi-rranicnih tacaka,jer 2ko je x kvazi--rani-
cna tacka niza —{JC( ) o(F—A} +to za okolinu 7 od x 1 prolzvelino & .
postofl o > Ao 1 &, &€ U  .Ueka je I »roizvelina okolina od x,da-
lie (o(o,ﬁo) proizvol Inl elemenat od .74 2(3 ,tada postojl o« Yol da je
A €TV ,¥o tada e
Ay po) = % €U, (41 Be) 3 (o) Be)
Za sluca] dva niza,ispreplet-ni niz sadrzR date u vidu podnizova.3lieno
Je 1 u opstem slucaju kso sto pokaguje sledeeca

_Lema 1, Isprepletani niz (i=:) sadrzl poinigove ekvivalentne niso-

vima (st)e(Mefinletija 1.)

Dokaz, Mzud Iy 1'cAl JZ ekvivalentan je niz {x(ﬂ? wf) } .
~de Je 72/ fiksirano, Skup (_/V}(W/X-;U fe kofinalan sa M[xg)/yy_" ,pa e
dru-l od ovih ;. nizova podniz isprepletano niza,

lieka fe X, kvazi-granicna tacka ~, nizs { Qgg'z’,o(’l,éﬁ'ly.?okazimo

da fe to 1 niza{éz‘((,w) ”();[[q,,}-g;hg,éwx;j.?:a proizvol inu okolinu U tacke 7] ,
1 za prolzvolini

((wz),fo)é(ﬂ;m;/)xr Solp)= O(’Z

mogzemo odnbrati o(_l > 6(072 stakvo da jJe 0(7)/ E T Jigmeno 11
X1



; - 'p[aﬂmd& drugo
i ‘e / ‘:‘37[‘”&,,?:?‘,

X, 7,41) = I%f/?’) =
i pri tome je
(Be171)1 1) > (Mo, 77, 1) % (Wop)x F,

sto pokazuje da je X, kvagzl-rranicna tacka nisga {9((/;; ?,)/7(/}

ptadn

?,éU

Obrnuto,kad je U/, kvagl-pranicna tacka niza '{Q”([,, ), 7(}_} stada za
proizvel ino o(”? /4’2 1 proizvol jnu okolinu U te tacke posmatrajmo [/7,/' ), 7[; /
QVXQ’)X ,/ [’?’} o(7 +Po oretpostavel postoji

((’7:’2’}/,76) >U(n7),4o) ) f1 >?{°

tokvo da Je

Lo, ) 4e) = Xftp) = Y20 €V
o tada Je /
At €U, >o/’7 u A7

Teoremn 2, Neka Je u topoloskom prostoru X,

{1, «T€AT S 7 € E
familija konverrentnih ~eneralisanih nizova i neka
Ay —> 7
Isprepletanl niz 2[ ‘Y/f”/?’), £ } ima gza skup kvagzl-pranienih tacaka,skup
(U«{Q”?;ygé})',onda 1 samdé onda kad Je X re-ularan,
Dok~g, Pretpostavimo da je X regularan,Prema Lemi 1,,isprepletani

K
niz ima za kvagi-garnicne tacke svaki 7 s Ozé £ »a k-6 e skup

kvrglegranienih tacaka gatvoren to Je

(Ufxt 7e284)
podslup skupa svih kvazl-granicnih tacaks~ 1sprepletano~ nigza,Cstaje da po-
kzgemo 4a su to sve tj,da ako

ze(UlxT9eE})”

onda g nije kvari-gr-nicna tacks 1sprepletanog niza.leka su 7 1 V okoli-
ne tecke gz 4 skupa(’(f{l”{ 765})1&:0,{@ su dis‘unkine (U N 1 = [)_ «Tada
je V okolina za svako X1 , 7FL pa postoji 07,1 & ;47 ytakvo da je
pri svakom 7L £ Neka 1o _fé F tako izabreno da Je f/y/ :0(7 .

T~da Je sa

() £) y (a0, 7)o (WYE)T,



o s8vuda drugo 12
,7{ ptadn
72 128 7) = 7

Lm0, 43) = gy = Fgn €V

1 pri tome e
((Be71), 1) > (7o, 77, f0) % [Jl/»ﬁ//)% #
sto pokazuje da je X, kvazl--ranicna tacka nisza {9((/,, ?,)/7()}
Obrnuto,kad je J/, kvagl-pranicna tacka niza -{ CZ’([,, ), £) f stada za
proizvol jno o(”? /4’2 i proizvo}. jou okolinu U te tacke posmatrajmo (/7,7 //712 )
QVX?’)X » fo(7)= a/7 .Po oretpostavel postoji

([’7:?’//,76) >Un7),4e) J f1 >F’{°

trkvo da Je

Ty ) f) = ooy = %7 €V
o tada Je /
At €U, >o/’7 u AT

Teoremn 2., Neka je u to;goleakom prostoru X,

{1, «1€AT S 16 E
famili ja konverrentnih reneralisanih nlzova 1 neka
Ay —> 7
Isprepletanl niz 2[ ‘Yff”/?’), j& } ima ga skup kvagi-pranicnih taceka,skup
(U«{Q”?;?gé’})',onda 1 samd onda kad Je X re-ularan,
Dok=~g., Pretpostavimo da je X regularan.Prema Lemi 1,,lsprepletani

K
nig ima za kvazi-garnicne tacke svaki X 7 s Oz{; £ ,a k=6 je skup

kvrgilegranienih tacaka gatvoren to Je

(Ufxt 7e£87)
podskup skupa svih kvazl-granicnih tacaks 1sprepletano- niza,Cstaje da po-
kagemo da su to sve tj,da ako

2z (UlxT76£7)

onda g nije kvami-gr-nicna taecka isprepletanog niza.leka su U 1 V okoli-—
ne tscke g 4 aknpa(’(f{l”{ 7265’})_,}:015: su dis‘unkine (U N 1 = /_)_ «Tada
je V okolina za svake 7 , 7L pa postoji 07,; & ,47 ,takvo da je
pri svakom ”Z(; 5 +Neka Je _fé I‘ tako igabrono da Je f/y/:

T-da Je ma

(). £) 5 (149, 7) 4 (WiE)AF,



Lignn), 1) = o= % €V 2
jer je :ﬁf?) 2¢¢;f7} ti. o >'5?W ,3to dokazuje da je isprepletant
niz ~otovo u V 1 da 3 nilje njerova kvazi--ranicna tacka,

"re-postavomo sad da ispreplet nl nizovi Imalu ga skup kvazi-pgran-
fenih tacaka uvelr skup (1736(7;’?6¥:k)#:a da pros‘or nije recularsn pa
to dovedimo do kontradikelje.Postp po pretpostavel X nije re -ularsn,po-
stoje zatvoreni slup F <X 1 2Z F  takvi da se ne moru ragdvojiti
dis funktnim okélinama,ocdnosnoc zatvorenost svake okoline od g sece F.llo,
tada posto’l ~eneralisani niz od elemenata iz U,

1%, «vepv}
ko il konver -ira neko] tacki iz “.lTeka U orolazi nekom okolinskom bazom
KZK tacke z.Isprepletoni nig familijle nizova
{0  XVEAY &, UG AU
ima,kao smo to pretpostavili,za sku» kvazi-cranienih tacaka podskup sku-
pa F.Taj niz je frekventan u avanof prolzvol inol okolini U tacke z,Jer za

(M0, Us ), £o) € (ﬂm)xf

je

(Tots,U), £0) p (Mo, T5), fo)

27([”0%1,'Zf),,12) = ‘cé[ ) = 0(17 é?ZDF

sto bl znacilo da e 1 tacka g kvazl- raniocna tacka isprepletanor niga,
a to je suprotno sa 2 e ?7 oTime je 1 dru:l deo teoreme dokazan.

Ha~omenimec da e billo bitno uzetil konver rentne nizove u formulaci-
J1 prethodne teoreme,nosto su onda oni motovo u okolini skupaf{%?zf?};i
Yaprimer nilsz

4-/ “Q&J 02/ J%% yrero)

n> Tuklidsko| pravoj ima samo ¢ za kvazil ~raniocnu ‘:acku ali nije gotn-
vo u svakej okolini 0O,

Primer 1, U ovom primeru pokazzcemo da u Hausderff-ovom prostoru
ko i1 nije re-ularan ne vazil Teorema 2,"zmimo Hrusdorff-ov prostor koji
se sasto]i 1z skura rcalnilh brofeva kojl im~iu za okolinc one podskupo-

ve koJl au okoline u XHuklidsko] topolozijfl,sem tacke X =0 koj: ima
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za okoline intervale kojl sadrze (-1 iz ko]ih Je izbacen bllo ko'l pre-
broliv skun tacaka razll:1:ih od O.Tada ova] pros or nll'e re-ularan jer
naprimer tacva ¢ 1 z-tvoren skup -[.Z; i/,g; 1/3 ) J‘/h) } snen U moe
djuscbno dis 'unktne okoline,Dalje uzmim: t-~cke interval= (1,.,’2) ’ (112, 1/
voss (Lhy, %,)....,usmemne suprotno poredku po velkeini realnih brojeva,
Tada oni cine -eneralisane nizove ko il redom kako su napisani tonvergi-
raju ka 1, 1/2 ) 17(3 ,,.,,l/m.., .7naci sicup taccka kojima pojedinacno kon=
ver iraju je -Z’i; 17_/_«;;, i) 1762),;:} k0Ji e zatvoren »a Je
’[l/ 1/21 ey 1/71)”'}—': {J/ 4/,2)”’/ 'Z//Z)’“}"
dok nlihov isprepletani nigz konvor~ira jos 1 tackl O0.,Zalsta,za proizvo-

1ino

T~
P
({2, %5), fo) & (N XH)XF
1 ovroizvol nu okoliny.T,tacke O,koja sad-zl interval oko nule sa lzuze-
/
tkom najvise prebrojivo mno o tacaka,od>brrcemo 7; >7N; 4 7(2' tako
da [—4/9/2/ ) %: j_) lezi u okolinil U sa izuzetkom pomenutih mozda najvise
A
/
prebrojibo mno-o taecaka,3ad cemo odebr-ti _fo ;,fo u F takvo da je
;! r '
Jo (M) E U ,Tada te
3( ! ry=—= (7' '_..f/(’}/I}éU'
(i n), f6) = " Jo ) = S0 (72
NS
f /
((nonf ), £3) 3 (), fo) U (N )XF

7 Teowemi I,7, dat je uslov kompaktnostl ‘edno~ topoloskos proito-
ra u “erminima konver-enci je,Primenjuiuc! polam isprepletanc- niza da-
cemo 23 uslov u dru o)l formi,+de r,podnizovi 111 kvarierraniene :-cke
ne i urisu sksplieltno,
Teorema 3, Topoloskl prostor X je kompaki-~n sko i samo ako svakl

~eneralisani nig {J&, o(é—D} koji ims skup X, 7# /|l za skup kva-

sl- ranienih tacaka,gotovo je u sval:o] okolini od /\/ o .

NDokaz, eka je X kormakt-n, {5 77 X stun kvezi--ranienih tacaka
nekog nize { Ao | O(GD} i U p-oizvol ina civorena okolina od /(o .
Ako -[fa(} ni’e ~otovo u U on je frekventan u v /.Posto je U/ zat-
voren podskun od X, 'UJ je kompaktan 1 ovaj bl generalisz=-ni nilg imao
peneralisani nodnig u U, «All po Teoremi I.74,imao bl tamo 1 kvagl-
eranlemu tacku sto Je 3uprobtno pretnost-vel d- ile )(o skup avih nje-

rovih kvazi-granienih tac-ka,
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o Obrnuto neka je svaki rener:lisant niz u X gotove u svako] okolti-
ni skupa nje ovih kvagl ~ranionih-tacaka,Pretpostavimo da X nije komna-
ktan,Tada postoji pokrivac /M eljl nilledon konaen! —odpokrivac ’ﬁ'
ne prekriva ¥X,7Tela konsenlh podpolirivaca [ 79—/ ¢ine usmeren skup in-
klngi jom,Posmatraimo «.niz

(%, pedvtp T &l
Oval niz nema ni jedmu kvagi-gr2ani:nu tacku,¥eka je {\7(»1 ,”éﬂf}niz u X

takav da je J[, = X, za avako N éM .Isprepletani nig

L%y ), (5 1n) ELVFUXN AN L,

Py

X 2.y ,z2 n parno
(V;n, n) = 1% . P
X, ,za n neparno
ima prema Teorenil l., X, sa jedinu kvazl--raniemu tacku,lo,on nije o=
-
tove u svako! okolini W od o ,Zailsta neks je > onsj podpokrivac
~ [~
oda U cije telo /’U'/ sadrzl O(, .Tada ‘e {7}/ otvorena okolin=z
od X, ,all za proizvoljino
(Ve, M3, 72 ) € S VY XN XN~
uzmimo
(Vo VW, 70,22, ) c {VFXNX N,
pa fe :
P ad
O o ‘ —_— ~—
C(%uv, N, m,) = Yoy € [Vsv UFf
pa ovaj clan rornie~ niga tim pre nije ni u /7)'/ +»3t0o je supmwotno sa
pretpostavk m da Je svakl g.niz gotovo u svako] okolinl skupa njerovih

kvegl-rranienih taecaka,
QeB.d,



IT.2~USVMERZNI 3KUPOVI I a=-GENETALISANI NIZOVI.

1.Definiclja abusmerenih skupova 1 a-generalissnih nizova i nji-

hove osobine,

Ne samo da nizovi nisu dovolinil ds opisu topolozliu u opstim topo-
loskin prostorima,no nisu dovolini nil reneralis~ni nigovl preko usmere-
nih skupova ordinalnor tipa,tj.dobro uredjenih skupova,kako to pokazuje
ova] primer koii potice od 0,Birkhoff-a (1)

Weka Je 3 skup karakteristienih funkelja konaocnlh skupova ne real-
no! pravo!.Tada Je zatvorenost skupa S 3 obzirom na topologiju indueci-
ranu konversenci jom taek- po tacks,skup ’g,~ 8vih karskteristicnih fue
nkelja.Medjutim,kako nije tesko pokagzatl,skup 371 onih funkel ja koje se
mogn dobiti kao limesi pgenerallsanih nigzova preko usmerenih skupova or-
dinelnih brojeva sastoje se samo od karakteristicnih funkeija prebroji-
vih skupova,

Nedjutim u prostorima kol zaddvoljavaju prva aksiomu prebro jivo-
3t1 obieni nizovi su dovoljini,a 1z-lede uopste u jednom topoloskom pro-
storu dovol jni su onl reneralisani nizovi kojl imalu usmerene skupove
kao sto su usmereni skupovl okolina pojedinih taeska,Dakle,kardinalnost
Jednog usmerenos skupa nije tako vazna keao nieprova "usmerenost' i kako
G.Birkhoff istice [Z1]  :"Jedan otvoren problem u opsto] topolo-iji je
4a se nadju n~jbitnije vrste usmerenih skupova,Naprimer mediu nigovima
(ovde l!e rec niz upotrebljena za reneralisane nizove preko pocetnih ko-
m-da skupaverdinalnih brojeva) %z-leda da su samo oni tipa [LaO}ZLB} 1
tipova (—o0, ‘ZU‘(X)) esencijalni,”

Tvodjenjem poima a-uamerenég skupa c¢iju cemo definiciju upravo dati
izvrslcemo ustvarl Jednu klasiflkaci ju ummerenih skupova,ne p—emna wardi-
nalnosti nero prema "jieini usmerenja¥,a dobro uredjeni skupovli dolaze
otprilike kao onl usmereni skupovi koji prli namanjo} k-rdinalnosti ima-

ju najjace usmeranje,
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Pri definis>nju usmerenog skupa(Definici)” I.l,)koJ1 Je parecijalne
uredjeni skup pri cemu je uredjejna relacija refleksivna uszime se Jos
da svaka dva elementa,a odatle iglazi 1 njih konacno mnogo,imaju svog
sledbenika,Upravo zahtevajueil tu vise dolazimo do ove dellniclje,

Definieija 1, Za proizvolinl beskonacni kardinalni broj a,jedan

a-usmereni skup je par (D / \() ,tak~v da binarna relacija \< a-usme~

ruje D,t}.da vaze,

(I).Ako sumyn 1 p elementi ig D takvi da Je non 4 ’n?/h‘ ’
tada 7 21

(IT).Ako Je 7 & ,tada %7l ;i

(I11-a).Ako Jo ,/{ ={m} pedskup od D,takrv da_je kardinalni broj
od ¥, KM (.t ,tada postojl A& D  takav da Je /1> /7 ga svake e Y

Prema ovo] definiciji ispada da je svakl uamereni skup u smislu

Definici jel.l,, jed°n JSfo -usmereni skup,a uslov (III"J&/;) bio bl uslov
(¢) u ranijo} definiciii.Dalje je jasno da uslov (III-a) implicira uslov
(ITI-b) ako su a 1 b dva kardin-1lnna broja takva da je A< b +Hapome~
nimo Jos da ako je D Jedan a-usmereni skup,tada je KD }Q .Zalsta za
scup M £ D, KM=4<.a »posto il EMN , NED  pa je
ZD Y & 1 odatle /CDZE‘VL {&}:’va .

7Za d=lje ce nam trobn;i‘:.a pojam re-ularno~ i irerularno:- kardinalno~
broja (videtl npr.P.3.Aleksandrov l:_’lj ) +Fardinalni bro} a,koji se
moze nretstaviti u vidu sbira Q:E‘{aaz "9‘67"} kardinalnih brojeva

Cly (A pri eemu Jo 4 KT A nagiva se iresularnim,inace Je re-

rularan, Ako Je 62=J>:( ire ularan tada uﬂf,(.,.l je re -ularan i uopste su re-
ularni svi alefi sa indeksom ko !l je ordinalni broj prve vrsate,

Lema 1, Za iresularni kardinalni broj o=\ ,svaki a-usmereni

siup je JS;(_& -usmeren,
Dok~z, Posto je a ire-~ulcran,mogerc ~a pretstaviti u vidu sume
a=2{ay~'r£‘-7”}, a-ca, KL7ca.
Noka je D a-usmeren a 1), <D takav podskup od D da je KD = a ,
Posto Je a ire-ularan,skup D, mozemo razbiti nr dis junktne nodskupow

ve :Dr ptalrve da je /CDa,-'r aa«- i da



78 svako 7~ ,mozemo odabrrtl < & ,talvo da bude 18

Mo > ,za sviko 7 é-@ap._.‘
™me dobljlamo skup

M= m, [ reTnf< Dy oM = KT ¢a.

No,sad 1 za skup M,nosto le M < a ,momemo odabrati 7, &ED  ,takve
iz bude

Mo % Py~ 2o svako »&TT
78 prolzvolijne 7 & 1), ,postoji &7 takvo da bude 7 é‘%’ 1 7}’\"%} »
a posto le 7’7a~ My 4 v lactiia < tpanzitivna sledl

Mo Sy M gz sVeko P D,

A
ovo dokazuje da D ispunjava uslov (IIIe Jéf(ﬁ },pa Je D JS«’tL -usmereni

supe qe0eds

Yapomenn,Prema Leml 1,sapr~ve 1 ne postoje a-usmereni skupovl kad
je a iregularan,pa bi se u Definiciii 1,,mo lo odmah pretpostaviti da
le & re-ularan ¥ariinslan broj,

primer 15Kada je 2 repularan,tada skup ordinainih brojeva (=, i) )
je jedan s-usmereni skup,jer Je tada W@/ pe-ularsn ordinalni broj,t’,
ne vostoji kofinalnt -odskup u (—=©) ¥(@)) manjer k-rdin:lnog broja od
8,74 ire-ularni kardinalni bro] Ny = Xoﬂ‘-./{_z o+ e +J»CL Sty
skun ordin<lnih bro jeva (——oo ) W ) je samo J.{D ~usnmeren Jer posle

Wo, Wy

yin,We,sin me sledl niled n ordinalnl brol 1z (—o0, Zd:d-) .

Lema 2, 3vaki kofinzlni podskup Jednog a~usmerenos skupa D jc 1 sam

a~usmeren,

Dokag, Prvo kefinalnl nodskup '.Do a-=usmereno - skupa D mora imatl
kardinalni broj K D, 2 A ,jer L1 inace postolas M, & DD ,takav da
bude Mo 27 ,ga svaxi M & 1) ,za MDD, 1 /('/{</CZ ,posto it
Xpr & D 1 ori tome Je 0(/;; SX ,za sve X &M, D, ,buduct
da je kofinalni podskup od D ima element o/, eé':]%> takav da bude of, >/O(M
1 odatle 1izlazi

Ay Yo, 264 AEM <D,  olo €Ly,

sto dokazuje lemu,

Lema 3, Ako e ‘{ D&’ ), a*éﬁ}familij: Qr-usmerenih skupove,onda pro-
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igvod usmereni akup,usmercnih skupova Dy— ’
D — \/'{Dy ' 9/\671}
Je a-usmersnl skup,cde je « = 2(47{ v C?a, .‘3’67’}.
Dokag,Oznacimo sa /U?X ,pro jekeiju skupa D u koordinatnl skup Dd’ .
neka Je 1, < D 1 A D, (.4 ,Tada su
/d’f/w?a.fbojf (Q,. sza svake } & 7
7a skup AR [DGJC Pr sndJimo Xy ,>/a/ /1Ky ), X ED,  ,7de Je
X + € Dy~ ilemenat,
Ao = X%, rée7feD
je takav da je za svike € ',
fiRy (o) = Ko 25 Ry (%) X € Do

ra Je A 20( 228 3vako OKéDo ,8t0 dokazuje ovu lemu,

U Lemi 3. kardinclni brojl a se ne moze zamenitl vecim, jer ako je
7o €T takav da Je 4= @y, ,onda je za L) dovolino uzetl podskup
od D elje su projekecije n=a :Db’” fiksiranl jednoclani skupovl za avako
wéT’ sem = Ye ,,u kom slucniu Je projekelja eeo D(y-c «Tada
Jeo deo = ,ali ne postoil nijedan elemenat iz D koji bi sleilo za
svim elemen'ima 1» Do «3 drupe strane 1ista lema nokazlje da to sto Je
jedan skup D a-usmeren,ne stoji ni u kakvoj vezl s~ kardin~lnoscu to~
skupasem sto naravno mora uvek biti KD >Q ,

Definicijla 2. Jedan a--eneralis-nl niz je ~=neraliscni niz olji us-

mereni skup le a-usmeren,

Twoko su obicnl nizovi ~Xo -~eneralisan’ nisovi,ali su,nasprimer,
Xo -~eneralisani nizovi %
{ds), SeSpr 1265, S€S 4,
-de su d(3) 1 D(3) gornja 1 donja Darboux-ova suma,? Primeru 2.0Vo~ para-
rafa ilmacemd Jg_}_ -generalis ne nlzove,
Pokazimo sads kako se Lema I.l.,moze prosiriti i1 zn slucaj a-ione-
ralisanih nizova,

Lema li.Neka ‘{,5‘1 ) WéD} bude a--eneralisani nig,a A familija
skupova takvih da

(2) {(55,,, n & D} je cenerslisani niz frekventan u svakom sku-

PB..A'G,Q-’
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(b) Prese: podf-milije skupova iz ﬁ skoja Je kardinilnoc bro-

J2 ¢ a  .sadrzl neki skup 1z A ,

Tada postoil reneralisanl podniz dato: ~enerallsanos niga koil Je

a=zencralissni niz 1 gotovo u svakom A 12z ﬁ .

Dokaz, 3kup J} usmerimo inkluzl jom 5; s e /{1 sledl za f%a
ako Je /4_1_ < Az .Cznaecimo sn B skur narova (m,AQ, 7 D, /’ég},
takvih da Je ;ﬂn é}/} +3kup E je zbo~ uslova(a) usmeren k2o podskup usme-
renog skupsa ]) X"7% Dokazimo d4a je E a~usmereni skup.Prvo,prema us-
lovu (b) C]? ,_é;‘) je a-usmereni skup a no pretposta:ecl to je 1 D.Pre-
ma Leni 3., D X7 je s-usmeren,Dokazimo,d-lje,da je E kofin-lan pod-
siup od D XF  .Birajuel proizvoljno (Mo, Ao)e DX 7} ,prema uslovu
(a) mogemo nasl Mo & ,takvo da Je Y, > %o 4 ,Slﬂo & Ao JNo,tada
e (Wo/Ao)ég 1

(Mo, Ao) p (Mo, As) uw D XH-
sto dokazuje kofinalnost.Prema lemi 2,,izlazl da jJe E a-usmeren,

Neka jo.JV”[ £ —=> D .tak70 preslikavrnie da je-ﬂﬂbﬂy4)==%7 .
"ada Je N izotono preslikavanje 1 skup vrednostl funkel)e N je kofinal-
ni podskup od D,posto je prema u:lovu (a), ‘{ ,-S’n / /R D]- frekventan
u av izom 74 - 5Z} +«T2ko Joblfamo podnisg

I Swiomay, (mA) €DXA §
Feneralisanog nizs -{rfn 7 ne& Z{} sPa pok-zimo da je on trazenl podnisz,
ek~ Je A proizvol]nl skup iz Jq yam 1z D takav da je ,ﬁn é?/Q‘ s0da-
berimo (7,B)EL koit sleal za (m,A),0dn. (7, B) % (7,A) .t da
Sﬂ%;B) = /5'72 eB< A,
pa Je -ener lisanl nlg {S/V{M/A—}, (,,,{4)61))(;?} roto7o u Agsto dokazuje
nasu leru,
FKao posleilce Leme :.navodimo ovo delom opatenje Jeoreme I.l.

Posledicn Leme L, Ako je x takvs tacks u topoloakom “rostoru X da

da njen asistem okolina predst=vlja a-usmereni skup(uredjen inklugi jom

) 1 ak fe x kvazi- ranicna tacka ncko:x ~eneralisano nisza,tada

t:dn postoil a-generalisani podniz ovo a niza koil konver-ira k2 x.

Pe3.Aleks~ndrov { P.3.Urysohn [ 2]  ,dall su slcdecu definiciju:
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Najm-njl kardinalni brol ko'l Je moe bilo kole baze prostora R u

tacki x,zove se karakter vrostora 1 u tacki x 1 oznaecnva sa l%@ .

¥1 cemo ovu defini~i’iu nrenetl na usmerene skupove,

Definielj~ 3, ajman!i kordinalnl bro] koji je moe bllo kog kofi-

nalnog podskupa uamersno skup~ D,zove se kor-kter skupa D i ozn:cava

sa XD .

Ako je D e~usmeren t-da Je ZD }ﬂ .78 a-usmereni skup (a-gene-

ralisani niz) ,covoricemc da je strikitno a-usmeren (striktno a-—enera-

1lisani nig) ako nije \Xd_,,l ~uameren ( ‘/fdﬂ ~reneralissni nig),pri Q:/& .

D-1je,za ~cneralisani niz { Xn , 7 é.’D} kage se d» jJe -~otovo konstrn-

tan ako postojl NoED takav da Je K= An, ,za N >7ZD .
Lema S, Ako je 4, dé#}} generalisani niz a ‘[%{ﬂ,ﬂ;éB} ,

bilo kol nilerov ~ener~lisani podniz koil je b~generalisani niz tade

e LEAA .
Dok~z., eka je 340 CA kofin~1lnl podskup od A,sa A A= « ’40 .

Kad bl bilo &> X A ,im=11 bi po defini~1ji ~ener lisanl podnizg,z-
sviko ofp &Ao 4 Jedno /30 €B  Lakvo da le d/& S, za sve ﬁ?ﬂo .
Ho,posto je moe skuna ov=kvih /30 /\< A A a é > s A ; postojalo
bi fS\’é:/:B vece od svih ﬂo +Posto Je /(5 >/30 sto fe o(/g" S A
21 svoko oo & A, ,a to je suprotno sa pretpostavkom da je A, kofin-

alno sa A.Dakle, SS A A .
qe0ed,

Teorema l. Neka Je {9& p 0(6—,4}. jedan a--eneralisanil nig koil kon-~

ver -ira ka tacki u_Mousdorff-ovom npostoru XyAko Jle k-rakter siste-
ma okolina tacke X rdinclnos broja b,pde je CI} 5— 12da Je

{ X {o( éA} ~otovo konstantan,.

Dokagz, Prema Lemi 2,,striktno fe a-usmerena svaka boza /&(]t sz:/(, .
tacke xo Posto %( —_— Q"o 228 avakl Ué- m pﬂﬂt@ji Q/U éD
tokev da Je

(%) %G € (74 ez O 500,

ek~ Je

Ao=9% | UEUS
Tada Je /41404 & <A sp= postoil A, E D ,takvo da je o, )O/U ,Z8
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svako O(-,/ = Ao +Za prolzvol no U e % sPrema () je za 3ava:o

X 3 Ao 2 G £T ,1er 1s o Ao 1 dp > 00, sledl da je a By, .
Yio,posto je
& U ,za svake X 2, 1 svako vV eW .
1 posto je prostor X Hausdorff-ov izlaxi
% €UV UeU =% | X0
tl.
A = X ; 2a K 5 Ko

Posledica Teoreme 1. U Hausdorff-ovom prostoru X,koll zadovol java

prvu aksiomu prebrojivesti svakl konvergentnl a-ceneralisani niz sa

>/f{z Je ~otovo konstantan,

Primer 2, U asimptotsko] anallzi cesto se pojlavliuje ovaj] usmereni
skup:leka je 3 skup svih pozitivnih beskonacnih nizova realnih brojeva,t].
— x N '
Tégé:> 'x *(fi/bﬁ)\“}f’"}lli ) 3_ §T>o/ ’Z:J/’?/"”;”/l"
dok je —< klasicna asimptotska relaeija,

x —< Y &> tem %"‘0 4= (2,72, 00) Pouyors)

T3>0
Tada Je (rS" >'_‘ ) usmereni siup, jer je ocicledno relacija }'—— ’
refleksivna 1 tranzitiwnma a sa A= [fr 1 g (”7’1‘/ ir 3,nixz
2=({z), Cc= yal max{&; QZT}
jo takav da Jje X—< 2 1 g-—(& ,8to sledl iz
i‘% 114 OZT <:L__>,.o Jkad T o0
Pokazino da So, (,g S_r —) .X_;_ ~usmeren,Prvo sa skup
{%'m&M}Cﬁ
formira imo slup {D(n 916-/1/} toko da Je X, }""‘ &, y 154,20 ,sto
je momuce buduck da je 3 usmerenl skup.XNo,po nognatoj tsoremi P.du Bois

“gymond-a K K n O/‘a/b flj },posto il niz DC’Pé;SI ko 14 brze ras-
te od svih X , =L 2, 000 L6,

C S S SV RV G A S

na Je odatle,
%
X"y~ An ,za svao 1= 41,2, ...,
ato pokaguje da je ( '5' ) }"—‘) JSQ ~11SMBYeN ¢

Prema Poslediel Teoreme l.,sledil odatle da Je svaki “onverventni
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realni nis { :;( ), XE {g }' gotove konstantan,ste le bilo dokazano u

Dojanic,Karamata 1 Vuilleumier (1) .
Posledica 2,Teoremse L. Neka je 'f ?(, =2 } usmereni skup svih kom-

paktnih podskupova jednog lokalno kompaktnoz topoloskos prostora X.Ako Je
7’ 7{ ! 2} s-usperen sa ( 7/‘132 sonad le avaka neprekldna realna

funkel ja na ¥ ogranicena.
pokaz, 72a KE K , f[KJ je kompaktan skup u (o0, +0) ,bu-
ducl da je £ neprekidna,Tada .
T = Sup (4L} T e = wFAIKIS
su dva odredjen realna broja.Posmatrajme ~eneralissne nizove
(#) { A KEXKST { Xy, Kéf%f
rosto iz K1 2 K2 aledl 5(;1 P 5?;-2 s0dn, _3_5’1(} S:?_(’kfa »izlazl da su nizé-

vi (%) monotond pa prema tome konverpgentni,Kako su to a-generalisinil ni-
zovi sa Q }./SQ soni moraju biti po Posledlici 1,Teoreme 1l,rotovo konstan-
tnil,tje.

A= %, 2a K2Ko | Ay = %, 2a K2K,

¥alo 177,; i f{K‘ nisu +o ni —oc ,izlazl da ‘jo —00< X g:(:(-foo.nakle,

FXI< [, % ].

Teorena 2, Neka su X i Y dva topoleska prostora, ri cemu Je Y lT_'1

stor,neka Je sistem okolina Wy tacke oc & X striktno  (, -usmeren
skup,.Ake le a:MJf{d’x,‘xéX}_i_ &= ,S‘Lc/\{lj‘lc yél} pri cemu je 4 > 6— ’

tada je svako neprekidno preslikavanje prostora X u prostor Y lokalno kon-

stantno.
Dokagzieka je -f\' X— 1 neprekidno,Za X & X yneka e Jé(o) =% .
Tzmimo okolinsku bazu taicke ;io kariinalno- broja X rf i1 recimo

da je te 7}=‘{7f}‘ «Tada Je }’0
.fl{V. Véﬂ}j’:jol
posto Je Y T,_ -prostor,Dal je,odatle
o) =LAV VeV F]
= N {44 eV
Posto e ?QOI{ & A K Qx, »8kap

N2y Ve f

Je okolina tacke X, na kojJo] Je ,;(x):cyo , .
) q.a.d.
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posledica 1,Teoreme 2, Ako Je X topoloski preostor kod koca je okoe

linska baza svake Laske n~-usmerena prl cermu je ( 7,}1 stada Je svaka re-

alna nepreiidna funketjs na X lokalno konstantna,

Primer 3, ¥Na skupu ordinalnih brojeva [—- o0, wij sa ured jainom to-
polorijom,svaka noprekidna realna funkeljs Je konatantna na nekom inter-
valu {_oC; wz] o jor su kompaktni skupovi sadrszani u intervalima (-oo,o{_] ’
1 telro cine jedsn X_L ~usmerenl skup,

Posledica 2,Teoreme 2. He postojl koneksan kompletno re~ularsn pro-

stor,nitl kompaki n prostor u kome bl svaks okolinska bagza bila -us-

morem skup, (47 X1 .
nokag. Kod kompletno recrularnih prostora zbo- koneksnosti avaka re-

alna funkeil js bila bi konstantna sto je nemoruce,> ako je prostor konme
paktan imso bi jednu koneksmu komponentu ~de bl svaka realna funkelja

bila kongtantna,

| 78 dalje su nam potrebni jos neki pojimovi koje su uveli pP,3,Aleksa-
ndrov § P,.3,Urison [i] «Za familliu 73 ':_-{B’} okolina tacke x u to-
poloskom prostoru X kagze se da Je Pseudobaza tacke x ako Je
S)C':::-Q-{B{-' B(éB,}

Vajman it kardinalni broi avih pseudobaga tacke x move se pseudokarak:er

prostora X u tackl x 1 obelezava as Woc )< +Ako je X kompaktan,onda Je
'%CX .—;Xx X .Dokazimo sad de vazi sledeca
Lema 6. Ako u kompaktnom topoloskom prostoru X,tzcka x ima 7(xX>/)§_L

tada postoil X 1} -reneralisant niz koii konver-ira ka x i koii nije -oto-

vo konstantan,

Dokag. Neks Je 73—"—'[8} baga tacke x,takva da jJe K’gnzxx +Fada
(videti P,3,Aleks-ndrov 1 P,3,Ur¥sehn [ 1] ) presek od prebrojivo ele-
meneta 1z /@» nije samo tacka 1,331' bi inace 7/3(; Xf— .Xo «FPormirajmo
usmereni skup ?:: {P} kojl se sastojl od svih prebrojivih preseka ele-
menata iz J& usmeren inklusijom,Za P égf) neka je Q’féf 1 jos
%Bqéxijar jo P=£ X, . Generalisant nis

.{ Q:P ! Pé@ }
konvercira ka x,7Zaista za okolimu B é‘@/i proizvel ine .Z) & 9) s

BNP=P,F




pa Je
XpeP, WP <E,

Teorema 3}.Neka je X kompsktan topoloski prostor,takav da jfe X X 7‘,.}(4_/

ga svako X & X oAko le
HDP.QD"'Dpnf)‘”/ .

nig zatvorenih nepragnih skupova takvih da Je 7;; + <l U lL E »o2da je skup
B=4{F ner|

kompaktan podprostor ed X 1 Xx?—l ‘7,){1 ,z8 svako OC & F. .

Dokag. Skup rt:, je neprazan kac presek monotono opadajuce familije
gzatvorenih skupova u kompaktnom prostoru,a buducl da je zatvoren ?D je
kompaktan,Pretpostavimo da je u neko] taekl X & Fo ’ ZJ.O'P..—:JS{, «Tada

NARNO: eV b= o,
~de su @n otvorene okoline tacke Lo U X +Dalje
X =) (DO nen})=l/) wtF, )N ANO,),
pa vosto Je I, ep‘u‘[‘ ?M_ spssudokarakter tacke A, u X bl bilo J{o N
sto nije slucaj,Dakle,

Xxﬂ >/_/gri ,za svako OC eF, .

Je@ede
Ova teorema kaguje da presek familije skupova koji su core navedeni
ne moze biti "suvise mali®,a ima nepoaredno sledecu posledicu:
Pogsledlioa Teoreme J. Ako je X kompaktsn topoloskl prostor takav dsa
e X, % A5 eza svako oc& X ,tada e K‘X,},Q& o(S.Hrowia (1)),
Dokaz, Postoli realna fwmkoijai’( Xg@ll_) «agbi jmo X,tako sto

dalle poamatrnm? delove

[0 42)], 47 [ (%, 47]
pa sllcno d=ljJe sv-kl od ovih delova,s:tim sto ce prem: teoremi nijhov pre-
sek kad cine monotono opadsajucu familli jusopet bitil prostor s2 osobinqmn
koje 3u navedene, =] postupak se moze produziti transfinitno preko avih
ordinalnih brojeva prve ldru-e klass,Pridelfujemo 11 pri tom tackamn~ kolje
ostaju u svim presecima simbole o 111 1,dobija se preslikav-nje jednor
podskupa od X,koje je obostrano fednesznacno,ns skup transfinitnih nizova
simbola o 1 1,preko 3vih ordinalnih brojeva prve i1 drurs klase a kol im:
moe JZ“KL «Inace,ovaj postupsak notice od P,3.Aleksandrova i P.3.Ur¥sohna

koJl su n~okaz~ll da svaki s~vrseno normalni prostor koji je kompaktan,za-
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dovol lava prvu aksiommu prebrojivosti 1 nema izolovrnih tacaka ilma moec e,

PsSeAleksandrov 1 7,3,Urysohn [lj ypokazalil su da svaki kompaktnl
prostor koji zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti ima moc 7 Vo .78 3lu-
saj savrsend normalnih nrostora pokaz:li su,kao sto smo to vec napomenu-
li,da je moe bas jednska ¢ i postavill hipotezu da svaki komp=ktnl pros-
tor sa prvom ~kaiomom prebroiiveosti ima moe ¢ C’ Jiedjutim ova hipoteza
ostala je 1 do danas nedokagana,lavescemo neka r2zmstranja u vezl sa tim
problemon,

Neka je X kompaktni prostor bez izolovanlh trcake kojl zadovol java
prvu skilemu prebro jivesti,Tada;

l.ake je skup A € X mocl e,to_je i njevova gatvorenost A .

78 p éA~ spostoil nig &), —> a, r @ éA sPOsto prostor madovow

1 iava prvu akslomu prebro livostd,.Dakle svrkom 4, &4 mogemo prideliti

—

jedan niz elemenat~ 1z A s tim sto za razne 6?0' 1 C/o" 1z A ¢ imamo
razlicite nizove,0vde kompaktnost ne i-ra nikakvu uloru,

2.Ako X ima svoku okolimu e-seperabilmu (tj.postoll podskup moci ¢

koll je must u to] okolini) tada le mos eod X Jednaka c;

Ze sveoiru backu X nadjemo okollinu kois Je evaeparabilna.}?osto je pro-
ator kompakt-n izdvo]imo konacno mnoro ckolina 1 unija slupova koji su
~usti u njima ima moe ¢ 1 -usta jJe u celom nrostoru,Dokle,u X postojl
slap ¥ moel c,pe je prema 1, 1 moe od X Jednaka ¢,

3.Prostor X se razbija na dva dela,otvoreni ()é) koll se sastoiil od

avih tacnka koje imaju e-separcbilne okoline 1 g-tvorent X, u kome su

tacke beg c-geparabilnih okolina.

'-3vakac‘sepfzrabilna okolina ims ¢-separsbilnu podoikiolinu,

Posmatra jmo familiju 5‘(‘ svih gatvorenih skupova F X s bakvih
da je %P—:/d « 7 aaill in F uredimo Inkluziom tako da 7’1 3lell g»o 7_02/
ako Je E—D— pz Pretpostavimo da je moec skupa X veca od ec,

h.Familijs J je c-usmereni skup.

78 nodfamiliiu %5 kerdin-lno- brola < ,skup fa=U{FPE % Lie

mocl e pa i:kl nje~ova grivorenost,.0d-tle o &4 1 B2F )82 sva&:i?&-da‘g «
3 a )
5.}19_&%9-5& striktno rastuea familijs skupova 1z \”/—: ordinalnog tipa

W, Jo takva da Jo uniis ovih skupova gatvorena.




7

leka Je o
EC?@CH' < Fe &y of < Uy 7 Fo =

‘osmatraj-o uniin 75 = U{E{d(wj} JTada za X & 7 ~,nosto 11 nig JE-—"?QZ;
méﬁwuen%éﬁuﬁ(ﬁiu.@é(vyﬂwwgﬁf%¥ha

Ko = Stf folu) oo e dakle 96 € Fa, 1 timpre o & £ .

A, 3kup Xo ne moze se sastojatl samo 1z Jedne tacke: A, .

Tada bl -eneralisani nigz
() 4% PeF f,. % €XN (FuiXet),
morao imati neprazan skup kvrzi-cranienih taecka,All to ne bl bila nile-
dna tacka iz (Xoyf 2Jer za Qt,é.- O(o) ’ ~ostoialn bl okolina 01’ takva
da je Ox,—- éaf- sP& ~eneralisani niz (*) ne bi blo frekventan u O«t' .
aiio Q;T' —> Xo, 2 to je nemo-uce prema Teoreml l.,buducil Ja ova] nig
nile otovo konstant=on,

7. 3kup Xo nema izolov-onih tacaka.

Tada bl ~ostojala z:tvorena okolina te tacke u X,20ja ne bl sadire

zala nijeinu dru-u tacku iz X, pa bl kao u 6.40s11 do kontr-diketje,
8. 3kun Xo nije tipa @J-M,) ,2de Je ))f\(/d .
teneralisani nisz
' g/ -
{Q'? 1 Féf']’r SCFé)(”UF;
de e 375/ usmeroni slkup z~tvorenih podskunova iz (/o) ,ima za skup
rvazi-rrrmicnih tae~ka nodsku~ od -f& )(o .Prama Teorenml II,3,,0va] -~ene-

ra1isant niz je rotovo u svoko] okolini od Xs ,ma kad ol dilo Xo =

_._.[1«{(%, g"é?;}, KH2=X(d ,rocev od nekoz 5 , K & Xo ,za ?2‘},;;/

. i ” g
a Lo je nemo uce,posto le suprotno sa definieljom ovor nlza,
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2, a=veneralisani nizovi 1 uopstena kompaktnost

Pocotkom teorije kompaktnih topolosklh prostora nosluzila je ova
osnovns teorema kolu su dokazall P.3.Aleks-ndrov 1 P,.3,Urysohn [JL] ’
1922 podine,

3ledeca tri svojstva topoloskog prostora X su medjusobno ekvivale-
ntnas

1l.3v-k1 beskonacni skup u X ima bar Jednu tacku maksimolnop na~o-
milavanja,

2¢3vakil dobro uredjeni sistem nepragnih,pe inkluzi ji monotone opa-
da lueih,zatvorenih skupova 1g X

LoF 2 2FR 2y
ima nepr-gzan presek,

3.3vaki beskonscnl otvorenl -okrivae proatora X ima konacan podpo~
krivac,

U avakom od ovih slucajeva prostor X se naziva kompakinim (a u sta~
riJoj literaturi 1 sad rotovo 1skl jueivo rusko] bikompaktan).0vi autori
su »okazall da se komnaktnost moze okarakterisati ako se us svoistvima
l.024 1 3. slatem skuvova ko il imaju »nroigvol} n k-rdilnalan bro] gamene
oninm clii je kardin-lan bro] re-ular-n,odn,prolzvol jan ordinalni broj re-
~ularnim,faj rezultat ih je doveo do vrlo -enernlne definicije kompak-
tnosti,a naime:

ek au data dv- beskonacna keriinalna broja a 1 b, A {— ;te-
poloski prostor X naziva se kompaktnim u intervalu mool Ea)t£] 111
[F/éfj ~kompaktnim,ako poseduje bilo koje od sledeclh svojatava:

A,3vaki beskonacni skup A iz X,eija je moc rerularni kardinalni bro]
iz intervela Ca/ l"j (t3. A § KAL 6’ Jima u X tacku maksimelnog
na~omllavan ja.

Be3vaki dobro uredjeni sistem kol se sastojl od nevpraznih,monotono
opada fuclh,zatvorenih skupova »rostora X,

o 2420 20,2
1 koJi ima re-ularan uredjajni tip %) ,88 W(Q)SQKwZJ/Ma nepraz-n

presek.
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C. 3vaki otvorend pokriv-e prostora X,ko]l ima re-ularnu moc m,
asms b ,sadrzi podpokrivac moet (¢ A&

Tkvivolentnost svojstava A 1 B pokazall su Pe.3s4leksandrov 1 P.S,
Trysohn Eij 4ok je ekvivalentnost svojstva C sa A 1 B nokazao Yu.
mirnov 1) .Keds je a=4; a & = oo ,doblla se sluez) finalno kom-
paktnih prostora,?a &= &= K, dobliaju se prebrolive kompaktnl prosto-
rl.4ko je q = 4~ 1 sko su ire~ularni,tad je avakli prostor trivijslno
[Q; {”J ~kompaktan,7a svojstva A,B 1 ¢ moge se ~"led t1 kao na karakteri-
zdeclju kcmpaktnqutl,mdom,u terminima tae~ka na-romilavanja,zatvorenih
skupova 1 pokrivrca,Niima cemo pridruzliti i1 sledece svoistveo,koje bl
doslo kao karakteriz-elja uopstene kompaltnosti u terminima konvorgen-
clje.

De3vaki m-generalisani nix {U(,(, X é@} u prostoru X,sa 27 < 5——
1 sa re-ularnim «! D ,ims bar jednu kvazi--ranicnu tacku,

Teorema L. Iz svolstva C sledl svojstve D,a 1z D svoistvo B,

Dokaz., [ = T +Pretpostavimo da X posedujle svojstvo C a da pos-
toji m-~eneralisani niz ‘{9(31, N é—D} s <M< 4~ ,xp je re-ularan,

ko1 nema kvagi ~ranicnih taecaka u X.,Tada fe prem~ Teoremi I.5.,

fl‘{/kz_, A DY =1
~de je 14'02- zrtvorenost skupa Aa(::-[gfﬁ ! p;dj.ﬁﬁ,tad& po de Vorran-ovim
pravilima sledi

Ui ) eDp=X,
tj.familija otvorenih slmpeva—{ (AL )/"0( eD } Je nokrivie resularne mo-

el,pa 3e prema svojstvu C,moze ixzdvoilitl podpokrivac
— !
{(4) 1oeD,}, KD, <.
-/
Tada 1z X:: U‘{ (4.,() {0( éDD }" y8ledl

(=) Il"MJ:o(éDo};—A
2 tim pre je‘
RN .'O(éDo}:‘:/l

Posto je D meusmeren,posto !l o, & D staizvo da Je o, >0< sza avako

L&D ,odatle je N, é‘Aa( sze svake (& 1) ,na Je

LA o eDo JF 1

sto Je .sunrotno sa ().0va kontradikelja dokazuje C-—"—’-—“‘> D .
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ZD==$> 23 ePretpostavimo da vazi D 1 posmatra’mo sistem z-tvorenih
skurova
o2 2F 2, A8, W(A)LOSU(F],
+de je (A reularan ordinalan bro.Birajuei QQ'6?7Zk dobi jamo genera-
1isani niz {3@(,0{66—00, @/} ko'l Je %("‘O/ @/ -usmeren 1 cijl usme-
renl skun ima re~ularnu moc, "03to Je oval niz rotovo u svaikom iic e
A ={ %, Bra} < T Al <,
to je prema ave istvu D, .
D48 xce} 2.1 JAs acB}+A
qee.d.
D> Je kD bilo neophodno ogronieitl na interval moel [C?, 5_7—-130‘;{351130
Primer 1. Prostor (—«0, % ;) ordinalnlh brojeva prve 1 druve kla-
se s~ uredjajnom topolo=ijom je [;gb, Qi] -kompoktanet.niz,
Z&n) :§ ) (&1m) € (~=0, W ) XN

Jo Yo -generalis'ni niz,ali nema nijedne kvazi-r-nicne tocke u (9,2 ]

fer Jo K (o0, )X W) = X,
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Coverr napa crafy rogm-broceno lednu tonolociiu na vartitative
nos akupu nrolzvelino- shupa % o0l cemo radl izveane o 'e moah ve
1 n'aal iz razlo 2 3to 1 sam nretat-vlis Jodn novl skup,nedaiurn od

* gobelerav t1 g- 6{?* o 31m® 8lomente 1z QE* pXd zelimo da na-
listo 4 au delovl od FF p0de 1 fma’n ranularnu strukinrma,oznge-

{-
ravaceno 33 1 a2 kald hocemo d- istalmemo da 3u 3 mo elsmenti 1z * »CZ~=
naewaeenn 1 rali ‘e - \96* o "¥de zmvezlleca ima smiaso e nop slurovnor
oneratora 1 istice p:'movan over nozt a ramulornost elewmenits X 6'96*
10 e ‘e uvek vise od ono a 3to vruz-s oz mn or anliziel’a tih elenenats

1oatarsy S’G* ( Yienep: &2'7 )e

rozn:to e di se ceato,s noroclto u teori’l mera,mosmat-:in
frvesnl 1imesl nizova elemennta iz 36*. ‘alzo ako ‘e za A4 tl skun 2 ‘{%)’1}
/\/;! 6\%* “adnn nlz ~odalunova uv-dl se sotm (01 vno~) limes:, oimeo z4
niz ‘éXxj- 3<np onih tresk- 1z % ol vl cdriun Jeino ! basion eno!

gg;;_}i" 3 upov 1z '{X"L}‘ zove ac { lavni) limes superior 1 obeliz -

va aa Zl.m Xn 38 3ltup ond™ taeska iz % ko’ie prip:da’r sviy 3iu-
N el
-ovina iz '{Xn} semr nilth naivisze bonsenc rno o zgove sa ( lavrnd &--

- ES 3% \ » - “
=a3 inferlop 4 obelez va 8 Itm Xn o 3lue: ™ ki se ove vy limesa
N >0
codulariingkaze se dn Jo to { -lavni) 1lues nila=s {Xn} 1 2elevi se 3a

) - -
ET"')'V“’ X‘n, eiOnliteel omerselie mlie 1 pre exza,rorm’a dv: limes: 3o
k]
~0 7 neniseti 1 o
e O
[
Lim Xn—-fl(T,f.A’r), LmX U([l)()
Tag Jeo clli,ovds,d uvedemo “elnu Lopnloel u odngronver one-
1 } ] * % . P
~1 1 u partit tivwmonr sinmpu F* sdatos sku-a ghenreinogt vl ia usl
nista o tnloale’ avaktiurl sua sioma F 1 da ot lime:s sao e d-%
o8, renesano na  onar-lisone nirove siumev: 11 tako da noifens tlasa
wonver en~tiie olraiinle Jeinu dosta "prvilma topolo 1jiu.

lamo lovolo-iziranle sl dslova pofavl s se v

e
T
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sg0 Vausdorl{-ova met-ika,Y~ime,2%0o %e (Y,d} =mourickl »rostor 1

=11t 'a z tv cenih sarova 1 i,neka
U(F)=o st F)<rf

", - ¥ 6
de s pr verl'n beoi,"ad: e za Sva s ?_?z, G,J'/

AR B)= ] LT 9”<V( );TCV!(E)}

=etrika za ,j' « 3ima tonolo 1la metrlekor nrostora (,.77:‘0// nite

o]
FcH
]
]
ke
‘Tﬂmi
e
W
o
O
]
ol
e
-
3
3
3
tn
o
5
P
]
o~y

sd)e Mikonunrinmer,a o le X 3tun re-

21nin broleva metrike

oy (0Y)= /lm—-ﬂ%/r ds (3)=mzu 41, 14-7/}
14 31 razliclie toolo-ile (SF // i ( 6{ / .

“vo nokaziule ds 3e voge oce ivetl do topolosiie zeiite no napilit tie

s esvivalenine

§3

nom siktucu nisu uves adredfens fooolesiton gtrukiurom shuna J,neo
z-vise 1 od nereunilormnostli™ns ¥,

~ada ‘e ¥ Lo-oleskl »rosztor,tbada 36 pranma H.luraio siom fﬁj
uvodl molam  onolosic: limeaa.l:ime ,nlz vodsiu~ova {Ah} 74;1 X
1ma slup ‘K za lim=es superior, Lem 5‘('7‘)434 A sBU0 7 2voki
3(6—/: 1 3valmu odelinu O&t vl 13 15 ,, @Cfd z2 beoztr:ino mno-
~a indeksn n,a skup /4 z: limes inferior 20 za (& _/5_ 1 oknlia-
n Q)C Peas of - i Tnl o A ¥/l za ave n sen nl'h Honseno mno o,nad

IZ—: /4.} s¥ e g6 da ~o:teil limes niz~ {14‘#} 1 belezil se

s Lim An

7 pedovina R.Pischer-a flj g e Ol ks Z-Z] po8 laliri-
=gizen-a [17 s0val nolam ton-loz . or limes ! e nrenoaen dslle no
limese {1lirirstuclh famill‘lta odn, eneraliassnld nizovs skupovs, fe-
to le u radu ,Prollks uveden: tonolo-ila na sisztemr - Lvorenih sku-
DOV (401D o -0logiior rognorn, ola ecl od o 'ma 1limesa necali-

gan~r nize sodsiucovagdok 7, - imelsen prouesv: konver-enel a delova

[
O
w5
in

= alue ovim k-de fe na ¥ 4-ta oratila toweloglis atrukiura
“igkad 3u zand voljeni sz iy neki od lsioma ko'e zodov l Tove onarce
tor Furatowsko C . X—> X d

Malie,u vezi sa - roblenom ne~velzidnih razullanis bLlkom-

nnltbn, Ve la "onom rey [ij o O3matrac is ‘ve —arlicile trpolo-ije no

o



33

slstem ~atvo anih lorova e o~ tonolo o LT Be

o, avinm prethodnim alue~fevima ~rebn:' . 1 4 se unaionred

nea tonnl c1ia nin ¥,0 n,nels woaver enelli taeaka u Y.7 ovon 2 o0

*

slet,m1l nista ne ~r ot oagh o clturn o Fenver coaelll tuzeaks u X,e ko ta-

x %

Ty emwvoroenelfa e vt ing kad oveisties 1z onveoe sncie eleme-

LTS

nit: 1g T , ¢ dvoes yarrovna,n visitl o1 o-m kol au el »ontl Coie
i { or mizovonl oin,iko’e nils ove delove ¥a® 1stiesmo,Tako ‘e n sn
1dela oz-uno ocbrouta ler e~ 15 Interesova il kake iz teopolori’e nare
tleativoos skiun nekom podeanna kores ondornisd Tom mozemo £o olo izi-
ratl 8 m akup, ,
Tonm e % besioncan 3K, %*?‘ Teoaw arcicatival slun,
“ssmetrs do enerldaind nlz o Xoo o(ﬁ‘AS' KX erintston cone
ver-ancl 'u over nizz: n? sledeel nacin:
Jefinted’a 1. ener lisun! iz {,,Xo(f « 6‘14} Ronver -ira
#a Xoé‘%*‘ 2o 1 samn o ga svaxkl oC é‘Xo \pasto i1 q,3(674_
tairav dag o
XE X yoa & Yoy
1 svast x!é: )(o’ s03toil o(xléA £alinv e
x'€ X¢ oA o !

Lwr eonver enclfu rvaceno 7° w.onver gricija 1 moze ge ~vave.

it da 7’-¥}nvew ‘erelia odradifite W10 o oomveocenalte o0 svema Lo
. , x

=e 1 nelm tonolo 17y na x* 70 umesto Jda rlvo tako 1 cemo lo-
krzitl sleleen

. . * /.

‘eoreun 1. 78 XEFXE ,neka su AL X 1 BC X' ,iva
ng 3«upa 1 n ks le

X, )~7’I*2’~ * ACITCB
UNX A4B)=4Y  TexE" AC LB S
7rK

s oV u (X;ﬁ{é;/ i gls s oo ol Goudfns leoenis W, za neoa

freyvys

3

to alosiu @ na %* «_onver.enelia yo ovol toncle 11 e 1jenw

t1ny 838 7’ ~konve» ren~{ Ton

olag. Croverimo uslove 2 slstem okelin. o'y mov~ o -

1 15 unltentl u slue” fu o olosio- nrost ra,

LACXCB! L x€ U%(X)' A1B)
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D o AKG 33,1U7)‘()(';'AI,E)1 —LT*()()"4?—/EL) Ave cacline clenenta
UK As BIN UK A, B )= U (X AsAs, B us, ),

Je onet ~4olin- od X, jer au skunovi 141 {//4}, <X,§U,@z_ C_X Zona=
eni.
3475 Ié’?]j(‘X)'A, B) mamo?f’?l”/'gtlg):ﬁx;,q,g),
wa sad
X —————r X,
X \
ca cokazimo da konve o 1ra 1 po tonslo~id @ Jeka e [f{/!; ,4/3/
prolevol faa f =021 1na elesenta Y,7a avari oelemennt Q—z-' iz skupa
A:{@,sz..,/gu} 5703503 A7 takav da Je
Ar & X y2a o(}C\/T
-3 posto’i ap Zﬂ/f, le, -2/,,,_/ M ,-akvo da je
AE X vz x 3, )
1ieno ga gvalkl é?’ iz 8::-{4:, é.g, 2y éy}g}aatoii C(T rakav da
b, & X o22 0(>/0(['~, |
r;af_a(p o/[,l- L,2, 000 ) P takvo da
Xe € B! ,za O(}C(QI!
}2in cemo zn gév ;0('0 1 0(,," frmatt
X EUX A B) ot oyl
sakle, X —§-> X . &
obrante,neka XX —> cada ze XEX 1 af/éX /,s}mp
U(X 1 «{J(}) To § -cl:nline od X, akle poszto !l of EA ,eaco an
‘9(6’\/0( T Z é}:( $ 77 o(>/o{o/
i1t fos dmiielle )(D(__Lﬁ?- LTinel da 3e ove dve vonver tan-
cl’s ~odudnreiu morain se ~oduderati 1 odruov-raiues topolorl je,
TaGaile
"nato smo ~okizall modndo-noat ovih dve ju Yonver caell,uibuduce ce-
mo olsg be 3'&3&% ;’gaﬁmiozn‘a‘sm,nw:@}‘*i'r;}ar‘ f »
Towaricoy,dal te,sleiecu lem,

e 1, C er-eflds unl-on’a vo rrolzvel inon tlupu imdelzn ‘e

ne ve44n: u @ “topoioiit, L 7é5

"]
K 5" o<é(1; 7).
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UL qe by UL 1EES,

ao 1 ooerant’a uzlnonil %oun lementa,t ‘.12 /\Q-e——m—?-)(o ala:y

{ /
/\/g(, — Xo .
TOKRY, ek Ta s éﬂ’gq «fudn osholl 7Zo€'£ tasvo da

o °
e Xp é‘)\f,'Z . O zbo*AQ’[w—-y 07 vosto i1l o €L takav da 2z 0(}"\/:;

e J, é){ﬂ“ «?8ko le oril d?"(o N T, é;LU'XD('z s3to znaecl da
n —_
-g//\’d _— '(z]',(aq , ’
{ —
Ao Xd“”? X": t-ja za Ao é’/(o faano %o é/Va yhJeoatn 14
— / {

o &D sn osovin 7, & X vt X 3, o axle za & 2pX, I & X5,
-—-A/l . D /= /
& Ao 3141 da posto it €L s osoblnon Jo é/ﬁ 2C2% .

/
ilicno za %
Jeead,

Yalo 1x It /
Xa(-—->/\/o<x>xaf —> X5

/
vidinme da je orozlilavanis () homeonmor’izam, Jnl is nosto Je

XnY = (x'nx')’
to Je 1 opera-lia vrssecania nerreiri-ina, zilate
X' = () (1) N
= T O s D61 () > (T Y7
= ,zﬂ Xt {z.l %1
Tz rornie oeolizil sl da je svaka hombinsct iz skuove for-

wirmn od unlla,yreseka 1 ¥oncens suia orimenlene operselle uzi-

nan 'n komrlementa nenraekidna u 6:5 -tonolo -1 ‘i,

. . »
Jegrena 2, “rostor [ x* ) é;' ) Je notuune re ulsaron.

nlkozreemo vrve d8 Je TTusdorfl-ove eke su X 1 Y

MWL K,

dv: razliclts elsmenta u X « 812 08%0°'L Ler ledan elemenat n

Fednom od ovib asuoove w0l nlje sasrzun ¢ ociru-ore sclmo nosto i

f/éI ! e X el lunkine okoline zan X 1 ¥ s L -da
UTOGAAY) T U {y,B),

p- avkl Z &€ \%# %311 privads nevol okolint sairzi {y} i tko

ne moze Hyincdatl drar ool

U d-13e eomo se o3loni i na cin’eniou d1 le tonolo-i’a

topoloske rrups wormletna re-ul-r-n nrostor {(vidsll naps, i, Jourbi-
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ki C«lj } 1L talo lzveatl indirekban 4 rogeviup % je ~rupa 3

s brom i sinekriscna ra liku,® f.omeract 'u A »
/
XaY =(xXnY )U (xXnX).
Yaun 3u prama Taml ls,operaeclie bole £1 urisu n: desn” 3tvnl ove

j(,
fein~ostl nenvekidne,nenasiina je 1 oneriella VA| «Dakle, (%, A) :
; o , x . . .

‘e tonoloska -rupa 1 otuda fe vrostor [‘% / komoletno re ularan.

"ztficﬁo

* .
U feoreml 2, l¢ ockazano du e ( & ) é Wy letno re ue

1.r"n prostor, Prirodno ‘e,snd,nestaviti »itanle unliiro » zlicitih
topolaositth moenossi ~retit vl 1 fu ovl nrostoris wrizacens 30 kad
3e nd-bere nodaano da se svakl wouosleine re ulrrnl srostor ¥

' * . 3
moze e ratd,do na howeomorFizam,odprostoron neko- Cako izlae
z1 da su proatori (% ) é) univerz :Ini 20 komsletnoe re mlirne 9ro-
store, lalne,lokagacemo ovo vrdien’e,

‘gorema . _Vakl ¥omplelno re ularnl »rosior ¥ moze as ho-

‘ ' P
m_omorfno yeeslikatl u next (&7 } .

k7, Cznicimo sa '} interval U)I-Lj regxlnil oroieve,s er
racolosizi ~rolzvod X{@. 3'6 Z} proatoara @ "2 suta' ga zamin so-
bom, '2d8 38 7 moze nd:brati tato da Je Y homeomorfan sa nc tim o olde
sibusom @ prostora Q siie

TS7< @ 2

“lemente skupa P oznacivacemo sa f,a konver-+enrcils u 62/ Je »ro-
ato “onver encl'a po koordinatma, dre strone,nosm btraimo shup
= Z X& u keme se sva:l element iz Qi woze shvatiil kao
Jedan odredjeni »nodilup,iato pridelinmo svilom ,}f & ? roisiza od
odre "jen na sledaci nacin

[£1=49:9¢ B¢, fra1<L13), ;e:Z}

C/fj te sinr nnih taciza 1w ,;£XQ 0je su mnan’'e od od ovae
rajuelh veoe nostl fmu~lle f,t-onite
($9) € (41 <> 9< F(3)

Lako e vidl 4a ‘= ov: koresnendenciia obLostranc ‘e inznaecna, Jku-
~ovl [—ﬁj 3?1 elementi 1ig EE* sDa Jo 3 svih [f] .,J€P rod-

3up od (‘% ] @_ ) 1 rrema tome fedan om letno —e 1l ivan nroiin
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wii-lmo da o koresrondenel ja ,} 4"”“)'[7(_7 hoasomoplisim,
T feoremi 1. le o-is:ns ronve renells 1 (SF @-j ‘e

n i1~z ovo szabl wreba konvoer enelie,. nlag: 5 arve de de

(1) Jx —-——?.fa => [J] f——-'?'ﬁvfoj (o(é D)
Texa le (5“;?)6[;[0_7 ti. O\(C] <rf (] . ada mostast 0(3-4 D evvo

da le
[ fol$)-Ju()]< & <Jo/_§‘)—-?/
‘er niz ‘{—fo{ (OCED} Zonve: iy o kooriinitamsi. datle te O (?<c{°‘@7
z O(>O(S tle
(f{ )E’[—ﬁj s28 O(> (-
licno sa dov<-n'e d» gz (S}y}égo], o3t~ i1 O{g‘ éD takav da
Cﬁﬁ)é[#J 2 o yolgt

"s.a’e 13 corazomn obrnubo,ljlds

) [Ug(j,_,,.,gbj = fu—>fo .
cka Je O X{O ,féZ} okolina element- O’fo a Q p e @..
obtvorenl alnmovi u Yoo iny nly sroavorin: 1 neka au CQS-WQ =8 sve

}‘92 sen j:‘gi,_gg)--- ) S"L g2 kole vre nostl ’T!’}‘iﬁ'g{ﬁﬁi\s N Ta~-

mo azett da au @f obvorsni Interveli:

Ho ($1)-1) folSibt &), v ) JolSu)-Gu, o ()40
g [S'T‘/ 72»‘)5 o),ta've da 1e Cfoég-}‘/~—fz.'<7z_' yuoano i1 & + D takav da
to (5, 92) €L fu] vt oSy oTsio oo za (&, felln)tE)E [q@]
nosto i /3t ED taxvi da e (f'r) ,fb[f,,.)-/'fl)é &ﬁ(j ze 0(>/3T/z-~__g
"Mea el nalzad o(o see o4 svih DQ) ;) 0n }/:.’J_) oy /E,L douol~-

5‘*’*‘“’10 ds

G-'L‘) ?‘r)é[qﬁfj >«7f (IT‘} 5? < «ﬁ‘[f’l‘} Za a()q/

(37, Lo lG)+&) € LI T=> fu 02) < Lo (G2 )46 K 5w
tago da mosledn’e dve relacile znice l'a !¢ niz o{ja(,a{é—’D}

Ve u O e 'Ime Je (7)) dokazeno A zatalnog 1Y 1 12 doltaz ' moay

reoraml,
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lleita le ,545 sisgen avih avera uoliumrecnika 6‘ u “eiri-
Lerr e nory e oamo by o wroeslikivanie jouna o 55' ‘to 3a

o0 — S (%), Sg ()€ Se

3% - .
Tkun QS'G-*' te ~odsius od 77 opa ¥ro trkav fe tovoleskl orostor sa ine

o

Jultov nom é‘ ~ropolss-iiom,”” sluca’a kd le rorsirondsnel’a a’&—?,%:()f)
oboatrano e nosn ena, é -torolo-lja sn Sg’ inte-ira fe'lrma topo-

lo-1*1 na “.,Privene ‘e sad nnstavitl sledoci

“roblem L.End gn nrostori (55 J é j &_1_%" homeozorfntl ¢

lo,vee plianle ~bostrone 'ednoznaeno:tl -ornje koresvon-

denclle neiz leda la'o,ti.1tanje o'l 3u vo maitriekl srosto-i kol
fmafu "dovol inosavera talo da g7 neko & ) O ,faxtlija 5,5‘ razli-
ni'e tanke u ¥,

“okazine 4a u normii~-nom nrosioru I za v oo >0 fomi-
11ja 5 razlikuie tacke, “eka 3u ,SL[X) 1 ,S:,(}) svere u ,Mkagle

10 da tads

ooty => 5, ()% 8, (Y)
1o trok 2= oo+ (A=) 4o L van e
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U2~ Y =[] //9(~}/f
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I20-Yl =7 550 2o ,ff(%/
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v (1231 >0 e 208 ) L g so
5, &) :ﬁ"rsly(%/

g nreolrvol now metrickoa Tostoru ne no-a No3Lo ja-

dok
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rovila taeze aotarlile nm alsicel nrimer,

ek~ jeo K= (@{JJX[O;JJ kvadrat =a13lofen nn delove XX E)f‘l’];
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="
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max{x, 4o, 2a MExX(9
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=a =2 1 umno O/
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< Lvieve da 1w se svepe aoluare-~nika 6( adudar: fu.l'an nleg
(%z ! 0) Yo'l fe Tau chy-ev ne konver ira,” ni'e om letan, edintinm
dointuel s'mo le‘m tietu O= (0’ O) 1 uzlen el

A (0,M)=x, HexxLoL]
oval »roztor =03t e owmeleh n sll afore nt delie ne rarliim™ ta-
cke,t o da tosletnost nife dovolin- osobini,

“retnnatavime opst da fe koresnonden-~iin oA —” /S"j-@() 300

str no ‘enoznecna.Tida 38 moze oxa: ti da Je Infukovina é-ieto-zo-
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