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UgvopD

Teorija automata je deo teorije sistema upravljanja [8]
koji proulava matematidke modele pretvarata diskretne informa-
cije, tzv. automate. Teorija automata se pojavila sredinom
dvadesetog veka u vezi sa izulavanjem svojstava konalnih auto-
mata, kao matematickih modela nervnih sistema i radunskih masi-
na. Kona¢ni automat je neformalno, uredaj koji imé ulazni 1 iz-
lazni kanal i koji se u svakom trenutku diskretnog vremena nala-
zi u Jednom od konaéino mnogo stanja. U svakom diskretnom trenut-
ku, preko ulaznog kanala, uredaj prima ulazne signale, koji pri-
padaju nekom konadnom skupu signala. Stanje uredaja u svakom
sledeéem trenutku, prema odredenom zakonu, menja se u gavisnos-
ti od ulaznog signala i stanja uredaja u prethodnom trenutku.
Vrednost izlaznog signala uredaja u tekuéem trenutku je funkci-
ja njegovog stanja i ulaznog signala u tom istom trenutku.

Sa teorijskog 1 praktiénog stanovidta, u teoriji automa=-
ta vazZnu ulogu imaju tzv. prpblemi analize i sinteze automata.
‘Naéini opisivanja funkcionisanja automata mogu uslovno biti po-
deljeni na dve grupe, na grupu jezika, tj. algebarsko logickog
opisivanja i grupu nacina koji opisuju vnutradnje procese real-
nih automata, kao %to su na primer Murovi d4ijagrami, izvornici,

itd. Prelazak od prvog nalina zadavanja na drugi naziva se sin-

tezom automata, a od drugog na prvi analizom automata. U danadnje
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vreme u teoriji automata i njenim primenama postoji vile konk-
retniﬂ nacina opisivanja funkcionisanja automata prvog i drugog
tipa, kao i konstruktivnih reSenja odgovarajuéih zadataka ana-
lize i sinteze.

VaZno je primetiti da se prilikom reSavanja problema
analize 1 sinteze automata u prvom redu paZnja obracala na prin-
cipijelnu moguénost njihovog redavanja, a kvalitativni i met-
ri¢ki problemi vezani sa tiﬁ zadacima, po pravilu, ostavljani su
u drugi plan. Prema tome i1 za osnovne algoritme analize i sin-
teze automata ovi problemi nisu dovoljno izulavani.

U ovom radu se ispituju kvalitativne i metricke karakte-
ristike algoritama analize i sinteze automata V.M. GluSkova,
koji su u teoriji aufgmata poznati kao osnovni. Ovi algdritmi-
se u radu opisuju u ﬁeéto modificiranoj formi viSe pogodnoj za
teorijska raz matranjé, njima odredenih prelaza, sa jednih na-
éina zadavanja automata na druge.

Shema ispitivanja ovoga rada moZe biti predstavlijena na
sledeéi natin, Polazimo od zadavanja automata nalinima drugog
tipa, specijalno pomoéu tzv. izvornika. Po izvorniku pomocéu
Gludkovljevog algqritma aqalize.automata, koji ¢emo dalje oz-
nagavati sa A , odredujemo regularni izraé, koji odgovara
dogadaju predstavljenam zadatim izvornikom. Na toj etapi, tj.
pri redavanju zadatka analize pomodlu algorifma A , postavlja
se problem opisivanja skupa A; svih odgovarajuéih regularnih
izraza. Njegovo reéavanje‘omdguéuje utvfdivanje tadne veze iz~
medu klase izvornika J i odgovarajué¢ih regularnih izraza do-
bijenih po njima pomodéu algoritma A . Dobijeni opis omogu-
cuje prelazak na zadatak sinteze, tj. zadatak oplsa skupa

J’ svih izvornika koji predstavljaju dogadaje zadate pomolu
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regularnih izraza iz A , a koji se dobijaju pomoéu algorit-
ma sinteze V.M. Glu$kova, koga: demo oznadavati sa S . Na
6voj etapi nas osnovni zadatak je opis klase svih izvornika
"dobijenih na gore navedeni nalin. Pri tome &ini se vazZnim odnos
kako klasa J i J’ tako i njihovih delova. U radu se daje kons-
truktivni opis skupa A; i klase J’ . Pokazuje se u kojim
ibluéajevima su izvornici & iz J i odgovarajuéi G’ iz
T’ izomorfni, tj. kada se praktiéno, uslovno releno, poklapa-
ju. Opisano ispitivahje kvalitativnih svojstava, prati i ispi-
tivanje odgovgrajuéih metridkih karakteristika navedenih algo-
ritama. Utvrduje se tadna vrednost funkcije Jenonovskog tipa,.
koja karakteriSe uvecéanje broja stanja izvornika ¢ iz I
u odnosu na brej stanja polaznog izvo;pika G iz J . Radi
ocene efektivnosti algoritma analize:/4 uvodi se Senonova fun-
keija LA(N) , jednaka maksimalnoj sloZenosti regularnih izra-
Za, dobijenih algoritmom /4 iz izvornika koji imaju tadno
77 &vorova. Nalaze se gornje i donje ocene za funkciju [7{”);
Opisuje se algoritam ,41 analize, koji ustvari predstavlja nez-
natnu izmenu algoritma A , i pokazuje se da je veli€ina LA¢U
znatno manja od LAWR). Dalje se nalazi procena broja AURJR)SVih
“regularnih dogadaja, koji se predstavljaju izvornicima nad ag-
bukom od " slova, a &ija slo’enost nije veéa od n . Takode
sc daje ocena broja Zqﬁmﬂvsvih regularnih izraza sloZenosti Tt
» nad tom istom azbukom. Ove procené omoguéuju da se odredi do-
nja oéena veli&ine & /m) , jednake maksimalno) sloZenosti mini- ..
malnih regularnih izraza, koji odgovaraju izvornicima &¢ija slo-
Zenost nije vedéa od 7 . .
Prilikom ispitivanja efektivnosti algoritma analize A
opisuju se klase izvornika «R& i s, ., Primena algoritma A  na

proizvoljni lzvornik iz klase-ﬂa daje minimalan regularan 1z-
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raz, dok njegova primena na proizvoljni izvornik iz klase jZé
daje regularan izraz razlidit od minimalnog. Dokazuje se dalje
da odnos broja izvornika, &ija sloZenost nije veda od 1 i za
koje algoritam A daje regularan izraz minimalne sloZ%enosti,
i broja svih izvornika sloZenosti 72 teZi nuli kada 77 teZi
beskonadnosti.

Na analogan nalin ; priliKﬁm ispitivanja efektivnosti
usavrSenih algoritama sintezé V.M. Glu8kova, izdvajaju se kla-
se JW& i /”é regularnih izraza za koje ovaj algoritam daje Tes-
pektivno samo minimalne i samo neminimalne izvornike.

Pre nego izloZimo sadrZaj rada, dademo osnovne defini- °
cije i formulisati dobijene rezultate.

Incijalni konadni Murov automat ¢ je Sestorka (ﬁ%él43,
¥ 9,), gde su A-vfa,,.., A} ulazna azbuka,J={Z,s > In}

azbuka stanja, /5’:{{1 e 6’0] izlazna azbuka, S -~ funkeija

p'relaska koja preslikava skup Qxﬁ u 62 ’ ¥ - funkcija;.
izlaska koja preslikava skup (Q u A ’ Zo - poletno stanje
automata a.

Definidimo funkciju f/Z,Q),/fég,Q'GJ{/za proizvoljnu red &=
= Q.- Q¢ nad azbukom A | Neka je f/Zl)=Zif/Z. a, .-
@)= P(FPL Py, Fig), Bz ) (A - prazna re& ).
Dogadajem predstavljenim u automatu 0l pomoéu skupa B'ch .
izlaznih signala naziva se skup L<0{6,)=-{°(5-7£*:V/f/fo,djjfﬁ,f.

( Ovde jJe Jg* skup redi nad azbukomlj% ). Dogadaji koji se pred-

stavljaju u automatima, mogu se takode zadavati pomoéu tzv..

izvornika.

Jzvornik nad azbukom A je konalni orijentisani graf G
8ije je svako rebro oheleZeno slovom azbuke A , U kojeg je

izdvojen tzv. poletni ¢évor 2; i neprazan podskup F  zavr¥nih



¢vorova, pri Cemu su ispunjeni uslovi:

a) razlidita rebra koja izlaze iz jednog istog &vora
obele¥ena su razliZitim slovima azbuke 7 .

b) za svaki &vor ¥V postoji put % koji vodi-iz y u Vi
put %, koji vodi iz v~ u neki zavrdni &vor.

Broj &vorova izvornika & nazivamo njegovom sloZenoZéu
i oznadéavamo sa /&7 .

Svaki izvornik nad azbukom # odreduje dbéadaj /&) -~ skup
redi Qes -, u azbuci #, za koje postoji put =Y, Vir FixVir
u izvorniku & , koji vodi iz Y, u zavrdni &vor Y., Cije je reb-
To p(.j(z < 7« k ) obeleZeno slovom @ . Govoricemo da red a,, ..

-, odgovara putu % i oznadavati je sa [77.

Neka je J“z.(jg)éz'ﬁ)y)qjgo) automat i ﬁ’gé takav da je
) ¢iji je skup &vorova podskup
GZ' skupa & , ko0ji se sastoji is svih ¢¢€& za koje postoje re-

m/m;éng . Razmotrimo izvornik (’Ffa(

&i o(,/&é]ft*, takve da je Q=Y/Za~°(), ‘7’”/)’/2,/3))6/3'. Iz &vora ¢,
vodi rebro u ¢vor 2, izvornika %{/5}’ obeleZeno. vslovom, a iz A ’
tada 1 samo tada, kada jJje f/gl,a):gz. Poletni &vor Je stanje 7,
a skup # zavrdnih &vorova sastoji se iz svih geQ' za kKoje
je 7’/2/613'. O%igledno, za svaki na ovaj nadin konstruisani

s~

izvornik va#i jedwakost L/ﬂ,/y/:/‘;/ﬂ,/aj/’ )
Obrnuto, neka je & -proizvoljni izvornik nad # , V¥
njegov podetni &vor i # skup zavrinih ¢vorova. Razmotrimo auto-
mat 0= (A,&,{0,13, Y+, Y), &iji se skup stanja sastoji iz skupa
tvorova izvornika & i dodatnog elementa ¢’ . Ako je geQ ,foz’
i izvornik & sadrZi rebro iz &vora ¢ u &vor Z; obeleZeno
slovom a tada je Y/y,a/:gj. Ako iz &vora ¢ ne izlazi rebro
obclereno sa a , tadu je f(?,a)_—g'. Osim togu f{g',a}.—f'zu proiu-

voljnou @ if7g)-1 tada i samo tada, kadagéF . Ofigleano je L/me*/ér'/.
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Ukazana ekvivalentnost izmedu nalina zadavanja dogadaja
automatima i izvornicima omoguéuje svodenje, dalje razmatranih
zadataka analize i sinteze automata na odgovarajﬁée probleme
za izvornike, koji su viSe podesni sa teorijskog aspekta.

U radu je pokazano da se skup dogadaja kojli se mogu
predstaviti automatima, podudara sa skupom regularnih dogadaja,
koji se predstavljaju pomoéu tzv. regularnih izraza.

Neka je j?=~{a )“,,an} konaéna azbuka i ( ’ ] ’ v

?

- > { » > , € - pomoéni simboli, koji ne pripadaju azbuci &,

DefinisSimo induktivno regularan izraz nad azbukom A .

1. Svako slovo &, azbuke A ’ a takode i simbol € su

regularni izrazi nad A
2. Ako su }3 i ﬁ; regularni izrazi nad A ,.tada su K=

=(vR,),R= (%-&) 1 R={R) takode regularni izrazi nad A .
Respekﬁivno govorimo da jJe A disjunkcija, konjunkcija i ;te—
facija izraza fa.i R}. “
Definidimo takode sloZenost /(#/ regularnog izraza A ,

Lie)=o

Liz)=1, a,ef

LIKR)=L(R)+1

LAR VR = LUR, Ry)= LIR,) +LIF)+1.

Svakom regularnom izrazu A nad azbukom A pridruZimo
neki skup redi /K/ nad azbukom A, koji éemo nazivati regu-
larnim dogadajem, zadanim datim izrazom A . Naime,

/e/={x} ( A - prazna red )
a;l=A{a;}

1%, v 7)) = IR, | VIR,
LR R =A{P (3P a)(P=97 & g€/IR X 7€ /Ryl }

RSP (Apy, ) 2= Py oy & B EIT L & &bé/@/)}u{m}
boiito je /R, (R, J)/z//@.;@).zed/ , /ij/@v@)/://;qvﬁz)v@/q




Ry BJ)=I(F,vR), to regularne izraze koji se razlikuju raspore-
dom zagrada u delovima oblika Xy --. i y Kgv.-.. v R, i
poretkom &lanova u izrazima oblika A, v... v £, , smatrademo
uvek j'ednakim, ukoliko to nije posebno naglasSeno.

Neka je &G zadati izvornik. Analizom izvornika & nazi-

vamo postupak odredivanja regularndg izraza A , tako da je
/1G] = /7

Opidimo algoritam A analize izvornika.

Oznadimo sa 6:2,;;/;__.7,4 ,(920) izvornik, koji se dobija iz
izvornika & udaljavanjem &vorova ¥, Vyg eon ,?/; i svih
ostalih njegovih &vorova koji se ispostave nedostiZnim iz &vo-
ra ¥ ili iz kojih on nije dostiZan, zajedno sa njima sused-
nim rebrima,likod kojeg":‘je ¥ poletni i jedinstveni zavrsSni
¢vor. Regularan izraz:koji se dobija postupkom analize izvor-
nika G oznadimo sa AL/,

Neka izvornik & ima samo jedan &vor V 1 nema rebara.
Tada je po definiciji AwG)=¢e

Odredimo A(¢) za izvornike koji imaju Jjedinstven zavr-
én‘i gvor koji se poklapa sa poletnim &vorom. Skup svih takvih
izvornika specijalnog obiika oznadimo sa ™M . ‘

Neka je GeM , IGI=1 , tj. ; ima oblik predstavljen
na sl. 1. Tada je o

A/G}=<Q‘.,v eV Qe >

Neka je za svaki GeM taka\} da je ’&‘//472 veé odrede-

no A(&) . Odredimo za proizvoljni izvornik GeM, NIGI=n+1 re-

o

gularan izraz A(G/. Neka je ¥ podetni &vor izvornika &G .

prolazi kroz poletni &vor vV, , sl. 2. Ako je K=o , tada
‘l}‘
. : 1

Rti)=4,, . Ako je K>0 razmotrimo izvornike §;= & y o

o
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Vie
& 26—‘%”1““&-1 . Prema indukcijskoj hipotezi veé su odredeni

izrazi K, =AlG,) 4 .. , A =AlG,) . Neka je K(7)= a,, K U2’ AR Giray,
Tada je

Al6)= <\ Rim>

JeC

gde je C skup svih prostih puteva izvornika & » k0ji pro-

@ -

Sl.1.

- laze kroz njegov poletni &vor Y . Prema tome za svaki izvor-

nikx & iz /M veé smo odredili A&,

Sl.2.

Neka Je & proizvoljan izvornik sa poéetnim Evorom V;

Q
i. skupom £~ zavr&nih ¢vorova. Razmotrimo proizvoljan prosti

put £ iz &vora ¥ u zavrdni &vor V, , 8l.3. 'Neka je
% vy
(f; - 6;/ ’ 5;": 6:1/;

v .
s ene s Q:&V;Ui,._gf;(_ii neka je /?0.=A(§«:),
R, A(G),

ey AK:A/@). Uzmimo da jJe ?(I/:Foat‘17!;.., al.t;?k
Mko ¢/ , tada je
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AlG) =V R(x)

Tep

gde je P skup svih prostih puteva iz &vora Y u &vorove iz

skupa 4 . Ako je Y eF , onda uzimamo da je

Alg)=\/Riz) v ®,
Zep

Korektnost opisanog algoritma analize A dokazuje se

u teoremi 1l.1.1.

A
/ \
) . o \
\
: \\//
S1.3.

Neka je R ={® :R=A(G)}.
U cilju opisa strukture izraza iz b uvodimo nekoliko
pomoénih pojmova.

Ako regularan izraz ima oblik R=F%,v...v K, 1 ako

regularni izrazi ﬁ; (7<¢ ¢ <k ) nisu disjunkcije, onda Resooey

K} nazivamo ¢lanovima izraza A& . Ako regularan izraz R nije7
disjunkcija, onda je on ¢lan samoga Sebe.

DefiniSimo induktivno pojam grane regularnog igzraza nad

azbukom 7 .

1° Grana prazne redi je sam;'ta rel.

;2; Ako je @ proizﬁoljno slovo azbuke £ , onda su njegove
grane prazna rel i samo-slovo a .

3° Ako je R=K,v..vK, regularan izraz, onda su njegove
prane, grane izraza Ky, e.e. 5 Ke o |

4° Grane regularnog izraza £ =% ... 5  su svi moguéi
izrazi oblika % ... %L £ , gde je ¥ (4é'f:k~ﬁ) grana izraza

Py
5° Grana regularnog izraza K=<#> je € i proizvoljni
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izraz oblika <49°>X , gde je & grana izraza 2

Neka &= P oznadava da je regularan izraz A~ grana
regularnog izraza P .

Neka se regularan izraz b moZe predstaviti u obliku
Lalll, gie a4 § i neka postoji £ takvo da je XE=Q
Tada kaZemo da je regularan izraz f) razdvojiv od regularnog
izraza & i piemo P . P je slabo_razdvojiv "od & '
(T~ & )y, ako je Pr & i ako je ili P2@ , ili B2 P,
i1i P>~ g , (7 - regularni izrazi, @ ,% - slova ).

Neka regularan izraz A ima oblik
.fg(azfpi_"' I-1 <> Im
mzo0, gde je Jﬁ; (o< << m ) red azbuke # i f{);{:e za -
£#0,m . Ako je za svako £€{Z, ..., m } izraz
Re = B Qius> Fors - Q> T

slabo razdvojiv od izraza A , tada kaZemo da je & &lan prvog

tipa. Ako je osim toga f;ﬁ e , f,)n #€ i za proizvoljno
£e{2, ... ,7} izraz ﬁ’t razdvojiv od izraza Qi , tada K

nazivamo ¢lanom drugog tipa.

Sledeéa teorema opisuje skup svih regularnih izraza ko=~

ji se dobijaju algoritmom A analize izvornika.

~

s

Teorema l.l.2. Regularan izraz A pripada skupu regu-

~

larnih izraza A , tada i samo tada ako su zadovoljeni slede~-

¢i uslovi:

1) Svaki &lan izraza A je &lan prvoga tipa , pri Zemu
‘slabo razdvojiv od proizvoljnog drugog njegovog ¢lana.

2) Ako A sadr®i izraz oblika <%>, tada je svaki Zlan %
izraza % ¢lan drugog tipa, pri &emu razdvojiv od proizvolj- .

'nog drugog njegovog &lana.
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Sada razmotrimo problem obrnut problemu analize izvorni-

ka, tj. problem sinteze izvornika.

Neka Je regularan dogadaj zadat regularnim izrazom R .
Postupak odredivanja izvornika & , takvog, da je /&/=/R/

nazivamo sintezom izvornika & .

Radi opisa algoritma sinteze izvornika & uvedimo ne-

koliko novih pojmova.

Mestom razdvajanja u regularnom izrazu K nazovimo spe-

cijalnt znak, vertikalnu liniju, postavljenu izmedu proizvow
1jna'dva znaka toga izraza ( ukljudujuéi i zagrade ). Mesto
koje se nalazi levo od prvog simbola izraza. A nazovimo
poletnim mestom, a mesto koje se nalazi desno od ﬁoslednjeg
simbola izraza & poslednjim ili konadnim.

Ako se iz mesta & régularnog izraza X mo¥%e predi u
mgsto B , koristeéi samo prelaz preko € , tada kaZemo da je
mesto B podredeno mestu % .

Uvode se sledeéa pravila pddredenosti mesta.

1. PoZetna mesta svih &lanova izraza A zatvorenog u
obidne 1li iteracione zagrade, podredena su mestu koje se
nalazi neposredno levo od poletne zagrade.

f2. Mes;§ , koje se nalazi neposredno desno od zatvorene
( desne zagrade ), podre&eno je konalnim mestima svih &lanova
izraza zatvorenog u odgovarajuée zagrade, a u slufaju itera-
cionih . zagrada , takode i mestu, koje se nalazi neposredno
levo éd odgovarajuée otvorene ( leve ) zagrade.

5. Poletna mesta svih lanova izraza zatvorenog u itera-
cione 2zagrade, podredena su mestu, koje se nalazi neposredno

‘desno od odgovarajuée desne ( zatvorene ) zagrade.
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4. Mesto koje se nalazi neposredno desno od simbola

prazne reli, podredeno je mestu koje se nalazi neposredno le-

_vo od toga simbola.

5. Ako je mesto § podredeno mestu B3 , a mesto B pod-
redeno mestu % , tada je i mesto ¢ podredeno mestu < .

6. Svako mesto podredeno je samome sebi.

T« Ne postoje drugi slulajevi podredenosti mesta.

Neka je © red u azbuci A nad kojom je zadan regula-
ran izraz A . Uvedimo induktivno, definici.ju mesta B , koje

P - sledi =za mestom o toga izraza.

1) Mesto B € - sledi za mestom o , tada i samo ta-
da, ako je B podredeno ol

2) Neka mesto /3 £ - sledi za mestom o i neka je
mesto ¢ podredeno mestu A2 , pri: Cemu se neposredno desno
od meéta # nalazi slovo & . Tada mesto d » X0je se nalazi
neposredno desno od slova a4 , A - sledi za mestom & .

Ukoliko mesto 2 P - sledi za mestom « , tada drugadi-
je govorimo da je mesto & redi p 'povezano sa mestom S .

Osnovnim mestom regularnog izraza X , zadatog nad azbu-

kom JZ » nazivamo mesto neposredno levo od kojeg se nalazi slo-
vo te azbuke, a takode i podetno mesto. Osnovno mesto izraza
nazivamo finalnim, ako mu je podredeno konalno mesto toga
izraza. Mesto izraza A neposredno desno od kojega se nalazi
slovo azbuke A nazivamo predosnovnim,

Odredimo sada. izvornik & = S(R) nad azbukom A koja se
podudara sa azbukom zadatog izraza A , tako da je /G/=/®/ |
| Za poletni &vor Y izvornika G =S5(K) uzmimo podetno
meato izraza X . Neka je 62 proizvoljno slovo azbuke A .

Odredimo skup Y, svih osnovnih mesta izraza X , koja A~

e A S e B
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- slede za njegovim podetnim mestom. Ako je Y #¢@, tada je
'?/Z_ gvor izvornika & , u koji ulazi rebro koje izlazi iz
¢vora 5 1 Cija je oznaka slovo @4 . Ukoliko je V=4 , tada
iz ¢vora VY né izlazi rebro obeleZeno slovom & . Pretpos-
tavimo da je v veé konstruisani &vor izvorniké G, koji
je ustvari neprazan skup osnovnih mesta izraza K . Za proiz-
voljno slovo 6 azbuke £ odredimo skup Vg svih osnovnih
mesta izraza 7\’— ,» KOja ¢ - slede bar za jednim mestom
skupa osnovnih mesta 2+ . Ako je 7)2=¢ y tada se iz ¢vora V-
ne konstruiSe rebro obeleZeno slovom ¥ . Ako je V,#¢ 1 ako
se podudara sa nekim veé konstruisanim &vorom & izvorni-
ka & , tada konstruiBemo rebro iz &vora V¥ u &vor W i oz-
nadavamo ga slovoin % . Akxo je V,#4 1 ne poklapa .s'é“. ni sa jed-
nim od veé konstruisanih ¥vorova, tada konstruiSemo novi ¥vor
Y, 1 rebro p , koje vodi iz ¥ u v, , oznadavajuél to reb-
ro slovom 4 . Cvor V- konstruisanog izvornika & Je zavrs-
ni ako sadr#i bar jedno finalno mesto izraza A . ( Zavrdne
gvorove izvornika & oznadavamo specijalno, dvostrukim kruZi-
¢ima. ) Primetimo , da ako je & broj ’svih pojavljivanja slo-
va azbuke # 1y izrazu K , tada broj ¥vorova izvornika &
nije veéi od é/”i . Korektnost‘opisanog algoritma sinteze S
dokazuje se u teoremi l.2.1.

Put L=V p, ;. .. PoVs (€ >0) ( v - évorovi, L= rebra)

izvornika ¢ sa poetnim &vorom o , &iji su Cvorovi Uy eeey

v 7{,’1 medusobno razli¥iti, zovemo poluprostim putem.

Neka je =7, p,¥; ... p,¥; poluprosti put izvornika G
i p rebro iz &vora VY, w &vor V¥ , Svedeni put Zp puta

sp definiSemo na sledeé¢i nadin:
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a) Ako je Ve#Y (0<¢<€-1 ), tada je JAp= AP

b) Ako je V=Y (0 < t'éfél ), tada je Jdf=YpY .pY 0V,
.Oéigledno . AP je ponovo poluprost put. .

Neka je ¢  izvornik nad azbukom £ i neka su K-A®G/
regularan izraz dobijen algoritmom A  analize izvornika & ’
G- SUAE))izvornik konstruisan algoritmom &  sinteze izvorni-
ka po izrazu A =A(G). U vezi sa teoremom 1.1.2. , koja opi-
suje skup ,z? s Prirodno se postavlja pitane opisa skupa iz-
vornika koji se dobijaju kao rezultat primene algoritma sin-~
teze S na regularne izraze iz ? , a takode i1 pitanje uzajam-

ne zavisnosti izvornika & iS/A(G). Sledebe teoreme 1.2.2. i

l.%.1. daju odgovor na postavljena pitanja.

Teorema 1.2.2. Neka je & izvornik 1G'=SIAG) . raga
je &  izomorfan izvorniku G , konstruisanom po & na
sledeéi nadin:

a) Cvorovi izvornika é su poluprosti putevi izvornika

G , pri emu je podetni &vor prazan put, a zavrdni &vorovi

putevi koji vode zavrd3nim &vorovima izvornika G .

b) Ako je ¥ poluprost put u & , koji vodi u dvor ¥

i ako iz V¥ izlazi rebro p obeleZeno slovom 4 ,.tada iz &vo-

-

ra J izvornika & konstruiSe se rebro, obeleZeno slovom

a, u &vor fj—o'. : A

pd

Algoritmi A analize izvornika i S sinteze izvornika

nazivaju se saglasnim na nekom izvorniku & , ako je izvor-
nik S(A(G) izomorfan izvorniku & . | *
Teorema 1l.3.1l, Algoritmi A analize izvornika i S

1

sinteze izvornika su saglasni,tada i samo tada, ako je izvor- i

nik & drvo sa koreriom u podetnom &voru.
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Ocenimo broj &verova izvornika S(A()u odnosu na izvor-
nik & .
7
Oznalimo sa T7/&F)= /—6:—— , gde su & -~ izvornik, R=AG),

, 167
G'= SIAG),

" Va?i slededéa teorema.

Teorema 1.3.2. Neka je 2m)=max 2(G) , Zin)= min 706/,

//G//=72 NEY=1
Tada je mttr g .y
_ ri/m-1) .
Z/,z) - {_*77__1‘1 , mel
pe)
Zim)=1.

U radovima [72,74,75,%6,77] dobijen je niz rezultata , koji
dodiruju problem ocene sloZenosti izvornika G kdnstruisanog
po regularnom izrazu K zadate slo¥enosti. Razmotrimo
obrnut problem, vezan za ocenu sloZenosti regularnih izraza.

Oznadimo sa é//z/ = [ax TAGH , gde WRS ozn(aéava sloZe-

nost regularnog izraza £ .

Teorema 2.l.1l. Za proizvoljne prirodne brojeve m i 7

talne su sledeée nejednakosti
2
)22 .7;1.+£_{L
27 Z

2m? = [Azn) < 4-m
' VaZno je uo&iti da se moZe konstruisati algoritam A,
analize izvornika, koji predstavlja modifikacijﬁ’algoritma
A i za koji funkcija Z,Afﬂ)rll?;;fr)zl/%(@/// raste znatno sporije
od /,A(n) . Za opis algoritma /41 potrebni su nam slededéi poj-
movi.
Ako je & izvornik sa po¥etnim &vorom VU i X =%V £Y%

’ 3
prost put uw & , kafemo da izvornik (%)= Wy odgovara

N

putu X ,
Neka je 77 konasan skup redi azbuke # . Drvo 7/m)

nazivamo odgovarajuéim skupu redi 7,20 su mu &vorovima uzajam-
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no jednoznadéno pridruZeni p.oéeci rei iz 7 ( ukljudujuéi
i praznu re& ) , pri demu , ako je &voru ? pridru¥ena red
£ i &voru & red pa (acA ) tada je rebro iz UV u w
obeleZeno slovom 4 .

Algoritam A, analize izvornika konstruidimo induktivno
na sledeé¢i nadlin.

Akxo se izvornik & sastoji samo iz jednog &vora i ako
nema rebara, tada je A,(G)=AG),

Neka je L eM ,I6/=21. Tada je A,(G)=AG).

Pretpostavimo da je za svako &G eM o IGI=n veé od-
redeno Ai(G}i neka je GeM , JF/=n+1 sa poletnim &vorom Y, .
Razmotrimo skup 77 syih reli koje odgovaraju prostim putevi-
ma izvornika & , ij:.;i. prolaze kroz ¥ i konstruidimo drvo
7(m) . Re¥ pridruZenu &voru ¥ drveta 7(Mm) oznadimo sa P, .
Svakom &voru ¥* drveta 7() pridruZimo takode put %, izvor-
nika (& -, koji odgovara reéi o, . Lako je uoliti da je put
X% prost ukoliko &vor 72+ drveta 7/®) nije krajnji. PridruZi-
mo svakom &voru v drveta 7/M) regularan izraz K, na sledeéi
nadin. Ako je v krajnji &vor drveta 7/ i ako u njega ulazi
rebro obeleZeno slovom @ , tada je A= . Neka je V¥ Zvor
7¢m) i neka u V- ulazi rebro obeJeZeno slovom a 1 izlaze
rebra koja vode u &vorove VU, ¥, ... , U za koje su izrazi
7"01«, 7\915, ,7?,,; veé odredeni. Tada uzimamo da je Pv,aA,/é?/I,)).
'/E‘Vi v "'V}?V}) . Akxo je ’2/; koren ’drveta Timji iz ¥ vode
rebra u ¢vorove ¥, , ¥, , ... ,VY; za koje Su veé odredeni iz~

4

razi /?z,;, P,;, ,Z’,,ﬁ- tada je FK:F?GV"' v R’V_g . Konadno

imamo da je u ovom specijalnom sludaju

A G) = < Ry >,
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Neka je & proizvoljan izvornik ¥iji je poletni &vor.

Y- 1 A~  skup zavrdnih &vorova. Razmoirimo skup 7 svih redi
koje odgovaraju prostim putevima izvornika & iz &vora You
neki iz &vorova skupa # i konstruifimo drvo 7 /7) . Kao i go-
re oznadimo sa f, red koja odgovara Cvoru v , a sa 7, put
*izvornika & koji odgovara redi Py o Ozna&imo takode, sa ¢
\poslednji gvor puta % . O%igledno, put %, je prost. Takode
kao i gore, svakom &voru ¥ drveta 7¢m) pridru¥imo regularan
izraz Ay na sledeé¢i nalin. Neka je 2* krajnji &vor drveta

77ﬁy'u koji uvire rebro obele¥eno slovom 4 . Tada je Ky =

=a A, (G7). Neka je VW ¥vor 7(%) razliit od pofetnog i neka
ﬁ ¥ ulazi rebro obeleZeno slovom 61’} izlaze rebra koja vode
u 8vorove V7 , Y, ...., U, za koje:'sx‘l izrazi /?7;; ,7\’1,2, e
Pz)é” veé odredeni. Tada ,ako & € £, uzimamo da je 7\’7,=61A1/67/’fzr)){€V

1% Fvl.v...v?,,é) , a ako Wy EF, Ky= aA @5G)(K v-v). Ako je v Xko-
ren drveta 7¢”) iz kojeg vode rebra u gvororove VY ,?, , ... ,

Y, za koje su veé odredeni izrazi /'?,,1. , 7?%» y eee s 7?,/; , onda

je
R - Az/g/fzxz))/kxgva‘;_*’“"’??@)’ “}9;’2“:
o : )
g e A (Glag)(e v Ryyv ... v Ry , Wy F
Kona&no imamo da je
Uolimo da je dokaz korektnosti algoritma analize A,
izvornika sasvim analogan dokazu korektnosti algoritma A

_analize izvornika koji se daje u teoremi 1.1.1.

Teorema 2.2.1l. Ako je L (n)=-max ///4,(5)//’ onda Je
| Ay tpien

2m’t < Lyn) < sm’
7

t
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Neka je K(&) regularan izraz minimalne slo¥%enosti, ta-

kav da je /R(G)/=/G/ i neka je Z/n)://z/ax IRGH . Tada za
=T

proizvoljan algoritam ¢/ analize izvornika funkcija<i%{n)=

i;nax'ﬂéﬂﬁﬁl , uzeta kao mera efektivnosti algoritma &,
GHEn
majorira funkciju <& /7). PonaBanje funkcije o€ (n) moZe se oka-

rakterisati sledeéim tvrdenjem.

s ?

Teorema Z.3%5.1. Do

Lin) > 2 lo ‘n. /0972

Iz teoreme 2.,3.1. spec1ja1no sledi, da nije mogudée po-

6
[

boljSati algoritam analize A do te mere kako bi se njime do-
bijali regularni izrazi ¢ija bl sloZenost linearno zavisila
od sloZenosti izvornika.

Navedimo dalje, nekoliko tvrdenja vezanih z« ispitiva-
nje, u odredenom smislu, optimalnosti razmatranih algoritama.

Oznadimo sa Jél skup izvornika &ija sloZenost nije feéa
od n , a sa JKA skup svih izvornika & iz X, za koje je
izraz AG) minimalan. Pomoéu A/ oznagimo broj izvornika kla-
se KX .

Sledeée tvrdenje pokazuje da '"skoro uvek" regularan iz-

raz dobijen pomocéu algorltma A“ ‘'nije minimalan.

!-——’—"~/ —> 0
1%, |

Teorema %.1.1. AKS 77— 00 , onda

Pored navedenog tvrdenja mogu se ukazati dve beskona-
gne klase K, i~R; izvornika sa svojstvom da primena algo-
fitmq A na bve klase daje respektivno samo minimaine 1 samo
ﬁeminimalne regularne izraze,

Neka je J?} klasa izvornika oblika kao na’'Sl., gde je

anﬁeay%,za £#7 1 1? jedinstveni finalni &vor, a VY~ poletni-
[4
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Neka je takode X, klasa izvornika koji nemaju viSe od m
zavrinih &vorova ( 7 je broj slova azbuke 7 ). |

Teorema %.1.2.

a) Za proizvoljan izvornik & iz A, izraz A(G) je mini-
malan.

b) Za proizvoljan. izvornik G iz ZQ izrag.A0§) nije

~

minimalan.

Situacija analogna teoremi 3.1.2. pojavlijuje se i za
usavrSene algoritme sinteze V.M. GluSkova [5] , Polazedi od
algoritma & sinteze izvornika V.M. Gludkov je precizirao i
predloZ%io niz njegovih izmena, kojé omoguéuju dobijanje izvor-
ﬁika sa manjim brojem &vorova . Ove izmene ¢emo opisati u
nedto modificiranom vidu koji je viSe podesan za ispitivanje
kvalitativniii karakteristika izvornika. Uvedimo,nekoliko novih
pojmova.

Osnovna mesta regularnog izraza K , zadatog nad azbukom‘

A nazivamo odgovarajuéim, ako su skupovi reli azbuke A#

koji povezuju poletno mesto izraza K sa svakim od tih mesta

jednaki.

Osnovna mesta %, ..., ,%, izraza & naziyamo slilnim,
ako su istovremeno finalna ili nefinalna,  pri éemh za proizf
voljno slovo @ iz A skupovi - My, «.. » /7, osnovnih mesta
izraza A koja A - slede za mestima %4 ,i... , 4, su jed-
naki ili postaju jednaki ako se u njima mesta Ay, ..., %,
zamene mestom ©¢; .

Na regularan izraz K primenjuje se tzv. operacija iz-

jednadavanja mesta. Ona se sastoji u izjednacCavanju grupa

odgovarajuéih ili sliénih mesta. Uolimo da ako je na neku
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grupu masta izraza ® bilo mogudle primeniti proizvoljni iz
kriterija izjednaéafanja tih mesta, posle primene jednog iz
njih moZe se dogoditi da se viie ne moZe primeniti drugi.

Neka je 7 proizvoljan niz izjednacavanja odgovaraju-
¢ih i slidnih mesta izraza X . Skup mesta izraza X koji se
dobija kao rezultat primene niza izjednalavanja mesta 7 nazi-
vamo uwopStenim mestom izraza & , koji odgovara nizu izjedna-
vanja 7 .

Neka je p red azbuke # nad kojom je zadat regularan
izraz A . UopSteno mesto 3 -izraza R P = sledi za uop~
Stenim mestom &« toga izraza, ako neko osnovno mesto ™My 12 />

P - sledi bar za jednim mestom m, iz X . Takode Cemo govo-

riti da je mesto B dostiZno iz mesta % po redi p 1ili da
re¢ p poYezuje uopSteno mesto « sa uopStenim mestom B .

l Neka je R regularan izraz i 77 - proizvoljni niz izjed-
nadavanja odgovarajué¢ih i slidnih mesta toga izraza. Konstrui-
Simo tJ odredimo izvornik G = 5f7,7\’/ nad azbukom & » zadatog
izraza KX , takav da je /®R/ =/5(p ®R) . Algoritam dobijanja

izvornika & = 5/7,%7 nazivamo usavrdenim algoritmom sinteze
izvornika V.M. Gluékofa. Ovaj algoritam éemc iz praktiénih
razloga oznalavati sa \S/W?,EV, imajuc¢i uvek u vidu razliku
izmedu samoga algoritma i rezultata njegove primene na konk-
retni regularan izraz.

za poéetnilévor Y, 1izvornika & =~5/7,?) uzimamo uopS-~
teho mesto regularéhog izraza K , koje sadr%i njegovo |

potetno mesto. Nije ted3ko uo&iti da je takvo mesto jedinst-

veno za X . Neka je @ proizvoljno slovo iz & . Odredimo
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skup V. svih uop¥tenih mesta izraza X , koja @ - slede

za njegovim poletnim mestom. Ako Y +¢ , onda. je ¥, GCEvor
izvornika G = $(7,K) u koji uvire rebro iz &vora 2, obeleZeno
slovom < . Pretpostavimo da je V% veé odredeni ¢vor izvor-
nika & , koji us‘cvari predstavlja neprazan skup uop3tenih
mesta izraza A . Za proizvoljno slovo ¥ azbuke A odredimo
skup ¥; svih uopStenih mesta izraza A , koja 4 - slede
bar za jednim wopStenim mestom skupa uopStenih mesta 2+ .

Ako je ‘Ug-—-;ﬂ’ » onda iz &vora V" ne izlazi rebro obeleZeno slo-
vom % . Ako je ?é#ﬁ i ako se poklapa sa nekim ve é dobijenim
dvorom « izvornika (= S5(%,R), onda se konstruiSe rebro iz V-
u « i oznatava slovom % . Ako se Y, 4 ne pbklapa ni sa
jednim od ved }Fo‘ristruisanih évofova, tada konstruiSemo novi
évor 1 ‘i rebro ¢ iz 7% u vV, , obeleZavajuci ga sa 6 .
Cvor 7~ konstruisanog izvornika G=5(9,k) je zavrdni ako sadr-
Zi Dbar jednob iz uopdtenih finalnih mesta izraza X .(Uopé-
teno mesto izraza A je finalno uopSteno mesto toga izraza,
ako sadr#i bar jedno finalno mesto izraza K ).

Nije teSko pokazati da za proizvoljan reguliaran izraz
K i niz 7% izjednaddvanja odgovarajuéih i slinih mesta
toga izraza va3i jednakost /S(7. KN =/R/ .

.Neka je ¥ proizvoljan &vor izvornika & i G, izvor-
nik koji se dobija iz izvornika & izboro;n Evora VY 1za po-
tetni &vor i udaljavanjem svih onih &vorova izvornika & koji
nisu dosti¥ni iz V zajedﬁbl'éa‘ njima susednim rebrima. Raz-

litite ¢vorove 7; 1 V, izvornika & nazivamo ekvivalentnim,

( oznadavamo ¥, ~VY; ) , ako je /szi/'—‘/é‘yi/ .

lzvornik & nad azbukom A nazivamo minimalnim ukoliko
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ne postoji izvornik Gj/nad A sa manjim brojem &vorova, ta-
kxav da je /&/ =/&7 .

Nije.teSko dokazati tadnost sledeéeg tvrdenja.

Tvrdenje. Izvornik & je minimalan tada i samo tada, ka-
da mu nisu ekvivalentna proizvoljna dva ¢&vora.

ReCi*pP i ¢ mnazivamo ciklifki sliénim , ako postoje .
re$i 7, i 7, , takve da je P = 'Zf‘ , 7= 7 i dase 7 i

¢, dobijaju ciklifkim pomeranjem jedna iz druge,(k,fen).

~

Neka je #  klasa svih regularnih izraza iz A& koji
imaju oblik D=V vDy , r5,1) | gde je Di=IukQdF- |

"'p‘@"<&"’£>@e (4209, 7o Qz'j 'reéi;f-j-,@‘ﬁeza 7+05; , poslednje

slovo reci 7 je razli&ito od poslednjeg slova qeéi<94;,1,

podetno slovo redi ﬁf

.
14

razliito je od poletnog slova reli

7 . -

¢

Oznadimo sa /Zz skup svih regularnih izraza iz S
‘Cije redi Q“L, nisu ciklidki slidne , (7 < <<t ).

Neka je dalje /?2 klas: svih regularnih izraza iz V4 é
za koje postoje £,C€{1,2,...,%t% , tako da je e =
=R?<KQQ>~¢%% ,<£k==k2(éé%>3z%, pri demu najkracda rel doga-
daja /Ay/ 77€{#%,€}) mnije poletak nijedne redi dogadalja [De
za Z+7 i du¥ina redi ( broj slova redi ) Q&& veda je od
Jjedinice.

Teorema 5.2.1.

a) Za svakl regularan izraz éa_;z‘Jﬁi postoji takav niz
izjednaéavanja"y y za koji Jje izvornik S, minimalan.

b) Za proizvoljan izraz & iz .AQ i niz izjednaldavanja
7 izvornik 5/’7,@) nije minimalan.

Sada predimo na formalni opis sadrZaja ovoga rada. Rad
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se sastoji iz tri glave.

Prva glava je posvelena ispitivanju kvalitativnih kara-
kteristika algoritma analize A i sinteze S izvornika. Os-
novni rezultati formulisani su i dokazani u teoremama 1l.1.2.,
l.2.2., 1.3.1. i 1.5.2. Navode se i dokazuju takode, teoreme
l1.1.1. i 1.2.1. , koje opravdavaju korektnost opisanih u uvo-
du algoritma A analizédi S sinteze izvornika.

U drugo]] glavi razmatraju se metricke karakteristike
algoritama A i A1 analize izvornika. Dokazuju se osnovni re-
zultati formulisani u teoremama 2.1.1., 2.2.1. i 2.3.3. Osim
toga u teoremi 3.3.1l. dobija se asimptotshi ocena broja svih
regularnih dogadaja, koji se predstavljaju izvornicima ¢&ija
slo%enost nije veée od 77 , zadatih nad osnovnom azbukom Fa ’
Takode se daje ocena odozdo i odoégo broja svih regularnih
izraza sloZfenosti 72 nad azbukom A .

Treéa glava rada posvedéena je problemima efektivnosti
algoritma A analize i usavrSenog algoritma 5(7,K7 sinteze
V.M. Gludkova. Dokazuju se osnovni rezultati u teoremama

3.1.1., %3.1.2. i 3.2.1.



GLAVA I

KVALITATIVNE KARAKTERISTIKE
ALGORITAMA A 1 S ANALIZE
I SINTEZE AUTOMATA

Ova glava sastoji se iz tri paragrafa. U §]Jdokazuje

se korektnost algoritma A4 analize izvornika i ovpisuje se

skup & svih regularnih izraza, koji se dobijaju algoritmom
A analize. U § 2 prvo se dokazuje korektnost algoritma
S sinteze izvornika, a zatim se opisuje skup izvornika

koji se dobija kao rezultat primene algoritma S sinteze

-

na izraze iz K . U % 3, razmatra se zadatak saglasnosti

algoritma § sinteze i A analize izvornika i ocenjuje se

uslo¥njenje izvornika S(A(G) w odnosu na izvornik & .

§1.1..0PIS SKUPA K -

-~

Pre nego poénemo izulavanje skupa K  svih regularnih

izraza, koji se dobijaju algoritmom A analize izvornika

razmotrimo pitanje korektnosti algoritma A . Odgovor na
ovo pitanje daje sledeéa teorema.
Teorema l.1.l. Za proizvoljan izvornik G tadna Je

sledeéa jednakost /G/=[A(G)] .

Dokaz. DokaZimo prvo da je teorema tadéna za proizvoljni

izvornik & iz skupa /7 izvornika specijalnog oblika.
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Neka je G €M , IGl/=1 , tj. & ima oblik predstavljen
na sl.l i neka je P proizvoljna red iz /&/ . Redi p odgova-
ra put J€/G/ oblika X, %, --- X, , gde je T; petlja koja pro-
lazi kroz &vor ¥, obeleZena slovom 4, (7<7=<3 ), Jasno je
da svako slovo 4y iz {@,,...,a;} pripada dogadaju /P i
prema definiciji iteracije dogadaja, odigledno P&/<P>]=A (&),
Pretpostavimo sada da je - Y5, Qg Aoy, 9 P EIA @) . Ta-
da svakom slovu Qg ( 7<% <3 ) odgovara &lan izraza P= AgyVe-
S SURVRRINVE SRR svakom élang petlja izvornika & , koja pro-
lazi kroz &vor ¥, 1 obeleZena jé slovom a%_ Otuda redi p
odgovara put X izvornika & <&ija su rehbra obeleZena redom
slovima te redi, 3to i pokézﬁje da je pe€/G/ .

Pretpostavimo da je za svaki izvernik G eM , IGI<n
veé dokazano da je /G/=/A(G) . Neka je &GeM , NG=7m+1
1 % njegov poletni &vor. Neke je p proizvoljna rel iz IG1 .
Za red P u izvorniku & postoji put 7 iz ¥vora 7, u taj
isti &vor. Put 7 se moZe predstaviti u obliku JI=F - %, 371,
gde je Ky (7= < <35 ) cikl koji prolazi kroz ¥ tadno
jedanput. Otuda je o= p ... By e gde je 7, red koja od-
govara ciklu “%; . Poznato je da ciklu X; odgovara prosti
cikl Yfi'; Y PirYer Pl bonrts. 22 koji algoritmom A odredujemo
regularan izraz A /%), kojil je jedan od &lanova disjunkcije
\/73(«‘?}') ( ¢ je skup svih prostih cikla k;)ji prolaze kroz
?Végr ). A?/fcc-’)= d,-,R‘,», - Fok ey 84 Je Fof (7<7< kr1 )
slovo kojim je obeleZ€no rebro )0(1 i A,;¢ regularan 1zﬂx:az
koji predsavlja regularan dogadaj zadat 1zvornikom 5:1/;; . Vpgeg

Prema indukc1jskoj pretpostavei (Ret] = /5 < sp, [0 AKO Py

oznalava rel koja pripada dogadaju /@'g/onda je 2, = Ay Poui
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e A P Rgepr 1 Fz.é/p(Jrf;‘,)/. Otuda p=p2 - 2y prema defini-

ciji iteracije, pripada dogadaju /< \/F?/f/;-'j)/=/,4(6)/,§to je tre-
F'eC |
balo dokazati. ‘

Obrnuto, neka je ﬁé/A/&'}/=/<VR[7Q')>/ . Red p se moZe
X €l _
predstaviti u obliku P =p,... p, l, gde je P, (7=2f<sn )

ret koja pripada bar jednom od &lanova disjunkcije VRx,) .
7'eC : i

Pretpostavimo da je p, € /R(%// . Prema algoritmu A analize i
izvornika izrazu K(7)<=24%y ... 4, R,a,, odgovara prosti cikl
T U P. Ve i Punrlr Bde je Ay ( 75 €<k+z ) obele¥je rebra £,,,
R,m( 7 =™ <k ) regularan izraz koji odgovai'a izvorniku
&‘v;.{’:--ﬁm-f za koji je prema pretpostavci indukcije /@1?12‘“;;‘.,"4/.:
=/Fm| . 4bog toga, redi B, odgqvara cikl 7; , koji prolazi
kroz ¥, i &ija su rebra redom ob_eiyeéena njenim slovima. Tada,
o&igledno, - redi P=Pr- P, (7m = proizvoljno ).odgovara ‘
put w izvorniku & koji vodi iz ¥ u Y i &ija su rebra
redom, kao u reti » , obéle.“zena njenim slovima, pa je zato
pela/
PokaZ¥imo sada da je teorema tadna za proizvoljan izvornik

G sa po¥etnim &vorom ¥ i skupom F~ zavrdnih &vorova.

Neka ¥ €/~ 1 neka je p€/G/ . Redi p odgovara u izvorniku

fod !

& vput X iz ¥, u neki ¥vor ¥, iz F . Putu X odgovara

prosti put A=Y gty Lo Ve 5 Yk €F , a ovome &lan K(%)

izram A= \/7?/7/}’}, gde je # skup svih prostih puteva iz

TP
2, u 8vorove iz F' , K(x) = K,a, oAy, pri Cemu je Ko =
=A(&,) @12’4/621} y o ’,/?4’:’4(6;'4')’ Gatév 7y §z'1=§7’5, r et
Ver

s s 0 '3 l‘k = G“{;vz""%fk-’. Svakl Od iZVOI‘nlka G:, 1S G:,’ [} o0 I3 G;k

pripada skupu /~ izvornika specijalnog oblika za koje je

veé pokazano da je /G,/ =/A(&,) /G, ]=]AG)] s - .. NG )= 1A (Gl
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Re¢ p pripada bar jednom iz dogadaja /A“Y i moZ%e biti zapi-
sana u obliku ';0=1‘ga(-,,0(,... Qnpx 3 BAe RE/G) 5 P € )G/
(7«m <k ), pa je zato pe/A(s). Ako je p¢/A(5), onda se analo-
gno tome kako Jje to radeno u slufaju izvornika specijalnog
oblika mo¥e pokazati da je pe/&/ .

Primetimo, radi potpunog dokaza teoreme, da Jje u slu-

¢aju kada vjéfi rasudivanje potpuno analogno. Teorema Jje dokazana.

Skup regularnih izraza y » X0ji se dobijaju algoritmom
A analize izvornika, opisuje se sledeéom teoremom.

' Teorema 1l.l.2. Regularan izraz A& pripada skupu regu-

larnih izraza 2 , tada i samo tada, ako su zadovoljeni sle- @

dedi uslovi:

1) Svaki &lan izraza & je &lan prvoga tipa, pri &emu

slabo razdvojiv od proizvoljnog drugog njegovog &lana.

2) Axo XA sadrZi izraz oblika <93(>‘,. tada jﬁe svaki
&lan izraza % &lan drugog tipa, pri c¢emu razdvojiv od proiz-
voljnog drugog njegovog Clana.

Radi dokaza teoreme 1.1.2. dokaZimo nekoliko pomoénih
tvrdenja.

Lema~l.l.1l. Za proizvoljne regularne izrgze A ’ 3

e ,ak_o-jedg%ﬂivﬁ-%?,ondaje g .

Dokaz. Dokaz éemo izvesti indukciom po sloZenosti 7T

regularnog izraza 8’ . .
Ako je n<s , onda je €, ili € ,ili slovo azbuke
i tvrdenje je ocigledno.
Neka je lema tadna za svako 7 <4 . Razmotrimo izraz
@ slo%enosti 4+z . Neka je #=<P>. Ako je H=e ili
% =e , onda je tvfdenje otigledno. Neka je A=e 1 Bre |
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Prema definiciji grane regularnog izraza, grana # izraza
€ je izraz B=<P>P’, gde je P3P , a grana A izram
B je A<<PR gde je ili PRI Pi11 PL P U prvom sludaju

o&igledno je #-—=3 ¢ , a u poslednjem, prema indukcijskoj hipo=-
tezi 5314@, odakle sledi da je #—< € . |

Neka je €=&v-.vE . axo je B3 € (1<ccz ) 1
# <3 B , onda je prema pretpostavci induk\cije A = &, , pa
jei A€ . |

Pretpostavimo da je & = ¢ ... g . Prema definiciji

grane regularnog izraza, ako je H£ 3 ¥ , onda je /3 = ?1...

e e

m+s

(7= m<3-1), gde je ?j,,'*,%f'j,mi ako je A=< B ,
onda je , ili # =& €, &/, gde je [ﬁ:,-g .7 n<s met),
ili je =& ... p ¢’ , gae je &, 28, paje A 3 €.

7 m+v

Lema Jje dokazana. _

| Lema 1.1.2. Neka je ﬁ=£(@,>zﬁ{@)z‘;2 . KA V;\’D;=
= B<COL R CDLE QYT gde je 127 , %y g,

(7< k<t-1 ), A6 reg (1=€<¢-1), T3LH ili T34, ,

pri &emu &Z%‘*’Qk, gde je 4, prvo slovo reli 9,? . Tada
Je /674 I .

Dokaz. Dokaz izvodimo indukciom po <€ .

Ako je £=1 , onda je K, -%H<&>, a R=9=3% . Ogigled-
no u ovom sludaju &, £ #,.

Pretpostavimo da je tvrdenje dokazano za svako € <n .
DokazZimo da Je ono tadno za C=m+1, Pretpostavimo da nije
tadno, tj. da je A, < X, . Razmotrimo prvo slulaj kada je
J 2L % . Poslednji faktor izraza &, je <@;) , tako da
se A, ne moZ%e predstaviti u obliku R¢@yL % - .. &>, J.’,
gde je f’,-’—% % i 9 #€ . Zato je K, grana izraza RCHERAD
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i takode, na osnovu leme 1.1.1. i izraza @'-:ﬁ(d&o‘@ﬁ...(@-)
jer je ;=< &, . Ako je J3@Q; , onda je ponovo na osnovu | é
leme 1.1.1. X, —=< ® . Razmotrimo granu A&, izraza #%, koja r
ima oblik ?1’=f<&1>23f;..,(@.>0§gj s gde Jje a, pfvo slovo redi
J) . Prema lemi 1l.1.1. X/-2-%, . No, kako ,Zfé?j%@f to se
mo%e predstaviti u obliku R(@NES - <R T , gde je TRLF .
ili 5'< & , (%<7 ). Konagno imamo da je SALAC AR (P
< ;?1’ » Y. AN S, ...(&1.).4?:(@!)229;... (&,)7/ $to je sup-

rotno indukcijskoj pretpostavci. Lema je dokazana.

Lema 1l.l.3. Za proizvoljan regularan izraz & oblika

<C#> , koji zadovoljava uslove teoreme 1.1.2., postoji iz-
vornik & , takav da je <#>=A4@), pri Cenmu
(1) Izvornik & ima jedinstven zavrdni &vor koji se

poklapa sa njegovim poletnim &vorom.

(2) Ako je $ regularan ‘izraz i {@;, -+, Ax } nepra-
zan skup slova azbuke A za koja je izraz Sag (1 <7<« )
grana izraza * , onda izvornik & sadrZi &vor VvV , takav
da izvornik koji se dobija iz izvornika. & uzimanjem &vora
¥ za zavrini &vor, predstavlja dogadaj /<#> S/ i rebra koja
izlaze iz V- mogu biti obeleZena samo slovima @y «.. , Ay »

(3) Za svaki &vor ¥ izvornika & postoji jedinstye;li
prosti put, koji vodi iz poletnog <&vora u taj &vor.

Dokaz. Dokaz tvrdenja izvodimo po dub-ini d regularnog
izraza K& . Napomenimo da se pod dubinom regulagnog izraza

X  podrazumeva maksimalni broj iteracija sadr¥anih jedna u
drugoj. |

Ako je o/=1 , onda je P=<Fv..vE> , gde je Iy

18/ (/71‘)
(7« <=3 ) ret azbuke £ . Za svaku red =% %
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(m;, »0) konstruiSimo lanac rebara, koji izlazi iz &vora w)
sl.4. U tako dobijenom drvetu izjednadimo jednako obeleZena
rebra prvoga sprata, zatim jednako obeleZena rebra drugoga

sprata koja izlaze iz Jjednog istog &vora itd. Konalno dobi--

jamo drvo o sa poletnim &vorom ¥, i skupom zavrdnih &voro-

va V}i y oo ,179:4 , 81l4b., koje predstavlja dogadaj /@v-..vﬁl .

81040

Lako je uoditi da je svaki &¢vor drveta o po jedinstvenom
prostom putu dostiZan iz podetnog &vora ¥, . Osim toga,
neka je Sa= 90--,, 28 fjv v % , gde je .4 slovo azbuke
A i neka je {@,,--- »%4} skup svih sléva azbuke £ ,
takvih da je za regularan izraz & izraz 5?2, (7«7t )
grana izraza fo’, tada je lako pokazati , da drvo 2 sadrzi

takav &vor v; 1 da drvo koje se dobija iz drveta ) izborom

gvora ?" za zavrdni &vor, predstavlja dogadaj /5] Eija

su rebra koja izlaze iz UV obeleZena samo slovima Ay, ...,
dz’f .

Izjednatavanjem svih finalnih &vorova drveta 2 sa
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¢vorom ¥, dobija se izvornik & , koji kako je lako uo&iti
zadovoljava uslove leme.

Pretpostavimo da je tvrdéenje tadno za svako Jd<k . Raz-
motrimo izraz K =<P> dubine d=k+1. Prema uslovima teoreme
1.1.2. izraz & se mose predstaviti u obliku

1) Hv...v g
gde je ?t ¢lan drugog tipa, tj. o
- RGBS R o
gde je fj«’{) neprazna red (7<7<m; ), Primetimo da se izraz

% moYe predstaviti u obliku
56 mel) <} "’(0 <) &)
f=j: <&, f 7 <Q, >o?°(qu,( 1em; ¢ m

)

~ 0
gde je 7,? neprazna red (7=<9<n,), ?’"/ fvm’ Q{(/ Qfa) é“’ Z/c}
5

td)
(2ss=n;)gefzs,. .. ,mt.‘} ,«?_a QW ofﬂ) "’)%62“) ('7) pr-

s ,‘/
vo slovo reéi f,/ .

= ) /r/ S(t)
Uzmimo izraz 5-%% 62"})20(@ () ff’jéa svaku red 77 =a/a’.

r3; . o ,
. a]-l’ konstruis$imo niz rebara koji izlazi iz &vora 7V, ,

sl.5, (1< 7 ¢ ’11. ). Prema pre{;postavci indukcije za svaki

W

o

O

S51.5.
izraz <Q™> veé umemo konstruisati izvornik G; .koji zado-
voljava uslove leme, ( vidi sl.6 ), tj./‘/@'/:(@}’”}, G—;. ima
jedinstven finalni ¢&vor koji se poklapa sa poletinim Cvorom Vji

i sadrzi &vor U’gj , takav da izvornik, koji se dobija iz iz~

£ . . . . :
vornika §J- uzimanjem toga gvora za zavrdni ¢vor, predstavlja
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. 2] 4y L 5 . . .
dogadag/(@?b@? i iz ¢vora %gf ne izlazi rebro obeleZeno

slovom a;” . Ako posledni &vor niza (lanca) rebara koji od-

v: & s " A . ) 1
govara redi % "Spojimo sa poletnim &vorom izvornika &, , a
. . : . . P
zatim redom poslednji &vor niza rebara koji odgovara redi Jy

> . 1 : . 1
sa poletnim Cvorom 7,, izvornika &,

.1 poletni &vor toga ni-
« F . 1 . - . .
za sa gvorom V, izwornika G; , dobijamo neki izvornik I,

~

O

51.6.

]
v

( viai sl.7 ) sa podetnim &vorom ¥, i finalnim &vorom Ve
1

koji o¥igledno predstavija dogadaj /®| i za koji je Ala,)=%.

o5

9
O

o

S1.Te

Iz nadina konstruisanja dobijenog izvornika, na oligledan na-
¢in sledi , da W 1 ne ulaze rebra i iz V; ne izlaze rebra.
2

Necka postoji grana izraza Sa , gde je & slovo azbuke

A , i neka je {4,,--.,4,} skup svih slova azbuke A za




koja u O, postoji grana Sa; (1«7 <2 ) Poka?imo da u izvor-
niku a, postoji takav &vor v -daizvornik koji se dobija ‘
iz izvornika [IZ1 izborom &vora V za zavrsSni ¢vor, predstavlja
dogadaj /S5/ 4 pri Cemu oznake rebara, koja izlaze iz V' mo-

gu biti samo slova 4,4, ... , Az

Ako je Sa grana fjm , onda poslednje f*(rrd‘enje je
oligledno. Neka izraz ff sadrzi Ba\r jednu iteraciju izraza
jj . Ofigledno, JSa ima oblik fm (”}ijpm (@"))7 gde Je

F3G111 TR Tre (1 =i<n, ). Neka je SE= % .

Tada se S mo¥e predstaviti u obliku ﬁ (62"’)‘2"”%2”(__ (&;’Qf-:

gie je 53 G 111 TR E" Twe (1< 74n, ). %a feo
dobijamo da je ﬁ”’(@”’)f‘”ﬁ"/ Gf>< 5S¢ » Sto nije mogude na
osnovu leme 1.1.2. Podto je 5’ neprazno, to je .?”(61(")‘2""’9’"} {&7’”\

< Sa i ponovo na osnovu leme 1.1.2. za 7>t dolazimo do pro-

tivureénosti. Zato je s=¢ . Na taj nalin , svako Sé koje
je grana izraza % , moZe se pre'dstavi‘ci'u bbliku NS%
gde je /V,=- 5?”)(5?;”)22”’53(”.., ({zf’) , pri Cemu je ili St 6'7;{” ili Sé=
= -2‘;~{')f§'(') . Oznadimo sa B8 skup svih slova 4 , takvih da
je S6=3 Qa'_;-" .

Razmotrimo tri slulaja. ~

(1) ST =", Tada skup svih ¢ takvih da je S8 grana
V2 1je {a’»UB . Lako je uoliti da je.u ovom sluéaju za gvor
7 dovoljno uzeti é_vor Vg;. (vidai sl1.7).

(2) s'= ijm , Pri emu postoji slovo ¢ tako da je
St= C:Z?’. Tada skup svih © takvih da je $63 %, je B . Za
Evor v ﬁzimamo takav &vor izvornika 5; , da izvornik G}#
koji se dobija iz izvornika G/ izborom &vora Vv za finalni

tvor, predstuvlja dogadaj K@m) ']
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(3) S'+ Q.’}-”) , pri Semu ni za jedno & 5% nije

4L

. 5 . S5 ., . '
grana izraza &,” . Tada, ako je % =a/. . a_‘;’.’/ , onda je S%
) 147 ,
nf-’”a]‘./... at o, (144 <4, ), Sés 4% .samo za ¥= a’"" i za

7 J 7
&vor ¥V dovoljno je uzeti &vor 17;’ lanca koji odgovara re&i

1) .

-73' (7<7 <7 ), koji je oligledno razli¥it od &vorova
vgj. , Vi, (vidi sl.7).

Na taj na&in u svakom sluaju traZeni &vor ¥ postoji.

Posto za svaki &vor 7?20 , prema indukcijskoj pretpostav-

ci postoji u izvorniku &7 (7 <j7<n, ), kojem pripada, jedin-

stven prosti put koji ga povezuje sa poletnim &vorom 7/‘1-1 ’
to odigledno, ovo svojstvo poseduje i svaki &vor izvornika
o, .

. Neka je veé konstruisan izvornik & (2<<¢<«¢ ), koji

predstavlja dogadaj /fjv v?“/ sa poletnim &vorom VY, i

zavrdnim gvorovima Ve s e » V¢, » Neka takode izvornik 01
. 1

- ima sledede svojstvo. Ako je ®'Y4 grana izraza

(2) .ﬁv...v‘ﬁ (2 =i<€)

gde je # slovo i {4y, - . %m} sva slova azbuke A za koja je
izraz R ¢4 (7<+¢ <k ) grana izraza (2), onda u izvorniku .

/8

> postoji ¢vor <~ takav da izvornik koji se dobija iz

izvornika &; izborom &vora ¥V za finalni &vor predstavlja

dogadaj /RY i rebra koja izlaze iz ¥ oznadena su samo slov_;i.-
ma %y, .- % . Neka dalje za svaki &vor ¥ izvornika 0%
postoji Jjedinstven prosti put, koji vodi iz podetnog &vora

¥ u taj &vor.

Uzmimo &lam -@, izraza (1), koji se kako je veé releno,

moZe predstaviti u obliku

(6P, TSy 0t Slir I\ L (CH) S
jt?'” = '?" <62‘ >f‘ 9; T <Qﬂiu >2;:‘M ﬁu/
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gde je m,,, >0 , f/‘ﬂ)neprazna rel azbuke .;f (0<3sm2,,, ),

oz”“*” ””’( 7 < ¢<7n,, ), pri &emu <, “ﬁ) ””716_7“"/, gde je 4’ prvo
slovo redi f;“"”. Iz uslova 2. teoreme 1.1.2. sledi da je iz~
raz J,, razdvojiv od svakog ¢lana % (1 =+ s¢ ) izraza (1),

(ct1) ety

‘Ej. da se #,, moZe predstaviti u obliku &, @777, ", no posto-

(41
ji slovo ¥4, tako da je 7?””’( Z.

tE4) . s s : sz
Kpay & 1zraz koji ima maksimalan broj &ini-.

Oznacdimo sa
laca i koJji nije grana ni jednog od izraza % (1=t << ),
pri demu postoji bar jedno slovo ¥ za koje je izraz /?’“”5
grana bar Jjednog izraza -ﬁ . Prema pretpostavel indukcije u
izvorniku UZL postoji takav &vor v , da izvornik koji se do-
bija iz .izvornika d; izborom &vora V' za zawrdni Cvor pred-
stavlja dogadaJ / ma,,/ i rebra koja izla=z iz toga ¢vora mogu

¢
biti obeleZena samo onim slovima ¢ 2za koje je K H”‘é——’,?’ vg .

O¢igledno iz &vora V" ne izlazi rebro obeleZeno slovom 4@ .
ety /u/}f) (1) (c +1)

Neka je L7 Fmm @y gde je all' = T8> %, SRR IR AL
(0o<s=<mn,, ), ¥ lizraz oblikad@ . Konstrui8imo iz &vora
Y rebro obeleZeno slovom @ , a zatim postupimo dalje sa
izrazom £ lif,mf,:,m/. 011:")&’"”/93"”/1{211(0 smo postupili sa izrazom

G0 2 %t vs

fé pri konstrukciji izvornika ¢, . Konaéno dobijamo izvor-
nik &,,, sa poletnim Cvorom 7, i finalnim &vorovima Z/;; ’ ...,22;.‘_,
?/;“i. 0¢igledno, u &vor 1/; ne ulaze rebra, a iz &vorova v;-j
(1<7<¢+1 ) ne izlaze.

Neka postoji grana Sa izraza Fv-..v ., , gde je
@ slovo azbuke A 1 neka je {4y, --- %} skup svih slova
azb@::e A, za_koja_je .S’a[._gfj’v ov¥., (7<7 <t ). Poka-

Zimo da uw izvorniku ﬂu postoji &vor ¥ takav, da izvornik

kojli se dgbija iz izvornika @,t izborom d&vora ¥ za finalni




¢vor predstavlja dogadaj /S/ , pri Semu rebra koja izlaze
iz ¥ mogu biti obeleZena samo slovima 4, ... , 94 .

Pretpostavimo da je za svako 2 (722 <¢ ) SQ;p-3

—<Fv...vE . Tada odigledno, za finalni &vor ¥ dovoljno je

uzeti taj isti &vor, koji smo veé uzimali za predstavljanje
dogadaga S wu izvorniku I, . |
Neka postoji slovo € +tako da je Sa= %,, i da Sa 4 Fv.

.ﬁ . Razmotrimo dva sludaja.

(1) Neka postoji 2 ( 7=2<# ) tako da je Sa;3%v--v% .

o .
Tada je J= ?,;z;; ili S= 7?,,:;)@? , (7 mo%e biti i prazna red).

ety

r¢t7)
Ako je S=R%,,.a9 , onda je 5a,-2=7?mmay&12"§92\’--->’f§ i prema

()
lemi l.1.1e Rmur@—=5v... V5 Sto je u suprotnosti 8a
pretpostavkom da je Fnﬁ‘;za%ﬁv... v77 . Otuda je S= /?,,:;:')
i za Cvor ¥, dovoljno je uzeti &vor sa kojim polinje niz
) (E+1) "
rebara koji odgovara reci f, .

(2) Za svako slovo %y ,Sa,—=3 F7.y , ali 557(.27(@’»/...\/2- .

Tada za &vor ¥ nije teSko odabrati jedan od &vorova izvorni-

.. . , . 1 BERD o lirt) 50 SUtt), ptite) 5060
ka ,,, , koji su konstruisani za izraz <&, )2, "%~ @ s,
o e

Na taj nacin pokazali,smo da u svakom slulaju &vor V" sa nave-

denim Qsobinama postoji.

Istaknimo jo¥ jedno svojstvo izvornika &,., . Naime,

lako je videti da za svaki njegov &vor Y postoji jedinstven
prost put, koji povezuje podetni &vor Y, sa tim &vorom.
Analogno kako smo konstruisali izvornik 07, za izraz
Z’v-..vffﬂ konstruisemo dalje izvornike ¢7,, za izraz A
. ) : .
‘ ....f#z, Jl,,; za lzraz BV iV T s (e+3 <€ ), itd.
Konalno konstruidemo izvornik &, sa poletnim &vorom % i

¢ razligitih finalnih &vorova Vi , ... /¥, iz kojihne
1
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izlaze rebra, koji predstavlja dogadaj IFf,v ... v 9| i za
koji je Al )= % v...v % .

Spajanjem svih finalnih évorova izvornika %} sa njegovim
poletnim &vorom dobija se izvornik G %koji zadovoljava uslo-
ve leme. Lema je dokazana.

Poluprostom putu~X=v,p,% - Y izvornika &
pridruZzimo izraze @/I}:i’,,alﬁi /?5_144 i Kra)= Ra, X, ... % 4K, ,
gle je [XT=a, .. ag, Ry= A(6%) , R = A(Gy )
(7= ¢ =3 ), Ako je put X prazan, onda je KW =e€ , RO =7

Lema 1.1.4. Neka je & izvornik. 1 neka je K =AlG),

Tada
(1) Z%a proizvoljan poluprost put ¥ izvornika & je
K=< R i Bl R .
(2)‘Za proizvoljnu granu R’ izraza ® u izvorniku
& postoji poluprost put ¥ , tako da je K ili
Re(%) 111 &, (x) [

Dokaz, Neka je &feM , lel=4 , £j. & ima oblik pred-
stavljen na sl.l. Tada je tvrdenje oligledno.

Neka je za svaki izvornik &eM ,/46f<n  lema vel do-
kazana. DokaZ?imo da je ‘ona tadna za prdizvoljan izvornikA
GEM o IGI=n+1 , Primetimo da regularan izraz K=A(G) ima
oblik iteracije, tj.

| R=(Bv..vHE >, kat
gde su F (7<<¢<k “) ¢lanovi drugoga tipa koji odgovaraju
prostim ciklima koji prolaze kroz po&etni &vor izvornika & .

(1) Neka je X =72pV - . gy proizvoljan prost put

izvornika & . Ako je ¥  prazno, onda su X =€ , K%

=X, grane izraza X . Neka je ¥ neprazzn. PokaXimo da su




- %8 =

Pf(T}:koQI@U'KS-lCZS i 2?2(1).: R a,% ... /@_f’g@ grane izraza X .

Prema definiciji izvornika & postoji prost put X' ig A

u v, , ( moguée i prazan, ako je VY3 =% ). Akc ¥’ ne prola-

zi kroz &vorove Y , VY, , ... ,¥_, imamo prosti cikl X%’

kojem odgovara neki izraz ft’ =a, X - a, R ak . J?(é A (&748).
< ;

No podto je R-=2X, , to je RIIREL IR i,
Kx) = ®x, X & . Neka sada put ¥’ prolazi kroz neki od f

Evorova Y, , VY, ... ,Y% . Neka je V; (7<¢ €<s4-1) Zvor

sa najmanjim indeksom < koji pripada putu *° . Neka je 7!”1-‘1‘1'3?2',
T =Z, %, | gde je %, kraj puta ¥’ koji podinje iz Svora V;
a Z, odrezak puta % od % do v; . Tada je %% prosti

cikl, koji prolazi kroz &vor s . Njemu odgovara neki izraz

o

7 <a,Ra®, ...k . Lako je uotiti da je % prosti put koji

d v G <
ripada izvornik v o
p u %L """ Y1

je RG)=< R, , Rem)g R, « No Kp(T)= R 2 Bnh)3

. Prema pretpostavci indukcije

<2 R® 3RR 3%, (m=12,2). Na taj nadin tyrdenje je do-

kazano za svaki izvornik & €27 .

Neka je sada &  proizvoljan izvornik, /G/=n+1 , sa

podetnim &vorom v, i skupom ~ zavrdnih &vorova. Tada je
R = AlF)  oblika | -
/?:f;\?---vf,gz (2 21)

gde je f: (7« 7« <72 ) &lan prvog tipa. Raz_motrimo proizvo~-

ljan poluprost put 7 =y, ... 7Y, izvornika & . Neka je
X’ prost put ( moguée i prazan ) iz &vora Y, u neki final-

ni &vor Vr . Ako je Y= Y onda se dokaz da je R )2 R,

&

Xt)=< ® doslovno izvodi kuo da je izvornik & iz skupa M
da ’V}#—V koriste se gornja rasudivanja sa oéiglednim izmena-

o

mae.
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(2) Uzmimo prvo da je K =A(G)=(#>. Ako je Poe ili
s <®>-® , onda za put Z dovoljno je izabrati prazan put.
Zato uzmimo da je K =<#>5 , gde je S#e . PokaZimo da
izvornik & sadr#i put ¥ tako da je £ ili K™ ili KA,
Izraz J° predstavimo u obliku H'v ... v 5 (#2121 ),
pri demu za svako % u izvorniku & postoji prosti cik;
X}':”;ﬁ-psz"'/aze%( tako da je 7= @R Ky Ry % 4 gde je
71+ a2, a, % :‘)4/5:,?1&_”,,1_1)( 1< 4= ¢-12 ). Kako .je S+¢€
i za odgovarajuée ¢ S=% to je S=24K9%,% . a,S , gde
je m3»71 S'=<E . ?rema pretpostavei indukcije za granu

S’ izraza &, - ’4( yy— v, ) u izvorniku GVV postoji

V-1
poluprosti put 2 s tako da je s’ ili @/fl’ ili ®,rF) , Wije
-tedko videti da je tra¥eni put F'%, gde je f’f"’;ﬁ~,"f-,~--ﬁ.m1{m.
Neka je sada K= AlG)= v vI (7r1), R'o® .

, 1 dokaz egzistencije

Tada je za meko ¢ (7 <¢z7 ) R4
poluprostog puta # izvornika G&G,takvog da je ®' ili
p,/),-/ ili K;/ff), savr8eno je analogan razmatranom gore sludaju.

Lema je dokazana.

Dokaz teoreme 1.,1,.2. \

1° Neka regularan izraz R zadovbljava uslove (1) i
(2) teoreme , tj. neka je F=®,v... v &, (€»2 ), gde Je
svaki X; (7« ¢ <¢ ) ¥lan prvog tipa. Bez agranilenja op3-
tosti moZemo smatrati da je za (<5 ili &>%, ili K< ®.
Tada za izraz X koﬂstruiéemo izvornik & analogno, kako smo
to radili za izraz (1) u lemi 1.1.3.

2° Neka je e ® . Poka¥imo da X zadovoljava uslove
teoreme. %a lzraz XK€% postoji takav izvornik & da je

® = Al(6), Pretpostavimo da & pripada skupu A izvornika
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specijalnog oblika. Neka je G e M , /&/=1 , tj. neka je &
oblika predstavljenog na sl.l. Tada je A(G)=<Q v ...y Arp >
i odigledno zadovoljava uslove (1) i (2) teoreme. |
Neka proizvoljan regularan izraz X iz z , takav
da je R=A(4), 6 M ,/G/=n , zadovoljava uslove (1) i
(2) teoreme. Neka Re R , R=AG) , G M , VGH=n+1 .

Prema algoritmu A analize izvornika izraz &K= A(&) je ob-

lika

- (\/[?3a54>

gde je C skup_sv1h prostih cikla , koJji prolaze kroz podet-
ni &vor v, izvornika G i ?/-z;), regularan izraz koji od-
govara ciklu -£; .

| Izraz XK je ¢lan i:"grana samoga s-ebe, pri &emu glan
prvog tipa i zato zadovoijava uslov (1) teoreme. PokaZimo da
je svaki ¢lan izraza Vf/;) ¢lan drugoga tipa. Uzmimo proiz-
voljno f/f/ koje se J;gge predstaviti u obliku

fMZ')= Ay Ky @y By - - gz Koy Qg k> 1)

gde je [X] = Qu Q- Qu -

Neka je ® =<Q> (7<7<k1). Razmotrimo izraz X'= Xy, Revor ™

--.@k_,a{k i pokaZimo da je X' »4&; , tj. da se X  mo%e pred-
staviti u obliku LaX gde Jz’q,(azj, ali postoji takvo €
da je L& -3 GZJ- . Neka je %, odrezak puta %, od &vora 7,
vy ' . .
do takvog évo;a v;,, izvornika G:v.r o u kojem najpre 7%,
&

izlazi iz 57,;,&_,_,&; . Tada ja na osnovu leme 1l.l.4. 4K, /%=

% g /ffz ..a[j.”yg.ﬁ’...g @.. Saglasno definiciji grane regularnog
izraza imamo da je Bripy Bogps D07 ;- Neka je ZL=a Dins Reipi™ "1«7(:)7'»4'

Tada je XY= La M . Pretpostavimo da je fa — &y .

cju,« S Prdgre
Tada jJje <@j.>°fa(;jf1:f<0j>i po lemi l.l.4. postoji poluprost put
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£  takav da je <ﬁ>,,2"a g 111 K, (&) ili ®, (%) . Nije teko

uoditi da red [X7 » koja odgovara putu % predstavlja istva-
ri najkradu re¢ dogadaja /Rg!T)( Z=42 ), No najkrada res

dogadaja/{d;>¥a

jeantd® %grr - X i, » Put koji odgovara ovoj

re¢i izlazi iz izvornika &V’r o , 8to sa svoje strane pred-
7-1

stavl]lja protivurefnost. Sa druge strane, poSto je iz &vora

7/".
. /j . . ) . ‘
izgvornika 6,4,,&__.,;_1 dostiZan &vor v to iz v . izlazi bar

7 7+4

jedno rebro. Uzmimo proizvoljno takvo rebro p 1 razmotrimo
put Tf . Put %¢ je poluprost podto je takav put % . Dobi-
jamo da je X,(%'p)={@)l6—@ygde je €  oznaka rebra g .
Iz poslednjeg sledi da je €. @, . Na taj natin pokazali

smo da Jje proizvoljni &lan izraza J\‘/éf/r) ~.¢lan drugog
tipa. '

Neka su 2=~ %) i 7. %/x) proiévoljni ¢lanovi iz-
raza \/F/E‘-j koji odgovaraju redom putéavima Z, 1 A,
z ;,ez]ge(: PokaZimo da je % rézdvojiv od % , tj. da se

4 mo¥%e predstaviti u obliku Xa” , gde a4 % , ali
postoji slovo ¢ za koje je L¢3 % - PoSto je £ &lan
drugog tipa, to ga mo¥emo predstaviti u obliku %= f(@”)o?;’”%”’...

A .ﬁ(&%”)f:”}ﬁgf , gde je »73"': a”al. .. a.”")( 7< ¢ 4 &k, ) nepraz-

na reg, L7 &7, pri Cemu o?”” _4 0’” Tada u putu % izdvoji-

mo niz &vorova ’V;J s eve s t-ktakoda je <4 ”’) A@),G]:éz,é,
XL

[

a uw izvorniku &  za put z, izdvojimo izvornik & " oblika

~

predstavljenog na sl.8. Neka je & 1izvornik koji se dobija
ﬂ)

iz izvornika &” udaljavanjem rebra oznalenog slovom ., ' t]
rebra koje uvire w &vor Vv, 1 njegovim provodenjem u novi
gvor VvV, .

Analogno tome kako smo to radili u lemi 1l.l.%. za iz-

~

raz % konstruidimo izvornik &  , takav da je A(G)=%
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) ~/ . 3 . » - -
pri demu & poseduje sva svojstva koja ima izvornik &7,

iz leme l.1.%.

All)= R=<Q"

e ,
Ki 1701&"'1&',(-1 t’
£

A (G‘G}: 7?‘(12 <al(1>

S1.8.

Neka je 7, odrezak puta % u izvorniku & do nekog
&vora 7V u kojem se putevi % i % prvi put razilaze.

Tada ofigledno, moguéa su dva sludaja.

(a) Cvor v pripada nizu rebara izvornika & koji
povezuje izvornik Gj 8 izvornikom 5}“ . Tada u izvorniku

G’ putu % odgovara put F, takav da je ®, (7, )3 %, pri
R ~

gemu iz &vora 7’ , koji odgovara &voru ¥ u izvorniku & ,
ne izlazi rebro obeleZeno slovom a , gde Jje @ oznaka reb-
ra puta %, koje izlazi iz &vora ¥ . Na taj nadin % =
=X (1) )alll , gde F}@”/d%f, pri ¢emu ofigledno, postojil
- 8lovo 6=:c%f) ( a;ﬂ oznaka rebra koje izlazi iz dvora VI )
takvo da je X,4')4 < £, tj. % je razdvojiv od ff .
(b) Cvor » pripada izvorniku &; . Tada razmotrimo

odrezak ., puta %, od ¥vora wv; ~do izlaza puta *; iz
% _

o

. Prema lemi 1.1.4. KQL@U_A;K; tj. u 5;’ postoji put
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Z,” iz &vora Qf;.f
2

u neki &vor # takav da je Ryrx)=%tz4. Ako
je % poSetak puta %, u izvorniku & od % do % , a»iﬁ-PO'
etak puta % ( 4" je put u izvorniku &' koji odgovara putu

J, ) od ¥ do UZJ , onda je E/ﬁi@’y;@(ﬁg'7_éi s pri demu
je i: @/xﬁ@"}a/fz gde je « oznaka rebra puta 7%, koje izlaszi
iz poslednjeg &vora puta % . Nije tedko uoiti da u izvor-
niku &' iz &vora ¥V ne izlazi rebré obele¥eno slovom a , tj.
da je E?L%1;70ﬂ¥27(33. Prema definiciji izvornika <&vor U%
je dostiZan iz poslednjeg ¢vora puta 114, tj. postoji ¢ tako
da je L¢3 % . Na taj nagin ako.je X=<%> wuslov (2) teo-
reme je zadovoljen. Ako je ¢(#> deo X , onda je uslov (2)
za njega zadovoljen prema indukcijskoj pretpostavci. Prema
tome ako izvornik & pripada skupu [7, izvornika specijalnog
oblika izraz A/ zadovoljava uslove teoreme.

Neka je K€ 7@ , R=AG) |G ?rOizvoljan izvornik
sa pocetnim &vorom ¥, i skupom 4 zavr3nih &vorova. Prema
algoritmu A analize izvornika izraz F=A(G) je oblika
\/U?ﬂﬁ} , gde je C  skup svih prostih puteva iz &vora v,
.ﬁiééki évor,ZQ iz F ,APﬂqy regularan izraz koji odgovara
putu 4%; . Rezonujuéi analogno kao u slutaju kada sm® doka-
zivali da su ¢lanovi izraza # koji ulazi u iteraciju <%,
¢lanovi drugoga tipa, mo¥e se pokazati da su ¢lanovi izraza

¢ Clanovi prvoga tipa. Koristedi dalje rasudivanje iz
dokaza da je proizvoljni dlan izraza R raédvojiv od svakog

njegovog éiéﬁé; uz oc¢igledne izmené moﬁé se pékazati da jJe
¢lan Xrz.) , F €C , slabo razdvojiv od proizvoljnog drugog
élaga izraza & ., Na taj nadin teorema je upotpunosti doka-

% ana .
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§1.2. OPIS STRUKTURE IZVORNIKA

Neka su R regularan izraz i © red zadana u azbuci

A . Skup osnovnih mesta izraza K , koja ® -slede

za njegovim poletnim mestom nazivamo /47 - spektrom toga
izraza 1 oznadavamo ga sa ﬁp . Specijalno /?e se sastoji

iz poletnog mesta izraza &K .

Lema 1.2.1. Neka je X regularan izraz i W njegovo os-

novno mesto. Tada postoji re¢ ¢ , takva da skup mesta izra-
za K koja g - slede za mestom M Sadréi bar jedno njego-
vo finalno mesto.

Dokaz. Dokaz izvedimo indukciom po sloZenosti 7z regu-
larnog izraza &K .

Ako je m=1 , onda je R slovo i M poéetno ili konad-
no mesto. U prvom slulaju ¢= R ,a u drugom g=€ .,

Neka je lema tadna za sve regularne izraze sloZenosti
77 « £ , razmotrimo izraz sloZenosti K+2 . Pretpostavimo da
je R ={#> . Neka je 7 proizvoljno osnovno uwesto izraza
# . Lako je uo¥iti da je Z osnovno mesto izraza & .
Prema pretpostavci indukcije za ” postoji red ¢’, takva
da je skup mesta koja 2’ - slede za Z sadr?i bar jedno
finalno mesto izraza % . Na osnovu pravila 2 i 5 o podre-
denosti mesta regularnog izraza K , finalna rﬁesta izrasza
F  su i finalna mesta izraza K=<%> , i za red ¢ mole.
se uzeti red 2/ .

Neka je &= K’jv-f\/ 4 (422 ) i 7T njegovo os-
novno mesto. 2 je osnovno mesto nekog izraza K, (7€<<%5)

sloZenosti 72 <4 , za koji je prema indukcijskoj hipotezi
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lema tadna. Ponove koristeé¢i pravila 2 i 5 o podredenosti
mesta regularnog izraza £ imamo da je tvrdenje taéno.
Pretpostavimo da je XK= K%, .. &, (22 ) i
da je /T njegovo osnovno mesto. 72Z je osnovno mesto neko-
ga Cinioca ZJ (7«7 <% ) izraza X . Prema pretpostav-

ci indukcije postoji rel Zj takva da je skup mesta koja

2, - slede zalN u &; sadrZi bar jedno finalno mesto izraza
,@ . Oznagimo = X, X,.;, %X sa ®’ . Ponovo prema pret-

postavci indukcije za proizvoljno osnovno mesto izraza &'
poétoji re¢ ¢’ takva da skup mesta koja f’-— slede za polet-—
nim mestom izraza R’ sadr#i finalno mesto izraza &’ . 0%i-
gledno, skup mesta koj‘a;zgjf’ - slede za osnovnim mestom
7  izraza X sadrii f,iri‘alno mesto Mg . Zato za ret ¢
uzimamo redg QjZ/ . lLema je dokazana.

Doka¥imo da je opisani.algoritam S sinteze izvornika

korektan.

Teorema 1.2.1. Za proizvoljan izraz X tadna je jed-
nakost /R/=/S5(R) .

Dokaz. Prvo dokazimo da je orijentisani graf G=S(R)
izvornik. Iz nadina konstuisanja grafa & sledi da su raz-
lid¢ita rebra koja izlaze iz proizvoljnog &vora V" obeleZe-
na razliZitim slovima azbuke b’nad kojom Jje zadat izraz

K . Iz leme 1.2.1. sledi da Jje iz proizvoljnog &vora &
prafa & dostiZan neki njegov. i‘.inalﬁi ¢vor, pa je zaista -
graf G = S(R) izvornik.

PokaZimo sada da je /R/=/S(R)/ . Neka je # rel,
pelk/ . tada oéiglédno Ky sadrzi bar jedno finalno mesto

izraza K& . Zato u izvorniku &= S(&) postoji put I, &/=p
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iz gvora Y, u neki zavrdni &vor, tako
Pretpostavimo da je red p</[S@). Tada
’ [X—]‘—“P

dosti¥%an neki zavr3ni &vor. 7}_;: . Podto

postoji put X » PO kojem je

da je 7’06/5()?)/ .
u izvorniku &
iz poletnog &vora

je poletni &vor iz-

vornika (¢ wustvari podetno mesto izraza K , zavrdni &vor

'U:F podskup skupa o©snovnih mesta izraza X  koji sadrZi

~

bar Jjedno finalno mesto 772'4_- s, to 77?,;€7€°i )OGIR/ . Lemé Jje do-

kazana.
U teoremi 1l.1.2, paragrafa 1l.l. opisan je skup ,%' svih
' regularnih izraza, koji se dobijaju algoritmom A  analize

izvornika. Opi%imo sada strukturu izvornika S/(A(G)), dobije-

nog kao rezultat primene algoritma 9 sinteze izvornika na
]

~~

proizvoljan izraz A koji pripada skupu K .

Teorema 1.2.2. Neka je & izvornik i G'=S(A). Tar

' . YA . . o~ . '
da je & izomorfan izvorniku & » Xonstruisanom ©po

& na slededi nadin:

a) Cvorovi izvornika & su poluprosti putevi izvornika
& , pri &emu je poletni &vor prazan put, a zavrini &vorovi
putevi koji vode zavrénim évorovimé izvornika & .

' b) Ako je X ﬁfpoluprost put w & , koji vodi u &vor V"

i ako iz V- izlazi rebro @ obeleZeno slovom a , tada iz

Pacd

izvornika & obele%eno slo-~

gvora W kxonstruide se rebro

vom a u &vor *f .
Dokaz. DokaZimo niz pomoénih tvrdenja o regularnim iz-

razima i izvornicima.

Lema 1.2.2. Neka je £ regularan izraz i £ re&. Tada

je )?/3

red¢i iz

prazno, tada 1 samo tada}kada £ nije poletak ni jedne

/R
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Dokaz. 1° Neka je p=Cay--- % red i /ﬁo +& . Poka-
zimo da je £  poletak neke redi # €/R/. U izvorniku & =
S(R) postoji ¥vor Y i put X, iz poletnog &vora vou U,
tako da je [ ]=@,--- @ . U izvorniku & postoji put Xy iz
¢vora V' u neki zavr3ni &vor. Putu ¥, odgovara red ¢ ,
tj. [Tg] =g . Otigledno, red pg=welk/i p je njen podetak.

2° Neka je 4 poletak neke regi o , We /Rl Pretstavi-
mo rel « u obiiku eJ=pqg , gde ¢ ‘moée biti i prazno. Tada
u izvorniku & =5(R) postoji dvor V#V; dostiZan iz njego-
vog poletnog &vora po putu ¥ , pri &emu je [F/=pL . Kako je
évor V izvornika & =S(R) neprazan podskup skupa osnovnih
mesta izraza & » to otuda sledi da je %, #& . Lema je do-
kazana.

Otigledno vaZe sledeCe leme 1.2.3. i 1.2.4.

Lema 1.2.3. Ako je 2 gdeo regularnog izraza X i /(4
osnovno mesto izraza % razlidito od finalnog, onda za proiz-
voljno slevo 4, aeA , svako mesto koje A ~ sledi za

w7 je mesto izraza L,

Lema 1.2:4. Ako hije finalno mesto izraza * ,
xoji je deo izraza A , onda 7 nije finalno mesto izraza
B -

Lema 1.2.5. Neka je K =R,V ...V R regularan iz-

raz 1 P red. Tada je
O 1)
Ky = £
r t-1 P
gde je /92/? spektar izraza 9‘2 .
Dokaz. Dokaz izvodimo indukciom po duini #(p) redi P .

Ako je d(w)=1 , onda je = slovo. Prema pravilu 1.
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o podredenosti mesta,za poCetnim mestom izraza R € - slede
podetna mesta njegovih &lanova. fz) (7=<<<n), Lako .je uodi=-
ti da se skup mesta koja € -~ slede za poletnim fnestom 77ZL-

[+)

izraza f sastoji iz nekog podskupa skupa neosnovnih mes-

ta Jf . Uzmimo proizvoljni Elan f i razmotrimo skup /%
njegovih neosnovnih mesta koja € - slede za podetnim mestom
izraza & . Pod¥to je A& disjunkcija, to konadnom mestu &la-
na fz (7< £ <7 ) nije podredeno podetno mesto &lana @
(7« 7« ) » 7 #< . Otuda, ako [%L-GWAZ;. , onda svako mesto
[‘Lf izraza X  koje Q@ - sledl za mestom . pripada &la-
nu % i otigledno je g =, U(F)

Pretpostavimo da je tvrdenje dokazano za svaku red 7‘3,
duZine «(p’/= € . Razmotrimo red 70-:7;;7"7— , Atpo)= €41 aeH,
Prema pretpostavci indukcije 7?/,, =¢§{ /92//0/ Uzmimo proizvo-
ljno mesto ))L" é(ﬁ//o/ . Ako ono nije finalno, na osnovu leme
1.2.%., skup mesta koja za njim & =~ slede sastoji se
iz mesta koja pripadaju izrazu ?1 '. Ako je Dt'- finalno mes-
to ¢lana ?f_ , onda na osnovu toga Sto je K disjunkcija,
saglasno pravilima o podredenosti mesta, mesta koja za njim
QA ~ slede takode pripadaju 93' . Prema tome za proizvoljno

Pgé(fg/,o/ svako mesto koje a4 - sledl za P pripada &lanu
.ﬁ . Otuda sledi da je Fp= U(f')f, . Lerpa Jje dokazana.

Lema 1.2.6. Neka je K(#regularan izraz i # red. Ako

za proizvoljan poletak f’/ re¢i p , /9/7520 ’ f;; ne sa'grii f;_
nalnih mesta izraza & » onda je ?\Q,e;r@ .

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po du%ini @) redi
ﬁ L

Ako ,jemd(p)%y.izp,wonda je p=a slovo. Prema pravilima




- 49 -

1, 21 % o podredenosti mesta fegularnog izrazé, skup predos-
novnih mesta izraza X koja &€ - slede za njegovim poletnim »
mestom jednak je skupu predosnovnih mesta koja € -~ slede

za pocetnim mestom izraza ? . Kako prema pretpostavei le-

me skup mesta koja € - slede zajoéetnim mestom iz.raza P

ne sadr#i finalnih mesta izraza % , to je na osnovu leme :
1.2.3. Ra=% . | ?
Pretpostavimo da Je tvrdenje" dokazano za svaku re& ' y
d{/u'/-:é . Razmotrimo red 70/=Pa— ,aeA d//o)=€+1 . Prema
pretpostavei indukcije F/,/ = 9?,/ , a prema pretpostavci le-
me fb‘ ne sadrz?i finalnih mesta izraza . Ako je mesto
Z»c'c— ﬁ,{ razliito od finalnog mesta izraza ¥ , onda na os-
novu leme 1.2.3. svako mesto [/t koje A - sledi za m' pri-
pada s;ku‘pu mesta izraza % i otigledno je '/?/3 = 3:,;; . Lema je

‘dokazana.

Lema 1.2.7. Neka je ¥ neprazan prost put izvornika

G iz M i R=A(F). Tada 7?[1_]

Nokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po sloZenosti 7¢ iz-

ne sadr?i finalnih mesta.

vornika & .

Neka je 4@# <=1 (vidi sl.1l). Tada je AG) =<V V& D>
Izvornik & ne sadr?i ni jedan neprazan prost put X i
otigledno lema Jje tacéna. |

Neka je za svaki izvornik & LIGH=7 , lema ved
dokazana. DokaZimo da je‘ona tadna za proizvoljan izvornik

G. , 1 =n+l . Setimo se da regularan izraz K =A (@)
ima oblik iteracije, tj. K = K Fav - ¥V 00, mal, gde
je 97 (71« € <m ) &lan drugog tipa koji odgovara prostom

ciklu X, koji prolazi kroz podetni &vor 7 . Ako je
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N Ed 159{4,&1 09)?['7 d (g*i H (J-A(G:j), -

gV
—6:?/574'1' Y yg? (7=7<4+2 ), onda je 93"‘ 1 Rt G Ry AR Aupyg o |

Uzmimo proizvoljan neprazan prost put X = 7/5?1 e PeVe !
ired LTJ=a, .. 2, . Odredimo /ﬁ/[f] za proizvoljan C&lan

f disjunkcije £ = $,v.-.- V%, i pokaiimo da /fj-j] ne sadr-
21 finalnih mesta izram= Z) . Oznadimo sa ;'%;x =Y s Vers 5%
(7< ¢ =€) xraj puta ¥ , koji péinje &vorom V. . Neka je

[I] Q.. Qe rTet koja odgovara ‘putu \fé_ .

Pokazimo da je
K
(1) @ZCV] = ,(2{ ( ’?}'f/[,,f‘}. 7
gde je @, = Ry vee (G Ay 3 Up%urs , (02 k<€ ),
Ako je 4(x)=1 , onda je tvrdenje oligledno. Pretposta-
vimo da je tvrdenje dokazano za svaki prost put * ,d@0=€,
Razmotrimo put X  du¥ine &/=6+1_ +Predstavimo X' u obliku

XP , gde je d(x)=€ , © rebro. Neka jelXT= @,... %epy ,

al—:QLz, coe o 62 ;= t/(’ a/(l-i alk-f-l ('f ‘.‘k’égf'l. ) Spektar(g?)[rf

(:7 ,],}'y—]se sastoji iz svih osnovnih mesta izraza koja

OL - slede za mestlmaklz /f’/[ﬂ y Pri &emu je prema pre tpos-
,U//?‘f/)f . Neka je s<4 . Tada je put ij
neprazan. Ako se ovaj put ne sadrZzi u izvorniku G'(j , onda

tavei indukcije /ft')/[JFJ

red [7;] nije podetak ni jedne redi iz /Ry;] i prema lemi 1.
2.2, //?l-]')[][f}:,=¢ a zajedno sa time /@'j’/]@-jaﬁff/?‘j)[ﬁ']{] =g .

Ako put T,

o pripada izvorniku 63(-]- , onda prema indukcijsko]

hipotezi, po3to je //&'[]‘// <n ’(/?“f)[ff] ne sadrZi finalnih megta
i prema lemi 1. 2.3. skup osnovnih mesta koja 4@1-— slede

za mestima iz (7\7('].)[7(;]1 pripadaju mestima izraza Yv je
()?('j')[}j]dc,“:/?(j/[@f]. Neka je sada 7=¢ . Tada je Al [F]=€

i {K"'J)f] u izrazu 9? je osnovno mesto 7 , koje sledi za
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za slovom @, . Ako je *=% , %j. @p#%4,,, onda skup osnov-
nih mesta koja &, - slede za mestom 70 je (R t)a ‘(Pte)LI’]r
Ako je k'=k+1, tj. &, =%, , onda je taj skup (78(6)61“1 ee)me’yu
U/ €+1}[/7 ' Konadno doblgamo jednakost
| & ey = U/k,]/[I]
¢ime se i zdvrfava dokaz tvrdenja (1). Kako je o8igledno k<
<4+1 , to iz (1) sledi da spektar (?Z)[X,] ne sadr#i finalnih
mesta izraza 92 . Koristeéi leme 1.2.5. 1 1.2.6. dobijamo
da (/?)M_] =<{F,v..v% > takode ne sadrii finalnih mesta
razmatranog izraza X . Lema je dokazana.
1z dokazane leme 1.2.7. nije tefko dobiti sledeée pos-
ledice.
Posledica 1. Ako je
K = U;p;l{“ . fevz .
poluprost put izvornika & , Ge&/M s [Fl=a, ... a,
ErA/£)=<f1V "ﬂm>

gde je 77z 4 1 ﬁ-=aa L RRE 51137?‘3&1.#1 odgovara prostom

ciklu # (7 =< <m ), koji prolazi kroz poletni &vor 7

izvornika ¢ , pri Cemu jelF,]=a, Argg = A(G'j)
= . o f < 3
g U y ( 7 <4 ), onda je

pri Cemu je . :
&,
/f)[:{] = %/K{]')[@Y

gde je a Q(t ’ LR I 4 aK“,:: d"«[ ’aA’é*i#d“’e‘-"l (0‘—"/(‘&6 )o

Posledica 2. Ako je

L=V ? - Fo%
pOluprost put izvornika & “sa poletnim &vorom - ¥, i skupom
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F  zavr$nih &vorova, /[X]= a, ... t{e ,

S AG) ‘ |
R=AG)=F,v ...v 5% wat fs
gde f = RypQ@iyRey o ARy odgovara prostome putu %, , ko=~

ji vodi iz &vora 7, u neki zavrdni &vor Ve , pri Zemu je

_ Yy f
[T =@, - s » Ko = Al&) 7‘?(']':’4/6']') ’ éf] =§1’;&Jj-,"' Yjoz i
onda je )

(e - U/f/m |

pri Cemu je

gde je &,=4,, «.. , 4 = Dp, o Bpur * 4 POV (0ck <cmin(és) ).

Lema 1.2.8. Neka je &  izvornik, R=A(G) i X, i

A, razliditi poluprosti putevi u & . Tada je |
(Rpry # (R e7.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukecijom po sloZ%enos- ‘
ti izvornika & . |

Neka je MN&GH=1 , (vidi sl.1l.). Tada je A(G) =<y ..va.> |
[G]<a.,,[G]= @ (7+€ ), (1<7,€< K )., Ay # £, 1 obig-
ledno tvrdenje je talno.

Pretpostavimo da je tvrdenje dokazano za proizvoljan
izvornik & iz M LAF/ < . }Razmotrimo izvornik & iz
M, 1GH=T+L [ Dada je R=AG)=<%v ... v Fn> ,mzs ,
F-a,R, ...a R a  %lan drugog tipa koji'odgovara prostom

A S 37 t8 154y

ciklu A 7/‘}1 9 "‘P{:’f:ﬂ“ﬂ/_ y [7,] = Qpy v+ Aoy . Neka je

2]

”V”’ (1) (1) proizvoljan poluprost put koji prlpada
}1 9 <,

i‘..vornll &, [JZ:{] = aj”... a;," . Prema definiciji izvor-
{
nika postoji prost put 11’ iz &vora V.ﬁ u pocetni &¢vor

. Jol , Al 4 . oy ) )
v Feka Je & maksimalan indeks,za kojl &vorovi V, » ++s » Ve s I
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ne pripadaju 7/}’ . O8igledno put j—km 1/'”’)0 PZ} ;4)

pripada izvorniku &, . Oznadimo kraj puta 7&/ koji vodi

iz &vora ’2//;(” u évor ¥ sa If , a poletak puta- %, koji

[+

vodi od do U7 sa g . Tada je & *x*-f1 prost cikl.

A
Neka je fz njemu odgovarajuéi ¢lan izraza .

Uzmimo proizvoljan poluprost put %, #I , %=%ﬂ(ﬂ?f1{e')“

~

/2 2 < o
FemV{z) 1 [ 7,1 = a, )L a(z) ’ %é&' . Pokazimo da je

/?/[f] /fjf] . Clan f izraza & moZemo predstaviti u
obliku |
) ﬁ:éffl!ézfllz-'-gkftk‘é/(fi‘.-é!);?[é gs,&j_

Pretpostavimo da se put 4, poklapa sa ciklom /T 3o nekog

_ (1] %
Svora 4, , tj. da je ¢,= 63”) cee oy BT Ay é,% tﬁu’ a

da se put %, poklapa sa ciklom /7 do nekog &vora Y. ,

tj. da je éj_ (2}_, ,éf=atfz»’ dt 7“4/2/ . Neka je prvo

77

‘0zt s k . Prema posledici 1. imamo da je

t

[]I,.n/] a aj"’ agﬂ/’ pri Cemu iz leme 1l.2.1l. sledi da je (P,k}[fkﬁy‘-f”
1

#* & . No
- Utry)
(2 ”
/‘/[ 5] =1 [f ] |
= ) . . . ? . ] B
Z /z/ ""’... aéj , 1 oigledno je /f‘,}["}]#/f/[ifz] .
Pretpostavimo sada da je ¢ zk . Ako J{’W ne pripada

izvorniku é“k , onda Je/ ,C[fm/] ¢ i posto / k/[Im] -7£¢

to je /f/[l.]"/f)% 7

é’m - Tada iz indukcijske hipoteze sledi da Je( K)[J{’X/]#:/ ) ral"y

Neka sada f"—’/ pripada izvorniku

i ponovo dobijamo da je /f)[qué/ )[IJ
Na taj nadin pokazali smo da je /f)[zj #/?)[]_] iz cegra
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‘na osnovu posledice 1. neposredno dobijamo da je /P%Jc}]#:(?q?z}?’
ako je G €M .

Ako je sada &  proizvoljan izvornik /&4 < k+y , Ta-
sudujuc¢i analogno i koristedi posledicu 2. dobijamo da jJe

/ﬁél']#/ﬁ/‘fzzf Lema je dokazana.
z

Lema 1.2.9. Neka je & ©proizvoljan izvornik iz M ,

R=A(&), p . takva rel da za proizvoljan njen podetak g/,
prIEL, Frr ne sadrZi ni jedno finalno mesto izraza & .
"’l‘ada, ako /?/b sadr%i bar jedno finalno mesto izraza X ,
onda su sva mesta u )?f, finalna.

Dokaz. Prema algoritmu A analize izvornika izraz
R =A(G) je oblika R=<%F v...v 4 > , gde Je .92 ¢lan
drugog tipa koji odgovara prostom ciklu 4, (7=<¢=smn )

koji prolazi kroz poSetni &vor ¥, izvornika ¢ . Ozna¥imb
sa 5 izraz fjv vfﬂ_ . Na osnovu leme 1l.2.5. imamo da
je )?/o =(Fv.- an)p = jj’,, . Koristedéi postupak konstruisa-
nja izvornika iz leme 1l.l.3. za lzraz $ kxonstruisimo izvor-
nik §/ , takav da je 7 A(G’), pri Cemu iz njegovih final-
nih &vorova ne iziafze r,ﬂebra. Ako K’P sadrZi neko finalno
mesto onda je pe€ /P 1 u G/ postoji put X' is vora U u
u neki savrdni &vor ‘V;' , takav da je /X J=p . LPolto iu
cvora ?/;C’ ne izlaze rebra, to red p nije sopotvenil pocdetak
ni jedne re&i iz /%/ . Pretpostavimo da Ap s.drii mesto
M koje nije fimalno. Tada prema lemi 1.2.1. postojil ref
/0/ takva da skup mesta koja 7"/ - glede za mestom M spudr~
71 finalno mesto. Medutin tada /9—20,,,/ sadr®l to Llnalno meuto

1 /’/’9’6/37/ y Sto Je suprotno &injenici otouusivovinja u Wiz
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rec¢i ¢iji Jje sopstveni poletak red o . Lema je dokazana.

Lema 1.2.10. Neka je &  igzvornik, X=A(§), X polu-

prost put u & , P rebro koje izlazi iz poslednjeg &vo-
ra puta X ., Tada je

(Rlasrpr = (® /[17’7
gde je J/—j—? svedeni put puta 4p .

Dokaz. 1° Pretpostavimo da je put 52‘.—:2/;911/1' prost.

FPe%e
Tada dodavanjem rebra ¢ putu X koje izlazi iz &vora Ué#?fz
(= € s €-4 ) i vodi u neki &vor vV dobijamo poluprost
put 4 . Otuda je (ﬁ)j‘fc‘-ﬁ]:/?)[zﬁ]:(ﬁ/p;]@].

[+] .
2° Neka je poluprost put I= Vs P Y takav

Vo $e%
da je ¥, =Vy (0 < # €-£ ), Tada dokaz tvrdenja izvedimo
indukcijom po sloZenosti izvornika 4 . Neka je & e ,
16 =1 . Tada je K=A(F)=KQv...vQ,)>, pri Semu je slovom
(1<g7<%2 ) obeleZeno rebro f)"j petlje -7/'05)‘.]‘1}; .
Proizvoljan neprazan poluprost put % je oblika Vo)OngO ’
[X]=4a;. Otigledno, ako je P=§$, (7 =4k <2 ) rebro koje
izlazi iz poslednjeg Cvora Vé puta % , onda je 77‘}?:2;57‘.,(1{,
Lxp] = %, pri temu ;)e/7€’/[Jt—P]— 2,47 gde Je 777a, osnovno mesto
izraza koje sledli za slovom A,k . Poeto je (247[] M, .. gde je

7’
M, . osnovno mesto koje sledi za slovom &, to prema pra-

7
g
vilima 2, % i 5 o podredenosti mesta ,skup mesta koja A =
slede za mestom /7, . sastoji se iz jednog mesta 77, , tj.
l] UC
/,{7/0(7[9]-7// ’!/'?’fo]’ $to je i trebalo. dokamati. Prer,poutavnno da
je tvrdenje dokazano zax proizvoljan izvornik G ’ G el y

VW <k . Razmotrimo izvornik & iz & 0G4« kst . Neka je

T = Vo Vy ~--l§_£Pe7/é poluprost put, gde je Vé-.-Vx; (0g tet-1),
1z

[X]= Qg - e, - R je oblika LFv ... v I >



sde = 4Ry %%y es odgovera proston ciklu % =vf,¥,.
<

v,
. . = . .~ . L= . = 7
.2@‘_)0‘_4;“7/,; T = a,, Uges » Rey= Ally) & Fou, ... Vs

(71 =7=5%, ). Na osnovu posledice 1. iz leme 1.2.7. imamo

da je /&’47,] J-.L__//f[z] /f/zf] U/ ,]}[f] . Neka je ¢

rebro koje vodi iz &vora V. wu Svor V- ,[P] = a . Tada je

[7_(’;01=7’8ﬁ?/j“'j9‘-1&v' ,[f[}] =Q, ... 4a.a i ponovo prema

posledici 1. leme 1.2.7. imamo da je
/ﬁ}[ffo] :J%/fzy'/ﬂﬁ&]

Ako [7?/[](_] ne sadrZi finalnih mesta, onda prema iema-—

ma l.2.5. 1 1.2.6. je

Ukoliko /E%j7 sadrZi bar jedno finalno mesto, prema
‘lemi 1.2.8. takva su i sva ostala mesta (2277, pri &emu je

X  prost cikl. Lako je proveriti da je
m
(R)rrra = JUI (7)o, =(Rlrp1 = (Rlpipy

Odredimo skup osnovnih mesta koja @& -~ slede za mesti-
ma iz (f)/[ . Primetimo pre svega da za j’>t‘ put 7;; ne pri-
pada izvorniku &,;,tako da je (% J)[f] o i /E‘J)Z% 7 ne sa-
dr%i finalnih mesta izraza '/?t-] . Na—osnovu leme 1.2.2.

mesta izraza ﬁ koja @ - slede za mestima iz /th')[jj]

1115

pripadaju skupu mesta izraza )Pl] , tako da Je //?) :~‘ Q= R;]}/]‘:P}]
Ako se (7})/1 ne sadrZi u izvorn‘ikﬁ“”ﬁ"-‘f , onda je (/?‘JJ/'/J")")J
=[P tj/[.@)}] #. Ako pak /Tf’/j pripada izvorniku é,] , onda
Jednakost /K’,])[/fﬂ] (zj)lsz/]slc'dl iz indukcijske hipoteze.
Neka je sada fF €4 1 neka ( ])[I]sadrfl ilndlno mesto.Tada
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‘prema lemi 1l.2.8. sva mesta u /F,//[f}] su finalna. Specijalno
dobijamo da je[]}}-]é/ﬁgj/. Otuda 7, je prost cikl i 7(}'65!&4"’{:{-,
Ako Jje a=at~f“, onda Jje skup mesta izraza f; koja & -gle-

de za mestima “iz /Ey%@7=/F£f%fdskup [/?[f)a, v (?l'fu)e = /gz‘é)[(ﬁ":;})t]u
u/a'f%%’}ff17’ Z. = t+1 i ponovo imamo jednakost K‘ZZ-/[];’?] = (ZJ')[JF]Q
Tttty '

7. ) .
:jg/;(/?,]-/ﬁg}j7=j(__//€j/[@_7 . Ako je a#a,,, , onda skup mesta iz-
raza /'?[f koja 4 - slede za mestima iz (/?[f)[@] je('/?g,t)aff’?zf)[//%—;){],
| 7. =7 i ponovo je /—f‘/{‘f]az/jg}[ﬁ] . Koristedi jednakosti (4),
(2) 1 (3) ‘konaéno dobijamo da je {F/[Jr]ca :/?/['i;o] .
Pretpostavimo sada da je & ©proizvoljan izvornik ea
poCetnim ¢vorom ¥ 1 skupom F  zavrdnih &vorova, X proiz-
voljan poluprost put u izvorniku & , 2 ‘rebro koje izlazi
iz poslednjeg &vora puta X . Rasudujuéi na analogen nadin
kako”smo to &inili w sludaju izvornika specijalnog vida moZe
se pokazati da je i w ovom slucaju lema talna.

Dokaz teoreme 1.2.2. neposredno sledi iz niza gore do-

kazanih lema.

- §1.%. O SAGLASNOSTI ALGORITAMA A I S

U prgthodnom paragrafu opisaii smo kako se.po zadanom
izvorniku & odreduje izvornik vl y izomorfan izvorniku G
S(A(G) .5ledeéa teorema odgovara na pitanje kada je izvornik
S(A(G) izomorfan izvorniku & | , tj. kada su vaiAg‘or‘i't:mi A

analize izvornika i & sinteze izvornika saglasni.

Teorema 1,3.1. Algoritmit A analize izvornika i &

sinteze izvornika su saglasni tada i samo tada, ako Je izvor-

L et
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nik &  drvo sa korenom u podetnom &voru.

Dokaz. 1° Neka je izvornik & drvo. Tada prema teore-
mi l.2.2. moZemo konstruisati izvornik G—N izomorfan izvor-
niku 4= S/A(G) . Lako je uoditi da je izvornik éﬂ izom -
morfan izvorniku & , & otuda i sledi da Je &' izomorfan
& .

2° Pretpostavimo da je algoritam A4 analize izvornika
saglasan sa algoritmom S sinteze izvornika r;a nekom izvor-
niku & . Tada je %/(&)= 1 . Poka¥imo da je G drvo.
Pretpostavimo da :& nije drvo. Tada & sadrZi bar jedan
évor ¥ koji je iz poletnog &vora dostiZan po razliditim
poluprostim putevima A, i H . Otuda na osnovu teoreme
1.2.2. imamo da je 7(G)>1 . Poslednje je u suprotnosti sa
¢injenicom da je @¥/F)=1 . Torema je.dokazana.

Sada razmotrimo usloZnjenje izvornika G'-S(A(G)} u od-

nosu na izvornik & . Tadna je slededa teorema.
' ”

Teorema 1.%.2. Neka je w(m)=maxi?(s), f(n)e‘mo'n Ta) .

4GH=TT A&ll=m

Tada je LT S r)

nm)=4 TT(M-1) '

’ s L (m=1),
7(n) =1,

Dokaz. Jednakost %772):—1 neposredno sledi iz dokaza
teoreme 1.3%.2. ’ 1
Ncka je ¢ izvornik nad azbukom #  ,IGf=7n . Ako |
je X proizvoljan poluprost put izvornika & ', onda mje- i
gova duZina nije veca od 72 . Prema tome broj poluprostih
puteva izvornika & nije vedél od broja reti duZine 7 nad *
ris o
n

azbukom A& , tj. nije veél od veli&ine 7 _ -1 = za m>1
' m- 1 . '
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i velifine 7m#2 2za wmm=4 . Koristedéi teoremu 1.2.2. dobija-

mo da jJe
_7’}:1._1_ , (m=>1)
(1) w2 < 7t (m-1)
’ 1
.7’2,;— > /m—: 1)

Razmotrimo iZvornik & predstavljen na sl.9. , gde je

~

v podetni i jédinstveni finalni &vor. Uolimo da svakoj re-

o
~¢i # u azbuci A , ¢ija duZina nije veéa od 72 , odgovara

poluprosti put ¥ izvornika & , takav da je p=/T7 . Zato

n+1
-1

m-1

je broj poluprostih puteva u & jednak za m=>1.

i7n+1 za 7m =4 . Otuda sledi da Je

n+e _ .
‘ m -4 ,(7?7)1)

(2) Z(n) z 7 (771~ 1)
R J (m = 1)
}Z .

a, 7 a,
$@$@ o

51.9.

1z nejednakosti (1) i (2 ) sledi drugi deo tvrdenja

teoreme. Teorema je dokazana.



GLAVA II

METRICKE KARAKXKTERISTIKE
ALGORITAMA A T A ANALIGZE
" AUTOMATA -

Ova glava sastoji se iz tri paragrafa i posveéena je
izudavanju metrilkih karaktristika algoritama A i A,
analize automata. U § 1 nalaze se donja i gornja ocena za
funkciju LA(H/ . U § 2 odreduju se donja i gornja ocena za
funkeiju Lnf”’ i time pokazuje da je velilina Z,m) bitno
manja od velidine ‘é(ﬂ/. U § 3 nalazi se ocena broja i
Ntn,m) svih regularnih dogndaja, koji se mogu predstaviti
izvornicima nad azbukom £ od m slova, a ¢ija sloZzenost
nije veéa od 1rn . U ovom paragrafu odreduje se takode, oce-
na broja ZM¢nm) svih regularnih izraza slo¥enosti 7 nad
istom azbukom A . Ove ocene se koriste za nalaZenje donje
ocene veliline &f?ﬁy , jednake maksimalnoj slo¥enosti minimal-
nih regularnih izraza, koji odgovaraju izvornicima &ija slo-

Zenost nije veéa od 72 .

§ 2.1. OCENE FUNKCIJE L,f7)

~

U teoremi 1.1.2. bio je opisan skup X svih regular-

nih izraza, koji se dobijaju algoritmom A analize izvorni-
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a pozabavimo se sada problemom ocene maksimalne sloZenos-
'{lc * P

4i regularnih izraza skupa KA .U uvodu rada uveli smo
&enonovu funkeiju LA(n)=/lfg/in;M(€/// , gde je & izvornik,
/4{5} regularan izraz iz skupa K i AJAGH slo¥enost iz-
raza A(G) . Donja i gornja ocena veliline ZZ?HJ daje se

i gledeco] teoremi.

Teorema 2.1l.1. Za proizvoljne prirodne brojeve 71 i

71 talne su sledecCe nejednakosti
_QZ
om?¥ < LAm) < 4711
Dokaz. 1° PokaZimo da je

: 72, 57
(V) Lym<4m?  *

n,
2

s

o
Z

Razmotrimo i)rvo skup /M izvornika specijalnog oblika. Ako
j5e GeM Y& =7 , dokaZimo da je |
n?, on
(2) 1A < 2m? 2,
Dokaz nejednakosti (2) izvodimo indukcijom po slo¥enosti
izvornika (.

Neka je &GeM AGH=1 . Tada je

AlG) =iy v oo v Qx>
gde je Xy (/<7< k ) slovo azbuke A kojim je obeleZe-
no rebhro P‘] izvornika & (vidi s1.1). ’Izvornik & sadr-
%1 najvigde m petlji i prema tome /A (7))« 2m . Otuda 1
8ledi tadnost nejednakosti (2) za 2 = 1.

Prelpostavimo da.je nejednakost (2) taZna za proizvo-
ljan izvornik [ iz skupa A, G4 < 7n-L. PokaZimo da Je
ona ta¢na 1 za proilzvoljan izvornik & i M ’ fel=rmn .
lzraz R =A(&) 3je oblika
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(3) <971v v 5>
gde je 97 (7 s+¢ <2 ) &lan drugoga tipa koji odgovara
prostom ciklu % , koji prolazi kroz poletni &vor % izvor-
nika & . Ako je ¥ prost cikl, koji prolazi kroz poletni

Evor V.

% » onda, 8to nije tesSko uwoditi, du¥ina 7 nije veda

od 7 . Prema tome broj razli€itih prostih cikla koji prolaze

kroz poletni &vor ¥ , nije vedi od broja refi duZine n u

azbuei £ , tj. nije veéi od veli&ine m” . Otuda sledi da broj
glanova disjunkcije F=Fv...v%, nije veéi od m"™ . Glan
Jp{ moZemo predstaviti u obliku
(4) Apy Rig Ay Bz -+ - a{'ﬂ‘- -1 Pz'n‘.-f Un,
gde je 7n. sn , q.séﬂ (7<% <mn, )y Reg= Al(Gu)

1 4 (4
7/2

G.=Go . .Ocenimo” odozdo slo¥enost izraza % . Izvor-
(1 oz/t—ﬁ"'”-cﬁ—i

nik &, sadrzi najviSe n-4 ¢vorova. pa sloZenost izraza

5 2 .
(771-4) " 3(n-g)
4 2

R=Alds) 'nije veda od velidine 2m . U izrazu (4)
realizuje se 27,-2Z konjunkcija izmedu 7, slova azbuke A i

n,~1 izraza &4 . Otuda sledi da slo¥enost izraza (4) nije
(n-4)%  3(n-3)

n-f
veéa od veliline 3n-2 + > 2.m z Z . Kako iz~
-1
raz ¥ ne sadr?i viSe od m™ &lanova , to broj operacija dis-
junkcije izmedu tih &lanova nije vedéi od m— 1 . Zato je
2
n-1 (n-s)° , 3(n-3)
n
TAGH < m (3n-2+§:i 2m Z 2 )+mn—1+i,
t3.
: (=92, 3m-1) /n-z)i 3(7-2)
(5) NAGN<m™ (sh-442m * Z r.i42m % Z 4

2 .
/n—z}%g/n—z/ Z 3
2 2 77 | =
tI2m T o+ 2
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. (n-1)%, 307-1) p 4
=m /3f2-1 +2m % “ (1+ snz.3 T g3t
m T*j‘ m”~Z +2'—:".~
1 . 1
2n(6-2)+1-¢% | 310 Ce 4 [7-7)2 . 3/7-4) ))
7 =z 2 m 2 * 2 -Z

Kako je odnos i-og &lana sume

Stmmny=4 + 12 L1
. 2n-3 , 5 - 4n-g 3
-+ — LY
m- 2 > oz +2.5
i 1
o 1 - - A >
2n/(t-2)+2-4% 1 5 1¢-1) (-1% 371 _,
m 2 2 m 2 2
: . (- + 1 < s .
prema (i1 + 1) -om &lanu jednak m i ima najvedéu
vrednost mZ za <=n-1 to iz svojstava geometrijske prog-
mZ

resije sledi,da je S(mn) < 3 . Otuda dobijamo da je

m*-- 1

2, B
(7n-1) L3(n-1)

2
JA(G) < m™ (3r-1 + 2m z m )_:
| m% 1
K 2
nl, n
2m + =
=m In-1 + Z 2 ) _
(30t 4 20 B0
n%, 3n
-, 2 T3 [ 3n-1 2m
% nz,n m? 1
m=z " 7
Lako je pokazati da je za proizvoljne mz2z i nz2
3n-1 ., i _2m _ . # . XKonalno dobijamo da je
n2, 2773 m?- 1 3
- mZT T Z 2
- n?, 3n
JAGN < 2m ? 2

$to je 1 trebalo dokazati.

Neka je sada G  proizvoljni izvormnik, /J&/+s7n2 , sa
poletnim &vorom A i skupom £ zavrénih &vorova. Prema
algoritmu A - analize izvornika izraz & - 4(4/) je oblika

(6) v ... v 9%,

gde- je ff ( 7= < = & ) ¢lan prvoga tipa koji odgovara
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prostom putu Ay , koji vodi iz poletnog &vora 7V, u neki
zavrsni &vor v, , pri Cemu je [Z] = 4;1 Q... Fe s ten-1,
njemu odgovarajuca ref. Nije teSko uoditi da duZina proizvolj-
nog puta %, nije veda od 71-1 . Prema tome broj prostih

puteva u izvorniku & nije veéi od broja reli azbuke A

¢ija du¥ina nije veéa od 7t1-1 |, tj. nije vedéi od velidine
n

m = - 1 = . .
T Otuda sledi da broj &lanova disjunkcije (6) nije
' m”_ 1
veéi od =T £ , a broj operacija izmedu tih &lanova tako-
77 ~ 1
i 12 N ‘
de nije veéi od M _-—L |, Clan ft disjunkcije (6) moZe
v m-~ 1
se predstaviti u obliku
(7) ’?o 297, 7?[1 aﬂ(.—z ?1'77(—1
. Vis
gde je 7, <n , aj, e (2 <8 sn-1), Ry=Al6,q), 6;-5:61%&‘”_%_1

R, = AlG,), G, = &'V" ( &% izvornik koji se dobija iz izvor-

nika (  uzimanjem ¥vora 1, za jedinstveni njegov zavr-

8ni &vor). Ocenimo odozgo sloZenost izraza ﬁz . Svaki od

izvornika 6'[5 , & takode i izvornik G‘o , pripada sku-
{”‘43‘3 3(71-5)
. , 2 2
pu M izvornika specijalnog vida, pa je 1A(G € 2m

(1 <43 <n-2). U izrazu (7), 8to je lako uoliti, realizuje

se 2/1(...2 konjunkcija, pri Cemu’on sadrZzi 72.- 1 slova
azbuke £ . 1z gore relenog sledi du sloZenost .izraza

(7) nije veda od velil&ine ’
_/f*»j}ﬂ 3(71-5)

7- 1
2 Z
3n-3 + E 2 m
y 4=0
Kona&no dobijamo da je it ¥
2 2 2
mn’ , g_+%17 //?21)+ 5/7;1}
[ (7)< (3/7-2»1‘2772 +2m £
A n -1
12 34 7 n? 3n
>tz m-1/.. FARE
. .. 2 2 < =i 1) )
(8) + 2m ,/< 777-1‘(‘)’77 1)-1+2m 4
T 20 7, 3
’/‘277] _}_ e A 2”2 ?— V4 é




. ,
n* 3n
m -/ 1 7741 o T 2
< D7 T ™ /3(n+1)—1+2m2 "-+---+277Y)

_ m :

(r+2)? ;
1'2‘”?._2___,‘3/277*1)_”“ n%, sn
m-1 < 4mZ 7 Z
§to je 1 trebalo dokazati.

n

2 Sada pokaZimo da je
: 72
(9) LAm)zZﬁz‘? .

Razmotrimo izvornik 6:6 ( 81.10 ), zadan nad azbukom

A, sa 72::25 (€=12,2,... ) ¥vorova, gde je V= podet-

o

ni i jedinstveni zavrd3ni &vor. Nije te8ko uoliti da je broj

prostih cikla izvornika 6% » koji prolaze kroz Y7 jednak

% £
M (771 1) Z, Saglasno algoritmu, A analize izvornika
izraz Kp=A (Gy) je oblika (3), gde se 5; mo%e predstaviti

u obliku

B 3 a., ® ven .,  Q
(10)  @uy Ry @iaRoz - Cies Xe BreFess w “one-17m

~ vy ‘ ,
pri Cemu jJe )?4,==Aﬂ8§k,”@1}=f?7'(7 <7 s €-14 ). Axo sa
A, oznatimo /Kp/ imamo da je
-1
(11) /lfrm(/m—i){ (6¢-1 +/7£_1*’44.z+"'+/’1)'

Dokaz nejednakosti (9) izvedimo indukcijom posebno za

parno i neparno 72 . Ako je 71 =2¢ paran broj’ocenimo
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odozdo sloZenost izvornika 6% .

il

Ako je 7n=2 , onda je €=1 A1 4m i 4mza2m*%

Sto se i traZilo.
N2
(22)°
Pretpostavimo da je W]/@}l} 2m ¥  gza proizvoljan izvor-

nik & ¢’ < ¢ . Poka¥imo da je poslednja nejednakost

e’
tadna 1 za proizvoljan izvornik é% . Na osnovu jednakosti

(11) i indukcijske pretpostavke potrebno je pokazati da je
(2

' £-1 .
ti. , X 2
-1 f16-1) (-2 : A
mCim-1)" (561 +2m* +277?£ 3L~~+,’2//1£)%2m2.

.Poslednja nejednakost je tadna ako je
(t-1)% £2
z

¢ 2 > om

-1
(12) m<ym-1) . z2m

‘Nije tedko pokazati da se nejednakost (12) moZe predstaviti

u obliku
4 4 (€-1)log (m-1)
m2+ ) z 1

$to je ekvivalentno -27-+/f*1//oym/777‘1)30 i ta&no za proizvoljno
777 z 2 . Na taj nadin smo pokazali da je nejednakost (9)
tadna za proizvoljan .paran broj 7v .

Ao je 72 mneparan broj razmotrimo izvornik é% ’ pred—

stavljen na sl.1l, koji ima 2¢+1 &vor.

Am
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Rasudujuéi analogno tome kako smo to radili u sludaju
kada je 72=2£ , mo%e se ponovo pokazati da je nejednakost

(9) tadna. Teorema Jje dokazana.

§2.2. OCENE FUNKCIJE L,(7)
L

Opisani uw uvodu algoritam ,41 analize izvornika pred-
stavlja ustvari izvesnu modifikaciju algoritma A . U ovom
paragrafu razmotrimo problem ocene efektivnosti algoritma

.Ai , analogan problemu ocene efektivnosti algoritma A,
koji Jje razmatrég u prethodnom paragrafu. Neka je & izvor-
nik, K’:/Lﬂ%) reéularan izraz dobijen algoritmom A, anali-
ze izvornika i Z%/ﬂ}=7nax/%4103W » gde se maksimum uzima po

1 WG =T

svim izvornicima &  sloZenosti 7t . U sledeéoj teoremi

daju se donja i gornja ocena funkcije ZVU/n}'

Teorema 2.2.1. Ako je Zﬂ(n}:nuﬁx//b(ﬁyﬂ , onda je
1 Neh-n ‘
' 37
2m” < L ,(7) < &Sm

Dokaz. DokaZimo prvo da je

(1) L,m)esm’”
£

Razmotrimo skup izvornika specijalnog- oblika. PokaZimo
da ako je

L () =mmax A e
' Az nGEh=n -
onda je G EM

(2) 7 %) 5 s3m3%,
Ay

Dokaz nejednakosti (2) izvodimo indukcijom po 72 .
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Ako' je G M , Ig)=4 oﬁda se lako pokazuje , ra-
sudujué¢i analogno tome kako smo to radili u sludaju teoreme
2.1.1., da je nejednakost'(2)_taéné.

Pretpostavimo da je nejednakost (2) tagna za proizvolj-
no K<n . Ragmotrimo izvornik &eM , /fI=n ., Prema
algoritmu ,Aj_ analize izvornika za skup 7l redi koje od-
govaraju prbstim ‘ciklima koji prolaze kroz poletni &vor 1,
izvornika & konstruiSemo drvo 7 (M) . Izraz X =A/JG je
oblika a

(3) <F¢§vﬂ’qv...v'/?péj> |
gde je /?y;. (7« ¢< 3, ) regularan izraz pridrufen i—om
¢voru prvog sprata drveta 7 /M), (71 <%, ),/?,G.,QA/ﬁ/”q»-
'/’P"EVP&/}V"‘ 'V'Pw,gz) , pri emu je slovom & d}laeleéeno
rebro drveta 7/»w) , koje ulazi u &vor ’V'L y AQ(G(IZ_’U

v .
regularan izraz odreden za izvornik &(Ty)=G,’, /?ur]- (71=7<%, ),

(7 < $,¢m ) regularni izrazi pridruZeni &vorovima drugog
sprata drveta 7/777/ . Medutim, izraz KZ/; se mo%e prdsta-
viti u istom obliku kao i izraz 7\’7,‘. s pri ¢emu tada ulo-
gu izraza Rky imaju izrazi koji su pridruZeni &vorovima-
tredeg sprata drveta 7(m) , itd. ‘UopSte, proizvoljan regu-
laran izraz pridruZen nekom &voru J =-og sprata, (7 s« Jsn-1),
ima sloZenost koja nije vedéa od m+2 +Z:;)i/77"7/+ m- 8 ‘, gde
je B maksimalna slo’enost izraza pridrufenih (Y+1) -om
spratu drveta 7 (7). Kako J -i sprat ne sadrZi vise od

7 gvorova, (1 <JT<n-1 ),aposledngl mn gvorova,

uzimajuéi u obzir oblik izraza (%) neposredno dobijamo da je

~ o~ 77-—1 ~ n
Z,Ai(ﬁ)émv‘- mimys2 "Z‘A[”'”}* e #m /7,7+2+[A1(1))+m )
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-tj.
L d n '
(4) Ly)smsmsmimez) + .+ m* " mpz)s
7 o 2 n-¢ 7
+mLA1m 1)+ m 4’44/7?—1)4-..4-772 LAin}.
Prema indukcijskoj hipotezi iz nejednakosti (4) dobi-

jamo da je

T n _ s ) n—.z
L,(n)sm+m (miz)m(1 tmE -+ ) F
1 ) A '
3/71-1) 2 3(n-z n-1 3.1
+ Smimn +3mm L...fsm .m <
2 77—1) -~
&’7’7/77?+2)[1¢m+m £ - 4T
3n-2 7 R A - 1 P
7 Izttt 2(71-2]
m
n 2
- 37-2
N i +2) .___m z + 3N . mn <
m- 1 m% 1
£ 3m (3‘(7”4‘2) 371 + 2 1)_
m -l (m-1) m - 1
Medutim, lako je pokazati da je za proizvoljno w22 i M zz
n
A4.0+2 m -1 2 . 1 4 . ‘
S 1m-4 371 ‘3‘1 '_163- , tako da konalno dobijamo da je

.nejednakost (2) tadna.
Neka je sada & proizxoljan igvornik sa poletnim &vo-
rom ¥ i skupom F za\'rrénlihf gvorova, A&t =n , Xako je i
re¢eno u opisu algoritma /41 analize izvornika, za skup reli
7 koje odgovaraju prostim putevima izvornika & iz &vo-
ra U, u zavrSne &vorove, kbnstruiéemo drvo f/77é'/ . O%iglead-
" no,pri ogeniA LAlfn) odozgo vm»oiemo uzeti da” Jé proizvoljan
&vor izvornika &  zavrdni. lzraz F=A;(G/ je oblika
A (G (xg). (E’vf(' Vi v Ry )

gde je A (G(x;)) regfularan izraz , koji odgovara izvorniku
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(;—(f%) ¢ija sloZenost nije vecéa .od LAi(n/ R szz (L1 <est)
(£ < £<m ) regularan izraz pridru¥en ¢ -om &voru prvoga
sprata drveta 777%7 . Rasudujuéi analogno kao u sludaju

izvornika iz skupa /7 imamo da je

LA (77) < M+2 + LAilﬂ/,L m[m,¢4+LAim-1/)+ .....

1

77-2Z — - ~ s 2

S /(4 /mf+41/—1,/41/2/)-71-7/777 1/2"'1%{7“/’ .
t3.
- , n-2
(5) 4,41/7214 megram” 1+m/m+//}f----+ m (m+4)+
; J (- n-f nLin
‘ +LA1/72/ meA1 7n-1) + + 77 .LA‘{:{')#-ﬂz 441 /.

Koristeéi nejednakost (2) za izvornike iz M , iz (5) dobi-

jamo da je

7n-2 !
LAim)s m/m+1/}(1+m+m2+ RNl )+ !
” . o
+ 3m (_i. + Z + e 4 1 )
2 4 T oAl <
m m m2/‘n 1)

1L P 2
S mim+ty) L sEmPt M o )
- m2- 1
3n
Sem 4 4m’" < 5m”",
za mMz2 , T2z2Z , 53to je 1 trebalo dokazati.
PokaZimo sada da je P ‘

/3
L) 2 2m
(6) Al
Razmotrimo izvornik & predstavljen na sl.9, gde je

Y, polfetni i jedinstveni zavr$ni &vor.

Prema algoritmu A, analize izvornika 25 skup 77 refi |
koje odgovaraju prostim ciklima izvornj)ka’ A 'é lv};coji pro-
laze kroz ¥ , konstruiSemo drvo 7(77) visine 7 . Iz sva-
. kog &vora drveta 7/(7/ , koji nije krajnji, izlazi te&no

. L . ¢ .
™M rebara. £ - i sprat drveta 7(X/ sadrii m Svorova.
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Svaka od njih za £ <72 obelefena je izrazom oblika

(1 a, (R R, vRL)
gde je '/?;'Ly regularan izraz, pridru’en nekom &voru (¢+1)-og
sprata drveta 777Z/ u koji ulazi rebro koje izlazi iz razmat-
ranog &vora < —-og sprata. Lako je pokazati da Je sloZe-
nost izraza‘(7) jednaka m+1 + mff , gde je ¥ =1/ '7?1(""///
(712 7 <7 ), Uzimajuéi u obzir da izraz F-—-%JW ima oblik
iteracije i oznaku /KX/=8, , dobijamo da je

B,Z? m(mt2) +mEm ) .. ~m tmes)+ m' =

m’- 1
m- 1

= 2m(1 +772+7772+‘--¢m”‘1}=2m-

PoSto je za proizvoljno m=zz , n31,2mr7:rff7/2m"imamo da

je nejednakost (6) ta&na. Teorema je dokazana.

‘ | Dokazano tvrdenje pokazuje da Jje velilina LAim/ bitno

rganja od veliline LANZ/ ’ tj; da neznatna izmena algoritma N
A daje algoritam analize izvornika kojim se dobijaju re-
gularni izrazi znatno manje sloZenosti od sloZenosti izraza

~

iz skupa Y

2.%. OCENA FUNKCIJE &L/

Poznato Jje da proizvoljan regularan dogadaj moZe biti

predstavljen razlid¢itim regularnim izrazima',r [91 . Otuda

se postavlja problem njegovog ptedstavljanjé regularnim izra-
z om min_imalne sloZenosti. U uvodu je data funkcija ‘f(‘/’&)': o
:]I?ﬁx IR , gde je K(&) regularan izraz minimalne sloZe-
noéstiil takav da je [R(G) =/G/ . Takode je bilo releno da

J‘.‘unkcija.020/72)=77761Xiﬂ(6)i uzeta koo mera efektivnosti algoritma 1
oL~ I¢hen . |
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majorira funkciju ;f(n) . Radi dokaza teoreme koja karakteri-
Se funkciju &f?n) , oceniéemo broj N(mm svih regularnih
dogadaja, koji se mogu predstaviti izvornicima nad azbukom

J% od sléva, a gija sloZenost nije veéa od 71 , a
takode broj 77Zm,m) svih regularnih izraza sloZenosti 71
nad istom azbukom Jf . Ove ocene:daju se u sledeéim dvema

teoremama.

Teorema 2.%.l. Neka je 7 - const. 1 M -—»oo ., Tada

je

' Loyz/V(m, 72) ~ 72 (M~1) lagzn .

Dokaz. Ocenimo odozdo broj A/(7,7) . Razmotrimo skup

izvornika &, (nad azbukom £ , 772 ), koji imaju
jedinstven zavr$ni &vor koji . se poklapa sa poletnim &vorom
2{ ". Skup svih &vorova proizvokjnog izvornika iz skupa

'6% pripada‘proétom éiklu =PV .- pn_§§-13{§ ije jel
svako rebro obeleZeno slovom aﬁ . Rebro koje izlazi iz &vo-

ra U}‘ ( i < 15571 ) i koje je obeleZeno nekim slovom iz
Jg\\{GQ} uvire u proizvoljan &vor izvornika. Na sl.12.

predstavljen je jedan od lzvornika iz klase 62 , nad azbu-

kom {Qy,A,a5) .
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Za fiksirano 70 odredimo broj izvornika skupa éfln, .
Neka je Uy (0 < Fy<7n-1) proizvoljan &vor izvornika & .

Rebra koja iz njega izlaze ikoja su razlidita od rebra P1'+i
~a obeleZavaju se slovima iz azbuke fé\{ai} mogu se provesti

m-4
u &vorove izvornika na (Tn+1) nac¢ina. Medutim svaki od

‘izvornika iz skupa @n_ “ima 7. gvorova, pa prema tome u

n(m-1) : . :
) izvornika. Lako je pokazati da

skupu @n. ima (M+1
razliéiti izvornici iz skupa Gn. zadaju razlidite regular-

: 4
ne dogadaje. Zaista razmotrimo izvornik Gn , Xod kojeg

iz &vora ’Z)'j (0 £ JsR~-1) vodi rebro obele%eno slovom &/

. I 4
(t# 1 ) u&vor Y. i izvornik Gy

, kod kojeg iz &vora

V,, rebro obele¥eno istim slovom a; vodi u Z;yor U;l,riﬂzk‘ ).
O¢igledno ret P=2%...4,Q:a &, ...4 pripada;drbgadaju lG,'Ll

i ne pripada dogadaj{fpum 0 I(n,'k%—"fum [ Gl :.-IG'—:L_L . Na taj
na¢in dobijamo da je

m-4 - 3(m- n-
CN(mm) 7 2" T g2 YT gyt

T ~1)

7z
7 (n+1)
t3.
(13 1072/1//72,772)7/77(777—1)[092{7”-1)'

$add ocenimo odozgo broj AN(m,m). Svaki izvornik & ,
slorenosti 70 mo¥e biti konstruisan na slededi nalin.

1° Odabira se skup zavrinih évorovéx izgvornika & .
To odabiranje se moZe uraditi na najviSe Qn nadina.

2’ Lz definicije izvornika, tj. iz Cinjenice da je svaki
njegov &vor dostiZan iz poletnog &¢vora, izvornikom G od-
redujce se neko drvo ) Koje ima 7T &vorova i -1 Treba-
ra. Poletni dvor izvornika (  je koren drveta & . Poz-

n-4
nato je da broj takvih neizomorfnih drveta nije vedi od 4 .



.

3° Svako rebro drveta o@ obeleZava se nekim slovom

azbuke S . Broj nadina obelezavanJa;rebara drveta nije ve-
éi oa M4,
4° Odabira se skup rebara izvornika & y kKoja nisu

rebra drveta &7 . Broj takvih rebara Jjednak Jje mn—(n-4) .

svako iz njih obeleéenb'je nekim slovom azbuke 7 + Broj

nadina provodenja ovih rebara nije vedi od 01+1f1”n-4%*i .

Kona¢no dobijamo da Je

72. (: (_"1 c,._j 'c./
/\/(ﬂ’m) < 212 e /{.+1/ m-1)+1 <
. (AR

72
<50 2% m©t (e py) L

=1

$71~ - T -2} + 1
< 7 Z.m" .1,/72+1) ( / :

Odavde sledi da je
(2) (09 Ninm) < 3n-2+(n- 1)[092m+/7?/m 1}4.1}[09/771&1)4/052

Ako je m - _._cons‘t. i n—oes , onda iz (1) i (2) dobija—

mo da je

Log Nin,m) ~ 1 (m-1)logmn.

Lfeorema je dokazana.

Teorema 2.3.2. Neka je /M¢mm) broj wegularnih izraza

sloZenosti 71 nad azbukom od 77 slova. Tada Je

-1 7241 n+1
-y 7-1
2 ~-m < NMnm)< 127 M

Dokaz. Neka Je R pr01avolgan regularan izraz nad az-
‘bukom A ’ slozenostl ’72,“ i nekd se u njemu reallque J
n, operacija disjunkcije, konjunkcije 1 iteracije izme-
du 7, slova azbuke A . za izraz K , IR =m0

konstruisemo drvo o0 ; koje ima 72-A4 rebara, tj. 7L
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gvorova. Cvor V7 drveta & koji nije krajnji obeleZava-
mo jednim iz simbola operacija disjunkcije, konjunkcije 1
iteracije. Krajnje &vorove drveta téa obeleZavamo slovima
azbuke S . O¢igledno drvo o0  sadrii 7, krajnjih &vo-
rova 1. 7,  Cvorova obeleZenih simbolima navedenih operaci-
jé. Iz C&vora obeleéenog-simbolima operacija disjunkcije i
iteracije izlaze dva rebra, a iz ¢&vora obeleZenog simbolom
iteracije jedno rebro. Lako je uoditi da broj 77Yﬂ”7 svih
regularnih izraza sloZenosti m nad azbukom A nije vedi
od broja svih drveta gore opisanog oblika. Ocenimo broj ovih
drveta. Svako takvo drvo moZe biti konstruisano na slededi
nac¢in.

1° Odabira sé drvo sa korenom, koje ima 7y*+7,=71T gvyo-.
rova od &ega M, krajnjih. Ovo odabiranje moZe se izvrsiti
na najvise 4" 1 jagina.

2° Ovorovi razli¥iti od krajnjih, obele¥avaju se sim-
bolaima operacija disjunkcije, konjuﬁkcije ili iteracije.
Ovo se moZe uraditi na 3™ nagina.

3° Svaki krajnji &vor obele?dva se slovom azbuke A .
To obeleZavanje se mo¥e uraditi na m'z nadina. s

Prema tome imamo da jJe

(1) Mm) <4 Fplasme |

- i
n, |

M- 7
2 ,
=M-n, < 72;1 . Na osnovu ovoga iz (1) dobijamo da je

Kako jJe My € N+l to je 7 =2n,+1 i n, >

n+1

M (n,m) <« A 3"’1,

tj. konaéno
‘ 11 U
ntmm)< 42" “m ?

»
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Sada ocenimo odozdo broj ZQ(rqﬂﬁ + Ocenimo broj izra-
za K , /G/=n , nad azbukom H , ¢ije odgovarajule
drvo ima oblik predstavljen na sl.l1l3. Broj krajnjih &vorova

drveta oUp jednak je _777*1_ , a broj onih koji nisu
krajnji nN-14 . Svakd iz 7+1 krajnjih &vorova drveta
&ae mo¥e biti obeleZen jednim od 7 slova azbuke S ,

tj. svi krajnji &vorovi drveta JQQ mogu biti obeleZeni
+1

m % nagina. Cvorovi koji nisu krajnji obeleZavaju

71-4

PO e

na

se simbolima operacija disjunkcije i konjunkcije, na Z

nadina. Na taj nadin dobijamo da je broj izraza & navede-

7-1 N+L
nog oblika jednak 2 2. m 2 y ti.
- 72-1 7L+

(2) Minm)z2 2 .m 2

I% najednakosti (1) 1 (2) sledi tvrdenje teoreme. Teo-

rema Jje dokazana.
Slededom teoremom moZ¥e biti okarakterisano ponaSanje

funkecije &L(n).

Teorema 2.%.3%.

2m
(f(n);:,W 7’2[0927’(,

Dokaz. Teoremom 2.%.1. pokazali smo da broj Nen,m)

svih regularnih dogadaja, koji se mogu predstaviti izvorni-

cima ¢ija sloZenost nije veéa od 77 , nad azbukom y ,

g e

%adovoljava ne jednakost

(l) N{?Z’ﬂz/z/n_f_i)n(m*‘l./

U teoremi 2.3.1l. dobili smo gornju ocenu broja ”70@”7 svih

regularnih izraza, zadatih nad azbukom A , odredene sloZe-




..77-

nosti 4é
%t

j-—
(2) Mctk,m)c12 +m 2

Da bi regularnih izraza &ija sloZ%enost nije vedéa od

,fé bilo dovoljno za predstavljanje svih regularnih doga-

alll

S1.13%.

Ko

" daja zadatih izvornicima sloZenosti 7 , mora biti zadovo-
ljena nejednakost
(3) 2> W (¢,m) 2 N(n,m).
(-1 .

Iz nejednakosti (3), koristeéi (1) i (2) imamo da je
<+e

= =1 5 -
> 12 m 2 7/(7”_1)71#71 1)

Medutim, , 4 A £ o Tt
’é{ -1, %*1: m (12 777Z—~1)£(/‘ﬁ(12’(’.m? ) 1. m .
=3 2 éz 2Var - 1) :

Ntz m - 1 o s .

t]. 42’% Z Z(ﬂ+1j . Otuda imamo da je

| Jééongz + _é, [ogzm + '24‘ /szm 7 N(m-1)log,(n+4)

% 5 T 1)l0g,(n+1)- F (og,Tn
(0_9212' + L [oy,;z

-

Otigledno je Qf?7h)0,% , tako da iz poslednje nejednakosti

7
za 77-yeo  imamo da je ofm/; 7 -1 nlogn = ¢ (m)-nlogn.
/092/’2 4-21 [0_72/77




gde je Com) = =% . Ako oo 5 Cim)~ 2 .
(09,72 4.%[%/72 log,™m
" Kona&no imamo da -je o\f{n)%-g-m———-ﬂ[ogrz y 22 M co i m-—oo,
(022”7 2
sto je i trebalo dokazati. Teorema je dokazana. , i
‘
I

a




GLAYVA IIT

O EFEKTIVNOSTI ALGORITMA
A ANALIZE I SR SINTEZE
AUTOMATA

;
U ovoj glavi razmatraju se problemi'efektivnosti algo-

ritma analize A i usavr8enog algoritma sinteze S(7,%) iz-
vornika V.M. GluSkova. Ona sé sastoji iz dva paragrafa. U §1
dokazuje se da regularan izraz dobijen pomoéu algoritma

A  analize izvornika "skoro uvek" nije minimalan. Osim
toga opisuju se dve beskonatne klase izvornika H4 i 3@ ’
koje imaju svojstvo da primena algoritma A na elemente
ovih klasa rezultira respektivno samo minimalne i'samo nemi-
nimalne regularne izraze. U 6 2 razmatra se efektivnost
usavrSenog algoritma sinteze'izvornika V.M. Gluskova. Termi-
nima teoreme 1.1.2. efektivno se daju klase /%1 i ﬁ@ re-—
gularnih izraza, takvih, da za svaki izraz =7 iz /% izvor-
nik Sryp,0) je minimalan, a éa svaki izraz 0 iz M, izvor-

nik Sr»p,+0) nije minimalan.

%2.1. 0 EFEKTIVNOSTI ALGORITMA A

Podsetimo se da smo u uvodu rada sa K oznadili
skup svih isvornika, koji nemaju vise od n <Cvorova, a sa

XK, skup svih izvornika iz X, =za koje je regularan

o [
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izraz A(G) minimalan. Pomoéu /X! Dbio je oznaden broj
izvornika klase X . Sledede tvrdénjé pokazuje da regularan
izraz dobijen pomoéu algoritma A "skoro uvek" nije mini-

malan.

Teorema 3.1.1. Ako 71— oo , onda l522.__70 .

[Xn/

Dokaz. Konalni orijentisani graf # sa izdvojenim

¢vorom ¥ , Cijem je svakom rebru pridruZeno slovo azbuke

# » nazovimo kvazi-izvornikom ako se izdvajanjem nekog nje-
govog podskupa &vorova £ % dobija izvornik sa poletnim
Cvorom Y7 i skupom 2 zavrsnih &vorova.

Oznaéoim:sa M) skup svih izvornika koji se mogu
dobiti iz kvazi-izvornika H.

Neka je A kvazi-izvornik koji ima #& z2m &vorova.
Ocenimo deo W/#) izvornika & iz M/H) za koje je A(G)
minimalan regularan izraz. ( Ovde pod prH) podraéumevamo éd—
nos broja izvornika G iz M(H) za koje je izraz A(G) minimalan
prema broju svih izvornika koji se mogu dobiti na gore opi-
sani nadin iz kvazi-izvornika A ). Ako ni za jedan od iz-
vornika & iz MM(#) regularan izraz A/) nije minimalan,
onda je p(H)=0. Neka je Ge/M(H i neka je A(F) minimalan
regularan izraz. Razmotrimo skup F =zavrdnih &vorova izvor--
nika & . Pretpostavimo da je njihov broj /F/>m . Llada oZig-
ledno postoje dva razlidita prosta puta x, 1 %, izvornika

G iz pol&etnog &vora v u razlilite zavrsSne &vorove, éiji se
poleci péklapaju. Nije teSko videti da u tom slulaju pute-
vima % i % u izrazu Af6] odgovaraju &lanovi oblika

KK, i RR, gde je R#e , tj. AF) je oblika KK,V FRv

V Ay . Jasno je da A(F) nije minimalan regularan izraz
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jer izraz K(R;v%)vR;  ima manju sloZenost. Prema tome
|El<m 1 broj razliditih izvornika u M(H) , takvih da je

A(¢) minimalno nije veéi od veliline

»

1

Cr

2 ' m m
FCE b O e m sm._’_‘ﬁgk”f

Neka je & € M(H) i neka je regularan izraz A(G) mini-
malan, tj. skup # zavr3nih &vorova izvornika & ne sadr-
Zi viSe od m &vorova. Razmatrajuéi razlidite skupove

F'>oF zavr$nih évorova,"dobijamo razlidite izvornike iz MI(H).

k-m
’

Oigledno broj takvih podskupova F' nije manji od 2

K= x4
ty. MH) > 2 i plH) < J’?ﬁ

+.\ Razmotrimo sada proizvoljno €£>0 i pokaZimo da posto-

ji takvo NlEm) da je za m NEMm), %&’ £ .
’ n

R-4

Odaberimo N,(§m)>2m, tako da za Kz N(gm) vaZi nejed-

‘nakost /f_r:z <_g_ . Tada je za proizvoljan kvazi-izvornik
4, Xoji ima Kz MEm) Evorova, p(H)<%5 . Odavde, kako
se si{up svih izvornika sa Kk gvorova razbija na medusobno
disjunktne podskupove oblika M(H)., to deo izvornika & sa
K ‘évorova, takvih da je A(6) minimalno, za Kk>N/m nije
veéi od _25, . Jasno je takode da je deo izvornika G za koje
je A(G) minimalno, u odnosu na sve izvornike &iji broj &vo-
rova & gzadovoljava nejednakosf Niem)< k< T manji
_%_ . Neka je A(x) broj izvornika koji imaju manje od =
gvorova i neka je B(xy) skup izvornika koji nemaju manje
od * ni viBe od y ¢&vorova. Tada je ocCigledno »
IX, | < A(N,(€,m) + & BIN, (6., 72)
[Hn| = A(NER) + Bl (Em), 1)
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£5.

(0)  1H o A em) + 5 BIMER, R

_ IXnl AN te,m) + BIN,(Em), )

Nije te8ko proveriti da B/M(f£,m)n)ses kada 72— oo . Pre-
- .

ma tome nacdi de se takvo NE™) > N (E,m) da za n>NIEm)
desna strana nejednakosti (¥) manja je od & . Teorema do-

kazana.

Doka¥imo sada da primena algoritma A analize izvor-
nika na izvornike iz klasa X, i X, rezultira respektiv-

no samo minimalne i1 samo neminimalne regularne izraze.

Teorema %.1.2.

a) Za proizvoljan izvornik & iz My izraz A(G) je

minimalan. 2

b) %a proizvoljan izvornik & iz ¥, iszraz A1G/)

nije minimalan. -

Dokaz. Razmotrimo klasu X, izvornika oblika predstav-

ljenog na sl.l4, gde je ﬂ,-?[#ﬂf,f. za f#7 . Svaki izvornik

S51.14

ovog oblika zadaje regularan dogadaj, ¢iji je regularan iz;
raz oblika K =5, v ... v 7, , gde je 57 =@ Ay P,

i prva a takode i poslednja slova razli&itih redi 9% su
fazliéita, (2 = {‘s £ ) . Poka¥%imo da je svaki regularan

izraz ¢« & ovoga oblika minimalen. Uzmimo prvo da. je IF/=(9TL
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tj. dogadaj K je red £ . Ako je R’ minimalan iz-
raz 1 ako je /R/={%} , onda na osnovu kona¥nosti dogadaja
/IR7 izraz R! ne mo%e biti iteracija <Q> . Ako je RL @, V..

Qg4 (Z74 ), onda neki od dogadaja /A;/ (1 <7< g )
sadrzi red % i IRY=/di={P% , 8to je u suprotnosti sa
minimalnodéw, izraza X . Zato se &’ mo¥e predstaviti u ob-
liku @&, - ~'-\‘Q4 , gde je &; (1< (=<4 ) ili red ili
izraz oblika QI,VQ” . Poslednji slulaj je nemogué, Jjer bi
tada dogudaj /R imao najmanje dve reli. Prema tome svako
[12‘. je slovo, tij. z’?’ je oblika «,, ... ai'zj. .

Neka je za svako <£=<n-1 vedé dokazano da jedinstveni

minimalni 1zraz koji zadaje regularan dogadaj {?1 R 996}

/
ima oblik \/ 2P PR a;, 1 neka je K mlnlmalan reg-ularan
L [2

izraz, koji zadaae dogadaj {73, L, BY za f=7 . 08ig-
ledno &’ ne sadr#i operaciju iteracije. Neka je R Q.. dq .
Poito /R/ sadrZi najmanje dve redi, to za neko ¢ /&;] sadr-
Zi najmanje dve redi. Lako je woditi, da u tom sludaju, do-
gadaj /RY sadr¥i ili dve reti koje po&inju sa jednim istim
slovom, ili dve redi koje se zavrSavaju istim slovima. Pre-
ma tome slu¥aj R'- &, . &Z nije mogué i z' je oblika
&1\/ V@Z . Otigledno je za proizvoljno < 1</@ /< €-1 ,

i svako &

. (7«2 < g ) je minimalan regularan izraz koji

zadaje dogadaj /QL~/. Prema indukcijskoj pfetpostavci &,
mora imati oblik disjunkcije reli, koje ulaze u dogadaj /QL'/,
a iz min-imalhosti R’ sledi da je /QL-/N/@J-/—‘gﬁ' za L#71 .
Odavde sledi da K  ima oblik disjunkcije redi Ty ey

j‘z , tako da je regularan izraz A(G) , gde je & izvornik
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Na kraju primetimd da je za klasu Jqé izvornika,za
koje algoritam A daje regularne izraze koji nisu minimal-
ni,dovoljno uzeti skup svih izvornika nad azbukom A od
- M slova koji imaju viSe od 7 gzavrdnih &vorova. Teorema je

‘dokazana.

3.2. 0 EFEKTIVNOSTI ALGORITMA S(7,K)

Zadatak razmatran u teoremi 3.l.2. moZe se na prirodan
natin postaviti 1 za usavrSeni algoritam sinteze izvornika
V.M. GluSkova, UsavrSeni algoritam sinteze izvornika V.M,
GlusSkova, koji je opisan u uvodu rada, daje se nekim nizom
’? izjednalavanja osnovnih mesta regularnog izraza koji se
u konkretnom slulaju razmatra. Sledeéom teoremom éemo‘pokaza—»
ti da primena usavr8enog algoritma sinteze izvornika V.M.
GlusSkova na proizvoljan izraz I iz klase Jﬁ; regularnih
izraza, opisane u uvodu rada, rezﬁltira minimalan izvornik
‘Séaiv, a njegova primena na proizvoljan regularan izraz iz

klase 4, daje neminimalan izvornik 5Y7ﬂiy.ﬁ

-

Teorema %.2.1.

a) %a svaki regularan & iz —/Q postoji takav niz 7
‘izjednaéavanja njegovih osnovnih mesta, za koji je izvornik
¢5ﬁ2§Q) minimalan.

b) Za proizvoljan izraz @ iz J%Z iniz 7 izjé;;‘j

natavanja njegovih osnovnih mesta, izvornik 5/7,d) nije mi-

nimalan.

Dokaz. &) Razmotrimo proizvoljan regularan lzraz

o)
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iz ﬁ/l . Nije te¥ko woliti da su osnovna mesta izraza
D=olyv - v Dy (£21 ), = 5?0«?‘.1>§;1...939,[_1 (@3 >F2s.
(4, 70) koja se nalaze neposredno posle poslednjih slova reli
527 i Qt}:fﬂ (11 s k ) meGusobno slidna. Primenimo na ta

mesta operaciju izjednacavanja slidénih mesta 1 prema usavr-

Senom algoritmu sinteze izvornika konstrwiimo izwvornik &= .-
5(7,9) .

Neka je m uopSteno mesto izraza &) , koje odgovara

~ -

gore ukazanom nizu izjednadavanja mesta. PridruZimo ovome
mestu 71 izraze /V}n/@/ i KnpD) , koje éemo zvati 77 - po-
Cetkom i M ~ krajem izraza D . Moguéi su sledeéi sluda-
jevi. ‘ §
a) 7 se sastoji iz jednog mesta koje je mesto &lana ;:.
O@‘-, posle slova £ reli ﬁ]:ﬁﬁj £y , gde Jje 24 za
F+4; . Tada je '
N () = FX @iy - Q> - o
K (D) = Fot1 "f/b'z <Qz',ju> Fegee” <Q1'-5£-> ?M[ 5
b) m s8c sastoji iz jednog mesta koje pripada &lanu
0@[. i nalazi se posle slova ¢, redi Qt-j'z Ly Yy Yy o
>4 . Tada Je
Wi (0) = TS @y > -+ Qs> Fj Q> 7, s
K 60)= G500 e @y T oo (Qus > T,
¢) 7% se sastoji iz dva mesta izraza « , koja su
rasporedena neposredno posle reli fi’/ i C’?t',;fu . Tada je
A;ﬂ/"@): -‘f’t)o S@q> - fl)}d‘—:l <&){j> 21 ((347‘,_1>,
Kin (0) = Q101> Fog 01 g Bes, > T

d) M je poletno mesto. Tada je
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Jasno je da se regularan dogaﬁaj Nm@} sastoji is svih
takvih redi P za koje Tmn wlazi u uopSteni AP - spektar
izraza 0 . (UopSteni P - spektar izraza ) je skup svih
njegovih uopS3tenih mesta m ’ takvih, da bar jedno od osnov-

nih mesta koja ulaze u m pripada £ - spektru izraza & .)

Iema 3.2.1. Ako je /le/o@)::ﬁ AN, D) , onda su dogadaji
M
//"47?/‘@// i A/,,,ZAO/ disjunktni.
Dokaz. Neka je /th./@} = Ko Si1) Ry <5‘-'g>---F,-t:,..j{\fé-f‘.>7\’z-g‘.
(€e€{1,23). Neka red pé//\/,,,lfo@}/ﬂ//\/mzf'@)/. Tada se A mo¥e

predstaviti u obliku

773 iz : &t
P[g 5( 1 '?c‘: 5[2 T Rj‘tz‘ 1 Sz'z‘[ Ty,

Odavde se vidi da .je jedna od redi Ko i ?20 poletak dru-
ge. Neka je re&¢ K, poletak reli A,, . Ako je ¢,>0 , on-
da prema defdniciji ¢lanova izraza o0 , X se mora podu-
darati sa on‘ i Sy sé. Saq " . Ako je t,=0 , onda je p=FKy,
i neophodno je da se /?20 podudara 'sa X,, , Jjer bi inacle
ret¢ p , 8iji je poletak rel K, , imala veéu duZinu od du-
%ine re&i Ky . Pri tome, na osnovu razdvojivosti &lanova
izrazﬁ @, t=o0. /Vm’(.,‘()}.- %/8},§to je u suprotnosti sa pretpostav-
kom leme. Zato je #,20 , Byp= X, , Sy =994 - Na taj

natin L se moZe predstaviti u obliku

¢
r =Ky St Ry Wy = Koo S Kar %2
gde su 2, 1 2, re¥i. Ako je ¢ <€y, , onda skradujuéi

‘ . N R 5‘?1/ . 2
poslednju jJednakost  sleva sa Ap,o,” dobiljamo

by ¢,
(1) Ry2p= 5, " XKu?

Uodimo da se prema definiciji /\{77[/@/ (¢=4,2 ) ili prvo

slovo redi 7«’,, razlikuje od prvog slova reli I, , ili je
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Z%y sopstveni poletak redi S, , pri Semu je u poslednjem
slutaju Z,=€ . 1 du¥ina re&i £; manja je od duiine redi
koja se nalazi na desnoj strani jednakosti (1). U oba sluda-
ja dolazimo do protivurelnosti iz koje éakljuéujemo da Jje
4> &, . Analogno se dokazuje nemoguénost slutaja &> &, .
Konadno imamo da je <y = €, . Na isti nadin zakljudujemo

da je Ky =%,, , S5,= %2 v Ly = Ly , itd. Na kraju
~krajeva dobijamo da je AQQGQEEAékﬂZU , Sto je suprotno
pretpostavei leme, tako da ne postoji red f’éﬁwaﬁy/ﬁ/ﬂgkﬁav.

Lema Je dokazana.

Lema 3.2.2, Skup uwopS8tenih mesta izraza N, je &vor

izvornika & = 5/7,;@}, taga i samo tada, kada se sastoji
iz svih uop&tenih mesta TIZ , koja imaju jedan isti 777 -
poletak. -

| Dokaz. Neka je V f’:vor izvornika & , dostiZan iz
poletnog &vora 7%‘ po putﬁ ¢ija Je odgovarajuéa rel L ,
tj. Vv Je skup svih uopStenih mesta izraza ) , koja pripa-
daju uop$tenom L =~ spektrﬁ L . Neka uopSteno mesto 7
pripada v+ . Tada je f?é//\y/m(@/f , tj. svi TN - podeci mes-
ta m , koja pripadaju V- , sadrie v(kao dogadaji) red

£ 1 na osnovu leme 3.2.’»1. ovi se 71 - pocleci podudaraju.
Ako je 7m’ proizvoljno uop$teno mesto izraza 59, , takvo

da je N ,(Z) =My (D], gde MV~ , onda PE/My (). Lrugim re-

éima,’ﬂ’ ulazi u wopSteni /A - spektar izraza K9, » tako
da je - zaista skup svih uopStenih umesta ™., koja

imaju jedan isti 77 - poletak.

Obrnuto, neka je ™ skup svih uopstenih mesta 77z ,

koja imaju jedan isti 77 - pofetak M. Razmotrimo red PE/N/ .
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Fokazimo da je m uopSteni L - spektar izraza & . Ako
je memt - imamo da je M GD)=N , tj. pe/M,(D)] i m  pri-
pada uopStenom £ - spektru izraza- & . Ako &M , on-
“da je IN NN =@y t5. pEIN,(D)f 1 ™M ne pripada uop-
Stenom f? - spektru izraza < . Lema Jje dokazana.

Neka je v &vor izvornika @:5(’/?,.@) . Oznadimo sa

M?f skup svih redi, koje prevode dvor ¥V u jedan iz fi- -

nalnih &vorova izvornika G i nazovimo ga dogadajem koji

odgovara d¢&voru VUV . i
‘1;

Otigledna Jje slededa lema.

Lema 3%.2.3. Ako je V dvor izvornika &':5/7],\9) y On-

da je ‘ !
sz:/\//(nz/‘ﬂ}L ‘

mey
Ilzraz V/gn/.@/ nazivamo odgovarajuéim &voru V . .

mey-
Lema 3.2.4. Izvornik 5':45/7,@) ne sadrzi &¢vor koji

bi bio dostiZan po jednom istom slovu iz dva razlicita C¢vora.

Dokaz. Neka je &/ m - poSetak izraza o) . Cvor UV
izvornika & , obrazovan iz svih uopStenih mesta M izraza il
™M za koje je M, D/zN , osnatimo sa M, . Moguéi su sle- |

] ' :

deéi slulajevi.

a) /V:“{:?o<0u>§?1 --~(67,-]->'21 e 2 » gde je 4>1 1 A'Zé

slovo. Tada je jedinstven. &vor izvornika & iz kojeg se
mo#e pre¢i w 7, , &vor M, , gde je /V'—.—sz,(@(,>ﬁl---(67,j>?§...74_i.
b) N=ZLQ>% - <Q‘.].7 s Pada se u n,, moZe I
preéi 1li iz ¥vora 7, , gde je Aﬂ:fé(@ﬁﬁz'“(Q,-,J'.Df’l"'/bf-i [
.g.': B pi Py o ili iz Evora n,. , gde je N B> Ty e

KO > R g <'Q,-j>fj'--fd_1,475j: 22 U prvon slutaju se
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prelaz realizuje pomoéu slova #,, a u drugom pomocu slova
4y » @ prema uslovima na izraz 527( Jje P+ 2, -

c) N=e . Tada se u M, .ne moZe preéi ni iz jed-
~nog ¢vora izvornika.
Nije teSko uoliti da je u svim razmatranim slulajevima

tvrdenje leme tadno. Lema Jje dokazana.

~

Lema 3.2.5. Ako su 7, i V%, razli¢iti &vorovi iz-

vornika &= S(7,%) i &vor 70, je dostifan iz Svora M, , on-
da 7721 nije ekvivalentno 77, (77{1007772 ).

Dokaz. FPretpostavimo da je 7771 ekvivalentno v7772
(7721"'772 ). Kako je 7, dosti¥no iz M, ©po nekoj redi L
to je re¢ p pocetak neke redi ¢ y po kojo] je neki fi-

nalni &vor dostiZan iz &vora W, . lz toga Sto je ,77'(1~7772~

sledi da je po reci g iz Cvora 7, dostiZan neki zavr-
$ni ¢vor,pri demu je iz &vora W, ©po redi P dostiZ%an neki

¢vor M, . Oigledno /7, ~/M; . Odaberimo sada &vorove M, i
7725 i prema ‘njima kao prema 777, i'7722 nadimo neki &vor 77, .
Na. kraju krajeva dobijamo niz &vorova 7, , %, , 77y , ...,
7, » pri Cemu je M =7 izaneko ie{1,2, ..,4-2% .
Ako je <€ >1f , lako je pokazati, :Jzia u izvorniku & .pos—-
toji ¢vor dostiZan po jednow istom slovu iz dva razlidita
¢vora, Sto je protivuredno tvrdenju leme 3.2.3».‘ Ako je £=4 -,
tj. M, =m, , onda 7, ‘i 7, vpripadaju jednom istom ciklu.
Medutim najkrade reéi dogadaja, koji odgovaraju c¢vorovima

m, i 77’('2 imaju razliditu duZinu, Sto je ulsuprotnosti sa
'pf@'t;postuvkom da su 7”1 i 7772 ekvivalentni. Na taj nacin
pokazall smo da w proizvoljnom sludaju M, ~+~ M, . Lema je do-

kavana,

I
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Oznagimo sa (. skup svih mesta ™M  izraza Z  xo-

ja obrazuju &vor 7 izvornika & .

Lema %.2.6. Neka su 7, i M, razliditi &vorovi iz-

_vornika &;5{7,.27/, Qéﬂfi , pri demu je (,772'1”07772#575 .

Tada &vorovi 77, i M, nisu ekvivalentni.

Dokaz. Neka je aﬂ’é(‘ de je Uy ¥lan izra-
Dokaz. J ¢ € GO, N C’mz » gde J z

za o0 . Kako je M, # My , to su wopStena mesta m, iz m,
i m, iz 7772 , rasporedena u ¢lanu z@{_- , razlicita. Neka
se primera radi 7, nalazi levo od 77, . Tada nije teSko uka-
zati re o , takvu da jedno od mesta koje pripada m; P -
sledi za jednim od mesta koja pripadaju 7m, , tako da ova
re& prevodi &vor M, w &vor 7, . Prema lemi 3.2.4. nala-

zimo da Wiy » /7, . Lema je dokazana.

O¢igledna je sledeéa lema.

£ s
Lema 3.2.7. Ako je red =9  dobijena ciklickim pome-

ranjem iz redi A ( 24 je re&, +# je prirodan broj), 1
onda je L = f’é gde je f dobijeno ciklidkuim pomeranjem

iz reli Z .

n I
Lema 3.2.8. Neka je p = ¢ ( p , ¢ -~ redi, I

M, 1 - prirodni brojevi). Tada postoji red¢ 2 , tako

da je p= 7& y gg-:’ZZ . ‘:

Dokaz. Razmotrimo ¢ - red PPP v Coee . Posto {’
Je 70"7: Qn , to se ona poklapa sa - redi gLL - - . '*
Neka je A, , (£=1,2,.... ), £ -to slovo ove &'~ Te¥i.

Neka su c//o—://b/ i 0’2-——/2/ , redom duZine redi L 1 g .

O%igledno, tada Je za proizvoljno ¢ az‘+dp= a, a(.fdz-.— ; -

Neka je c/:/o;c,,c{@) najmanji zajednicki sadrZalac brojeva
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za df, i dZ . Tada je za odgovarajuce cele brojeve '+ i

4, 6(<:1‘d/o+~sa’z

Neka je '7?25?{,7 ";:’ i 777-6/27 £, . Tada imamo da je

, tako da je za <€  vele od nekog 4,

a£'+a’=al:'
o= ’ pri &emu je

4 % :

f ’ 2':20' 9gde Je 7 = amcfn{_i‘.;..amdp%a/—

Sto i dokazuje lemu.

a toee s = PR ’
gt T L s i
=7

d#1 2+d’
Lena 3.2.9. Neka je  R=FE)> Ry ?(@0 ?,, » 8de
su ‘7/: ’ 675 reci , é?c-i‘-"@ , (2 <= ¢ < 4 ) i neka je

" ,
P=qTAh res dogdaja /®/ , pri Semu je % #¢€ , prva slova
reCi 7 i £ razlidita i N> mis+2 +/z/f-/72/) C /g/,1?]
- duZine reti ¢ 1 % » 70 - najveéa od du¥ina /f;?/ .
/@i/ redi y‘j , @i ). Tada postoji takvo <¢= 1 , da je
re¢ 7 _ cikli¥ki slilna jednoj od reli Ql s .0 » @, , pri
. . 7 . PP
gemu je ’g’é/fe’)»f1<g€¢1>""(0,5>f5+1/ , gde Je/%i,llsm(zx//%fj/,/ép’ /)

Dokaz. PoSto je pe/R/," to je P:.@’@;l%’(iji‘...j’@ Faq

- . n 12
(20 ,1<4s% ). Tada Je 92 = Q5. %, M“Q gde

: 0! '~ : . .4 - _
je Lgﬂé 4 » Pri Cemu je za oy < ((“)Q poletak redi
.’ . ) . . . . X
Qgﬂ y 223 Ly, T 5y & je poletak redi ffz,+2 ,
(brem,x izboru 2 ,/Q?n/>/9}/ ). Pretvpostavimo da je €;</g/+/7/,
o 4ty ) o,
, 4(_’%1 </ )+12). Tada du¥iina S &, ‘5’6'.'”({2«;:1”62’ nije

vedéa od

62“/?/+ (121+121).max!@Q;(+max (s, ] , /yzfﬂ/)_{_
<=1

< MS+L)+ (/L) +/2/)m +m = M (342 +12/+12/) ,

jer prema uslovu,duZina g2 nije manja od N2> m ($+ 2 +

+#/2/+/2) ). Zato postoji takvo o , da je §>/2/+/7/ (ili za

j=€rt, &>+ ).

g
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Neka je j:€~+1 ‘(’;L, é’?z . Tada jJe Q’ poletak

62?%1 @gﬂ“@Q” i red A mo¥e se predstaviti u obll—

. y . Lt
ku @4 , gde je £ neka red. S druge strane g7 :9”@2‘@

?

/ ¢ 7
(F'= f "---4{; fé)}z ), pri demu je (gd7/Q/+/2/ . Oznadimo

QQ sa @C;H . Tada se poslednja jednakost moZe predstavi-
%i u obliku

Y Cer i 12 s 512/ _ pag
Zfl €+1 ¢+1 ?

gde je [F> < "' (~/2) >/¢/) . Dalje jé./gfz'z/:/g/+-n/'z/:/9"”/+

+/'Z//@@~H/l iz /g/</FY sledi da je 72>/ M/ Odavde je

~/'z/
~ )2
n - /({gf-t/ f'”[ge//i . Kako su duZine reci # de"'l/

/2

/Q ~/2/ S ”
é’f!/ . ! .y i Q

jednake, to je ¢ @€+1 , tj. prva slova redi

su jednaka. Posto je A =@ ﬁ/ dobijamo da se podudaraju i

prva slova reli 2 i £ , 8to je proéivureéno sa pretpos-
tavkom leme. Zato je za (5, ,< <7, , 4 # £+ L
2 ¢ ¢ = 7221 :’!‘1
g

-4 '
Tada je g'z”: FAF , pri temu je G >/9)+ /2 , ti.

~12f IS % 5 : .
ﬁz’an 53((' @j jory-”’ajf % . Pri tome je /99)(/7/11'-‘/'2/)>

g rel = v __Mn
>/9] 3 tako da se d -  mo%e predstaviti u obliku 727 ,

’
"

gde je 2" kraj reti ‘7z ,%=%"2" ,i2"<rzf , n'en -
I ?/ﬁic. - ‘

Ako je 2 = »?2’ , tada je "zﬁ’/z’i Qj’- P . Ako je m'<« /@51

onda je /gﬁ’QIy —nlye) +177 < (/6?//—z//?/+/’2"/=-/(x7~//’2/+/?”/~/7/</Ci’-//'?/

Poslednje nije moguée, tako da je 7'>/d;/ 5 191 n 8] 1
~ [O;/ 12/
H/Z/ i podto su duZine reli 7 I Qj jednake,. to
~ /U /2 . ot s
je ?/vj/z (\7j / . Prema lemi %3.2.7. reli < i df, su ste-

peni jedne iste redi ¢ , a prema lemi 5.2.8. reti 2 1
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(Qf su ciklicki slicne. Ako jJe {;;id <¢'€~+1 , onda za ¢ uzi-
mamo < . Tada je % ciklilki slidna Tedi &, gde je
4 = js‘ﬁ na osnovu gore date primedbe, pri demu je A =

= @Q T ity @By, 1y, A /ALy Q> Fars!

i /R"l < max (/j‘?H /,/@tﬂ/) . U sludaju kada je t =<7y

dovoljno je uzeti da je <=+4+4{ . Lema je dokazana.

Lema 3.2.10. Neka su 77, i M, razligiti &vorovi

izvornika & = 5’/72,.@/ , pri &emu je ('7,71/7 ('”Zp,: ¢ i bvar
jedan od regularnih izraza koji odgovaraju tim &vorovima sadr-
21 simbol iteracije. Tada 77, K N, .

Dokaz. Pretpostav1mo da je U~ N, . Neka je VITZ/(M(D/:
mei,

,\/ f , \/K /D) V 0?; . PoSto je 7721 ’Vﬂzz, to‘lge

me)ﬂl
/\/f/ /\/af/ . Neka je :4 Elan koji ima najvise od sv1h

clanova Q’L» i ‘f‘ .s:unbola iteracije, D\f f?_{??/{’l

« [oa< Dy >p o RAZmOLTiMO red o = f zin/‘\’zﬁl cer L, fvz/brzﬂ.'
o/né/u‘(;/ Tada postoji takav glan ij-/ da dogadaj /02?'/ sadr -
Zi beskonadno mnogo reli ¢, . Neka je o?’"'f—'g’(@)f)-

9’{@)7;1. Razmotrimo 72, > A /4 42 +max(/,bt/+/g/} gde je

4 =max 0%/, /@1/./) za koje je 0(,, é/o?ﬂ/ Tada prema lemi
e Qg
9.2.9. postoji takvo 471 , da je red Zt ciklicéki slid-

. / ——
pri &emu je 0[’10

na jednoj od redi @1' y eee ’dgi ’

=/ on/ba ' /o’ZZQ /O'zfzc/‘¢1+z<&g,j> &> > 83 de
maxf/z(/;/@////%)d/} £ = i ponovo se mo%e primeniti lema

U-)'X’i . -/ N / . 79
5,209, na red «, - 1 regularan izraz jgd(&é-ff>”' Qg7 Y5v1 -

Ponavljajuéi ovo rasudivanje %2 puta dobijamo da su reli

7,0 Gy v o-- 5 g, ciklitki slitne retima & , &, , ...
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cee G

€ =2 4 eee s G=D=4 5 t).TEEL Q 1 g su ciklid-

( (j razligiti). Kako je d<% , to je ¢, =1 ,

ki sli¢ne 8to je suprotno pretpostaveci o izrazu o@‘ . Lema je

dokazana.

Lema 3.2.11. Postoji takav niz 7? iz jednadavanja odgo-

varajuéih i sli&nih mesta izraza & , a koji produZava iz-
jednadavanja mesta koja odgovaraju algoritmu S/Q,j} ,‘ da
ako su /M, i 7772 ekvivalentni i razli&iti &vorovi izvornika
63:527} _@) , onda je svako mesto 772, iz skup.a mesta koja
obrazuju 7771 izjednateno sa svakim mestom m, iz 7771 .
Dokaz., Neka je M1 skup uwopStenih mestalizraza v y
koja se dobijaju pri opisu algoritma $/7,.0/ . Izjednadimo
sva moguéa odgovarajuéa mesta skupa /M, . Na taj nalin dobi-
jamo neki skxup uopsStenih mestak, koga demo oznalditi sa Mz .
Zatim proizvoljnim redom izjednadimo slitna mesta u /"/2 i

tako dobijeni skup uopStenih mesta izraza 2 oznac¢imo sa

‘ /\73 .
Lako je uoliti da su za proizvoljan <&vor 7T izvornika
& proizvoljna uopStena mesta m,m’é n ’ ?77,777’6/‘11

odgovarajuéa. Prema tome sva mesta 7 iz wl ulaZe u jedno
' : A
isto uopSteno mesto iz /"/3 , koje demo oznaliti sa 7 .
Neka su /7, i M, &vorovi izvornika & =5(7,D) ,
pri Zemu je MW, # W, i W, ~ N, . Prema lemi 3.2.6.
' - | ri Semu prema lemi 3.2.10. izrazi A, =
;()771/7(71[2_.¢ » D ) “ p e ) 1‘:{

:\//(,,z/@/i B,= V'K, (D) ne sadrie simbole iteracije, tj.
me N, mell, ~

svuko K, (D), m e N, je ret azbuke A . otigledno je

da u ovon sludaju &vorovi izvornika & kojl su dostiZni
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iz &vorova 7, i M, ne pripadaju ciklima. Pretpostavimo
A A
da je W& + M, . Neka je A/ﬁ&/ﬂé} broj &vorova izvornika
¢ = 5(7,ZZ) » kK0ji su dostizZni iz 77, 1 7, . Bez ogra-

nicenja opStosti moZemo smatrati da je

Lim,n)<min (L(Y;,%))

Vin ¥y
740
Ako iz Cvorova M, i 7,ne izlaze rebra, onda su uop-
Stena mesta ﬁi i ﬁz' , otigledno, sliéna, Sto je suprot-
no konstrukciji skupa /V3 . Neka iz &vorova W, i MW, iz-
laze rebra. Tada iz fakta ZQk"’ﬁqz skupovi njihovih oznaka
su jednaki. Ako iz &vora 7, 1izlazi rebro obeleZeno slovom
a , koje vodi u &vor %Z[ s a iz 7, rebro sa istim obeleZ-
jem koje vodi u &vor %ZZ , onda'je ﬂa/nrfﬁg i, ili je
M=, 515 je = my et de L/m), M) < L(W,1T,) .
Na kraju dobijamec da su iz i f&k | ponovo slidéni. Dobijena
protivureénoét i dokazuje da Je 7%2 = ﬁé_ . Lema Je dokazana.
Iz leme 3.2.11 neposredno sledi dokaz punkta (a) nale
teoreme.

b) Dokaz tvrdenja neposredno sledi iz naredne leme.

Lema %.2.12. Ne postoji takav niz 77 izjednalavanja

odgovarajuéih i slidnih mesta izraza & iz klase /”2 y
da je izvornik & =S5(%,0) minimalan.
bokaz. Neka je ¢/(7) duZina niza 7% ,&%%s'iz"" e ,
t)
£ > 2 y gde je ¢, e A Oznagimo sa 77 (kfé*{f,ff ,
‘jé{ﬁ,«~f,«£}) mesto koje se nalazi u ¢lanu 42 posle slova Zf
redi & , a sa m™® Yonatno mest® izraza & (fé-{klff ).
Z’."Z [24 ‘é’
FokaZimo da wu rezultatu izjednalavanja mesta, odredenog ni-

: ) o, - o
zom %, mjedno od mesta 7ﬁf za j:#cﬂﬁ' ne izjednacduje
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. . . . . ¢)
se ni sa jednim drugim mestom izraza 2 » & mesta M,

i ’mo(f/ ( t€{%,¢} ) mogu biti iz jednalena samo jedno sa
drugim. Dokaz izvodimo indukcijom po duZini a’(,?/ niza 7 .
Ako je o{(;//-:g » onda Jje tvrdenje o¢igledno. Pretpos-
tavimo da je ono dokazano za proizvoljan niz 77 , duZine
manje od 72 .Neka jeniz izjednadavanja mesta duZine d(%)=n,
Tada se 7 moze predstavit.i u obliku ’72’§' y gde je d(n')=

= MN-41 ? poslednje izjednalavanje. Prema pretpostavei

indukcije, u rezultatu izjednadavanja niza 72’ y ni jedno

od mesta 77’1;{)( te{% ¢}, 11, ..., A-{ ) nije izjednaeno

: : : . : ) . ()
ni sa jednim drugim mestom izraza 2 » & mesta 7, 1 my
( £ €{%,¢7) mogu biti izjednadena samo jedno sa drugim. |

. R4
Neka je ,7771-// uopsteno mesto izraza L, dobijeno kao

rezultat izjednaavanja niza % ,i neka mf’e mfﬂ (tef{%, ¢,

Jé{o, 4, ..., ZF). Moguéa su dva sludaja. ' | I

1) ?’ je izjednadavanje odgovarajuéih mesta izraza & . |

AkXo je m uopSteno mesto izraza o) , onda nazovimo
M - snopom u V2 skup svih takvih redi © , za koje bar

jedno iz mesta /& - spektra izraza D pripada uopStenom mes-

) - . o) .
Ako 1;1{0, A4 , onda najkraca red u 7%y - snopu je

/Ot‘j =R gde je p, najkrada rel dogadaja /%) .
: (t/

Za 4é{0 #£7 mnajkraéa red /mj' - snopa Jje 1ili /bﬁ = fp |

(axo je m=fm} 111 mO=Am m® ) a1 e

= //tat‘ 2.0 ?{ ( ako je mj-/m:{méf)j). Neka je m;&m]’-fﬁ

uops-—
teno mesto izraza ) , dobijeno u rezultatu izjednalavanja |

; _ . 1 (¢) L.
77" » pri Zemu su m i 7;  odgovarajuca mesta. Fodto rod

|
| I
/3:_ nije podetak ni jedne redi dogadaja O/ za 7+& , to {
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/

m sadrZi mesto ™M iz &lana éaf , Cijem m' - snopu

pripada red g . Lako je proveriti da ako je m'  raz-

liZito od mesta koja pripadaju 7nf{/ , da red /@7' ne
pripada m’ - snopu., Prema tome 77 sadrzi bar jedno mes-
: ) L t) :
to iz 'Wy' » Sto je suprotno uslovu 777 # ”9 . Na taj na-
€.

¢in 77 nije odgovarajuée uopSteno meso ni jednom uopSte-
nom mestu izraza & s dobijenom kao rezultat izjednalavanja
1?', i ne mo%e biti izjednadeno ni na poslednjem koraku,ni

sa Jednim drugim uopStenim mestom izraza

2) ;’ je izjednadavanje sli&nih mesta izraza 2 .
Ako j¢{0, A} , onda uopiteno mesto 77?17({), 2}*; sledi za

mf%}( tef®,CF , 7€, “'{f'l}' ). Iz pretpostavke induk-
cije, a takode i iz toga étotsﬁ poslednja slova izraza XQ i
r¢)

, s : m o C -
&&& razlig¢ita , imamo da 7, 2%4 ne j}edl ni za jed
nim drugim uopStenim mestom. Otuda mesto ‘WG' nije sliéno
ni jednom drugom uopStenom mestu. Analogno za ]5é{b,£} » nije
tesko proVeriti, da se sli¢nim mogu ispostaviti samo mesta

1t¢) €)y . 1(£) (+)

Uo¢imo da se f?o - spektar ( ff?{%.ff ) izraza D
sastoji iz jedinstvenog mesta Z@#)- i prema dokazanome
ﬂ%ﬂwsé?qu za proizvoljan niz izjednadavanja mesta 7 .
Otuda imamo da su &vorovi izvornika & = 5{37,2U , koJji
su iz poletno® &vora dostiZ%ni po putevima Cije su odgovara-

Cjuée reli P, 1 Py , razligiti. O%igledno ovi &vorovi

nisu ekvivalentni, tj izvornik 35¢(7,9) nije minimalan. Lema je

dokazana.
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