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u v о D 

Teorija automata је deo teorije sistema upravljanja (8) 

koji proucava matematicke modele pretvaraca diskretne informa­

cije, tzv. automate. Teorija automata se pojavila sredinom 

dvadesetog veka u vezi sa izucavanjem svojstava konacnih auto­

mata, kao matematickih modela nervnih sistema i racunskih masi­

па. Konacni automat је neformalno, uredaj koji ima ulazni i iz­

lazni kanal i koji se u svakom trenutku diskretnog vremena nala­

zi u jednom od konacno mnogo stanja. U svakom diskretnom trenut­

ku, preko ulaznog kan-ala, ured:aj prima ulazne signale, koji pri­

paddju nekom konacnom skupu signala. Stanje итеааја u svakom 

sledecem trenutku, prema odredenom zakonu, шеnја se u zavisnos­

ti od ulaznog signala i stanja uredaja u prethodnom trenutku. 

Vrednost izlaznog signala ured:aja u tekucem trenutku је funkci­

ја njegovog stanja i ulaznog signala u tom istom trenut1cu. 

, 

Sa teorijskog i prakticnog stanovista, u teoriji automa­

ta vaznu ulogu imaju tzv. problemi analize i sinteze automata. 

Nacini opisivanja funkcionisanja automata mogu uslovno biti ро­

deljeni па dve grupe, па grupu jezika, tj. algebarsko logickog 

opisivanja i grupu nacina koji opisuju unutrasnje ртосеэе real­

nih automata, kao sto Би па primer Murovi dijagrami, izvornici, 

itd. Prelazak od prvog nacina zadavanja па drugi naziva эе sin­

tezom automata, а od drugog па prvi analizom automata. U danasnje 

ft' 
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vreme u teoriji automata i njenim primenama postoji vise konk-

retnih nacina opisivanja funkcionisanja automata prvog i drugog 

tipa, kao i konstr~~tivnih resenja odgovarajucih zadataka ana-

1ize i sinteze. 

Vazno је primetiti da se prilikom resavanja problema 

ana1ize i sinteze automata u prvom redu pa~nja obracala па prin­

cipijelnu mogucnost njihovog resavanja, а kvalitativni i met­

ricki problemi vezani sa tim zadacima, ро pravi1u, ostavljani эи 

u drugi plan. Prema tome i za osnovne algoritme analize i sin-

teze automata ovi problemi nisu dovoljno izucavani. 

u оуоm radu эе ispituju kvalitativne i metricke karakte-

r istike algori tama ana1ize i sinteze au·toma ta V.M. Gl uskova, 

koji эи u teoriji automata poznati kao osnovni. ОУ! algoritmi· 

эе u radu opisuju u nesto modificiranoj formi vise pogodnoj za 
.О' 

teorijska raz matranja, njima odredenih prelaza, эа jednih na-

cina zadavanja automata па druge. 

Shеща ispitivanja ovoga rada moze biti predstavljena па 

sledeci nacin. Polazimo od zadavanja automata паСiпimа·drЏ~9g 

tipa, specijalno ротоси tzv. izvornika. Ро izvorniku роmоси 

Gluskovljevog a1goritma a~alize.automata, ko~i сето dalje oz-

nacavati sa А ,odredujemo regu1arni izraz, koji odgovara 

dogadaju рrеdstаvlјепаш zadatim izvornikom. Na toj etapi, tj. 

pri resavanju zadatka analize ротоси algoritma 1\ , postav1ja 

эе problem opisivanja skupa l? svih odgovarajucih regularnih 

izraza. Njegovo re~avanje omogucuje utvrdivanje tacne veze 1z­

medu klase izvorllika Ј i odgovarajucih regularnih izraza do·-

tijenih ро njima ротоси algoritma /i J)obijeni opis omogu-

~иje prelazak па zadatak sinteze, tj. zadatak opisa skupa 

ЈI svih izvornika koji predstavljaju dogadaje zadatu роmоси 



- 3 -

regularnih izraza iz Ј? , а koji se dobijaju ротоси algorit­

та sinteze V.M. Gluskova, koga l сето oznacavati sa S . Na 

ОУОј etapi nав osnovni za~atak је opis klase svih izvornika 

'dobijenih па gore navedeni nacin. Pri tome cini se vaznim odnos 

kako klasa Ј i Ј' tako i njihovih delova. U radu se daje kons-
..., 

truk·ti vni opis skupa R i klase 

'~lucajev1ma su 1zvornic1 G 1z 

Ј' 

Ј 

• Pok~zuje se u kojim 

G ' i odgovarajuci iz 

Ј' izomorfni, tj. kada эе prakticno, uslovno receno, poklapa-

ји. Opisano ispitivanje kvalitativnih svojstava, prati i ispi-

tivanje odgovarajuc1h metrickih karakteristika navedenih algo­

ritama. Utvrduje se tacna vrednost funkcije ~enonovskog tipa, 

koja karakterise uvecanje broja stanja izvornika (;' iz .7' 

u odnosu па brmj stanja polaznog izvo~~ika LТ iz Ј . Radi 

осеnе efektivnosti algoritma analize, А uvodi эе Senonova fun­

kcija LArn) , jednaka maksimalnoj slo.~enosti regularnih izra­

za, dobijen1h algoritmom А iz izvornika koji imaju taono 

П cvorova. Nalaze se gornje i donje осеnе za funkciju LA(nJ • 

Opisuje ве algoritam analize, koji ustvari predstavlja nez-

natnu izmenu algoritma , i pokazuje.se da је velic1na LA(n) 
1 

znatno mаnја od LA(n). Dalje se nalazi procena broja Nfn,mj svih 
ft , 

7regularnih dogadaja, koji se predstavljaju izvornicima n~ az-

bukom od m slova, а ci,ja slo7.enost nije уеса od П • Takode 

sc daj е ocenabro :ја т/п,тЈ svih regularnih izraza slozenosti п 

nad tom 1stom azbukom. Оуе procene omogucuju da se odredi do-

nја осеnа velicine ~/n) " jednake maksimalnoj slozenosti mini-.~ 

malnih regu1arnih izraza, koji odgovaraju izvornicima cija slo­

zcnos't ni ј е уеса od П • 

PI'i1ilcom ispi ti уаnја efekti vnosti a1gori tma analize А 

о pi u иј u s с klasc i zvornika Ј{1 i Ј{2 • РТ imena algori tma А па 

pl'oizvol;)ni izvоrпik iz klase Ј{1.. daje miniша1аn regular:l.n iz-
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raz, dok njegova primena па proizvoljni izvornik iz klase )(2 

daje regularan izraz razlicit od minimalnog. Do"kazuje se dalje 

da odnos broja izvornika, cija slozenost nije уеса od П i za 

koje algoritam А daje regular~n izraz minimalne slozenosti, 

i broja svih izvornika slozenosti п tezi nuli kada 7I tezi 

beskonacnosti. 

Na analogan nacin , priliK~m ispitivanja efektivnosti 

usavrsenih algoritama sinteze У.М. Gluskova, izdvajaju se kla­

эе JJt.t i flt2 regularnih izraza za koj е оуај algori tam daj е res­

pektivno эато minimalne i samo neminimalne izvornike. 

Pre ~ego izlozimo sadrzaj rada, dacemo osnovne defini-

cije i formulisati dobijene rezultate. 

Incijalni konacni Murov automat ol је sestorka (Л, (2. fI3, 

'f, ~Zo)' gde эи Л::{а~~ '" Ј алt } ulazna azbuka,Q={ft>····f'n} 

azbuka stanja, !3 -: (~ ;, ... , ~ ј izlazna azbuka, 'f - funk?~ ја 

prelaska ko ја preslikava skup Q хЛ u f1.. , 'r - funkci ја 

izlaska koja preslikava skup Q u ~ 

automata Ol. 

, Zo - pocetno stanje 

J)efini simo funkci ји 

nad azbukom 

)"(f/:г.).fZf{ј/:{€Jf) za proizvoljnu rec CL =­

./f . N eka ј е :I'(f • .л)::: f ј f If. Qt1 ... 

ft 

... a~~e)= ::f'(:/,(z.ai1~ .. ·~at·t_{)J al'~) ,. ( JI.. - prazna rec ). 
' .. , 

Dogadajem predstavljenim u automatu ol роmоси skupa /:З'~13 
izlaznih signala nazi уа se skup L <~ 13') ={О{ 6 л"": Y?JOffo'cf.))(!3,} • 

( Ovde је ./1:* э}сир reci nad azbukom .:It ). Doga<!aj i koji se pred-

stavljtiju u automatima, mogu эе takode zadavati роmоси tzv., 

izvornika. 

Jzvornik nad azbukom.IE је konacni orijentisani graf G 

cije је svalco rebro obele~eno slovom azbuke Д , u kojeg је 

izdvo;jen 'tzv. pocetni cvor V;; i neprazan podskup F zavrsniIl 
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cvorova, pri cemu su ispunjeni uslovi; 

а) razlicita rebra koja izlaze iz jednog istog cvora 

obelezena su razlicitim slovima azbuke ~. 

Ь) za svaki cvor v postoji put ~ koji vodi· iz 1{; u ?/ i 

put ~ ko ј i vodi iz 1/ u neki zavrsni Cvor. 

Broj cvorova izvornika С nazivamo njegovom slozenos6u 

i oznacavamo эа #С! . . . 

Svaki izvornik nad azbukom Д odreduj е dogadaj /аl - skup 

reci 

u izvorniku ti , koji vodi iz 1{ u zavrsni cvor 1{~, cije је reb­

ro ftj ( 1 ~ ј ~ k ) obelezeno slovom a(,i. Govori6emo da rec Cf. l1.··. 

". a lK odgovara putu Jf i oznacavati је эа ГЛ]. 

N eka ј е 01 = -( Л) 0./3 ) '::1) 1..(-, <10) aut ота t i rIJ' r:. 13 takav da ј е 

L(R/!/)=f р . Razmotrimo izvornik Gr(ЈЏ~IЈ' cij i ј е skup cvorova podskup 

({' skupa Q , koji эе sastoji is svih t[fQ za koje postoje re­

ci ct.)f3€.I!~, to.kve da је q=':J'(?o'o()' 'У/У(2Ј3))€iз'. 1z cvora CZJ. 

vodi rebro u cvor 

tada i samo tada, 

tf.1. izvornika ~~j' obelezeno. эlоvош. а. iz л· , 
kada је y(~ )а)=о . Pocetn.L cvor је stanje ~ , 

Ј "'2 о 

а skup f:" zavrsnih cvorova sasto~ji se iz svih ~l!:Q' za koje 

је 'f"(f/€!3'o Ocigledno, za svaki па оуај nacin konstruisani 

fzvornik vazi jed'nakost LrЙ,I!/}=IGrtJl,/3/. ft 

Obrnuto, neka је G -proizvoljni izvornik nad Л , ~ 

пј egov pocetni cvor i F skup zavrsnih Cvorqva. Razmotrimo auto­

mat rл== (.!l,Q,(o,Jj,"f,'-r,l{) , ciji se skup stanja s(·.L~,toji iz skupa 

(:vогоvа izvornika G i dodatnog elementa cz'. лkо је CZfQ ,CZ*'l.' 

i izvorn1k 6- sadrzi rebro iz cvora 'l u cvor 'ЈЈ ' obelc~eno 

:Јlоvоrп а tada је .У(?,а)='?10 Ako iz cvora rz пе izlazi rcbro 

obcle~;.eno sa а. , ·~ack .. је :I'(?,Q),;-1'. Osim toga Y'rz'JQ)::Z' za proi~;­

'/01 jnu а i 'f1r):j., tada i samo tada, kada 'lf F о ()сiglедло ј е ~{t;r,{:tP ::/и/. 
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Пkаzаnа ekviva1entnost izmedu nacina zadavanja dogadaja 

automatima i izvornicima omogucuje svoaenje, da1je razmatranih 

zadataka ana1ize i sinteze automata па odgovarajuce probleme 

za izvornike, koji ви vise podesni ва teorijskog aspektao 

U radu је pokazano da ве skup dogadaja koji ве mogu 

predstaviti automatima, podudara ва skupom regularnih dogadaja, 

koji ве predstav1jaju pomocu tzv. regu1arnih izraza. 

Neka је Д =- {а1Ј '" Ј ат} konacna azbuka i ( , ) v , , 
• , < ' > ' е' - pomocni simboli, koji nepripadaju azbuci Jt . 

Definisimo induktivno regularan izraz nad azbukom Jt . 

1. Svako slovo а! azbuke Д , а takode i simbol е su 

regularni izrazi nad Jf • 

. ~? Ako su ~ i ~ regularni izrazi nad .If , tada ви R= 

::::(Х; у!?Ј ,R = (Ii!t. ~) i R ... (~> takode regularni izrazi nad ./l . 
Respektivno govorimo da је R disjunkcija, lconjunkcija i ite­

racija izraza ~ i ~. 

Definisimo takode slozenost LfR) regularnog izraza R , 

Lfe):::o 

L (aiJ::: 1 • а, ЕЛ 

Lf(7()):::- LfRJ..,.j 

L((~ vJ1j'l)= Lff~·R2))= L(~) ~Lf"Rz)+l. 

Svakom regularnom izrazu R nad azbukom Л pridruzimo 

neki skup reci /RI nad azbukom Л , koji сещо nazivati regu­

larnim dogadajem, zadanim datim izrazom R . Naime, 

/е/ "" {л..} (А - prazna rec ) 

laG,/ cz {a i7 
1rl?1 v ~)/ а: IR1. / U/R.z / 
/(~.~)/={P':!3P1}rz}(P=?''l 1< 'l€IR1 /J< 7.G/~/ ) 
I( RL >1 =- {р : (3 Р1 .... ) Р\1 Ј(? ::-~. "Рој & /7;r6IR,i/ Jk .•. lk,b1~/'R.J1)} и{ л} 

PO:'lto је / R.1. ·(R2·~)/:::./(R.t.·R.z)·R.!)I, / R:tу(R2уRз)/::r/(~v 'R2 )vR,3/" 



- 7 -

/(R.Jv~)/=I(Л;v!(;)/, to regu1arne izraze koji se raz1ikuju raspore-

dom zagrada u de10vima oblika R.1.· .. R k i 

poretkom c1anova u izrazima oblika ~ v . " у if'k , smatracemo 

uvek jednakim, uko1iko to nije posebno nag1aseno. 

N eka ј е G zada ti izvornik. Ana1iz от izvornika (i nazi-

уато postupak odredivanja regu1arnog izraza R , tako da је 

/6-/ = /R/ 

Opisimo a1goritam А ana1ize izvornika. 
v-

Oznacimo Ба Gv.: ll:. . .. 1.t, ,(1~O) izvornik, koji se dobija iz 
():t. -Ј 

izvornika G uda1javanjem cvorova ~,~, .... , ~ i svih 

osta1ih njegovih cvorova koji Бе ispostave nedostiznim iz суо­

ra ~ i1i iz kojih оп nije dostizan, zajedno Ба njima sused-
. \ 

nim rebrima,ikod kojeg је v pocetni i jedinstveni zavrsni 

cvor. ~egu1aran izraz 'koji se dobija postupkom ana1ize izvor­

nika G oznacimo sa А ((;1. 

N eka izvornik G ima эато jedan cvor 1,1" i пета rebara. 

'.1; ada је ро definici ј! ArG) = е 

Odredimo AfG} za izvornike koji imaju jedinstven zavr­

эn! cvor koji эе pok1apa sa pocetnim cvorom. Skup svih takvih 

izvornika specija1nog oblika oznacimo sa 11 • 

Neka је G G-!1 , IIG/I=l , tj. G ima oblik predstav1jen 

па sl. 1. Tada је 

А (t;) ;:: < at"f V '" v a(.'k >. 
,Neka је za svaki G- 611 , takav da је IGI/~n уес odrede­

по А (6) . Odredimo za proizvo1jni izvornik Gfl'1, /IGI/:::on+1. re­

gu1aran izraz А (ст). Neka је 1{ pocetni cvor izvornika (f • 
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r _ rVk • 
(ХI( - tAVolJi ... 1Ik.-i Ртеша indukcij skoj hipotezi уес эи odred:eni 

izrazi ~ "ZA(~) , , Rk==A(G,.) • Neka је R(л)т= a{1~ a'{:zl? .. a(K~«K+1. 

т ada је 

А (6) == < V R(л)) 
.7Iс:С 

gde је С skup svih prostih puteva izvornika С , koji pro-

81.1. 

1aze kroz njegov po~etni ~vor ~. Prema tome za svaki iZ~br­

nik С iz /1 уес это odredi1i А(С). 

.. 

81.2. 

Neka је С proizvo1jan izvornik sa po~etnim ~vorom ~ 

i skupom F zavr§nih ~vorova. Razmotrimo proizvo1jan prosti 

put .Ј[ i z ~vora t,;; и zavrsni ~vor 1fk ,81.3.·N eka ј е 

С CIJ; ~ с-!Ј;. /' G~" R-A(G) -Го'" 1Ј ,СТ:/. '" ~ , ••• , (Л" = v;,l1J. ... iIk.l1 neka је 0- С), 

~.,. А ((;Ј), ••• ,Ак =- A(~). Uzmimo da је 1(' (.Ј[) =- Ra at'1~ ... ай RI( 

Ako v- r/ F t;a(Ja ј е 
о 
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А (6) = V Rr:тr) 
. JГ'tFP 

gde ј е Р skup svih prostih puteva iz cvora 1{; u cvorove iz 

skupa F • Ako ј е ~ ~ F , onda uzimamo da ј е 

А (GJ = VR(:л) v"R. 
(1 

Л(: Р 

Korektnost opisanog a1goritma ana1ize А dokazuje se 

u teoremi 1.1.1. 

Sl.3. 

Neka је R={7f :R:A(GJ). 

/-,F 
I \ 

at'l( . I f,;\ \ 
-----7\-.. ~ I 

\ I 
\ / -. .... 

u ci1ju opisa strukture izraza iz ;? uvodimo neko1iko 

pomocnih ројтоуа •. 

Ako regu1aran izraz ima oblik R::, R.J. V '" v 'R k i ako 

regu1arni izrazi R, (1 ~ <.' ~ k ) nisu disjunkcije, onda R
1 

, ••• , 

Rk nazivamo c1anovima izraza R. Ako regu1aran izrazR nije' 

disjunkcija, onda је оп с1аn samoga sebe. 

Dei'inisimo induktivno ројаm grane regu1arnog izraza nad 

azbukom .:If • 

1
О 

Grana prazne r~ci је sam~ ta reC. 

20 Ako је tl proizvoljno slovo azbuke .:It , onda su njegove 

grane prazna rec i эато slovo а. • 

3 0 Ak о о R R. 7? Ј е ::::-.! V .. о V AI( regularan izraz, onda su njegove 

r:rane, g:гаnе izraza R,i, ••• , Rk • 

40 Grane regu1arnog izraza R::, ~ . о· ~ ви svi moguci 

i zr"lzl oblika .5ј . .. !f;: !р 
.р. 

, gde ј е ? (., ~ 'Со ~ /(~1) grana i zraza 

<11 • 

5· Grana regularnog izraza R = (fP) је е i proizvoljni 
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izraz oblika < !?);;t , gde је ;;(, grana izraza !р 

N eka R ~ јО oznacava da ј е regu1aran izraz R grana 

regularnog izraza .fJ • 

Neka ве regu1aran izraz јЈ moze predstaviti u obliku 

.;;ca.lТ{, gde ;ta~ ~ i neka postOji i takvo da је ~-t-<. G.. • 

Tada kazemo da је regu1aran izraz зи razdvojiv od regu1arnog 

izraza {2 i pisemo .fJ>- t1 • fJ је slabo razdvoji v 'od fl , 

(~>- (2 ), ak о ј е ?:f- {1 i ak о ј е i 1! Р...2, t2.. , i 1! tQ ~!P , 

i1i р>--,- (2 , (ot: т - regu1arni izrazi, а ,-Ь - эlоуа ). 

Neka regu1aran izraz R ima oblik 

.t; (&1> §i ."" .У/,,-1. < ат > ~ 
т;:-о, gdeje 5i (o~ {~ l'Yt. ) rec azbuke .fl: i Уј/- е za, 

-(."=1- о/т. Ako је za svako .(." G- {1., ' .. ~ П1.} izraz 

R{ =- ~ (tli +1> ~T1 """ (ат> ~ 
slabo razdvojiv od izraza R , tada kazemo da је R clan prvog 

tipa. Ako је osim toga t: =1= е ,.т:n. =! е i za proizvo1jno 

-t.'~ {:l)""" ) т} izraz 1(-i razdvojiv od izraza Qi , tada R 

nazivamo clanom drugog tipa. 

Slede6a teorema opisuje skup svih regu1arnih izraza ko­

ј! эе dobijaju a1goritmom А ana1ize izvornika. 

Teorema 1.1.2. Regu1aran izraz R pripada skupu regu-
'" 

1arnih izraza R , tada i saтo tada ako su zadovo1j eni slede-

6i us1ovi: 

1) Svaki с1аn izraza R ј е с1аn prvoga tipa , pri сети 

аlаЬо rnzdvojiv od proizvo1jnog drugog njegovog С1аnа. 

2) Ako R sadrzi izraz oblika <§», tada је svaki с1аn 

izraza f!.J clan drugog tipa,. pri сети razdvojlv od proi!;to1j-, 

nog drugug nJegovog С1аnа. 

.' 
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Sada razmotrimo ртоЫет obrnut ртоЫети ana1ize izvorni­

ka, tj. ртоЫет sinteze izvornika. 

Neka је regu1aran dogadaj zadat regu1arnim izrazom R • 

Postupak odred:ivanja izvornika G , takvog, da је /fi/ -=- /R/ 

nazivamo sintezom izvornika G 

Hadi opisa a1gori tma sinteze 1zvorn1ka S uved1mo nе­

ko11ko novih ројmоуа. 

Mestom razdvajanja u regularnom 1zrazu R nazovimo spe­

cija1n1 znak, vertika1nu 1iniju, postav1jenu izmedu proizvo_ 

1јnа dva znaka toga 1zraza ( uk1jucujuc1 i zagrade ). Mesto 

koje se na1az1 1еуо odprvog simbo1a 1zraza· R naz ovimo 

pocetnim mestom, а mesto koje эе na1azi desno od pos1ednjeg 
, 

S1.шЬо1а izraza R pos1ed.nj1m 111 konacn1m. 

Ako эе 1z mesta ~ regu1arnog izraza R moze ртес! u 
, .. 

mesto f3 , kor1stec1 эато. prelaz preko е , tada kazemo da ј е 

mesto ;з podred:eno mestu сх:.. • 

Uvode эе sledeca pravi1a podredenosti mesta. 

1. Pocetna mesta вУ1ћ с1апоуа izraza R zatvorenog u 

оЫспе 111 1terac1one zagrade, podredena su mestu koje эе 

na1az1 neposredno 1еуо od pocetne zagrade. 

2. Mesto , koje se nalaz1 neposredno desno od zatvorene 

( desne zagrade ), podredeno је konacnim mestima svih с1апоуа 

izraza zatvorenog u odgovarajuce zagrade, a'u slucaju itera­

cionih zagrada, takode i mestu, koje se na1az1 neposredno 

1еуо od odgovarajuce otvorene ( 1еуе .) zagrade. 

3. Pocetna mesta Bvih clanova 1zraza zatvorenog u 1tera-

cione zagrade, podredena ви mestu, koje ве nalaz1 neposredno 

deBno od odgovarajuce desne ( zatvorene ) zagrade. 
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4. Mesto koje se na1azi neposredno desno od simbo1a 

prazne reci, podredeno је mestu koje эе na1azi neposredno 1е­

v о od toga simbo1a. 

5. Ako је mesto ~ podredeno mestu ;з , а mesto ;о pod­

re<!eno mestu с( , tada је i mesto у- pod.redeno mestu ос • 

6. Svako mesto podredeno је эатоте sebi. 

1. Ne postoje drugi slucajevi podredenosti mesta. 

Neka је р rec u azbuci Д nad ko ј ош ј е zadan regu1a-

ran izraz R Uvedimo induktivno, de.finiciju mesta ј3 , koje 

р - sledi za mestom ~ toga izraza. 

1) Иеstо f3 е - sledi za mеstош с<... , tada i вашо ta-

da, ako је ј3 podredeno о(. 

2) Neka шеstо ;з р -
. , 

sled'i za mestom с<.. i neka је 

mesto r- podrec!eno шеstu ~, pri сеши эе neposredno desno 

od mesta у- na1azi эlоуо а.. Tada '~esto cf , koje эе na1azi 

neposredno desno od эlоуа а , рй- - sledi za mestom of... 

Uko1.iko mesto ;з р - sledi za mestom of.., tada drugaci-

ј е govorimo da ј е шеstо сх::. reci р povezano эа mestom f3 • 

Osnovnim mestom regu1arnog izraza R , zadatog nad azbu­

kom Jf , nazivamo mesto neposredno 1еуо od kojeg эе na1azi эlо­

уо te azbuke, а takode i pooetno mesto. Оэnоvnо mesto izraza 

nazivamo finalnim, ako ти је podredeno konacno mesto toga 

izraza. Mesto izraza R neposredno desno od ~ojega эе nalazi 

эlоуо azbuke Jf nazivamo predosnovnim. 

Odx'edimo sada. izvornik G = S (R) nad azbukom, 11:. koja se 

podudara эа azbukom zadatog izraza R , tako da је /е!= /R/ 

Za pocetni cvor ~ izvornika G-= SГR) uzmimo pocetno 

mеэtо izraza R • N eka ј е а. proizvo1jno slovo azbuke л: . 
Oclrcdimo skup ~ svih osnovnih mesta izraza R , koja Cl.-
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- slede za njegovim pocetnim mestom. Ako је ~ =F Ф, tada је 

~ cvor izvornika G , u koji u1azi rebro koje iz1azi iz 

cvora ~ i ci ја ј е oznaka slovo а. • Uko1iko ј е lГQ =- Ф , tada 

iz cvora ~ nе iz1azi rebro obe1ezeno slovom а. • Pretpos-

tavimo da је ~ Уес konstruisani cvor izvornika G , koji 

је ustvari nepr.azan skup osnovnih mesta izraza R. Za proiz­

vo1jno slovo 6 azbulce ..It odredimo skup ~ svih osnovnih 

те sta izra.za R , ko ја ~ - slede bar za jedn1m mestom 

skupa osnovnih mesta V- • Ako је ~ = р , tada эе 1z cvora 1.1-' 

nе konstruise rebro obelezeno slovom -(1 • Ako је V;; i- Ф i ako 

эе podudara sa nekim vec konstruisanitn cvoroill U)- izvorni-

ka G , tada konstrui~emo rebro 1z cvora 1r u cvor ~ i oz­

nacavamo ga slovom '6 • Ako је ~ =1= Ф i nе poklapa эе~. n1 эа jed­

nim od Уес konstruisanih cvorova, tada'konstrui~emo'novi cvor 

i rebro f ' koje vodi iz V- u ~ 
,.0> 

, oznacavajuci to reb-

ro slovom -с • Cvor 1)- konstruisanog 1zvorn1ka G- је zavrs-

ni ako sadrzi bar jedno fina1no mesto.~zraza R • ( Zavrsne 

cvorove izvornika G oznacavamo spec1jalno, dvostruk1m kruzi­

cima. ) Primetimo , da ako је k broj svih pojav1jivanja эlо­

уа azbuke ./t 11 1zrazu R , tada bro jcvorova 1zvornika G 

nije veci od 
rk1-f. 

2 • Korektnost op1sanog a1goritma sinteze S 

dokazuje эе u teoremi 1.2.1. 

Put Л=~Р1.~···fеV:e (е;>!/о) ( vi - cvorovi, ~. - rebra) 

i zvornika С Ба pocetnim cvorom 't ' ci ј i ви cvorov1 V;,I{, •.. , 

~-.1 med:usobno raz1ici ti, zovemo ро1 uprostim putem. 

i 

Neka је Y[r::=~f:L7.Ij···fe~ 

rebro 1z cvora ~ u cvor 

po1uprosti put 1zvorn1ka с-

р • Svedeni Put puta 

лр definisemo па sledec1 nacin: 
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а) Ako је ve =F~' (o~{~e-J. ) , tada је Лр = УГ? • 

Ь) Ako је ?Је = v: (о ~ -i ~ е"-1. ) , tada је ХЈ:= ~~~ ···Рi~fV-. {. 

Ocig1e dno ' .У{ј> је ponovo po1uprost put. 

Neka је r; izvornik nad azbukom Л i neka Эи 7(=-А ((il 

regu1aran izraz dobijen a1goritmom А ana1ize izvornika а , 
s sin~~ze izvorni-

I 

G = S (A(G4'izvornik konstruisan a1gori tmom 

ka ро izrazu R = А (ti). U vezi эа teoremom 1.1.2; , koja opi­

вије ~kup R , prirodno se postav1ja рitаче opisa skupa iz­

vornika koji эе dobijaju kao rezu1tat primene a1goritma sin­

teze 5 па regu1arne izraze iz R , а takode i pitanje uzajam­

ne zavisnosti izvornika 6 iS/AfG». Sledece teoreme 1.2.2. i 

1.3.1. daju odgovor па postav1jena pitanja. 

Teorema 1.2.2 .. Neka је (i iz~ornik iCI:=S(AfGj. Tada 

је 
/",1 
~ izomorfan izvorniku , konstruisanom ро r; па 

sledeci nacin: 

а) Cvorovi izvornika G эи po1uprosti putevi izvornika 

ti , pri cemu је pocetni cvor prazan put, а zavrsni cvorovi 

putevi koji vode zavrsnim cvorovima izvornika G .. 

Ь) Ako је Ј[ po1uprost put u G , koji vodi u cvor ?Ј-

i ako iz v- iz1azi rebro р obe1ezeno slovom cl. ,,..,tada iz суо-

ra Jf izvornika r; konstruise se rebro. obe1ezeno sloyom 

а. ~ u cvor .Ј[! '. 
A1goritmi А ana1ize izvornika i S sinteze izvornika 

nazivaju se sag1asnim па nekom izvorniku G , ako је izvor­

nik S(A(GJ) izomorfan i~vorniku G .. 

Teorerna 1.3.1. A1goritmi А analize izvornika i S 

sinteze izvornika su sag1asni,tada i samo tada, ako је izvor-

nik G drvo эа korenom u pocetnom cvoru. 

,. 
ј' 
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Ocenimo broj cYQrova izvornika 5 (А (Б)) и odnosu па izvor-

• 

Oznacimo эа '((С)= /rr'i! 
1/6'1/ 

Vazi sledeca teorema. 

Teorema 1.3.2. Neka је 

, gde эи 

гг (п):: m а х ? (G) 
I/G//= II 

- izvornik R;: А ((i) , , 

, ,z(п.}== mirz '(((Ј). 
/I(;//:= 7t 

Tada је 
, m;>Ј. 

u radovima [12,14,15,16,17] dobijen је niz rezu1tata , koji 

dodiruju problem осеnе slozenosti izvornika G- konstruisanog 

ро regu1arnom izrazu R zadate slozenosti. Razmotrimo 

obrnut problem, vezan za осеnи slozenosti regu1arnih izraza. 

Oznacimo эа / (/2) .: /Тигх I!A (ОJl/ , gde 1/ RJ oznacava sloze-
А I!G"I!: П 

nost regu1arnog izraza R • 

Teorema 2.1.1. Za proizvo1jne prirodne brojeve т i п 

tacne su sledece nejednakosti 
n 2 5ТL n 2 

8 
2·т ~ 

-r-
2 2 L (n) ~ 4·m 

}1 

Vazno је uociti da эе moze konstruisati a1goritam А1 

analize izvornika, koji predstavlja modifikacijU algoritma 

А i za koji funkcija L ... {ll}:= тахlА1 (а}и raste znatno sporije 
I'Т HGII ... rt 

od LA(n). Za opis algori tma А.1 potrebni эи· пат sledeci рој-

movi. 

Ako је G izvornik эа pocetnim су orom V- i Jf ::- ~ p::.lJi ... р-ј v1 
о 

~ 
prost put u fi- , kazemo da izvornik Gr1l)= GVo~'''~_1 odgovara 

putu Ј'( • 

Ncka је т konacan skup reci azbuke :11: • Drvo Т/Щ) 

nazi У0Ј110 odgovarajucim skupu тес! l1l,ako эи шu cvorovima uzajam-
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по jednoznacno pridruzen1 росес! reci 1z 7IТ ( uk1jucujuci 

1 praznu rec ) , pri сети , ako је cvoru ~ pridruzena rec 

1> 1 cvoru иr rec {Ја (а ~Д ) tada ј е rebro 1z 1Ј- u ш-

ob·,eleZeno· slovom а... • 

Algoritam A~ ana11ze izvornika konstru1s1mo indиktivno 

па sledec1 nаС1n. 

Ako se 1zvornik G sastoj1 эато iz jednog cvora i ako 

nета rebara, tada је A 1 (G)=AfGj. 

Neka је C€-I1, I/GI/=l. Tada је А 1 (а) = A(r;) • 

Pretpostavimo da је za svako (i &.11 , I/GI:: п... уес od-

redeno AiG) i neka ј е С- Е!1 , 11(;// == n+l sa pocetnim cvorom ~ 

Razmotrimo skup ЛL svih reci koje odgovaraju prostim putevi-

та izvornika G , koji prolaze kroz ~ 1 konstru1s1mo drvo 

Т(т) • Rec pr1druzenu cvoru V drveta Т(m) oznac1mo sa ?? . 
,О' 

Svakom cvoru V- drveta Trnz) pridruz1mo takode put .7[11- izvor­

nika G " koji odgovara reci ?. • Lako је иос! ti da је put 
v-

ЈГ prost иko11ko cvor ~ drveta Т(Щ)niје krdjnji. Pridruzi-

то svаkоП1 cvoru V- drveta Tfnt) regu1aran 1zraz Rv- па sledec1 

nacin. Ako је ?Ј- krajnj1 cvor drveta Trm) i ako u njega ulazi 

rebro obeI е zeno slovom cl.. , tada ј е R 1Ј" =- cl. • N eka ј е V- cvor 

Т(71l) i neka u V- u1azi rebro obelezeno slovom ct. 1 1z1aze 

rebra koja vode u cvorove ~, ~, •.• , ~ za koje su 1zraz1 

R~, RzJ:', ••• ,Rv: уес odreden1. '.rada uz1mamo da је R1J'''' а А1(G(~v-»). 
1 2 ~ 

(R R) Ako Ј' е ~ koren drveta Т(11(/1 1z 11-0 vode . v::V ... V v-:. о -Ј 
:t. k 

rebra u cvorove ~ , ~, ••• ,~ za koje ЗU уес odreden1 iz-

razi К2Ј:' R1/"' ••• , if'zt: tada је Rv- = Ј(., .. v .. , v К'Ј-:r.2 ој q v1. V:s 
• Коnасnо 

imamo da је u оуоm specijalnom slucaju 



~ . 
. ' 

~. 

- 17 -

Neka је G proizvo1jan izvornik ciji је pocetni cvor, 

V- i F 
о 

skup zavrsnih cvorova. Razmotrimo skup nr svih rec1 

·koje odgovaraju prost1m putevima izvornika (i iz cvora -zt u 

neki iz cvorova skupa F i konstruisimo drvo Т(11l) • Као i go-

re oznaciтo ва ?~ rec koja odgova:ra v cvoru v- , a'sa .У{7Ј- put 

. lzvornika tr koj i odgovara reci .Р7Ј- • Oznacimo takod:e, sa Щ7Ј­

pos1ednj1 cvor puta Xv- • Oc1g1edno, put ЛV- је prost. Tako<!e 

kao 1 gore, svakom cvoru ~ drveta т(щ) pridruziтo regu1aran 

i zraz Rv- па sledec i naCin. N eka ј е ?Ј- krajnj i cvor drveta 

ТПК) u koji uvire rebro obe1ezeno slovoт tt • Tada је R1/ = 

= а A.f (G(:J[l/"». N eka, ј е V-- cvor Т(!f{) raz11 с1 t od pocetnog 1 neka 

u v- u1azi rebro obe1ezeno slovom а. ~ 1z1aze rebra koja vode 
, -. 

u cvorove ~ , ~, •••• , VZ za koje, ви izrazi Rv-; , 7(џz, •.. , 
Rv:vec odredeni. Tada ,ako <Vv-€-F, uzimащо da је '/f7/"::: aA:J.((i(J'[v»(ev 

Z 

v Rl-iv ... vR~) , а ako tUlJ"f}F. RlJ"=aA/tf'(Xlf»fR~v ... v~). Ako је ~ 

ren drveta TlJтr} iz kojeg vode rebra u cvororove ~,VZ, 

ko-

. .. , 

~ za koje ви vec odred:eni 1zrazi , ... , Rl/: , onda 
i:; 

је 

Коnасnо imamo,da је 

А1 (6) = R1'o 

U'ocimo da је dokaz korektnost1 a1goritma analize А 1 

izvornika sasvim analogan dokazu korektnosti a1goritma А 

ana1ize izvornika koji ве daje u teoremi 1.1.1. 

Teorema 2.2.1. Ako је ~(n}=maJ( //A 1 (G)4, onda је 
1 1I/l1/:z71. 

П 3n 2m ~ L
A

(7Z) ~ 5-m . 
1 
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N eka је RfG) regu1aran izraz minima1ne s10zenosti, ta-

kav da је IR((i)/ = 161 i neka је ~ (nЈ = тах // RfCJI • Tada za 
J/GII~n 

proizvo1jan a1gori tam c7l ana1ize izvornika funkcija .;;ld71 ) = 

=mах I!(J!(G)! , uzeta kao meraefektivnosti a1goritma Ol, 
I/G/I1f 7l.. 

majorira funkciju ~(n). Роnаэаnје funkcije ~(n) moze se oka-

rakterisati s1edecim tvr~enjem. 

Teorema ;::.3.1 . 

...., 2т I 
OL. (ТZ) -? . n· LO:l,71. 

{О:Ј.. т '2 
2 

Iz teoreme 2.3.1. specija1no sledi, da nije mogu6e ро-

bo1jsati a1goritam ana1ize А do te mere kako bi se njime do­

bija1i regu1arni izrazi cija bi slozenost 1inearno zavisila 

od slozenosti izvornika. 

Navedimo da1je, neko1iko tvrdenja vezanih z~ ispitiva-

nје, u odre~enom smis1u, optima1nosti razmatranih a1goritama. 

Oznacimo sa Ј{п skup izvornika cija slozenost nije у\е6а 

od П , а sa.7{~ skup svih izvornika G iz.кn. za koje је 

i zraz А (6) minima1an. Pomocu /.Ј{! oznacimo bro ј izvornika k1a­

se Ј{ • 

Sledece tvrdenje pokazuje da "skoro uvek" regu1aran iz­

raz dobijen рото6и a1go~itma А ~nije minima1an. 

'reorema 3.1.1. Akd n_СХЈ , onda IХг:.; --"7-0. 
/ Кп. Ј 

Pored navedeno8 tvrdenja mogu se ukazati dve beskona-. 

спе k1ase ~ i ~ izvornika sa svoj stvom da primena a1go­

~itma А па оуе k1ase daje respektivno samo minima1ne i SRmo 

nеmiЦimаlnе regu1arne izraze. 

N eka ј е Ј{1 k1asa izvornika oblika kao па 'S1., gde ј е 

at'li::f: a.ir/ za -{ =t i i 1 ј edinstveni fina1ni cvor, а 1!; poCetni· 

() 
I 
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Neka је takode ~ k1asa izvornika koji nетаји vise оа т 

zavrsnih cvorova (т ј е bro ј slova azbuke .:It ). 

Jeorema 3.1.2. 

а) Za proizvo1jan izvornik t? iz ~ izraz А (G) ј е mini-

та1an. 

Ь) Za proizvo1jan izvornik G iz ~ izra~. А(а) nije 

minima1an. 

Situacija ana10gna teoremi 3.1.2. ројаУ1јије se i za 

usavrsene a1goritme sinteze V.M. G1uskova [5] • Po1azeci od 

algori tma 5 sinteze izvornika V.M. G1 uskov ј е precizira о i 

predlozio niz njegov.ih izmena, koje omogucuju dobijanje izvor-

nika sa manjim brojem cvorova • Qve izmene сето opisati u 

nesto modificiranom vidu koj1 је vise podesan za ispitivanje 

kva1itativnUikarakteristika izvornika. Uvedimo,neko1iko novih 

ројтоуа .. 

Qsnovna mesta regu1arnog izraza R , zadatog nad azbukom 

~ naziv~no odgovarajucim, ako эи skupovi reci azbuke ~ 

koji povezuju pocetno mesto izraza R sa svakim od tih mesta 

jednaki. 

Qsnovna mesta 0(1, •• е ,o(.t izra'za R nazi;.ramo slicnim, 

ako su istovremeno fina1na i1i nefina1na,· pri сети za proiz-

vo1jno slovo а iz :If skupovi 111., ••• ,Не osnovnih mesta 

1zraza R koja . а.. - slede za mestima 0(1., 

naki i1i postaju jednaki ako se u njima mesta 

zamene mestom сХ.Ј... 

,с(.!! su ј ed-

0(.2' ••• , oLe. 

Na regularan izraz R primenjuje se tzv. operacija iz-

jednacavanja mesta. Qna se sastoji u izjednacavanju grupa 

odgovarajucih 11i slicnih mesta. Uocimo da ako је па neku 



- 20 -

grupu masta 1zraza R bilo moguce primeniti proizvoljni 1z 

kriterija izjednacavanja tih mesta, posle primene jednog 1z 

njih moze se dogoditi da ве ViBe nе moze pr1menit1 drug1. 

Neka је '7 proizvoljan niz 1zjednacavanja odgovaraju­

cih i slicnih mesta izraza ~. Skup mesta izraza ~ koji se 

.dobija kao rezul tat primene n1za izjednacavanja mesta тz. naz1-

уато uopstenim mestom izraza R , koji odgovara nizu izjedna-

vanja r;. 

Neka је р rec azbuke Jl nad kojom је zadat regularan 

izraz R • Uopsteno mesto f3 '1zraza R р - sledi za иор-

sten1m mestom ос toga izraza, ako neko osnovno шеstо 171,13 1z fi 
р - sledi bar za jednim mestom тО( iz cz • Takod:e сето govo-

I _ 
- " 

riti da је mesto f3 dostizno iz mesta о( ро reci р 11i da 

rec р povezuje uopsteno mesto ~ ва uopstenim mestom ft • 
, .. 

Neka је R regularan 1zraz i ?[. proizvo1jni niz izjed­

nacavanja odgovarajucih i slicnih mesta toga izraza. Konstrui­

simo tj. odredimo izvornik r;. '" 5("'1, 'R) nad azbukom .If ,zadatog 

izraza R , takav da је /'R/::- IS(7JR)/ • A1goritam dobijanja 

izvornika G ~ SI7)~) nazivamo usavrsenim algoritrnorn s1nteze 

izvornika V.M. G1uskova. Оуај algoritam сете iz prakticnih 

raz10ga oznacavati эа S(7,R} , irnajuci uvek uvidu razliku 

i ~~med:u samoga a1gori tma 1 rezu1 tata njegove primene па konk-

retn1 regu1aran 1zraz. 

Za pocetni cvor ~ izvornika G с S (,?,"R) uzimamo иорэ-

teno mcsto regularanog izraza R , koje sadrzi njegovo 

pocctno mesto. Nije tesko uoc1ti da је takvo mesto jedinst-

усnо ~a R • Neka је а proizvo1jno slovo 1z .If-. Odredimo 

.' 

'i 

:1 
-1 
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skup ~ svih uopstenih mesta izraza R , koja а.. - slede 

za njegovim pocetnim mestom. Ako ~ =f Ф , onda. је ~ cvor 

izvornika G.c: s ('7,"R) u koji uvire rebro iz cvora 1.{; obelezeno 

slovom а. Pretpostavimo da је V- уес odredeni cvor izvor-

nika (i , koji ustvari predstavlja neprazan skup uopstenih 

mesta izraza R • Za proizvoljno slovo -G azbuke ./t odredimo 

skup ~ svih uopstenih mesta izraza R , koja .t - slede 

bar za jednim uopstenim mestom skupa uopstenih mesta ~ 

Ako ј е ~ = [If , onda iz cvora 7.f- nе izlazi геЬго obe1ezeno slo-

уот -6 • Ako ј е 7i 't;) i ako эе pok1apa эа nekim ve с dobi ј enim 

cvorom /А/ izvornika (i -= 5 ("? J~), onda se konstruise rebro iz ?Ј­

u (Q' 1 oznacava.\ slovom ~ • Ako эе ~ =I=? ne poklapa n1 sa 

jednim od уес konstruisanih cvorova, tada konstru1semo novi 

cvor ~ i rebro f iz у- и~ , obelezavaju6i ga sa {; • 
• ." 

Cvor v-- konstruisanog izvornika G:c 5 (7,"R) је zavrsn1 ako sadr-

z1 bar jedno iz uopsten1h finaln.ih mes-ta izraza R .(Uops-

teno mesto izraza R је. fina1no uopsteno mesto toga izraza, 

ako sadrzi bar jedno finalnomesto izraza R ). 

Nije tesko pokazat1 da za pr01zvoljan regularan izraz 

R i niz ~ izjednacavanja odgovarajri6ih i slicnih mesta 

toga izraza vaz1 jednakost /S(,?,R)/ :=/Rj • 

Neka је v- pr01zvoljan cvor izvorn1ka с; 1 а/Ј" 1zvor-

nik koji se dobija iz izvornika G izborom cvora V- za ро-

cetni cvor i udaljavanjem 'svih onih cvorova izvornika G koji 

nisu dostizni iz V- zajedno Ба njima susednim rebrima. Raz-

11с1 te cvorove ?-ј i ~ izvornika G nazivamo ekviva1entnim, 

( oznacavamo 7tJ. .-,... 1ј ) , ako је /Gv;J = /GiI2 / • 

lz.vornik С nad azbukom .fI: naz i vашо rninimalnim ukoliko 



- 22 -

I 

nе postoj i izvornik ci nad .;{: sa manjim broj еш cvorova, ta-

kav da је /а/ -== IG'/ • 

Nije.tesko dokazati tacnost sledeceg ·tvrdenja. 

Tvrd:enje. Izvornik G је minimalan tada i saтo tada, ka­

da ши nisu ekvivalentna proizvoljna dva cvora. 

Rec~'? i i nazivamo cik1icki slicnim , ako postoje 
, ~ l 

reci ?Ј. i 2'2 ' takve da је р = 'г1 ,2,= 2'"2 i da эе 'Zl i 

г! dobijaju cik1ickim pomeranjam jedna iz druge,(k,e€N) . 
.... 

Neka је Л k1asa svih regularnih izraza iz 1( koji 

imaju oblik ~=,j)1.v ... vciJ1 Ј (-:f~f.) ,gde је rf)i.=~O<a.i1>!il1"· 

.. ·f1~.-f<{]l·j)~i (1;'90), ~. , ~j" reci; f;j'J ~/=eza :i::{: О, бi ; poslednj е 

slovo reci .7;/ ј е raz1ici to od pos1ednjeg эlоуа ~ec! (] 1.>1+1 , 

pocetno slovo reci ~j' razlicito је od pocetnog эlоуа reci 

r1f./ • 

Oznacimo ва Л1 skup svih regu1arnih iz'raza iz .J1t. 

. с! ј е reci G.й . nisu cik1icki slicne , (1 ~ i ~ -t ) • 
l 

Neka је dalje /1f2 k1asc!. svih regu1arnih izraza iz jJf 

zakojepostoje ~,-{€{-1,2~ '.Jt} , takoda.je r2J~т:::. 

"'" Re ((2(1(.> 1?е1е. ' OV~ = R~ ( Ge1t.> §i1t' pri сеши najkraCa rec doga­

ааја /Rj/ (JE{~,eJ) nije pocetak nijedne reci doga<!aja /,юrzl 

za 12 -:f i i duzina .reci ( broj slova reci ) Qt1( уеса је od 

jed1nice. 

rr е or еrnа 3.2.1. 

а) Za svaki regularan izraz clJiz Л1. post о ј1 takav niz 

izjednacavanja ~ , za koji је izvornik ShJ~ min1ma1an. 

Ь) Za proizvoljan 1zraz ~ 1z Л2 1 niz izjednacavanja 

'7 izvornik S(,?,:tJ) nije minima1an. 

Sada prea1mo па formaln1 op1s sadr~aja ovoga rada. Rad ' 
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эе sastoji iz tri glave. 

Prva glava је posvecena ispitivanju kva1itativnih kara­

kteristika a1gori tma ana1i.ze А i sinteze S izvornika. Оэ-

novni rezu1tati formu1isani su i dokazani u teoremama 1.1.2., 

1.2.2., 1.3.1. i 1.3.2. Navcrde эе i dokazuju takode, teoreme 

1.1.1. i 1.2.1. Ј koje opravdavaju korektnost opisanih u uvo-

du a1gori tma А ana1ize i S sinteze izvornika. 

u drugoj glavi razmutraju эе metri~ke karakteristike 

a1gori tama А i A~ ana1ize iZV.ornika. Dokazuju эе osnovni re-

zu1tati formu1isani u teoremama 2.1.1., 2.2.1. i 2.3.3. Osim 

toga u teoremi 3.3.1. dobija эе asimptotska осеnа broja svih 

regu1arnih dogadaja, koji ве predstav1jaju izvornicima cija 

slozenost nije vece od 72. , zadatih nad osnovnom azbukom .It 

Takode эе daje ocena odozdo i odozgo broja svih rеgu1аrniд 

izraza slozenosti п nad azbukom л. 

Treca glava rada posvecena је problemima efektivnosti 

a1gori tша А ana1ize i usavrsenog a1gori tma 5(,,/J"R) sinteze 

V.M. G1uskova. Dokazuju эе osnovni rezu1tati u teoremuma 

3.1.1., 3.1.2. i 3.2.1. 

, 
I 

оо 



G L А V А 1 

, 

к v А L 1 Т А Т 1 V N Е 

ALGORITAMA А 

к А R А К Т Е R 1 S Т 1 К ~ 

1 S ANALIZE 

1 S 1 N Т Е Z Е AUT ОМАТА 

ОУа glava sastoji эе iz tri paragrafa. U ~ Ldokazuje 

se korektnost algori tma А ana1ize izvornika i opisuj е ве 

""'"' skup R svih regu1arnih izraza, koji se dobijaju a1goritmom 

А ana1ize. U ~ 2. prvo ве dokazuj е korektnost a1gori tma 

S sinteze izvornika, а zatim se opisuje skup izvornika 

koji ве dobija kao rezu1tat primene a1goritma 5 sinteze 

па izraze iz R . u ~ 3. razmatra ве zadatak sag1asnosti 

a1gor i tma S sinteze i А ana1ize izvornika i осепј ије ве 

usloznjenje izvornika S(A(GJ) u odnosu па izvornik G • 

§l.l.OPIS SKUPA R 

.... 
Pre nego роспеmо izucavanje skupa )( svih regularnih 

izraza, koji эе dobijaju a1goritmom А ana1ize izvornika 

razmotrimo pitanje korektnosti a1goritma А 

бvо pitanje daje sledeca teoreтa. 

• Odgovor па 

Teorema 1.1.1. Za proizvo1jan izvornik G tacna је 

sledeca jednakost IБI=!А(СЈ/ 

Dokaz. Dokazimo prvom је teorema tacna za proizvoljni 

izvornik G iz skupa f1 izvornika specijalnog oblika. 
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Neka је C~M , 1/61/-==1 , tj. t; ima oblik predstav1jen 

па эl.l i neka је р proizvoljna rec iz Ја/ • Reci р odgova-

ra put Jf€IG/ oblika ~Yl2 ···.Ј(1 , gde је .71:. 
1. petlja koja pro-

1azi kroz cvor ~ obelezena эlоуош atj (1~:i ~ 1 ). Јаэnо је 

da svako slovo atj" iz {а{1> .. , Ј а{} pripada doga<!aju /§Z>/ i 

prema definiciji i teracije doga<!aja, ocig1edno pc/<fP)/== А (G). 

Pret postavimo sada da ј е '? == C(t/ а'Ј" '" а'ј , р G Ј А (GJ/ • Та-
:Ј. 2.. (. ој 

da svakom slovu a{J~ ( 1 ~ t ~ -:s ) odgovard. сЈа п izraza §> = С((1 V ... 

=a{t v·,·v at,z, а svakom clanu petlja izvornika С- , koja pro-

lazi kroz cvor ~ i obele zena ј е эlоуош aiJ~. Otuda reci р 

odgovara put ;Ј[ izvornika G cija su rebra obelezena redom 

slovima te reci, sto i pokazuje da је р(; /G/ • 

Pretpostavimo da је za svaki izvcrnik G ~/'1 ,/lGII ~ п. 

уео dokazano da је IGI= IA(G)! • Neka је Gf-1'1 , // r; // == п -1- 1 

i ~ nј е gov pocetni Cvor. N eke ј е 'р proizvo1jna rec iz /GI • 

Za rec р u izvorniku G postoji put .л iz cvora ~ u taj 

i sti Cvor. Put.::r ве moze predstavi ti u obliku у[ =:;('1 оо, .УГ:! ) ој:, 1, 

gde је .7Г{ (1 ~ -( ~:S ) cik1 koji pro1azi kroz ~ tacno 

ј edanput. Otuda ј е р '2r ?:1. ". Р-ј , gde ј е 1'-{ rec koja od-

govara ciklu .7Гi • Pozna to j~ да ciklu X i odgovara prosti 

cik1 Jfi':= 7Ј;fi17{'1 . "Л/{'kft;ki-11{;, za koji algori tmom А odredujemo 

regu1aran izraz RfJft:') , koji је jedan od clanova disjunkcije 

VR(Jfi') ( С је skup svih prostih cikla koji prolaze kroz 
Л/~С 
cvor ~ ). R(Tt.i) = аt'l'Rif"'~'k~'kq;k-1Ј' gde је at.j ( -!~ i~ krj ) 

slovo kojim је obe1eze no rebro .ff..j' i Ra regu1aran izraz 
/" V;t 1: 

koji pred'Savlja reguld.ran doga<!aj zada't izvornikom lГlJ;2f1 ... Zl'jf-1.. 

11";1: 
Prema indukcijskoj pretpostavci /Riil = IG7J;,7J":,,'1' "ll(t-1 1· Ako Pi.t 

oznacava rec koja pripada dogad:aju /R;,·t.londa је Р,' С' а{1 ?t"1 ai'l'" 
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• о о C1t'k Pik at.;k-t1 i РГ: E/R(~1/. Otuda -р = Р1 о о о Р-ј prema defini-

ciji i teracije, pripada dogaaaju 1< у R(:7if.'))! =/А (G-J/,sto је tre­
Jfi еС 

balo dokazati. 

Obrnuto, neka је p6/Af{iJj = 1< VR(Y{(J> I . Rec? зе moze 
Jii'€-c 

predstavi ti u obliku 'р =;:;1. ... /'Јп. , gde је Pi ('1 ~ (.. ~ гl. ) 

rec koja pripada bar jednom оа clanova disjunkcije V R (д/) • 
'-;;'.'t:С 

Pretpostavimo аа је Pi (; /R(JГ/J/. Prema algori tmu А analize 

izvornika izrazu R!л/) с= at.1 "Rit . оо Cl[k ~·/(t{k+1 odgovara prosti cikl 

.i;':=~ft/{fо·А·kzttЙkI-1~' gde је t1a ( 15 (~I:+.1. ) obelezje rebra Pt"-t Ј 

"R,:m. ( 1.6. rn. ~ k. ) regularan izraz koji odgovara izyorniku 
/"' v: / /"'1 vt'm (А, ,·m.1- za kOJ'i . t t . i duk о о t;r Ј Y;7fL"'V(m-1 Је prema pre роз аусЈ. п СЈ.Је 7!;,V('1 .. 0l/G·m-f:::: 

,...., 
= /Rz:m/. 2bog toga, reci Р! odgqvara cikl.:;{i , koji prolazi 

. -, 

kroz ~ i с! ја su rebra redom оЬе lezena nј enim s.l·ovima. Tada, 

ocigledno, . reci '? = Р.Ј. ... /Јп (п - proizvoljno ) .. odgoyara ," 

put u izvorniku ti koji уоа! iz ~ . u 1{; i cija su rebra 

redom, kao u reci l' , obelezena njenim slovima, ра је zato 

Pokazimo зааа da је teorema tacna za proizvoljan izvornik 

cr за pocetnim cvorom ~ i skupom F zavrsnih cvorova. 

Neka 7{; Е F i neka је р Е /G/ • Recl р odgovara u izvorniku 

(i put УГ iz 1{ u neki cvor ~'k iz F Putu :;r odgovara 

prosti put .7( 1= 2!;Fif1l('1' o о • ;ОО: ~k , а.оуоте clan R (7[:) 

izrаzэ. А (с) :::: VR(.II/J, gde је Р skup svih prostih puteva iz 
.7Г~P 

-q; u cvorove iz F , R(x'j = Roal'1~'1' o.a{k~K' pri сети је Ro ;' 

, ••• , ~ = А (~'*)' 60 =:- G' ~ , ~'1::- С':1 
<Ј 

, .. 
G'o , ~'1 ' ••• , 

pripada skupu !1 izvornika specijalnog oblika za koje је 

уес pokazano da је /Gc / -=/А ((;0)/ ,/rit'1 J=-/А((ii1)/' •••• '/~Ir:/=JA(cr{.·k)/. 

; . 
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Rec l' pripada bar ј еаnот iz dogad:aja IR(:Jl'J/ 1 moze Ы ti zapi-

, gde юо 6 I G-(JI , п"т ~ I~(, / 1 ј I-с с- ~'т 

(f ~т ~k )"ра је zato 'pEIA({i)/. Ako jefJ~/A(cr)/, оnаа se аnа1о­

gno tome kako је to radeno u s1u~aju 1zvornika specija1nog 

oblika moze pokazati аа је f:J E--!G! • 

Prim~tima, radi potpunog dokaza teoreme, аа је u s1u-

саји kada v;,'f F, rasudi vanje potpuno апа10е;по. 'Геоrеmа је dokazana. 

Skup regu1arn1h izraza .R , koji se аоЫјаји a1gori tmOffi. 

А ana1ize izvornika, opisuje se s1edecom teoremom. 

I Teorema 1.1.2. Regu1aran 1zraz ~ pripada skupu regu-

-1arnih 1zraza ~ ,tada i samo tada, ako su zadovo1jen1 s1e-

аес! us1ov1: 

1) Svak1 с1аn izraza ~ 
... ~ 

је с1ап prvoga t1pa, pr1 сети 

s1abo razdvojiv оа proizvo1jnog drugog njegovog ~1ana. 
," 

2) Ako R sadrz1 1zraz oblika <§Ј>, tada је svak1 

clan izraza jV clan drugog tipa, pri сети razdvojiv оа proiz-

vo1jnog drugog njegovog ~1ana. 

Radi dokaza teoreme 1.1.2. doka~ima neko1iko pomocnih 

tvr<!enja. 

Lemaft1.1.1. Za proizvo1jne regu1arne 1zraze 

, ako је Ј{......: 13 1 /3 ~ ~ , оnаа је .;f-!, t' . 

.;If /3 , 

Dokaz. Dakaz сета izvesti indukciom ро slozenosti п 

regu1arnog 1zraza ~. 

Ak . d . се, 111.' е, 1.' 11 в1оуо azbuke о Ј е -п ~ 1 , оп а Ј е 

1 tvrdenje је ocig1edno. 

Neka је 1ета tacna za svako -п ~ k • Razmotr1mo izraz 

re s1ozenost1 k -r L • Neka је re ..,. <Р> . Ako је .:If = е 111 

CI3 t::= е , onda је tvrdenj е o~1g1edno. N eka је ..71 == е 1 13 ~ е 

i 
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Prema definiciji grane regu1arnog izraza, grana ~ izraza 

~ је izraz Ј3= <9.>9', gde je?~!fJ , а grana .!t izraza 

13 је /1::: (:Р,,>јЈ;' gde је i1i 9~)V i1i 9~ 9' .. U prvom вlисаји 

ocig1edno је ~~ ~ , а u pos1ednjem, prema indukcijskoj hipo­

tezi 9~ ~ odak1e sledi da је ./l--s re • 
N eka ј е f':: ~ V'" V ~~ • Ako је 13 ~ ~i"( 1 ~ i ~ z) 1 

.:I! -: Ј3 , onda ј е prema pre tpostavci indukci ј е :!I: -s ~t' , ра 

је i A~ ~ . 

Pretpostavimo da је t' = t".t "'~:1 • Prema definiciji 

grane regu1arnog 1zraza, ako је 13 ---{ ~ , onda је 13 ': f'1'" 

о о. t'm t'~~J ( 1 ~ 7?1.~ ~-1. ), gde је e:,,~~ t:n-l-fi ako је /l ~ i3 , 

onda је , i11.7f = ~ ... ~n ~n.JI+f gde је P".:,~ ~+j... ~ '" п. ~ m +1. ), 

i1i је ./! = r; ' .. ~тn. t':+1 ' gde је f';'~f~ f:п~, ра је J'l ~ ~. 
Lema је dok~zana. 

Lema 1.1.2. Neka је ~ = J:(t1J):t;.!I;<~>~f{. ~o (Qi) ,R~ "" 

-= 5; < &1>~ 31 ( 62:l>.:t;. 3i. ... (~->fj, gde је i"7" ј , ~.-s> {fl( 

( f ~ k ~ t.' - 1 ) , §ј "1= е r е с (1 ~ е ~ <-"-1 ), .r ~ .;tj 1";. i 1 i У-.-;. Q i 

pri сети ~ Cl,t-i' Qk, gde ј е ак prvo вlоуо reci ~ • Tada 

• 

Dokaz. Dokaz izvodimo indukciom ро {. 

, 

Ako је 1.. -= 1 , onda је ~ = g; (&;L>' а ~ = r ~ ~ . Ocig1ed­

по и оуот slucaju R.1 -1 R 2 • 

Pretpostav1mo da је tvr<!enje dokazano za svako i ~ lZ. • 

Dokazimo daje ono tacno za i = п + 1. • Pretpostavimo da nije 

tacno, tj. da је R1 ~ Rz • Razmotrimo prvo slucaj kada је 

r-<?,~,f. Poslednji faktor izraza R::: је (&i> , tako da 
!::i~~;:' : 

se ~ ne moze predstavi ti и obliku :;:(t4)~ 91·· о <&j>::ti !!ј/,Г" 
gde ј е Уј.' --:.9}. i g;. t е • Za to је ~ grana izraza j}(&j.>:/;f} ... (Oj)":f/:: 
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i takod:e, па оэnоуи 1ете 1.1.1. i izraza R2.'Т;: ~<~!>~~ ... <.5ј) 
jer је ,;;(/-: сг:ј. Ako је r.-{Qi' onda је роnоуо па osnovu 

1ете 1.1.1. R~ ~ ~' • Razmotrimo granu ~' i zraza ifi'.1 ko.ja 

ima oblik R1.' = ~(&~>:t;!If. ". (~.).~ ај , gde је ај' prvo slovo reci 

~ .• Prema 1emi 1.1.1. ~/~"~; • No, kako ';;(1'C!i-J {ј:/ to эе 

moze predstavi ti u obliku ~ (бl.1>~:Ј] о ••• < ај> у-' , gde је S:>~ ~~ 

i1i y-I'-"';Qj' ,(-1<1' ). Коnасnо imamo da је ~(rJ.t>;;;'5l. .. ·(rJi>-;' 

~ ~' , tj. ~ <&J>~~ '" ({}ј>-< !f:«(Jf>~~'" (rXj >71 
sto је sup­

rotno indukcijskoj pretpostavci. Lema је dokazana. 

Lema 1.1.3. Za proizvo1jan regu1aran izraz R oblika 

(!Р) , koji zadovo1java us10ve teoreme 1.1.2., postoji iz-

vornik G 

(1) 

, takav da је 

Izvornik r; 

(:f'>=A(G), pri сеши 

ima jedinstven zavrsni cvor koji se 

pok1apa sa njegovirn pocetnim cvorom. 

(2) Ako je".s regu1aran Tzraz i {а{Ј)' .;. ) а('к. } nepra-

zan skup эlоуа azbuke :It za koja је izraz 50(ј (1. ~ i ~ k. ) 

grana izraza УЈ , onda izvornik G sadrzi cvor 7Ј' , takav 

da izvornik koji se dobija iz izvornika G uzimanjem cvora 

11- za zavrzni cvor, predstav1ja dogadaj /(~/ 5/ i rebra koja 

iz1aze iz 1)- mogu bi ti obe1ezena samo slovima a·iJ. f ••• , до: .• 

(3) Za svaki cvor v izvornika G postoji jedinstveni 

prosti ·put, koji vodi iz pocetnog cvora u taj cvor. 

Dokaz. Dokaz tvrdenja izvodimo ро dubini d regularnog 

izraza R. Napomenimo da se pod dubinom regu1agnog izraza 

R podrazumeva maksima1ni broj i teraci ја sad.rzanih jedna u 

drugoj. 

Ako је d= 1. , onda је .1'>-= <~ v ... v~ > , gde је ~. 
~ (т.) 

( -f tf. -(.' ~ "$ ) rec azbuke А- • Za svaku rec :!i "" а, '" а( ~ 
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(m, ~ СЈ) konstruisimo 1аnас rebara, koji iz1azi iz cvora ~) 

Бl.4. U tako dobijenom drvetu izjednacimo jednako obe1ezena 

rebra prvoga sprata, zatim jednako obe1ezena rebra drugoga 

sprata koja iz1aze iz jednog istog'cvora itd. Коnасnо dobi-' 

јато drvo of) ва pocetnim cvorom ~ i skupom zavrsnih cvoro­

va 1li:t' ... , v-t~ , sl.t.b., koje predstav1ja dogactaj Ifiv .. ,v~/. 

81.4. 

Lako је uociti da је svaki cvor drveta ~ ро jedinstvenom 

prostom putudostizan i~ pocetnog cvora ~ • Osim toga, 

neka је Sa~ !fJ.', §J'~.f]v, '. v §ј , gde је д.. slovo azbuke 

.If i nek3. је {at.'f ~ ... ) a(t} skup svih slova azbuke л- , 
takvih da је za regularan izraz S izraz S~ii ( '/ ~ ј б t ) 

grana izraza 
Q' О 

v , tada је lako pokazati , da drvo ~ sadrzi 

takav cvor V; ida drvo koje Бе dobija iz drveta :iJ izborom 
! 

cvora 7' za zavrsni cvor, predstavlja dogactaj /5/ ci ја 

Би rebra koja izlaze iz obelezena Бато slovima ... , 
a . ..L 

t L • 

Izjednacavanjem svih finalnih cvorova drveta ~ ва 
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cvorom ~ dobi ја se izvornik (i , koji kako је lako uoci ti 

zadovo1java us10ve 1ете. 

Pre tpostavimo da ј е tvr<!enj е tacno za svako d ~ k • Raz­

motrimo izraz R -= (tJ» dubine d. .... k+1. Prema us10vima teoreme 

1.1.2. izraz јЈ эе moze predstaviti u obliku 

gde је 

(1) _ ~ v - .. v §ј 

f;; с 1аn drug о g t i ра, t ј • 
СЈ _ cD1i.J(/Jfil') СЈ{јЈ 
Јј - :; о U(1 / J:t ... 

gde је 
С:Ј (1.") 

Ј / neprazna rec ( f ~ ј ~ mi. ). Primetimo <ia se izraz 

~ mozepredstaviti u obliku 

konstruisimo niz rebara koji iz1azi iz cvora , 
sl.5, (1~ j~J1.J. ). Prema pretpostavci indukcije za svaki 

·~Ъ· 

'ь 
31.5· 

izraz .(Q..{1) Уес uшето konstruisati izvornik G./. koji zado­

vo1java us10ve 1ете, ( vidi sl.6 ), tj. AfG/):r (ОГ), Gj ima 
.i 

jedinstven finalni cvor koji эе poklapa sa pocetnim cvorom ~1 

i sa(irzi cvor V./ , takav da izvornik, koji эс dobija iz iz-
"Ј 

vorn:Lka С! uzimanjem toga cvora za zаvrsпi суо:г, predstavlja 
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dogadaj /(i1j"»~,/1'l i iz суота V;~ ne izlazi теЬто obelezeno 
Ј 

slovom а?Ј. Ako posledni суот niza (lanca) теЬата koj-i od-

govara reci ~(1ЗРОјiPlО ва pocetnim суотош izvornika 
1. 

G;!. , а 

zatim redom pos1ednji суот niza rt.~bara koji odgovara reci ~.M 

эа pocetnim суотош ~;1 izvornika G~f ,i pocetni суот toga ni-

za ва суотош 

i 

r~ ipNornika 1.%1 

81.6. 

, dobi јашо neki izvornik 0[1 

( vidi вl.7 ) ва pocetnim суотош ~ i fina1nim суотош ~ , 
Ј. 

lc о ј i ocig1edno predstavl ј а dogadaj /q;, I i za ko ј i ј е А ( rл./.) -= ~ • .. 

1z nacina konstruisanja dobijenog izvornika, па oci~ledan na-

cin sledi , da u ~ ne ulaze теЬта i iz ~ пе iz1aze теЬта. 
ј, 

Ncka 'postoji grana iz.ra2a $а., r;de је а эlоуо azbuke 

fL • k . Ја а} qlrup ву1.' h slova azbuke .:If za л- 1. П е а Ј е t 'ј,)"') iz ~ \, 

_' 4 _ 

;, 
1::,' 

rr 
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koja u 01.1 postoji grana Satj' ( 1 ~ ј !tf Z ). Pokazimo da u izvor­

niku ol postoji takav cvor V- da.izvornik koji se dobija 
i 

iz izvornika m
i 

izborom cvora ~ za zav.rsni cvor, predstav1ja 

dogadaj /5/ , pri сети oznake rebara, koja iz1aze iz 17 то-

gu bi ti эато slova аи., ••• , a,'l.. • ,., 
Ako је Sa. grana .t:,m, ondapos1ednje tvrdenje је 

oCigledno. N eka izraz .fj 

f1 . Ocigledno, Sa. ima 

.J~ ~~ili .r ~ot;f(Ј ~(~: r =1 е 

sadrzi bar jednu iteraciju izraza 

oblik ~(fJ<&~I);t~I)~(f!,.<O:,r, gde је 

( 1 ~ i ~ Тl1 ). N eka ј е 5 {, ~ ~ . 

',Гайа эе S", moze predstavi ti u obliku ~11<~t')~(I)~(~~,. < {j;!J!Г~ 
CI' /)(1) с:;-' m;јјf1l '( , gde је Ј ~ ut..J' i1i./ ~clj .7ј ,r"f'e 1 ~ :f:!: f7.i ). Za :f с:: i. 

dobijamo da је P'/'{&/f)~(f~(f/ .. , <a:1J)~ S6 , sto nije moguce па , 

osnovu 1ете 1.1.2. Posto ј е у' neprazno, t о ј е :?a(f{();~):t':IIff;("~., <а;) 

~Sа.. i ponovo па osnovu 1еrnе 1.1.2. za j>i dolazirno ао pro-

tivureCnosti. l.iato је ј::: i . Na taj nacin , svako SfJ koje 

ј е grana izraza :fj , rnoze эе predstavi ti . u obliku .IV s'~ 

gde ј е .I'/'=s #;(1t&:):t;,ffl§i/1) .. , (11/>, pri сети ј е i1i s'Ъ--? ~~1) i1i S~~ 
-.."Р,М d5.'f) В ~ -<'ј.7".1 • Oznacirno эа skup svih эlоуа '"' , takvih da 

.5~ Ј i1(~J ј е ., 1..:(.:1 

Razmotrirno tri slucaja. fl 

f VJ (1)' 
(1) S -(, == d..-j • Tada skup svih ~ takvih da је S~ grana 

.f1i је {а?'Ј u в . Lako је uoci ti da је. u оуот эlисаји za cvor 

dovo1jno uzeti cvor (vidi эl.7). 

( 2 ) 5 I -+- '-.0,11) v Ј k ~ ~1 ' pri сеrnи postoji slovo ~ ta~o da је 

SJ~~ 11? 'l'ada skup svih -(, takvih аа је S~~ 9i је в . Za 

cvor V uzirnarno takav cvor izvornika Ст! ' аа izvornik ~~ 

koj i эе аоы ја iz izvornika G} izborom cvora"" za fina1ni 

I( r.J(',f)) ,r.'/ cvor, predstav1ja dogadaj ~ , 
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( 3) S I -1- -....о .иЈ • х . . d ./ 
I ~J ' pr~ ~eти n~ za Је по ~ $'6 nije 

grana izraza tij'J , onda је S'= 
_ '-I'.lf) f.") /f (fiJ 
- о(.ј ct.j ". <А.Ј ' 

cvor 11 dovoljno 
t:Б(.,ј 
:lј (1~.:i ~ n.1. 

('" 6 ii '" ~1 ), S~~ fi .эато za ъ= а;Ј+.1. i za 

је uzeti cvor 11/ lanca koji odgovara reci 

), koji је ocig1edno raz1icit od cvorova 

V;. , V;~1 (vidi эl.7). 
'Ј 

Ыа taj nacin u svakom эlисаји trazeni cvor V postoji. 

Posto za svaki cvor ~ , prema indukcijskoj pretpostav-

с! postoji u izvorniku G/ (1 :!: ј ~ fl.:t.. ), kojem pripada, jedin-

1. stven prosti put koji ga povezuje sa pocetnim cvorom Vj , 

to ocig1edno, оуо svojstvo poseduje i svaki cvor izvornika 

. Neka је уес konstruisan izvornik а,· (2 ~ i.. !, t ), koji 

predstav1ja doga<!aj / ~ v ". v~· / эа рос е tnim су or ат 11;; i 

zavrsnim cvorovima УЈ!' ••• 

ima sledece svojstvo. Ako је 

(2) fiv ... У§{ 

, v;. .• Neka takode izvornik (Ј{. 
r~ t 

7(tOl; grana izraza 

(2~i.~e) 

gde је -с slovo i {(ј1Ј'" Ј 'Jk} sva slova azbuke А zakoja је 
(iJ izrazR (п ( 1 6 t ~ k. ) grana izraza (2), onda u izvorniku 

tJ!f. postoji cvor у- takav da izvornik koji эе dobija iz 

izvornika (Ј(, izborom cvora v za fina1ni cvor predstavlja . 
dogadaj /RfUj i rebra koja izlaze iz V- oznacena su samo slovi-

та ~јЈ, ••• , "ik. • Neka dalje za svaki cvor V- izvornika (т(· 

postoji jedinstven prosti put, koji vodi iz pocetnog cvora 

~ u taj cvor. 

Uzmiшо с1аn ..f .. J izraza (1), koji эе kako је vec receno, 

moze prcdstaviti u obliku 

ј? =. j3fin)(/)/t'fI.J\.:t1iO) #.NffJ (а:". fll) .~/t'tfJ t!5liu) 
t ·~1 (;' ()(Ј. / ~ ~ • • • '( ..L.."., Јп:' 
т l f.J. '(i-ff ,+1 
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gde ј е 11.[.+1:Ј> О , 
~("ff) 

ој neprazna rec azbuke Л «() ~ -:5 :$ ni+.i. ) , 
;;L~+~ il~i+1) ( 1 ~ .Ј.. 7l) х y(i+f) ~o) i /j'i"'f) . 10) (. ~ ,..,.1.. , pri \;ети o(.i Cl/; 7'!X t ' gde Ј е Cll:- prvo 

эlоуо reci f}.lirt). 1z иэ1оуа 2. teoreme 1.1.2. sledi da је iz-

raz Уј+l razdvojiv od svakog с1аnа ~ (! 5 -t ~ i ) izraza (1), 

~ ~Ю dffl 
t ј. da эе JL+1 riioze predstavi ti u obliku Rt tl-i 7nt , по posto-

О v • 1/ liHJ 
znaClmo эа "mах а. izraz koji ima maksimalan broj cini-

laca i koji nije grana ni jednog od izraza ~ (1, ~ i: :f i ), 

pri сети postoji bar jedno slovo ь za koje је izraz 

grana bar jednog izraza fl: • Prema pretpostavci indukci је u 

izvorniku~, postoji takav cvor V- , da izvornik koji эе do­

Ыја iz iz~,?rnika !fli izborom cvora 1/ za zaVjrsni cvor pred-
" 

, / r:> (t'+1)/ stavlja dogadaj "m~x i rebra koja izla~ iz toga cvora mogu 
. • ,({+1/ ,,;Ј 

Ы ti obelez~J1a эато onim slovima ъ za kOJe Је Кmа.х 6~ ~Y ... Y.7(: • 

Ocigledno iz cvora V nе izlazi rebrQ obelezeno' slovom 'а.. • 
о (L,n) [(nЈ 

N е ka ј е ~'Il ~..,x а ЩiН , 
. (in; ср /;;(t'+fl) VJ,'l+f) dJ.(iNJ /lir(f'f» -...,::Ј ((п) :f;,Uff) 

gde ЈеаЩ = V",Ulju "'-јп :1)1-' '''\Ц~'''' ol.ЛОf fli+f 

( о ~ ј -s; n i +.1. ), ~ izraz oblika а «:". Коnstruisiшо iz cvora 

v- rebro obelezeno slovom cl. , а zatim postupimo dalje эа 

џ:; ~(?i (/Н1) ",,1t'1f) d5 (ји) ';;1101\ y"oI() ,?;({f/) • • 
izrazom ~ ()(./f1 .Lj.ff Ј/п ' .. (Ып, /W.N т kako это postuplll sa izrazom 

, .. , 1"1' I't ~~ 

!fl pri konstrukciji izvornika ~ • Коnасnо dobijamo izvor-

nik ~tl sa pocetnim cvorbm V; i finalnim cvorovima 7!f5. ' ••• , 7lj, , , 

71Ji.+l. OCj.gledno, u cvor ~ 

( 1 :f ј ~ i +.1 ) не i z laz е . 

nе ulaze rebra, а iz cvorova v.f. 
:! 

Neka postoji grana 5ct izraza fJ.v ... v :t:+~ , gde је 

а. slovo azbuke Л i neka је {al~)'" > aL,-t} skup svih slova 
. , 

azbuke .л". za. koja".je J'alj-S~v ... v:pu .J (., ~ j:f -t ). Poka-

zimo da u izvorniku ~'-ff postoji cvor V- takav, da izvornik 

}сој! эе dqbi ја iz izvornika ~'~J izbororn cvora 7}" za fina1ni 

1: 

J.~ .. 
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cvor predstav1ja. doga<1aj /SI ,pri сети rebra koja iz1aze 

iz V- mogu bi ti obe1ezena samo slovima ай, ..• , сгн • 

P.retpostavimo da је za svako . Z (":5 2 ~ i: ) .5 alZ. -S 

-;:.f}v ... v ~ • Тас1а ocig1edno, za fina1ni cvor 11 dovo1jno ј е 

uzeti taj isti cvor, koji вто уес uzima1i za predstav1janje 

dogad:a~'a S и izvorniku Oli 

Neka postoji slovo tl tako da је $а-<. !l;..,.f. i da S ~ ~ ~ V· .. 

.f?- • Hazmotrimo dva sluCaja. 

(1) Neka postoji Z ( f ~ '2 ~ t .) tako da је Sai'l~ §ју ... v.:{? • 
(~. t" () (l'+f) r 

Tada је 5:: Јгrnах i11 5= Rm4x q ,( r moze biti i prazna reC). 
ti.,.,) 5 7f.(t,.,..,j ~ 9 6Ј 

Ako је 5:= /('mах ај'"" , onda је tЯt"2= т.:џа. G,z-<' $.V".Y.7f.· i prema 

1emi 1.1.1. ~to је u suprotnosti ва ~ . 
{(·n) Q ~ 

pre tPostavkom da је Rmax 4 ....,< Ј:[. "". '. v i 
. (~. +") 

• Otuda је .s:: Rm~x 
i za cvor ~ dovo1jno је uzeti cvor ва kojim pocinje niz .. 
~ebara koji odgovara reci 

(2) Za svako вlоуо ai2 , .sai2~ ~·r1. , a1i Sa{'l-J flv ... v fi • 

Tada za cvor ~ nije tesko odabrati jedan od cvorova izvorni-

. ~/ ;;(i~l}) у:Ј({п) ~f""'f} /;;(1111> Y'fIH}:ij((if). 
ka t1lt."fL , koji ви konstruisani za J..zraz \~п Oi.JH :7.11' .,,\<t"Q. "<_ -Ј, .• 

(rf П1f. f (Ц 

Na taj nacin pokaza1i,smo da u svakom slucajQ cvor ~ sa nav.e­

denim gsobinama postoji. 

Istaknimo jo~ jedno svojstvo izvornika t!!t."+.t • Naime, 

1ako је videti da za svaki njegov cvor V postoji jedinstven 

prost put, koji povezuje pocetni cvor ~ sa tim Суотот. 

Ana1ogno kako ато konstruisa1i izvornik Oliu za izraz 

f}v ... v .:1/+:1 konstrui~emo da1je izvornike ~'-f2 za izraz .f;. "" ... 

{/(:rз za izraz jlJ v ' .. ), i td. 

Konacno kqnstruisemo izvornik Йе sa pocetnim cvorom V; i 

~ raz1ici tih fina1nih cvorova V; , ... , lfj iz kojihne 
1. !. 
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iz1aze rebra, koji predstav1ja dogat!aj 1Р:!. \1 ••. у .~ I i za 

k о ј i ј е А ( Пt. ).. ~ v . .. v .9l • 

Spajanjem svih fina1nih cvorova izvornika ~e эа njegovim 

pocetnim cvorom аоЫја эе izvornik G koji zadovo1java иэ1о-

уе 1ете. Lema је dokazana. 

Po1uprostom putu > Я -= 11;, Р! ~ . '. f11l1 

pridruzimo izraze ~(K): ~a..iR:l ... ~_Ja-j 

izvornika G 

i Л:;!7l) == ~~.f;f.( ... ~-.! t1.s;f-j , 

11:. 
;{'. -= А (сг. ( ) 

, L 11; v; . " V;'-f 

(-1 ~ i ~ 1 ). Ako је put 'Ј[ prazan, оnаа је ~fЛ) = е ,J(:z..(:;O;:O: 7('0 ~ .' 

'l\ada 

Lema 1.1.4. Neka је (; izvornik. i neka је 1(::: А ((i). 

(1) Za proizvo1jan po1uprost put Х izvornika 6 је 

~ (7[)~ R • 

(2) Za proizvo1jnu granu ~I izraza R u izvorniku 

6 postoji po1uprost put .yi , tako аа је R' i1i 

~ ('Jl) i1i ifz (Х) • 

_ОО 

Dokaz.Nekaje (г€11 , /IG 0=1 , tj. G ima oblik pred-

stavljen па эl.l. Tada је tvrdenje ocig1edno. 

N eka ј е z~ svaki izvornik С- €- М , 1161 ~ rt lema уес ао-

kazana. Dokazimo аа је рnа tacna za proizvo1jan izvornik 

G с 1'1 , //6// т:: п -1-1 • Primetimo аа regu1aran izraz -к -= AtGJ ima 

oblik iteracije, tj. 

R = < ~ v ... v ~ > > k ~J. 

gde эи 11 ( 1 ~ (." ~ k ) с1аnоу! drugQga tipa koji odgovaraju 

prostim cik1ima koji pro1aze kroz pocetni cvor izvornika G • 

proizvoljan prost put 

izvornika С- • Ako ј е :yi 

-=)?n €.-~rane izraza ;r;: Neka је:Ј[ nep:cazan. Poka:;;imo da Би 

! 1,' 
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R/7f)= ~Cl.t~ . "~-.! ~ i ~(X) = Ro ~ ~ .. " ~~la~~ grane izraza ;{' • 

Preтa definiciji izvornika G postoji prost put Yi' iz ~ 

u v; , ( тoguce i prazan, ako је ~ =:- ~ ). Akc $' nе pro:).a-

zi kroz cvorove I{, ~ , •.. , ~-j iтamo prosti cikl :7[:7(' 

kojem odgovara neki izraz ~=а1R.L ... а1_.f.~-.1а~;f.-s ... R.e
i

a( (t;..?~). 

N о ро st о ј е R -= Ro , t о ј е ~ (7Z) ~ R~. ~ R i , . 

~ (Х) ---( .f' Jfi ~ 1( • Neka sada put ;r' prolazi kroz neki od 

cvorova ... , ~-1 • Neka је 1ti ( 1 ~ -i.. ,s: ~-1.. ) cvor 

sa najтanjim indeksom .i.. koji pripada putu 7(' 
• '1 

• N eka ј е .Ј[ =x.t ~:l' 
- I I 

.;r ::: Л1 ~ , gde је Л,z. kraj puta :r' koji pocinje iz cvora 'Ili 

а 7ij odrezak puta х od -z,; do .~ • Tada је ~-":t' prosti 

cikl, koji prolazi kroz cvor ~ • Njemu odgovara neki izraz 

~. =a1~a2R.z.. .. ,~~.r. Lako је uociti da је ~ prosti put koji 
v:: 

pripada izvorniku 6тr:~ ... l/. А • Prema pretpostavci indukcije 
(1 i ,-.... 

, 

Ј' е R.. (Jt.)-? ТЈ R. (7{)~ R No R. (.7[) = R 6 Cl..J. R.;! ... а, ;;rm (Гz)~ 
1 .t -,. I"'\.-i. ' 1. L -. ,'. m 

~ R.,~. ~ R!J} ~ 7(, (т =- 1,:;' ). Na taj nacin tvrdenje је do-

kazano za svaki izvornik G- €-11 • 

Neka је sada ti proizvoljan izvornik, IIG//=71+1. , эа 

pocetnim суотот ~ i skupom F zavrsnih cvorova. Tada је 

R = А о:;) oblika 

R:::.9j v . '. v ~ (7. ~ ј) 

gde ј е ~. (! ~ -t.' "z ) с lan prvog tipa. Razmotrimo proizvo-

ljan poluprost put .7г = ~ f1 и:; , .. f~-z.:; izvornika G • Neka је 

%1 prost put ( moguce i prazan ) iz cvora ~ u neki final­

ni CVOI' 1lj. • Ako је ~= 1{; onda эе dokaz da је R4 (.f[)--,: ;R , 

~(.1[)~ R doslovno izvodi kCi.O da је izvornik 6- iz skupa /1 • 

:6а ry::;: Z; koriste se gornja rasudivanja sa ociglednim izmena-

ШD.. 

~. 
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(2) Uzm1mo prvo аа је R=A(G)=(~). Ako је i11 

х< (јЏ) =- if , onda za put ЈГ dovo1jno је 1zabra t1 prazan put. 

Zato uzmimo da је ;f"-= {:Р;> 5 , gde ј е 5 =!= е • Pokazimo da 

,,- v .7i k d ј' -r? I )."1; К:1 (.7(1 ;1; ""RzfJl) ~ izvornik и sadrzi put r ta о а е А k / k k r 

Izraz р predstavimo u obliku ~: v ". v ~ 

pri сети za svako ~ u izvorniku G postoji prosti cik1 

.1(. = 2{;!t-ol{:f" ·fr .. e ~!' tako da је !1 = a{f~ at'2 1'2. '" Re_1. С(а , gde је 
11.:. 

!Л;7= а(јаи,'" аа' Rj' =-А(СЈ.Vj,."tj_1) ( 1 ~ ј!: e~1. ). Kako ,је S-=t=e 

i za odgovarajuce { S ~ ~ to је ,5:: а{1 "Rj Clt"2. ~ '" а(пт. S' , gde 

је т"?ј , s'~ ~ . Prema pretpostavci indukcije za granu 

5' if - А (G. li", 1Гm, izraza т - V; 7ll ... lТm_) U izvorn1ku G v. vi. ." 1Гт -1. post{) ј1 
л- I _ _ 

po1uprosti put jf , tako аа је 5 111 ~(7i) 111 ~ (%) • N1je 

. tesko v1det1 аа Ј" е trazeni put % ,§г' , gde Ј" е УГ ',=, '1т о 1,>' •••• о v 
cr(fl1 ){m{m. 

Neka је sada 'R= А (Ь) = 9'l v " ". v.9'~ ( '7 ~ i ), R '..-< 1( • 

'l\ada је za neko -i. ('/. ~ <.' с. '?) R"~§f, 1 dokaz egz1stenc1je 

po1uprostog puta УГ izvornika G, t::э.kvоg da је R I i1i 

~ (Ј() i11 ~ /Л), savrseno ј е ana10gan razmatrallom gore sluCaju. 

Lema је dokazana. 

Dokaz teoreme 1.1.2. 

1° Neka regularan 1zraz R zadovo1java иэ10уе (1) i 

(2) teoreme , tj. neka је R-= 'R.t. V . " v Re (Е?>:Ј..), gde је 

svaki ~. (-1 ~ t.: ~ t ) c1an prvog tipa. Bez agranicenja Ор8-

tosti mozemo smatrati da је za icj i11 'Rj>-Ri i1i Rj~Xi. 

Tada za 1zraz R konstru1semo 1zvornik G ana1ogno, kako smo 

to rad11i z~ 1zraz (1) u 1ет1 1.1.3. 

20 Neka је 1f' t R • Pokaz1mo аа R zadovo1java иэ10уе 

teoreme. Za 1zraz R (; ~ postoj1 takav izvornik G da је 

R =- А (G). Pre tpostavimo da (i- pripada skupu 11 izvornika 

1": 

':',::' 
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specija1nog oblika .. Neka је С б- М , /lG!/::L , tj. neka је G 

oblika predstav1 ј enog па Бl.1. Тааа је ArG) '; < С1й v . '. v a l '1 > 
i ocig1edno zadovo1java us10ve (1) i (2) teoreme. 

,.... 
Neka proizvo1jan regu1aran izraz 'R iz Ј( , takav 

da је R == A((i), G С' /"1 , 116//= п , zadovo1 јауа uз10vе (1) i 

(2) teoreme. N eka К (f R ,R -= А (6) , 6 Е 1'1. , 11611=-nf-J. 

Prema a1gori tmu А analize izvornika izraz /(;: А (6-) је оЬ­

lika 

R=(V !?(~)) 
.Ј!·6С 

L 

• 

gde је С skup,svih prostih cik1a , koji pro1aze kroz pocet-

ni cvor ~ izvornika G i ~(JtJ. regu1aran izraz kojiod-

govara cik1u ~. • 

Izraz R је c1an i 'grana samoga БеЬе, pri сети (Zlan 

prvog tipa i zato zadovo1java иБ1оу (1) teoreme. Pokazimo da ... 
је svaki с1аn izraza V!P(z;:) с1аn drugoga tipa. Uz,mimopr,oiz­

А;.' t-C 
уо1јnо jP(~} koje Бе moze predstaviti u obliku 

;р (~) = а.й ~ а,2. R.: ". ai/(_~ "Rk_~ Clil( (к 7,> 1.) 

gde је [~.] = а,., 4tl . .. Qoc • 

N eka ј е Rj = <Qj> (" ~ ј ~ k-..t). Razmotrimo izraz Х:: a(f-l-J ~ј'I-t' .. 

,·.К 0,/'1- i pokazimo аа је Х>- 6). , tj. аа эе :к 
'~-, '''' 11-

moze pred-

staviti u obliku :faJr!. gde .::t'q-rft2.f' a1i postoji takvo ~ 

da је ;f'a ~ аЈ • Neka је ~.' odrezak puta Я;. od cvora ?Ј;' 
7/:' 

7Ij'fj izvornika 6./ ~r u kojem najpre ЈГ,.' 
"" ~ .. , V:I_~ 

ао takvog cvora 

6 ~ 
iz1azi i z zг,. v;; , .. z!/-1 • Tada ја па osnovu 1ете 1.1.4. 

<а.'ј')cI,. 7?,r.;. , .. а/, ~. ~ !Ј,. Saglasno definiciji grane regularnog 
.J"'~ ',1#. 'j1':J 'J"~ "'Ј 

izx'aza imamo da је ai · if;·"f1'''O .. ';€'('J~Q .• Neka је f-::.CliJ"1~·';~;··~·Ј -;t' •• 
J+I:.I 'jlј ,,,'1 'Ј Јl '" J~ ij~1 

Тайа је Ј(= ;f'Cf,; 11l. Pretpostavimo da је .:eO-'ј .-:; ај • 
(4+11-/ .:, ";fl-, 

Тайа је (~'>;(4';j"1-;j<~>i ро 1emi 1.1.4. postoji po1uprost put 

i>'· 
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..., 
Jt takav da је (tJj),;t Clt;'j.HH i1i R1. (Х) i1i R2 fit) • Nije tesko 

uoci ti da rec [хЈ ,koja odgovdra putu jf predstavljaustva­

ri n.ajkracu тес dogad:aja jJ?'l(jf}j( 1,=1,2. ). No najkraca rec 

dogadaja/<aJ)~a... јје aij·+ .. ··· а. . • Put koji odgovara ОУОЈ" 
[,1+~+1 '.... ',1+~+i 

reci iz1azi iz izvornika G~' ~,... ,sto sa ЗУО је strane pred-
v;, lIi. ... Vj-l . 

stay~ja protivurecnost. Sa druge strane, posto је iz cvora 
11:. 

izvornika Gl/:~ ... lIj_l dostizan cvor Vj' to iz Џ;'+~ iz1azi Ьат 

ј edno rebro. Uzmimo proizvoljno takvo теЬто f i razmotrimo 

put ~f . Put Jiilp је poluprost posto је takav put ЈГ/ • Dobi-

јато da је ~(.lГ/р):(fl.J>;;е~-<,(~>gdе је С oznaka rebra f . 

1z pos1ednjeg sledi da је ~~ -; а. . Na taj nacin pokaza1i 
ј 

smo da је proizvo1jni c1an izraza v :р (7(i) ... ' c1an drugog 
Л·Е-С \ , . "., 

tipa. 

Neka ви f] .. .!?I.t:;) i ~., !P1X2.) proizvo1jni c1anovi iz~ 
." 

raza VjO/~.) koji odgovaraju redom 
.л;.. € С 

putevima ~ i .7Г%, 

~ 6Ј 
~;i:.7t.2 Pokazimo da је razdvojiv od Ј1 , tj. da se 

!!i moze predstaviti u obliku. ~ а.Щ , gde ~C(.-A~ , a1i 

, 

postoji slovo ~ za koje је ;t't --.;; ~ • PoSto· је .fl с1ап 

drugog tipa, to ga mozemopredstavi ti и obliku !IJ = f!<a;">:t/")p;,fJ ... 
. ~ ij;t).:t;"M.J1..M , gde ј е ~(fJ= .а:О/ а[О ... a/-:Ji ) ( -1 ~ "l.' ~ k1... ) nepraz-

r ;t 1. ~ 

па rec, ~(.,j....:; ~:1) , pri сети ;;;;'.(1)Cl/"J-А &;1). rrada и putu 7г.t. izdvoj i-

~~ . (/1М G G.l!j' то ni z cvorova Vi.1' ••• , ~K tako da Је LXj') -:::: ifj '" А (4ј), ј = р;;и;. "'Yf~L 
~ . 

а u izvorniku G za put .7!:.t izdvojimo izvornik C:tt oblika 
~ 

predstav1jenog па sl.8. Neka је ст izvornik koji эе dobija 

iz izvornika GH udaljavanjem rebra oznacenog slovom tj. 

rebra koje uvire и суот ~ i njegovim provodenjem и novi 

cvor ~I • 

Ana1ogno tome kako smo to radili и 1emi 1.1.3. za iz-

""'ј -') d) raz g:; konstruisimo izvornik G , takav da је А (6 с::.:;:1. , 
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-, 
pri сети G poseduje sva svojstva koja ima izvornik 071 

iz 1еrnе 1.1.3. 

Sl.8. 

N eka ј е 7[;' odrezak puta )[2. u izvorniku С do nekog 

cvora 11" u ko ј ет se putevi .7[1. i Я"2 prvi put razi1aze. 

Tada ocig1edno, moguca su dva slucaja. 

(а) Cvor iJ pripada nizu rebara izvornika G k{)ji 

povezuje izvornik 6ј s izvornikom Gj +!.. Tada u izvorniku 

G I putu .7[2' Qdgovara put Х2.' takav da ј е ~ 1Jl2..'I)~ ~ , pri 

сети iz cvora ~/ ,koji odgovara cvoru V 
...... , 

u izvorniku G , 

пе i~~lazi rebro obe1ezeno slovom ct , gde је а. oznaka reb­

ra puta л; koje iz1azi iz cvora V- • Na tclj nacin ~ =-

-= ~(7{/)alТ!, gde R'zI7l2'Jo-!!fl, pri сети ocig1edno, postoji 

Б 1 о v о -(, = а ~-f Ј ( а :-t) 
Ј 1 

oznaka rebra koj е iz1azi iz cvora V-.; ) 

takvo da ј е ~ I%,/)-t -: $Ј , tj. је razdvojiv od 

С· .1 

(ћ) Cvor v- pripada izvorniku Gj • 'l'ada razmotrirno 

od cvora v-t . 
Ј 

do iz1aza puta Х2 iz 

• l'rerna. lerni 1.1.4. 
~I 

R.z!Ji2"; ~ ~ tj. u ~. pos·toji put 

",. 
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.7[/1 iz cvora ~.~ u neki cvor {)- takav da је ~(~/')=·;fi~1. Ako 
Ј 

је.?, pocetak puta Х1 u izvorniku G od ~ do7J;j , а X.I! .ро-

cetak puta .7i1.'( .7lJ.' је put u izvorniku 6' koji odgovara putu 

Лf ) od 11.:1 do 7Ј"/ onda је R/~лz"'/;' ~(~~f';_i;;:; , pri cem'U 
Ј 

ј е ~ -= "R.zfi,7ii')czlТ{ gde је а. oznaka rebra puta Лz koje izlazi 

iz poslednjeg cvora puta л;,.' • Nije tesko uoci ti da ,ч. izvor-
л 

niku §, iz cvora V пе izlazi rebr9 obele~eno slovorn а.. , t ј • 

da ј е R2 (~~"J а =;;ta -,1 .:t;.. Prema defini ci ј i izvornika cvor 

је dostizan iz poslednjeg cvora pl.lta ЛL", tj. postoji ~ 

V{. 
Ј 

tako 

da је ;y~ ~ ~ ., Na taj nacin ako. ј е R '== <~> uslov (2) teo-
:~', 

reme је zadovoljen. Ako је (:?> deo 7( , onda је uslov (2) 

za njega zadovoljenpnma indukcijskoj pretpostavci. Prema 

tome ako izvornik G pripada skupu /1 izvornika specijalnog 

oblika izraz A(GJ zadovoljava uslove teoreme. 

Neka је , 7(::: -1 (G") , G proizvoljan izvornik 

sa pocetnirn cvor9m ~ i skupom F zavrsnih Cvorova. Prema 

EJ:,lgori tmu А analize izvornika izraz ;f =A(G) је oblika 

gde је С skup svih prostih puteva iz cvora ~ 
Лi f:C 
U neki cvor . &{ iz F , R (ХЈ regularan izraz koji odgovara 

putu Лi • Rezonujuci analogno kao u slucaju kada sm1:> doka-
. r 

zivali da su clanovi izraza !р koji ulazi u i teraciju <;Р.>, 

clanovi drugoga tipa, moze se pokazati da эи clanovi izraza 

R clanovi prvoga tipa. Koristeci dalje rasudivanje iz 

dokaza da је proizvoljni clan izraza ~ razdvojiv od svakog 

njegovog tlana, uz ocigledne izmene moze эе pokazati da је 

clan l"f (.«;.) , Л;' б С , slabo razdvojiv od proizvoljnog drugog 

clana izraza Ј( • Na taj nacin teorema је u potpunosti doka-

/~aHa • 
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~ 1.2. OPIS STRUKTURE IZVORNIKA 

Neka эи Јг regu1aran izraz i р тес zаdаrш u azbuci 

~ • Skup osnovnih mesta izraza АС , koja р -slede 

za njegovim poce.tnim mestom nazivamo fJ. - spektrom toga 

izraza i oznacavamo ga эа R? Specija1no Ке эе sastoji 

iz . pocetnog mesta izraza R . 

Lema 1.2.1. Neka је ~ regu1aran izraz i 77l njegpvo оэ­

nоуnо mesto. Tada postoji rec f , takva da §kup mesta izra-

za ko ја 9; - slede za mestom 11[ sadrzi bar ј edno nј eg'O-

уо fina1no mesto. 

Doiaz. Dokaz izvedimo indukciompo s10zenosti'n regu-

larnog 'izraza R • 
... 

Ako ј е П -= 1 , onda ј е R slovo i т pocetno i1i konac-

по mesto. U prvom эlисаји '1== 1(. , а u drugom q: =- е . 

Neka је 1еша tacna za sve regu1arne izraze slozenosti 

77 ~ Ј::. , razmotrimo izraz slozenosti k i- 1. • Pret postavimo da 

ј е ;R == <!?.> . Neka је Jll proizvo1jno osnovno шеstо izraza 

• Lako је иос! ti da је 11l osnovno mesto izraza SP • 

Prema pretpostavci indukcije za n7 postoji rec f', takva 
I 

da је skup mesta koja Z - slede za т sadrzi bar jedno 

i'ina1no mesto izraza ~ Na оэnоуи pravi1a 2 i 5 о podre-

denosti mesta regularnog izraza R , fina1na mesta izraza 

.:fJ эи i finalna' me'sta i·zraza R:::, <fP> , i za rec ~ moZe. 

se uzeti rec ~I • 

Neka је R = 7г1 у, .. v R,-:S и ~ 2. ) i l!l njegovo os-

nоуnо mesto. Щ је osnovno mesto nekog izraza R,' (-1-Е i ~ 1 ) 

slozenosti 7l;!!; k , za koji је prema indukcijskoj hipotezi 
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1еmа tacna. РОПОУЬ koristeci pravi1a 2 i 5 о podredenosti 

mesta regu1arnog 1zraza'~ imamo аа је tvrdenje tacno. 

'Pretpostavimo da је Ј?= R.J.'Rz. 

аа је lТl njegovo osnovno mesto. 77l је osnovno mesto neko-

ga cinioca JZ.i (., ~ ј ~ i ) izraza К • Ртеma pretPostav-

с! indukcije postoji TeC~. takva аа је skup mesta koja 

~' - slede za lZ u 1у sadrzi Ьат јеапо fina1no mesto izraza 

кј . Oznacimo ;Уп 'R.irZ·· ~ sa л: 1 

• ропоуо ртеmа pret­

postavci indukcije za proizvo1jno osnovno mesto izraza R 1 

postoji тес Zl takva da skup тesta koja !ll - slede za pocet­

nim mestom izraza R' sadrzi f1na1no mesto izraza ~/. Ос1-
, 

gledno, skup mешtа koja ,:~,2 - slede za оsпоvпiш mestom 

т izraza;e sadrzi f1na1no mesto 11l; • Zato za тес ~ 

uzimamo rec ~ 21 • Lema ј.е dokazana. 

Dokazimo аа је opisan1. a1gori tam S sinteze izvornika 

korektan. 

rreoreтa 1.2 .. 1. Za proizvo1jan 1zr:;tz R tacna је јеа-

nakost /R/ -= /5 (f(.)/ .. 

Dokaz. РТУО dokazimo da је ori jentisani graf' G ~ S("R.) 

1zvornik. Iz пас1па konstuisanja ~rafa ~ sledi аа эи raz-

11с1 t;J. rebra koja 1z1aze 1z proizvo1jnog cvora v- obe1eze­

па raz11c1 t1ш sloviтa azbuke .:I! паа kojom је zada-t izraz 

R . Iz 1еmе 1.2.1. вlеа! da је ~z pro1zvoljnog суота LI 

grafa (} dostiz.an neki n.iegov finalni суот, ра је zaista' 

graf G с s (1<.) 1 zvorn1k .. 

Pokazimo sada аа је /R/~/S(R.J/ • Neka је fJ rec, 

f>r= /R/ . 'l\ada ocig1edno RfJ sadrz1 bar јеапо flna1no mesto 

izraza R . Zato u izvorniku (i= SfR) postoji put ЈГ/[Ј}=Р 
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i:pcvora ~ u neki zavrsni Cvor,. tako da је РЕ /S(RJ! • 

Pretpostavimo da је rec р € IS(RJ/. Tada u izvorniku (i! 

postoji put.Jf , [$;Ј= р , ро kojem је iz pocetnog cvora 

dostizan neki zavrsni cvor. ~ Posto је pocetni cvor iz-

vornika G ustvari pocetno mesto izraza R , zavrsni cvor 

~ podskup skupa o$novnih mesta izraza R koji sadrzi 

bar jedno fina1no mesto tr(.f' tom.f~ 7ёр i ?f./Rj • Lema је do­

kazana. 

-u teoremi 1.1.2. paragrafa 1.1. opisan је skup ~ svih 

regu1arnih izraza, koji se dobijaju a1goritmom А ana1ize 

izvornika. Opisimo sada strukturu izvornika 5 fAtGJ), dobije-

nog kao rezu1tat primene a1goritma S sinteze izvornika па 
I . 

proizvo1jan izraz R koji pripada skupu • 

Teorema 1.2.2. Neka је G izvornik i r;. '= s (А (С;». rr&-

/".1 da је ~ izomorfan izvorniku , konstruisanom ро 

~ па sledeci nacin: 
".., 

а) Cvorovi izvornika G ви po1uprosti putevi izvornika 

G ,pri сети је pocetni cvor prazan put, а zavrsni cvorovi 

putev1 koji vode zavrsnirn cvorovima izvorn1ka @ • 

Ь) Ako је·.У( ро1 upros·t put u G , koj i vodi u cvor 71 

1 ako 1z v- izlaz1 rebro ~ оЬе1е7.еnо slovom а.. , t':l.da 1z 
.-v 

cvora ЈТ izvornika G konstru1se эе reb-ro obe.lezeno slo-

уот а.. u cvor j(f . 
J)okaz. Dokazimo n1z pomoc_Ilill.~_yr~~}lja о. regularnim iz-

razima i izvornic1ma. 

Lema 1.2.2. Neka је R 
t 

regularan izraz i р rec. Tada 

је R
f 

prazno,tada i saтo tadaJkada fJ nije pocetak ni jedne 

reci 1z /R/. 

: i 
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Dokaz. 1° Neka је р::= Cl-.1. • -. а.е rec i ~ Ј= Ф • Poka-

zimo da је fJ pocetak neke reci ш 6/R/. U izvorniku r;:= 
5(R} postoji ~'vor 11 i put ~ i·z pocetnog cvora ~ u V-, 

tako da је [ЛјЈ::::: а.1. ... a~ • U izvorniku G postoji put Y f iz 

суота 1.1 u neki zavrsni Суот. Putu Я-~ odgova.ra rec ~ , 

tj. [%1,J = z. Ocig1edno, rec ?'l::wf/R/i t' је njen pocetak. 

2С Neka је fJ pocetak neke reci Ш , ш Е- IЩ. Pret)3tavi­

то rec w u obliku Щ<::/Ј9:. , gde tj, moze bi ti i prazno. Tada 

u izvorniku r;::- SfR) postoji cvor '17=/= V; dostizan iz njego­

vog pocetnog суота ро putu Ж , pri сети је [ЈГ] = р. Kako је 

cvor 1f izvornika сг:= S (1() neprazan podskup skupa osnovnih 

mesta izraza R , to otuda sledi da је R~ ј= у1 • Lema је do-

kazana. 

Ocig1edno vaze эlеаесе 1еmе 1.2.3. i 1.2.4. 

Lema 1~283. Ako је fU аео regu1arnog izraza R i llZ 

osnovno mesto izraza SP raz1icito оа fina1nog, onda za proiz-

vo1jno slevo д" ol. E:If , svako mesto koje а - sledi za 

71l је· mesto izraza gJ • 

Lema 1.2.4. Ako ~ nije fina1no mesto izraza УЈ , "", 
koji је deo izraza R , onda 7Тl~ nije fina1no mesto izraza 

Lema 1.2.5. Neka ј е 'R = R.1. V '" у 7Сn 

raz i fJ reC. Tada је 
п . ) 

Rp = U(!i р 
{-1 

gde је (~)p spektar izraza 9i . 

regu1aran iz-

Dokaz. Dokaz izvodimo indukciom ро duzini a~p) reci ~ • 

А1со је d(jJ)·,::j , onda је 1'=а.. эlоуо. Prema pravi1u 1. 

[, 

[ i 

: 1, 

• l' 
l' 
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о podredenosti mesta,za po~etnim mestom izraza R е - s1ede 

po~etna mesta пј egovih ~1anoya. 1i (1 ~ (." ~ п ) .. Lako.j е uo~i-

ti da ве skup mesta koja е 

izraza f1 sastoji iz nekog 

- s1ede za po~etnim mеstоЦ1 71Zt.: 
о 

podskup~ skupa neosnovnih mев-
...... 

ta yi . Uzmimo proizvo1jni. с1ап 1} i razmotrimo skup ~, 

njegovih neosnovnih mesta koja е - s1ede za po~etnim mestom 

izraza 'R. Posto је ~ disjunkcija, to kona'cnorn mestu ~1a-

па .у;: (1 ~ i ~ п ) nij е podredeno pocetno mesto с1апа §}' 
'" 

( .1 ~ ј ~ п ) , ј 4: i . Otuda, ako f1-i Е l1li ' onda svako mesto 
I t<-i izraza R koj е 1<1,' pripada ~1a-

п u ~, i o~ig1eElno ј е 
, 

Pretpostavimo da је tvrdenje dokazano za svaku rec ~ 

duzine d(?I)=: е . Razmotrimo re~ l' =- ,:/сг. ,dfpJ-: ~ -1.1. , а Е:;{-. 
п 

Prema pretpostavci indukcij е Rbl == И (.:Pt:J...,;. Uzmimo proizvo­
г ':! I 

1јпо mesto :i>;' Е (1i}f'I. Ako опо nije fina1no, па овпоуи 1ете 

1.2.3., skup mesta k оја za njim а... - s1ede sastoji ве 

iz mesta koja pripadaju izrazu §{ • Ako је '1>', 
t 

fina1no тев-

to c1ana 9: 
f., 

, onda па osnovu toga sto је 1( disjunkcija, 

saglasno pravi1ima о podredenosti mesta, mesta koja za njim 

а - вlейе takode pripadaju !ii . Prema tome za proizvoljno 

У: Е (1f.)pl svako mesto koje а - sledi za 'Vt.~ pripada ~lanu 
п 

!fi . Otuda вlей! da ј е Rp :::: i~(Y:)" . Lerna је dokazana. 

1ета 1.2.6. Neka је R'=(~)regu1aran izraz i fJ re~. Ako 

z,a proizvoljan pocetak r' reci /? , (111= fJ , ~I ne s~~crzi fi­

nalnih rnesta izraza jD , onda је 1f,P=-.9ј, 

])okaz. Dokaz izvodirno indukci ј от ро' duzini CI(~) reci 

_.- , 

Ako је d(?)= 1.., onda је jJ-=а. slovo. Prema pra:vilirna 
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1, 2 i 3 о podredenosti mesta regu1arnog izraza, skup predos­

novnih mesta izraza R koja е - slede za njegovim pocetnim " 

mestom jednak је skupu predosnovnih mesta koja е - slede 

za pocetnim mestom izraza SP • Kako prema pretpostavci 1е-

те skup mesta koja е - slede za. pocetnim mestom izraza :f> 

nе sadrzi fina1nih mesta izraza !р , to је па osnovu 1еше 

1.2.3. Јга == ~ • 
Pretpostavimo da је tvrd:enje dokazano za svaku rec р/, 

сХ{?'/о= f . Razmotrimo rec rl=p а.. ,а f:/l , dlf') -= е.,.1. • Prema 

pretpostavci indukcije 1С'р1 = ~I , а prema pretpostavci 1е-

те ~I nе sadrzi fina1nih mesta izraza .УЈ . Ako је mesto 

LK' r: ур.; raz1ici to od i'ina1nog mesta izraza УЈ ,onda па os­

nоуи ieme 1.2.3. svako mesto (1- koje tt. - sledi za t<-' pri­

pada skupu mesta izraza g:; i ocigledno је Rp -:!f{з . Lema је ... 
dokazana. 

Lema 1.2.7. Neka је Я'. neprazan prost put izvornika 

G iz 11! R= А ((Ј) • Tada 'УХ] nе sadrzl fina1nih mesta. 

Лоkаz. Dokaz izvodimo 1ndukc1j от ро slo7.enosti п 1z­

vornika а 

Heka је 1/{1//-::1 (vid1 эl.1). Tada је A(G/={aitv ... vt{,,>, 

1 zvornik ст nе sadrzi ni ј edan neprazan prost put Jf i 

ocig1edno 1ета је tacna. 

N eka ј е za. svaki izvorn1k r; , I СII === П , lema уес 

dokazana.Doka~imo da је.оnа tcicna za proizvo1jan izvornik 

О, . , IIC!// = п 11 • ~etirno БЕ:) da regu1aran izraz R='A (а; 

ima oblik i teracije, tj. R = < ':Р.1.. v "" о \{ fPm / I m;;,-L , gde 

ј е ~o ( -1 -6 -(" ~ т ) с1аn drugog tipa koji odgovara Pl'ostom 

cik1u Jfi koji pro1azi "kr"oz po·6e·trii суот ~. Ako је 

:~ 
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:л;. ~ ~ .Ре·/јl ... ft1 ~1 ?t::f+.t va ,[.7ltJ -= a"f'" a~1~~ , _ R(j= А (~j)' (;(]" = 
/"V;./ (' . ~ = f.:.rl/~ 7{/" '!.JZ/-;1 , -1 ~ .f ~ -s +.1. ), onda Ј е ,,-= О/, ~'1 a/1'~,z", c<;:~ 7<,:ј al>~+i. • 

U zmimo proizvol јаn neprazan prost put Jf -::: ?!ё 91 ~ ... Ре ~ 

i. rec [Ј[Ј:= а.1.. ... ае. • Odredimo (~~я] za proizvoljan clan 

.5; disjunkcije !р =- ~ v ... v ~т i pokazimo da (:t:JгXJ nе sadr-

zi fina1nih mesta izrаzз. Yi. Oznacimo эа 3lt = 1!t ft-+i VU ' L . "f/e 

(1 ~ t ~ е ) 1craj puta % , koji poeinje cvorom ~ • Neka је 
,..... 

rec koja odgovara putu .~c • 

Pokazimo da је 
.{ 

(1.) (j)},..rJ =: U (~y~;,] 
м. ;1",1 1 

gde је а;1 ==- а(ј' ••• , ClI( =- Clt'k. ' 0k.+J# ~'k"'i , (о ~ k ~ (. ) • 

Ako је d(J:) =.!. , onda је tyrd:.enje ocig1edno. Pretposta-

vimo da је tvr<!enje dokazano za svaki prost put :;f d(л)=е , . 
H.azmotrimo put Ј[/ duzine d(:J{1=fl-.1 • ... Predstavimo х' u obliku 

У1р , gde је d(.7{'}:: е , f rebro. Neka је[:![']== С2Ј •.. a efL , 

а.1 -= ~'J' ••• , ак , 'с О{,/(, ,Ok'f.i= 0iK'+f. (1 ~ k l
6 tl-L ). Spektar (q:;JгxJ J 

k' 
=- :/Q(R,j}i!JJ эе sastoji iz svih osnovnih mesta izraza koja 

~ - slede za mestima iz (~)[ЯЈ' pri сети је рrеша pretpos-
k 

tavci indukcije (!fjfJ[J-=/i(Riј}i'j .• Neka је J'<-L. • Tada је put ~. 

neprazan. Ako эе оуај put nе sadrzi u izvorniku Clj, onda 

rec [~'J nije pocetak n! jedne reci iz /RijJ i prema 1ет! 1. 

2.2. (Rt}4i&) = Ф а zaj edno эа time (R(iJг~]af+f.= (.Rlj)fit;J = Ф 
Ako put Яј'. pripada izvorniku G'i ' onda рrеш<Ј. indukcijskoj 

hipotezi,posto је /ltГlj//~n ,(Rl,/tЈЧЈ nе sadrzi i'ina1nih me~ta 

i prema 1emi 1. 2.3. skup osnovnih mesta koja a~i- slede 

za mestirna iz (RijJr7l;.yi pripadaju mestima izraza ~. је 

(Rijti;-ЈClе/;(R,ј'k;;:ј. Neka је sada ј = е 1Ј'ада је -kr:e ,ГХ;-7=е 

i (R'јl-ж] u izraz~ !ii је оэnоvnо me~to lТ[ , koje sledi za 
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za slovom ~'e . Ako је -к'-:;: к , tj. C?tn-:P- ~'ei-L' onda skup оэnоу­

nih mesta koja аеn: - slede za mestom -m. је (~'l)a := (RaJ[-3f'Ј-
ен R. 

Ako је k'..,k.f1., tj. tlef1.=Clufi' onda је taj 

И (7(ie.f1Jr;r1 iJ. Коnасnо dobi ј ато ј ednakost 

skup (1('·(.)а V(R'e)-~' И 
. (. ·UL l [Ле] 

t;. k l 

(Уј i-)f17 = .и (R'iЈгх-'] 
1.- ОЈ ./<=1 Ј 

cime se i z.avrfu уа dokaz tvrdenja (1). Kako ј е ocigledno k < 

<~'f1 , to iz (1) sledi da spektar (1i}л] nе sadrzi fina1nih 

mesta izraza ~. • Koristeci 1ете 1.2.5. i 1.2.6. dobijarno 

da (RtJ{) -= <~ v ,,. v ~> takode nе· sadrzi fina1nih mesta 

razmatranog izraza R . Lerna је dokazana. 

1z dokazane 1еrnе 1.2.7. nije tesko dobiti sledece pos-

1 edice. 

Pos1edica 1. Ako је 

Ј[ "" 11;, 9 L 711. ••. fe-z.e ... 
poluprost put izvornika (l- , с (;-/'1 , 

R=A(I?)=<~v ... Y~> 

gde је 1Ј1:?О 1. i~' ос ~f~:t ... ай~:rа{:s.о. odgovara prostorn 

с ikl u .Af (! ~ ~. ~ m ), ko ј i pro1azi kroz pocetni cvor 71; 

i zvornika С , pri сети ј е [5fi J = CI{i. ••. а(1, +1 ' R'j" = А ((;,'1) , 

/1 =f1'l1;./ ft (1' ) d' 
(A{t" {;г zr. ",r: •• 'lJ:.. , . ~ f ~..s ,оп а ј е 

.1 " L f t.j-{ т 

(ЈС)ГХl = i~(~'~лЈ 
pri cemu је 

}:. 

/ft )Гп = ~(1<tjJri;'l 
gde је а а а а а +- cl '1/ 1. (о -G Ј(. ~ е ). . 1. = (1.' ••• , К· = [К· , К· +Ј. {'\' ~ • 

l t f. 

Pos1edica 2. Ako је 

:Ј[ = -v;, f 1. 7lJ. ... Ре ~ 
po1uprost put izvornika СР"за pocetnim cvorom ~ i skupom 

ј.о 
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F zavrsnih cvorova, [Х] -= а1.' ',. 4е.. , 
R=A(r;)=~ v '" Y~) rz;p! 

odgo-...:ara prostome putu ..(t..' , ko-

ј i vodi iz cvora ~ u neki zavrsni cvor·1lf. ' pri сети је 

[.7fi ] =- а/1 . .. Clt'.$ 
11: .. 

, К( ... = A-f%)' , К·- A/~.), ~,-c 1) .,.. " {ј - (1 ') - 1/~ iii1 .• ' џ 'j-L 

onda је 

pri сети је 

, А;' 

(fl}yг] ~ }!а (R'i)r2j1 

gde је ај.= C(ii' ••• ,a~''''''~'K,. ,.а~,+(lаi'S..f-i ' (O~kl.'~m/n(t,~) ). 

Lema 1.2.8. Neka је G izvornik, R:::, А (6) i Jf'.t, i 

~ raz1iciti poluprosti putevi u а • I).'ada је 

Dokaz. Dokaz izvOdimo indukcijom ро slo2enos~ 

ti izvornika (} 

Neka је 

[Лј) -= ai/ ' [Я21 -= а/(. (i 'fr t. ), (1 6 /,.е ~ k ), д.:i =1: .Jt..e 

1edno tvrdenje је tacno. 

i ocig-

Pretpostavimo da је tvraen}e dokazano za proizvo1jan 

izvornik G 1z./Yj , Је-!! ~ п . Razmotr1mo izvornik С; iz 

11 ,// tfl!::: п. + 1 .'r а да је R -= А (r;) -= < ~ v' '" V :?т > , m ~ i , 

.:t; =' ~'i л;'So··· a/1~j,alil-J. с1ап drugog tipa ko;ji odgovara prostom 

cJ.k1u .%i '::: ~f~1V;J'" Рfј~ЈR1flЪ:; ,[л;,.] с: at't .. , al;~t'l • Neka је , 
<~ -

.JГ.,..1I: e f1l ,rff} O f1J v:l1} proizvo1jan po1upro~st putkoji pripada 
1 ОЈ). Џ.Ј. "·lСЈ,.. (Ј. 

i~'.vornil{u сг , [ЛјЈ = ајО ... a.~1) • Ргеша dcfiniciji 1zvor-
1 

nika роэtо;.\i prost put :l/ 1z суота 'll:e.J. u pocetni cvor 

lJ '(1) 1"" (1) -Z;. ,;ok.;~ је k mаkоim.з.1аl1 indcks,za kojl cvoroviV1, •• "~,; , v k _L 

; i 

i , , 
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nе pripadaj u 7iJ.1 • Ocigledno put J-:1).~ 1Ij/f) р;") ... p~:l ve:'(j 
pripada izvorniku tТK • Oznacimo kraj puta :Jl11 koji vodi 

iz cvora 77: (1) 
k u cvor ~ sa :;rft 

1 , а pocetak puta . Х.!. koji 

vodi od 7{ do . ?!:.Ш 
к 

sa .ЈГ. Jl;1f 

1. . Tada . је Х:1f~ЈГ*-П 
1 1 prost cik1. 

Neka је ~ t nјети odgovarajuci clan izraza .9 

. . ~ Щif~ Uzmimo proizvo1jan po1uprost put ./f2 4=:lJ. , ~ ~ 011 .1'" 

о (!l) ,., ~ (2.) ,[7Г 7:::- а/2.) . .. а f!l) , ~ (:- с . Pokazimo da Ј' е 
w •• )(' l/ е !l:J <. "" 

~ ~ ~ 

(.У::ЈЛјЈ =Ј= (:JfJ.~] • С1аn ~ izraza!? mоzешо predstavi ti u 

obliku 

Pre'tpostavimo da se put .л; poklapa sa ciklom П do nekog 

cvora 11; , , t ј. da ј е '~1 ~ aJf), ••• '" :' а (1/ .., ~a{fl а 
t1i;1 t l , f:Jj; '-tIТ i'1"J..' 

da se pu·t ~ pok1apa sa cik10m П do nekog cvora ~ 

. d '" (2/ ,; (2/'./ ~ а (I!.) N k . tJ. а је IOl-:::а.Ј." ••• ,r:JI;-::::Clс ,f:Ji:rfT -{:{-( • е ci Је prvo 

О ~ t ~ k • Ртета pos1edici 1. imarno da је 

t ' 

(у;. kx Ј :: V (К:i)r;:.г~'l 
.L ј- 1 Ј 

[jf/f7=a/J~.~(: ... ae;l, pri сети iz 1еmе 1.2.1. sledi da је (тг{К)ГХ:''Јј: 

i= <;ZJ • Ыо 

[Х/':=с '1:1; ... а;;Ј , i ocig1edno је (YiJ.1{j] 1= (~'kJГd . 
Pretpostavimo sada da је t ~ k • Ako :;-1:1) nе pripada 

izvorniku С{К ,onda је (Rt'k.}[X1:1'j -::::;ll i posto (Rik)Г;[ј/ЈЈ 1'= УЈ 
to је (!!} Јк.Ј = (.:fj t . Neka sada X1~J pripada izvorAik1J. 

ј l.Ji"2.] / (К ) 
~)c • 'l' adcl. i~ indukcijske hipoteze sledi da је (R,.KJr/.tJj.:f 11:: [лl/7 

i ponovo dobi:jamo da је (.fi)[jfj,J 4== (.:lf 1Ji2J· 
Ыа taj nacin pokazali smo da ;је (У;·ЈгХЈ7 1- (Y;)[.7l:zJ iz cega 
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па osnovu pos1edice 1. neposredno dobi јато da ј е (Ј? tJlj7 i= (-к l:л;; 

ako је G ~M • 

Ako је sada G- proizvol јаn izvornik I! tlll ~ k f-1 , ra-

sudujuci ana1ogno i koristeci pos1edicu 2. dobijamo da је 

Lema 1.2.9. Keka ј е G- proizvo1jan izvornik iz JVJ , 
R=- А(С/, јУ, takva rec,da za proizvo1jan n'јеn pocetak {Ј', 

~/:::I= /" R?, nе sadrzi ni jedno fina1no mesto izraza 'R 

'rada, ako 7(јЈ sadrzi bar jedno fina1no mesto izraza R , 

оnйа su sva mesta u fina1na. 

Dokaz. Prema a1goritmu А ana1ize izvornika izraz 

R -= A(GJ је oblika 7( =- <~ V·,. v ~ > , gde је !? 
t 

с1аn 

drugo8 tipa koji odgovara prostom cik1u ~. (1 ~ i. -s т1- ) 

koji pro1azi kroz pocetni cvor ~ izvornika ~ • Оznасimб 

sa jV izraz уј v ... v ~ • Na ОЩlОVU 1еmе 1.2.5. imamo da 

је Јг;а = (J]v ... V~).p ==-.!ip • Koristeci postupak konstruisa-

nја izvornika iz 1ете 1.1.3. za izraz 9, konstruisimo izvor- i' 

nik с;1 , takav da је §Ј-;:: А (ст') , pri сети iz njegovih final-

nih суотоуа nе iz1aze rebra. Ako 7(? sadrzi neko finа1по 
1" 

rnecto ondu је јО r: /јЈј i I postoji pu-t х' iz cvora 1{; u G u 

u. nek1 ~av:rsni cvor '21;, I 

f 
, takav da је [.Yi'J '= Р . lЈо:зtо i" " 

cvora V;I nе iz1aze rebra, to rec fJ ni;j е 'sopotvcni por:eta1c 

ni ј еt!пе reci i z / УЈ/ • })ret postav Јmо da Rr з! с1г ~H nlOO t о 

77l ko;je nije fir1'alno. 'Гаdа prema 1еш! l.~~.l. posto.ii ro(: 

/:)/ 
Г La1\:va йа skup 

~! finalno mesto. 

mesta ko.ja р' - slcde 2а ПlсоLоm !ТС t3at!r­

/.-ј)Ј 
Иеl'utiщ tada (Y~~p' oџ.(jг~l to I'iIЩ\ПО rt!O:Jto 

i /
Jblz:!.'u"J/, tt} t Х1 1 i t· 1 ,/у)) Г <.: Ј I .Ј О ~ е s u р r о 'П О L; Ј!.Ј \, ~ П С О tJ i.J~) '" v о V ; ',!! .Ј iJ. ~t I 
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reci ciji је sopstveni pocetak, rec р Lema је dokazana. 

Lema 1.2.10. Neka је ~ izvornik, R =- А rr;/ ,Ј{ ро1и-

prost put u G , f rebro koje iz1azi iz pos1ednjeg суо-

ra puta Jr • Tada је 

(R~Л7ГfЈ -= (R)[x;J 

gde ј е Jij svedcmi put puta х; . 
о 

Dokaz. 1 Pretpostavimo da је put jf = 110 fi.1fi --, Pe~ prost. 

'fada dodavanjem rebra f putu Х koje iz1azi iz cvora 11ё*?Ji 

( / ~ i ~ (-1. ) i vodi u neki cvor 11 dobi јато ро1 uprost 

put Ј[јЈ • Otuda је (R Јг.7Грl = ('R)[xp7 = {RfJ[J[J>Jo 

2" Neka је po1uprost put Ј{= Џ:;РЈ.Li: ... vt-ife~ takav 

da је 71е::: 7lt (о ~ i:: ~. 1-1.. ). 1.'ada dokaz tvrdenja izvedimo 

inclukcijom ро slozenosti izvornika r; . Neka је с; с./'1 , 

116'//,= 1 . 'l'ada је R= A(cг)=(aitv ... V~'f>' pri сешu је slovom 

) obe1ezeno rebro 

Proizvo1jan neprazan poluprost put 

[.х] = atj. Ocig1edno, ako је р" fik ( 

ft'J' petlj е 1/"0 р . . ~ . 
'Ј 

!Z ј е oblika 110 о . . lio , 
)'1 

1 ~ k ~ ~ ) rebro koje 

iz1azi i~ pos1ednjeg cvor~ ~ puta yi , onda ј е Ар:::: 6~ ~'K1{, 

{.l{fl == ~'K' pr i сети ј е (тг t.лРЈ == rrt0 il<.' gde ј е mat.'K osnovno те st о 
ft 

izraza koje sledi za slovom а/к. Po.sto је (ЈСfл/1Тlасј" gde је 

711а .. osnovno mes·to koje sledi za slovom alj' ,to prerna pra-
1J 

v1.Liша L., 3 i 5 о podredenos·ti mesta ,skup шеstа koja qi(-

clcde za rnestom 717а ., 
l.J 

(Rb, }{р} -= '!1а{к'" (RJ.if]' s·t о 

sastoji эе iz jednog rnesta 7Пц. ,tj. 
'-К 

\ 

је i treba1odoka:z.ati. Рrе"tрозtаvirnо da 

Је tvrdenjc doka~ano za proizvo1jan izvornik а ,a€M 
//с?/I ~ к. [(azmo trimo izvornik cr iz 1'1 , /lt;// ir kf 1.. N е 1<:<:"1. ј е 

.JI го ZГo flV1. ,. 'lI-:lfе~ po1uprost put, p;de је .~;~ (о ~ I:<.~ .[-1.), 

[Х]::- С(1. •.. C/.t, • lzraz Ј? је oblika <~ v ... v ';;:n> ' 

;.1 

i. 

Ј"~ 
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gde .fj -= ~j ~'t , .. ~1't~~'~1/+.i odgovara prost от cik1 и ~.::: 'lГO Ра V:t'" 
')(' .. 

. . . ~1Ј;~·.јс.'-I'..lV:; , ГЛ;:7:: (/((1.. - •• al~. +1 ,"R(j = Af(if/)' C-'i=- tlv"o(~'i.'" V;;1-1.. 

( 1 ~ ј ~ -6,' ). Na оэпоуи p.os1edice 1. iz 1еmе 1.2.7. imamo 
77l К· 

da је (кЬтЈ ~ jl!t (.:lf f~] '(Y:~7{J:= јС;: (R1j)Li;1 Neka је f 
rebro koje vodi iz cvora -V;. и сvоr7Т ,[рЈ == CL • Tada је 

pos1edici 1. 1еmе 1.2.7. imamo da је 
'lft.. 

(тгlЛјЈЈ = ~(fi)[J[jJJ 

(У::ЈХјЈ] := l; (!г'ј) [/;;2] 
.l з { .Ј'Ј 

i ропоуо prema 

Ako (RЈЛЈ пе sadrzi finalnih mesta, onda prema 1ета-

та 1.2.5. i 1.2.6. је 

m 

(;e~J[JCL = ~(~·kXlt:l. 
Uko1iko (R~xJ sadrzi bar jedno finalno mesto, ртета 

1emi 1.'2.8. takva эи i эуа ostala Iiюstа (RlxJ ' pri сети је 

% prost cik1. Lako је proveriti da је 
m. 

(R)fJ(J4, -.:: y~ (~) С(. -:::(К )ЈРЈ = (R Ј[ЈГрЈ 

Odredimo skup osnovnih mesta koja ~ - slede za mesti-

1Ila iz (:f/: f.1lJ. Pr imetimo pre svega da za ј> t put~· пе pri­

pada i zvorniku tllj' ,tako da ј е (R'it;Z;-Ј = ф i /К {j'kyt-J пе эа-

<lг%i finalnih mesta izraza Rtj' • На-~эпоуи 1ете 1.2.2. 

rnesta izraza :Ј;.. koja CL - slede za mestima 1z (Rlj'}z';;'; 

pri.padaju skupu mesta izraza ~i' tako da је (Rij-ЈгЈ15Ј4.-=(~јЈ?-;"f)Ј' 
~ ј 

Ako ЕО (.7ТР/ј ne sadrzi и izvоrПlku"""Utј' , onda је (!(t'1)[(Л;~) -=: 

=(Rtj}fltYJ}T= ф. Ako pak (.;:Pf}y' pripada iZVOI'lliku ~~j' ' onda 

ј ednakoi;t (Л:ј}[(Л!Ј.ј] =(R,j)/lij;jJ sledi iz indukcijske h1poteze. 

Neka је sada ј ~ f i neka (R(if~}SadrZi i'ina1no mest().'rada 
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prema 1emi 1.2.8. sva mesta u 

dobi јато аа jel%j]€ 11(јl. Otuda 

(Ri//[ЯЈ) su fina1na. Specija1no 
;'v ....... 

..7lJ' је prost cikl i 7!ј' f G,1Ji",,-t. 
Ako ј е а=: ait+1.' onda ј е skup mesta izraza~. koja с<. -s1e-

de za mestima ""iz (~jkiIJJ=(Ri.f}iJSkUP (Rit)a.. И (J(t'tf-i)e = (RU)!(лf)t7 U 

И (Rao}[r.iiYJI:f17 ' г,' = t 11 i ponovo imamo jednakost {":·Jritf} = (tJ'1. )[.7f]a 
7. - tl-i . 

';::ј~(~јЈм;)ј7=)-!Ј.(~ј)Л';;Ј] · Ako је а =1= С(,О"'Ј. ' onda skup mes"ta i~-
raza R{t koja tl. - slede za mestima iz (~O{kX~7 је (Rii)a-=(Rit!;jfЈсЈ, 
~.=-t i ponovo је (У:)ГЈ[]Q==(5ј)[лрј. Koristeci jednakosti (1), 

(.2) i (.3) konacno dobijamo da је (RkJijCi = (R!г.7ГрЈ • 

Pretpostavimo оааа da је G proizvoljan izvornik эа 

pocetnim cvorom ~ i skupom F zavrsnih cvorova, у proiz­

volj~n po1uprost put и izvorniku G ,р rebro koje iz1azi 

iz poslednjeg cvora puta :;r • Rasud:ujuci па ana1og<?n nacin 

kak6~smo to cini1i и slucaju izvornika specija1nog vida тo~e 

se pokazati da је i и ovom э1исаји 1ета tacna. 

Dokaz teoreme 1.2.2. neposredno s1edi iz niza gore do-

kazanih lema. 

§ 1.3. О SAGLASNOSTI ALGORITAМA А 1 5 

U pre;t;hodnom paragrafu opisa1i smo kO:ko эе ро zadanom 

izvorniku G 
;v I 

odreduje izvornik f.l ,izomorfan izvorniku (; = 

S(AftiJ) .~)1edeca teorema odgovara па pitanje kada је izvorrtik 

S(A(G)} izomorf'an izvorniku r;. , tj .. kada эи a1gori°t;rni А 

ana1ize izvornika i 5 sinteze izvornika sag1asni. 

Teorema 1.3.1. A1goritmi А ana1ize izvornika i S 

sinteze izvornika эи saglasni tada i эато tada, ako је izvor-
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nik С drvo sa korenom u pocetnom cvoru. 
() 

Dokaz.1 Neka је izvornik G drvo. Tada prerfla teore-
,.., 

тi 1.2.2. тozeтo konstruisati izvornik G izoтorfan izvor-

niku G1
-: SIЛ(СТЈ) 

,.. 
Lako је uociti da је izvornik G iZOM 

morfan izvorniku G 
I 

, а otuda i s1edi da је (i izomorfan 

с 

2 Pretpostavimo da је a1goritam А ana1ize izvornika 

sag1asan sa a1goritmom S sinteze izvornika па nekom izvor-

niku (7 Tada је Pokazimo da ј е G- drvo. 

Pretpostavimo da :G nije drvo. Tada 6r sadrzi bar jedan 

cvor ~ koji је iz pocetnog cvora dostizan ро raz1icitim 

po1uprostim putevima .7i1 i ~ • Otu~a па osnovu teoreme , 

1.2.2. imamo da је 7:(6-»1 • Pos1ednje је u suprotnosti sa 

cinjenicom da је 'l (19) = 1. • Torema је .. do1;.azana. 

Sada ra~motriтo us10znjenje izvornika C;'-S(ltUcr» u od-

nоаи па izvornik ~ • Тасnа је sledeca teorema. 

,.... 
Teorema 1.3.2. Neka је 'l(rl) = Тnor.У: 1/7(С;) , 'г(71)~771~ '{(С;) 

11Gi-I/~n I/IiГ 11 =п 
11ada је 

( 

п+:! 
7тl. -1. (m;.-Ј) 

tz(ll)== п(т-1)) 

7z +-:! (т -= 1..) 
п) , 

i (11.) = 1. . 
.-

.Dokaz. Jednakost ·'Zrrz}::::1... neposredno sledi iz dokaza 

teoreme 1.3.2. 

N ~ka ј е t; izvornik nad azbukom :/1 ,JCfIf::: П • Ako 

је :т proizvo1jan po1uprost put izvornika ~ ,·onda 'n;је-

gova du~;ino. n! је уеса od п . l)геrnа tome broj po1uprostih 

putev~ izvornika G nije усс! od broja reci duzine п nad 

azbukom :Il , tj. nije уес! ой ve1icine 
п'" 1. -1 7n - .Ј.. 

771- :1. 
za rrt~:1 

'1 il~ 
r;': 

:1 
! 
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п 1-1-
П 

~ (т= :1) 

Razmotrimo fzvornik G pred8tav1jen па 81.9. , gde је 

~ pocetni i jedinstveni finalni cvor. Uocimo da svakoj re-

ci ~ u azbuci Jf , cija duzina nije уеса od ~ , odgovara 

poluprosti put я" izvornika с; , takav da је fJ =Г.ЈГ] • Zato 
yl +-:!.. 

-.1.. 
ј е bro ј po1uprostih puteva u r;. jednak m za -т::>-1· 

717. - Ј.. 

i ?1.. +1- za 711.. = 1. . Otuda sledi da је 

(2) , 'Z (п) ;у 

n+Ј. ,( 
m - Ј- I (m?l) 
-п (171-.f.) 

\ ., 

Ј (-rn.::: 1/ 
.0; 

81 .. 9· 

Iz nejednakosti (1) i (2 ) sledi drugi deo tvraenja 

teoreme. Teorema је dokazana. 



G L А V А II 

м Е Т R I С К Е К А R А К Т Е R 1 S Т 1 К Е 

А L G а R 1 Т А М А А 1 А 1 А N А L 1 Z Е 
А U Т а м А Т А 

Оуа glava sastoji эе iz tri paragrafa i posvecena је 

izucavanju metrickih karaktristika a1goritama А i А.1 

ana1ize automata. U § 1 na1aze эе donja i gornja осепа za 

funkciju LArnJ. U 9 2 odreduju se donja i gornja осепа za 

funkciju LA:n) i time pokazuje da је ve1icina . L,,{тz) Ь! tno 

тапја od ve1icine LA(n;. U § 3 na1azi se осепа broja 

Nlп,m) svih regu1arnih dogr,dE1.ja, koji se mogu predstavi ti 

izvornicima nad azbukom Jl od т эlоуа, а cija ·slozenost 

ni;je уеса od п . U ovom para[~rafu odred:uje эе takoc'te, осе­

па Ьгоја тr!(lЏТl) svih regu1arnih izraza slozenosti п nad 

istom аzЬukош .;If • ауе осепе эе koriste za na1azenj~ donje 

осепе vc1icine ~(n) , jednake maksiтa1noj slozenosti minima1-

nih regu1arnih izraza, koji odgovaraju izvornicima cija slo-

zenost nije уеса od П • 

§ 2.1. QCEN Е FUNKC IJ Е LAln) 

U teoremi 1.1.2. Ыо је op-isan skup R svih regu1ar­

nih izraza, koji эе dobijaju algori tmош А analize izvorni-
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pozabaviтo se sada problemom осеnе maksima1ne slozenos­
Јса. • 
~i regu1arnih izraza skupa R .u uvodu rada uve1i smo 

(~ !lonovu funkciju LA(n; = mах JA-((;јЈ/ , gde је G izvornik, 
,че /1 С-I/-= п ,., 
AfG) regu1aran izraz iz skupa R. i IIArGJI! slozenost iz-

raza ArGJ • Donja i gornja осеnа ve1icine Lл(n) daje эе 

~~~slede6oj teoremi. 

Teorema 2.1.1. Za proizvo1jne prirodne brojeve т.n i 

tacne su 

Do1caz. 

( 1) 

slede6e nejednakosti 

n2 ЛZ 51l 
- -1--

2 т 8 ~ L (п) ~ 4 П7. 2 2-
А 

1° Pokazimo da је 
!{.21- .,17 

LА(п) ~ 4- лz 2 2. 

Razmotrimo prvo skup Ј1 izvornika specija1nog oblika. Ako 

је С /ЕМ ,1I(i1/ = п , dokazimo da је 

-п 2. sn 
--+-

( 2) 1/ А (tl)// ::=; 2 rrz 2. 2. 

Dokaz nejednakosti (2) izvodimo indukcijom ро slozenosti 

izvornika G'. 
Neka је • 'rada је 

А/а; = (аа v -.- v а(к> 

gde је ai/ ( f , ;" ~ k ) slovo azbuke /f kojim је obe1eze-

по гећго о .. izvornika С (vidi эl.1). Izvornik t? sadr-) lJ 
z1 na;jvise т pet1ji i Рl'ета tome I! /11 /с;/I ~ 2П7. Otuda i 

sledi tacnost пе ј ednakosti (2) za II -= 1.. 

PreLpost<lvimo da је пеје(јЩlkоst (2) tacna za proizvo-

ljan J.zvornik С 1z SkUPL~ 1-1 , J{ill.(. 72-1. })okay.imo d<l је 

Опа ·t:J.(:n~1. i za рrоizvоlјап izvornilc tr i~ М , IiC//"" п • 

lzгаz R :::: А (~) је,оы1:аa 
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(3) <~v ... v~> 
gde је ~ ( " ~ 1." $ Z ) clan drugoga tipa koji odgovara 

prostom ciklu ~" 
l. koji prolazi kroz pocetni cvor ~ izvor-

nika G . Ako је л prost cikl, koji prolazi kroz pocetni 

cvor ~ , onda, sto nije tesko uoci~i, duzina Jr nije уеса 

od 77. • Prema tome broj razlici tih prostih cikla koji prolaze 

kroz pocetni cvor ~ , nije veci od broja reci duzine п u 

azbuci .;If , tj. nije veci od velicine mn'. Otuda sledi da broj 

clanova disjunkcije .УЈ::: ~ V .• " v ~ 

~. mozemo predstavi ti u obliku 

nije veci od -т n • Clan 

(4) a{f "R{t. ClL2 К'а .. " С1(-"" -1 'R(n.-.:f. а/п. , , 
gde је 17· ~ п , 

( q '"1 t: Л , 
G. 

7!'{:'$ 
G. = ,r.r .г (1 ио Vtj' .. џй-~ 

< ~ \ 

.Ocenimd·odozdo slozenost izraza ~. • Izvor-

nik СС1 sadrzi najvise cvorova~pa slozenost izraza 
." 

(n-'5) 2 + 3(77..:"'ј) 
2т. '2 2 R.=-A(~~) 'nije уеса od velicine {1 .. 

u izrazu (4) 

realizuje эе 2ni -2 konjunkcija izmec!u 7?(.' slova azbuke :11.- i 

7? ·-1 t izraza 

уеса od velicine 

Otuda sledi da slozenost izraza (4) nije 

(n_~)2. 3 (n-1» 
r7-f z- + 2. 

3n- 2 +- r 2·т • Kako iz-
-:$= .f 

raz nе sadrzi vise od m n clanova , to broj operacija dis-

junkcije izmed:u tih clanova nije veci od тn _ 1 . Zato је 

tj. 

(S) 

z . 
(77- 2) '3(71-:2) 
-+--z 1 +2m -f ... 

(n- (/+ З!Тl-i) 
+2!77. 2 2 + .... + 
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(f7_1)2+ З!I7-fЈ:1 1-

:= т'Т2 r п - 1. + 2 rп 2 2. (1. + --=-:-:--:---::- + ----,,-,,---- + .. 
.;.Ј "( зn- 2 + .3 ::±.!l:Jl.. + 2 .3 

т -Г·2 т 2. 'У 

. . . + __ 1.--;-:--:--_-=-___ .Ј-
2n(t"-f)l-l_i. 2 +~(j-1) 

т 2 2 

+ ~2 .Ј- 3!n-1) _ 2 )). 
т 2 :2 

Kako је odnos i-og clana sише 

prema (i + 1) -от clanu jednak {- п +:Ј. m i ima nајуеси 

d t т-2 
vre nоэ za 

resije sledi,da је 

-i ,., 77-1 to 1z svojstava geometr1j skeprog­

m 2 
5(m,n) ~ • Otuda dobijamo da је 

т 2 _ i 

(71- :1./+' ··~.317J-1J 
( 

Z 'Z' !A(G)//~ m,n 3n-Ј + 2m 
2. 

т 

2 rrz. ) 
m~ 1 . 

Lako је pokazati da је za pro1zvoljne m~2 i 7z :,. 2 

зГl.- 1 . 
n 2 r7 ~ ~ 1 

~m 2" + 2. 

2ПZ <д - з 
• Коnасnо dobijamo da је 

772 за 
- +--

fAltГ}!/ ~ 2m' 2 2.? 

sto је i treba10 dokazati. 

Neka је sada ~ proizvoljn1 izvornik, 1/(;1' 't rz , ва 

pocetnim cvorom i skupom t= zavrsn1h cvorova. Prema 

algoritrnu. А· ana11ze izvorn1ka izraz R :=- A(t;) је obl1ka 

(6) ~ v ... v ~, 

e;de- ј е ~ ( -1 6 -(.. 6 k ) clan prvoga tipa ko ј i odgovara 
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prostom putu , koji уоа! iz pocetnog cvora ~ u neki 

zavrsni cvor ~ 

nјеmи odgovarajuca rec. Nije tesko. uociti аа duzina proizvolj­

nog puta я;.. n! је уеса оа п -1. • Prema tome broj prostih 

puteva u izvorniku r; nije veci' оа broja reci azbuke ~ 

cija duzina nije уеса od 
п 

п -.1. , ~j. nije уес! оа velicine 
, m -1 

• Otuda sledi аа brojclanova disjunkcije (б) nije 

уес! оа , а broj operacija izmedu tih clanova tako-

п 

d:e nije уес! od т -.1.. 
m -1. 

se predstaviti u obliku 

• Clan.1i disjunkcije (б)' moze 

( 7 ) R а'Ј R·, ... ап Ј( . 
о {t. ј-l {nј-1 

11{'-1 ' 
gde је 1Zi S: п , a iJ f.:ll (1 ~ ".5 -s; п,...: 1. ), R(:s -== А (ti,~), ~'-j: Gyolfi.!·" 1{'.1-L 

R c = А (СО) , 6'" = (;11"0 ( сУ.. izvornik koji se dobija iz izvor-

nika С uzimanjem cvora ~ za jedinstveni njegov zav:r-

зn! Cvor). Oeenimo odozgo slozenost izraza ~. • Svaki od 

izvornika Ct"-s ' а takod:e i izvornik б~ , pripada sku-
(П-122 3(77-:$) 

2 + 2. 
ри М izvornika врее! jalnog vida, ра ј е JA(~s)11 ~ 2 т 

( 1 ~ 1 ~ n-1 ). U izrazu (7), sto је lako uociti, realizuje 

зе 2П.-2 
l 

konj unkci ја, pri сети ~on sadrzi 71/ - 1 slova 

azbuke ./1 • 1z gore recenog sledi d~ slozenost ,±zraza 

(7) nijc уе6а od velicine 

konacno 

,,' 

(n--.Ј)2 
n-L -2 + 

зп-.3 -r- L 2 т 
-1""0 

dobi јато da је 

( 8) 

З/П-ој Ј 

2 

.. ~ 
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sto је i trebalo dokazati. 

2 Sada pokazimo da је 

n2. 

(9) LA(n) ~ 2m.
F 

n2. 5n 
4-m 2 + т 

~ 

Razmotrimo izvornik Ge ( sl.10 ), zadan nad azbukom 

sa 7z =2е (f=l"· '. ~;c., ... ) cvorova, gde је .~ pocet-

ni i jedinstveni zavrsni cvor. Nije tesko uociti da је broj 

prostih cikla izvornika Ge ' koji pro1aze kroz ?Ј-
е 

jednak 

t ~i А 
т (т - 1) • Sag1asno a1gori tmu I ana1izeizvornika 

izraz Re=A(CieJ је oblika (3), gde se:J;.. moze predstaviti 

u obliku 

(10) q(.~ Re-1 
Qt"2. i l _2 · .. a;~e_J. ~ а/е aiN·i •· о· а(;2е-Ј ат 

__ 7/:.. 

pri cemu је Rt-.i ==A(C~~ ... џ;:_.J= Rt-i (1 ~ i ~ (-1. ). Ako sa 

A~ oznacimo !lR~// imamo da је 

(11) А е == m t frn _1.)l-l (st - f 1- Ае- 1 -+ At-i. + . о • + А1.)' 

Dokaz nejednakosti (9) izvedimo indukcijom posebno za 

parno i neparno п . Ako је -п =2{ paran broj~ocenimo 

Sl.lO • 

. : ...... -



odozdo slozenost izvornika • 

Ako је , onda је , ~ 
i 4m :r 2.m 2.., 

§to эе i'trazi10. 

('1(12 
Pretpostavimo da је #А (~/)#~ 2mТ- za proizvo1jan izvor-

nik ае" -еl < l . Pokazimo da је pos1ednja nejednakost 

tacna i za proizvo1jan izvornik • Na osnovu jednakosti 

(11) i indukcijske pretpostavke potrebno је pokazati da је 

.{ .t i . [2. 
-т (т-1.) - (5i'-.1.+Af _1 + At-z+ "'+Аi.);Т2.m~ 

.~ 2. i t 2.. ~ {
2 

'тr,ze.(m_1/t'-1(S-f_l.f 2m.z(t-i) +2lJ72.( -2~'''-I2!Т1?l)~Qm2. 
tj. 

~Poslednja nejednakost је tacna ako је 

(i'-ij2 ~2. 
t е-Ј ~ 2' 

(12) ·т.(т-Ј) . 2,m ~ 2,·Jn • 
оО> 

.Nije te§ko pokazati da se nejednakost (12) moze predstaviti 

u obliku 

Ј ..,. (е-.1.) 1..0:;, (т-1) 
т2 m ~1 

sto ј е ekvi va1entno ..1. + (t-.f.)f'oa (т-l);? о i tacno za proizvo1jno 
~Jm 

-m ~ 2. • Na taj о nacin sшо pokaza1i da је nejednakost (9) 

tacna za proizvo1jan .paran broj п . 
"" Ako је П neparan broj rаzmоtriшо izvornik LТf ' pred-

stav1jen па эl.ll, koji iша 2t+l cvor. 

ат 

Бl.11. 
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Rasudujuci analogno tome kako зто to radili u slucaju 

kada је -п = 2.! , moze se роnоуо pokazati da је nejednakost 

(9) tacna. Teorema је dokazana. 

§ 2.2. OCENE FUNKCIJE [А;п} , 

Opisani u uvodu algori tam А..! analize izvornika pred-

stavlja ustvari izvesnu modifikaciju algoritma А • u оуот 

paragrafu razmotrimo problem осеnе efektivnosti algoritma 

АЈ. ,analogan problemu осеnе efekti vnosti algoritma А? 

koji је rаzmаtrаџ u prethodnom paragrafu. Neka је G izvor-
. '. 

nik, R=Aj(G) regu1aran izraz dobijen а1g0ritшоm А,! anali-

ze izvornika i LA In} = mо.х // А 1. ((;)! 
1. 1/ а//:: тl 

, gde se maksimum uzima ро 

svim izvornicima G slozenosti п U sledecoj teoremi 

daju эе donja i gornja ~cena funkcije LA~{n). 

ffeorema 2.2.1. Ako је L
A

(7]J=maxIIA
j

({i)// , onda је 
., I/(i//.,n . 

П 3Тl 
2·m :f L

A 
(п) ~ 5m . 

1-
Dokaz. Dokazimo prvo da је 

( 1) 

Razmotrirno skup izvornika specijalnog.oblika. Pokazimo 

da ako је 

onda је 

,..., .3* 
( 2) L Af1t) 7 .3 m . 

Dokaz nejedn3.kosti (2) izvodimo indukcijom ро п 
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Ako је G ~ м ,it?I/-=1. onda se 1ako pokazuje , ra-

sudujuci analogno tome kako smo to radili u slucaju teoreme 

2.1.1., da је nejednakost(2).ta~na. 

PretpostaYimo da је nejednakost (2) tacna za proizvolj-

по k < п. • Eazmotrimo izvornik а r::11 , Jlall =- п. • Prema 

algori tmu А.! analize izvornika za skup 7т[ reci koje od­

govaraju prostim cik1iтa koji prolaze kroz po~etni ~vor ~ , 

izvornika rr konstruiseтo drvo Trm.j. Izraz К'= A/cr) је 

oblika 

(3) (Rv:vRv;,v ... v'RlJ;> 
.1..2. 'Ј.1. 

gde је 7('1/.. (1 ~ f..' ~ -11. ) 
<. 

cvoru prvog sprata drveta 

regularan izraz pridruzen i-om 

Т(1!{ј, ( 1 ~ 1>1. ~ m ) ,R/F..-жа А.1.(С(Jfll·))· 
4 . 

. (Ј:?;; v Rw:; v.. .v Raт.; ) , pri сети је slovoт 
.1. 2 '<f,2 

obelezeno 

rebro drveta ТIщ), koj е ulazi u cvor ~. , .. 
) 

v: 
1.'egularan izraz odreden za izvornik (J(5fvz.., Gv;,'f., К Шј' (! ~ i~ -1~ ), 

(-1 ~ .:.s.2 ~ m ) regularni izrazi pridruzeni cvoroviтa drugog 

sprata drveta Т(7Ј!). Medutim, izraz~. se moze prdsta-
~ 

vi ti u istom obliku kao i izraz R zr:. 
(. 

, pri сети tada ulo-

gu izraza Ru~, imaju izrazi koji ви pridruzeni cvorovima, 
Ј 

treceg sprat:a drveta T(Тfl) , i td.' 'Uopste, proi~~voljan regu-

laran izraz pridruzen nekom cvoru 7 -og sprata, (1 t:; :J~n-l), 

ima slozenost koja п! је уеса od 7Тl +2 + ~ (77-7) + 77l' В , gde 
1. . 

је f5 ПШ.ksiтаlпа slozenost izraza pridru~enih (т.т+1.) -от 

spratu drveta T(nZ). Kako Ј -! sprat пе sadrzi vise od 

'7Тl:J cvorova, ( I ~ :J~ 17-1 ), 'av;oSlednji т п cvorova, 

uzimajuci u obzir oblik izraza (3) neposredno dobijamo da је 
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J~ П n-~ 
/..Ј ~ (П) ~ m. -f т + т (771 r 2) + ,.. + т I m ~:2/ f­
~J. 

+ т 4 (7[-1.) +- т2 [~/77-!l..) -1- ••• 1- mT1 - Ј. ЕА сп), 
~ ~ i 

indukcijskoj hipotezi iz nejednakosti (4) dobi-

јато da је 

.- 1l n-1.) L (п) ~ m +- m. + (771 i- 2}m (1 f т i- ,.' + т +-
A~ , 

3117-.1.) 2 3In-2) 
-1- зmm -I-3m·m + 

2 n- .1 ) ~ 717 (т+2)(1. -t т + т -1- ••. +- т f-

1. )..с::: 
2/77-2.) ~ 

т 

~ ттzп. _ 1. ~П-2 
'" 77z (m 1-2) + :5 т 

Јп - :1.. 

п 

< зmзn (3-(m+2) m -1 +:1..) 
" 3 зn-l() т 2_ 1. . 

т . т-1. . 

Medutim, lako је pokazati da је za proizvoljno 7ll ij:Z i 17~.2. 

rz 
.1 .. т 1- 2. ЈП - 1. ~ . .g, i 1. 1. 
3 Гn-1. m 3n -1. 3 m2_1~3' tako da konacno dobijamo da је 

.nejednakost (2) tacna. 

Neka је sada r; 
rom V i skupom F 

proizvoljan izvornik ва pocetnirn суо-
.Ј< 

о 
zavrs.rlih cvorova, /1(; f! = п . Kako ј е i 

тесепо 1.1. opis1.1. algori tma А1. analize izvornika, za skup reci 
...... 
т koje odgovaraju prostim putevima izvor~ika О iz суо-

ra 1.{; 1.1. zavrsne cvorove, konstruisemo drvo т (m) • Ocigled­

но, pri ocerli [А (п) odoZf~O то7.еrnо u~eti dCl. је 'proizvoljan 
. Ј. 

cvor izvornika С; zav!"sni .. lzraz R= А/а) је oblika 

А1 (a(.J{lГ,,»)' (е v R,,~ v··. V RlJ.t) 

gde је А1 fGIX'vJ) re~ularan izraz , koji ode;ovara izvorniku 
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G($~) cija slozenost nije vecaod (i~t.·~-t- ) 

(Ј ~ -t ~ т ) regu1aran izraz pridruzen i -от cvoru prvoga 

sprata drveta T(iiZJ. Rasu~juci an~llogno kao u slucaju 

izvornika iz skupa 11 iшаmо da је 

LA (71)~ т +2 + ~/nJf m(mr4f-L (n-1.))+' 
i i A i 

77-~ --- ,) п 1.. "" 11 '" + m (mf4- +L
A 
(2Ј/+m - (Q+LA (7ll;' 

L L 
tj. 

-,.... п 2 ~ п-1. ..... +- LAI71J 1- т LA (n-ј) f- •.. -f 171 -. L
A

(2)+ т . LА(ПЈ. 
1. ~ .1.:f 

Koristeci nejednakost (2) za izvornike iz М , 1z (5) dobi-

јато da је 

L 2. n-2.) 
,4 (П) ~ mtmI-4)(1 + т I-m ~ .. , + т .f-

.1. 

za тђ2, Il. ~2 , sto је i treba10 dokazat1. 

Pokazimo sada da је 

п.. 
LA(n)~2m 

1 
(6) 

Razmotr1mo 1zvornik G predstavljen па sl.9, gde је 

~ po.cetn1 1 jed1nstven1 zavrsni Cvor. 

Prema algor1 tmu А1 ana11ze 1zvorn1ka za skup 7l rec1 

koje odgovaraju prostim cik11ma izvorn:iJka. G , а koji pro-

1aze kroz 7.;'-
о 

, konstru1semo drvo Т(ТСј v1sine 7z • Iz sva-

.kog cvora drveta Tlrtj , koji nije krajnj1, izlazi tacno . 
7rl rebara. 1-- 1 sprat drveta rflL) sadr~1 т(, cvorova. 

,~ 
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:'::>vaka od njih za .(... < п obelezena је izrazom oblika 

() ( ((.:/ ({/ i )' 
7 а {,. ~ v К'2 у... v Rm 

gde је 
1/ ~i/ 
~J reg1.1laran izraz, pridr1.1zen nekom cvor1.1 

sprata drveta T(~ 1.1 koji 1.1lazi теЬто koje iz1azi iz razmat-
. 

ranog cvora < -og sprata. Lako је pokazati da је sloze-

nost izraza (7) jednaka т 1.1.. f- m.t"' , gde је ~== II K)':'/II 

( '/ ~ ::i ~ m ). Uzimaj1.1ci 1.1 obzir da izraz /(; A./GJ ima oblik 

i teracije i oznak1.1 //RI/ == бn , dobijamo da је 

Вn -;:: т/т 1-2) + m2;1771-:1.Ј+ " . +- mn-~ /m ј1.) + m n 
== 

п 

= 2. m (:l + 77l -1- т 2 f- •.. -1- т п -1.) = 2. т . т -.1... 
, 111 - 1. 

Posto је za proizvoljno m:r Z ,71 ~J., 2m m~1. ?/2mп imamo da 
. т-1. 

~e nejednakost (6) tacna. Теотета је dokazana • 
. :1 

Dokazano tvrd:enje pokaz1.1je da је velicina L (17.) Ы tno 
А..! 

~anja od velicine LAfn) , tj. da neznatna izmena algoritma 

А daje algoritam analize izvornika kojim se dobijaj1.1 re-

g1.11arni izrazi znatno таnје slozenosti od slozenosti izraza 
." 

iz sk1.1pa R . 

2.3. OCENA FUNKCIJE :frn) 

Poznato је da proizvoljan reg1.1laran dogad:aj moze biti 

predstavljen razlicitim reg1.1larnim izrazima, [9] • Ot1.1da 

ае postavlja ртоЫет njegovog~dstavljanja reg1.1larnim izra­

zom minimalne slozenosti. U uvod1.1 је data funkcija ;;[rn):::: 

:::: тпо-х IIRrGJI! , gde је Rt/;) regularan izraz minimalne sloze-
IJСI/~л 

nosti, takav па је IRfG)/ = /01 • Takode је bilo тесеnо da 

f'1.1nkcij;-:. ~ (n)= maX!it{(GJI uzeta ko.o mera efekti vnosti all(~ori tma 07.. 
vl ~n . 
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majorira funkciju ~(n). Radi dokaza teoreme koja karakter1-

эе funkciju ;;е(n) , ocenicemo broj Nrn,7Тl) svih regu1arnih 

dogadaja, koji semogu predstaviti izvornicima nad azbukom 

Jl od m slova, а ci ја slozenost ni ј е уеса od 7l , а 

takol1e broj т/п) т) sviћ regu1arnih izraza slozenosti 'п 

nad istom azbukom .It . Оуе осеnе, daju se u sledecim dvema 

teoremama. 

Teorema 2.3.1. Neka је 7n - const. i Il.-...,.OO • Tada 

је 

Lo2Nrm, п) '"v 12 (m-.1..) {О9, п • 
~ ~ 

Dokaz. Ocenimo odozdo broj !Vfn/mj. Razmotrimo skup 

izvornika {i п (nad azbukom ,.:(f , 7Z:r 2 ), koji imaju 

jedinstven zavrsni cvor kojise pok1apa sa pocetnim cvorom 

~ '. Skup svih cvorova рrоizvоЪјnоg izvornika iz skupa 

(in pripada 'Prostom cik1 u Ј[ = V; Pi1!j ... fn-i1'п-i~n ~ ci ј е ј е 

svako rebro obe1ezeno slovom аЈ.. Hebro koje iz1azi 1z суо-

ra 1Г/ ( i s ј ~ п ) 1 koje ј е obe1ezeno nekim s10vош 1z 

.Jt \ {а1 3- uvire U pJ:"oizvo1jan cvor izvornika. Na sl.12. 

predstav1jen је jedan od izvornika iz k1ase q , nad azbu-

kom 

81.12. 

... 

:,( 
;: ~ 
i 
1'· 

" Н 
1:: 
i~i :; 
н' 
1, 
I ~ i' 

!I~ 
I:!' 

1:" 
l' 
( 
i: 
!:!: 

ј: 

!ii J 

i' 
t:' 
1" 
1:.·' 
1 
1 

I 
1,' 

! 
!! 
!: 

.~ 
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Za fiksirano п odredimo b~oj izvornika skupa G-7t.. 
N eka је 1!:. 

1 ( о ~ -:i ~ п -1.) proizvoljan cvor izvornika С-N. 

l{ebra koja iz njega izlaze i koja su razlici ta od rebra 9-;"+1. 

а obelezavaju se slovima iz azbиke ft \ {Q.i) mogu se provesti 
т - 1. 

u cvorove izvornika па (n+i) naCina. Medutim svaki od 

izvornika'lz skupa G~ ~ima п cvorova, ра prema tome u 

skupu 
n (m-Ј.) 

ima (n+i) izvornika. Lako је pokazati аа 

razliciti izvornici iz skupa 6Гn zadaju razlicite regular­

"' ne dogadaje. Zaista razmotrimo izvornik Gn kod kojeg 

iz cvora ?Јј' (о ~ J'~ n- i) vodi rebro obele~~eno slovom ai 

( i =1= 1 ) и cvor 1Ik i izvornik , kod kojeg iz cvora 

Vj" rebro obelezeno istim slovom а;. vodi u cy-or 1I.t i ( -l~ k ). 
" '. 

Ocigledno rec f> = ај. а.Ј." • 0..1. а!, аЈ. а1. ... аЈ. 
~~( з-рut.1 n-k)- puta 

i ne pripada dogadaju i G~I ' tj. 

pripada,d~gadaju IC~I 

(C~I =IG-~.l . Na taj 

nacin dobijamo da је 

Nr n т) 'Z 2.777 - 1...+ :5 2 (m-.1) /,5 (m-.1..) ( п (Тn-i) 
I r + ~ + .. . -+ 11. + .1.) ~ 

""? (п + 1.)n (iТZ-l). 

tj. 

~aaa ocenimo odozgo broj /V(n,тn). ~vaki izvornik G 

slozenosti П то7.е Ы ti konstruisan па sledeci nacin. 

f Odabira se skup %avr~n1h суогоуа izvornika С 

'.r о odabiranj е se moze uradi ti па najvi ое 2П naCina. 

~lz definic1je izvorn1ka, tj. 1z c1njen1ce аа је svak1 

njegov суот dostizan iz pocetnog суога, 1zvornikom а od­

геаuјс ае ncko drvo i) koje 1та 7L cvorova i п -1 reba-

ra. Росе "tn1 cvor 1 zvornika ci ј е koren drveta CfJ • Poz-
71- 1. 

nato је аа Ьтој takvih neizomorfnih drveta nije уес1 od 4 • 
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з0 Svako crebro drveta i) obe1ezava se nekim slovom 

azbuke fl . Broj nacina obelezavanja rebara drveta 

ci od ·тnn-.i .. 

nije уе-

40 Odabira se skup rebara izvornika G , koja nisu 

rebra drveta ~ • Broj takvih rebara jednak је уп·n- (n-l) • 

Svako iz nј ih obele zeno је nekim slovom a:z'buke fI:. • Broj 

nacina provodenja ovih rebara nije veci o~ (n+ 1..) п (т-1.) + i . 

Коnасnо dobijamo da је 

N (п т) ~ 1:; 2 ~ Lf {-1. m (.. -! ( i + 1.) <.: (т -1) -1- 1. ~ 
, . 1 

, {.-

< #-, 2 3 {-2 {-1' ['(177-1)+1... 
.... L-. . т . (lt-1.) '. ~ 

i ::1 

<: 2'n-2. n-1.( 77(m-1.Ј+l ..... . т '. п.;. 1.) • 

Odavde sledi da је 

( 2) (052.N I п, т) ~ 3n - 2 + (n-; јЈ !О92m + (77 (т-1.)+ 1.) / ogjrl+i.)-I- (~%..n. 

Ako је m с onst.. i 71. -? С<Ј , onda iz (1) i (2) dobija-

то da је 

Teorema је dokazana. 

Teorema 2.3.2. Neka је m(ll,m) broj J?egularnih izraza 

slozenosti П nad azbukom od m slova. Tada је 

п i 7г 1l+.1 
- f 1 71-1. т --г-

2 :г: 7lг 2 ~ m. (71, т) ~ 1'2. . 

Dokaz. Neka је R proizvoljan regularan izraz nad az­

bukom Л ,slozenosti П, i neka эе u nјети realizuje 

n1 operacija disjunkcije, konjunkcije i iteracije izme-

slova azbuke ~ • Za izraz R , // Ri/= п , 
konstruii3emo drvo Д) , koje ima 71-1 rebara, tj. п 
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Суогоуа. Суог .]}- drveta.j) koji nije krajnji obele~ava-

то jednim iz simbola operacija dis:junkcije, konjunkcije i 

iteracije. Кгајпје суогоуе drveta ~ obelezavamo slovima 

azbuke :.1/: • Ocig1edno drvo ~ sadrzi n2 krajnjih суо-

гоуа i. ~Ј,' суогоуа obele~enih simbblima navedenih operaci­

ја. 1z cvora obelezenog sirnbolima operacija disjunkcije ..t 
, 

i teracije iz1aze dva геЬга, а iz cvora obe1e!1Enog siтbolom 

iteracije jedno rebro. Lako је uociti da broj 7Т((n,т} svih 

regularnih izraza slozenosti п nad azbukoт JI: nije veci 

od broja svih drveta gore opisanog,oblika. Ocenimo broj ovih 

drveta. Svako takvo drvo moze biti konstruisano па sledeci 

ndcin. 

1° Odabira se drvo sa korenom, koje ima 7'l1.+ nz=n Суо-. 

rova od cega 11.2- krajnjih. Оуо odabiranje moze se izvrsiti 

4-'n- i 
па najvise .nacina. 

1 

Cvorovi razliciti od krajnjih, obelezavaju эе sim-

bo1aima operacija disjunkcije, konjunkcije i1i iteracije. 

Оуо se moze uraditi па nacina: 

з Q 
Svaki krajnji cvor obelezava se slovom azbuke Jf. 

То obe1ezavanje se moze uraditi па 
п 

Т11. 1. naCina. 

Prema tome imamo da је 

(1) m( ) 4 n-! ]1'1. "1. 
п/т ~ . тn . 3 . 

Kako је i 71-1 ---
:2 

п + 1. 

2 
• Na osnovu ovoga i~ (1) dobijamo da је 

71+1 
~ 4-n-! ~ n-! 
'Н. (71, тЈ ~ . т . .3 , 

tj. konacno 
n-1. ?1f1. 

77l (71,т) !: 12. т . 
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Sada ocenimo odozdo broj ~(nlm). Ocenimo broj izra­

za R , IIG'!I=n ,nad azbukom .11: , cije odgovarajuce 

drvo ima oblik predstav1jen па sl.13. Broj krajnjih cvorova 

drveta J)R jednak је П +1 а broj onih koji nisu 
2. 

, 
krajnji n-! . Svak± iz n+1 krajnjih cvorova drveta 

:2 -~-

&Ј1( moze biti obe1ezen jednim od 7тl slova azbuke .:ft-

tj. svi krajnji cvorovi drveta 6V~ mogu biti obe1ezeni 
71+1 

па m~ nacina. Cvorovi koji nisu krajnji obe1ezavaju 
П-1.. 

se simbo1ima operacija disjunkcije i konjunkcije, па 2~ 

nacina. Na taj nacin dobijamo da је broj izraza R navede-
77-.1. 71.,.1. 

nog oblika jednak 2'Т m ~ , tj. 
I . .". 

п-1 77.-1-1 

(2) щ(rzfm)~2-Г.m·~ 

, 

~~ najednakosti (1) i (2) sledi tvrdenje teoreme. Тео-

rema је dokazana. 

Sledecom teoremom moze biti okarakterisano ponasanje 

i'unkci је :f (п) . 

rr е orema 2.3."3. 

Dokaz. Teoreтom 2.3.1. pokazali это da broj Ntn,mj 

svih regularnih dogadaja, koji se mogu predstaviti izvorni-

cima cija slozenost nije уеса od П nad azbukom Л. , 

~adovo1java nejednakost 

, (1 ) N (П, 117.) q (п + 1..) 7z (т - 1.! 
u teoremi 2.3.1. dohili sтo gornju осеnи broja Л7(~m) svih 

l'egularnih izr'aza, zadatih nad azbukom ./1: , odredene 810ze-

;.Ц 

"1 
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nosti '*-

Па Ь! regularnih izraza с1ја slozenost nije уеса оа 

.~ bilo dovoljno za predstavljanje svih regu1arnih doga-

Sl.13· 
.0> 

ааја zadatih izvornicima slozenosti П ,mora· Ы ti zadovo-

ljena nejednakost 
-k 

(3) ~ !Т{(t',m) ~ Nfn,m). 
(.-1 

1z nejednakosti (3), koristeci (1) i (2) imamo da је 

-k ' <"1-1 
~- (.--1.. -т п (m -1.) 
~ 12 . т ~ (п f- i) 
.(..1. 

Иеdutim" . k .tf ~ ~ *+1. 
i=- (-1 .<';1_!'Z /12 -(772_ ј) /.. Ут (12~ т 2 _ i) ~ 12 ' m""2 . 

..-.'!:.... f 2 . т - {:2 Џ'П/ - i)' , . 
l .. l kl-i 
'е - т - 1.. Ot а' d' 1 2 . rn Q ~ (п + 1..) • u 3. l.шаrn о а Ј е tj. 

.Ј!? L0'1:;.f2 -+ .~ {О92m + 110Jzm ;р. -п (т - 1..) (О:Ј2.(n f-i); 

Ocigledno је ;;((11) 7,-'k , tako аа i z poslednj е nе ј ednakosti 

z а 'п ~ с"() imamo аа је ;((rz)?J m-1.. .n(о:;n = ~(m),n{ojr· 
(оа 1'2·f Ј.. L оа !11 

:/2 :2 ..12 
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!..Ој212 +t{~m 
gde је С(m}-

т- i • Ako 7Тl~ DQ , с (m)...-v 

Коnасnо imamo da .је ;;trn) ~ {nZ 'n{0:ln 
of4m 2 

sto је i trebalo dokazati. Teorema је dokazana. 

.. 



G L А V А 111· 

о EFEKTIVNOS,TI 

А А N А L 1 Z Е 1 5(7. R) 

AUTOMATA 

А L G О R 1 Т М А 

S 1 N Т Е Z Е 

u ovoj glavi razmatraju ве problemi efektivnost1 a1go-

ritma ana1ize А i usavrsenog algor1tma sinteze S(~.R} 1z-

vornika У.М. Gluskova. Опа ве sastoji iz dva paragrafa. U §1 

dokazuje ее da regu1aran izraz dobijen pomo6u algoritma 

А analize izvornika "skoro uvek" nij е minimalan. Osim 

toga opisuju ее dve beskoIlacne klase izvornika Х1 

koje imaju svojstvo da primena a1goritma А па elemente 

ovih klasa rezu1tira respektivno вато minima1ne i еато пет1-

nima1ne regu1arne izraze. U ~ 2 razmatra ее efektivnost 

usavr~enog a1goritma sinteze'izvornika Y~M. Glu~kova. Termi­

nima teoreme 1.1.2. efekt1vno ее daju k1ase јЦј 1 ~2 re-
ft 

gularnih izraza, takvih, da za
r 

svaki iz.raz Ј) iz ./111 1zvor-

nik је minimalan, а za svak1 1zraz 
-:1) 

1z JJIz 1zvor-

nik п! ј е miпirп.аlап. 

3.1. О ЕFБКТIVNОSТI ALGORITMA А 

Роdsеtiшо ее da smo u uvodu rada sa oznacili 

skup svih isvornika, koji Ilетаји vise od п cvorova, а sa 

..,)" ; , 
V~I( skup svih izvornlka iz Ј.{п za koje је regularan 

.. 
1. 

! ' 
, 

1'" 
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izraz А (G) minimalan. Ротоси /Ј{! bio је oznacen broj 

izvornika klase Ј{ • Sledece tvrdenj е pokazuje йа regularan 

izraz dobijen роrnоси algoritrna А "skoro uvek" nije rnini-

malan. 

Teorema 3.1.1. Ako 77. ~ с>о , onda /Х'; / --'>' о 
IКn/ 

Dokaz. Коnасn! orijentisani graf N эа izdvojenim 

cvorom ~ ,cijem је svakom rebru pridruzeno эlоуо azbuke 

~ , nazovimo kvazi-izvornikom ako эе izdvajanjem nekog nje-

govog podskupa cvorova F~~ dobija izvornik эа pocetnirn 

cvorom 7{ i skuporn F zavrsnih Cvorova. 

Oznac оЛnо эа /1 (11) skup svih izvornika koji эе mogu 

dobiti iz kvazi~izvornika М. 

Neka је Н 

Ocenimo deo fJ(H} 

kvazi-izvornik koji ima 

izvornika G iz !1(Н) 

Је у гm Cvorova .. 

za koje је А(ст} 

minimalan regularan 1zraz. ( Ovde pod prH) podrazurnevamo od­

поэ broja izvornika G iz !1(Н) za koje је izraz А (6) rninimalan 

prema broju svih izvornika koji эе rnogu dobiti па gore opi-

sani nacin iz kvazi-1zvornika Н ). Ako ni za jedan od 1z-

vornika G iz 1'1 (Н) regularan izraz A(G} nije minimalan, 

onda је p(I-I)r О • Neka је 6€!1(fI) i neka је A(G) rninirnalan 

regularan izraz. Razmotrirno skup F zavr~nih 5vorova izvor­

nika G .. Pretpostavimo da је nј ihov broj /F I '/ т .. lJ.'ada ocig-

ledno postoje dva razlicita prosta puta лј i лz izvornika 

G iz pocetnog cvora ~- u razlicite zavrsne cvorove, ciji эе 

poceci poklapaju. Nije tesko videti da u tom slucaju pute­

virna .:fj 1 Jl2 U izrazu AfGJ odgovaraju clanovi oblika 

R·R:f 1 RR2 gde је "R =t е , tj. А(Гт) је oblika рр:! v RR2 v 

V ~ • Ј asno ј е da А (6) ni ј е minirnalan regularan izraz 
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jer izraz .l({R:J.v R;)vR;5 ima таnји slozenost. Prema tome 

/F/~m i broj raz1icitih izvornika' u MrH) , takvih da је 

A(G) minima1no nije уес! оа ve1icine 

Neka је G ~M(H) ineka је regu1aran izraz ArG) mini-

ma1an, tj. skup F zavrsnih cvorova izvornika G nе sadr-

~i vise od m cvorova. Razmatraj~ci raz1icite skupove 

r::';2F zavrsnih cvorova,dobijamo raz1ici te izvornike iz М(Н). 

Ocig1edno broj takvih podskupova F' nije manji od 
k- rп 2' "( , 

k-m k П7 

t ј. !1 (#) ~ 2 i р (1-1 ) ~ ----
2 k - m 

.\ Kazmotrimo вааа proizvo1jno E~O i pokazimo da posto-

/ хn'I ji takvo !V([,ТТlj аа је za rz~N([,m), _ 
1Rn.1 

<Е • 

." 
Odaberimo N1 (E,n7)"72m, tako аа za k 'P~(f',m) vazi nejed­

, nakost k
m 

2 k - m 
• Tada је za proizvoljan kvaz~-izvornik 

1-1 , koji ima k q ~(E, т) cvorova, Р(I!) < f . Odavde, kako 

ве skup svih izvornika ва k cvorova razbija па шеdusоЬnо 

disjunktne podskupove oblika М(U)., to deo izvornika G ва 

k cvorova, takvih da је А (G) minirnalno, za k 7t{,tE,m) rii ј е 

veci od Е 
"2 

• Јавnо је takode, da је аео izvornH~a G za koje 

ј е А (б) rninimalno, u odnosu па вуе izvornike ciji broj cvo-

тоуа k ~~adovoljava nejednakost N(E,m)~k~ 7i manji 

Е • Neka је А (х) broj izvornika ko,ji irnaju lI1аnје od х 
2" 

cvorova i neka је Б(~~ skup izvornika'koji nemaju таnје 

od х ni vise od IJ cvorova. Тааа је ocigledno 

IХ: I ~ A(~((,m)) + ~ B(N.t (Е/тЈ/77), 

I Ј(n / = А (~ (Е, тЈ) + 8 (N.J ([, т) 1 п) 
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tj. 
/:7(;/ А (~(E,mJ).f : B(M(~m}J -п) 

~ -------------------------
ј.Ј{лl A(~(EJm}! + 13(~(f,ml,rr) 

Nije tesko proveriti da B/~(E,m)Jn)~&x> kada 
1. 

та torne пас! се se takvo N (Е, т) ~ ~ (Е, т) 

• Pre-

da za 71 /' N (Е, т) 

desna strana nejednakosti (*) тапја је od с . Теоrеша do-

kazana. 

Dokazimo sada da primena algoritma А analize izvor-

nika па izvornike iz klasa ЈУ[ rezultira respektiv-

по эато miпiшаlпе i samo пеmiпiшаlпе regularne izraze. 

Teorema 3.1.2. 

а) Za proizvoljan izvornik 

minimalan. 

Ь) Za proizvoljan izvornik 

nije minima1an. 

Dokaz. Rаzmоtriшо k1asu ~ 

1jenog па sl.14, gde је t:li'li#-q,"r," za 

Sl.14 

G iz Х1 izraz А (G) је 

, '. 
G iz Х.2 izraz A(G! 

.ОО 

izvornika oblika predsta.v-

i-:li . Svaki izvornlk 

ovog oblika zadaj е regu1aran dogad:aj, с! ј i је regularan iz~-

raz oblika R = ~ v " "" v.9( gde Ј"е :f'.. - О" 0"2 .". а("n 
, t - 11 l <'" 

i prva а takod:e i poslednja эlоуа raz1ici tih reci ~" ви 

raz1icita, ( ~ ~ i ~ l ). Pokazimo da је svaki regu1aran 

izraz (О. ovoga 'oblika ~inima1e.n. Uzmimo prvo da је I~/::: {g')], 
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tj. doga<!aj R је rec Р . Ako је R' minima1an iz-

raz i ako је / Ј?'/ = {УЈ ј , onda па o.snovu konacnosti dogadaj а 

/ R ''/ . R.' V Q > R I /) l.zraz nе moze bi ti i terac:i ја < • Ako је =- U::.ty ... 

. " &rz ( rz ~.1.. ), onda neki od d?gadaja 11211 (1. ~ l' ~ ~ ) 

sadrzi rec !? i /R'!=klj/:=:{9} , sto је u suprotnosti sa 

Х' R' .• Zato se minima1nobcu.~~xaza R' moze predstavi ti u оЬ-

1iku , gde је ) i1i rec i1i , 
izraz oblika а (у (111 • Pos1ednji ~lиcaj је nemoguc, jer bi 

tada dogLi.daj /7('/ imao nајтаnје dve reci. Prema tome svako 

{l {,. ј е s 1 оу о , t ј • је oblika 

Neka је za svako .l ~ n-ј. уес dokazano da jedinstveni 

minima1ni izraz koj i zadaje regu1ar;an dogadaj {~:1;" ) 9е Ј 
.f. .. ~ ~ 

V R " ima оЪ1ik а,'l . _ . а. i neka је minima1an regu1aran 
• ~ l'Z' (. ... 1 {, 

izraz, koji zadaje dogadaj {51? .• , ~} za -е:: П • Ocig­
.0; 

1edno R' nе sadrzi operaciju iteracije. Neka је 7(= а.1 "0 a'i 
~ IR'I Ј/) Ј Posto / sadrzi nајтаnје dve reci, to za neko { ~~ sadr-

zi najmanje dve reci. Lako је uociti, da u tom slucaju, do­

gadaj /R'l sadrzi i1i dve reci koje pocinju sa jednim istim 

slovom, i1i ауе reci koje se zavrsavaju istim slovima. Pre-
I 

та tome sluС'з.ј R = 121. •.. &<1. -о' nije moguc i А је oblika 

Ocig1edno је za proizvo1jno -t- 1. ~ /Qt.'/~ е-Ј , 

i svako Q.l: (1 ~ -i. ~ Z ) је minimalan regularan izraz koji 

zadaje dogadaj I&i/. Prema indukcijskoj pretpostavci Qi 

тога imati oblik disjunkcije reci, koje ulaze u clogadaj 1Qi/' 

а iz minima1nosti R I sledi аа је /Qt..J () 1f2;/= Ф za i '=1=1' 

Ойауйе sledi йа R' ima oblik disjunkcije reci .;fJ., ••• , 
.f} , tako аа је regularan izraz А (G) , gde је G izvornik 
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Na kraju primetimo da је za k1asu Ј{:). izvornika" za 

koje a1go~itam А daje regu1arne' izraze koji nisu minima1-

ni,dovo1jno uzeti skup svih izvornika nad azbukom Jf od 

771 slova koji imaju vise od т zavrsnih cvorova. Teorema је 

dokazana. 

3.2. О EFEKTIVNOSTI ALGORITMA Sf71,1() 

Zadatak razmatran u teoremi 3.1.2. moze эе па prirodan 

nacin postaviti i za usavrseni algoritam sinteze izvornika 

У.М. G1uskova. Usavrseni a1goritam sinteze izvornika V.M. 

G1uskova, koji је opisan u uvodu rada, daje se nekim nizom 

~ izjednacavanja osnovnih mesta regu1arnog izraza koji ве 

u konkretnom эlисаји razmatra. Sledecom teoremom сето pokaza-

ti da primena usavrsenog a1goritma sinteze izvornika V.M. 

G1uskova па proizvo1jan izraz ~ iz klase ~i regu1arnih 

izraza, opisane u uvodu rada, rezu1tira minimalan izvornik 

S(?,~), а njegova primena па proizvo1jan regu1aran izraz iz 

k1ase Л:;. daj е neminimalan izvornik s(т;,~). '" 

Teorema 5.2.1. 

а) Za svaki regu1aran ~ iz .Jl&.. P?stoji takav niz ~ 

izjednacavanja njegovih osnovnih mesta, za koji је izvornik 

,S(1(/ZJ) minimalan. 
t. , 

Ь) Za proizvo1 јап izraz /i) iz flI; i niz izjed-:-: 

пас:ауапј а nj e{r,ovih osnovnih mesta, izvornik nije mi-

nirna1an. 

Do1caz. а) RаZПlоtrimо proizvo1jan.regu1aran izraz 
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iz ~ • Nije tesko uociti аа БU оэnоупа mesta izraza 

otJ== ~Y о • , v ~k ( -к Ј? 1 ), OfJ{ '= !ljo{Ji1 >:Ptl" "РаГ1 (6lt '-5i> <fi1(' 

(--5i :;;0) koja эе nalaze neposredno posle poslednj ih slova reci 

!Jij" i 17. . .( 1 ~ 1-' :s.. k ) теаиБОЬПО slicna. Primenimo па ta "{(,1+1 . 

mesta operaciju izjednacavanja slicnih mesta i prema usavr-

вепоm algori tщu sinteze l.zvornika kопзtruisimо iz.vornik ~ = 

N eka ј е т uopsteno mesto izraza ,ј) ,koje odgovara 

gore ukazanom nizu izjednacavanja mesta. Pridruzimo оуоше 

mestu т izraze N'm(rf)} i Km(~) , koje сето zvati 1il - ро-

cetkom i т - krajem izraza &Ј Moguci эи sledeci sluca-

jevi. 

а) m Бе sastoji iz jednog mesta koje је mesto clana 

~. t. posle slova ~ gde је 'г?'~ 

-1 '* /.);. · Тааа је 

лIт. rcV) ~ У/.о (&/1> ... (Q,j'> 'Р1. о •• Р-1 

Кт (clJ) = ?~ri ":?f[. < o.l~jll > q'{,irf. .. о < Q (:5;> ~~{ ). 

Ь) т ве siJ.stoji iz jednog mesta koje pripada clanu 

с2Јо t i nala zi Бе posle slov<.:J. S(.-s reci Qtj' = CZ/ .. :Z.$' ОО cz е ' 

z '7 <> Тааа је 

J~n (Ј')) =- !?io (Q{j > . , , <alJ.j > ~>j-l <а,ј> 71" , сј ~. 

K~l (Ј)):: tf1 f' 1 '., q tz «(}tj> ~j' . ,. (Q(5(-> q~',ji ј 
"7) 

с) т эе sаэtојi i:,j dvu. mesta izra;(..;:J. t>V t koja зu 

rаороrеdепа. nepo~3I'edno роэlе reci ~/ i 0(,111 . ГЈ'айа је 

Nm (.ј)) =!?t, <(21)''' §'. .. 1 <п '/ Q , /" п,. > 
'" {,ј-' <Х'ј ::J(.J"t.f.lI1~.1" 

Кт (,V) -::: (0.1.)+1 > rJ;~j fJ, ., • «(Ј(1 > ~10 
l l. 

d) m је pocetno шеоtо. Irada је 

za 
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Jasno је da se regularan dogadaj НmЮј sastoji i5 svih 

takvih reci f za koje 717. ulazi u uopsteni р - spektar 

izraza t!lJ • (Uopsteni ?- spektar izraza ~ је Bkup svih 

njegovih uopstenih mesta т , takvih, da bar jedno od овnоу-

nih mesta koja ulaze u т pripada fJ - spektru izraza ti) .) 

I.ema 3.2.1. Ako је Nm l.IO)4Nm l,fJ) , onda su dogadaji 
../ . !l. 

/Nml.1J)J 1 !Vm I~) d1sjunktni • 
. 1 1-

Dokaz. Neka је Nm(./.fJ)·=: Rio(5;j)"R{f<Sa) ,.oRit[-l< Sii{>Л~{tt.' 

( .i f{_1?2}). Neka rec РЕ/Nл/iJ)јf1/Nm (ЮЈ/. Tada se fJ mо7.е 
. ~ ~ 

predBtaviti u obliku 

{,".1, 'о S tt':1 t;of{R R(.'a S;1 "t.,Oj ,-., ••• R·· S, 'О.Ј.. ~ "" (. t;,0 -1. 1. ti 1.',. 

Odavde эе v~~di da је jedna od reci .-f;o i R20 pocetak dru-

ge. N eka ј е rec R/o pocetak reci it2Q Ako је t 1 ~O , оn-

da prema def<iniciji с1аnоуа izraza ,i) , RfO se mora podu-

darati ва R!l.O i S11 sa 5121 • Ako је 1:1.=0 , ondLL је jQ=Rto 

i neophodno је da se R!10 podudara' ва R 10 , jer Ы inace 

rec fJ , ciji је pocetak rec R20 , imala уеси duzinu od du­

~ine reci Rщ • Pri tome, па osnovu razdvojivosti с1аnоуа 

izraza .:о, t
2
-= (Ј. #m(/l)J;: N I.f)), sto је u Buprotnosti за pretpostav-

1 ~ 

korn 1ете. i,ato је t f "70 , 1:10;::: ~o 

nacin fJ ве mo~e predstaviti u obliku 

р :::- ~o S1~' R,t rz.1 -:::- R,o.511 Л;1 2'2 

gde 8Н 71 i '1~ reCi. Лkо је ~! -< t:Ll ' onda skracujuci 

pos1cdnju jednakost' R S ~'f 
эlеуа sa '~ ff dobijamo 

"о S еи - ен t:7 
( 1) 1\ 11 21:= 11 ~ :11 7.~ 

tJocimo da эе prema definic1j1 ~/.!lJ) (i =1.,{! ) i11 prvo 
(. 

эlоуо reci Л;1 raz1ikuje од prvog Бlоуа reci 511' 111 је 
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к,: sopstveni pocetak reci S-f1 ,pri сети је u poslednjem 

эlисаји ?ј -=: е. i duzina reci К11 таnја је od duzine reci 

koja se na1azi па desnoj strani jednakosti (1). u оЬа sluca­

ја do1azimo do protivurecnosti iz koje zak1jucujemo аа је 

.1'1 ~ ер1 .• Analogno se dokazuje nemogucnost slucaja . .e1f > е21. • 

Коnасnо imamo da ј е .f1, == .е21 • Na isti nacin zakljucujemo 

Ја је Rft == ~1 , 51:2 -= ~2 ' t,2. ==-t~(l , i td. Na kraju 

krajeva dobijamo аа је Nm (.f))~ ~ (ю) , sto је suprotno 
1. Q 

pretpostavci 1ете, tako аа nе postoji rec f' Е/;./т (:[}Ј/ n/Nm (Ј))/ • 
1.. Z 

Lema је dokazana. 

Lema 3.2.2. Skup uopstenih mesta izraza ~ је cvor 

izvornika С -= S('?7tf)), tada i samo tada, kada se sastoji 

iz svih uopstenih mesta .177.. , koja imaju јеааn isti m -

pocetClk. ,О> 

Dokaz. Neka је 1f cvor izvornika G ,dostizan iz 

pocetnog cvora 7{; ро putu cija је odgovarajuca rec р , 

tj. '\1 је skup svih uopstenih mesta izraza .ј) , koja pripa­

Јаји uopstenom р - spektru .Ј) • Neka uopsteno mesto 772 

pripada V- • Tada је р t: I/Vm (;[})/ , tj. svi m - poceci mes-

ta ',.,.z , koja pripadaju 1/ ,sadrze (kao dogadaji) rec 

.р i па osnovu leme 3.2.1. ovi se 77?. - poceci podlJ.daraju. 

Ako је т l proizvoljno uopsteno mesto izraza r2) , takvo 

da је ~((.f))=Nm(.j)I, gde 'm~V- , onda fJt:/N~JJ))/. lJrugim re­

Cima,177. 1 u1azi u uopsteni. р - S,p~",:ktar izraza fl) , tako 

da је zaista skup svih uopstenih шсstа т ,koja 

imClju jedan isti ?п ~'pocetak. 

rv 

Obrnuto, neka је m skup svih l10pstenih mesta 7n , 

k · . . . ааn isti rn - pocetak N ~ RаZПlоtгiпlO rec Ј:) € /N/ .. О:] а l.Ш:l -Ј U Ј е I 

ј,ј 

':1 



- 88 -

r-
.;о F'okazimo da је 7n uopsteni fJ - spektar izraza . Ako 

rv 

је т(;··m imamo da је Nm(.j}}= ЛI , tj. РЕ /Nm(~)/ i 7Tl pri-

pada uopstenom р - spektru izraza· .2Ј Ako ·mr/m оп-, 
da је ЈN'л/ЈЈ)/пјN/==ф , tj. fJl/N~(rJ))/ i т пе pripada uop-

stепош р - spektru izraza $Ј • 1ета је dokazana. 

Neka је V- C,VDr izvornika (i:::-S('7(,;[)) • Oznacimo 8а 

11~ skup svih reci, koje prevode cvor V u jedan iz fi-

nalnih cvorova izvornika G i nazovimo ga dogadajem koji 

odgovara cvoru ~ • 

Ocigledna је sledeca lema. 

1еmа 3.2.3. Ako је ·V cvor izvornika СГ' -:z S(1?1~), оп-

да је 

Mv- = / V 1(771 (~)/ .. 
m€ZJ-

Izraz V,( (..Ј)) nazi уато odgovaraj uciт cvoru 1/ .. 
т 

m~lJ-

1еmа 3.2.4. Izvornik G=.5('l'.J)) пе 8adrzi cvor koji 

.. 

Ы Ыо dostizan ро jednorn istom э1оуи iz dva raz1icita cvora. 

l)o1caz. N eka ј е N т - pocet.ak izraza .ј) . (;vor V-

izvornika G , obrazQvan iz svih uopotenih rnesta т izraza 

т za koje је N (.2}),= N , o:6nacimo эа 7Тt./ .. t10guci Би 81е-
т fl (У 

deci sluCa;jevi. 

а) /V::: fJо «((и> ~J. ••• «(Ј/ј> 71 '" 7-1 , gde је 1» 1. i 

slovo. Тада је jedinstven~ суог izvornika G iz kojeg эе 

тoze prec1 u Щ/II , c:vor lТ{ tv' I gde 
. 

Ь) N--= 5!o<QiJ>fl1. ... <&lj) О,;"" r~ada эе u IТlN шоzе 

preci ilj. 1z cvora 7ТlN , , gde је N 1= 1; < Qо,>З: 1. ••• (а',ј.;'>ћ.''' />t-1 

f;. t;:: ~ ••• 'ћ-l Pt ' i1i iz cvora "1.н " ,gde је N'~ .:f}o<O/t) 1;.·Ј ' .. 

.. . <Qt;j.j>J}j-l«(}tј>fl ,··f.j-l ,tlij -= ~1'" fђ • u prvom э1исаји эе 
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prelaz realizuje ротоси slova Pr , а u drugom ротОСи slova 

q6 ,а prema uslovima па izraz ~ 

с) N ~e • Tada se и 7ТZH . nе moze pI'eci ni iz jed-

. ,nog cvora izvornika. 

Nije tesko uociti da је и svim razmatranim slucajevima 

tvrdenj е leme taCno. Lema ј е dokazs.na. 

:Lema 3.2.5 .Ako su rтl1 i 1It2.. razliciti cvorovi iz-

vornika с= 5(1(,.1)) i cvor ?Т{f/. је dostizan iz cvora 71{i , on-

аа т 1 nije ekvivalentno тЈ (Ж1 Ф lТl2. ). 

J)okaz. Ргеtроsti.:iviшо da је m! elcv i valen tno 7172. 

(~"" lТl2 ). Kako је ~ dostizno iz тј ро nekoj reci р 

to је rec р pocetak neke reci f ро kojoj је neki fi-

nalni cvor dostizan iz cvora тј" • 1z toga sto је 7Тl1. ~ 1112. 

, 

~;ledi da је ро reci cf i z cvora 7Тl1. dosti zan neki zavr-

sni'cvor,pri сети је iz cvora 7Т{2. ро re1'5i Р dos·tizan neki 

cvor '/7Zз • Oci{~ledno lТlz rv mз • Odaberimo sada cvorove m~ i 

771з i prema njirna kao prema l1l.t i m2 nadirno neki cvor 771.1; 

Na kr[.i.ju krajeva dobijamo niz cvorova 71lj , m2 , 717з ' ••• , 

т/) , pri сети ј е lTZ.-s -= т i za neko -1." Е { i, 21 ... Ј ~ - 1.} • 

1\ko је ,i > 1 
ft 

, lako је pokazati, аа и izvorniku а pos-

toji cvor dostizan ро jednoILl istom slovu iz dva razlici ta 

cvora, sto је protivurecno tvгdеn;јп leme 3.2.3. Alco је '":::Ј. , 

t ј. 7ГZ1 =- 711-1 , onda тј i m1. pripadaju jedIlom istorn ciklu. 

Иеdutim najkrace reci dogadaja, koji odgovar(ljy,~V5?Eovima 

тЈ i m
2 

imaju гаzliсitп duzinu, sto је и supr'o'tnos·ti sa 

elcvivalentni. Na taj nacin 

pO)(<1Z<11i это do. и proizvoljnom slucaju тЈ ~ nZ:2 • 1Јета је ао-
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Oznacimo ва С!Ј" skup svih mesta т izraza .2Ј ko-

ја obrazuju cvor 1r izvornika G • 

Lema 3.2. б. N eka ви Щl i т1.. razlici ti cvorovi iz-

.vornika Сг:::: 5(7,.:0), .2) ~)J(.i. , pri сети је Ст ()ет #Ф • 
i :z. 

Tada cvorovi т.1 i l1l2 nisu ekvi valentni. 

Dokaz. Neka је OZJ{ ~ {'тЈ f7 Cmf. ' gde је ЈЈ{ clan izra-

za ,2Ј • Kako ј е mЈ. =1= lf!f. , to ви '\1opstena mesta тј iz m1. 
i тQ iz 7772. ' rasporedena u clanu .f)i ' razlici ta. Neka 

ве primera radim.1 nalazi levo od тz . Tada nije tesko uka­

zati rec р , takvu.du. jedno od mesta koje pripada 711'2. р-

sledi za jednim od mesta koja pripadaju 7n j , tako da оуа 

rec prevodi cvor nZ1 u cvor 7Тl2 • Prema lemi 3.2.4. nala-

zimo да n7t~Л72 • Lema је dokazana . 

Ocigledna је sledeca lema. 

v ~ 
ЈЈета 3.2.7. Akoj е гес р -= '1. do bi ј ena ciklickim роmе-

ranjem iz reci 

опда је gde је 

( ti је rec, ~ је prirodan broj), 

dobijeno ciklickuim pomeranjem 

iz reci 1, 

Le та 3.2.8. N е ka ј е р m = 2 
yl. 

( f> , ~ - re с i, 

7l? , п - prirodni brojevi). Tada. postoji гес 'z , tako 

da је р""" rz-k q-:=:7.L 

!)okaz. Razmotrimo tJ - rec рр р · • Posto 

ј е рl71: СЈn , to ве опа poklapa ва W-reci lJ..<i9., •.•.. 

N е ка ј е С{ i , (! = 1 :1 '.2, . . .. ), 

Neka:::JU df' ~/јЈ/ i d~ == /;Z/ , redom duzine reci fJ i q 

Ocigledno, tacia ;Је za proJzvoljno i Cli.fdp -=' а.{ 'Й(fd:z= a i • 

Neka је с/= (c~/cIZ) nајШ:.lп,јi zajednicki sadrzalac brojeva 

.. 

. i 
! 
! , 



za clf i a~ 

~) d·:::fd(Зf--'5df 
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Tada је za odgovarajuce се1е brojeve 

, tako da је za ~ уесе od nekog 

ео:::: аm1+ 1 •.. crl17.+~)cltz..' 

, gde је 2 = atn~+1.' 

pri сети је 

=:О ·,·а . Ј' sto i dokazuje 1ети. 
md~f i mdJ--f' 

i 

Lema 3.2.9. Neka је K=9J.<61f>~<Q.f.)" ';;(-(1>~+i ' gde 

s u .:f} '((i r е с i &с' #: е , (1 ~ '-О ~ -$ ) i п е ka ј е 

р-: 1l''Z~ rec dogdaja /R/ , pri сети је tz -F е prva slova 

re (5i rz i 1,. razlici ta i 7l.»' т (1) f 2. + Ifll f- /'Z/) (/ l/ , 17./ 

- duzine reci 
. : ~ 

i 'l , m - nајуеса od duzina 111.1, 

). Tada postoji takvo ,t';;Js.i , da је 

rec Z ... cik1icki slicna .jednoj od reci С21.' ••• , G..(. , РТ! 

сети је /[ t:/§(:J.(C1ef1 > · о. (~~>~"'11 ' gde је Jg;/)-:;(Ј1о.Х(/9(rl/,/Ое~ЈЈ). 
D 1 Р v t· /" /'R/ t ' 1'> О л (.Ј. ,;1) t.~ {ј ,Ј) 
О <:а z о о s о Ј е r <:: , о О Ј е г:::'::7:1. аЈ. ..7~ ((.::! .•. ~ 471 Ј..н 1. 

) 
r П (~aii а J')t}tJ I 

• radaj е z'2 = 071 1 , .. .7/r / Ye'f.1. Q , gcle 

је i.[tl~ (if-l ,pri сешu ,је za <'{I-1. < .<."rfi )(21 poceotak reci 

(2е":;-1 ' а za <'.';-f.f.. -= (.[-1'1&1 је poceotak гe~! ::t;;--f 2. 

(ртеrnа 1z t)oru П ,12z11.j > /Y!t/ ). Pretopostavimo <in ~jeil ~ /9'./ +I'Z/, 

,/ 

.. ... , ..({rj ~)q,/fIZI· 'I'acla duzin(). 

уеса od 
~ I ff;./-+ (1 'l / + / гг / ). т ct х Нј i 1-+ т с{ >( (/а i'-j- ! I , / У; -t fl Ј ) ~ 
·<'""1 

<m(~+-.i)+(/tf/+јrг/)lrZ f'rn ~ m (-1 f2. I-jrt.;'rI2I}? 

nije 

jer prema uslovu,duzina ~'2n nije шаl1.ј<l od 7Z;;-m(1f.2.+ 

+/fj/+/'lJ ). Zato p()stoji takvo i , da је {ј )-/Cl/+/?/ (i1i za 
..... . / 

ј ~- t f 1. , (ј > / fj + 1'2/ ) • 
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Neka је 
·1 . т /ЈI х , ('lf f <" l..f'f- i • а da ј е <.:t р О L= е t ak 

i rec'~ moze se predstaviti u obli-
, I 

ku {2/IIL/ , gde је ~/ neka reC. 
П aln {.e'1-L/.71 

S druge strane ~;Z ==.7 ([[11 u:.. 

6)1 ~ (.1- с'е- ~ 
(.7=.:7:1 (11. .,. (Je~ 7[-1-1. ), pri сети је (i1.:7 ј СЈ. / + 12/ • Oznacimo 

11/f I ,.., 
. q CL sa ttel-i • Tada se poslednja jednakost moze' predstavi-

'ti u obliku 

07. п _ g.> 1(1 ~E~ f- /2: а I §.!Z/ == У>' i!'Z/ 
Z- - ff-f. е+1. fff , 

gde је ;Pllj'? <'/+l-I'l!>IQ/. Dalje je./tz'Zn'(:lrz/+n/'Z/ =/~bl+ 
,., 

sledi da је 7z >/а{'.и/ . Odavde је 1-1'Z11R.,+1 J i iz /tll<I:?1 

Z~ n- /([e~f-L/ ==- ~/Iiif:~ 
"" I ...., /'2/ 

• Kako su duzine reci 'Z Ia.Z +1. i &e-f-1-
.... 

Iа[п/ (1'" 12/ 
jednake, to је 2 ::: . 1'+1. 

Р ;-=/Jb~1 Би jednaka.osto је ~ ~ ~ dobijamo da эе podudaraju i 
.. 

prva slova reci ~ i -l ,sto ј е proti yцrecno sa pret роа-

tavkorn leme. 6ato је za i l'fi < fZf-l 

. 25 t:P (, 1. (. ј. . .1 /Р 
N eka Ј е .г = ..7Ј. {21. ••. ај-l ;:Ј i • 

"..,., t", ~ 

'rada је cf. rzn == g::; ајl.:? ,pri сети је <.ј >- / СЈ. Ј + 1'2/ , tj. 

п ...-... i, .- I'Z/ I'Z/~ ,-:;;-Jr" IZ/ = 
1'2 -"'" :Pcr. 1 &ј :?=:7 ~' 7 .. Pri tome је I:J1 Kj"?-(сј·-/'2Ј)">-

ft 

12/ R. 11 п' 
>19:.1 ; tako da se ај . .р moze predstavi ti u obliku 'г. 'z 

h 11 Х gde јес kraj reL=i , 'г - 'z I,Z 11 ,/ rz // I <: / 'г I I , п <. П • 
"" I ,., П. I // 1'21 ~. I 

Ako је rz = rz~'l , tada је tz .2 -::: ај .:р • Ako је -rz < /аЈ' 

onda ј е / i п 1'2 'l '::: п 112/ + /rz!1 ~ (/Qj /-1) /2/ + jtzH/ -= /(~/lТZ/ fn /'l-/'2j < 1rJ.;/I'Z/. 

Гоslеdnје nij~ moguce, tako da је 1 / I ~ 1&1 '" п "- Јп '/ 11 11 ;.- ај , '2 :/ 'l 'ut./ tz~-= 

-:;:;; /'1'jI,213 >( d V rex.; 'Z~/61.j/.; /).''2/ 
ц::; i post о su uzine l;...... ...... ~ jednake,. to 

је ?j{'~il= &;~tzl • Prema lemi 3.2.7. reci su ste-

peni ј е(lпе is te re ci -t , а prema lerni ј. 2.8. re ci tz. i 
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&ј su ciklicki slicne. Ako је {iH <: (.[1-1. ' onda za {, uzi-
,.., 

mашо 1 Tada је rz. ciklicki slicna reci &,' gde је 

па osnovu gore date primedbe, pri 6ети је ~= 

= (2/1&/:;1. -<~f-1 -1 Jtf2 '" Ci~tA ~п , tj. 4v 6/a"<ae-fi> ... <a~> ~rf. / 

"i JQ"/ < mах (/:t;f-L /,/Qtn/J • U slucaju kada је i Z-fl =:: <[f-1.-

dovoljno је uzeti ')ia је .{:: .[+1. • Lema је dokazana. 

Lema 3.2.10. Neka su тј i l1l~ razliciti cvorovi 

i zvornika r; == s (12 ,.;[)) , pri сети је (т 17 {' 1тl :::: Ф i bar 
1. L 

jedan od regu1arnih izraza koji odgovaraju tim cvorovima sadr­

z i sirnbo1 i teraci ј е. Tada т1 -7-' Тfl.!. • 

Dokaz. Pretpostavimo da је 
t ~I 

= V' .'У.. V Кт (.2)) = . V ;;;1/ 
• N е ka ј е V /( ,,/./Ј)-= 

nZflП1 

-'-=1. (. 'm(;m2.. {-:Ј 
• Posto је ЩЈ.. rv IТZ2..' to-'~. је 

t -1:1 

/.V~· /=/V;z;.·'j . Neka је ~. с1аn koji ima najvise od svih 
.l. ::- i t ::-1. • I 

С lanova :I
t
" i ~. 

... 
·simbola iteracije, 

. п т1. п.. ... ?rz.< tZ'l >Af-t· Razmotr1mo rec 0(71. -:;;: I'Ј. 'lJ. fJz. Cf.;L • " /J;-z tJrz.?!z.+1..' 

OIп GI::zj/. Tada postoji takav c1an ~' da dogad:aj J~.I/ sadr-

:z, i beskonacno mnogo reci vtn. . Neka је ~.'"= g;<~>Yl"·' 

'" 9J<~)9l.t1.. Razmotrimo 110 /~(1 12. +maX(/PiJ+/QiJ), gde је 

-1( = mt<-x (/!I:.) 1 /azr-/} , za koje је с(n() f /;;tj '1 . Tada prema lemi 

~'&7Г" 
3.2.9. РОБ to ј i takvo .f1 /Ј i ,da је rec tfJ. ciklicki slic-

а" а ~/= па jednoj od reci 1' ..• ' еЈ. ,pri сети је ПО 

=~.г.. 'Z:'°јЈз .. -1''1.Z:o/1'Z.fl. 6/:!4.:1.<a~/,1,> .. ·<a~>g;tA, gde је 
" тих {/3;.~/)(Јd-/)9}fL/}= 1:: I ~ k i роnоуо se· шо7.е primeni ti 1еша 
u~tl+2 ':1 
V-~КЈ."'f... " "; d7/"/J)CP 
ј .2 • ~. па re с 0{1'I" i regularan i zraz .7tf1- (&{fi)'" < Ц,<s "Ј1+Ј. 

о d i . 

Гопаv1јајuсi оуо rasudivanje ~ puta dobijamo da эи reci 

ciklicki slicne recima , а/ ' ... 
2 

"1 
~ : 
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• •• ,(Jt.1.. ( .(ј raz1ici ti). Kako ј е -ј ~ z , to је (1'= 1 , 
i t'l эи cik1ic-

ki slicne"sto је suprotno pretpostavci о izrazu џU . ЈЈеmа је 
dokazana. 

,... 
Lema 3.2.11. Postoji takav niz 12 iz jednacavanja odgo-

varajucih i slicnih mesta izraza ~ , а koji produzava iz-

jednacavanja mesta koja odgovarajua1goritmu S(~)~) , da 

ako su т1 i ~ ekviva1entni i raz1ici ti cvorovi izvornika 

tГ.", S ("/) -ZJ) ,onda је svako mesto т1 iz skup .. a mesta koja 

obrazuju n71 izjednaceno sa svakim mestom 7n~ iz m2.. • 

Dokaz. Neka, је 11.1 skup uopstenih mesta izraza .:о 

koja se dobijaju pri opisu a1goritma 51??,:!Ј) • Izjednacimo 

sva moguca odgovarajuca mesta skupa 111 . Na taj nacin dobi­

јато neki ВКир uopstenih mesta, koga сето oZnC1."ci ti эа M.z • 

Zatim proizvo1jnim redom iz jednacimo slicna mesta u 112. i 

tako dobijeni skup uopstenih mesta izraza ~ oznacimo эа 

IJako је uoci ti da эи za proizvo1jan cvor т izvornika 

proizvoljna uopstena 'mesta 711, т' €- J1l 

odgovarajuca. Prema tome эуа mesta т iz lТ! и1a~e u jedno 
л 

isto uopsteno mesto iz Мз , koje сето oznaciti эа 717. • 

Neka эи 71li i i1lg cvorovi izvornika . С :::. S (11 Ј.Ј») , 
pri сети је mi=f. 711.z. i 717Ј ""'-' mfL . Prema 1еrn! 3.2.6. 

"Ст п (Ј1[' = ф 
1. 2. 

::: V Kfrl (./)) i R2 :: V К/Ц (2)) 

, pri сети prema 1еm! 3.2.10. izrazi 
, јЈ, ,. 

ne sadrze simbo1e iteracije, tj. 
т(: ~ m~111~ 

:Jvako Кт (.Ј)) ,7>1 (: tl1.t. u)~ је rec azbuke Л . ос ig1edno ј е 

(ја \1 ОУО:Н эlисаји cvorovi izvornika С kojl ви dosti~ni 

;: 
! 

1: 
I , 

..... ~ 

r. 
ј,: 
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iz cvorova т1. пе pripadaju ciklima. Pretpostavimo 
л А 

du. ј е '/171. 'i Ю2. 

r; = s ('11 ј») , 

• N eka ј е L 1~/'JJ1.z.) bro ј cvorova i zvornika 

koji su dostizni iz ~ i l1l2.. • Bez ogra-

nicenja opstosti mozemo smatrati аа је 

L (щЈ.) i!1.tJ -= min I L (7Ii. ,11;.)) 
7lj "., 112. ' 
А /\ 

VJ.i11i 
Ako iz cvorova iТ{1 i 711.t пе izlaze rebra, onda su иор-

stena mesta т1 i ffl2- ocigledno, slicna, sto је suprot-

по konstrukciji skupa ~3 • Neka iz cvorova 717L 

laze rebra. Tada iz fakta nТ1 ~n72 skupovinjihovih oznaka 

su jednaki. Ako iz cvora m1. izlazi rebro obele7.eno slovom 

а , koje vodi и cvor т l 

1. , а iz т2,. rebro sa istim obelez-

јет koje vodi cvor 7111 onda је 
1 I i, ili је и 2- , ~ .-v 1111-

I 1 /1 
Ј1!:/ L! Jfl:', /11;) -< L /117Ј. Jr7r;.} 71lJ.::; 7172.. , ili је lfl I - jer је 1. - , • I 

А А 

На kraju dobijamo da su ~ i 7112.. ропоуо slicni. Dobijena 
.11 .11 

protivurecnost i dokazuje da је ~L = »7Z • Lema је dokazana. 

Iz 1ете 3.2.11 neposredno sledi dokaz punkta (а) пазе 

teoreme. 

Ь) Dokaz tvrdenja neposredno sledi iz naredne 1еmе. 

Lema 3.2.12. Ne postoji takav niz ~ 

odgovarujucih i slicnih mesta izraza Ј? 

da је izvornik С- = S ('ll,.J)) minima1an .. 

izjednacavanja 

iz k1as'e flf2. , 

IJokaz. Neka је c!(7Z) duzina niza ?Ј. ,&('је= QL'" ' ~l. , 

А щ 2 
/.. ~ 2 , gd~ ј е tf{ Е-' • Oznacirno sa 1?гј' ( t (: { :1::, е Ј 

ј6{1, t ., I Ј..}) mesto koje se nalazi u clanu c2i posle slova 1-ј 

reci &1.1 а sa m:fJ konacno mest~ izrazaJ< -t (t & {k J е} ). 
е 

Уоkаziшо da и rezultatu izjednacavanja mesta, odredenog ni-

z оПl?( , m (fJ l' ..Ј.. О, ~ , . d х ј nijedno od mesta Ј za r ~ пе lZJe na~u е 
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ni jednim drugim mestom izraza .Ј) а mesta 
10 

эе эа т , -l. 

i m(t) 
о 

( -t Е- {k, е} ) mogu biti i~jednacena эато jedno эа 

drugim. Dokaz izvodimo indukcijom ро duzini 01(,/) niza 'z • 

Ako је o((l?J-==-о , onda је tvrd:enje ocig1edno. Pretpos-

tavimo da је опо dokazano za proizvo1jan niz ~ , duzine 

тапје od 71. .Neka је niz izjednacavanja mesta duzine d(?J):::n. 

Tada эе 7z moze predstavi ti u obliku '1[1 ~ , gde је d(rz')-= 

=11-1. Ј pos1ednje izjednacavanje. Prema pretpostavci 

indukcije, u rezu1tatu 1zjednacavanja niza 1(.1 , п! jedno 

od mesta mjО (t ~{k,t}1 ј ~(1, ' .. ~ А-Ј) п1је izjednaceno 

. . d' d' t· .Ј), а mesta mofi:J; т~-l-) n~ эа Је n~т rug~m шеэ от ~zraza ~ h 

( t t- {*:I е} ) mog,y ы ti izj ednacena samo jed"no эа drugim. 

Neka је 
'NJ v .rn

j
' uopsteno mesto izraza dobijeno kao 

rezu1 ta t iz jednaq.avanja niza "Z ,! neka 

'ј f {ОЈ 1) ... I t} ). Moguca su dva эlиСаја. 

1) Ј је lzjednacavanje' odgovarajucih mesta izraza..z; • 

Ako је m uopsteno mesto izraza;[) , onda nazovimo 

tn - эпорош u ~ skup svih takvih reci 17 , za koje bar 

jedno 1z mesta р spektra izraza.J) pripada uopstenom теэ-

tu m . 
,(fl 

, onda najkraca rec u . -rnj - эпори је 

?fj '= fJ-f 9:1" . (јј ,gde је 'P-t najkraca rec .dogadaja /1(t:1 
I(i/ 

Za jf{O,t} najkraca rec тј - snopa је i1i fJ-fј '=ri:-

( ako је -mjf-f)-= f m~~/} i1i ~~If) -= {1ll:I:J '} mltJ .7.~, ~ 11! Рјј-:; 

-:::- ја! CZ.f··· <Ј ~ (ako је m;lfJ= (m~+)j). Neka је 7rl ~m;.fсЈ uops-

teno шеs·tо izraza ..t) 

"'7.1 , pri сеrnи s u т 

, dobijeno u rezu1tatu 1zjednacavanju 
,(О 

i тј odgovarajuca mesta. rooto roc 

!i:- nije pocetak п! jedne reci dogaC!aja јn/ za {( 1= t- ,to 

.. 
. ,",4 



- 97 -

sadrzi mesto 711.1 iz c1ana J)I:: 
I 

, cijem т - snopu 

pripada rec jJit • Lako је proveriti da ako је т! raz-

1ici to od mesta koja pripadaju mJ-tЈ , da rec ?i/ ne 
/ . 

pripada m - snopu. Prema tome т 
II-{;J 

to iz '-17У , sto је suprotno иэ1оуи 

sadrzi bar jedno mes­

Јп -=1= тј!! . Na taj na-

cin m./IO . nije odgovarajuce uopsteno mеаю ni jednom uops-t;e-

пот mestu izraza ~ , dobijenom kao rezu1tat izjednacavanja 

I • 
~ , ~ ne moze biti izjednaceno ni па pos1ednjem koraku,ni 

sa jednim drugiш uорstепiш mestom izraza 

Ako 

је iz jednacavanj е slicnih mesta izraza :Z; • 
l(f) 

, onda uopsteno mesto ~' , :1..:':" sledi za 
рј 

7ll/~/t} ( t f {Ј_, ~ 2 , l' /' {1. .4 1} ) 1 t t k d с ~ Т-Ј С', •.• , (-. • z pre роэ ау е in иk-
~ ... ~ 

с! ј е, а takod:e i iz toga sto .ви pos1ednja slova izraza К'l i 

raz1icita , iщаmо da tfJ - ne sledi ni za jed-

nim drugim uopstenim mestom. Otuda mesto 
11:) 

тј' ni је slicno 

п! jednom drugom uopstenom mestu. Analogno za ј f {о, t.. ј , п! је 

tesko proveriti, da эе slicnim mogu ispostaviti эато mesta 

1110'/0::; (!ПО/Ој i mi-tЈ = {m~O} • 

Uocimo da эе ?tO - spektar (t 6- {k,e) ) izraza -D 

sastoji iz jedinstvenog mesta mjiJ i prema dokazanome 

т (I()ф m(..f1) za proizvo1jan niz izjednacavanja mesta ТЈ 
о . () 'L • 

Otuda imamo da эи cvorovi izvornika (( = S (Уј ).:[)) , koji 

зu iz pocetno~ cvora dosti~ni ро putevima cije su odgovara-

ји6е reci ?*о i I>{O , raz1iciti. Ocigledno оу! cvorovi 

nisu ekviva1entni, tj izvornik 5("l,.1)) nije minima1an. Lema ј'е 

dokazana. 

, 

1, 
1, 
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