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Govoreci о odnosu burbakista prema matemati€koj logici, 

~an Diedone (Јеап Dieudonn~) је, obracajuci se u~esnicima sas7 

tanka posvecenog istoriji matematike u Torontu 1982 godine, re

kao i ovo: 

" Since 1950 logic has made tremendous progress, but 

in Bourbaki~s opinion it has not brought enough new tools for 

mathematician to compel а change of attitude. It is possible 

that in the future the present growth of non-standard analysis 

and similar uses of mathematical logic will yield startling 

... ~ discoveries, but this is not yet the case; so "Wait and see" 

is what prevails in this respect. " 

Ne samo iz ovih re~i velikog francuskog matemati~ara пе

go i iz odusevljenja i entuzijazma s kojirn su jedni prihvatili 

nestandardnu analizu i neverice, skepse ili ~ak otvorenog nes

laganja koje su ispoljili d~ugi, vidljivo је da se ~ radi о zi

vahnoj i zanirnljivoj, novoj ali пе do kraja proverenoj metodi 

koja obecava. Buduci da је to pre metoda nego maternati~ka dis

ciplina, pri pokusaju da se prikazu neke od meni poznatih i in

teresantni~ primena nestandardne analize u razli~itim oblastirna 

matematike prirodno se narnetnula forrna relativno nepovezanih 

ogleda, kracih rasprava i vezbi, odnosno etida. 

Prva etida је uvodnog karaktera; sadr~i sve osnovne de

finicije i sasvim neformalan opis konstrukcije nestandardnog 

modela. Sledi elementarna etida о infinitezirnalnom mikroskopu. 

"ппutrаsпјi prostori sa vektorskorn merom se takodje rnogu korn

pletirati u smislu Loeba" је naslov sledece rasprave u хојој 

је pokazano da se Loebova (P.Loeb) fuпdёlГ:l.епtаlла konstrukcija 

rnoze, uz potrebnernodifikacije, prosiriti па *B-zn6~ne kona~

no-aditivne unutrasnje mere gde је в neki Banahov prost~. 
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Zanimljivo је da је to pitanje forrnulisano kao problern br. 17 

u radu С9Ј Hensona i Mura (С.И.Непsоп, L.C.Moore, Jr.): Као пе

posredna posledica uvedenih pojrnova dobijen је jp.dan (пе poseb

по tezak) rezultat Prikrija i Arrnstronga (K.Prikry, T.Arrnstrong) 

koji је varijanta teorerne Ljapunova &а konacno-aditivne Rn-znac

пе rnere. Centralne teoreme и O~Joj raspravi su "lifting" teore

rnа З.6. i " pushing down" teorerna З.8 koje su analogoni R.Ander

son-ov~h.teorerna о skalarnirn rnerarna dokazanih и [2Ј. u cetvrtoj 

raspravi dat је prikaz teorije Radonovih rnera osnovan па repre

zentirajucirn Loebovim prostorima и obliku и korn su је razvili: 

P.Loeb, R.Anderson, Т.Liпdstrфm i drugi. Та tehnika је zatirn is

koriscena и sledecoj etidi gde su data dva dokaza teorerne Risa 

(F.Rieiz) о reprezentaciji linearnih funkcionala i u etidi br.6 

и kojoj је pokazapo da, uz odgovarajuce pretpostavke о grupi G, . " 

па svakom kornpaktu Х па korn G dejstvuje kao grupa homeomorfiza-

rnа postoji G-invarijantna Radonova rnera. Тај rezultat treba ra-

zurneti kao genera]:izaciju slicnog i poznatog rezultata koji se 

dobije ako se G zameni јеdпiГ1 horneomorfizmorn metrickog prosto-

ra Х. Rasprava broj 7 о hiperkonacnirn lancirna, infinitezirnalnim 

sirnpleksima i hornologiji је rnedju najinteresantnijim и tezi. u
vodeci teoriju hornologije zasriovanu па hiperkonacnim lancirna 

simpleksa inf.i.ni tezimalnog dijarnetra, bio saт· uveren da se radi 

о novoj primeni nestandardne analize sve dok nisarn naisao па 

rad Мс Cord-a [2зЈ iz 1972. Ipak, neki novi pojrnovi (npr.nosac 

lanca) dopustaju detaljniju analizu ove hornologije (npr. teore

rnа 7.5, stav 7.10 itd). Paralelno је razvijana i unutrasnja te

orija kohomologije koja и [2зЈ nijedefinisana. Posebno intere

santna је teorema 7.6 koja tvrdi da ako је (0\0 ~K) inverzni 

sistern okolina kornpakta К (и metrickorn prostoru Х) i inkluzio

nih preslikavanja а (Јil.оп* (о) 10 :::> К) odgovarajuci direktni sistern 

lancastih kompleksa, onda postoji objekt, st-1(K), ciji је ko

hornoloski kornpleks izornorfan sa dir lirn (JlJоп * (о) I о ~K). Eti

da 8 је zbirka od nekoliko najinteresantnijih "elementarnijih" 

rezultata algebar~ke topologije dokazanih tehnikom etide br. 7 
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dok је u veZЬi br. 9 prikazan dokaz jednog rezultata iz.dife

rencijalne topologije. U destoj i poslednjoj raspravi pokaza

по је kako se ројат hiperkonacnog grafa asociranog sa datim 

kompaktom Х Doze iskoristiti za ispitivanje povezanosti nekih 

k о. 1 . t· (n)(x) skupova u е sponenclJa nlm pros orlDa ехр , п Е;: iN. 

Nakon navedenog kra6eg prikaza sadrzaja "ve~banja" iz 

teze, zelim da se ko~egamai prijateljima koji su tokom ovih go

dina delili sa mnom svoje matematicke ideje, entuzijazaD kao 

i iskustvo, najtoplije zahvalim. 



1. .NESTANDARDNA ANALI ZA ZA PESAКE 

11 а onda svakom skupu А iz polazne familije skupova И, zva 

сето је standardnim univerzumom, dodelimo nestandardnu sliku *А iz za 

to pripremljenog nestandardnog univerzuma *и pri сети preslikavanje 

*: t1 ~ *и zadovoljava sledec~ principe: 

1. princip rasirenja(Extension Principle): Za svaki skup S€~ 

vazi S с *S pri сети је S = *Б ako i samo ako је S konacan. 

2. Princip prenosa (Transfer Principle): Matematicko tvrdje

пје (па primer "svaki prirodanbroj је suma cetiri kvadrata") је tac

по ako i samo ako је tacna njegova interpretacija u nestandardnom и

niverzumu (dakle svaki x€*N је suma kvadrata cetiri elementa iz *N). 

З. Princip zasicenja (Saturation Principle): Nestandardni uni

verzum sadrzi mnogo idealnih elemenata. 

4. Princip.~nutrasnjeg definisanja (Internal Definition Prin

ciple): Aksiom separacije vaziu kolekciji unutrasnjih skupova (in

ternal sets) int (* и) с * U • Drugim recima ako је skup dobijen iz 

unutrasnjih skupova "uobicajenim" matematickim postupcima оп ostaje 

unutrasnji. 

Abraham RiJbinson istaknuti americki matematicar, bio је prvi 

koji је (и Januaru 1961. па zajednickom sastanku Americkog matematic

kog drustva i Americke matematicke asocijacije) konzistentno realizo

vao cuvenu Lajbnicovu slutnju~... " 

Gornji odlomak preds~avlja jezgro jedne od ranijih verzija 0-

ve glave, oslobodjeno dugackih i dosadnih uvodnih detalja. Detalji 

konstrukcije i dokazi gore navedenih principa mogu se naci u та kojoj 

knjizi posvecenoj nestandardnoj (infinitezimalnoj) analizi navedenoj 

u bibliografiji. Ipak, citaocu koji пета pri ruci neku od tih knjiga 

dugujem neka objasnjenja. 

(iJ Univerzumi U i *и su obicno oblika Vcџ (5) i Vcџ (*5) pri сети 

ј е VcJ (Б) =S u.9 (Б) и !fJ (S U &v (S) ) и takozvana nadstruktura (superstruk-

tura) i~gradjena nadskupom S а ~S neki nadskup od S.Ipak, za veci-

пи primena dovoljno је za univerzum U izabra~i neku daleko тапји fa

miliju~ recimo za elementarni diferencijalni racun mozemo izabrati 
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V = IR U !р ( [R) U {f I f: R ~ R} • 

(ii) Pod matematickim tvrdjenjem u principu prenosa podrazumevamo 

formulu u smislu matematicke logike. 

(iii) Objekt xe*U se naziva unutrasnjim ako је element nekog objek

ta *S za SEU. Napomenimo da se objekt *S cesto naziva standardnim. 

, 
(iv) Smisao principa zasicenja se ogleda u sledecem. Neka је Dft~ 

filter skup:>va iz 11. Skup p(D) = п ~*AIAE.D} је zаШillјuјuсi principu 

zasicenja uvek neprazan i naziva se nestandardnim jezgrom filteia D. 

U specijalnom slucaju ako је D =~(x) filter okoli~ tacke х u nekom 

topoloskom prostoru onda se 

va sa m (х) . 

)1 ( !h (х)) zove monada tacke х i oznaca-

Sledeca definicija sadzi jos nekoliko novih, osnovnih pojmova 

па koje se neizbezno nailazi u та kom tekstu posvecenom infinitezi

malnoj analizi. 

Definicija 1~~ 1. Neka је (X,Z-) topoloski prostor. Tacka ХЕ*Х 

је do-standardna (пеGr-stапdаrd) ako postoji УЕ Х sa svojstvom ХЕт(у). 

Skup do-standardnih tacaka se oznacava sa ns(*X). Ovim је definisano 

(mnogoznacno) preslikavanje st: ns (*Х) --Х odredjeno sa st(x)={YlxEffi(y)} . 

х ~y oznacava beskonacnu bliskost tacaka. х i у 6 ns (*Х) tj. 

st(x) = st(y). Kada је rec о realnoj pravoj R sa obicnom topologijom 

dolazimo do ројта konacnog i hiperkonacnog realnog broja. Broj xE*R 

·је konacan ako је 'Хl < п za neki n~ N а hiperkonacanili nadkona~an 

u obrnutom slucaju. Poslednja definicija ima smisla zahvaljujuci prin-

cipu prenosa iz koga sledi da је *R uredjeno polje koje sadrzi R kao 

uredjeno podpolje. Striktno govoreci nejednakost 'х t < п bi trebala 

da izgleda ovako * ,х t * < п ili mozda * < (* Ixl ,п) gde su * r·j i * < 

* - transformacije funkcije "apsolutna vrednost" i poretka па R. Jed

па od precutnih konvencija је da se пе pisu zvezdice pored (nekih) 

cesto upotrebljavanih funkcionalnih ili relacijskih simbola, sto је 

gore i ucinjeno. Ostale definicije се biti uvedene tamo gde se za nji

та ukaze potreba. 

Svakako najinteresantniji i najznacajniji medju principima 1-4 

је princip prenosa iz koga slede mnoge stvari, npr. * је 1-1, * ~ је 

grupa koja nije ciklicna ali jeste *-ciklicna itd. Као sto је receno 

konstrukcija od *"Ј i preslikavanja *=?l-*V ovde nece biti izvedena, 
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medjutirn citaocu su bila оЬесапа izvesna dodatna objasnjenja. Та оЬ

jasnjenja bi se mogla sazeti u sledecu nepreciznu ali vrlo instruk

tivnu tvrdnju: 

Tvrdjenje 1.2. Nestandardni model ,х 1Ј standardnog modela Ц ј е u 

izvesnom tacno odredjenom smislu granicna struktura niza И1 ' U
2 
.. 

.. ,и , .. (izomorfnih kopija od И,), standardnih struktura. Princip pre
п 

nosa је posledica fenomena da se iskazi definisani па nizu struktura 

1Ј 1 , U
2

, ... ,Un,.·i па *Uponasaju kao neprekidne funkcije. 

Ostatak ove glave posvecen је intuitivnim, heuristickom doka

zu ovog tvrdjenja. Podjimo od dva jednostavna primera. Neka је 

Т: IN"-Q konvergentan niz racionalnih brojeva i r: a.(IN) ~R njegovo ra

sirenje па jednotackovnu kompaktifikaciju ' Q(IN) = INUicu] prirodnih 

brojeva. Tada је iskaz 1~ r(~) ~ з tacan ako је 1~ r(m) ~ з tacan is

kaz u nekoj okolini tacke ~ ,пе racunajuci samu tu tacku. Shvatimo 

li-.\iskaz tp. : 1 ~ r (i) ~ З 'kao funkciju koja objektu (tacnije njego-
1 

vom indeksu) dodeljuje istinitosnu vrednost (О ili 1) zаk1,..ЗuСuјеmо 

da је funkcija ~: а( m)~{O,l} polun~rekidna odozdo! Napominjem da ... 
su svi pojmovi i definicije koji se odnose па Topologiju а upotreb-

ljeni su u ovom tekstu u saglasnosti sa оnirn iz knjige R.Епgеlkingа-

[8Ј. Opstije, neka је r niz matematickih struktura (topoloski pros

tori, grupe, prostori s merom) i r((J) struktura koja је u nekoIll. smis

lu granicna vrednost tog niza. Na prirner neka је S =(Хп ' p~, ~~ in

verzni sistem topoloskih prostora, r(n) = Х i у(си) = X~ = lim S 
п ...--

Neka је р : X/,~X prirodna projekcija. Neka је Ч'(х,А) iskaz xE:intA. 
п ........ п 

Ovaj iskaz irnа odredjenu istinitosnu vrednost, О ili 1, u nekom topo-

loskom prostoru У tek ako se interpretiraju sirnboli Х i А, pri cemu se· 

za € i int pretpostavlja da imaju svoje uobicajeno znacenje. Oznaci-

то sa Х ,А dole definisanu interpretaciju simbola Х i А u prostoru 
п п 

Х , 
п 

п Е. fN U (G.J} , i neka је tp'n oznaka za iskaz xn€int (дп), Sama in-

terpretacija је izvedena ovako: 

Xr,E:X,.., i А С Х su proizvoljni; х = 
~ ~ о о п 

= p~l (А ). Vidimo da u ovom slucaju 
п о 

А = CtJ 

iskaz U) == Х Е. int А shvacen ln п п 

kao funkcija tp: IN U (6)) -- [о, 1} ima svojstvo poluneprekidnosti odozgo. 

Pitanje: Zbog сеча је vazno znati da li neki iskaz, shvacen 

kao funkcija, ima odredjena svojstva neprekidnosti? 

Odgovor је pro-s:t;iglasi ovako: U slucaju da је iskaz <..р (п) interpretiran 
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u strukturi D
n

, п Ео JN U {СЈ} , pri сети је DЦJ u izvesnom smislu gra-

nicna struktura, tako da је odnekud poznato Ја је ЧЈ: INv{ЦЈЈ----t [о ,1} 

neprekidna funkcija, za nalazenje odgovora па pitanje da li је ~~ 

"tacno u D~ ili пе, dovoljno је pronaci lim ~ . 
n~G.) П 

u оЬа gore navedena primera u prvom planu su bili: 

10 niz standardnih (polaznih) struktura indeksiran tackama 

topoloskog prostora. 

20 granicna struktura,· intuitivno shvаСеnakaО"_":taСkaнзgОг.1ilа

vanja" niza standardnih struktura; indeks granicne struk

ture UJ ј е tacka nagomilavanja indeksa standardnih struk

tura. 

з о iskaz, interpretiran u svim strukturama se ponasa kao та

nje-vise neprekidna funkcija indeksa strukture. 

Sada smo spremni da, sledeci ist~ shemu 1 0_з О , definisemo jed

пи posebnu granicnu strukturu koja се i biti jedna od granicnih 

struktura iz tvrdjenja 1.2. 
.<> 

Pretpostavimo da је ciljkonstrukcije ispitivanje realnih bro

jeva, skupova realnih brojeva i realnih funkcija. 

1 о Neka ј е СеЈ п = (D п' =, t.) pr i сети ј е D п = R U јЈ (R) U ј? (R 

U :р (R) ) U 5> (R U У (R) U 9 (R U јР (R) ) ); toliko је naime potrebno puta ро

noviti "partitivni skup" operaciju da bi se funkcija f:R __ R reali

zovala kao skup f = {{{~,b} Lb}}!f(a) = Ь} . 

20 Neka је GJSjbJN\fN bilo koji netrivijalni element Stoun

~Cehove kompaktifikacije skupa prirodnih brojeva (dakle jedan ultra

filter), pri сети neka је па N Vfw} zadana topologija inducirana 

iz jbJN. Granicna struktura aV({)= (Dt:{)' =(,),GGJ) је" opisana ovako: 

DЦJ = [f I f ј е funkcija sa domenom N i (-'tf п е. N) f (п) Е Dn }. Ako 

iskaze f (п) = g (п) i f (П)Е. g (п) za f, g 6 DGJ shva timo kao funke:ije iz 

N u [о,l} onda је (f =~g): = lim (f(n) = g(n» i 

(f€CJ g) 

п ~~ 

= lim 
п ~C) 

(f (п) Е g (п) ) . 

Primetimo da ovi limesi postoje zahvaljujuci cinjenici da је ~бftw . 

зО Ako su iskazi о kojima је rec u з о opisani formulama logike 
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prvog reda dakle formulama oblika СР(х,у)== 3t (t6 Х Л -, tEY) i slicno 

onda za formul u oblika lf (Х l' ... 'X n ) (Х 1 ' ... x n su sve slobodne pro

menlj ive od lp) vaz i 

lim 'P(x1"",xn ) 
х. -1'f. 

1 1 

Ova jednakost је poznata kao Losova teorema i dokazuje se indukcijom 

ро slozenosti fbrmule ~. Та jednakost i nije drugo nego nas princip 

prenosa u ekvivalentnom obliku. 

Na kraju kazimo da је preslikavanje * : t!J ~ *rЙ definisano sa 

*А (A,A~ ... ,A, ... ) tj. standardni objekti iz *t!д: = RJ rи su konstan-

tni nizovi. 

\ 
" 

.0> 
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2. ETIDA ZA INFISKOP 

Infiskop ili duze, infinitezimalni mikroskop је nepostojeci 

instrument koji sluzi za posmatranje veoma sitnih matematic~ih оЬје

kata kao sto su delovi топаја (za definiciju videti prethodnu glavu) , 

beskonacno mali prirastaji ~ slicno. Postujuci prificip permanencije, 

moze se razmatrati i dualan instrument, hiperkonacni teleskop, koji 

omogucuje hipoteticnim infi-matematicarima da osmatraju nas u trenut

ku dok mi posmatrarno njih pod infiskoporn. Buduci da se radi о osetlji

vim i retkirn (nepostojecim) instrumentirna, пјirnа је potrebno vrlopaz

ljivo rukovati zbog cega navodirno sledeci aksiom koji је zapravo skra

ceni rnanual za rad sa infiskoporn (dobija seuz infinitezirnalnu dopla

tu uz sarn instrument). 

Aksiorn infinitezimalnog rnikroskopa 

--..- -... 
/' "-

/ 

" / 
\ 

/ 
о f 1'.2 \ 

- 1 

\ 
/ 

\ 
/ \. 

""- ./ 
./ 

о 

Oko pod uobicajenim okolnosti-

rnа vidi sve realne brojeve u in-

tervalu [-l,lЈ, rnеdјuti~п пе о-

paza ni jedan nestandardan rea-

lan broj, recirno Е ili 1/2 - [, 

za [, ~ rn( О) gde је rn (О) rnопа-

da od О. (Upravo iz ovog razlo-

ga su nestandardni brojevi ot-
ft 

kriveni ovako kasno u istoriji 

civilizacije). Neka је HE*R\R 

beskonacno veliki realan broj. 

Podesiti infinitezirnalni rnik

roskop па povecanje Н znaci iz

vrsiti homotetiju sa cen~rorn u 

О i koeficijentorn Н sto znaci 

аа se u okularu rnikroskopa pojavljuju svi brojevi oblika Й·r za 

rE:R i -1~ r~l, dok recimo brojevi oblika 1 - ~ ili~ i dalje 
Н I1 

ostaju nevidljivi. 

Siroko је rasprostranjeno verovanje da је realna funkcija 

f:R-R diferencijabilna u tacki а akko је lokalno linearna. Infiskop 
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nam omogucava da proverimo tu hipotezu. 

Opazanj е 2.1. Funkcija f: R --t R ј е diferencijabilm u t,:cki а ~ R 

ako i samo ako је linearna pri svakom beskonacnom povecanju Но 

/ 
vati) pri uvecanju н. Time је 

Zaista, f је diferencijabilna u а znaci 

da је f (х) =f (а) + А'(х-а) + S ( ) (х-а) 
х-а 

pri сети С(х_а)--О zax ~a. Osla-

njajuci se па princip prenosa imamo 

*f(a+h) = *f(a) + 

[ 
1 1 . 

hE a-н,а+нЈ 

А • h + € h . h о Ako ј е 

vidljiv pod infisko-

рот pri uvecanju Н, onda Eh·h ocevid

по nije vidljiv ра је *f(x+h)=H*f(a)+ 

+ A·h pri сети =н znaci da su navedeni 

brojevi isti (tj. ne mogu se razliko-

zaista potvrdjeno da ako је f' (а) = А 

onda posmatrac pod infiskopom pri beskonacnom uvecanju zaista "vidi" 

pravu liniju nagiba А. 

Proveru opazanja u suprotnom smeru ostavljamo citaocima. 

ЈОБ atraktivnija је primena infiskopa u ispitivanju integral

nih krivih diferencijalnih jednacina sa beskonacno malim parametrima. 

R.Lutz i M.Goze su u knjizi [21Ј mnostvom lepih primera pokazali da 

se koriscenjem infinitezimalnih metoda moze steci duboki uvid u gra

nicno ~onasanje integralnih krivih, sto је upravo slucaj u kom kla- r. 

sicne metode nisu tako efikasne. 

Ovde сето dati samo nagovestaj tih metoda jednostavnim prime

rom koji је naprayljen ро ugledu па primere iz Е21Ј. 

Posmatrajmo diferencijalnu jednacinu [ох + x(t) = t 2 odnosno 

ekvivalentan sistem jednacina х = ~ (t 2-x) 
о 

t = 1 

Ovde se radi о unutrasnj ет sistemu ј ednacina za koga vaze *-analogonj_ 

stavova о egzistenciji i jedinstvenosti integralne krive kroz zadanu 

tacku i о neprekidnosti integralnih krivih pri menjanju pol~zne tac

ke. ЈОБ preciznije, podsecamo citaoca da vaze nejednakosti oblika 

::~:~t~o~at;:~~:I~:K:~::C::~~u c:~и је ,r<a,tJ jedinstvena inw:!;~~~ 
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Ovo narn ornogucuje da napravirno 

sledecu analizu: 

10 Integralne krive koje pola

ze izvan infinitezirnalne okoli-
2 ne (monade) parabole х = t su 

prakticno vertikalne sve dok se 

пе priblize infinitezirnalnoj 0-

kolini (srafirano podrucje) te 

parabole. 

20 Brzina tacke па toj krivoj 

је hiperkonacna , , ~ ) zbog 

cega ona za infinitezimalno vre

rnе dostize neku tacku halo-a 
2 

krive х = t . Halo је drugo irne za infinitezirna1nu okolinu nekog 
objekta (Lutz, Goze [21Ј). 

о 
3 Integralna kriva koja polazi iz halo-a ostaje u njernu za svako ko-

nacno vrerne. 

о -~ 

4 Integralna kriva koja polaziiz tacke (-1, 2) ne sece krivu х = t 2 

kao ni integralna kriva koja polazi iz tacke ( ~ , -1). 

50 Kriva koja polazi iz tacke (- i i ) sece parabolu u blizini 

tacke (- ; , ~ ). 

Pojasnimo та10 tacke 40 i 5°.Uko1iko Ы integг.alna 

kriva koja pro1azi kroz tacku'{-1,2) (slicno i za tacku (1/2,-1» 
2 sek1a parabo1u x=t zapazamo da Ы 1evi i desni izvodi te krive u 

tacki preseka bi1i raz1iciti. S druge strane 1ako је videti da inte

gra1na kriva t koja polazi iz (-2/3,-2/3) mora imati loka1ni maksimum 

(recimo па osnovu Ro11eove teoreme i cinjenice-da postoje t
o

< t 1 , 

~(t ) = r(t ». Iz diferenciJ'a1ne jednacine sledi da tacka lokalnog '- о () 1 
maksimuma (~, 6(5» mora biti i tacka preseka sa parabolom posto је 

,),] ( 3) = о. 



з. UNUTRASNJI PROSTORI SA VEKTORSKOM MEROM SE 

TAKODJE MOGU KOMPLETIRATI U SMISLU LOEBA 

9. 

Peter Loeb је u radu [18Ј uveo konstrukciju kojom se svakom 

unutrasnj ет prostoru (Х,.1, f1) sa unutrasnjom konacno-adi tivnom те

:rюm fl dodeljuj е prostor ех, 6 (Л) , јЈ) sa б -adi tivnom merom f pr i се

ти је <6(1) minimalna 6-algebra koja sadrzi algebru .Ј. Kompletira

пјет poslednjeg prostora s merom, dolazi se do prostora (Х, L(.;t) ,L{ji» 

koj i se naziva Loeb-ov prostor asociran sa prostorom (Х, А , )Ј ). Sam 

Loeb је do ovog kompletiranja dosao primetivsi da је funkcija f:=stf 

6-aditivna па д nakon cega је prosirio f па 6(k) oslanjajuci se па 

Karateodorijevu teoremu о ekstenziji mera. Kasnije se pokazalo da se 

L(P) moze uvesti direktno i jednostavno sledeco~ definicijom. 

I 

Definicija ;).1. Neka је (Х, А- , f' ) ··ЏпutrаSпјi prostor sa unut-

rasnjom, konacno-adi tivnom merom f1 . Za, skup А С Х kazeтo da је Loeb

-merljiv ako postoje·skupovi В i С Е1 tа~·Чi da је ВсАсС i stp(C-В)<€ 

za svaki unapred zadani Е> О, е-б R. Familiju Loeb-merljivih skupova oz

naсi.rю sa L(Љ) а ocevidnu ekstenziju mere ji :=stf sa Jt па L (:/l) oznacimo 

sa L <f) • 

Da је (Х, L(Л), L<)1» Zaista prostor sa 6-aditivnom merom citalac mо

ze proveriti u gore pomenutom Loeb-ovom radu iliu knjizi К.Strоуап-а 

i J.Bajod-а [27Ј. Cilj ovog ogleda је da pokaze da se Loeb-ova vazna 

kpnstrukcija moze prosiriti 1 па unutrasnje prostoreoblika (Х,Л:, f ' 
*13) gde је (В,!I ·11) neki Banahov prostor а f unutrasnja, konacno-adi

tivna, *B-znacna mera definisana па Ј[;. Napominjem da се kao sinonim 

za 11· I! biti koriscena i oznaka .9 kako bi se izb~gle nepregledne for-

mule oblika ... * 11 *Х 11 ••• • U svim razma tranj ima koja slede mera се 

znaciti vektorska mera, p~eciznije mera koja uzima vrednosti u nekom 

Бапаhоvоm prostoru В, njegovom rasirenju *В ili nestandardnom o~ota-
v "'-
си В (nize definisanom) prostora В. Potpuno analogno se moze razmat-

rati mera sa vrednostima u nekom lokalno-konveksnom linearnom topolos

kom prostoru ali to se ostavlja za neku drugu priliku. Knjiga [БЈ, 

Danforda i Svarca (N.Dunford, J.Schwartz) sluzi kao osnovna referen

са kad su u pitanju vektorske mere ill integracija vektorskih mera u 

odnosu па konacno-aditivnu skalarnu meru. Dakle pocnimo. 
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Neka је В Banahov prostor i (Х, А , јЈ, *в) prostor sa konacno

-aditivnorn *B-znacnorn rnerorn f . Pretpostavirno da је potpuna varijaci

ја v ()11 .), definisana sa v (f-, А) = *-SL1Ру L {*IIР (D) 11 I D~J>}, gde 

јЈ prolazi kroz sve *-konacne, Л"-rnеrlј ive particij е skupa Х, konacna 

unutrasnja pozi tivna rnera па Х. Podsetirno se da se za elernent Х Е *в 

(dakle i za ХЕ *R)kaze da је konacan (xEfin(*B» ako postoji МЕ: R 

takav da је *lIx/I{M. Buduci da ~~ rnera Ifl= var(!J., .) pozitivna, de

finisan је prostor (Х, L(Л;), L(ljll». Nas zadatak је da definiserno i 

ustanovirno Dsnovna svojstva Loeb-ovog kornpletiranja (Х, L (л), L (р),?) 

prostora (x,.i, f', *в). Ројаrn nestandardnog ornotaca Banahovog prosto

ra (В,Ј) koji се narn trebati za definiciju tog kornpletiranja uveo је 

W.A.J. LuхеmЪurg i rnoze se naci u [28Ј. 

Definicija 3.2. Neka је fin(*B) skup konacnih elernenata iz *в 

i neka је ~ relacija definisana па fin(*B) sa X~Y akko *J(X-У)Еrn(О). 

В = (fin(*)j:;;::, §) gde је §([Х]): = st *Ј(Х) је Banahov prostor koji 

se zove nestandardni ornotac (nonstandard hull) Banahovog prostora В. 

'" Ро analogiji sa slucajern В = R oznaci~o sa st:fin(*B) __ В preslika-

vanj е "standardni deo" koj е presJ,.ikava Х ~ [Х]", .. ...... 

U slucaju lОkаlпо-kоrnраktпоg, dakle konacno-dirnenzioniranog, 
л 

" Banahovog prostora В vazi В = в. U opstern slucaju В је pravi podpros-

tor od В zbog cega rnozemo, tarno gde to nece izazvati nedournicu, ра-
л 

ralelno sa Ј i.9 kor isti ti i oznaku 11· 11 za norrnu kako u В tako i u 
/\ л 

В. Uloga В u Loeb-ovirn rasirenjirna *B-znacnih rnera је znacajna zbog 

toga sto се u opstern slucaju L ')1) bi ti B-znacna ~era! 
1" 

Neka је А Е- L (1). Prerna karakterizaciji L (Л-) iz definicije 3.1. 

postoje nizovi ВОС В1 С .•• с А С ... с С 1 С Со skupova iz :Jt takvi da је 

st !fLl (СП - Bn ) < ~ • Posrnatranjern unutrasnjih ekstenzija ovih nizova 

dolazimo do skupova В w' CGJ Е: Л koj i irnaju svoj stva В<џС СЦ) i V ne lN ( 

( В п С В ц; & С G.J с С п), Od а v d е s е v i d i d а ј е А 6 В 6) = (А - В c.v ) U (В 6Ј - А) с (С п -

- ВЦ) U (ВСЈ -.Bn ) С (СП - 13 n ) za sve nE: 1N. Dakle, L( IjAl) (А!:Ј.В(Ј Ј = О. 

Ovirn је pokazano da је A€ L(Л) ako i sarno ako postoji В~Л sa svoj

stvom L (Ipl ) (А'" в) = О. Ako su В 1 , В 2 Е..:л; dva skupa koji u torn smislu 

aproksirniraju А onda ј е st 1f11 (В1 Д В2 ) ~ L (Ifl ) (В, D А) +L (~I) (А Ј:,. В 2 ) =0 

ра је i *1!}1(B 1 )-јЈ (В2 )1I6 т(О) posto је *1I!1(В 1 )-ј1 (B2)11~lfl(B1Ll В2 ). 
Odavde sledi valjanost sledece definicije. 
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Defi nicij а 3. 3. Neka ј е (Х ,.А, f1, *В) unutrasnj i prostor ffi *В

-znacnom merom cija је potpuna varijacija ~' = var (ј1, .) konaCna. 

Neka ј е (Х, L (Л;), L (Ifl » Loeb-ov prostor asociran sa unutrasnj im 

prostorom (X,-i, 1)11). Za AE-L(.f) i B6.Jt koji ima svojstvo L(I)1I) (А.1В) = 
л 

= о, definisemo L(jJ) (А) = st(f (В» gde jest:fin(*B) ~ В gore de-

finisano preslikavanje. 

Mera L (ј1) је ocevidno adi tivna. Da bi dо,k..з.zаli пјепи 6 -adi-

tivnost dokazimo prvo sledecu nejednakost. ~ 

Lema 3. 4. Za svaki А (; L (~)vaz i пеј ednakost 11 L ()1 ) (А)II ~ L (ytl) (А) 

D о k а z: Neka је в€АБа svojstvom L(lfl) (А6В) = о. Tada 

је 11 L'f) (А) 11 = IIstf (В)II = st *'If (В)I! ~ st]fl (B)~ L(YLI) (А). 

Stav 3.5. L (Р) је 6-aditivna mera. 

D о k а z: Neka ј е A1c А2 с ... с Ап С • •• rastuci niz skupova 
оо 

iz L(Л) i А = nLd1 Ап , Pokazimo da LCJ1) (Ап ) -+ L'fi (А) odnosno da 

11 L ~) (Ап ) -L (f) (А) 11 ~ О, п ~ оо .Zaista, 11 L ()1) (А) -L <f) (Ап ) 11 = 

= 11 L~) (А-Ап )Н ~ L(~I) (А-Ап ) ---+ о, п ~ оо, jer је L(~I) 6-aditivna 

mera. 

Evo i jedne primene gore navedenih pojmova. Poznata је teore

та Ljapunova koj а kaze da ј е slika 6 -adi tivne Rri-~nacne vektorske 

mere uvek kompaktan, konveksan sknp u R
n

• Мапје је poznat sledeci 

stav (Т. Anders9n i K.Prikry) koji се biti dokazan nestandardnim 

m'etodom. 

Stav 3.6. Neka је (х,ј9')1' R
n

) standardni prostor sa konac

no-aditivnom, Rn-znacnom, ogranicenom merom f . 'Tada је skup )Ј (!lJ) 

svuda gust u nekom kompaktnom, konveksnom skupu iz R
n

. 

D о k а z: Pokazimo prvo da је i potpuna varijacija ~I od f 
takodje ogranicena mera. Za to је dovoljno dokazati da је potpuna 

varijacija I t 0)11 od lO)1 ,ogranicena za svaki linearni funkcional 

t :R
n 

-+ R. (То је posledica cinjenice da је 11 Х II~ 1< e1,X)I+ ... + 

+ !<еп,х>\ odnosno Ifl (A)~ l e
10fl (А) + ... + ] enofl(A) gde је 

r e
1

, ... ,еп } neki ortonormirani sistеш R
n

). Medjutim '~0).1. I (А) = . ~~ .... l / .F,.(,~" .. -'" '%.:\ 

~ sup [11'0 l' (В) I + I ~ ')1 (А-В) I в с А, В ЕО.јј } f 2М ako је 11 f (С) 11 ;;:~4' Q{[J)) 
.~,~ '"' ~~l 

. ~:~:;;.?~::~.! 
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sve С €.Jl.J • Posto је I*fl = * Ifl odavde sledi da је i varijacija od 

*јЧ konacna. Posrnatrajrno unutrasnji prostor s rnerorn (*Х, *.:1;, */1). 

Posto је st(*Jl(*~» = st *(ј1(сД» = cljA(j1j) dovoljno је dokazati 

da је st(*f1 (*~» konveksan i kompaktan. Medjutirn ovo је tlirektna 

posledica teorerne Ljap.unova ako se zna da ј е st (* !' (*.f3» = L (јЈ) (L (*$) ). 

Ovaj ogled сеrnо zavrsiti diskusijorn о integraciji vektor-funk

cija u odnosu па skalarnu rneru kaoi pitanjern da li postoji vektor 

funkcija f za koju је L~) (А) =ЈА f dL(lf l). Ako postoji, funkcija f 
А 

bi uzirnala vrednosti iz В. Ро analogiji sa slucajern В = R postavlja 
/\ 

se pi tanje kada L (Л- ) -rnerlj iva funkcija g:X -+ В irna .:+ rnerlj iv "lif-

ting" tj. kada postoji Л-rnеrlјivа funkcija g:X -+ *В takva da је 
-

g = st g skoro svuda па Х. 

Теогеmа ;).6. Neka ј е (Х, А. , 'у) unutrasnj i prostor sa konac

no-adi tivnom rnerom v takvorn da ј е st у (Х) <: + со i neka је {Х, L (д" ) , 

L(Y» odgovarajuci Loeb-ov prostor. Ako је g:X ----ј>- В (X,L(.A:) ,L(v»)

-rnerljiva funkcija (Dunford, Schwartz [6Ј) onda postoji unutrasnja 

fu~kcija h:X ~ *В koja irna sledeca svojstva: 

(iJ ran (h) С *В је hiperkonacan skup pri сеrnи је h -1 (.t)c.;i za sva-

ki t Е ran (h). Kratko receno h је *-jednostavna funkcija. 

(ii) Za skoro sve tacke ХЕ Х vazi st h(x) = g(x). 

D о k а z: Citaocu korne su poznate "lifting" teorerne R.Ander

son-a, npr. Teorerna 5.3. iz [2Ј nece biti tesko da i u gornjoj teore

rni prepozna jednu takvu "lifting" teoremu. 1pak, gornja teorema ima 
л. 

i jednu specificnost а to је da је ran(g)c В i da ne postoji objekt 

*(В) sto znaci da ova teorerna nije posledica n~ke od poznatih "lif

ting" teorema. Na srecu, ova poteskoca se moze zaobici пеvеlikоп mо

dif ikacijom dokaza teorane 5.3. iz [2Ј . 
. /,. 

Dakle, neka је g:X ~ В L(V)- rnerljiva funkcija. Na osnovu 

lerne 111.6.9. iz [6Ј koja daje jednu karakterizaciju merljivosti funk

cije definisane па prostoru sa konacnom merom, rnozerno pretpostaviti 

da је ran (g)c в separabilan i da је g-l (V (а, Е »)Е L (Л) za svaku otvo-

'" renu kuglu V (а, S) сВ. 

Neka је (а /nc N) niz gust u ran(~) i (bn/nc N) niz u *Х koji 
п . 
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ima svojstvo st Ь = а . Poznato је da se poslednji niz moze prosi-
п п 

r i ti do ипи trasnj eg niza (Ьп/п Е *IN"). Skup otvorenih kugli [v (ап , .;,) } 

l)I1,m Е IN cini ocevidno bazu prostora ran (g). Neka је U , U
2

, ••• 
. 1 1 

••• ,Uk , ... nizkugli V (Ьп ' m ) С *в uredJen па osnovu poznat"ag line-
2 

arnog poretka u 1N , (n,m) ~ (п', m') ~n+т<n'+m' v (п+m = п'+m'лп<п'). 
r. 

Stavimo U o = *в. Slicno, mozemo pretpostaviti da su skupovi в, 

{v(an ,; )}m,n~fN 
Primetimo da је U k 

poredjani u niz V о' V l' ••• ,Vk •.• ро istom pravilu. 

definisan i za k Е- * lN. Konstruisimo sada niz 

(А / п ~ [N) sk.tlp:Jva i z :;t 
п 

koji се imati svojstva А = Х,А jeUpodesan'l i 
о п . 

L (у) (А Ь. g -1 V ) = 
п п 

О. Neka је А' 6:1[- tako da је L(V) (А'!; g-1V ) = о 
п п п 

i А' = Х. Ako definisemo 
о 

skup А postaJ' е "podesan 11 
п , - , u smislu ја mozemo definisati unut-

rasnju funkciju f :Х ~ *в kao bilo koju jednostavnu funkciju koja 
п . \ 

iша svojstvo fn(x) ="YsE;iQs U i za ХЕ.Х i S = {i!XEAi }. f n је па-

ravno unutrasnja funkcija. Rasirimo nizove (f /n€. IN) i (А Iпб. [N) 
п п 

.О' 

unutrasnj ih оЬј ekata do nizova (;fn/n ь * 1N) , 

па * IN. Posmatrajmo sledeci skup 

(А /п ~ * fN) definisanih 
п 

D=[nE.* lN \ f је *-jednostavna Jt-merljiva funkcija i l n· 

("fk ~ п) f n (Ak}C U k } 

Ocevidno IN с D ра postoj i Н Е. D П (* IN \ IN). Pokazirno da funkcija f
H 

zadovoljava оЬа uslova (iJ i (iiJ iz teoreme. Dovoljno је proveriti 

uslov (iiJ. 
()о 

Neka Ј' е Х' = Х - U n=l 
(А д g-l (V )}, Тада је Х'6 L(..,f} i L(V} (Х-Х' }=О. 
п п 

Neka је х ЕО: Х'. Posto iz pretpostavke g (х) t: V, sledi х Е: А" odnosno 
1 1 

fH(X}E U
i 

odmah zakljucujemo da је st fH(x) = g(x}. Time је dokaz teo-

reme zavrsen. 

Definicija 3.? Skup Ас *в nazivamo standardno ili krace S-se

parabilnirn ako postoji prebrojiv skup С с fin (*в) takav da za svaki 

X€ А i svaki pozitivan, standardan broj Е postoji Y€ С sa svojstvorn 

*Ј1 Х-У I! < Е- • Pr imetimo да ј е svaki takav skup podskup од f in (*В) • 
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Ova definicija narn ornogucava da formuliserno sledecu teorernu 

koja је ро forrni bliska Andersonovoj "pushing down" teorerni iz [2Ј 

(Teorerna 5.2.). 

Теогеmа 3.8. Као i pre (Х,л)v) је unutrasnji prostor sa konac

по aditivnorn, ogranicenorn (stv< + оо) rnerorn 'Ј. Neka је g:X ---..*в 

*-rnerljiva funkcija s obzirorn па prostor (X,~, у) takva da је ran(g) 

S-separabilan podskup od *в. Podsetirno da pod *-rnerljivoscu podrazu

rnevarno *-transforrnaciju definicije rnerljivosti vektor funkcije u od

nosu па konacno-aditivnu rneru (Dunford, Sch.wartz [6Ј). Tada је 
" h:=st(g) : Х --- В L(v)-rnerljiva funkcija. 

D о k а z: Ponovo сеrnо se osloniti па lernu 111.6.9. iz [6] 
А 

koja kaze da је funkcija h:X ~ В rnerljiva ako su ispunjeni sledeci 

uslovi: 

\ 

1) Postoji х'с Х rnere nula takav da је h(X-Х') ieparabilan 
'" podskup od В 

2) 
-1 п h (V(а,r»Е.L(л) za svaku otvorenu kuglu V~a,r) 

л 

iz в. 

Prirnetirno da iz *-rnerljivosti funkcije 9 sledi da postoji unutrasnji 

skup АсХ infinitezirnalne rnere i *-jednostavna funkcija g' takva da 

је "'Ух Е. Х-А stg (х) = stg' (х). Zbog toga rnozerno рrеtрэtаviti da је 

9 = g'. Uslov 1) је zadovoljen posto је ро pretpostavci ran(g) S-se-
л л 

parabilan. Neka је V(a,r), ас: В i r::> О, otvorena kugla iz в. 

Neka Ь Е. *в irna svoj stvo st Ь = а. 
ft 

-1 r 1 
xEh (V(a,r» ~ IIh(x)-a/f<r~ 3ncN *lIg(x)-bll<r-

п 

U -1 
N 

9 (*V(b, r 
nc: . 

1 » 
п 

Posto је funkcija 9 *-jednostavna vazi g-1 (*V(b, ра је 

-1 -'L h (V(a,r» С L(~i). Ovirn је proveren i uslov 2) cirne је dokaz teoreme 

zavrsen. 

Definicija 3.9. za Eanaha.тprostor В kazerno da irnа svojstvo Ra

dona-Nikodyrna (RN-svojstvo) ako za svaku 6 -aditivnu B-znacnu rneru 

f definisanu па nekoj 6-algebri Јј. podskupova nekog skupa S sa 

konacnorn varijacijorn ;и I , postoj i Bohner- integrabilna funkcija f. ta

ko da је 
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f (А) = Ј f dlfl za sve АЕ ;;8 
А 

Poznato је da svi Hilbertoyi prostori, sta vise i svi reflek-

sivni Banahovi prostori iшаји RN-svojstvo. 

Stav :3. 1 о. Neka је (Х, А , f', *В) unutrasnj i prostor sa konac

no-aditivnom *B-znacnom тегот f c.ija је potpuna varijacija 1)1I=var (f,·) 
л 

konacna. Neka (Х, L(.к), L<jJ), B)':odgovarajuci Loeb-ov prostor. Ako 
А " 

prostor В ima RN-svojstvo onda postoji *-jednostavna funkcija f:X~*B 

takva da је L (ЈП (А) = st 1 f d IЩ za svaki А € Jt • Drugim recima ako 
Н А I 

је f oblika f = i~l a i ~A. ' pri сети је lAi}~=l hiperkonacna parti-
l н 

ciJ' а od Х skupovima iz Jt onda ј е L (11) (А) = st .L
1 

а .I.ИI (А П А. ) • 
уо l= l{ l 

,..., 
D о k а z: Posto prostor В ima RN-svojstvo, postoji L(ltl)-mer-

л 

lj iva, ogranicena funkcija g:X ~ В takva da је svaki В Е L ( :l ) 

(1) ј g d L (~I) = L <f) (В) 
В " 

Prema teoremi 3.б. postoji unutrasnja funkcija f:X ~ *В koja zadovo

ljava sledece uslove: 

(iJ Postoji unutrasnja particija 

hiperkonacni niz 

f = н 
L Ь. о 4'А 
i=l l i 

(Ь 11~'Y1~H) 
п 

l Ai } ~=l ' о" Н Е. * IN, i unutrasnj i, 

takvi da је А.Е 1t za sve i f, Н i 
l 

(iiJ Za skoro sve tacke х Е: Х vazi st f (х) = g (х) . 

Zbog (1), dovoljno је ocevidno dokazati jednakost 

S g d L(~J) = stJ f dlfl 
А А 

Neka MER ima svojstvo VXE.X(!lg(x)11 ~ М Л *"f(x)lI~ М) i neka је Е.»О 

unapred zadani standardni realni broj. Tada postoje В ЕО-.:It 

jednostavna funkcija oblika 

k 
. - L Ј - i=l c i I.f'D.. takvi da vazi L(~I) (В) < t , Di ЕЛ 

l 

i 

-Vx Е:.Х-В( 11 g(x)-j (х) а < Е). Ako su d. Е:*В odabrani tako da је std.=c. 
l l l 
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k 
onda funkcija ј = L d·'f D i=l l i 

ima svojstvo 

nakosti 

:V-XEX-B(*llf(x)-J(x)11 < [,). Odavde imaтo sledece nejed-

Ј ~ с l' L ( !,ц )) (О l' ) 11 ~ Е-. L ( l.u 1) (Х) + 2М . f, 
11 xg dL(r l )- i~ I I 

Prema tome 11 jg dL(~\) - st S fdlf"I~2'EL(YЦI) (Х)+4С:'М 
х Х 

sto i dokazuje nasu jednakost za А = Х. Za bilo koji AGt dokaz tece 

analogno. Ovim је stav 3.10 dokazan. 

U jednom specijalnom i najinteresantnijem slucaju nikakve 
л 

pretpostayte za prostor В nisu potrebne. 

Stav 3. 11. Neka ј е (Х, А f р, *В) zadan па sledeci naCin. 

Х = {xi}~=l је hiperkonacan skup, (CL i J 1 ~ i ~ Н) hiperkonachi niz 

*-kompleksnih brojeva mod ula 1 а (Ь. [1 ~ i ~ Н) unutrasnj i niz eleme
l 

nata iz *В takav da је 
Н 

L 11 Ь .11 {. м za М Е. R. Tada reprezentirajuca *-jednostavna funk
l 

i=l 
1" 

cija f iz stava 3.10 uvek postoji (bez obzira па В) i to је upravo 

funkcija f:X --1" *В opisana sa f(i)= oLib i dok је I}-II odredjena sa 

) f 1 (О) = L [/{ ь i 11 I Х i Е D ] za D f: Л ,unutrasnj i podskup od х. 

~-
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4. RADONOVE MERE КАО PROJEKCIJE LOEBOVIH MERA 

Kantorov skup С = N2 , zajedno sa algebrom Borelovih skupova 

~ i merom proizvoda V , obrazuje vrlo pravilan, simetrican prostor 

s merom (С,с2), r-). preslikavanje d:C ~ [О,lЈ koje svakom 0J1-nizu 

d= (J.!iEN) iz С dodeljuje'broj d(d) ='f.c:J. .. 2- i - 1 Е; [О,1Ј је ne-
1 i~O 1 

prekidno, skoro svuda 1-1, cuva meru i projektuje prostor (С,ј3,!) 

па ([O,1J,~, m), Lebegov prostor s merom. Prednosti prvog prostora 

su ocevidne, па primer С је topoloska grupa па kojoj је V mera Haar-a. 

Ideja ovog primera је prosta ali veoma korisna. Preslikati prostor s 

merom (У,Ј3, f), koji је bogat strukturom i s kojim se lako operise, 

па prost~r (х,.:А:, ,) koj i ispi tuj ernoznaci cesto duboko proniknuti 

u struktЙ~ru prostora (Х, Ј!, f')' Napomenimo da р:У ~ Х preslikava, 

u gornj'eY.l smislu, ~Y)j), 'У). па (Х, Д ')1) ako је A:fAE.J{(p-1 (A)sJ:) i 

р(А) = 'J(~-1 (А)}). Vec pomenuti, u prethodnoj raspravi, Loeb-ovi pros

tori iшаји bogatu strukturu i mogu se па vise nacina preslikati па 

druge prostore s merom. Podsetimo se definicije Loeb-ovog prostora s 

meroY.l. 

Definicija 4.1. Neka је (*Х,Л:,ј1) unutrasnji prostor sa ko

nacno-aditivnom merom р . U radu [18Ј P.Loeb је pokazao da se mera 

ji = -si(1 moze rasiriti do <6 -adi tivne mere definisane па 6 (Д ), mi

nimalnoj 6-algebri generisanoj sa .:f • Kompletiranjem па taj nacin 

dobijenog prostora (*Х, 6 ( л) 1 ji) dolazimo do prostora (*Х, L (.4) , 

L (Ј1 » koj i se zove Loeb-ov prostor s Y.leroY.l dok se mera L (r) zove 

Loeb-ova mera. 

Definicija 4.2. Neka је Х Hausdorfov prostor i ~ familija 

podskupova od Х. Funkcija у: ~ -+' R+ је regularna ako za sve C~~ 
vazi 

У(С) = sup lV(F) I FeC, FE~ 

= inf { V (О) \ С с О, О S _~ 

је za:tvoren} 

је otvoren} 
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Mera У definisana па Х se zove Radon-ova mera ako је kompletiranje 

Borel-ove mere i ako za svaki Y-merljiv skup С vazi: 

У{С) = sup {У{К) I КС С, 
= inf ( V ( О) I с с О, 

К ј е kompaktan} 

О ј е otvoren ј 

Cilj ove rasprave је dokaz teoreme 4.7. Dokaz се biti izveden izvo

dј~џјеm nekoliko pomocnih stavova koji zasluzuju paznJu i sami za se

be~ Svi ovi rezultati su dokazani od strane T.Lindstroma u [15Ј iako 

su neke manje generalne verzije nekih od njih bile dokazane i od 

P.Loeba, R.Andersona i E.Fishera. 

Stav 4.3. Neka је Х Hausdorfov prostor i (*Х, Д, Р) unutra:snji, 

konacno-adi tivni verova tnosni prostor tako da ј е st -1 (F) Е:: L ( 4-) za 

svaki zatvoreni skup F. Ako је jos i L{P) (ns{*X» = 1 onda је mera 

st L{P), odredjena sa st L{P) (В) = L{P)st- 1 {в) regularna, kompletna 

Borelova mera па Х. 

D о k а z: Kompletnost od j1:=stL{P) .. sledi iz kompletnosti mе-

re L{P) dok је Borelovost Od? posledica cinjenice da su svi zatvo

reni skupovi u Х stL{P)-mеrlјivi. Dokazimo regularnost. Posto se ra

di о verovatnosnoj meri dovoljno је proveriti samo jedan od uslova iz 

definicije 4.2. Neka је С j1-merljiv i (,>0. Posto је st-1СЕ..L{k) 
iz definicije Loeb-ove mere sledi da postoji АЕЛ , Ас st-1C sa svoj

stvom L (Р) (А) > L (Р) st -lС_ Е = f (С)·- f, • Posto је А unutrasnj i skup, 

st{A) је zatvoren podskup od Х (dokaz ove cinjenice је zabavna vezba 

iz ft,pr~ene principa zaSiCenja). st- 1 st {А):Ј А П ns (*Х), Ј1 (stA) = 
= L (Р) (st -l stA) :r L (Р) (А) ~ f (С) - Е • 

Ров ledi.ca 4. 4. Neka ј е Х Hausdorfov prost:or i {*X,.f-, Р) unu-
-1 

trasnji, konacno-aditivni verovatnosni prostor tako da је st (K)EL(t) 

za svaki kompakt к iz Х. Pretpostavimo li da za svaki ~ /> О postoj i 

kompakt К Е sa svojstvom L{P)st-1кЕ. > l-f. , mozemo zakljuciti da је 
st L{P} Radon-ova mera па х. 

D о k а z: Oslanjajuci se па prethodni stav dovoljno је doka

zati da је st-1F Loeb-merljiv za svaki zatvoren skup F i~ х. Medju-

tiш iz 

F == { U (F П К1 / » U (F \ U К1 / ) sledi da је st-
1

F unija od 
п€iIЧ П П~1Ii П 

prebrojivo mnogo Loeb-merljivih skupova. 
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Lema 4. 5. Neka ј е К С Х kompaktan i ~' baza za topologiju па 

х koja је zatvorena u odnosu па konacne unije. Tada је 

st -1 (к) = П ~ *0 I к сО, OE:Z:-'} 

D о k а z: OcevidnQ је st -1 (к) с*о za sve О:Ј К otvorene sku

pove ра је i st-1 (К)С nl*O\KCO, O€,1;'}.Obrnuto, neka је Y,Est- 1 К. 
Za svaki х Е К posto'j i G Е 1:: ј sa svoj stvom х Е. G i У Ф, *G jer bi u , х х х 

protivnom bilo Y€ m (Х). Neka је кс G ,U .•. U G ,odnosno *к С 
х х 

с * (G U 
Х 1 kazana. 

••• U G
x 

) == *0 gde је О Е 'С'. Posto vRzi У ~ *0 lema jedo
п 

Stдv 4. 6. Neka је (*x,.:It, Р) kao i ranije, unutrasnji konac-

no-aditivni verovatnosni prostor i neka је ~' baza za topologiju па 

Х takva da је *0 Е L(Л") za sve ОЕ.'С"'. Tada је st-1 (К)ЕL(Л) za svaki 

kompakt К i ako је ~' zatvorena u odnosu па konacne unij~.~a~i 

L(P) st-1 (к) = inf {L(P) (*0)1 OG'C', КСО} 
.0< 

D о k а Z: Skup [о /*0 Е: L (.:1[) i О је otvoren} је ocevidno 

zatvoren u odnosu па konacne unije tako da se ре gubi па opstosti ako 

se pretpostavi da је i r' baza zatvorena u odnosu па konacne unije. 

Neka је 

О(К = inf{L(p) (*0) /OE'r', ксо}. Posmatrajmo familiju unutras-

nj ih skupova oblika .. rf1J
0 

О = Ј в Ed- I в с *01 П •.• п *0"1 
ft 1"'" l п . n,m , 

Р (В):> dk - ~} gde је КС 0iE:: Л za sve i = 1, ... ,п. Svaki cfO o О 
1 ' 4 •• , n,m 

је neprazan 5Kup posto је *01 П ••• (\ *on Loeb-:-merljiv sa merom ~oLK' 

Lako se uvidja da se tu radi о centriranoj familiji ра па osnovu Prin

cipa zasicenja postoj i В ~Л: sa svoj stvom st Р (в) ~ сХ к i В с *0 za 

sve OE~', O~K. Dovoljno је jos primetiti da lema 4.5. povlaci 

ВС st-1K ра da se stav 4.6. dobije kao posledica kompletnosti mere 

L (Р) • 

Теогеmа 4.7. Neka је (*x,~, Р) unutrasnji, konacno-aditivni 

verovatnosni prostor. Pretpostavimo da postoji baza ~' topologije па 

Х koja је zatvorena u odnosu па konacne unije а koja iша svojstvo 

*0 Е- L (Л) za svakiOE 'с;'. Pretpostavir:lO da za svaki Е 70 postoji 
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kompakt Ке sa svojstvom 

d
K 

= inf{L(p) (*О)!КСО, 06'l:'}:;;>1-E. 
Е 

Tada је stL(P) Radon-ova mera па Х i vazi stL(P) (К) = d
K 

za svaki 

kompakt К С Х. 

D о k а z: Dovoljno је osloniti se па pos~edicu 4.4. i stav 

4 .6. 

Svi prethodni rezultati su ispitivali uslove pod kojima se pro

jektovanjem Loeb-ovog prostora s merom, (*Х, L(~), L(P)), asociranim 

sa unutrasnj im konacno-adi tivnim verovatnostima prostorom (*Х, Л, Р) 

(Х је Hausdorfov topoloski prostor), dobijaju Radon-ovi prostori s 

merom. Prirodno је zapitati se da li su ti uslovi i potrebni i da li 

se projektovanjem роmоси "standardni deo" preslikavanja г.юZе dobiti 

svaki Radon-ov prostor s merom. 

Odgovor daje sledeca teorema R.Апdеrsоп-а, to је Teorema 3.3. 

iz [2Ј. 

Теогеmа 4.8. Neka је (X,rf6'j1) Radonov verovatnosni prostor. 

Neka је Ј{ neka unutrasnja podalgebra od *~ (jasno је da mozemo и

zeti i celu *.13), takva da za svaki ТЕ topologija (Х) ili *Т6Л ili 

st -1 (Т) Е. L (~). Pod ovim uslovima vazi 

L(~) (ns(*X» = 1 i st: (*X,L(.;f), L(jL1» -- (х,ј6,)!) Је presli-

kavanje koje cuva meru. 

D о k а z: L (*јЈ) (ns* (Х» ::=-1 је jednostavna posledica cinjeni

са da ј е sup {ј1 (К) I к с Х kompaktan} = 1. Medju ti1n 1 odavde sledi da 

је i za svaki zatvoreni skup Р, а пе samo za otvoren, ili *FE~ ili 

st- 1 (F) ~ L(k). Neka је B6:n . Postoje, niz С kompaktnih skupova 
п 

i niz Тп otvorenih skupova sa svojstvom С 1 с С 2 С ••• сВ с .•• с Т2 с Т1 
takvi da је lim ~(T - С ) = О. Posto је С kompaktan а Т otvoren, 

I п п п п 

imamo 

*С cst-1 (C )cst- 1 (B)cst- 1 (T )с*Т i *М(*Т - *С) = 
п п п п I п п 
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u poslednjem slucaju је L (*)1) (st-
1cn )? st (*? (*C

n
)) = fL (Сп). Takodje, 

ili је *т Е1; ili st -1 (т ) Е L (.;{) а u tom slucaju vazi L (* 11 ) (st-1T )~ 
п п Г" п 

~ st (* f- (*Tn )) == jL(Tn )· U svakom slucaju st- 1 (В) је stesnjen iZг.1еdјu 
dva Loeb-merljiva skupa sa merama 

i.L(*f) (st- 1 (B)) == Р(В). 

·-1 f (сп) i f (Tn ) ра је st (B)E;·L Ц) 

Dakle, projektovanjem nekog Loeb-ovog prostora роmоси -"stan

dardni deo" preslikavanja se dobija svaki Radon-ov prostor. Da li se 

tim postupkom moze dobiti svaki, ne obavezno Radon~ov prostor. : 

Odgovor па ovo pitanje је negativan i to је sadrzaj sledeceg 

primera. 

Primer. Neka је ~1+1 prostor sa topologijom poretka. Neka је 

Л algebra podskupova od ~1+1 koji ili sadrze zatvoren, kofinalan 

skup u ~1 ili su disjunktni sa jednim takvim skupom. Lako se moze 

proveriti da је Л 6-algebra koja sadrzi sve Borel-ove skupove iz Х 

i 'da је 

)1 (А) == 
А sadrzi kofinalan u си i za tvoren skup 

1 
inace 

G -adi ti vna mera def inisana па .:Ј: 

L (* јЈ) st-1 ({lИ1 }) == 1 dok 

. Nije tesko videti da је 

r(lw1}) = о sto znaci da se ovaj 

prostor ne moze predstaviti па gore navedeni nacin. 

Primetimo da је ао ove disharmonije doslo zbog velike "koncen

tracije" prostora oko tacke ~1' па primer pseudo-karakter od ~1 је 

neprebrojiv. Primetimo li da iz istih-razloga skup (GJ
1

} nije Ber~v 

(R.Baire) iako jeste Borelov , pitamo аа li se posmatranjem 6-algeb-

re skupova merljivih u smislu Bera mogu dobiti odgovarajuci stavovi 

reprezentacije. Odgovor је potvrdan i detalji se mogu naci u vec ci

tiranom radu R.Andersona. 

Citalac koji је strpljivo prosao kroz sve rezultate ove ras

prave za uzvrat dobija efikasnu i elegantnu metoduza konstruisanje 

raznih vrsta Radon-ovih mera. Neki primeri се biti izlozeni u ostalim 

glavama а sada samo nejjednostavniji. 

Lebegova mera па [0,1]. Neka ј е А С * [0,1 Ј hiperkonacan skup 

ravnomerno rasporedjen па *[О,lЈ u smislu da је za sve d..,j!Je[O,lJ, 

с{ <(6, ispunjeno st 
# (А () * (rL,(?)) 

# А 
== р - d, gde је # (В) broj еlеишаta 
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hiperkonacnog skupa В. Ako је ~ algebra unutrasnjih podskupova od 

* [О,lЈ а f unutrasnja konacno-aditivna rnera па Л definisana sa 

,ц(В) = -=#=(А П В) za ВЕЛ, onda је projekcija st L ( 11 ), Lоеч-оvе rnere 
1- -=#=-(А) ( 
L ()1 ), Lebegova rnera па intervalu [0,1 Ј . 

(kornpletna) 

D о k а z: Na osnovu teorerne 4.7. st L (1') је Borelova rnera 
st #(А П * (r::L,(D) = 

па intervalu [О,lЈ. Posto је zbog uslova 
#А 

st L (1 ) (ос,/Ј) = ј3 - о!. zakljueujff.O da је stL ()1) zaista Lebe-

gova rnera. 

\ - -, 
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5. TEOREМA RISA О REPREZENTACIJI LINEARNIH . 

FUNKCIJA NA С(Х) 

Ovo је jedna od klasicnih teorema koja vec duze vreme stoji 

па pocetku svakog detaljnijeg upoznavanja sa funkcionalnom analizom, 

teorijom теуе ili nekom drugom disc·iplinom matematicke analize. Iako 

fundamentalna teorema, kao sto је ova, uvek izaziva interes i stimu

lise nova otkrica, пјеп razvoj u uzem smislu је росео 1909 godine ka

da је F.Ris (F.Riesz) izveo dokaz za slucaj Х = [О,lЈ а zavrsio se 

1941 godine kada је S.Kakutani dao dokaz za slucaj bilo kakvog kom

paktnog Hausdorfovog prostora Х. 

Jedan od standardnih dokaza ove teoreme se oslanja па cinje-

nicu da se ekstenzijom zadanog funkc\ionala L па prostor funkcija koj i 

sadrzi karakteristicne funkcije sv.ih Borelovih skupova iz Х moze "ро

godi ti" kako izgleda reprezentirajuca mera v . Ideja оЬа ovde navede-
.ОО 

па nestandardna dokaza је sasvim suprotna .. Posmatranjem odredjene hi-

perkonacne familije *-neprekidnih funkcija norme 1 sa infinitezimal

пiш nosacem (slika) i primenom 

*L па te funkcije dolazi se do 

unutrasnje .теуе па hiperkonac

пот podskupu od *Х sto omogucu

је p~imenu rezultata iz pret

hodne rasprave. Kako bi citanje 

~ rп?(o) ovog ogleda ucinio sto nezavis-

nijim а i da bi elementarnost dokaza dosla do izrazaja, dokazacemo 

prethodno jednu lemu koja је inace jednostavna posledica teoreme 4.7. 

Lema 5.1. Neka је Х kompaktan Hausdorfov prostor i (*X,~ ,)1 ) 

unutrasnji prostor sa konacno-aditivnom konacnom merom р. Ako је 

*0 E.:l za svaki otvoreni skup iz Х onda је mera V =st L ()1) (ili dru

gacij е zapisano L (;1 ) st -1) def inisana say (В) =L ')1) st -1 (В) Radon-ova 

mera па Х. 

D о k а z: Neka 'V је definisana па (}; -algebri .АЈ. skupova В 

iz Х koji iшаји svojstvo da је st-1 (В) Е L(.;f). Pokazimo da је V re

gularna mera. Zaista, posto ј е st -lв f; L (.л ), za svaki Е.» о postoj i 
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unutrasnji skup АSЛ sa svojstvom L(p) (А) ~ L(~) (В)-[ • Medjutim skup 
-1 

st (А) С в је kompaktan i vazi v(st (A))=L (f) st stA« L y..t) (А). Dokazi-

то sada da G6 -algebra J!i sadrzi sve Borelove skupove. Za to је dovolj

по pokazati da је st -1 (К) Е L t;) . za svaki kOI:1pakt К С Х. Medj'utim ovo 

se dokazuje potpuno isto kao Stav 4.6. ра se ovaj dokaz prepusta ci

taocu. 

Теогеmа 5.2. (Risova teorema). Neka је Х kompaktan Hausdorfov 

prostor i L:C(X) -- R pozitivni linearni funkcional. Tada postoji Ra

donova mera v па Х ta.kva da је L (f) = fx f dv za sve f Е С (Х) . 

D о k а z: Neka је (.9, ~) sledeci parcijalno uredjeni skup: 

је ekvivalentno sa а = (И,-SТ) 

gde је (ј konacan otvoren pokrivac od х i :т konacno razlaganje jedini

се potcinjeno pokrivaCu~. Dalje predpostavljamo da su И i SТи 1-1 

koresr.ond enciji t..p: и-!т tako da је supp Ч(V)С V za svaki V € 1.1 pri 

cemd је supp (f): = cl {х Е х, f (х) "7 о). Napomenimo da ako funkcija u пе
kom, unapred zadanom, razlaganju jedinice:ima vise nego elemenata ро

krivaca dovoljno је sabrati sve опе funkcije koje imaju nosac u is

tom otvorenom skupu. Poredak ~ је definisan па sledeci nacin. Ako је 

а = (tj,!7) i Ь =(V,,) onda је 

(1 ) a~ Ь (i) i (ii) gde је 

(i) >ifUEl1 3Sc[J (V= unija (s)) 

(ii) >УОс х otvoren 'skup 

.. 
I [f Е. F I supp (f) с о} ~ L [g Е, G Ј supp (g) со}. 

Neka је Ј!: и-х funkcija izbora koja iша svojstvo .!J~VE: 

supp ~(V) ako је poslednji skup neprazan. Potrebnonam је sledece tvr

djenje. (!Ј, ~) је usmeren parcijalno uredjeni skup. 

Zaista, ako su а = Щ,fJl i Ь = ( [Ј, Ј) iz onda је с = (IJJ,Је) 

definnis.an ovako, w= [unvluE.U, V~1j i UnV i- .0}, )( ={f·glfE;g-',gt~} 
majoranta za skup [а,ь}. 

Na osnovu princ~pa zasicenja postoji а = (Й,'91 Е * 5'-.9'koji та

jorira sve elemente od 5D. i1. је hiperkonacan skup i neka је .:f hiperko

паспа algebra generisana sa и. Primetimo da је *O~~ za.svaki otvoren 
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ОсХ sto sledi iz uslova (i) оо (1). Preciznije, ОЕи za neki 

а = (U,:l)E!? Neka је ff : iL -----+ *Х funkcija izbora asocirana sa 

а = ({ј ,i'). Ako је AE.i definisimo unutrasnju meru f' ovako 

)1(А): = *L(*L(f)13VE.U(iV6A i (*supp) (f)cV)} 

(*х,.А 'f!) је unutrasnji prostor sa konacno-aditivnom, konacnom те-

romp ра primenom leme 5.1. dobijamo da је \l = stL (f) Radonova те-. . 
ra па Х. Pokazimo da ј е v trazena mera. Neka ј е О с Х otvoren skup 

i fE С(Х) takva da је o~ f ~ 1 i supp(f)c О. Tada је 

(2) L(f)~ у(О) 

Da dokazemo ovu nejednakost primeti~o da је ([о,х}, (f,1-f})С9 

i da iz О ! Х sledi Supp(1-f)t О ра па osnovu uslova (ii) iz (1) ima

то *f ~ *[ {h Е§! (*supp) (h) с *о}. Koristeci ovu nejednakost i pozi

tivnost funkcionala L imamo 

L(f) = *L(*f) ~ *r [7L(h) h€SГ i *supp(h)c *о} ~f(*O) 

па osnovu definicije mere ~. Ocevidnp otvoren skup u nejednakosti 

L (f) ~ Ј1 (*0) rnoze bi ti zarnenjen otvorenim skupom G koj i ima svoj stvo 

supp (Л с G с cl (G) с а. Zbog toga vazi 

L (f) ~ st Р (*G) ~ st ,;U (*clG) ~ L {ј1) st -1 (clG) ~ L <)1) st -1 (О) = \l (О) 

Sada uzmimo (-)ilo koju funkciju f Е. С (Х). O~evidno ј е L (1х ) = 1) (Х) 

sto sledi iz cinjenice da је ~ razlaganje jedinice. Zbog toga mozerno 

bez uticaja па opstost pretpostaviti da jef (х)с c"s,tJ za s ~ О. Ne-

ka је 

r x i + 1 
novu 

s = х < Х 1 < .•. < х = 
о п 

-х.I<Е zаО~i~п-1 
1 

6-aditivnosti rnere V • 

t podela intervala (s,t] takva da је 

i ~(f-1 (х.» = О 'sto је moguce па os-
1 . 

Za svaki F. = f-
1 [х. l' х. Ј, 1 ~ i ~ п, 

1 1-. 1 

postoji otvoren skup о.::; F. takav da је у (о. -F,)< EI2
1 ·х .. Neka је 

1 1 111 

О ~ f . ~ 1 izabrana tako da је f. (F.) = {1} i supp (f. ) с а .. acevid-
11111 

П П 
по Је f ~L1.--1 x.·f. ра је prerna tome L(f)·~ L. x.·L(f.) ~ 

1 1 i=l l 1 

п п 
~\ х. у(а.) ~ I x.V(F.) +Е. 
~Li=1 1 1 i=1 1 1 

Posto је F.n F. skupv-mere nula za i!j, па desnoj strani poslednje 
1 Ј 

nejednakosti se zapaza suma koja aproksimira - J:f dY sa unapred 

zadanom taCnoSCu. Prema tome vazi L (f) ~ Ј f d V za svaku funkciju 
х 



f Е С (Х). Poslednja nejednakost vazi i za funkciju -t 
trazena nejednakost 

L (f) = Ј f d v 
х 

<)/"> 
С.Ј О • 

cime se dobija 

Gore navedeni dokaz se odnosio samo па pozitivne, linearne 

funkcionale па realnom Banahovom prostoru С(Х) = С(Х, ~), realnih ne

prekidnih funkcija па kompaktu Х. Medjutim, Risova teorema u punom 

obliku glasi ovako. 

Теогеmа 5.6. Neka је Х kompaktan Hausdorfov prostor i С(Х, ~) 

kompleksan Banahov prostor svih neprekidnih kompleksnih funkcija па 

Х. Ako је L:C(X, ~) ~ ~ ogranicen linearni funkcional па С(Х, ~) on

da postoji kompleksna Radonova mera f па Х koja reprezentira ovaj 

funkcional, tj . 

.. \ L (f) = Ј f df za svaku funkciju f Е С (Х, ~). 
х 

Pre nego sto pristupim dokazu ove teoreme navescu nekoliko ci

пјепi'ёа о kompleksnim merama i integraciji kompleksnih funkcija u 

odnosu па ovakve mere. Lema sto sledi vec је formulisana i dokazana 

(и vecoj generalnosti) u raspravi о Loeb-ovom kompletiranju vektor

skih mera. Sam rezultat је kompleksna analogija odgovarajuceg fl real

nog" rezultata koji је dokazan od strane P.Loeba (Teorema 3 iz [18Ј). 

Opstiju "realnu"verziju tog rezultata dokazao j~ R.Anderson u [IЈ i 

to је jedan od osnovnih rezultata u nestandardnoj teoriji mere i in

tegracije. 

Lema 5.4. Neka је (х,А, Р) unutrasnji prostor sa konacno-adi

tivnom *-kompleksnom merom р . Sta vise, pretpostavljamo da је f i 

konacna mera (S-konacna) sto znaci da postoji М Е R sa svojstvom 

I f (Е) I ~ м za sve Е Е. Л . Tada za svaku unutrasnju, standardno-ogra-

nicenu, .:л -merlj ivu funkciju f:X -- *С vazi 

st Ј; fdf = Ј s t ( f) dL СјА ) 
х 

gde је L(f) Loebova mera asocira-

па sa ? 
Posledica 5.5. Ne.ka је у = [Yi 11 ~.i~ D} hiperkonacan skup, 

D Е- * IN, а (c::l. I 1 ~ i ~ О) unutrasnji niz *-kompleksnih brojeva takav 
l 

da је 



* L[\dil 11 ~ i~ D} ogranicen *-realan broj. Ako је f:Y -r *С 
S-ogranicena unutrasnja funkcija onda је 

f(y.)·cf. 
1 1 

2? . 

pri сети је f unutrasnja mera definisana па skupu svih internalnih 

podskupova od У jednakoscu f (Е) = I. {J
i 
I У i Е Е]. 

D о k а z. Dokaz sledi iz leme 5.4. i cinjenice da је u ovom 

slucaju 

D 
= L 

i=l 
f (у. ) . ci.. 

1 1 

Lema 5. 6. Neka је (Х, Jf ,)1) prostor 5 merom kao i u lemi 5.4. 

Ako је g:X -r <r: L(d)-merljiva funkcija onda postoji ... f-merljiva и-

nutrasnja funkcija f:X ~ *~ sa svojstvom stf = g L (\)11) -skoro svuda. 
I -, 

D о k а z. Ova lema је kao i prethodna u vec~j generalnosti 

dokazana u trecoj glavi (Teorema 3.б.) gde se moze naci i definicija 
,О' 

od L (If 1). Lemu takodje mozemo dokazati oslanjajuci se па "lifting" 

rezultat R.Andersona. 

Dokaz teoreme 5. З. Neka је F = t f i \ 1 ~ i~ D Ј hiperkonacno raz
D 

laganje jedinice tj. О ~ f. ~ 1 za sve 1 ~ i ~ D i L f. = 1 koje ima 
1 , i=1 1 

svojstvo tfi 3ХЕ:Х (supp (fi)cm(x)). Neka је [Yil1~ i~DJ unut-

rasnji niz takav,da је У.Е supp(f.) za sve i 
1 1 

U posledici 5.5. pri сети је za sve l~i~D, 

it mera definisana kao 

сХ.:= *L(f.). 
1 1 

~ = stL(f) је kompleksna Radonova mera па osnovu argumenta leme 5.1. 

Podsetimo 5е da је stL~)(l"J= L~)st-l (А). Pokazimo da је V trazena 

mera. D 
N е ka ј е f Е., С (Х, <е). L (f ) = * L (* f ) = L 

!L(f) - Ј fd V ! = I L(f) - Ј 
х *х 

D 
о г- I L *f (у.) *L (f . ) . 

i=l 1 1 

0* , f 
i=l 

D 

dL (ј1) I = I L 
i=l 

* L (* f . f .) ра ј е 
1 

*L(*f·f.) -
1 

Posto је funkcija f uniformno neprekidna па Х to је пјепа oscilacija 

па svakoГJ. skupu supp(f
i
), l~ i~D, тапја od nekog infinitezimalnog 
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broja rrz . 

Znaci, za svaki х Е- *Х \ [*f (х) -*f (у.)Ј f. (х) \$ "rn. f. (х) ра prema tome 
1 lL 1 

D 
*11 L l*f-*f·(y.)lf. Н= sup 

i=l 1 - 1 Х Е- *Х 

D I L [*f(x)-*f(у·)Јf.1х)l~ 
i=l 1 1 

~ sup 
х Е. *Х 

D 
L /(*f-*f(Уi»)tiksuр 
i=l х Е- *Х 

Posto је '1 L '1 = *11 *Ь l' < + (х) imamo 

D 

L "L 'fi(x) = "!. 
i=l 

/ ~ D D 
L- *L(*f·f.) - L *L(*f(y.)f.)! = I *L(L[*f-*f(у.)Јf.)I~ 
i=l 1 i=l 1 1 i=l 1 1 

D 
~ I/LII*II L [*f-*f(у.)Јf.ll~ /'f[I!Llk·O. 

. . 1 1 
1=1 

Dakle !L(f) - S fdVI = о cime је dokaz zavrsen. 
;< \ .. 

.. 
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6. KONSTRUKCIJA G-INVARIJANТNIH МЕМ 

Теогеmа 6.1. Neka је G kornutativna grupa која dejstvuje па 

kornpaktnom Баusdоrfоvоrn topolo§kom prostoru Х као grupa homeornorfi

zarna. Tada па Х postoj i Borelova ver~vatnosna rnera \? invarijantna 

u odnosu па sve transforrnacije iz grupe G. 

Pre nego §to pristupirno dokazu ove teorerne korisno је uvesti 

nekoliko cisto algebarskih pojrnova. 

Definicija 6.2. Neka је (G;') grupa (op§tije polugrupa ili сак 

grupoid) i А копасап podskup od G. Neka Је ot po-zitivan realan broj. 

Za копасап skup BcG kazerno da је (О(, A)'-dobar ако vazi 

><;}аЕ:А Ја-в!.;вl ~ еХ gde је а'В = {а'ы�66 ВЈ i Јсl broJ' ele-
21ВI -..; 

rnenata skupa С. Defini§irno sledece broje~e 

0(1 (А) = inf {cll (;Ј В CG) В је (еХ ,А) -dobar i Ас В} 

d.. (G) = sup {0<:1 (А)ј ACG, јА) < + ,оо} 

Lema 6.3. Neka је (G,') kornutativna grupa. Tada је о( (G) = О. 
Drug irn recirna za svaki копасап skup А с G i bilo кој i Е.. >- о postoj i 

la·B.6BI 
В:::> А копасап skup takav da је 21В I <: t za svaki а € А . 

.f.' 

D о k а z. Neka је G1 podgrupa od'G generisana sa А. Prerna dob

ro pozriatorn stavu о konacno generisanirn Abelovim grupama postoje ele

rnenti a
1

,a
2

, .. _,a
n

€ G
1 

takvi da је G
1 

= Z 'а 1 m ~ __ m 7-ап m Tor(G
1

) 

gde је Tor (G
1

) torzioni сео grupe G1 . Odmah se vidi da se trazeni 

skup В rnoze definisati ovako 

В = [-~,rnЈаl m ..• m [~m,тJan m Tor(G1 ) gde је m dovoljno ve

liki prirodan broj. Detalji ovog jednostavnog dokaza se ostavljaju ci

taocu. 

Dokaz teorerne 6.1. Neka ј е D С *G hiperkonacan skup кој i sadrzi 

celu grupu G као podskup. Oslanjajuci se па princip transfera i lemu 

б.З. zakljucujemo da posteji hiperkonacan skup EC*G, nadskup od D, 
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koji је ('"'! ,D)-dobar za neku fiksiranu infinitezimaJu '"'Z • Neka је 

Х ЕО *Х proizvoljan. Def inisimo skup Н: = { а (Х) I а с Е Ј i unutrasnju meru 

f formulom јЈ (В) = ! {Ь s Е I ~ ~~)E В} I gde ј е В unutrasnj i p 0 9skuP *Х. 
Prema lemi 5.1 у = stL~!) ј е Borelova mera па Х. 

Dokazimo da је to trazena invarijantna rnera. Neka је В unutxasnji pod

skup od *Х. Sa а (В) сето oznaciti skup а (В) :={а (у) I у Е В]. 
, 

ј1(а(в» = IEI-
1 1{c ЕЕ\С(Х)Е a(B)}I~ IЕ!-l ![a·b€ Е\Ь(Х)Е в}1 

~1{a.bbElb~E}U[a·blb€E i a.b~E}J ~\[ЬЕа-1ЕIЬ~Е}U 

U ~bE Elb r-a-1E}1 = I а- 1 Е llE '~ 20 rrг о/Е) о 

Odavde dobijamo 

Prema tome za svaki aE.G i unutrasnji skup В vazi nejednakost 

L (/1) (а (В» ~ L y.t) (В) о Stavljajuci а -1 umesto а i а (В) umesto В dobija

то i suprotnu nejednakost sto znaci da vazi jednakost L(P) (а(В» = 

= L~) (В) za svaki unutrasnji skup В. Posto se svaki Loeb-merljiv 

skup moze aproksimirati unutrasnjim skupoviIna i iznutra i spolja, 

poslednja jednakost vazi i u tom slucaju. Ako је Rc Х neki Borelov 

skup onda је st-1 (f(R» = f(st- 1 (R» sko је f neprekidno i otvoreno 

standardno preslikavanje- i naravno ako је f homeomorfizam. Otud,~ 

Y(a(R» = L<f> st- 1 (а(R» = L'f) (a(st- 1 (R» = L~) (st-1(R» = 

= V (R) 

cime је dokaz zavrsen. 

-1 



7. HIPERКONACNI LANCI,INFINITEZIМALNI SIМPLEKSI 

I HOMOLOGIJA 

31. 

Pre svega, apstrakt za rad koji se песе nikad pojaviti. 

Abstrakt: Non-standard analysis of A.Robinson is used to es

tablish а homology theory suitable for applications both in standard 

апа *-standard mathematics. This theory satisfies first three requi

rements of Eilenberg and Steenrod for а decent homology theory, пamе

ly homotopy, exactenss and axcision axiom (see Spanier [26Ј, pg.199-

-200) while the zero homology group of а one-point space is *2, the 

nonstandard pisture of integers. 

Navodjenje apstrakta је bilo sve sto sam mogao da uradim za 

тој rad posvecen unutrasnjoj i1i infinitezimalnoj teoriji homologije 

па~п sto sam ustanovio da se njegov sadrzaj poklapa sa sadrzajem 

Мс Cord-ovog rada [23Ј objavljenog u Fundamenta Matehematicae, 1972. 

Definicija 7.1. Neka је Х Hausdorfov topoloski prostor. Neka 

је Tot (Х) *-s1obodna abelova grupa generisana sa (*х)р+1, р E"IN. Qve' 
р 

grupe obrazuju 1ancasti kompleks <{ Тoip (Х)} "", 'д > pri сети је gra-. p€~ Р 

nicni homomorfizam Э : Тot (Х) -----Tot 1 (Х) definisa-n ovako: 
р р р-. 

н н 
~ i i 

Ор L-
1
.-_

1 
ni(aO,···,ap ) = L 

i=l 

р . 
.L (-l)Ј п.Са , ... ,а., ... ,а). 

1 О Ј Р ј=о 

Qvako definisan lancasti kompleks је aciklican, odnosno ima trivijal

пе homoloske grupe. Zbog toga predjimo па interesantniji komplek5 

({JVonp(X)] ,Ј>, kratko JiV*(X) , koji је sastavljen od onih elemenata 

kompleksa ~t(X) koji su generisani simpleksima infinitezimalnog di

jametra. 

ДОnр(Х) ~{Li:l nisil '1i 3 xEX (st "; ~ Х)} 

Napominjem da sts
1
· = х ро definiciji znaci s.=(a , ... ,а ) i sta = 

1 о Р о 

= = sta = х. 
р 



Neka је s = ~ п. ·S.6JU(x). Nosac od s је skup 
L 1 1 I s\ 

Nije tesko proveriti da је Is\ uvek zatvoren skup. 

32. 

Lako је videti, imajuci u vidu nestandardnu karakterizac~ju.neprekid

nosti, da neprekidno preslikavanje f:X -+ У па prirodan nacin induci

ra lancasto preslikavanje AI(f) : Ј?)оп(х) ~.АЈоп(У). Specijalno ako је 

Ас Х podprostor i i:A ~X inkluzija onda је .A((i) :ЈЈ(}{) (А) --А/М(Х) in-
d~.f 

" :j~kOi_ti9<", Neka ј е .Jl/оп (Х, А) = и1!оп(Х) ј.Ј2/0П (А) tj. <4)017 (Х, А) cini kra tki 

niz о ~.Jljоп(А) __ Jl)Of)(X) ___ JUоп(Х,А) -+ о tacnirn. Zaniy.lljivo је pri-

rnetiti da se taj niz сера (splits) ako је А zatvoren skup ali пе i u 

opstern slucaju. 

Теогеmа 7.2. J.Vоп* је kovarijantni funktor iz kategorije HauS

dorfovih topoloskih parova u kategoriju lancastih kornpleksa. Kornbino

vanjern funktora JUоп* sa obicnim funktororn homologije dolazi~o do fun

ktora Н* iz kategorije prostora u kate90riju indeksiranih (graded) 

Abelovih grupa. Uz, па odgovarajuci nacin definisanu, prirodnu tran-, . 

sforrnaciju б(Х,А) = {о (Х,А):Н (Х,А) ---f' Н -1 (А») funktor Н* zadovo-
р р .0> Р 

ljava prve tri aksiome teorije hornologija ;(Spanier [26Ј, 199-200)_ dok 

za jednotacku Р vazi Н (Р) = *2. 
о 

Ovako definisanu teoriju zvacerno unutrasnja teorija hornologije. 

DOKAZ: 

1. Aksiom tacnosti (exactness axiom) 

Ovaj aksiom kaze da za' svaki topoloski par (Х,А) ~a inkluzionim pres

likavanj ima i: А <-.Х i ј: (Х, ф)с........ (Х ,А) postoj i pr irodni hornornorf izarn 

Э (Х,А):Н (Х,А) ~H l(А) koji cini dugi niz grupa i homomorfizaQa 
р р р-

egzaktnirn. 

--t> Н (А) 
Р 

Н (i) Н (') 
Р Р Ј 

,. Н (Х) - ~ 
р 

э (Х, А) 

Н (Х,А) Р • Н 1 (А)-- ... 
Р р-

Medjutirn ovo sledi direktno iz lerne 4.5.3. iz [26Ј posto је 

о -t- Лiоn (А) ---Ј> .А)оп (Х) -+ .А.Јоп (Х, А) ----+ о 

kratak tacan niz lancastih kornpleksa. 
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2. Aksiorn hornotopije 

Ovaj aksiorn kaze da dva hornotopna preslikavanja f
o
,f

1
: (Х,А) ~ (У,В) 

induciraju lanc. asto hornotopna lancasta preslikavanja ..4Iоп(f ',доп(f ): 
О 1 

: Jl/оп(Х,А) __ ЛМ (У,В). Као sto је poznato, dovoljno је to dokazati 

za dva specijalna preslikavanja 

. 
i 1 (Х) .=" (x,~), 

1 = [О, 1} i za sve ХЕ:Х, i (х)=(х,о) i 
о 

Dakle treba konstruisati lancastu hornotopiju izmedju AI(i ) i JU(i ) 
о 1 

tj. hornomorfizam Dp : .лЈОЛр(Х) ~ДОfl р+ 1 (XxI) stepena jedan za koji 

vaz i .JIj (i
1

) - Ј7ј (i ) = (7 D + D 1 Э. Pocnirno sledecirn ј ednostavnim 
р р о р р-

opazanj еrn. Definisirno unutrasnj i hornornorf izarn Ер : Tot р (Х) -- Тotp+ 1 (Х х 1) 

kao ј edinstveni ипи trasnj i hornornorf izarn koj i za svaki S= (а , . .. ,n. k Тot (Х) 
о р р 

I 

zadovoljava jednakost • '0 

Е (а , ... ,а ) = 
р о р 

f (-1)ј 
ј=о 

(ао,о) ... (аЈ",о) (а ",1) ... (а ,1». 
Ј" р 

Tada se direktno proverava da vazi 

(1) ((а ,1) •.. (а ,1»-((а ,о) ... (а ,0»= дЕ (а ••• а )+Е 10(а ••• а) 
о р о р р о р р- о р 

Е ipak nije lancasta hornotopija koju srno trazili jer su sirnpleksi 
р 

iz Е (а ... а ) previse veliki, rnedjutim ovo se lako rnoze ispraviti. 
р о р 

Neka је Н Е. *IN '\~. Definisirno 

р 

D (а .•• а ) = L 
р о р k=1 

... (ар, ~ » 

f. (-1) ј ((ао, k~1) ... (а Ј" , k~l) (а", ~) ... 
Ј=О Ј 

Jasno је da је D unutrasnja funkcija ра se rnoze rasiriti па sve hi
р 

perkonacne "Бurnе" sirnpleksa (а ... а ј. Medjutirn vazi 
о р 

D :..Alon (Х) -+ JlJ.oп +1 (Х )( 1) i zbog (1) 
Р Р Р 
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3. Aksioma isecanja (excision axiom) 

Neka su X
1 

i Х 2 podprostori prostora Х pri ceтu је X1 zatvoren i 

Х = int X
1 

u int Х 2 • Tada је lancasto preslikavanj.e vVon(X
1

, X
1 
П Х 2 ) 

~Лfоп(Х,Х 2 ) inducirano inkluzionim preslikavanjem, izomorfizam. 
---

U standardnim dokazima, па primer za singularnu teoriju homo

logija, prvo se pokazuje da su lancasti kompleksi 6(Ц) i 6(Х), gde 

је 6(Х) singularni kompleks 6(U) njegov podkompleks generisan mа-

lim singularnim simpleksima tj. simpleksima podcinjenim pokrivacu 

и = {int X 1 , int Х 2 } , lancastb ekvivalentni. U nasem slucaju su 

simpleksi vec veoma mali tako da mozemo dokazati ~mp(X)= $mp(X
1

)+ 

+ .Jl) оп р (Х 2) • 

Dovoljno је uveriti se u istinitost inkluzije Дmр(Х)С ~УЙ)р(Хl) + 

+ .J/iоп р (Х 2 ) • 

н 

Neka је u = L n.·s. ьJl{оп (Х). Neka је H
1 

= {i I sl.E(*X1)P+IJ 
i=l 1 1 Р 

( 

i Н2 = [i ! i ~ H1}. Zapazamo da za i Е H1 vazi st SiEXl' zbog zatvore-

.) (* ) р+ 1 d nosti X1 ' dok za i Е Н 2 imamo st· si Е lnt (Х 2 ра је si Е Х 2 • О av-

de sledi da је u 1 = L п . • s . Е А1.оп (Х 1) i 
1 1 Р iEH

1 
i da је u = u

1 
+ u

2 
trazena dekompozicija. 

Na kraju 

4. Aksiom dimenzije 

Х = [а} 
р :f о 

р = о 

(а) * Z 
о 
~ (а, а) *Z 2з- ( ) а,а,а 

Ovim Је Teorema 7.2. dokazana. 

= 1 п .• s .Е:МОП (Х2 ) 
. н 1 1 Р 
lE: 2 

U poslednjoj recenici gore vec citiranog rada [23Ј, МС Cord 

definise i kohomoloske grupe para (Х,А) topoloskih pro~a (A=clA) 

па sledeci nacin. 
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нп (Х, А; G) : = нп (Нот ( Jlj оп (Х, А) ,G) ) 

Ovde је sa НОУ.Ј(·,·) oznacen standardni "homomorfizam" funktor dok је 

G та kakva Abelova grupa. Cini mi se da је definicija koja sledi pri

rodnija, uzbudljivija i da obe6ava l~p~e slaganje sa ve6 definisanom 

nestandardnom teorijom homologije (npr. kod teorije dualnosti). Glav

па razlika је u tome ~to је Нот zamenjen unutra~njim funktorom *Нот 

dok је G neka unutra~nja grupa. 

Definicija 7.3. Neka је Х Hausdorfov topolo~ki prostor i G пе

ka unutra~nja grupa. Neka је Tot р (X,G) = {f I f: *xp+l -+ G unutra~
пја funkcija}. ~tP(X~G) poseduje strukturu grupe (po~to је G grupa) 

i jasno је da su grupe Тое р (Х, G) i *Нот (Тас (Х), G) izomorfne; zbog toga 
р 

mozemo svaki element fETotP(X,G) identifikovati sa njegovom eksten-

zijom па Tot (Х). Kogranicni operator Ј': Тot P (Х) -- Тot p+ 1 (Х) је 
р р 

definisan sa S (f(s» = f( d (s». Objekt па~еч interesovanja nije 
р р 

ovaj nego slede6i kogranicni kompleks. 

v1!Of) Р (Х) = Tot Р (Х) /vUOfJ Р(Х) 
о 

gde је 

ДМ;(Х) ={ f €Tof;P(x) I VSЕ*хр+1«эхвх ns(s)=x) =7f(s)=O} 

Ekvivalentno, ako је ~p = {s ~*хР+llз ХЕХ ns(s) = Х], 

Л/оп Р (Х) ~ {g : L1 р --r G I :3 f Е Tot р (Х) (ч = f t ~ р) }. 

Elemente od д./оrl(Х) , а i od ТotP(X), kao ~:to је иоЫсајепо zovemo ft 

kolancima dimenzije р. Nosac kolanca fсЛlо)Ј (Х) је zatvoren skup 

Ifl = [ХЕХ I ;!sc::,(m(x»p+l f(s) f:- ОЈ. Ocevidno vazi 

I f+g Ј с I f I u I g I i до!? ; (Х) ;; {f I ! f I = (/Ј]. 

Ako је Ас Х podprostor, defini~emo 

/иооР(Х,А; G) =Ker{JUonp(X,G) ~AlonP(A,G)] 

gde је q "restrikcija"-preslikavanje. Zbog toga iшато tacan kratki 

niz 

о ---?- Ј!/оn р (Х, А; G) ---7 Alоп Р (Х; G) ~ дon р (А, G) ---;.- О 
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* Теогеmа 7.4. ЈИоn је kontravarijantni funtor iz kategorije 

Hau5dorfovih topoloskih parova u kategoriju lancastih kompleksa. Кот

Ьiпоvапјег.1 funktora Лlоп * sa obicnim funktorom homologije dolazimo 

do funktora Н* iz kategorije prostora u kategoriju indeksiranih (gra

ded) Abelovih grupa. Uz па odgovarajuci nacin definisanu prirodnu 

transformaciju S = [о р (Х,А) :НР (А) -+ нр+ 1 (Х,А) Ј funktor Н* zado-

voljava sve аksiОг.1е teorije kohomologije sa koeficijentima iz G (za 

aksiome pogledati Spanier [26Ј, strana 240). 

DOKAZ: 

1. Aksiom tacnosti (exactness axiom) 

Ovaj aksiom kaze da za svaki topoloski par (Х,А) sa inkluzionim pre

slikavanjima i:A с.....х i ј: (Х,{О) ч (Х,А) postoji prirodni homomorfizam 

ЈР:НР(А) ~ нР+ 1 (х,А) koji cini dugi niz grupa i homomorfizama 

-..,... НР(Х,А) HP(J)~ НР(Х) HP(i)~ НР(А) дР нр+ 1 (Х,А) ---... ... 

egzaktnim. 

* .~ * * 
Posto је О _А/оп (Х,А; G) ~дО!7 (X,G) -+Доп (A,G)---+ О '.., 

tacan niz, aksiom tacnosti је direktna'posledica leme 4.5.3. iz [26Ј 

pri сети је ЕР spajajuci (connecting) homomorfizam. 

2. Aksiom hornotopije 

Treba pokazati da ako su f ,f
1

: (Х,А) ~ (У,В) dva hОг.10tорпа presli-
. о 

kavanja da је H*(f
o

)=H*(f 1 ) :Н*(У,В) ---fr Н*(Х,А). Као i U,slucaju'ho-

mologije, dovoljno је dokaz izvesti za specijalni slucaj i ,i :Х -+ 
О 1 

_Xx'I gde је 1 = [О,lЈ, io(x) = (х,о) i
1

(x) = (х,l) i А = В = (О. 

Potrebno је konstruisati lancastu homotopiju izщеdјu lancastih pre

slikavanja Jljor/(io ) , J/joп*(i 1 ): JjOfJ*(X,I) --?-.АIО!7*(Х). Neka је 

D : ~m (Х) ~Јиоп +1 (XxI) lancasta homotopija medju preslikavanjima 
р р р 

vu (i ) i ~ (i
1

) definisane u dokazu teoreme 7.2. Definisimo traze-
р о р 

пи lancastu homotopiju EP+ 1 :ЛIO/)p+1(XX:I) ---+Ј/ОПР(Х) па sledeci па-
cin. Neka је [fЈЕJ2lопР+ 1 (X~I) gde је fE То[; p+l (XxI). Tada је 

ЕР+ 1 ( [ f Ј) (s) = [f (D Р (5) ) Ј 

i lako se proverava korektnost ove definicije. Citaocu se prepusta 

da direktno proveri da Е* ima trazena svojstva. 
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3. Aksiom isecanja (excision axiom) 

Neka је (Х,А) topoloski par i U otvoren skup takav da је Uc int А. 

Tada inkluzivno preslikavanje ј: (X-U, A-U) inducira izornorfizarn 

Н*(ј): Н*(Х,А) ~ H*(X-U, A-U). 

Pokazacerno i nes to vise, naime da ј е v1I* (ј): Ј/lоп* (Х, А) ~JlIоп* (X-U, A-U) 

izomorfizarn. Јј*(ј) је ocevidno 1-1. Dokazimo da је i па. Neka је 

[f Ј6 л/о() * (X-U, A-U) reprezentiran unutrasnj irn preslikavanj еrn fE Tot* (X-U) 

koje irna svojstvo da se anulira па infiniterirnalnirn sirnpleksirna smes

tenirn u A=U. 

Neka је gE тос * (Х) definisan sa 

[

f (s) 

g(s) = о 
s је сео u X-U 

inace 

Iz uslova U С int А sledi da је [g]с;ilоп* (Х,А) i Ј1/* (ј) [g] = [fJ. 

4. Aksiorn dirnenzije 
I 

Х =ta}, 

\ -, 

p;;6.Q 

р=О 

G~GJ:.9.....G~G id -
Neka је (Х, d) metricki prostor i кс Х, kornpaktan podprostor. Uslov 

rnetrizabilnosti, u teoremi koja sledi, moze se oslabiti ali је dokaz 

u rnetrickom slucaju pregledniji. 

Definisirno JlJоп (st- 1
(K» = [leТot (Х) 

р Р 

н 

l = L n. s . Е: Доп (Х) 
i=l 1 1 Р 

i 

-1 р+1 ] SiE: st (к) za sve isC1,HJ . 

Direktno se uveravarno da је 

od (JlJоп (Х), Э) i odrnah se 
р 

(JllOf'! (st- 1 (К», д) lancasti podkornpleks 
р 

narnece pitanje odnosa medju kompleksina 
. .... -1 

(.;1јor; (К), (3) i (JlJOf) (st К), 
р р 

Э). Primetirno da је st- 1
(K) vanjski 

(external) objekt. Cinjenica da se na·prirodan nacin funktor /Јоп 
р 

siri i па vanjske objekte asocirane sa topoloskim prostorirna оЬеса-

va nove i raznovrsne рrimепе. Evo jednog prirnera. 

Teorema 7.5. Ulaganje i:(JlJor; (К), d) -+- СЛ/оп (st-
1

(K»,8 је 
р ·Р 
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lancasta ekvivalencija. 

DOKA Z: 

Konstruisimo lancasto preslikavanje h : дon (st- 1 (К)) ~ДOn (К) 
р Р Р 

koje се imati sledeca svojstva: 

h о i = id i ioh ~ id tj. ioh је lancasto homotopno 
р R, Р 

sa id. Neka је ch: * ..JD(K) ~ *К jedna unutrasnja funkcija izbora. 

Posto је skup К kompaktan, definisano је mnogoznacno preslikavanje 

тр:*Х -? *К, тр(х) ={ ye*KI*d(x,y) = *d(x,*K)}. Neka је h:*X ~ *К 

funkcija definisana sa h(x) = ch(mp(x)). Ocevidno, preslikavanje h 

је retrakcija, drugim recima h(x) = х za x~ *К. Prim~timo da u opstem 

slucaju iz x~y ne sledi h(x)~h(y), medjutim ako su x,y~m(z) za 'zEK 

onda је ocevidno h(x)~h(y). Prema tome definisano је lancasto pres

likavanje h : JlIоn (st-
1 (К)) ---ј> дО!Ј (К) koje simpleks s = (а , ... ,а ) 

р р р о р 

preslikava u h (s) = (ha , ... ,ha ). Posto је h retrakcija vazi 
р о р 

h о i = id. Ostaje jos da se konstruise lancasta homotopija 
р ( 

D : доп (st- 1 (К)) ~ доп (st -1 (К)) izmedju preslikavanja ioh i id ... 
Р р Р р 

Neka ј е х = L ({) 
i=l 

/Ј I (t- 1 (К) ) . c~ emu . ( i i) n. s. е vVf оп s pr 1 Ј е s. = а , ••• , а , 
1 1 Р 1 О Р 

1 ~ i ~ GJ • Definisemo, 

D Х =?~ n.D (s.) = L ЧЈ 

Р -. 1 1р 1 . 1 1= 1= 

П. 
1 

D је dobro definisani homomorfiza~ i direktno proveravamo ocekivanu 
р 

jednakost 

(ha , ... , ha ) - (а , ... , а ) = д D (а , ... , а ) + D 1 еН а , ... , а ) 
Q Р о Р Р о Р Р-:- о Р 

iz koje odmah sledi da је {Dp}PEN trazena lancasta homotopija. 

Cenjeno svojstvo unutrasnje teorije kohomologija, koje ne poseduje sin

gularna teorija а poseduje teorija Aleksandera-Speniera-Ceha (Alexander, 

Spanier,Cech), је sledece t-svojstvo (tautness). Kaze~o da је prostor 

А t-ulozen u prostor Х ako је 

Hq(A) = lim <HQ(O) ! О ЈА - otvoren skup) , QEIN. 
--t> 

Skup А ima t-svojstvo ako је svako njegovo ulaganje (u prostor iz neke 

klase) t-ulaganje. 
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Теогеmа 7.6. Svaki kornpaktan podprostor K~ rnetri~kog prostora 

Х је t-u1ozen u Х. 

DOKAZ: 

Ро ug1edu па definiciju 7.3. i definiciju A4M p (st-1 (К)), definisirno 

р -1 Р ЈИоп (st (К)) kao skup svih restrikcija funkcija f€ Тot (Х) па skup 

(st -1 (К) ) р+1 П Ј/Ј.оп (Х). 1z teorerne 7.5. sledi da su i komp1eksi 
р 

(c!lJOfl Р (st-1
K) , S ), (дО!7 Р (К) , Ј) lan~asto ekviva1entni. Dokazirno da 

1irn < Ј/Јоп Р (О)! О,:)К otvoren) pri ~ernи је prirodno 
---;, 

I res trikcija"-pres1ikavanje r trazeni izornorfizarn. Pres1ikavanje 

r: ~<uflOf)Р(О))>КСО ~.lИОПР(st-1(к)) је o~evidno surjektivno. Doka

zirno injektivnost. Neka је fG ТotP(X) takav da је f(s) = О za svaki 

. -1 р+ 1 п Jlj 
sirnp1eks s Е. (st (К) ) I I ОП (Х). Odavde sledi da postoj i pokr i va~ 

р 

1Ј od К takav Ја \!Vf;1.J VSE.*VP-l;l f (Б) = О. Dak1e za О = U(} f inducira 

trivija1ni elernent u ЈИОПР(О) ра је r zaista 1-1 pres1ikavanje. Medju-

tirn funktor hornologije kornut~ra sa direktnim 1irnesirna, dakle 

Hq (К) = H
q 

( J!iоп * (st -1 (К) )) = 1irn < Hq (О) 10 :ЈК otvoren). 
----+ 

Pozabavimo se za trenutak sledecirn problernorn. Neka је Х Hausdorfov 

topo1oski prostor i 1е ns(*X) unutrasnji skup do-standardnih ta~aka. 

Sta se rnoze kazati о skupu st(I)C Х. 

Stav 7.7. Neka је Х Hausdorfov, potpuno regu1aran (ТЗ1 ) topo

loski prostor i 1е ns(*X) unutrasnji skup do-standardnih ta~aka. Tada 

је skup К = st(l) kompaktan. 

DOKAZ: Neka је У kornpaktno rasiren~e prostora Х. Skup 1 је unu

trasnji i u *У ра је st(l) zаtvоrел i u У, dakle i kornpaktan! 

U trenutku dok pisern ove redove nije rni poznato da 1i se i ka

ko pretpostavka о potpunoj regu1arno5ti prostora Х u gornjem stavu 

rnoze oslabiti, specija1no da 1! postoji regu1aran ne-potpuno regu1aran 

prostor koji Ы irnao svojstvo iz stava 7.7. Sledeci prirneri pokazuju 

da to svojstvo nemaju svi neregu1arni prostori. 
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Primeri 7.8. Definisimo topologiju па [О,lЈ ротоси fundamen

talnih sistema okolina па sledeci nacin. Okolina tacke х f О је obic

па okolina. Tipicna okolina tacke О је oblika U \ [1, i, i ,,:.,~} gde 

је U neka standardna okolina nule. Lako se uveravamo da је dobijeni 

prostor L = ([O,lJ,~) neregularan u tacki О i da је [1/n}n6N diskre

tan zatvoren skup. Neka је 1 = {l - _1_ 11 ~ п ~ Н}. Direktno proverava-
п п·Н 

то da је Ie ns(*L) i st(I) = [O}u{l/nl ПЕ~}. 

Drugi priг.ler, oznacimo ча sa C/N, је prostor dobijen od ;3rN, 
5kupa svih ultrafiltera prirodnih brojeva, tako sto su sve tacke iz ~ 

proglasene izolovanim, dok је tipicna okolina ultrafiltera D skup 

{D} ИА za АЕ D. Lako se 'uveTavamo da је 1 = *iNc ns (*r-~) unutrasnji 

skup koj i ima svoj stvo st (1) = 'с ~. 

u definiciji 7.~ i 7.3 definisani su pored ostalog i nosaci 

lanca s = Ln.s.E: u1l.-0П (Х) i kolanca ff: ЛlопР(Х) , u oznaci /5\ i \fl. 
l l Р 

Тато је napomenuto da su to uvek zatvoreni skupovi. Stav(7.7 пат 

dopusta da budemo precizniji kada је rec о ПО5аси lanca s, Isl, ako . 
је prostor Х potpuno regularan. 

paktan. 

Stav 7.9. Nosac I s 1 lanca s с JlJопр (Х) т з 1/2 prostora Х је kom-

DOKA Z: 
н 

5 је oblika s = > 
i=l 

i i 
п. s. gde ј е s: = (а , ... , а ) 

l l l О Р 
infini-

i 
tezimalni simpleks, Даklе simpleks sa svojstvom 5t а = 

о 

i = st а 
р 

= ХЕХ. Odavde је I s I = st { a~ \l~i~H, О:; ј ~ р Ј ра rezultat sledi iz 

prethodnog stava. 

U Мс Cordovom radu [2зЈ ustanovljena је konacna aditivnost и

nutrasnje teorije homologija sto је tamo iskorisceno za izracunavanje 

nuldimenzionalne homoloske grupe kompakta sa k.onacno mnogo komponenti. 

Sledeci rezultat је daleko opstiji. 

S tav 7. 1 О. Neka ј е Х = L Х.' direktna. Sur.lCl ТЗ 1'-: topoloskih prostora 
iEI l ~ 

Х. ,iEI. 
l 

'I'ada је Е (X)=~iEI Н (Х.). 
Р Р l 

DOKA Z: Ocevidno ј е L iE 1 н (Х.) ч. н (Х). Da 
р l Р 

ko se с.... moze zameni ti ј ednakoscu pr imetimo da ako 

ј е SE .АЈоп (L . D Х.) za neki konacan skup Dc 1, to 
Р lE. l 

va 7.9. Dakle J!lоп*(Х) ~ L· 1 .. ЛЈм*(Х.). Odavde је 
lE l 

bi se uverili ka-

Ј е Sf JlIм (Х) onda 
р , 

је posledica sta-

H*(X)~L. IH*(X.) 
l l 
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posto H-funktor komutira sa direktnim limesioa (dakle i sa direktnim 

sumama) lancastih kompleksa. 

Stav 7.11. (Мс Cord [2зЈ) Ako је Х povezan Hausdorfov kompak

tan prostor onda је Н (Х) = *Z. 
о 

DOKAZ: Za svaki prostor Х definisano је prirodno proslrenje 

(augmentation) *Z <-- д0n * (Х). Ног.lOlоSkе grupe tog kompleksa se zovu 

redukovane homoloske grupe i oznacavaju se sa Н (Х). Poznato је аа 
~ ~ q 

ј е Н (Х) = н (Х) za q ~ 1 dok ј е Но (Х) opisana egzaktnim nizom 
q q 

о +- *Z ~ Н (Х) ~ Н (Х) +- О sto sledi iz kratkog tacnog niza lan-
<) о 

castog kompleksa 

JliOf)*(X) ~ Л!.ОI/*(Х) ----t> О 

~ ~ 
*2 о ~ о 

i odgovarajuceg dugog niza homoloskih grupa. 
~ Н 

Neka Ј' е 1Ј neki pokrivac оа Х i 5 = L 
i=l 

п, s , Е: Ј(јоп (Х) 
l l О 

jedan cikl 

u kompleksu *Z' ~ .Alоп * (Х), drugim recima L 
Н 

i=l 
п, = О. Tada, zbog 

l 

povezanosti Х, postoji jednodimenzionalan (hiperkonacan) lanac 

ш 

а 1 = L, (а 2 " a 2 '+1) takav аа је 5 = гd l i (Yo~j,m) (ЭVЕU--) 
Ј=О Ј Ј 

{а 2ј , a
2j

+
1

} с V. Oslanjajuci se па princip zasicenja slicno vazi i z 

neki. unutrasnji pokrivac koji rafinira sve standardne pokrivace odakl 

је (Х је kompaktan) odgovarajuci ас ЈЦОПl (Х). Dakle Но (Х) = о tj. 

Н (Х) --' *Z. 
о 

Sledeci stav navodim bez dokaza. 

Stav 7.12. Neka је if konacni otvoreni pokrivac normalnog pro 

toraX. Definisimo .)Јоп*(Zl) = [s(:JUol7*(X)!ISICV zanekiVc1J}. Тааа 

је inkluziono preslikavanje i : JUM*(U) -+ ~DП*(Х) lancasta ekviva-

lencija. 

Na kraju-nekoliko reci о odnosu unutrasnje teorije homologija 
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i kohomologija prema standardnim teorijama. Teorema 4.8.14 iz [26Ј ga

rantuje jednakost unutrasnjih homoloskih grupa Н (Х,А) i singularnih q 
homoloskih grupa sa koefieijentima iz *~, па svim polieder~kim parovi-

та (Х,А). Lako је konstruisati primer prostora cije se singularne i 

unutrasnje grupe razlikuju; тo~eтo uzeti bilo koji povezani kompakt 

koji nije lucno povezan. Odnos unutrasnje teorije prema teoriji Ceha 

mi је u oVQm trenutku тапје jasan iako verujem da se unutrasnja teo-, 

rija u јо& vecoj meri podudara sa Cehovom teorijom sa koeficijentima 

iz *~. Ocekujem da unutrasnja teorija zadovoljava neke uslove nepre

kidnosti analogno Cehovoj teoriji sto bi dovelo do poklapanja ovih 

grupa па sirokoj klasi prostora. 

U slucaju unutrasnje kohomologije slika је mnogo jasnija. Na 

osnovu teoreme 6.6.8 iz [26Ј i generalnije verzije teoreme 7.6. то

~emo zakljuciti da se unutrasnja teorija kohomologija podudara sa te

orijom Aleksandera-Spenijera (Alexander-Spanier) ,s~ koefic~jentima iz . 
unutrasnje grupe G, па svim kompaktnim Hausdorfovim parovima. 
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8. NEKOLIKO REZULTATA IZ ALGEBARSKE TOPOLOGIJE 

Matematicar logicar koji se upoznao sa osnovnim elementima unu

trasnje teorije homologija ~li kohomologija,opisanih u prethodnoj stu

diji, za uzvrat dobija dokqze nekih od najinteresantnijih teorema mate

matike. Usput се se javljati novi i novi dosadni tehnicki detalji (ро 

definiciji stav је dosadan ako пета jasnu geometrijsku interpretaciju 

i saтo u tom SElislu је rec "dosadan" ovde upotrebljena). Kako kaze Masi 

(W. Massey): "Treba imati u vidu da teorija·homologija i kohomologija 

puni osamdeset godina i da su se njom bavili najinventivniji i najob

darenij i та tema ticar i sveta. Nema ј ednostavnog puta za izucavanj е alge

barske topologije". 
\ 

Evo i prvog tehnickog detalja. 
. "".-

Stav В.1. (egzaktni niz trojke) Neka је (Х,А,В) trojka pros~o

ra sto u tороlоSkог.1 zargonu znaci da је Вс А С Х. Tada је, prirodno de

finisan, kratki niz 

о ~~ Лlм * (А, В) - Ј/оп * (Х, В) -+ Ј2Јоп * (Х,А) - О 

tacan а takav је i dugi niz homoloskih grupa 

••• ---+ н (А,В) ~ н (Х,В) ----f> н (Х,А) 
q . q q 

r 

н 1 (А,В) -+ 
ч-

DOKAZ: Procitati stav j~s jedanput i uveriti se da se dokaz 

podudara sa dokazom aksiome egzaktnosti iz prethodne studije. 

Sada smo vec potpuno spremni za izracunavanje homoloskih grupa 

jednostavnih prostora kao sto su kugla ili sfera sto је dovoljno za do-

kaz Brauverove (Brouwer) teoreme о nepokretnoj tacki. Neka је 

n-dimenzionalni simpleks realizovan kao 

6 n njegova granica tj. 

!l 
п 

Л. = о za neki 
1 

0.;<;. i ~ п] 

лп {х Е L1 n I л ј = о za neki ј / о] . 

Lema В.2. Sledece grupe su izomorfne 

i 
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. 
Hk _ 1 ( L, п - [е о} , лп - [ ео} ) 

. 
ь. ) 
п-1· 

DOKAZ: Zapazimo li da је par (11 п' Ј\п) kontraktibilan, dakle 

Hk ( 6 п' лп ) = О, prvi izomorfizam, а, је posledica stava 8.1. Drugi 

izomorfizam se dobija isecanjem (aksiom isecanja) vrha е do~>je pos
о . 

lednji izomorfizam posledica cinjenice da је par (L,. 1'6. 1) ili pre-
. п- п-

ciznije пјеmu homemorfan par deformacioni retrakt od (Д п - {еЈ, Лn:{ео1 ) 
, (aksiom homotopij е) . 

Као sto је uobicajeno, вп је п-dimепziопаlпа kugla а Sn п-di

mепziопаlпа sfera. 

Stav В.3. (а) 

(Ь) 
п sп-1 ) Hk(B , = 

п /RП_ Р ) (с) Hk(!R , = 

k i- п 

k = п 

{ ~2 

{ ~2 

k 

k 

k 

k 

i- п 

= п 

i- п gde је 

= п Р јеdпо-

tacka iz 

DOKAZ: Na оsпоvu leme 8.2. Н (вп , Sn-1) = Н (Л ;) ~ 
k k U n ' u n . 

~ Hk -1 ( (:., п -1' L, п -1) ~ .... ~ H
k 

1 (L1 , д ) ;; H
k 

(Ll ) с ime Ј' е (Ь ) - о о -п о 

ft 

dоkаzапо. Тvrdјепје pod (а) se dobija iz (Ь) oslanjanjem па tatni пiz 

R
n 

para (вП+ 1 , Sn) uz kо~is6епје kontraktibilnosti kugle вП+ 1 . Slicno, (с) 

se dobija iz tacnog niza para (RП , RП_Р) uz zapa~anje da је R
n kontrak

tiЬilап а RП_Р hоmеоmоrfап sa Sn-l. 

Posledica tvrdjenj'a pod (с) је cinjenica da R
n i R

m пе mogu 

biti homeomorfni za m t п. 

n-l п 
Posl.edica В.4. Sfera S nije retrakt kugle В • 

О . k' вп Sn -1 h' t . у k ., D KkZ: Naprotlv, пе а Је r: --+ lpO еtlспа retra clJa. 

Tada је i H
n

-
1 

(r) : Нп- 1 (в
п ) --+ B

n
- 1 (Sn-1) retrakcija u kategoriji 

grupa sto znaci da је Еп- 1 (Sn-1) = *~ direktni sumand od Еп- 1 (В
П ) = О. 
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Kontradikcija! 

Brauverova teorema о neprekidnoj ta~ki 8.5. Svako neprekidno 

preslikavanje f:B
n ~ ВП irnа nepokretnu tacku. 

DOKA Z: 

It~ 

U slucaju da f пета nepokretnu tac

ku slicica pokazuje da onda postoji 

t k 
., п п-1 v 

re ra clJa r : В ~ S sto se ko-

si sa posledicom 8.4. 

Pos ledica 8.6. Svako neprekidno preslikavanje f : S2k ~ S2k ,. 

. 2k 
imэ. ili nePJkretnu tacku ili antifCdalnu~t,qсki.lt:fx:::х-· .il:k:fx:.=:=:.:-.1C za ;pe1;i"-X Е, S . 

DOKAZ: Neka f пета antipodalnih tacaka. То znaci da duz [x,fx] 

пе sadrzi centar sfere ра је radijalna projekcija linearne homotopije 
: f 2k h t .. . d' . d 2k 2k . f kl па s eru S ото oplJa lzme Ји 1 : S ~ S 1 . Da е H

2k
(f) је 

identicko preslikavanje. Slicno, ako f пета nepokretnih tacaka f kom-

- 2k 2k . ponovano sa antipodalnirn preslikavanjem а : S ~ S пета antlpodal-

nih tacaka sto znaci da је H2k (f) antidenticko preslika~anje, H
2k

(f)z= 

= -z, jer је takvo i antipodalno preslikavanje. H
2k

(f) пе тo~e jedno

vremeno biti i identicko i antiidenticko, dakle f ima ili nepokretnu 

ili antipodalnu tacku. 

Specijalan slucaJ upravo dokazanog rezultata za k = 1, moze 

s'e shvatiti kao teoretska potvrda empirijskog fakta da i najbrizlji

vije ocesljana glava mora negde imati razdeljak. 

Sledeca primena tehnike razvijene u prethodnoj raspravi је do

kaz cuvene Helijeve (E.Helly) teoreme о presecima konveksnih skupova. 

Dokaz koji sledi је specijalan slucaj dokaza Н.Е.DеЬruппеr-а, Amer. 

Math.Monthly 77/4, (1970), 375-380. Pre toga upoznajmp se sa z~acaj

nim nizom Majera i Vietorisa. 

Stav 8.7. (Mayer, Vietoris) Neka su А i В otvoreni podprosto

r i od А u Б. N eka ј е 

А ,-!r 
t-. 

АU5 

dijagram inkluzionih preslikavanja. Tada 
(1"( - Е,:<) 

је sledeci niz О ~ JlI(Jf7* (Аn В) ~ 
(1~· i.2 ) J(t;jz 
---f>"I- /UОП* (А) EIЭ ./tJоп* (В) _____ дОIl* (Аив)----? О 



1ancastih komp1eksa i pres1ikavanja tacan sto dovodi do dugackog 

egzaktnog niza 
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••. -t> Нп+ 1 (А U В) 2. н (А П В) - н (А) $ Н (В) ~ н . (А U В) -+ ... 
п п п п 

DOKAZ: Pri1ikom dokaza teoreme 7.2, tacnije kod provere aksi

ота isecanja, vec је bi10 dokazano da је v!Jоп* (А U В) = .Ј/.!on* (А) +lIoп* (В) . 

Za dokaz prvog de1a tvrdjenja dovo1jno је primetiti da је 

{ 
~fh ) Ker дм * (А) $ .Ј!јОI7 * (В) />- до/) * (А U В) = ДО!] * (А П В) . 

Drugi deo tvrdjenja s1edi direktno iz 1ете 4.5.3 iz [26Ј; to је опа 

ista 1ета upotrebljena u dokazu 8.1. 

п 
Stav 8.8. Ako је U otvoren podskup od R onda је Н (U) о 

q 
~ 

za q ~ п pri сети је н (U) 
q 

q-ta redukovana homo1oska grupa od U de-

finisana u dokazu stava 7.11. , 

DOKAZ: U stavu 7.7 је dokazano da 1anci sa kojima radirno ima

ји kompaktne nosace. Neposredna pos1edica toga је JtVол*(U)= 1imЛ~*(К ) 
~ п 

gde је sa К oznacena unija od konacno mnogo n-kocki (n-kocka је koc
п 

ka koja homotetijom sa centrom u О i koeficijentom п postaje obicna 

kocka iz ce1obrojne mreze u Rn ) pri сети zahtevamo i u = u К, 
ПЕ: /'f.! п 

'~ ~ 

Posto је H*(U) = 1im Н*(К ) ocevidno је dovo1jno dokazati s1edece 
--+ п 

tvrdjenje 

D(n,k): Ako је sa Р oznacena unija od k n-dimenziona1nih kubova iz 

ce1obrojne mreze па R
n 

onda је Н (Р) = О za q ~п. q 

Za п = 1 i1i k = 1 tvrdjenje је ocevidno tacno. Pretpostavimo da 

D(n' ,k') vazi za ~ve (п' ,k') za koje је i1i п'< п i k'~ k i1i п'~ п 

i k' < k. Posto mozemo pretpostaviti da posmatrani skup Р ima bar dva 

n-dimenziona1na kuba neka је Н hiperravan koja је para1e1na jednoj od 

koordinatnih hiperravni i koja seperira ova dva kuba i neka su Н 1 i Н2 
odgovarajuci otvoreni po1uprostori.- Neka је Р 1 skup svih kubova iz Р 

koji nisu ce1i u Н2 i slicno Р2 5kup svih kubova iz Р koji nisu ce1i 

u Н 1 . Vidimo da је Р 1 n Р 2 skup onih kubova iz Р koji seku Н. Identifi

,kujuci Р1 i Р2 sa skupovima UP
1 

i иР2 razmotrimo sledece s1ucajeve: 
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(i) р = р = р 
1 2 

U ovom slucaju postoji skup р' (n-1)-dimenzionalnih kubova iz 

Н koji је deformacioni retrakt od Р. 

(ii) Mozemo pretpostaviti da је Н odabrana tako da је i Р 1 f Р 1nР 2 
i Р2 f P1n.~2 sto znaci da skupovi Р 1 i Р 2 imaju manje od k n-kocki 

ра se па nj~h moze primeniti indikacijska hipoteza. Prema stavu 8.7 

imamo tacni niz 

• • •• ---+ --... ... 

Као i u slucaju (i) Р 1 n Р2 se moze deformisati па odgovarajuci р' 

rV 

zbog cega је H
q

(P
1

n Р 2 ) = о za q ~ n-1. Dakle vazi н (Р) = О q za 

, 
q ~n. • 'О 

Teorema 8.9. (Е. Helly) Neka ј е data fa:r.lilija od m (т ~ n+2) ot-... 
vorenih konveksnih skupova iz R

n 
takva da svakih т-1 skupova te famili' 

је imaju neprazni presek. Tada svi skupovi te familije imaju neprazni 

presek. 

DOKAZ: Pretpostavimo suprotno. Neka је {u1 , ... ,Um } familija 

za koju tvrdjenje teoreme nije tacno. Majer-Vietorisov niz za par pros 

tora U
1 

U ••• u U 1" U izgleda ovako . т-' т 
ft 

d ~ 

о ~ Hq (U 1 u ... u U 1 U U ) ---+ н 1 (U 1(\ U ) u .. u (U 1 П U )) ~ о 
т- т q- т m- m 

zbog toga sto su оЬа prostora U
1 

U ••• и U 1 i U m- 'т 

Primenjujuci isti postupak па familiju t U i п Um I 

јато 

homoloski trivijalna 

1 ~ i:; т-1} itd. dobi-

Dakle za q = т-2 imamo Нт- 2 ( U~=l Ui ) f о sto protivreci stavu 8.8. 

Kontradikcija! 
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Matematicar logicar kome ovih nekoliko primera nije dovoljno 

jer је и medjuvremenu postao ubedjeni algebarski topolog, moze tes

tirati svoje razumevanje homologije proucavajuci neke od st~ndardnih 

rezultata ove teorije, npr. homologiju CW-kompleksa; drugi plan bi 

bio ispitivanje proizvoda u homologiji i kohomologiji pri сети se 

odsustvo metode aciklicnih modela moze kompenzovati . Kako!? 
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9. О JEDNOM МRDJUOBJEKТU U DIFERENCIJALNOJ TOPOLOGIJI 

Zanimljiva је sledeca teza koja se provlaci kroz nekoliko lek

cija, iz knjige [21Ј R.Lutza i M.Goze-а (pogledati па primer s~lmula-
, 

tivnu desetu lekciju iz trece glave). Cest је slucaj da se intuitivna 

predstava onekom objektu ili pojavi пе slaze u potpunosti sa matema

tickim formalizmom upotrebljivim za opis tog objekta. Autori gore па

vedene knjige pokazuju da se u nekirn slucajevirna nestandardna analiza 

rnoze uspesno iskoristiti za konstrukciju medjuobjekata (interrnediate 

objects) koji cine prelaz od intuitivnog ka formalizovanoтr..,prirodni

jim i jasnijim. 

u lekciji 111.9 iz [21l је pokazano da ako vektorsko polje па 

С l-d1-ferencijabilnoj rnnogostrukosti М (rnа tema ticki) odgovara intui tiv-
I 

пој predstavi о istovrernnenim beskonacno rnalirn pomerajima svih tacaka 

iz М onda је trazeni medjuobjekt opisan sledecom definicijom. 

J1e.finic:.i;ia 9. 1.'I'rojkD Ј5 ,g , Z-) gde su 5' [ *м - *М unutrasnj е 

funkcije а ~ pozitivna infinitezirnala naziva se infinitezirnalna tran

sforrnacija па М ako su zadovljeni sledeci uslovi 

(i) iz п,~ ~ о sledi gn (х) ~ о i g п (Х) ~ о za sve ХЕ*М, п Е rN. 

(ii) ako ј е п,У- konacan onda iz Х ~ У sledi п п S (х):::: r (у) i 

- п 

~ (X)~ ~ п (у) • 

(iii) ako је п'~ konacan onda је 
п - п - п п S :s (X)~ 5' ~ (X)~X. 

Tok (flow) definisan ovom infinitezlrnalnom transforrnacijorn је 

funkcija 

t: м Х R ---+ М, 

m 
__ {st ( 5_

rn 

(Х) ) 
ћх,t) 

st (5 (Х» 

za t« о, rn = ct/'C"J 

za t < о, rn = С -t/,c-J 
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Теогеmа 9.2. Neka је М kompaktan topo1oski prostor. Svaka in

finitezima1na transformacija generise standardnu jednoparametarsku ne

prekidnu grupu homeomorfizama па М. 

DOKAZ: Pokazimo da fami1ija pres1ikavanja 't (.) = 
t 

ima tazena svojstva. Neka је t ~ О, s ~ О i п = [t/LJ, 

J'(·,t):M----I М 

m = [ s/r-J. Ро 

definiciji za ХЕ-М, g-t(Х):::::;:: ~n(x) i fs(~\(x))r;:. :sm(r-t(x)). Iz uslo-

va (i) i (ii) sledi Sm 0\ (Х) );:;:; 5 m+n (Х) ~ 7't+s (х) jer је l t~s Ј = m+n 

i1i m+n+l. Dak1e l s (tt(x)) = tt+s(X). Slicno se dokazuje i za slucaj 

\}' п п -п 
s f.. О, t ~ о. Iz uslova (iii) sledi 6 t С!'"' -t (х) ) ~ 5" (!' -t (х)) ;;:- 5 ~ (х);;:.х 

odnosno tt(б-t (х)) = Х i slicno t_t(ft(x)) = Х. Ovim је dokazano da 

ј е < t t \ t S R > ј ednoparametarska grupa. 

S druge strane, prema uslovima (i) i {ii) pres1ikavanja 
. ~ I • 

(х, t) 1---+ .5 [tkJ (х) i (х, t) r---. ~ [t/tJ (х) su s-neprekidna (unutrasnja 

fJ~kcija f j~ s-neprekidna ako је ispunjen us10v 

< {~ u ~d2!.fx,fy) < t:)) odakle sledi da su tt' tE R, neprekidne standar! 

~-t је i hОг.1еоmоrfizаг.1. dne funkcije. Posto је ~t о t~t = id 

Теогеmа 9.3. Neka је М c1-diferencijabi1na mnogostrukost i ne

ka је х lokalno Lipsicovo standardno vektorsko polje па М. Tada pos

toji infinitezimalna tra.!1sformacij~ (~, ~,z:--) па М cija jednoparame

tarska grupa transformacija zadovoljava uslov 

d о' 
_dt

t i t=o = Х(х), drugim recima Х је polje izvoda (и nuli) 

od ~t u odnosu па parametar t. 

DOKAZ: Ako је U jedan e1ement at1asa па М i r:U L..,.-RP homeomor

fno ulaganje, ро1је Х је lokalno opisano lipsicovim ро1јеm xU 
defini

sanim па r(U). Posto је М kompakt po1azni atlas L(u,r)} moze biti 

zamenjen finijim konacnim at1asom l(v., r.)}. I koji zadovo1java sle-
1 1 l~ 

dece uslove: 

za svaki i E--I r i (V i ) је otvorena lopta standardnog radiusa 2gi » d 
-1 

otvoreni skupovi Iv. = r. К. pokrivaju М pri сети је К. otvorena 
1 1 1 1 

lopta radijusa Yi sa i~tim centrom kao i r i (V i ). 
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i 

- па r. V. , 
l l 

Neka је k == 

== sup. 1 (sup V 11 
l€ Хь i 

jevi pozitivni. 
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zadovoljava k. -uslov Lipsica"r k. Е. R. 
l l 

max[k i I iE:I} r r == rnin[.9i li(,I} i )1== 

xi 
11 ). rnozemo pretpostavi ti da su svi ovi bro-r. (х) , 

l 

ХеМ rnozerno izabrati trojku (V , W , r ) tako 
х Х Х 

da је XEV . Naravno r taj izbor је jedno standardno preslikavanje ра 
х 

zbog konacno&ti {Vi}iEI' (V , W , r ) postoji (bez pisanja zvezdica) 
Х Х Х 

i za Х Е *М. Definisirno unutrasnje preslikavanje ф: *м Х (-У/ј1., +Ј/;О)-!о ~1'1) 

Ф -1 Х Х 
(x,t) == r (r (х) + tX ()). х је standardno, о-

Х Х r Х 
Х 

graniceno polje i r standardno neprekidno preslikavanje odakle sle-
х 

di Ф (x,t)~ Х za t~O. Izaberirno C~O, И/'О i definisirno ~(X) = 

== . cf (Х, 'С) i ~ (х) == ф(х , -с). Ostaje da se pokaze da је time defi

nisana infinitezirnalna transforrnacija sa trazenim svojstvima. 

z 
Lema. Ako је XEW onda је r (g(x)) == r (Х) +г;х () + -с-.с; z z z r Х 

. ~\ z 

i r (i(x)) == r (х) - ~XZ (.) + z;·f gde је E:~E~o. z ~ z r Х z 

Citaocu se ostavlja da эв.m proveri ovu lemu irnajuci па иrnи пе

standardnu karakterizaciju ne~ekidne diferencijabilnosti. Neka је 

п = [~J ' dakle najveci nestandardni prirodni broj п za koji је 
о ;t?:: 

gn(x) i ~ п(х) definisano. Lako se proverava da је za 

~n(W )cV sto povlaci sledece nejednakosti. 
Ј z z 

п ~ п , 
о 

iiJ 

iii) 

kao i odgovarajuce nejednakosti za 5. 

Dakle, ako је п L:'~O onda је п ~ п i zbog 
о 

п 
О+п'СК) , 

п -п 
i), S (Х) ~ 5 (х) ~ х. Ako 

је Х с::::у, iz ii) se (uzimajuci z == stx == sty) dobija п п S (X)~5 (у) za 

п ~ по; za ostale п za koje је п z- konacan, 

dje konacan, stavimo [== [п/п Ј odakle ј е 
о 

п/п 
о 

п 5 (Х) 

== п (;' /п 't" ј е tako
о 

пое е == g . ( ~ п - ПО ( х) ) ~ 

~ sno E (Х) jer је (п-пое ) z;-- ~ о. Obicno,'Т1indukcijorn ро t se dokazuje 
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da је 
п п 5 (х) ~ 5 (у) i 

-п -п g (X)~5 (у) zax~y. 

Na slican nacin se, oslanjanjem па iii), mogu dobiti relacije 

~ п §n (х) ~ gn ~ п (х) ~ х za konacan п 't'. Time је dokazano da је 

С ~, )infinitezimalna transformacija, neka је !:MxR ----;. м tok (fl w) 

te transformacije. Ostaje da se izracuna derivat toka ! (brzina to

ka!) u standardnoj tacki хЕ.М. U karti (V, r), oznacirno sa 
х х 

~ = 1/ r (,..п (х) ) -r (х) -tx* ( ) 11 gde је t» О standardan broj i х S х r х 

п = [% Ј. Ako је t < ~ iz i), stavljajuci z = х, dobijamo 

2 2 .6 
A~ ( z: п) k f ~ t kt ,dakle t ~ tkfi- sto dokazuj е da 

1 ' 
-t (r (t(x,t)-r (х)) 

х х 
---+- х* r (х) 

х 

, t --+ О, jer је 

Isti limes se dobija za -5 . Time је tvrdjenje dokazano u potpunosti. 
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Ova etida је u velikoj meri inspirisana dole formulisanom teo

remom 10.8. Kratak i elegantan dokaz te 'teoreme dao је Vrecica Sini

sa dokazujuci, u okviru progranн ispitivanja еksр::шenсiјаlnih prostora fоrг.юli

sanim od strane Milosava Marjanovica, оа је inverzni limes iterira

nih kontinuum-stepena zadanog Peanovog kontinu~a Х homeomorfan sa 

Hilbertovim kubom. Kontinuum-stepen ili kratko c-stepen zadanog pros

tora Х, oznacava se sa с(Х), је podprostor eksponencijalnog prostora 

ехр(Х) ciji su elementi svi povezani elementi od ехр(Х). Podsetimo 

se da 'је ехр(Х) prostor svih nepraznih zatvorenih podskupova od Х sa 

topologijom Vietorisa. Ako је АЕ. ехр(Х) i U
1

,U
2

, .•• ,U
n 

niz otvorenih 

skupova iz Х koj i zadovoljavaju uslove А с U r: -1 U" А П u, :f Ф za 
1- 1 1, 

sve 1 ~ i ~ п, onda ј е tipicna okolina tacke А Е ехр (Х) u Vietor isovoj 

topologiji opisana ovako: 

п 

(U1 '···'Un ) =(ВЕехр(х)\вс U i =l U i i 

sve 1 ~ i ~ п } 

в г\ U. :f Ф za 
1 

Koristicemo i oznake ехр(2) (Х) ехр (ехр (Х) ), с (3) (Х ) 

= с(с(с(Х))) itd. 

U slucaju kompaktnog metrickog pro~tora Х topologija Vietorisa 

је indukovana Hausdorfovom metrikom d(A,B) = inf [Е70ЈА С О[(В)ЛВСОЕ (А) ~ 

gde је О[ (С) Е. -okolina skupa С. 

Navescemo, radi potpunosti i jednostavan opis monada tacaka iz 

ехр(Х) u Vietorisovoj topologiji (Juhasz [10Ј). Posto postoji moguc

nost mesanja pojmova, kor isticemo oznaku ? (А) : = г\ r *0 I А с О i О је 

otvoren SkUp} za monadu skupa А а m(А) za monadu elemenata А u Vie

torisovoj topologiji. 

Stav 10.1. Neka је АЕехр(Х). Tada је в Еm,(А) ako i sаг.ю ako је 

(1 ) i (2 ) Вnrn(р) :f ф. 
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DOKA Z: Neka ј е В ЕО m (А) i U otvorena okol ina od А. Tada ј е 

В Е:. * < u> tj. ВС *U сше је (1) dokazano. Neka је р ЕА i О эр otvo

ren skup. Ocevidno в Е. * < О, Х \ {р} > (osim u trivijalnom slucaju 

А = [р}), dakle В П *0 t Ф • 1z principa zasicenja sledi В П m (р) t Ф 

cime је i (2) dokazano. Obrnuto, neka је <Ol, ... ,Onl okolina od А. 

1z О) sledi в с U ~ 1 *0. 
l= l 

а iz (2) в n*О. t Ф 
l 

za sve 1 (. i f:: п, 

dakle в с *<01 ' ... , ОП) i dal ј е В€- m (А) • 

U nastavku сето se ograniciti iskljucivo па kompaktne metricke 

prostore (X,d) uz napomenu da se koriscenjem pseudometrika svi dole 

navedeni pojmovi i rezultati mogu formulisati i dokazati za slucaj 

bilo kakvog kompakta. 

Neka ј е 1 С *Х hiperkonacan skup koj i ima svoj stvo V x€ Х .3 b€I 

stb = Х; drugim recima 1 Е т(Х). Metricki prostor . (1 , * d) с * Х s е па-

ziva hiperkonacna senka, ili kratko senka prostora Х. Naravno senka 

od Х nije jednoznacno odredjena, medjutim ako је senka 'CI,*d) pozn.a

ta prostor Х se lako тo~e rekonstruisati~ Zaista, st(*d) је jedna 

pseudometrika i lako se pokazuje da је odgovarajuci metricki faktor

-prostor :lJ,st(*d»/~ izometrican sa Х. Dakle iako је hiperkonacna 

senka sarno senka опа sasvirn verno odrazava svojstv~ prostora Х. Svoj

stva koja nas ovde interesuju su svojstva povezanosti raznih skupova 

u Х, ехр(Х), exp(2)(~1, itd. Zbog toga navedimo dobro poznatu lemu. 

Lema 10.2. Kompaktan metricki prostor Х је f.:XJvezan ako i samo 

ako 

i<;}x,YEX х i У su [-f.:XJvеzani tj .f.:XJstoji. ,IiJ..iz У 'Y1 ' ... ' У 
о п 

u Х tako da је i 'Уј 

DOKAZ: Skup {У 1 У је [-povezan sa х} је otvoreno-zatvoren, 

dakle navedeni uslov је potreban. Obrnuto, ako је х = F1U Р 2 , F1n Р 2 ; 
= Ф i F'1,F

2 
su neprazni kompakti cija је najveca blizina r, onda 

za (х,У) E:.F 1 х Р 2 , х i У nisu E-povezani. 

Lema 10.3. х, У е Х su Е. -povezani za svaki с.:> О 
".-!' 

Х,У su (-povezani za neki E.-<Sm(О). 

DOKA Z: { [ ј х, у su [-роvеzапЧ је oblika Ј«, +ro[ za cie*R. 
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Posledica 10.4. Х је povezan ~ (r,*d) је Е:: -povezan za пе-

ki tEm(O). 

Stav 10.5. 1 је senka od Х ~ (*ехр)(I) је senka od ехр(Х), 

DOKAZ: (*ехр) (1) је obican *-partitivni skup od 1. Dovoljno је 

dokazati da za svaki neprazan zatvoren skup Fc Х postoji hiperkonacan 

skup L с 1, L Е:т (F). Neka ј е d obicna Hausdorfova metrika па *Х. Lako 

se uveravamo da skup {€€*R I Е;'О i\ 3D€(*exp)(I) d(F,D)<E} sadrzi 

sve standardne pozitivne brojeve, dakle sadrzi i jednu infinitezimalu. 

u posledici 10.4. Se kaze da јех povezan ako i samo ako је (1,*d) 

с -povezan za neki [€:. m (О). Ako hocemo da budemo sasvim sigurni о kom 

se Е tu radi mozemo izabrati posebnu senku 1. Od sada ра do kraja 

ove rasprave podrazumevamo da је 1 fiksiranahiperkonacna с/З-mrеzа 

u *Х. Broj 6/3 је izabran zbog sledeceg. Ako је Х povezan onda је 
, 

*Х -;z-povezai1"o',za sve 1 >- О ра i za '2 = Е/3. Odavde odmah sledi da 

је 1 E-~ovezan jer se svaki E/3-1anac iz *Х koji spaja dve tacke 

х, у е *Х moze zameniti f, -lancem u 1. Dakle Х је povezan ako i samo а-
о" 

ko је т 6 -povezan. Zanimljivo је i vazno da ako је 1 E/3-mreza u 

*Х onda је (*ехр) (1) [/3-mreza u *ехр(Х) tako da је u ovom slucaju 

stav 10.5. ocevidan. 

Svakom metrickan prostoru Х mozemo pridruziti c-graf, 

graf€(X) ili samo graf (Х) ako se с» О podrazumeva, па sledeci nacin: 

[x,Y}E:grafE(X) (:=) d(x,y)ct: 

Lema 1 О. 6. Neka ј е 1 с *Х hiperkonacna E/3-mreza i graf (1) = 

= graf[(I) sa пјот asocirani graf. Tada је prostor Х pove-

zan ako i samo ako је graf(I) povezan (и smislu' teorije grafova). 

Slicno ехр(Х) је povezan ako i samo ako је graf(*exp(I)) povezan. 

DOKAZ: Dokaz је trivijalan jer је lema zapravo rezime onoga 

sto је receno u prethodnim redovima. 

Sada smo spremni da nesto i dokazemo. Rezultat koji sledi је 

dokazao L.Vietoris 1923 godine. 
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Teorema 10.7. Ako је Х kornpaktan i povezan rnetricki prostor on

da је i ехр(Х) takodje povezan. 

DOKAZ: Posto је Х povezan iz lerne 10.6 sledi da је graf(l) ta

kodje povezan. 1z iste lerne sledi da је dovoljno dokazati povezanost 

grafa (*ехр(I». Prirnetirno da је {A,BSEgraf(*exp(I» ako i sarno ako 

Vx Е. А .;з У Е- В tx,Y}Egraf (1) i V--x Е В:З Y€ А [х,у} Е graf (1). Pos1ed

nje zap~zanje dopusta da se па prirodan nacin operacija ехр prosiri 

па grafove tj. eksponencijalni graf exp(G) datog grafa G је graf па 

skupu nepraznih podskupova od G zadan па sledeci nacin: 

Dak1e, oslanjajuci se па princip prenosa, dovo1jno је dokazati da iz 

povezanosti standardnog konacnog grafa G sledi povezanost od exp(G). 

Dokaz ove cinjeniee је trivija1an. Zaista neka j~ (a 1 , ... ,ak }Eexp(G) 

i а ~ G. Posto је G prerna pretpostavei povezan, za dovoljno veliki 
о 

prirodan broj rn postoje nizovi (b~) О ~ ј ~ rn), 1 ~ i ~ k, tako да је 
Ј 

b i 
= а za sve 

о о 

.. 
i, bi=a. izasvaki1,<i~k i O~j, j+1~rni1i 

rn l 

b
i i i1i = b j + 1 d (b~, b~+l}E:G. Ocevidno niz ([b~ II ~i~k}lo~j~rn) 

predstav1ja 1anae u exp(G) koji povezuje {ао} i La 1 , ... ,ak } sto' do

kazuje da је exp(G) povezan. 

Na slican nacin se rno~e pokazati da је i е(Х) povezan sto se 

prepusta citaoeu. 
, r 

Ako је G graf oznacirno sa e(G) podgraf od exp(G) koji se sas

toji od svih povezanih e1ernenata od exp(G). 

Teorema 10.8. Neka је и:ехр(2)(х) --т ехр(Х) "unija" pres1ikava

nja tj. и(а) = Ua. Posto је и(е(2)(х» сеО) (Х) koristicerno istu 

oznaku i za restrikeiju od u па е (2)(х) . Neka је Х povezan, ~ ј. 
Х Е.с (1) (Х). Tada је u -1 (Х) = [h с. е (2)(х) I u h = Х} takodje povezan 

skup. 

DOKAZ: Ako је 1 С *х E/3-rnreza u *Х onda је (*exp)JI) €j3-rnre-

za u *ехр(Х) ра је i (*ехр(2»(I) E/3-rnreza u *ехр(2) (Х). Odav.d,e 

sledi да је skup [а Е (*ехр (2 »(1)\ ( u а = 1] senka skupa u -l(х) iako, 
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striktno govore6i, ne mora uvek biti podskup od *u-1(X). Prelaze6i 

па grafove ovo znaci da 6е teorema biti dokazana ako se dokaze sle

de6e tvrdjenje. Ako је G konacan povezan graf onda је [d c.c(2)(G)1 

I U d = G} takodje povezan· graf pri сети је struktura grafa indu

cirana iz с (2) (G). Ovo ve6 nij е tesko prover i ti. Pretpostavimo sup

rotno sto znaci da se u-
1 

(G) = {d С с (2)(G) I U d = G} moze razloziti 

па dva skupa F 1 i F 2 tako da se ni jedan element iz F 1 ne moze pove

zati lancem ni sa jednim elementom iz F 2 . Pretpostavimo da је 

с (1) (G) ~ F 1 (to jeste povezan skup) i neka ј е d Ео F 2 sa maksimalnim 

brojem elemenata. Posto је d :f c(l)(G) postoji skup х EC(l)(G) koji 

nij е и d. Ali с (1) (G) ј е povezan ра postoj i lanac и с (1) (G) koj i ро
cinj е u х а zavrsava u nekom у Е. d. Idu6i ро tom lancu od у ka х do

lazimo do prvog elementa lanca,z,koji nije u d. То znaci da је du (z} 

povezan i da se nalazi u istoj komponenti u kojoj se nalazi i d sto 

је kontradikcija sa maksimalnos6u od d. Тiше је teorema dokazana. 

\ 
• ОО 

Posledica 10.9. Neka је Х povezan,kompaktan metricki prostor 
( ) 1 (2) I 

i А G с 1 ~X). Tada ј е и - (А) = { d Е с (х) I U d = А} povezan skup u 

с (2) (х) . 

DOKA Z: и -1 (А) с с (2) (А) . 

Potpuno istirn metodom se mogu dokazati slede6i rezultati. 

Rezultati: Neka ~e Х povezan i АЕ. c(l)(X) _ Tada su skupovi 

[dsc(2)(X). I Ud.::JA} ,[d Еехр(2) (Х) I u d = А} itd. takodje povezani. 

Slicno ako је АЕ c(n)(X) onda је [dC c(n+l)(X) 1 LJ d = А) takodje 

povez;anskup. 
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