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Govoreci o odnosu burbakista prema matemati€koj logici,
Zan Diedone (Jean Dieudonné) je, obracdajuéi se ulesnicima sas-
tanka posvecenog istoriji matematike u Torontu 1982 godine, re-

kao i ovo:,

"... Since 1950 logic has made tremendous progress, but
in Bourbaki“s opinion it has not brought enough new tools for
mathematician to compel a change of attitude. It is possible
that in the future the present growth of non-standard analysis

and similar uses of mathematical logic will yield startling

-\ discoveries, but this is not yet the case; so "Wait and see"

is what prevails in this respect. ....

= Ne samo iz ovih reéi velikog francuskog matematicara ne-
go i iz odu8evljenja i entuzijazma s kojim su jedni prihvatili
nestandardnu analizu i neverice, skepse ili ¢ak otvorenog nes-
laganja koje su ispoljili drugi, vidljivo je da se tu radi o Zi-
vahnoj i zanimljivoj, novoj ali ne do kraja proverenoj metodi
koja obedava. Bududi da je to pre metoda negd matematicka dis-
ciplina, pri pokuZaju da se prika¥u neke od meni poznatih i in-
ﬁeresantnih primena nestandardne analize u razlicitim oblastima
matematike prirodno se nametnula forma relativno nepovezanih

ogleda, kracih rasprava i veZbi, odnosno etida.

L

Prva etida je uvodnog karaktera; sadr#i sve osnovne de-
finicije i sasvim neformalan opis konstrukcije nestandardnog
modela. Sledi elementarna etida o infinitezimalnom mikroskopu.
ﬁunutraénji prostori sa vektorskom merom se takodje mogu kom-
pletirati u smislu Loeba" je naslov sledece rasprave u kojoj
je pokazano da se Loebova (P.Loeb) fundamentalna konstrukcija
moZe, uz potrebne modifikacije, proSiriti na *B-zmacne konac-

no-aditivne unutras$nje mere gde je B neki Banahov prostor.



ii

Zanimljivo je da je to pitanje formulisano kao problem br. 17

u radu 9] Hensona i Mura (C.W.Henson, L.C.Moore, Jr.). Kao ne-
posredna posledica uvedenih pojmova dobijen je jedan (ne poseb-
no teZak) rezultat Prikrija i Armstronga (K.Prikry, T.Armstrong)
koji je varijanta teoreme Ljapunova za konaéno-éditivne R"-znag&-
ne mere. Centralne teofeme u ovoj rasprévi su "lifting" teore-
ma 3.6. i "pushing down" teorema 3.8 koje su analoconi R.Ander-
son-ovih teorema o skalarnim merama dokazanih u [2]. U &etvrtoj
raspravi dat je-prikaz teorije Radonovih mera osnovan na repre-
zentirajucéim Loebovim prostorima u obliku u kom su je razvili:
P.Loeb, R.Anderson, T.Lindstrgm i drugi. Ta tehnika je zatim is-
korisc¢ena u sledec¢oj etidi gde su data dva dokaza teoreme Risa
(F.Riesz) o reprezentaciji linearnih funkcionala i u etidi br.6
u kojoj je pokazapo da, uz odgovarajuce pretpostavke o grupi G,
na svakom kompakﬁu X na kom G dejstvuje kao grupa homeomorfiza-
ma postoji G-in&arijantna Radonova mera. Taj rezultat treba ra-

zumeti kao generafizaciju sliénog i poznatog rezultata koji se

dobije ako se G zameni jednim homeomorfizmom metridkog prosto-

ra X. Rasprava broj 7 o hiperkonac¢nim lancima, infinitezimalnim
simpleksima i homologiji je medju najinteresantnijim u tezi. U-
vodedi teoriju homologije zasnovanu na hiperkonaé¢nim lancima
simpleksa infinitezimainog dijametra, bio sam uveren da se radi
o novoj primeni nestandardne analize sve dok nisam haiéao na
rad Mc Cord-a (23] iz 1972. Ipak, neki novi pojmovi (npr.nosac
lanca) dopustaju detaljniju analizu ove homologije (npr..teore—
ma 7.5, stav 7.10 itd). Paralelno je razvijana i unutrasnija te-
orija kohomologije koja u [231 nije definisana. Posebno intere-
santna je teorema 7.6 koja tvrdi da ako je (0|0 ©K) inverzni

sistem okolina kompakta K (u metrickom prostoru X) i inkluzio-

- nih preslikavanja a cﬂwn*(o)loiDK) odgovarajucdi direktni sistem

lanc¢astih kompleksa, onda postoji objekt, st_l(K), ¢iji Jje ko-

homolos$ki kompleks izomorfanisa dir lim (~ﬂ@ﬂ*(O)IOiDK). Eti-
da 8 je zbirka od nekoliko najinteresantnijih "elementarnijih"

rezultata algebarske topolbgije dokazanih tehnikom etide br. 7
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dok je u veZbi br. 9 prikazan dokaz jednog rezultata iz dife-
rencijalne topologije. U destoj i poslednjoj raspravi pokaza-
no je kako se pojam hiperkonalnog grafa asociranog sa datim

kompaktom X moZe iskoristiti za ispitivanje povezanosti nekih

(n)

skupova u eksponencijalnim prostorima exp

s 0

(X) , neN.

Nakon navedenog kracdeg prikaza sadrZaja "veZbanja" iz
teze, Zelim da se kolegama i prijateljima koji su tokom ovih go-
dina delili sa mnom svoje matematicke ideje, entuzijazam kao

i iskustvo, najtoplije zahvalim.



1. NESTANDARDNA ANALIZA ZA PESAKE
"... a onda svakom skuéu A iz polazne familije skupova U , zva
demo je standardnim univerzumom, dodelimo nestandardnu sliku *A iz za
to pripremljenog nestandardnog univerzuma *{/ pri femu preslikavanije

*: {{ — *1l zadovoljava sledece principe:

1. Princip raéirenja'(ﬁxtension Principle): Za svaki skup Se/

vazi Sc*S pri C¢emu je S = *S ako i samo ako je S konadan.

2. Princip prenosa (Transfer Principle): Matemati&ko tvrdje-
- nje (na primer "svaki prirodan broj je suma cCetiri kvadrata") je tac-
no ako i samo ako je tadé¢na njegova interpretacija u nestandardnom u-

niverzumu (dakle svaki xe*N je suma kvadrata Cetiri elementa iz *N).

3. Princip zasic¢enja (Saturation Principle): Nestandardni uni-

verzum sadrzZi mnogo idealnih elemenata.

4. Principdunutraénjegvdefinisanja (Internal Definition Prin-
ciple): Aksiom separacije vazZi u kolekciji'unutraénjih skupova (in-
ternal sets) int(* U)c *U{ . Drugim redima ako je skup dobijen iz
unutras$njih skupova "uobiéajenim“ matematickim postupcima on ostaje

unutrasnji.

Abraham Robinson istaknuti americki matematicar, bio je prvi
koji je (u Januaru 1961. na zajednickom sastanku Americkog matematic-
kog drustva i Americke matematicke asocijacije) konzistentno realizo-

v > . . 7~
vao ¢uvenu Lajbnicovu slutnju ... ".

Gornji odlomak predstavlija jezgro jedne od ranijih verzija o-
ve glave, oslobodjeno dugac¢kih i dosadnih uvodnih detalja. Detalji
konstrukcije i dokazi gore navedenih principa ﬂogu se nacdi u ma kojoj
knjizi posvecenoj nestandardnoj (infinitézimalnoj) analizi navedenoj
u bibliografiji. Ipak, ¢itaocu koji nema pri ruci neku od tih knjiga

dugujem neka objasnjenja.

(2) Univerzumi U i *U su obifno oblika V_,(S) 1 V,(*S) pri Cemu
je V,(8)=SU2P2(S)U #(SUP(S))U ... takozvana nadstruktura (superstruk-
tura) izgradjena nad skupom S a *S neki nadskup od S.Ipak, za veci-
nu primena dovoljno je za univerzum {{ izabra®i neku daleko manju fa-

miliju, recimo za elementarni diferencijalni racun moZemo izabrati
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=RUP(R)U{El £:RR}.

(17) Pod matematickim tvrdjenjem u principu prenosa podrazumevamo

formulu u smislu matematicke logike.

(ii7i) Objekt xe*U se naziva unutrasnjim ako je element nekog objek-

ta *S za SeU. Napomenimo da se objekt *S Cesto naziva standardnim.

(zv) Smisao principa zasicdenja se ogleda u sledecem. Neka jelied

filter skupova iz & . Skup wu(D) =IW{*AIA6D} je zahwaljujudi principu

zasicenja uvek neprazan i naziva se nestandardnim Jjezgrom filtera D.

U specijalnom slucaju ako je D = H(x) filter okolina tacke x u nekom
topologkom prostoru onda se M (A (x)) zove monada tafke x i oznala-

va sa m(x).

Sledeca definicija sadzi joS nekoliko novih, osnovnih pojmova
na koje se neizbeZno nailazi u ma kom tekstu posvedenom infinitezi-

malnoj analizi.

Definicija 1.1. Neka je (X,7) topoloski prostor. Tacka xe*X
je do-standardna (near-standard) ako postoji ye X sa svojstvom xem(y).
Skup do-standardnih tacaka se oznacava sa ns(*X). Ovim je definisano

(mnogoznaéno) preslikavanje st: ns(*X)—X odredjeno sa stbd={ybmnwyﬁ.

x =~y oznacfava beskonac¢nu bliskost tacaka x i ye ns(*X) tj.
st(x) = st(y). Kada je rel o realnoj pravoj R sa obic¢nom topologijom

dolazimo do pojma kona&nog i hiperkonac¢nog realnog broja. Broj xe*R

-je konafan ako je Ix!l<n za neki ne N a hiperkonacan ili nadkonaéan

u obrnutom slucaju. Poslednja definicija ima smisla zahvaljujudéi prin-—
cipu prenosa iz koga sledi da je *R uredjeno polje koje sadréi.R kao
uredjeno podpolje. Striktno govorecdi nejednakost Ix!<n bi trebala

da izgleda ovako *[x|*¢ n ili moZda * < (*|x|,n) gde su *[-{ i *<

* - transformacije funkcije "apsolutna vrednost” i poretka na R. Jed-
na od precutnih koﬁ&encija je da se ne pisu zvezdice pored (nekih)
Cesto upotrébljavanih funkcionalnih ili relacijskih simbola, sto je
gore i ufinjeno. Ostale definicije e biti uvedene tamo gde se za nji—:

ma ukaze potreba.

Svakako najinteresantniji i najznadajniji medju principima 1-4
je princip prenosa iz koga slede mnoge stvari, npr. * je 1-1, * 7 je
grupa koja nije cikli¢na ali jeste *-ciklicna itd. Kao to Jje releno

konstrukcija od *% i preslikavanja *:J/—* ovde nece biti izvedena,
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medjutim ¢itaocu su bila obecd¢ana izvesna dodatna objasnjenja. Ta ob-
jadnjenja bi se mogla saZeti u sledecdu nepreciznu ali vrlo instruk-

tivnu tvrdnju:

-

Tvrdjenje 1.2. Nestandardni model *y standardnog modela {/ je u
izvesnom tac¢no odredjenom smislu granicéna struktura :niza ul’ uz..
..,Unp.(izomorfnih kopija od ), standardnih struktura. Princip pre-
nosa je posledica fenomena da se iskazi definisani na nizu struktura

al’ UZ,...,anp.i na *7; ponasaju kao neprekidne funkcije.

Ostatak ove glave posveden je intuitivnim, heuristidkom doka-
zu ovog tvrdjenja. Podjimo od dva jednostavna primera. Neka je
r: N-Q konvergentan niz racionalnih brojeva i r: @(IN) —+R njegovo ra-
Sirenje na jednotackovnu kbmpaktifikaciju . 0(N) = NU(Q@ prirodnih
brojeva. Tada je iskaz lg r(w) < 3 tadan ako je 1< r(m) < 3 tadan is-
kaz u nekoj okolini tacke @ ,ne racdunajuéi samu tu tacku. Shvatimo
li-liskaz @i : 1< r(i) €3 kao funkciju koja objektu (tadnije njego-

vom indeksu) dodeljuje istinitosnu vrednost (0 ili 1) zakijucdujemo

da je funkcija Y: a( m)—;{o,l} poluneprekidna odozdo! Napominjem da
su'gvi pojmovi i definicije koji se odnose na Topologiju a upotreb-
ljeni su u ovom tekstu u saglasnosti sa onim iz knjige R.EngelKkinga-
[8]. Opstije, neka je r niz matematickih struktura (topolo$ki pros-
tori, grupe, prostori s merom) i r(w) struktura koja je u nekom smis-—
lu grani¢na vrednost tog niza. Na primer neka je S :{Xn’ pﬂ, mﬁ in-
verzni sistem topolos8kih prostora, r(n) = X if(w = Xo = lim S
Neka je P, ¢ Xw—*Xn prirodna projekcija. Neka je ¥(x,A) iskaz xXeintA.
Ovaj iskaz ima odredjenu istinitosnu vrednost, 0 ili 1, u nekom topo-
lo&kom prostoru Y tek ako se interpretirajusimboli x i A, pri Zemu se
za € 1. int pretpostavlja da imaju svoje uobicdajeno znafenje. Oznadi-
mo sa X, An dole definisanu interpretaciju simbola x & A u prostoru
X, ne N\J&w} , i neka je ¢, oznaka za iskaz xneint(An). Sama in-
terpretacija je izvedena ovako:

-1 *_
(AO) 14 Aw -

. : s n
i Aoc,XO su proizvoljni; xn— pn(xa)), An—(po )
-1
n
kao funkcija ¢: NU{w}— {O,l} ima svojstvo poluneprekidnosti odozgo.

(AO). Vidimo da u ovom slucaju iskaz qh = X € int An shvacden

Pitanje: Zbog Cega je vazZno znati da 1i neki iskaz, shvacden

kao funkcija, ima odredjena svojstva neprekidnosti?

Odgovor je prost:iglasi ovako: U slucaju da je iskaz ¢ (n) interpretiran



u strukturi Dn’ ne N(J{aq , pri cemu je D, u izvesnom smislu gra-
ni¢na struktura, tako da je odnekud poznato da je ¢:Nuiwy— {0,1}

neprekidna funkcija, za nalaZenje odgovora na pitanje da 1li je ¥,

“tano u Dy ili ne, dovoljno je pronaci lim ¥_. )
nsc I

U oba gore navedena primera u prvom planu su bili:

1o niz standardnih (polaznih) struktura indeksiran tackama

topolo8kog prostora.

2° granic¢na struktura, intuitivno shvacena kado "tackamagomila-
vanja" niza standardnih struktura; indeks grani&ne struk-
ture @ je tacka nagomilavanja indeksa standardnih struk-
tura.

3° iskaz, interpretiran u svim strukturama se ponasa kao ma-

nje-vise neprekidna funkcija indeksa strukture.

Sada smo spremni da, sledeci istu shemu 10—30, definisemo jed-
nu posebnu granicCnu strukturu koja ¢e i biti Jjedna od grani¢nih

struktura iz tvrdjenja 1.2.

&

Pretpostavimo da je cilj konstrukcije ispitivanje realnih bro-

jeva, skupova realnih brojeva i realnih funkcija.

1° Neka Jje z@n = (Dn’ =, €) pri c¢emu je Dn =RUZPRIUZP(R
UPRIUPRUP(RIUP(RUPL(R))); toliko je naime potrebno puta po-
noviti "partitivni skup" operaciju da bi se funkcija f:R — R reali-
zovala kao skup f = {{{é,b}{b}}lf(a) = b} .

Ve

g 2° Neka je a)e/bmJ\nq bilo koji netrivijalni element Stoun-
~Cehove kompaktifikacije skupa prirodnih brojeva (dakle jedan ultra-

filter), pri Cemu neka je na N U{@w} =zadana topologija inducirana

iz AN Grani®na struktura &, = (Q@, =,+€@ ) Je opisana ovako:

D, = {f | £ je funkcija sa domenom N i (¥neN) f(n)e Dn}.Ako
iskaze f(n) = g(n) i £(n)e g(n) za £, geDy shvatimo kao funkcije iz
Nu {0,1} onda je (f =g9g): = lim (f(n) = g(n)) i

n -
(feq, 9) = lim (f(n)e g(n)).

n —+o

Primetimo da ovi limesi postoje zahvaljujuéi ¢injenici da jecve/&N

3° Ako su iskazi o kojima je recC u 3° opisani formulama logike



prvog reda dakle formulama oblika Y (x,y)= Jt(tex A o tey) 1 slic¢no
onda za formulu oblika W(xl,...,xn) (xl,...xn su sve slobodne pro-

menljive od ¥ ) wvazi

¢ (£

17 fn) = lim \?(Xll---rxn)
x, —= £,
i i
Ova jednakost je poznata kao LoSova teorema i dokazuje se indukcijom
po sloZenosti formule Y. Ta jednakost i nije drugo nego na princip

prenosa u ekvivalentnom obliku.
Na kraju kaZimo da je preslikavanje * :4) — *¢&) definisano sa

*A = (A,A,...,A,...) tj. standardni objekti iz *Q: = £, su konstan-

tni nizovi.



2. ETIDA ZA INFISKOP

Infiskop ili duZe, infinitezimalni mikroskop je nepostojedi
instrument koji sluZi za posmatranje veoma sitnih matematidkih obje-
kata kao Sto su delovi monada (za definiciju videti prethodnu glavu),
beskonac¢no mali priragtaji i slic¢no. PosStujudéi primcip permanencije,
moZze se razmatrati i dualan instrument, hiperkonac¢ni teleskop, koji
omogucduje hipotetic¢nim infi-matematicarima da osmatraju nas u trenut-
ku dok mi posmatramo njih pod infiskopom. Buduci da se radi o osetLﬁr
vim i retkim (nepostojecdim) instrumentima, njima je potrebno vrlo paZ-
ljivo rukovati zbog ¢ega navodimo sledeci aksiom koji je zapravo skra-
¢eni manual za rad sa infiskopom (dobija se uz infinitezimalnu dopla-

tu uz sam instrument).

Aksiom infinitezimalnog mikroskopa

Oko pod uobicajenim okolnosti-
ma vidi sve realne brojeve u in-
tervalu [-1,1], medjutim ne o-

paZa ni jedan nestandardan rea-

lan broj, recimo ¢ ili 1/2-€
za € cm(0) gde je m(0) mona-
da od 0. {Upravo iz ovog razlo-
ga su hestanﬁardni brojevi ot-
kriveni ovako kasno u istoriji
civilizacije). Neka je HE*R\R

beskona¢no veliki realan broj.

Podesiti infinitezimalni mik-
roskop na povecdanje H znacCi iz-

vr5iti homotetiju sa centrom u

0 i koeficijentom H &to znadi

da se u okularu mikroskopa pojavljuju svi brojevi oblika %-r za
1

-5 i dalje
e

reR i -l<r<l, dok recimo brojevi oblika 1 - i ili
H
ostaju nevidljivi.

Siroko je rasprostranjeno verovanje da je realna funkcija

f:R-+R diferencijabilna u tacki a akko je lokalno linearna. Infiskop
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nam omogucava da proverimo tu hipotezu.

OpaZanje 2.1. Funkcija f:R-*R je diferencijabilmau tacki ae R

ako i samo ako je linearna pri svakom beskonacnom povecanju H.

Zaista, f je diferencijabilna u a znaci

da je f(x)=f(a) + A(x-a)+ S(X_a)(X—a)

pri ¢emu €& —0 za x —r a. Osla-
(x-a) o _

njajuci se na princip prenosa imamo

*f(a+h) = *f(a) + A-h + Eh-h. Ako je

1 e
he [a- T a+—%:] vidljiv pod infisko-
pom pri uvecdanju H, onda €h~h octevid~-

‘no nije vidljiv pa je *£ (x+h) = *f (a) +
+ A+h pri cCemu =u znai da su navedeni
brojevi isti (tj. ne mogu se razliko-
vati) pri uvedanju H. Time je zaista potvrdjeno da ako je £’ (a) = A
onda posmatra¢ pod infiskopom pri beskonac¢nom uvedaniju zaista "vidi"
'pravu liniju nagiba A.
Proveru opazanja u suprotnom smeru ostavljamo ¢itaocima.

Jo§ atraktivnija je primena infiskopa u ispitivanju integral-
nih krivih diferencijalnih jednac¢ina sa beskonad¢no malim parametrima.
R.Lutz i M.Goze su u knjizi [21] mno$tvom lepih primera pokazali da
se kori8céenjem infinitezimalnih metoda moZe stec¢i duboki uvid u gra-
ni¢no ponaSanje integralnih krivih, Sto je upravo slucaj u kom kla- =«

sitne metode nisu tako efikasne.

Ovde ¢emo dati samo nagovestaj tih metoda jednostavnim prime-

rom koji je napravlijen po ugledu na primere iz [21].

Posmatrajmo diferencijalnu jednadinu & -x + x(t) = t2 odnosno
ekvivalentan sistem jednadina x = % (tz—x)
t =1

Ovde se radi o unutrasSnjem sistemu jedna&ina za koga vaZe *-analogoni
stavova O egzistenciji i1 jedinstvenosti integralne krive kroz zadanu
tadku i o neprekidnosti integralnih krivih pri menjanju polazne tad-
ke. Jos$ preciznije, podsecamo ¢itaoca da vaZe nejednakosti oblika

.

I rea,t) - &(b,t)”sx%ﬂub4mqmj_éemu je V¥(a,t) jedinstvena inte alh

kriva koja prolazi kroz tacku a. ]



Ovo nam omogucuje da napravimo

sledeé¢u analizu:

1° Integralne krive koje pola-
ze izvan infinitezimélne okoli-
ne (monade) parabole x = t2 su
prakti¢no vertikalne sve dok se
ne priblizZe infinitezimalnoj o-

kolini (Srafirano podru&je) te

parabole.

2° Brzina tatke na toj krivoj

je hiperkona&na ( -—+—+»—+— ) zbog
Slika 2 ‘ Cega ona za infinitezimalno vre-
me dostiZe neku tadku halo-a
krive x = t2. Halo je drugo ime za infinitezimalnu okolinu nekog
objekta (Lutz, Goze f2%]).

o . - I . . '
37 Integralna kriva koja polazi iz halo-a ostaje u njemu za svako ko-
na¢no vreme.

o} 2

47 Inteégralna kriva koja polazi iz tacke (-1, 2) ne sede krivu x = t

kao ni integralna kriva koja polazi iz tadke ( % ; —1).

5° Kriva koja polazi iz tacke (- % , - % ) sele parabolu u blizini
o 2 4
tacke (- 373 ).

Pojasnimo malo tadke 4% 4 SO.Ukoliko bi inte4gmalna
kriva koja prolazi kroz tac¢ku (-1,2) (sli€no i za tadku ( 1/2,-1))
sekla parabolu x=t2 zapaiamo da bi levi i desni izvodi te krive u
tadki preseka bili razli¢iti. S druge strane lako je videti da inte-
gfalna kriva ¥ koja polazi iz (-2/3,-2/3) mora imati lokalni maksimum
(recimo na osnovu Rolleove teoreme i1 ¢injenice-da postoje t0< tl'
f(to) = X(tl)). Iz diferencijalne jednaline sledi da tacfka lokalnog

maksimuma (%, 7(3)) mora biti i tafka preseka sa parabolom posto je

$'(3) = o.



3. UNUTRASNJI PROSTORI SA VEKTORSKOM MEROM SE
TAKODJE MOGU KOMPLETIRATI U SMISLU LOEBA .

Peter Loeb je u radu [18] uveo konstrukciju kojom se svakom
unutradnjem prostoru (x, £, M) sa unutrasSnjom konalno-aditivnom me-

rom 4 dodeljuje prostor (X,'é(i),/]) sa 6-aditivnom meromlﬁ'pri ce-

‘mu je &(£) minimalna &-algebra koja sadrZi algebru £ . Kompletira-

njem poslednjeg prostora s merom, dolazi se do prostora (X, L(i),Lgy))
koji se naziva Loeb-ov prostor asociran sa prostorom (X,Jé,/z). Sam
Loeb je do ovog kompletiranija dosSao primetivs$i da je funkcija ﬁ3=stp
é-aditivna na £ nakon &ega je proéirio/ﬂ na ¢ (#) oslanjajudéi se na
Karateodorijevu teoremu o ekstenziji mera. Kasnije se pokazalo da se

L(ﬂ) moze uvesti direktno i jednostavno sledecdom definicijom.

Definieija 3.1. Neka je (X,Jf,/U)’ﬁnutraénji prostor sa unut-
rasnjom, konac¢no-aditivnom merom u . Za:skup A CX kaZemo da je Loeb-
-merljiv ako postoje skupovi B i C€ 4 takvi da je BcAcC i stu(C-B€
za svaki unapred zadani €> 0, &e R. Familiju Loeb-merljivih skupova oz-
nacimo sa L(#) a odevidnu ekstenziju mere /I:=s§ﬂ sa £ na L(#) oznadimo
sa Lgu).

Da je (X, L(#£), Lgu)) zaista prostor sa @=-aditivnom merom ¢italac mo-
Ze proveriti u gore pomenutom Loeb-ovom radu ili u knjizi K.Stroyan-a

i J.Bajod-a [27]. Cilj ovog ogleda je da pokaZe da se Loeb-ova vaZzna

konstrukcija moZe pro$iriti i na unutradnje prostore oblika (X,ﬂ:,ﬂ ,

*B) gde je (B,Il-ll) neki Banahov prostor a u unutrasnja, konacéno-adi-

“ tivna, *B-zna&na mera definisana na £ . Napominjem da ée kao sinonim

za -l biti koriScena i oznaka 9 kako bi se izbegle nepregledne for-
mule oblika ...* [I*X{ ... . U svim razmatranjimé koja slede mera ce
znac¢iti vektorska mera, preciznije mera koja uzima vrednosti u nekom
Banahovom prostoru B, njegovom raSirenju *B ili nestandardnom omota-
du B (ni¥e definisanom) prostora B. Potpuno analogno se mo¥e razmat-
rati mera sa vrednostima u nekom lokalno-konveksnom linearnom topolos-
kom prostoru ali to se ostavlja za neku drugu priliku. Knjiga [6],
Danforda i Svarca (N.Dunford, J.Schwartz) sluZi kao osnovna referen-
ca kad su u pitanju vektorske mere ili integracija vektorskih mera u

odnosu na konaéno-aditivnu skalarnu meru. Dakle poc¢nimo.
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Neka je B Banahov prostor i (X,A + M, *B) prostor sa konadéno-
—aditivnom *B-znac¢nom merom Mo Pretpostavimo da je potpuna varijaci-
ja v(u, -), definisana sa v(M, A) = *—sugp Z:{*Hﬂ(D)Hl])ef}, gde
# prolazi kroz sve *-konaéne, A-merljive particije skupa X, konad&na
unutrasnja pozitivna mera na X. Podsetimo se da se za element xe€ *B
(dakle i za xe€ *R) kaZe da je konacan (xe€ fin(*B)) ako postoji Me R
takav da je *|x||< M. Bududi da ?9 mera Uil: var(/i, ) pozitivna, de-
finisan je prostor (X, L(A), L(%u)). Nas$ zadatak je da definiSemo i
ustanovimo obsnovna svojstva Loeb-ovog kompletiranija (X, L(4), Lgu),?)

prostora (X,J%,/l, *B) . Pojam nestandardnog omotac¢a Banahovog prosto-

.. ra (B,j)) koji ¢e nam trebati za definiciju tog kompletiranja uveo je

W.A.J. Luxemburg i moZe se nadi u [28].

Definiciga 3.2. Neka je fin(*B) skup konadénih elemenata iz *B
i neka je a~ relacija definisana na fin(*B) sa x=~y akko *y(x—y)em(O).
B = (fin(*)/:z,? ) gde je ﬁ([x]): = st *y(x) je Banahov prostor koji
‘'se zove nestandardni omotac¢ (nonstandard hull) Banahovog prostora B.
Po analogiji sa sluCajem B = R oznacCimo sa st:fin(*B) — B preslika-

vanje "standardni deo" koje preslikava x — [x]_ .

U slucaju lokalno-kompaktnog, dakle konad¢no-dimenzioniranog,
"Banahovog prostora B vazi B = B. U opStem slucaju B je pravi podpros-
tor od B zbog ¢ega moZemo, tamo gde to nede izazvati nedoumicu, pa-
ralelno sa 91 ﬁ- koristiti i oznaku Il-Il za normu kako u B tako i u
B. Uloga B u Loeb-ovim ra$irenjima *B-znacnih mera je znacajna zbog

toga Sto ¢e u opStem slucaju qul biti B-zna&na mera!
”

Neka je AeL(#). Prema karakterizaciji L(#) iz definicije 3.1.

postoje nizovi B_c B;C ...CAC...cC,c C_ skupova iz A takvi da je

1
st ]/uI(Cn - Bn)< % . Posmatranjem unutradnjih ekstenzija ovih nizova
dolazimo do skupova B, » CQGZ%, koji imaju svojstva B cC, i ¥ ne N(

(BnC:Ea}& Q£:Cn)’ Odavde se vidi da je AAB,, = (A-B,,) U(Baf A)C(Cn—

- BylUu (B, -.B )c:(Cn "Bn) za sve ne N. Dakle, L(]ﬂj)(AzﬁB&)) = 0.

n
Ovim je pokazano da je A€ L(4) ako i samo ako postoji Be A sa svoj-

stvom L(UJ[)(AzSB) = 0. Ako su B,, Bzg‘ﬁ dva skupa koji u tom smislu

l'
‘aproksimiraju A onda je st MH(B113B2)S L(Uul)(B,A‘A)+L(VH)(A13B2)=O
pa je 1 *Hp(Bl)—ﬁl(Bz)He m{(0) podto je *Hﬁ(Bl)—/l(B2)HSIfH(BlA,B2).

Odavde sledi valjanost sledecde definicije.
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Definicija 3.3. Neka je (X, A, M, *B) unuﬁraénji;moqu'51*B—
-znac¢nom merom Cija je potpuna varijacija 5#l= var(/l, *) konacna.
Neka je (X, L(A), L({M1)) Loeb-ov prostor asociran sa unutra3njim
prostorom (X,Jé,lfu). Za AeL(#) i BeE#A Xkoji ima svojstvo'L(yu)(AAB)=
= 0, definisemo L(ﬁL)(A) = st(/J(B)) gde je st:fin(*B) —» ﬁ gore de-

finisano preslikavanje.

Mera L(/l) je ofevidno aditivna. Da bi dokazali njenu @ -adi-

tivnost dokaZimo prvo slededu nejednakost. 3
Lema 3.4. za svaki A€ L({(f) vaZi nejednakost {(L(}l)UUnSL(VH)(A)

D oka z: Neka je BeA sa svojstvom L(Ju) (AAB) = 0. Tada
je HL(/u) )y =1 st M Byl = st UM (B & sty (B)< L(I/U.l) (n).

Stav 3.5. L(/i) je w—aditivna mera.

Dok a z: Neka je AIC A2<:...C:Anc:... rastucéi niz skupova
(o] .
iz L(A) 1 A = A;a A . PokaZimo da Lu) (A ) — L(4) (A) odnosno da

HL () (A ) =L () (A — 0, n —>oco. Zaista, IL(u) (A)-L(u) AN =

=1L (a-2_ )1l < L)) (A=A ) — 0, n —» o, jer je L(iu) 4-aditivna

mera.

Evo i jedne primene gore navedenih pojmova. Poznata je teore-
ma Ljapunova koja kaZe da Jje slika d&-aditivne Rn—znaéne vektorske
mere uvek kompaktan, konveksan skup u R". Manje je poznat sledeci
stav (T. Anderson i K.Prikry) koji ce bi;i dokazan nestandardnim

-

metodom.

Stav 3.6. Neka je (X,j@,/u, Rn) standardni prostor sa konad-
no-aditivnom, Rn—znaénom, ogranicenom merom /1. Tada je skup /(L%)

svuda gust u nekom kompaktnom, konveksnom skupu iz R,

Doka z: Poka?imo prvo da je i potpuna varijacija V” od/p
takodje ogranicena mera. Za to je dovoljno dokazati da je potpuna

varijacija (2,%p] od Zofttograniéena za svaki linearni funkcional

{ :R" —» R, (To je posledica c¢injenice da je || x g h:el,x>|+... +
+-[<en,x>] odnosno  |ul (A) < Iel°f‘l(A) + ..+ ] e o }”(A) gde je
{el,...,e } neki ortonormirani sistem rRY) . Medjutim II/H(A) =

= sup {[fo/u (B) | +[X/u A-B) | BC A, Be £} < 2M ako je It () ;“

3
l
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sve Ce€X% . PoSto je [*uli= *lﬂl odavde sledi da je i varijacija od
*N kona¢na. Posmatrajmo unutrasnji prostor s merom (*X, *.25, */1).
Posto je st(*U(*&H)) = st *(U(R)) = cl 4 (B) dovoljno je dokazati
da je st(*/l(*é@)) konveksan i kompaktan. Medjutim ovo je direktna
posledica teoreme Happnova ako se zna da je st(*/U(*;E)) = Lgy)(L(ﬁ@).

Ovaj ogled c¢emo zavrs$iti diskusijom o integraciji vektor-funk-
cija u odnosu na skalarnu meru kao -i pitanjem da 1i postoji vektor
funkcija £ za koju je L@p)(A) =v& £ dL(Vu). Ako postoiji, funkcija f
bi uzimala vrednosti iz B. Po analogiji sa sluCajem B = R postavlija
se pitanje kada L (. )-merljiva funkcija g:X — B ima o+ merljiv "1lif-
ting” tj. kada postoji ~#—merljiva funkcija §:X —+ *B takva da je

g = st g skoro svuda na X.

Teorema 3.6. Neka je (X, A, V) unutrasnji prostor sa konac-
no-aditivnom merom V takvom da je st V(X) <+ o i neka je (X,L(A#),
LGV )) odgovarajuc¢i Loeb-ov prostor. Ako je g:X —» B (X, L(A),L(v))-
—meiljiva funkcija (Dunford, Schwartz [6]) onda postoji unutrasdnja

funkcija h:X — *B koja ima sledeca svojstva:

(1) ran(h) € *B je hiperkonac¢an skup pri cCemu je h_l(t)le za sva-

ki teran(h). Kratko reeno h je *-jednostavna funkcija.
(17) Za skoro sve tacke xe X vaZi st h(x) = g(x).

D o k a z: Citaocu kome su poznate "lifting" teoreme R.Ander-
son-a, npr. Teorema 5.3. iz (2] nede biti tegko da i u gornjoj teore-
mi prepozna jednu takvu "lifting" teoremu. Ipak, gornja teorema ima
i jednu specifi¢nost a to je da je ran(g)cC B i da ne postoji objekt
* (B) &to znali da ova teorema nije posledica neke od poznatih "1if-
ting" teorema. Na sredu, ova potedkoca se moZe zaobiéi nevelikom mo-

difikacijom dokaza teoreme 5.3. iz [2].

_ Dakle, neka je g:X — B L(v)- merljiva funkcija. Na osnovu
leme IIX.6.9. iz [6] koja daje jednu karakterizaciju merljivosti funk-
cije definisane na prostoru sa konac¢nom merom, moZemo pretpostaviti
da je ran(g)c B separabilan i da je g_l(v(a,g Ne L(A) za svaku otvo-

renu kuglu V (a, S)c:ﬁ.

Neka je (an/qc N) niz gust u ran(§) i (bn/nc N) niz u *X koji
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ima svojstvo st bn =a. Poznato je da se poslednji niz moZe prodi-

riti do unutragnjeg niza (bn/nez*N). Skﬁp otvorenih kugli {V(an’g?)}

m,me N ¢ini oéejidno bazu prostora ran(g). Neka je Ul' Usrenn
""Uk"" niz kugli V(bn' % )C *B uredjen na osnovu poznatog line-=

2
arnog poretka u N, (n,m) ¢ (n’, m’") ¢« ntm<n’+m’ v (n+tm = n’+m’'An<n’).

Stavimo Ugp = *B. Slic¢no, moZemo pretpostaviti da su skupovi ﬁ,

1 . . . : . .
{V(an, ﬁ')}m,ne N poredjani u niz VO,Vl,...,Vk... po istom pravilu.
Primetimo da je Uk definisan i za ke * N. KonstruiSimo sada niz

(An/ne.N)skmxwa iz 4 koji ée imati svojstva AO = X,An je'podesan” i

-1 _ . R . ’ -1 AT
L(V)(Anzﬁg v,) = 0. Neka je AnéSJ% tako @a je L(V)(AnA g Vn) =0
i Al =X. Ako definiseno

= ’ —_— m L4 ’ 1 n =

a =ar -u{,00arsc,...,n}i Deu; = 9)
skupAn postaje"podeSanﬁ u smislu da moZemo definisati unut-
- ras$nju funkciju fn:X —+ *B  kao bilo koju jednostavnu funkciju koja
. . =z.‘. N . — . . _
ima svojstvo fn(x) y§;i€S Ui za xXeX 1 S {1]xe;Ai}. fn je na

ravno unutrasnija fuﬁkcija. RaS8irimo nizove (fn/nelN) i (Anlne;N)

unutrasnjih objekata 50 nizova (fn/ne,* N), (An/nea* N) definisanih

na * [N. Posmatrajmo sledeci skup

D={né;* N \fn‘je *-jednostavna /£ -merljiva funkcija i

(¥k <n) £ (A)C Uk}

O&evidno INcD pa postoji He DN (* N\ N). PokaZimo da funkcija fH

zadovoljava oba uslova (7)) i (ZZ) iz teoreme. Dovoljno je proveriti

uslov (Zz). }

0o

Neka je X' =x - U a4 g"l(vn)), Tada je X'e L(A) i L(V) (X-X')=0.
Neka je xe€ X'. PosSto iz pretpostavke g(x)e:Vi sledi xe:Ai, odnosno
fH(x)e Ui'odmah zakljucujemo da je st fH(x) = g(x). Time je dokaz teo-

reme zavrsSen.

Definicija 3.7. Skup AcC *B nazivamo standardno ili krace S-se-~
parabilnim ako postoji prebrojiv skup Ccfin(*B) takav da za svaki
x€ A 1 svaki pozitivan, standardan broj g postoji ye C sa svojstvom

*x-yll < & . Primetimo da je svaki takav skup podskup od fin (*B).
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Ova definicija nam omogucdava da formuliSemo sledecu teoremu
koja je po formi bliska Andersonovoj "pushing down" teoremi iz [2]

(Teorema 5.2.).

Teorema 3.8. Kao i pre (X,A v) Jje unutradnji prostor sa konac-
no aditivnom, ogranicenom (stv< + o) merom VvV . Neka je g:X — *B
*-merljiva funkcija s obzirom na prostor (X,.£, v) takva da je ran(g)
S-separabilan podskup od *B. Podsetimo da pod *-merljivo3éu podrazu-
mevamo *—transfarmaciju definicije merljivosti vektor funkcije u od-
nosu na kona¢no-aditivnu meru (Dunford, Schwartz [6]). Tada je

h:=st(g) : X — B L(V)-merljiva funkcija.

Dok a z: Ponovo ¢emo se osloniti na lemu II1I.6.9. iz [6]

S
koja kaZe da je funkcija h:X -— B merljiva ako su ispunjeni sledeci

uslovi:
1) Postoji X'c X mere nula takav da je h(X—X')’éeparabilan
podskup od B
2) h—l(V(a,r))eiL(£ ) za svaku otvorenu kuglu V{a,r) iz B.

Primetimo da iz *-merljivosti funkcije g sledi da postoji unutradniji
skup Ac X infinitezimalne mere i *-jednostavna funkcija g’ takva da
je ¥ xeX-A stg(x) = stg’ (x). Zbog toga moZemo pretpstaviti da je

g = g’. Uslov 1) je zadovoljen posto je po pretpostavci ran(g) S-se-

~N ~
parabilan. Neka je V(a,r), aeB i r >0, otvorena kugla iz B.
Neka b € *B ima svojstvo st b = a.

Xe;hwl(v(a,r)) & thix)-all< r ¢ JIne N *jg(x)-blil<r - %

) =14 _ 1
& xe = 9 ( V(b( r = ))
Po3to je funkcija g *-jednostavna vaZi gul(*V(b, r - %))e;f pa je
h_l(V(a,r))é L(#£). Ovim je proveren i uslov 2) ¢ime je dokaz teoreme

zavrsen.

Definicija 3.9. Za Eanahov prostor B kaZemo da ima svojstvo Ra-
dona-Nikodyma (RN-svojstvo) ako za svaku & -aditivnu B-znadnu meru
M definisanu na nekoj c-algebri B podskupova nekog skupa S sa
kona¢nom varijacijom Bﬂj , postoji Bohner-integrabilna funkcija f ta-

ko da je
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/u(A) = f f dl/m za sve AE DB
A

Poznato je da svi Hilbertovi prostori, $ta viSe i svi reflek-

sivni Banahovi prostori imaju RN-svojstvo.

Stav 3.10. Neka je (X,.4£, M, *B) unutradnji prostor sa kona&-
no-aditivnom *B-znadnom merom M &ija je potpuna varijacija W(=var(ﬂ,')
kona&na. Neka (X, L(A), Lgu), g)*odgovarajuéi Loeb-ov prostor. Ako

prostor B ima RN-svojstvo onda postoji *-jednostavna funkcija f:X—*B

takva da je L(ﬂ)(A) = stJ; f d V” za svaki A€+ . Drugim redima ako
H
. . . . H . « .
je £ oblika £ = igﬁ a, WAi , Pri Cemu je {Ai}ilehlperkonacna parti-
L . . . _ -5
cija od X skupovima iz A onda je Lgu)(A) st = aivu(Af\Ai).

A

D ok a z: PoSto prostor B ima RN-svojstvo, postoji L(VH)—mer—

ljiva, ogranicena funkcija g:X —r B takva da je svaki Be L( #£)

(1) g d L(lu) = L{u) (B)
Jsa s -

Prema teoremi 3.6. postoji unutradnija funkcija f:X — *B koja zadovo-
ljava sledece uslove:

H

(1) Postoji unutrasnja particija {Ai}izl,«Hezf N, i unutrasnji,

hiperkona&ni niz (b |1<M<H) takvi da je Aie.% za sve 1<H i

H
£ = s b;¥, - s
i=1 i .
fii) Za skoro sve tacke xeX vazi st f(x) = g(x).

zbog (1), dovoljno je ocevidno dokazati ﬁednakost

J g d L{{u) = StJ‘ £ dul
A a N
Neka M €R ima svojstvo ¥xeX(lgx)l <M A *[If(x)I< M) i neka je &3>0
unapred zadani standardni realni broj. Tada postoje Be A ij:X — B
jednostavna funkcija oblika ‘

k

L= S
N = ]

Yo takvi da vazZi L(Vﬂ)(B)<E , Di€;£ i

1
¥YxeX-B(llg(x)-j(x) < g). Ako su di € *B odabrani tako da je'stdi=ci

=
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k
onda funkcija J = 2 di'?D
i=1 i

ima svojstvo ¥xeX-B(*IIf(x)-J(x) < €£). Odavde imamo sledede nejed-

nakosti .

E oy LUAN (DS €+ L) (X)+2M ¢

i=1

i (g avqun-

Jgary
J i <€yl £

*|| | £du] - d.lul (D HILE X)) + 2M-
R uE N RIS

prema tome | jg aL () - stJ £dIu11 2.6 LUK (X) +4€-M
: X X

§to i dokazuje nadu jednakost za A = X. Za bilo koji A€+ dokaz tede

analogno. Ovim je stav 3.10 dokazan.

U jednom specijalnom i najinteresantnijem slucaju nikakve
N
pretpostavke =za prostor B nisu potrebne.

Stav 3.11. Neka je (X,Jé,/l, *B) zadan na slededi nacdin.

X =»{Xi}§=l je hiperkonacdan skup, (c{i]lé i £ H) hiperkonac¢ni niz
*-kompleksnih brojeva modula 1 a (bill$ i £ H) unutrasnji niz eleme-

nata iz *B takav da je
H
S {lbiﬂg M za M€ R. Tada reprezentirajuda *-jednostavna funk-
i=1

cija £ iz stava 3.10 uvek postoji (bez obzira na B) i to je upravo

funkcija'f:X-—+ *B opisana sa f(i)= dibi dok je M1l odredjena sa

lﬁI(D) = 2 {ubiu[xie D} za DecA , unutrasnji podskup od X.



4. RADONOVE MERE KAO PROJEKCIJE LOEBOVIH MERA

Kantorov skup C = N zajedno sa algebrom Borelovih skupova

27 ]
B i merom proizvoda V , obrazuje vrlo pravilan, simetridan prostor
s merom (C,&, ). Preslikavanje d:C — [0,1] koje svakom 0,1-nizu

o = (d;]ieN) iz C dodeljuje broj d(«) =) « 27" ‘e [0,1] je ne-
1=0

prekidno, skoro svuda 1-1, &uva meru i projektuje prostor (C,/5, &)

na ([0,1],& , m), Lebegov prostor s merom. Prednosti prvog prostora
su odevidne, na primer C je topolos$ka grupa na kojoj je vy mera Haar-a.
Ideja ovog primera je prosta ali veoma korisna. Preslikati prostor s
merom (Y, B, ¢), koji je bogat strukturom i s kojim se lako operise,
na prostor (X,a%,/J) koji ispitujemo znac¢i Cesto duboko proniknuti

u strukturu prostora (X,J?,/J). Napomenimo da p:Y — X preslikava,

u gornjem smislu, (Y,#, V) na (X, 4, u) ako je KfAEiﬁ(p_l(A)GQB i
N(A) = \N@_I(A))). Ve¢ pomenuti, u prethodnoj raspravi, Loeb-ovi pros-
tori imaju bogatu strukturu i mogu se na viSe nacina preslikati na
druge prostore s merom. Podsetimo se definicije Loeb-ovog prostora s

meron.

Definicija 4.1. Neka je (*X, A, u) unutrad¥nji prostor sa ko-
nac¢no-aditivnom merom Mo U radu (1871 P.Loeb je pokazao da se mera
j7= s@ﬂ moZe radiriti do @-aditivne mere definisane na &(4), mi-
nimalnoj &-algebri generisano]j sa 4 . Kompletiranjem na taj nac¢in
dobijenog prostora (*X, é(~%),/7) dolazimo do prostora (*X, L(#4),
L(/l)) koji se zove Loeb-ov prostor s merom dok se mera L(/J) zove

Loeb-ova mera.

Definicija 4.2. Neka je X Hausdorfov prostor i ‘¢ familija
podskupova od X. Funkcija v: & — R" je reqgularna ako za sve Ccé

vazi

v(C) sup {y(F){ Fc C, Fet je zatvoren}

Il

inf {\7(0) | Cco, ©0eg je otvoren }
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Mera v definisana na X se zove Radon-ova mera ako je kompletiranije

Borel-ove mere i ako za svaki V-merljiv skup C vaZzZi:

i

vV (C) sup {V(K) | KcC, K je kompaktan} .

inf tv(O) |CcO, O je otvoren}

I

Cilj ove rasprave je dokaz teoreme 4.7. Dokaz c¢e biti izveden izvo-
djepjem nekoliko pomocnih stavova koji zasluzuju paZnju i sami za se-
be. Svi ovi rezultati su dokazani od strane T.Lindstroma u [15] iako
su neke manje generalne verzije nekih od njih bile dokazane i od

P.Loeba, R.Andersona i E.Fishera.

Stav 4.3. Neka je X Hausdorfov prostor i (*X, #, P) unutradnji,
konac¢no-aditivni verovatnosni prostor tako da je st_l(F)erL(:%) za
svaki zatvoreni skup F. Ako je jod i L(P) (ns(*X)) = 1 onda je mera
st L(P), odredjena sa st L(P) (B) = L(P)st_l(B) regularna, kompletna

]
v

Borelova mera na X.
;

D o k a z: Kompletnost od /1:=stL(P)gsledi iz kompletnosti me-
re L(P) dok je Borelovost od M posledica ¢injenice da su svi zatvo-
reni skupovi u X stL(P)-merljivi. DokaZimo regularnost. Po3to se ra-
di o verovatnosnoj meri dovoljno je proveriti samo jedan od uslova iz
definicije 4.2. Neka je C M -merljiv i £>0 . Poto je st  Ce L(#4)
iz definicije Loeb-ove mere sledi da postoji Ae A , Acﬁst_lc sa svoj-
stvom L (P) (A} > L(P)st-lc—g,=/u(cy—8 . Posto je A unutrasnji skup,
st (A) jé zatvoren podskup od X (dokaz ove ¢injenice je zabavna veZba
izfprimene principa zasidenja). st—1 st (A) > AN ns (*X), /u(stA) =
= L(P) (st” 'sth) » L(P) (B) 7 u(C) -¢ .

Posledica 4.4. Neka je X Hausdorfov prostor i {(*X, #, P) unu-
tradnji, konac¢no-aditivni verovatnosni prostor tako da je st_l(K)eL(i)
za svaki kompakt K iz X. Pretpostavimo 1i da za svaki & >0 postoji

1

kompakt K¢ sa svojstvom L(P)st Ke > 1-g, moZemo zakljuciti da je

st L(P) Radon-ova mera na X.

Dok a z: Oslanjajuéi se na prethodni stav dovoljno je doka-
zati da je st—lF Loeb-merlijiv za svaki zatvoren skup F iz X. Medju-
tim iz

F = ( U (FNK

new 1/n
prebrojivo mnogo Loeb-merljivih skupova.

. . -1 L
y)u w‘\&iKl/n) sledi da je st "F unija od
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Lema 4.5. Neka je KCX kompaktan i ¢’ baza za topologiju na

X koja je zatvorena u odnosu na konaclne unije. Tada je

st™! (k) =n{ * |Kco, Oe’(‘:'}

Dok az: OCfevidno je st—l(K)CZ*O za sve 03K otvorene sku-
pove pa je i st—l(Kk:r]i*OlKC:O, Oetﬂ}.obrnpto, neka je y/@;stn1 K.
za svaki x€ K post’?’ji GXE’C’ sa svojstvom x €G_ 1 y¢ *G, Jjer bi u
protivnom bilo ye m(x). Neka je KC:GX,LJ...k)GX , odnosno *K <
C*(Gx U ..U GX ) = *0 gde je Oeg¢’. PosSto vasi y &€ *O lema je do-

1 n
kazana.

gtav 4.6. Neka je (*X,#£, P) kao i ranije, unutra3nji kona&-
no-aditivni verovatnosni prostor i neka je €' baza za topologiju na
X takva da je *O € L(A#) za sve 0€T’. Tada je st_l(K)e L(A) za svaki

kompakt K i ako je T’ zatvorena u odnosu na konacéne unije vaZi

¢

1

L(P) st ~(K) = inf {L(P)(*O)Ioet', Kc o)}

Dokaz: Skup {OI*OS]LL%) i 0 je otVoren} je ocevidno
zatvoren u odnosu na konacne unije tako da se ne gubi na opStosti ako

se pretpostavi da je i ' baza zatvorena u odnosu na konaéne unije.

Neka je
KK = inf{L(P)(*O)]OEt’, KC:O}. Posmatrajmo familiju unutrasg-
. . 21, —_ * * g
njih skupova oblika "éaol,.'.lon - {BGJ%[BC: Olfi...f\ o, 1
7 v

-

O 0

P(B) > dk —~l} gde je KcO.,e # =za sve i = 1,...,n. Svaki &
m , i 170 o
I

je neprazan skup po3to Jje *Olf1...f\*on Loeb-merljiv sa merom 7doy.
Lako se uvidja da se tu radi o centriranoj familiji pa na osnovu Prin-
cipa zasic¢enja postoji BeA sa svojstvom st P(B)Zw%K i BC*0O za

sve 0e€T’', O0>DOK. Dovolijno je jo3 primetiti da lema 4.5. povlacdi

Bc.st—lK pa da se stav 4.6. dobije kao posledica kompletnosti mere

L(P).

Teorema 4.7. Neka je (*X,A, P) unutrasnji, konac¢no-aditivni
verovatnosni prostor. Pretpostavimo da postoji baza ¢’ topologite na
X koja Jje zatvorena u odnosu na konadne unije a koja ima svojstvo

*0€ L(A) za svaki O€T’. Pretpostavimo da za svaki £ >0 postoji



kompakt K8 sa svoOjstvom

S inf{L(P) (*0)|KC O, O€T’} > 1-€.

Tada je stL(P) Radon-ova mera na X i vaZi stL(P) (K) =c{K za svaki

kompakt KCX.

Do k a z: Dovoljno je osloniti se na posledicu 4.4. i stav
4.6. N

Svi prethodni rezultati su ispitivali uslove pod kojima se pro-
. jektovanjem Loeb-ovog prostora s merom, (*X, L(Jf), L(P)), asociranim
sa unutradnjim kona&no-aditivnim verovatnostima prostorom (*X,£, P)
(X je Hausdorfov topoloski proStor), dobijaju Radon-ovi prostori s
merom. Prirodno je zapitati se da 1li su ti uslovi i potrebni i da 1i
se projektovanjem pomocéu "standardni deo" preslikavanja moZe dobiti

svakli Radon-ov prostor s merom.

Odgovor daje sledecda teorema R.Anderson—é, to je Teorema 3.3.
iz (2].

Teorema 4.8. Neka Jje (X,Q@,/l) Radonov verovatnosni prostor.
Neka je A neka unutradnja podalgebra od *5 (jasno je da moZemo u-
zeti i celu *# ), takva da za svaki Te topologija (X) ili *TeA ili

st Y (T)e L(A). Pod ovim uslovima va¥i

LOM) (ns(*X)) = 1 i st: (X, L(A£), L) — (X, BH) je presli-
kavanje koje &uva meru. ‘ ‘ ”

Dok a z: L(*) (ns*(X)) =-1 je jednostavna posledica ¢injeni-
ca da je sup QN(K)[KC:X kompaktan} = 1. Medjutim, odavde sledi da

je i za svaki zatvoreni skup F, a ne samo za otvoren, ili *FeA4 ili
-1

st ~(F)e L(#£). Neka je B€% . Postoje, niz C_ kompaktnih skupova
i niz Tn otvorenih skupova sa svojstvom Clc;Czc:...c:Bc:...c;Tzc_T1
takvi da je lim /u(Tn - Cn) = 0. PoSto je C_ kompaktan a T otvoren,
imamo

* —l & —1 —l T . > —_—
C,cC st (Cn)c St " (B)c st (I‘n)c*Tn i */u(*Tn— *C ) =

.o  q . -1
=/U(Tn— c) —+0, n—o. Ili je cneﬁ ili st “(C e L(A);



. v . -1
u poslednjem slucCaju je L(jﬂ)(St Cn)} St(*fl(*cn)) :/“(Cn)' Takodje,
ili je *Tnejﬁ' ili st_l(Tn)E L(A) a u tom sludaju vaZi L(*u) (st—lTn)S
< st(* M (*T )) = M(T ). U svakom sludaju st™'(B) je stefnjen izmedju
dva Loeb-merljiva skupa sa merama F(Cn) i /i(Tn) pa je st_l(Bk;L(j)

1L ) (stTHB)) = u(B).

Dakle, projektovanjem nekog Loeb-ovog prostora pomodéu "stan-
dardni deo" preslikavanja se dobija svaki Radon-ov prostor. Da li se

tim postupkom moZe dobiti svaki, ne obavezno Radon-ov prostor.

Odgovor na ovo pitanje je negativan i to je sadrZaj slededeg

primera.

Primer. Neka je <Ul+1 prostor sa topologijom poretka. Neka je

A algebra podskupova od @.,+1 koji ili sadrZe zatvoren, kofinalan

1
skup u cUl ili su disjunktni sa jednim takvim skupom. Lako se moZe
proveriti da je £ @-algebra koja sadrZi sve Borel-ove skupove iz X

ida je

/U(A) _ {-1 A sadrzi kofinalan u (Dl i zatvoren skup

0 inace
G -aditivna mera definisana na + . Nije tedko videti da je

-1 - : _ . < . .
L(*/J)st ({Ql}) = 1 dok /u{wl}) = 0 3to znalCi da se ovaj
Prostor ne moZe predstaviti na gore navedeni nac¢in.

Primetimo da je do ove disharmonije doélo'zbog velike "koncen-
tracije" prostora oko tacke Qﬁ' na primer pseudo-karakter od wl je
neprebrojiv. Primetimo 1i da iz istih-razloga skup {aﬁ} nije Berev
(R.Baire) iako jeste Borelov , pitamo da li se posmatranjem &-algeb-
re skupova merljivih u smislu Bera mogu dobiti odgovarajudi stavovi
reprezentacije. Odgovor je potvrdan i detalji se mogu nac¢i u veé ci-

tiranom radu R.Andersona.

Citalac koji je strpljivo proSao kroz sve rezultate ove ras-
prave za uzvrat dobija efikasnu i elegantnu metodu za konstruisanje
raznih vrsta Radon-ovih mera. Neki primeri ¢e biti izloZeni u ostalim

glavama a sada samo nejjednostavniji.

Lebegova mera na [0,1]. Neka je Ac*[0,1] hiperkonacan skup
ravnomerno rasporedjen na *[0,1] u smislu da je za sve d,/§et0,lj,

ol < /b, ispunjeno st #(;ﬂ;(d,/ﬁ)) = PB-ol, gde je # (B) broj elerenata
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hiperkona¢nog skupa B. Ako je # algebra unutragnjih podskupova od
*{0,1] a M unutrasnja kona¢no-aditivna mera na % definisana sa

/M(B) =.f$§£%?l za BeA, onda je projekcija st L(/J), Loeb-ove mere

L(u ), Lebegova mera na intervalu [0,1].

D ok a z: Na osnovu teoreme 4.7. st L(/J) je Borelova mera

#(BN* (L, p) _

A
= /6—0( st L(/1 ) (o(,ﬁ)) =/5—o( zakljuCujemo da Jje stL(u ) zaista Lebe-

(kompletna) na intervalu [0,1]. Po$to je zbog uslova st

gova mera.
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5. TEOREMA RISA O REPREZENTACIJI LINEARNIH -
FUNKCIJA NA C(X)

Ovo je jedna od klasic¢nih teorema koja veé duZe vreme stoji
‘na poletku svakog detaljnijeg upoznavanja sa funkcionalnom analizom,
teorijom mere ili nekom drugom disciplinom matematicke analize. Iako
fundamentalna teorema, kao $to je ova, uvek izaziva interes i stimu-
1iSe nova otkricéa, njen razvoj u uZem smislu je poceo 1909 godine ka-
da je F.Ris (F.Riesz) izveo dokaz za slufaj X = L0,13 a zavriio se
1941 godine kada je S.Kakutani dao dokaz za sludaj bilo kakvog kom-

paktnog Hausdorfovog prostora X.

Jedan od standardnih dokaza ove teoreme se oslanja na ¢inje-
nicu da se ekstenzijom zadanog funkcionala L na prostor funkcija koji
sadrZi karakteristic¢ne funkcije svih Borelovih skupova iz X moZe "po-
goditi" kako izgleda reprezentirajuéf mera V . Ideja oba ovde navede-
na nestandardna dokaza Jje sasvim éuﬁiotnap Posmatranjem odredjene hi-~
perkonadne familije *-neprekidnih funkcija norme 1 sa infinitezimal-
nim nosacem (slika) i primenom
*L na te funkcije dolazi se do
unutrasnje mere na hiperkonad-
nom podskupu od *X Sto omogucdu-

je primenu rezultata iz pret-

) hodne rasprave. Kako bi ¢itanije
et
: € € M(0) :
nijim a i da bi elementarnost dokaza doSla do izraZaja, dokazacemo

ovog ogleda uc¢inio 3to nezavis-
prethodno jednu lemu koja je inacCe jednostavna posledica teoreme 4.7.

Lema §.1. Neka je X kompaktan Hausdorfov prostor i—(*X,a@,ﬂ )
unutradnji prostor sa konacdno-aditivnom kona&nom merom M . Ako je
*0ed za svaki otvoreni skup iz X onda je mera V=st L(/t) (ili dru-

1

ga¢ije zapisano Lgu)st—l) definisana sa V(B)=L€A)st_ (B) Radon-ova

mera na X.

Do ka z: Neka vV je definisana na @ -algebri /4 skupova B
iz X koji imaju svojstvo da Jje stfl(B)e L(A ). PokaZimo da je V re-

.y . -1 . . .
gularna mera. Zaista, poSto je st "BeL(A), za svaki €>p postoji



unutra3nji skup REA sa svojstvomrL(p)(A)z L@q)(B)-g . Medjutim skup
st(A) C B je kompaktan i vaZi  v(st(A)=L(W) st™' stAy L(u) (). DokaZi-
mo sada da ¢ -algebra J{ sadrZi sve Borelove skupove. Za to je dovolj-
no pokazati da je st_l(K)engu)'za svaki kompakt KcCX. Medjhtim ovo

se dokazuje potpuno isto kao Stav 4.6. pa se ovaj dokaz prepusta &i-

taocu.

Teorema o.2. (Risova tedrema) . Neka je X kompaktan Hausdorfov

prostor i L:C(X) — R pozitivni linearni funkcional. Tada postoji Ra-

donova mera vy na X takva da je L{f) = Jﬁ f dv za sve fe C(X).
X

Dokaz: Neka je (2, <) sledeéi parcijalno uredjeni skup:

aeg & je ekvivalentno sa a = (U, F)

gde je (£ konaCan otvoren pokrival od X i & kona¢no razlaganje jedini-
ce potdinjeno pokrivacu 1W. Dalje predpostavljamo da su ¥ i ¥ u 1-1
korespond enciji Y: y— ¥ tako da je supp Y(V)c V za svaki Ve U pri
éemﬁ je supp(f): = cl {xe;le(x):rO}. Napomenimo da ako funkcija u ne-
kom, unapred zadanom, razlaganju jedinipe}ima viSe nego elemenata po-
krivac¢a dovoljno je sabrati sve one funkcije koje imaju nosac¢ u is-
tom otvorenom skupu. Poredak g je definisan na sledecdi nadin. Ako je

a = (4,#) i Db =(14Y) onda je '

(1) a<b &= (1) i (ii) gde je
(1) uell 3Scl! (U= unija (S))
(ii) A#0c X otvoren skup

2 {fel?i Supb(f)C.O} g Z_{ge;Gf supp(g)C;O}.

Neka je J : 1 — X funkcija izbora koja ima svojstvo J VE:
supp Y(V) ako je poslednji skup neprazan. Potrebno nam je sledece tvr-

djenje. (%, <) Jje usmeren parcijalno uredjeni skup.

zZaista, ako su a = ((¢,¥) i b= (U, 7) iz onda je c = (W,w)
defsnisan ovako, W= {UNnvivel, vev i UNV #p}, ¥ ={f-g|fed, gey}
majoranta za skup {a,b}.

Na osnovu principa zasidenja postoji a = (U,%) €* P-£%koji ma-
jorira sve elemente od 2. i je hiperkonacdan skup i neka je A hiperko-

nadna algebra generisana sa /. Primetimo da je *Oedf za.svaki otvoren



Do
N

OcX Sto sledi iz uslova (i) od (1). Preciznije, Oey za neki

U,2e ? . Neka je o1l — *X funkcija izbora asocirana sa

jol]
|

(¢,%). Bko je Ae4 definiSimo unutra¥nju meru p ovako

ol
I

pa): = *TFL(E)| IVER(TVE A i (*supp) (£) c V)}

(*X, A4, 4) je unutrasnji proster sa konac¢no-aditivnom, kona&nom me-
rom y pa primenom leme 5.1. dobijamo da je .V = stL(u) Radonova me-
ra na X. Pokazimo da je V traZena mera. Neka je Oc X otvoren skup

i feC(X) takva da je o< f <1 i supp(f)c O. Tada je

(2) L(f)g v(O)

Da dokaZemo ovu nejednakost primetimo da je ({O,X}, {f,l—f})e?
i da iz O # X sledi supp(l1-f)¢ O pa na osnovu uslova (ii) iz (1) ima-
mo *f g *Zf{heaﬁﬂ (*supp)(h)c:*O}. Koristeci ovu nejednakost i pozi-

tivnost funkcionala L imamo

L(£) = *L(*£) < *J {*L(h) | heZ i *supp(h)c *O} <p(*0)

na osnovu definicije mere M- OcCevidno otvoren skup u nejednakosti

L(f) ¢ p(*0) moZe biti zamenjen otvorenim skupom G koji ima svojstvo

supp(f)c Gccl(G)c O. Zbog toga vaZi

1
(

L(£) < st j (*G)< st (*clG) ¢ L{w st (c16) < L{mst ! (0) = v(0)

Sada uzmimo bilo koju funkciju fe C(X). Ofevidno je L(lX)=V(X)
&to sledi iz &injenice da je Z razlaganje jedinice. Zbog toga moZemo
bez uticaja na op3tost pretpostaviti da je f(¥X)C [s,t] za s 2 0. Ne-

ka je s = xo<.x < ...<:xn = t podela intervala (s,t] takva da je

1
. . - 1 [ . -
— < < —_— = : -
'Xi+l xi[< £ za 0<ig¢n-1 i Y(£ (Xi)) ?1 Sto je moguce na os
novu g@g-aditivnosti mere V . Za svaki Fi = f [xi_l, X.7, 1 <ig<n,

postoji otvoren skup Oi:)Fi takav da je V(Oi—Fi)<£/Zl'xi. Neka Jje
0¢ fiS 1 izabrana tako da je fi(Fi) = {1} i supp(fi)C.Oi. OcCevid-

no je £ ¢y 5

i=1 xi-f. pa je prema tome L(f)< fgl xi-L(fi) <

1
n
i=

<Y EvO)LY xgV(F) +E -

1

PosSto je F.N Fj skup V-mere nula za i#j, na desnoj strani poslednje

nejednakosti se zapaZa sumé koja aprokSimira j~f dv sa unapred
X

zadanom tadnod8du. Prema tome vazZi L(f)s\ff av za svaku funkciju
X



D
.

f €C(X). Poslednja nejednakost vazi i za funkciju -£ ¢ime se dobija

traZena nejednakost
L(f) = fav. .
J,

Gore navedeni dokaz se odnosio samo na pozitivne, linearne
funkcionale na realnom Banahovom prostoru C{X) = C(X, R), realnih ne-
prekidnih funkcija na kompaktu X. Medjutim, Risova teorema u punom

obliku glasi ovako.

Teorema 5.3. Neka Jje X kompaktan Hausdorfov prostor i C(X, C)
kompleksan Banahov prostor svih neprekidnih kompleksnih funkcija na
X. Ako je L:C(X, C€C) — € ogranicen linearni funkcional na C(X, C€) on-
da postoji kompleksna Radonova mera M na X koja reprezentira ovaj

funkcional, tj.
DL = [t du za svaku funkciju feC(x, €.
‘ ) |

Pre nego 3to pristpim dokazu ove teoreme naveidéu nekoliko &i-
njeni®a o kompleksnim merama i integraciji kompleksnih funkcija u
odnosu na ovakve mere. Lema étolsledi vel je formulisana i dokazana
(u vecoj generalnosti) u raspravi o Loeb-ovom kompletiranju vektor-
skih mera. Sam rezultat je kompleksna analogija odgovarajudeg "real-
nog" rezultata koji je dokazan od strane P.Loeba (Teorema 3 iz [18]).
Op8tiju "realnu" verziju tog rezultata dokazao je R.Anderson u [1] i
to je jedan od osnovnih rezultata u nestandardnoj teoriji mere i in-

tegracije.

Lema 5.4. Neka je (X,J%,/J) unutrasnji prostor sa konacno-adi-
tivnom *-kompleksnom merom Mo Sta vise, pretpqstavljamo da je/u i
kona¢na mera (S-konacCna) 8to znaci da postoji M € R sa svojstvom
[/i(E)[$ M za sve E€eA . Tada za svaku unutrasnju, standardno-ogra-

nidenu, A -merljivu funkciju f:X — *C vaZi

stfxfd/u = [

st(f)dLSu) gde je L(}() Loebova mera asocira-
X

na sa }1.

Posledica 5.5. DNeka je Y = {yi [ 1 Sis’D} hiperkonacan skup,
De* N, a (ciil 1< i< D) unutrasnji niz *-kompleksnih brojeva takav

da Jje



a7,

*Z:Udill 1<€ig D} ogranicen *-realan broj. Ako je f:Y — *C

S-ogranicena unutrasnja funkcija onda je
o D
ji f a LQJ) = st 2 fly.)o.
X i i
Y i=1

pri ¢emu je M unutrasnja mera definisana na skupu svih internalnih

podskupova od Y jednakoZéu M(E) =§:{di[yieiE}.

Do k a z. Dokaz sledi iz leme 5.4. i ¢injenice da je u ovom

slucaju
i%
fdu = Cf(y.) oL,
fy/u i=1 ot

Lema 5.6. Neka je (X,d@,/l) prostor s merom kao i u lemi 5.4.
Ako je g:X — € L(#)-merljiva funkcija onda postoji #-merljiva u-
nutrasnja funkcija f:X — *C sa svojstvom stf = g L(Vﬂ)—skdro svuda.

Dokaz. Ova lema je kao i prethodna u vedéoj generalnosti
dokazana u trecdoj glavi (Tgorema 3.6.) gde se moZe nac¢i i definicija
od L(uﬂ). Lemu takodjé moZemo dokazati oslanjajuéi se na "lifting"

rezultat R.Andersona.

Dokaz teoreme 5.3. Neka je F = {fi\ 1<§i€»D} hiperkonac¢no raz-
D
laganje jedinice tj. OS-fié l za sve 1<£1i<D i : fi = 1 koje ima
. : i=1
svojstvo i 3IxeX (supp (fi)c:m(x)). Neka je {yi[].s isiD} unut-
rasnji niz takav _da je Y€ supp(fi) za sve i i mera definisana kao

u posledici 5.5. pri c¢emu je za sve 1& 1€ D, di:= *L(fi)’
Y = stL(ﬂ) je kompleksna Radonova mera na osnovu argumenta leme 5.1.

Podsetimo se da Jje stLQU)@)= Lgu)st_l(A). Poka¥imo da je Vv traZena

mera. D
Neka je f€ C(X,C). L(f) = *L(*f) = ) __ *L(*£-£,) pa je
i=1
| ) =1
L6y - [fav] = [ - [ g avq] = *L(*E-F) -
X xx i=1

D
Tty *L(£.) |

Posto je funkcije £ uniformno neprekidna na X to je njena oscilacija

“na svakon skupu supp(fi), 1< i €D, manja od nekog infinitezimalnog



broja 7 .
znaci, za svaki x e *X ‘[*f(x)—*f(yi)]fi(x)ls "fz-fi(x) pa prema tome
D D
s 2 Lrereqy )£ = sup | ) D REG)-*E(y)]E W] <
i=1 X € *X i=1
D D
< 'sup > [(*f—*f(yi))ﬁk sup > 7 £,(x) =79
X€ *X i=1 X € *X i=1
Posto je Ll = *[*L i<+ oo imamo
D D | D
[ 57 *L(*€-£.) - Y *L(*(y)£)] = *L (3 [*e—*£(y)I£.)|<
i=1 * i=1 e i=1 it
D
S L * - [*-*E(y I £ 1< 7 Iniko.
i=1
Dakle |L(f) - jfd\/l =0 ¢ime je dokaz zavrSen.

X
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6. KONSTRUKCIJA G-INVARIJANTNIH MERA

Teorema 6.1. Neka je G komutativna grupa koja dejstvuje na
kompaktnom Hausdorfovom topoloSkom prostoru X kao grupa homeomorfi-
zama. Tada na X postoji Borelova verovatnosna mera V invarijantna

u odnosu na sve transformacije iz grupe G.

Pre nego s$to pristupimo dokazu ove teoreme korisno je uvesti

nekoliko ¢isto algebarskih pojmova.

Definicija 6.2. Neka je (G,-) grupa (opStije polugrupa ili d&ak

grupoid) i A konalan podskup od G. Neka je « pozitivan realan broj.
za konalan skup BC G kaZemo da je (o, A)-dobar ako vazi

la-B AB| . | .
——57%75—-g o gde je a-*B = {a-b]beiB} i IC| broj ele-

menata skupa C. DefiniSimo sledece brojeve

XachA

o (B) = inf (| (IBCG) B je (o ,A) -dobar i Ac B}
£ (G) = sup{o(l(A)JACG, [A]< + oo}
Lema 6.3. Neka je (G,*) komutativna grupa. Tada je o« (G) = 0.

Drugim reCima za svaki konacan skup AC G i bilo koji & >0 postoji
la-BA B!
21B]

”~

B> A konacan skup takav da je < ¢ za svaki a€A.

D o k a z. Neka je Gl podgrupa od ‘G generisana sa A. Prema dob-
" ro. poznatom stavu o konacdno generiéanim Abelovim grupama postoje ele-

takvi da je G, = Z ra, © ... ® Z'an ® Tor (G.)

menti ai,az,...,ane G 1 1

1 1
gde je Torx (Gl) torzioni deo grupe Gl' Odmah se vidi da se traZeni

skup B moZe definisati ovako
B = [—m,mjal 6 ... ©® [4m,m]an ® Tor(Gl) gde je m dovoljno ve-
liki prirodan broj. Detalji ovog jednostavnog dokaza se ostavljaju ¢i-

taocu.

Dokaz teoreme 6.1. Neka je DC *G hiperkonacan skup koji sadrZi
celu grupu G kao podskup. Oslanjajuci se na princip transfera i lemu

6.3. zakljucujemo da posteji hiperkonac¢an skup EC *G, mnadskup od D,



koji je (7 ,D)-dobar za neku fiksiranu infinitezimals 7 . Neka je
x € *X proizvoljan. DefiniSimo skup H: = {a(x)]aQE}i unutrasnju meru

/u formulom u (B) = l—{be El?é)}()e B}l gde je B unutrasnji podskup *X.

Prema lemi 5.1 V= stL (/u) je Borelova mera na X.
DokaZimo da je to traZena invarijantna mera. Neka je B unutrad$nji pod-

skup od *X. Sa a(B) ¢emo oznaciti skup a(B) :={a(y)|y€B}.
Mla(B)) = iEl—ll{c €Elc(x)e a(B)}]» !El_ll{a'be E|b(x)e B}
[{arbe E[b(x)€ B} A a{b_e E|b(x)e B}|<

< ]{a-b €E

b¢E}u{a-b[b5E i a-bgéE}j < ]{be a—lE‘b¢ E}U

U {be—: Efb¢a"lE}l = | a1 AE|< 2-7 - |E].

Odavde dobijamo
M(a(B))> [El_l'}a°{b€E[b(x)€ B}[— 27 = u(B)y-2m . !

Prema tome za svaki ac€G i unutrasnji skup B vaZi nejednakost
L(/.l) (a(B)) > L(/u) (B) . Stavljajudi a_1 umesto a i a(B) umesto B dobija-
mo i suprotnu nejednakost Sto znac¢i da vaZi jednakost L(u) (a(B)) =
= L(/u) (B) za svaki unutrasSnji skup B. Pos$to se svaki Loeb-merlijiv
skup moZe aproksimirati unutrasnjim skupovima i iznutra i spolja,
poslednja jednakost vazi i u tom sludaju. Ako je Rc X neki Borelov
skup onda je sttt (£(R)) = f(’st_l(R)) sko je f neprekidno i otvoreno
standardno preslikavanje- i naravno ako je f homeomorfizam. Otud,’;

V@@(R) = L st @®) = L @lstT T (R) = Ly (st (R) =

= V(R) g

¢ime je dokaz zavrsSen.



31.

7. HIPERKONACNI LANCI,INFINITEZIMALNI SIMPLEKST
I HOMOLOGIJA

Pre svega, apstrakt za rad koji se nece nikad pojaviti.-

Abstrakt: Non-standard analysis of A.Robinson is used tokeé—
tablish a homology theory suitable for applicatiohs both in standard
and *-standard mathematics. This theory satisfies first three requi-
rements of Eilenberg and Steenrod for a decent homology theory, name-
ly homotopy, exactenss and axcision axiom (see Spanier [26], pg.199-
-200) while the zero homology group of a one-point space is *Z, the

nonstandard pisture of integers.

)
3

Navodjenje apstrakta je bilo sve Sto sam mogao da uradim za
moj rad posveden unutrasnjoj ili infinitezimalnoj teoriji homologiije
nakon $to sam ustanovio da se njegov sadrZaj poklapa sa sadrZajem

Mc Cord-ovog rada [23] objavljenog u Fundamenta Matehematicae, 1972.

Definicija 7.1. Neka je X Hausdorfov topoloski prostor. Neka

je ﬁﬁ;p(X) *-slobodna abelova grupa generisana sa (*X)p+l, p EN. Ove

grupe obrazuju lantasti kompleks <{Ejp(x)}

pely’ 8p> pri ¢emu je gra-
niéni homomorfizam ap: Eip(x) —»Jb{p_l(x) definisan ovako:
H- . . H P :
1 1 J . ~
5 2 n.(@a ,...,a_) =y 2 (1)’ n.(@a_ ,...,3.,...,a_).
P i=1 0 P i=1 j=0 1 O J p

Ovako definisan lancasti kompleks je aciklican, odnosno ima trivijal-

ne homoloske grupe. Zbog toga predjimo na interesantniji kompleks
({JVW%AX)} ,9>, kratko M, (X), koji je sastavljen od onih elemenata

kompleksa 7/t (X) koji su generisani simpleksima infinitezimalnog di-

Jametra.

. ,
./l/onp(X) = {Z ni'sil Viﬂxex(st s; = X)}

i=1
Napominjem da stsi = x po definiciji znadi Si:(ao”°"ap) i stao=

= ... = sta_ = x.
p




32.

‘Neka je s = Z:ni-sieJU(X). Nosa¢ od s Je skup |[s| = {XE&X IBi X:Stsi}'

Nije te8ko proveriti da je |s| uvek zatvoren skup.

Lako je videti, imajuci u vidu nestandardnu karakterizaciju_ neprekid-
nosti, da neprekidno preslikavanje f£:X — Y na prirodan nac¢in induci-
ra lan&asto preslikavanije WM (£) : SMon(X) —~Mon(Y). Specijalno ako je
Ac X podprostor i i:A <»X inkluzija onda je H(1i):Mon (D) —sSfen(X) in-
Jekoija.. Neka je o0 (X,A) Cullon(X) /Mon (B) 3. Mlon (X,A) Eini kratki

niz o —rMon (A) —+ Mon(X) —sMon(X,A) — 0 talénim. Zanimljivo je pri-

metiti da se taj niz cepa (splits) ako je A zatvoren skup ali ne i u

opstem slucaju.

Teorema 7.2. Mon, je kovarijantni funktor iz kategorije Haus-
dorfovih topoloskih parova u kategoriju lanc¢astih kompleksa. Kombino-
vanjem funktora Aon, sa obi&nim funktorom homologije dolazimo do fun-
ktora H, iz kategorije prostora u katégoriju indeksiranih (graded)
Abelovih grupa. Uz, na odgovarajuéi nac¢in definisanu, prirodnu tran-
sformaciju 8(X,A) = {BP(X,A) tH(X,R) — Hp_l(A)} funktor H, zadovo-
ljava prve tri aksiome teorije homologija :(Spanier [26], 199-200). dok

za jednotacku P vazi HO(P) = *2.

Ovako definisanu teoriju zvacdemo unutrasnja teorija homologiije.

DOKAZ:
1. Aksiom tadnosti (exactness axiom)

Ovaj aksiom kaZe da za svaki topoloki par (X,A) sa inkluzionim pres-
likavanijima i:A<X i j: (X,0)ca(X,A) postoji prirodni homomorfizam

ap(X,A):Hp(X,A) ~+-Hp_l(A) koji ¢ini dugi niz grupa i homomorfizama

H_ (1) H (3) 9. (X,R)
.. ——»HP(A) -E———pr(X) I Hp(X,A) ——P—~——>Hp

-1 (A)~—>. ..

egzaktnim.

Medjutim ovo sledi direktno iz leme 4.5.3. iz [26] poZto je

o —+ Mon (A) —» Mdon (X) ~— Alon (X,A) — O

kratak tacan niz lancastih kompleksa.
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2. Aksiom homotopije

Ovaj aksiom kaZe da dva homotopna preslikavanija fo,fl:(X,A) —s (Y,B)
induciraju lancasto homotopna lancasta preslikavanja.Wmﬂfo),dbdfl):
:Mon(X,n) —>Mlon (Y,B). Kao Sto je poznato, dovoljno je to dokazati
za dva specijalna preslikavanija '

i

O,il:X — XxI, gde je I =[0,1] i za sve xeX, ioc0=4x,o) i

10 < (1),

Dakle treba konstruisati lanc¢astu homotopiju izmedju M«io) i AMil)
tj, homomorfizam Dp :.ﬂw%(x) —»Vaw7p+l(XxI) stepena jedan za koji
vazi M_(i,) - 4 _(i = 9D_+ D

p( l) p( O) D o-1
opazZanjem. Definifimo unutras$nji homomorfizam Ep :7bép(X)—+ﬁﬁ

2. Po¢nimo sledecim jednostavnim

ptl (X xT)

kao jedinstveni unutrasnji homomorfizam koji za svaki S=@b,”qapkht (X)

- ]
te

zadovoljava jednakost

. (

p
= —1)7
Ep(aor---lap) | jZ::O( l) (aoro)---(ajlo) (ajll)_é"(apll))-

Tada se direktno proverava da vazi

(1) ((ao,l)...(ap,l))—((ao,o)...(ap,o))= aEp(aO...a )+Ep_la(adua )

p P

Ep ipak nije lancasta homotopija koju smo traZili jer su simpleksi

iz’Ep(ao...ap) previse veliki, medjutim ovo se lako moZe ispraviti.

Neka je HE€*W\N. DefiniSimo

3 k-1 k-1 Xk
17 (g, S5 - (g, T (@, ..

p
% 3

D (a_...a_)= >
p . k:l )

J

Jasno je da je Dp unutrasnja funkcija pa se moZe ras$iriti na sve hi-

perkona&ne "sume" simpleksa (ao...ap). Medjutim vaZi
Dp:./llonp(X) ~+ﬂoﬂp+l(XxI) i zbog (1)

M (i) =AM (1)) = 9D, + Do) 2.
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3. Aksioma isecanja (excision axiom)

Neka su X1 i X2 podprostori prostora X pri c¢emu je Xl zatvoren. i
X = int X u int X Tada je lancasto preslikaVanjﬁuWwﬂX X f\x2) —

1 2° 17 71
~— Mon(X , X inducirano inkluzionim preslikavanjem, izomorfizam.

5)
U standardnim dokazima, na primer za singularnu teoriju homo-

logija, prvo se pokazuje da su landasti kompleksi A(Y) i A(X), gde

je A (X) singularni kompleks A(U) njegov podkoﬁbleks generisan ma-

lim singularnim simpleksima tj. simpleksima pod¢injenim pokrivadu

Y = {int Xl’ int X2} , lanCasto ekvivalentni. U naSem sludaju su
simpleksi ve¢ veoma mali tako da moZemo dokazati aﬂmp(X)= ~me(xl)+
4‘AUW7P(X2)-

Dovoljno je uveriti se u istinitost inkluziije x%wp(x)c Aan(Xl) +

+ ﬂo'np(xz) .

H
Neka = . -S, . : = {3 * p+l
je u i=lnl sS4 g\ﬂmp(x) Neka je H1 {1 ]sie( Xl) }
- - . . ~ . o /
1 H2 = {1 |1¢2Hl}. Zapazamo da za 165Hl vazl st siéxl, zbog zatvore-
nosti Xl' dok za iesz imamo st'sie int(X2) pa je = e(*Xz)p+l. Odav-
de sledi da je u, = Z; n,-s;€ anp(xl) i u, = Z; ni-sigﬂw%#xz)
1€Hl 1€H2
i da je u = u, +u, traZena dekompozicija.
Na kraju

Mon p(X) /ﬂ/onp(Xz) = /Z/onp(Xl)+u/l/m p(XZ) JMon p(x2) = J/w;p(xl)/‘l/m p(xln x2)

-

4. Aksiom dimenzije

0 p # 0
Ao . (X) = (a)*Z > (a,a) *2-451 (a,a,a) *7 -2 ... q

P

Ovim je Teorema 7.2. dokazana.

U poslednjoj re&enici gore vec¢ citiranog rada [23], Mc Cord
definiSe i kohomolosSke grupe para (X,A) topoloskih pros&ora (A=clA)

na sledec¢i nacin.



HY(X,A; G) := E”(Hom(uoy (X,B),G))

Ovde je sa Hom(-,+) oznaCen standardni "homomorfizam" funktor dok je
G ma kakva Abelova grupa. Cini mi se da je definicija koja-sledi pri-
rodnija, uzbudljivija i da obedava lepSe slaganje sa veé definisanom
nestandardnom teorijom homologije (npr. kod teorije dualnosti). Glav-

na razlika je u tome Sto je Hom zamenjen unutrasnjim funktorom *Hom

v

~

dok je G neka unutrasSnja grupa.

Definieija 7.3. Neka je X Héusdorfdv topoloSki prostor i G ne-
ka unutrasnja grupa. Neka jJje Tbtp(X,G) = {f | £: *Xp+l — G unutras-
nja funkcija}. 7btp(X;G) poseduje strukturu grupe (poSto je G grupa)
i jasno je da su grupe }®ZP(X,G) i *HOm(A%[p(X),G) izomorfne; zbog toga
mozemo svaki element f€7bép(X,G) identifikovati sa njegovom eksten-
zijom na ﬁﬁp(x). Kogranicé¢ni operator Jp: 7ot P (%) —+J6fp+l(x) je

definisan sa §_(£f(s)) = £( ap(s)). Objekt nafeg interesovanja nije

(
p
.ovaj nego sledec¢i kogranicéni kompleks.

won® (x) = 7ot P(x)/Mon P (x)  gde je

Meon B (%) ={ £ et P(x)| ¥se*xPHl((IxeX ns(s)=x) = £ (s) =0}
x},

bl Ap)}.

Elemente od o (X), a i od 7ot P(x), kao sto je uobicajeno zovemo ”

t

Ekvivalentno, ako je ‘Ap = {S €*Xp+113 x€X ns(s)

I

Jton B (x) = {g : A Gl 3f€e Tot Px) (g

kolancima dimenzije p. Nosa¢ kolanca fen@mp(x) je zatvoren skup

If] = {xeX]EQse(m(x))p+l f(s) # O}. Oc¢evidno vaZzi

{fl | £ :¢}i

1R¢

SEicIEl,  Ifrglc El ulgl 1 Mo 5(x)

Ako je Ac X podprostor, definiSemo

/é/onp(X,A; G) = Ker {/UODP(X,G)‘ —g—bﬂ{onp(A,G)}

gde je g "restrikcija"-preslikavanje. Zbog toga imamo talan kratki
niz .

o —* Jé/onp(X,A; G) ——-M/Z/onp(X;G) ~—v‘/Z/onp(A,G) — 0
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Teorema 7.4. ‘ﬂ@n* je kontravarijantni funtor iz kategoriije
Hausdorfovih topoloSkih parova u kategoriju lancastih kompleksa. Kom-
binovanjem funktora /o7 * sa obic¢nim funktorom homologije dolazimo
do funktora H* iz kategorije prostora u kategoriju indeksiranih (gra-
ded) Abelovih grupa. Uz na odgovarajuci nac¢in definisanu prirodnu
transformaciju 8 = {CSP(X,A):HP(A) — Hp+l(X,A)} funktor H* zado-
voljava sve aksiome teorije kohomologije sa koeficijentima iz G (za

aksiome pogledati Spanier [26], strana 240).

DOKAZ:

1. Aksiom tacnosti (exactness axiom)

~ Ovaj aksiom kaZe da za svaki topoloZki par (X,A) sa inkluzionim pre-

slikavanjima i:A <X 1 j: (X,0) & (X,A) postoji prirodni homomorfizam

6P:HP(A) —a>Hp+l(X,A) koji ¢ini dugi niz grupa i homomorfizama

p_‘\ P P
. —ewP(x,n) BO), yP(x) B ppay S0 pPHLix Ay ., L.
egzaktnim.

* Cx * )
PoSto je 0 —lon (X,A; G) —» Mon (X,G) —smon (A,G)—s O &

tadan niz, aksiom tac¢nosti je direktna‘*posledica leme 4.5.3. iz [26]

pri cemu je Sp spajajucdi (connecting) homomorfizam.

2. Aksiom homotopije

Treba pokazati da ako su fo,flz(X,A) — (Y,B) dva homotopna preéli—
kavanja da je H*(fo)#H*(fl):H*(Y,B) —+ H* (X,A). Kao i u’sluéajd'ho—
mologije, dovoljno je dokaz izvesti za specijalni slucaj io,il:X —»

—s X XI gde je I =[0,11, io(x) = (x,0) il(x) = (x,1) i A =B = @.

Potrebno je konstruisati lancCastu homotopiju izmedju lanastih pre-
slikavanja flon* (1), JMon* (1) : Mo* (X, 1) — Jlon * (X) . Neka je

Dp: A%mp(x) —> N on (Xx1) lancasta homotopija medju preslikavanjima

p+l

uL/-p(io) i “Up(il) definisane u dokazu teoreme 7.2. Definifimo traZe-
.. +

nu lancastu homotopiju EP l:a&b7p+l(XXI) —+vﬂ00p(x) na sledecdi na-

¢in. Neka je [fJeJ%mp+l(XxI) gde je fg¢ ﬁﬁ'p+l(XxI). Tada je

EPTL(r£7) (s) = [£(D_(s))]

i lako se proverava korektnost ove definicije. Citaocu se prepudta

da direktno proveri da E* ima traZena svojstva.
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3. Aksiom isecanija (excision axiom)

Neka je (X,A) topoloSki par i U otvoren skup takav da je Uc int A.

Tada inkluzivno preslikavanje j: (X-U, A-U) inducira izomorfizam
H*(j): BH*(X,A) — H*(X-U, A-U).

Pokazacdemo 1 nesto viSe, naime da Jje A/*(j): Mon* (X,A) —sMon* (X-U,A~U)
izomorfizam. J/*(j) Jje oCevidno 1-1. DokaZimo da je i na. Neka je
[fle Jdfon*(X-U, A-U) reprezentiran unutras$njim preslikavanjem fe/¢* (X-U)
koje ima svojstvo da se anulira na infiniterimalnim simpleksima sme$-
tenim u A=U. |
Neka je ge 70¢ *(X) definisan sa

f(s) s je ceo u X~U-

g(s) =
0 inade

Iz uslova Uc int A sledi da je [gledon* (X,A) i H*(3)[gl=[f].

R
~

4, Aksiom dimenzije

0 p#8
:{a}l Hp({a}) ='{‘G '

p=0
* o) id o) id
J@WO ({a}) : 6 — G —/™ G —&@ G —=

Neka je (X, d ) metricki prostor i KC X, kompaktan podprostor. Uslov
metrizabilnosti, u teoremi koja sledi, moZe se oslabiti ali je dokaz

u metrickom slucaju pregledniji.

H
PN -1 _ o .
Definidimo a@bop(st (R)) = {[e7btp(x)[ [ = 21:1 nisieuﬂwb(x) i

— + R -
s, € st l(K)p L 2a sve 16[1,HJ}.
Direktno se uveravamo da je (Aﬂhmp(st_l(K)), 9) lancasti podkompleks

od (‘ﬂhwp(x), 3) 1 odmah se namece pitanje odnosa medju kompleksiﬁa
(J&WP(K), °o) i (J%né(st_lK), Jd). Primetimo da je st_l(K) vanjski
(external) objekt. Cinjenica da se na prirodan nagin funktor Aln

giri i na vanjske objekte asocirane sa topoloSkim prostorima obeda-

va nove i raznovrsne primeme. Evo jednog primera.

Teorema 7.5. Ulaganje i:( Jbon (K), o) —» (/l/onp(st—l(K)),(? ) je
p ,
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‘landasta ekvivalencija.

DOKAZ:
Konstruidimo lancasto preslikavanje hp: %ﬁnp(st—l(K)) ~aw4®np(x)
koje de imati slededa svojstva:

hpo i=id 1 iohp ~ id tj. iohp je lan&asto homotopno

sa id. Neka je ch: * #2(XK) —;ﬁ*K jedna unutrasnja funkcija izbora.
PoSto je skup K kOmpaktan,'définisano je mnogoznacno preslikavanje
mp:*X — *K, mp(x) ={ ye*K|*d (x,y) = *d(x,*K)}. Neka je h:*X — *K
funkcija definisana sa h(x) = ch(mp(x)). O¢evidno, preslikavanje h

je retrakcija, drugim reCima h(x) = x za xe *K. Primetimo da u opStem
slucaju iz xay ne sledi h(x)ah(y), medjutim ako su X, yem(z) za zeK
onda je ocCevidno h(x)=~h(y). Prema tome definisano je lanlasto pres-

likavanje hp:bwwyp(st—l(K)) —ﬂ»Aan(K) koje simpleks s = (ao,...,ap)

preslikava u hp(s) = (hao,...,hap). PoSto je h retrakcija vaZi :
hpo i = id. Ostaje jo$ da se konstruisSe lancasta homotopija
-1 -1

Dp . ﬂbﬁp(st- (K)) _7\A®np(st (K)) izmedju preslikavanja iohp i id. =

. Ce© -1 L . o i
Neka je x = E:izl n,s; € uﬂonp(st (K)) pri Cemu je si~(ao,...,ap),
lg i< @ . DefiniSemo,
O @ p k, i i,.d i
D X =y n,D_(s,) = n, (-1)%(a’,...,a,ha,...,ha).
p Ti=1 +*P 1 E:;zl + Z:k=O -9 * K p)

D_ je dobro definisani homomorfizam i direktno proveravamo o&ekivanu
jednakost
(hao,...,hap)—(ao,...,ap) = aDp(ao,...,ap)+Dp>_l a(ao,...,ap)

iz koje odmah sledi da je {D traZena lancasta hbmotopija.

p}peN

Cenjeno svojstvo unutrasnje teorije kohomologija, kojé ne poseduje sin-
gularna teorija a poseduje teorija Aleksandera-Speniera-Ceha (Alexander,
Spanier,Cech), je sledede t~svojstvo (tautness). KaZemo da je prostor

A t-uloZen u prostor X ako je
H9(a) = 1im <H9(0)| 0DA~ otvoren skup>, gqeMN.

Skup A ima t-svojstvo ako je svako njegovo ulaganje (u prostor iz neke

klase) t-ulaganije.
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Teorema 7.6. Svaki kompaktan podprostor K, metrickog prostora

X je t-uloZen u X.

DOKAZ:
Po ugledu na definicijub7.3. i definiciju Jhwp(st_l(K)), definisimo
aﬁw7p(st_l(K)) kao skup svih restrikcija funkcija fe€ 7P (X) na skup

¥

(st_l(K))p+lf\Juw°p(X). Iz teoreme 7.5. sledi da su i kompleksi
( Alon p(st—lx), 5 ), (Mon P (X), § ) landasto ekvivalentni. DokaZimo da
je MonP (st (k) = lig‘(ﬁWWp(O)]O:DK otvoren) pri ¢emu je prirodno

"restrikcija"-preslikavanje r traZeni izomorfizam. Preslikavanije

r: lim<(dmnp(o))> —»~W&7p(st—l(K)) je oCevidno surjektivno. Doka-
— KcO
Yimo injektivnost. Neka je fe 7ot P(X) takav da je f(s) = 0 za svaki

simpleks ses(st_l(K))p+lf‘/mmp(X). Odavde sledi da postoji pokrivad
1% od K takav da Y VeV Vse*thl f(s) = 0. Dakle za O =U¥¢# f inducira
trivijalni element u Hlon P (0) pa je r zaista 1-1 preslikavanje. Medju-

tim funktor homologije komutira sa direktnim limesima, dakle

EY (k) = Hq(;ﬂén*(st—l(K))) = }ET<:Hq(O)]OZDK otvoren).

Pozabavimo se za trenutak sledecim problemom. Neka je X Hausdorfov
topoloski prostor i IC ns(*X) unutrasnji skup do-standardnih tacaka.
Sta se moZe kazati o skupu st(I)c X. 2 '
Stav 7.7. Neka je X Hausdorfov, potpuno regularan (T3i,) topo-
F)
lo8ki prostor i IC ns(*X) unutrasSnji skup do-standardnih tacaka. Tada

je skup K = st (I) kompaktan.

DOKAZ: Neka je Y kompaktno raSirenje prostora X. Skup I je unu-

trasnji 1 u *Y pa je st(I) zatvoren i u Y, dakle i kompaktan!

U trenutku dok piSem ove redove nije mi poznato da 1li se i ka-
ko pretpostavka o potpunoj regularnesti prostora X u gornjem stavu
moZe oslabiti, specijalno da 1li postoji regularan ne-potpuno regularan
prostor koji bi imao svojstvo iz stava 7.7. Sledec¢i primeri pokazuju

da to svojstvo nemaju svi nereqgularni prostori.
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Primerz 7.8. Definigimo topologiju na [0,1] pomodu fundamen-
talnih sistema okolina na sledec¢i nacin. Okolina taéke x # 0 je obic-

na okolina. Tipic¢na okolina tacke 0 je oblika U\{; oL % ,,,.,%i} gde

je U neka standardna okolina nule. Lako se uveravamo da je dobijeni

prostor L = ([0,1], 7)) neregularan u tac¢ki 0 i da je {l/n} cN diskre-
tan zatvoren skup. Neka je I = {% - E?T lls n H} Direktno proverava-
mo da je Ic ns(*L) i st( {O}U{l/nlnem}

Drugi primer, oznacimo ga sa C IN, je prostor dobijen od /6m,
skupa svih ultrafiltera prirodnih brojeva, tako $to su sve tadke iz N
proglasene izolovanim, dok je tipic¢na okolina ultrafiltera D skup
{D}LJA za A€ D. Lako se uveravamo da je I = *Ncns(*z N) unutrasdnji

skup koji ima svojstvo st(I) =TN.

U definiciji 7.1 i 7.3 definisani su pored ostalog i nosacdi

lanca s = Z:nisie qunp(X) i kolanca fe %wnp(x), u oznaci is! i (f].

Tamo je napomenuto da su to uvek zatvoreni skupovi. Stav’ 7.7 nam
dopusta da budemo precizniji kada je re¢ o nosalu lanca s, |s|, ako

je prostor X potpuno regularan.

Stav 7.9. Nosad [s! lanca se:JMmp(X) TB<V2 prostora X je kom-

paktan.
H i i
DOKAZ: s je oblika s =) n.s. gde je s:=(a_,...,a_) infini-
joy 1 1 O P
tezimalni simpleks, dakle simpleks sa svojstvom st aé = ,,. = st a; =
= xeX. Odavde je |s| = st {a%‘lsisﬂ, Os‘js,p} pa rezultat sledi iz

prethodnog stava.

U Mc Cordovom radu L[23] ustanovljena je konadna aditivnost u-
nutradnje teorije homologija Sto je tamo iskoriSceno za izracdunavanje
nuldimenzionalne homolo8ke grupe kompakta sa konac¢no mnogo komponenti.

Sledeci rezultat je daleko opsStiji.

Stav 7.10. Neka je X = ) X, direktna sura T3y, topologkih prostora
. o ] i€1
Xi,leI. Tada je hp(X)=5ri€r hp(Xi)'
DOKAZ: Ocevidno je Z:iEI Hp(Xi)C+Hp(X)- Da bi se uverili ka-
ko se <. moZe zameniti jednakoscu primetimo da ako je Sgﬂhnp(X) onda

je se Mo (L 4op %
va 7.9. Dakle Alon 4 (X)

) za neki konacan skup DC:I, to je posledica sta-

2 Mon, (X} . Odavde je H, (X)% X, ; H, (X))

He

iel

Ik
i
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posto H-funktor komutira sa direktnim limesima (dakle i sa direktnim

sumama) lancastih kompleksa.

Stav 7.11. (Mc Cord [23]) Ako je X povezan Hausdorfov kompak-

—

tan prostor onda je HO(X) = *7.

DOKAZ: Za svaki prostor X definisano je prirodno proSirenje
(augmentation) *7Z ¢«— JMon, (X). HomoloSke grupe tog kompleksa se zovu
redukovane homoloske grupe i oznacavaju se sa ﬁq(X). Poznato je da

je ﬁq(x) = Hq(X) za g »1 dok je‘ ﬁO(X) opisana egzaktnim nizom

0 «— *2 <— Ho(X) <— ﬁO(X) <— 0 Sto sledi iz kratkog tad¢nog niza lan-

¢astog kompleksa

’

0 — 0 — Uony (X) 17, Mon , (X) —+ 0
|
0 *y —— *7 —_— 0 — 0

i odgovarajuceg dugog niza homoloskih grupa.
B4 R H

Neka je U neki pokriva& od X i s = N nisie.ﬂkmo(X) jedan cikl

H
u kompleksu *% «— Aon, (X), drugim relima _ n, = 0. Tada, zbog
' i=1

i=1

povezanosti X, postoji jednodimenzionalan (hiperkonacan) lanac

I ‘
dl = zszo (azj, a2j+1) takav da je s =_8dl i (¥ogj¢m) (FVeEW)
{a2j’ a2j+1}<: V. Oslanjajuc¢i se na princip zasicenja slic¢no vaZi i z
neki unutrasnji pokrivac¢ koji rafinira sve standardne pokrivace odakl
je (X je kompaktan) odgovarajuci de.%%ml(x). Dakle ﬁé(X) =0 tj.

=~ %
HO(X) Z.

Sledeci stav navodim bez dokaza.

Stav 7.12. Neka je ¥ konacni otvoreni pokrivac¢ normalnog pro

tora X. Definiimo Mop, (U ) = {se Alony, (X)]| 1st € V. za neki VEU}. Tada
je inkluziono preslikavanje 1 : Aon,(U) — JMon,(X) lancasta ekviva-
lencija.

Na kraju - -nekoliko rec¢i o odnosu unutraSnje teorije homologija
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i kohomologija prema standardnim teorijama. Teorema 4.8.14 iz [26] ga-
rantuje jednakost unutrasnjih homoloSkih grupa Hq(X,A) i singularnih
homolo3kih grupa sa koefieijentima iz *Z, na svim poliederskim parovi-
ma (X,A). Lako je konstruisati primer prostora’éije se singularne i
unutrasnje grupe razlikuju; moZemo uzeti -bilo koji povezani kompakt
koji nije luc¢no povezan. Odnos unutrasSnje teorije prema teoriji Ceha
mi je u ovom trenutku manje jasan iako verujem da se unutrasSnja teo-
rija u jo% vedoj meri podudara sa Cehovom teorijom sa koeficijentima
iz *7. Oekujem da unutradnja teorija zadovoljava neke uslove nepre-
kidnosti analogno Cehovoj teoriji %to bi dovelo do poklapanija ovih

grupa na Sirokoj klasi prostora.

U slucaju unutrasnje kohomologije slika je mnogo jasnija. Na
osnovu teoreme 6.6.8 iz [26] i generalnije verzije teoreme 7.6. mo-
Zemo zakljuciti da se unutrasnja teorija kohomologija podudafa sa te-
orijom Aleksandera-Spenijera (Alexander-Spanier),sa koeficijentima iz

unutradnje grupe G, na svim kompaktnim Hausdorfovim parovima.



43.

8. NEKOLIKO REZULTATA IZ ALGEBARSKE TOPOLOGIJE

~Matematicar logicar koji se upoznao sa osnovnim elementima unu-
trasnje teorije homologija ili kohomologija, opisanih u prethodnoj stu-
diji, za uzvrat aobija doké;e nekih od najinteresantnijih teorema mate-
matike. Usput ¢e se javljati novi i novi dosadni tehnicki detalji (po

definiciji stav je dosadan ako nema jasnu geometrijsku interpretaciju

. 1 samo u tom smislu je rel "dosadan" ovde upotrebljena). Kako kaZe Masi

(W. Massey): "Treba imati u vidu da teorijawhOmologija i kohomologija
puni osamdeset godina i da su se njom bavili najinventivniji i najob-
dareniji matematicari sveta. Nema jednostavnog puta za izucavanje alge-

barske topologije".

Evo i prvog tehnickog detalja.

Stav 8.1. (egzaktni niz trojke) Neka je (X,A,B) trojka prosto-
ra 3to u topolosSkom Zargonu znac¢i da je Bc Ac X. Tada je, prirodno de-

finisan, kratki niz
0 -—— JMon 4 (A,B) — Mon ,(X,B) — Mon , (X,A) — 0

tacan a takav je i dugi niz homoloSkih grupa

ceo = H (B,B) — H_(X,B) —+H (X,8) S B ) (A,B) — -

s~ .
DOKAZ: Proditati stav jo$§ jedanput i uveriti se da se dokaz

podudara sa dokazom aksiocme egzaktnosti iz prethodne studije..

Sada smo veé potpuno spremni za izracunavanje homoloskih grupa
jednostavnih prostora kao 5to su kugla ili sfera Sto je dovoljno za do-
kaz Brauverove (Brouwer) teoreme o nepokretnoj tacki. Neka je An

n-dimenzionalni simpleks realizovan kao

conv {eo,...;en}C;Rn+l , ‘An njegova granica tj.
An = { Koeo + ... + Rnenelﬂn l Ai = 0 za neki O,élsfn} i
Ay = { x€¢ﬁn[ Aj = 0 za neki j >0}.

Lema 8.2. Sledede grupe su izomorfne
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) 3 . i, ) ~
H (4 D) — Hk__l(An, A - B _, (4 - (e}, An—{eo}) «=
<5 A A

DOKAZ: Zapazimo 1i da je par (zﬁn,lAn) kontraktibilan, dakle

Hk(zﬁn,/\n) = 0, prvi izomorfizam, @, je posledica stava 8.1. Drugi

izomorfizam se dobija isecanjem (aksiom isecanja) vrha e, dok *je pos-

lednji izomorfizam posledica ¢injenice da je par (zﬁn_l,,ﬁn_l) ili pre-
ciznije njemu homemorfan par deformacioni retrakt od (zxn -~ {e&,zﬁﬁ{eoﬁ)
. (aksiom homotopije).

Kao S8to je uobicajeno, B" je n-dimenzionalna kugla a s™ n-di-

menzionalna sfera.

. 0 {.O - kK # n

(b) Hk(Bn, Sn—l) _ 0 k # n
*2 k =n
0 0 0 k # n gde je
(c) Hk(R r R-P) *7 k = n, P jedno-
tagka iz R"
' n, n-1, _ . ~
DOKAZ: Na osnovu leme 8.2. Hk(B S ) = Hk(An,An) =
= Hk_l(tﬁn_l, Anfl) =.... =H (A, L)) = Hk_n(zﬁo) Cime je (b)

dokazano. Tvrdjenje pod (a) se dobija iz (b) oslanjanjem na tagni niz

n+1 n) 1

para (B , S uz kori&éenije kontraktibilnosti kugle gt . Sliéno, (c)

se dobija iz tac¢nog niza para (Rn, Rn—P) uz zapazZanje da Jje R" kontrak-

tibilan a R"-P homeomorfan sa Sn_l.

Posledica tvrdjenja pod (c) je ¢injenica da R© i R" ne mogu

biti homeomorfni za m # n.

Posledica 8.4. Sfera Sn"1 nije retrakt kugle B™.

DOXAZ: Naprotiv, neka je r:B" —»-Sn_l hipotetifna retrakcija.

. . n n-1 . - A
Tada je 1 Hn_l(r) : Hn-1<B ) —4~Hn_l(s ) retrakcija u kategoriji
grupa §to znaci da je E__ (Sn—;) = *7 direktni sumand od Hn—l(Bn) = 0.

E'd
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Kontradikcija!

Brauverova teorema o neprekidnoj tadki 8.5. Svako neprekidno

preslikavanje £:8" — B" ima nepokretnu tacku.

DOKAZ: U sluCaju da f nema nepokretnu tad-
ku sliCica pokazuje da onda postoiji
retrakcija r : BY — s ! %o se ko-
si sa posledicom 8.4.

Ry .
. . . . 2k 2k
Posledica 8.6. Svako neprekidno preslikavanje f : S — S e

ima 1li nepokretnu tadku ili antipodalmu. tadkiyFx=x- il fx-=—x za nekl x eSo.

DOKAZ: Neka f nema antipodalnih tac¢aka. To znaci da duZ (x,fx]
ne sadrZzi centar sfere pa je radijalna projekcija linearne homotopije

"%na sferu 52k homotopija izmedju id : 82k — 82k i f. Dakle sz(f) je

identicko preslikavanje. Sli¢éno, ako f nema nepokretnih taCaka £ kom-

yponovano sa antipodalnim preslikavanjem a : S2k — S2k nema antipodal-

nih tacaka $to znaci da je sz(f) antidenticko preslikaﬁgnje, sz(f)z=
= -z, jer je takvo i antipodalno preslikavanje. H2k(f) ne mozZe jedno-

vremeno biti i identidko i antiidenticko, dakle £ ima ili nepokretnu

ili antipodalnu tacku.

Specijalan sluCaj upravo dokazanog rezultata za k = 1, moZe
se shvatiti kao teoretska potvrda empirijskog fakta da i najbrizlji-

vije oCesSljana glava mora negde imati razdeljak.

Sledeca primena tehnike razvijene u prethodnoj raspravi je do-
kaz &uvene Helijeve (E.Helly) teoreme o preseciﬁa konveksnih skupova.
Dokaz koji sledi je specijalan slucaj dokaza H.E.Debrunner-a, Amer.
Math.Monthly 77/4, (1970), 375—38Q. Pre toga upoznajmo se sa znacaj-

 nim nizom Majera i Vietorisa.

Stav 8.7. (Mayer, Vietoris) Neka su A i1 B otvoreni podprosto-

ri od AuUuB. Neka je

ﬁ) A \% dijagram inkluzionih preslikavanja. Tada
A 14 -17)
ANg AUB je sledec¢i niz 0 — Hon (AN B) SL—£+

‘ (-2} .
1 /; Ll Mon, (n) & Aon, (B) L&J/on* (AUB)—> O

278 2



Xkujuci P, 1 P

46.

lancastih kompleksa i preslikavanja tacan 8to dovodi do dugackog

egzaktnog niza

8 .
R —ﬂ>Hn+l(AL)B) ~-—an(AﬂB) — Hn(A) ® Hn(B) ——an(AL)B) —b e

DOKAZ: Prilikom dokaza teoreme 7.2, ta&nije kod provere aksi-
oma isecanja, veC je bilo dokazano da je Jon, (AUB) = Jmn, (A) +Jim, (B) .
Za dokaz prvog dela tvrdjenja dovoljno je primetiti da je
#1132
—_—

Ker {Jl/on*(A) & Mo , (B) Mon (AU B)} = Mon , (AN B).

' Drugi deo tvrdjenja sledi direktng jz leme 4.5.3 iz [26]; to je ona

ista lema upotrebljena u dokazu 8.1.

Stav 8.8. Ako je U otvoren podskup od R" onda je ﬁé(U) = 0
za qyn pri Cemu je ﬁq(U) g-ta redukovana homoloska grupa od U de-

finisana u dokazu stava 7.11.

&5

DOKAZ: U stavu 7.7 je dokazano da lanci sa kojima radimo ima-

ju kompaktne nosale. Neposredna posledica toga je Jbn, (U)= ;ipﬂ%*(Kn)
gde je sa Kn oznac¢ena unija od kona¢no mnogo n-kocki (n-kocka je koc-

ka koja homotetijom sa centrom u 0 i koeficijentom n postaje obicna

kocka iz celobrojne mreZe u rR™) pri ¢emu zahtevamo i U = %&1 Kn,
: n

Posto je‘ﬁ*(U) = 1im ﬁ*(Kn) o¢evidno je dovoljno dokazati sledede

tvrdijenje

D(n,k): Ako je sa P oznacena unija od k n-dimenzionalnih kubova iz
celobrojne mreZe na rR® onda je ﬁq(P) =0 za qgzn.

Za n = 1 ili k = 1 tvrdjenje je ocCevidno tacno. Pretpostavimo da

D(n’,k’) vazi za sve (n’,k’) za koje je ili n"< n i k< k ili n'<n

i k’ < k. Posto moZemo pretpostaviti da posmatrani skup P ima bar dva

n-dimenzionalna kuba neka je H hiperravan koja je paralelna jedno]j od

1 i H

skup svih kubova iz P.

koordinatnih hiperravni i koja seperira ova dva kuba i neka su H 2

odgovarajuci otvoreni poluprostori.” Neka je P1
koji nisu celi u H, i sliéno P, skup svih kubova iz P koji nisu celi

u Hl' Vidimo da je PlﬂP2 skup onih kubova iz P koji seku H. Identifi-
sa skupovima UP. i UP, razmotrimo sledede slucajeve:

1 2 i 2
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(2) P, =P, =P

U ovom slucaju postoji skup P’ (n-1)-dimenzionalnih kubova iz

H koji je deformacioni retrakt od P.

(27) MozZemo pretpostaviti da je H odabrana tako da je i P1 # PlﬂP2

iP, # Plﬂ P, §Sto znaci da skupovi P, 1 P, imaju manje od k n-kocki

pa. se na njih moZe primeniti indikacijska hipoteza. Prema stavu 8.7

imamo tadni niz

2

cee. —* Hq(Pl)@ Hq(RZ) — H, (P) ——qu_l(Plf]Pz) — ...

2

Kao i u slucaju (i) Plﬂ P se moZe deformisati na odgovarajucéi P’

2 .

zbog Cega je Hq(Plf\Pz) = 0 za qg3»n-1l. Dakle vaZi Hq(P) = 0 za

qzn- S

Teorema 8.9. (E.Helly) Neka je data familija od m (m3 n+2) ot-
vorenih- konveksnih skupova iz R" takva da svakih m-1 skupova te famili:
je imaju neprazni presek. Tada svi skupovi te familije imaju neprazni

presek.

DOKAZ: Pretpostavimo suprotno. Neka je {Ul,...,Um} familija

za koju tvrdjenje teoreme nije taCno. Majer-Vietorisov niz za par pros

tora UlLJ"fL)Umfi'Um izgleda ovako
- =
0 —H (Ulu T Um_li)Um) — Hq_l(Uanm)U .. u(Um_ln Um))—w»O
zbog toga Sto su oba prostora UlLJ...L}Um_l i Um homolo&ki trivijalna

Primenjujuci isti postupak na familiju {Uir\Um[ 1< iéim—l} itd. dobi-

Jjamo
E (U™ Uy = w (U w.nuy) = =
g' Ti=1 i g-1' ;74 i m

~

= B (qez) L0, N (N5 ,5 0,) Um0 (N, v

~

Dakle za g = m-2 imamo Hm—Z( L}Tzl Ui) # 0 Sto protivrecdi stavu 8.8.

Kontradikcijal
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Matematiar logiar kome ovih nekoliko primera nije dovolijno
jer je u medjuvremenu postao ubedjeni algebarski topolog, moZe tes-
tirati svoje razumevanje homologije proucavajuci neke od standardnih
rezultata ove teorije, npr. homologiju CW-kompleksa; drugi plan bi
bio ispitivanje proizvoda u homologiji i kohomologiji pri cemu se

odsustvo metode aciklicénih modela moZe kompenzovati ... . Kako!'?

3
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9. O JEDNOM MEDJUOBJEKTU U DIFERENCIJALNOJ TOPOLOGIJI

zanimljiva je sledeca teza koja se provladi kroz nekoliko lek-
cija, iz knjige [21] R.Lutza i M.Goze-a (pogledati na primer stimula-
tivnu desetu lekciju iz trede glave). Cest je sludaj da se intuitivna
predstava o nekom objektu ili pojavi ne slaZe u potpunosti sa matema-
tickim formalizmom upotrebljivim za opis tog objekta. Autori gore na-
vedene knjige pokazuju da se u nekim sluCajevima nestandardna analiza
moZze uspesSno iskoristiti za konstrukciju medjuobjekata (intermediate
objects) koji &ine prelaz od intuitivnog ka formalizovanom.prirodni-
Jjim i Jjasnijim.

U lekciji II1.9 iz [21] je pokazano da ako vektorsko polje na
Cl—difemﬂxﬁjabihxj mnogostrukosti M (matemé%iégi) odgovara intuitiv-
noj predstavi o istovremnenim beskonac¢no malim pomerajima svih tacaka

iz M onda je trazeni medjuobjekt opisan sledecdom definicijom,

kain&dja9hL$nﬁkéjg,§, Z°) gde su g,}-: *M — *M unutrasnje

funkcije a T pozitivna infinitezimala naziva se infinitezimalna tran-

sformacija na M ako su zadovljeni sledeci uslovi

() iz n¢ =0 sledi §Q(X) ~ 01 E n(x)z:O za sve XE*M, ne MN.

~

(17) ako je n-z konacan onda iz xay sledi §n(x):f§n(y) i

- n

g =T My).
(777) ako je n'T konacan onda je §n r X~ g g (X) ~ %.

Tok (flow) definisan ovom infinitezimalnom transformacijom je

funkcija

st ( gm(x)) za t 0, m =(t/C]

¥: M x R —M, #x,t) =
m
c-t/T7

il

st( §

(x)) za t<o, m
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Teorema 9.2. Neka je M kompaktan topolosSki prostor. Svaka in-
finitezimalna transformacija generife standardnu jednoparametarsku ne- |

prekidnu grupu homeomorfizama na M.

DOKAZ: Pokazimo da familija preslikavanija Xf(') g, t):M— M

ima taZena svojstva. Neka je t »0, s>»0 in=ttfl, m=~Cs/c]. Po

definiciji za xeM, & (x)= Tx) i gs(a*t(x))mgm(rt(x)). Iz uslo-|

Sy s .. . m m+n . . t+s
va (i) i (i1) sledi g (§ (xX))= § (x) & ¥,,4(x) jer je [“=]=min
ili m+n+1. Dakle XS(Xt(x)) = $pg (X Sli¢no se dokazuje i za sludaj

s€0, £<0. Iz uslova (iii) sledi § (y__(x))= gngb_t(x)) ~g" gn(x)%xiﬂ

odnosno Xt(x_t(x)) = x 1 sli¢no ¥_, (¥  (x)) = x. Ovim je dokazano da
je <:KtheI1> jednoparametarska grupa.

S druge strane, prema uslovima (i) i-{ii) preslikavanja

Et/t](x) —[t/CJ(

(x,t) —» E i (x,t) — % x) su s—neprekidna (unutrasSnija

funkcija f je s-neprekidna ako je ispunjen uslov %€ >0 3570(d1(xry)<

<§ ;>d2(£x,fy)< £ )) odakle sledi‘da su ¥ t€ R, neprekidne standarl

»
dne funkcije. Po3to je Xto ¥_p = id Xt je i homeomorfizam.

Teorema 9.3. Neka Jje M Cl—diferencijabilna mnogostrukost i ne—f
ka je X lokalno LipSicovo standardno vektorsko poelje na M. Tada pos-
toji infinitezimalna transformacija ( g, g,?j) na M ¢ija jednoparame-
tarska grupa transformacija zadovoljava uslov

a ¥,

=t =0 = X(x), drugim rec¢ima X je polje izvoda {(u nuli)

od fi u odnosu na parametar t.

DOXKAZ: Ako je U jedan element atlasa na M i r:U c» R® homeomor-

fno ulaganije, polje X je lokalno opisano lip8icovim polijem XU defini- i

sanim na r(U). Po3to je M kompakt polazni atlas {(U,r)} moZe biti

zamenjen finijim konacnim atlasom {(Vi, ri)}ieI koji zadovoljava sle-

< 4
dece usliove:

- 2za svaki 1ieTl ri(Vi) je otvorena lopta standardnog radiusa 2gi> 0
- otvoreni skupovi Wi = r;l Ki pokrivaju M pri Cemu je Ki otvorena
lopta radijusa ‘91 sa istim centrom kao i ri(Vi).




- na r.(V.), x* zadovolijava ki—uslov Lip8ica, kiE;R.
~Neka je k = max{ki[iel}, 0= min{yi[igl} i M=

* (X)H); mozZemo pretpostaviti da su svi ovi bro-

= Supigl(squeVi” Xrl

jevi'pozitivni. ' XeM moZemo izabrati trojku (Vy, Wx’ rX) tako

9

da je erX. Naravno, taj izbor je jedno standardno preslikavanje pa

zbog konalnosti Vi}iGI ,

i za x € *M. DefiniSimo unutrasnje preslikavanije (ﬁ: *M X (—féu,+£4047%

Vx’ Wx, rx) postoji (bez pisanja zvezdica)

_ -1 X X . _
¢(x,t) = rX (rx(x) + tXr (x))' X™ je standardno, o

X
graniceno polje i r, standardno neprekidno preslikavanje odakle sle-
di ¢ (x,t)x x za t=0. Izaberimo T =0, & >0 i definidimo ¥(x) =

= q?{x,zj) i g(x) = ¢(x , —¢). Ostaje da se pokaZe da je time defi-

nisana infinitezimalna transformacija sa traZenim svojstvima.

Z

x) + 6sz (%)

+ T-€

Lema. Ako je Xest onda je rz( g (x)) = rz(

R}
*

i ( g (x)) :.rZ(X) - Cxiz:(x) + '€ gde je gxExo -

Citaocu se ostavlja da sam proveri ovu lemu imajudi na umu ne-

standardnu karakterizaciju neprekidhé diferencijabilnosti. Neka jé'
_ 9 . ' . . . . Ce
n, = [735] , dakle najveéi nestandardni prirodni broj n za koji je

gn(x) i g n(x) definisano. Lako se proverava da je za n<n,,

§n(WZ)c:VZ to povlaci sledecde nejednakosti.

i) I, (g G -xr (Il g nTu

ii) lr (8RN ) r (5 ()l gl () -r ()| (+nTr)

.. -n n 2
717) Hrz(g € (x))—rz(x)u < n C'K/4
kao 1 odgovarajuée nejednakosti za E.

Dakle, ako je n =0 onda je n<ng i zbog i), gn(X)QXED(X)Q{X- Ako

je xay, iz ii) se (uzimajuéi z = stx = sty) dobija g (x)x g (y) za

1l

ngn ;i za ostale n za koje je n7 konacan, n/nO n ZYnOZ‘ je tako-

N

"™ (%)) &

I

dje konatan, stavimo {= [n/noj odakle je §n(x)

~ gnof(x) jer je (n-n_{ )T = O. Obic¢nomindukcijom po ! se dokazuje
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da je ¥ (x)= EV(y) i E(x) = E'(y) za x=ay.

Na slican nacdin se, oslanjanjem na iii), mogu dobiti relaciije
-n _n n-n « . . t.
£ E (x)x~ EE (x) x x 2a konacan n t¢. Time je dokazano da je

Qw:/:)infinitezimalna transformacija, neka je §:MxR — M tok (fl w)

te transformacije. Ostaje da se izraduna derivat toka ¢ (brzina to-

ka!) u standardnoj tacki xe M. U karti (VX, rx), oznacimo sa

s 2

L= | rx(g“(x))—rX (;c)—tx;(x)ll gde je t >0 standardan broj i

_f%"; Ako je t</—§’ iz i), stavljajuéi z = x, dobijamo

[

A< (T n) kﬂs:tzgu , dakle T < tka  Sto dokazuje da

% (rX(XKQ,t)—r (x)) _*'er(x) , £t — 0, jer je {(x,t)= gnTX)'

Isti limes se dobija za \g . Time je tvrdjenje dokazano u potpunosti.

1
T
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10. KOMPAKTNI METRICKI PROSTORI I NJIHOVI
HIPERKONACNI GRAFOVI

Ova etida je u velikoj meri inspirisana dole formulisanom teo-
remom 10.8. Kratak i elegantan dokaz te 'teoreme dao je Vredica Sini-
$a dokazujuci, u okviru programa ispitivanja ék;ponencijalnih prostora forrmli-
sanim od strane Milosava Marjanoviéa, da je inverzni limes iterira-
nih kontinuum-stepena zadanog Peanovog kontinuuma X homeomorfan sa -
Hilbertovim kubom. Kontinuum-stepen ili kratko c-stepen zadanog pros-
tora X, oznacava se sa c(X), je podprostor eksponencijalnog prostora
exp(X) €iji su elementi svi povezani elementi od exp(X). Podsetimo
se da je exp (X) prostor svih nepraznih zatvorenih podskupova od X sa
topologijom Vietorisa. Ako je Ae exp(X) i Ul'UZ""’Un niz otvorenih
skupova iz X koji zadovoljavaju uslove A C'L)?=1 Ui’ A!WUi,# @ za
sve 1 £i<n, onda je tipicna okolina tacke Agexp(X) u Vietorisovoj
topologiji opisana ovako:

n
<Ul,...,Un>;{Beexp(x)\Bcui:l u, i BNU, # @ za

sve 1 Si.grl}

-

Koristicdemo i oznake exp(z) (3)

(x) @ explexpx)), ¢ ) =

= c(c{c(X))) itd.

P
U slucaju kompaktnog metrickog-prostora X topologija Vietorisa
je indukovana Hausdorfovom metrikom d(A,B) = inf &708A(:O€(B)ABCQJA)

gde je O¢(C) £ -okolina skupa C.

Naves3déemo, radi potpunosti i jednostavan opis monada tacaka iz
exp (X) u Vietorisovoj topologiji (Juhasz [10]). Posto postoji mogudé-
nost meéanja pojmova, koristicéemo oznaku /J(A):=(\{*O[AC:O i 0 je
otvoren skup} za monadu skupa A a m(A) za monadu elemenata A u Vie-

torisovoj topologiji.

Stav 10.1. Neka je Aeexp(X). Tada je B em (A) ako 1 samo ako je

(1)  BcM(A) i (2)  ANpeA  Bnam(p) # 8.
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DOKAZ: Neka je Bem(A) i U otvorena okolina od A. Tada je
Bec*{U>tj. BCc*U <Cime je (1) dokazano. Neka je peA i O 3p otvo-
ren skup. Ofevidno Be*{ O, X\ {p}> (osim u trivijalnom sludaju
A = {p}), dakle BN*0 # ¢ . Iz principa zasidenja sledi Bf]m(p) # @

ime je i (2) dokazano. Obrnuto, neka je <Ol,...,0n> okolina od A.
Iz (1) sledi B C‘Lv)?:l *Oi a iz (2) B n*oi # @ za sve 1g1i<n,

dakle BG,*<Ol,...,On> i dalje Bem(A).

U nastavku ¢emo se ogranic¢iti iskljucfivo na kompaktne metridke
prostore (X,d) uz napomenu da se koriscenjem pseudometrika svi dole
navedeni pojmovi i rezultati mogu formulisati i dokazati za sludaj

bilo kakvog kompakta.

Neka je Ic *X hiperkonacan skup koji ima svojstvo ¥ xe¢ X Ibel
stb = x; drugim reCima I€ém(X). Metricki prostor (I,*d)c *X se na-
ziva hiperkona&na senka, ili kratko senka prostora X. Naravno senka
od X nije jednoznacno odredjena, medjutim ako je senka (I,*d) pozna-
ta prostor X se lako moZe rekonstruisati. Zaista, st(*d) Jje jedna
pseudometrika 1 lako se pokazuje da je odgovarajudi metricéki faktor-
-prostor ‘{I,st(*d))/ izometrian 'sa X. Dakle iako je hiperkonacna
senka samo senka ona sasvim verno odrazava svojstva prostora X. Svoj-
stva koja nas ovde interesuju su svojstva povezanosti raznih skupova

(2

u X, exp(X), exp NXJ, itd. Zbog toga navedimo dobro poznatu lemu.
Lema 10.2. Kompaktan metric¢ki prostor X je povezan ako i samo
ako

¥x,yeX e 50 X 1 y su ¢-povezani tj.postoji niz yo’yl"""yn

u X tako da je Vo = Xr ¥y =y 1 ¥ dlygys)<e .
DOKAZ: Skup {y] y Jje £ —~povezan sa X} je otvoreno-zatvoren,

dakle navedeni uslov e potreban. Obrnuto, ako je X = FlLJF F.nF, =

27 71 2
= ¢ i Pl,Fz su neprazni kompakti ¢ija je najveca blizina ¢ , onda
za (x,y)eFl x Fy, X i y nisu E-povezani.

Lema 10.3. X,y eX su £ —povezani za svaki £ >0 &

X,y su §¢-povezani za neki e m(0).

DOKAZ: {ij,y su g—povezan{} je oblika J«, +o[ za «e*R.
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Posledica 10.4. X je povezan <& (1,*d) Jje & -povezan za ne-

ki £em(0).
Stav 10.6. 1 je senka od X = (*exp)I) Jje senka od exp (X).

DOKAZ: (*exp) (I) je obican *-partitivni skup od I. Dovoljno je
dokazati da za svaki neprazan zatvoren skup Fc X postoji hiperkonadan
skup LcI, Lem(F). Neka je d obic¢na Hausddrfova metrika na *X. Lako
se uveravamo da skup {ge*R[ £5>0 A 3D € (*exp)(I) d(F,D)<€}. sadrzi

sve standardne pozitivne brojeve, dakle sadrZi i jednu infinitezimalu.

U posledici 10.4. se kaZe da je X povezan ako i samo ako je (I,*d)
€ —povezan za neki gem(0). Ako hocdemo da budemo sasvim sigurni o kom
se & tu radi moZemo izabrati posebnu senku I. Od sada pa do kraja
ove rasprave podrazumevamo da je I fiksiranahiperkonac¢na g/3-mrezZa
u *X. Broj ¢€/3 je izabran zbog sledecdeg. Ako je X povezan onda je
*X Q—povezahﬁza sve 7 > 0 pa 1 za 7 = E/3. Odavde odmah sledi da
je I ¢-povezan Jer se svaki E/3-lanac iz *X koji spaja dve tacke
X,ye *X moée‘z%peniti £€-lancem u I. Dakle X je povezan ako i samo a-
ko je I g—povézan. Zanimljivo je i vaZno da ako je I ¢§£/3-mreZa u
*X onda je (*exp) (I) §&/3-mreza u *exp(X) tako da je u ovom sluclaju

stav 10.5. olevidan.

Svakom - metrickam prostoru X moZemo pridruZiti & -graf,

graféX) ili samo graf (X) ako se &3>0 podrazumeva, na sledeéi nadin:

{x,y}e grafE(X) & dix,y)cg

Lema 10.6. Neka je I < *X hiperkonac¢na ¢&/3-mreza i graf(I) =
= grafg(I) sa njom asocirani graf. Tada je prostor X pove-

zan ako i samo ako je graf (I) povezan (u smislu teorije grafova).

Sli¢no exp(X) Jje povezan ako i samo ako je graf(*exp(I)) povezan.

DOKAZ: Dokaz je trivijalan jer je lema zapravo rezime onoga

§to je receno u prethodnim redovima.

Sada smo spremni da nesSto i dokaZemo. Rezultat koji sledi je

dokazao L.Vietoris 1923 godine.’
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Teorema 10.7. Ako je X kompaktan i povezan metri¢ki prostor on-

da je i exp(X) takodje povezan.

DOKAZ: Po3to je X povezan iz leme 10.6 sledi da je éraf(I) ta-
kodje povezan. Iz iste leme sledi da je dovoljno dokazati povezanost
grafa (*exp(I)). Primetimo da je {A,B}egraf(*exp(l)) ako i samo ako
¥xeA JyeB {X,y}egraf(l) i ¥xeB3zIyecA {x,y}g graf (I). Posled-
nje zapdZanje dopulta da se na prirodan nac¢in operacija exp prodiri
na grafobe tj. eksponencijalni graf exp(G) datog grafa G je graf na

skupu nepraznih podskupova od G zadan na slede¢i nacin:

{A,B}eexp(G) & ¥xeAJyeB {x,y}eG i ¥xeB3Iyeca {x,y}eG

Dakle, oslanjajuc¢i se na princip prenosa, dovoljno je dokazati da iz
povezanosti standardnog konacnog grafa G sledi povezanost od exp (G).
Dokaz ove Cinjenice je trivijalan. Zaista neka je {al,...,ak}eexp(G)

i aOE,G. Podto je G prema pretpostavci povezan, za dovoljno veliki

prirodan broj m postoje nizovi (b;]O <jgm), 1<1ig%k, tako da je
b> = a_ za sve i, b' = a, i za svaki 1<i<k i 0<j, j+l<m ili

m
i g i i . . . i . .
= ; &ig
bd bj+l ili {bj, bj+l}E;G. OcCevidno niz ( {bj [1 1«<k}f0$jgm)
predstavlija lanac u exp(G) koji povezuje {ao}-l {él""’ak} Sto do-

kazuje da je exp(G) povezan.

Na slican nacin se moZe pokazati da je i c(X) povezan &to se
prepuétaﬁéitaocu.
kO je G graf oznalimo sa c(G) podgraf od exp(G) koji se sas-

toji od svih povezanih elemenata od exp(G).

(2)

Teorema 10.8. Neka je u:exp (X) —r exp(X) "unija" preslikava-
nja tj. u(a) = Ua. Posto je u(c(zhx)) crc(l)(x) koristicdemo istu
oznaku i za restrikciju od u na c(zhx) . Neka je X povezan, tj.

X ec1) (x). Tada je ut(x) = {hec(z)(x) lunh = x} takodje povezan
skup.

DOKAZ: Ako je I c *X €/3-mreZa u *X onda je (*exp)(I) €/3-mre-
Za u *exp(X) pa je i (*exp(z))(l) €/3-mreza u *exp(z)(X). Odavde
sledi da je skup {a e(*exp(z)xI)S(LJa = I} senka skupa u—%x) iako,
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striktno govorec¢i, ne mora uvek biti podskup od g1

(X). Prelazeci
na grafove ovo znaci da ce teorema biti dokazana ako se dokaZe sle-
dede tvrdjenje. Ako je G konalan povezan graf onda je {de;c(thH

' ua = G:} takodje povezan graf pri ¢emu je struktura gréfa indu-

cirana iz c(z)(G). Ovo veé¢ nije tedko proveriti. Pretpostavimo sup-

rotno S§to znacCi da se u—l(G) = {de:c(th) }L)d = G} moze razloziti
na dva skupa Fl i F, tako da se ni jedan element iz F1 ne moze pove-
zati lancem ni sa jednim elémentom iz F Pretpostavimo da je

2°

1)(G)e Fl (to jeste povéian skup) 1 neka je de;F2 sa maksimalnim

c( .
brojem elemenata. Posto je 4 # C(ING) postoji skup x EC(th) koji
nije u d. Ali c(l)«D je povezan pa postoji lanac u c L) koji po-
¢inje u x a zavrsSava u nekom y ed. Iduc¢i po tom lancu od y ka x do-
lazimo do prvog elementa lanca,z,koji nije u d. To znac¢i da je dL)Lz}
povezan i da se nalazi u istoj komponenti u kojoj se nalazi i d Sto

je kontradikcija sa maksimalnoscéu od d. Time je teorema dokazana.

Posledica 10.9. Neka je X povezan,kompaktan metricki prostor

I

i necM®. Tada je a @) = {dEIc(ZMX)[ vd = A} povezan skup u

C(Z)(X). - ‘ Rl

poxaz: v tayccPa).
Potpuno istim metodom se mogu dokazati sledec¢i rezultati.

Rezultati: Neka je X povezan i rec X . Tada su skupovi

(2

{dc;c(2%X) ]L}d:DA} ,{d € exp ) (x) lu d =.A} itd. takodje povezani.

Sli¢no ako je acc™E onda je {:dezc(n+lNX)l Ua = A} takodije

novezanskup.
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