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Kao &to je poznato u najrazlic¢éitijim oblastima savre-
mene nauke i tehnike sve ¢eSce se nailazi na matematicke zadatke
¢ija se tac¢na reSenja ne mogu dobiti klasi&nim metodama. Zbog to-
ga se u poslednje vreme poklanja velika paZnja numeridkoj analizi,
oblasti matematike ¢iji je (izmedju ostalog) zadataka da razradju-

je metode koje dovode do pribliZnih re$enja takvih zadataka.

Specijalno se mnogi zadaci mehanike, astronomije, teh-
nike, biologije, medicine itd. opisuju izvesnim diferencijalnim
jedna&inama ili sistemima diferencijalnih jedna&ina. NaSalost mali
je broj tih jednacina ¢ija se reSenja mogu nac¢i pomocu kvadratura.
Ta ¢injenica je uticala da se stvori i razvije ¢itav niz analiti-
&kih i numeri&kih metoda za nalaZenje pribliZnih resSenja takvih
jednadina. Razvo]j savremene elektronske racunske tehnike je pove-
dao znafaj numeridkih metoda za nalaZenje pribliZnih reSenja di-
ferencijalnih jednac¢ina i sistema diferencijalnih jednad¢ina, ali
se tim ne umanjuje znalaj metoda primenom kojih se dobijaju pri-
bliZna regSenja u obliku analitic¢kih funkcija.

Ovaj rad je posvecen proucavanju metoda za nalaZenje
pribliZnih reSenja diferencijalnih jednacdina i sistema diferenci-

jalnih jednadina. Kroz rad se provlace dve osnovne ideje:

1) Da se daju neke nove metode za diferencijalnu jed-
nac¢inu

(1) y' = £ (x,y)
sa zadatim podetnim uslovom

(2) v (x;) = vy,

(takodje i da se ukaZe na primene tih metoda pri nalaZenju pribli-
Ynih reSenja Ko3ijevog zadatka za sisteme diferencijalnih jednaci-
na) primenom kojih se brZe dobijaifu pribliZna reSenja (sa istom



tacno3cu) nego primenom poznatih metoda;

2) Da se daju neke nove metode za specijalne diferenci-
jalne jednac¢ine (npr. u’’" + £ (x,u) = o ili u"+p(x)u’ + g({x)u = r(x)
i sisteme diferencijalnih jednadina oblika

(3) {y’ = f(x,z)
z! = B(XIY)

sa zadatim pocetnim uslovima

(4) y(xo) = Ygr z(xo)=zo
primenom kojih se br¥e dobija pribliZ%no reSenje nego primenom poz-
natih (njima sli¢nih) metoda.

Medju metodama koje se u radu predla¥u ima i analiti-
¢kih i numeric¢kih. Za diferencijalne jednadine i sisteme diferenci-
jalnih jednadina koje se u radu pominju se pretpostavlja da zado-
voljavaju neki od skupa uslova koji obezbedjuju egzistenciju i je-
dinstvenost reSenja KoSijevog zadatka. V

Rad je podeljen na tri glave. Glava I sadrZi neke
poznate metode za nalaZenje pribliZnih reS$enja diferencijalnih
jedna¢ina i sistema diferencijalnih jedna&ina. Te metode sm'izloZene
radi komparacija sa metodima koje se predlaZu u glavi II i glavi
IIT.

; U glavi II se predlaZe niz novih metoda za reSavanje
zadatka (1) - (2). Sve metode koje se predlaZu imaju izvesnih slic&-
nosti sa nekim poznatim metodama za nalaZenje pribliZnih reSenja
difereﬁcijalnih jednadina npr. Ojler-Kogijevom metodom, Adansovom
metodom, Milnovom metodom itd. Osnovna inspiracija autoru za kon-

) strukciju tih metoda je dwostruka.

Prvi blok metoda u svojoj sustini sadrZi linearnu
interpolaciju i inspirisan je jednim ubrzanim postupkom za nalazZe-



nje prlhllznlh.reéenja algebarsklh.L transcedentnlh jednacina
(videti [ﬂﬁ]). Taj postupak bi u najkraélm crtama mogao biti
izloZen na sledec¢i nafin. Neka je data jednadlina

(5) t = ¥ (t) ‘
¢ije pribliZno resenje treba nadi.

Pod pretpostavkom da se znaju koordinate dve tadke
Mn-l[%n—l'f(tn-lﬂ i Mn[}n ,%(tnﬂ (t° se zna, a t; se izracuna,
recimo,metodom obicéne iteracije) moZe se kroz te dve tadke kon-
struisati prava i naé¢i njen presek sa pravom um = t (videti sl.l).

Apscisa te tacdke se uzima za oy

u A
P
Y
&t
Mn
M
Qe -
_ '&tn-g_
O tn Thet - tn.1
SL.1 ’
Bicde dakle
t -t ., u-t - |
-1 n '
— = 12 ?‘E,t,t = ¢ .
{~tn o e R AL

pa se odatle dobija

t(t )~ —((tn-1)+ th-1

t

n+1—



tj. dobija se formula koja se nalazi u glavi II (oznafena je, u
prilagodjenoj formi, sa (II.3)). Pokazuje se da ovako formiran niz
{tn+l} brZe konvergira ka refenju jednadine (5) od niza koji se

formira kod obié&ne iteracije’(videti[hé]). Drugi blok metoda je
takodje inspirisan jednim ubrzanim postupkom za nalaZenje pribliZ-
nih resSenja algebarskih i transcedentnih jednad&ina. Taj postupak
se naziva Stefensenov, a su$tina mu je u transformaciji Aitkena

za ubrzanjé konvergencije nizova i redova (videti [iéf i [ﬂ)

U toj metodi za nalaZenje pribliZnog refenja zadatka (5)
se najpre (znajudéi tb) izraduna metodom obiéne iterabije t1=Y(to)
i t2==€(tl) i zatim se na ta tri broja primeni Aitkenova transfor-
macija

_tzto— t
1 t, - 2t

2
1
2 1+ to

(toj formuli odgovara u prilagodjenom obliku formula (II.35)).

Time je zavrZen jedan korak metode Stefensena.Polazedi
od t, = El’ dalje se postupak moZe produZiti. ‘

Niz {En+l}na ovaj nac¢in dobijen brZe konvertira ka re-
Senju jednadine (5) od niza koji se formira kod obidne interacije
(videti [16] i [7]). Metode predloZene u glavi II su korisne za
primenu pri sporijoj konvergaciji nizova koji se dobijaju (pri
reSavanju zadataka (1) - (2) u, njima, sliénim metodama (vide?i
Ir.1.3., rr.1.7., Ir.1.7. Napomena 2.itd.).

Glava III je, preteZno, posvedena nalaZenju pribliZnih
reSenja zadatka (3) - (4) i.sadrii takodje niz novih metoda za re-—
Savanje tog zadatka. Sve metode koje se predlaZu imaju izvesnih
- sli%nosti sa nekim poznatim analitidkim i numeridkim metodama za
nalaZenje pribliZnih reSenja zadatka (3) - (4) (Pikarova metoda,
Pikar (varijanti Orlova) metoda, Ojler-Kofijeva metoda, Levi-Bag-
otova metoda itd.), a takodje i sa Sajdlovom metodom za nalaZenje



pribliinih.reéenja sistema linearnih algebarskih jednafina. Poka-
zuje se (videti IIT.1.2., IIT.2.3., III.3.3., III.4.3., III.4.4.
itd.) da se primenom predloZenih metoda brZe dobijaju pribliZna
re$enja zadatka (3) - (4) nego primenom poznatih (njima slié&nih)
metoda §to je bitna karakteristika svih tih metoda.

. Metode koje se navode u glavi II i glavi III se mogu
primeniti i na sisteme od Mdiferencijalnih jednadina prvog reda,
a samim tim i na diferencijalnu' jedinadinuM-tog reda. Forma me-
toda u tim sludajevima se ilustruje kroz nekoliko metoda (poglav-
lja II.26 i IIIXI.12), a na analogan nac¢in se mogu i ostale metode
prilagoditi za nalaZenje pribliZnih resSenja sistema diferencija-
lnih jednad¢ina i diferencijalnih jednac¢ina viSeg reda.

U glavi ITI i glavi III se prezentira relativno veliki
broj novih metoda, pa je autor imao izvesnih tegkoca aa svim tim
metodama da nazive. Odlud¢io se da se u nazivima tih metoda nalaze
imena autora slic¢nih metoda, a takodje i da se,koliko je bilo mogu-
¢e i u naslovu istaknu karakteristike tih metoda. Tako se npr. do-
§lo do naziva: Ojler-Ko&ijeva interpolaciona metoda, Stefensen-Adam-
sova iterativna metoda, Pikar (varijanta Orxrlova)- Sajdlova metoda
itd, Autor se nada da ée kod poznavaoca metoda za nalaZenje pribli-
Znih reSenja diferencijalnih jednadina ovi nazivi dovolijno jasno
oznacavati razliku tih metoda u odnosu na Ojler-Kosijevu metodu,
Adamsovu metodu, Pikar (varijanti Orlova) metodu itd.

Neke od metoda izloZenih u ovom radu autor je publiko-
vao u Matematickom vesniku br. 2 (15) (30), a neke se nalaze u rado-
vima ¢ije publikovanje je u toku.

Autor smatra svbjom prijatnom duZnoscéu da izrazi zah-
valnost svim profesorima i kolegama koji su na neki nad&in uticali
na oformljenje koncepta rada kao i svim onim kolegama koji su mu
dali nih korisnih sugestija u toku izrade rada. Ta zahvalnost se
najvise odnosi na profesore M.Bertolina i mentora K.Orlova kao i
na kolege R.MiloSeviéa, D.Georgijevida i V.Mididca.



GLAVA I

NEKE POZNATE METODE ZA NALAZENJE PRIBLIZNIH RESENJA DIFERENCI-

JALNIH JEDNACINA I SISTEMA DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

I.l. Ojler-KoSijeva (Leonard Euler, 1707-1783; Augustin Louis

Cauchy, 1789-1857) iterativna metoda

l.1. Pri reSavanju zadatka (1)-(2) najpre se izabere dovoljno

(I.1)

(1.2)

(I.3)

1l:2%

malo h>0 i formira niz {xi}koristeéi se jednakosc¢u

Xy = x4 + ih (i = 0,1,2,¢..).

 Zatim se izradunava niz vrednosti{yi+l}(i = 0,1,2,¢04),

pri.¢emu se svako Yi4+1 raduna kori%denjem niza pribliZa-
vanja odredjenih formulom

(o) _
yi+1 =yy + hf(xi,yi) (i = 0,1,2,.4.)
i formulom

(k) _ 8 (k-i)] _
Yis1l = Y3+t Elegeyy) + E(xy00yiyy )] Aok =0,1,2,..0)

.Niz iteracija se produZava dok se po dve uzastopne vred-

(m) (m+1)

nosti Yis1 L Yip (m=0,1,2,...) ne poklope medju-

sobno na -odgovarajuéi broj dekadnih znakova. Kada je to
postignuto stavi se da je Yi+1=§i+l’ gde je §i+1 zajedni-
¢ki deo pribliZavanja yé?i i yiTIl) (videti [1] i [2]).

Lako se pokazuje da ako funkcija f(x,y) zadovoljava za
xe[ké,ﬂlipéicov (Lipschitz, 1831-1904) uslov sa kon-
stantom L> O, tada je uslov za konvergenciju niza



(I.4)A

{yifil'(formlranog pomocéu formule (I.3)) da se h izabe-
re takvo da bude h<1% . Poka¥imo to .
Kako je

(k+1) (k)
Yiv1 T Yih2 [?(xl'y )+ f(xi+l'yl+lﬂ-

"bide iz (I.4) i (I.3)

(k+1) (k) _ h (k) (k-1)
Yit1 7 Yi41 T [?(X1+1'y1+1) - By, Yie )
Dalje je

(k+1) _ _ (k) hL (k) _ (k-1)

\y1+l i+l\< |y1+1 Yit1 l

Sli¢no je i

(k) (k—l) hL (k-1) (k-2)
{Y1+1 T Yisl ls lyi+l T Yiq l
pa je |

(k+1) _ . (k) 2. (k-1) (k=2)
ly1+1 1+1l<(_-) Yi+l T Yis ‘

Analogno predhodnom se dobija

(k+1) _ (k) k (1) (o)
‘yi+1 1+1L<(7T) ly1+l B yi+1 ’

pa zaista ako se izabere h takvo da je h‘:%, niz

{yifi}-konvergira.

1.4. Nekada se pri nalaZenju pribli¥nih reZSenja zadatka (1)=-(2)

(1.5)

algoritam Ojler-Kofijeve metode modifikuje. Najcedce
dve modifikacije su da se umesto prediktora ("nultog
pribliZavanja") (I.2) u svojstvu prediktora uzima formula

(o)

l+1 = y -+ -—[3fl - fi"l] (i = 1,2,3,.0-)’ fr = f(erYr)

(r = 0,1,2,...) ili formula




(r.6) "  yiii = Y¥j.; * 2hfy, Fi=f(x;,y;) (1 =1,2,3,...)

Pri tome korektor u obe modifikovane metode ostaje for-
mula (I.3), tj. u tim modifikovanim metodama se "nulta
vrednost" pribliZnog resenja na (i+l) -vom koraku radu-
na kori¥éenjem formula (I.5) ili (I.6) (u v obas =& slu-
¢aja Jje neophodno, pored poznate vrednosti'yo, nekom od
postojedih metoda za nalaZenje pribliZnog reSenja zadatka
(1)-(2) izrafunati vrednost yl), a sledece vrednosti se
dobijaju upotrebom formule (I.3) (videti [bb. Niz pribli-
Zavanja se produZava kao i u Ojler—-Kos$ijevoj metodi dok
se po dve uzastopne vrednosti ne poklope na odgovarajuéi
broj dekadnih znakova.

1.5. Ojler-KoSijeva iterativna metoda (kao i njene modifiko-
vane varijante u odnosu na prediktor) se moZe primeniti
na sisteme diferencijalnih jedna&ina, a samim tim i na
diferencijalne jednadine viSeg reda.

"I.2. Runge-Kuta (Runge, 1856-1927; Kutta, 1863-1944) metoda

2.1. Metod‘'je prezentiran krajem proslog stoleda od strane
Rungea (1894), a usavrsavali su ga, kasnije, Kuta (1901),
najvise, Hajne, %il, Hjuit, Kertis i drugi matematidari

([41, B 1 6] ).

2.2, Ideja i objasnjenje metoda.
Neka je data diferencijalna jednacdina (1) sa zadatim
podetnim uslovom (2). Za funkciju f(x,y) se pretpostavlija
da u' posmatranoj oblasti ima neprekidne parcijalne
izvode do nekog reda s. Tada ¢e traZeno reSenje imati
neprekidne izvode .do reda s + 1 ([7]) i moZe se zapisa-
ti pri izabranom dovoljno malom h u obliku

2 .hs+l (s+1)

(I1.7) A y=y(x+h) - y(xl= hy'’ (x) + %—1- y"(x) + ... + @).IY(X) .



Lako se uodava da za izradunavanjeAy (za neko fiksirano
x) svi izvodi koji ulaze u desnu stranu jednakosti (I.7)
mogu biti fakticki nadjeni.

Npr. y'=f(x,y)=f, y =§—§ + £o g—f,»:—. £, itg.

A .

Prema Rungeovoj ideji diferencijalna jednadina (1) se
najpre zapisSe u integralnoj formi

x+h
y(x + h) = y(x) + f £0t, y(t)] at.
. X
Dalje je
x+h
(1.8) Ay =J fle,ye)] at = hS £[x +&h, y(x +&h)] dd.
: X o) - .

Za pribliZno izradunavanje integrala u formuli (I.8)
uvodi se tri skupa parametara

[ g7 ofzr +ees XE (<0
21, ) |
B31, B32, L )
(1.9) ﬁ tee sse aes
ﬁrl, Brz, coey Brr-l J
| Pys Py, eer Py | (p) .

Pomoéu parametra (K) i (f}) sastave se velidine
k, = hf(x,y)

= hE[x+d s ¥ +Bp1K, ]

(I.10) < k4 hf|x +oL3h; ¥ + [(5;k; + 332k2]

w
1

‘wkr = hf [X +°<rh.; 4 +I'3r.1k1 + ﬁr2k2 toees ¥ Brr—lkr-—lj.




(1.11)

(I.12)

(T.13)

Er.14)

- 10

Ako su parametri (X) i ((3) izabrani tada se veli&ina Xk,
(L = 1,r) mogu izradunati.

Daljeje (imajuc¢i u vidu integral (I.8))

r
AYzZ p.k.o
i=1 +*

Izbor konstanti=p i J.Ab se izvodi tako da se razla-
ganja (I.7) i (I. ll) po stepenima 'h poklapaju do Sto
visih stepena h, pri proizvoljnoj funkciji £(x,y) i pro-
izvoljnom koraku h.

Prema tome funkcija
s+1 (s+1)

(j)'(o) + 5T 1T (eL) ,0<¢

3J 3
h
e (h) =Ay _Z' Pk ( —Z
J=1
(greska prlbllzne jednakosti (I.1l1))
pri pogodnom izboru (X), ([3), i (p) treba da bude takva

da je

el =0 3 =0,1,2,..., 8 1¢l5szo.

Pri tome je greZka formule (I.1l) reda hs+l, tj.
: pS+1 (s+1) . -
%r(h) = TsvnT F (éh) .

Primedba 1. Zapis u op3tem obliku sistema jednacina za
odredjivanje (X), (3) i (p) je komplikovan. Ilustrujmo,
zbog toga, metodu na nekim specijalnim sludajevima.

' 2.2.1, Metod prvog reda tacnosti (r=1).

Pri r=1 formula (I.l1ll) postaje
Ay= pyk; = p;hf(x,y).

Dalje je. (I.12)
€ih)=Ay - pyk; = y(x+h) - y(x) - hp,£(x,y).

H
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Diferenciranjem poslednje jednakosti se diuaja

i
€¢1(h) = y"(x+h).

Veliéina f&(o) = y"(x) ne zavisl od uvedenog parametra
pP; 1 ne moZe biti jednaka nuli za neki njegov izbor.

Veliéinaﬁi(o) = y'(x) - p;f(x,y) =(1-p) £(x,y) je za
proizvoljnu funkciju f£(x,y) Jjednaka nuli pri Py= 1.
Dakle p;= 114 (I.11]) pri r = 1 postaje Ay hf(x,y).

Greska te formule je prema (I.14)

h? h?
¢, (h) = = ¢](6h) = =5— y" (x+6h) o<e<l.

2.,2.2, Metod drugog reda tacnosti (r=2).
Pri r = 2 formula (I.ll) postaje

Avye Pik+ pok,= hpf(x,y) + hpszc +o(éh,y+h[321f(x,y)] .

Da bi se4izabralo‘12, B21¢ Py i Py najpre se razloZi
Ay i pyk;+ pyk, po stepenima h.

Dobija se '

h 2 h3

: i
(I.15) Ay = y(x+h)~-y(x)= Ty’ (x) + %—r "X+ 3T Yy (x) + 0(h4) =
, .

2 3
_ h h ,
= hf + -Z—Efx+ ffy]+ --g-[fxx+ 2f, + £°F + fy(fx+ffy§}+0(E

Yy

Za linearnu kombinaciju plkl + p2k2 mozZe se dati sledeca
reprezentacija.

(I.16) plkl'+ p2k2=hplf(X,Y) +hp2f E<+o<2h; y+h B21f(x,Y] =

=hp, £ (x,y) +1p, (£ 6, 1)+ T [« hEH b R fE, )+ - J=
- .3 2
=h E’f’?zJ £40°p, (o E,t 3 21 f5y) 450, E‘zfxx*

2.2 4
+ 26y B FEt (15F fyy]+ 0m™).




”

(I.17) {

12

Dalje se zahteya poklapanje razlaganja (I.15) i (I.16)
do &lanova sa Sto je moguce vidim stepenom h. Kao rezul-
tat uporedjivanja u tim razlaganjima koeficijenata uz

hf, hzfx,hszy dobijaju se tri jednacine

pl + P2 =1
, =1
Ppely =3
1

P fB21 T 32

ReSenja predhodnog sistema ima beskonadno mnogo.
Npr. za p,=g=> Oy~3 (k +k,),

pri cemu je
k1=hf(x,y), k2=hf(x+h,y+kl).
Za p2=1 se dobija Ay&kz,

gde je
h %1
kl=hf(xiY)' k2=hf(X+§ly+§—)

itd.

Primedba 2. Sa povi$enjem taCnosti kod Runge-Kuta metode
se pojavljuje sve vi¥e ogranidenja na parametre (kojih
je takodje sve viZe). Naprimer za r=4 se dobija sistem

Pl+P2+p3+p4=1
1
Poxp¥P3d3¥P4X4=7

.2 2 2
Py +P3X3 + pyely =

3 3 3 _
Pody tP3A3 + Pyfy =

Sl Wl

p _ 1
33320y + Pyligaely + Pyllgzey= 7



(.17)
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| 1
P3f3000 + PyBlgodacks + Paflgzelys = F

2 2 21
P3fi32cy + Pyllgoa + Pyflgsks =135

, -
; P4f4303242 = 37

(a1 B2 B3 =y

B33 *B32 =43

(21 T2

Jedno resSenje tog sistema je
N ST S Lo co,pa=l o=
A= Frol 3557 oL 4=1s 35155/ B31=0/ $32=57 B41=0-

_ _ 1 1 1 1
42=0s (43=1s P1=F+ P2~3s P3=3r P,y~F-

Odgovarajuce formule su formule Runge—-Kuta c¢etvrtog reda
ta¢nosti (greska je O(h5)). Te formule se najcesce upot-
rebljavaju u praksi i one se,obié¢no,nazivaju u literaturi
metodom Runge—~Kuta bez naznacdavanja tipa ili reda. U

svim primerima u kojima se u ovom radu koristi metoda
Runge—-Kuta koristi se metoda c&etvrtog reda, a naziva se
samo metodom Ruhge-Kuta. Ona se prema prethodno izloZenom
opisuje sledec¢im formulama

1 o
Ayz-g(kl + 2k, + 2k; + k,)
gde je
h Ky
k1 = hf(x,y) , k2=hf(x+§, y + 7~),
k

ky = hE(x+D, y + 52), k, = hf(x+h, y + k3.
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Napomena 1. Iz sistema (I.17) se mogu dobiti i druge for-
mule Ruhge — Kuta Cetyrtog reda. U Cestoj upotrebi su i
formule

3

1,1 1 1
AYN';‘(‘jkl + -2-k2 + §k3 + -2-k4)

gde su
k., = hf(x,y) k. = hf (x+=h + i)
1 Y ¢ %2 20 ¥ T PRy
k. = hf(x + <h, v — k. + k..)
3 20 Y T3 27

_ 1 ‘1
k, = hf(x+h, y + Sko + §k3).

2.2.3, Na slic¢an nac¢in se dobijaju formule Runge - Kuta
viZih redova ta&nosti. Ilustracije radi za £=8 se dobija
metod Runge - Kuta Sestog reda tacdnosti (0(h7)).

Te formule su sledece

1 | ,
AynNgrgl4lk, + 216ky + 27k, + 272kg + 27kg + 216k, + dlkg)

gde su

k, = hf(x,y)

1
k, = hf(x + in + 2k )
2 gitr ¥ T 9%
k., +3k
a 1 17252
k3 = hf(x + zh, y + ——57——)
k.- 3k, + 4k
k, = hf(x + %q, y + 1 z 3 )
-5k, + 27k. - 24k, + 6k
. N . 4
kg = hf(x + 5h, y + 1 g 3 )



- 158

221k, - 981k2 + 867k

| - - 102k, + k
kg = hf(x + 3h, y + 1 - 3 4 5,
| . =783k, +678k.~472k,-66k ,+80k.+3k
k, = hE(x + 2h, y + 1 2 3074 56
48
761k ,~2079k.+1002k ,+834k ,~454k .~9k . +72k
kg = hf(x + h, y + 1 2 »8; 4 5 776 7,

I.3. Adamsove (Adams, John Cauch, 1819-1892) metode -

3.1. Neka je data diferencijalna jednadina (1) sa zadatim po-

(I.18)

cetnim uslovom (2). Dalje se u ovoj metodi pretpostavlja
da je, na bilo koji nadin, nadjeno pribliZno re3enje
zadatka (1)-(2) u tackama Xir Ry_qr Ry_or oo Xy p

(xi_j=xi—3h) i neka su to vrednosti y(xj)=yj. Ako se
uvede oznaka fj=f(xj,yj), lako se uocdava da imajudi
£ £

=1t e fi—k' se moZe konstruisati neka predstava

funkcije £[x,y(x)] u vidu funkcije koja se lako integrali.

i'

.Neka je to €(x). Tada je pribliZno

Xieg
Yisp = ¥Yi-q | B00 ax.
Xi"j

"Na taj nadin se pomera tablica vrednosti y(x) za jedan

korak. Navedeni nad¢in se moZe ponovo primeniti, izraduna-
ti slededa vrednost y(x) itd. Da bi se mogao zapoceti ovaj
postupak neophodno je znati osim podetne vrednosti Yo

jo8 i vrednosti Yir Yor eess Yy U tadkama Xir Xor esey
X« Te vrednosti se mogu rafunati na bilo koji nadin,

naprimer metodom Runge - Kuta.



(.19)

(I.20)

(I.21)
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Jedan od najprostijih nafina pribliZnog predstavljanja
funkecije f&x,y(xﬂ je pomodu nekog interpolacionog poli-
noma. Ako se oznacdi sa Li k(x) interpolacioni polinom
’

koji u tadkama Xyr Xy_qr eeey X;_p ima vrednosti £
fi_l' * e 0 p fi_k biée

LS
Ly (%) = ) £5 4Py (0),

gde ?j(x) ne zavisi od £,.

Neka je dalje
L th.

Tada ?j(x) prelazi_u polinom Qj(t), stepna k, a taj poli-
nom ne zavisi ni od h ni od 1i.

Na taj nac¢in se dobija

X1+1
K

Yier = Yi-3 * _jLi,k(X)dx =Y¥j4 th lzﬁd'fi;-s,

*1-] 420 ‘
gde je

1
Bg = j Qj(t)dt,
-3

tj. Bo su konstante koje ne zavise ni od, £ ni od i,
ni od h.

Birajuéi razne vrednosti j i razlidite interpolacione
polinome, dobijaju se razne diferencne formule za

nala¥enje pribliZ¥nog reSenja diferencijalne jednadine. Te

~formulerse nazivaju ekstrapolacione jer su dobijene putem:

integracije interpolacionog polinoma, ekstrapoliranog
na intervalu [ki' xi+£}(videti [7] i [8]).



(1.22)

3.2.1.

(r.23)
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Pri konstrukciji interpolacionog polinoma moZe se iskori-

. L3 L] - hod 3
stiti osim £,, £;_,+ ..., £;_5 JOS i nepoznata vrednost

-fi+1‘ Ponoviv8i predhodna rasudjivanja dolazi se do for-

nmule
K

Yi41= ¥Yimq * h) ¥ i g
=-1

Pri tome i u-.levoj i u desnoj strani jednakosti se pojav-
ljuje nepoznata vrednost Yis1® Dakle za traZenje Yi+l

treba rediti algebarsku ili transcedentnu jednacinu.

Obi¢no se to &ini metodom niza pribliZavanja. Za konvergen-—
ciju takvog postupka je potrebno da bude ispunjen uslov

, ‘ . af . .
h-XLllM1<1r gde je My = suplgilu posmatranoj oblasti
(dokaz slican dokazu I.13.).

Formule tipa (I.22) se nazivaju interpolacionim. Poznato
je, iz teorije interpolacija, da je,obilno, tadcnost
ekstrapolacije manja od tac¢nosti interpolacije, pa se i

- formule tipa (I.22) tadnije od formula (I.20) ([JJ).

Neke ekstrapolacione formule za integraciju diferencijal-
nih jedna&ina prvog reda.

Razmotrimo neke specijalne sludajeve diferencnih formula.

Neka je j=0 i ako se Ly k(x) zapife u vidu Njutnovog
r

(Newton Isaac, 1642-1727) interpolacionog polinoma za

kraj tablice

_ 1 t(t+l) 2 t(t+l)... (t+k-1)
(£ .- £ =f5.1, £ =fr2s+l - £2s-1, ...)

s+l S5  Tst=
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bice X1+1 1

AY3;=¥j317Yy = \SLi,k(X)dx.: = SLi,k(xii--{;:p); e,
b ;
pa Jje

1_ '
— 1 t(t+l) .2 t(t+1)...(t+k 1)fk
Ay, =n ([g+er; 3 + BE 62 4

2 i-1 ' k!
odakle je definitivno
_ 1l k
(I.24) Ay, = h[fi+alf + *ooot af k] ,
o i-> i-5

gde je
= - 1

t(t+1) -
=z dt =13 .

W]
N
]
()

t(t+1) (£+2 3
(1.25) < a; = S L2 ae = 3,

1

t(t+1) (t+2) (£+3) 51
S. 24 4""’7""‘

Sledede vrednosti koeficijenta a, (4= 5,6,7 ...)
su

(I.26) a 95 19087 5275 _ _ 1070017  _ 1082753
. 5 = 280’ % 60480 ’ =1-7'2'3-o' r 48~ 3628800 ’ 29 725760

Na taj na&in formula (I.24) postaje

(I.27)  ay,=h [fi-l-:l):f

1 5.2 .3 3 251 -4 ]
. AR l mfi_ + L3 I .
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Nakada se u razmatranje uvode velidine qj= hf(xjyj).
Tada se formula (I.27) moZe zapisati u obliku

| _ 11 5 2 32 . 251 4
(1.28) Ayy =9y * 29 2% 129 _ Y842 v7od, T -
i-5 i-1 2 i-2

Formule (I.27) i (I.28) nose naziv ekstrapolacionih for-
mula Adamsa.

Shema za izraéunavanje[;yi i Y4 Prema Adamsovoj eks-
trapolacionoj formuli izgleda:

1 2 3
X Y Ay g=hf q q g
X Y g
i-3 i-3 i-=3
AYJ.—3 qil__i-'g_
Xjw2 Yiop q 2 2
A i-2 1 di-2
Yi-2 g: 3 3
X, Y i-5 qg:._3
i-2 i-1 ~ d5-1 2 5 i-5
DAY 1 di-1
X Y qg;_1
i i q. i-5
Ay i
i
Yi+1

Pretpostavimo da su trece razlike medjusobno skoro jed-
nake. Tada se, prilikom primene Adamsove ekstrapolacione
formule, mogu od formule (I.28) zadrZati samo prva Jetiri

¢lana.



(I.29)

(I.30)
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Ako su vrgdnosti Yi-3r Y507 Yivlf Y, poznate tada se
najpre nadju vrednosti 94e3r 9ijop¢ 957 1 g;. Zatim se
po formuli Adamsa nadje vrednost ZSyi i potom izraduna
Yig1e Postupak se, dalje, na isti nacdin nastavlija.

Nekada je celishodnije izraziti vrednostilAy neposredno
kroz yi = fi‘ Da bi se to udinilo najpre se izraze razli-
ke koje ulaze u formule (I.27) i (I.28) preko Yy Tada: -

se dobija

= E o 7 §_1'_1_ I_FI ’
Yig1 =¥y thyf + 5 ¥y —~yj4) + 37 ¥y - 2¥5_1 * ¥Yi-2)4

3h ’ i ’ 3 f ’
T vy 3yyog 3y T ¥iog) e

ili u obliku

= 2h £ £,_5) +
Yiqr — ¥y = hig+ 585 = £5_4) + 73(£;- 2f, 5 +£5_5
s F3E o = £ig) Foeee .

Ako se u poslednijoj formuli uzme samo jedan &lan desnog
dela jednakost dobija se, poznata Ojlerova formula

Yi+1 = ¥y + BEy.
Dva prva ¢lana desnog dela daju

=y; + %(3fi - £, ’.

Yi+l i-1

Tri prva &lana desnog dela daju

— h -
= y;+,5(23£,~ 16£, _,+ 5f

Y41 1 i-2) "
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Uzimajuéi Cetiri prva &lana formule (I.30) dobija se

" h N
+ 51(55fi - 59¢F, + 37fi~2- 9f . 3),

Yis1™ ¥y

itd.
3.2.2. Neka je j = 1 i neka je ponovo uoden drugi Njutnov

interpolacioni polinom. Tada se dobija

xi+4
_ _ 1 £(t+1) .2
Yi41-Yio1™ _S[fi+tf. e N
1=z
Xi-4
: 1
t(t+l) ... (t+k-1) _k _ 1
+ = f'_']i:] dx = h S[:fi+tf1__l_ +
73 7 2
g B+ 20 0 E(EH1) ... (k) K at
° 2 i l k! () k
- -k
t5.
(I.31) : ~ _ 1 k
| ¥yt Yie1 T %9 T A9 1 T e T A
. | £
r gde su
1
a = S dt = 2
°© 3
1
a; = 5 tdt = 0
~1
_ t(t+1) =1
(I.BZ)ﬁ a, __3: EEXD) ge = 3
¢ t(t+1) (t+2) 1
1) (4
ajz =~§ 5 dt = x
_ 29 _ 28 _ 18229 _ _ 35424
(24 T 90’ 35 = 30/ % ~ 04807 27 T 12096’ °°°
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Bice dakle definitivno

Y L1 2 L1 ) 3

Ako se u formuli (I.33) uzme samo jedan' &lan desnog dela
jednakosti dobija se

Yi4p — Yyoqp = 2BE;

Dva ¢lana desnog dela jednakosti (I.33) daju

_h _
Yi+1 ~ Yi-1 =3 [7fi 2£51 * fi—i]'

Tri prva ¢lana desnog dela formule (I.33) daju

_h § _
Yiw = Yio1 = 3[8fy - 5E4, + 4f,, £i-3]

Ako se zaustavimo na razlikama Cetvrtog reda i uzmemo u
u svojstvu koeficijenta pri Cetvrtoj razlici umesto %%

broj %% = % , tj. izmenimo- taj koeficijent samo za

5% dobija se formula

= h - -
Yi+1 = Yi-1 = §¢?fi 9f ;_y+ L0F; 5 = 5f;_5 + £5_4]-

Na slic¢an naéin se mogu dobiti i druge formule visSih
redova.

3.3. Neke interpolacione formule za integraciju deferencijal-
nih jednacina prvog reda.

3.3.1. Ako se uoli drugi Njutnov interpolacioni polinom i za

podetnu tacku uzme Xi41 bice
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1
L. (x) = F, . ,+ t-£" + t(t+1) 2
l,k :L+l illz —2—__ fi + LR IR Y +

#OECEFD) ... (E+k=1) _k

- 2
Neka je dalje j = 0. Bice tada
' Xitd
(I.34) AY, = Yii1=Yi = [ £. .+ tfl £(t+1) -2
* i i+1 43 i+l A R S SRR U T
it+= 2 i
Xi 2
o
t(t+1l) ... (t+k=-1) k °S 1
+ £, k fdx = h £, + tf +
k1 1+1—-§] [ i+1 i+l
-1 y)
t(t+1l) _2 t(t+1) ... (t+k-1) _k -
+ oS £ 4 el = fi+1_§:]dt
_ 1 2 k
= aoqi+l+ alqi+% + a gy + eee akqi+l;§ .
Pri tome je
o
( aO =.Sdt = 1
-1
o
_ _ 1
al -—S tdt = 5
by
o
(I.35) < a, ‘SEiE%lldt _11
(@)
o :S B(E+1) (£42) o0 o _ 1
3 6 24
_1 )
_ __ 19 ___9 _ 863 _ _ __ 275
as = 7730’ &5 T T160’ %6 60480" 27 34195
o = - 33953
O 36288007 °°°*




(I.36)
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pa se dobija Adamsova interpolaciona formula

_ 211 1213 19 4
Yi T 93417 39 -17139; 7729, 1 T ¥3093+1 * e
l+~2- l‘*'i

Formula (I.36) moZe biti koriZdena za kontrolu izraduna-
vanja izvedenih prema ekstrapolacionim formulama. Pri tom
se moZe koristiti ista shema kao i za ekstrapolacionu
formulu Adamsa. U tom sludaju se najpre nadje pribliZna

Zatim se izraCunaju 4417 ql 2

vrednost y.
Y jpls Dy

3 -
D g e Koristec¢i se tim velidinama pomocu” Adamsove

i...

2
interpolacione formule (I.36) se nadje zsyi, tj. Yi41°
1 q2
D A A
l+—2-'

nadje po Adamsovoj interpolacionoj formuli Yi41®

+1°

Zatim se isprave vrednosti dip17 4@ . ss, Pa ponovo

ovaj

‘postupak se produfava dok se ne postigne odgovarajudéa

tadnost.

Takodje se moée[)yi predstaviti u vidu linearne kombinaci-

je y; i y{ = £;, a potom izvoditi niz pribliZavanja. Pri
tom ako se u formuli (I.36) uzme samo prvi ¢lan dobija se

Yi¢p = YiF hE; 5.

Sa dva ¢lana je

- h :
Yiv1 T Y3 ¥ 5[fi+1 + fi]‘

.Sa tri ¢lana se dobija

- h -
Yiyp = ¥y T8 [ 5fien * 8E £5.1]-
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Cetiri &lana daju
- by '
Yis = Yot 3¢ [9fg, *19F, - 5E ) fi-2]"
Sa pet ¢lanova se dobija
Yie1 = YitTas ESlfi+l+ 646£,~ 264£, _+ 106fi_2-19fi_3].
itd.

3.3.2. Neka je u svojstwvu Ly k(x) uolen Stirlinov interpola-
14
cioni polinom

2

2 2,.2
_ 1 t°:2 t(t°-1) .3 te(£t°-1) .4
Li,k(x) = fi + tfi + > fi + ———g——-fiA+ ___33———fi+ e e

i neka je j = 1.

Integracijom se dobija
Xi+d
2 2 2,,2
1 t7 .2 t(t"=1) .3 t(t°=1) 4
Yis1™ Yi-1 = ﬁ[fi”’ ey + 5 g5 + Sl BT el o

- 2 2 2,.2
4 1, 22 . e(t?-1) .3 L £2(elo1) 4 _
h§[fi+ I e T e Pt ...]dt——

1 2 3 4
h aofi + alfi + a2fi + a3fi + a4fi + ...],

gde je
(o=
ag é% dt = 2
aj =Sltdt= 0
-1
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pa je definitivno
o 1.2 1.4

Ako se u poslednjoj formuli izraze razlike preko fi do-

bija se redom

Yi+l T ¥Yi-y = 2hE4,

o
Yi+1 ~ Y3-1 = ‘3'Efi+1 + 4f;+ fi—l:]"

- - [ - |
Yi41 T Yioy = 90 ° fyep * 38f5,, + 114£+ 26£, .- £, 1.

itd.

O¢igledno je da veé poslednja formula nije pogodna za
upotrebu jer je pri radunanju vrednosti Yi+1 potrebno ra-
c¢unanje vrednosti fi+2 = f(xi+2, yi+2).

I.4. Milnova (William Edmund Milne) metoda

4.1. ReSavajuéi zadatak (l)=(2) najpre se formira niz<{xi}
koristedéi se formulom (I.l). Zatim se nekom od postoje-
éih metoda za nalaZenje pribliZnog reSenja zadatka
(1)-(2) izracunaju vrednosti Yir¥qy i Y3 kao i odgovara-
juce vrednosti fi = f(xi,yi) (i =1,2,3). Dalje je

yi+l - yi—3 + TE?.:EJ."Z fi-—l+ 2fi | (l - 3141500-0) .

Potom se izraduna vrednost

(1) _ (1)
fiv1 = E0xy70 ¥549)

i nalazi "drugo pribliZavanje"
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' 2) _ ‘l1[4 (1) .
Miln je pokazao da je apsolutna greska vrednosti yii;
pribliZno
= 1i,(2) _ (1)
(I.39) i+l T 29 Wi+ T Yisalk

pa prema tome ako je Ei+l$ €., gde je £ granica zadane

- greske, onda je Yivl N Yiii i postupak se dalje produ-
Zava. Ako je €i+13>€n"' tada treba smanjiti h (poclevsi
od izvesnog mesta). Pri tom se sredemo sa neprijatnom
neophodno$éu ponovnog ra&unanja odgovarajuéeg "podetnog

odsed&ka"." [2].

4.2, Izvodjenje formula Milna ([9], [2].
Ako se uofi Njutnov interpolacioni polinom, sa razlikama
do treceg reda, koji je napisan za y’ u okolini X, bide

) g(g-l) 2 g(g—-.1) (g-2)
Y' = yp +oqay) + =0 Y 3 Nt 24

ili u obliku

2
+ 2q)£3y£,

(I.40) Yy’ = y{ + qayf + %(qz—q)zfy{{ + %(q3 = 39
gde je
X - Xk

.

Q=57 -
Ako se stavi da je k = i - 3 i integrali jednakosti
(I.40) u granicama od x;_5 do X;,1 dobija se

Xi+d XiH

N 1, 2 2 1
S v/dx = S[ Yi-3*t qay{_3t 3(g"-a)A Y£—3+€(q3-—3q2+2q)A3y{-ﬂd
Xi-3 Xi-3
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odakle, posle smene gh.= x ”‘xi 3¢ hdqg = dx, ¢e biti

(1.41) } Yiyy Y33 T {S yl 3dq 'J'SAY 3qdq +SAYJ_ 3 i‘ldq +

4
3 3 2,
~+SA y' qi=3q°+2q . = h[4y’_ + 8AY!{_, +
- i=3 3 dqg i-3 i-3

20 2,

tzaY 3t 3A Y1—3]

Kako je dalje

2
AYij.3 T Y{_ ] T 2¥j_oF ¥Yi_3v

r
¥y

3 I 4 14 r —-— f 4
AYi.3 3¥j-1 ¥ 3o T Yi_3

zamenom u formulu (I.41]) dobija se
- = hlay? .+ 8(y! = yi ) + 2y - 29! _+yl__)+
Yi+1™ Yi-3 Yi-3 Yi-27 Yi-3 3Wi-1 i-2"¥i-3

8
+3yiT3viy * i, - ¥i3)]
odakle se dobija prva Milnova formula, (I.37), u obliku

- 4h - :]
Yi+1~ Yi-3 "3‘[2Yi—2 Yi-1 * %Y |
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Za izyodjenje druge Milnove formule se moZe staviti
k =1 -1 u formulu (I.40). Bice tada

2 2

X 1, 2 2
S y'dx = h{g [y.{—l.‘-‘quJ!_—l-‘— -2-(q —q)Ay:{L_l +
(o) (o]

2

1..3 3 .
+ gla™-3q +2q)Ay{_1]dq}

pa se odatle dobija

_ _ q , 12,
Yie1™ Yju1 = h2yj 4+ 2AYi_, + 34Yi3),

a dalje, imajuéi u vidu da je

.2 .
AY{oy =¥{ - Y{, 1AYj, =Yjy~ 2yt yj., se dobija

druga Milnova formula, (I.38), u obliku

_ h
Yitr = Yiq* §[Yi-1 + oAyt Yi+1]'

Greska Milnove metode

(1)

Ako se ocene glavni <¢lanovi greski €i+1 i Ei+l

prve i
druge formule Milna dobija se
\ .

givi = plzpia’-od’

2 4 4 .
+ 11g° - 6q)Ay:fL_3dq = SR AY{_3 i

2

(2) _ ﬂj 1, 4 _ h 4
i+1 = B)zzla - 6q
o

2 4
o+ 11q” - 6@ Ay{jda = —gg AV,

J
Odatle, smatrajuéi da su Cetvrte razlike Afyj konstantne
na intervalu duZine 4h, se dobija
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G} - -2nef?) .
Kako je
YOt,g) = viat G0 = Yial T 28610 1
Y(xg,g) = yi3) + Eii;
bice

(2) _ (1) (2)
i+1 = 29(Y1+1 Yit19 s

pa Jje

\ (1)_ (2)
(2)! y1+1 Yi+1

£ivl #I£i+1

I.5. Levi-Bagotova (H.Levi, E.A.Baggot) metoda

5.1. Prilikom reSavanja zadatka (1)-(2) najpre se ([}OJ, [1])
formira niz {xi}koristeéi se formulom (I.l). Zatim se
nekom od postojecdih metoda za nalaZenje pribliZnog reSe-
nja zadatka (1)-(2) izraunaju vrednosti y; & Yo Saglasno

metodi niz vrednosti (i =0,1,2, ...) se racuna na

{Yin]
i+l
taj nacin da se svako Yi+1 rac¢una koriscenjem niza pribli-
Zavanja odredjenih formulom

(o) _ h _ .
yl+l Yl- -3'Efi 2fi"l + fi—2] (l - 2,3’4’000),

fr = f(xr'yr) (I' = 0,1'2, '0.)

kao ; formulom



31

(k " h k=1 .
Yé+i = ¥j-1 * §[?ivl+ 4fi * fiil ) (L = 3,4,5, «0.)y
(k) _ N _
£i41 = TOywy,n) k= 1,2,3, .00

5.2. Kao i kod svih sli&nih metoda niz iteracija se produZava

(m) (m+1) =

i'l"l lyi+1 (m 0'1’2..0
ne poklope na odgovarajuéi broj dekadnih znakova. Kada je

dok se po dve uzastopne vrednosti y

to postignuto stavi se da je y;,., = ¥i,;s 9de je Yi41 28

(m) (mtl) .

jednicki deo pribliZavanija Yiv1 1 ¥iq

Primedba. Metoda Runge-Kuta, Adamsove metode i metoda
Levi-Bagot se mogu primeniti na sisteme diferencijalnih
‘jednaéina, a samim tim i na diferencijalne jednadine vi-
Seg reda.

I.6. Pikarova (Picard Emil, 1856-1941) metoda

6.1. Neka je data diferencijalna jednadina (1) sa zadatim po-
¢etnim uslovom (2). Prema Pikarovoj metodi sukcesivnih
aproksimacija diferencijlna jednac¢ina (1) se najpre za-
piSe u integralnom obliku.

X
(1.42)  y(x) = y, +Sf(x,y(x))dx,
Xo

a zatim se formiraju nizovi uzastopnih pribliZnih reSe-
nja koristeéi se formulom

X
(I.43) yi(x) = yo+.Sf(x,yi_l(x))dx (i =1,2,3,...).
Xo

Pod pretpostavkom da funkcija f(x,y) zadovoljava uslove
Kosi-Pikarove teoreme (u oblasti
U={ (x,¥) . |x - xolsa, ly - yolsb} a,b = const) lako
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se dokazuju slededa tvrdjenja (videti Ell] i [;2]):

a) Sve funkcije niza {yi(x)} (1 =1,2,3, ...) definisane
su i neprekidne za lx - xolsh i nalaze se u

J(h=min (a,-?-,l), lf(x,y)lé_M za (x,y)eJ);

b) Niz neprekidnih funkcija uniformno konvergira za
lx - xoLsh, pPa je i granidna funkcija y = y(x) neprekidna
na pomenutom intervalu;

c) Granic¢na funkcija y(x) nalazi se u oblasti T za

lx - xok;h;

d) ReSenje diferencijalne jednadine (1) y = y(x) koje
zadovoljava pocetni uslov (2) je jedinstveno

e) VaZi ocena:

. 1+1
+1
ly(x) - yi(x)LS % . Lt [x - XO‘ za X_&XsX, T h.

(i+1) !

DokaZimo tvrdjenje pod e)

Ako se uvede oznaka gi(x) =|y(x) - yi(x)l, tada Se biti,
imajuéi u vidu (I.42) i (I.43),

X
gi=‘y(X) - yi(x)\ =\§([f(x,y(x) - £(x) ,yi_l(x)] dx‘.

Dalje je za X KXEX + h, koristedi se ¢injenicom da
funkcija f(x,y) zadovoljava Lip$ic¢ov (Lipschitz,1831-1904)

uslov,

X
. (1.44) gi(X)SL Sgi_l(X)dx.
X

<

Kako je prema (I.42)

X
EO(X) =ly(x) - yo(x‘)]s ‘§lf((x,y(x))| dx]éMl)S(dxl,
X, o

[+
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dobija se

80(.x) < M\.x-.-xol.

Dalje je prema (I.44)

X 1,2 2
el(x)gLM Slx - xo\dx—bé ‘}Z{IXO] ‘
v 2 3 3
X : L -
e
%

itd.

O¢igledno je da se, matematickom indukcijom lako pokazu-
je da vaZi ocena pod e).

6.2. Na isti nac¢in se dokazuje da ako je dat sistem diferen-
cijalnih jednadina

dy :
(I.45 i , —
) dx =fi (X',yl, e sy ym) (l &'

I
)
-
=)
A

sa zadanim podetnim uslovima

o e —

(I.46) yi(x)) =y (i = 1,m)
pri emu su sve funkcije fi(x,yl,}.., Y. . neprekidne
funkcije od svojih argumenata u oblasti

o)
(a) X, - asxsx_t+ a , y; - bLy;L Y? + b

(one su tada i ograniene u oblasti (a), tj.

£, (X0¥yr eeer Y | €M

i u (A) zadovoljavaju Lip8icov uslov, tj.
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\fi(X'Tl'TZ’ cesy m) - fj_(X’YI’YZ' tecy Ym) <

L{iiW; -yils (i = 7, m,

=1
vaZe zakljudci koji odgovaraju zaklju&cima pod a), b),

c) i d), a takodje vaZi i procena

.n [(mL)I X=X ]h+l
vy (x) - yi(x)ls%i. C T ol

2 se dobija

Specijalno za m

DZL)‘x—xoUn+l
(n+1)!

y;(x) - y?(xﬂ < %ﬁ (1 = 1,2)

(videti [13]).

Primedba 1. NeSto bolja procena za grefke se moZe dobiti
primenom Pikarove metode na sistem diferencijalnih jed-
na¢ina (3), sa zadanim poetnim uslovima (4), $to &e bi-
ti pokazano u glavi III.

Primedba 2. Od bitnijih karakteristika Pikarove metode mogu-
se istacdi sledece: a) Pikarova metoda se moZe primenitiv

na Siroke klase diferencijalnih jednadina (1) i sistema
diferencijalnih jednadina (I.45).

(pri tome nije potrebna analitiénost funkcija f£(x,y) i
fi(x,yl,'..., y,)i P) Osnovni problem primene te metode

je taj %to se realizujuéi je, nekada, moZe doéi do veoma
komplikovanih (ili neresSivih) tipova integrala. Tada se-

za reSavanje zadatka (1)-(2) ili (I.45)-(I.46) mora upot-
rebiti neka druga metoda npr. Pikar (varijanta Orlova)

metoda koja je izloZena u I.7.
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1.7. Pikar (varijanta Orlova) metoda)

7.1,

(I.47)

Neka je data diferencijalna jednacdina (1) sa pocetnim
uslovom (2). Pribli¥%no refenje diferencijalne jedna&ine
(1) sa zadatim uslovom (2) se nalazi, saglasno ovoj me-
todi (videti {i4] i [é] koriséenjem nizova pribliZavanja
odredjenih formulom

X
* * i
yi(x) =Y, *+ S f(x,yi;l(x)dx, Yo Yo 1=1,2,3,...),
X
o)

: L
* .
gde simbol f(x,yi_l(x)) oznacava da odgovarajudu funkci-

*
ju f(x,yi_l(x)) treba razviti u Tejlorov (Taylor Brook,
1685-1731) red po (x—xo) i zadrZati i prvih &lanova tog
razvitka.

Karakteristike ove metode su sledece:
a) Metod se moZe primeniti kada je funkcija f(x,y)
analiticka funkcija u blizini x = Xor ¥ = Y-

b) Uzastopne aproksimacije su polinomi sve vedfeg stepena.
c) Svi ti polionomi su delimi&ni zbirovi Tejlorovog reda
- integrala date jednacdine za x = Xor ¥ =Yg tako da ova
metoda ustvari predstavlja metodu integracije pomodéu
Tejlorovog reda. '

d) Aproksimacije se uvek mogu izvoditi do ma koje grani-
ce Zeljene tadnosti.

e) Radunske tefkode prilikom izradunavanja daljih aprok-
simacija ne povedavaju se osetno u odnosu na prve aprok-
simacije.

f) Metoda se lako generaliSe na sistem od n deferenci-
jalne jednadine prvog reda, pri tom obim radunanja raste
otprilike sa n. ‘

g) Samim tim metod se moZe primeniti i na diferencijalne

jednaéine viseg reda.



(T.48)

(I.49)

- (I.50)
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h) U slucdaju kada je trazenl Cauchy~jev integral poli-
nom moZe se dobiti tadno reSenje

Primedba 1. Tvrdjenja pod b) i c¢) su dokazana u [14] a
na jedan drugi nadin u [lé]

Primedba 2. Za ovaj rad su naroc¢ito interesantne karak-
teristike navedene pod £) i g). Lako je uoditi da ¢e se
npr. za sistem diferencijalnih jednadina oblika

y' = £(x,y,2)
z! = e(erIz>

sa zadatim podetnim uslovima
yi(xg) =y ,2(x)) =z

koristiti nizovi pribliiavaﬁja odredjeni formulama

X

i
Y;(x) =Yt Sf(x,yl 1(X)'Z 1 (%)) dx
~

z;(x) =z +_S@Lx,yitl(x),zitl(x))ldx.4
XO

Sto ¢e biti korisc¢eno u glavi III,
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GLAVA II

?-NEKE NOVE NUMERIéKE METODE ZA NALAZENJE PRIBLIZNIH REéENJE DIFE—
. RENCIJALNIH JEDNAGTNA

; IT.1l. Ojler-KoSijeva interpolaciona metoda

1.1. Prilikom reSavanja zadatka (1)-(2) najpre se izabere do-
voljno malo h>0 i formira niz {x ‘ koristedi se jedna-

koséu (I.1l). Zatim se izradunava niz vrednosti {y1+1}

(i =0,1,2,...), pri Cemu se svako y,. raduna korisdée-

i+l
njem niza pribliZavanja odredjenih formula

(o)

(IT.1) Y441 S Yyt hf(xi,yi) (i = 0,1,2,4e.)
i
1 h .
(II1.2) y£+i= Yy + [f(xi,yi) + f(xl+l,yi$;{] (i =0,1,2,...),

kao i formulom

i (k)

(k+1) (k+1) (k)
(k+2)_ Yi+1 "€Wie1 ) = - Uy

’ y Yi+l i+l
II.3) i+1 (i,k = 0,1,2,...)
(k+1), (k+1) (k) (k) ! rerer ’
eyity ) mYin CUyif) * viy)
gde je
j(II.4) ‘ﬁ(yiii) =y + E'f(x yy) + f(xl+1,yi§ii] (i,k =0,1,2,...

1.2. Niz 1tera01ja se produzava dok se dve uzastopne vrednosti

y &) 3  +1) €+1) ; ey (81 513 L€ (),

Yity L yi4p T111 yig, Yis1- i+1 ¥ Wi

(€= 0,1,2,...) ne poklope medjusobno na odgovarajuéi broj
dekadnih znakova. Kada je to postignuto stavi se da je
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Yi41 ='§i+l'-gde je §i+l zajedni&ki deo pripiizavanja

) (€+1) ... (f+1) (€+1) ... +1 .

Yiy: L Y341 I1i yy,, 0 4 ety Yi+1 ) 114 yé}l Yo
(€)
&(yl'i'l

1.3. leiy(k) definisan formulama (II.1), (II.2), (IT.3) i

(IT.4) konverglra brZe od- niza-{yéii}pri Cemu je

(I1r.5) Yi4+1 ™ Yi+ hf(xi:yi) (YQ= Yo: i = 0!1121 ces)
i
S o(s) _ s | C l(s-1) .
(I1I1.6) yi+1 :v¥},§ 2 f(x ,yi) + f(xi+l, Y1+1 ) f O 1 2,...,

(s:— 1 , 2 3,,.“.:)

tj.:od niza k031 se formlra u O]ler—KO§ijeVOj iterativnoj

metodi, pa je oéigledno da Ojler—Koéljevu 1nterpolac1onu

metodu treba korlstltl pri sporleJ konvergen01ji niza

‘definisanog formulama (II 5) i (II 6). Dokaz za predhodno

tvrdjenje se relativno lako lZVOdl (v1deti[i6])1 kqnsta—
tuje de da je za Ojler—Koéljevu lteratlvnu metodu L

€n= y(xi+1) - yiﬁi = Kl@n 17 a za OJler-Koéljevu 1nterpo-

- _ ‘(n) -
lacionu metodu €n”~ y(x:i.+1) y1+1 .. ZEn lfn-z gde je

y(xl+1) taéno resSenja zadatka (1)-(2) za x = a K

A ‘,._.i+1'
Koo konstqgte koge se raéunaju pomoéu h, §;  i

" za x
y?

~ e

Xipp + ¥ = Y(Xi+1)'

1.4, Izraz E(y(k"'l) (k+1) _ %(y(k) (k)

i1 )U— /i+1 i1 + Yit1’ koji je imeni-

lac, formule (IXI.3), je mali za veliko k, pa nalaZenje
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(k+2)

. vrednosti Y41 treba izyoditi sa viSe znac¢ajnih cifa-

k+l))' e (k)

ra predhodno dobljenlh.vrednostl &Kylil Yi+1 ) .

(k+1) (k)
i+l i1 ¥i41-

Algoritam izloZene metode moZe se nekada izmeniti i to
na nekoliko nacdina:

(r) se radunaju pomodéu formula (II.5) i

a) Vrednosti Yy
(I1.6) do 1zvesnog ryr @ zatim koriscdenjem formula (II.2),

(rr.3) i (1r1.4);

b) Vrednostl y(r) se racunaju do izvesnog r, upotreblja-
vajuéi formule (II.l), (rxr.2), (rr.3) i (rr.4), a za
r >r, se koristi formula (II.6);

(xr)
i+l

risnost izmene predloZenog algoritma u konkretnim prime-

c) Vrednosti vy, se racunaju kombinujuéi a) i b). Ko—-

rima je jasna.

Napomena 1. Sve $to je redeno u tadkama 1.2., 1.3., 1l.4.
i l1.5. odnosi se, bez izmena (samo se u formulacijama
upotrebljavaju druge formule) na sve metode koje se dobi-
jaju koriscenjem linearne interpolacije,a koje ¢ée u da-
ljem tekstu biti prezentirane.

Primer.
Neka je data diferencijalna jednadina

y' =x2 +y%, y(2) =2, h=0,1.

Ojler-Kodijevom iterativom i Ojler-KoSijevom metodom
dobijenom korisdenjem linearne interpolacije nadéi y(2.1)
na ¢etiri decimale. -

a) Ojler-Kodijevom interpolacionom metodom se dobija

(°)— Yo+ hE(x_,y)) = 2,8,

y V= eyl =y + Bl vy + £0xp,v{))]= 3,0125,
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o ) + fix ,yfl))].= 3,0742578,

o'¥o

(0) (1) (1) (0)
Py ) =y ey
y 2 4! L 1 = = 3,0995593,

ﬂYfl)) - y{ ‘ﬂy{o))+ y(o)

t(Y{Z)) = Yot %[f(xo,yo) + f(xl,yfz)i]= 3,100863,
= 1)t(y{2>) . 2) {‘y(l) 3,1014377
yl Y 1
mm Y m;ln A )
i
by =y, + Blexg vy + £, 830)] = 3,1014457,

pa je, na ¢etiri decimale Yy = 3,1014.

b) Ojler-Kofijevom iterativnom metodom se dobija

7{0)= 2,8, yit= 13,0125, (2= 3,0742578,
§{3"= 3,093053, 5{4)= 3,0988488, §{5)= 3,1006431,

Dobija se, dakle, isti rezultat, ali sa visSe racunanja.

=5 § zahtevom da se

:"Napomena 2. Isti zadatak, sa 5= 10
nadje y(2,2), je realizovan na radunaru IBM 360/44. Tom
prilikom je dobijeno da je Yoy = 5,62941 Ojler-KosSijevom
metodom sa koriscenjem linearne interpolacije i to u

7 iteracija. Ojler-Ko$ijevom iterativnom metodom je
dobijeno Y, = 5,62940 u 21-voj iteraciji ¥to jasno ilu-
struje razli&itu efikasnost metoda.
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...........

2.1,

(IT.7)

Pri reSavanju zadatka (1)-(2) najpre se formira niz {xi}
koriSdenjem formule (I.1). Zatim se izraduna y,; nekom od
postojedih metoda za nalaZenje pribliZnih refenja dife-

rencijalnih jednadina.
Dalje je
(o) _ p_[ . . _
yi+1 - yi + 2 3fi fi-l] (l = 112131001)' fr—f(xﬂyg)

(r= 0'1’2’ -nc)

(1)
a¥Yin )
pribliZavanja se radunaju pomoéu formula (II.3) i (II.4)

se raduna korisdenjem formule (II.2). Sledeca
(pri Cemu je i = 1,2,3, ...).

Sve konstatacije tac¢aka 1.2, 1.4, i 1.5. vaZe bez izmene.
Takodje vazi i konstatacija analogna konstataciji tacdke
1.3., tj. niz yéﬁi dobijen pomodéu formula (II.7),
(IT.2), (ITX.3) i (II.4) konvergira brZe od niza-{§iii} P

= (o)

pri céemu se Yisl dobija realizacijom formule

= (o = h[,= - L
yj€+:)]_ = yi+ -2-[3fi - fl‘l] (l=l,2,3,...),

S.;o = yo’ Er = f(xrl_y-r) (r = 0’1'2, .-o)’ a Sledeée

vrednosti se dobijaju koriddenjem formule (II.6) (videti

[3]1 [1ely.

- II.3. Ojler-Kofijeva interpolaciona metoda (druga modifikacija u

odnosu na prediktor)

3.1.

ReSavajuéi zadatak (1)-(2) najpre se formira niz xi}
koristeéi se formulom (I.l). Zatim se, nekom od



(II.8)

3.2.

4.1.

(I1.9)

(II1.10)
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postojecih metoda za nalaZenje pribliZnih refenja zada-
tka (1)-(2), izraduna vrednost Yy

Dalje je
o) _ + 2hf £, = £( ) (i =1,2,3 )
Yi+v1 = Y31 i ¢ R T XYy = tecrde eeely

a sledece vrednosti se radunaju koristeéi se formulama
(Ir.2), (rr.3) i (1I1r.4).

Sve konstatacije tadaka 1.2, 1.3., 1l.4. i 1.5. vaZe.

Adamsove interpolacione metode

Metoda II.4.

Pri re$avanju zadatka (1)-(2) izabere se, najpre, dovoljno
malo h i formira niz {Xi koristedi se formulom (I.1l).
Za primenu Metode II.4. je potrebno da se, nekom od posto-
jeéih metoda za nalaZenje pribliZnih reSenja diferencijal-
nih jednadina, izrac¢unaju vrednosti y; 1 vy, Kada je to
u¢injeno, dalje je

(o) _ h _ ‘ :
Yiel = ¥y F Tf[?3fi 16£, 1% 5fi-2]

(i = 2,3,4,.-.)’ fr = f(xﬁ’y£) (r = 0’1'2'¢¢-)

i
yiii =y, + T%[sfiii + 8f, - fi_l] (i = 2,3,4,.0.),
gde je fr = f(xr,yr), (r = 0,1,1,...)

(o) _ (o) A -

Zavanja se radunaju koriZdenjem formule (II.3), gde je
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o k
(1r.11) B(Y:(aﬁ vy *rz[Sfia * 85y < £ 1]
£ (k) (k)

i+l = f(xl+l'yl+l ) (i = 2,3’4"00)' (k = 0,1,2,.0.).

4.2, Sve konstatacije tacaka 1. 2., 1.3.,, 1.4. i 1.5. vaZe i
za Metodu II.4.

4,3. Prime:

Neka je data diferencijalna jednadina

v’ =x%+y% -7, y(2) =2, h =0.1.

Neka je, dalje, metodom Runge-Kuta nadjeno Y, = 2,1469066
i y, = 2,4262318.

Treba nadéi, pribliZno, y(2,3) Metodom II.4. i odgovaraju-
c¢om Adamsovom metodom.

Metodom II.4. se dobija

yi9= v, w8235~ 165+ 5£.]= 2,9129357,

yiV= el = g+ Bls£l®+ 8s, - £, |= 2,9401448,

eiyil)) = y o+ BlsefV s 8. - £ )= 2,9467805,
3 2* T2 °%3 2 1

(2) vty - yiVay i)

y32'= = 2,9489194
1 (1 (o) (o
Uyt - yit- ews® )+y )
i
(2) _ h [o.(2) .
Cwi?) =y, + o5 [5£5%)+ 8, - £] 2,9489336,

pa je Y3 = 2,9489 na Cetiri decimale.
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ngovarajuéom Adamsoyom metodom se dobija
752)= 2,9120357, {1 = 2,9401448, 7{¥= 2,9467805,

y33= 2,9484082, ${*= 2,9488079, 7 )= 2,9480062 1

§§6)= 2,9489303,

pPa je y; = 2,9489 na &etiri decimale.

Metoda II.5

5.1. ReSavajucéi zadatak (1)-(2) kao i kod predhodne, Metode
IT.4., se najpre formira niz {xﬁ, a potom se izracunaju,
pribliZno, Yy 1 vy,

Dalje je
(o) _ h - . =
(11.12)  y;9) =y, _,+ 5[?fi 2f, _, + fi_2] (L = 2,3,4,...),

f_ = f(x

r r:Yr) (r= 011,2,300)’

a slededa pribliZavanja se radunaju koristeéi se formula-
ma (ITr.10), (II.3) i (II.1l).

5.2. Konstatacije 1.2., 1.3., 1.4. i 1.5. vaZze i za Metodu
‘II.S.

5.3. Gredka prediktora (II.12) je manja od greske prediktora
(Ir.9), pri istom h (videti [7]L pa je radunanje, prib-
liZnih reBenja diferencijalnih jednadina, korisScenjem
formula (Ir.12), (rr.10), (rr.3) i (Ir.11) pogodnije od
raunanja pomoéu formula (II.9), (Ir.10), (II.3) i (II.1ll).



(II.13)

?(II.14)

(II.15)

(4
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Metod"II.G

ReSavajuéi zadatak (1)-(2) na ranije navedeni nadin se
formira niz {xi}. Zatim se, nekom od postojedih metoda
za nalaZenje pribliZnih resSenja diferencijalnih jednadi-
na izracuna Yir Yo 1 Y3

Dalje je

(o) _ h - '
Y91 = ¥yt 3 [55£.-59F, 1+ 37f; ,- 9Of; 3]0

(i = 3,4,5,...), fr = f(Xr,yz), (r = 0,1,2,.--)'

a sledecCe vrednosti se rafunaju koristeéi se formulom

(1) _ [ (o) _
Yit1 = ¥y v g Py * 198y SEy ¢ £y o )

£ = £(x {9 = £(xy 0w 0D

m,ym) (m=1,2,3,¢0.), £

i+1/Yi+1

3:4/5)¢40)
i formulom (II.3), gde je
(k) _ (k) -
byl =y, + [9f + 19f,- 5f,_, + fi_z],

f(k) = £(x y &)y

l+l i+1' l+1 (i= 3’4'5’000), (k= 0,1,2,.0-)-

Konstatacije izre&ene za ranije prezentirane metode vaZe
i za Metodu II.6. '
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" Metoda ITI.7.

7.1, Pri rééavahju zadatka (1)~(2) se najpre formira niZ{xi}

| (II.16)

(IT.17)

i izracunaju vrednosti Yi¢r Yo 1 ¥5

Dalje je
(o) _ h _ : _ .
Yio1 = ¥y_q* —3[8fi SEy_p + 4f; o= £, 3] (1= 3,4,5,...),

a sledeca pribliZavanja se dobijaju koristedi se formula-
ma (II.14), (IT.3) i (II.15).

Konstatacije 1.2., 1.3., 1.4. 1 1.5. vaZe i za Metodu II.7.
Greska prediktora (II. 13) je manja od gres8ke prediktora
(II.16) (v1det1[:7J pa je raunanje vrednosti pribliZnog

re¥enja zadatka (1)-(2) Metodom II.6. Pogodnije nego -meto-
dom II.7.

Metoda II.S8.

ReSavajuéi zadatak (1)-(2), na ranije navedeni nac¢in, se
formira niz {xi}. Zatim se, kao kod Metode II.7. i Metode
II.8., izradunaju vrednosti Yir Yo 1 ¥5.

Dalje se "nulto pribliZavanje" za i +'1 -vi korak racduna
koriSéenjem formule (II.13), a sledeCa pribliZavanja se
rac¢unaju pomocéu formule

yi(.i.?l = i-1 3[f(°) + 4fi+ fi-l] (i = 3'4151000) ’
' o
£, = f(xm,ym) (m=1,2,3,...), figi = f(xi+l'y£+))

(i = 3,4,5,..0)
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i formule (II.3), gde je

k), _ B[ (k) o
&y =y, o+ -3-[fi+l +4E+ fi_l] (L= 3,4,5p002),

(k) _ k . |
fi+}- - f(xi+l'yj(.+:)l.) (i = 3l41510-o), (k = OIIIZIOO-)-

Konstatacije 1.2., 1.3, 1.4. i 1.5. vaZe i za Metodu II.3.
GreSka formule (II.17) je manja od grefke formule (II.1l4)

(1:7] ), pa je Metoda II.8. pogodnija za primenu od Meto-
de II.6.

Metoda II.9.

Pri resSavanju zadatka (1)-(2) na ranije navedeni nacin
se formira niz {xi} i izracdunaju vrednosti YyrYo i Y3e

Dalje se "nulto pribliZavanje za i + 1 - vi korak racuna
upotrebom formule (II.16), a sledeca pribliZavanja se
radunaju koristeéi se formulama (IX.l1l7), (II.3) i (IT.18).

Konstatacije 1.2., 1.3., 1.4, i 1.5. vaZe i za Metodu
IT.9.

Metoda II.9. je pogodnija za primenu'od Metode II.7. zbog
manjeg broja rafunanja vrednosti funkcije f(x,y).

Metoda II.10.

Navedimo jo$ jednu Adamsovu interpolacionu metodu koja
se moZe upotrebljavati za nalaZenje pribliZnog reSenja
zadatka (1)-(2).
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Najpre se, u ovoj metodi, na ranije navedeni nac¢in formi-
ra niz {xi}, a potom, nekom od postojefih metoda za na-
laZenje pribliZnog redenja diferencijalnih jednadina, se
izraduna Yie¥YpeY3 1 ¥,

Dalje je
(o) _ h _ _
(IT.19)  y;9) = vy o+ F[90f, - 9, ,+ 10£,_,= 5£; 5 + £,_,]
(i = 4,5,6,...), fr = f(xr,yr) (r = 0,1,2,...),

a slededa pribliZavanja se dobijaju koristeéi se formulom

. (1) _. (o) - ]
(Ir.20) . = yi+ [?51f + 646f -264fi_1+106fi_2 19fi_’_3

y1+1 i

(i=4'5'6'...)’ fm= f(xm'ym) | (m= 1,2,3,..-)'

(o)

- (o) . g
£:9] = £(x ) (1 = 4,5,6,...)

i+1'Yi+l

i formulom (II.3), gde je

(II.21) ‘C(yfji =y + 7-}2‘-6-1:251fi’j)1+ 646F,~264F, _+ 106£,_ ,~ 19, 5]

(k)

l+1l Yl+1) (i= 4'5,6'000)’

(1 =4,5,6,...0, £X) = £(x

(k = 0,1,2,..))0

10.2. Konstatacije 1.2., 1.3., 1l.4. 1 1.5. vaZe i za Metodu
IT.10. )

IT.11. Milnova interpolaciona metoda

1l1.1. ReSavajuéi zadatak (1)-(2) najpre se formira niz {xi}‘
koristeéi se formulom (I.1l). Zatim se nekom od postogeélh



(11.22)

(1I.23)

(II.24)

11.2.

(II.25)
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metoda za nalaéenjé prihliZnih reSenja zadatka (1)-(2)
izradunaju vrednosti y,,y, i ¥3.

Dalje je

N -) 4h _ .
Yi+l = Yi_3+ —3-[2fi_2 fi"l+ Zfi] (i = 3,4’5,...)'

fm= f(xm,ym) (m= 1'2’3'000)

i

yi(.-];-.')l. = §[f + 4f + f(O) (1 = 3,4,5,...),

i+l
fj(_gi = f(xl_'_llyigi) (i = 314,5’000).

. 1 1
Ako je ﬁly:{+i - J(_ii |>g, gde je E zadana granica tac-

nosti tada se sledeéa pribliZavanja radunaju koristedi
se formulom (II.3), gde je

Cvikly =y o+ %[}i LF A+ f(E;] (L = 3,4,5,002),

fj(_ii = f(xi_'.l'\aéti) (k = 011,2,.0.).

Sve konstatacije tadaka 1.2, 1.4. i 1.5. vaZe i za Milno-

vu interpolacionu metodu, a takodje vaZi i da niz{yifi}

dobijen korifdéenjem formula (II.22), (Ir.23), (II.3) i

(IT.24) konvergira brZ¥e od niza yiii pri éemu se Yii;

i yil) dobijaju pomocu formula

(@) i_ = 4nz _ - _
Yi+1 = ¥i-37 ‘3I}fi-z £y 47 Zfi] (1 = 3,4,5,404),

= £0x,y,) (m=1,2,3,0.0)r Yo =¥,



(IT.26)

(I1.27)

11.4.
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;) =7 hlz = . (o) . .
Fina = ¥yt 3(Fia* 4B B (1= 3,4,5,.00),

£ (o) - (o) .

fi+l = f(xi+IIYi+l) (l = 3,4’5'...), . P

a sledede vrednosti se dobijaju kori¥denjem formule

3(8) =5 g? = . z(s=1) .
(S =‘11213loo.)’ Ej(_-s:-;_ = f(xi"'l'l-,j(_i;_) (s = _0’1’2’..')

(videti [ 9] i [16]).

Primer
Neka je data diferencijalna jednadina
’ x2y2 + 4dxy + 2

1
Yy = - 2 ’ Y(i') = "4’8' -
. X

Miliovom i Milnovom interpolacionom metodom naéi y(0,9)
na c¢etiri decimale sa h = 0,1,

Pocetne vrednosti se mogu izradunati metodom Runge-Kuta.
Dobija se '

y,=y,= -4,2029098, y,=y,= -3,8095345 i y =y,= -3,5526396.

Dalje je

n

=3,1745826 i f =E3=2,016950.

4,7993925, f£.=f 3

£,=£, 2=f,

-

Milnovom metodom se dobija

-(o)_ = dhl,= _-—.-= __'_ =(o) _
Yg = Yot —3[2f1 f2+2f3]— 3,4055863, £, 1,0687851,

~(1)_ = . hl= , ;=
y{= g+ 3[f + 4%

=(0)7_ =(1)_ .
, , + E) ]——3,3991623, £,1)= 1,0839480,

gL 5 L blE | 4% —(1{] = - =(2)_
¥, % v+ -5[1:'2+ 4EpEV ] = -3,3086172, ;%= 1,0851375,
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-(4)_ =~ h[ = - —(3)}=
Yg =¥, + 3[:f2+ 4F,+ E,°’=-3,3986141,

pa je Yq 3,3986 na Cetiri decimale.

Milnovom interpolacionom metodom se dobija

fil)= Eél), @(y(o)) - y‘gl) t(y(l) - 3-,22)’
2)_ o)cc(y(l) _ “‘f(Y(O)
Yq =-3,3986077,

‘C(yél)), - yél)- iy 0 +y {©

f£2)= 1,085253

i
ey 2Ny = yo+ 3[£,+ 4£4+ £{27] =-3,3986134,

pa je dobijeno poklapanje i na pet decimala, a na detiri
decimale je Yq = -3,3986.

Interesantno je napomenuti da je tacno reSenje polazne
Rikatijeve (Jacobo Riccati, 1676-1754) jednadine

y =22 "X  baje y(0,9) =-3,3987 na Zetiri decimale.
x(x-1,75)

II.l2. Levi-Bagotova (H.Levy, E.A.Baggot) interpolaciocha metoda

12.1. Prilikom reSavanja zadatka (1)-(2) najpre se ([10] i
[ 1]) na ranije navedeni nac¢in formira niz {xi}i izradu-
+~naju vrednosti Y1 1 ¥, Dalje je
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| (o) _ "h .
(11.28)  y{9) = vy o+ {765~ 26,0+ £3 5] (= 2,3,4,.00),

fr= f(xr,yr) (r--‘o,l,z,...),

(1)

a Yy41 Se racuna upotrebém formule (II.23).

Sledece vrednosti pribli¥nog refenja se dobijaju koriZde-
njem formule (II.3), gde se E(y(k)

j+1) ratuna preko formule
(IT.24).

Niz pribliZavanja se produZava dok se po dve uzastopne
vrednosti ne poklope na odgovarajuéi broj dekadnih znako-
va.

12.2. Konstatacije 1.2, 1.3.,'1{4. il.5. vaZe i za Levi-Bagoto-
vu metodu. ‘

II.13. Neke napomene u vezi sa generalizacijama izloZenih metoda

13.1. Sve navedene metode se mogu primeniti i na sisteme oda M
diferencijalnih jednacdina prvog reda (samim tim i na di-
ferencijlnu jednadinu nﬂ—tog reda. Npr. za sistem

(I1.29) {y' = £(x,Y,2)
z’ = ¥Ux,y,2)  yix)) =y, z2(x;) =z,
Nizovi vrednosti {yi+1} i {Zi+1} (i = 0,1,2,...) u

Ojler-Ko$ijevoj interpolacionoj metodi se dobijaju kori-
S8¢enjem formula

(II.30) v =y + hE(x ,y;,2;)

zi(.gi = zi+ ht(xily_ilzi) (i = 0,112’0..)



(XI.31)

2

(

(I1.32) =

\

13.2.

13.3.
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— = h (o) (o)
Yigy = ¥3* 2[%°xi'yi'zi) R e Yigre Zi90)]
(1) _ _ -k | (0) _ (o) . '

kao i formula

: (k) , (k+1) (k+1) . (k)
g2y Yind Aivy = Vi1 Biny
i+l alk+l) (k+1) (k) (k)
i+1 i+l i+1 7 Yi+l
(k) L(k+1) _ _(k+1) _(k)
L (k+2) Zis1 Bivy 2441 Bin
k)| (k1) (k) (k)
i+l i+1 i+l i+l (1,k=0,1,2,¢..),
gde je
(k) _ h (k) (k)
Ajy1 T Yy +'§[§‘xi'yi'zi) + f‘xi+1'3i+1'zi+1i]
(k) _ h (k) _ (k) _
Bi+l - zi+ 'z-[t(xilyl'_lzi) + t(xi+l ,Yi+l,zi+l) (i,k-—O,l,Z,...).

Nizovi iteracije se produZavaju dok s% po dve uzastopne
) . (£+9 (€) (€+1) (€+1)
Yiv1 1 ¥Yi4y Yiqr L B30 111 oy 70 4

({+1) ili

(£) (<€) (£+1) | (£+9)
i+1 i+1 j+1 & Byyp o iliozgy

vrednosti ili

A ()

A{¥1 i

kao 1 z z z

s (0

i+l jednovremeno ne poklope na odgovarajuéi broj dekad-

nih znakova.

Primer

je dat sistem.diferencijalnih jednadina

X +y + z3

Neka

{

yl

2x2+ y2+ z

z’ ¢ (1)=2z(1) 1, 0,1.
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Ojler—KoSijeyom iterativom i Ojler-Kofijevom interpola~-
cinom metodom nac¢i y(1,1) i z(1,1) na &etiri decimale.

leer—Koéijevom iterativnom metodom se dobija

§{°) = 1,3, | E{°) = 1,4,

7 = 1,4072 | z.1) = 1,475s5,
7{2) = 1,4359755 z{2) = 1,4937855,
7{3) = 1,443460, z{3) = 1,4987905,
7{4 = 1,4455151, z{%) = 1,5001183,
7{5) = 1,4460656, z{5) = 1,50048156,
7{6) = 1,4462158, 2.6) = 1,5005793,
§{7) = 1,4462563, 2{7) = 1,5006059,
7{8) = 1,4462673, z{8 = 1,5006131,

pa je y, = 1,4463 i z; = 1,5006.

Ojler-KoSijevom interpolacionom metodom se dobija (ako

se preékoéi y{o) i zioz videti tadku 1,5)
| (1), (2) _ _(2),(1)
(3)_ Y1 &y Y1 By

Yi T L@ BICHEN SO EY
1 1

= 1,4460898,

(1)5(2) _ ,(2)5(1)
2N 2L L Ll - 1,5006814,

1 3} y
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(3)_ ' L3 _ ‘

(3)_ _ . h (3)
B = z_+ 7[ko+(€l 1,5005928,

(B, a3y 3),(2)

y{4)= ' = 1,4463496 i
A1(3)__ Y{3)‘ NCIN Yiz) .
' (2)_,(3) (3),(2)
Z B -z B
z{4)= 1 1 11 = 1,5005693
(3. {3 B{?)+ 2{2)

pa je dobijen isti rezultat, ali sa manje radunanja.
13.4. Na analogan nadin se mogu i druge predloZene metode prié

lagoditi za nalaZenje pribliZnih reSenja sistema difereﬁ—'
cijalnih jednacdina i diferencijalnih jedna&ina viseg reda.

II.14. Stefensen-Ojler-KoSijeva iterativna metoda

14,1, Prilikom reSavanja zadatka (1)-(2) najpre se izabere do-
voljno malo h>0 i formira se {xi}‘koristeéi se jednako-
§éu (I.l). Zatim se izradunava niz vrednosti {yi+l}

(i =0,1,2,...), pri emu se svako ra&una (ako je

Yi
Li+l
izracdunato yi) iterativnim putem. Pri tome se najpre ra-

(o) preko formule

¢una vrednost Yi+1,0

(o) _ = ;

a sledecde vrednosti pribliZnog reSenja Yi4+1 S€ racunaju
koristedéi se formulama
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14.3.

14.4.
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4 .
() _ h (o)
Yiv1,x~ Yi* 7[fi+ fiv1,k ] ¢

_ h (1)
Yi+l,k~ Y17 32 [fi+ Fiti,kd
.
i
() w2 v, Q@]
Yie1,ker= Htlok " YaenikT [Fiel ok
(2) _ (1) (o) , =
yi+1,k 2y.‘i_+]_,k+ yi+1’k (k = 0,1,2,...),
gde je f(s) = f(x (s) ) (s=0,1; k = 0,1,2 )
J i+l,k i+1’¥i+1’k el tlylgenel) e

Niz iteracija se produZava dok se dve uzastopne vrednosti
(2)
Y : (o) (o) (1)
111 y{1) (2)  (m=0,1,2,...) K1 aju-
yi+1,m i yi+1,m m = AR ne poklope medju

sobno na odgovarajuéi broj dekadnih znakova. Kada je to
postignuto stavi se da je y, ;= §i+1' gde je y,,, zajed-

(2) (o) ili Yi(o)

ni&ki deo pribliZavanja Yi+l,m i Yi+l,m+l +1 ,m+1

(1)

. (1) . (2)
T Yiv1,mt+1

+1,m i y:L+1,m'.

Niz {yiﬁ)’k} definisan formulama (II.33), (II.34) i
(IT.35) konvergira brZe od niza koji se formira u iterati-
vnoj Ojler—-Kosijevoj metodi formule (II.5) i (II.6), vi-
deti [16] .

(2) - (1) (o) . C s
Izraz yi+1,k 2yi+1,k+ yi+1,k .. koji je imenilac

formule (II.35) je mali za veliko K, pa nalaZenje vred-

(o) . . s N
nosti Yi+l,k+1 treba izvoditi sa viSe znadajnih cifara



14‘5.

14.6.

14.7.
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(2) (1) - (o)

prethodno dobijenlh.vrednostl Yi¥1 K yltl .k i Yi+l k*
’

3

Algoritam izloZene metode moZe se nekada izmeniti i to na
nekoliko nadina:

(s)
i+l,o0

(II.6) do izvesnog Sor @ zatim koriZdenjem formula (II.34)
i (I1.35);

a) Vrednosti y se radunaju pomodéu formula (II.5) i

(s)

b) Vrednosti y:L+1 r Se do izvesnih r=r, i s=s, radunaju

upotrebljavajudéi formule (I1.33), (Ir.34) i (II.35), a za

r>r, (ili r = ry i s>s; ) se koristi formula (II.6);
(s)

‘ c) Vrednostl yi+1 r se radunaju kombinujuéi a) i b). Kori-

snost izmene predloZenog algoritma u konkretnim primeri-
ma je jasna.

‘Sve &to je re&eno u tac¢kama 14.2., 14.3., 14.4. 1 14.5.

odnosi se, bez izmena (samo se u formulacijama upotreblja-
vaju druge formule) na sve metode koje autor predlaZe do
kraja druge glave. 4

Primer :
Neka je data diferencijalna jednadina

2

y’=4 + 2x® + 1,5y%, y(1) =1,1; h = 0,1.

Ojler-Kofijevom iterativnom i Stefensen-0Ojler-Kosijevom
iterativnom metodom naéi y(1,1,) na &etiri decimale.

Ojler-Ko$ijevom iterativnom metodom se dobija

§{°)- Yo+ hf(xo.io) = 1,8815,

gi= g+ [+ f‘°)]— 2,0772531,



§l(2). = §o+' %i?:‘o+ ";Elu)]= 2,1353735,
73 =g+ %:_ o+ B3 = 2,1537364,
7,0 = g+ B[E_+ £33 = 2,1506435,
7{5) =g+ B[z + £{M]= 2,1615545,
7(8 = 3+ B[F_+ £057]= 2,1621738,
7{" = 5+ B[E+ 2{®]= 2,1623746,
78 = §o+ bz + 2{7]= 2,1624397,
7,0 = g+ %—:'fo+ £(8)|= 2,1624609
i

5(10)_ - L hig 4, (9) ]
Y, =yt bz + £ 1= 2,1624677,

pa je, na &Cetiri decimale vy, = 2,1625,
! Stefensen-0Ojler-Ko$ijevom iterativnom metodom se dobija

= (o)

y1,0 = yo+ hfoé Y, T 1'8g15'
(1) _ h (0)7. |
Yile = Yot 3 [fo+f1’o 2,0772531,

(2) _ h (1)7_
=y * 2[f°+ £1,5]= 2,1353735,
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(o) (2) _[, (1) T2
(o);'Xl,o' Xl,o‘ 1,0 ]

1l (o) ), .(2)
Y1,0 T %¥1,0% ¥1,0

= 2,1599169,

(1)

(o)
Y3,1

h -
Y t3 [fo+ £101 ]— 2,161643,

(2) _ h (1)7_
yi3) =y o+ 2[}o+ £1) 1= 2,1622025,

2
(o) .(2)_[.(1)
(o) _ ¥1,1°" Y1,1¢[§1,1

;%) = 2,1624378,
’ (0)_ . (1), _(2)
Yi,17 ¥yt Y11
(1) _ h (o) ]_ .
y{) = v+ B Eo+ fl'z]— 2,1624602,
(2) _ h[e (1) |_

Dobija se da je Y, = 2,1625, dakle isti rezultat, ali sa
manje racdunica.

ITI.15. Stefensen-0Ojler-KoSijeva iterativna metoda (modifikovana

varijanta u odnosu na prediktor)

,15.1. Pri reSavanju zadatka (1)-(2) najpre se formira niz {xi}
koriScdenjem formule (I.l). Zatim se izraduna Yy nekom
od postojedih metoda za nala¥enje pribli¥nih reZenja
-diferencijalnih jednac¢ina.
Dalje je
| . (o) _ h - = =
(I1.36)  ¥{9) = yy+ 2[§fi fi_l] (1 =1,2,...), (£ = £(x;.y;),
a slededa pribliZavanja se radunaju korisSéenjem formula
(rr.34) i (1r.35).



15.2.

15.3.

6Q

Sve konstatacije tacaka 14.2., 14.4. i 14.5. vaZe bez

izmene. Takodje yaZi i konstatacija analogna konstataciji

tacke 14.3., tj. niz {yiif)k dobijen pomodéu formula
’

(II.36), (Ir.34) i (II.35) konvergira brfe od niza §£$i}r,
= (0)

kod koga se y,

i+1 dobija realizacijom formule.

(o) _ =, hl=_ = ] _
Yi+1 = Yi+ 'fE;fi fi_l (i = 1'2’31000)’

Yq = Yor fr = £(xp¥y) (r =0,1,2...)

a sledecde vrednosti se dobijaju koriséenjem formule (II.6)
(videti [3]11i [16)).

Primer
Neka je data diferencijalna jednadina

y'= x%+ y?- 6, y(2) = 2

i neka je h = 0,1. Treba naéi, pribliZno y(2.2) na &getiri
decimale Ojler-KoS$ijevom iterativnom i Stefensen-Ojler-
-KoSijevom iterativnom metodom (Mmodifikovana varijanta

u odnosu na prediktor). Ako se najpre nadje, metodom
Runge-Kuta y(2,1) dobija se da je y(2,1) = 2,2680.

Dole je Ojler-KoSijevom iterativnom metodom

7= 2,6233824, git= 2,7317979,

7{2)= 2,7608271, 7i3)= 2,7687995,

7i8- 2,7710037, ${3)= 2,7716142,
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78 = 2,7717834 i 7{7= 2,7718303,

pa je na detiri decimale y2'= 2,7718.
Stefensen-0Ojler-KoSijevom metodom (modifikovanom vari-
jantom u odnosu na prediktor) se dobija

1

(0) _ hiSe _ ¢ e

v,%0 = vi+ 3[38,- £,]= 2,7010736,
(1) _ h [ (o) ]_

YZ,O Yl+ 2.?1 + f2,0]_ 2,7524811,
(2) _ h [ (1)7]_

y2' = yl-l- -EL.:.E]. + f2’ ]— 2,7664988,

2
(o) (2) (1)
(o) _ ¥2,0° Y2,o-[y2,o
¥a3,1 yéo)_ 2,yé1)+ y§2)

,0 ,0 o)

= 2,7717559 .

i

(1) _ h (o)
y3il= v+ 3 e, + f2’1]— 2,7718227,

pa se dobijen isti rezultat, ali sa tri radunanja manje
nego Ojler-Kosijevom iterativnom metodom.

Ii.16. Stefensen~-0Ojler-Kofijeva iterativna metoda (druga modifi-

kacija u odnosu naAprediktor)

16.1. ReSavajuéi zadatak (1)-(2) najpre se formira niz {xi}
koristedi se formulom (I.l). Zatim se, nekom od postoje-
éih metoda za nalaZenje pribliZnih reSenja zadatka '
(1)-(2) izracuna vrednost Yy

Dalje je

(IX.37) (o) + 2hf

Yi+1;o= Yi-1 i’

a sledeca pribliZavanja se raéunajﬁvkoriééenjem formula
(TT.34) i (II.35).
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17.1.

(IT.38)

(IT.39) <

\

17.2.

18.1.
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Sve konstatacije tadaka 14.2,14.3., 14.4.1i 14.5. vaZe.

Stefensen—-Adamsove iterativne metode

Metoda II.1l7.

Pri resavanju zadatka (1)-(2) izabere se, najpre, dovo-
ljno malo h i formira niz {xi}koristeéi se formulom
(I.1). Za primenu metode II.4. je potrebno da se, nekom
od postojeéih metoda za nalaZenje pribliZnih reSenja di-
ferencijalnih jedna¢ina, izradunaju vrednosti '8N i Yoo
Kada je to u¢injeno, dalje je

(o) _ b
Yi+l,0°¥1 12 [23fi - 1-6f'i—1*,' 551-_-_2]!

a slededa pribliZavanja-.se ra&unaju korisSdenjem formula

(1) _ h (o) -
Yivl,x~ Yitra @fiﬂ,k* 8L, fi-l:l'
(2) _heo(1) _ _
yi+l k yl T2 ESfj_+1’k+ 8fj_ fi"'l] (k = 001121---)

kao i formule (II.35).

Sve konstatacije tadaka 14.2., 14.3., 14.4. i 14.5. vaée_
i za Metodu II.l7.

Metoda II.18,.

ReSavajuéi zadatak (1)-(2) kao i kod predhodne, Metode
II.17, se najpre formira niz.{ }. a potom se izra&unaju,

pribliZno, Yy iysye



- (II.40)

18,2.

”,18;3.
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Dalje je

(o) _ ‘ h
Yi+l,0~ Yi1* ‘3‘[7fi‘ 2f5 4% fi--2] ’

”a slededa pribli¥avanja se radunaju koristeéi se formu-
“lama (II 39) i (II. 35)

chntauuaijﬁ 14.2., 14,3., 14.4, 4 14.8,. valie 1 ma Meto=-
du II 18.

Greéka prediktora (II 40) je manja (gh ) od greske pre-~

diktora (I1.38) (gh ), pri istom h, pa je radunanje pri-

' bliﬁnih reSenja diferencijalnih jednadina korisdenjem

19.1.

(IT.J41)

(IT.42)

ﬁquula (IT.40), (II.39) i (II.35) pogodnije od ra&unanja
pomocéu formula (II.38), (IX.39) i (II.35).

Metoda II1.19.

ReSavajucéi zadatak (1)-(2) na ranije navedeni na&in se
formira niz {xi}. Zatim se nekom od postojecdih metoda za
nalaZenje pribliZnih res$enja diferencijalnih jednacina

izrac¢una Yi:¥o 1 ¥ge

Dalje je

(o) _ - -
Yi+1,0- Yit ‘I|:5f 59f, 41+ 37F;_, 9fi—3] '

_ a,sledeée.v;ednosti se ;gégggjuykp;}gtg§i se formulama

C(ij: ;;‘Q) S L
vihe vet 7[9%. ot 98- sty £ o]

(2) _ Brge(1) - v ] -
vi2) = vyt 24[?fi+1'k+ 19£,- 5£;_3+ £, 5] (k= 0,1,2,...)

i formulom(II.35).

~



19.2.

20.1.’

(IT.43)

20.2.

20,.3.

2101.'
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Konstatacije izredene za ranije prezentirane metodé vaZe
i za Metodu II.19.

Metoda IX.20.

Prilikom reSavanja zadatka (1)-(2) na ranije navedeni

nadin se formira niz {xi}i izra¥unaju vrednosti y,, vy,

i y3.

Dalje je

(o) - h - ; -
Yivl,0 = ¥iaa* 31}fi SEj Lt 455, fi-i]'

a slededa pribliZavanja se ra&unaju koristeéi se formu-
lama (II.42) i (IIX.35).

Konstatacije 14.2., 14.3., 14.4. i 14.5. vafe i za Metodu

II.20.
~ ] L] 251 5
GreSka prediktora (II.41l) je manja (7§5h ) od greske
prediktora (II.43) koja je(- zghs)pri istom h, pa je
30

rebom Metode II.20.

~ Metoda II.Z21.

ReSavajuéi zadatak (1)-(2) na ranije navedeni nacin se

formira niz {xi}. Zatim se kao kod Metode II.19. i Metode

II.20. izracunaju vrednosti Yqi+Yo i Y3



(IT.44)

21.2,

21.3.

22.’1-

22.2
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Dalje se "nulto pribliZavanje" (yiig)o) za (i+Y)-vi
Yi31, :
korak racduna koriScenjem formule (II.41), a slededa
pribliZavanja se radunaju pomodu formula

r (1) _ h (o)
Yie1,x= Yi-1* 3[%i+l,k+4fi * fi-l]

ﬁ

(2) _ h (1)
\ Yi+1,k= Yi-1t F[f141,6 * 4E1F fi—l]

i formule (II.35),

Konstatacije 14.2., 14.3., 14.4. i 14.5. vaZe i za Meto-
du II.Z21.

Greska korektora (II.44) je -§%h5, a greska korektora
(IT.42) je - 7%%—h5. Radunanje pomoéu formule (II.44)

se realizuje sa jednim racd¢unanjem manje vrednosti funkci-
je f£(x,y) nego faéunanje preko formule (II.42), pa je -
‘zbog svega toga Metoda II.21 pogodnija za primenu od

Metode II.1l9. '

Metoda II.22

Pri re$avanju zadatka (1)-(2) na ranije navedeni nacin
se formira niz {xi} i izradunaju vrednosti Yir Yo i Y3e

Délje se "nulto pribli%avanje" za (i+D -vi korak ra&una
upotrebom formule (II.43), a sledeca pribliiavanja se
radunaju korisdenjem formula (II.44) i (II.35).

Konstatacije 14.2., 14.3., 14.4. i 14.5. vaZe i za
Metodu II.Z22.
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22.3. Metoda II.22, je pogodnija za primenu od Metode II.20,
zbog manjeg broja rafunanja vrednosti funkcije f£(x,y).

Metoda II.23.

23.1. Navedimo jo¥ jednu Stefensen-Adamsovu iterativnu metodu

koja se moZe koristiti za nalaienje pribliZnih refenja
zadatka (1)=-(2). Najpre se u ovoj metodi, na ranije
navedeni na&in formira niz {xi} , a potom, nekom od
postojeéih metoda za nalaZenije pribliZnih reSenja dife-
rencijalnih jednadina, se izraduna Yi1¥5e¥3 i Vg

Dalje je
b (o) _ h - -~
L II.45)  ¥44),0" Yirt 3 og,- 9f, _y+ 108, - 58, o+ f1-4] ’

a slededa pribliZavanja se radunaju koristecéi se formulama

. |
(1) _ hi (o) _ _
Yi4+1,x= Y1t 720 51£{Q) |+ 646£,~ 2645, ,+ 106£,_,- 197, ]
(II.46)
’ (2) _ h [ (1) - -
Y Yi+ 735 [251E1) o+ 646F, T 264f, ;+ 106£, ,-19f, ]

i formulom (II.35).

~

23.2. Konstatac;je 14,2,, 14.3,, 14,4, 1 14.5. vaZe i za Metodu
- IT.23. '
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 IT.24. Stefensen-Milnova iterativna metoda

24.1, ReSavajuéi zadatak (1)-(2) najpre se formira niz {xi}
koristeci se formulom (I.1l). Zatim se nekom od postoje-
€éih metoda za nalaZenje pribliZnih reSenja zadatka
(1)-(2) izracunaju vrednosti Yir¥Yy 1 Y3 '

Dalje je
(o) _ 4h - e
(I1.48) Yi+l,o~ Yi-3t —§[é§i—2 fi—1+ 2f¥],

a slededéa pribliZavanja se ra&unaju koristedéi se formu-
lama

r (9)

(1) _ h [
Yirl,k = Yi-1 * 3[?i+1,k+ Af;+ fi—l]
(II.49) < '

(2) = hi-(1) =

i formulom (II.35).

24.2. Sve konstatacije tacdkama 14.2., 14.3., 14.4, 1 14.5., vaZe
i za Stefensen-Milnovu iterativnu metodu.

24.3, Primer
Stefensen-Milnovom i terativnom metodom naéi pribliZno
reSenje diferencijalne jednadine

y2x3+(x+2)y
y'= -
x(x+1)

na &etiri decimale, uzimajuéi za h = 0,1.

Po&etne vrednosti se mogu izradunati Runge-Kuta metodom.
Dobija se

y,= -4,9383551, y,= -4,336858 i y,= - 4,0180138.
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Dalje je

£,= 7.8875582, f.

,= 4,4187036 i £,=2,0725612,

pa je
(o) _ 4h _ L
v Oh= v+ B 2g,- £,+ 2£,]= -3,0331287,

g0l f(x4,y(°)) = 0,0753258,
y£1’= h[f(°)+ 4£ 4+ f2]= -3,9107156,

g{1) . f(x4,yél)) = 0,1122635,

g (22 (1 L, _
vt B[E81) + agy+ £, - 3,9094843,

(o) (2) (1)
(o) o y4 o y4 (o) E§4 o

Y
T e

- 3,9093939,
glo0) f(x4,y(°)) = 0,1144283

(1) _ (o) ]_ -
v4i1= vot g[} v 4f3+ £, 3,9094122.

Dobija se, dakle, da je na Cetiri decimale Y4= -3,9094,

. 2Z2a polaznu jednadinu moZe se nadéi ta&no resenje. Dobija

‘ x2+'1' to traZeno reSenje, odakle
X (X"l,S) .

je y(0,9)= =3,9094650.

se da je y((x)=
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IT.25. Stefensen-Levi-Bagotova iterativna metoda

25.1. Prilikom reSavanja zadatka (1)-(2) najpre se ([10] i[l])

(IX.50)

na ranije navedeni nac¢in formira niz {xi} i izradunaju
vrednosti y, i y,. '

Dalje je

(o) _ h -
Yi+l,oo Yi-1¥ 3[2fi 2£, _4F fi-2]’

a sledece vrednosti pribliZnog reéenja se dobijaju kori-
$€enjem formula (II.49) i (II.35).

25.2. Konstatacije 14.2., 14.3., 14.4. 1 14.5. vaZe i za Ste-

fensen-Levi-Bagotovu iterativnu metodu.

ITI.26. Napomene o0 generalizacijama metoda II.l4. do II. 25.

26,1,

(IT.51)

(I1.52)

<

Sve metode (od II.14. do II.25.) se mogu primeniti i na
sisteme od Mdiferencijalnih jednac¢ina prvog reda, a sa-
mim tim i na diferencijalnu jednadinu M-tog reda. Npr.
za sistem
y'=s f(x,y,2)
z'=¥(x,y,2) yi(x )=y, z(x)= z,
nizovi vrednosti {yi+1} i {zi+l} (1 = 0,1,2,...) u
Stefensen-Ojler—-Kosijevoj iterativnoj metodi se dobijaju
koris8denjem formula '
(o) _
r yi+1,0 yl+ hfl
(o) _ = . =
Zi+41,0= %3t D€ £4= E(xg.y5025) 0 $y=Clx50v;5025)
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kao i formula
Q) ' h (0)
Yiv1,x = ¥3? 5{%1* £i41,x

(1) . h (o)
Zi+1,k © Zit [% i1,k

- (2) _ h (1)
(IT.53) -j Yiy1,x = Y37t 'i'[fi"' f:l.+1,k-] !

2(2) h (1) '
Zivl,k = %3t [k €ivl,k (K = 0,1,2,000)"
£(s) _ (s) (s) - (s) (s) (s)

\ £ “iel,k f(xl+l’yi+1 BRGSO ‘f—§+1 K t_‘f_‘im'y_iﬂ k'zi-su k)
(s = 0,1)

i formula

(2) (o) (1)
y(o) _ Yi41,x Yitl,k [§1+1JktF
1+1,k+1° T (D) (o)
Yi+l, k™ 2¥i+1,kt Yi+l,k

(II.54) =
L(2) (o) _r (1) ]2
(o) — —i+l,k° “i+1,k 1+1 k
i+l k+1" (2) zz(l) (o) (k = 0,1,2,...)
1+1 k- i+1,k” i+1 k

26.2. Nizovi iteracija se produZavaju dok se po dve uzastopne

(2) (o) (o) (1)

vrednosti Yi+l,m i Yi+l,m+1 ili Yi+1l,m+l i Yit+l,m+l
. (1)

P Yidm o1 y{3) m (m=0,1,2,...) kao i 220 o 1
(o) (o) (1)

zi+1,m+1 ili i+1,m+1 i Zi+l m+l ili z, iiim i Ziii'm

jednovremeno ne poklope na odgovarajuéi broj dekadnih
znakova.
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26.3. Konstatacije 14.3., 14.4, i 14.5. vaZe i za ovu metodu
primenjenu na sistem diferencijalnih jednac¢ina (II.51).

26.,4. Primer
Neka je dat sistem diferencijalnih jednadina

y’ = e*+ y+z3

z! = x2+ y2+ 22 v(l) =z(1) =1, h = 0,1,

Ojler-KoSijevom iterativnom i Stefensen-Ojler-Kofijevom
iterativnom metodom naéi 'y(1,1) i z(1,1) na Cetiri de-
cimale. -

Ojler4Ko§ijevom iterativnom metodom se dobija

y{°)= 1,4718281, z{9= 1,3,

y{1= 1,5695636, - z2{1= 1,4033138,
y{2)= 1,6027769, z{2)= 1,4321409,
7{3= 1,6131201, z{3= 1,441496,
7{¥=1,6165437, z{%)= 1,4445048,
7= 1,6176541, z.°)= 1,4454903,
y{®)= 1,6180183, z18)= 1,4458123,
7{M= 1,6181375, zi)= 1,4459178,
7{8)= 1,6181765, z.8)= 1,4459523,
7%= 1,6181803 1 2{?= 1,4459636



26.5.

72

pa je, na Cetiri decimale, y; = 1,6182 i z, = 1,4460.

Stefensen~Ojler~Ko$ijevom iterativnom metodom se dobija,

=(1 1 - - -
uzevsi za yfog -‘yf ), yf ; = y{Z)' yfzé = Yf3):

(o) 21 L) _ (2

( .
1,0 1 1,0 )

z{f;= “{3)(taéka 14.5.),

(2) (o) (1) 72
Yier ¥ y
O e ¢y l lfog = 1,6178136,

y1 o} 2Yl (o} + y1 o)
,(2) (o) __[ (1)]2

,(0) = 10" "1,0 = 1,4459891,
1,1 (2) (1) (o)
zl,o 2z + zl,o

(1) _ h (o).
yi= vor Ble* £ ] 1,6181827,

~h (o) I_
[Eo 1,1 )= 1.,4459102,

F"A
i
'..av

vi2)= yot 3[Eo+ £11) = 1,6181764,

z{f =z + h[to ffl)]— 1,4459585.

KoriSéenjem izmene algoritma (tacdka 14.5) se dalje dobija

(3)_ h (2) -
yi3l= y o+ 3.+ £ )] 1,6181012 4

{31_ 2o+ Bl t(z)]‘ 1,4459645,

pa je, na Cetiri decimale, dobijen isti rezultat, ali sa
dva racunanja manje.

Na analogan nac¢in se mogu i ostale metode, od IT.15. do
II.25., prilagoditi za nalaZenje pribliZnih reSenja sistema
diferencijalnih jedna&ina i diferencijalnih jednadina visSeg

reda.
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GLAYA III

NEKE NOVE METODE ZA NALAZENJE PRIBLIZNIH RESENJA KOSIJEVOG ZADATKA
IZVESNIH SISTEMA DIFERENCIJALNIH JEDNACGINA

U ovoj glavi se uglavnom rasmatra zadatak (3)-(4) i daje
nekoliko analitidkih i numeri&kih metoda za nalaZenje
. pribliZnog regenja tog zadatka. Sve metode koje se pred-
laZu mogu se (kako je u uvodu redeno) primeniti i na
diferencijalne jednadine drugog reda oblika u'’ ¥ p(x)u’'+
g(x)u = r(x) ili pak oblika z“=JJx,z). Prednost metoda
koje se predlaZu u odnosu na njima“sliéne metode je u
brZem dobijanju pribliZnog refenja sa istom tac¢nosdéu.

IIT.1. Pikar—-Sajdlova metoda

l.1., Neka je dat sistem diferehcijalnih jednadina (3) sa za-
datim:uslovima (4).

Prema Pikar-Sajdlovoj metodi sistem difefencijalnih jed-
na¢ina (3) se, najpre zapiSe u integralnom obliku

X
( y = yo-i-Sf(x,z)dx
Xe
III.1) < X
L z = Z°+ S E(XIY)dX,
%o

a zatim se\formiraju nizovi uzastopnih pribliZnih resenja
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X

‘ _ X
r’ yl(X)m=-yo+ S fo,zo)dx, A;l(x)=zo¢-5 fix,yl(x»dx,'
. Xo Xo
X , X

Y2(X) = yOfgS f(x,zl(x»dx, zz(x)=z°+-S‘@Jx,yz(x»dx,“
o R Xo
_.""......X'..'.l."........Q.'I.......X'...........'.
Yo (%) =y + S L(x,m5.4 (x)ax, 2y (X) =z + E(x,y‘n(a))dx,

‘\ L ...i;:”;'.. .'. e & & .v. ® 0 9 2 0 0 B O O S e S OO PSP G PO SO OO SS @S

'Pod pretpostavkom da funkcije f(x,z) i %ﬁx,y) zadovolja~-
vaju uslove Kofi-Pikarove teoreme u oblasti
g=_{_(;cfy,z)llx—xolga, | y—yo\éb. Iz-zolsb } (a,b = const.)

lako éé'dSkazujuwnpr. [12], [15] i [1i]5 slededa tvrdjenja:

a) Sve funkejije nizova {yi(x)} i {zi(x)} (L =1,2,3,...)
definisangfsu u nqérekidne za |x—xoygh..i nalaze se u 'y
(h = min (a,ﬁ), lko 1] elem %a‘(x(y'z) EI);

b) Nizovi neprekidnih funkcija uniformno konvergiraju za
lx - on;h, pa su i granidne funkcije y = y(x) i z=z(x)
neprekidne na pomenutom intervalu;?®

c) Grani¥ne funkcije y(x) i z(x) nalaze se u oblasti of

za lx - xoléh;

d) ReSenje sistema (3), v = y(x), 2z = z(x) sa pocetnim
uslovima y(xo)=yo, z(xo) = Zg je jedinstveno. Nac¢in do-
kazivanja tvrdienja a), b), ¢) i .d) je isti Kao u Ko¥i-

-Pikar

oy
%

bvoj teoremi.

.Nggpﬁi:{yi(x)} i {zi(x)} (1 = 1,2,3...) dobijeni Pikar-
-Sajdlovom metodom konvergiraju brZe ka resSenju zadatka
(3)-(4) od nizova {y;(x)}i {zz(x)} (i=1,2,3,...) do-
bijenih Pikarovom metodom i vaZe procene
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ngkﬁx Pn

|y x) = yn(x)lé% . s

(TIL.3) 1

: 2n+1 n+l1
L7 x-x1..
lz(x) -z (x)lé% . l o|2

(Zn+1) ! (n=1,2,3,...),

gde je L LipSicova konstanta za funkcije f(x,z) i ¥(x,y)
u oblasti U

Za dokazivanje nejednakosti (II.3) uvedimo najpre oznake
enFIY¢X) - Yn(X)\ i 5n=lz(x) - zn(x)\.

Bide tada, prema (IIL1) iIII.2)

En"lS[f(x'Z) - £(x,z, l(x))]dx\slg‘f(x z) - £(x,z, l(x))ldx\4

Xo Xo

2 §leomsy 0] ax = 205, 0

Xo : X,
i sliéno
gn ISEE(X,y) - CUx,yp (%) )]dx‘4L5f dx.
Kako Je |

&°=\ y= yo\ =\§of(x,z)dx H§( | £(x,2) )‘ dx‘éM\ Sxdx|= M|x-x_|=

Xo Xo
g il
Som -zl gwxmaxl bl
dalje se doblja e e e
M. le x| M Lz.lx—xol 2

81_/_]'.:5 ﬂx:f 51 !
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X 2 2 3, . .3
: . L) x| o Lo xex |
M M
gléL § T ° sT—— dx = T )
(o]
X 3 3 4, 4
L 4l.x—.x ‘ . L |x-x
€ 2t S% T ax = § I4.1 o Y
Xo
X L4‘xx\4 slx—xls
M — M
02éh § T —T—— ax = —°
Xo

itd.
O¢igledno je da se lako pokazuje, matematickom indukcijom,
da za mej\[ vaZi
6 _u LG‘x—xoi 2n o g‘__l\_d_ L2n+J‘lx7}-{.o| 2n+l
=L (2n) n=L (2n+1)

¢ime su dobijene ocene za grefke (III.)3).

1.3. Primenom Pikarove metode na sistem diferencijalnih jed-
na¢ina (3), pri €emu se odgovarajuéi nizovi pribliZnih
reSenja dobijaju pomodéu formula

<
( Y:;(x) = ;y; +Sf(x,z;_1(x))dx
)
(III. 4
/ )T * _ * * _ 2'3 )
zh(x) = 2z + St(x,yirl(x)) dx (n = 1,2,3,.0.)

.- Xp

*
(Y‘o= Yor 2o™ zo) ’

dobijaju se formule za grefke (videti I.6.2 i I.6.2. pri-
medba 1) '

* * 0| 'Ln+]1X-'Xo" nt
En =ly(x) - Yo (BET  (n+1) 1
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n:!-J1x o\ D+l

(n¥1) !

$: =lz-z ol E

na bazi nejednakosti

5} g . * ..x *

5n4tS a1 dx 1 ghél:SEh—l dx
Xo

kao i nejednakosti

* M L‘x—xo‘ . x

EolT

1!

Dalje se vidi da je

€ _ Lh—l‘x_xo‘n-lv . Ln—ll-x‘xo
Eal  (h+2) (A+3...(20) (A=1) 1 (2A)

|21

pa je

En‘M En—z- En .

Slicéno je

. L 1 e ]
_8;<jﬁ “ZmE1 .Jhﬂ' 5h

$to jasno govori o brzini konvergencije nizova formira-
*
~nih u Pikar-sajdlovoj metodi (g; 1 5; te¥e nuli kada

j -’e") .

O¢igledno je, iz tacke 1.2., da su za isto/YLvéliéine €4
i §, razli¥ite, pa sa aspekta primene nije svejedno u

kom redosledu se zapisuju jednadine y’'=f(x,z) i z'=¥x,y)
to treba imati u vidu prilikom refavanja zadatka (3)-(4)
Pikar-Sajdlovbm metodom.
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1.5. Karakteristike Pikar-Sajdliove metode su iste (izuzev brzi-
ne konvergencije) kao i Pikarove metode, 3to znaci i da
se npr. Pikar-Sajdlova metoda moZe primeniti na Siroke
klase sistema diferencijalnih jednac¢ina oblika (3) (pri
tome nije neophodna analiticnost fuﬁkcija f(x,z) i e(x,v)),
a takodje i da je osnovni problem primene te metode taj
Sto se realizujucdi je nekada moZe doci do veoma kompliko-
vanih (ili neres$ivih) tipova integrala. U takvim slucaje-
vima se za reSavanje zadatka (3)-(4) mora upotrebiti ne-
ka druga metoda npr. Pikar (varijanta Orlova)-Sajdlova

metoda koja ¢e biti izloZena kasnije.

1.6, Primer 1.

Dat je sistem diferencijalnih jednacina

vy’ = 222—x2

y+2x°-1 v(0)=1, z(0)=0

Pikarovom i Pikar Sajdlovom metodom naci nekoliko uzas-

topnih aproksimacija (pribliZnih reSenja).

Pikarovom metodom se dobija
X X

* * * 2 X3
YI(X) = yo+-gf(x,zo) dx = 1 + §(_x ) dx = 1 - 2,
*o X 5
z] (x) = z&+ S‘C(XJYS) dx =§2x3dx = %xd‘ ,
% © X 5
* * * 3 18 2 _ o x 19
¥, (%) = Yo+ §f(x,zl(x))dx = 1+§‘07x-—x )dx 1-5 + 18X

% X
* S(e * _S
z,(x) = z * (x,yi(x) dx —o

Xo
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Sli¢no je dalje

* _ x 25 9 ron_ 5.4, 1 10
y3x) =1 =3+ gogzx o« 2300= gExt gEpex .

3
* X 25 .9 1 15 2 21
Va(X) = 1 =~ F + ==y + m——a—ax "+ X 7
4 3 9.72 5.12.15" (180)2.21
* _ 5.4 5 10 .
z,(x) = g5x7+ T53 X itd.
Pikar-Sajdlovom metodom se dobija
X 3
yy(x) = y+ S fix,z )dx = 1-x% ,
Xo
N X
5.3 5 4
z,(x) = zo+g\€(x,yl(x))dx =S-3-x dx = 5% ,
Xo o
X X 3
yz(x) = yo+ Sf(x),zl(x))dx = 1+ S(%%XB—Xz)dX=1—§ +§3%§x9,
X
_ _ <34 _ 5 4 5 10
Xo
itdl
. . . . * * *
O¢igledno je da je yl(x; = yl(x), zl(x)= zz(x), yz(x)=y3(x),

zz(x) = zZ(x), tj. do istog rezultata se dolazi Pikar-Saj-

dlovom metodom kao i Pikarovom metodom sa dva puta manje

racunanja.

Primer 2.
Neka je dat sistem diferencijalnih jadnadina

'= N+ xz
2= 1 egx - aley  Y(OZ0 2(01=0, % /MER.
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Treba nac¢i tri pribliZna reSenja Pikarovom i Pikar--Saj-

dlovom metodom i proceniti gre3ke tih pribliZnih re3enja

u oblasti

s = (vl Ix2d, vlen, lel21)

pri >\=j\4 =

Pikarovom metodom se dobija

: * *
yl(x) =Ax, zl(x)-
* 1.3Ma 1 s *
yz(x) )\x+-3-x +§x -iﬁx ’ ZZ(X)

yg(x) =7\x+%x3+ 7L'é"—j.‘1x4+ ?i-xs i z;(x)

Pikar-Sajdlovom metodom se dobija

Yl(X) =Axl zl \x) =

Yo (%) =Ax + %X3 )igx —-5- '

-

_ A+M2 1.3 1.4 | MM5
zz(x) = x + —zﬂx +_-3-x + >14 + ———40x +

y3(x) =}\x431-x + =x

23(x) = x +=FmxT 4+ 3xT 4 x4+ X

+ 1
_ ]\J“2+_3_ ,
(Y
o N+ M2 13 1.4, M5 X
—x+-—2—x+3x+r2—x+4—0-x+§5
e 22520 1,3
1_6
30
+j‘fx7 1.8

pa je za A=f4=1

* 1.3 * 2,13, 14, 15 x°

y3(x)=x+3-x +Z-x +—5-x i 23(x)= x+x+3x+—1?4+ +39(-0- kiao 1
1.3

Y30 = x +i-x4+115+7%x6+117+ 18
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_ 2,13, 14,15 16,1 7, 1 _8 1.9
23(x) = xdxis X4 e 30% f 5o* * voe* * IT3* T erm < -

Lako se izraduna da su

a
- n=1, m=%1n=4],
pa je za ‘x]<T%
| * u r%n?
| ¥ -y3 (x| < Eg— = 0,0020032=0,002.

Takodje je i
*
‘z(x) - 23(x)| ~, 0,002,

Greske za y3(x)i ZB(X) su

6, 6
. ) M O
ly(x) - yyoled E— < 0,000007
i
7,7
lz(x) - z;0lef &B— < 0,0000003

odakle je o¢igledno da je Pikar-Sajdlovom metodom pos—
tignuta dosta vecda tafnost nego Pikarovom metodom.

ITI.2. Pikar (varijanta Orlova) - Sajdlova metoda

2.1, Neka je dat sistem diferencijalnih jedna&ina (3) sa po-

‘ .Cetnim uslovima (4). PribliZno reSenje sistema diferenci-
jalnih jednadina (3) sa zadatinm,uslovima (4) se nalazi
kori3éenjem nizova pribliZavanja odredjenih slededéim
formulama '
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X X

" S 1 2
Yy (x) =y + ) £(x,z )ax, z, (0) = z_+ )€,y (x)dx,
Xq Xo
X 3 ) X 4
Y, (x) = yo+3f(x,zl(x)dx, z,(x) = z_+ S‘C(x,yz(x))dx,
Xo XO .
S 5
X X
2n~-1 2n
yn(Z) = yo+5f(x,zn_1(x))dx, zh(x) =,zo+5 ‘C(x,yn(x)) ax,
Xo Xo -
\eeecoaconn et e e s aces et s ese st o ascessssessescoes s ot nnenenuo
2s-1 2s
gde simboli f(x,zs_l(x) i &(x,ys(x) (s=1,2,3,...)

oznac¢avaju da odgovarajucde funkcije treba razviti u Tej-
lorov red po (x—xo) i zadrzZati respektivno 2s-1 odnosno

2s prvih ¢lanova tih redova.

2.2. Sve karakteristike Pikarove (varijanta Orlova) metode
[14] i [6] prenose se i na Pikar (varijanti Orlova) - Saj-

dlovu metodu tj.:

1) Metoda se moZe primeniti kada su funkcije f(x,z) i

¥(x,y) analitidke u blizini tadke Mo(xo,yo,zo);
2) Uzastopne aproksimacije su polinomi sve vedeg stepena;

3) Svi ti polinomi su delimié&ni zbirovi Tejlorovih redova

(integrala datog sistema) za x = Xor ¥ = Ygqr 2 = 2 tako
da ova metoda predstavlja metodu integracije pomocu Tejlo-

rovog reda;

4) Aproksimacije se uvek mogu izvoditi do ma koje Zeljene

tacnosti.
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2.3. Ako se uporedi Pikar (varijanta Orlova) =~ Sajdlova metoda
sa Pikarovom (varijanta Orlova) metodom koja je odredje-
na formulama (glava I, poglavlje I.7)

X -1
7 *( _ S * _ *S *
y¥(x) = ) £lx,z dx, z,(x) = zo+x‘€(xlyo>dxr
(-] o
A 2 -
* * * R *
yz(x) = ¥Yq +Sf(x z (x)dx, zz(x) = 7 +Sf(x,y (x)dx,
o} 1
Xo Xo
(III.G) < ® @6 & & ¢ & 6 ® 9 & 5 ¢ O & B & 4 & P S G S S S 0 s ® 6 ¢ 9 & 8 0 0 6 & O 5 0 s 6 s 0D
: X
m
yg(x) = y; + Sf(x,zR_1(x)dx,
Xo .
% m
zé‘l(x) = z; +S‘€(x,ym l(x)dx,
Xo
\Y5 = ¥or 25 = Zg
) 3
(gde simboli £(s,z%_; (x) 1¥x,y%_;(x) imaju

isti smisao kao u formulama (III.5) moZe se uociti da je
Y (X) = ygm_l(x) i Zm(x) =z} (x) (m=1,2,3,...), tj.

za dobijanje polinoma istih stepena Pikar (varijanta
Orlova) - Sajdlovom metodom je potrebno dva puta manje

.- ra%unanja nego Pikarovom . (varijanta Orlova) metodom, Sto
je osnovni kvalitet te metode.

2,4, Primer.
Neka je dat sistem diferencijalnih jednadina

y’= 1 + 2x + sinz

z!/= 1 + x2 +y

sa zadatim poletnim uslovima y (0) 0, z(0) =
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Pikarovom (varijanta Orlova) i Pikar (varijanta Orlova)
-~ Sajdlovom metodom treba nadi pribliZno reSenje do poli-
noma petog i Sestog stepena. Pikarovom (varijanta Orlova)

metodom se dobija _ ~
\ X X
X—————i —_
y’]"_(x) = y; + S f(x,z;dx = S (1+2x)dx =S dx = x,
XQ (@] o
X
X 1 X___4
z’{(x) = z¥ +S‘C(x,yg)dx = S (l+x2)dx = de = x,
Xo o o )
X X
AJ— 2 2
y;(x) = yg + Sf(x,z’i‘(x)dx = g (1+2x+sinx)dx=_§(4+2x+x)dx =
Xo o o
=X + .g’.xz , 1

X
2

X X
_2 —_—2
z*(x) = 2 +S‘C(x,y’1'(x)dx = S ().ka2+x)dx "‘S (1+x)dx = x+5 .
Xo o o

b

Analognim postupkom dalje se dobija

3 2
y3(x) = x + %xz + % ' z%(x) = x+ % + %x3,
3 4 2 3 4
yZ(x)=x+%x2+365+36‘-, zz(x).—_x+§+___5>6< +>2<_4.'
3 4 5 2 3 4 5
5x X
YE (X) =x-l-%x2+36{-r+-§-§-zl, 2% (X) =x+32‘-+-6-+32‘—4-+-§~6
3 4 5 6
- 3,2, X X _ X _ XU .
YE(X) = x+5x"+ T+ £ - 37~ I3 i
32 5x3' x4 'x5 x6
2g(x) = x + 5+ =+ 57+ 35" I
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Pikar (varijanta Orlova)-Sajdlovom metodom se dobija

x———————-d
yy(x) = y+ S f(x,z )dx = x,
. XO -y
X______________?_ X______z___z X, 2
zl(x) = 2z + S‘C(x,yl(x)dx =S (y+x“+ x)dx =S (1+x)dx = x+§ ’
Ko o o
X X X
. ——3 -5 2
Yo (x)=y _+ ,f(x,zﬁx)dx= [kl+2+sin(x+5 i]dx = ) (1+3x+5 )dx=
Xo < o
3
= x + %x2+ % , i
X X
M 2 3.2 x3
ZZ(X) = z+ Yﬂxfyz(x))dx = J1+x"+ x + Sx°+ g-) dx =
. Xo - = )
2 4

- X4 2.3 4 X
x+2+6x+4.

5 3, x x X
t Xt 51t 39 —- 147 ¢

S b

z3(x) = x +

Oc¢igledno je da je y3(x) = yg(x) i z3(x) = zg(x), tj.
dobija se isti rezultat, ali dosta lakSe (Sest integracija
i Sest razvijanja funkcija u Tejlorov red manje) Pikar
(varijanta Orlova)-Sajdlovom metodom nego Pikarovom
(varinta Orlova) metodom.

Primedba 1. Primena Pikarove metode pri re$avanju ovog

zadatka bila bi prakticno nemogudéa.

Primedba 2. Pikar-Sajdlova i Pikar (varijanta Orlova)-Saj-
dlova metoda se,na oc¢igledan nac¢in, mogu primeniti i za
nalaZenje pribliZnog reSenja sistema diferencijalih jed-

na¢ina oblika
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y' = £(x,y.,2)

z! = é(x,y,z) y(xo)_= Yy z(xo) = 3z

o’ of

a takodje i na sisteme od n jednadina prvog reda (potpune
ili ne). Samim tim se mogu primeniti i na diferencijalne
jednacine visSeg reda.

2.7, Primedba 3. Diferencijalna jednacdina 4"+p(x)4'+q(x)u=r(x)

g e

se, poznatom, smenom u(x) = e z(x) svodi na di-
ferencijalnu jednadinu oblika z"=J(x,z), a ova dalje

smenom z’= y se prevodi na sistem diferencijalnih jedna-
¢ina (3), pa se obe predloZene metode (takodje i sve me-
tode koje ce biti prédloiene do kraja rada) mogu tretira-
ti kao metode za nalaZenje KoSijevog refenja diferencijali-
nih jednadina drugog reda u"+p(x)a’+g(x)u=r(x) i z"=L(x,z

III.3. Ojler-KoSi-Sajdlova metoda

3.1, Neka je dat sistem diferencijalnih jednadina (3) sa zada-
tim uslovima (4).
Metoda Ojler-Ko8i-Sajdl se sastoji u tome da se najpre
izabere dovoljno malo h>0 1 formira niz {xi} koristeci
se jednakoséu (I.1l). Vrednosti Yi4+1 i 2i+1 (i = 0,1,2,...:
se izralunavaju koristedéi se formulama

(o)

Yiyl T ¥y * BEy
(III.7)
289 = 2 4 ne. (f.= £(x.,z.) €.= ¥Ux.,y.), i=0,1,2
i+l i i i ir25),%¢4 10¥3) 0 rtise..
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kao*i formulama

(. (k) _ " h (k1)
Yig1 - ¥g ¥ 5[?1* £fim1
(III.B) =< ’ A
(k) _ h (k) s -
. (k=1 _ : (k-1
gde Je fi+1 - f(Xi-itl’zi+l ).
. k ‘
tj('}ii;: &(Xi'*'l’yj(.'i‘;.), (k = 112’3'000)0

3.2. Niz iteracija se produZava dok se po dve uzastopne vred-

(m) . (m+1) . (m) (m+1) o
441 1 Y44 kao i z:41 1 244 (M= 0,1,2,c..)

jednovremeno ne poklope medjusobno na odgovarajuéi broj
dekadnih znakova. Kada je to postignuto stavi se da je

nosti y

Yi41= Yi41 1 33497 %3410 9de su yy .y 1 2;,, zajednicki
. i1y . (m) ., . (m+1) . . (m) ., _ (m+l)
delovi pribliZavanja Yi+1 1 ¥Yi kao i Zip1 125407

3.3. Ako se uporedi Ojler-Kofi-Sajdlova metoda sa Ojler~KoSi-
jevom metodom (glava I, poglavlje I.1l) kod koje se vred-
nosti Yi+1 i Z541 dobijaju pomodu formula

s(o) _ 5 =

; Yiyl T y1+ hfi
(III.9) — (o) - _ - - -
Zi+1 T %yt h'¢; Yo Yor 32o° %25 ;5 f(xl'zi)
f;=t(xi,§) (i =0,1,2,...) i formula
/
—(k) _ = , A= , z(k-1)
Yig1 = Y3 7 2[%i+ i+l
(ITI.10)4 =(k) _ = , hiy . o(k-1) = (k-1)_ —(k-1),
1 2141 = Zat gt € I e Elxgprez ")
s (k-1_ -(k-1) _
l ti+1 = t(xi+1’yi+l ) (k = 1,2,3,...)
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moZe se konstatovati da je za i =0,1,2,...
(o) _ =(0) (o) _ =(0)

Yi+l T ¥541 1 25401 %5471

kao i da je ~
(m) _ =(2m-1) (m) _ =(2m) _

Yi+1 = Yin %541 T %Zin (m = 1,2,3,...),

tj. da je za dostizanje iste tacnosti iterativnom
Ojler-KosSi-Sajdlovom metodom potrebno oko dva puta manje
radunanja nego Ojler-KosSijevom metodom.

*

Takodje je jasno da su uslovi koji obezbedjuju konvergen-

ciju nizova §ifl i Eiﬁi dovolijni za obezbedjenje
konvergencije nizova yéti i ziii (koji se dobijaju

koriséenjem formula (III.7) i (III.8).

3.4. Formule za iterativnu Ojler-KoZi-Sajdlowvu métodu se mogu
unekoliko modifikovati. U tim modifikovanim varijantama
se umesto prediktora (III.7) u svojstvu prediktora mogu
koristiti formule

(o) _ h 3
(v{%) = vy+ 7035 - £

(ITI.11) <
(o) _ 'h _ _
Zi+l - zi+ -2.[_3\63.. ‘Ci—]_] (i 112131000)0
\
fm = f(Xlem), ‘cm=‘C(Xm’ym)' (m = 0’1'2'...)
ili formule
(o) _
Yiel = Yyt 2RE;
(II1.12) | | |
(O) = = = s
201 = Ziopt 20ty (5= £lxgezg), €=Uxg,yy), 151,23,

(glava I, poglavlje I.1, tadke I.5 i I.6).
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U obe ove modifikacije se mora najpre izradunati Yy, 1 2z4

nekom od postojeéih metoda za nala¥enje pribli¥nih refe-
nja sistema diferencijalnih jednacina, npr. metodom
Runge-Kuta.

(o) 4 (o)

Napomena. Rafunanje prediktora Yitl Zi1

formule (ITII.12) je lakSe (samo jednom se radunaju vre-

upotrebom

dnosti funkcija f£(x,z) i ¢ (x,y))nego raéqnanje prediktora
koriscenjem formule (III.1ll), pa je Ojler-Kodi-Sajdlova
metoda sa prediktorom (III.12) pogodnija za primenu od
metode sa prediktorom (III.1ll1).

Primer

Neka je dat sistem diferencijalnih jednadina

y'= 1 + 2x2+ 22

z'= 2 + X +y y(o) = 0,z2(0) = o

i neka je izabrano h = 0,1, Treba naé¢i y(0,1) i z(0,1),
na pet decimala, Ojler-KoSijevom i Ojler-KoSi-Sajdlovom
metodom.

Ojler-KoSijevom metodom se dobija

§{°)= Yo+ hf(x_,z ) = 0,1,

2{®=Z_ + nlux_,7.)= 0,2,

yi =g, -g-[:f(xo,Eo) + f(xl,-z-{o))]= 0,103,
0=z + o x5, + t(xl,§l(°))]= 0,21,
7= 5+ Bl .z + f(xl,'z'l(l)]= 0,10320,

z,"'= z_ + %[k(xo’§o) + f(xl,§{l)£]= 0,21016,
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3= Yo ¥ %[f(xolzé) + f(xl-?,'Z'l(Z))] = Q,10321,
-(3 - : o -
zl( .)= 2o * %.[Uxo,yo) + ‘C(xyyl(m)]: 0,21016
i) Yo + %Ef(xo,'z—o-) + f(xl,'z"f’))] = 0,10321, .

pa je, imajuéi u vidu da je g = 0,21016, ovom metodom

= 0,21016.

- (4)
1

dobijeno da je Y= 0,10321 i zy

Ojler-Ko8i-Sajdlovom metodom se dobija
o — —
yi )= y{o)= 0,1, z{°)= z{°)= 0,2

(1)

Z1 T %5 ¢ %[E(Xo'yo) + f(xi,yl(l))] 2{2)= 0,21016,

y{2)= Yo * %[ﬁ(xo,zo) + f(xl,zfl))] = §£3)= 0,10321,

1

D 2+ WM g + Ty ™ ] = 59 0,106,

pa je (imajudi u vidu da je y{3)= y{z) dobijen isti re-

zultat za Y, i Zqe ali sa manje racunanja.

Adams—-Sajdlove metode

Navedimo nekoliko Adams-Sajdlovih metoda za reSavanije
zadatka (3)-(4). Sve te metode imada izvesnih sliénosti
sa Adamsovim metodama, (glava I, poglavlije I.3) a tako-
dje i sa, veé prezentiranom, Ojler—-Ko$i-Sajdlovom metodom.
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| - Metoda ITIT.4. -

4.1, Pri reSavanju zadatka (3)-(4) izabere se, najpre, dovo::
ljno malo h i formira niz -(xi} koristeci se formulom
(I.1). Za primenu metode je potrebno dalje da se (nekom
od postojeéih metoda za nalaZenje pribliZnih reSenja si-
stema diferencijalnih jednafina) izradunaju vrednosti
Yi1¥or2y i Z,- Kadé je to ucéinijeno dalje e biti

7 ' .
Yi+1 = ¥y v g 23f - 16f; ,+ 5f,

(III.13)<
z{9) — 4. & 15[23%;- 16%;_,+ 5% (i = 2,3,4 )
k i+l i 12 i i-1 T %i-2 r=rsreec i
gde je fm = f(xm,zm) i\ﬁnf (xm,ym) {m=0,1,2,...), A
sledeca pribliZavanja se racunaju koriscdenjem formula
. ,
(k) _ _J}[ k-1) _ ]
yif) = vyt o5t * BE - £5
(ITI.14)<

(k) hl o, (k) . v
Zi+l = Zi+ '1_2'[5\61_'_1 + 8\61 - \ei_l] (1—2’3,4’0..; k=1,2’3,...

(k=1) _ (k-1 X |
figr = EOrgpeziirth), e fk) =, v D), = 2,3,4,...;

k=1,2,3,...).

4.2. Niz pribliZavanja se produZava, kao i u predhodno izloZe-

noj metodi, dok se po dve uzastopne vrednosti ne poklope
na odgovarajuéi broj dekadnih znakova.

4.3. Ako se uporedi Adams-Sajdlova metoda III.4. sa, njoj,
korespodentnom Adamsovom metodom kod koje je prediktor
odredjen formulama :
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©) _ = o Blhaz _ 162 . e3
Yis1 = ¥yt T7{?3fi - 16f; 4+ 5fi—2]

o~ h[hag - .
i+1 = 23t Tﬁ[é3ti = 16¢, ti—2] (1 =2,3,4,...)

o %o fi+1--=f(xm’zm)' s€m= (xm’ym

) (ITl= 0,1,2,-..:
'a korektor formulama

(—(k) _ = hlez(k=-1), .2 _ = ]
Yi+l = Y3 * 735854+ 8E- £,

-(k) _ = hl (k 1) > 5 e

Zi+l = Zi +T‘2‘ t + B‘Ci - ti""l] (l = 2,?,4,0.-),

gde je

=(k-1)_ (k-1) (k=-1)_ (k-1) -

fi+1 f(X:1.+l'z:1.+l ). |8 i+l f‘x1+l'y1+l ) (k=1,2,3,...

lako se konstatuje da je

(o) _ =(o) . (o) _ =(o)

Yivl T Yiv1 0 %141 T Ziql
kao i da je
v® _ —(2m-1) , (M) _ =(2m) |
1417 Yit ST ¥ B WP (m = 1,2,3,c00)

tj. da je za dostizanje iste tacnosti Adams-Sajdlovom
metodom III.4. potrebno oko dva puta manje radunanja ne-
go, njoj, odgovarajucdom Adamsovom metodom.

Uslovi koji obezbedjuju konvergenciiju nizova<{§£ﬁis
i _iii su dovolijni za obezbedjenje konvergencije nizo-
va{y£fi} i {zéfi}-(koji se dobijaju u Adams-Sajdlovoj

metodi III.4).
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4.4. Ove dve vaZne primedbe.Ce vaZiti i za sve ostale metode
koje ¢e biti izloZene do kraja rada.

4.5, Primer

Data je diferencijalna jednacina

z"=z2+ 3, 2z (0) = o, 2z’'(o) = 5.

Adams—-Sajdlovom metodom III.4. i korespodentnom Adamsovom
metodom nadéi pribliZno reSenje date jedna¢ine za x = 0,3
na pet decimala. '

Ako se u polaznu jedna&inu uvede smena
: D _ ,
14

z' =y + x° + 1, dobija se
y'’ = x + 22
z’" = 1 + x2+ v v(o) = 4, z(o) = o.

Metodom Ruhge—-Kuta, sa h = 0,1, se dobija .

y,=4,01335, z,=0,50071, y,=4,08712 i z,=1,00690.

2

Dalje je

f0= 0,-f1=0,3507105, £f,=1,2138476,

2
¢.=0, t,=5,02335 1 ¥t,=5,12712.

Adamsovom metodom se dobija (imajuéi u vidu da je

vi= ¥i0o2= By (1=1,2) 1 £=F 4 tj=fg (5 = 0,1,2))

7§+ B[a3E - 168+ 5E_J
y3%'= ¥, + 75|23, - 16E+ 5fo] 4,2730127,
200 5, + B[23E, - 16€,+ ¥ ]-
2:%= 2, + Ti[?3fz 16€ + 5¥_|= 1,5281513,

-3

£i°)= 2,6352467, €{®)= 5,3630127,
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=g+ B [52000+ 62, - E, |- 4,2749225,
2= 2+ f%:[5i§°)+ 8¢, -‘;] = 1,5303056,
£{M= 2,6418352, ¢fV ='5,3549;25,

=7 + 2 [s8{1), gF _-']_
Y35'= Yot 13 [5f3 + 8f, - £, |= 4,275197,

—(2)_ = ., h[ o). a6 _ v 1o
_(2) -
£3 = 2,6420785,  €{*)= 5,365197,

= =(2) s _ —]_
Y37 = Yo+ 135 [Sf3 + 8%, - £, |= 4,2752071,

- - h 5(2) S _ v L.
z, =z + -—-[523 + S%é ti]— 1,5303966,

Fhi
o~~~
W
L g
i
N
-
()]
'S
N
H
[
w
-3
-
o€
~
w
S
It

5,3652071

_ =(3) = _ 7 1=
gi¥= g+ B [§f3 + 8E, fl]- 4,2752086
—(4)_ = ., h[ ¢(3), a% _ o |
2= 2+ 5[5 €53+ 8¢, - €= 1,530397,

pa je na pet decimala

y(0,3) = 4,27521 1 z(0,3) = 1,53040
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Adams-Sajdlovom metodom ILI.4. se dobija

y§°)= §§°)= 4,2730127, z§°)='§§°)= 1,5281513 i

glo)_ E§°)= 2,6352467.

3

Dalje je

vt +-E[5f(°)+ 8f. .- f ]= 4,2749225, 1) o5, 3649225
3 Yo ¥ 1Pt T %7 4 ’ r 03 ' '
(1) h (1) _ _ ' (1) _ :

z{= 2z, + TE[?ts + 8, ti]— 1,530385, £{1)=2,6420785,

(2). hlse (1) - £]= (2)_
Y3 ‘T ¥y ¥ Ti[?ﬁ3~ + 8f, f1]— 4,2752071, ¥3°'=5,3652071,

(2) + T%[5%é2)+ 8t~ &, |= 1,530397, £{2)=2,6421149,

(3)_ hi. . (2) R
v5¥= v, +‘T§[§f3 + 8%, f1]- 4,2752087,

pa je Yy = 4,27521 i z4 = 1,53040, tj. do istog rezul-
tata z(0,3) se dolazi, ali sa manje rafunanja.

O¢igledno je, takodje, da je

_ - (2)_ =(3)
y M gD, Lo g @ = ¥57 e

Metoda TITI.S5.

Refavajuéi zadatak (3)-(4), kao i kod predhodne metode,
najpre se formira niz {xi}i izradunaju vrednosti yl,

Yor %4 iz,.
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Dalje je
(_(0) " h _
vish = Yyt F[7Em 25 £,
(ITII.15) ﬁ ~
(o) _ h _ ] .
\Zi'*'l = Zi_1+ 3[7ti 2ri_l+ ti-z | (vl = 2,3,4,000)

(fm=f(xm,zm), (Cm=t(xm,ym), m= 0,1,2,¢..),

a sledeca pribliZavanja se dobijaju koristedi se formu-
lama (III.14).

5.2. Niz pribliZavanja se produZava dok se po dve uzastopne
vrednosti ne poklope na odgovarajuéi broj dekadnih znakova.

Metoda ITII.6.

6.1. ReSavajuéi zadatak (3)-(4) na ranije navedeni nad¢in se
formira niz {xi}. Zatim se, nekom od postojecih metoda
izrac¢unaju vrednosti Y1¢¥Yo1¥3r 2702, i z5.

Dalje je

,
(o) _ .. _h - -
Yig1 = ¥Yit 24[55fi 59f, 4+ 37, 9f1—3]

(IIT.16) <«

(o) _ _h - | - (=

(Ifm’:f(xmlzm) ’ ‘Cm= ,\C(xlem) ’ n = 0'-1'2' * e .) ’

a sledeéa pribli¥avanja se dobijaju koriféenjem formula
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(k)
yJ_+l

XL [éf(k'l i'l&ﬁifsfi?I + fin]
(ITII.17)

(k) _ (k)
Zig1 = 23t 3 [9 i1t 19€- 5€ fi—zj

(i = 3,4,5,444; k =1,2,3,¢04),

(£ k1)

BB ex, 0257, R St k)

i+17%i+1 i+l i+17Yi+1
(i= 3,4,5,--.; k= 1,2,3,...).

6.2. Niz pribliZavanja se produZava dok se po dve uzastopne

vrednosti ne poklope na odgovarajuéi broj dekadnih zna-
kova.

Metoda III.7.

7.1. Pri reS8avanju zadatka (3)-(4) na ranije navedeni nadin
se formira niz {xis i izradunaju vrednosti Y11¥pr¥3e2q,

z, i Z3.
Dalje je
(o) _ h[g _ _ ]
Yi+1 = ¥Yy-1 *t 3[8F; - SE 0t 4 5 £ 5
(III.18) S
(o) _ h[ _ : _ ] _
| Zi+1 T Zi-1 T L8 - 58+ 46 - Eg] (4=3,4,5,..0)
(fm=f(xm’zm)' g E(X 'ym ) (m=0l11210-f))r

a slededa pribli¥avanja se ra&unaju koristeéi se formu-
lama (III.17).
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7.2. Niz pribliZavanja se produZava dok se po dve uzastopne
- vrednosti ne poklope na odgovarajuéi broj dekadnih zna-
kova.

Metoda III.S8.

8.1. ReSavajuéi zadatak (3)-(4) najpre se formira niz {xi}.
Zatim se kao kod Metode III.6. i Metode III.7. izracuna-
ju vrednosti Y1r¥or¥3s21025 i z3.'Dalje se "nulto pribli-
Zavanje" (prediktor) za (i+1)-¥i korak raduna pomocu for-
mula (III.1l6), a sledeca pfibliiavanja se dobijaju kori-
S¢enjem formula

[ (k) _ hi_(k-1) ]
Yit1 = Y37 §[fi+1 v ALyt £,

(I;i.lg) 7

lz:i(-i:)l- = Zi_1+ %[tj(.t:)l. + 4ti+ .fl‘-l] (i = 3,4,5,..0)’

(k) _ (k)

. (k=1)_ (k=1), . .
gde je £;.,7'= £(x N 2SR AL IS £ |

i+17%2i+1

(k = 1,2,3,¢..).

8.2, Niz pribliZavanja se produZava dok se podiwve uzastopne
vrednosti ne poklope na odgovarajuéi broj dekadnih znakova.

Metoda ITI.O.

9.1. Pri reSavanju zadatka (3)-(4) najpre se formira niz {xi}
i izradunaju vrednosti Yq1Yor¥31Z102, i Zge Dalje se
"nulto pribliZavanje" za (i + 1)-¥i korak racuna upotre-
bom formula (III.18), a sledefa pribliZavanja se radunaju
koriSéenjem formula (III.19).
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9.2. Niz pribliZ¥avanja na taj na&in dobijen, se produiava dok
se po dve uzastopne vrednosti ne.poklope na odgovarajudéi
broj dekadnih znakova.

Metoda III.1l0.

9.1. Prezentirajmo jos jednu Adams—-Sajdlovu metodu-zafreéava—
nje zadatka (3)-(4). Najpre se i u ovoj metodi formira
niz {xi}, a potom, nekom od postojedih metoda za nalaZe-
nje pribliZnih refenja sistema diferencijalnih jednacdina
izra¢unaju Yq¢Y¥orY¥Y3eY 127125023 1 24, )

Dalje ¢&e bilti prediktor

(o) _ h _ _ . ]
Yis1 = Yo7 3[?fi L 4 10£; o= SEy 3+ £5_4
(IT1.20) <

(o) _ h _ ‘_ j _
Zi+l T Zi-1t 3[?fi %_y * 10¢ _,- 5C;_o+ ¥y, | (i=4,5,6,..

(£,=£(x ,2.), € =Cx,y ), ™ =0,1,2,.0.),

a sledeca pribliZavanja se racdunaju koristedéi se formulama

,
(k) _ h l: <k 1) _ _
Yi41= vit 251571+ 6462, 2465, + 106£, ,- 19£, ]

-1

(IIT.21)=

(k) _ (k - - ]
zi41= 247t 776[251% + 6460, - 246 _,+ 1osti_2 19C, _4

\(i=4'5’6'.00)

(k-1)

(£ i+17%i+1 i+1= SRy 400 Y47

= f(x,

i=4"5'6'ouo; k = 112'31000)0
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9.2. Niz pribliZavanja se produZava dok se po dve uzastopne
- vrednosti ne poklope na odgovarajuéi broj dekadnih znako-
va. Kada je to postignuto stavi se da je Yisyy 1 2541
(i = 4,5,6,...) zajednic¢ki deo tih pribliZavanja.

9.3. Napomena. Koristedi se Adamsovim formulama visSeg reda

mogu se, na analogan nadin, konstruisati odgovarajude
Adams-Sajdlove metode.

III.10. Miln-Sa-jdlova metoda

10.1, Prilikom reSavanja zadatka (3)-(4) najpre se na navede-
ni nac¢in formira niz {xi} i izrac¢unaju vrednosti YirY¥or
Y3r21s2,5 1 2z3 (glava I, poglavlje I.4). Sledede vredno-

sti pribliZnih reSenja radunaju se koristedéi se formulama

(1) _ 4nf
= Y;-3" 3[2fi—2

Yii1 + 25, |

fl—l

(ITI.22) ﬁ

(1) _ 4h _ oo
| %141 = Zi-3* —3[2%3_2 €yt 2ti] (1 = 3,4,5,...)

(fm=f(xm,zm), t ‘fh{ m=1,2,3,¢4¢0)

m'ym

i formulama

(k) _ h (k 1)
Yiyl = Y317 §[fi 1t At £y
(III.23)
1 z ) h[f t( ] =3,4 k=2,3,4 )
Zi+1 T Zi-1" i-1" 4t * (1=3,4,5,...3 reee)
\
(k=-1)_ (k-1) (k) (k)
Fir = FHar2in Yo Bigy = Ty evsen)

i =3,4,5,00.3 k=2,3,4,...).
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10.,2. Niz iteracija se produZava dok se po dve vrednosti yiﬁi
i yéﬁil) kao i zé?i i ziTTl istovremeno ne poklope,
medjusobno, na odgovarajuci broj dekadnih znakova. Kada

je to postignuto stavi se da je y, i3z

i+17 Y441 i+1°2%2i+1

gde su ¥,,, i Z,,, zajedniZki delovi pribliZavanja y.\™)
i YiTIl) kao i ziﬁi i ziTIl). DobivE&i na ovaj nadin

Yi+1 i Zi41 dalje se analogno nastavlja radunanje slede-

¢ih vrednosti.

ITII.11. Levi-Bagot—-Sajdlova metoda

11.1. Prilikom re$avanja zadatka (3)-(4) najpre se (glava I,
poglavlje I.5) na ranije navedeni nadin formira niz {xi}
i izracdunaju vrednosti Yye¥orZy 1 2,

Dalje je prediktor

r . (1) _ h
Yigl = Y33+ 3[?f1" 2£5 4 F fi-é]

(ITII.24) =
1) _ h
Zi+l T Zit 3[?21—2‘ 2%1-1+2i-2]

y

(£ =E(x_,2.), lcm=‘c(xm’ym)' m=0,1,2,.e.),

a sledec¢e vrednosti pribliZnog refenja se dobijaju ko-
riséenjem formula (III.23). '

11l.2, Niz pribliZavanja se produZava dok se po dve uzastopne
vrednosti ne poklope na odgovarajuéi broj dekadnih znakova.

11.3. Primer
Dat je sistem diferencijalnih jedna&ina
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y'=»x2& 22—7

z'= -2 + x +y

sa pocetnim uslovima y(2) = 2, z(2) = 2,

'~ Levi-Bagotovom i Levi-Bagot-Sajdlovom metodom naéi pri-
bliZno y(2,3) i z(2,3) na pet decimala.

Metodom Ruhge-Kuta se dobija

y, =¥, = 2,1633282, Y, = §2= 2,4696906,

z, = z, = 2,2120767 i =z, = z,= 2,4574099.

Dalje je

£, =%, =1, £, = £,= 2,3032833, f,= E,= 3,878863,
o = &, =2, ¢ = ¥,= 2,2633282, €, =E;= 2,6696906.

‘Dalje je Levi-Bagotovom metodom
yill= 3+ %[7%2- 2F + Eo]= 2,9481773,

1) z + %[7?5— 2+ E;]= 2,7507826,

= - (1 S(1 - (1
7i2= 3.+ B[E{V)y 4F,+ E ]= 2,9525128,

z(2)_ §1+~%[€§1)+ 4f;+ f;]= 2,7517522,
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F2a £(x,,582)) = 5,862100, €{P= Bixy, 782y = 3,2525128,

=(3)_ o B[, 47,
y52)= 7o+ 3{ESP)+ 4E,+ EF 2,9526907,

_ hre(2), 4% . ¢
(- 5.+ 3 B+ at,+ ti% 2,7518967,

£{3= £(x,2{3))= 5,862935, €{3)- t(x3.y(3)) = 3,2526907,
05, « s By 1] 2osann,

3

2g¥= 2, + BB+ 4 b+ £]= 2,7519027,

%3 1
B = £0x,,281) = 5,862068, €Y= Bix 7Y = 3,2527172,
7i3)= 7.+ B[E{V + 4F,+ F |- 2,9527183

2{9= 3+ B[ 48+ £,]= 2,7519036

(1) -(1)

Levi-Bagot-Sajdlovom metodom se dobija Y3 = Y3 s
1 =(1 1 (1 . .
zév)= zé ) 4 fé ) - fé.) Dalje je

y§2)= Y, [f(l)+ 4£,+ f1]— yi2)= 2,9525128,

e§{?)= f(x3,y32)) = f§2)= 3,2525128,

s

(2) 2+ L8P+ aryr e} 25P= 2,7518067,

f§2)= f(x3,z§2)) = EéB) =-5,862935'



104

§3) Yy ¥ h[f(2)+ 4f ot fl]_ (4)— 219527172(

el v {3 = E{V= 3,2527172,
z§3)=' 2+ %[Y§3)+ 4+ ‘Cl]= ;;5)= 2,71519036
f;3)= f(x3,z§3)) - 255)= 5,862973 i

§4)_ v+ h[:f(3)+ 4+ flj- (6)- 2,9527184

pa je na pet decimala dobijen isti rezultat (y3=2,95272,
z3=2,71519), ali sa manje radunanja.

IIT.12. Napomene O generalizacijama metoda Irr.3.do III.1l1.

12.1. Sve metode (od III.3. do III.1ll.) se mogu primeniti i
na sisteme od Mdiferencijalnih jedna&ina prvog reda, a
samim tim i na diferencijalnu jedna¢inu mMm-tog reda.
Npr. za sistem (II.51) nizovi vrednosti {Yi+1§i {zi+1}
(1 =0,1,2,...) u Ojler-Kosi-Sajdlovoj metodi se dobi-
jaju korisScenjem formula

(o)
yi+1

yi+ hfi

(III.25)%
(o)

L Zi01 = Z4%F hti f f(xl,yi,zi), ti t(xi,yl,zi) (i=0,1 2,..Q
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kao i formula

4 .
oK) _ h (k=1 ,k-1)
yisy = vyt 3[Egr 20T
(II1.26)N
(k) _ h (k, k-1
\
gde je
(k~1,k-1)_ (k=1) (k-1)
a1’ = E(xy 0¥ 24400 4
k,k-1 -
t:l(.+i )= lC(x:l_-i-llYi(_Eg.'Z:i(.tll))r' (i=0,1,2,...; k=1,2,3,...).

12.2. Nizovi iteracija se produZavaju dok se po dve uzastopne

vrednosti yé?i i yiTIl) kao i z{fz i z{TIl) (m=0,1,2,...)

jednovremeno ne poklope medjusobno na odgovarajuéi broj
dekadnih znakova. Kada je to postignuto stavi se da je

Yi4+1™¥341 1 Z4417%5490 9de su y ., i zg,, zajedniZki de-

(m) ., _ (m+1) (m) (m+1)
j+1 L Yy4 kao iz 4 ozi 570

lovi pribliZavanja y

l12.3. Na analogan na¢in se mogu i ostale metode, od III.4. do
ITT.11., prilagoditi za nalaZenje pribliZnih reSenja sis-
tema diferencijalnih jednadina i diferencijalnih jednadi-
na viseg reda. 4

~12.4. Neka je dat sistem diferencijalnih jednacina

y'= e+ y + 23

et A

z'= x2+ y2+ z2 y(1)=1, z(1)=1, h=0,1
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Ojler-Kos$ijevom iterativnom i Ojler—Ko3i-Sajdlovom meto-
dom nac¢i y(1,1) i z(1,1) na &etiri decimale.

Ovaj zadatak je uradjen u glavi II, poglavlje II.26. ta-
¢ka 26.4. Ojler-Kodijevom iterativnom i Stefensen-Ojler-
-KoSijevom iterativnom metodom. Ojler—Koéijevbm iterati-
vnom metodom se dobilo da je na ¢etiri decimale y1=1,6182
i zl=1,4460 u devet iteracija. '

Ojler-Kogi-Sajdlovom metodom se dobija

(o)

y;% = y + h(x yz,) = 1,4718281,

o'¥Yo

o
ZJ(_ )= zo+ h&(xo,yo,zo) =1,3,

1 h o O)yi_
Y{ )= Yot 7[£(xotyo'zo) + f(xl’y{ )' Z{ )3_1'5695636'

202 2 4 Blex ivo,zg) + Exy,y{t), 2{00)]= 1,4181764
yiP'= yor Blexgivorz) + £y Y, 2{1))]= 1,607214,
2= 2+ Blex v .2 + Cxyoyi?), 21 ]- 1,440218,
v {2y + Blex,vgizy) + £x,vy2), 2{)]= 1,61585,

2{3.)"‘ 2ot %[t(x 125) + ‘ﬁ(xl.y{” ’ z{z).)]= 1,4447599,

o'yo,
4 h (3) (3), |-
Y{ )= Yot 7[£(Xo’yo'zo)”+“f(xl'yl r 2y )]f 1,6176334,

Z](,4)= zot %EC(XQIYQ'ZQ) +‘t(x1,y1(4) ’ '253))]-_} 1,4457141,
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(5)_

-
v =y v Bl vz + £x v, 2t =

(5)~ z + h[k(x ,zo) + Pix (5), zf4))j= 1,4459153,

O’YO l'YI

6 h 5 -
yi®=y + i[f(xo,yo,zo) + £0xp,y{%), 2 ))]= 1,6181734,

(6)- z + h[?(xo,yo,zo) + E(x ,y{G), z{s))]= 1,4459578,

7 h[. 6 6 . v
Y{ )= Yot 7[f(xo,yo,zo) + f(xl,y{ ) z{ ))]= 1,6181909

Z](_7)= ZQ""%I—__Z:(XolYo'zo) + t(xlfy{-?)' z](.G))]= 1,4459667,

pa je na &etiri decimale dobijen isti rezultat kao sa
Ojler-Kosijevom iterativnom metodom ali sa manje racduna-
nja.
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