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HNPEATOBOP

Tpehu Cumnosujym “MATEMATUKA U [TPUMEHE”, HaunonanHu ckyn ca MelhyHapoJIHUM
yaemthem, oxpxaH je 25. m 26. maja 2012. ma MaremaTrukoM QakyyiTeTy YHHUBEP3UTETa Y
beorpany. I'maBHu opranmuszatop Cummnosujyma 6uo je Marematudku (pakynTeT, a HOAPIIKY CKYITy
nand ¢y MUHHCTapCTBO MPOCBETE, HAyKe M TEXHOJIOMIKOT pa3Boja PemyOnmke CpOuje, 3aBoxa 3a
yiuOeHHKe ¥ HacTaBHa cpeAcTBa W YIpyxkeme ,MunyTuH MwunankoBuh®. AKTHBHOCTH Ha
Cumriosujymy Owmie cy geo Manudecranuje “Maj mecer; matematuke 20127 y opranusanuju
[enTpa 3a mMpoMOIIHjy HayKe.

Ckyn je otBopuo akagemuk Hukona Xajaun, mnpencennuk Cpricke akajieMmMuje Hayka |
YMETHOCTH. YUECHUKE M rOCTE MO3JPaBHO je JekaH MatemaTrukor ¢akynrera, npod. ap Muoapar
MaresbeBuh, nomuchHu uwinan CAHY, kao m mp Anekcannpa JlpemyH, aupekropka Llentpa 3a
npomounjy Hayke. Jlekan Maremarnykor (akynrera je OBOM MPHJIUKOM CBEYAaHO OTBOPHO
JUTUTATHU JIeraT BEJIMKOI CpICKOr HayyHMka MwunnytnHa Munankosuha. IlpencraBibena je u
KIbHra O HAjIIO3HATH]EM CPIICKOM MareMatudapy, Muxanny [letpoBuhy —Anacy, 4uju je jemaH on
ayropa 0uo ymnpaBo MuinytuH Munankosuh. ¥ xomy MareMaTHukor ¢akyiaTeTa TOKOM Tpajama
Cumno3sujyma Ouiia je mocraBjbeHa n3ioxk6a mocsehena )xuBoTy u ey Munytinaa MunankoBuha.

Ha III Cumno3ujymy “Martematrka u npumene 6mio je oko 150 ydyecHuka u3 OpojHUX
HAYYHO-MCTPAKUBAUYKHUX YCTaHOBA M3 36MJbE U MHOCTPAHCTBA, O] Tora oko 73 ca pagom. Ckym je
peaan30BaH Kpo3 TP CEKLHje:

e MaremaTuka 1 IpUMEHE - 1aHAC
e MaremaTtuka u nHpopMaTHKa y 00pazoBamy
e HayuHoucTpaxuBauku ¥ CTpYYHH pajl CTyAeHaTa

W3narama y cexiuju “MaTteMaTuka U MpUMeHe - JaHac” Owia cy nocBeheHa akTyeTHUM
TEMaMa y IpuMCHaMa MaTEMAaTUKE y Pa3JINUYUTUM O6J'IaCTI/IMa, HOBHUM IIpaBlUMa Y UCTPpAKMBaAbMaA
U TIOCTUTHYTUM pe3yiTaTtuMa. Y OKBHUpY cekuuje “Maremarnka u nHPOpMaTHKa y oOpa3oBamy”,
npeaBavn Cy CKpEHYJIM MaXKiby Ha aKTyelHe MpoliieMe y HaCTaBU MaTeMaTHKe U MH(POPMATHKE
NPEUIOKIIN HeKe HIeje 3a pelliaBambe THUX INpodiema. HactaBHUIM U mpodecopr MateMaTHKE U
nHPOPMATHKE Cy aKTHBHO YYECTBOBAJIM y JUCKYCHJU TOBOJOM pa3IUYUTHX TeMa KOje ce THUY
npolieca y4uerwa, HacTaBe, MOTHBAIIMje YUCHHKa, TIOMyIapu3alije MaremaTrike, uta. Tpeha ceximja
Owna je mocBeheHa HayYHOMCTPAXKMBAYKOM M CTPYYHOM pajy CTyJCHATa ca CBUX HUBOA CTYAH]a.
CTyZeHTH HEKONHMKO (haKyJTeTa Cy Y OKBHUPY OBE CEKIIMje MPEICTaBUIN CBOje HaydyHE M CTPY4HE
panoBe, Kao U pe3yiTare nmpojekara Ha KOjuMa y4eCTBY]y.

Ca 3a10BOJCTBOM MOKEMO KOHCTATOBAaTH Jla Cy MCHYHECHU IVIABHU LIUJbEBU OJIpiKaBarba
CKyma: carjelaBame Iocrojehux M oTBapame HOBUX MOTYhHOCTH NpUMEHE MaTeMaTHKe Yy
pa3nmuuuTEM o0JlacTHMa, yHampeleme HacTaBe MareMaTHKe MW padyHapCcTBa, IMPOMONHja |
NoIyJiapyu3alyja MaTeMaTUKE y CaBPEMEHOM JIPYIUTBY U aKTHUBHO ydenrhe cTyJeHaTa y HAy4HUM U
CTPYYHUM AaKTHBHOCTHMa y OOJIACTH TPUMEHEHE MaTeMaThuke. AKTHBHOCTH Ha CuMIO3ujymy
NPEJCTaB/bajy TMOACTPEK MCTpPAKUBAauMMa, HACTaBHULIIMMA M CTYAEHTHMA 3a CTUIAkbe U
MMIUIEMEHTAIN]y HOBHX 3Hama y 00J1acTH MPUMEHEHE MAaTEMATHKE U pauyHapCTBa.



IIporpamcku 0n00p CUMIIO3UjyMa

Axanemuk npo¢. 1p I'pagumup MuiaoBanosuh, Marematnuku nuacrutryr CAHY

npo¢. np Muoapar MaresseBuh, nexkan Marematuukor ¢axynrera, fonucau yian CAHY
npo¢. 1p bomko JoBanoBuh, penosuu npodecop Maremarnukor daxynrera, med Kareape 3a
HYMEpPHUYKY MaTeMAaTUKy U ONITUMH3ALH]Y

aou. ap 3opuna CranumupoBuh, npojexan 3a HayKy MaremMaTnykor GaxkyiaTera, Y HHBEp3uTeTa
y beorpany

pou. aip Mupocnas Mapuh, Marematuuku Qaxynrer, YHusepsutera y beorpany

OpraHu3almoHu OI[6OD CI/IMHO3HiVMa

aou. aAp 3opnua Ctanumuposuh, npojekan 3a HayKy MareMaTHUKoOT (akyyiTeTa Y HUBEp3UTETA y
beorpany,

Mp Musban KuexeBuh, acucrenT Matematnukor ¢akynrera YHuep3urera y beorpany,

Mapexk CBeTiIHK, acucTeHT MareMaTruikor gakynrera YHuBep3urera y beorpany,
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3axBaspyjeMO CBUM YUYECHUIIUMA CKyNa H yHarpe[ ce paxyjemo IV Cumnosujymy “MaremaTrnka
u npumene”, koju he outu onpkan 24-25. maja 2013. y opranuzanuju Marematuykor akynrera
Vuusepsutera y beorpanmy m Cprcke akageMuje Hayka M yMEHTHOCTH. AKTUBHOCTH Ha [V
Cumnio3ujymy cy ¥ oBe roauHe aeo Manudectanuje "Maj mecernr matematuke 2013 IlenTpa 3a
MIPOMOLIH]Y HayKe.

VY Beorpany, anpun 2013.
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DIGITAL LEGACIES AND ARCHIVES

NadezZda Pejovi¢', Nenad Miti¢?, Sa§a Malkov’, Zarko Mijajlovi¢*

Faculty of Mathematics, University of Belgrade
'nada@matf.bg.ac.rs,’nenad@matf.bg.ac.rs,’smalkov@matf.bg.ac.rs,*zarkom@matf.bg.ac.rs

Abstract: In this paper we introduce the digital form the legacies of most important Serbian people from the
earlier period that had significant works in mathematical sciences. The project has started by developing a
Digital legacy “Milutin Milankovi¢, which contains owns digital copies of various items related to
Milankovié's life and work: photos, letters, diplomas, patents, and also documents that witness about his
education, research and recognitions.

Keywords: digital legacies, digital archives, Serbian scientists, national heritage

1.Introduction

There are important collections of books, photos, documents and other material related to the
people from the past which had important contributions to science, or had significant roles in the
development of our scientific institutions. We decided to present in digital form the legacies of most
important Serbian people from the earlier period that had significant works in mathematical
sciences: pure mathematics, mechanics, astronomy, theoretical physics and geosciences. Our plan is
to organize these digital data in two levels.

The first level will be the digital archive, where all material will be classified, but kept in the
original form. In this part of the project special attention is given to metadata and digitization
standards. They have the key role in the organization of the entries in the database and they are
crucial for search, retrieval and further use of this material. It is supposed that all accessible and
collected material related to a selected person will be held there. Obviously, this work supposes
collaboration that provides advice and support of individuals interested in this kind of project, not
only of mathematicians. At this moment we are considering what the software platform for digital
archive would be appropriate. One possibility is the open source software DSpace which is
measured as a turnkey institutional repository application. It has already set up a preliminary
version based on DSpace of the digital archive of the Faculty of Mathematics. We have just started
uploading into digital archive more than 2000 items (books, papers, photos, etc) related to Milutin
Milankovi€.

The second level will be the digital legacies related to each historical individual for which data
are presented in the digital archive. While the digital archive is oriented mostly to specialists, digital
legacy should address the general public. Only selected items from the digital archive will be placed
there, but they will be commented and appropriately illustrated. We decided to separate digital
legacies from the digital archive for several reasons. First, data in digital archive are in the row
form, often not suitable for presentation, while in the legacy they are esthetically processed and
adapted for Internet presentation. Further, data in the archive often overlap, for example there are
often tens of photos of the same subject. Also, the archive contains copyrighted digital material, and
the owner in most cases gives only the limited access to them. There are also technical reasons,
such as quality, then the resolution (of the photo for example) and the size of the data that limits the
browsing of the presentation.

We plan to build digital legacies related to: Bogdan Gavrilovi¢ (1864-1948, mathematician, one
of the founders of the University of Belgrade), Mihailo Petrovi¢ Alas (1868-1943, the founder of
Belgrade mathematical school), Milutin Milankovi¢ (1879-1958, geophysicist, astronomer,



mechanist and civil engineer, best known for his theory of ice ages), Anton Bilimovi¢ (1879-1970,
mechanist, the founder of the leading Serbian mathematical journal Publications de ['Institut
Mathématique, 1932), Jovan Karamata (1902-1967, famous for his theory of regularly varying
functions) and Puro Kurepa (1907-1993, mathematician, known for his important contributions to
set theory). At this moment the digital legacy of Milutin Milankovi¢ is finished. This project is
coordinated by Zarko Mijajlovié.

A large part of the printed materials related to these scientists, as well as for some other, see
Nikola Tesla - Clippings Library, especially books and scientific papers, has been already collected
and partially digitized; see Virtual Library of the Faculty of Mathematics. All these scientists were
professors at the Faculty of Mathematics of the University of Belgrade and members of the Serbian
Academy of Sciences and Arts.

2. Digital Legacy Milutin Milankovié¢

We started the project first developing a Digital legacy Milutin Milankovi¢. We are working on
this presentation together with the Milutin Milankovic¢ Society, which owns several thousand digital
copies of various items related to Milankovic¢'s life and work: photos, letters, diplomas, patents, and
also documents that witness about his education, research and recognitions. These data were
mainly collected by Slavko Maksimovi¢, the president of the Milutin Milankovic¢ Society.

Digitalni legat

{8} Milutin Milankovié

Masiowna strana  Miutin Milankovi¢  UdruZenje

[ PoZetak / Cianci]

Porodica i detinjstvo

Thog podrike austrijskoj vosci U tursko-austriskim ratovima, u drugoj polovini 17-08 veka
stpeld narod bio je prisifien da Gesto napusta svoje vekovno ogniiite i da se, uz saglasnost
austrijskih viasti, nasefiava u panonsku ravnicu, uz posebne privilegiie, ali i obavezu da budu
‘graniari i da brane graricu carevine od turskih najezda.

U jednoj takvoj seabi, u Dal se doselio i pradeda Milutinovog pradede Milanko, verovatno
potetkom osammnaestog veka, posto megove ime nife zabeleleno u popisu stenovaitva kotara
Osiiek iz 1679. godine. O doselienju Milanka u te krajeve (po kome je cela porodica dobila ime

filankovié), Milutin bek i i

Digitized books:
- () primjeni matematitke teorije sprovodenja toplote na probleme
~ kosmitke fizike, Zagreb, 1913
_ - 0 pitanju astrouomskih teorija ledenih doba, Zagreb, 1914
- Phenomenes thermiques, Paris, 1920
| Kaloritna godisnja doba. Belgrade, 1923
- Reforma julijanskog kalendara, Belgrade, 1923
‘Kalendar Zemljine proslosti, Belgrade, 1926
= Ispitivanja o termitkoj i ih atmosfera,
Belgrade, 1926
- Astronomska teorija sekularnih varijacija klime, Belgrade, 1930
- Nebeska mehanika, Belgrade, 1935
- Nowi rezultati astronomske teorije klimatskih promena,
| Belgrade, 1937
- Kanon der Erdbestrahlung, Belgrade, 1941
- Kroz vasionu i vekove - jedna asironomija za svakoga,

Belgrade, 1943 -

- Osnivafi prirodnih nauka - Pitagora - Demokritos - Aristoteles - |
Arhimedes, Belgrade, 1947

- Astronomska teorija klimatskih promena i njena primena
u geofizici, Belgrade, 1948

- Kroz carstvo nauka, Belgrade, 1950

- Uspomene, doFivljaji | saznanja iz godina 1909 do 1944,

| Belgrade, 1952 A -
- Uspomene, dozivljaji i saznanja posle 1944. godine.
Belgrade, 1957
- Astronomische Theorie der Klimaschwankungen. Belgl(-‘ade, ;351
B T sy M UreTojana Cyxam n Meceus,  Istorija astronomske nauke - od njenih prvih potetaka do 1727,
Rl mosate s it Belrade. 1979
Om nokasa pywxow wa rabay moja je mucwaa woa ers ua - Uspomene, doZivljaji i saznanja - detinjstvo i mladnost
(1879 - 1909), Belgrade, 1979
. Micen, mptioteor 3 Tow pewa' sebytseus sk S
SR ph Dex Cauka Crofe T8 TPM momTacra vesa, mopehans Additional resources:
Snlors KoY aows Epeterians. S oo - Milutin ici ija, Milan Dimitrijevi
Ha Meoer, i )
BEly s6or ore e o 5 ey S ece i anlipwo gy Belgrade, 2000 ;
oD’ ReTHp. e, ka8 mepere e guny ey o  Milutin Milankovié | Astronomska opservatorija u Beogradu,

Milan Radovanac, Belgrade, 2004

This electronic archive includes all these data in its original form, while Digital legacy Milutin
Milankovi¢ contains a selection from this material with detailed explanation and comments. The
accompanying text is taken mainly from [1]. The archive will contain several thousand digital items
of books, paper, photos, films, patents, correspondence, diplomas and papers of other authors on
Milutin Milankovi¢. In the Digital legacy Milutin Milankovi¢ almost all Milankovi¢’s books are




presented, including the first edition of his famous Canon of the Earth’s Insolation (Kanon der
Erdbestrahlung, Serbian Academy of Sciences and Arts, 1941). There are also several books on
Milankovi¢’s work and life. All these books are deposited in the Virtual Library of the Faculty of
Mathematics. There is also extensive but relatively popular explanation of his theory of ace ages.
Finally, there is a very good biography of Milutin Milankovic written by academician Tatomir
Andeli¢, [2].

Finally we should mention all the people who worked on digital archive and digital legacies (in
alphabetical order): Aleksandar Simonovi¢, Mirjana Maljkovi¢, Nadezda Pejovié¢, Nenad Mitié,
Nikolina Vuksa, Sasa Malkov, Slavisa Milisavljevi¢, Slavko Maksimovi¢, Slobodan Stojanovi¢ and
Zarko Mijajlovi¢. Particular contributions of each member of the team can be found at the
appropriate above mentioned Internet sites. We also had very generous supports of the Faculty of
Mathematics of the University of Belgrade and the Milutin Milankovi¢ Society, Belgrade. This
work was partially supported by the subproject 44006-4, Digitization of scientific and cultural
heritage of the Serbian Ministry of Education and Science.
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INTELLIGENT MARINE SYSTEMS

Zoran Dordevi¢, Aleksandar Perovi¢, Aleksandar Jovanovic¢
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Univerzitet u Beogradu, www.gisss.matf.bg.ac.rs, dzoranl@gmail.com

Abstract: Modern maritime problems require the application of methods of Artificial Intelligence, Al. Ease
of use of modern technological advances has significantly increased in recent years. There are constant
challenges of the threat of illegal drug trafficking, arms smuggling, sea piracy cases are daily, search and
rescue SAR operations are expensive and high demanding. Developed countries in an effort to dominate the
world's oceans intensively invest in intelligent marine systems. The current concept of maritime system
consists of sensor devices, presentational systems to the operators and command structure and big number of
resources to be engaged to a potential threat. Such systems do not usually possess intelligence at a high level.
In this paper, we systematize the introduction of elements of intelligence into complex marine systems.
Keywords: artifical intelligence, marine systems, maritime problems.

1. Introduction

Former naval systems could be described as unintelligent. Almost every marine system could be
reduced to the sensors, presentation system to operators and command structure to monitor the
situation in order to simplify the decision-making, and the actuator system by which the decisions
that are made are implemented, with reduced or higher automatisation of components. In the papers
[1], [8], [15] and [16] are presented principles applied in the design and implementations of
domestic maritime information system with commercial trade name Horizon. Besides versions for
the command level of the Navy, there was a series of implementation for ships, submarines, police,
air traffic monitoring [17-19]. Generally, the sensors can be single or networked, heterogeneous or
homogeneous. Examples of sensors that generate an image in the form of bitmaps or series of a
bitmap-in-time, are: Radar sensors for observation of objects on the surface of the sea and in the air,
sonar sensors for observation of the sea bottom or objects/living-forms in the sea, video cameras or
thermal imaging in the visible part of the spectrum and so on. If data fusion process results from a
number of identical sensors, then we have homogeneous sensor systems. If data originate from
various sensors then it is a heterogeneous sensor system. Numerous data fusion examples of similar
and dissimilar data can be seen in [2-7], [12-13].

There are numerous types of displays, which present the results from the sensors. Locally
displayed local sensor data we have in internal marine information system. When data from more
geographically distant sensors are presented to a number of distant displays then we have
distributed marine information system. In addition to the functions of monitoring data from the
sensors in real-time all data can be recorded for later analysis in row or in preprocessed form. In the
case of conventional non-intelligent system operators, or groups of operators, observe the results in
real-time and propose specific actions. Deployed automatized actions involving a variety of
methods address weapon systems (artillery, missiles, underwater weapons) or navigation control
(rudder, hydroplane, propulsion systems) or aim towards requests for the involvement of aviation,
helicopters, boats, patrol boats.

Actions that may be taken include: inspection and control, escort with protection, navigational
route changes, the engagement of weapon systems to deter and intimidate or to annihilate objects.

This paper discusses different approaches of Al applications in marine systems, briefly presents
known methods and results. Results of the Group for Intelligent Systems, GIS at Faculty of
Mathematics in extended development of command and information systems with commercial trade



name ORCA and HORIZON which are previously developed in Yugoslav Navy are briefly
presented with the discussion of directions for further development. Fig 1 shows the submarine of
Foxtrot class and a rocket frigate on which the systems ORCA and HORIZON were integrated.

%

Figure 1. Left: a foxtrot class sub; righ: the rocket frigate hosting Horizont system.
2. Intelligence on different levels

Intelligence can be applied at various levels. Intelligence applications near sensors are considered
as the low level applications. Usually intelligence is used in the process of forming the detection
threshold and sensor data processing. Fusion of data from homogeneous or heterogeneous sensors
usually is considered to be at a higher-level. Dominant problems at a higher level are detection,
recognition and classification. The top level intelligence involves navigation task-management,
weapon systems, command support, identification of threats. In this way intelligence application
provides more precise definition of the situation elements and faster and more effective actions.

Problems in the application of intelligent methods in marine systems are numerous and
complex. In the late 70's, so called command information systems were introduced. Maritime
systems for vessel tracking purposes do not posses standardized method of identification. There
have been attempts to roughly classify detected objects and label them. Unfortunately, due to the
fluctuation of radar reflection an identification is easily lost, as a consequence, there are multiply
noted objects - under the new labels of identification, and then, due to obsolescence the old one is
deleted. In systems for Air Traffic Control the secondary radar system, so-called SSR was
introduced with rather complex exploitation procedure. Numerous attempts to introduce something
similar in marine systems after a short period of exploitation often failed.

2.1. Identification problem solution in marine systems - Automated Identification System - AIS

The problem in radar use is the identification of the observed object. Despite attempts to automate
the recognition of contour and shape of the observed objects at sea and in the air, there are no
satisfactorily good and reliable mathematical and technological solutions, which are secure and
reliable in identification tasks. The observed structures resemble mostly irregular shapes, in size closer
to dots, whose shape and appearance fluctuates in time. The identification task using only the radar
sensor in the case of maritime navigation on marine routes control, often with hundred(s) of vessels in
the observed area, is a hard problem to solve. Then, auxiliary high magnification video equipment is
deployed. Such systems are problematic because there are fluctuations in the atmosphere above the
sea surface, which leads to distortion of the image causing recognition problems. Automatic
Identification System - AIS is implemented to make vessel identification task more reliable and
secure. An example is shown in Fig 2. During the past decade system was implemented widely. AIS
system was created on the basis of similar system that is used to control the airspace. The system is
technically and technologically fully standardized. As the backbone, the AIS system uses a network of
digital radio transceivers operating on two frequencies 161.975MHz and 162.025MHz. Digital data



are transmitted at a rate of 9600 bps and used is Gaussian Minimum Shift Keying GMSK modulation
over channel bandwidth of 12.5 kHz or 25KHz, with protocol High Level Data Link Control HDLC -
packet control. Using STDMA (Self Organized Time Division Multiple Access) multiplexing
technology, the participation of more subjects at same time is provided.

The information that comes from the AIS system is in the form of ASCII characters - vectors
and it is relatively easy to process them, resulting in memory vessel tables with static, dynamic, and
data related to the specific trip for each reported vessels. The corresponding symbol shows the
received position on the screen over an electronic sea charts or bitmap obtained via radar. Usually
radar images, data produced by processing radar image, GIS system and data obtained from the AIS
are shown simultaneously. Among all these data usually there is no any interaction — they are
simply overlapped. The man operator decides whether to assign object produced by radar to AIS
symbol or with geographical formatior} on theécoas‘_[:: i
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objects. (image captured in mid March 2012; Source: www.aishub.net.)

The problem of identifying objects on the sea, by using AIS technology is largely resolved.
Unfortunately it is impossible to equip all boats and vessels with this system. Under current
regulations only vessels over 300 GRT are required to have AIS transceiver. Navy vessels turn on
and off their AIS at will. Boats with bad intentions avoid self-identification with the AIS system,
they even try to reduce their radar reflection, and are made in the form of mini-submarines or semi
submersible boats with only air intake tube above the sea. Small fast boats with pirates which are
trying to conduct pirate attacks on merchant ships do not have AIS transceivers and on radar
displays usually are represented as small and are often neglected by automated radar processing
module. From small and fast boats, electromagnetic energy reflections are not persistent and have
large fluctuations. When radar reflection from pirate boats become visible, it is too late for any
useful action for the crew on the target ship.

2.2. Data Fusion

Designers of a system which displays data from GIS, radar images in the form of bitmaps, and
data from AIS have to be careful to avoid possible errors by neglecting projection properties.



Nautical charts are usually drawn in one of the projections - Gauss Kruger, Mercartor. The radar
sensor measures the distance to the object in a spherical coordinate system. For marine radars when
taking into account radiation pattern, results of radar works are presented in polar coordinate
system. Images are converted to orthogonal coordinate system.

In the design of marine command information system HORIZON ([1], [8], [15] and [16]) for
Yugoslav navy, a compromise was made in the choice of coordinate system’s synchronization
methods to reduce the error of position presentation. GIS data is stored in a database in geographic
coordinates (latitude and longitude) and WGS-84, as reference ellipsoid was chosen. Data received
from the AIS system, which are related to the position are also referenced to WGS-84 system. The
measurement data come from radar in the form of vectors with 8 or 16 bit value representing the
intensity of the reflection at a certain distance. In 2D naval radar each such vector is oriented with
respect to the north. A special mathematical block (software or hardware/FPGA) implements
conversion from polar to rectangular coordinate system, together with function which integrate
values from previous vectors in time (reflection will be considered as a reflection only if it has cell
values greater than some threshold at the distance, threshold can be fixed or variable). In papers [9-
11] and [14] the use of intelligent methods in the low-level signal processing time series signal,
spectrum and spectrum versus time are described.

In addition to traditional sensors like radar, sonar and video cameras, as well as their networks,
AIS in marine systems, radar with SSR transponders in aircraft, numerous databases of vessels or
aircrafts are used. Identification systems in the marine and air surveillance are characterized as the
systems which provide accurate information (identification, position, elements of the movement). In
recent years, technology of SSR radar in air traffic control increasingly use the so called S mode,
which provides similar information as marine AIS system.

2.3. Introducing intelligence in marine systems

Many existing navies’ posses marine systems which are technologically outdated and
ineffective. There are major problems with maintenance, repair and overhaul (expensive and
difficult). Use of such systems is complicated and requires a large number of operators. The systems
are so different that often it is not possible to have operators which can work on different types of
systems. All operators are specialized for a specific type of system. Navies, which belong to reach
countries continually improve existing systems.

Usually when observing data received from the AIS, information about detected objects from
radar, sonar or video cameras, if the observed object enters the field of special significance, e.g.
possible hazard, an action proposal has to be made. Back in the mid 70’s many systems for collision
at sea avoidance were developed. If the observed object is approaching at the same angle then there
is a risk of collision and it is suggested to perform some maneuver to avoid possible collision.
Introducing fuzzy logic provides additional quality in the design and implementation of such
systems. If there are several crisp defined hazardous zones then alarm comes only by incursion into
the zone. If the danger zone is defined with FUZZY methods, then even approaching to FUZZY
marked zone can indicate the potentially dangerous objects, thus reducing the possibility that the
entire system of intelligent maritime control gets into saturation. An example for system saturation:
If the naval ship is equipped with one cannon and have to perform actions on several targets
simultaneously. In the design of intelligent naval systems it is necessary to make special program
units, filtering services which monitor all received - observed data, comparing them in real time
with defined lines and areas of special interest contained in fuzzy relational databases ([20], [21]).
Intelligent surveillance systems propose and implement actions.

Modern technological advances offer fast computing systems and their integration into more
complex functional units. PC / DSP / FPGA technologies are used as a ground technology. UML



design method makes software design and programming very effective. With mentioned
technologies it is possible to set up, deploy and check various mathematical models. Fig 3 shows
the UML model used in the design of HORIZON system [1-9]. Special attention is given to the
definition and implementation of intelligent advisor - services that process or analyze - filter out the
situation and make advices to crew members, which are responsible for situation recognition and
corresponding action execution.

Modern warships are the platform with crew, which has at its disposal the sensors, actuators and
databases. Group of sensors are numerous types of active radar sensors, passive radar sensors, active
and passive sonar in towed or hull based version, the video camera in the visible or infrared spectrum,
laser sensors, sensors for various parameters of ship motion, meteorological sensors and many others.
Examples of databases that are used in naval systems are database of Geographic Information System,
databases providing weather situation, the database with layout of the rooms, a database of other
civilian and military ships, aircraft (friendly and enemy). In this paper, the systems for propulsion and
steering gear are classified as actuators. In this sense, the own-position-control is an actuator
subsystem. Similarly, the weapon systems belong to actuators. Weapon systems are composed of
various types of missile weapons, torpedoes, depth charges, artillery, small and large caliber weapons
and weapons with effects of directed energy (sound generators, microwave generators, lasers).

Despite the most advanced solutions in the field of sensor technology, information processing,
in a possible modern real combat situation it is still possible that crew enters saturation.

Here, the UML technology modeling of marine information system is shown.
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Figure 3. Shows UML use case diagram with proposed model of intelligent navy ship information system
The system modeled in this way will be basis for the integration of intelligent ship command
and control system. Computer based intelligent advisers are included. The fact that there is a great
combat system power of weapon systems installed on the warships must be respected and taken into
account so that the computational intelligent systems must not be allowed to make decisions and



implementation independently without human permission, or such cases must be restricted properly.
In this paper an alternative in the form of intelligent advisors is offered. Several different tasks have
been identified that could be realized in the form of intelligent advisors.

2.4. Proposed Intelligent Tasks

Short list of eventual intelligent tasks is presented in this section. Based on our own
experiences, five tasks that form parts of intelligent systems are proposed together with their results.

1. Proposing a favorable route for navigation.

In case that ship is equipped with a Fuzzy Geographic Information System, as mentioned in the
works [20] and [21], special intelligent advisor should suggest the best route of navigation, taking
into account the current weather situation and weather forecast. Such examples are: a bypassing
ship, avoidance of stormy areas with the lowest risk or the best route through the demanding
navigation area selection, or iceberg avoidance.

These tasks should be solved on the basis of Fuzzy GIS database and Fuzzy Relational
Databases with weather forecasts, taking into account fuzzy rules of ship movements.

2. Observed object type identification.

On the basis of intelligence it is necessary to establish a Fuzzy Relational Database of known
object. Such a FR database should have information about objects on the sea, in the air and under
the water. These are objects like aircrafts, vessels, submarines, torpedoes ... The database should
have information that can be obtained from all sensor types. As an example, let's mention radar
reflected shape, the thermal spectrum, sonar spectrum and the visible silhouette. Based on data from
its own sensors, radar detectors, radar, video cameras need to identify the types of detected objects.

3. Proposed action on an earlier identified target.

If the observed object is recognized as hostile and could possibly pose a potential threat, it is
necessary to form the proposal that one of provided arms should act on it in order to annihilate or
neutralize it, with the criteria to fulfill this task with as little material costs as well.

4. Assessing the potential terrorist threat

A special intelligent advisor should be designed to continuously analyze the information with a
small and inexpensive sensors such as video cameras and navigation radars in terms of recognition
of pirate action or terrorist intent.

5. The defense of your own ship

In particular, the high priority task is to propose action if some of the attacks to the ship is
identified. For example, if the ship was under the artillery attack, the appropriate action should be
suggested (navigation in the zigzag mode, the change of speed, whether to open fire if the missile
was spotted flying towards the ship). What priority should be given according to detected missile
attack to the ship, especially if the possessed anti missile system is in saturation. It is questionable
whether intelligent advisor should do an action independently if the commander does not receive
the proposal or does not choose any of the proposed action with some of the available actuators.

3. Results

System Horizon was implemented on several different locations for different purposes. Figure 4
shows part of the situational display where data fusion is made: raw radar image, objects detected
by automatic intelligent processor that recognize point like structures (modified Shi Tomasi method,
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[22]) and a database of GIS. Fig 5 shows the screen with data in tabular form and graphical displays
with data from radar, AIS, GIS and remote sensors. The whole system was originally designed,
implemented and has been used in practice. System has many elements at lower levels of
intelligence, and is the backbone for the implementation of intelligent methods at a higher level.

Figure 4. Situational display shows raw radar data fusion images obtained using a DSP processor with
TMS3206713, our own software; the results of detection are point like objects (modified Shi-Tomasi method
[22] (crosses)) and parts of the coastal line (above the red line is a sea below the land).

Figure 5. shown screens with data from AIS, GIS, radars

Our marine system with commercial trade name ORCA is a version of marine navigation and
torpedo system for a submarine [17-19], which is implemented on a Soviet submarine type 1641K
(known as FOXTROT) and submarine made in Yugoslavia type 831 Sava. The system receives data
from all sensors on the submarine. Sensors on the submarine are: radar and radar detector if
submarines sails on the surface or periscope depth, MG200 active sonar, passive sonar MG10,
passive/active sonar Eledone, passive sonar MG13, global positioning satellite receiver, AIS
receiver. All sensors for measuring proper motion are connected to the system ORCA:
gyrocompass, log, sounder, depth sensor. Torpedo weapon system located in the stern and bow, are
connected as actuators (and fully controlled too). ORCA system has supported database in the form
of GIS.

Particularly interesting problem to be solved on a submarine is task to determine the elements of
movement of objects on the basis of data from passive monitoring - passive sonar, periscope and
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radar detectors. These sensors generally provide only the angle (wrt the north) of the observed
object, which is changing in time. There are special intelligent signal processor with a database of
underwater sounds and features that give the estimated identification of the observed object, the
estimated speed and the estimated distance.

Using special training, operators are trained to assess the elements of moving of passively
observed objects. As a result of the operator work the distance to the object, its speed and heading
(angle of movement with respect to north) are estimated. Azimuth angle of the observed object is
obtained from passive sensors.

Conclusion

The amount of information in the current maritime situation is great. Classical systems have no
intelligence at a high level. Therefore, data processing using the classic method becomes inefficient
- impossible. The introduction of intelligence applied at various levels: sensors, databases, GIS, the
problems of data fusion with intelligent advisers can improve abilities and give better response to
modern demands and better survival chances.
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Problemi rasporedivanja i pakovanja
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Rezime. U svakodnevnom Zivotu Cesto nailazimo na probleme rasporedivanja (poslovi na masSine, radnici u smene,
vozila na rute, i sl.). Problemi pakovanja su veoma sli¢ni i takode sveprisutni. Obe grupe problema spadaju u kategoriju
problema kombinatorne optimizacije. Svi ovi problemi mogu se precizno matematicki formulisati i reSavati poznatim mate-
matickim alatima. NajceSce koriS¢eni alati najgrublje se mogu podeliti na tacne (egzaktne) i heuristicke metode. Na primeru
rasporedivanja zadataka na racunarske mreZe bice ilustrovano kako se problemi kombinatorne optimizacije mogu matematicki
opisati, kao i nekoliko metoda za reSavanje ovog problema. Bi¢e razmatrano i nekoliko varijanti problema dvodimenzionog
pakovanja.

Kljucne reci: Kombinatorna optimizacija; meSovito celobrojno linearno programiranje; egzaktne metode; heuristike.

1. Uvod

U ovom radu razmatraju se dva znacajna problema u oblasti kombinatorne optimizacije: problem ras-
poredivanja i problem pakovanja. Problem rasporedivanja ilustrovan je primerima u racunarstvu [1]: ras-
poredivanjem zadataka na procesore koji ulaze u sastav nekog zadatog viSeprocesorskog sistema. Za svakog
korisnika viSeprocesorskog sistema vazno je da se njegovi programi izvrSe korektno i u §to kraCem vremenu.
Svaki takav program sastoji se od modula (zadataka) od kojih ée se svaki izvrsiti na nekom od procesora. Do-
deljivanje zadataka procesorima i odredivanje redosleda njihovog izvrSavanja naziva se rasporedivanje zadataka.
Problem rasporedivanja od znacaja je ne samo u raCunarstvu, ve¢ i u drugim oblastima (industriji, robotici,
medicini, saobracaju) [2-4].

Problem rasporedivanja zadataka na viSeprocesorske sisteme moZe se, na najviSem nivou, podeliti na static¢ki
i dinamicki. Kod stati¢kog rasporedivanja su svi podaci potrebni za raspodelu unapred poznati. Osnovna od-
lika dinamickog rasporedivanja je da se tokom same raspodele otkrivaju neki novi podaci koji bitno uticu na
raspodelu. Dakle, dinamicko rasporedivanje imamo u slucaju da skup zadataka nije zadat unapred, nije fiksan
ve¢ se menja u toku same raspodele (petlje koje generiSu onoliko zadataka kolika je vrednost brojaca koja se
recimo ucitava na pocetku izvr$avanja, zatim grananja koja aktiviraju samo neke zadatke, dok se oni sa "lazne"
grane uopste ne izvrSavaju). To su takozvana rasporedivanja u realnom vremenu, u trenutku kada je izvrSavanje
polaznog programa ve¢ pocelo i karakteristiCna su za dinamicke industrijske procese (fleksibilne robotizovane
proizvodne Celije, upravljanje letilicama i navodenim vozilima, nuklearne elektrane, meteoroloske aplikacije, i
sl.). Za dinamicko rasporedivanje karakteristicno je i vremensko ogranicenje za samu raspodelu, jer ako se za-
datak ne rasporedi i ne zavrsi u predvidenom roku, onemoguéeno je izvrSavanje celog programa, $to moZe imati
katastrofalne posledice u pojedinim primenama (ruSenje letilice, nuklearnu katastrofu).

Specificnost dinamickog rasporedivanja je da u opStem slucaju reSenje problema rasporedivanja ne mora da
postoji, a u nekim slu€ajevima, ¢ak i kada postoji, nije sigurno da éemo ga primenjenim postupkom dobiti, ba$
zbog toga $to nam nisu poznate sve informacije. Drugim re¢ima to samo znaci da na pocetku rasporedivanja nije
izvesno da li ¢e raspodela uspeti ili ne. Dinamicko rasporedivanje je stoga izuzetno zanimljiv i izazovan problem
kojim se bave mnogi istraZivaci, a ovde su izdvojeni neki od radova u kojima se ta problematika razmatra [5—12].
Predmet ovoga rada ipak ostaje u domenu statickog rasporedivanja koje je ve¢ dovoljno sloZeno za reSavanje, a
postoji sve veca potreba u svim granama ljudske delatnosti za nalaZenjem Sto efikasnijih reSenja.

Problem pakovanja (kao i njemu vrlo srodan problem secenja) pojavljuje se u razli¢itim primenama [13, 14],
a veoma Cesto se svi ovi problemi mogu svesti jedan na drugi. Glavni akcenat u ovom radu je na problemu
rasporedivanja, pri ¢emu je za neke slucajeve uspostavljena analogija sa problemima pakovanja i/ili seCenja.
Varijante problema pakovanja koje se ne mogu svoditi na rasporedivanje, takode su pomenute.

Rad je organizovan na sledeci nacin: opis problema rasporedivanja dat je u sledeCem odeljku. Odeljak 3
sadrzi kratka razmatranja problema pakovanja. Detaljna analiza elementarnog problema rasporedivanja data je
u odeljku 4, dok je odeljak 5 posveéen elementarnom problemu pakovanja i analogiji izmedu ta dva problema.
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Matematicka formulacija jedne od najsloZenijih varijanti problema rasporedivanja data je u odeljku 6, a zaklju¢na
razmatranja u odeljku 7.

2. Rasporedivanje zadataka na viSeprocesorske sisteme

Kao §to je ve¢ napomenuto, problem rasporedivanja zadataka na viSeprocesorske sisteme sastoji se u
sledeem: dat je program koji treba paralelizovati, izdeljen na module (zadatke); treba odrediti koji ¢e se za-
datak na kom procesoru izvrSavati i kada ¢e poceti njegovo izvrSavanje, a cilj je da se minimizira ukupno vreme
izvr§avanja celog programa. Pri tome treba voditi ra¢una i o raznim drugim zadatim ogranicenjima, kao §to su
zavisnost zadataka, vreme potrebno za transfer podataka (medurezultata) sa jednog procesora na drugi, rastojanje
medu procesorima i sli¢no.

2.1. Kombinatorna formulacija problema rasporedivanja

Ovaj nacin opisivanja problema rasporedivanja moze se naci u vise radova, na primer, [15-17]. Program koji
treba paralelizovati zadaje se u obliku usmerenog aciklicnog grafa (Directed Acyclic Graph, DAG) definisanog
kao uredena Cetvorka G = (V, E, L, C), gde je V = {1,...,n}, skup Evorova grafa, koji definiSe skup
zadataka za rasporedivanje; E = {e;; | 4, j € V} oznacava skup lukova, kojima se opisuje zavisnost medu
zadacima; L = {ly,...,l,} predstavlja teZine &vorova, kojima se zadaju duZine izvrSavanja zadataka; a C' =
{cij | ei; € E}, skup teZina na lukovima, je koli¢ina komunikacije medu zavisnim zadacima, komunikaciono
kaSnjenje, tj. koli¢ina podataka, rezultata zadatka ¢ (prethodnika) koje zadatak j (sledbenik) koristi u svojim
izraCunavanjima. Komunikaciono kaSnjenje c;; € C' predstavlja koli¢inu podataka koja se fiziCki prenosi kroz
viSeprocesorski sistem ukoliko su zadaci ¢ i j dodeljeni na izvr§avanje razli¢itim procesorima. Ako se oba zadatka
izvrSavaju na istom procesoru, komunikaciono kaSnjenje je 0. Skupom E opisana je tzv. relacija prethodenja
(zavisnosti) medu zadacima. Zadatak ¢ ne moZe poceti svoje izvrSavanje ukoliko svi njegovi prethodnici nisu
zavrseni 1 svi potrebni podaci raspoloZivi na procesoru k, kome je taj zadatak dodeljen na izvrSavanje. Skupom C'
opisuje se cena zavisnosti zadataka tj. vreme koje se mora potroSiti na prenos podataka (medurezultata) izmedu
procesora. Prekid izvrSavanja i redundantna izvrSavanja nisu dozvoljena.

Primer grafa zadataka dat je na slici 1. TeZine na lukovima oznacavaju koli¢inu podataka koji se razmenjuju
medu odgovaraju¢im zadacima. Brojevi u ¢vorovima oznacavaju indekse (redne brojeve) zadataka u grafu, dok
su duZine izvrSavanja date u tabeli.

li|6|8|7(10|8]12]9|6|8] 7
Slika 1. Primer grafa zadataka

Pretpostavlja se da se viSeprocesorski sistem M sastoji od p identi¢nih procesora od kojih svaki ima pri-
vatnu, lokalnu memoriju, a komuniciraju razmenjivanjem poruka preko dvosmernih kanala od kojih su svi istog
kapaciteta. ViSeprocesorski sistemi se mogu modelirati neusmerenim grafovima [17] ili matricama rastojanja
(distance matrix) [18, 16]. Kod grafovskog predstvljanja ¢vorovi oznacavaju procesore, a grane komunikacione
kanale izmedu procesora. Element na mestu (h, k) matrice rastojanja D = [dpi],xp predstavlja rastojanje
izmedu procesora h i k. Dobijena iz grafovskog modela, matrica rastojanja sastoji se od rastojanja izmedu
¢vorova kojima su predstavljena ta dva procesora. Lako se vidi da je matrica rastojanja simetri¢na matrica sa
nulama po dijagonali. Na slici 2 prikazana je 3-dimenzionalna hiperkocka identi¢nih procesora i odgovarajuca
matrica rastojanja (p = 8).

Zavisno od arhitekture viSeprocesorskog sistema (strukture veza medu procesorima definisane matricom
rastojanja) na koju se vr§i rasporedivanje, vreme komunikacije (communication delay) izmedu zadataka odreduje
se na sledeci nacin

i = eij - du - cer, 1
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Slika 2. 3-dimenziona hiperkocka i odgovaraju¢a matrica rastojanja

gde je c;; koliCina podataka koju je potrebno preneti od zadatka ¢ do zadatka j definisana skupom C, dj,;, pred-
stavlja rastojanje izmedu procesora na kojima se ovi zadaci izvrSavaju zadato odgovarajué¢im elementom matrice
D, a ccr je parametar koji odreduje brzinu komunikacije u okviru datog viSeprocesorskog sistema i predstavlja
koli¢nik izmedu vremena potrebnog da se izvrsi jedna “elementarna operacija” i vremena potrebnog da se pre-
nese jedini¢na koli¢ina podataka izmedu dva susedna procesora. Ukoliko se zadaci izvrSavaju na istom procesoru,
tl.h=Fk, vfjk ¢e biti jednako nuli, jer je di, = 0, zasvako k = 1,...,p. Jo§ jedna vazna pretpostavka je da svaki
procesor poseduje zasebne ulazno/izlazne procesne jedinice. To omogucava istovremeno izvr§avanje aritmeticko-
logickih i ulazno-izlaznih operacija, tj. izraCunavanja i komunikacije.

Problem rasporedivanja zadataka definisanih grafom G na viseprocesorsku arhitekturu M, sastoji se u tome
da se za svaki zadatak odredi indeks procesora na kome Ce se on izvrSavati i vremenski trenutak u kome ée poceti
njegovo izvrSavanje tako da se minimizira neka zadata funkcija cilja. UobiCajeno je (a to je i u ovom radu slucaj)
da se kao funkcija cilja koristi vreme izvrSavanja celog paralelnog programa 7,,,, = max7T;, 1 < ¢ < n,

pri ¢emu T; oznaCava vreme zavrSetka zadatka i. T),,4, S€ naziva duZina raspodele (schedulezlength, makespan) i
Cesto se oznacCava sa S'L. Poznate su i druge funkcije cilja, na primer, vreme komunikacije (communication delay)
[19], ravnomerno opterecenje procesora (load balance) [20], (teZinska) suma vremena zavrSetka svakog zadatka
i sl. Ovako definisan problem rasporedivanja naziva se problem rasporedivanja sa komunikacionim kasnjenjem
(Multiprocessor Scheduling Problem with Communication Delays, MSPCD).

2.2. Klasifikacija problema rasporedivanja

MSPCD nije najopstiji moguéi problem statickog rasporedivanja. U ovom radu, razmatranja su ogranicena
na viSeprocesorske sisteme koji sadrZe identi¢ne procesore, tzv. homogene viSeprocesorske sisteme. Uopsta-
vanje je moguce dozvoljavanjem da ne budu svi procesori u viSeprocesorskom sistemu istih karakteristika, tj.
razmatranjem heterogenih viSeprocesorskih sistema (kao $to je to na primer slu¢aj u racunarskim mreZama).
Heterogene sisteme takode je moguée opisati neusmerenim grafovima [21, 22, 17], u ovom slucaju tezinskim,
gde tezine ¢vorova oznacavaju brzinu procesora u smislu izracunavanja, tj. izvrSavanja racunskih operacija, dok
tezine lukova govore o kapacitetu veza izmedu procesora (komunikacionih kanala), tj. brzini prenosa podataka
kroz viSeprocesorski sistem.

Generalizacija sa homogenih na heterogene sisteme ne predstavlja veliki problem [17]. Da bi se opisala
razlicita duZina izvrSavanja nekog zadatka na razli¢itim procesorima dovoljno je svakom zadatku (¢voru grafa
zadataka) umesto teZine pridruZiti niz od p elemenata takav da je [;; duZina izvrSavanja zadatka ¢ na procesoru
k. Pri tome, dozvoljeno je da neki element [;; bude oo, sa znacenjem da procesor k ne raspolaze svim resursima
(na primer, nema Stampac ili CD) potrebnim za izvrSavanje zadatka ¢ (tada se radi o tzv. namenskim heterogenim
sistemima). Sli¢no tome, umesto vremena starta razmatra se vreme zavrSetka zadatka na svakom od procesora
(jer pravilo da ¢e se zadatak tamo gde najranije pocinje, najranije i zavrSiti, viSe ne vaZzi) [22].

Drugo uopstenje koje se moZze naci u literaturi je kada zadaci (svi ili samo pojedini) zahtevaju vise od jednog
procesora za svoje izvr§avanje [3, 23]. Za svaki zadatak ¢ zadaje se 7 (i), broj koji oznacava koliko procesora
taj zadatak zahteva za svoje izvrSavanje. Prilikom rasporedivanja tog zadatka mora se voditi racuna o tome da
li postoji dovoljan broj slobodnih procesora kojima ¢e se dodeliti taj zadatak na izvrSavanje. Ovaj slucaj se u
literaturi naziva rasporedivanje viseprocesorskih zadataka (Multiprocessor Task Scheduling).

Dalja uopstavanja problema rasporedivanja moguéa su u dva pravca: zavisno od toga "STA" se rasporeduje
i/ili "GDE" se rasporeduje. U prvom sluc¢aju nameéu se uslovi koji se odnose na zadatke, na primer vremenski
okvir u kome je moguce otpoceti i/ili zavrSiti izvrSavanje svakog zadatka. U odnosu na viSeprocesorske sisteme
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uopstavanje bi se odnosilo na to da se dozvoli neogranicen broj procesora, pa da algoritam rasporedivanja utvrdi
najpogodniju viseprocesorsku arhitekturu.

Mnogo cesée od ovih, najopstijih slucajeva, u literaturi se razmatraju neki specijalni slucajevi problema
statickog rasporedivanja zadataka. Specijalni slu¢ajevi problema rasporedivanja ogledaju se u uvodenju dodatnih
pretpostavki na strukturu grafa zadataka i/ili viSeprocesorskog sistema. Jedna od mogucih klasifikacija problema
statickog rasporedivanja prikazana je na slici 3 i odnosi se na klasifikaciju na osnovu karakteristika grafa zadataka
koji se rasporeduje. Problem rasporedivanja moZe se klasifikovati i na osnovu osobina viSeprocesorskog sistema
na koji se vrsi rasporedivanje i to je prikazano na slici 4. Svaka od ovih klasifikacija ve¢ je poprili¢no sloZena,
ali se stvarna slika o moguéim varijantama problema rasporedivanja dobija kombinovanjem: "svaki" od slucajeva
grafa zadataka rasporeduje se na "svaku" od mogudéih arhitektura viSeprocesorskog sistema (neke kombinacije
su, naravno, besmislene, kao §to je rasporedivanje nezavisnih zadataka na neke specijalizovane arhitekture).
Detaljan opis mnogih varijanti mozZe se naci u [24, 3]. Pri tome je vaZzno napomenuti da su na slikama 3 i 4
zanemareni slucajevi rasporedivanja na jednoprocesorske sisteme (Single Machine Scheduling) jer je to posebna
oblast istrazivanja. Medutim, i taj slucaj je od prakticnog znacaja i veoma je zastupljen u literaturi kao $to se
moze zakljuciti iz [24, 3].

Rasporedjivanje na
viSeprocesorske sisteme

_ v

Zavnsn_l Nezavisni Zad‘ac1 sa
zadaci zadaci komunikacijama
Jedini¢ne Proizvoljne
duZine duZine
izvr§avanja izvr§avanja
Jedinicne Proizvoljne

duZine
komunikacije

duZine
komunikacije|

Specijalizovani grafovi \

(sekvencijalno-paralelni, Grafovi
drvoidni, vi$nivovski, proizvoljne
romboidni, gausovski, strukture

FFT)

Slika 3. Klasifikacija problema rasporedivanja na osnovu karakteristika zadataka

Najjednostavniji slucaj je kada ne postoje zavisnosti medu zadacima koji se rasporeduju. Ovaj slucaj bice de-
taljno razmatran u odeljku 4. Zatim dolazi rasporedivanje fino granulisanih zadataka, tj. zadataka jedini¢ne duZine
izvrSavanja (Unit Execution Time, UET). Literatura u vezi sa ovim slu¢ajem brojna je, na primer [25-29]. Pre-
gledom ovih radova vidi se da se i tu mogu izdvojiti podslucajevi: bez komunikacija/sa komunikacijama, nacin
povezivanja (zavisnost) medu zadacima (drveta, viSenivoovski grafovi, specijalizovani grafovi kao na primer,
sekvencijalno-paralelni, romboidni, gausovski, FFT i drugi), struktura viSeprocesorskog sistema (2 procesora,
potpuno povezani, specijalne arhitekture kao nizovi procesora, prstenovi, hiperkocke, zvezde ili proizvoljne struk-
ture). Rasporedivanje fino granulisanih zadataka, pri ¢emu je u obzir uzimano i vreme komunikacije (Unit Exe-
cution Time/Unit Communication Time, UEC/UET), na viSeprocesorski sistem baziran na transpjuterima, razma-
trano je u [30]. Iako jedan od jednostavnijih slucajeva problema paralelizacije, rasporedivanje fino granulisanih
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Slika 4. Klasifikacija problema rasporedivanja na osnovu karakteristika procesora

zadataka ima veliki znacaj i primenu na primer, u projektovanju i implementaciji prevodilaca za programske
jezike. Cak i u savremenim jednoprocesorskim radunarima, postoje paralelne aritmeticko-logicke jedinice, pa
je vazno da se one §to bolje iskoriste generisanjem efikasnih, paralelizovanih masSinskih kodova pri prevodenju
programa sa nekog viSeg programskog jezika.

Kao treéa grupa problema moze se izdvojiti rasporedivanje zadataka proizvoljne duZine izvrSavanja, pri
¢emu se opet razlikuju podslucajevi definisani komunikacijama, vezama medu zadacima i tipom viSeprocesorske
arhitekture na koju se vrsi rasporedivanje. Osim toga problem zavisi i od kriterijuma koji se koriste za utvrdivanje
kvaliteta reSenja: uobicajeno je da se koristi minimizacija ukupnog vremena izvrSavanja, ali se mogu pojaviti i
drugi (maksimalni protok zadataka, minimizacija vremena koje se trosi na komunikaciju, ravnomerno optereenje
procesoraisl.). Dakle, u definiciju problema rasporedivanja ulaze tri "parametra": struktura grafa zavisnosti medu
zadacima, struktura viSeprocesorskog sistema i kriterijum optimalnosti. Shodno tome, predloZena je klasifikacija
[31, 32], koja je koricena i detaljno opisana u [3]. Svaka varijanta problema oznacena je trojkom «|3|y gde «
predstavlja karakterizaciju viSeprocesorskog okruZenja, 5 se odnosi na opis zadataka koje treba rasporedivati,
dok ~y definiSe kriterijum optimalnosti.

Neke specijalne slucajeve problema rasporedivanja moguce je reSiti optimalno u polinomnom vremenu.
Na primer, u radu [33] predloZen je algoritam polinomijalne sloZenosti (O(n?)) za optimalno rasporedivanje
proizvoljno povezanih zadataka podjednake duZine na dva procesora. Autori rada [28] razmatrali su problem
rasporedivanja drveta, degenerisanih grafova, na neograniceni broj procesora. U radu [34] pokazuje se da za
visenivoovske grafove (u kojima veze postoje samo medu zadacima na susednim nivoima) postoji algoritam za
dobijanje optimalne raspodele u polinomnom vremenu, ukoliko je zadovoljen uslov da je maksimalna zahtevana
komunikacija u celom grafu manja od minimalnog vremena izvr§avanja zadatka, tj. od duZine izvr§avanja najkra-
¢eg zadatka u grafu. Ovo su samo neki od mnogobrojnih radova koji razmatraju specijalne slucajeve problema
rasporedivanja za koje se moZe naci optimalno reSenje u polinomnom vremenu. Detaljnije o toj problematici, kao
i o rasporedivanju uopste, moze se naci u [3], ili u preglednom ¢lanku [24].

Najvise radova koji se mogu nadi u literaturi bavi se uvodenjem raznih heuristika za dobijanje zadovolja-
vajuéeg suboptimalnog reSenja. Dakle, polazi se od pretpostavke da je graf zadataka unapred zadat i vrsi se
pridruzivanje zadataka procesorima primenom nekog heuristickog rezonovanja. Na primer, prvo se rasporeduju
zadaci koji imaju vise sledbenika, jer ¢e se njihovim zavrSavanjem stvoriti uslovi za izvrSavanje veceg broja
zadataka Sto ranije. Sledeci primer bio bi forsiranje zadataka koji se duZe izvrSavaju jer oni zahtevaju najviSe
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vremena. Suprotno bi bilo forsiranje $to kra¢ih zadataka, jer se tada na pocetku izvrSavanja odradi najvise. Zatim,
metoda najranijeg starta (Earliest Start, ES) forsira startovanje izvrSavanja zadatka Sto pre, jer to znaci i njegovo
ranije zavrSavanje i stvaranje uslova za raniji pocetak izvrSavanja njegovih sledbenika. Heuristicke metode ras-
poredivanja najcesée se sastoje iz dva koraka: 1) odredivanje totalnog poretka medu zadacima, tj. utvrdivanje
redosleda kojim ¢e se zadaci rasporedivati i 2) dodeljivanje zadataka tim redom procesorima na izvrSavanje. To
nije opSte pravilo, na primer, PPS metoda [35] u prvom koraku odreduje koji ¢e se zadatak izvrSavati na kom
procesoru, a u drugom kada ¢e poceti njegovo izvrSavanje.

Do sada je razvijeno mnogo heuristickih algoritama, medutim, svaki od tih algoritama efikasan je samo
za odredenu klasu problema. Na efikasnost algoritma utice, pre svega, struktura grafa zadataka, zatim struktura
viSeprocesorskog sistema. Pokusaj klasifikacije konstruktivnih heuristika uraden je u [36, 37], a ovde su samo,
pregleda radi, navedene neke od najpoznatijih heuristi¢kih metoda predloZenih u literaturi.

Sledeéi korak u reSavanju problema rasporedivanja je razvoj metaheuristickih metoda. Metaheuristike se
sastoje od uopStenih skupova pravila koja se mogu primeniti za reSavanje raznovrsnih problema optimizacije.
Primena metaheuristika (genetski algoritmi, neuralne mreZe, tabu pretraZivanje, metoda promenljivih okolina,
simulirano kaljenje, mravlje kolonije, optimizacija kolonijom pcela, itd.), prilikom reSavanja optimizacionih
problema treba da obezbedi dobijanje kvalitetnijeg suboptimalnog reSenja od onog koje daju klasi¢ne, kon-
struktivne heuristike za razumno (dostiZzno) vreme izvrSavanja. Primenom metaheuristickih metoda najcesce se
omogucava znacajna popravka nekog pocetnog resenja dobijenog klasi¢nim heuristickim metodama, uz razuman
utroSak vremena za sopstveno izvrSavanje.

3. Problemi pakovanja

Problemi pakovanja sastoje se u tome da se grupa manjih objekata smesti u jedan ili viSe vecih objekata iste ili
razlicite vrste. Jedan od najjednostavnijih primera je pakovanje manjih pravougaonika u veéi, tzv. dvodimenziono
pakovanje. Trodimenziono pakovanje je veoma sli¢no, kvadri se pakuju u veliku kutiju. SloZeniji primer bio bi
pakovanje nepravilnih objekata u pravougaonike ili kvadre $to se uz dozvoljavanje promene orijentacije objekata
koristi u implementaicji poznate igrice TETRIS. Dalje uopstavanje odnosi se na pakovanje raznih drugih objekata
(lopte, poliedri, ...) u kutije koje takode mogu biti raznih oblika.

Jedan od najpoznatijih problema pakovanja je problem ranca (Knapsack problem). On se sastoji u tome da
se u ranac zadate zapremine smesti $to veci broj objekata za koje su takode poznate zapremine. UopStenje ovog
problema dobija se kada se objektima dodaju i teZine (vrednosti), pa je potrebno maksimizirati ukupnu vrednost
svih objekata u rancu.

Problemu pakovanja veoma je sli¢an problem secenja. Na primer ako od velike pravougaone table lima treba
da iseCemo S$to viSe manjih pravougaonika zadatih dimenzija, dobijamo klasi¢an problem 2D pakovanja malih
pravougaonika u vece. Ovde se ve¢ nazire analogija izmedu problema rasporedivanja i 2D pakovanja/secenja:
zadaci su pravougaonici dimenzija 1 x [; koji se pakuju u veliki pravougaonik dimenzija p x 2?21 l;. Ako
razmatramo problem rasporedivanja zavisnih zadataka i uzimamo u obzir komunikaciona ka$njenja moZemo
ga poistovetiti sa pakovanjem u kome postoje zabranjene zone (delovi u koje se ne moze smestiti nista), ili sa
seCenjem tabli lima kod kojih nisu svi delovi istog kvaliteta.

4. Elementarni problem rasporedivanja

Najjednostavniji medu problemima rasporedivanja je svakako rasporedivanje nezavisnih zadataka na iden-
ti€ne procesore, tzv. job—shop rasporedivanje, kod kojega se formiraju redovi ¢ekanja na procesore za koje tada
nije vazno kako, pa ¢ak ni da li su povezani. U tom slucaju redosled izvrSavanja zadataka i povezanost procesora
nisu bitni, a ne postoji ni kasnjenje koje bi prouzrokovao transfer podataka. Potrebno je samo da se odredi koji
zadatak se pridruZuje kom procesoru, a zatim izratuna ukupno vreme potrebno za izvrSavanje svih zadataka.

Detaljniji opis problema: Dat je skup koji se sastoji od n nezavisnih poslova (zadataka) T = {1,2,...,n}.
Za svaki zadatak ¢ poznata je njegova duZina izvrSavanja [;, ¢ = 1,2,...,n. Dat je skup koji se sastoji od
p identi¢nih masina (procesora) Ml = {1,2,...,p}. Potrebno je pridruZiti poslove maSinama tako da se svaki
posao dodeli ta¢no jednoj maSini, da svaka maSina u datom trenutku obraduje tacno jedan posao i da se tom
prilikom minimizira ukupno vreme izvrSavanja svih poslova (duZina raspodele, makespan). Prekidanje kao ni
dupliranje izvrSavanja poslova nije dozvoljeno. Primer rezultata rasporedivanja 9 zadataka na 4 procesora koje
odgovara duzini raspodele od 40 vremenskih jedinica prikazan je na slici 5.

20



M |1 |5 8
My |2 E —
Ms |3 6 9 ——
My |4 E
I I I I I I I
t=0 5 10 15 20 25 30 35 ’U’["é(’;’ne

Slika 5. Primer problema rasporedivanja nezavisnih zadataka na identi¢ne procesore

4.1. Matematicka formulacija problema

Problem rasporedivanja nezavisnih zadataka na identi¢ne procesore moZe se formulisati kao zadatak celo-
brojnog linearnog programiranja (Integer Linear Programming, ILP) na sledec¢i nacin [38].
DefiniSimo binarne promenljive

o 1, ako je zadatak 7 dodeljen procesoru j,
Y771 0, inace.

Problem se sada svodi na minimizaciju funkcije cilja pod zadatim ogranicenjima, tj.

min y 2)
P
st Y mij=1, 1<i<n, 3)
j=1
n
y—> lLiwi; >0, 1<j<p, )
=1
zi; €{0,1}, 1<i<n, 1<j<p 5)

Funkcija cilja: ukupno vreme izvr§avanja svih zadataka - makespan y, moZe se shvatiti i kao maxy; gde je
y; = iy liw;; za svako j. To upravo govori ogranienje (4). Prvo ogranicenje treba da obezbedi da se svaki
zadatak 7 dodeljuje tacno jednom procesoru j. Poslednje ograniCenje iskazuje binarnu prirodu promenljivih x;;.
Promenljiva y moZe da bude proizvoljan broj (realan, ceo, pozitivan).

Na osnovu prikazane formulacije moZemo zakljuciti da se ovaj problem opisuje sa n X p binarnih
promenljivih i n + p ograniCenja. Iako deluje prilicno jednostavno, ve¢ za p = 2, problem je NP-kompletan
[39]. Za sluc¢aj da svi zadaci imaju istu duZinu izvrSavanja, tj. [; = L, Vi, problem je polinomijalne sloZenosti
(najvise [n/m| zadataka ide na svaki procesor, a duZina raspodele je [n/m] - L).

4.2. Karakteristike problema i pristup resavanju

Prilikom razmatranja problema rasporedivanja nezavisnih zadataka razlikuje se nekoliko podslucajeva: ras-
poredivanje na dva, viSe, pa ¢ak i neograniceni broj procesora. Ova varijanta problema lako se prevodi na problem
pakovanja, odsecanja ili grupisanja (Packing, Cutting, Clustering). Medu radovima koji se bave rasporedivanjem
nezavisnih zadataka mogu se izdvojiti [40-42, 38, 43—46]. Ve¢ se na osnovu ovog spiska radova vidi koliko raznih
varijanti ovog specijalnog slucaja problema (i na koliko razlicitih nacina) se u literaturi razmatra.

Na osnovu dostupne literature, pristup reSavanju ovog problema mozZe se klasifikovati na sledeéi nacin.

e Egzaktne metode (MIP-bazirane, kombinatorne) [41, 42, 38];
e Heuristicke:

- konstruktivne, LPT+ES najpoznatija [40], ima koeficijent aproksimacije 4/3 — 1/(3m);
— iterativne, npr. lokalno pretraZivanje (LS) [44];

e Metaheuristicke:

— Tabu pretraZivanje [46];
— Metoda promenljivih okolina [45];
— Optimizacija kolonijom pcela [43].

21



Tabela 1. Poredenje algoritama za rasporedivanje nezavisnih zadataka na identi¢ne procesore

example | OPT | Opt time | MLS  min time | VNS  min time | BCO  min time
Togral00_4 800 0.140 | 801 0.491 800 0.001 800 0.027
Togral00_6 800 8.402 | 801 4211 800 0.025 801 0.044
Togral00_8 800 98.859 | 805 0.284 800 0.146 803 0.065
Togral00_9 800 862.788 | 807 0.799 800 1.572 807 0.224
Togral00_12 800 | MEM_ERROR | 817 3.992 800 3.873 811 0.364
Iogral00_16 800 — | 816 0.397 800 5.010 809 0.418

Rezultati primene metaheuristickih metoda na teske test primere resporedivanja 100 zadataka na razliCit broj
procesora prikazani su u tabeli 1. Opt time predstavlja vreme potrebno CPLEX softveru da pronade poznato
optimalno reSenje.

5. Elementarni problem pakovanja

Kao jedan od najjednostavnijih izdvajamo specijalizovani problem 2D pakovanja, pakovanje manjih
pravougaonika Cija je jedna od dimenzija obavezno jedan u veée pravougaonike kojima je manja dimezija takode
jednaka jedinici. Ovaj problem se u literaturi naziva Bin packing problem (BPP).

BPP se sastoji u slede¢em: Dat je skup koji se sastoji od n objekata I = {1,2,...,n}. Za svaki objekat
1 poznata je njegova veli¢ina [;, ¢ = 1,2,...,n. Data je procenjena gornja granica na broj potrebnih paketa
(bin-ova) K i veli¢ina (kapacitet) svakog paketa C'. Potrebno je sve objekte smestiti u $to manji broj paketa tako
da se ne premasi kapacitet ni jednog paketa.

Primer BPP-a analogan primeru rasporedivanja sa slike 5 dat je na slici 6.

[ 9|
8
7] c
6
1 |5
1l2]3]4
B, By By By

Slika 6. Primer pakovanja u 4 paketa (bin-a)

5.1. Matematicka formulacija problema

Defini§imo najpre binarne promenljive x; 1 yi na sledeci nacin:

~_ | 1, ako je objekat 7 smeSten u paket k,
Tik = 0, inace.

_ | 1, ako je paket k iskoriScen,
Y% =9 0, inace.

ILP za BPP ima sledeéi oblik [47]:
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K
min Z Yk (6)
k=1

k

s.t. zip =1, 1<i<n, 7)
k=1
> Lz < Cuyp, 1<k<K, ®)
i=1
l‘ik:7yk?e{oal}7 1§Z§na 1§kSK (9)

Dakle, cilj je minimizirati broj iskoriS¢enih paketa, tj. broj promenljivih y, koje imaju vrednost 1.
Ogranicenja (7) govori da svaki objekat mora da bude u tacno jednom paketu. Uslov da se ne sme premasiti ka-
pacitet svakog od paketa iskazan je ograni¢enjima (8). Ukupan broj promenljivih u ovom slu¢aju je (n + 1) x K,
dok je broj ogranicenja n + K.

5.2. Analogija sa problemom rasporedjivanja

Kao $to je ve¢ napomenuto, problem rasporedivanja nezavisnih zadataka na identi¢ne procesore i BPP su
vrlo sli¢ni. U oba slu¢aja imamo velike pravougaonike u koje treba na najpogodniji nacin smestiti zadate male
pravougaonike. Medutim, pri rasporedivanju se minimizira duZina, dok je kod pakovanja duZina svakog paketa
data preko njegovog kapaciteta i ima istu vrednost za sve pakete. Naprotiv, kod rasporedivanja je dat broj pro-
cesora, a prilikom pakovanja treba minimizirati broj paketa. Najbolja heuristi¢ka strategija kod rasporedivanja
je ES, dok je kod pakovanja BF (Best Fit). Naime, pri rasporedivanju najbolje je novi zadatak staviti na naj-
manje opterecen procesor jer je tada najveca verovatnoca da ¢e ukupna duzina izvrSavanja ostati $to je moguce
manja. Obrnuto, kod pakovanja je bolje maksimalno popuniti ve¢ upotrebljene pakete pre nego Sto se posegne za
novim. Zato se dati objekat stavlja u onaj paket u kome nakon toga ostaje najmanje slobodnog mesta. Time se u
preostalim upotrebljenim paketima ¢uva viSe mesta za objekte koji tek treba da budu upakovani.

6. Matematicka formulacija za MSPCD

Za problem rasporedivanja opisan u odeljku 2, ovde je data meSovito celobrojno linearna (Mixed-Integer
Linear Programming, MILP) formulacija, bazirana na 2D pakovanju pravougaonika sa zabranjenim zonama.
Izvorna formulacija je sa kvadratnim ograni¢enjima (MIQP), koja su naknadno linearizovana uvodenjem novih
promenljivih. Formulacija je prvi put predloZena u radu [48].

Osnovna ideja bila je da se svaki zadatak zamisli kao pravougaonik duZine /; i visine 1. Sve takve
pravougaonike treba spakovati u ve¢i pravougaonik ¢ija duZina je jednaka duZini raspodele W koja sa mini-
mizira, a visina je jednaka broju raspolozivih procesora p. Osnovna prednost ovakve formulacije nad klasi¢nom
formulacijom predloZenom u [49] je manji broj binarnih promenljivih: dok klasi¢na formulacija zahteva n?p bi-
narnih promenljivih za opisivanje da li je zadatak ¢ rasporeden kao s-ti na procesoru k, formulacija bazirana na
pakovanju koristi samo n? + np binarnih promenljivih.

Za svaki zadatak 7, oznaimo sa t; € R pocetak njegovog izvrSavanja (tj. apscisu donjeg levog temena
pravougaonika kojim se prikazuje zadatak 7), a sa p; € N indeks procesora na kome Ce se izvrSavati zadatak ¢
(tj. ordinatu donjeg levog temena pravougaonika kojim se prikazuje zadatak 7). Neka z;;, uzima vrednost 1 ako je
zadatak ¢ dodeljen procesoru k, a nula inace. DefiniSimo joS§ dva skupa binarnih promenljivih koje treba da sprece
preklapanje pravougaonika (zadataka) po obe koordinate.

. 1 zadatak ¢ se zavrSava pre nego (ili istovremeno kad) zadatak j poCinje
Vijoij = 0 inacCe
Viij e = { 1 indeks procesora kome je dodeljen zadatak ¢ je strogo manji od onoga na kome je zadatak j
T 0 inacde.

Promenljive o opisuju redosled izvrSavanja zadataka, dok promenljive € i x kontroliSu dodeljivanje zadataka
procesorima.
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Matematicka formulacija za MSPCD moZe se opisati na sledeci nacin

ltrnin W (10)
sP,0,€
VZ#]EV tlj_ti_li_(aij_l)WmaxZO (12)
VZ#]GV Uij+0ji+€ij+€ji21 (14)
Vi#jeV o;+0; <1 (15)
VZ;AJGV Ezj+€]1§1 (16)
VJEV : 1657(]) 0'7]:1 (17)
, e hk
VjieV =) (]) ti +1; + Z Vij TipnTik <t (18)
h,keM

VieV Y kri =pi (19)

keM
VieV Y ap=1 (20)

keM
W >0 (1)
VieV t,>0 (22)
VieV piE{l,...,|M‘} (23)
VieV,keM x; € {0,1} (24)
VijeV 0ij, €5 € {0,1}, (25)

gde Wi« predstavlja gornju granicu za duzinu raspodele W, tj.

Winax = Z I + Z Cij max{dhk | h, ke M}
i€V i,jeEV

Funkcija cilja (10) i ogranicenja (11) forsiraju minimizaciju duZine raspodele, vremenski okviri izvr§avanja za-
dataka u odnosu na promenljive ¢ definisani su ograni¢enjima (12), a ogranicenja (13) vode racuna o redosledu
izvrSavanja zadataka u odnosu na indekse procesora definisane promenljivima e. Ograni¢enja (14), (15) i (16)
obezbeduju da svaki zadatak zauzima ta¢no jednu poziciju i po vremenu i po procesoru. PoStovanje zavisnosti za-
dataka obezbedeno je ogranienjima (17), a ogranic¢enja (18) modeliraju komunikaciono kasnjenje. Veza izmedu
promenljivih z; 1 p; iskazana je ograniCenjima (19), a ogranicenja (20) se odnose na dodelu svakog zadatka
tacno jednom procesoru.

6.1. Linearizacija kvadratnih izraza

Kao $to se vidi iz ograniCenja (18), formulacija za MSPCD nije linearna. Uobicajeni nacin linearizacije
ovakvih izraza je zamena proizvoda z;;,7j; novim promenljivima zlhjk € [0,1]. To zahteva i uvodenje novih
ogranicenja [50, 51]:

VieV,i€d (j),hk €M (min > 2l Naje > 2l Awan + xjp — 1 < 20F), (26)

Sto dalje implicira:
VjeV,ied (j),h k€M (2]} = minzjp), (27)

i obezbeduje reformulaciju polaznog MIQP u ekvivalentni MILP.
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Na osnovu [52], uobicajena linearizacija moze se zameniti ekvivalentnom kompaktnom linearizacijom na
slede¢i nacin:

VigjeVike M) 2l =xp). (28)
heM
Vi#jeV,hkeM (2 =25, (29)

7. Zakljucak

Pregled i znacaj dva veoma vaZzna problema kombinatorne optimizacije, problema rasporedivanja i problema
pakovanja, dat je u ovom radu. Ukazano je na analogiju koja postoji izmedu pojedinih varijanti ova dva prob-
lema i navedeno kako je problem pakovanja manjih pravougaonika u jedan veci pravougaonik zadatih dimenzija
posluZio kao inspiracija za razvoj efikasne matemati¢ke formulacije problema rasporedivanja zavisnih zadataka
na proizvoljno povezane identi¢ne procesore uz prisustvo komunikacionih kasnjenja.
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PA3BOJ EJIEKTPOHCKHUX YIIBEHUKA U3 MATEMATHUKE

Hapko dpaxkyauh
Qunosogpcku paxynmem Ynugepsumema y Hcmounom Capajegy
ddrakulic@gmail.com

AIICTPAKT

HNudpopmarmono-komyHukaiuone texHojoruje (MKT) mocrane cy reHeparop mpoMjeHa ¥ HayMHA Ha
KOjH JbYAH JKUBE, pajae, urpajy ce u yde. JKuBoT y MH)OPMALMOHOM JAPYIITBY 3aXTjeBa HEIITO BHIIE OX
OCHOBHE IIMCMEHOCTH U KJIaCHYHUX 3Hamba. OOpa30BHE MHCTUTYLIHjE MOPajy OATOBOPUTH OBHM HOTpedamMa
oMoryhuty cTumame THX HOBHX 3Hamha M BjemTHHa. Takolhe, oHe MOpajy MPUXBAaTUTH HOBE TEXHOJIOTH]E Kao
(yHIaMEHTaIHO HAacTaBHO CPEACTBO y Mpolecy yuema. CBe BHIle HACTaBHUKA TOYHIE Ja NpPUMjEHYje
MH()OPMAIIOHO-KOMYHUKAIIMOHE TEXHOJOTHje Yy HacTaBu, anu y BehuHM ciydajeBa HauuH HUXOBOT
kopumhema HHje oxaroBapajyhu. Hajuemhm mnpuMjep HeameBaTHe TpHUMjeHE jecTe KopHImheme
HeoaroBapajyhux eJNeKTPOHCKUX MaTepHjasia (Tpe3eHTalfja ¥ CliajaoBa) KOje HAaCTaBHUIUM MpPUKA3Y]y
yYeHHIIMMa U KOje YYEHHIN He3anHTepecoBaHO (He)mpare. YecTo ce y HacTaBH KOpPHCTE CKEHUpaHE KOIHUje
TpPaIUIIMOHANAHNX YyIIOEHHKA KOje Cce Ha3WBajy EIeKTPOHCKHM YIIOCHWIIMMA, a Koje He MpPeICTaBJbhajy
HUKaKaB TEXHOJIONIKO-IHJAKTHIKH HATPEIaK y OTHOCY Ha KIIaCHYHE YIIOCHHUKE.

VY oBOM paay cy omMcaHM KOHLENTH pa3Boja €JIEKTPOHCKHUX YIIOSHHKa KOjH Cy pe3ylTaT OuiaTepansHor
nmpojekta YHuBep3utera y Mapubopy (CrnoBenmja) u YHuBepsurera y Mcrounom CapajeBy (bocHa u
XepuerosuHa) moj HazuBoM "MHTEpakTHBHO ENEKTPOHCKO YYEHEe MaTeMaTHKe y KyJITypHOM KOHTEKCTY
Hapona Cnosenuje u bocue n Xepuerosune".

KibyuHne pujeun: e1eKTpOHCKO yUeHe, eJIeKTPOHCKH YIIOSHHUIIN, MaTeMaTHKa

OBaj pan caapXd pe3yiTaTe HayJYHO-UCTPAKUBAUKOT MpojekTa "MHTEepaKTHBHO EIEKTPOHCKO YUYCHE MAaTeMaTHKE Y
Pemry6mummn Cprickoj" ¢uHaHCHpaHOT 01 cTpaHe MuHHCTapcTBa Hayke W TexHonoruje Bmage PemybOmuke Cprcke n
mpojekra "MHTepakTHBHO ydeme MaTeMaTHKe y KyJITypHOM KoHTeKkcTy Hapoxa Crmosenuje u bocue m Xepuerosune"
(uHAHCHpaHOT 0] cTpaHe MUHHUCTapCcTBa IIMBIIHKUX 1ociioBa bocHe n XepueroBune.

YBOJ|

[Touetkom 2010. rogmue kommanuja Apple je mpencrtaBwia ypehaj iPad, koju je 03HA4YHMO
MOYETaK BEJIMKE €KCIaH3M]je eJIEKTPOHCKUX ypehaja 3BaHuX Tabnetu (eHriecku: tablet, Ha CpIICKOM
ce HasuBa joml W Tabiuna). Tabnere KapakTepuily BEIMKH €KpaHH OCjeTJbUBU Ha JOJIUp, Mala
TEXWHA, PeJIATUBHO HUCKA ITMj€Ha, KOMITAKTHOCT | Jlakoha kopunthewa. O nojaBe iPad-a, TabneTn
JI0XMBJbABAjy BEITHKY CKCIAH3M]y y CBUM cdepamMa eleKTPOHCKE KOMYHHKAILHMje', a 3aCITyKEeHO
3ay3uMajy u Bojaehy ymory y nporecy oOpa3oBama.

[Topen paznmuuuTux maaTGopMH 3a yueme Ha JaJbUHY, EJIEKTPOHCKHA MaTepHjalin (€-MaTpHjasin)
U eNEKTPOHCKH ylIOeHHIH (e-y[IOSHHUIIN) MPEICTaBIbajy OCHOB €IEKTPOHCKOT 0Opa3oBama. JyxkHa
Kopeja je munep mospy npumjene MKT-a y obpaszoBamy, raje ce TpeHyTHO y Buiie o 60 mkosa
aKTUBHO KOPUCTE €NIEKTPOHCKH yiioenunu. Ilnan kopejcke Biane je aa ce 1o 2015. rogune 3aBpiu
npojexar, Bpujeaad 2.1 Munujapay mosapa, 4djy je b CTBapame padyHapcKe Mpeke Ha Kojoj he
ce HaJa3UTH pPA3IMYUTH OOpPa30BHU e-MaTepHjaii KojuMa he ydYeHHIM MpPUCTYNaTH MoMohy
tabnera. Kpajibu isb OBOT MpOjeKTa je MOTIMyHA 3aMjeHa KJIACHYHUX YIIOCHHKA Ca €JIEKTPOHCKUM
yubenuiuma [3].

' Crymmja Online Publishers Association (OPA) u3 jyna oBe roauue je nokasana aa 31% kopucuuka Untepuera y
CA[, crapoctu ox 8 10 64 romuHa KopucTtH Tabduere [4]
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VY cBuUjeTy ce TPEHYTHO pa3BHja HEKOJIWKO IUIAaTGOpPMH W CTaHApAa 3a pa3Boj EIEKTPOHCKHX
yubeHuka, kao mro cy ePUB ¢opmar pa3BujeH Ol cTpaHe opraHuzauuje International Digital
Publishing Forum (http://idpf.org/epub), 3atum je3umk 3a o3HauaBame eLML (eLesson Markup
Language) xojer pa3Bujajy WwiaHOBH IBajuapckor eLearning npojexta GITTA (http://www.elml.org/),
je3uK 3a o3HavaBame <ML>’ Koju ce pazBuja Ha YHuBep3urery y Poctoky (http:/ www.ml-3.0org/) Te
WeMauku npojexat Digitale schulbiicher (http://www.digitale-schulbuecher.de). Komnanuja Apple je
mouetkoM 2012. romuHe Takohe mpepcraBwia Apyry reHepamnujy anara iBooks xoju omoryhasa
KpEupame 1 YNTAHE NHTCPAKTUBHHUX EICKTPOHCKUX KIHHTA.

HctpaxxuBaun ca YHuBep3utreta y Mapubopy ce ox 2001. roauHe pajae Ha pa3Bojy
SJICKTPOHCKUX MaTepHjajia 3a yueme MaTeMaThke, Kpo3 mpojekre Mobid, E-UM [2] (http:/www.e-
um.si/) u e-ucbeniki (http://eucbeniki.sio.si/) a moyerkom 2012. TroauHe ce y OBO HCTPAXKHBAHHE
ceykipyuyje u YHuBep3uteT y Mcrounom CapajeBy, kpo3 OwinarepasiHu mpojekar "MHTepakTuBHO
yUCHE MATeMAaTHUKE Yy EJIEKTPOHCKOM KOHTeKCTy Hapona boche m XepreroBune u CroBeHuje"
(http://eudzbenici.rs.ba/). Ik oBOT MpojeKTa jecTe pa3Boj €ICKTPOHCKHUX YUIOeHHMKA Koju he Outn
npunaroljeHn HacTaBHUM IUlaHoBMMa mikoja y Cnosenuju u PemyOmuim Cprckoj. OBaj pan
CaJip’Ku pe3yJiTaTe JOCAAANIHUX aKTUBHOCTH HAa TOMEHYTOM IIPOjEKTY.

EJIEKTPOHCKMH YIIBEHHUIIU

Kao m y cBakoMm mporecy NpuMjeHe HOBHX METOJIa M TEXHOJIOTHja, MOCTaB/ba CE MHUTAE
OTIPaB/IaHOCTH YBOlema eNeKTPOHCKUX yIIOeHHKa y HacTaBHU mporec. OOpa3oBHU CUCTEM HAa OBUM
MIPOCTOPHMA je BPJIO KOH3EpBAaTHBAH, MHEPTAH U HECIIPEMaH Ha CBaKy IMPOMjEHY, & HAPOUHUTO aKo T
MpOMjeHe 3HAYajHO OACTYNajy o moctojeher cTama. Y OBOM Cily4ajy MOCTaBJba CE MUTAKE: Aa JIH
00pa3oBHOM cHUCTeMy Tpebajy eJIEeKTPOHCKU yIIOCHHITH?

Janna Quitney Anderson ca Elon yauBep3utera je 2012. roguHe y TpaaulMOHAIHY TOI]jETy
reHepalyja 3anajJHor CBHjeTa yBeJia HOBy reHepanujy - renepaiujy AO (Always-On Generation) [1].
OBoj renepanuju npunanajy gjena pohena Hakon 2000. roguHE W HBUXOBE JKUBOTE KapaKTCPUIIS
CHaYKHA TIOBE3aHOCT Ca MHTEPHETOM, Tj. OHU MHTEPHET J0’KUBJbaBajy U KOPUCTE Ka0 BPCTY CONCTBEHE
"excrepue Memopwuje". llpumagHuke oOBe TeHepalnMje KapaKTepWIly HEJAOCTaK CTPIJBCHA,
HECTIOCOOHOCT aIlCTpakIMje M HECIOCOOHOCT AyOOKOr pasMMlLbama. [IpunangHuny oBe reHeparuje
he ce 3am0BoJbaBaTH MHCTAHT pjelICHUMa CBOjUX IMpobieMa Koja he mponanasuti Ha MHTEpHETY.
Onu Hehe nucTaT KBHUre U SHUMKIONEAM]e, 3a BbUX he MHTEpHET MpeACTaB/baTH NMPUMapHU U3BOP
3Hama. thuma Hehe 6utn moTpeOHM yIOeHNH, BHUMa he OUTH MOTPeOHH e-yIIOCHHUITH.

C nmpyre cTpaHe, IpuUMjeHa €JIEKTPOHCKUX yIIOCHWKAa y HACTaBH MaTEMaTHKE j€ OINpaBIaHUja
HEro y HacTaBM OCTaNuX mpeaMeta. ['paauBo u3 Marematuke (Kao U u3 BehnHe NPUPOTHUX HAayKa)
9ecTO je arcTpakTHO M 300T TOra KOJ yYeHHKa CTBapa 0J00JHOCT MpeMa mMaTeMaTHid. McrmpasHo
Kopuinhemwe aJJeKBaTHUX aHUMallja, CHMYyJalija U JUJaKTHIKHX Urapa Mo)ke TOMOhH yueHHIIUMa
y pa3Bujamy arncTPaKTHOT MUIILJBEHA, Ka0 U y pa3BUjamby HHTEPECOBAbA 33 YUCHE MaTeMaTHKE.

EnexkTpoHCcKH YIIOEHUK HHUjE ENEeKTPOHCKH (CKEHUpPaHU) OONHMK TpPaJUIMOHATHOT YIIOCHHKA.
HNako He mocToju ommrenpuxBaheHa AeQHUHUIM]a €NEKTPOHCKOT YIIOCHHWKA, MOJ EJIEKTPOHCKUM
YIOCHUKOM Cc€ TOApa3yMHjeBa JUTHTAIHU JOKYMEHT KOjH y CeOM CaapKu eIeMEeHTe KIaCHHYHOT
ynOeHrnKa (TEKCT M CIIMKE) U MHTCPAKTUBHE CJIEMEHTE - ayJHO/BUJICO 3aIHCe, PA3INIUTE TECTOBE,
cUMyJalyje, amiere ¢ JAWAaKTHYKe Wrpe. VIHTepakTUBHM  €IEMEHTH, TpeMa CTOIH
WHTEPAKTUBHOCTH, MOTY C€ ITOJIUjEJIUTH Y TPH TPyTIe:

e EjeMeHTH ca HHCKOM CTONOM HHTEPAKTUBHOCTH - ay[AMO M BHJEO 3aIllUCH, IPOCTE

aHnManyje u cumynanuje. OB €IEMEHTH HMajy caMoO IBHje KOHTPOJE - TOKPETame U
3ayCTaBJbambe PEIPOIYKITH]E.

28



Cnuka 1. EnemMeHT HUCKe CTOIE MHTEPaKTUBHOCTH - BUJEO 3allUC KOjH MPUKa3yje UPTambe KPyKHHULE
nomohy mecrapa

e EjeMeHTH ca CpeambOM CTONOM HHTEPAKTUBHOCTH - OCHOBHU TECTOBH: Ja/HE TECTOBH,
TECTOBU BHUIIIECTPYKOT U300pa U TECTOBH JIONyHhaBama. KOPUCHUIM OBUX eleMeHaTa uMajy
MOTYhHOCT yHOCA OITOBOpA, IIPOBjepe yHOCA M MOTYNHOCT NMPUKa3HBakha TAYHUX OATOBOPA.

donyHu mexkcm ca pujeduma:

nomjepanu, KOHonay, HAUPMAaau, YeHmap, ckpamuiu, 3amezHym

Ha o6a wrana cy sasesanv | - Jesav wran cy sabonm y
_ Kpyra Koju npeAacTaB/ba WKOACKO AsopuwTe. Ca
ApYyrum cy _ rpaHuue npse rpeauue. 3atMm cy
KOHONLY _ Ayxmby. Wran y  cpeauHu  Hucy
_ . Mpu "uyptamwy" cy nasunm ga cse spujeme
KoHonay byae _ :

lNoHoBO Mokaxu ogrosope

Cnuka 2. EnemMeHT cpeliie cTone HHTEPaKTUBHOCTH - TECT IOIMYyHhaBamha ca YHECEHUM OATOBOPUMA,
MIPOBjEPOM YHECEHUX OJroBopa U MoryhHomhy nprkasa TalHUX OJroBOpa

e EnemeHTH ca BUCOKOM CTONOM MHTEPAKTHUBHOCTHU - HANpeJHE aHMMaluje U cumynauuje (y
KOjHMa KOPHUCHHMK MOX€ aKTUBHO Jla Y4ECTBYj€), HAllpEIHU TECTOBH (TECTOBH IOBE3HBAbA,
TECTOBU HCHpaBjbama M cpehuBama), amieTd M pasHe IUAAKTHYKE Hrpe. Y OBUM
€JIEeMEHTHMa KOPUCHHUK MOXKE Ja JUHAMHYKU MHjeHa M3IIel, caapikaje, yla3He U U3lla3He
MOJIaTKE Kao ¥ Ja 1o0uja moBpaTHe HH(OpPMAIHje y 3aBHCHOCTH OJ1 aK THBHOCTH.
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MNocraeun nojmoee y oaroeapajyha nosba
@ MeomeTpujcko THjeno @ MEOMETPHJCKM MK @ Meuya Kouxe
@ Tjeme npasoyraonuka @ CTpanmua npasoyraonuka @ Ayx

@ Kpajiea Tauka gysm @ Crpanuya Kouke @ Tjeme Kouke

Cnuxka 3. EnemMeHT BUCOKE CTOIIE HUHTCPAKTUBHOCTH - JUJAKTHUYIKA HUI'PaA

EnexTpoHCKHU yIIOCHHIIM, KOjU Cc€ pa3BHjajy Yy OKBUPY Mpojektra "MHTepakTUBHO EICKTPOHCKO
y4eme MaTeMaTuke y KyJITYpHOM KOoHTeKcTy Haponaa Crnosenuje n bocHe n Xeprerosune" cacroje
ce O]l eJICKTPOHCKHX jEIMHHUIA, & CBaKa jEJIMHUIIA CE CACTOJH OJ TET JUjeJIoBa: HACJIOBA, YBOJA,
TJIABHOT JIHjefia, Hjesia 3a MOHABJhamkhe M 3anaTaka. CBU JIUjeIOBH (OCUM HACIIOBA) CE CACTOje OJ
jeIHEe WK BUIIIe CTPaHMIIA HA KOjUMa C€ HaJla3u TPaJIMBO BE3aHy 3a TY jeIUHHUILY.

TEXHOJIOI'NJA U3PAJIE EJIEKTPOHCKHUX YIIBEHUKA

OCHOBHU TEXHUYKH 3aXTjeB M3paje CICKTPOHCKUX YIIOCHUKA jecTe HE3aBHCHOCT Ca/pikaja OJl
ETOBE PEMPOIYKITHje, Tj. HE3aBUCHOCT EICKTPOHCKHUX MaTepujaia of iardopme. Pasior Tome cy
Pa3NUYUTU CTaHIAPAM KOje MPONUCY]Y Pa3IMYUTU onepaTUBHU cuctemu (Windows, iOS, Android)
Kao W HEMOTYNHOCT pajia MojeIMHIX TEXHOJIOTHja Ha HEeKuM ypehajuma (Hrip. HemoryhHocT pama
Java u Flash annukanyja Ha Ta0neTuma).
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Kpy>xHuua

Kpysnnya Aonynu mexem ca pujevuma:
Yuesmum Cy y ywu u3bop usabpann aea npujeancora a ypehewe
KpyxHuUa W Kpyr WKONCKOr ABOPMWITA. NOMJePanuy, KOHONGY, HOUPMANU, UEHMAP, CKPAMUANU, 3GMe2HYM
UexTap Ha o6a wrana cy 3asezann . Jeaaw wran cy 3abonm y
MonynpesHis KPYTra KOju NPeACTas/da wroncko asopmwre. Ca apyroa
] ot <y rpakiUe Npee rpeanue. 3amm Cy KoMONuy
e = 1 Ayxody. Wran y cpeammi Hicy X
ot me sitoese
ot M "upray” ¢ naman  Aa cee spujeme xomonay Gyae
Monasnane [=] Npt up y" y PH) Gy
5 et vrice
3agaun Nposjepn
3agaum Hakon rnacama, w3abpaH je apyrw npsjeanor, cCa NasaHaAoM ™

Gujensma pyxama. Melytum, oHm cy Guam 3a6pumy™ Kako Aa K

fa o} A =
Hanpage rpassue wamely pesoea ugijeha PUBA MMM KOJA OTPAHMNABA KPYT, HAMED CE KPYXHMUA.,
3a pjewasarve npobnema ywmTedMUa Wi je sana gsa wrana M

KoHonau. KOMKO @ KPYrosa Ma CAuUM, 3 KONHKO KpysHuual

$ >y 2107
Kaxo mm je yenjeno? Ner xpyroea, Tpu
KPYRHHUE.
i Oh 00 Tpu Kpyra, aswje
.00
= KpywHHUe.

Tps xpyra, NeT KpyxHmua.

Crnuxa 4. EnexTpoHCKa jeIMHUIA O KPYKHUIH

VY npojektuma Mobid u E-UM npBu anat 3a u3paay WHTEPaKTUBHUX eJeMeHaTa Ouo je aiar
C.a.R.  (http://zirkel.sourceforge.net/), xojer je Op3o 3ammjerno amar  GeoGebra
(http://www.geogebra.org). Oba amara mpyxajy MOTYNHOCT Kpeupama OJJTMYHUX HWHTCPAKTHBHUX
eJieMeHaTa ¥ BeoMma Cy JIaKH 3a ymnoTpeOy, ajuu ce ocliamajy Ha Java texHonorujy. Ca mojaBoM
TabyeTa, KOju HeMajy IMOJAPIIKY 3a Java TEXHOJIOTH]y, HHTEPAKTUBHH €JIEMEHTH KPEUpaHu OBUM
aJlaTUMa Cy TMOCTalu HeynoTpeOssuBu. OCHM TOra, jaBJballd Cy CE€ CTalHU MPOOJIeMH ca
KOPUCHUYKMM HWHCTajalljaMa W Bep3ujama Java BUpTyelHe MammHe. Takohe, HEKH of
WHTEPAaKTUBHUX elieMeHaTa cy ce uspahupanu xopuithemeMm Flash TeXHONOTH]e, all Ty C€ jaBJbajy
UCTH MPOOJIeMH Kao W ca Java TEXHOJIOTHJOM - HE TOCTOjH TOJPIIKA HAa TalbJeTHMa M MpodsieM
WHCTaJaluje W Hajgorpaiawmwe Flash dutada. HeBe3aHo 3a HEymoTpeOJHFMBOCT €lIEMEHATa Ha
ta0yieruMa, y o0a ciydaja MOYy3IaHOCT paja CIEKTPOHCKHX YINOCHHWKA CE OCliaha Ha Kpajier
KOPUCHUKA, IITO j& HEMPUXBATIBUBO.

Texunomnoruje koje omoryhaBajy pa3Boj CBUX MOTPEeOHHUX elleMeHaTa eNEeKTPOHCKUX YUOCHHKa, a
Koje pazae Ha cBuM tiaropmama cy HTML, CSS, JavaScript n Ogg Buneo dhopmar (http://xiph.org/).
CBU eNEeKTPOHCKHU YIIOCHUIIM Pa3BUjeHH y OKBHpPY " VIHTEpaKTUBHO €JIEKTPOHCKO yUeHhE MaTeMaTruKe
y KyATypHOM KOHTEeKCTy Hapoaa CrnoBenuje u bocHe u XepueropuHe" pa3BrjeHy Cy KOpuIIhemeM
MOMEHYTHX TE€XHOJIOTHja. 3a BUXOB MpHKa3 MOTpedaH je caMo BeO MpeTpa)kuBay.

EnemeHntn kmacudHor ynoOeHuka (TEKCT W CIMKE) C€ JIaKO UMILIeMeHTHpajy y HTML-y, nok
JavaScript n Ogg Buzaeo dopmar omoryhaBajy HMMIUICMEHTALM]y WHTEPAKTUBHHUX eJIEMEHATa.
IToctoju MHOWITBO JavaScript 6ubnmoTeka 3a U3paay MaTeMaTHYKUX MaTepHjajia, a y OBJje Cy
KopumrheHe OMOIHOTEKa 32 HHTEPAKTUBHY reomeTpujy JSXGraph (http://jsxgraph.uni-bayreuth.de/)
u 6ubnuorexka MathJax 3a npuka3 marematuukor Tekcrta (http://www.mathjax.org/).

TpeHnyTHO mocTOju BelMMKH Opoj anara 3a M3paay ENEeKTPOHCKUX Marepujana, kao Hop. W2L
(http://www.what2learn.com/), xical (http://xical.org/), ClassTools (http://www.classtools.net/) u
eXe (http://exelearning.org/wiki). C 063upoMm Ja HUjedaH O]l MOMEHYTHX anaTa He 3a70BOJbaBa CBE
nmotpede pas3Boja EICKTPOHCKOX yIOCHWKA M3 MaTeMaTHKe, Ha YHHBEp3UTeTy y Mapubopy je
pa3BujeHa HampenHa Bep3uja anatra eXe, Ha3BaHa eXeCute [5]. Anatr eXeCute mpencrtaBiba
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WYSIWYG® equrop y KojeM ce Ha JIaK HA4MH KPEHpajy CICKTPOHCKH MATEpUjald H H3BO3E Y
pazmuuure Qopmare (HTML, SCORM, IMS wutn.). Ilomohy amata eXeCute aytopu wMory
CaMOCTAJTHO JIa Kpeupajy BehuHy eNeKTpOHCKUX MmaTepujana, 0e3 moTpede rmo3HaBama HAMpaTHUuX
MHPOPMATUYKUX BjEIIMHA.

R — e T ——
Fle Alp Sabev Pemed 29
Q0= & © o

Dot drany Ltelh Prawveny st s Punas wwopdee Datctene paine besede Podathi ¢ o-oin eoen
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e
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Cnuka 5. Anat eXeCute

IMPOLEC U3PAJIE EJIEKTPOHCKHUX YIIBGEHUKA

EnexTpoHCKH YyIIOCHHUITH, Ka0 M OCTAJH YIIOCHUIN, UMajy YpeIHUKA, ayTOpe, TEXHHYKO 0CO0IbE,
pEIIeH3eHTe U JIeKTope. AyTopu BehuHy erleMeHaTa MOTY CaMOCTaJIHO Ja Kpeupajy Kopuithemem
amara eXeCute, GeoGebra n nporpamuma 3a 00paxy ciIuKe W BHaea. JeIWHU TpoOiieM ayTopumMa
NPEJCTaBJba M3pajia WHTCPAKTHBHUX €liEMEHAaTa y TPOrpaMCcKOM je3uky JavaScript, ma um je y
OBOM II0CITy HEOINX0JHa moMoh TexHuykor ocodspa (mporpamepa). Canamma mpakca je 1a ayTopu
kpenpajy GeoGebra natoreke Koje NPEACTaBIbajy WHTEPAKTHBHU CIIEMEHT, KOj¢ 3aTHM TEXHUYKO
0cobsbe KOoHBepTyje y JavaScript (Tj. TOHOBO UX ucmporpamupajy) wim y GIF ciuke, YKOJIHKO ce
pamu o anumanujama. Ha YHusepsurery y Mcrounom CapajeBy pa3BHja ce HEKOJIHMKO Bep3Hja
rpaduUKOr KOpUCHHYKOT HHTep(ejca ca reHeparopuma JavaScript xona 3a JSXGraph 6ubanoTexy
noMohy Kojux ayTopu MOTY Ha JIak HauMX JIa Kpeupajy oCHOBHe JavaScript ariiere.

2 WYSIWYG - What You See Is What You Get, uspas KOjH ce y padyHapCTBY KOPHCTH 3a OITHC CHCTeMa 3a ypeheme
TEKCTa, CIMKA U OCTAJIUX eJIeMeHaTa y KojeM Cce cajipkaj TOKoM ypehrBama MpencTaBiba U CIUIHOj POPMH Kao OHOJ
Koja hie OuTH y KOHaYHOM TIpHKa3zy.
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Cauka 6. JSXGraph rpadmukn KOpUCHUYKHN HHTEepde]jc U TeHepaTop KoJa

[use mipBe aze OunaTepasHor mpojekTa "MHTEpaKTUBHO €JISKTPOHCKO yYeHhe MaTeMaTHKE Y
KyJITypHOM KOHTeKcTy Hapona CroBenuje u bocHe m XepueroBune" je u3pana yyOeHUKa W3
MareMmatuke 3a 4. u 6. pazpea ocHoBHHX Ikojia y PemyOomumm Cprickoj u CnoBenuju. Ha oBom
nociy pagu peko 150 ocoba u3 06je apkaBe (ayTopu, TEXHUIKO 0CO0JbE, PEIICH3CHATH, Y PETHUIIH
Y JISKTOPH) M TIoceOaH 3aJaTak jecTe OpraHu3aIrja caMor IMpoleca u3pajae yuOeHUKa U pa3MjeHa
Matepujana u3Mehy ®\HX. Y Ty CBpPXy pa3BUjEH je TMOpTal 3a yNpaBJbalke EIEKTPOHCKHM
MaTepHujaauMa M caapikajeM eJIEKTPOHCKUX YUOSHUKA U IJeJIOKYIaH IUKIIYC U3pajie eeKTPOHCKUX
ynbeHuka ce ob6aBsba MpeKo TOr mopraia. L{ukinyc uspazae ce cacroju oj] mocraBbamba MaTepHjaia
0]l CTpaHe ayTopa, paja TeXHHUYKOT 0coOJba Ha KOHBepToBamy GeoGebra matoteka y JavaScript
i GIF popmart, perieH3nupama MaTepujaia, JeKTOpUCcamha U KOHAYHOT MPUXBAaTamkha EIEKTPOHCKE
JEIMHHUIIE O] CTPaHE YPEIHUKA KEHHTE.

3AK/bYYAK

[Ipojexar "MIHTEpaKTUBHO €IEKTPOHCKO yYCHE MATEMATHKE y KYJTYPHOM KOHTEKCTYy Hapoja
Cnosennje u bocue n Xepreropune" je npBH MpojeKaT OBAKBE BPCTE HA TEPUTOPHU)H JIpkaBa OUBIIIE
JyrocnaBuje u jemaH on mMpBUX Mpojekata Ha moapyyjy EBpome. TpeHyTHe akTHBHOCTH Ha OBOM
MPOJeKTy OJHOCE CE€ Ha M3paay CIeKTPOHCKUX KIbUTa 3a JBa pa3pefa OCHOBHHX INKOJA Y
Penry6mumu Cprickoj 1 CrnoBenuju. OBu ynoenur cy tpenytHo y HTML dopmaty, a Beh cy
3armovere akTUBHOCTH Ha KbUXOBOM IMpUIIaroaBamy MporpaMuMa 3a YUTamhe CIEKTPOHCKUX KEHUTa
Ha TabneTuma. TpeHyTHO TOCTOjU MHOIITBO Ta0JET aruIMKaIlija 32 YUTAkE €JICKTPOHCKUX KHbUTA
(iBooks, Aldiko eBook Reader, Kindle...), mehytum BehnHa ox mHUX nMa mpoOieMa ca MPUKa3oM
MaTeMaTHYKUX TEKCTOBa W JavaScript annera. 300T HaBEJEHOT, Y IUIaHy j€ pa3BOj aluIMKaldja 3a
YUTakE EICKTPOHCKHUX YIIOCHUKA U3 MaTeMaTHke 3a Android v iPad nnatrdopme.

OcuM HacTaBKa pajia Ha TEXHUYKOM JH]eNIy IPOjeKTa, TUIAHMPAHO je Ja ce ona cibeache
TOJUHE €IEKTPOHCKH YLIOCHUIM YBEAy y HACTaBy y HEKOJMKO MmKoia y CrnoBenuju u PemyOmuimm
Cprickoj, kKako OM ce TapalieTHO €BaJyHpalld pPe3yJTaTH HHUXOBOT KOpHIIhema y HaCTaBHOM
nporiecy.
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Apstrakt. Zivot i rad u savremenom druitvu zahtevaju nova znanja, vestine, sposobnosti, vrednosti i stavove, tj. nove
kompetencije pojedinca, koje se odnose na razvoj stvaralaStva, kritickog miSljenja i uvodjenja novina, informaticke pis-
menosti, sposobnosti reSavanja problema iz svakodnevnog Zivota, socijalnih sposobnosti i veStina itd.

U toku su promene tradicionalnog vaspitno-obrazovnog sistema koji deluje kao sredstvo prenosenja znanja.

Neki nosioci novih trendova predlazu da se matematicke kompetencije odnose na osposobljenost u¢enika za razvijanje i
primenu matemati¢kog miSljenja u reSavanju problema u razli¢itim svakodnevnim situacijama.

Problemi optimizacije se Cesto pojavljuju u realnom Zivotu i grubo receno odnose se na odredjivanje ,,najpovoljnijeg”
reSenja; preciznije da na osnovu fiksiranih (datih) vrednosti nekih veli¢ina odredimo minimalnu odnosno maksimalnu vrednost
drugih veli¢ina (u duhu novih trendova nazovimo ovu sposobnost: kompetencija ,,matematickog odlucivanja”).

U ovom ¢lanku, predstavicemo sadrZaje koji su, po naSem misljenju, pogodni za razvijanje kompetencije ,,matematickog
odlucivanja”. Takodje, pokusa¢emo objasniti kako obradjivati te sadrZaje da bi se postigao Zeljeni ishod ucenja i razvile
sposobnosti ,,matemati¢kog odlucivanja”? Rutinsko resavanje racunskih zadataka utvrdjuje naucene procedure, vestinu i brz-
inu racunanja, ali vrlo malo razvija sposobnost ,,matematickog odlucivanja”.

Da bi ucenici razvili sposobnost nalaZenja (naj)povoljnijeg reSenja, predlazemo zadatke u kojima se ucenik stavlja u
situaciju da i) samostalno istraZzuje mogucnosti, sprovodi analizu i time razvija intuiciju za otkrivanjem traZenog resenja;
preciznije ii) uocava Cinjenice, postavlja pretpostavke i izvodi zakljucke; i iii) shvata potrebu za potvrdjivanjem istinitosti
uocenog zapazanja i postavljenih pretpostavki.

Tako na primer umesto da ucenicima ,,serviramo” ¢injenicu da je od svih trouglova jednakog obima jednakostrani¢ni
trougao najvecée povrsine, mozemo ih postaviti u situaciju da istraze i zakljuce kako bi od date Zice odredjene duzine napravili
trougao najvecée povrsine.

Jedan od ciljeva ovog rada je da se pokaze kako se ucenici mogu voditi kroz istraZivacki proces u otkrivanju optimalnog
reSenja i usmeravati na kriticko razmis$ljanje i ucenje sa razumevanjem. Razmatraéemo probleme odredjivanja minimuma i
maksimuma povrsine ili obima figura u ravni. Izmedju ostalog u radu je dat i elementaran pristup izoperimetrijskoj nejed-
nakosti.

Kljucne reci: odredjivanje minimuma ili maksimuma; izoperimetrijski problem; ucenje s razumevanjem

1. Uvod

Kada se u nastavi matematike razmatra pojam povrSine trougla obi¢no se najpre pokaze (ili samo navede)
da povrSinu trougla moZemo izracunati tako $to: pomnoZimo duZinu stranice i duZinu visine koja odgovara toj
stranici i taj proizvod podelimo sa 2. Odnosno, da vazi formula:

avg  buy  cue
P=5=3=% )

gde smo sa a, b i c obeleZili duZine stranica trougla a sa v,, vp 1 v, duZine odgovarajucih visina.
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Dokaz je relativno jednostavan ako smatramo da su neka svojstva euklidske geometrije (npr. trougao mozemo
dopuniti do paralelograma) ocigledna '.

No, postavlja se pitanje da li je formula (1) najprakti¢nija, ako raCunamo povrsinu nekog modela trougla u
realnom svetu? Na primer zamislimo sledecu situaciju: Limar je isekao komad lima oblika trougla ¢ije su stranice
15¢m, 50cm 1 60cm 1 interesuje se kolika je povrSina iseCenog lima.

Da bi izracunao povrSinu na osnovu formule (1) potrebno je da izmeri i duZinu bar jedne visine trougla, a to
moZda nije jednostavan zadatak. Naime, potrebno je znati $ta je to visina, kako se konstruiSe, a zatim i izmeriti
duZinu visine.

Jednostavnije za limara je da izracuna povrSinu datog trougla samo na osnovu duZina stranica. Naime duZzine
stranica moZe jednostavno izmeriti. Formula za raCunanje povrSine trougla na osnovu duZina stranica glasi:

P=+/s(s—a)(s—b)(s—c), s:%b—i—c, @)

i naziva se Heronov obrazac.

Koristeéi kalkulator, limar moZe jednostavno izraCunati povrSinu iseCenog komada lima. Iako se obi¢no
smatra da je izvodjenje Heronovog obrasca komplikovanije od izvodjenja formule (1), u praktiénim problemima,
kao Sto je navedeni, izgleda da je najpogodnije koristiti upravo Heronov obrazac.

Prirodno se namece pitanje (a moZemo ocekivati i da ga limar postavi) da li i povrSinu Cetvorougla moZemo
izraCunati samo na osnovu duZina stranica. Pre odgovora na postavljeno pitanje reSimo sledeci zadatak.

Zadatak 1.1.

a) IzraCunati povrSinu kvadrata Cija je stranica duzine 10cm.
b) Izracunati povrSinu romba Cija je stranica duzine 10cm, a jedan ugao mere 60°.

Resenje. Jednostavnim ra¢unom dolazimo do sledeéeg reSenja: a) P = 100cm? i b) P = 50/3cm?. A
A D H -
A
B 10cm c 2 10em F

Slika 1. Kvadrat i romb jednakih duZina stranica

Uocimo da Cetvorouglovi razmatrani u zadatku 1.1 (slika 1) imaju razli¢ite povrSine, iako su sve stranice i
jednog i drugog duzine 10cm. Otuda zakljucujemo da Cetvorougao, kao i povrsina cetvorougla, nisu jedinstveno
odredjeni ako su poznate samo duZine stranica. Prema tome, formula u kojoj je povrsina Cetvorougla izraZena
samo preko duZine stranica ¢etvorougla ne postoji.

ReSavanjem zadatka 1.1 dobili smo jos jedan rezultat. Naime, moZemo primetiti da kvadrat Cija je stranica
duZine 10cm ima veéu povrsinu od romba ¢ija je stranica duZine 10cm, a jedan ugao mere 60°.

StaviSe iz formule P = a®sinc , gde je a duZina stranice a o mera ugla romba, pomoéu koje moZzemo
izraCunati povrSinu romba sledi da ée od svih rombova, sa fiksiranom duZinom stranice, najvecu povrsinu imati
onaj kod kog je mera jednog (a samim tim i svih) ugla jednaka 90°, odnosno kvadrat. ZakljuCujemo: U skupu
svih rombova, zadate duZine stranice, najvecu povrsinu ima kvadrat.

Istrazivanje moZemo nastaviti reSavajuci sledeéi zadatak.

Zadatak 1.2. Date su Cetiri duZi a, b, c i d, takve da se moZe konstruisati ¢etvorougao Cije su stranice upravo
zadate duzi. Kako od tih duZi konstruisati etvorougao najvece povrsine?

Pre reSavanja ovog zadatka istrazimo kako konstruisati, odnosno bar modelirati trougao najvece povrsine,
ako je obim trougla unapred zadat.

IPostavlja se pitanje: MoZe li se analogan dokaz sprovesti u ne-euklidskim geometrijama? Za detalje videti sekciju 7.
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2. Trougao najvece povrsine

U ovoj sekciji predlazemo jedan nacin kako u radu sa uenicima moZemo postepeno, uz aktivno ucesée i
samostalna istraZivanja ucenika, do¢i do interesantnih ¢injenica vezanih za problem odredjivanja trougla najvece
povrsine, pri unapred zadatom obimu.

2.1. Modeliranje trougla od Zice

Za pocetak moZzemo svakom uc€eniku dati komad Zice jednake duZine i zaduZiti ga da modelira trougao.
Ocekujemo da ¢e ucenici napraviti modele trouglova razliCitih vrsta: raznostranicne, jednakokrake i jednako-

strani¢ne (slika 2).
Pl f/\ /\

Slika 2. Modeli trougla od Zice

MozZemo li takve modele trouglova uporediti? Po obliku? Po duZini stranica? Po veli¢ini uglova? Po veli¢ini
povrSine? Razmotrimo obim i povrSinu.

Sta moZemo reéi za obim? Kako su modelirani od Zice jednake duZine, trouglovi imaju jednak obim. Da li
su im i povrSine jednake? Pokusajmo doc¢i do odgovora istrazivanjem. U zavisnosti od toga sa kojim uzrastom
ucenika radimo, koriste se odgovarajue formule za izracunavanje povrSine. U fazi istraZivanja ucenici mogu
meriti duZine stranica i izracunavati odgovarajuce povrsine i na osnovu dobijenih rezultata izvoditi zakljucke.

Primetimo da modeliranjem trougla od Zice zadate duZine moZemo dobiti beskonano mnogo raznostrani¢nih
trouglova, beskonacno mnogo jednakokrakih trouglova i ta¢no jedan jednakostrani¢ni trougao. Kako uporediti
povrsine trouglova koje moZemo dobiti na opisani nac¢in?

2.2. Modeliranje trougla u programu dinamicke geometrije

Uz modeliranje trougla pomocu Zice za potrebe modeliranja moZemo koristiti i program dinamicke ge-
ometrije?. Kori§¢enje programa dinamicke geometrije je pogodno, posebno stoga §to u kratkom vremenu moZzemo
modelirati mnogo trouglova i izracunati odgovarajucu povrsinu (slika 3).

a b c Pagc
3.00cm [4.01cm [5.00cm |5.01 cm?
3.50cm [4.24cm [426cm | 579 cm2

401cm [401cm [400cm | 694 cm2

200cm [440cm [561cm | 300 cme

a+b+c=12cm

Slika 3. Modeliranje i izraCunavanje povrSine trougla

Na kraju ovog procesa mozemo naslutiti sledeée: Od svih trouglova datog obima najvecu povrsinu ima
Jednakostranicni trougao.

2Pod programom dinamicke geometrije ovde podrazumevamo ra¢unarske programe namenjene stati¢koj i dinamickoj vizuelizaciji
geometrijskih objekata kao §to su na primer GeoGebra, Sketchpad, GCLC i drugi.
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2.3. Uporedjivanje povrsina jednakokrakog i raznostrani¢nog trougla

Obelezimo sa [ zadati obim trougla i primetimo da je zbog nejednakosti trougla duZina svake stranice svakog
trougla obima [ strogo manja od [ /2. Neka je a takvo da je 0 < a < /2 i obeleZimo sa F, familiju svih trouglova
Ciji je obim [ i bar jedna stranica duZine a. Zbir duZina preostale dve stranice tada je [ — a. ObeleZimo razliku
l—asal,.

Poku$ajmo najpre naslutiti koji od trouglova iz familije F, ima najvecu povrSinu. Familiji F, pripada tacno
jedan (do na podudarnost) jednakokraki trougao Cija je osnovica duZine a (nazovimo taj trougao 7y, preciznije
To(a)) i beskonaéno mnogo drugih trouglova. Primetimo da ako je a = {/3, trougao 7y je jednakostraniéni.

Pomoc¢u programa dinamicke geometrije moZemo eksperimentalno doéi do zakljucka koji od trouglova iz
familije F, ima najvecu povrsinu. U tom cilju na radnoj povrsini programa zadajmo koordinatni sistem zOy
i konstrui§imo tacke By(—a/2,0) i Cy(a/2,0). Kako je |ByCy| = a, za proizvoljan trougao 7 iz familije F,
moZemo u gornjoj poluravni konstruisati tacku A, takvu da je trougao A A, ByCy podudaran trouglu 7. Speci-
jalno, AA; ByCy je podudaran jednakokrakom trouglu 7. ObeleZimo sa v, duZinu visine trougla AA; ByCy
koja odgovara stranici ByCy. Primetimo da je pri uvedenim oznakama A, = A, (0, v,).

Nekaje E, = {A; : 7 € F,}.

Kako smo prethodno opisanim postupkom svakom trouglu iz familije F, dodelili podudaran trougao u koor-
dinatnom sistemu programa, dovoljno je odrediti za koji ,,polozaj” tacke A € F,, trougao AAByC ima najveéu
povrsinu. U tom cilju dopustimo da se tacka A krece duz skupa F, (kasnije ¢emo videti da je putanja tacke A
poluelipsa).

Obelezimo sa v duzinu visine trougla A A ByCj koja odgovara stranici ByC.

Ako se tacka A krece iz poloZaja A, tako da se £ AByCy povecava, stranica By A i v se smanjuju. S druge
strane, ako se tacka A krece iz ,,poloZaja” A, tako da se £LAB,Cy smanjuje, stranica By A se povecava a v se
smanjuje (videti sliku 4).

\ Y
A
A A
V?\0
v v
X —l | X
B 0 a C()

Slika 4. Kretanje tacke A

Otuda zakljucujemo da je v < v, (pri ¢emu jednakost vazi ako i samo ako je A = A,,), odnosno kori§¢en-
jem formule (1), zakljuCujemo da je povrSina trougla 7y veca do jednaka od povrSine proizvoljnog trougla 7 iz
familije F,. Pri tome povrSina trougla 7y je strogo veca od povrsine trougla 7, ako trougao 7 nije podudaran
trouglu 9.

Na osnovu prethodnih razmatranja formuli§emo sledece tvrdjenje.

Tvrdjenje 1. Od svih trouglova zadatog obima [, kojima je duZina jedne stranice a (0 < a < [/2) najveéu
povrsinu ima jednakokraki trougao Cija je osnovica duZine a.

Sinteticki (,,Cisto” geometrijski, bez koriSenja algebre i analiticke geometrije) dokaz tvrdjenja 1 moZe se
bazirati na sledecoj lemi (slika 5).

Lema 1. Neka su AABC i AABD dva trougla takva da vazi:

a) taCke C'i D su sa iste strane prave AB,
b) |[AC|+ |CB|=|AD|+ |DB|,
¢) £BAD < L{BAC < LCBA.

Tada je povrsina trougla A ABC strogo vecéa od povrsine trougla AABD.
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A B

Slika 5.  Uporedjivanje povrsine trouglova

Dokaz leme 1. Pre svega, primetimo da iz uslova L BAD < £BAC sledi C' # D, pa se prave AD i BC seku u
jednoj tacki. Tacku preseka pravih AD i BC obeleZimo sa E.

Nadalje tvrdimo da je LCBA < £DBA. Drugim re¢ima, od Cetiri ugla ovih trouglova, kojima jedan krak
pripada pravoj AB, najmanji i najveéi od njih pripadaju istom trouglu (A ABD). Da bismo ovo dokazali pret-
postavimo suprotno, tj. da vazi: {CBA > £ DBA. Moguéa su dva slucaja:

i) LCBA = £DBA (slika 6) L
U ovom slucaju tacka D pripada duzi BC, tj. D = E. Koriste¢i nejednakost trougla za duZine stranica
trougla AADC dobijamo |AD| < |AC| + |C'D| i otuda:

|AD| + |DB| < (|JAC| + |CD|) + |DB| = |AC| + (|CD| + |DB|) = |AC| + |CB],
a to je u kontradikciji sa uslovom iskazanim pod b).
iil) LCBA > LDBA (slika 7)
U ovom slucaju tacke A i D su sa iste strane prave BC'. Koristeéi dva puta nejednakost trougla (u
trouglovima ADBE i AAEC') dobijamo:
|AD|+|DB| < |AD|+ (|DE| + |EB|) = |AE| + |EB| < (JAC| + |CE|) + |EB| = |AC| + |CB]|,

Sto je opet u kontradikciji sa uslovom iskazanim pod b).

A A B

Slika 6. Uporedjivanje uglova 1 Slika 7. Uporedjivanje uglova 2

Bududi, na osnovu pokazanog, pretpostavka LCBA > £DBA nije odrZiva sledi da je {CBA < {DBA,
Sto je i trebalo dokazati.

Konstrui§imo sada tacke F' i G na slede¢i nafin: tatka F' pripada polupravoj EA i vazi |EF| = |EB]|, a
tacka G pripada polupravoj EC' i vaZi |EG| = |ED| (slika 8). Kako je { BED = AGEF (unakrsni uglovi),
|EF| = |EB|i|EG| = |ED|sledi AFEG =2 ABED, asamim timi |[FG| = |BD|.

Dalje tvrdimo: tacka F pripada duZi AF i razli¢ita je od tacke A, a tacka G pripada duzi EC i razli¢ita je od
tacke C'.

Naime, u trouglu AABE na osnovu uslova c) vazi { BAE < {EBAteje |[EB| < |[EA|, 4. |EF| < |EA].
To znadi da je tacka I izmedju tacaka A i E.
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A B

Slika 8. Tacke F'i G

Ako bi vazilo G = C (slika 9), onda bismo koristeéi nejednakost trougla A AFC, odnosno trougla AAFG
i uslove konstruisanja tacaka F' i GG, dobili sledece:

|AC|+ |CB| < (|JAF|+ |FC|) + |CB| = |AF|+ |BD| + |FD| = |AD| + |DB],
Sto je u kontradikciji sa uslovom iskazanim pod b).

=G

A B

Slika 9. Slu¢aj G = C

Ako bi vazilo da je tacka C izmedju taaka GG i F (slika 10), onda bismo, koristeéi uslov b) i uslove konstru-
isanja tacaka F' i G, dobili sledece:

|AC| 4 |CB| = |AD| + |DB|
|AC| + (|BE| + |EG| — |GC|) = (|AF|+|FE| + |ED]) + |FG|
|AC| + |FE| + |ED| — |GC| = |AF| + |FE| + |ED| + |FG|
|AC| = |AF| + |FG| + |GC)|.

To bi znadilo da tacke F' i G pripadaju duzi AC', §to je u suprotnosti sa uslovima konstruisanja tih tacaka.

G

A B

Slika 10. Slucaj kada je tacka C' izmedju tataka G'i E

Konacno, kako su trouglovi AFEG i ABED podudarni, kako tacka F' pripada duzi AC i razlicita je od
tacke A, i kako tacka G pripada duzi BC' i razliCita je od tacke C, zakljuCujemo da je povrSina trougla AABC
strogo veca od povrSine trougla AABD. O

Vratimo se sada dokazu tvrdjenja 1.
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Dokaz tvrdjenja 1. Neka je AABC jednakokraki trougao obima O i osnovice BC duZine a. Dalje, neka je
trougao ADBC razlicit od trougla AABC, ali jednakog obima kao i trougao AABC. Bez umanjenja opstosti
mozemo pretpostaviti da su tacke A i D sa iste strane prave BC.
Bar jedan od uglova ZCBD i ZDC B je manji od ugla ZC B A (koji je jednak uglu ZAC B). Zaista, ako bi
obaugla ZCBD i ZDC B bila ve¢a od ugla ZC B A onda ne bi vazila jednakost |CA| + |AB| = |CD| + |DB|.
Time su ispunjena sva tri uslova leme 1 i kori§¢enjem iste zakljucujemo da je povrsina trougla A ABC strogo
veéa od povrsine trougla ADBC. 0

Dokaz tvrdjenja 1 se moZe bazirati i na definiciji elipse kao geometrijskog mesta tacaka. Kako za svaku tacku
A, vazi da je zbir duZina duzi By A, i CyA, konstantan i jednak I, (ponovimo, I, = [ — a), zakljuujemo da
svaka tacka A, pripada elipsi ¢iji su fokusi tacke By i Cy 4. elipsi £ = {T": |BoT| + |CoT| = I, } (slika 11).

Slika 11. Putanja tacke A

Ako elipsu € predstavimo u koordinatnom sistemu zOy tako da su koordinate fokusa By(—a/2,0) i
Co(a/2,0), onda je jednacina elipse 2—2 + g—z =1,pridemuje o =1,/2a B = +/(l./2)? — (a/2)?%. Primetimo
da na osnovu Pitagorine teoreme vazi § = v,.

Nadalje, imajuéi u vidu razmatranje koje smo sproveli koris¢enjem programa dinamicke geometrije, moZemo
posmatrati samo gornju polovinu elipse. Neka je £ = {T(z,y) € € : y > 0} ineka je A € &,. Imajuéi u
vidu koordinate tacaka By i Cj na osnovu formule (1), sledi da trougao AAByCj ima najvecu povrSinu kada

je vrednost y koordinate tacke A najveca. Kako je y = 54/1 — 2—2, zaklju€ujemo da y najveée kada je vrednost
izraza pod korenom najveca, odnosno kada je z = 0. Otuda sledi da trougao AAByC ima najveéu povrsinu
kada je A = A(0, ), odnosno trougao AAByCy ima najveéu povriinu kada je visina koja odgovara stranici
ByCy podudarna sa malom poluosom poluelipse £,. Kada je visina trougla AAByCy koja odgovara stranici
BoCo podudarna sa malom poluosom poluelipse £, trougao AABCy je jednakokraki (sa osnovicom BoCp) a
samim tim i podudaran sa trouglom 7.

Algebarski, problem odredjivanja trougla najvece povrSine u familiji F,, moZemo razmatrati na sledeci
nacin. Pri tome koristimo oznake kao na slici 12.

N a/2-k N af2+k

Slika 12. Jednakokraki i raznostrani¢ni trougao

Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je > 0. Kako je z > 0 sledi da je i & > 0. Koriste¢i

formulu (1) za povrsinu jednakokrakog trougla P; dobijamo P? = ‘14—2 <b2 - %), a za povrsinu odgovarajuceg
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2
T
v2 =+/(b—2)2 = (a/2 — k)2 = \/(b+ )2 — (a/2 + k)2, odnosno 2bx = ak. No kako je 2b > a (nejednakost
trougla) na osnovu jednakosti 2bx = ak sledi da je k > x. Raspisivanjem izraza za P? i koriste¢i prethodne
zaklju¢ke dobijamo Py = P? — %(k2 — 22). Kako je k > = to je k> — 2% > 0 pa je povr$ina P, manja od
povrsine Py, tj. povr§ina jednakokrakog trougla veca je od povrSina svih odgovarajucih raznostrani¢nih trouglova.

raznostani¢nog trougla P, dobijamo P} = ((b +2)? — (% + k:)2> Primenom Pitagorine teoreme dobijamo

2.4. Uporedjivanje povrsina jednakostrani¢nog i jednakokrakog trougla

Primetimo da za svaki raznostrani¢ni trougao postoji jednakokraki trougao istog obima, ¢ija je osnovica jed-
naka jednoj stranici datog raznostrani¢nog trougla. Otuda mozZemo zakljuciti da za svaki raznostranicni trougao
postoji odgovarajuci jednakokraki trougao jednakog obima a vece povrSine.

Dakle, da bismo odredili trougao najvece povrsine pri fiksiranom obimu, preostaje da uporedimo povrsinu
jednakostrani¢nog (jedinstvenog za fiksirani obim) trougla sa povrSinom proizvoljnog jednakokrakog trougla
istog obima.

Neka je stranica jednakostrani¢nog trougla duZine a. Uo¢imo da su moguca dva slucaja:

i) DuZina osnovice jednakokrakog trougla je manja od a.
ii) DuZina osnovice jednakokrakog trougla je veca od a.

Kako bismo uporedili odgovarajuce povrsine, ,,poloZimo” osnovicu jednakokrakog trougla na jednu stranicu
jednakostrani¢nog trougla tako da se odgovarajuce visine ,,poloze” jedna na drugu.

i) Ako je duZina osnovice jednakokrakog trougla manja od a za 2z (x > 0), tj. ako je duZina osnovice a — 2z,
tada Ce krakovi biti duzine a + x (slika 13).

X a-2x X

Slika 13.  Slaganje trouglova

Deo jednakokrakog trougla nalazi se izvan jednakostrani¢nog trougla, a razmatrana visina ga deli na dva
manja (podudarna) trougla. Rotirajmo ta dva trougla za 180° oko tacke preseka stranica jednakokrakog i jed-
nakostrani¢nog trougla (tacke preseka se nalaze iznad sredista stranica jednakostrani¢nog trougla). Ovom trans-
formacijom smo tim trouglovima, koji su se nalazili izvan jednakostrani¢nog trougla, ,,popunili” jos jedan njegov
deo, ali ne i ceo jednakostranican trougao. Otuda moZemo zakljuciti da je u ovom slucaju povrsina jednakos-
trani¢nog trougla veca od povrSine odgovarajuceg jednakokrakog trougla jednakog obima (slika 14).

X a-2x x

Slika 14. Trouglovi nakon rotiranja
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Algebarski bismo problem mogli razmatrati na slede¢i nacin. Ako je stranica jednakostrani¢nog trougla

e . v .. . 2 N .. . .
duZine a, tada je duZina visine v = “¥ 3.4j.0% = 3%, a duZina visine jednakokrakog trouglaje v = vv2 + 3axz,

tj. v} = v? + 3ax. Uporedimo kvadrate povrsina koriste¢i formulu (1). Naime,

odnosno
2

a?v a 2 a 2 3a
P} = 141:(5—95) v%:(i—x) (v2+3ax):P12—3ax2(4—m),

pakakoje2r < atojer < § < %a, pa se kvadrat povrSine P, dobija oduzimanjem pozitivnog broja od kvadrata
povrsine P;. Zaklju¢ujemo da je P > P§ a samim timi P, > P;.

ii) Ako je duZina osnovice jednakokrakog trougla veca od a za 2z (x > 0), tj. ako je duZina osnovice a + 2z,
tada ¢e krakovi biti duZine a — x. Analognim razmatranjem kao u slucaju i) dolazimo do istog zakljucka kao u
slucaju i)(slika 15).

. a+2x X

Slika 15. Trouglovi nakon rotiranja

Dakle, od svih jednakokrakih trouglova jednakog obima najvecu povrSinu ima jednakostrani¢ni trougao.
Kona¢no smo dokazali: Od svih trouglova jednakog obima najvecu povrsinu ima jednakostranicni trougao.
3. Paralelogram najvece povrsine

Uzmimo sada dva komada Zice jednake duZine i modelirajmo jedan kvadrat i jedan pravougaonik. Stavimo
,jedan preko drugog” kao na slici 16. i uporedimo ih.

a-x atx

Stranica pravougaonika

a X

Slika 16. Uporedjivanje kvadrata i pravougaonika

Deo pravougaonika koji je izvan kvadrata premestimo u deo kvadrata koji je preostao izvan pravougaonika.
Time smo ,,popunili” jo$ jedan deo kvadrata, ali ne i ceo kvadrat (slika 17).
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a X

Slika 17. Pravougaonik i kvadrat nakon transformacije

Primetimo da modeliranjem kvadrata i pravougaonika, od Zice zadate duZine, moZemo dobiti beskonacno
mnogo pravougaonika, ali samo jedan kvadrat. Otuda zakljuujemo: Povrsina kvadrata veéa je od povrsine bilo
kog drugog pravougaonika jednakog obima.

Algebarski bismo problem mogli razmatrati na slede¢i nacin. Ako je duZina stranice kvadrata jednaka a onda
su duZine stranica odgovarajuceg pravougaonika jednake a + z i @ — x, pri ¢emu je 0 < z < a. Nadalje, neka je
P, povrsina kvadrata, a P, povrsina pravougaonika. Tada vazi:

P, 1= (12
iPy=(a+x)(a—1x)=ad®—2z%
Otuda, kako je 0 < x < a, sledidaje P, > Ps.
Razmotrimo ostale vrste paralelograma. Uporedimo npr. pravougaonik i paralelogram jednakog obima i
jednakih duzina stranica (slika 18). Ako sa a i b obeleZimo duZine stranica pravougaonika i parelelograma, a sa

P, 1 P, odgovarajuce povrSine onda vaZzi:
P1 =ab

i Py = av,,

pri ¢emu je v, duzina odgovarajuce visine paralelograma.
Kako je b > v,, zakljuCujemo da je P; > Ps.

Slika 18. Uporedjivanje pravougaonika i paralelograma

Uocimo da u odnosu na razmatrani pravougaonik imamo beskonacno mnogo odgovarajucih paralelograma.
Dakle, pri fiksiranim duZinama stranica, od svih paralelograma najvecu povrSinu ima pravougaonik. Dalje, kako
za svaki pravougaonik postoji kvadrat istog obima i kako je povrSina tog kvadrata veca od povrsine pravougaonika
zaklju€ujemo:Od svih paralelograma jednakog obima najvecu povrsinu ima kvadrat.

Daljim istraZivanjem mogli bismo do¢i do zaklju¢ka: Od svih Cetvorouglova jednakog obima najvecu
povrsinu ima kvadrat.

Vratimo se sada na zadatak 1.2. Najpre primetimo da su u postavci zadatka fiksirane i duZine stranica cetvor-
ougla a ne samo obim.
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Na osnovu Bret$najderove formula za odredjivanje povrsine ¢etvorougla nalazimo

P= \/(8 —a)(s —b)(s — ¢)(s — d) — abed cos? O‘T"'V’

pri ¢emu su a, b, ¢ i d duZine stranica Cetvorougla, s = W, a o 17y dva naspramna ugla u cetvorouglu.

Primetimo da se povrsina Cetvorougla, ako su duzine stranica fiksirane ($to je ispunjeno u postavci zadatka
1.2), menja samo u zavisnosti od promene poluzbira dva napramna ugla. Tako ¢e povrSina biti veca, ako je
vrednost izraza cos? O‘Tﬂ manja. Odnosno povrsina je ¢e biti najveca kada je o + v = 180° .

No, kako je uslov a 4+ v = 180° potreban i dovoljan da Cetvorougao bude tetivan sledi da od svih Cetvorou-
glova ¢Cije su stranice zadate duZine najvecu povrsinu ima tetivan cetvorougao.

Zainteresovanom ¢itaocu ostavljamo da dokaZe: Ako su date Cetiri duZi takve da se moZe konstruisati ¢etvor-
ougao Cije su to stranice, onda se moZe konstruisati i tetivan Cetvorougao Cije su stranice zadate duzi.

4. Jednakostranicni trougao i kvadrat

Uporedimo sad jednakostrani¢ni trougao (on je medju svim trouglovima najvece povrSine) i kvadrat (on je
medju svim Cetvorouglovima najveée povrsine) jednakog obima.

Kako bismo geometrijski uporedili njihove povrSine, trougao ,,poloZimo” na kvadrat kao na slici 19, a zatim
vr§imo rotaciju onih delova trougla koji se nalaze izvan kvadrata tako da se preslikaju unutar dela kvadrata koji
je izvan trougla.

F B’
') P 'S A
H I
Bll Fl
G
Gi /'
A B E

Slika 19. Uporedjivanje trougla i kvadrata

Sa slike moZemo uoditi da je povrSina kvadrata veca od povrSine trougla za povrinu petougla AF’B”C'D.
Konacno se moZe izvesti zakljucak da kvadrat ima veéu povrsinu od jednakostrani¢nog trougla jednakog obima.

Dalje se mogu uporedjivati kvadrat i pravilni petougao jednakog obima, pravilni petougao i pravilni
Sestougao jednakog obima itd. U svim slucajevima dosli bismo do zakljucka da vecu povrsinu ima onaj n-tougao
koji ima viSe stranica.

Konac¢no, kako kruZnicu intuitivno, ali ne i u potpunosti strogo, mozemo videti kao pravilan n-tougao za
n = 00, naslu¢ujemo da ¢e krug imati vecu povr§inu od ma kog n-tougla istog obima.

5. Izoperimetrijski problem

Problem da se medju svim ravanskim figurama datog obima odredi figura najvece povrSine naziva se
izoperimetrijski problem.

U prethodnoj sekciji smo naslutili da za zadati obim, krug ima vec¢u povrsinu od ma kog n-tougla tog obima.
Prirodno se namece pitanje: Da li ako razmatramo sve ravanske figure datog obima i dalje krug ima najveéu
povriinu ? Odgovor je potvrdan. Stavise, vaZi izoperimetrijska nejednakost:

AP < 2,

gde smo sa [ obelezili duzinu proste zatvorene ravanske krive a sa P povrSinu figure koju ta kriva ogranicava.
Pri tome, u izoperimetrijskoj nejednakosti, jednakost vazi ako i samo ako je razmatrana prosta zatvorena kriva
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upravo kruZnica.

Dajemo sada i skicu jednog resenja izoperimetrijskog problema.

Neka je F familija svih ravanskih figura ¢iji je obim jednak [. Dalje, sa P(®) obeleZava¢emo povrSinu figure
® a sa l(v) duzinu krive ~. Tako da, ako je kriva v granica figure ® onda je /() obim figure ®.

Dokazimo da za svaku figuru & € F koja nije krug postoji figura {2 € F takva da je P(Q2) > P(®).

i) Pretpostavimo prvo da figura ® nije konveksna. U tom slucaju postoji konveksna figura (2 takva da je
P(Q2) > P(®). Dokaz ove Cinjenice, u opstem slucaju, nije jednostavan. U ovom radu ilustrujemo samo ideju
dokaza na jednom primeru.

Neka je ® figura na slici 20.

Slika 20. Primer figure koja nije konveksna

Figuru ®; na slici 21 dobijamo tako $to luk B D preslikamo refleksijom u odnosu na pravu B D. Jasno je da
figura ®; ima isti obim kao i figura ®, vecu povrsinu od figure @, ali nije konveksna.

Slika 21. Figura &,

Dalje, izvr§imo ,,preslaganje” duzi AB i lukova C'B i DC’, tako daje AB = XY, XA=C'Bi DC'=DY .
Time dobijamo figuru @, koja je prikazana na slici 22. Figura @5 ima isti obim kao i figura &, vecu povrsinu od
figure @, i konveksna je.

Konacno, figura ®, ima isti obim kao i figura ® i vecu povrsinu od figure ®. Dakle, moZemo uzeti (2 = .

ii) Pretpostavimo sada da je figura & konveksna. Neka je - granica figure ®. Uo¢imo na krivoj v tacke A i
B takve da dele krivu 7 na dva dela jednakih duZina. ObeleZimo te delove sa v; i 2 (videti sliku 23). Takodje,
obeleZimo sa ®; figuru ograni¢enu sa 7, i duzi AB, odnosno sa ®, figuru ograni¢enu sa v, i duzi AB.

Nadalje bez umanjenja opStosti moZemo pretpostaviti da vazi P(®1) > P(®2).

Ako je P(®1) > P(®3) (kao §to je to slucaj na slici 23 levo) konstrui§imo figuru €2 na sledeéi nacin:
Q je unija figure ®; i slike figure @, pri refleksiji u odnosu na pravu AB (videti sliku 24 ). Jasno je da vazi
P(Q) > P(®) ida figure ® i {2 imaju jednak obim.
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Slika 22. Figura ®2

Slika 23. Primer konveksnih figura

Slika 24. Slucaj P(®1) > P(®5)

Ako je P(®1) = P(®P2) (kao $to je to slucaj na slici 23 desno) onda bar jedna od figura @4 i ®5 nije polukrug
(u suprotnom, kako je ® = &, U o, figura ® bi bila krug). Bez umanjenja opStosti moZemo pretpostaviti da
®; nije polukrug.Kako figura ®; nije polukrug, sledi da na krivoj v, postoji tacka M, razlicita od tacaka A i B,
takva da ugao ZAM B nije prav (videti sliku 25). Neka je o1 deo krive ~; od tacke A do tacke M a as deo krive
71 od tacke M do tacke B.

Rotirajmo sada figuru ograni¢enu sa duzi M B i krivom o za ugao 90° — £ AM B oko tacke M i obeleZimo
sa o i B’ sliku krive ap odnosno tacke B pri toj transformaciji. Dalje, neka je ) figura ograniena sa krivama
a1 b iduzi AB’ (videti sliku 26).

Kako je povrsina trougla AAM B’ strogo veca od povrsine trougla AAM B sledi da je P(21) > P(®q) a
takodje vaziil(ay) + I(ad) = (7).

Na kraju konstrui§imo figuru 2 na sledeci nacin: € je unija figure €2; i slike figure 2y pri simetriji u odnosu
na pravu AB’. Jasno je da vazi P(Q) > P(®) i da figure i ¢ imaju jednak obim (videti sliku 27).

Ovo resenje izoperimetrijskog problema je dao $vajcarski matemati¢ar Jacob Stajner (1796-1863).
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ay

B

Slika 25. Slutaj P(®1) = P(®5)

Slika 26. Transformacija figure &1

A

BF

Slika 27. Figura Q2

Medjutim, ovo resenje nije sasvim korektno. Zaista, paZljivom analizom moZemo doci do zakljucka da smo
jedino dokazali da u familiji F za svaku figuru, koja nije krug postoji figura strogo vece povrsine. Dakle, nismo
dokazali i da od svih figura koje pripadaju familiji F krug ima najvecu povrsinu. Otuda, ovo resenje je korektno
jedino ako dokaZemo da u familiji F postoji figura najvece povrsine.

6. Zadaci odredjivanja minimuma ili maksimuma

Zadatak 6.1. U skupu pravouglih trouglova kojima je zbir duZina kateta jednak d, odrediti onaj:

a) sa najvecom povrSinom.
b) sa najkra¢om hipotenuzom.

Resenje. a) Odredimo duZzine kateta a i b za koje e povrsina trougla P biti najveca, pri ¢emu je a+b = d zadato.

48



Prvi nacin. Kako je pri jednakom obimu kvadrat veée povrsine od pravougaonika, to ¢e vaziti i za njihove
polovine pa zakljuujemo da ¢e pravougli trougao imati najvecu povrSinu kada predstavlja polovinu

kvadrata, tj. kada su mu katete jednake duZine. Konaéno, povrsina P je najveéa kadajea = b = %.

Drugi nacin. Kako razmatramo samo pravougle trouglove i kako su duZine kateta a i b imamo da je

p_ab_dab_ (a+b)?—(a—b)
T2 8 8 ’

Dalje, kako je a + b = d imamo da je P = i zakljucujemo da ¢e povrSina biti veca ako je

kvadrat razlike (a — b)? manji. Kona¢no, povrsina P je najveca kada je a = b = %.

d?—(a—b)?
8

Treci nacin. Zadatak moZemo resiti ispitivanjem osobina pogodno izabrane kvadratne funkcije (slika 28).
Kako je a + b = d, a d je konstanta, veli¢inu b moZemo izraziti preko a (b = d — a), i izraCunati povrSinu
trougla u zavisnosti od a. Naime,

ab  a(d—a) a®>  ad

P = — = — = — _—
2 2 2 + 2
Pogodno je smatrati da je # = a promenljiva, 0 < 2 < d. Tada povrSinu P moZemo posmatrati kao
funkciju promenljive z. Zaista, P = P(z) = — 322 + gx. Iz (z — %)2 =% —xd+ % sledi

Otuda dobijamo da P kao funkcija promenljive  ima maksimum dg kadaje x = %. Konaéno, povr§ina
P je najvecakadajea = b = .

p—d

P

124

104
Povrina trougla |

Slika 28. PovrSina trougla kao kvadratna funkcija

b) Odredimo duzine kateta a i b za koje ¢e duzina hipotenuze c biti najmanja, pri ¢emu je a + b = d zadato.
Iz Pitagorine teoreme sledi da je ¢> = a® + b2. Takodje, kako je duZina uvek nenagativna, sledi da je veli¢ina c
najmanja ako i samo ako je veli¢ina c? najmanja. Dakle, odredimo duZine kateta a i b za koje ée kvadrat duZine
hipotenuze biti najmanji.

Prvi nacin. Ako sa P obeleZimo povrSinu trougla, imamo da je

A =a®+ b
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odnosno,
c = (a +b)* — 2ab,

odnosno kako je P = %b
2 = (a+b)? —4P,
odnosno kako je a + b = d,
¢ =d* —4P.
1z poslednje jednakosti neposredno sledi da ¢e kvadrat duZine hipotenuze biti manji ako je povrSina veca.
Kako smo u delu pod a) dokazali da je povrSina najveéa kada je a = b = g sledi da je kvadrat duZine
hipotenuze a samim tim i duZina hipotenuze najmanja kadajea = b =

[S]fsH

Drugi nacin. 1ovaj zadatak moZemo resiti ispitivanjem osobina pogodno izabrane kvadratne funkcije
(slika 29). Kako je a + b = d, a d je konstanta, veli¢inu b moZemo izraziti preko a (b = d — a), i
izraCunati kvadrat duZine hipotenuze u zavisnosti od a. Naime,

A =d>+bv=ad*>+ (d—a)?® = 2d*> — 2ad + d*.

2

Pogodno je smatrati da je z = a promenljiva, 0 < z < d. Tada kvadrat duZine hipotenuze ¢* moZemo

posmatrati kao funkciju promenljive z. Zaista, ¢ = f(x) = 22% — 2dx + d?. 1z

sledi

Otuda dobijamo da f kao funkcija promenljive  ima minimum %2 kada je x = g. Konacno, kvadrat

duZine hipotenuze c? a samim tim i duZina hipotenuze c je najmanja kadaje a = b = g.
i) P
124
104
c I
. Kvadrat dugine ;] (x, fix))
& hinpotenuze | R '
d o
Al i
b B ¢ !
b a q i X
:::*'::::::::D
X 5 10
=l

Slika 29. Kvadrat duzine hipotenuze kao kvadratna funkcija

Napomenimo da je metod koji smo koristili u tre€em nacinu reSavanja dela a) i u drugom nacinu resavanja
dela b) na neki nacin ,,opSti metod” kako reSavati ovakve zadatke. Naime, cilj je predstaviti jednu veli¢inu kao
funkciju druge veliCine a onda ispitivanjem svojstava te funkcije doéi do resenja. U ovom zadatku ta funkcija je
kvadratna funkcija, pa se maksimum i mimimum takve funkcije moZe elementarno odrediti. U slucaju da funkcija
nije kvadratna a ima prvi i drugi izvod za odredjivanje maksimuma i minimuma moZemo koristiti poznate teoreme
diferencijalnog racuna.

A
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Zadatak 6.2. U zadati kvadrat ABC' D upisati kvadrat F'F'HG najmanje povrSine.

Resenje. Koristeci se prethodnim saznanjima, uo¢avamo sledece: povrsina kvadrata £ F'H G bice najmanja kada
je povrsina preostalog dela kvadrata ABC D najveéa. Bududi su ostaci pravougli trouglovi, oni ¢e biti najvece
povrsine kada su jednakokraki (slika 30). ZakljuCujemo, kvadrat £ F'H G ima najmanju povrSinu kada su njegova

temena jednako udaljena od temena polaznog Cetvorougla ABC D, tj. kada su u sredistima stranica Cetvorougla
ABCD.

Perg = 18,99 cm? E H Perie = 16,80 cm”
/ H E
A F B A F B A F B

Slika 30. Upisani kvadrat

Kao i u prethodnom zadatku, reSenje bismo mogli dati i pomocu kvadratne funkcije.

Ako rastojanje temena F' kvadrata EF'HG do temena A polaznog kvadrata ABC D obeleZimo sa z, tada je
rastojanje tog istog temena do temena B jednako a — x, pri ¢emu je a duZina stranice kvadrata ABC'D. Duzinu
stranice kvadrata F'F' H G oznacimo sa b (slika 31).

D G c il |
124
Povrsina =
H kvadrata 04 ! (x, P(x))
EFHG T |
E 1 ;
ko
a-x 61 )
t
I
A x F B T !
T I
S
1 ! X
& P T T S S S S N N
= —

21

Slika 31. PovrSina upisanog kvadrata kao kvadratna funkcija

Primetimo da povrSinu kvadrata E'F'H G mozemo videti kao funkciju promenljive z, 0 < z < a. Zaista,

P =10
P=(a—2z)?+2°
P = 22% — 2ax + a2

Vidimo da je povr§ina P kvadratna funkcija promenljive x, tj. imamo da je P = P(z) = 222 — 2ax + a®.

Kako je (z — %)2 =22 —azr+ %2, sledi da je
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2
Funkcija PP ima minimum %- kada je z = g, pa je i povrSina kvadrata £/ H G najmanja kada su mu temena u

sredistima stranica polaznog kvadrata ABC'D.
A

6.1. Zadaci za samostalan rad

Zadatak 6.3. U jednakokraki pravougli trougao sa katetom duZine 2c¢m upisan je pravougaonik tako da mu je
jedno teme u temenu pravog ugla trougla. Koji od ovih pravougaonika ima najvecu povrsinu? (ReSenje: Kada je
pravougaonik kvadrat, nezavisno od duZine katete)

Zadatak 6.4. U jednakostrani¢an trougao stranice duZine a upisan je pravougaonik ¢ija je jedna stranica na
stranici trougla, a ostala dva temena pripadaju po jednoj od dveju ostalih stranica. Koji od tih pravougaonika ima
najveéu povrsinu? (ReSenje: Kvadrat)

Zadatak 6.5. Zicu duZine d treba podeliti na dva dela. Od jednog dela treba oblikovati kvadrat stranice duZine
a, a od drugog dela treba oblikovati pravougaonik duZine b i Sirine c, tako da je duZina tri puta veca od Sirine.
Gde treba preseci zicu tako da zbir povrSina kvadrata i pravougaonika bude najmanji? (ReSenje: a = 6d/56,
¢ = 4d/56)

Zadatak 6.6. Zadat je trapez obima d, pri ¢emu su osnovice duZzina a i ¢, a uglovi uz vecu osnovicu trapeza 60°.
Odrediti duZine osnovica trapeza za koje e povrina trapeza biti maksimalna. (ReSenje: a = 3d/8, ¢ = d/8)

Napomena . Pogodno je zadatke reSavati na razli¢itim nivoima: za ucenike osnovne Skole i za ucenike srednje
Skole.

7. Komentari

Interesantno je detaljnije razmotriti formulu (1). U tom cilju, neka je zadat trougao AABC. Dokaz da za
povrsinu trougla A ABC vazi formula (1) obi¢no pocinjemo frazom:

A) ,,Dopunimo trougao AABC' do paralelograma”.
Preciznije, umesto A) moZemo reéi
B) ,,Postoji tacka D tako da je Cetvorougao ABDC paralelogram”.
Otuda, dokaz da vaZzi formula (1) je relativno jednostavan ako smatramo da su neka svojstva euklidske ge-

ometrije kao na primer B) ,,o¢igledna”.
Ako pocnemo da razmisljamo o svojstvu B) sledeca pitanja su prirodna.

1) Dali svojstvo B) ima veze sa aksiomom paralelnosti?

2) Koje od aksioma euklidske geometrije koristimo da dokazemo svojstvo B)?

3) Dali postoji paralelogram u ne-euklidskim geometrijama?

4) Zasto svojstvo B) nije ,,0¢igledno” (ako je uopste tacno) u ne-euklidskim geometrijama?

5) Moze li se pojam povrsine uvesti u apsolutnoj geometriji?

Planiramo da se ovim pitanjima bavimo u daljem istrazivanju. Ovde samo navodimo neke Cinjenice i ideje.
Oko 300. p.n.e. anti¢ki matemati¢ar Euklid je u svom delu Elementi geometriju zasnovao na sledecih pet
postulata (polaznih tvrdjenja):

pl) Za svaku tacku P i za svaku tacku @, razli¢itu od tacke P, postoji jedinstvena prava [ koja sadrZi tacke

PiQ.

p2) Za svaku duz AB i svaku duz C'D postoji jedinstvena tacka E takva da je tatka B izmedju tataka A i
F iduz CD je podudarna duzi BE.
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p3) Za svaku tacku O i svaku tatku A, razli¢itu od tacke O, postoji krug sa centrom O i polupre¢nikom

OA.
p4) Svi pravi uglovi su medjusobno podudarni.

p5) Za svaku pravu p i svaku tacku A koja ne pripada pravoj p, u ravni odredjenoj pravom p i tackom A,
postoji taéno jedna prava q takva da sadrZi tatku A i disjunktna je sa pravom p.

Tokom istorije se pokazalo da je Euklid imao nekih propusta u zasnivanju geometrije (npr. u Elementima
nema strogog zasnivanja pojma neprekidnosti). To naravno ne umanjuje znacaj njegovog dela. Stavise sve do
19. veka Elementi su bili glavni udzbenik iz geometrije a do danas su verovatno najznacanjnije delo u istoriji
matematike.

Mnogi matematicari su vekovima radili na preciziranju Euklidovih ideja. Tako danas, kada u nastavi matem-
atike razmatramo geometriju najcesce podrazumevamo sledecih pet grupa aksioma (polaznih tvrdjenja):

el) Aksiome incidencije;
e2) Aksiome rasporeda;
e3) Aksiome podudarnosti;
e4) Aksioma neprekidnosti;

e5) Aksioma paralelnosti.

Na ovom mestu izdvojimo samo aksiomu e5):

Za svaku pravu p i svaku tacku A koja ne pripada pravoj p u ravni odredjenoj pravom p i tackom A postoji
tacno jedna prava q takva da sadrZi tacku A i disjunktna je sa pravom p.

Koris¢enjem aksioma el)-e4) moZe se dokazati egzistencija prave g o kojoj govori aksioma e5), ali ne i
jedinstvenost. Otuda se tokom istorije matematike pokazalo da ima smisla razmatrati i geometriju zasnovanu na
aksiomama el)-e4) i aksiomi h5) koja glasi:

Za svaku pravu p i svaku tacku A koja ne pripada pravoj p u ravni odredjenoj pravom p i tackom A postoje bar
dve prave q i qs takve da sadrZe tacku A i disjunktne su sa pravom p.

Geometriju zasnovanu na aksiomama el)-e4) zovemo apsolutna geometrija, geometriju zasnovanu na ak-
siomama el)-eS) zovemo euklidska geometrija, dok geometriju zasnovanu na aksiomama el)-e4) i aksiomi h5)
zovemo hiperbolicka geometrija.

U euklidskoj geometriji paralelogram obi¢no definiSemo kao cetvorougao kome su parovi naspramnih stran-
ica medjusobno paralelne duZi. U pomenutoj definiciji implicitno koristimo aksiomu e5). Medjutim, ispostavlja
se da paralelogram moZemo definisati i kao cetvorougao kome se dijagonale polove. Prihvatimo li ovu drugu
definiciju ispostavi se da svojstvo B) zavisi samo od aksioma el) do e4).

Preciznije, neka je u apsolutnoj ravni dat trougao AABC! i neka je S srediste duzi BC. Na polupravoj AS
(A je pocetna tacka) postoji jedinstvena tacka D, razli¢ita od tacke A takva da je AS = SD.

Dakle svojstvo B) moZemo prihvatiti kao svojstvo apsolutne geometrije. Ali sada se postavlja novo pitanje:
Kako odrediti povrsinu ¢etvorougla dobijenog takvom konstrukcijom?

8. Zakljucak

U radu je obradjen jedan deo sadrzaja vezanih za izoperimetrijski problem koji bi se mogao proucavati u
nastavi matematike osnovne i srednje Skole. Cilj je bio pokazati kako se ti sadrzaji mogu obradjivati u svrhu
povezivanja razli¢itih matematickih sadrZaja, u svrhu uvodjenja ucenika u samostalni istraZivacki rad i razvi-
janja sposobnosti ,,matemati¢kog odlucivanja”. Pokazano je kako se u cilju eksperimentalnog zakljucivanja i
istraZivanja, kao i kvalitetnijeg vizuelnog prikazivanja pojmova i ,,procesa dokaza”, prilikom obradjivanja ovih
sadrzaja, mogu koristiti programi dinamicke geometrije. Naglasak je s jedne strane stavljen na vizualizaciju u
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svrhu boljeg razumevanja pojmova §to za posledicu ima i trajnije znanje, a s druge strane naglaSava se istraZi-
vanje i zakljuCivanje kroz proces eksperimentisanja §to za posledicu moZe imati vecu aktivnost i samostalni rad
ucenika.
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YIIO3HABAIBE YYEHUKA CA OCOBUHAMA ®YHKIINJA IOMORY
I'EOTEBPE U ITPUMEPA U3 PEAJIHOI' KOHTEKCTA

mp Haranuja Byauncku

OcHosHa u cpedrwa wkona ca 0omom yyenuxa ,, Ilempo Kysmjax “, Pycuncka 63, Pycku Kpcmyp
nbudinski@yahoo.com

Pe3ume. OBaj pan gaje METOIUYKH IIPUKA3 KaKO c€ 0OCOOMHE eKCIIOHEHITH]jaTHE, IOTAPUTAMCKE U JIOTUCTHIKE
¢yHkuuje Mory oOpaautu momohy ['eoreOpe m cuTyanuja u3 peanqHor KoHTekcTa. OCHM TEOpHjCKOT
nperiena, JaT je W KOHKpeTaH NpHMEp KOjU Ce OJHOCH Ha MpejAcTaBpame mnomynanuje beorpanma y
MaTeMaTHYKOM KOHTEKCTY.

KibyuHe peun: eKCriOHEHIIMjallHa, JIOTapUTaMCKa, JIOTHCTUYKA (yHKIHWja, ['eoredpa, momymamuja

1. YBoa

Pa3BojemM TexHOJOTHje M HEHOM YHOTPeOOM y HAaCTaBHOM Mpoliecy, (GyHKIIMOHATIAH MPUCTYI
yuemy airedpe mocraje CcBe JOMHHAHTHHUJU, a TO MOJpa3yMmMeBa na cy (YHKIHjE I[EHTpPaIHU
KOHIIETIT OKO KOI' Ce opraHusyje HactaBa. OBaj MPHUCTYIl IOBe3yje €JIEMEHTE TPaJAULMOHATHE
HacTaBe anrebpe, Kao mTO je cpehuBame M3pasza, peliaBame jeHaYMHA U MPOydaBamke 0COOMHA
¢yHKIMja ca caBpeMEHUM HAYMHOM y4eHa MaTeMaTHKe y KOHTeKcTy. Takohe, TO 3Hauu jaa pasHe
,»3aBUCHOCTH TpeOa MpUKa3uBaTH MOTOJHUM (YHKIMjaMa W Ha Ta] HAYMH oOpahuBaTh HUXOBE
ocobune [1]. OpjeHTHCAHOCT HAcTaBe MpeMa pellaBamby pealHuX MpodiieMa y3 MmomMoh padyHapa
omoryhaBa n1a ce caapkaju W3 anreOpe HE CBOJE caMO Ha TEXHUKY pelllaBama, Ha TPHUMED
jenHaumnHa, Beh aa ce yue ca 1y0spUM pa3yMeBambeM U CMHUCIIOM.

TexHonoruja y (pyHKIIMOHAIHOM HPUCTYIy OMOryhaBa eKCHEpUMEHTHUCAHmEC U BU3YEIH3aIN]y
BEJIMKOT Opoja cilydajeBa HCTOBPEMEHO, a TO JOMPHUHOCH 00JbeM yCBajamy mojMoBa. Ha mpumep,
YUEHHIIM y TOKY APYTOT pa3pela Cpelibe IIKOJIe TEOPUjCKU M3ydyaBajy CBOJCTBA EKCIIOHEHIIM]jATHE

¢bynkumje. Jla 61 ce mpuKasajio MoHAIake eKCIOHEHIMjaHe QYHKIMje ¥ = e WM JIorapuTaMcKe
dynkimje y =log, x y 3aBucHOCTH Of TmapameTpa a martemaTHuku copreep omoryhasa na ce
eKCIIEpUMEHTHIIIE ca BETUKUM OpojeM ciydajeBa. Ha ocHOBY Tora yueHuiy y3 nmomoh HacTaBHHKA

n3BoJie oapeheHe 3akibydKe, a NPEACTaBbakbEe MAaTEMAaTHYKMM CHMOOJIMMa Ce TpOIIupyje Ha
JTMHAMUYKO TPECTaBIbabe.

['maBHa uaeja GYHKIMOHATHOT yUeHha alre0pe je pa3yMeBame Ha KOjU HAuWH IPOMEHA HE3aBUCHE
MPOMEJBMBE yTUYE HAa TPOMEHY 3aBHCHE. HajmoromaHWju HaYWH 3a TaKBO yUYCHE j€ MOJICIHPArhE
peaHUX CHTyalldja, jep Tako YYCHHUIM Tpoja3e Kpo3 HMCKYCTBO y KOM OIHCY]y 3aBHCHOCT
MaTeMaTHYKHX TI0jMOBA U PEATHUX CUTYaIlja U MIOCTEIICHO yCBajajy ocoOnHe QyHKImja [3].

2. DyHKIHje Y CPEeAH0j KON

@yHKIMje ce y HACTaBHOM Ipolecy yBone mnocremneHo. [yOuHcku [2] mpennaxke Teopujy
ATTOHI (APOS) koja ommcyje Kopake Kpo3 Koje OM HaCTaBHHIIM TpeOaau MPOBECTH YUEHHUKE, a Y
nuby Oosber caBianaBama MpeaBulieHOr mporpama Be3zaHor 3a ¢yHkuuje. OBa Teopuja je
3aCHOBaHa Ha MPETIIOCTAaBKH JI1a C€ MaTEeMAaTHUKO 3HAMKE CACTOJH OJ] TSXKHbE MOjeIMHIIA a ce 0aBu
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MaTeMaTHYKHM TpobiieMoM kKopucTehn cMucieHe MeHTanHe akyuje (action), npoyece (process),
o6jexme (objects) u weme (schemas), 1a OU MOjeTHOCTABUO CUTYAIUjy U PEIINO MPOOIEM.

VY npumepy €KCHOHEHIMjaTHUX U JIOTapUTaMCKUX (PyHKIMja TO mojpa3yMeBa cieaehe Kopake:

e (OO0Opaga eKCmOHEHTa M JIOTapUTMAa Kao aKmuja. YYEHUIIM TPBO YyCBajajy Iojam
eKCIIOHEHTa WJIM M3JI0KHOIa KOjU y TPBUM KOpaliMa y4erma MpUpoJaH Opoj, a 3aTUM ra
NPOIIUPYjy Ha ToJbe peanHux Opojesa. LLTo ce THue norapurama, yaeHuIm Tpeda mpBo 1a
ycBoje neMHUIU]y U yBek0ajy OCHOBHA MpaBUIIa JOTapUTMOBAbA.

e OOpaga eKCNOHeHUMjaJIHe W JorapuramMcke QyHKIHUje Kao mpoiueca rnojpasymeBa Ja
HAKOH MPHMEHE aKTHMBHOCTH, Tj YBEekOaBama jeIHOCTABHUJUX MpPaBUJIa U 3aJaTKa, aKiuja
mpepacTa y mporiec. YUCHHIIN KOjU CaBIaajy Taj HUBO, Y MOTYNHOCTH Cy Ja ce YIO3Hajy
ca eKCIIOHEHIINjaJTHOM M JIOTapuTaMcKoM (GYHKIHjoM | J1a 1oy 1o onpeheHux 3akibydaka,
Kao0, Ha MpuUMep, 0 ocoOmHama oBuX QyHkKIHja. [TorogHo je na ce QpyHKIHje YBOAE MPEKO
pUMEpPa U3 PEATTHOT )KHUBOTA.

e OOpaga oco0MHA eKCNOHEHUMjaIHe W Jioraputamcke QyHuHje Kao o0jeKkTa 3HAUM A
YUYEHHUIM 3Hajy JAa ojpene AOMEH ojpeheHe QyHKuWje, Kao W Apyre ocoOuHe Koje
KapakTepuiry (QyHKIH]y, Ha TpUMEp, HyJe, 3HaK (YHKIMje, MOHOTOHOCT, €KCTPEMHE
TayKe, Ka0 U KOHBEKCHOCT, KOHKaBHOCT U MPEBOjHE TauKe (QyHKITH]E.

e [leHepanm3amuja WM meMa noApa3yMeBa Ja Ha Kpajy MpelaBama Y4YCHUIH Oyny
ocriocobsbeHu J1a ce OaBe (PyHKIMjaMa Ha peaTHOM JIOMEHY .

VY cnenehem neny panma ce moceOHO pa3Marpa oOpana ¢yHKIHje Kao mpoleca U 00jeKTa, Tiae
YUEHHIIM TPOIIUPYjy CBOje 3Hame (PyHKIHMja U MpoydaBajy ocoOnHE (YyHKIH]jE MPEKO MpUMepa U3
peanHoTr )xuBoTa. OCUM Ha JIOTapUTAMCKY, HAIIPABJBEH je OCBPT HA JIMHEAPHY W €KCIIOHCHIUjaITHY
¢ynkuujy. Kako je peanHa cuTyaiuja Be3aHa 3a JbYJICKY MOMYyJalnjy, HallPaBJ/bEH jeé OCBPT U Ha
joructuyy GyHKIHMj)y. MaTeMaTuuk MOJIENIU Cy HampaBJbeHH y ['eoredpu, jep je TO enyKaTuBHU
copTBep koju mMa Beoma 100pe MOryhHOCTH 3a 00paxy CpEeIHOIIKOJICKAX MAaTeMaTHYKUX
cazipikaja.

3. Moaesau nonyJjanuje beorpaga y I'eoredpu

MareMaTHYKO MOJICTHpake y HACTABH MAaTEeMaTHKE Ce CacToju o cienehux dasa:
® peajyHa CUTYyallHja u mpooIieM,
® MaTeMaTHYKH MOJIEN U pelieHe,
® pelICHE peaTHOT IPodIieMa, FeroBa MPoOBEPa U U3BEIITA)

Peanna cumyayuja kojoM ce yBoJe YUCHHUIM Yy MOJICIHPAE j€ MOMIC CTAHOBHUINITBA, JOK j€
peanan npobnem npenuhame momnynanuje beorpajga Ha OCHOBY mojaTaka M3 MPEIXOJHUX U
TpeHyTHO akTyenHor nomuca 2011. [Mogamnu cy npeyszeru ca www.sr.wikipedia.org ¥ yHEIIEHH CY Y
I'eoreOpu kao Tauke, ryie ancuyca MpeacTaBiba TOAWHY TONKCa, a OpJuHaTa Opoj craHOoBHUKA. Ha
Cnvnu 1 je mpukasaH TabenapHy YHOC nojaTaka y ['eore0pu, Kao M TaYKacTH AHjarpam.

VY oBoj (asu Momenmpama, y3 momoh pauyHapa, moryhe je yYeHHWKE HABECTH Ja TIOBEXKY
rpaduuky TMpHKa3 mojaraka ca rpadgukoM Heke (yHKIHUje KOjy cy paHuje oOpamwid. Tako
KOHKPETHH mojany 3a beorpan ,,cimue” rpadguky porapuramcke pyHkunuje y =log, x,rneje a > 0.
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Cnuka 1 Ilpuxasz nooamaka nonuca y I'eocebpu

MehyTtum, ydeHuke Tpeba 3aWHTEpecOBaTH 3a KOHKpETaH OONHMK (YHKIM]je KOjH OIHCYje
poMeHy Opoja CTaHOBHMKA. Y T0j a3 Mozaenupama Tpeba npehu Ha moceOHO BakaH J1eo mpoleca
KOjU CE€ OJHOCH Ha MAaTEeMAaTHYKH MOJET M MaTEMaTHYKO pelIeHEe KOje TOBOIH JI0 PelIeHha PeaTHoT
npobnema. daza MaTreMaTHYKOT MOJIefa U pellieha Moapa3yMeBa 1o0ujame QyHKIM]e Koja Omucyje
peayiHe moaaTke, a koja omoryhaBa mpemBuhame Opoja CTAaHOBHHMKA y HApeIHOM TEpUOMY. 3a
no0ujame MaTeMaTU4YKOr peiiema ['eoredpa nma yrpahene omiuje xkoje omoryhaajy ¢duToBame
KpUBHX Ha OCHOBY yHeceHHX nmojaraka. Ca ommujama FitLin, FitExp, FitLog Ha OCHOBY T0OWjEeHUX
nojaraka ce nooujajy crnenehe ¢pynkumyje:

12374504922367x - 567558471y = 280752735546167 (1),
y =242206,93¢"0* (2),
y =-5148695,65+14719291nx (3)

KOje Tpe/CTaBibajy MaTeMaTHyke Mozeiie craHoBHUINTBA beorpaga. Ha Camum 2 cy rpaduuku
npukaszane jguHeapHa (1), ekcrioneHnujanHa (2) u soraputamcka (3) ¢pyHKImja.

JenHoctaBHO onpehuBame ¢yHKIHMja y3 momoh ['eorebpe yueHWIIMMa W HACTaBHUKY OCTaje
BHUIIIE BPEMEHA 33 aHAIN3HPAkHE IUXOBUX 0COOMHA TOKOM IIKOJICKOT Yaca. AHATUTHYKU U3pa3H ce
MOTYy KOpPHUCTH 3a ofpehuBame Hyla (yHKIMja WM Tpeceka ca y-ocoM. Ha Taj HaumH ce cTBapa
Be3a u3Mely mpefaBama ca padyyHapoM U NPEAXOTHO KIACHYHO oOpaljeHHX JIeKIHja, a yUeHHIIN
CTHYY YBH]I Y IOBE3aHOCT MaTEeMaTHYKHX IT0jMOBa M pa3HOBPCHOCT FUXOBOT TpecTaBIbama [4].

[Tpunukom ananmuse QyHKIMja, MOKE CE YOUUTH Ja Cy cBe QyHKIUje pactyhe, anm aa He

oJroBapajy cBe (yHKIMje MOJjeJHAKO 3aJaTUM Mojanuma. 300or Tora OM TpeOano y4eHUKE
YIIO3HATH U Ca JIOTHCTUYKOM (DYHKIIHjOM.
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Cnuka 2 Ilpuxas ¢ynrxyuja xoje onucyjy nooamxe nonuca

Jloructnuka (yHKIMja ce KOPUCTH 3a OMNHCHBAK-E€ pacTa MOMyJaluje, aiu ce He obpabyje
moceOHO y cpeboj mKomn. MehyTuM, lbeHe 0COOMHEe, Kao MITO j¢ aCUMITOTCKO IMOHAIIAKE, MOTY
Jia jonpuHecy 00JbeM pa3yMeBamy IM0jeIHUX MaTeMaTUYKuX nmojMoBa. Jloructuuka GyHKIMja Koja
OIHCYje CTAaHOBHUIITBO beorpama moxe ce nobutu y ['eoredpu momohy dbyukuuje FitLogisticki n
TJIacH:

1635518,53

- 4
Y 14227,15¢7 %%~ ®

Ha mpumepy noructuuke (QyHKIOMje YYCHHUIMMA JAPYTOr paspela Cpelmbe IIKOJIE Ce MOXKe
00jaCHUTH T0jaM aCHMNTOTE, KAaKO y BE3W Ca PEaJHOM CHUTYyaIljoM, Tako M mMaremMaTwyku. [IpBo
mTo ©WM Tpeda NPETOYUTH Ja HHUje TPHPOAHO [a CTAHOBHHUIITBO MOXE Ja pacre [0
,0eckoHauHOCTH, Beh na ce Opoj CTaHOBHUKA ,,Herae y OyayhHocTu® ycranu 300T OorpaHHYEHHX
pecypca. bpojy Ha kom he ce yctaimtu Opoj CTaHOBHUKA TJIABHOT Tpajia MpeACTaB/ba aCUMITOTY
¢yukmuje (4). OBo je MeToAMYKA CHTyaldja Kaja je MOTOJHO YBECTH YUYCHUIMMA AePUHUIM]Y
XOpU30HTAIIHE ACHMTIIOTE.

HakoH mocraBihama MaTEeMAaTHYKUX MOJENIa W peliema, Tpeba Hahu pemieme 3a peayaH
npobiieM. Y 0BOM ciy4ajy To je mpeaBuhame nonynanuje beorpana y Hapeanom nepuoay. Omiuja
xim3ava y ['eoreOpu, o3HaYeHa y OBOM NpuMepy Kao Opoj romuHa ¢, omoryhasa na ce 3a oapeau
Opoj cTaHOBHUKA 3a JIBE, TP WJIHM CTO roauHa. ['eoreOpa mMa MOryhHOCTH YHOIICHA JUHAMUYKOT
TEKCTa, TaKo Jia ce Op0j CTAaHOBHUKA MEHa M HCIHCY]j€ Y 3aBUCHOCTH OJ] 3a71aTOT Opoja TroIMHa.

Beoma BakHa HacTaBHa CHTyaluja y TPOIECY MOJENUpama je MpoBepa pemema. Y OBOM
npumMepy oxapehuBame koja (yHKIHMja HajOOJbE OMHUCYje JaTe MOoJaTKe, OJHOCHO Koja Haj0oJbe

npeasuha Opoj CTAHOBHHKA.

[eoreGpa nMMa omuujy wW3padyHaBama KoeuIjeHTa neTepMuHanuje R? KOjH je IOKa3aTels
3ajeIHUYKUX O0Oelnexja Koja y4ecTBYjy y Kopenamuju. Y OBOM CiIy4ajy TO Cy TOAMHE U Opoj
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cTaHoBHUKA. Y onmwmjama Prikaz w Tabelarni prikaz, moctoju onmuja Two Variable Regression
Analysis koja pmaje MoryhHocTH mpeko omuuje Regression Model w36op nuneapror (1),
eKcnoHeHImjamHor (2), jmoraputamckor (3) um smoructuukor (4) monena. IlpuTrckoM Ha ayrme
Opcije n u36opoM Prikazi statistiku noOujamo TabenapHH MPUKa3 Pa3IMIUTUX MapaMeTapa MoJiena.
Y mpernocienmoj BpeTH aara je Bpexroct R%. Ha ocHoBY 3amatnx moxataka 3a mogene (1), (2), (3)
u (4) penom nobujamo Bpeanoctu 0,868, 0,6654, 0,9318 u 0,984 nobujamo Aa cy JTOrapuTaMcKu U
JIOTUCTHYKH MOJIEINI HAjIIOTOHUjH 3a nate nojaTke. CaMuM TUM OHHM WM Haj0oJbe mpeaBuhajy Opoj
CTaHOBHHMKA.

4. 3ak/py4axk

HckycTBa moka3syjy Ja yuemhe MaTeMaTHYKUX 110jMOBa, MOceOHO (PyHKIMja, MOACTHPAmhEM J1aje
nobpe pesynrare [5]. Onucane paawoHuiie ce 0aBe jeAHOCTaBHUJUM IMPUMEpPUMa MaTEMaTHUKOT
MoJleNpamba ¥ MaTeMaTU4KH MOJENM Cy HampaBibeHH nomohy I['eoreOpe. OBu mpumepu cy
npuiaroeHn ydeHWIMMa APYTruX paspela CpelmuxX MIKoJa 3a YIO3HAaBamke YyUYeHHKa ca
¢yHKIIMjaMa, Kao M ca HUXOBOM IIPUMEHOM Yy pEaJHOM KOHTEeKCTy. ['eoreOpa omoryhasa
BH3yeNM3aIjy TmpodsieMa, Kao W Op3y MaHMIyJaIMjy ca BEJIMKUM OpojeM IojaTaka,
EKCIIEPUMEHTHCAhE U padyHame, IITO HACTABHUKY OTBapa MPOCTOP 3a MpeaaBambe MAaTeMAaTHUYKHX
cazipkaja y mupeM, He caMO YCKOM MaTeMaTHYKOM, KOHTEKCTY.
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Rezime. Problemi kombinatorne optimizacije pronalaze Siroku primjenu u rjeSavanju raznih organizacionih problema.
Poznati NP tezak problem maksimalno balansirane povezane particije u grafu (Maximally Balanced Connected Partition prob-
lem - MBCP) je iskoristen za odredivanje podjele nastavnih jedinki jednog kursa na dva dijela, tako da se ocuva povezanost
jedinki unutar svakog dijela, a da teZina gradiva u oba dijela bude ujednacena. U radu je prikazana metodologija odredivanja
grafa koji odgovara datom kursu, te su opisane neke metode rjeSavanja ovog problema.

Kljucne rijeci: Particije grafa; racunari u obrazovanju; organizacija kursa

1. Uvod

U vremenu intenzivnih reformi u obrazovanju javljaju se organizacioni problemi koji iniciraju razvoj sloZenih
i naprednih metoda za njihovo rjeSavanje. Kako bi se postigla bolja efikasnost, veca usteda resursa ili smanjenje
troskova, pred osobe ukljucene u upravljanje i organizovanje nastavnog procesa se stavljaju zadaci ¢ije rjeSavanje
podrazumijeva pronalaZenje najboljeg ili barem dovoljno dobrog rjesenja. Ovakvi problemi se u praksi ¢esto srecu
i predmet su izu€avanja ne samo matematicara, ve¢ i istrazivaca iz drugih nau¢nih oblasti, kao Sto su ekonomija,
menadZment i inZenjerstvo.

U veéem broju slucajeva, pokazuje se da organizacioni problemi u nastavnom procesu u svom izvornom
obliku zapravo jesu problemi matematic¢ke prirode i kao takvi se javljaju i u drugim organizacionim problemima.
Stoga se provjerene i dokazane metode rjeSavanja sli¢nih problema, kao i iskustva steCena u drugim oblas-
tima nauke i privrede, (kao $to su upravljanje proizvodnjom, organizovanje transporta, upravljanje racunarskim
mreZama), mogu primijeniti i u organizovanju nastavnog procesa. Time se otvara §iroka paleta alata i sistema za
rjeSavanje, Sto generalno moZe da doprinese pronalazenju dobrih rjeSenja i kod problema organizovanja nastave.

Kao $to se moZe ocekivati, veliki broj ovakvih problema su veoma sloZeni i iako u danasnje vrijeme upotreba
racunara u znacajnoj mjeri olak$ava njihovo rjeSavanje, pokazuje se da se za ove probleme moraju razvijati
specificne metode rjeSavanja, koje su zasnovane na razvoju novih matematickih modela i tzv. metaheuristickom
pristupu, koji podrazumijeva usmeravanje procesa pronalaska rjeSenja ka onim oblastima prostora pretraZivanja
za koje se pretpostavlja da sadrZe bolja rjeSenja.

Da bi se napravio matematicki model za dati problem, svaki element problema mora biti predstavljen nekom
matematickom strukturom, dok odnosi izmedu elemenata indukuju odgovarajuée relacije izmedu tih matem-
atickih struktura. Za rjeSavanje ovih problema, istraZivaci tezZe upotrebi efikasnih i funkcionalnih matematickih
struktura, za koje ve¢ postoje teorijski rezultati i za koje su veé razvijeni alati za rjeSavanje. Za rjeSavanje
mnogih problema koji su kombinatorne prirode, koriste se matematicke strukture iz oblasti kombinatorike i teorije
grafova, te se za rjeSavanje odgovarajuéih grafovskih problema koriste postojece ili razvijaju nove tehnike iz te
oblasti.

U slucaju kada se radi o grafovima velikih dimenzija, cesto koriSten pristup u rjeSavanju problema je par-
ticionisanje (podjela) grafa na dva manja dijela, koji u nekoj mjeri nasljeduju osobine polaznog grafa. Dalje se
problem rekurzivno rjeSava na manjim grafovima, za koje algoritmi pronalaze rjeSenja u kraCem vremenu i uz
koriStenje manje resursa uopste. Ako pretpostavimo da je polazni graf povezan, prirodno je zahtijevati da i pod-
grafovi takode budu povezani. U slucajevima kada je rije¢ o teZinskom, povezanom grafu, prirodan zahtjev je da
podgrafovi takode budu povezani, a da sume teZina u podgrafovima budu $to bliZe jedna drugoj.

Problem opisan u prethodnom pasusu se zove problem pronalaZenja maksimalno balansirane povezane parti-
cije (eng. Maximally Balanced Connected Partition Problem - MBCP). Ovaj problem je NP tezak [1], tako da ne
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Slika 1.  Graf i rjeSenje MBCP problema

postoji algoritam koji pronalazi rjeSenje u polinomijalnom vremenu. Ova ¢injenica motiviSe nau¢nike da razvijaju
razne heuristicke metode za rjeSavanje ovog problema.

1.1. Matematicka definicija problema

Neka je G = (V,E), V = {1,2,...,n} povezan graf i |E| = m. Neka su w; teZine na ¢vorovima. Za
proizvoljan V'’ C V uvedimo oznaku w(V") za sumu teZina svih ¢vorova iz V', tj. w(V') = >, _\,, w;. Problem
maksimalno balansirane povezane particije u grafu (MBCP) je odredivanje particije skupa ¢vorova V' u dva
disjunktna, neprazna skupa, V7 i V5, takva da su podgrafovi grafa G indukovani sa V; i V5 povezani, a sume
teZina ¢vorova iz V; 1 V4 su po vrijednosti Sto bliZze jedna drugoj, tj. razlika izmedu suma teZina je najmanja
moguéa. Formalno, MBCP je pronalaZenje particije (17, V2), takve da su podgrafovi od G indukovani sa V7 i V3
povezani, a vrijednost 0bj(Vy, Va) = |w(V7) — w(V2)| je minimizovana.

Primjer 1. Posmatrajmo graf na slici 1. Nazivi ¢vorova su 1, 2, ..., 6, dok su teZine date u zagradama, odmah
uz naziv ¢vora. Ukupna suma teZina je 30. U idealnom slucaju, particija bi trebala da sadrZi dvije komponente
sa jednakim zbirovima teZina (po 15). U tom slucaju, ¢vor 5, sa teZinom 10 bi trebao biti u istoj komponenti
sa &vorom 1, ili sa &vorovima 3 i 6, ali u oba ova slu¢aja komponente {1,5} i {3,5,6} nisu povezane. Stoga,
optimalno rjeSenje problema ne moze biti nula, ve¢ najmanje 2, jer je ukupna suma svih teZina parna. Jedno
optimalno rjeSenje je (V4,V2) = ({3,4,5},{1,2,6}), a 0obj(V1, V) = |16 — 14| = 2. Drugo optimalno rjeSenje
(V{,v3) = ({1,2,3,6}, {4,5}), takode sa vrijedno$¢u funkcije cilja obj(V{,Vy) = |16 — 14| = 2.

1.2. Prethodni rezultati

Prvi znacajniji teorijski rezultat u analizi ovog problema je prikazan u [1]. Kao $to je ve¢ napomenuto, u
tom radu je dokazano da je problem NP teZak i predloZen je jedan jednostavan heurisicki "pohlepni" algoritam
polinomijalne sloZenosti za rjeSavanje datog problema.

Uspjesna implementacija genetskog algoritma (GA) za rjeSavanje ovog problema je data u [2]. Autori u
propisanom GA koriste binarnu reprezentaciju hromozoma, koja ukazuje na to kojoj komponenti je dati ¢vor
dodijeljen. U slu€aju pojave nepovezanih komponenti (nekorektnih jedinki), primjenjuje se kaznena funkcija.
Pouzdanost i efikasnost ove metode je testirana na grafovima koji sadrze do 300 ¢vorova i 2000 grana.

Uopstenje ovog problema je problem odredivanja ¢,q > 1 balansiranih povezanih particija u grafu (eng.
Balanced Partition Problem - BCPq): za dati cio broj ¢ i povezan tezinski graf G, potrebno je odrediti ¢ particija
Vi, ..., Vg, takvih da je svaki podgraf indukovan odgovaraju¢om particijom povezan, a razlika izmedu najmanje i
najvece sume teZina je $to manja moguca. To zapravo znaci da su particije "izbalansirane" po teZinama. U [3], dat
je algoritam 2-aproksimacije za ¢ = 3 1 ¢ = 4. Takode, u [3] je prikazan i dokaz NP sloZenosti za dati problem.
Autori takode razmatraju i varijantu problema kada ¢ nije fiksirano, pokazujuci da problem nema aproksimirajuci
algoritam sa odnosom manjim od 6/5, osim ako ne vazida je P = N P.

Sli¢an problem ovom problemu je tzv. (I, ) particionisanje, gdje je cilj podijeliti graf G u povezane kom-
ponente, ali tako da ukupna teZina u svakoj komponenti bude najmanje [, a najvise u. Skorija istraZivanja ovog
problema su prikazana u [4, 5]. Na primjer, u [4], autori razmatraju tri problema pronalaska (I, u) - particije
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za dati graf: problem minimalne i problem maksimalne particije (pronalazak (I, u)-particije sa minimalnim (re-
spektivno maksimalnim) brojem komponenti), te problem pronalaska p - particija (pronalaZenje (I, u)-particije
sa fiksiranim brojem od p komponenti). Tako je (I, u) particionisanje NP teZak problem u ops§tem slucaju, za neke
specijalne grafove, rjesiv je u polinomijalnom vremenu. Na primjer, u [4], autori pokazuju da su za "serijsko
- paralelne grafove" problemi pronalaska minimalne i maksimalne particije rjesivi u O(u*n), dok je problem
pronalaska p- particije rjesiv u O(p?u*n) vremenu. Kratka analiza pokazuje da je odredivanje postojanja (I, u)
particije specijalan sluc¢aj BCPq problema: Ako je pronadena particija za BCPq problem, tako da je funkcija cilja
za datu particija manja od § , tada (I, u) particija postoji za izabrane | = ¢t_sum/q — § i u = t_sum/q + 9, gdje
je t_sum suma svih teZina.

Kao $to vidimo, MBCP i BCPq pripadaju S$iroj klasi problema koji se odnose na particionisanje grafa i
kao takvi imaju veliku direktnu i indirektnu primjenu u raznim oblastima inZenjerstva, menadZmenta, rjeSavanju
nekih socijalnih problema, kao i problema u obrazovanju. Direktna primjena MBCP problema pronalazi se kod
upravljanja i rutiranje u velikim beZi¢nim mreZama. Neka je data mreZa od NV klastera. Da bi se pojednostavilo
upravljanje mrezom, ideja je da se tako velika mreZa podijeli u dvije podmreZe, kojima bi se upravljalo nezavisno
jednom od druge. MrezZa se modelira kao neusmjeren povezan graf, G(H, A), gdje je H skup ¢vorova (glava
klastera) H = {CH; : i = 1..N}, a A skup neusmjerenih veza (CH;, CH;), gdje su CH; i CH; dvije glave
klastera. Cilj je napraviti particiju grafa G u povezane balansirane particije i ovaj problem upravo odgovara
problemu MBCP. U [6], autori su prilagodili pristup prezentovan u [1] i iskoristili ga da podijele mrezu u dvije
manje, povezane podmreZe.

U obradi slika, particionisanje se moZe iskoristiti u situacijama kada dolazi do pogorSanja kvaliteta slike
usljed konvertovanja iz jednog oblika u drugi. U situacijama kada nema informacija o procesu degradacije, jedini
nacin da se poboljsa kvalitet je da se poveca kontrast i smanje oSteCenja pogodnim izmjenama na nivoima sive
boje. Da bi se napravio graf koji odgovara slici, odreduje se skup ¢vorova koji odgovaraju nivoima sive boje, a
tezine ¢vorova se definiSu kao broj pojavljivanja odgovarajuée nijanse u slici. PronalaZenje optimalne transfor-
macije sivih nivoa se formuliSe kao particionisanje odgovarajuéeg grafa, tako da zbirovi teZina ¢vorova po svakoj
komponenti budu $to ujednaceniji [7].

Pored primjene u inZenjerstvu, MBCP i BCPq problemi imaju znacajnu primjenu i u rjeSavanju nekih soci-
jalnih problema. Na primjer, prilikom odredivanja politickih podrudja, cilj je podijeliti Citavu oblast (mapu) na
nekoliko regiona sa skoro podjednakim brojem glasaca. Ako je G odgovarajuéi dualni graf mape M, svaki ¢vor
v od G predstavlja jedan region, a vrijednost w(v) predstavlja broj glasata u datom regionu v. Dva &vora u grafu
su susjedna, ako su susjedni odgovarajuéi regioni u M. Optimizacioni problem se svodi na pronalaZenje parti-
cije grafa, tako da odgovarajudi regioni imaju skoro podjednak broj glasaca, a regioni unutar svake podoblasti
su povezani. U [8] je za rjeSavanje ovakvog problema prikazana heuristika zasnovana na tabu pretraZivanju.
Pomenimo i primjenu BCPq problema za unapredenje oznacavanja oblasti policijskih patrola [9]. Najprije se za
svaki dio nekog grada (ili Sireg regiona) identifikuje nivo kriminala. Kao cilj se zadaje podjela grada na podoblasti,
tako da policijske patrole djeluju po datim podoblastima, a da nivo kriminala po podoblastima bude ujednacen.
Metod opisan u [9] se sastoji od dvije faze: inicijalnog particionisanja i dodatnog poboljSanja. U prvoj fazi se
graf podijeli na dva podgrafa, dok se u drugoj fazi u cilju pobolj$anja krajnjeg rezultata heuristicki vrsi razmjena
¢vorova izmedu particija.

2. Primjena MBCP u obrazovanju

U obrazovanju, MBCP se koristi za odredivanje rjeSenja nekih prakti¢nih organizacionih problema, ukljucu-
juéi upravljanje kursevima i studentskim grupama ili organizovanje istraZivaca u povezane grupe.

Materijal za neki kurs se obi¢no dijeli u lekcije i svakoj lekciji se moZe dodijeliti teZina. Uspostavljanje veza
izmedu lekcija moZe se ostvariti po nekoliko kriterijuma, kao $to su sli¢nost, analogija, uopstenje ili uslovljenost.
Podjela lekcija kursa u dvije cjeline se vrsi uz logi¢an zahtjev da svaka cjelina bude povezana, a da teZine te dvije
cjeline budu u $to veéoj mjeri slicne.

Kao drugi primjer, moZemo navesti podjelu studenata u dvije manje grupe. "Povezanost" studenata se moze
definisati kao relacija "sposobnost da rade zajedno". Cilj bi mogao biti podijeliti studente u dvije manje grupe,
imajudi u vidu da grupe trebaju da budu balansirane prema sposobnostima studenata.

MBCP se moZe koristiti i za organizaciju mreZe istrazivata na nekom veéem projektu. U ovom slucaju,
istraZivaci se predstavljaju ¢vorovima u grafu, a teZina ¢vorova moZze biti definisana kao "koli¢ina vremena koju
istrazivac planira da provede na projektu". Relacija "koautorstvo" je prirodna veza izmedu istraZivaca i slicnog
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je znaCenja kao pomenuta veza "mogucnost zajednickog rada". Tako se problem svodi na odredivanje particije
skupa svih istraZivaca, tako da ukupno vrijeme potroSeno na rad na projektu u obje grupe bude skoro podjednako.

2.1. Analiza upotrebe MBCP problema u Kkreiranju kursa

U ovom odjeljku éemo prikazati kako se za dati kurs koji se sastoji od lekcija formira odgovarajuéi graf, na
koji se mogu primijeniti tehnike za rjeSavanje MBCP problema.

Kurs ¢emo predstaviti kao povezan graf kod koga ¢vorovi odgovaraju lekcijama. Dvije lekcije su povezane
samo ako postoji direktna semanticka ili metodoloska veza. Preciznije, veze izmedu lekcija se uspostavljaju u
slucaju uopstenja, analogije, uslovljenosti ili obje lekcije obraduju slicne matematicke strukture.

Primjer 2. Primjer veza nekih lekcija iz oblasti Teorije brojeva je prikazan na slici 2. Na primjer, uspostav-
ljena je semanticka veza izmedu lekcija Prosti brojevi i SavrSeni brojevi, dok je izmedu lekcija Prosti brojevi i
Najvedi prost broj uspostavljena veza uslovljenosti. Izmedu lekcija Euklidov algoritam za pronalaZenje NZD i
Eratostenovo sito se uspostavlja veza slicnosti. Ostale relacije se identifikuju na analogan nacin.

Treba napomenuti da je odredivanje veza izmedu lekcija fleksibilno i u prili¢noj mjeri moze da zavisi od
nastavnikovog misljenja i subjektivne procjene.

Odredivanje teZine lekcija takode moZe biti predmet subjektivne procjene nastavnika i zavisi od nastavnikove
procjene o potrebnoj koli¢ini gradiva, nivoa prezentacije lekcije, ciljeva kursa, studentskih sposobnosti i slicno. U
svakom sluc¢aju, mogu se uspostaviti neki objektivni kriterijumi za odredivanje teZine lekcije. Da bi se "izmjerila"
tezina lekcije, potrebno je uvesti faktore koji uti¢u na teZinu:

Faktor I: obim lekcije;

Faktor II: nivo tipi¢nih studentskih sposobnosti i znanja prije pocetka slusanja lekcije;
Faktor III: vaZnost lekcije za naredne lekcije;

Faktor IV: vaznost lekcije za matematiku uopste.

Jasno je da Faktor I utiCe na teZinu lekcije, jer su lekcije koje sadrZe visSe definicija i teorema, generalno
teZe nego krace lekcije. Drugi faktor se povezuje sa nivoom potrebnog studentovog znanja i sposobnosti koje su
potrebne da bi lekcija bila lakSe razumljiva. Posljednja dva faktora ukazuju na nivo detaljnosti do kog se lekcija
obraduje, u smislu da lekcije koje su preduslovi za naredne lekcije ili generalno matematicko znanje trebaju
biti obradivane detaljnije. Da bi se odredila teZina svake lekcije, uvodimo sljedecu notaciju: Neka koeficijenti
P1, D2, P3 1 p4 0znacavaju uticaj faktora (I-IV) i neka je L lekcija. Ako sa f1(L), fo(L), fs(L) 1 f4(L) oznadimo
vrijednosti dodijeljene svakom faktoru (I-IV) za datu lekciju L, tada se teZina lekcije L racuna pomocu formule

4
w(L) =10 pifi(L) ¢))
=1

Vrijednosti p;, ¢ = 1..4 se biraju iz intervala [0, 1] i vaZi da je ukupna suma

Zpi = 1. @)
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Tabela 1. PredloZene tezine za lekcije iz primjera 3

R.b.  Ime lekcije i fo f3 fi ow(l)
1 Najvedi zajednicki djelilac 5 1 6 10 49
2 Uzajamno prosti brojevi 3 4 2 2 29.5
3 Prosti brojevi 10 4 10 10 85
4 Savrseni brojevi 5 2 3 8 44
5 Euklidov algoritam za pronalaZzenje NZD-a 2 1 2 5 22
6 Eratostenovo sito 2 1 2 5 22
7 Najvecdi prost broj 2 5 2 6 335
8 Najveci savrsen broj 2 5 2 6 335

Nacin izbora vrijednosti koeficijenata p;, ¢ = 1..4 mozZe da varira od tipa kursa, namjene kursa (na primjer da li
je kurs uvodni kurs za neke naredne ili zavr$ni kurs u nekoj oblasti), nivoa procijenjenih studentskih sposobnosti.
Na primjer, ako je rije¢ o nekom polaznom kursu, koji treba da bude osnova za naredne kurseve, prirodno je da
se postaviti veée vrijednosti za koeficijente p; 1 p3. Ako je rije€ o kursu koji je opSte namjene i vezan je za opste
matemati¢ko znanje, onda se parametru p, moze dodijeliti veca vrijednost.

Primjer 3. Neka su koeficijenti p;, ¢ = 1..4 postavljeni na vrijednosti: p; = 0.45, po = 0.25, p3 = 0.15 1
p4 = 0.15. To znaci da se pri odredivanju teZine lekcije obimu lekcija daje najveca vaznost, dok se izborom nizih
vrijednosti za koeficijente ps i p4 definiSe manji uticaj lekcija na kasnije lekcije i opSte matemati¢ko znanje.

PoZeljno je vrijednosti teZina svih lekcija ograniciti u neki unaprijed zadati interval. Ako Zelimo da za lekciju
L vrijednost teZine w(L), koja se racuna pomocu formule (1), pripada intervalu [0, 100], i s obzirom na (2),
vrijednost sva Cetiri faktora treba skalirati u interval [0, 10].

Primjer 4. Posmatrajmo neke lekcije koje Cine dio kursa iz Teorije brojeva, prikazane na slici 2. Za svaku
lekciju L odredujemo vrijednosti f;(L),i = 1..4. TeZina za prikazane lekcije su predloZene u tabeli 1, a vrijed-
nosti za p;, ¢ = 1..4 su iste kao u primjeru 3.

Kao $to vidimo iz tabele 1, lekciji Prosti brojevi su dodijeljene maksimalne vrijednosti za faktore f1, f31 f4.
Time se odreduje da je lekciji Prosti brojevi, zbog obima lekcije i njene primjene kako u daljim lekcijama, tako i u
matemati¢kom znanju uopste, dodijeljena veca ukupna teZina, koja iznosi 85. Lekcije koje se odnose na algoritme
za pronalazenje NZD-a (Euklidov algoritam), odnosno prostih brojeva (Eratostenovo sito) ne zahtijevaju visoko
predznanje, a po obimu su relativno male. Ovim lekcijama je dat malo veéi znaCaj za poznavanje matematike
uopste (f4 = 5), jer se moZe smatrati da je poznavanje Euklidovog algoritma i principa rada Eratostenovog sita
Cak i stvar opSte kulture. Sa druge strane, faktoru f, je dodijeljen manji uticaj (p4 = 0.15) na cjelokupnu tezinu,
tako da sveukupno gledano, ove dvije lekcije nemaju veliku ukupnu teZinu i ona za obje lekcije iznosi po 22.

Lekcije koje se odnose na odredivanje najveceg prostog broja (naravno, posto je skup prostih brojeva beskon-
acan, misli se na odredivanje najveceg prostog broja koji se moze tacno odrediti) i najveéeg poznatog savr§enog
broja po obimu nisu velike, ali podrazumijevaju poznavanje tehnika teorije brojeva, kao i poznavanje tehnika koje
se odnose na rad sa velikim brojevima na racunaru. Dalje, ove dvije lekcije nisu od velikog znacaja za nastupajuce
lekcije, dok im se pridaje srednji znacaj za matematicko znanje uopste.

U ovom primjeru ne analiziraju se sve lekcije iz date oblasti Teorije brojeva. Za detaljniju analizu lekcija iz
ove oblasti, kao i njihovih veza, preporucuje se [10-12].

2.2. Odredivanje particije datog skupa lekcija

Odredivanje particije datog skupa lekcija, prema opisanom kriterijumu se dalje vrs$i odgovarajuéim
tehnikama vezanim za metode rjeSavanja MBCP problema. Citav proces organizacije kursa po ovom modelu
se izvr§ava po Semi prikazanoj na slici 3.

U pripremnoj fazi, vrsi se identifikacija lekcija, kao i odredivanje teZine za svaku lekciju, preko odgovarajuéih
faktora f; — f4. Pored toga, odreduju se i veze na osnovu navedenih kriterijuma. Nakon toga se na osnovu kursa
kreira odgovarajua matematicka struktura - graf, tako Sto se lekcije predstavljaju ¢vorovima, a veze izmedu
lekcija granama. U drugoj fazi, prvo se bira algoritam za rjeSavanje MBCP problema, koji se koristi za odredivanje
particije. S obzirom da je problem NP tezak, egzaktne metode ne mogu rjeSavati probleme veéih dimenzija.
Eksperimenti pokazuju da se direktne egzaktne metode kao $to je totalna enumeracija, bez dodatnih poboljSanja
i ubrzanja mogu koristiti na grafove do 40 ¢vorova (odnosno kurseve do 40 lekcija). Za grafove veéih dimenzija
koriste se heuristicke metode. Metode za rjeSavanje MBCP problema su prikazane u sljede¢em odjeljku. Nakon
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Slika 3. Postupak za odredivanje podjele kursa

izvrSenog algoritma, vrsi se validacija dobijenih rezultata (ispitivanje da li je dobijena particija odgovarajuca),
kao i evaluacija Citavog postupka.

3. Metode za rjesavanje MBCP problema

Kao $to je ve¢ re¢eno, MBCP je NP teZak problem tako da nijedan deterministicki algoritam ne rjeSava opsti
slu¢aj problema u polinomijalnom vremenu. Stoga se egzaktne metode mogu koristiti samo za male grafove, jer
vrijeme izvrSenja ovakvih algoritama eksponencijalno raste sa dimenzijom problema. Za vece instance (grafove),
jedini nac¢in da se dostignu kvalitetna rjeSenja je primjena neke od heuristickih metoda.

U ovom odjeljku detaljnije ¢emo opisati jednu egzaktnu metodu (metodu totalne enumeracije) i jednu heuris-
ticku metodu (pohlepni algoritam).

3.1. Metoda totalne enumeracije

Metoda totalne enumeracije je zasnovana na ispitivanju svih mogucih rjeSenja. Time se garantuje da e, po
zavrSetku algoritma, biti pronadeno optimalno rjeSenje. Sa druge strane, s obzirom na vremenska i memorijska
ogranicenja, metoda totalne enumeracije je tesko primjenljiva na mnoge realne probleme. Stoga se ona uglavnom
koristi za rjeSavanje problema manjih dimenzija ili, uz dodatna prilagodavanja, za verifikovanje rezultata dobi-
jenih nekim drugim metodama.

Za dati graf G = (V, E), svako potencijalno rjeSenje MBCP problema se moZe predstaviti binarnim nizom
x duzine |V|. Elementi niza odgovaraju &vorovima, odredujuéi kojoj komponenti odgovarajuéi ¢vor pripada:
1€ Viakox; = 1i¢ € V5 ako x; = 0. Ocigledno je da svakoj particiji (potencijalnom rjeSenju koje daje
algoritam totalne enumeracije) odgovara jedan niz duZine |V|, sa elementima iz {0, 1}. Kako je ukupan broj
ovakvih nizova 2!V, algoritam totalne enumeracije mora da analizira ukupno 2!V'| potencijalnih rjesenja. Ovim
vidimo da se ovakav algoritam moZze koristiti samo za male grafove.

Primjer 5. Pretpostavimo da je ulazni graf kao onaj iz Primjera 1. S obzirom da graf ima 6 ¢vorova, algoritam
totalne enumeracije treba da analizira ukupno 2° = 64 binarnih nizova duZine 6. Svaki niz odgovara jednom
potencijalnom rjeSenju. Na primjer, niz 100010 odgovara particiji ({1,5}, {2, 3,4, 6}), ali ova podjela indukuje
nepovezane komponente, te se ona zbog toga odbacuje. Optimalnom rjeSenju({3, 4,5}, {1,2,6}) prikazanom na
slici 1 odgovara niz 110001.

3.2. "Pohlepni" algoritam za rjesavanje MBCP problema

"Pohlepni"” (eng. greedy) algoritam je heuristiCka metoda za rjeSavanje problema koja je zasnovana na prin-
cipu izbora najboljeg lokalnog rjeSenja u svakom koraku, sa nadom da ¢e se tako pronaci i optimalno rjeSenje.
Tako u nekim slucajevima ovaj pristup zaista i dovodi do optimalnog rjeSenja (na primjer Kruskal-ov algoritam za
pronalaZenje minimalnog pokrivajuéeg stabla [13]), u opStem slucaju algoritam ne moZe da pronade optimalno
rjeSenje, a u mnogim slucajevima je rjeSenje pronadeno pohlepnim algoritmom znatno loSije od optimalnog. Sa
druge strane, ova metoda moze biti korisna za pronalaZenje polaznog dopustivog rjesenja, Ciji se kvalitet moze
dalje poboljsavati drugim tehnikama.
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U slucaju MBCP problema, prikazaéemo pohlepni algoritam zasnovan na "balansiranju blokova" (eng. block
balance algorithm) iz [1].

Neka je G = (V, E) dati graf. Algoritam pocinje sa povezanim particijama (17, V3), takvim da V; sadrzi
samo jedan Cvor, i to onaj maksimalne teZine. Tokom iterativnog procesa, algoritam traZi ¢vor u iz Vs, takav da
obje particije V1 U {u} i Vo \ {u} ostanu povezane.

Medu svim takvim ¢vorovima, bira se onaj sa minimalnom teZinom. Algoritam zavrSava sa radom kada
dodavanje novog ¢vora u V; vise ne poboljSava particiju.

Detaljniji opis pohlepnog algoritma, kao i ilustracija njegovog rada je prikazana u [1, 12].

4. Zakljucak

U ovom radu je prezentovan problem pronalaZenja maksimalno balansirane povezane particije u grafu i nje-
gova primjena na rjeSavanje nekih organizacionih problema u nastavi. MBCP pripada Sirokoj klasi problema koji
se bave pronalazenjima particija u grafu i kao takav ima veliku primjenu u rjeSavanju problema u raznim oblas-
tima inZenjerstva, menadZzmenta i nekim drustvenim pitanjima. U obrazovanju, ovaj problem se moZe direktno
iskoristiti u organizovanju lekcija kursa u dvije povezane cjeline koje su ujednacene po teZini.

U radu je opisana metodologija odredivanja teZina lekcija i nacin povezivanja lekcija, ¢ime se omogucava
da se Citav kurs predstavi kao matematicka struktura - graf, na koji se primjenjuju tehnike za rjeSavanje MBCP
problema. S obzirom na ¢injenicu da je problem NP tezak, razvijaju se razne heuristicke metode koje se koriste
za rjeSavanje problema veée dimenzije, dok se za manje grafove moZze koristiti algoritam totalne enumeracije.

Ovo istraZivanje se moZe proSiriti u nekoliko smjerova. Bilo bi interesantno primijeniti ovaj metod organi-
zacije na kurseve iz raznih matematickih i drugih oblasti, te ispitati kvalitet predloZenog pristupa nekom evalua-
cionom metodom. Takode, ovaj rad mozZe da motiviSe istraZivaCe za razvoj novih tehnika za rjeSavanje opisanog
problema kombinatorne optimizacije.
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Obaacr ,,Mepeme” y HACTABH MaTeMATHKE Y OCHOBHOj LIIKOJIH

Ilerap Orpuzosuh

Obpasoeuu cucmem ,, Pvhep Bowxosuh”, Beoepao, petogriz@yahoo.com

AncTpakT. AHanM3upaH je 3ajarak ,,Pasrosop mpeko mHTepHera” (IIMCA, 2003. rogwna) Kpo3 pesynrare
TecTupama 176 yaennka OcHoBHe mkone u [ mmHasmje ,,Pyhep bomkosuh” y beorpany. [lokazamo ce na neo
OBOT 33JIaTKa, HAMEHHCHOT YUCHHIIUMA KOjH UMajy TETHAECT TOJIMHA, YCIICIIHO peniaBajy u miuahu ocaoBmu. C
THUM y Be3H, pa3Marpana je obnact ,,Mepeme”, koja mocroju y OOpa3oBHIM CTaHIapArMa 3a Kpaj 00aBe3HOT
o0pa3oBama, ajly je HeMa Y HaCTaBHHUM IPOTPaMHUMa 3a CTapHje pa3peae OCHOBHE mIkoiie. J[aTo je M HEKOJINKO
npUMepa u TpeJyIora Kako ce Meperhe MOXKe IeTaJbHIje 00paJuTH Kpo3 Ipyre HacTaBHE OOJIACTH.

Kibyune peun. Mepeme, o6pa3oBuu crangapau, [IMCA, HacTaBa MaTemMaTHke

1. YBoa

MelhyHapoaua yrnopensa uctpaxusama TUMCC' u [TUCA? nokazana Cy, IIOYETKOM JIBaJIeCET
MPBOT BeKa, Ja je oOpa3oBHU cucteM y Penmybmunu CpOuju HemoBoJbHO (yHKIHMOHANmaH. Harm
YUEHHIIM Ha OBUM TECTHpAmUMa UMajy HWXKa MOCTUTHyha y olHOCY Ha CBOje BPIUIAKe U3 APYTUX
€BPOTICKUX 3eMajba, TOCEOHO Ka/ia je pey O YIOoTpeOr CTEUCHHUX 3Hamka y HOBUM CUTyalijama. 3060r
TOra je, TOKOM IpPETXOJHE JElLEeHH]je, 3amoueTa pedopma IIKOJICTBA, Y OKBUPY Koje je, m3mely
OCTaJIoT, YCBOj€H HOBHM 3aKOH O OCHOBaMa CHUCTeMa O00pa3oBama U BaCIUTamka, HAUUIEHE CY
M3MEHE y HAaCTaBHMM IPOrpaMuMa U IUIAHOBHMA, YBEJACHU Cy 3aBpIIHM HCNUTH, a HanmoHanHu
MMPOCBETHU caBeT ycBojuo je, 19. maja 2009. rogune, O6pa3oBHE cTaHapae 3a Kpaj oO0aBe3HOT
oOpa3oBama.

2. IIMCA

Mehynapoanu nporpam nporene yueanukux nocturayha I[IMCA yTBphyje na nu cy ydyeHunu
KOJH 3aBpIllaBajy MepHoj OMIITEer o0pa3oBama, y3pacta 15 roawHa, yCBOJUIM 3HAHka W BEIITHHE
HEOIXOJHE 3a HAcTaBaK IIKOJOBama, MPO(MECHOHATHU pPa3BOj U OATOBOPHO YYECTBOBAHE Y
uuBuiIHOM IpywTBy. [locTurnyhe ce mpouemwyje y obiactu MaTeMaTHyKe, YUTaauKe U IPUPOIHO-
HayyHe nucMmeHoctu [2]. IIporpam INTMCA wuHummpan je ca mMJbeM Ja C€ CHUCTEMATCKU IpaTu
KBAJIMTET U MpaBeIHOCT oOpazoBama y 3emsbama ydecHuiiama. [IMCA He ucnuTyje y K0joj Mepu
YUEHHIIM MOTYy Ja pENpoayKyjy OHO IITO Cy Hay4ywid y Imkoiama, Beh y Kkojoj cy Mepu
OCTIOCOOJbEHU Jla pa3yMejy M KOpHCTE nare WH(opMmalyje MPUIMKOM pellaBamba pPeICBaHTHUX
mpo0GyieMa U3 CBaKOJHEBHOT kuBOTA [1].

[TUCA je, y oBoM TpeHYTKYy, Hajsehe mel)yHapoaHO HCTpakuBame y 00JacTu oOpa3oBama.
Peanmsyje ce y oprarmsarujun OELUT ox 1997. roauue. TecTupama y4eHHKa OPraHU3yjy ce CBaKe
tpehe romune, moueB ox 2000. V ucrpaxkuBamwy 2009. roguHe ydecTBoBaie cy 74 3eMJbe, O] TOTa
34 ynanune OEL/] n 40 napTHEepckux 3eMaba [2].

Onnykom MunHCTapeTBa npocBete u cropra, Cpbuja ydectByje y mporpamy [TMCA ox 2001.
TOJMHE, a HAIllM YYEHULM Cy J0 caja TecTupanu yetupu myta — 2003, 2006, 2009. n 2012. ronune.

! Trends in International Mathematics and Science Study (TIMSS)
2 Programme for International Student Assessment (PISA)
3 Organisation for Economic Co-opration and Development (OECD)
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VY cBuM 3emibama y kojuMa ce cripoBoau [IMCA yuennnm pemaBajy ucte 3aaatke. Tectupame
ce o0aBJba TOKOM ampuja U Maja, a 3a pellaBame 33jaTaka yUYeHHIM MMajy Ha pacliojlaramy JBa
cata. MareMaTH4Ky caJpiKajyl Ha KOje Ce Ocliamajy MpoOJieMHu Y 3a/lalliMa CMEIITCHH CY Y YETHPH
TeMaTCKe 00acTh: MPOCTOP U 0OJIUK, TpaHcopMallrje u penaiuje, OpojeBu U Mepe, HEM3BECHOCT.

Ckana mMareMaTHuYKe NMUCMEHOCTH KOHCTpyHCaHa je Tako Ja je mpocedaH ckop 500. Ckana je
M0/IeJb€HA Ha LIECT HUBOA MocTurHyha, a cmatpa ce Ja ¢y (pyHKIMOHAJIHO MUCMEHU OHU YUYEHHIIH
YMja cy nocTuruyha Ha ApyroM u BUILIUM HUBOMMA.

Ha ckanu maremarnuke nucMeHoctd ydyeHuiu y Cpouju cy 2009. roguse y npoceKky MOoCTUTIIN
442 moena, ok je 2006. roguHe Taj Mpocek OMO MamH 3a 7 moeHa. Mako mocToju Hampenak y
OJIHOCY Ha TpBa TeCTUpama, 3a0pHumaBa nojaTtak aa oko 40% yuenuka uz CpOuje HHUje TOCTHUIIO
HUBO (DYHKIIMOHAITHE TUCMEHOCTH U3 MaTeMaTuKe, Kao U Jia hamu y Haroj 3emsbH Oenexe 3a 60 1o
70 moena Hmwxa nocturHyha u3 MaTematuke Hero mTo je mpocek y 3emsbama OELJ. Jenan on
pasnora 3a To Tpeba TpaxuTu U 'y uyumbeHuln na cy Ha [IMCA tectupamumMa 3acTyIJbEHHU 3aald
KOjU ce TU4y oOpale mojaTaka U Mepema. Te ABe TeMe, M0 HeAaBHO, HHCY Ouie (IJOBOJHHO)
MPUCYTHE Y HacTaBu MareMaTuke y CpOuju.

3. Mepeme — 00pa30BHM CTAaHAAPAU H HACTABHHU NPOrpamMu

HacraBHu caapkaju y OKBUpPY NpeIMeTa MaTeMaThka HHUCY MpeTpnenu Behe H3MeHe y
HajHOBH]jO] pedopmu oOpasoBHOr cucrtema. IlojenuHe JNeKIyje Cy MpPEeUMEHOBaHE, HEKOJIHKO
HaCTaBHUX JeIMHMIIA j€ W30CTaBJHEHO, a M3BECTaH OpOj yacoBa MocBeheH je HOBOj TEMH Ha3BaHO]
obOpaga momaraka. Ca 1pyre cTpaHe, y OKBHpPY HOBOYBEACHHMX OOpa3OBHHX CcTaHaapiaa 3a
MaTEeMaTHKy M3/IBOJEHO je MeT o0nacTH - ,,bpojeBu u onepaiyje ca muma’”, ,,Anredpa u GyHkIuje”,
] eomerpuja”, ,,O0pana nogaraka” u ,,Mepeme”.

OO6pa30BHHU cTaHIapau U3 061acTu ,,Mepeme” THuy ce Kopulihema oaroapajyhux jequHuna 3a
Mepeme IyXXHHEe, MOBpIIMHE, 3alpeMUHE, Mace, BpeMeHa M YIJIOBAa, Ka0 W Pa3IMYUTUX aroeHa
HoBua. Criefie mpeTBapame jeAMHUIA W3 Behux y Mame M OOpHYTO, ymnoTpeda NpUOIMKHUX
BPEJHOCTH, MPOLICHA U 3a0KPYTJbHBAKE JATHX MOJAaTaka, Kao U padyHame ca buma. Ped je, naxie,
0 caJipajuMa Koju ce yriaBHOM oOpal)yjy y pa3peaHoj HacTaBu, a JAEIOM U Ha YacoBUMa (PHU3UKeE,
JIOK C€ Ha 4YacOBMMa MaTeMaTHKE O]l IIETOT 10 OCMOT pa3pesia OCHOBHE LIKOJIE MEPEH-E M0jaBIbyje y
OKBUPY APYTUX caJipkaja, U TO Hajuenrhe reoMeTpHjCKHX.

Opn nmocrojehux 66 00pa30BHUX CTaHAApAA U3 MaTeMaTHKe, y 00JaCTH Mepeme 1aTo uX je 9, 1ok
uX je u3 reomeTpuje 18, mTOo HHje y CKiIagy ca 3acTylsbeHommhy oBe /1Be 00JacTH y HACTaBH.
Haume, reomeTpuja 3ay3uma Buiie ox TpehrHe 4acoBa MaTeMaTHKE O IETOT JO OCMOT pa3pera
OCHOBHE IIIKOJIE, JTOK 33 MEpeHe, Kao MOCeOHy TeMy, HHje MpeIBrl)eH HHUje1aH Jac.

4. IIpumep ITMCA 3anarka u3 00J1acTH Mepeme

VY oxBupy npunpema 3a [IMCA Tectupame y Cpouju 2012. ronuae MHCTUTYT 3a TICUXOJIOTH]Y
dunoszodpckor ¢akynrera YHuBepzutera y beorpamy m MuUHHCTapCcTBO MpPOCBETE U HayKe
WHULIAPAIHU ¢y o0jaBibuBame cepuje TekcToBa ca [IMCA 3amannma y qHeBHOM JuCTy ,,IlonmuTrka”.
VY jeaHOM O]l TMX TEKCTOBAa aHAJM3UpaH je 3aJaTak ,,Pa3roBop MpeKko WHTEpHEeTa”, KOjU MpHUIaaa
obyacTu Mepeme. 3aaiy MomyT OBOT PETKO ce Mory Hahu y 30upkamMa uuja je ynorpeda omo0peHa
y OCHOBHUM IKosiama y CpOuju.

4.1. 3aparak: Pa3roBop npexo uHTepHeTa

Mapk u3 Cuaneja y Ayctpanuju u Xanc u3 bepiauna y Hemaukoj melycoOHO KoMmyHHIIMpajy
kopuctehu ,.chat” Ha unTepnery. Jla Oum Morim na pasroBapajy Mopajy Ja ce INpHKJbyde Ha
HWHTEPHET Yy UCTOM TPEHYTKY.
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Tpaxehu oxrosapajyhe Bpeme 3a ,,chat”, Mapk je KOHCYATOBAaO KapTy YacCOBHUX 30HA U
Harmrao je cnezaehe:

I'punany 24 cara (monoh)  Bepnun 1 cat mocne nonohun  Cupgnej 10 catu yjyTpy

[Turame 1: Kana je y Cunnejy 19 caru, konuko je catu y bepnuny?
[Turame 2: Mapk u XaHC He MOTY Ja pa3roBapajy usmehy 9 catu yjytpy u 16:30 catu nomnogHe
M0 HUXOBHM JIOKQJIHUM BpEeMEHMMa, 3aTO IITO MOpajy Aa uay y mkony. HMcro tako, nehe mohu na
pasroBapajy u3zmehy 23:00 ysede u 7:00 yjyTpy 10 BUXOBUM JIOKQTHAM BPEMEHUMA, 3aTO IITO Taja
CraBajy.
Kama Mapk u Xanc mory na paszroBapajy? YIUIIHM JJOKATHO BpeMe y Tabemy.
Mecto Bpeme

Cunnej

bepiun

4.2. Tectupame y4eHHUKA

VY 1muby mpoBepe CIO0XKEHOCTH 3ajaTka ,,Pa3roBop Nmpeko MHTEpHETa”, Kao U cTpaTeruja 3a
IBETOBO peIllaBame, TecTUpaHa je rpymna ox 176 ydeHwka jaBe Oeorpajicke mkone - 94 ydeHuka
OcHoBHe 1kone ,,Pyhep bomkoBuh” (4eTBpTH, IIecTH U ocMU paspen) U 82 ydyeHuka ['mmHazuje
,Pyhep bomkosuh” (mpBu u npyru paspexn).

VY4eHuI ocMOr paspesia OCHOBHE IIKOJIE M MPBOT pa3peda TMMHa3Mje W3adpaHu Cy 3a OBO
tectupame jep cy I[IMCA TecToBM OCMHUIIJBEHHM YIpaBO 3a BHUXOB y3pacT (15 romuna). ¥V
TECTUPAHO] TPYIH Cy, HUBAHO, OMIIM ¥ MiIahi U cTapuju yueHUIH. YeTBpTH pa3pe]; OCHOBHE ILIKOJIE
(10 rommua) m3abpaH je 3aTo MTO je y NMUTalky MOCHIENka TOJAWHA Kaja YYCHHUIH, Y OKBUPY
paspenHe HacTase, 0Opal)yjy Mepeme BpeMeHa Ha yacoBuMa mareMaTuke. lllectu paspen ocHOBHe
mikose (12 roguHa) U npyru paspen rumHaszuje (16 ronnHa) TeCTHpaHU Cy 3aTO MITO Cy YUCHUIH Y
MIPETXOAHOM pa3pery (IMeToM, OAHOCHO MPBOM), oOpahjiBasin BpeMeHCKe 30HEe y OKBUPY INpeIMeTa
reorpaduja. OBakaB M300p HANpPaBJ/bEH j€ HAa OCHOBY MPETIIOCTABKH Ja JI€O 3aJaTka MOTY Ja
pete 1 Mial)i OCHOBIIH, K0 U Ja Cy CTapUju YUCHHUIIH YCIICUIHUjU Y pelIaBamby.

VY Tabenu 1. mpuka3zanu cy pe3yJiTaTd TECTUPamba.

Tabena 1. [IporieHat TauHO pelIeHUX 3a/1aTaKa

OcHoBHa 11KO0JIa I'mmuazpja
1. 3amaTak | 2.3amaTak 1. 3amatak | 2.3amaTak
4. pazpen 43% 0% 1. paspen 79% 36%
6. paszpen 49% 0% 2. pazpen 75% 37%
8. pa3pen 68% 36%

4.3. Kako yyeHunu pemaBajy 3agaTak

YdeHuIM 0Baj 3a/1aTak pellaBajy Tako MITO MPBO OApeae BpeMEHCKY pasiuky u3mehy bepnuna
u Cunneja (9 carn), a 3atum of 19 gacora, konuko je y Cunnejy, oqy3umajy gooujern o6poj. Tako

nonase Ao oaroropa aa je y bepnuny 10.00 catu yjyTpy.
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HNako muTame nenyje jeAHOCTaBHO, OHO ofroBapa TpeheM HHBOy MaremMaTHyke MUCMEHOCTH.
Crarucrrka nokasyje aa je y 3emibama OEL/] Ha mera TauHo oAroBopuiio 54% TecTUpaHuX yUeHHKA.

VY TectupaHoj rpynu OCTBapeHU Cy 00JbH pe3yaTaTu y y3pacty on 15 roquna. Kao mro je 6umo
U OYCKHMBAHO, NPBU JEO0 3a/aTKa yMEIH Cy Yy BEIMKOM IPOIEHTY JAa pemle u miuahu ydeHHIm.
Muoruma o mHuX, MehyTuMm, HUje O6uno jacHo ma au Opoj 9 Tpeba na omysmy ox 19 wm je
noTpeOHO cabpartu Te OpojeBe.

OHO 1ITO je J0JIaTHO OTEXKAJIO PeIllaBamk-e 3a7aTKE J€CTe YMHCHUIIA J1a j& TIOTPEOHO M3padyHaTH
BpemeHa y nBa rpana (bepnun m Cunnej), a y yBOIHOM ey 3aJaTka, TAKO3BAaHOM CTUMYIYCY,
MpuKa3aHa Cy TpU dYacoBHUKA. Bpeme mo ['puHHMYy oOBie ciayxu camo Kao ,,ometaq” (T3B.
,»IUCTPAKTOP”) M 33/1aTaK ce MOXKe pemuTu 0e3 Tor mogarka. ¥ 3amaunuma Ha [IMCA tectupamuma
YECTO C€ y TEeKCTY I10jaBJbyjy CYBHIIIHH IOJAIM, a OJ] YYCHUKA Ce OYEeKYyje Ja MPBO U3ABOje OMTHE
uHpopMalMje, a TeK IMOTOM MpHCTyNe Hu3pauyHaBamuma. Ca Jpyre cTpaHe, y 30upkama u3
Marematuke y CpOuju mipeoBialyjy 3amanm y KojuMa je 1aTo TauHO OHOJIMKO T0JlaTaka KOJUKO je
HEOIXOHO J1a ce Johe 10 periema.

Hpyro nmutame y 3agatky (Kaga Mapk u XaHc Mory aa pasroBapajy?) je CloKeHHuje, Ipuraaa
neToM HUBOY Martemaruuke nucMmenoctu, a OEL/] mpocek je 29% TauHux 0aroBopa, 10K YUTaBUX
19,2% yueHuKa HUje HM MOKYIIAJIO /1a Ta PeIlu.

OHO mITO OTe)KaBa pelIaBambe OBOT JieNa 3a/1aTKe je YMEEHHIIA 1a HUje T0BOJBHO CaMO pa3yMeTH
pa3IuKy y BPEMEHCKUM 30HaMa, Beh je moTpeOHO U J1a ce ozpese peliemha Koja 3a70BoJbaBajy Behu
Opoj ycioBa. Miahe ydenuke 30yHHO je T0jaM ,,[10 FbMXOBUM JIOKAJTHUM BpEeMEHUMa ~, T1a Cy jeJjaH
HCTH OJI'OBOP 3aMMCHBAIIN U Y TIPBOM H y APYTOM pefdy Tabene, mTo je HetauHo. Hekn ox yueHuka cy
HACITYTHJIM J1a TOCTOjU BHIIIE OJ1 jeHOT JieNa AaHa kajga Mapk 1 XaHc MOTY Jia pa3roBapajy, ajid HUCY
3HAJIM KaKo Jia Ofpe/ie CBE TePMHUHE. Y TECTUPAHO] rpynH OWIO je 66 YUeHWKA YeTBPTOT U IIECTOT
paspena, a caMo je IBoje YCIIeNo Ja TauHO PEIH OBaj 3aaTaK.

Cutyanyja je 3HauajHO 00Jba y TPYNHU yUEHHKA OocMOT paspega u Mely rumnasujanuuma. Hax
36% BUX JIONLIO je O TAYHOT OATOBOpa. 3aKJbYYaK je J1a CYy y CEeIMOM U OCMOM pa3peay OCHOBHE
IIKOJIE CTEKJIM 3Hakha KOja MM OJIAKIIaBajy pellaBame OBAaKBUX MpodIeMa.

Jenna crpateruja 3a pemraBame€ OBOT Jelia 3a/JaTke OWiia je HMCIHUCUBAKE HM3a IoJaTaka
(Tabene) o Bpemeny 3a Cumnej U 3a bepiuH, HAKOH Yera je CIEAUIO0 MpelpTaBamke HHTEPBAIa KOjJH
HE 3aJI0BOJbABajy YCIIOBE 3aJlaTKa.

Jpyra uneja 6una je 1a ce Ha HAPTAaHUM YaCOBHUIIMA OCEHYE, OJJHOCHO 3aTaMHE JIEIOBU JaHa
kazma Mapk u XaHC He MOTY Ja pa3roBapajy. HeoceHueHu 1e0BY MPECTaBbAa]y pPellieHhe.

CrnuvHa 3aMucao 1ojaBibyje ce u 'y Tpehoj onmuju pemema (ptex 1), rae ¢y YIYSHHUIH OTHIILTH
Y KOpaK JiaJbe y BU3yenu3aiuju npoodiema. OHU HHUCY IPTAJIM YacOBHHKE, Beh JBe OpojeBHE TpaBe -
Ha jeJIHOj Cy O3HavaBajHM BpeMeHCKe mHTepBaie 3a CunmHej, a Ha apyroj 3a bepmun. Hakon Tora
onpehuBanu cy npecek. OBakaB HAYMH 3allUCUBamba MHTEpBaia nojceha Ha pemaBame JIMHEAPHUX
HEjeHaunHa, KOje ce AeTaJbHO 00paljyjy y OCMOM pa3peay OCHOBHE IIKOJIC.

Cunsiej

Iprex 1. [Ipumep peniema
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Onrogop je:

Mecto Bpeme
Cunnej o1 16.30 1o 18.00 mum ox 7.00 no 8.00
bepiH ox 7.30 10 9.00 umu ox 22.00 o 23.00

5. Mepeme Ha yacy MaTeMaTHKe

TecTrpanuM ydYeHHIIIMA je, HAKOH peIlaBama, MOCTaBJBEHO M MUTame: ,,M3 KOT IIKOJICKOT
npeaMeTa je 3amatak 'PazroBop nmpeko unTepHeTa'?”’ Buiie o1 ooBHHE BHUX HABENO je reorpadujy
(0THOCHO TO3HABaWkE MPUPOJIE U APYIITBA Y 4. pa3pedy OCHOBHE IITKOJIE), a Y HEKOJIUKO OJroBOpa
MoOMeHyTe Ccy W (M3MKa, JIOTMKa M TEK MOTOM MaremaTwka. Mcmuranwmm, nakie, pehe Besyjy
caapxkaj 3ajJaTka ca MaTeMaTHKOM, IITO TOTBphyje W MPETXOJHO pa3Marpame O Mepemy Kao
00J1aCcTH KOja HU]j€ JaCHO MU3/IBOjeHa y HACTaBH OBOT IMPEAMETA Y CTapHjUM paspeauma.

Yak u kaga ce y 30MpkaMa U3 MaTeMaTHKe I0jaBe 3aJalil KOju c€ TUYy Mepema, Moja3u Ce O
MIPETIOCTaBKHU J1a Cy YYEHUIIM YCBOJUIIM MTOJMOBE M TEXHUKE Y OKBUPY HEKOT JAPYTOT MPeaMeTa, UiH
Ja X 3Hajy u3 miahux paspena. Pehe ce Ha yacoBuMa MaTeMaTHKE HEIITO 3aMCTa U MEPH. Y MECTO Ja
O]l YUEHHKa OYeKyjeMO Jla yMejy Ja TJIefiajy Ha caT, pa3yMejy KOHIIENIT BPEMEHCKHX 30Ha, KOPUCTE
MEpHE jeIWHUIIE, CXBaTajy KaKO C€ Mepe MyKHHE, TOBPIIMHE M 3alpeMuHEe, TO OHUCMO, KpO3
pa3nu4uTe caipikaje, MOTJIH Ja UX HAyYUMO WITK J1a UM ITOMOTHEMO Jla yTBPAE OHO MITO Beh 3Hajy.

HajjennoctaBHUjU TpuMepu TUYY C€ Mepema AyXKHHa Ty U o0uma ¢urypa. YueHHIHMA
MOXEMO 3aJaTH Jla ojpeie 00uM Heke (urype Koja je HalpTaHa Ha manmupy. Ha oBakBOM 3amaTky
MoOkeMo, Beh y meroM paspeny, BUAETH J1a U U KOJUKO CXBarajy mojam naykuHe. Mctu 3axteB
MOXE OWTH HWHTEPECAaHTaH M 3a CTapHje YUYCHUKE, KOjU Cy HABUKIUA Ja UM y TE€OMETPH]CKUM
3aganmmMa Oyay yHarpes 3aJaTy IoJaly o Jy)KHHaMa, a a Hermo3HaTe o/pel)yjy pauyHCKUM ITyTeM.

VY Temu ,,YT20” y HETOM paspedy Mepeme ce I0jaBibyje KaJua ce MPBU IMyT KOPUCTU YIIOMED.
HacraBak Teme yrimaBHOM BOAM Ka payyHCKOM oapehuBamy 30upa U pasnuke yrioa. OBU canpxaju
ce MOTy IPOIIMPHUTHU 33JaTKOM Mepera YIaJHOI yIia CyHUEBHX 3paka. 3a peliaBambe TOT mpobdiema
MOTpeOHO je m3ahu y MIKOJICKO JBOPHUINTE, YIOTPEOUTH yriaoMep (3a Tadily), mapye KaHama U CEHKY
KOjy mpaBu HekH o0Ojekar. JIoBOJbHO je KaHAIoM IOBE3aTH TauyKy Ha 00jeKTy M oirosapajyhy Tauky
Ha CJIUIH (CEHIIN), a 3aTUM yTIIOMEPOM M3MEPHUTH MO KOJHM YTJIOM I1aJ1ajy CYHYEBH 3pally.

3a yBohemwe aenMMamHuUX OpojeBa MOTY C€ KOPUCTHTH pPa3jIMuWTH JUTHUTAIHA Mepadu (3a
TeMIIEpaTypy, Macy), a CIIMYHHU IPUMEPU MOTY C€ YIIOTPEOUTH U 32 YBO)eHe HEraTUBHUX BEIUYHHA.

MortuBanuja 3a yBoheme upainoHamIHOT Opoja Ty CeIMOM pa3pely y CKIaay je ca UCTOPHjCKOM
nmoTpedoM 3a TuM OpojeM. Jla Om ce mokasano Ja oBa KOHCTaHTA MPEACTaBJhba KOJUYHHUK O0MMa H
NpeYHHKa Kpyra NOTpeOHO je Ha Yacy, y3 moMoh KaHama ¥ MeTpa, IPEeMEPUTH 00MMe M TIPEUHUKE
HEKOJIMKO KPYroBa pPa3IMYUTUX NOJIYNMPEYHHKA (KOMITAKT-AWUCK, IIEpra, Tamup, JHO dYame Hu
cnuyHo). Mimajyhu y BUIy Aa je y MHUTamky OJAHOC KOjU HHje MPEeICTaBJbeH LeTuM OpojeM, Ha OBOM
yacy OM Y4YEHHWIIM MOTJIM Jia yroTpede M KaJKyJnaTop 3a M3padyHaBame IMOMEHYTOT KOJIWYHHKA.
3anucuBame (Ha Tabmu) Tabene y Ko0joj Cy MoJanmu O OOMMMMA, MPEYHUIMMA U HUXOBOM
KOJIMYHUKY, YIYCHUKE BOJIM Ka 3aKJbYUYKY O MPHUOJIMIKHO] BPEIHOCTH Opoja 7.

OBO cy camM0O HEKH 0] IpuMepa KOju WIYCTPY]y YHECHHILY Ja TIOCTOjU MPOCTOp 3a ,,Mepeme”y
OKBHPY HAaCTaBE MaTeMaTHKE.
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6. 3akpyuak

[ToTpeOHO je MOCBETHTH NOJAaTHY MaXKky MEpemhy Ha 4acOBUMa MaTeMaThuke, U TO W3 BHIIE
pasznora. OHO je 3aCTyIJbEHO Ha Mel)yHapoJHUM TecTUpamuMa Ha KOjuMa Y4YeCTBY]Y YUEHHIH U3
Cpb6uje, moctoju kao 3acebHa obmact y OOpa30BHUM CTaHIapAMMa U T0jaBJbyje ce y 3a7aluma Ha
3aBpIIHOM UCIUTY. Mak, OHO IITO je HajBa)KHUjE 32 CBAKOJHEBHU PaJl Ca YUCHUIMMA j€ YHHH-CHHIIA
Ja ce Kpo3 3a7aTke u3 obyactu ,,Mepeme” oCTBapyjy MHOTH ITUJbEBH HACTaBE MaTeMaTHKE Yy
OCHOBHO] IIKOJH, IOMyT, HA MpPUMEpP, OCIOCOOJbaBaka YyUYEHHKA 3a MPUMEHY YCBOjEHHX
MaTeMaTHYKHX 3Hama y pellaBamy 3ajaTaka U3 )KUBOTHE MpaKce.

Tema ,,Mepeme” npyka OpojHe MOTYNHOCTH 3a OCTBapHBame KOpenanuja U 'y OKBHPY Camor
npeaMmera (ca reoMeTpujoM, 00pajoM TMojaTaka), ajd M ca JPYyrdM HACTaBHUM IpEeIMETHMA
(busuka, xemuja, reorpaduja, TEXHUIKO U HTHHOPMATHIKO 00Pa30BaAE).

Anamusupanun [IMCA 3agaTtak, U WeMy CIUYHH, IOMaXy YUYCHHIIMMA Ja yode YIOTpeOHY
BPEIHOCT OHOTa IITO y4e, U TUME NoBehaBajy MOTHBALIM]Y 32 yUEHE MaTEMaTHKE.
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PROBLEM SOPSTVENIH VREDNOSTI SA NELOKALNIM
ROBIN-DIRIHLEOVIM GRANICNIM USLOVIMA

Sandra Hodzié¢

Matematicki fakultet
sandra@matf.bg.ac.rs

Abstract. Sturm-Liuvilove jednacine se pojavljuju u problemima primenjene
matematike. Na primer, one predstavljaju vibraciona stanja razlicitih sistema, kao
Sto su vibracije zice ili energetske sopstvene funkcije kvantno-mehanickih oscilatora.
To su granicni problemi obicnih diferencijalnih jednacina, koji se jos nazivaju i prob-
lemima sopstvenih vrednosti. Ovde je izlozen i reSen problem sa tzv. nelokalnim
Robin-Dirihleovim grani¢nim uslovima sa primerima koji ilustruju prethodna teori-
jska razmatranja.

Keywords: Sturm-Liuvilova jednaéina, graniéni problem
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Problem sopstvenih vrednosti sa nelokalnim Robin-Dirihleovim
grani¢cnim uslovima

Razmotrimo slede¢i grani¢ni problem:

(1) —u"(x) = du(x), 0<z<1

u'(0) = oou(0) — pou(1)
(1) = —oqu(1) + p1u(0)

Uslovi (2) nazivaju se nelokalni Robin-Dirihleovi grani¢ni uslovi. U njima se po-
javljuju vrednosti nepoznate funkcije i njenih izvoda u obe grani¢ne tacke. Primetimo
odmah da se za py = p; = 0 problem svodi na Robinov, a ako je josi oy = 07 = 0,
onda se radi o Nojmanovom grani¢nom problemu. Trazimo pozitivne sopstvene ved-
nosti. Onda je A = p? i reSenje je oblika u = sin(ux + 7). Na dalje pretpostavljamo
da je v # kn/2. Kada u i v/ zamenimo u (2), dobi¢emo sledece dve jednacine:

(2)

[ cosy = agsiny — posin(u + )

preos(p+ ) = —orsin(p +7) + prsiny.

Primenjujuci poznate trigonometrijske identitete za sinus i kosinus zbira uglova do-
bijamo iz prve jednacine

JLCOS 7Y = 0o SIN7Y — poSin [t COS Y — Po COS j4 Sin 7,
a iz druge
[ COS [t COS Y — psin pusiny = —oq sin (L cosy — g1 cos i sin-y + py sin .
Iz prve dalje, deleéi je sa cos~y, dobijamo:
p= ootgy — posinpu — po cos p1tg 7y,

(00 — pocosy)tgy = p+ posinp,

P+ posin p
(3) tgy = —— .
00 — Po COS [

Ako i drugu jednacinu podelimo sa cosy imamo

prcos p — psin ptgy + oy sinp + oy cos ptgy — pitgy =0,

. . + po sin
e cos pn + oy sin p + (op cos pp — psin p — pl)w =0
00 — Po COS [
Mnozeéi poslednju jednakost sa og — pg cos p, dobijamo
Tolh COS 1 + 0oy Sin p — poji cos® j1 — o1 po Sin f1.cos 1 + o f1 cos i+

010 sin fucos g — pi sin = ppo sin® pp — pypu — popr sinp = 0,

odnosno,

(00 + a1)pcos ju — pop(cos” pu +sin® p) — pypa+ (9901 — popr — p*) sin pu = 0,
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(00 + o1)pcos pp — pa(po + p1) + (9001 — popr — i) sin pu = 0,

(4) (00 + o) ctg po — P0.+P1 - 0001 ~ PoP1
sin j ]
Na taj nac¢in p dobijamo resavanjem jednacine (4), posle ¢ega v dobijamo iz (3).
Koristeéi programski paket MATLARB resili smo jednaé¢inu (4). Funkciju sa leve

strane jednakosti (4) oznac¢imo sa fi(u), a sa desne strane sa fo(u). Resenja p se
nalaze u preseku grafika funkcija fi(p) i fo(p). Program dozvoljava unos parametara
00,01, Po 1 p1, @ kao rezultat nam vraca grafike funkcija fi(u) i fo(p) sa istaknutim
presecnim tackama. Vrednosti p za koje vazi fi(u) = fo(p) odredene su numerickim
metodama. Kvadrati tih dobijenih vrednosti jesu upravo trazene sopstvene vrednosti.
Resenja trazimo na [0, 47] x [—20, 20] C R? kome pripadaju grafici ovih dveju funkcija.
Najpre su sa tacnoséu e, tj. sa uslovom |fi(u) — fo(p)] < e lokalizovane presecne
tacke i iscrtni grafici. Tim postupkom su ve¢ nadene apscise p presecnih tacaka.
Medutim, ta¢nost je poboljsana tako sto su nadene tacke lokalnih minimuma funkcije
| fi(k) = folp)l-

Ako je o9+ 01 = po+p1 = C, onda je f1(pn) = C(ctg p— sirlw
je pozitivna na intervalima (k7, (k + 1)w), k = 1,3,5, ..., tj. ctgpu > $ na takvim
intervalima. Uocavamo da postoje dva slucaja:

). Funkcija u zagradi

1) oo+ 01 > po + p1,

2) 00+01<p0+p1.

U prvom sluc¢aju fukcija ctg p, “dominira” nad funkcijom ﬁ, a u drugom slucaju
obrnuto. U drugom slu¢aju se moze desiti da je presek grafika funkcija fi(p) i fo(p)
prazan (na intervalu [0,4n] koji smo uzeli za domen tih funkcija pri pisanju pro-
grama), a to znac¢i da ne postoje reSenja p € [0, 47|, a samim tim ni odgovarajuce
sopsvene vrednosti posmatranog grani¢nog zadatka. Sto se tice funkcije fo (1), to je,
u opstem slucaju, kriva oblika p — C’i, C=const, ali za 0, = p; =0, i,j € {0,1},
grafik f, predstavlja pravu u. Navedimo nekoliko primera.

Primer 1: 0 = 1,01 =2,p9 = 0.5, p; = 2

20

15

10

ol

L

SNERAVER

-10

-15

-20
0

Slika 1. Slucaj 1)
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Prve cetiri sopstvene vrednosti su: 0.6015,  18.4466, 40.4719, 99.2923

Primer 2: 00 = 0,01 =1,p90=1.5,p1 =3

20

15f

10t /

Slika 2. Slucaj 2)

Prve cetiri sopstvene vrednosti su: 18.4924,  32.2486, 99.2932,

Primer 3: 0 = 0,01 =0,p0 = 0,p; =12

20

15f

101 /

Slika 3.

150.8627

Za ovakav izbor parametara ne postoji resenje jednacine (4) u intervalu [0, 4], pa

nemamo ni sopstvene vrednosti 0 < A < (4m)2.

Do sada su traZene samo pozitivne sopstvene vrednosti jer je A = p?. Prover-
imo da li nula moze biti sopstvena vrednost problema (1), (2). Iz (1) se vidi da je za
A = 0 funkcija u oblika uw = az + b, gde su a i b konstante. Stavljajuéi u u uslove (2)

dobijamo
u'(0) = a = oob — po(a +b),
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uw'(1) = a=—oi(a+b)+ pib,
odakle je

(5) a(oy — po) + blog — po + 01— p1) = 0.
Dakle, A = 0 jeste sopstvena vrednost ukoliko je ispunjen uslov (5).
Najzad, ako je A\ = —pu? < 0, opste resenje jednacine ima oblik
u = Cy sinh(ux) + Cq cosh(pux) = Dy sinh(px + ),

pa je sopstvena funkcija oblika u = sinh(ux + ). Nakon sli¢nog izvodenja sa hiper-
bolickim trigonometrijskim funkcijama dobijamo sledece:

(6) tanh 4 = -+ posinh
oo — pocosh i’
(M) (00 + 01) COShﬂ_M :_N_M.
sinh p [

Ostaje jos da u postojeéem programu umesto jednac¢ine (4) stavimo jednacinu (7)
i testiramo program na slede¢im primerima.

Primer 4: Za parametre kao iz primera 1, tj. 0g = 1,01 = 2, pg = 0.5, p1 = 2, ne-

mamo negativne sopstvene vrednosti. Presek funkcija sa leve i desne strane jednacine
(7) je prazan.
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15

10

-5}

-10

-15

Slika 4.

Primer 5: Za parametre kao iz primera 2, tj. op = 0,01 = 1,p9 = 1.5, p1 = 3,
dobijamo jednu negativnu sopstvenu vrednost. Apscisa presecne tacke je 2.1422 pa
je trazena sopstvena vrednost —(2.1422)% = —4.5892
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Slika 5.

Ovaj granicni zadatak specifican je po tome Sto operator L, koji odgovara zadatku
(1),(2), u opstem slucaju, nije ni samokonjugovan ni nenegativan. U Dirihleovom,
Nojmanovom i Robinovom grani¢nom zadatku ova dva uslova su bila ispunjena, sto
je garantovalo da su sve sopstvene vrednosti realne i nenegativne. Ispitajmo pod
kojim uslovima ¢e operator L ispunjavati ove uslove.

1
1 !/
+ [ wv'dr =
0
0

1

= —u'(1)v(1) + 4/ (0)v(0) + /ulvldﬂ@ =

1
(Lu,v) = /—u"v de = —u'v
0

= [o1u(1) — pru(0)]v(1) 4 [oou(0) — pou(1)]v(0) + /u'v’dx =

= /u’v'da: + oou(0)v(0) + oyu(1)v(1) — peu(1)v(0) — pru(0)v(1).

Sli¢no,
(u, Lv) = (Lv,u) = /u’v’dm + oou(0)v(0) + oru(1)v(1) — peu(0)v(1) — pru(1)v(0).

Odavde sledi da je

(Lu,v) = (u, Lv) = (p1 — po)[u(1)v(0) — u(0)v(1)],
pa zaklju¢ujemo da je operator samokonjugovan za p; = pg. Dalje, za v = u imamo

1

(Lu,u) = /(u’)dep + ou*(0) + o1u®(1) — (po + p1)u(0)u(1).
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Kako je integral nenegativne funkcije nenegativan, poslednji izraz bice tim pre neneg-
ativan ako je i
oou?(0) + a1u*(1) = (po + pr1)u(0)u(1) > 0,

odakle je,
(po + p1)? — 4ogoy < 0.
Napomena: U vezi sa ovim, primetimo da je u primeru 4 zaista ispunjen uslov

za pozitivnu definitnost ((0.5+2)%—4-1-2 < 0), pa ne postoje negativne sopstvene
vrednosti.
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DVOMREZNA METODA KONACNIH ELEMENATA
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Apstrakt. DvomreZna metoda kona¢nih elemenata zasniva se na uvodenju dva prostora kona¢nih elemenata razlicitih
dimenzija kojima odgovaraju finija i grublja triangulacija datog domena. Ovu metodu diskretizacije prvi put je primenio
Xu u [5] za reSavanje nelinearnih i nesimetricnih problema eliptickog tipa. Primenjuju¢i dvomreZni algoritam polazni
komplikovan problem (nerazdvojen sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina, nelinearan problem, nesimetri¢an problem,
problem sopstvenih vrednosti, itd.) reSavamo samo na grubljoj mreZi, dok na finijoj mreZi reSavamo znatno jednostavniji
problem (razdvojen sistem parcijalnih jednacina, linearan problem, simetrican problem, Puasonovu jednacinu, itd.) pri cemu
uz odgovarajuci izbor grublje mreZe reSenje zadrZava asimptotski optimalnu tacnost. U radu je razmatrana primena metode
dve mreZe na problem re$avanja nerazdvojenog sistema linearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina (kao modelni zadatak
posmatran je grani¢ni problem Sredingerovog tipa) i na problem sopstvenih vrednosti za linearne parcijalne diferencijalne
operatore. U oba slucaja izloZeni su odgovarajuc¢i dvomrezni algoritmi i date ocene greSske. Numeri¢kim eksperimentima

demonstrirana je efikasnost dvomreZne metode.

Kljucne reci: metoda konacnih elemenata, dve mreZe.

1. Uvod

U radu su prikazane tehnike diskretizacije metodom konacnih elemenata koje se baziraju na dva prostora
konacnih elemenata. Dvomreznu metodu diskretizacije prvi put je primenio Xu u [5] za reSavanje nelinearnih
i nesimetri¢nih problema eliptickog tipa. Kasnije je ona primenjivana na brojnim problemima, na primer na
nelinearne jednacine parabolickog tipa u [1], na Navijer-Stoksove jednacine u [4], na evolucione jednacine u [3],
itd.

Osnovna ideja metode jeste da komplikovan problem (nerazdvojen sistem parcijalnih diferencijalnih
jednacina, problem sopstvenih vrednosti, nelinearan problem itd.) reSimo na grubljoj mreZi sa korakom H, a
da jednostavniji problem (Puasonova jednacina, razdvojen sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina, linearan
problem itd.) kao korekciju reSimo na finijoj mreZi sa korakom h << H. Pokazuje se da se uz odgovarajuci izbor
grublje mreZe postiZe asimptotski optimalna ta¢nost.

U radu je razmatrana primena ove metode na dva problema: problem razdvajanja sistema parcijalnih
jednatina na primeru grani¢nog problema Sredingerovog tipa i Dirihleov problem sopstvenih vrednosti.
Numeri¢kim primerima ilustrovana je efikasnost metode.

2. Grani¢ni problem Sredingerovog tipa

Razmotrimo sledeéi graniéni problem Sredingerovog tipa:

~AP(z) + V(2)p(z) = fx), z€Q, ()
¥(z) =0, x € 09. 2)

gde je Q C R? poligonalan, konveksan skup. Funkcija potencijala V, kao i funkcije ¢ i f su kompleksne, pa se
mogu prikazati kao

V(e) = Vile) + iVa(e),
f(x) = fi(z) +ifa(w),
Y(z) = P1(z) + itha(x),
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gde su V7, Vo, f11 fs realne funkcije. Postavljeni problem je ekvivalentan slede¢em:

A () + Vi(@)n (z) = Va(z)yo(e) = fi(z), =€ 3)
—Ay(x) + Vi(@)a(2) + Va(2)n (2) = fo(z), =€ Q)
1(z) =0, a(x) =0, x € oS 4)

Uvedimo sledeée vektorske funkcije:

Y(x) = (Pr(x), ¥2(2)),
Vi(z) = (Vi(x), Va()),
f(z) = (f1(2), f2()).

Za proizvoljnu vektorsku funkciju w(x) = (w1 (z),ws(x)) neka je

lwllar s = /ol g + ozl q)-

Uvedimo oznaku <, pri ¢emu z <. y zna¢i z < Cy za neku pozitivnu konstantu C, nezavisnu od parametra
diskretizacije.
Ako uvedemo oznake

l(w):/Qf1W1d$+/Qf2w2d$7
a1(P,w) = /val - Vwidz + /Q V)y - Vwadz,

R(¢p,w) = /Q(Vﬂ/hwl — Vaowr + Vithows + Varhrws)dz,
a(h,w) = a1 (¢, w) + R(Y,w),
slaba forma postavljenog problema glasi:
Nacip € H}(Q) x Hy () tako da je a(h,w)=1(w), VYw € Hy(Q) x Hi(Q). (6)

Vazi sledeCa teorema (videti Teoremu 1 u [2] ):

Teorema 1. Neka f € La(2) X La(Q), V € Loo() X Loo(), Vi(z) = 0, x € Q. Tada problem (6) ima
jedinstveno resenje 1 € H?(Q) x H%(Q), pri cemu vazi:

[l 2xmz <c | FllzoxL.

Aproksimirajmo polazni problem metodom konacih elemenata. Neka je 7" = {K} uniformna triangulacija
domena Qi S" C H} () prostor kona¢nih elemenata

Sh = {w, € HY(Q) | wn|x € P, VK € T"},

gde je P} prostor polinoma stepena ne veceg od 1.
Odabirom kona¢nodimenzionalnog potprostora dolazimo do aproksimativnog varijacionog zadatka:

Nacip,, € S" x S tako da je a(v,,,wy) = l(wy), Yw, € S" x S

Naredna teorema (videti Teoremu 2 u [2]) daje ocenu greske aproksimacije, tj. ocenu razlike ¢ — 1, u razli¢itim
normama.

Teorema 2. Neka f € L2(Q) X La(), V € Loo(Q) X Loo(R), Vi(z) = 0, z € Q. Tada vazi:

||¢ - 'l:bh”LzXLz <c h2||¢||H2><H23
% — byl ar s <c bl|Y| g2 x a2
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2.1. Dvomrezna diskretizacija

Dvomrezna diskretizacija se zasniva na uvodenju dva prostora konacnih elemenata razliitih dimenzija
kojima odgovaraju finija i grublja triangulacija domena.

Uvedimo, dakle, novi prostor kona¢nih elemenata S¥ (C S* C HZ(9)), definisan na grubljoj triangulaciji
TH domena ) sa korakom H > h. Polazni problem éemo sada resavati samo na grubljoj mreZi, dok éemo na
finijoj mrezi reSavati znacajno laksi problem.

ALGORITAM1 |

Korak 1. Nadi v, € S x S tako daje a(v y,wrr) = l(wn), Ywg € SH x SH,

Korak 2. Naci 45 € S" x S” tako da je a1 (v}, wn) = l(wn) — R( g, wn), Ywy, € S" x S".

Primetimo da je sistem parcijalnih jednacina koji se javlja u drugom koraku algoritma razdvojen, ukljucuje dve
Puasonove jednacine, a nerazdvojeni sistem reSavamo samo na grubljoj mreZi u prvom koraku.
Pokazuje se da reSenje 1)}, dobijeno ovim algoritmom postiZe asimptotski optimalnu ta¢nost (videti Teoremu 3 u

[2]):

Teorema 3. Neka f € L2(Q) X La(Q2), V € Loo () X Loo(2), Vi(z) 2 0, z € Q. Tada vazi:

19n = il xa <c H?,
1% — hllxm <c h+ H?.

Prema prethodnoj teoremi dovoljno je uzeti H = v/h da bi 1p;, bilo iste tatnosti kao i 1, u H! x H' normi.
Time je dimenzija prostora S¥ znacajno manja od dimenzije prostora S”, pa najveéi deo posla u Algoritmu 1
¢ini reSavanje dve razdvojene Puasonove jednacine u drugom koraku.

2.2. Numericki primer 1

Testirajmo algoritam 1 na slede¢em primeru:

—AyY(z) + V(z)y(z) = f(z), =€, (7
b(x) =0, €9, 8)

pri ¢emuje Q = (0,1) x (0,1), V(z) =1+1.

Funkcija f(z) = ((7% + 2) + (=272 — }) - i) sin(7z) sin(wy) je izabrana tako da je ¢(x) = (0.5 —
i) sin(mx) sin(y) talno reSenje problema.

Neka je T" = { K} triangulacija domena dobijena njegovom podelom na manje kvadrate ivice A i potom podelom
svakog kvadrata dijagonalom na dva trougla (slika (1)).

Slika 1. Triangulacija domena.
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Uvedimo odgovarajuéi prostor konac¢nih elemenata na sledeci nacin:

ShQ) ={we HI(Q):

w|x je linearna, VK € T"}.

. . o S . 1
Primenimo prvo metodu konac¢nih elemenata koriste¢i mreZu sa korakom h = 50 (i=3,4,5,6).

1 0

Slika 2. Dve mreZe sa koracima H =

1
1

ih=2%

16"

Dobijeni rezultati prikazani su u tabeli (1). Sva izraCunavanja vrSena su kori§¢enjem programa MATLAB 7.

Vidimo da je

HQ/) - dthLzXLz ~ O(h2)7
Y — Ypllarxm = O(h),

Sto je u skladu sa teorijskim rezultatima iz teoreme (2).

Primenimo sada dvomreZni algoritam koriste¢i mreZe sa korakom h =

?a

(i = 4,6,8) i odgovarajuce grublje

mreZe sa korakom H = v/h (slika (2)). Dobijeni rezultati prikazani su u tabeli (2).

Tabela 1. Metoda konacnih elemenata Tabela 2. Dvomresna metoda

h ¥ = ullaxrs % = pllrrxm (H, h) b — 5|1 ot
1

3 7.6794D-02 9.3073D-01 (i’ %) 1.9553D-01
S 2.4704D-02 3.9428D-01 11

116 (§7 a) 9.6071D-02
32 7.8157D-03 9.2366D-02 )
—, 2.4717D-02
6i4 9.5429D-04 7.8007D-02 ( 16 256>
Vidimo da je

1% — bl i< = O(H?),

$to je u skladu sa teorijskim rezultatima iz teoreme (3).
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3. Problem sopstvenih vrednosti

Posmatrajmo sledeéi Dirihleov grani¢ni problem:

"9 ou
Lu=— ”Z-::l 87302-(&“87]-) = Au, )
u(z) =0, €I, (10)

u ogranicenoj, konveksnoj i poligonalnoj oblasti {2 C R"™. Pretpostavic¢emo da su ispunjeni uslovi:

aij(x) S LOO(Q),
= a’_'jl

a;;(z) () €R, ss.u,

n n

Z a;ij(2)&&; > co Z &]?, V€, ss.uQ, o > 0.
i,j=1 1,5=1

Definicija 1. Broj )\ za koji postoji netrivijalno reSenje granicnog problema (9), (10) naziva se sopstvenom
vredno$cu zadatka (9), (10). Odgovarajuée reSenje u(x) naziva se sopstvenom funkcijom problema (9), (10).

Ako uvedemo oznake:

- Ou Ow
a(u7w) :/Q Z a”(l’)aixjaixzdx,

i,j=1

) = [ u(ehola)da,

varijacioni zadatak glasi:
Nadiu € HE (), u # 0, X € R tako da je

alu,w) = Ab(u,w), Vw € HI(Q). (11)
Poznato je da problem (11) ima prebrojivo mnogo sopstvenih vrednosti koje su sve pozitivne
0< A <A< A3< ..
Za odgovarajuce sopstvene funkcije w1, ug, ug... moZzemo pretpostaviti da je
al(ui, uj) = Ajb(us, u;) = 5.

Lako se proverava da je forma a(-,-) bilinearna, simetri¢na, ograni¢ena i koercivna. U daljem radu koristi¢emo
energetsku normu

I lla = va(,-)

koja je ekvivalentna normi || - || ;1 () na Hg ().
Neka je 7" = {K} uniformna triangulacija domena 2. Uvedimo kao i ranije prostor konaénih elemenata:
SM(Q) = {w e HYQ) : w|k € PL,VK € T"},

gde je P}, prostor polinoma stepena ne veceg od 1. Aproksimacija problema konaénim elementima glasi:
Naci (A, up), up € S™(2), up, # 0 tako da je

alup,w) = Mpb(up,w), VYw € S™(NQ). (12)
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Ova diskretna aproksimacija problema ima kona¢no mnogo sopstvenih vrednosti:
0<Ain<Aon <M <o < Anpn, np =dim S”
i odgovarajucih sopstvenih funkcija wy j,, U2, b, U3 p---; Un,, n, Pri Cemu vazi
a(uin, win) = Njnb(wi n, ujn) = 5.
Sopstvene vrednosti problema (11) zadovoljavaju min-max princip (videti [7]), pa odatle direktno sledi da je
Ai K Ain, 1=1,2,..,ny.

Naredna teorema daje ocenu greske ovakve aproksimacije (videti Stav 3.1 u [6]):

Teorema 4. Za svako resenje u; p, i = 1,2,...,n, problema (11) postoji sopstvena funkcija u; problema (12)
koja odgovara \; takva da je ||u;||l, = 1i

||u1 - Ui,h”a gc h
Za odgovarajuce sopstvene vrednosti vaZi
2
Ain — A < Cih7,

gde je C; pozitivna konstanta koja ne zavisi od koraka h.

3.1. DvomreZna diskretizacija

Razmotrimo sada dvomreznu diskretizaciju za problem sopstvenih vrednosti. Njom se reSavanje problema
sopstvenih vrednosti na finijoj mreZi svodi na reSavanje problema sopstvenih vrednosti na znatno grubljoj mrezi
i reSavanje linearnog algebarskog sistema na finijoj mreZi.

Neka su S7(Q) i S"(Q2), SH(Q) c S"(2) C HI(Q), dva prostora konacnih elemenata kojima odgovaraju
redom grublja mreza T i finija T".

ALGORITAM 2 |

Korak 1. Na¢i \; y € Riu; g € SH(Q) (i =1,2,...,ny) tako daje ||u; gl = 1i

a(u gr,w) = N gb(u; g,w), VYwe SH(Q).

Korak 2. Nadi u; , € S"(Q) (i = 1,2, ...,ny) tako da je

a(ui p,w) = N gb(ui r,w), Yw € S"(Q).

Korak 3. ( )
a\U;i, b, Ui b .
Aip=———"=, i=1,2,..,ng.
’ b(wi,p, win)

Vidimo da se problem sopstvenih vrednosti reSava samo u prvom koraku algoritma na grubljoj mrezi. U drugom
koraku algoritma, na finijoj mreZi, reSavamo jednostavan linearan problem i na kraju u treCem koraku racunamo
Rayleigh-ev koli¢nik. Sledeéa teorema daje ocenu greske:

Teorema 5. Pretpostavimo da su \;p, i u;p (1 = 1,2, ...,ng) dobijeni promocu algoritma 2. Ako je SH - §h,
tada je

||ui - ui,h”a <c H2 + ha
Nin — Nl <o H* + h2.
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Dokaz. Direktna posledica Teoreme 4.3 i Stava 3.1 u [6]. O

Odavde zaklju¢ujemo da je dovoljno uzeti H = v/h da bismo dobili optimalnu gresku. To zna&i da je dimenzija
prostora S znacajno manja od dimenzije prostora S™ i da najveéi deo posla u Algoritmu 2 predstavlja reSavanje
linearnog eliptickog problema u drugom koraku.

3.2. Numericki primer 2
Tlustrujmo izloZeni algoritam na slede¢em problemu sopstvenih vrednosti:
—Au=Mu, x€, (13)
u(z) =0, =z, (14)
pri ¢emu je = (0,1) x (0, 1).

Sopstvene vrednosti ovog problema su
A= (@ + ),

a odgovarajuce sopstvene funkcije

u(z) = sin(im(x — 1)) sin(jr(y — 1)), 4,5 =1,2,...

Uvedimo kao i ranije triangulaciju domena 7" (2) = {K} (slika (1)) i prostor kona¢nih elemenata:
SM(Q) = {w € HY(Q) : w|k jelinearna, YK € T"}.

Ozna¢imo sa (\p,, up,) prvu sopstvenu vrednost i odgovarajuéu sopstvenu funkciju problema (13), (14) koje su
dobijene metodom konac¢nih elemenata.
Dobijeni podaci dati su u tabeli (3).

Prema teoremi (4) vazi:
IV(u—un)llL, = O(h).

Vidimo da su rezultati numerickog eksperimenta prikazani u tabeli (3) saglasni sa teorijskim rezultatima.

1
Primenimo sada dvomreZni algoritam koriste¢i mreZe sa korakom h = 20 (i = 4,6,8) i odgovarajuce grublje

mreZe sa korakom H = v/h. Ozna&imo sa (A", u) prvu sopstvenu vrednost i sopstvenu funkciju problema (13),
(14) koje su dobijene koris¢enjem dvomreZne metode. Dobijeni rezultati dati su tabeli (4).

Tabela 3. Metoda konacnih elemenata

h Jlu—unlle, [[V(u—un)lL,

1 Tabela 4. DvomreZna metoda
1 29592D-02 3.6582D-01 h

h (H,h) IV (u—u")|lLy
g 7:8655D-03 1.0903D-01

11

Tla 2.0180D-03  2.9097D-02 ( 116 ) 6.4821D-02

1 11

— . - . - - = 2.9608D-02
5y 1958D-04 7.4391D-02 (8, 64> 9608D-0

1

—  1.4283D-04 1.8733D-02 1 1 i

614 (167 256) 6.2749D-03
—  4.9541D- .6940D-

o5 9541D-05 8.6940D-03

1
— 2.7492D-05 1.1741D-03

256 ?

1z teoreme (5) imamo da je
IV (u = "), = O(H?).

&9



Rezultati prikazani u tabeli (4) saglasni su sa navedenom procenom.
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Apstrakt. U ovom radu predstavljen je razvoj i optimizacija metode u tecnoj hromatografiji hidrofilnih
interakcija (HILIC, eng. hydrophilic interaction liquid chromatography) primenom nove tehnike matematickog
modelovanja i nove funkcije hromatografskog odgovora. HILIC je nova separaciona tehnika Cij je retencioni
mehanizam sloZen i nedovoljno proucen. Uobicajene tehnike modelovanja hromatografskog odgovora u
reverzno-faznom hromatografskom sistemu ne mogu se uvek primeniti na HILIC sistem, pogotovo ako je
opseg ispitivanih faktora Sirok. U ovom istrazivanju predloZena je nova tehnika modelovanja hromatografskih
odgovora putem Njutnovog interpolacionog polinoma sa podeljenim razlikama. Kao funkcija cilja odabrana je
slozena funkcija hromatografskog odgovora koja je modelovana idirektno, a direktno su modelovani retencioni
faktori analiziranih supstanci. PredloZeni pristup omogucio je identifikaciju optimalnih uslova razdvajanja.
Verifikacija predlozene tehnike pokazala je visoko slaganje eksperimentalno i teorijski dobijenih
hromatograma. Pokazano je da se Njutnov interpolacioni polinom sa podeljenim razlikama moze uspesno
koristiti u reSavanju optimizacionih problema u te¢noj hromatografiji hidrofilnih interakcija.

Kljucne reci: tecna hromatografija, HILIC, interpolacija, podeljene razlike.

1. Uvod

Tecna hromatografija hidrofilnih interakcija (HILIC, eng. Hydrophilic Interaction Liquid
Chromatography) je nova separaciona tehnika koja se zasniva na upotrebi polarnih stacionarnih
faza 1 mobilne faze sa niskim udelom vodene i visokim udelom organske faze [1, 2]. HILIC je
pokazao velike prednosti u analizi slabo baznih supstanci u odnosu na ostale tipove hromatografije
jer omogucava zadovoljavajuée zadrzavanja ovih supstanci na koloni kao i dobar oblik pikova.
Kako su vecina lekovitih supstanci prisutnih na trzistu slabe baze, interesovanje farmaceutske
industrije za razvoj metoda u HILIC sistemu je veliko.

Najefikasniji na¢in za razvoj i optimizaciju hromatografskih metoda predstavlja primena
metodologije eksperimentalnog dizajna koja ukljucuje:

1) identifikaciju faktora koji znacajno uticu na sistem (input)

2) definisanje eksperimentalnog plana

3) odabir odgovora koji ¢e se pratiti (output)

4) kreiranje matematickog modela koji uspostavlja vezu izmedu input-a 1 output-a

5) definisanje funkcije hromatografskog odgovora

6) identifikacija globalnih optimalnih uslova razdvajanja

Kljuéni koraci u ovoj metodologi su odabir odgovaraju¢eg matematickog modelovanja i
adekvatne funkcije hromatografskog odgovora. Hromatografski odgovori najces¢e se modeluju
primenom kvadratnih funkcija jer se smatra da u uskom intervalu variranja faktora ova funkcija
moze adekvatno da opise sistem. Medutim, za razliku od ostalh tipova hromatografije, separacioni
mehanizam u HILIC-u je izuzetno slozen i nedovoljno proucen pa aproksimacija kvadratnom
funkcijom ne uspeva na odgovarajuci nacin da opiSe retenciono ponasanje supstanci. Stoga, odabir
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odgovaraju¢eg matematickog modela za ovaj sistem predstavlja veliki izazov. Nakon uspostavljanja
matematicke veze izmedu inputa i outputa, potrebno je definisati funkciju cilja tj. funkciju
hromatografskog odgovora (CRF, eng. Chromatographic Rresponse Function). U literaturi do sada
postoji veliki broj predlozenih CRF, ali one nisu univerzalno primenljive na svaki hromatografski
sistem [3-5].

Cilj ovog rada bio je razvoj i optimizacija metode teCne hromatografije hidrofilnih interakcija
primenom novih modela retencionog predvidanja i nove funkcije hromatografskog odgovora. Kao
eksperimentalna model smeSa primenjena je smeSa Sest antidepresiva (selegilin, mianserin,
sertralin, moklobemid, fluoksetin i maprotilin) ¢ija je hemijska struktura prikazana na slici 1.

HsC\ TH3
N
TH3 HN
N Can
~_ \CH N N
CH3 O |O |O
Cl
selegilin
i i sertralin
mianserin THa
VAR HN
N e} Ph
H
N_/_ \ / /‘\/\ Me
cl FaC o] N/
H O 0 O
O
moklobemid fluoksetin

maprotilin

Slika 1. Hemijska struktura analiziranih supstanci

2. Eksperimentalni uslovi
2.1. Reagensi

Svi upotrebljeni reagensi bili su analitiCke Cistoce. Mobilna faza i rastvaraci pripremljeni su od
acetonitrila (Lab Scan, Ireland), amonijum-acetata (J. 7. Backer, The Netherlands), glacijalne
sir¢etne kiseline (Zorka Pharma, Srbija) i vode HPLC stepena ¢istoce.

2.2. Rastvori analiziranih supstanci

Eksperimentalna model smeSa pripremljena je rastvaranjem supstanci u smesi acetonitril —
vodena faza (40 mM amonijum-acetat, pH 4.0 podeSen glacijalnom siré¢etnom kiselinom) 90:10 v/v
tako da se dobije koncentracija 400 pg mL™" za fluoksetin i maprotilin, 100 ug mL™ za mianserin,
50 pg mL"' za moklobemid, 600 pg mL™ za sertralin i 1 mg mL™" za selegilin.

2.3. Moblina faza

Variranja sastava mobilne faze definisana su eksperimentalnim planom datim u Tabeli 1.

2.3. Hromatografski uslovi

Eksperimenti su izvedeni na tenom hromatografu Finnigan Surveyor Thermo Scientific koji se
sastoji od HPLC pumpe, Autosampler Plus i UV/VIS Plus detektora. Podaci su sakupljeni u softveru
ChromQuest. Kao stacionarna faza upotrebljena je BETASIL Silica-100 (100 mm x 4.6 mm, 5 um)
kolona. Protok mobilne faze bio je 1 mL min". Temperatura kolone bile je 30 °C, a talasna duzina
detekcije 254 nm.
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2.4. Softver

Za kreiranje matrice eksperimentalnog plana upotrebljena je STATISTICA 7. Za svrhe
racunanja parametara matematickog modela i proveru ponasanja razli¢itih uslova razdvajanja razvijena
je posebna aplikacija.

3. Rezultati i diskusija
3.1. Identifikacija faktora koji znacajno uti¢u na sistem

Preliminarnim istrazivanjima ustanovljeno je da su faktori sa najve¢im uticajem na retenciono
ponasanje analiziranih antidepresiva sadrzaj acetonitrila u mobilnoj fazi, pH vrednost vodene faze i
koncentracija amonijum-acetata u vodenoj fazi. Uticaj ova tri faktora dalje je ispitivan u
intervalima: 86 %do 94 % za sadrZaj acetonitrila u mobilnoj fazi, 3,0 do 6,0 pH jedinica za pH
vrednost vodene faze i 20 do 60 mM™ za koncentraciju amonijum-acetata u vodenoj fazi. Ostali
hromatografski parametri zadrzani su na konstantnom nivou.

3.2. Definisanje eksperimentalnog plana

Eksperimentalna matrica definisana je 3’ punim faktorskim dizajnom gde su odabrana 3 faktora
ispitana na 3 nivoa u okviru 27 eksperimenata. Nivoi faktora su kodirani 1 Sema eksperimenata
prikazana je u tabeli 1.

Tabela 1. 3° eksperimentalna matrica i dobijeni hromatografski odgovori

Run X y z k, k; k4 ks K¢
1 -1* -1 -1 2,02 2,02 2,09 1,89 2,11
2 -1 -1 0 1,61 1,59 1,66 1,49 1,69
3 -1 -1 1 1,36 1,28 1,37 1,24 1,41
4 -1 0 -1 0,62 2,13 2,54 2,54 2,86
5 -1 0 0,46 1,41 1,63 1,62 1,86
6 -1 0 1 0,44 1,28 1,46 1,42 1,65
7 -1 1 -1 0,36 2,09 2,94 3,51 4,13
8 -1 1 0,21 1,29 1,79 2,02 2,34
9 -1 1 1 0,14 1,01 1,39 1,59 1,9
10 0 -1 -1 3,44 441 4,63 4,35 4,88
11 0 -1 0 2,95 3,62 3,76 3,54 4,03
12 0 -1 1 2,51 3,02 3,09 2,93 3,36
13 0 0 -1 0,82 3,87 5,25 6,19 7,31
14 0 0 0,78 3,15 3,97 441 5,04
15 0 0 1 0,47 2,2 2,74 3,17 3,77
16 0 1 -1 0,64 3,52 5,51 7,81 9,69
17 0 1 0,42 2,3 3,52 4.8 5,92
18 0 1 0,33 1,9 2,87 3,96 4,94
19 1 -1 -1 5,09 12,31 13,34 13,74 16,07
20 1 -1 0 3,86 8,81 8,95 9,53 11,28
21 1 -1 1 3,47 7,26 7,29 7,77 9,27
22 1 0 -1 1,59 7,97 13,99 23,44 31,42
23 1 0 1,8 6,27 9,32 14,63 19,57
24 1 0 1 0,99 5,14 7,86 12,78 16,93
25 1 1 -1 1,37 6,71 12,99 25,44 37,42
26 1 1 1,04 4,99 9,12 17,04 24,21
27 1 1 1 0,95 4,54 8,09 15,36 22,8

x — sadrzaj actonitrila u mobilnoj fazi (%), y - pH vrednost vodene faze, z — koncentracija amonijum-acetata
u vodenoj fazi (mM); k, — ks — retencioni faktori mianserina, sertralina, moklobemida, fluoksetina i
mapotilina, redom.

* nivoi faktora dati su u kodiranim vrednostima
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3.3. Odabir odgovora sistema

Postoji veliki broj odgovora sistema koji se mogu odabrati kao output. Odgovori poput
retencionog vremena i retencionog faktora govore nam samo o polozaju pojedinacnih supstanci pri
odredenim eksperimentalnim uslovima, dok nam odgovori poput faktora rezolucije i faktora
selektivnosti daju korisnije podatke o hromatogramu jer ukazuju na kvalitet razdvajanja. Medutim,
direktno modelovanje kompleksnih hromatografskih odgovora poput faktora rezolucije ne daje
dovoljno tacne modele, pre svega zbog mogucnosti inverzije pikova koja je Cesta kada se radi u
Sirokom opsegu pH vrednosti mobline faze. Direktno modelovanje hromatografskih funkcija je jos
problemati¢nije, jer je njihovo ponasanje obi¢no kompleksno i uslovljeno istovremenom promenom
viSe odgovora, pa direktni modeli imaju znacajne greske [6, 7].

U ovom radu izvrSeno je direktno modelovanje jednostavnih hromatografskih odgovora -
retencionih faktora, a zatim su naknadno izracunate vrednosti ostalih hromatografskih parametri.
Dobijeni rezultati za retencione faktore ispitivanih supstanci prikazani su u tabeli 1. Kako je
sertralin pokazao neretenciono ponaSanje, u dalje modelovanje su usli retencioni faktori mianserina,
sertralina, fluoksetina, moklobemida i maprotilina.

3.4. Kreiranje matematickog modela

Eksperimentalno su dobijene vrednosti funkcija ky, ks, ku, ks, k¢ u svakoj od tacaka (x, y, z) € R3,
x€{-1,0,1}, ye{-1,0,1}, ze{-1,0,1}. Na osnovu datih vrednosti, konstruisana je aproksimacija
svake od funkcija ko, ks, ks, ks, k¢ Njutnovim interpolacionim polinomom sa podeljenim razlikama:

P(x,y,2) = Ly (x,y,2),

gde je:
Ly (x,y,2) = agoo + a100(x — Xo) + ao10(¥y — ¥0) + @001(z — 20) + ay10(x — x%0) (¥ — ¥o)
+ ay01(x = %0) (2 — 20) + Ap11 (¥ — ¥0)(Z — 2p) + @111 (x — x0) (¥ — ¥0)(z — 2p)
+a200(x — x0)(x — %1) + 20y = Yo) Y — ¥1) + Ao02(z — 20)(z — 21)
+ az10(x — x0) (¢ — 1) (¥ — ¥o) + az01 (x — x0) (x — x1)(z — 20)
+ a120(x = %)Y = Y)Y = ¥1) + @021 (¥ = ¥0) v — ¥1)(z — 20)
+ ay02(x — %) (2 — 20)(Z — z1) + Ap12(Y — ¥0)(Z — 2p)(z — 21),
Pri tome je
Xo=Yo=2p=-11

X1=y1=21=0.

Vrednost a;j, jednaka je odgovarajuCoj podeljenoj razlici funkcije tri promenljive, u oznaci
f[xo,xl, e X3 Yoo Y1r - Vji Zo» Z1, ...zk].
Podeljene razlike funkcije 3 promenljive definiSemo na sledec¢i nacin:

(1) Vrednost podeljene razlike nultog reda po sve tri promenljive je f[xq; Yo; Zo] =

f (x0, Y0, Zo)-
(2) Vrednost podeljene razlike viSeg reda racuna se preko podeljenih razlika nizeg reda.
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Na primer:

f[x . Yy , ] B f[xl;yo,yl, V3 Z0s 21, ...zk] —f[xo;yo,yl, Y3 20, 21, ...zk]
0, X1, Y0, V15 - Vjs 20, 21y - Z X, — %,

f[xl,xz;yo, ...yj;ZO, "'Zk] — f[xo,xl;yo, ...yj;ZO, "'Zk]
X2 — Xo .

f[xO,xl,xZ; Yo, y], Zg, "'Zk] =

Na sli¢an nacin se racunaju podeljene razlike viseg reda svodenjem na podeljene razlike nizeg
reda u odnosu na proenljive y i z.

3.5. Definisanje funkcije hromatografskog odgovora

Za procenu kvaliteta dobijenih hromatograma analizirane smeSe dizajnirana je nova funkciju
hromatografskog odgovora CRFy koja ima sledec¢i oblik:

ZN ki+1

) b
_ F ok tr
CRF, = |a-| aopt N1 +1 <topt>

Za ki+i/k; > Oopty kiv1/k; = Oopt izaty> topts tr = topt

Funkcija se sastoji od ¢lana koji pricenjuje razdvajanje i1 ¢lana koji procenjuje ukupno vreme
trajanja analize. Prednost ovakve funkcije je dobar balans izmedu ¢lanova separacije i vremena koji
se postize koeficijentima a i b (u ovom slucaju podeseni su na 5 i 1, redom). Kvalitet razdvajanja
ocenjuje se kao funkcija retencionih faktora jer smo upravo njih modelovali. Maskiranje loSe
razdvojenih pikova visokim vrednostima faktora selektivnosti dobro razdvojenih izbegnuto je
nivelisanjem svih fakotra selektivnosti ve¢ih od odabrane optimalne vrednosti na optimalnu
vrednost (u ovom slucaju agp bilo je 1,2). Sli¢no, vreme trajanja analiza koje su bila krace od
optimalne vrednosti nivelisano je na optimalnu kako analize sa izrazito kratkim vremenom ne bi
maskirale loSe razdvajanje (u ovom primeru top bilo je 8 minuta). Funkcija je dizajnirana tako da
poboljSanje kvaliteta hromatograma prati smanjenje njene numericke vrednosti. Najbolja moguca
vrednost funkcije koja karakteriSe optimalan hromatogram je 1.

3.6. Identifikacija globalnih optimalnih uslova razdvajanja

Za identifikaciju globalnih optimalnih uslova primenjena je metoda pretrazivanja ¢vorova mreze
(grid point search). Intervali ispitivanih faktora su diskretizovani. Gustina mreze definisana je
inkrementima 0,25 za faktore x i z 1 0,2 za faktor y (u kodiranim vrednostima). Stoga je variranje
acetonitrila ispitivano u koracima od 1 %, pH vrednosti vodene faze u koracima od 0,3 pH jedinice 1
koncentracije amonijum-acetata u vodenom fazi u koracima od 5 mM. Ukupan broj tako dobijenih
¢vorova iznosio je 891.

Vrednost funkcije hromatografskog odgovora izracunata je u svim tackama i identifikovana je
tacka sa najboljom (najmanjom) vrednosé¢u CRF; od 1,04 za koju su vrednosti X, y, z iznosile -1, 1 1
-1 redom. Na taj nacin identifikovan je slede¢i optimalni sastav mobilne faze: acetonitril: vodena
faza (20 mM amonijum-acetat, pH 6,0 podeSen glacijalnom siréetnom kiselinom) 86:14 v/v.
Dobijeni uslovi eksperimentalno su verifikovani. Teorijski i eksperimentalno dobijeni hromatogram
prikazani su na slici 2.

Dobijeno visoko slaganje izmedu hromatograma potvrdilo je efikasnost nove predlozene tehnike
matemati¢ckog modelovanja i odabrane funkcje hromatografskog odgovora.
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Slika 2. Teorijski i eksperimentalno dobijeni hromatogram analizirane smeSe, redosled eluiranja: mianserin,
sertralin, moklobemid, fuoksetin, maprotilin

4. Zakljuéak

Ovaj rad predstavlja novi pristup optimizaciji razdvajanja farmaceutski aktivnih supstanci u
te¢noj hromatografiji hidrofilnih interakcija. Njutnov interpolacioni polinom sa podeljenim
razlikama primenjen je za modelovanje retencionog ponaSanja analiziranih supstanci, a nova
funkcija hromatografskog odgovora u kombinaciji sa optimizacijom pretrazivanjem ¢vorova mreze
omogucila je identifikaciju globalnih optimalnih uslova razdvajanja. Visoko slaganje izmedu
teorijskih 1 eksperimentalno dobijenih hromatograma potvrdilo je da se predlozeni pristup moze
koristiti u analizi sistema te¢ne hromatografije hidrofilnih interakcija.

Literatura

[1] P. Hemstrom, K. Irgum. Hydrophilic interaction chromatography, Journal of Separation
Science, 2006, 29, 1784 —1821.

[2] Y. Hsieh. Potential of HILIC-MS in quantitative bioanalysis of drugs and drug metabolites,
Journal of Separation Science, 2008, 31, 1481 — 1491.

[3] J.C. Berridge. Unattended optimization of reversed-phase high-performance liquid
chromatographic separations using the modified simplex algorithm, Journal of Chromatography,
1982, 244, 1 — 14.

[4] V.M. Morris, J.G. Hughes, P.J. Marriott. Examination of a new chromatographic function,
based on an exponential resolution term, for use in optimization strategies: application to capillary
gas chromatography separation of phenols, Journal of Chromatography A, 1996, 755, 235 — 243.

[5] B. Jancic-Stojanovic, T. Rakic, N. Kostic, A. Vemic, A. Malenovic, D. Ivanovic, M.
Medenica. Advancement in optimization tactic achieved by newly developed chromatographic
response function: application to LC separation of raloxifene and its impurities, Talanta, 85, 2011,
1453 — 1460.

[6] W. Dewe, R.D. Marini, P. Chiap, Ph. Hubert, J. Crommen, B. Boulanger. Development of
response models for optimizing HPLC methods, Chemometrics and Intelligent Laboratory
Systems, 2004, 74, 263 — 268.

[7] P. Lebrun, B. Govaerts, B. Debrus, A. Ceccato, G. Caliato, P. Hubert, B. Boulanger.
Development of a new predictive modeling technique to find with confidence equivalence zone and
design space of chromatographic analytical methods, Chemometrics and Intelligent Laboratory
Systems, 2008, 91, 4 — 16.

96



FUNKCIJE HROMATOGRAFSKOG ODGOVORA U RESAVAN;jU
OPTIMIZACIONIH PROBLEMA U TECNOJ HROMATOGRAFIJI
HIDROFILNIH INTERAKCIJA

Marina Pekié¢ Sanja Ribié
Farmaceutski fakultet, Univerzitet u Beogradu, Farmaceutski fakultet, Univerzitet u Beogradu,
pikollo88@yahoo.com sanja_r_88@yahoo.com
Tijana Rakié Biljana Jancié¢ Stojanovié¢
Katedra za analitiku lekova, Farmaceutski fakultet, Katedra za analitiku lekova, Farmaceutski fakultet,
Univerzitet u Beogradu, tijana.rakic@pharmacy.bg.ac.rs Univerzitet u Beogradu,

Jancic.stojanovic@pharmacy.bg.ac.rs

Rezime

Funkcije hromatografskog odgovora predstavljaju matematicko resenje koje omogucéava objektivnu procenu
kvaliteta hromatograma i dopusta istovremenu optimizaciju vise razli¢itih hromatografskih ciljeva. Cilj ovog
rada je procena efikasnosti Cetiri razlicite funkcije hromatografskog odgovora na simuliranim
hromatogramima i eksperimentalno dobijenim hromatogramima nakon analize beta agonista i blokatora
tetnom hromatografijom hidrofilnih interakcija (HILIC - eng. Hydrophilic Interaction Liquid
Chromatography). Pet simuliranih hromatograma kreirano je u Microsoft Excel programu. Osamnaest
eksperimentalno dobijenih hromatograma generisano je nakon analize pet beta agonista i blokatora pod
razli¢itim uslovima u HILIC sistemu (stacionarna faza: Betasil Silica-100 (100 mm x 4,6 mm, 5 um velicine
Cestica), mobilna faza: acetonitril: vodeni rastvor amonijum-acetata, Ciji je pH podeSen glacijalnom
siréetnom kiselinom). Sastav mobilne faze variran je prema planu centralnog kompozicionog dizajna. Cetiri
funkcije hromatografskog odgovora primenjene su u proceni simuliranih hromatograma. Analizirani su
razliCiti separacioni parametri ukljuceni u funkcije i njihova sposobnost da istovremeno procenjuju kvalitet
razdvajanja svih prisutnih pikova. Ispitani su pristupi proceni ukupne duzine trajanja hromatografske analize.
Merena je sposobnost funkcija da postave adekvatan balans izmedu procene kvaliteta razdvajanja i ukupne
duzine trajanja analize. Funkcije su testirane na eksperimentalno dobijenim hromatogramima. Primeéene su
znacajne razlike u vrednovanju kvaliteta hromatograma od strane razli¢itih funkcija. Pokazano je da funkcije
hromatografskog odgovora predstavljaju pouzdan i objektivan pristup u optimizaciji razdvajanja supstanci u
HILIC sistemu. Proucene su prednosti i mane razlicitih funkcija i definisane su mere opreza pri odabiru
funkcije izbora za dati optimizacioni problem.

Kljuéne reci

Funkcije hromatografskog odgovora, HILIC, beta agonisti i blokatori.

Uvod

Razvoj 1 optimizacija metode teCne hromatografije najces¢e podrazumeva istovremeno
postizanje viSe ciljeva: najbolje moguce razdvajanje analiziranih supstenci, maksimalno razdvajanje
kriticnog para pikova, minimalno vreme trajanja analize, zadovoljavajuci oblik pikova ispitivanih
supstanci, maksimalnu robusnost postignutog optimuma... Kada je analizirana smeSa sloZena,
nemoguce je posti¢i sve ciljeve istovremeno. Zato se postavlja problem rangiranja hromatograma
koji su jedan deo postavljenih kriterijuma zadovoljili, a drugi nisu. Funkcije hromatografskog
odgovora (CRF, eng. Chromatographic Response Function) predstavljaju matematicko reSenje koje
omogucava objektivnu procenu kvaliteta hromatograma [1-4]. CRF omogucavaju transformaciju
razlicitih parametara kvaliteta hromatograma u jednu numeri¢ku vrednost na osnovu koje se moze
izvrSiti rangiranje hromatograma. U literaturi postoji veliki broj hromatografskih funkcija, ali
nijedna od njih nije univerzalno primenljiva. Cilj ovog rada bio je da se proceni efikasnost Cetiri
razli¢ite funkcije hromatografskog odgovora. U ispitivanje su ukljuene Berridge-ova funkcija
hromatografskog odgovora (Bcrr) [1], Morris-ova hromatografska eksponencijalna funkcija (CEF)
[2], Duarte-ova funkcija hromatografskog odgovora (Dcgrr) [3] 1 nova funkcija hromatografskog
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odgovora (Ncrr) koju su dizajnirali autori ovog rada [4]. Funkcije su testirane prvo na seriji
simuliranih hromatograma gde su razmatrane prednosti i mane u matemati¢koj formulaciji svake od
njih. Zatim su funkcije ispitane na eksperimentalno dobijenim hromatogramima nakon analize
smeSe agonista 1 antagonista B-receptora koja je ukljucila: atenolol, metoprolol, propranolol,
fenoterol i salbutamol (Slika 1).
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Slika 1. Hemijska struktura analiziranih supstanci: 1) atenolol, 2) metoprolol, 3) fenoterol, 4) salbutamol i
5) propranolol

Supstance su analizirane u te¢noj hromatografiji hidrofilnih interakcija (HILIC, eng.
Hydrophilic Interaction Liquid Chromatography) jer je to relativno nova tehnika i pretragom
literature zakljuCeno je da su funkcije hromatografskog odgovora do sada malo ispitivane u ovom
sistemu [5, 6].

Eksperimentalni uslovi
Reagensi

Svi upotrebljeni reagensi bili su analitiCke Cisto¢e. Mobilna faza i rastvaraci pripremljeni su od
acetonitrila (Lab Scan, Ireland), amonijum-acetata (Riedel-de Haen, Seelze, Germany), glacijalne
sir¢etne kiseline (Zorka Pharma, Srbija) i vode HPLC stepena Cistoce.

Rastvori analiziranih supstanci

Eksperimentalna model smeSa pripremljena je rastvaranjem supstanci u smesi acetonitril —
vodena faza (40 mM amonijum-acetat, pH 4,5 podesen glacijalnom siréetnom kiselinom) 90:10 v/v
tako da se dobiju koncentracije 50 pg mL™ za atenolol, metoprolol, fenoterol i salbutamol i 20 pg
mL"' za propranolol.

Mobilna faza

Sastav mobilne faze je variran u opsegu koji je dat u Tabeli 2.

Hromatografski uslovi

Eksperimenti su izvedeni na tecnom hromatografu Waters Breeze System. Kao stacionarna faza
upotrebljena je Betasil Silica-100 (100 mm x 4,6 mm, 5 wm) kolona. Protok mobilne faze bio je 1,0
mL min™'. Temperatura kolone bile je 30 °C, a talasna duZina detekcije 254 nm.
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Softver

Za kreiranje matrice eksperimentalnog plana upotrebljen je Design Expert.

Rezultati i diskusija

Funkcije hromatografskog odgovora koje su analizirane u ovom radu bile su:
1. BeridZova funkcija hromatografskog odgovora (Bcrr) [1] €ija je formula:

L
B :ZRi +L" _WZ‘TA -T, |_W3(T1 _To)
i=1

gde je R; faktor rezolucije izmedu susednih pikova, L ukupan broj pikova, To maksimalna
prihvatljiva duzina hromatografske analize, Ty retenciono vreme poslednjeg pika, T; retenciono
vreme prvog pika, Ty minimalno prihvatljivo retenciono vreme prvog pika i wi, w, 1 w3 su tezinske
konstante koje odreduje analiti¢ar (u ovom radu w; = w, = w3 =1, To = 10 min, T = 3 min).

2. Morisova hromatografska eksponencijalna funkcija (CEF) [2] ¢ija je formula:

CEF = Hﬁ (i- e”(Rf’m‘R"))zj + 1}{1 +;—f}

i=1 max
gde je n broj ocekivanih pikova, Ry prihvatljiv faktor rezolucije, R; eksperimentlno dobijen
faktor rezolucije, t; retenciono vreme poslednjeg pika, tn.x maksimalna prihvatljiva duzina
hromatografske analize 1 a je konstanta koju definiSe analiti¢ar. U ovom radu definisane su
konstante: a = 3, Ropi = 1,5, tmax = 10 min.

3. Duarteova funkcija hromatografskog odgovora (Dcrr) [3] ¢ija je formula:

Dcrr = gav,z +N - ((tR,L ) )/tR,L)

i=1
gde je N je broj pikova, tr retenciono vreme poslednjeg pika, ty je retenciono vreme pika
mobilne faze, 0 je kriterijum razdvajanja po Karlu definisan na slede¢i nacin:

gde su Hy i H; visine pikova, Hy visina doline izmedu njih, tgsi tg; retenciona vremena pikova, a
try retenciono vreme doline.

0, =1~ ((Hv X‘tR,l —lp,

X(H,—H,)+H x|ty ~t,

)/qu,v ~lrs

4. Nova funkcija hromatografskog odgovora (Ncrr) [4] €ija je formula:

NI
2.0 b
— > l‘f

Nerr=|a| 1—E—— |+1 1+[—J

55

N -1

topt
gde je N broj ocekivanih pikova, 6, kriterijjum razdvajanja, ty retenciono vreme poslednjeg

pika, t,, maksimalna prihvatljiva duzina hromatografske analize, a a 1 b su konstante (u ovom radu
a=5>b=1).

U prvoj fazi istrazivanja procena efikasnosti ove cetiri funkcije vrSena je na simuliranim
hromatogramima prikazanim na slici 2.
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Slika 2. Simulirani hromatogrami

Vazni hromatografski parametri i vrednosti analiziranih funkcija za

prikazani su u tabeli 1.

Tabela 1. Hromatografski parametri i dobijene vrednosti analiziranih funkcija

datih pet hromatograma

Hromatogram| 0,, | 053 | 034 | 045 | Rs;z | Rsys | Rsyy | Rsys | t; | t¢ | Berr | Docre | CEF | Ncgrr
1 0,89 1,00 1,00|1,00| 1,26 | 10,39 | 11,24 | 528 |2,0| 11,0 | 31,18 | 7,92 | 10,62 | 2,40
2 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 6,39 | 4,92 | 2,94 | 5,72 |2,4| 7,9 | 22,27 | 8,05 8,90 1,79
3 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 5,36 | 11,50 | 5,14 | 5,06 |2,7| 13,8 | 27,95 | 8,03 11,90 | 2,38
4 0,36 1,00 |0,61|1,00| 0,79 | 13,61 | 0,96 | 9,83 |2,1|10,0| 29,29 | 6,02 | 152,14 | 4,56
5 1,00 0,76 | 0,15 1,00 | 11,80 | 1,07 | 0,67 | 4,93 |2,3| 7,0 | 19,70 | 6,97 | 218,86 | 4,02

051 — kriterijum razdvajanja; t; — retenciono vreme prvog pika; t; — retenciono vreme poslednjeg pika; Rs,; —

faktor rezolucije; Bcrr — Beridzova funkcija hromatografskog odgovora [1]; Dcrr — Duarteova funkcija

hromatografskog odgovora [3]; CEF —Morisova hromatografska eksponencijalna funkcija [2]; Ncgr — nova

funkcija hromatografskog odgovora [4]

100




Funkcije Bcegr 1 Derr postizu maksimum, a funkcije CEF i Nerp minimum kako se hromatogram
priblizava optimumu. Analizim rezultata u tabeli 1 vidimo da je rangiranje hromatograma koje su
predlozile razli¢ite funkcije bitno drugacije. Moze se primetiti da je Beridzova funkcija
hromatografskog odgovora rangirala simulirane hromatograme redosledom 1, 4, 3, 2, 5. Dakle,
Bcrr je hromatogram broj jedan identifikovala kao najbolji iako su prvi i drugi pik lose razdvojeni.
Nedostatak ove funkcije ogleda se u ¢injenici da ona kvalitet razdvajanja procenjuje kao zbir svih
rezolucija, pa samim tim rezolucija loSe razdvojenih pikova biva maskirana vrednostima rezolucije
dobro razdvojenih pikova. Upravo na primeru ovog hromatograma moZze se videti da je loSe
razdvajanje prva dva pika maskirano dobrim razdvajanjem treceg i Cetvrtog pika.

Za razliku od Bcrr, CEF je date hromatograme rangirala na sledeé¢i nacin: 2, 1, 3, 4, 5. U
formulaciji ove funkcije moze se uociti da je samo prvi ¢lan koji procenjuje rezoluciju predstavljen
eksponencijalno. Stoga je uticaj duZine trajanja hromatografske analize na ukupnu vrednost funkcije
veoma mali.

Duarteova funkcija hromatografskog odgovora predlozila je sledee rangiranje hromatograma: 2,
3, 1, 5, 4. Ovakav redosled je u dobroj korelaciji sa stvarnim kvalitetom hromatograma. Za razliku od
BCRF 1 CEF, DCRF kao kriterijum razdvajanja koristi 0, a ne faktor rezolucije. Ovakav pristup
smanjuje moguénost maskiranja lose razdvojenih pikova dobro razdvojenim i omoguéava procenu
separacije 1 u slucaju pikova koji nemaju Gausov oblik. Nedostatak ove funkcije je Cinjenica da
duzina trajanja hromatografske analize ima mali uticaj na numericku vrednost funkcije. Ako
pogledamo simulirane hromatograme, moZzemo videti da hromatogram broj dva ima numericku
vrednost 8,5, a hromatogram broj tri 8,3, pa se moze zakljuciti da je kvalitet ov dva hromatograma
priblizno isti. Medutim, ako se razmotri duZina trajanja analize, moze se videti da kod hromatograma
broj dva iznosi oko osam minuta, dok kod hromatograma broj tri iznosi ¢ak ¢etrnaest minuta.

Poslednja funkcija ¢ija je efikasnost procenjivana je nova funkcija hromatografskog. Analizom
rezultata mozemo uociti da je ova funkcija rangirala hromatograme na slede¢i nacin: 2, 3, 1, 5, 4.
Rangiranje je identi¢no kao i ono predlozeno sa funkcijom Dcgrr. Ipak, Ncrr pokazuje vecu
fleksibilnost u pogledu biranja ravnoteze izmedu rezolucije i duZine trajanja hromatografske analize
zahvaljujuéi tezinskim konstantama a i b.

U drugoj fazi istrazivanja, funkcije su testirane na eksperimentalno dobijenim podacima iz
analize agonista 1 antagonista 3 — receptora u HILIC sistemu. Eksperimenti su izvedeni koristeci
metodologiju ekpserimentalnog dizajna. Varirana su tri faktora vezana za sastav mobilne faze —
udeo acetonitrila, pH vrednost vodene faze 1 molaritet amonijum-acetata u vodenoj fazi. Intervali
ispitivanih faktora prikazani su u tabeli 2.

Tabela 2. Ispitivani faktori i njihovi nivoi

Ispitivni faktori Merne jedinice Donji nivo (-1) Gornji nivo (+1) Nominalni nivo
Udeo ACN (A) % 80 90 85
pH vodene faze (B) 3,5 5,5 4.5

Molaritet pufera u
S mM 20 60 40
vodenoj fazi (C)

Eksperimentalni plan generisan je centralnim kompozicionim dizajnom koji se sastoji od punog
faktorskog dizajna, zvezda dizajna i ponavljanja u centralnoj tacki. Broj eksperimenata u
centralnom kompozicionom dizajnu je:

2"+ 2n + ponavljanje u centralnoj tacki
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gde n predstavlja broj faktora koji uti¢u na sistem. Izvedeno je 4 eksperimenta u centralnoj tacki, pa
je ukupan broj eksperimenata bio 18.

Za 18 dobijenih hromatograma procenjeni su vazni hromatografski parametri i izraCunate su
vrednosti ispitivanih funkcija. Dobijeni rezultati prikazani su u tabeli 3.

Tabela 3. Hromatografski parametri i dobijene vrednosti analiziranih funkcija

Run | 015 | 023 | O34 | Oys | Rs12 | Rsys | Rz | Rsys | 6 t; Berr | Derr CEF Ncrr
1 0 1 1 1 0,17 | 1,24 | 1,02 | 2,03 | 2,9 | 49 | 3,25 | 6,31 | 4141,07 3,35
2 1 1 1 1 1,05 | 1,82 | 1,65 | 3,54 | 6,8 | 17,6 | 1,6 | 8,09 | 28,82 2,76
3 1 1 1 1 0,98 | 1,46 | 1,59 | 2,18 | 3,2 | 8,4 9,4 | 818 29,5 1,84
4 1 1 1 1 347 | 2,51 | 2,63 | 4,18 | 7,1 | 289 | -5,2 | 8,05 18,81 3,89
5 10,09 1 1 1 0,17 1 098 | 0,97 | 1,47 | 23| 3,9 | 0,75 | 6,48 | 3816,19 2,96
6 1 1 1 1 0,57 | 1,45 | 1,51 | 294 | 4 | 93 | 9,81 | 8,16 | 450,94 1,93
7 1094 1 1 1 0,42 | 1,03 | 1,63 | 1,71 | 2,4 | 53 | 4,53 | 8,22 | 947,88 1,65
8 1 1 1 1 2,32 | 2,31 | 3,19 | 425 |53 ]225]| 2,34 | 8,07 15,11 3,25
9 (0,18 1 1 1 0,17 11,04 | 091 | 1,6 |23 3,9 | 1,91 | 7,57 | 3826,35 2,81
10 1 1 1 1 1,72 | 2,12 | 2,38 | 3,17 | 14 | 59,2 | 45,84 | 8,03 | 26,33 6,92
11 (0,78 | 1 1 1 0,34 | 1,08 | 1,02 | 2,18 | 3 53 | 4,96 | 8,06 | 1572,19 1,95
12 1 1 1 1 1,69 | 2,08 | 1,87 | 2,82 | 3,7 | 11 | 11,75 | 8,13 6,91 2,1
13 0,9 1 1 1 0,38 | 1,37 | 1,25 | 2,45 | 6,5 | 13,1 | 3,79 | 8,01 | 1785,93 2,59
14 | 0,64 | 1 1 1 0,26 | 1,09 | 1,29 | 1,84 | 2,7 | 5,41 | 4,58 | 7,92 | 2446,13 2,23
15 1 1 1 1 0,81 | 1,61 | 1,71 | 2,64 | 3,4 | 7,6 | 8,74 | 8,2 | 330,53 1,76
16 1 1 1 1 059|147 | 1,42 23 (34| 75 7,9 8,2 | 368,02 1,75
17 1 1 1 1 {059 1,29 | 1,38 | 2,15 {33 | 7.2 | 7,29 | 8,21 | 353,07 1,72

18 | 0,98 | 1 1 1 {063 1,08 | 1,11 | 249 [3,5]| 81 | 7,95 | 8§17 | 311,09 1,85

* 015 t1; ts Ro1; Berr Derr; CEF 1 Nerp imaju isto znaenje kao u tabeli 1

Slicno kao 1 kod analize simuliranih hromatograma, cetiri ispitivane funkcije predlozile su
potpuno drugacije rangiranje eksperimentalnih hromatograma. Samim tim, 1 pretraga
eksperimentalnog prostora i identifikacija optimuma bic¢e potpuno drugaciji. To znaci da se posebna
paznja mora obratiti na odabir odgovarajuce funkcije hromatografskog odgovora kako bi se izbegla
identifikacija laznih optimuma.

Analizom tabele 3 moze se primetiti da su funkcije Bcrr 1 CEF dale prednost hromatogramima
sa velikim vrednostima faktora rezolucije. Porede¢i hromatograme pod brojevima 6 1 12 mozemo
videti da je u oba slu€aja postignuto razdvajanje na baznoj liniji, a da hromatogram 6 ima kracu
duzinu trajanja analize. Ipak Bcrr 1 CEF karakteriSu hromatogram 12 kao bolji. Sa druge strane,
funkcije Dcrr 1 Ncrr adekvatno su rangirale hromatograme identifikujuéi one sa razdvajanjem na
baznoj liniji 1 kratkom duzinom trajanja anlize kao najbolje. Takode, moze se primetiti veca
osetljivost funkcije Ncgrr na produzenje ukupnog vremena, ako se uporede hromatogrami 71 17.
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Zakljucéak

Ovaj rad prikazao je analizu Cetiri razlicite funkcije hromatografskog odgovora na simuliranim i
eksperimentalno dobijenim hromatogramima u HILIC sistemu. Pokazano je da funkcije koje
procenjuju razdvajanje faktrom 0 vrSe bolju evaluaciju separacije u odnosu na funkcije koje
procenjuju razdvajanje faktorom rezolucije. Uoceno je da se mora voditi ra¢una o balansu izmedu
¢lanova koji procenjuju separaciju i ¢lanova koji procenjuju ukupnu duzinu trajanja analize. Takode
je pokazano da se odabiru funkcije za odgovarajuci separacioni problem mora pristupiti sa velikim
oprezom kako bi se izbegla identifikacija laznih optimuma.
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HIBRIDNI GENETSKI ALGORITAM ZA JEDNOSTEPENI LOKACIJSKI
PROBLEM NEOGRANICENIH KAPACITETA

Stefan Miskovié¢

Matematicki fakultet, Beograd
stefan@matf.-bg.ac.rs

Apstrakt. U radu je prikazan hibridni genetski algoritam za jednostepeni lokacijski problem ogranic¢enih
kapaciteta. Za dati skup terminala i potencijalnih lokacija za koncentratore, potrebno je odrediti koji ¢e
koncentratori biti uspostavljeni tako da suma cena pridruzivanja terminala koncetratorima i cena instalacije
koncentratora bude najmanja moguca. Pritom je potrebno voditi racuna da kapaciteti koncentratora
odgovaraju potraznjama terminala. Hibridni genetski algoritam koristi elitisticku strategiju, fino gradiranu
turnirsku selekciju, uniformno ukrStanje i prostu mutaciju sa zaledenim bitovima. Za izraCunavanje funkcije
cilja je koris¢en CPLEX. U svakoj generaciji se primenjuju i dve pomoéne heuristike lokalne pretrage,
inverzija i transpozicija. Algoritam je testiran na ORLIB instancama i za svaku test instancu je dostignut
optimalan rezultat.

Kljuéne re€i. Genetski algoritam, lokacijski problem, lokalna pretraga, hibridizacija.

1. Uvod

U literaturi se moze pronaci veliki broj problema koji se ti¢u problema dizajna
telekomunikacionih mreZza. Pri dizajniranju tih mreza neprakti¢nim se pokazalo direktno prenoSenje
podataka od terminala do centralne telekomunikacione jedinice. Zbog toga se Cesto pri njihovom
uspostavljanju ubacuju koncentratori koji imaju ulogu da sav protok podataka skupe od terminala,
koji se zatim prosleduje centralnoj jedinici. Cesto su ti koncentratori rasporedeni u vise nivoa. Iako
moderne telekomunikacione mreze imaju hijerarhijsku strukturu, u mnogim optimizacionim
modelima dovoljno je razmatrati deo hijerarhijske strukture sa jednim nivoom. Detaljan pregled
modela koji se ti¢u dizajna telekomunikacionih mreza se moze pronaci u [6].

U ovom radu se razmatra jednostepeni lokaijski problem ogranicenih kapaciteta (Capacitated
Facility Location Problem — CFLP). Kod ovog problema se podaci prenose iz terminala preko
koncentratora do centralne jedinice. Primer jednog takvog modela je prikazan na slici 1. Kod
problema CFLP je dat skup terminala i skup potencijalnih lokacija za koncentratore. Pritom je
potrebno odrediti na kojim lokacijama ¢e koncentratori biti uspostavljeni. Pritom se svaki terminal
pridruzuje jednom ili viSe koncentratora i tada se svaki od tih koncentratora smatra uspostavljenim.
Za svako pridruzivanje u celosti je poznata njegova cena, kao 1 cena instalacije koncentratora. Za
svaki terminal poznata je njegova potraznja, a za svaki koncentrator poznat je njegov kapacitet.
Potrebno je minimizovati zbir cena pridruzivanja terminala koncentratorima 1 cena instalacije
uspostavljenih koncentratora tako da budu zadovoljene potraznje terminala i da se ne prekoraci
kapacitet nijednog uspostavljenog koncentratora. Problem je do sada reSavan standardnim
metaheuristikama lokalne pretrage, tabu pretrage i genetskih algoritama ([1], [3], [4], [7], [8], itd.).
Prvi put u literaturi je na ovom problemu primenjena hibridizacija genetskog algoritma sa
heuristikama lokalne pretrage.
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Centralna jedinica

Terminal

Koncentrator

Slika 1. Primer modela hijerarhijske telekomunikacione mreze

2. Matematicka formulacija
Neka su uvedene sledece oznake:
o [={1,2,.., m}—skup terminala,
e J={l,2, ..., n} —skup potencijalnih lokacija za koncentratore,
e ¢;— cena pridruzivanja celog terminala i koncentratoru j,
e f;—cena uspostavljanja koncentratora j,
e d;,—potraznja terminala i,
e s;—kapacitet koncentratora j.
Neka promenljive imaju slede¢a znacenja:
e x;—deo terminala i koji se pridruzuje koncentratoru j,
e y;—binarna promenljiva koja je jednaka 1 ako je koncentrator j uspostavljen, a 0 inace.
Potrebno je izraCunati

minzzcyxy— +ijy./ (1)
=1

i=l =l

uz slede¢a ogranicenja:

n

> x,=1 Viel, ()
Jj=1

ddx,<s;y, Yjel, 3)
i=1

x; <y, Viel jelJ, 4)
0<x,<1 iel jel, (5)
y,€{0,1} VjelJ. (6)

Minimizacija funkcije cilja (1) se svodi na minimizaciju zbira cene pridruzivanja terminala
koncentratorima i cene instalacije koncentratora. Znacenja ogranicenja su sledeca:
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(2) svaki terminal je u celosti pridruzen nekim koncentratorima;

(3) ukoliko je koncentrator uspostavljen, potraznja njemu pridruZenih terminala ne sme biti
veca od njegovog kapaciteta, a ako nije uspostavljen, nijedan terminal mu ne sme biti
pridruzen;

(4) terminali mogu biti pridruzeni samo uspostavljenim koncentratorima;
(5) promenljiva x;; uzima vrednosti na segmentu [0, 1].
(6) promenljiva y; je binarnog karaktera.

Problem CPLP je NP-tezak jer predstavlja uopStenje prostog lokacijskog problema
(Uncapacitated Facility Location Problem — UFLP) za koji je u [9] pokazano da je NP-tezak.

3. Hibridni genetski algoritam

Genetski algoritmi su meteheuristike koje se zasnivaju na konceptu prirodne evolucije. Kreira se
skup jedinki koje ¢ine jednu populaciju i svakoj jedinki se dodeli kdd odredene duZine, nakon ¢ega
se operatori primenjuju na kod, a ne na samu jedinku. U svakoj iteraciji genetskog algoritma se na
jedinke primenjuju genetski operatori (selekcija, ukrStanje 1 mutacija) u cilju pospesivanja resenja.
Svaka jedinka ima svoju prilagodenost, a bolje jedinke imaju vecu Sansu da prezive i time daju
bolje potomke, pri ¢emu se stvara nova populacija. Algoritam se izvrSava sve dok nije ispunjen
kriterijum zavr$etka. Cesto se pri resavanju sloZenih problema kombinatorne optimizacije desava da
genetski algoritmi ne mogu dati optimalne rezultate, zbog cega je potrebno takav algoritam
hibridizovati sa dodatnim heuristikama u cilju pospesivanja resenja. Takav je i1 slucaj pri resavanju
CFLP, gde je genetski algoritam hibridizovan sa heuristikom lokalnog pretraZivanja.

3.1 Nacin kodiranja i funkcija prilagodenosti

Za predstavljanje jedinki koriS¢eno je binarno kodiranje. Svaka jedinka je predstavljena
binarnim stringom duzine # koji odgovara potencijalnim lokacijama za koncentratore. Odgovarajuci
bit ima vrednost 1 ukoliko je dati koncentrator uspostavljen, a inace ima vrednost 0. Na primer,
genetski kod 10101 (za n = 5) oznacava da su uspostavljeni prvi, tre¢i i peti koncentrator.

Funkcija prilagodenosti se poklapa sa funkcijom cilja. Za njeno izraCunavanje je koris¢en
CPLEX. Pri fiksiranim koncentratorima razmatrani problem postaje polinomijalan, zbog ¢ega je u
kratkom vremenskom roku CPLEX je u moguc¢nosti da vrati resenje. Za CPLEX je koriS¢ena
slede¢a matematicka formulacija problema (koriS¢ene oznake i uslovi odgovaraju oznakama iz (1) —
(6), s tim Sto se moze bez umanjena opStosti pretpostaviti da je skup J skup uspostavljenih
koncentratora): potrebno je izvr$iti minimizaciju funkcije

iicy’xfj +ij; (7)

i=l j=1 j=1

uz sledeca ogranicenja:

n

D> x;=1 Viel, (8)
=

Ydx,<s, Vjel, 9)
i=1

0<x,<1 Viel Vjel. (10)
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3.2 Genetski operatori i ostali aspekti

U genetskom algoritmu je primenjena elitisticka strategija biranja jedinki za narednu generaciju.
To znaci da se 2/3 jedinki prenosi direktno. Na preostalu tre¢inu se primenjuju genetski operatori
selekcije, ukrStanja i mutacije. KoriS¢ena je fino gradirana turnirska selekcija, koja predstavlja
jednu varijantu turnirske selekcije, gde je umesto unapred zadate celobrojne poznata Zeljena realno
vrednosna veli¢ina turnira F, a veliine turnird se biraju tako da je njihova aritmeti¢ka sredina §to
pribliznija F' [5]. U ovoj implementaciji je uzeto F' = 5,6, a veli¢ine turnird su birane tako da se
razlikuju za 1 1 iznose LF J 1 |_F _| Koris¢eno je uniformno ukrStanje sa verovatnoc¢om 0,85 1 prosta

mutacija sa zaledenim bitovima. Verovatno¢a mutacije je 0,4/n, dok njena verovatno¢a na
zaledenim bitovima iznosi 2,5/n.

Veli¢ina populacije iznosi 30 jedinki. U narednu generaciju se uvek direktno prenosi 20
najprilagodenijih jedinki, a na ostalih 10 se primenjuju genetski operatori. Pocetna populacija se
generiSe tako $to se za svaku jedinku generiSu bitovi koji odgovaraju koncentratorima. Svaki uzima
vrednost 1 sa verovatno¢om 0,35. Kriterijum zaustavljanja se odnosi na maksimalan broj iteracija i
maksimalan broj ponavljanja jedinki. U ovoj implementaciji ta dva parametra iznose 5000 i 2000,
respektivno. U algoritmu se mogu naci i nekorektne jedinke, koje se ne koriguju.

3.3 Pomoc¢ne heuristike

Genetski algoritam je hibridizovan sa dve heuristike lokalnog pretrazivanja. One se primenjuju
na sve jedinke populacije daju¢i im podjednaku Sansu da budu popravljenje (sem na nekorektne
jedinke). One se u svakoj iteraciji izvrSavaju nakon primene genetskih operatora. Prva od te dve
heuristike u svakoj iteraciji vrS$i invertovanje proizvoljno izabranog bita. Ukoliko je nova
prilagodenost jedinke bolja od prethodne, ona se azurira. Inace, algoritam se prekida. Heuristika se
izvrSava sve dok ima poboljSanja. Princip primene druge heuristike lokalne pretrage, transpozicije,
je isti. Jedina razlika se ogleda u tome $to se u svakoj iteraciji umesto invertovanja jednog bita
pokusava sa zamenom dva proizvoljno izabrana bita. Osnovnaa struktura hibridnog genetskog
algoritma je prikazana na slici 2.

GenerisanjePocetnePopulacije()
while not KriterijumZaustavljanja
FunkcijaPrilagodjenosti()
Selekcija()
Ukrstanje()
Mutacija()
LPInverzija()
LPTransporzicija()
end

Slika 2. Osnovna struktura hibridnog genetskog algoritma za CFLP

4. Eksperimentalni rezultati

IzvrSena su testiranja na standardnim ORLIB instancama (dimenzije do 1000) koje su dostupne
na internetu na adresi http://people.brunel.ac.uk/ ~mastjjb/jeb/orlib/capinfo.html. Algoritam je na
svakoj instanci dostigao optimalne rezultate. Rezultati izvrSavanja su prikazani u tabelama 1 (za
manje test instance) i 2 (za vece test instance). Implementacija je izvrSena u programskom jeziku C
pod Windows 7 operativnim sistemom. Koris¢en je Intel Core 15-2430M procesor brzine 2,4GHz 1
RAM memorija veli¢ine 8GB. Za svaku test instancu program je pokretan po 10 puta.
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Nazivi kolona u tabelama 1 i 2 imaju slede¢a znacenja:

Naziv — naziv test instance;

m — broj terminala za datu test instancu,

n — broj koncentratora za datu test instancu;

Resenje — poznati optimalan rezultat za datu instancu;

Rezultat — najbolje reSenje koje je dostigao genetski algoritam (ukoliko je algoritam dostigao
optimalan rezultat iz kolone Resenje, u odgovaraju¢em polju je naznaceno Opt);

{[s] — srednje vreme u sekundama za koje algoritam dostiZe najbolje resenje;

agap — srednje odstupanje od najboljeg reSenja koje je dostigao genetski algoritam (u
procentima);

o — standardna devijacija (u procentima).

Tabela 1. Rezultati izvrSavanja algoritma na ORLIB instancama manjih dimenzija

Naziv m n Resenje Rezultat {s] agap o
cap41 50 16 1.040.444,375 Opt 0,4 0,000 0,000
cap42 50 16 1.098.000,450 Opt 0,3 0,000 0,000
cap43 50 16 1.153.000,450 Opt 0,8 0,000 0,000
cap44 50 16 1.235.500,450 Opt 0,2 0,000 0,000
cap51 50 16 1.025.208,225 Opt 0,9 0,000 0,000
cap61 50 16 932.615,750 Opt 1,3 0,000 0,000
cap62 50 16 977.799,400 Opt 1,2 0,000 0,000
cap63 50 16 1.014.062,050 Opt 0,4 0,000 0,000
cap64 50 16 1.045 650,250 Opt 0,7 0,000 0,000
cap71 50 16 932.615,750 Opt 1,4 0,000 0,000
cap72 50 16 977.799,400 Opt 0,6 0,000 0,000
cap73 50 16 1.010.641,450 Opt 0,6 0,000 0,000
cap74 50 16 1.034.976,975 Opt 1,0 0,000 0,000
cap8l 50 25 838.499,288 Opt 1,9 0,000 0,000
cap82 50 25 910.889,563 Opt 2,3 0,000 0,000
cap83 50 25 975.889,563 Opt 2,0 0,000 0,000
cap84 50 25 1.069.369,525 Opt 2,0 0,000 0,000
cap9l 50 25 796.648,438 Opt 2,5 0,000 0,000
cap92 50 25 855.733,500 Opt 2,1 0,000 0,000
cap93 50 25 896.617,538 Opt 2,3 0,000 0,000
cap94 50 25 946.051,325 Opt 2,6 0,000 0,000
capl01 50 25 796.648,437 Opt 2,7 0,000 0,000
cap102 50 25 854.704,200 Opt 2,5 0,000 0,000
capl103 50 25 893.782,112 Opt 32 0,000 0,000
cap104 50 25 928.941,750 Opt 2,1 0,000 0,000
caplll 50 50 826.124,713 Opt 29,3 0,000 0,000
capl12 50 50 901.377,213 Opt 33,1 0,000 0,000
capl13 50 50 970.567,750 Opt 274 0,000 0,000
capl14 50 50 1.063.356,488 Opt 38,3 0,000 0,000
capl21 50 50 793.439,563 Opt 33,4 0,000 0,000
capl122 50 50 852.524,625 Opt 31,3 0,000 0,000
capl123 50 50 895.302,325 Opt 29,3 0,000 0,000
capl124 50 50 946.051,325 Opt 47,4 0,000 0,000
capl31 50 50 793.439,562 Opt 47,2 0,000 0,000
capl132 50 50 851.495,325 Opt 39,3 0,000 0,000
capl33 50 50 893.076,712 Opt 44,6 0,000 0,000

capl34 50 50 928.941,750 Opt 52,0 0,000 0,000
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Tabela 2. Rezultati izvrSavanja algoritma na ORLIB instancama vecih dimenzija

Naziv m n Resenje Rezultat {s] agap o

capal 1.000 100 19.240.822,449 Opt 2.323,5 0,000 0,000
capa2 1.000 100 18.438.046,543 Opt 24122 0,000 0,000
capa3 1.000 100 17.765.201,949 Opt 1.986,7 0,000 0,000
capa4 1.000 100 17.160.439,012 Opt 2.523,6 0,000 0,000
capbl 1.000 100 13.656.379,578 Opt 2.743,3 0,000 0,000
capb2 1.000 100 13.361.927,449 Opt 2.133,4 0,000 0,000
capb3 1.000 100 13.198.556,434 Opt 2.622,0 0,000 0,000
capb4 1.000 100 13.082.516,496 Opt 2.033,2 0,000 0,000
capcl 1.000 100 11.646.596,974 Opt 3.147,3 0,026 0,042
capc2 1.000 100 11.570.340,289 Opt 3.122,2 0,000 0,000
capc3 1.000 100 11.518.743,744 Opt 2.846,4 0,000 0,000
capc4 1.000 100 11.505.767,394 Opt 3.423,9 0,066 0,094

6. Zakljucak

U ovom radu je razmatran jednostepeni lokacijski problem ogranicenih kapaciteta (CFLP). Prvi
put je za njegovo resavanje iskoriSéen genetski algoritam hibridizovan sa metaheuristikama lokalne
pretrage. Kako se obiCan genetski algoritam nije pokazao dobrim u primeni na CFLP, njegova
hibridizacija sa dve metode lokalne pretrage se pokazala vrlo dobrom, budu¢i da je, gde god su oni
poznati, dala optimalne rezultate. PredloZena metaheuristika se moZze primeniti i na srodne
probleme kombinatorne optimizacije. Takode, algoritam ostavlja mogucnost paralelizacije, Sto
moze dodatno doprineti njegovoj efikasnosti.

Literatura

[1] J. E. Beasley. An algorithm for solving large capacitated warehouse location problems.
European Journal of Operational Research 33, 1988, pp. 314-325, 1988.

[2] B. L. Wildbore. Theoretical and computational analysis of the two stage capacitated plant
location problem. PhD thesis, Massey University, Palmerston North, New Zealand, 2008.

[3] G. Cornuejols, R. Sridharan, J. M. Thizy. A comparison of heuristics and relaxations for the
capacitated plant location problem. European Journal of Operational Research 50, pp. 280-297,
1991.

[4] W. Domschke, A. Drexl. ADD-heuristics’ starting procedures for capacitated plant location
models. European Journal of Operational Research 21, pp. 47-53, 1985.

[5] V. Filipovi¢. Fine-grained tournament selection operator in genetic algorithms. Computing and
Informatics, vol. 22, No. 2, pp. 143-162, 2003.

[6] E. Gourdin, M. Labb, H. Yaman. Telecommunication and location. Facility location:
applications and theory. Springer-Verlag, New York, pp. 274-305, 2002.

[7]1 S. K. Jacobsen. Heuristics for the capacitated plant location model. European Journal of
Operational Research 12, pp. 253-261, 1983.

[8] B. M. Khumawala. An efficient heuristic procedure for the capacitated warehouse location
problem. Naval Research Logistics Quarterly 21, pp. 609-623, 1974.

[9] J. Krarup, P. M. Pruzan. The simple plant location problem: survey and synthesis, European
Journal of Operational Research. vol. 12, pp. 36-81, 1983.

110



»CYCLE-CANCELING ALGORITHM* ZA RESAVANJE PROBLEMA
PROTOKA SA MINIMALNOM CENOM

Olivera Jankovi¢

Rezime: U praksi, problem protoka sa minimalnom cenom se ¢esto sre¢e u skoro svim granama industrije,
jer za reSavanje najveCeg broja prakti¢nih problema, odlucujué¢i znacaj imaju troSkovi neophodni za
realizaciju posmatranih protoka. U radu je pokazano da je ovaj problem ekvivalentan transportnom
problemu, a zatim je opisan ,Cycle — canceling algorithm* koji nalazi optimalno reSenje u
pseudopolinomijalnom vremenu. Njegov rad je ilustrovan na kratkom primeru.

Kljuéne reci: ,,Cycle — canceling algorithm®, problem protoka sa minimalnom cenom, uslov optimalnosti,
rezidualna mreza

UvVOD

Problem protoka sa minimalnom cenom se Cesto sree u skoro svim granama industrije,
ukljucujuéi poljoprivredu, komunikacije, odbranu, energiju, medicinu, proizvodnju i transport.
Primera radi, ako je re¢ o transportnoj mrezi, onda je jasno da uz posStovanje svih ogranicenja koja
postoje u posmatranoj transportnoj mrezi, odlucujuci znacaj za realizaciju transporta (protoka)
imaju troSkovi transporta i da se uvek zahteva njihova minimalizacija uz unapred data ogranicenja.
Stavie, moZe se pokazati da je transportni problem specijalan slu¢aj problema protoka sa
minimalnom cenom. Samim tim, svaki algoritam za reSavanje problema protoka sa minimalnom
cenom, reSava i transportni problem. Opisaéemo ,, Cycle-canceling algorithm® za nalaZenje
optimalnog reSenja u pseudopolinomijalnom vremenu. Za konstrukciju ovog algoritma je
neophodno uvesti pojam rezidualne mreze i izvesti odgovarajuci uslov optimalnosti.

1. Matematicki model problema protoka sa minimalnom cenom

Neka je G = (N,A) usmerena mreza , gde je N skup od n ¢vorova, a A skup od m usmerenih
grana. Promenljivu «; koja odgovara grani (i.j) sa poCetkom u ¢voru i i krajem u ¢voru j
interpretiramo kao protok kroz tu granu, a odgovarajuce c;; kao cenu tog protoka. Takode svakoj
grani (I, j) € A pridruzujemo kapacitet u;; (koji oznaCava maksimalni moguci protok na grani) i I
(koji oznacava minimalni neophodni protok na grani). Neka je b;, i € N, koli¢ina protoka koja
prolazi kroz &vor i € N (tj. b, predstavlja ponudu ili potraznju). Cvor i , kome odgovara b, =0,
zovemo izvor snage(ponude) b;; ¢vor i, kome odgovara b, <0, zovemo ponor snage (potraznje);
¢vorove koji odgovaraju nultim komponentama b;, zovemo pretovarna mesta. Funkcija cilja
predstavlja ukupnu cenu protoka kroz mrezu. [1,2]

Matematicki model ovog zadatka je
(min) Eujz‘,;’_:ue.q CijXij (1.a)
E;_,-:,:EJ}-}EA}:{U — Ei,-:,:ji:,m}xﬁ = b, zasve iIEN (1.b)
l; = x,; = u; zasve (i,j)EA (1.c)

iy =
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Ogranicenja (1.b) se nazivaju ,jmass balance” ogranienja. Suma X;; ;a1 %;; predstavlja
ukupan odliv iz ¢vora , a Z;,-,,: ;.i)e43%;; predstavlja ukupan priliv u ¢vor.

U vecini slucajeva je I, =0, pa ako se drugacije ne zahteva, smatracemo da je 0 < x,, <.

Takode, neka je C najveca koli¢ina troSkova bilo koje grane, a U najve¢i obim bilo koje
ponude/potraznje.

Transportni problem je specijalni slucaj ove klase problema za I;; =0, u;;= . MreZa G je
pritom bipartitni digraf sa m izvora i 1 uS¢a. Poznata je ponuda svakog izvora , potraznja svakog
ponora kao i cena transporta ¢;; jediniéne koli¢ine robe od izvora i do ponora j, za svako i=1,2,...m,
j=1,2,..n. Cilj je prevesti svu ponudenu robu i1 zadovoljiti potraznje uz minimalne ukupne
transportne troskove.

LP formulacija ovog problema je:
(min) E.:e,;}EA CijXgj

Eb‘:in yeay ¥y = b(i) zasvel €Ny
e,

aieal X = —b(i) zasve j €N,

LE
x; =0 zasve(i,j)EA

gde je N, skup izvor ¢vorova, a N, skup ponor ¢vorova, tako da je N = N, U N,. Skup grana je
definisan sa A = {(i,j) | i € N,,j € N,} . Ne postoje gornje granice protoka.

Lema 1 [3] Svaki problem protoka sa minimalnom cenom je ekvivalentan transportnom problemu.

Dokaz: Posmatrajmo problem protoka sa minimalnom cenom za koji su i, =0, u; < @0, i

podaci G = (N,A), «. , b, definisani kao ranije. Zelimo da ovaj problem svedemo na transportni

i
praveci bipartitni digraf snabdevaca i potroSaca. Za svaku granu (i,j) €A konsruiSemo ¢vor i, j koji

predstavlja snabdevaCa sa ponudom w,;. PotroSa¢i ¢e biti Cvorovi i €N,sa potraZznjom

"
Ziixeatie — b Zatim povezemo svakog snabdevata f,jsa potrofafima [ i j granama
neograni¢enog kapaciteta. I neka je cena transporta kroz grane definisana na sledeci nacin ¢;; =0 i

.;_-E.}.I}. — r_.'z.}.,

> g, — b

Pokazimo da postoji ,,1-1 preslikavanje izmedu dopustivih protoka ova dva problema i da su
cene protoka iste. Da bismo ovo pokazali, neka je f, ; protok od ¢vora i, do f, a u; = Fi protok od

i,jdo i. Ocigledno je da razmatramo problem (min) Z;; s &; f;;- Ukupna koli¢ina protoka kroz

¢vor i iznosi L, yea(ts; — fis) = Zjirsieafii- Ovaj protok mora biti jednak X ety — &;.
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Ocigledno je 1 0= fij =uy; Ovim smo dobili ograni¢enje za problem protoka sa minimalnom

cenom,Cime je lema dokazana.

2. ,,Cycle-canceling algorithm*

Ovaj algoritam je prvi predlozio Klein, 1967. godine, pa se ponekad naziva i Klein-ov algoritam
[4]. Oslanja se na koncept rezidualne mreze. Rezidualnu mrezu & (x) koja odgovara protoku x,
definiSemo na slede¢i nacin: granu (&, ;) € A zamenjujemo sa dve grane, (i,j) 1 (j,i]. Grana (i,j)

ima cenu ¢;. 1 rezidualni kapacitet +.. = .. — x.., a grana (j,{) ima cenu ¢.. = —¢. . 1 rezidualni
ij i} i} iE id

i
=

kapacitet +, =x,,. Rezidualna mreZa se sastoji samo od grana sa pozitivnim rezidualnim

kapacitetom.

Uslov optimalnosti negativnog ciklusa
Teorema 1. (Uslov optimalnosti negativnog ciklusa)

Dopustivo reSenje x* je optimalno reSenje problema protoka sa minimalnom cenom ako i samo
ako zadovoljava uslove optimalnosti negativnog ciklusa, odnosno, rezidualna mreza G(x*) ne sadrzi
negativan (usmeren) ciklus.

Dokaz:

Pretpostavimo da je x neki dopustivi protok i G(x) sadrzi negativan ciklus. Mozemo da
poboljsamo objektivnu vrednost funkcije Sirenjem pozitivnog protoka po ciklusu. Zato, ako je x*
optimalan protok, &(x*) ne moze sadrzati negativan ciklus.

Sada pretpostavimo da je x* dopustivi protok i G(x*) ne sadrzi negativan ciklus. Neka je x'
optimalan protok i x* = x'. Teorija dekompozicije protoka pokazuje da razlika vektora x' —x*
moze da se razlozi na m pojacanih ciklusa u odnosu na protok x* i zbir cena protoka na ovim
ciklusima je jednaka cx'- cx*. Posto su duzine svih ciklusa u G(x*) nenegativne, cx'- cx* =0, tj.
cx' = cx* Ali, posto je x' optimalan protok , cx’ < cx*. Zato je cx' =cx*, paje x =", §tojeu
suprotnosti sa pretpostavkom. Dakle, ako ¢ (x*) ne sadrzi negativan ciklus, x* mora biti optimalan.
Teorema je dokazana.

Uslov optimalnosti negativnog ciklusa tvrdi da je dopustivi protok x optimalan ako i samo ako
rezidualna mreza G(x) ne sadrzi negativan ciklus. Ovaj uslov ukazuje na algoritamski pristup

reSavanja problema protoka sa minimalnom cenom, nazvanog ,cycle-canceling algorithm®.
Algoritam najpre nalazi dopustivo reSenje x reSavanjem problema maksimalnog protoka (na primer

preko Ford-Fulkersonove metode [5]), a zatim pokuSava da nade negativan ciklus u svakoj iteraciji i
poboljsava protok na njemu. Algoritam se zavrSava kada mreza ne sadrzi negativan ciklus. Tada je,
prema teoremi 1, protok optimalan. Sledi formalan opis ovog algoritma [7,8].

algorithm ,,cycle-canceling® ;
begin
uspostaviti dopustivi protok x u mrezi;

while G(x) sadrzi negativan ciklus do

begin
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koristiti neki algoritam za nalazenje negativnog ciklusa W;
4= miﬂ,{?’i}-: (i,j) € W};
povecati & jedinica protoka u ciklusu W i azurirati G(x) ;

end;

end;

Za ilustraciju ovog algoritma razmotri¢emo slede¢i primer:

(eij, wif) (ijy 74) _
- @I '\_lj o ':_j;l

(1)

xr; i

h({2)=0

¢) rezidualna mreza nakon povecanja rezidualna mreza nakon
idual za nak canja 1 d) rezidual za nak
jedinice protoka duz ciklusa 4-2-1-3-4 povecanja 2 jed. protoka duz
ciklusa 4-2-3-4

114



Slika 1.a) prikazuje primer mreze sa protokom x, a slika 1.b) odgovarajucu rezidualnu mreZzu.
Pretpostavimo da algoritam pocinje izborom ciklusa  4-2-1-3-4 | ¢ija je cena -2 1 minimalni
rezidualni kapacitet 1. Algoritam poboljSava 1 jedinicu protoka duz ovog ciklusa i slika 1.c)
prikazuje modifikovanu rezidualnu mrezu. Dalje, pretpostavimo da algoritam bira ciklus 4-2-3-4
,¢ija je cena -1 i minimalni rezidualni kapacitet 2. Algoritam poboljSava 2 jedinice protoka duz
ovog ciklusa 1 slika 1.d) prikazuje modifikovanu rezidualnu mrezu. PoSto ova rezidualna mreza ne
sadrzi negativan ciklus, algoritam se zavrSava.

Sada ¢emo razmotriti broj iteracija koje algoritam obavlja. Kako je «;; = i

(i,j) € A, mCU je gornja granica poCetne cene protoka, a kako je ¢;; = —C 1 x,; < U za sve

.= [LFza Sve

::t.-:} o

(i,j) € 4, —mCU je donja granica za optimalnu cenu protoka, problema protoka sa minimalnom

(eyew € )6 » KOja
je strogo negativna. Posto pretpostavljamo da su svi podaci celi brojevi, algoritam se zavrSava u
roku od @(mcCU) iteracija. Obratimo paznju da u algoritmu treba pronaci negativne cikluse za Sta

cenom. U svakoj iteraciji, algoritam menja vrednost funkcije cilja za vrednost (E

postoje mnogi algoritmi. Jedan od algoritama se naziva ,,FIFO label-correcting™ algoritam za
problem najkraceg puta. On je trenutno najbolji jako polinomijalan algoritam za reSavanje problema
najkraeg puta sa negativnim duzinama grana i zahteva 0(mn) vremena. Znadi, algoritam ,,cycle-

canceling® se izvrSava u 0({mCU) iteracija i zahteva 0{nm?2Cli) vremena.

ZAKLJUCAK

U radu je pokazano da je svaki problem protoka sa minimalnom cenom ekvivalentan
transportnom problemu i izloZen je ,,Cycle-canceling algorithm® za reSavanje problema protoka sa
minimalnom cenom. Takode, dokazano je da algoritam uspeva da pronade optimalno resenje u
pseudopolinomijalnom vremenu, u mrezama sa celobrojnim podacima.
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METAHEURISTIKA TABU PRETRAZIVANJA ZA RESAVANJE
GENERALIZOVANOG PROBLEMA PRIDRUZIVANJA

Milo§ Stankovié

Univerzitet u Beogradu, Matematicki fakultet
e-mail: milos.stankovic@fondmt.rs

Abstrakt: U radu je razmatran generalizovani problem pridruzivanja (Generalized Assignment Problem -
GAP), poznati NP-teski problem kombinatorne optimizacije ¢ije je reSavanje od velikog prakti¢nog znacaja.
GAP podrazumeva pridruzivanje skupa poslova skupu agenata koji ih izvrSavaju. Svaki agent ima
ograniCene resurse i svaki posao se mora dodeliti tatno jednom agentu zauzimajuéi odredenu kolicinu
njegovih resursa. U ovom radu, za reSavanje GAP-a se primenjuje metaheuristika tabu pretrazivanja (Tabu
Search - TS). Algoritam tabu pretrazivanja zasniva se na adaptivnoj memoriji koja u procesu pretrage ima
ulogu u prevazilazenju lokalnih optimuma i priblizavanju globalnom optimumu. U adaptivnoj memoriji se
¢uvaju informacije o procesu pretrage i na osnovu njih se izvrSavaju faze intenzifikacije i diversifikacije.
Tokom intenzifikacije, algoritam pokuSava da na osnovu informacija iz adaptivne generiSe dobro reSenje,
dok se tokom diversifikacije pretrazuju slabo poseceni delovi pretrazivackog prostora. Najznacajnije
karakteristike ovog algoritma su jednostavnost i fleksibilnost. U radu je detaljno prikazana implementacija
predlozenog algoritma i njegovih komponenti, kao i1 analiza dobijenih eksperimentalnih rezultata.

Kljuéne reci: Tabu pretrazivanje, Generalizovani problem pridruzivanja, heuristika, metaheuristika,
kombinatorna optimizacija.

1. Uvod

U ovom radu razmatra se poznati problem kombinatorne optimizacije — generalizovani problem
pridruzivanja (Generalized Assignment Problem — GAP). Cilj ovog problema je raspodeliti n
poslova izmedu m agenata (n = m) tako da troSkovi pridruzivanja i izvrSavanja tih poslova budu
minimalni. Druga varijanta ovog problema podrazumeva rasporedivanje poslova tako da profit bude
maksimalan. Agenti imaju (razli¢ite) kapacitete izrazene jedinicama resursa i svaki posao mora biti
dodeljen ta¢no jednom agentu. Jednom agentu moze biti dodeljen veci broj poslova, pri cemu se
mora voditi racuna da to dodeljivanje zadovoljava kapacitete agenata, dok jedan posao moze biti
izvrSavan od strane samo jednog agenta. Posto je re¢ o NP-teSkom problemu, u njegovom resavanju
veliki znacaj imaju heuristicki algoritmi.

Na osnovu svojih prethodnih radova, Fred Glover je 1986. godine predloZio novi algoritam koji
je nazvao Tabu pretrazivanje (Tabu Search — TS) [5, 6]. Sli¢ni pristup nazvan najstrmiji uspon /
najblazi pad (Steepest ascent / mildest descent) predlozio je Hansen iste godine [7]. Devedesetih
godina XX veka TS postaje veoma popularan algoritam za reSavanje optimizacijskih problema.
Danas je to jedna od najrasprostranjenijih pretraZivackih metaheuristika. Klju¢nu ulogu u radu TS-a
ima adaptivna memorija. U njoj se ¢uvaju informacije vezane za pretragu u cilju prevazilaZzenja
lokalnih optimuma i priblizavanja globalnom optimumu kao i izbegavanja ciklusa u procesu
pretrage. Zbog ovih osobina TS se povezuje sa vestackom inteligencijom [3].

U radovima koji se bave GAP-om mogu se sresti i heuristicke i egzaktne metode. U [11] moze
se naci pregled nekih ranije objavljenih radova u kojima se razmatra ovaj problem. TS metoda se
koristi u [1] gde se GAP relaksira odbacivanjem uslova ogranicenja koja se odnose na kapacitete
agenata a sva prekoraCenja se dodatno naplacuju tako $to se vrednost prekoraenja mnozi
koeficijentom koji se dinamic¢ki menja. U poslednje vreme za reSavanje GAP-a sve se viSe koriste
novije metaheuristike, kao Sto je optimizacija zasnovana na ponaSanju pcela (Bee Colony
Optimization — BCO). Detaljan prikaz algoritma i dobijenih rezultata moze se naéi u [8]. Takode,
koriste se 1 hibridne metode. U [10] se GAP najpre relaksira tako Sto se binarne promenljive
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proglase za realne a zatim se TS metoda hibridizuje sa egzaktnom metodom grananja i
ogranicavanja (Branch & Bound — BB) tako Sto se ove dve metode naizmeni¢no smenjuju u
izvr§avanju.

Rad je koncipiran na selede¢i nacin. U poglavlju 2 dat je detaljan opis problema, na koji na¢in
se predstavlja reSenje u racunaru, koje su mogucée okoline reSenja i koja se okolina koristi u radu.
Takode, razmatra se i problem pocetnog reSenja. Poglavlje 3 sadrzi opis TS metode sa svim svojim
komponentama kao i opis implementacije tih komponenti u radu. Poglavlje 4 bavi se rezultatima
algoritma.

2. Generalizovani problem pridruzivanja

Neka je I = {1,2,...,m} skup agenata, a | = {1,2,...,n} skup poslova. GAP moze biti
formulisan kao problem celobrojnog programiranja na slede¢i nacin:

minz = }%; ¥ ¢ijxX;; (D
pri ograni¢enjima Yj=1aix;; <b; Vi€l ?2)
Yisixij =1 Vj€], 3)
x;; €{0,1} Vi€l, Vje€], ()]

gde ¢;j predstavlja cenu pridruzivanja agenta i poslu j, a;; predstavlja koli¢inu resursa koju
agent i troSi na izvrSavanje posla j i b; predstavlja kapacitet agenta i. U nekim varijantama GAP-a
koli¢ina resursa za izvrSavanje posla j ista je za sve agente tako da se a;; zamenjuje sa a;.
Ogranicenje (2) obezbeduje da kapaciteti agenata ne budu prekoraceni, ograni¢enje (3) omogucuje
da svaki posao bude dodeljen ta¢no jednom agentu dok se uslov (4) odnosi na binarnu prirodu
promenljivih x;;, pri ¢emu x;; uzima vrednost 1 ako je posao j dodeljen agentu i, 0 inace.

Brojni problemi iz realnog Zzivota mogu biti formulisani kao GAP. Na primer, dizajn
komunikacionih mreza sa ograni¢enim kapacitetima u svakom ¢voru, pridruzivanje poslova
raCunarima u racunarskim mrezama, rasporedivanje procesa procesorima kod racunara sa vise
procesora i sl. Takode, GAP se javlja kao podproblem u mnogim drugim problemima, na primer
kod rutiranja vozila, rasporedivanja kapaciteta, lokacijskih problema, itd. GAP je NP-tezak problem
[2, 9], tako da sa porastom vrednosti m i n njegovo egzaktno reSavanje postaje znatno slozenije, a u
pojedinim slucajevima i nemoguce. Zbog toga raste znacaj heuristickih algoritama za reSavanje
GAP-a i drugih kombinatornih problema.

2.1. Predstavljanje resenja i njegove okoline

Matematicki gledano, reSenje GAP-a je matrica [xi j] dimenzije m X n ¢iji su elementi iz skupa
{0,1}. Ako je x;; = 1 to znaci da je posao j pridruzen agentu i. Ovakvo reSenje se moze predstaviti i
kao n-dimenzioni vektor m = (mq, 5, ..., T,), gde je na j-tom mestu redni broj agenta kome je
pridruZen posao j, tj. Vrr; € I m; = i & x;; = 1. Za potrebe raCunara reSenje se predstavlja kao n-
dimenzioni niz ¢iji su elementi iz skupa {0, 1, ..., m — 1}.

Neka je sa S oznacen skup svih dopustivih reSenja. Za svako reSenje  definiSe se njegova
okolina S;; € S kao skup svih reSenja iz S koja su na neki nac¢in "blizu" resenju . Okolina nekog
reSenja se moze definisati na razne nacine. Jedna od najces¢e koriS¢enih okolina je okolina promene
(Nsnift okolina), koja se jos naziva i 1-okolina i definiSe se na slede¢i nacin. Neka je dato neko
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reSenje T = (7, Ty, ..., My ). Tada se pod Ngp;rr Okolinom (slika 1) podrazumeva skup svih reSenja
koja se od reSenja i razlikuju u samo jednoj koordinati, tj:

Nshift(n) = {(n{,né, ., Ty) : Aj* € ] tako da T[]{* #FWpivj#j* n]f = T[j}.

OO
L W

N shift

L\ R A

N OO OO

O)

O Posao Hl Agent O Posao Ml Agent

Slika 1. Okolina promene (Ngp;s, okolina)

Promena agenta poslu j naziva se potez promene, pa se Ngp;r; Okolina reSenja m dobija

primenom svih poteza promene na resenje . Druga veoma cesto koriS¢ena okolina jeste okolina
zamene (Ng,q;, okolina) koja se dobija tako $to u reSenju w = (74, 703, ..., ;) dva posla medusobno
razmene dodeljene agente (slika 2), Sto se moZe zapisati na sledeci nacin:

Ngyap () = {(n{,né, s Tg) t 31, Jo € ], mj, # mj, tako da njfl =1, ”1{2 =1m;,,V] # juj2 njf = n]-}.

Zamena agenata izmedu dva posla naziva se potez zamene, a Ng,,qp, Okolina reSenja w dobija
primenom svih poteza zamene na reSenje 7. Okolina Ny, qp, (77) se sastoji od reSenja koja su iste
strukture kao i reSenje m, tj. broj poslova pridruZzen svakom agentu ostaje isti.

U slucaju jednostavne okoline TS nece dati Zeljene rezultate. Zbog toga se u radu koristi okolina
koja predstavlja uniju navedenih okolina, tj. N(1r) = Nspjf¢ (1) U Ngyqp (r). Na ovaj nacin dobija
se na raznovrsnosti reSenja u toku pretrage.

@ — O .
O- 1 - = .
O _ =3 D~ 4
- - e
110" N —~mm N gw. , O —
P Swap _ -
O / “a o
.j-) O-. d il ,—'/; 4 ) O ¥
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® O
O Posao M Agent O Posao [ Agent

Slika 2. Okolina zamene (N gy,qp 0Okolina)
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2.2. Pocetno resenje i relaksirani GAP

Kao i u mnogim drugim heuristikama i ovde se javlja problem pocetnog reSenja. Jedan od
nacina da se dode do pocetnog resenja jeste sluajno biranje elemenata niza koji predstavlja reSenje.
Takvo resenje je najcesce nedopustivo. Ako bi se ovaj postupak nastavio sve do prvog dopustivog
reSenja, vreme izvrSavanja programa bi znatno poraslo. Kod instanci problema velikih dimenzija
generisanje dopustivog resenja na sluc¢ajan nacin bilo bi gotovo nemoguce, pa samim tim bi vreme
izvrSavanja tezilo ka beskonacnosti.

U radu se koristi sledeci pristup za generisanje po€etnog reSenja. Najpre, moZe se primetiti da su
elementi matrice cena [cl- j] 1 matrice kapaciteta [ai j] obrnuto proporcionalni, tj. kako raste cena
izvrSavanja posla j od strane agenta i, tako se smanjuje koli¢ina resursa koje posao j zauzima
agentu . Zato se na pocetku izvrSavanja programa generiSe matrica proizvoda [pl- j] istih dimenzija

kao 1 matrica [ci ]-] (odnosno [ai j] ) tako da za njene elemente vazi p;; = a;; - ¢;j. Prilikom
generisanja po¢etnog reSenja razmatra se matrica [pi j] 1 j-tom poslu se dodeljuje agent k takav da je

Pij = min;g; p;j. Dakle, u koloni j matrice [pi j] nade se najmanji element i redni broj vrste tog

elementa odreduje agenta koji se pridruzuje poslu j. Dodeljivanje agenata na ovaj nafin moZze da
dovede do prekoracenja kapaciteta agenata. Zbog toga se kod svakog dodeljivanja proverava da li
ono zadovoljava kapacitet odredenog agenta. U slucaju da ne zadovoljava onda se trazi sledec¢i po
veli¢ini element matrice [pl- j] u koloni j, 1 redni broj te kolone predstavlja redni broj agenta koji
treba dodeliti poslu j, itd. Zbog zauzetosti svih agenata, moze se desiti da se posao j ne moze
dodeliti ni jednom agentu. Tada se poslu j ipak mora dodeliti neki agent, pa se u tom sluc¢aju uzima
poslednji izracunati agent.

Ovakav algoritam za generisanje pocetnog reSenja moze proizvesti nedopustivo reSenje.
Medutim, to reSenje se sastoji od elemenata koji su intuitivno "dobri", pa je pretpostavka da ¢e se
tokom pretrage vrlo brzo do¢i do veoma dobrog dopustivog resenja. Zbog toga se to pocetno resenje
ne odbacuje, ali je zato potrebno modifikovati po€etni problem. Pocetni problem GAP se u radu
modifikuje relaksacijom, tj. odbacivanjem ogranji¢enja za kapacitete agenata, i tako se dobija
relaksirani GAP — RGAP. Na taj nacin ne pravi se razlika izmedu dopustivih i nedopustivih reSenja.
Da bi se tokom pretrage izbegla nedopustiva resenja potrebno je modifikovati i funkciju cilja, sto je
uradeno na sledeci nacin:

Z = Yitq Y= CijXxij + M x excess.

U datom izrazu M predstavlja veliki pozitivan broj, dok je excess ukupno prekoraenje
kapaciteta svih agenata i racuna se na slede¢i nadin: excess = },i%; excess;, gde je excess; =
max{Z’}:l a;jx;j — by, 0}. Ako je reSenje dopustivo, onda ¢e biti Vi € [ excess; = 0, a samim tim 1
excess =0, pa se vrednost funkcije cilja nee menjati. Ako je reSenje nedopustivo, sva
prekoracenja se dodatno naplacuju i funkcija cilja se uvecava za tu vrednost, pa takvo resenje
postaje jako skupo i1 vrlo verovatno nece biti razmatrano u procesu pretrage. Eksperimentalno se
pokazuje da ako je pocetno reSenje nedopustivo, proces pretrage vrlo brzo napusta nedopustivi
prostor upravo zbog skupog naplacivanja prekoracenja.

U opstem slucaju ideja relaksacije podrazumeva odbacivanje nekog od (veoma restriktivnih)
uslova ograni¢enja u cilju svodenja problema na novi problem kojeg je lakSe resiti. Pomenuta
relaksacija GAP-a koristi se i u [1] gde se veli¢ina M dinamicki menja u toku izvrSavanja programa,
dok se u [10] koristi linearna relaksacija, tj. binarne promenljive se posmatraju kao realne.
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3. Tabu pretrazivanje

Tabu pretrazivanje tokom pretrage prelazi u losije reSenje od tekuceg kada u tekucoj okolini ne
postoji bolje reSenje. Cilj prelaska u loSije reSenje je prevazilazenje lokalnih optimuma. U procesu
pretrage deterministicki se pretrazuje cela okolina tekuceg resenja i pronalazi se najbolje resenje iz
te okoline. Ukoliko je novo reSenje bolje, pretraga se nastavlja u okolini tog reSenja. U suprotnom
slucaju pretraga je dospela do lokalnog optimuma 1 proces pretrage se nastavlja izborom loSijeg
reSenja i prelaskom u njegovu okolinu. Zatim se u novoj okolini pronalazi najbolje reSenje i prelazi
se u njega cak iako to reSenje nije bolje od najboljeg reSenja dostignutog tokom pretrage. Ovakav
nacin pretrage moZze generisati cikluse, tj. ve¢ posecena reSenja mogu ponovo biti izabrana.

3.1. Kratkoro¢na memorija

Tokom svog rada TS algoritam koristi viSe razli¢itth memorija. Da bi se izbegli ciklusi, TS
prilikom pretrage okoline odbacuje reSenja koja su u proSlosti bila izabrana. Ovo je moguce zbog
toga $to se tokom pretrage pamti put (trajektorija) pretrage koji se smesta u tabu listu. Tabu lista
predstavlja takozvanu kratkoro¢nu memoriju (Short-Term Memory) 1 sastoji se od elemenata koji se
nazivaju tabui. U svakoj iteraciji TS-a tabu lista se azurira, tj. na kraju liste se smestaju informacije
o poslednjem redenju. Cuvanje kompletnih redenja (kompletno resenje je tabu) nije mnogo efikasno
jer predstavlja trosenje kako prostora tako i vremena. U svakoj iteraciji neophodno je proveriti da li
novo resenje (najbolje reSenje u okolini tekuceg reSenja) ne pripada listi svih posecenih reSenja.
Zbog toga se za tabu uzima inverzni potez poteza koji vodi od tekuc¢eg do novog resenja, tj. potez
kojim bi se proces pretrage vratio u ve¢ poseceno reSenje. Takav potez postaje zabranjen u
narednim iteracijama TS-a. Takode, javlja se problem duzine liste. Ukoliko bi lista bila
neograni¢ena vrlo brzo bi postala predugacka pa bi ispitivanje da li je neki potez tabu zahtevalo
pretragu kompletne tabu liste, $to je veoma sporo. Zato se za duzinu liste naj¢eS¢e uzima konstanta
vrednost koja se naziva tabu mandat (tabu tenure). Ukoliko je tabu lista puna, a potrebno je dodati
novi tabu potez, najpre se iz tabu liste briSe najstariji tabu pa se tek onda na kraju liste dodaje novi
tabu potez. Duzina liste je veoma bitan parametar koji se mora pazljivo odrediti. Prekratka tabu lista
moze omoguditi stvaranje ciklusa cija je duzina veéa od duzine liste, Sto nije poZeljno. Takode,
predugacka tabu lista je previse restriktivna.

Na primer, ako se reSenje predstavlja kao niz duzine n i ako je prilikom prelaska iz tekuceg u
novo reSenje potrebno promeniti vrednost j-tog elementa niza sa i na k, tada se tabu moze
predstaviti kao uredeni par (j,i). To znaci da ¢e potez koji j-ti element postavlja na vrednost i biti
zabranjen. Medutim, ovo nije jedini naCin predstavljanja zabranjenih poteza. Mnogo restriktivniji
nacin jeste da se umesto ¢uvanja uredenog para (j, i) Guva samo vrednost j, §to bi znacilo da su svi
potezi koji menjaju j-ti element niza zabranjeni. Kao Sto se moze zakljuciti, postoje razli€iti nacini
predstavljanja zabranjenih poteza.

U radu se kao i u prethodnom primeru za tabue uzimaju uredeni parovi (j, i) koji se smeStaju u
listu duzine L, s tim §to se zabranjuju samo potezi promene. Zabranjivanje i poteza zamene deluje
previse restriktivno pa se ti potezi ne zabranjuju.

3.2. Kriterijum aspiracije

Zabranjeni potezi vrlo Cesto ne vode ka prethodno pose¢enom reSenju, ve¢ ka novom boljem
reSenju. PoStovanjem zabranjenih poteza mogu se odbaciti jako dobra reSenja, jer tabu lista moze
biti veoma restriktivna. Zbog toga se TS algoritam proSiruje mehanizmom koji moZe da ponisti tabu
status nekog poteza. Taj mehanizam se naziva kriterijum aspiracije (Aspiration Criteria) i sluzi da
smanji restriktivnost tabu liste. Ukoliko se primenom tabu poteza dobija reSenje koje je bolje od
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najboljeg resenja dobijenog do tog trenutka, tom potezu se poniStava tabu status. Za poteze kojima
je ponisten tabu status kaze se da zadovoljavaju kriterijum aspiracije. Naravno, tabu status nekog
poteza se moze ponistiti i u raznim drugim situacijama koje zavise od problema do problema. Iako
se kriterijum aspiracije moze definisati na mnogo slozenije nacine, najesée se definiSe tako da
dopusta one zabranjene poteze koji vode ka boljem reSenju od najboljeg reSenja nadjenog do tog
trenutka. U radu se na isit na€in definiSe kriterijum aspiracije.

Ako je dato reSenje m i ako je N(m) oznacCena okolina reSenja 7, tada se moze definisati i
dopustiva okolina reSenja m, u oznaci N'(), kao skup svih reSenja iz okoline m koja nisu
zabranjena (nisu tabu) ili zadvoljavaju kriterijum aspiracije.

3.3. Dugoro¢na memorija

Problem kod svih heuristika zasnovanih na pretrazivanju okolina resenja, pa 1 TS algoritma,
jeste da su one sklone da budu previse "lokalne", tj. da su sklone da najvec¢i deo svog vremena trose
na pretrazivanje ograni¢enog dela pretrazivackog prostora. Negativne posledice ove Cinjenice su da
ove heuristike mogu zaobi¢i zanimljive delove pretrazivackog prostora i tako zavrsSiti sa reSenjima
koja su lokalni optimumi i koja su daleko od globalnog optimuma. TS algoritam poseduje
mehanizme za prevazilazenje pomenutih problema koji koriste informacije o procesu pretrage od
samog pocetka. Takve informacije se smestaju u takozvanoj dugoro¢noj memoriji i u njoj se cuva
za svaku komponentu reSenja ukupni broj iteracija u kojima je ta komponenta bila prisutna u
tekuc¢em reSenju. Otuda 1 drugi naziv — frekventna memorija. Podaci iz dugorocne memorije koriste
se u fazi diversifikacije i intenzifikacije reSenja.

Diversifikacija je mehanizam kojim TS heuristika pokuSava da prevazide lokalni optimum tako
Sto odvodi proces pretrage ka neistrazenim delovima pretrazivackog prostora. Na osnovu frekventne
memorije nalaze se komponente reSenja koje su bile najmanje prisutne u tekucem reSenju i
ukljucuju se u sledece reSenje. Na taj nacin TS prelazi iz lokalnog optimuma u neko loSije reSenje
(slika 3) 1 iz tog dela pretrazivackog prostora pokuSava dosti¢i globalni optimum. U radu se
dugoro¢na memorija predstavlja kao matirca T dimenzije m X n tako da element na mestu (i, j)
predstavlja broj iteracija u kojima je posao j bio dodeljen agentu i. Ovakva reprezentacija
dugoro¢ne memorije omogucuje njeno veoma jednostavno azuriranje koje se svodi na prolazak kroz
niz (koji predstavlja reSenje) i uvecenje odgovarajucih elemenata matrice T. Diversifikacija je
implementirana na slede¢i nac¢in. Slucajno se bira k poslova 1 njima se dodeljuju agenti koji su
tokom pretrage najmanji broj iteracija bili dodeljeni tim poslovima. Ovakva implementacija zavisi
od parametra k koji treba pazljivo odabrati. Ukoliko je k mali broj, izvrSavanje diversifikacije je
brzo, medutim u tom slucaju je mala raznovrsnost reSenja koja se mogu tako dobiti, a samim tim se
smanjuje verovatnoca odlaska u reSenje koje ¢e proces pretrage dovesti do globalnog optimuma.
Obrnuto vazi za veliko k. U radu se za k uzima vrednost jednaka ¢etvrtini broja poslova i do nje se
doslo eksperimentalnim putem.

Slika 3. Mehanizam diversifikacije za
izbegavanje lokalnih optimuma
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Intenzifikacija je procedura kojom TS pokuSava da oponasa postupke ¢oveka. Intenzifikacijom
se proces pretrage navodi na delove pretrazivackog prostora koji deluju obecavajuce. S vremena na
vreme pretraga se zaustavlja i na osnovu podataka iz dugoro¢ne memorije generise se novo resenje
koje u sebi sadrzi komponente najcesce prisutne u teku¢im reSenjima. Ove komponente se fiksiraju,
jer se na osnovu broja ponavljanja moze predpostaviti da ¢e se sadrzati u reSenju koje predstavlja
globalni optimum. Intenzifikacija je u radu implementirana kao procedura koja generiSe novo
reSenje od komponenti koje su bile prisutne u vise od 85% ukupnog broja iteracija. Ove
komponente se fiksiraju Sto predstavlja smanjenje dimenzije problema. U nastavku rada program
pokusava da nade najbolje vrednosti za komponente koje nisu fiksirane. Eksperimentalno se
pokazuje da ako se navedeni procenat smanji veliki broj komponenti postaje fiksiran, pa
intenzifikacija nece dati ocekivane rezultate. U slucaju veéeg procenta, mali broj elemenata reSenja
¢e biti fiksiran, pa intenzifikacija ne¢e imati efekta.

Vazno je napomenuti da se u odredenom broju implementacija TS algoritma za potrebe
intenzifikacije koristi posebna memorija, tzv. srednjero¢na memorija (Medium-Term Memory,
Recency Memory). Za svaku komponentu reSenja i svaku poziciju u reSenju ova memorija cuva
maksimalan broj uzastopnih iteracija u kojima je ta komponenta bila prisutna u teku¢em resenju na
datoj poziciji. Komponente reSenja najcesce prisutne na odredenim pozicijama se smatraju dobrim i
one se fiksiraju. Zbog jednostavnosti u radu se koristi dugoroéna memorija za potrebe
intenzifikacije, a sli¢no je uradeno iu [1, 10].

3.4. Shema algoritma tabu pretraZivanja

Slede¢i pseudo kod opisuje TS algoritam:

TabuSearch(){
X = Xgo;
x* = Xx;

while(nije KriterijumZaustavljanja) {
Neka je N'(x) € N(x) skup svih reSenja iz okoline reSenja x koja nisu
tabu ili zadovoljavaju kriterijum aspiracije;
Naci najbolje reSenje x' € N'(x);
x=x';
Azurirati kratkorotnu i dugorocnu memoriju;
if (x'bolje od x™)
x*=x";
if (KriterijumDiverzifikacije)
Diverzifikacija();
if (KriterijumIntenzifikacije)

Intenzifikacija();
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Sa x, je oznaceno pocetno reSenje. Kriterijum zaustavljanja je zadati broj uzastopnih iteracija
bez poboljsanja u odnosu na najbolje nadeno reSenje. Deo algoritma od pocetka while petlje do if
izraza koji proverava kriterijum diversifikacije naziva se faza kratkorocne memorije (Short-Term
Memory Phase). U toj fazi se vrsi pretraga okoline tekuceg reSenja i1 pronalazi najbolje reSenje koje
nije tabu ili zadovoljava kriterijum aspiracije. Tako dobijeno reSenje postaje novo tekuce reSenje.
Ova faza se ponavlja dokle god ima poboljSanja, tj. kriterijumi diversifikacije i intenzifikacije imaju
vrednost ‘netac¢no’. Kada se u fazi kratkorotne memorije dobije reSenje bez poboljsanja, to znaci
da je pretraga doSla u lokalni optimum. Tada se prelazi se na fazu diversifikacije ili fazu
intenzifikacije. U radu je imlementirano naizmenicno izvrsavanje ovih faza. Posle faze kratkorocne
memorije izvrSava se faza diversifikacije nakon koje ponovo sledi faza kratkorocne memorije. Kada
se u fazi kratkorocne memorije ponovo dode do resenja koje nije bolje od tekuceg, tada nastupa
faza intenzifikacije, itd.

4. Eksperimentalni rezultati

Za  testiranje  predlozenog  algoritma  koriS¢ene su  instance  dostupne na
http://people.brunel.ac.uk/~mastjjb/jeb/orlib/gapinfo.html. Za testiranje koriS¢en je raCunar Asus
K53SV-SX471 sa procesorom Intel Core 17 — 2630QM 2.0 GHz (up to 2.9 GHz) sa 4 jezgra i 6 GB
RAM memorije. Algoritam je implementiran u programskom jeziku C#. Testiranje svake instance
ponovljeno je 20 puta i dobijeni su rezultati prikazani u tabeli 1.

U prikazanoj tabeli 1. kolona oznacena sa O odnosi se na teorijske optimalne vrednosti funkcije
cilja. Sa fj.s+ 0znacena je najbolja vrednost funkcije cilja od 20 vrednosti dobijenih testiranjem.
tpest 0Oznacava vreme kada algoritam prvi put dode u najbolju vrednost koju moze da dostigne, i
racuna se na slede¢i nacin:

— V20
tbestp - Zi:l tbestpi /20,

gde je tpese, vreme koje se odnosi na p-tu instancu, a tpes, vreme p-te instance u i-tom
izvrSavanju. Sa t;,+q; 0znaceno je ukupno vreme izvrSavanja programa i ono se rauna na sledeci
nacin:
— V20
ttotalp - Zi:l ttotalpi /20,

a oznake teotat,, 1 teotalyy; imaju isto znacenje kao thest, 1 thesty; - Vreme je izrazeno u

milisekundama. Kvalitet reSenja u svih 20 izvrSavanja meri se relativnom greSkom reSenja
izrazenom u procentima (prg), koja prikazuje odnos dobijenog reSenja i optimalnog reSenja.
Procentualna greska reSenja se racuna po formuli:

_ 120
prgp = 521':1 TGpi»

pri ¢emu se sa rg,; oznacava relativna greSka u i-tom izvrSavanju p-te instance. U situacijama

kada je vrednost O, poznata, rg,; se izraCunava na osnovu formule:
TSpi—0
rgpi = 100 - 2%
p

gde je sa T'Sy,; oznaCena vrednost funkcije cilja reSenja p-te instance u i-tom izvrSavanju. Kada O,

TSpi—NDS ) o
DS gde je sa NDS (najbolje do

sada) oznaceno najbolje postignuto reSenje u svim izvrSavanjima. Kvalitet reSenja ocenjuje se 1 sa o,
odnosno standardnom devijacijom relativne greSke za rg,,; koja se dobija iz formule:

nije poznato, rgp; se izraCunava na osnovu formule: rg,,; = 100 -

1
0p = \/5 121 (rgpi — Prgp)?.

124



Tabela 1. Rezultati testiranja

m n 0 fbest tbest ttotal g
gapl 5 15 261 261 0.5 1.0 0.0
gap? 5 20 277 277 2.65 6.15 0.98
gap3 5 25 438 438 4.25 11.05 0.28
gap4 5 30 406 406 7.15 19.6 0.56
gaps 8 24 403 403 43 13.3 0.47
gap6 8 32 525 525 9.4 322 0.35
gap7 8 40 646 651 29.7 85.45 0.28
gap8 8 48 797 800 65.7 169.1 0.36
gap9 10 30 482 483 15.75 36.05 0.25
gapl0 10 40 638 638 33.45 92.1 0.42
gapll 10 50 573 574 76.4 206.5 0.51
gapl?2 10 60 974 977 169.15 452.25 0.26
gapal 5 100 1698 1698 72.45 714.5 0.0
gapa2 5 200 3235 3235 91.8 8442.95 0.0
gapa3 10 100 1360 1360 526.65 1770.2 0.04
gapd4 10 200 --- 12834 27640.2 55378.95 0.18
gapd5 20 100 --- 6460 2125.35 5068.85 0.25

Iz tabele 1. prvo Sto se moze primetiti jeste da je algoritam u vecini slucajeva dosegao teorijski
optimum. U slu¢ajevima gde nije tako, algoritam je bio veoma blizu teorijskog optimuma. Zatim, na
osnovu kolone t;,; primecuje se da algoritam vrlo brzo dolazi do najboljeg posecenog resenja.
Razlog za to lezi u efikasnosti metode za konstrukciju pocetnog resenja.

Na osnovu testiranih instanci moze se videti da tacnost algoritma ne opada sa porastom
dimenzija problema. U pojedinim instancama (gapal, gapa?2) algoritam je bio veoma precizan bez
obzira na njihove (relativno) velike dimenzije. Zbog toga, moze se pretpostaviti da su reSenja
poslednje dve instance veoma bliska teorijskom optimumu, mada se ova tvrdnja ne moze dokazati.

5. Zakljucak

U ovom radu predloZena je metaheuristika tabu pretrazivanja za reSavanje generalizovanog
problema pridruzivanja. Prilikom prilagodavanja problema za predlozenu metaheuristiku, izvrSena
je relaksacija problema, ¢ime je omoguceno razmatranje i nedopustivih reSenja. Dodatnim
naplaéivanjem prekoraCenja takva reSenja postaju jako skupa. Diversifikacija i intenzifikacija TS
algoritma zasnovane su na dugorocnoj (frekventnoj) memoriji. Diversifikacijom se napusta lokalni
optimum, dok se intenzifikacijom smanjuje dimenzija problema. Parametri i performanse algoritma
testirane su na javno dostupnim instancama i prikazani su postignuti rezultati. Iz rezultata moze se
zakljuciti da je algoritam vrlo brzo dostizao najbolje poseceno resenje. Tacnost algoritma ne zavisi
od dimenzije testiranih instanci.
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HIBRIDNI GENETSKI ALGORITAM ZA RESAVANJE HAB
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Apstrakt: U ovom radu je opisan genetski algoritam za reSavanje hab lokacijskog problema neogranicenih
kapaciteta sa viSestrukim alokacijama. Ovaj NP-tezak problem ima znacajnu primenu u praksi. Hab
lokacijski problemi se dosta koriste u modernim transportnim i telekomunikacijsnim sistemima. Najcesce se
primenjuju za dizajniranje drumskih i zeleznickih sistema, postanskih sistema, sistema brze isporuke i slicno.
U cilju poboljsanja efikasnosti predloZzenog genetskog algoritma, primenjena je hibridizacija genetskog
algoritma sa heuristikom lokalnog pretrazivanja, pa su tako nastale metode koje su veoma uspesne i pri
reSavanju problema velikih dimenzija. U radu su data reSenja i za probleme velikih dimenzija (n =
130,200) za koje optimalna reSenja nisu poznata. Genetski algoritam je testiran na instancama Cije
optimalno reSenje nije poznato, ali dao je rezultate za koje se moze pretpostaviti da su kvalitetni.

Kljuéne reci: genetski algoritmi, hab lokacijski problemi, kombinatorna optimizacija, metaheuristike

1. Uvod

1.1. Genetski algoritmi

Klasi¢ne heuristike razvijane su u cilju reSavanja pojedinacnih problema. Medutim, nastale su
nove ,,moderne” heuristike tj. metaheuristike koje se mogu primeniti na veliki broj zadataka iz
razli¢itih oblasti. Genetski algoritmi spadaju medu najpoznatije metaheuristike. Ovakvi algoritmi su
prvobitno kreirani da simuliraju proces genetske evolucije jedne populacije jedinki pod dejstvom
okruzenja i genetskih operatora. One jedinke iz populacije koje su u vecoj meri prilagodene
okruzenju, medusobno se dalje reprodukuju i tako se stvara nova generacija jedinki. Ovaj proces se
ponavlja pri ¢emu se iz generacije u generaciju proseCna prilagodenost Clanova populacije
povecava. Citav postupak se zaustavlja nakon zadovoljenja jednog ili vise kriterijuma zaustavljanja.
Najbolji ¢lan trenutne populacije predstavlja reSenje genetskog algoritma. Danas se genetski
algoritmi koriste za reSavanje Siroke klase problema kombinatorne optimizacije.

Svaka jedinka u populaciji je predstavljena genetskim kodom nad odredenom kona¢nom
azbukom. NajcesSce se koristi binarno kodiranje, gde se genetski kod sastoji od niza bitova. Pocetna
populacija je obi¢no slucajno generisana, Sto obezbeduje raznovrsnost genetskog materijala. Svakoj
jedinki populacije (u praksi ih je najviSe do nekoliko stotina) se dodeljuje funkcija prilagodenosti ili
funkcija cilja (fitness function) koja odreduje kvalitet date jedinke tj. odgovarajuceg reSenja. Zatim
se primenjuje operator selekcije — uzimaju se bolje jedinke, po nekom postupku odabira i formira
nova generacija. Nakon toga neki ¢lanovi populacije su podvrgnuti uticajima genetskih operatora:
ukrstanja 1 mutacije.

UnosSenje Ulaznih Podataka() ;
Generisanje Poc¢etne Populacije() ;

while (!Kriterijum Zaustavljanja Genetskog Algoritma())

{

127



for (i=1;i<=N _populacije;i++ )
obj [i] =Funkcija Cilja (i) ;

Funkcija Prilagodenosti () ;

Selekcijal() ;

Ukrdtanje() ;

Mutacija() ;

}

Stampanje Izlaznih Podataka () ;

1.2. Hab lokacijski problemi

Hab lokacijski problemi (hub location problems) su postali veoma vazna oblast teorije lokacije
u poslednjih dvadeset godina. Ovo je uzrokovano koris¢enjem u velikoj meri mreze habova (hub
networks) u modernim transportnim i telekomunikacijskim sistemima. Hab lokacijski problemi se
koriste za dizajniranje transportnih mreza (Zelezni¢ki i drumski sistem, postanski sistemi,
prevozenje putnika i robe u avio saobracaju, sistem brze isporuke itd.). Protok izmedu ¢vorova u
mrezi mozemo definisati kao broj putnika ili koli¢inu robe koju treba transportovati od pocetnog
¢vora (snabdevaca) do krajnjeg ¢vora (korisnika). Transport izmedu ova dva ¢vora se ne uspostavlja
direktno, ve¢ je usmeren preko skupa ¢vorova koji su oznaleni kao habovi. Ovi problemi
uglavnom spadaju u NP-teske probleme [3], [7], [12], [8]. NP-teSki problemi su problemi koji su
nereSivi egzaktnim metodama. Ove metode najcesc¢e ne daju rezultate, bilo zbog prekoracenja
postoje¢e memorije bilo zbog zahtevane duzine izvrSavanja, kada se primene na probleme velikih
dimenzija. Medutim, iako su rezultati dobijeni primenom heuristickih metoda dosta nepouzdaniji
(Cesto mozemo dobiti optimalno reSenje, ali ne uvek), NP-teSke probleme je bolje reSavati njima.

2. Hab lokacijski problem neogranicenih kapaciteta sa viSestrukim alokacijama

Neka je I = {1,...,n} skup razli¢itih ¢vorova mreze, pri ¢emu svaki ¢vor oznacava lokaciju
korisnika/snabdevaca ili potencijalnu lokaciju haba. Rastojanje od i-tog do j-tog ¢vora je C;j, i moze
se pretpostaviti da vazi nejednakost trougla [5]. Koli¢ina robe koju treba transportovati od i-tog
snabdevaca do j-tog korisnika je oznaCena sa W;;. U formulaciji problema promenljive su kori$¢ene
na slede¢i nacin:

- Binarna promenljiva y, uzima vrednost 1 ako je hab lociran na k — tom ¢voru, u
suprotnom ima vrednost 0.

- Xjjkm je koliCina protoka koja polazi iz ¢vora i koji se sakuplja u habu k, distribuira
se preko haba m 1 prosleduje u ¢vor j.

Protok od c¢vora-snabdevaca do ¢vora-korisnika sastoji se od tri komponente: transfer od
snabdevaca do prvog haba, transport izmedu habova i distribucija od poslednjeg haba do korisnika,
pri ¢emu se podrazumeva Sema viSestruke alokacije. Parametri y i § redom oznacavaju troskove
(cenu) kolekcije i distribucije robe po jedinici koli¢ine dok 1 — a predstavlja koeficijent ustede za
transport izmedu habova. Troskovi uspostavljanja snabdevaca preko haba k su oznaceni sa f.
Koriste¢i gornju notaciju, UMAHLP (Uncapacitated Multiple Allocation Hub Location Problem)
matematiCki se moze zapisati kao (videti u [6]):
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min Z Wii(xCix + aCrm + 8Crnj ) Xijiem + Z feYr 2.1)
: k

i,jkm
Uz uslove:
Z Xijkm = 1 , za svako i, j (2.2)
km
z Xijkm T z Xijmk < Vi ,zasvako i, ], k (2.3)
m mm#k
v € {0,1} , za svako k (2.4)
Xijkm = 0 ,zasvako i,j, k,m (2.5)

Funkcija cilja (2.1) minimizuje sumu transportnih troSkova snabdevac-hab, hab-hab i hab-
korisnik, pomnozenih sa koeficijentima y, @ i & respektivno i na tu sumu se dodaju fiksni troskovi
frx za svaki uspostavljeni hab (tamo gde je y; = 1). Ogranicenje (2.2) oznacava da se celokupni
protok krec¢e kroz sve parove ¢vorova, dok ograni¢enje (2.3) osigurava da se protok kre¢e samo
kroz otvorene habove. Ogranicenja (2.4) i (2.5) oznaCavaju binarnu, odnosno ne-negativnu
reprezentaciju promenljivih yy 1 X;jxm, respektivno.

UMAHLP je NP-kompletan, sa izuzetkom specijalnih slucajeva koji se mogu reSiti u
polinomijalnom vremenu (na primer, kada je matrica protoka W;; retka). Ako je skup habova
unapred izabran, problem je takode polinomijalno reSiv koriste¢i algoritam najkraceg puta
(Shortest-Path Algorithm) u O(n®) vremenu izvrsavanja ([9]).

Postoji nekoliko pristupa u literaturi koji razmatraju UMAHLP. Problem je prvi put formulisan
u [4]. Tehnika dualnog penjanja unutar metode grananja i ogranicavanja (Branch-and-Bound
scheme) je prvi put primenjena za reSavanje UMAHLP u [13] na ORLIB (Operation Research
Library-Standardna kolekcija instanci za operaciona istrazivanja) (videti u [1]) hab instancama sa
brojem ¢vorova n < 25. Slican pristup je koriSéen u [18]. Rezultati su prikazani na primeru koji je
imao do 40 ¢vorova.

U [2] su koriS¢ene meSovite linearne i1 celobrojne programske formulacije (MILP-Mixed Integer
Linear Programming) za tri viSestruke alokacije hab lokacijskih problema, ukljucuju¢i i UMAHLP.
Za svaki problem su razvijane pretprocesorske procedure i odredivane preciznije granice. Ovaj
pristup je testiran na standardnim ORLIB AP (Australian Post) instancama problema sa najvise 50
¢vorova.

Glavna ideja u [17] je da u¢vrsti MILP formulaciju i da smanji broj uslova koriste¢i rezultate na
polju poliedarske strukture problema pakovanja grupa. Druga ideja, koja je prikazana u [6], je
razmatrala problem dualnosti MILP formulacije. Autori su prvo konstruisali heuristicki metod,
baziran na tehnici dualnog penjanja, koji daje skoro 70% optimalnih reSenja na ORLIB instancama
do 120 ¢vorova. Ta heuristika je kasnije ubacena u Branch-and-Bound algoritam koji je davao
optimalna reSenja u svim sluc¢ajevima.

3. PredloZeni hibridni genetski aloritam

U praksi vrlo Cesto se javlja potreba da se izvrSenje genetskog algoritma na neki nacin ubrza. U
tom cilju se uvode nove heuristike ¢ija primena i po nekoliko puta moZe ubrzati rad genetskog
algoritma. Heuristike je moguce primeniti na neku pojedinac¢nu jedinku (najéesée je to najbolja
jedinka), na nekoliko jedinki ili na celu populaciju. Hibridni genetski algoritam koristi heuristiku
lokalnog pretrazivanja za poboljSanje kvaliteta reSenja. Heuristika se izvrSava u svakoj generaciji
algoritma, pre primene genetskih operatora selekcije, ukrs§tanja 1 mutacije. Ona se primenjuje samo
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na najbolju jedinku, ukoliko se ta jedinka promenila u odnosu na prethodnu generaciju. Heuristika
je deterministic¢ka, tako da ako ne uspeva da popravi najbolju jedinku u tekucoj generaciji, ne moze
dati nikakvo dalje poboljsanje.

U svakoj generaciji, pre primene genetskih operatora, kod UMAHLP-a heuristikom lokalnog
pretrazivanja pokuSacemo da poboljsSamo kvalitet reSenja. To ¢emo uraditi tako §to ¢emo na
najboljoj jedinki na nekom ¢voru promeniti status tj. ako je na odredenoj poziciji ne-hab ¢vor on
postaje hab i obrnuto. Posle svake promene izraCuna¢emo vrednost funkcije cilja. Ukoliko dobijemo
poboljsanje nastavljamo dalje sve dok se jedinka moze poboljsati. Inafe, nastavljamo sa radom
genetskog algoritma.

3.1. Kodiranje i funkcija cilja

U implementaciji genetskog algoritma jedinke su binarno kodiranje. Svako reSenje je
predstavljeno binarnim stringom duzine N. U genetskom kodu cifra 1 oznacava da je uspostavljen
hab na toj lokaciji, a cifra 0 da nije uspostavljen. Posto snabdevac i korisnik mogu biti pridruzeni
samo uspostavljenim hab-lokacijama, iz genetskog koda se dobija niz (y;). Takode, ne postoje
kapaciteti, tako da vrednosti x;jx, mogu biti izraCunate za vreme ocene funkcije cilja. Neka je
jedinka predstavljena binarnim stringom duzine N = 8 (01011001). Habovi su uspostavljeni na
prvoj, trecoj, Cetvrtoj 1 sedmoj poziciji.

Za fiksiran skup habova (y,) koristi se modifikacija poznatog Floyd-Warshall algoritma
najkraceg puta, opisanog u [9]. Posle nalazenja najkra¢ih puteva za svaki par ¢vorova u mrezi, lako
se racuna funkcija cilja. To se postize jednostavnim sumiranjem najkracih rastojanja snabdevac-
hab, hab-hab i hab-korisnik pomnozenih odgovaraju¢im parametrima y, a i §.

3.2. Genetski operatori i drugi aspekti genetskog algoritma

Predlozeni genetskog algoritma koristi fino-gradiranu turnirsku selekciju, opisanu u [11].
Umesto celobrojnog parametra Ny~ veli€ina turnirske grupe, fino-gradirana turnirska selekcija
zavisi od realnog parametra F;,,,- Zeljena srednja veliCina turnira. Operator fino-gradirane
turnirske selekcije realizuje dva tipa turnira. Prvi tip je odrzan k; puta i njegova veliina je
[Frour] + 1. Drugi tip se realizuje k, puta sa [F;,,,] jedinki-ucesnika turnira. Posto je vrednost
Fiour = 5.4 koriS¢ena u ovoj implementaciji genetskog algoritma, odgovarajué¢e vrednosti k; i
k, (za Ny, = 50 ne-elitnih jedinki) su 20 i 30 respektivno.

U implementaciji genetskog algoritma se koristi jednopoziciono ukrStanje. Pri jednopozicionom
ukrStanju na pocetku se bira N/2 parova jedinki gde je N veli¢ina populacije. Zatim se za svaki
par jedinki, sa unapred zadatom verovatno¢om (nivoom) ukr$tanja, na slucajan nacin bira tacka
ukrStanja 1 vrs$i razmena delova genetskih kodova datih parova jedinki posle date pozicije.

Jedinke-potomci generisane operatorom ukrStanja podlezu mutaciji sa zaledenim bitovima.
Operator mutacije se realizuje promenom slucajno izabranog gena u genetskom kodu jedinki (0 u
1, 1 u 0), sa osnovnim nivoom mutacije od 0.4/n za nezaledene i 1.0/n za zaledene bitove. Oba
nivoa mutacije su konstantna tokom svih generacija genetskog algoritma.

Moze se desiti da tokom izvrSavanja genetskog algoritma da (skoro) sve jedinke u populaciji
imaju isti gen na odredenoj poziciji. Takvi geni (moze ih biti viSe) se nazivaju ,,zaledeni“ geni. Ako
je broj zaledenih bitova /, pretrazivacki prostor postaje 2! puta manji i moguénost preuranjene
konvergencije rapidno raste. Operatori selekcije 1 ukrStanja ne mogu da promene vrednost nijednog
zaledenog bita, a osnovni nivo mutacije je Cesto veoma mali da bi povratili izgubljeni regioni
prostora pretrage. Ako se osnovni nivo mutacije znacajno poveca, genetski algoritam postaje
slucajna pretraga (random search). 1z ovih razloga, nivo mutacije se povecava samo na zaledenim
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genima. Dakle, u ovoj implementaciji zaledeni bitovi se mutiraju sa 2.5 puta ve¢om verovatno¢om
(1.0/n) u odnosu na one koji nisu zaledeni (0.4/n).

Pocetna populacija broji 150 jedinki i ona je sluajno generisana obezbedujuc¢i pri tom
maksimalnu raznovrsnost genetskog materijala. U ovom pristupu se primenjuje tzv. stacionarni
genetski algoritam sa elitistickom strategijom ([15], [16]). Dakle, tre¢inu populacije ¢emo zameniti
u svakoj generaciji, a dve trecine tj. 100 jedinki ¢e direktno proc¢i u sledec¢u generaciju. Funkcije
cilja tih 100 najboljih (elitnih) jedinki ra¢unamo samo u prvoj generaciji i tako obezbedujemo
uStedu vremena izracunavanja. Njihove fitnes vrednosti se postavljaju na nulu, tako da ¢e operator
selekcije izbe¢i da ih prenese u narednu generaciju. Ovo je veoma efikasna metoda za Cuvanje
raznolikosti genetskog materijala 1 spreava preuranjenu konvergenciju. Jedinke sa istom funkcijom
cilja, ali razli¢itim genetskim kodovima mogu nekad dominirati u populaciji. U slucaju da su im i
genetski kodovi sli¢éni, genetski algoritam se moze zaglaviti u lokalnom optimumu. Iz tih razloga je
korisno ograniciti njihovo pojavljivanje nekom konstantom N,,, (to je postavljeno na 40 u ovoj
implementaciji genetskog algoritma).

Kesiranje ima veliki znacaj jer omoguc¢ava ustedu vremena pri izvrSavanju genetskog algoritma
([14], [16]). Kod genetskog algoritma veci deo vremena se potrosi na racunanje vrednosti funkcije
cilja jedinke. Ta vrednost zajedno sa genetskim kodom jedinke se smeSta u memoriju. Pre racunanja
funkcije cilja proverava se da li se ta jedinka pojavljivala u keS memoriji. Ako jeste, njena funkcija
cilja se ne racuna ponovo, ve¢ se uzima vrednost iz ke§ memorije. Inace, vrednost funkcije cilja se
racuna i zajedno sa genetskim kodom se smesta u keS memoriju.

4. Rezultati

U ovom poglavlju predstavljeni su rezultati predlozenog genetskog algoritma i sva testiranja su
izvedena na racunaru Intel sa 2.5GHz procesorom i sa 1 GB RAM memorije pod Linux (Knoppix
5.3.1) operativnim sistemom. Algoritam je kodiran u programskom jeziku C. Za testiranje algoritma
koriS¢ene su AP instance. AP instance su dobijene iz studije o australijskom poStanskom sistemu
isporuke. Instanca najveé¢e dimenzije iz ovog skupa ukljuuje 200 ¢vorova (regione postanskih
brojeva), dok se manje instance mogu dobiti iz najvece agregacijom skupa ¢vorova. Rastojanje
izmedu gradova zadovoljava nejednakost trougla, ali protok izmedu uredenih parova pocetnih i
krajnih ¢vorova nije simetriCan. Fiksne cene su uklju¢ene u AP setovima podataka kao u [10].
Koeficijenti y, § i a koji odgovaraju kolekciji, distribuciji i transportu izmedu habova uzimaju iste
vrednosti kao u [6].

Kolone u tabeli 4.1 sadrze slede¢e podatke (po navedenom redu):

e Dimenzija trenutne AP instance gde L (loose) oznacava ,lakSe*, a T (tight) ,teze*
fiksne cene;

e Optimalno resenje (opt,,) ako je poznato unapred, u suprotnom pisemo ,, — “;

* Najbolje reSenje genetskog algoritma (GApqjp) u sluCaju kad genetski algoritam
dostize optimum za trenutnu instancu;

e Prosecno vreme t (u sekundama) potrebno da bi se dobio najbolji rezultat genetskog
algoritma;

e Prosecno ukupno vreme t,;; (u sekundama) za zavrsetak genetskog algoritma;

e Prosecan ukupan broj generacija (gen);

e Prosecna relativna gresSka Gr (u procentima) reSenja genetskog algoritma u odnosu
na opty, ili GA,4p, racuna se po formuli
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GAnajb — oplyy
GAna jb
e Standardna devijacija o relativne greske (u procentima);

e Prosecan broj izracunavanja funkcije cilja ( eval);
e Prosecna vrednost ustede primenom tehnike keSiranja Ke$ (u procentima)

=100

Gr=|

U svakoj AP instanci genetski algoritam je bio pokrenut 20 puta. Maksimalan broj generacija u
ovoj implementaciji genetskog algoritma je Ny, = 1000. Ponavljanje vrednosti najbolje funkcije
cilja je ograniceno konstantom Ni..,, = 500.

Tabela 4.1 Rezultati genetskog algoritma na AP instancama sa y=3, a=0.75 i 6=2

inst. opt,, GApgjp t tuk gen Gr o eval Kes
(O] (©) (%) (%) (%)

10L | 221 032.734 221032.734 | <0.001 | 0.012 202.7 | 0.000 | 0.000 524.8 | 94.900
10T | 257 558.086 257 558.086 | <0.001 | 0.012 201.0 | 0.000 | 0.000 557.5 | 94.500
20L | 230 385.454 230 385.454 | <0.001 | 0.041 203.5 | 0.000 | 0.000 1633.8 | 84.200
20T | 266 877.485 266 877.485 | <0.001 | 0.047 207.1 | 0.000 | 0.000 1675.1 | 84.000
25L | 232 406.746 232 406.746 | <0.001 | 0.075 204.8 | 0.000 | 0.000 | 2090.8 | 79.900
25T | 292 032.080 292 032.080 0.001 0.069 207.0 | 0.000 | 0.000 | 2124.2 | 79.800
40L | 237 114.749 237 114.749 0.016 0.237 218.6 | 0.000 | 0.000 | 3118.2 | 71.800
40T | 293 164.836 293 164.836 | <0.001 | 0.202 201.0 | 0.000 | 0.000 | 2893.2 | 71.600
S0L | 233 905.303 233 905.303 0.020 0.424 2124 | 0.000 | 0.000 | 3648.6 | 66.100
50T | 296 024.896 296 024.896 0.021 0.404 214.7 | 0.000 | 0.000 | 3601.9 | 66.900
60L | 225 042.310 225 042.310 0.018 0.620 205.7 | 0.000 | 0.000 | 3772.0 | 63.800
60T | 243 416.450 243 416.450 0.036 0.868 215.8 | 0.000 | 0.000 | 4090.1 | 62.600
70L | 229 874.500 229 874.500 0.078 1.223 2233 | 0.041 | 0.185 | 4578.5 | 59.500
70T | 249 602.845 249 602.845 0.050 1.097 214.8 | 0.000 | 0.000 | 4335.6 | 60.200
80L | 225 166.922 225 166.922 0.294 2.449 2579 | 0.000 | 0.000 | 5360.7 | 58.700
80T | 268 209.406 268 209.406 0.129 1.885 230.3 | 0.000 | 0.000 | 4886.3 | 58.100
90L | 226 857.465 226 857.465 0.153 2.405 227.3 | 0.000 | 0.000 | 5208.1 | 54.600
90T | 277417.972 277 417.972 0.144 2.465 2254 | 0.000 | 0.000 | 5078.5 | 55.500
100L | 235097.228 235 097.228 0.447 4.218 250.2 | 0.000 | 0.000 | 5669.8 | 55.200
100T | 305 097.949 305 097.949 0.049 2.513 204.6 | 0.000 | 0.000 | 4716.6 | 54.600
110L | 218 661.965 218 661.965 0.168 3.679 2159 | 0.067 | 0.299 | 4955.1 | 54.700
110T | 223 891.822 223 891.822 0.326 4.623 235.8 | 0.000 | 0.000 | 5554.6 | 53.400
120L | 222 238.922 222 238.922 0.201 4312 2164 | 0.000 | 0.000 | 5054.7 | 53.900
120T | 229 581.755 229 581.755 0.725 6.418 254.1 | 0.000 | 0.000 | 6339.4 | 50.600
130L — 223 814.109 0.891 9.876 260.3 | 0.000 | 0.000 | 6334.9 | 51.900
130T — 230 865.451 0.822 10.017 | 258.1 | 0.000 | 0.000 | 6550.1 | 49.700
200L — 230 204.343 6.596 | 47.401 | 2859 | 1487 | 1.837 | 7722.7 | 46.500
200T — 268 787.633 8.173 | 61.300 | 297.8 | 0.126 | 0.160 | 8376.1 | 44.300

Zakoeficijente y =3, =0.7516 = 2 (tabela4.1l), y =1, a=0.1id=1, y =1, 0=05i
6=1,y=1,a=0.9id =1 za sve AP instance (osim za 130L, 130T,200L, 200T), se postize
optimalno reSenje. U sva Cetiri slucaja najbolje reSenje genetskog algoritma se poklapa sa
optimalnim u prve 24 instance.

Predlozeni genetski algoritam brzo dostize sva poznata optimalna reSenja (n < 120) za
t < 0.781s. Za ostale instance vecih dimenzija, za koje optimum nije poznat, genetski algoritam
dobija reSenje za t < 8.173s. Medutim, kolone t,; pokazuju da na$ algoritam prolazi kroz
dodatno vreme t,;, — t (dok ne bude zadovoljen zavr$ni kriterijum), iako je dostigao optimalno
reSenje. Pristup predloZzenog genetskog algoritma ne moze da potvrdi optimalnost dobijenih resenja,
ali predstavlja znacajan doprinos postojecoj metodi za reSavanje UMAHLP zato §to omogucava
reSavanje instanci problema velikih dimenzija koje su ranije bile neresive.
5. Zakljucak
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U ovom radu opisan je hibridni genetski algoritam koji je posebno dizajniran za reSavanje
UMAHLP. Predlozeni pristup je primenjen na NP-tezak problem kombinatorne optimizacije koji
ima znacajnu primenu u praksi.

Razmatrani problem je tezak za reSavanje 1 to je jedan od razloga Sto postojece egzaktne metode
mogu resiti samo instance problema manjih dimenzija. Postoje¢e heuristike, zasnovane na principu
lokalnog pretrazivanja, uglavnom ne daju reSenja zadovoljavajuéeg kvaliteta na instancama
problema vec¢ih dimenzija. Predlozena hibridizacija evolutivnog pristupa i lokalnog pretrazivanja
hibridnog genetskog algoritma je vrlo robustna i efikasna u reSavanju datog problema, ¢ak i1 na
instancama velikih dimenzija.

Koncept genetskog algoritma opisan u ovom radu koristi binarno kodiranje jedinki-reSenja.
Primenjeni genetski operatori koji su pokazali najbolje rezultate pri reSavanju UMAHLP su: fino-
gradirana turnirska selekcija, operator jednopozicionog ukrstanja i operator mutacije sa zaledenim
genima. Kod implementacije genetskog algoritma keSiranje u velikoj meri poboljSava performanse,
ali ne utie na ostale aspekte algoritma. Takode, primenjene su razne metode za spreCavanje
preuranjene konvergencije usled gubljenja raznovrsnosti genetskog materijala i spore konvergencije
genetskog algoritma. Predlozena implementacija primenjuje stacionarni genetski algoritam sa
elitistickom strategijom. Heuristika lokalnog pretrazivanja se primenjuje na najbolju jedinku u
svakoj generaciji genetskog algoritma, ukoliko se ona promenila u odnosu na prethodnu generaciju.
Lokalno pretrazivanje se koristi pre primene genetskih operatora selekcije, ukrStanja i mutacije.
Prikazani rezultati hibridnog genetskog algoritma jasno pokazuju da su dobijena reSenja visokog
kvaliteta. Na svim reSavanim instancama problema dobijena su optimalna reSenja. Predlozeni
koncept hibridnog genetskog algoritma takode daje reSenja na instancama problema velikih
dimenzija koje do sada nisu razmatrane u literaturi.
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APSTRAKT: U okviru rada je predstavljena primena Grebnerovih baza polinomijalnih ideala na problem
inverzne kinematike u robotici. Aplikacija razvijena u okviru rada vizuelno demonstrira na koji nacin se ova
oblast matematike moze primeniti i na postojece industrijske robote.

Kljucne re¢i: Grebnerove baze polinomijalnih ideala, robotika

1. Racunarske implementacija Grebnerovih baza

Kratak pregled teorije Grebnerovih baza polinomijalnih ideala dat je u potpunosti u radu [2]
(simpozijum ,,Matematika i primene” 2011.). Zainteresovane upucujemo takode i na reference

[4]1[6].

Ovde razmatramo neke raCunarske implementacije za Grebnerove baze. Prvo detaljnije
razmatramo programski paket Maple [12] 1 odgovaraju¢u biblioteku “Groebner” koja se
inicijalizuje sa

with(Groebner);

[lustrujmo upotrebu biblioteke “Groebner” na primeru sistema polinomskih jednacina:

fi=c" 24y =0; f, :=c*y24z%c =0; f,:=c*2"2-2 =0;

Formirajmo listu polinoma:
F:=[ c*x"2+y, c*"2+z%c, c*2z"2-2];

Razmotrimo F sa jedne strane kao listu sa promenljivima x, y, z i konstantom c. Grebnerova
baza GB,; ideala I;, formiranog listom F, u odnosu na leksikografski poredak je odredena
komandom:

GB, := Basis(F, plex(x,y,2));

Maple komandama Groebner[Solve](GB; ,{x,y,z}): map( L -> Solve( convert(L[1] , set ),{x,,z}),
% ): allvalues(%); dobijamo rezultat:
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c
§ 8y (1 e (1/4) /4y (1 ak ) 1
{{x=2 —5 (-1) “y=-lc2 — | ,Z=C"Y2 4 /—=}},
c e
8y (1 S (vay (1 iR ) 1
{{x:z 7 [, =c?2 —5 ,Z=—C ﬁ —5}},
c G
8y (1 S (3/4) (v (1 G ) 1
{({x=2 = (-1)" ", y=c2 = Lz=c*2 ,/=}},
8y (1 (e (vay (1 (5 5 1
{{x==2""|5| .y=-c2 7|5| ,z=-c2,/5}}
c c
118y (1 (e (1/4) (vay (1 W 1
=2 1 Ic2 =22
{{ - ? (- ) s - - ? ,Z—C 75}}a

iz koga zaklju¢ujemo da je dati sistem reSiv po promenljivima x, y, z 1 ima kona¢no mnogo
reSenja (gde je ¢ nenulta konstanta). Sa druge strane razmotrimo F kao listu sa promenljivima c, x,
vy, z bez javljanja konstanti. Grebnerova baza GB, ideala I,, formiranog listom F, u odnosu na
leksikografski poredak je odredena komandom:

GB; =Basis(F,plex(c,x,),2));

Maple komandama Groebner[Solve](GBi,{c,x,y,z}): map( L->solve(convert(L[1],set),{c,x,y,z}),%):
allvalues(%); dobijamo rezultat ¢ = t2—4, x=4 /—g, y=t,y=t, z=—t? na osnovu koga je dati

sistem reSiv po promenljivima c, x, y, z. ReSenja se dobijaju u funkciji parametra y = t # 0, samim
tim dati sistem nije konacno resiv.

Osnovni algoritmi teorije Grebnerovih baza na nivou pseudokoda su dati u radu [2].
Napomenimo da je mogucée razmatrane aplikacije Grebnerovih baza razviti i u Javi kao Sto je
uradeno u [1], [2] 1 [3]. U ovom radu zbog obimnosti racuna koji se koristi u problemima inverzne
kinematike koristili smo programski paket Maple [12].

2. Problem inverzne kinematike

U ovoj sekciji je najpre objasnjen pojam robotske ruke i opisan model za koji je predlozeno
reSenje problema inverzne kinematike. Zatim sledi matematicka predstava problema inverzne
kinematike i opis postupka kojim se dolazi do reSenja. Konkretno opisani primer robotske ruke sa
tri zlgoba se opisuje sa 6 medusobno nezavisnih promenjivih. U praksi se koriste robotske ruke i sa
vecim brojem zglobova kao $to je navedeno u [11].

Robotska ruka jeste programabilna mehanicka ruka sa funkcijama slicnim ljudskoj ruci. Moze
predstavljati samostalan mehanizam ili biti deo nekog slozenijeg robota. U opStem slucaju, zglobovi
robotske ruke omogucavaju dve vrste pokreta, rotaciono kretanje i translacioni pomeraj. Jedan od
nacina za kontrolisanje pokreta robotske ruke jeste programiranje baze znanja unapred za sve
moguce polozaje u koje ruka moze dospeti. Ovaj pristup je koris¢en prilikom izrade programa za
simulaciju robotske ruke jer je simulirana industrijska robotska ruka koja u vecini sluc¢ajeva ima
predefinisan ogranicen skup poloZaja u kojima se moze naci, a samim tim i skup pokreta koje moze
naciniti.
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Opisac¢emo model Linearni spoj

dvodimenzionalne robotske ruke sa
dva zgloba 1 reSenje problema l
inverzne kinematike za taj slucaj.
Matematicka predstava problema i
postupak reSavanja su analogni i za
ruku sa tri zgloba, ali je reSenje
komplikovanije, te je zato opis dat za
ruku sa dva zgloba. Model ruke se
sastoji od niza segmenata (analogno
ljudskim kostima) medusobno pove-
zanih polarnim spojevima (analogno
zglobovima ljudske ruke) koji leze u
jednoj ravni. Postoje i linearni spojevi
koji omogucavaju kretanje robotske
ruke po jednom pravcu, tj izduzivanje Podloga
ruke. Polozaj ruke odreden je
uglovima koje obrazuju susedni
segmenti u odnosu na polarne spojeve.
Robotska ruka je fiksirana za podlogu, tj prvi segment je preko prvog polarnog zgloba povezan sa
nepokretnom podlogom. Na suprotnom kraju robotske ruke se nalazi hvataljka pomocu koje ruka
dohvata predmet i prebacuje ga u neki drugi polozaj (ovaj deo robotske ruke nije modelovan i nije od
znacaja za problem inverzne kinematike). Na Slici 1 nalazi se skica robotske ruke sa oznacenim
segmentima i spojevima.

Najpre ¢e biti prikazano reSavanje direktnog problema kinematike, a zatim ¢e ti rezultati biti
iskoriS¢eni za odredivanje parametara potrebnih za pozicioniranje ruke u Zeljeni polozaj. Direktni
problem kinematike jeste nalazenje polozaja u koji robotska ruka dospeva kada se segmenti postave
u polozaje definisane uglovima u polarnim spojevima i izduzenjima linearnih spojeva. Problem
inverzne kinematike je dosta sloZeniji jer je potrebno da se na osnovu pocetne tacke (koordinata
prvog polarnog spoja) i krajnje tacke (polozaja hvataljke robotske ruke) odrede uglovi u polarnim
spojevima i izduZenja linearnih spojeva. Na Slici 2 oznacene su promenljive koje ¢e biti koris¢ene
za definisanje problema.

Segmenti su numerisani po svom
polozaju u nizu segmenata pocev od
segmenta koji je fiksiran za podlogu.

Duzina segmenta i obelezena je sa d,

N

Hvataljka Polarni spoj

1 moze biti promenljiva ili konstanta
vrednost u zavisnosti od toga da li je
segment 7 fiksni segment ili
predstavlja linearni spoj. Za svaki
polarni spoj vezan je po jedan
koordinatni sistem, tako da spoj vezan
za osnovu predstavlja koordinatni
pocetak sistema (x,,),), a pocetak

svakog narednog koordinatnog sistema
(x,,»;) nalazi se na kraju segmenta i

tako da osa x, lezi na pravcu segmenta

i. Ugao koji segment i +1 obrazuje sa
osom x; oznacen je sa ¢,. Ciljna tacka

T odredena je koordinatama (7,7, ) u sistemu (x;, ;).
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Neka su poznate koordinate (7, ,¢,) ciljne tacke T', odnosno koordinate ciljne tacke u sistemu
(x;,»). Da bismo izraCunali koordinate tacke T7'(z, .z, ) u sistemu (X,,»,) najpre transliramo
(¢,.t,) za vektor (d,,0) a zatim rotiramo za ugao ¢, . Koordinate nakon translacije i rotacije

ra¢unamo na slede¢i naéin:

x =x+1,
Translacija (x,y) za vektor (I_,1)) : ,
' y=y+i,

' cos(8) - x—sin(8)- .
Rotacija (x,y) zaugao 6 : {x cos(6) - x —sin()- y

y =sin(@)-x+cos(8)- y.

Dobijamo da su koordinate hvataljke 7" u sistemu (x,, y,)
fo | {cos(al) -sin(e, )} {dl}_ t,
t, sin(e)  cos(e,) 0 1|

Ako uvedemo matrice operacija na slede¢i nacin

1 0 [
Translacija (x,y) za vektor (I,,): 10 1 [
0 0 1

cos(d) —sin(@) O
Rotacija (x,y) zaugao 6 : sin() cos(d) O
0 0 1

dobijene koordinate se mogu predstaviti na sledec¢i nacin

L, cos(eq) -sin(ey) O||1 O d ||t t,
t, |=|sin(eq) cos(er) OO0 1 0|z, |=M -t (=M 7
1 0 0 1110 0 1 1 1
U opStem slucaju ¢emo imati
=M1,

r=M,-M,-...M, .
Ako uzmemo u obzir da hvataljka robotske ruke lezi u koordinatnom pocetku sistema (x;,y;),

dobijamo formulu

0
r=M,-M,-...M,-|0|.
1

Navedena formula predstavlja resenje direktnog problema kinematike — na osnovu poznatih
uglova polarnih spojeva ¢,,,...,¢; i duzina linearnih spojeva d,,d,,...,d, raCunamo poziciju

hvataljke ;0 u odnosu na podlogu za koju je ruka pricvrséena.
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U nastavku ¢e biti opisan metod za reSavanje problema inverzne kinematike. Potrebno je
odrediti sve nac¢ine da hvataljka robotske ruke dospe do zadate ciljne tacke. Usvojeno je da su
segmenti robotske ruke fiksne duzine, tj da ne postoje linearni spojevi. Metod za reSavanje zahteva
da se koriste polinomijalne funkcije, te se zato uvode slede¢e smene

s, =sin(¢,),

¢, =cos(a,).

U sistem se takode uvode i jednacine koje predstavljaju osnovnu zavisnost trigonometrijskih
funkcija

el +s—1=0,

e +s2—-1=0.
Nakon uvedenih smena, matrica M, koja predstavlja operaciju rotiranja i transliranja dobija slede¢i
oblik

c, =S 1 0 d, ¢, —s, cd,
M, =|s, ¢ 01 O0|=|s, ¢ sd,
0 11{0 0 1 0O O 1

Racunamo koordinate ciljne tacke u zavisnosti od promenljivih c,s,,c,,s,, dok vrednosti
N d,,d, smatramo poznatim.
¢ -5 c¢d ||¢c, =s, ¢cd,||0

=M,

1 2L =S G Sldl 1S G Szdz 10

0 O 1 0 0 1 1

Ly d,cc, —d,ysis, +dc,
1, | =| dysic,; +dyos, +ds, |
1 1

Potrebno je resiti sistem polinomijalnih jednacina

f,=dycc,—d,s;s, +dc, —t

Xo

=0,

|, =d,sc, +d,cs,+d,s, -1, =0;
uz polinomsko-trigonometrijska ograni¢enja

£ =clz+s12—1:0,

f,=c+s—-1=0.

Izratuna¢emo Grebnerovu bazu ideala generisanog listom polinoma F =[f,, 1., f;,f,]. Ako
usvojimo da je c¢,>s,>c >s, 1 primenimo leksikografski monomijalni poredak, dobijamo

Grebnerovu bazu G=[g,,9,,2;,2,]:
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2

t(di-d;+i +2)  (d} —d2) -2 (a7 +d;)+28; (d —d5 )+ (e +2).)
ad; (&2 +1) )

b

g =¢+t—=s - >
X 2d1tx0

g, =s —tﬂc +-

3= 5 1 1>

d, d,
t . d

g =C——ro—=rs+—t.
d, d, d,

Izjedna¢avanjem redom polinoma g,,g,,9;,8, sa nulom, dobijamo Ccetiri homogene
polinomijalne jednacine koje je jednostavno resiti. Najpre se iz prve jednacine izracuna vrednost s, ,
zatim iz druge vrednost c,, iz tre¢e s, 1 na kraju iz Cetvrte jednacine vrednost ¢, . Kako je prva
jednacina kvadratna jednacina po promenljivoj s, , a ostale jednacine su linearne po promenljivama

51,8,,€;,C, , moguci su sledeci slucajevi:

. ReSenja za s, su razliciti realni brojevi
o Postoje dva skupa reSenja za s,,s,,¢,,c,, tj dva moguca polozaja segmenata koji
postavljaju robotsku ruku u istu ciljnu poziciju
o Dobijeni poloZzaji su osno-simetri¢ni oko ose provucene kroz pocetnu tacku i ciljnu
tatku hvataljke robotske ruke
J Postoji jedinstven realan broj s, koji zadovoljava g, =0
o Ovo je grani¢ni slucaj u kome je robotska ruka maksimalno opruZzena
. Oba reSenja za s, su imaginarni brojevi
o Ovakvo resenje ukazuje na to da se ciljna tacka nalazi van domasaja robotske ruke.

1z dobijenih vrednosti za s,,s,,c,,c, jednostavno je izraCunati vrednosti uglova ¢,,, . Vazno je

re¢i da se mora izvr$iti provera izraunatih vrednosti koje odreduju poloZaj robotske ruke. Potrebno
je uvrstiti konkretne vrednosti za ¢, ,¢, ,d,,d, 1 proveriti da li su dobijeni poloZaji validni. PoloZan

je nevalidan ako robotska ruka prolazi kroz podlogu ili se dobiju takve vrednosti za uglove da se
segmenti robotske ruke medusobno presecaju. Ilustracije radi, prikazaCemo rezultate koji se

dobijaju ako se usvoji da je d, =d, =1m . Grebnerova baza dobija oblik:
4t +(62 +1 )2
4(r, +1,)

gizsf—t s+

Yo
2 2
t t. +t
' Y X pY
g2 _cl+_0S1_M
2t

Xq X

b

g,=9, —z‘yoc1 +txOs1,
g, =¢—t ¢—t s+

a rezultati su
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Simulacija je wuradena za robotsku ruku sa tri segmenta jednakih fiksnih duzina
d,=d,=d;=0.32m . Sva izraunavanja su vrSena pomocu softverskog alata za simbolicku algebru
Maple. Postavljanje sistema jednadina i njegovo reSavanje analogno je objaSnjenoj postavci i
reSenju za robotsku ruku sa dva segmenta. Objasnjenje je dato za dvosegmentnu robotsku ruku jer
je sistem koji se dobija za trosegmentnu ruku dosta sloZen, a samo reSenje (u opStim brojevima)
zauzima desetine Stampanih stranica.

3. Programska realizacija

Aplikacija Robohan koja je razvijena u okviru ovog rada koristi programski jezik Java. Ovaj
programski jezik je odabran iz vise razloga. Aplikacija je namenjena kao primer studentima, jedne
od primena Grebnerovih baza, na kursu simboli¢ke algebre. Sama distribucija aplikacije je morala
biti takva da se omoguci pristup Sto ve¢em broju korisnika, nezavisno od platformi na kojima Zele
tu aplikaciju da pokrenu. Java web start tehnologija omogucava da se aplikacija pokrece direktno sa
internet stranice nezavisno od operativnog sistema koji korisnik koristi. Java takode poseduje veliki
broj veoma razvijenih biblioteka za grafiku i zvuk, od kojih su neke koris¢ene u ovoj aplikaciji, §to
omogucava da se korisnicima na multimedijalan naCin prikaze Zeljena materija.

U okviru aplikacije korisnicima se prikazuje kretanje robotske ruke na primeru sortiranja kutija
po policama u odredenom redosledu. Napomenimo da opSte primene robotskih ruku u industriji,
koje se odnose na kratke i proste serije pokreta koji se ponavljaju, nisu predmet ovog rada.

|%| Robohan @m
Sound Speed About
Mix I ’ Start

m =
ID1:6—>1 B
ID7:2—>17
ID2:10—>=2
ID14:3—>10
ID3:16—>3
ID16:4—>16
ID4:5—>4
ID5:20—>5
ID6:18 —>6
ID8:7—>20
ID7:17—>7
ID11:8—>18
ID8:20—>8
ID20:9-—>20
ID9:19—>9
ID14:10—>19
ID10:13—>10
ID17:11—>17
ID11:18—>11
ID18:12—>18 —|
N 42-21 12 M
< Il [ 1l
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Prelazimo na opis rada aplikacije. Uglovi koje svaki zglob ruke mora zauzeti su unapred
izraCunati za svaku policu. Moguce je implementirati algoritme za proracun uglova unutar same
aplikacije. Napomenimo da takva implementacija bi zahtevala viSestruko puta duze vreme izrade, a
samo vreme izvrSavanja aplikacije bi se uvecalo za nekoliko stepena veli¢ine. U realnim uslovima
se takva implementacija se ne koristi, poSto zahteva razvoj veoma slozenih sistema, i kori§¢enje
procesorske snage koja prevazilazi snagu vecine racunara ugradenih u robotske ruke, pa samim tim
i demonstracija zasnovana na takvom principu ne bi imala smisla.

Glavni ekran aplikacije, kao $to je prikazano na Slici 3, se sastoji iz dve celine i menija koji
sadrZi deo kontrola toka izvr§avanja. Najveci deo ekrana zauzima panel za iscrtavanje rada robotske
ruke. Za grafic¢ki deo aplikacije i grafi¢ki korisnicki interfejs je koriS¢en programski paket Swing
programskog jezika Java. Ovaj paket je veoma razvijen, stabilan, dobro dokumentovan i
omogucava programiranje grafickih elemenata na niskom nivou. Paket omogucéava podesavanje
opcija grafickog hardvera, kako bi se u sluc¢aju postojanja istog omogucilo efikasnije i prijatnije
izvrSavanje aplikacije. Kako aplikacija ne zahteva neke slozene graficke mogucnosti, koriS¢enje
nekog naprednijeg paketa za grafiku u Javi bi samo dovelo do veceg opterecenja sistema na kome
se aplikacija izvrSava.

Sa desne strane ekrana se moze videti deo u kom se vrsi tekstualni prikaz koraka koje robotska
ruka mora da izvr$i sortiranje elemenata. Unutar tog polja se prikazuje koji element se namerava
prebaciti na koju lokaciju, a zatim koje pokrete robotska ruka mora da nacini kako bi se dovela u
odgovarajuce poloZaje. Ovo korisnicima demonstrira izrazitu sloZzenost zadatka koji se izvrsava. Tu
su takode 1 kontrole za nasumicni raspored kutija i pokretanje izvrSavanja. Unutar gornjeg menija se
nalaze kontrole za zvucne efekte 1 brzinu izvrSavanja.

Zvucni efekti unutar aplikacije su postignuti na dva nacina. Za uvodni i odjavni zvuk aplikacije
je koriS¢ena biblioteka Javax.Sound koja je sastavni deo osnovnog okruzenja za pokretanje
programskog jezika Java. Zbog kasnjenja koje se javlja izmedu momenta zadavanja naredbe za
zvuk, 1 momenta kada se zvuk Cuje na zvucnicima, ova biblioteka nije bila primenjiva za
generisanje zvuka motora unutar aplikacije. Kako bi se prevaziSao ovaj problem, koji je veoma Cest
kod koriS¢enja unapred generisanih zvukova, koris¢ena je biblioteka JSyn. Ova biblioteka
omogucava generisanje zvukova koris¢enjem softverskih oscilatora i definisanjem funkcije po kojoj
¢e doticni zvuk oscilovati. KoriS¢enjem dva oscilatora koji osciluju na dvema pribliznim
frekvencijama, i primenom efekta izbijanja dobijen je karakteristiCan zvuk industrijskih masina.

Napomenimo na kraju da opsti problem racunanja Grebnerove baze je NP tezine [4]. Pri tome je
u literaturi poznato da postoje sistemi 3x3 polinomskih jednacina ¢ije reSavanje dovodi do problema
sa radom Buhbergerovog algoritma usled javljanja numerickih koeficijenata velike duzine, videti

npr. [9].

Zakljucéak

Na kraju rada napomenimo da neki modeli realnih robotskih ruku, koje se upotrebljavaju u
industriji, koriste Grebnerove baze kao $to je prikazano u [11]. Takode, navedimo da razni problemi
robotike su usko povezani sa Grebnerovim bazama [5], [7], [9] 1 [10].

Na Elektrotehni¢kom fakultetu u Beogradu primene Grebnerovih baza na probleme robotike se
razmatraju u okviru delu kursa Simbolicka algebra na master i doktorskim studijama [8]. U tom
cilju razvijena aplikacija Robohan ima edukativni karakter 1 bi¢e dostupna na sajtu
http://simba.etf.rs

Zahvalnica. Istrazivanje je delimi¢no finansirano od strane Ministarstva za nauku i prosvetu,
projekti broj 11144006 1 ON174032.
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SKRIVENI MODELI MARKOVA KAO METODA ZA GENERACIJU
SCENARIJA

Milena Kresoja
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Apstrakt. Jedno od najCes¢ih pitanja koje se postavlja u problemima finansijske optimizacije je svakako
vezano za generaciju scenarija buducih realizacija vremenskih serija. Najpoznatije metode za generaciju su
geometrijsko Braunovo kretanje i ARCH-GARCH modeli. Nazalost, sve do sada razvijene metode,
ukljucuju¢i navedene, imale su brojne nedostatke. Upravo zbog tih ograni¢enja ovi modeli nisu prihvaceni
kao adekvatni generatori scenarija i modelari finansijskih vremenskih serija. Najve¢i nedostatak
geometrijskog Braunovog kretanja je jaka pretpostavka da su i drift i volatilnost konstantni, dok je kod
ARCH-GARCH modela malo oslabljena pretpostavka, volatilnost je sada stohasticka veli¢ina, ali drift ostaje
konstantan. Kako je cilj generisati model u kom su obe veli¢ine stohasticke, u ovom radu opisana jedna od
predlozenih alternativa: model zasnovan na kombinaciji skrivenih lanaca Markova i geometrijskog
Braunovog kretanja. ([1], [2],[6] ) Na taj nacin, parametri geometrijskog Braunovog kretanja (drift i
volatilnost) mogu da se menjaju kroz razlicita stanja lanca i stoga realisti¢no opisu vremenskih serija.

Keywords. Geometrijsko Braunovo kretanje, skriveni modeli Markova, generacija scenarija
1. Uvod

Optimalan izbor rizicnih aktiva za dati kapital predstavlja osnovni problem u svetu finansija.
Cinjenica da su prinosi rizi¢nih aktiva neizvesni, povla¢i ¢injenicu da ée i ishodi investiranja biti
nepoznati. U takvim situacijama cilj je posti¢i najbolju mogucu to jest optimalnu kombinaciju:
minimalan rizik i maksimalnan ocekivani prinos. Ipak neprekidne raspodele svakako otezavaju
programiranje, pa je neophodno pojednostaviti modele kako bi se resili problemi optimizacije.
Jedan od nacina da se to uradi jeste da se neprekidne raspodele zamene diskretnim raspodelama sa
kona¢nim brojem mogucih ishoda. Ti ishodi se zovu scenariji, a sam postupak generacija scenarija.
Dakle, nepoznati parametri modela predstavljaju slucajne promenljive, a njihove vrednosti su
scenariji. U ovom radu je opisan generator scenarija, koji za razliku od do sada najpoznatijih
modela uspeva da objasni karakteristike kretanja cena rizénih aktiva. Generator se konsturiSe
pomocu skrivenih lanaca Markova. Skirveni lanci Markova su poseban model lanaca Markova, u
kom figuriSu dva stohasticka procesa. Jedan proces je vezan za vremensku seriju koju Zelimo da
opisemo, dok drugi osnovni stohasticki proces opisuje stanja sistema. Kod ovog procesa ne mogu
direktno direktno registrovati njegove vrednosti pa se kaze da je proces skriven. Cilj je da se
iskoristi ovaj model kako bi se modelirale finansijske vremenske serije 1 potom generisane scenarije
iskoristiti u problemima finansijskog optimizacije. Motivacija potice iz [1].

2. Skriveni modeli Markova kao metoda za generaciju scenarija

Kako bi se poboljsale do sada najpoznatije metode za opisivanje finansijskih vremenskih serija,
u ovom poglavlju opisan je generator zasnovan na skrivenim Markovskim modelima. Kao §to je
napomenuto u uvodu, kod skrivenih lanaca Markova posmatramo dva stohasticka procesa. To su:
osnovni proces €ije vrednosti mozemo registrovati i proces koji opisuje stanje sistema i1 koji je
skriven. Taj skriveni proces je klasi¢ni lanac Markova kod koga stanje sistema u nekom trenutku
zavisi samo od stanja sistema u prethodnom trenutku, a ne od cele proslosti. Dakle, proces Cija
buduénost ne zavisi od proslosti ve¢ samo od sadasnjosti. Pretpostavi¢emo da sistem ima ukupno N
stanja i1 da se u svakom trenutku moze da se prede iz jednog u bilo koje drugo stanje sa odredenim
verovatno¢ama prelaza koje su nezavisne. Konstrukciju generatora zapo€injemo na slede¢i nacin.
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Pretpostavljamo da nam je dat prostor verovatnoce sa standardnom uredenom trojkom (Q,F, P).
Posto Zelimo da predvidamo cene rizi¢nih aktiva, potreban nam je proces koji ih opisuje. Taj niz
aktiva oznaci¢emo sa {S) }. Koristimo standardnu ¢injenicu da logaritam procesa prinosa tih rizi¢nih

. . S . , . .
aktiva, u oznaci y, = lns—k , prati sledece kretanje: y,,q4 = M + ZyZxyq1, gde su z, nezavisne
k-1

slu¢ajne promenljive sa N(0,1) raspodelom, proces {M,} predstavlja proces drifta, dok proces
{Z,} proces volatilnosti. Na ovaj na¢in konstruisan je model po uzoru na geometrijsko Braunovo
kretanje ali tako da su drift 1 volatilnost stohasticke veli¢ine. Kako su u pitanju stohasticki procesi
ideja je da se {(My,X)} predstavi skriveni Markovski model. Najveca prednost ovakov pristupa
jeste Sto u svakom stanju postoje razli¢iti parametri geometrijskog Braunovog kretanja. Motivacija
je preuzeta iz [1] 1 [4].

Ve¢ je napomenuto da je skup stanja lanac {(M;, )} dimenzije N. Oznaci¢emo ga sa:

S = { ([1.1, 0'1), ] (,U-N' O-N)}'

Matricu prelaza oznaCavamo sa Il = [1;; ];j=q,...n , 1 VaZi

T = P((Mi41,Zk+1) = Uier1r 04 1) | (Mi, Zie) = (Ug, 0k))-

Kako bi se ovaj model mogao upotrebiti, neophodno je oceniti parametre navedene parametre.
Drugim re¢ima, moramo oceniti:

e broj stanja lanca N,

e skup stanja lanca S

e iverovatnoce prelaza m; pbj=1,-,N.

Za razliku ocena skupa stanja verovatnota prelaza koje mozemo izvesti rekurzivno,
pretpostavicemo da je broj elemenata skupa stanja unapred zadat. Na samom pocetku odmah
mozemo uociti novu prepreku, a to je da je skup stanja dvodimenzionalan. Elementi skupa stanja u
formi uredenih parova svakako otezavaju ocenjivanje. Ipak u literaturi je predlozena transformacija
pomocu injektivnog preslikavanja koje ¢e skup stanja preslikati u skup vektora kanoni¢nke baze
prostora RV- (e, -+, ey) ; gde je e; vektor dimenzije N X 1, sa jedinicom na i-tom mestu i nulama
na svim ostalim, i = 1,---, N i na taj nacin je znatno olakSana situacija. To jest, literatura sugerise
slede¢u transformaciju pomocu injekcije f,S — {e;, -, ey} definisane sa f((,ui,ai)) =e; 1l =
1,---, N. Sto se postojanja ove funkcije ti¢e, ona je obezbedena jer dim (S) = dim ({es, -, ey}
Uz pomo¢ ovog preslikavanja mozemo da definiSemo proces {X }:

X = [((My,Zg)).
Veoma vazna ¢injenica je da i novi proces ima osobinu Markova, to jest:
P(Xpe41|Xie» Xie—1, 7+, Xo) = P(Xi41|Xp).
Skup stanja novog lanca je {e,, :**, ey}, a verovatnoce prelaza su iste kao kod lanca {(M,, Z;)}.
Kako bi se model formalizovao neophodno je da se uvedu slede¢e oznake za filtracije:

{Tk} = O-(XOrxl""'Xk)’
{Ux} = 0 o,y Yk)

{Gx} = Tk\/yk = 0(Xo, X1, X3 Yo, Y1, 5 Yie)-
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Nekajeu = (uy, -, uy)T io ={oy,,0oyn}" . Tadaje,
(i, 0)) = (. e)(o,e)); i = 1,+,N.
Konac¢no dobijamo finalnu formu modela za generaciju scenarija:
Yier = (WX ) + (0, Xi)Z1 (1)
Xier1 = X + Vieys, (2)

gde je {V}41} niz prirastaja martingala s obzirom na filtraciju {F}}.
2.1 Promena prostora verovatnoce

I pored transformacije modela opisane u prethodnom odeljku, model je ostaje suvise
komplikovan. U nastavku je data ideja koja se provlaci kroz literaturu vezanu za skrivene modele
Markova, a ona je sadrzana u promeni prostora verovatnoc¢e. To jest, zamisao je da se uvede idealan
prostor verovatno¢e u kom bi se izvrsila sva neophodna ra¢unanja, a potom svi dobijeni rezultati
vratili u realni prostor verovatno¢e uz pomoc¢ filtera koji ¢e se izvesti u meduvremenu. Data skica
promene prostora verovatnoce, dok se detaljno izvodenje kao i dokazi teorema koje slede mogu

pronaci u [4].

Dakle, cilj je uvesti novi prostor verovatno¢e i samim tim novu meru verovatnoce. Da bi se ta
ideja realizovala, prvo se moraju uvesti procesi:

yi— i Xi1)
¢< l <O-JXl—i> )
(0, X))

k
Ay = 1_[/11' Ay =1,
1=1

gde je ¢p(z) funckija gustine standardizovane normalne sluc¢ajne promenljive.

Al:

Nova mera verovatnoce P se potom defini$e na prostoru (€, ViZ; G;) uz ograni¢enje da je Radon-
Nikodym izvod Z—ﬁ na o-polju G, bas Ay, to jest, Z_ilgk = Ag. Ovo znaci da za bilo koji skup

B€EG,P= fB AydP. Za bilo koju G, — merljivu sluc¢ajnu promenljivu R,

ER) = fRdP = fRZ—f)dP = E(AkR) (3)

gde je sa E oznaceno ocekivanje pod merom P.

Teorema 1. (Uslovna Bajesova teorema). [4] Neka je (Q, F, P) prostor verovatnoc¢a i G < F pod
o —algebra. Pretpostavimo dalje da je P druga mera verovatnoca, apsolutno neprekidna sa obzirom

na P i na Radon-Nikodim izvod Z—i = A. Tada, ako je R bilo koja P integrabilna slucajna

promenljiva vazi

) E(AR[G)
E(RIG) = E(AIG) *

0, inace

ako E(A|g).

Koristimo ovu teoremu za idealnu P i realnu P verovatno¢u, pa imamo slede¢u lemu.
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Lema 1. [4] Ako je {Ry} G - prilagoden niz integrabilnih slu¢ajnih promenljivih, tada je
E (AR |Y)
ERulYx) =577~ -4
{9 = Fy @

Uvodimo oznaku ¥, (Rx) = E(AxRk|Uk). Vi (Rk)je u sustini nenormalizovano uslovno
oc¢ekivanje procesa Ry, za dato Y.

Prema Teoremi 1, ~
E(AkR|Yk) _ Yk (Rk)
E(Ak|Yi) Yie (1)

ERklYi) =

Ako odaberemo y;, (X,) = E (X,); dobijamo pocetne vrednosti za dalje rekurzije.
2.2. Rekurzivni filteri

Da bismo mogli sve rezultate da vratimo u stari prostor verovatnoée potrebno je da razvijemo
odgovarajuce filtere. Detaljan opis izvodenja se moze pronaci u [7].

Neka je dat niz {R; } koji zadovolajva sledece uslove:
‘ ARy11 = Ri41 — Ry
i
Vi Riex1) = E Ay 1Rl Yies1) + E(Ap418Ri4 1| Yper1)-

Ako uo¢imo da vazi

o (™)

(O-! Xk)¢(yk+1)

E(Ak+1Rk|yk+1) =F Ag1Ry |Yk+1 |

1 uvdemo oznaku:
Ve — Hi
('b ( g; )

PO == 500

vazi

N
E(Ag+1Ric|Yp+1) = Z(Vk (ReXi), ) T (Yies1)- (5)
i=1

Dakle, da bismo dobili ocenu za y;,; (Ry4+1) moramo oceniti y;, (R Xp).

Uredena n-torku jedinica u daljem tekstu ¢e biti oznagena sa 1 . Kako je (X;, 1) = YN (X, e;) = 1,
pa

Vi ReXi), 1) =i (RiXi 1)) =i (R (6)
Recima, formula (6) govori da ocenu za y; (R) moZzemo dobiti sumiranjem elemenata y;, (R, Xp).
Primetimo, ako je R, = 1,

V(1) = v ( (Xk:l)) =(yr Xi), 1) = E(Aklyk)-
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Teorema 2. [4] Neka je Ry, skalarni G-prilagoden proces slede¢e forme

Rei1 = Rp + apsr + Brrr Vir1) + ks f Ys1),

gdeje Vi1 = Xyyq — [Xy4q, f skalarna funckija, a, 5,6 G —predvidivi procesi a, dsu skalari, a f
vektor dimenzije N X 1). Tada vazi

Yier1 (Res1Xk41) N

= Z(Vk (RiX1), e) T e DT + Vie(@per 1 X1, eNT s )
i=1 .
+ Vier1 Ok 14Xk, eDT Wis 1) f w1 i + (diag (m;)

— )Y Brer1Xr 1, @ )DT Vies 1)
gde je m; = Ile;.

Ukoliko u teoremi 2. stavimo R, = Ry = 1; a,, = 0; B = (0,---,0)7; 8, = 0; dobijamo
N

Yie1 Kgs1) = Z(Vk X)) ) T Viegr)-

i=1

2.3. Stanja, prelazi i vreme zadrZavanja

Sada kada su izvedeni filteri, mogu se izvesti ocene nepoznatih parametra. Nephodno je samo,
izvesti jo§ ocenjivace za ocekivani broj prelaza kao i vreme zadZavanja lanca u svakom stanju.

Ocenjivac za broj skokova

Polazimo od ocenjivaca za broj prelaza izmedu svaka dva stanja. Na samom pocetku, definisan
je lanac Markova na slede¢i na¢in: X;, = [1X;_; + V). Posmatramo dva proizvoljna stanja lanca e,
1 e5. Pretpostavicemo da ako se u vremenskom trenutku [ — 1 lanac nalazi u stanju e, i u narednom
trenutku prelazi u stanje e, tada brojimo 1, a inace 0. Matematic¢ki zapisano ukoliko dode do
navedene promene stanja vazi da je (X;_q, e,.){X), e5)=1; inace je 0. Ako posmatramo vremenski
interval [0, k], tada broj svih skokova iz stanja e, u stanje ey u datom intervalu mozemo zapsisati

kao:
Kk

I = Z(Xl—per)(Xb es).

=1

Koristimo teoremu 2 sa R, =7.",Ry =0,a; = (Xp_1, )5, Bx = (Xp_1,€)el, 8, = 0pa
dobijamo,

N
14" (ﬂ,C’SXk) = Z[(yk—l (7]::91Xk—1)' e) T )T + (Vi1 Kor), e )T i) s
i=1

Ocenjivac za vreme zadrzavanja

Sada nas zanima vreme zadrzavanja lanca u svakom od stanja. Posmatramo proizvoljno stanje
e, 1 ho¢emo da vidimo koliko ¢e puta u intervalu [0, k] lanac biti u tom stanju. Koristimo istu
logiku kao u prethodnom sluc¢aju. Rac¢unamo 1 ako i samo ako proces bude u datom stanju tokom
intervala to jest (X;_;, e,) = 1 ako i samo ako X;_; = e,, inaCe je skalarni proizvod jednak 0.

k
or = Zl_1<xl-1' e) =00_ + (X, e).
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Opet koristimo teoremu 2 sa odgovarajuéim vrednostima, konkretno: R, = Oy,Ry =0,y =
Xk, e,), B = (0,---,0)7, 8, = 0 idobijamo,
N

e OFX) = D [ (OFXi1), e T 0 + (iecs (Kiees), )T i

i=1
Ocenjivac za pomocni process

Prethodna dva ocenjivaca koristimo za izvodenje verovatnoca prelaza. Medutim, da bi se izvele
ocene za nepoznate parametre geometrijkog Braunovog kretanja neohodno je uvedemo jo$ jedan
pomo¢ni proces. Koristi se sledeéi proces:

k
T (h) = Zl_1<Xl—1' er h(yi) = Tl_1(h) + (Xi—1, er)h (i),
gde h oznatava h(y) = yili h(y) = y?2.

Opet uz pomo¢ teoreme 2 sa R, = T,/ (h),Ry = 0,a, = 0, B, = (0,---,0)T, 8, = (X}, e,-) dobijamo:
N
Yie (T Xi) = Z[(Vk—1 (T (M) Xy-1), ei>ri(Yk)h(Yk)7Ti + (V-1 Xie—1), er>ri(yk)h(yk)nr-
i=1
Na ovaj nacin, izvdeni su filteri za yy (7,:’5X k),)/k (01 Xy), vi (T Xi). Kako su nam neophodni
filteri za vy (3;°),vi (OF), vk (T, na osnovu prethodnog poglavlja znamo da ih mozemo lako

dobiti sumiranjem komponenti pomenutih sra¢unatih filtera. To jest, ¥, (7¢°) = (Vi (75 Xx), 1),
Y (0r) = (v (0kXi), 1), vie (T) = (vie (T X)) ).

2.4. Ocena parametara maksimiziranjem ocekivanja

Sada kada su izvedeni ocenjivaci, konatno se moze pristupiti oceni nepoznatih parametara.
Postoje mnoge metode za ocenu parametara skrivenih modela Markova, medu kojima se kao
najfunkcionalnija izdvaja metoda maksimiziranja ocekivane vrednosti funkcije verodostojnosti.
Maksimiziranje oc¢ekivanja je iterativna metoda koja se sastoji iz slede¢a dva koraka, raCunanja
ocekivane vrednosti logaritma funkcije verodostojnosti s obzirom na trenutnu ocenu distribucije
neopazene promenljive i raCunanja parametara koji maksimiziraju izra¢unatu oc¢ekivanu vrednost.
[7]. Pomocu ove metode dobijamo da su ocene za data opazanja do vremena k verovatnoca prelaza
71,<(k) date sa:

(k) = Lk J (%)
e Yk (OF)°
vektora drifta 1, (k),
T k)
iy (k) =
Hr Y (O)

i vektora volatilnosti @, (k),

o Jyk T 32)) = 280V T 7)) — A2 ()Y (OF)
5 (k) =

T
Yr (Op)
Kada se dobiju ocene parametara, metod je spreman za integraciju u generaciji scenarija prinosa
rizi¢nih aktiva.

Pomoc¢u ocena koje smo izveli za matricu prelaza, drift i volatilnost, moZzemo predvideti cenu
rizi¢ne aktive za
slede¢i dan trgovanja. Dakle, cilj nam je da izvedemo formulu E (Si;1| Y, IT, w, 0) Vazi:
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E(Sk+1 |yk' 11, L, G) = E(Sk+leyk+1 |yk' II, , G) = Sk+1E(e}’k+1 |yk' 11, L, G)

N
- (E (X, e;) elXi) +oxoz |y T, G)
i=1

N
= Sk41E (Z 1<Xk’ ei)
i=

Dalje znamo, E ({Xy, ;)| Y, 11, w, 6) = (E (Xi| Yy, I, y, 0), €;). Kako je u;,i = 1,-++, N nezavisno od
{Ui, 11, u, 6} imamo E (e|Yy, 11, n,06) = eti. Sli¢no, i g; je nezavisno {Y,,II, 06} pa joS uz
2

“yk, H) l’l’l G) E(e#l |yk1 Hr ul G) E(eaiZk+1 |yk, H} l’l’l G)'

¢injenicu,  zx4+1,N(0,1)  dobijamo  E(e%#k+1|Y,,II,n,0) = e Kona¢no,  dobijamo

2
o gin Xx)
E(Sk41|Yk, I, 1, 0) = Sg Zl\il elie <y]fk (113 ,€i)-

3. Numericki eksperiment

Pretpostavimo da se skup aktiva sastoji iz cena indeksa Standard & Poor 500 (S&P 500).
Posmatrali smo dnevne cene tokom 2010. godine (ukupno 252 radnih dana). Numericki
eksperiment je imao sledeci tok. Koristili smo skrivene modele Makrkova kako bismo generisali
scenarije ove finansijske serije. Kako bi se uverili u superiornost modela, generisali smo scenarije
za istu seriju ali pomo¢u GARCH(1,1) modela, i izvrSili poredenje dobijenih rezultata.

Kao $to je spomenuto na samom pocetku, ocene za broj stanja lanca Markova se ne izvode veé
se unapred zadaju. Pretpostavicemo da je broj stanja 3. To je saglasno sa rezultatima koje su izveli
Messina i Toscani. Oni su, naime, uz pomo¢ kako statisti¢kih tehnika tako 1 ispitivanjem podataka
ocenili dimenziju skupa stanja na 3 stanja i pokazali da model sa 3 stanja daje dobru reprezentaciju
cena rizicnih aktiva.[6]. Intuitivno tri stanja moZemo posmatrati kao tri tipi¢na stanja
ekonomije:dobro, srednje, lose.

Uz pomo¢ navedenih tenihika iz prethodnih poglavlja, dobijamo slede¢e ocene parametra.

Prinosi indeksa S&P 500 tokom 2010. godine. simulirane cene
stvarne cene
0.04 -
One-step prognoza za indeks
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Figura 1. Ocena parametara za indeks S&P 500.

Optimalna ocena matrice verovatnoca prelaza je:

R 0.3404 0.3380 0.3336
IT=100.3295 0.3292 0.3327
0.3300 0.3329 0.3337
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Optimalna ocena vektora drifta je i = (0.7106-1073,0.6044 - 1073,0.2022 - 10~2)T | a vektora
volatilnosti & = (0.0078,0.0093,0.0160)7. Pored ocena parametara, na slici 1 predstavljeno je
kretanje prinosa indeksa tokom posmatranog perioda kao i1 kretanje cena indeksa zajedno sa
simuliranim cenama. Ukoliko pogledamo prinose vidimo da takvo ponaSanje sugeriSe da bi
pogodan izbor za opisivanje ovog procesa bio model skrivenih lanaca Markova koji karakteriSu
visok 1 srednji nivo volatilnosti. Ukoliko posmatramo ocene parametara lanca Markova, mozemo

videti da svi parametri konvergiraju.

GARCH(1,1)
1600 T T T T T T T T T

staza 1
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staza b
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T
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dani
Figura 2. Simulirane cene indeksa S&P 500 pomo¢u GARCH(1,1) modela, sa 20 staza tokom 100
dana.

GeneriSemo 20 staza za posmatranu vremensku seriju pomoc¢u oba metoda za 100 dana. Stazu
cene aktiva simuliramo pomocu optimalnih ocena parametara. Na slikama 2 1 3 su prikazane staze
koje smo dobili. Crnim tackicama je oznaceno kretanje stvarnih cena indeksa. I zaista, mozemo
uoCiti da se generator skrivenih lanaca Markova pokazuje kao razuman izbor. Vidimo da su
predvidaja koja daje GARCH(1,1) model precenjena, za razliku od modela skrivenih lanaca koja su
realistine, ali sa nekim ekstremno niskim ili visokim predvidanjima.

HMM
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Figura 3. Simulirane cene indeksa S&P 500 pomoc¢u modela skrivenih lanaca Markova, sa 20 staza
tokom 100 dana.
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4. Zakljucak

U ovom radu je ukratko opisana jedna od predlozenih alternativa tradicionalnim pristupima
modeliranja finansijskih vremenskih serija za generaciju scenarija. Predstavljen je pristup zasnovan
na skrivenim modelima Markova. Osnovna pretpostavka modela jeste da je proces zadrzava formu
geometrijskog Braunovog kretanja, ali sa pretpostavkama koje su slabije. Parametri tog procesa
mogu da se menjaju u razliitim stanjima lanca. Predlozeni model se dakle ne razlikuje
fundamentalo od ranijih metoda, ali uspeva da objasni vazne osobine vremenskih serija kao §to su
ekstremna kretanja i grupisanje volatilnosti. U numerickom eksperimentu, pokazano je da su
rezultati implementacije viSe nego znacajni, kao $to je neosporna i bolja generacija od GARCH
modela. Parametri modela su ocenjeni na osnovu tehnike rekurzivnih filtera. Nakon ocene
parametara, na osnovu istorijskih podataka, mogu se generisati staze senarija, Sto je i uradeno u
ovom radu.
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HPUMEHE IICEYO-CJYYAJHOCTHU Y TEOPUJU BEPOBATHORA

Bborpan O6agnh

Mamemamuuru gpaxynmem, Ynusepzumem y beoepady, Cpouja.
mv09058@alas.matf.bg.ac.rs

AmncrtpakT. Luss oBor pana je xnacudukanuja reHepaTopa Nceya0-CiIydajHuX OpojeBa pau HBHUXOBE JaKIIIe
MIpUMEHE Yy CHUMYyJIallijaMa clly9ajHuX jorahaja y Teopuju BepoBaTtHohe. Kako HHMjemaH reHepaTop Iceyao-
ciydajHux OpojeBa HHUje CaBpIICH, M3 MPOCTOT pasjiora MITO je ACTEPMUHHCTHYKE NPHUPOJIE, OBAKBa
KJIacuuKayja HaMm Jlaje YBUA y MPEIHOCTH U MaHe reneparopa. Camo nmoOpum ogabupom reseparopa, y
3aBUCHOCTH O] MpobjieMa mpea KOjuM ce Halazumo, MokeMo moctuhu Hajoosse pesynrare. Takole, Ouhe
HaM MHOTO JIaKIIe Jia ce OuIydnMo u3Mel)y KBaimTeTa HeKe olieHe W Op3MHE OllekhHBamka BepoBaTHONA.
Moxe ce KOHCTaTOBATH J1a YCIOBH Yy KOjUMa ce HeKH CiIydajHu Joraljaju oJurpaBajy jecy HepHCTYIIauHH 3a
Mepeme, TPEBUIIe CKYIH, WM MaK HempakTHYHH. 300T Tora je cuMylaiyja ciiydajHux gorahaja Hekama
Hen30eXKHa, a U3BOP ICEYA0-CIYUajHOCTH Ha ACTCPMUHUCTUYIKO] MAlTMHU HUjEe YBEK MOTOMAH 3a pad. bp3
pa3Boj HHQOPMALMOHUX TEXHOJIOTHja Koje ce mperuinhy ca JpyruM HaydYHUM AWCLHIUIMHAMA 1ajy cBe Behu
JIOTIPUHOC Y N300py 00JbHX M e(PUKACHUjUX H3BOPA TICEYA0-CITy4ajHOCTH, Te 300T lbUXOBUX YCKUX MPUMEHA
3a KOHKPETHY HaMeHy MOpaMo UMAaTH yBUJ Y CBe, He OMcMo i ogabpain HaMa HajOOoJbH.

KibyuHe peun: niceyno-ciy4ajHOCT, TeHEpATOPH TICeyI0-CIIydajHUX OpojeBa, CHMyJIalyja, BepoBaTHONha

1. ¥YBoa

Cumynupame CTOXaCTHMYKMX Mpolleca Ha padyyHapHMa 3aXxTeBa HEKH H3BOpP CIIy4ajHOCTH. Y
npakcH, OPOjeBH KOJU U3TIEAA]y CIy4ajHH Ce Ha padyyHapy T€HEPHUITY MOTITYHO IETEPMUHUCTUUKUM
QITOPUTMUMA, U 3aTO TO HUKAKO HE MOTY OMTH IpaBH Ciiy4ajHu OpojeBu. EKBUBaJIEHTHO, ako OM ce
OBH QJITOPUTMHU H3BPIIWIM Yy JAPYrOo BpeMe WM Ha APYTUM padyHapHMa ca HWCTHM ITOYETHUM
CTamkeM MHTEPHHUX I10/1aTaka, 100ujeHr Hu3 OpojeBa 61 Omo moTmyHo uctu. To je pasnor 3amrTo oBe
OpojeBe Ha3MBaMO IICEYIO-CIy4ajHUM OpojeBuMa. AKO Ccy J0OMjeHH pPaHIOMHU3HPAHUM
anropuTMHUMAal", TaKBE aNTOPUTME HA3MBAMO TEHEPATOPHMA ICEyNO-CIydajHAX OpojeBa. Kako je
MpaBy CIy4ajHOCT HeMoryhe J00WTH Ha JETEPMHUHUCTHYKOM padyHapy, 3aJI0BOJbaBaMO Ce€
reHeparopuma Iceyno-CIy4ajHuX OpojeBa TakBUM Ja 1oOujeHH HU3 OpojeBa mpoja3u BehuHy
CTATUCTUYKUX TECTOBA ciydajHOCTH. CBU reHEpaTOpH ICeyA0-CaydajHuX OpojeBa Majajy Ha HEKOM
CTaTUCTHYKOM TecTy. [lomTo He mocToju yHUBEp3aiHa KOJIEKIHja TECTOBA YMjU MPOJIa3 rapaHTyje
Jla je JaTh TeHepaTop NOTIYHO TOy3/aH, T€HEpaTopH ce Hajuemhe KOHCTpyHWIly 3a oapeheny
HaMEeHy M MopamoO OWTH NaXJbUBU TPU OAa0Mpy TreHeparopa Ja OMCMO OCHrypayd HajooJbU
pesyartat. 300or Tora je oOBakBa Kiacu(UKaIMja IICEYyAO0-CAyYajHHX TeHepaTopa HEOMXO/IHa.

[IpernocTaBuMO 1a HaM Tpebdajy TCeyno-cliydajHu TpupoaHu OpojeBu u3mehy 0 m mel,

yaudopmuo pacnopehenu. Jla Oucmo n0OMIM TakaB IUCKPETHH HU3 HA JIETEPMUHHCTHUYKO)]
MaIllMHU, TOTpe0aH HaM je HEeKH IreHepaTop Iceyao-ciaydajHux opojesa. [lopen knacudukanmje, y
OoBOM pany he OMTHM HaBeleHE M NMPETHOCTH M MaHE CBAKOr OJI 'eHepaTropa, Kao M HAuMHH 32
BUXOBO MOOOJBIIIAKkE Y OJTHOCY Ha Heke Beh mocTtojehe. Ako Ham mak Tpebajy peamHu yHU(DOPMHO
pacniopehenu O6pojeBu u3 Hip. uHTepBana [0,1], Hajmakmie je ga Manonpehanrmbu TUCKPETHH HU3
HOpMHpaMoO ca m. Ako xoheMo /1a HaM Ticeyno-CiTy4dajHu OpOojeBH IMpaTe HEKY APYTY pacrojeny,
HOpMaJIHy, TeoMeTpHjcKy, [lyacoHoBy...,to je moryhe moctuhu oapehenum Ttpanchopmarmjama
yHH(OPMHOT TICey10-ClydajHor Hu3al™.
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2. I'enepaTopu nceyao-cJy4ajHuX HU30Ba

HedopmanHo, nceyao-ciydajau reneparop je anropuram G:{0,1}' —{0,1}™ rme je m mHoro
Behe o t Tako 1a 3a yHmdopmHO m3abpaHo x€{0,1}' , pacnogena G(X) je mceymo-ciaydajHa, Tj.
,imun’ Ha yaudopmuy npeko {0,11™. Ako je Uy, ciyuajHa nmpoMeHsbuBa yHU(POPMHO pacnoie/beHa
Ha {0,1}" u G nceymo-ciy4ajuu reneparop, onzaa je G nobap rceyao-ciiydajHu reHepaTop ako Cy
G(Uy) m Uy, cratucTiuku 06713y,

Jepunnnmja 1. CraTucTiuka qUCTaHIA je Mepa pacTojama n3Mel)y JBa cTaTUCTHYKA 00jeKTa, HIIp.
y30pKa, CiydajHe MpOMEHJBMBE, pacrmojene BepoBaTHoha.. OGmuka je d:X’—R. Ako cy
cratucTiuku 00jexTH y Hekoj (K,g)-oxomuan, pehu hemo na cy craructuyaku 0am3y.

Hepununuja 2. /IBe pacriomene pux u py Ha {0,1}™" ce (K,g)-He pasnukyjy ako

(VT S {0,13™)(|Px~pyy (X €T} — Py y  {Y ET} < &) (1)

Hedpunnumja 3 (nceypo-cayuajuocr). Pacnonena ux npeko {0,1}™ je (K,e)-niceyno-cinyuajaa ako
je (K,e)-nepaznuuuta ox yHubopMHe pacmojene, T.j. ako

|IT|
Pyx (X €T} — 2—m| < e) o

(VT < {0,1)™) (

Teopema 1 (I'pun-Tao-Lleraep). Axo je R nceyno-cinydajau ckym, T.j. CKyH ca ICeyJ0-CIy4ajHOM
pacriogenom u DER ryct y R, oHza ce ckyn D Moxe m3mojenoBaTi ckyrmoM M Koju je TyCT Ha
LeJIOM JIOMeHY Tako n1a ce ckynosu D u M (K,e)-He paznukyjy.

2.1. JInneapHu KoHrpyeHTHHU reneparop (JIKT')

JIKT je jenan ox Hajuenthe xopuirheHUX W HAJIPOCTHjUX YHUGOPMHHUX reHepaTopa. CBakako
HUje ¥ HajOOJbH, )M FHETOBA MPETHOCT CE OTJieAa y TOME MTO Jiaje jako Op3y OIeHY, HaKO je OHa
HeKaJla ImpeBuIle Tpyda. 3a MOoYeTHY BPEAHOCT TeHepaTopa y3MMaMo HeKo Xo, 0< xo<m, te JIKI
M3padyHaBa HU3 MPUPOTHUX OpOjeBa X, Xz, X3... u3Mely 0 u m-1 Ha OCHOBY peKkypeHTHe hopMyie

Xir1=ax;+b (mod m) , i=0,1,2... 3)

rae cy a, 1< a<m, nmaxxJpuBO HM3abpaHum mpuponHu OpojeBu. KacHuje he Outh Ha3zHaueHO Koje
BPEIHOCTH 3a a U m he HaM JaTu HajOpKe pesynrare ¥ HajKOPUCHH]je, JOK 3a cajga Moxkemo pehu
b £ 0, jep U3 WHEroBe JMHEAPHOCTH HE CJICIM HUKAaKBa 00Jba PACIIONCIHCHOCT WIAHOBA HU3a, a MPU
b=0 moxemo camo n00uTH Ha eduKAacHOCTH, T.J. Op3MHHU, IITO jeé W TJaBHA OJJIMKAa OBOT
reHeparopa. bpoj xo HazuBamo ceme (eHri. seed). 3a BpenHocT Xo=0 g00HjaMoO HyJa HU3, TE HEMA
CBpxXe pauyHaTu ra. HamomMeHumo camo jour ga 3a mpocTo m 4WIaHOBM HHU3a HUKAJa HUCY HyJa.

JIKT cy O6p3u reHepaTopu U 3aXT€Bajy MUHUMATHO MeMopHje. To uX YuHU ynoTpeOJbUBHM a
CUMYJaIjy Bulle HezaBucHUX TokoBa. Hanme, JIKI™ He Ou Tpebanu ga ce mpuMemyjy TaMo TIg je
CITy4ajHOCT BUCOKOT KBanmuTeTa HeomxoaHa. Mnak, JIKI™ mory 6utu mo6ap n300p 3a OHO IIITO HaM je
notrpeOHo. Hrp. y xkyhHuM pauyHapuMma je KOJIMYMHA MEMOpPHje€ YeCTO BPJIO OTpaHMYCHA, Ma Cy
JIKT" omnmmanM 3a TakBe ycioBe. 300T Tora Cy jako MPUMEHJBMBH M Y UTPAYKUM KOH30J1ama TJe je
notrpebaH HEKHM M3BOP Mceyao-ciyyajHocTd. butose Hiker pena JIKI-a kama je m crTemneH ABOjke
He Ou Tpebano KOPUCTUTH HU 3a jeJlaH CTeNeH ciiydajHocTh. Joun jexad on Hemocrataka JIKI -a je
Jla UMajy BHCOK CTETIeH Kopenalyje, na Hucy norogaau 3a Monte Carlo unu Las Vegas merone. Ako
OMCMO WX HIIP. KOPUCTHJIM Ja JOOHjeMO TadyKe y N-TUMEH3HMOHOM IPOCTOPY, OHE OW Hajuemnihe
nexane y Mame ox (n!*k)"" xuneppasun, rie je k crenen aBojke u m o6mmka 25, To yak TUPEKTHO
cieau n3 MapcarimjeBe Teopeme .
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IIpumep 1. Heka je m=11, a=3, ceme xo=1. Kopumhewem JIKI -a nobujamo Hu3
3,9,5,4,1,3,9...

Hanomena 1. Kaga ce npBu myt Heku 0poj reHepuie o apyru myt (y IIpumepy 1 je To 6poj 3),
n00MjamMo TTOHU3 KOJH C€ TTOHABJbA, T3B. MIEPHO/I.

[Tocmarpajmo jormr mano [Ipumep 1: myxkuHa nepuoga Huza je 5. Yommtumo To caaa. [Tomrro umamo
m Moryhux BpeIHOCTH 3a WIaHOBE HHU3a Hajmyxu Moryhu mepuoa je m. Kako je Beh peueno na 3a
IIPOCTO M HUKAJ HEe 100MjaMo HyIy, 32 TAKBO M MUHMMAJIHU NIepuo je m-1.

IIpumep 2. Heka je m=11, a=7, ceme xo=1. Kopumrhewem JIKI-a ro6ujamo Huz
7,5,2,3,10,4,6,9,8,1,7,5...

Hanomena 2. Y oBoMm ciyuajy je mepuon m-1=11-1=10, mro je Hajoospa Moryha BpemHOCT 3a
OBaKoO ojlabpaHe moveTHe BpeaHocTH. [lakie 3a m nmpocT 6poj pazHe BPEAHOCTH a Aajy MyH MEepuos
HE3aBHCHO O]] BPETHOCTH CEMEHa X,

Ilpumenda 1. Ha pauynapy 32-OuTHe apXHMTEKType jellaH OWT je pe3epBHCaH 3a 3HaK, Ma je m
MakcumanHe nyxune 31 our. Hajehu 3anucuB 31-0utHu o3HaueHu 0poj je
2°1-1=2147483647

a Kako je taj 6poj MepceHoB 0poj, oH je u npocT. Hajoosby yHUPOPMHY paconesbeHOCT TICEY/I0-
ciydyajHuX HU30Ba qobujamo 3a a=16807 u a=48271 (Cnuxe 1 u 2). To ce Moke MPUMETUTH U ca
rpapukona pacunama. Ako ymecto 1000, 3a myxuny Huza yzmemo 100000 (Cnuxka 5), BUIUMO
MOTNYHY YHU(DOPMHOCT, U Y BepoBaTHOhM MOKeMO OMTH 3aJJ0BOJFHH OBaKBUM HU30M. OBJie Takohe
EMIUPUJCKH BHUIUMO U 3aKOH BEIMKUX OpojeBa, jep 3a Behu y3opak pobujamo Oosby
pacnionesbeHocT. Cama, ako CMO Ce OJUTYYHJIM 32 OBaj TEHEPaTop, MOKEMO CHMYJIAIFjaMa PEIIUTH
HEKe oJ1 TpobiiemMa y BepoBaTHONH.
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Cnuka 1. TI'paduron pacumama 3a MINSTD

Cnuka 2. T'padukon pacumnama 3a MINSTD
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Crnuxka 3. I'padukoH pacumama 3a MpoU3BOJHHO a

@ NIKr, 2=65535

Cnuka 4. T'padukoH pacuriama 3a MPOU3BOJEHO a
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Cmuka 5. MINSTD 3a n=100000

Ipumep 3. JIKT -om cumynupajmo 6amame HoBuuha 20 myTa.

JobOumu cMmo: L0 ILIL I, I T, L T, LI, T I
HoBuMm nokperamem: rILC L U ILILILE, U ILIL ILILT, T, T
U jomr jeqHOM: ILILr,r,r,rr,r LI I, C I, U L IL I, T
U jour camo jemHOM: JILIL ILT L, ILIL D ILTLILILITTT

JloGap mokasareJsb Mcey10-CIy4ajHOCTH je U TO J1a CMO IPH CBAKOM MOKPETamy JTOOMITH
JPYTH HU3, YIIPABO 300T pa3IMYMTUX CEMEHA.

Ipumep 4. JIKI'-om cumynupajmo 6aname xorkuie 10 myTa.

JoOumu cMmo: 1,5,6,2,1,3,4,2,3,2
HoBuMm nokperamem: 5,1,2,2,1,6,2,6,6,1
U jomr jegHOM: 1,2,5,4,5,6,1,1,1,2
U jour camo jemHOM: 2,1,3,4,1,3,6,2,6,3

2.2 Mepcenos TBucTep (MT)

MT je ynudopmHU reHeparop Inceyo-ciaydajHux oOpojea. Pa3zsunu cy ra Makoro MarcymoTo
u Takyju Hummumypa 1997. roqune. HheroBe rimaBHe mpemxHoOCTH Cy Op3WHAa W POOYCTHOCT, Kao H
jako Bemmku mepuox ox 2'°77-1. Kako je 2'°”*’-1 MepcenoB mpoct 6poj, oH je 3acmykaH 3a HMe
OBOT' TeHepaTopa. YjeIHO, Iceyao-ciiydajau OpojeBu koje MT reHepuiie mpojase BpJIO CTPOTe
cratucTuuke TectoBe. OBo nonasu y3 neHy na MT kopuctu 624 memopujcke peun, aok JIKD
KOPHUCTH CaMo jeZJHy MeMOpHjcKy ped (32-0utHy uinn 64-OuTHy Hajuemihe).

MT renepumie HW3 OWHApHUX BEKTOpa MAYXHHE W, KOJH IOjeIMHAYHO TPEIACTABIbAjY
yHu(OpMHE Ticeymo-ciydajue 6pojese u3 uaTepBana ox 0 10 2" —1 y GuHapHOM 3amucy.
®opmyna MT-a je Takohe pekypeHTHOT 00JIMKa:

I

0 O ., 0
Xk+n = Xk+m T Xp41 * [0 Ir] * A+ xp, * [ WO r 0] *A, k+0,1,2,.. 4)

rae cy Ir i Iw—r jenuanune matpurie pena » i w —r , 0 je Hyya mMaTpuiia oaroBapajyher peaa u A je
MaTpuia peaa w. YOo4uMo Ja HaMm Tpeda n MOYeTHUX BEeKTopa (CeMeHa) Xo, X|, ... , X,—1. Laja peoM
3a k=0,1,2, ... TobujamMo ocTaje BEKTOPE HU3A X, Xp+1, Xpi2, .-

[Ipoctuju 06MHMK TOPHE PEKYPEHTHE jeTHAYMHE KOjU jé MHOTO JIaKIIH 33 UMILIEMCHTUPAHE
je:
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Xpon = Xgom + Xieor XOR((xk_y, o, xk, xk2L, L xEt )« 4), k+0,1,2,.. (5)

0 1 0 .. 0

. . . 0 1.0

HaJGCI)I/IKaCHI/I_]I/I KaHauaaT 3a A J€ o0Onuka . . .
Aw-1 Qy—2 QAw-3 - Qo

OBu nmapameTpu ce ese y ABe Ipyme

1) Ilapamerpu nepuoja, oapelyjy nepuos reHeprucanor Huza o6pojeBa. To cy 1enu 6pojeBu w
(BeMUMHA MEMOpPHJCKE peuH), n (pel peKypeHTHE jeqHadynHe), m (Cpedamu CIEMEHT) U T
(eoOHa Tauka MEMOpPH]jCKE peun), Kao U jeaH OMHApHU BeKTOp a (Marpuua A).

2) Ilapamerpu yHudopmuoctu, oxapelyjy kBamurer yHUGOPMHOCTH TEHEPHUCAHOT HH3a
OpojeBa. Ty cnazgajy uenu OpojeBH KOjU ce KOPUCTE MPH MU(PTOBAKY Y UMIIEMEHTAU]U U
y3umajy BpeaHocT o1 1 1o w-1.

Paznor 300r Benuke nmomynapHoctd MT anropurma naHac je jeZHOCTaBHO 300r Tora IITO ra
TeXHOJIOTH]ja TopkaBa. Kana je HacTao, 300T CBOje TeIIKe MMIUIEMEHTAIH]e, OMO je CrIop, U MHOTH
Cy ra KpuTukoBayno, ykibyuyjyhu u Ilopya Mapcarnuja. [lanac hemo wumak pehu na je oBaj
anroputam Op3. Hberosa HajBeha mpeaHOCT je HapaBHO Iy>KWHA HErOBOT mepuoia. Ty je Takohe
BUCOK cTeneH yHUpopMmHOcTH. [lceyno-cimydajan Huz nobujen MT-om je K-ynupopmuo
pacrioaesbeH 3a cBako K u3 [1, 623]. ['enepanno, Bucoke nepdopmMaHce OBOT aiTOPUTMA CIIEE U3
KOJIMYMHE MEMOpHje Kojy OH Tpoluu. Mlako To jecTe MHOro, OH je TpouH epuKacHo. 300r Tora je
MT default renepatop MHOTHX 3Ha4YajHUX MPOTPAMCKHUX MakeTra, kao mrto cy Hrnp: MATLAB, R,
Maple, xao u y nporpamckom je3uky Python, u npyrum.

Ipumep 5. MT-om cumynupajmMo okperame pyera 10 myTa.
Jo6wmmm cMmo:

261918203 1828172100217230367100123281933529416262200262330232
103027353336361533443221001762220182326202192418161534362922418
3128183233432916611111310233525183003036914323211516

Hexka 0 u 00 31a4e ga je kyha nobumna. ¥ oBoM HH3Yy umMamo 6 myTa nojasspuBame 0 nm 00.
Teopujcku, Tpeda ga umamo 100*2/38=5,26. [lakne 6113y cMO 04eKHUBaHO] (DPEKBEHITH]H.
IToxpenumo nporpam noHoBo. Jfo6ujamo Hu3:

1544625161162810131335335332253209283593424122330010141828323
91421232611013229191427291622711519172900343216007271124224433
261427122728344810281420333121350019241397103421

Nmawmo 5 nojaeuBama 0 niaum 00. [Tokperumo cana 100 myTa oBaj reHepaTop U OIIEHUMO
nojassbuBame 0 wiu 00. obujeno je 552 nojaBspuBama 0 i 00 ykymHo, mTo je 5,52 myTa 1o
Hu3y npocedHo. [Tokpenumo ra caga 1000 myTa. Jlo6ujeno je 5212 mojaBiprBama yKymHo, i 5,21
npoceuno. [Tokpennmo renepatop caaa gak 10000 myta. lobujamo 52558 mojaBibruBama yKyIHo,
uu 5,26 myTa mpoCeyHo, MITO j& UIACHTHYHO Ca TEOPHJCKH TOOMjEHUM PE3yITaTOM JI0 Ha JIBE
neuumMane. OnaBae MOXKEMO EMITMPH]CKH 3aKJbYYUTH Jia j€ OBaj TeHepaTop 1obap.

IIpumep 6. Hexu crpenar nmorala mety ca BepoBaTHohom o1 0,2. AKO pu CBaKOM MOTOTKY J00H]je
1 moen, mpumenom MT -a onxpenutu BepoBaTHOhy ma ocBoju 10 moeHa.

Jo6unu cmo da je 10-u morogak crurao y 46-om rahamy, unme je BepoBaTHoha gorahaja 0,22.
VY caenehem nokperamwy cmo noowmm fa je 10-u morogak cturao tek y 30-om rahamy, unme je
BepoBaTHoha forahaja 0,33. Kako je 0BO HEKOH3UCTEHTHO, U3payyHajMO IIPOCEUHY BEPOBATHONY y
100 mokpetama rereparopa. [Ipoceuno je morpedHo 50,33 rahama ga 6u ce ocBojuio 10 moeHa, Tj.
BepoBaTHoha forahaja je 0,19. To ce jomr 6osbe BuaM U Kaja reHepatop nokpenemo 10000 myTa.
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Tanma BepoBatHOha norahaja uznocu 0,200556, 1j moTpedHO je oko 49,861 rahama. Axo rahama
320KpYKMMO Ha 11e0 Opoj Kao IITo TO | jecy, nobujamo 50. BepoBaTtHohy cBO Beh no0Ounu
UACHTUYHY TEOPHjCKOj 710 Ha JBE JIEIIMAaJIe.

2.3. Blum Blum Shub (bBIII)

BBIII je anropuram koju cy Hampaswiu JleHopa biym, Manyen biaym u Muxaen 1Ia6 1986
ronune. O0IMKa je:

xi+1=xiz (mod m) ©6)
r7ie m MpeacTaB/ba YMHOXaK JBa rmpocta Opoja p u q. Ceme Xo He Ou Tpebayio na Oyzae 1 uam HeKu
apyru 1eo 0poj nespuB ca m. Oba mpocrta Opoja p u q 6u Tpebana 6GUTH KOHrpyeHTHa Opojy 3 1o
Moayny 4, ma OM CBakM KBaJpaTHHU OCTaTak MMao Oap jelaH KOPEH KOju je Takohe KBaapaTHHU
ocrarak. IllTo je mamu 3ajemuudku genuresb OpojeBa @(p-1) m ¢(q-1), To he mepuox mceymo-
cinyyajHor Hu3a outnu Behu. To je mocnenuma OjnepoBe Teopeme, Kao M YHEH-CHUIA J1a je€ MoTryhe
OUII0 KOje X; M3padyHATH TUPEKTHO U3 Te Teopemel .

2.4. NuBep3nun koHrpyeHTHu reneparop (UKT')

HKI' je BpcTa HEIMHEAPHOT KOHTPYEHTHOI TIeHepaTopa IceyAo-cliydajHux OpojeBa, KOju
KOPUCTH MOAYJIAPHHU MYJITHIUIMKAaTUBHU MHBEP3 (aKO OH MOCTOjU) Kako Ou reHepucao cieaehu 6poj
y Hu3y. CTanaap/Ha jelHaurHa 32 MHBEP3HH KOHTPYEHTHH T'€HEpaTop je:

Xir1=(a*X;1+c) (mod m) (7)

I'ne je ¢ nenmobpojua koHcTanTa. Huje Temko BuaeT na X; y3uma BpeaHoctd ox 0 1o m.
2.5. Metona cpeguna kBagpara (MCK)

Huje nome noMeHyTH U OBaj MPUMHUTHUBHU METOJ NMPBU MyT yBenaeH 1949. rogune. YBeo ra je
Ilor ¢on Hojman. [lpBu myT je mmruiementupan Ha ENIAC-y. 3a Hu3 n-TommdpeHHx mceyao-
ciny4ajHux OpojeBa y3ehemo n-torudpeHo ceme, KBaapUpaTH Ta, y3eTU Cpelmux n nudapa, u 1o
HaM je crenehu wian HU3a U yjeHO HOBO ceMe.

ITpaktnyno MCK meron HUje mpUMEHJBUB 300T jako KpaTkor mepuojna. Takohe, HU3 yme na
MOCTaHe HyJIa HU3 TI0YEB OJ1 HEKOT YIaHa, MJIM HEKH JPYTy KOHCTAHTaH HU3. 3a n=4, 0BO ce JielaBa
ca cemenuma 0100, 2500, 3792, u 7600. 3a n=2 je To HajouurIeIHH]j€E, jep HU 3a jeaHo ceme ox 00
10 99 nuje moryhe renepucaru Buiie of 14 uiaHoBa HU3a, a Ja HU3 HE TIOCTaHE KOHCTAHTaH, M TO
0, 10, 60 Hu3, oK Han3MeHUYHO 24-57 HU3.

2.6. I'enepaTop 1uneapno nomepajyher peructpa (I'JIIIP)

[JIIIP je cmemuduuaH Mo TOME IITO Ce€  ICEYNO-CIydajHu OpojeBH ce He a00Hjajy
aputTMeTHYKUM Beh JormukuMm omepanujama. Hajuemha omepanmja y ymorpebu je XOR,
,»CKCKITy3uBHO min”. 360r oBux ocodbuna ['JIIIP je yecto mMmrmiaeMeHTHpaH U xapasepcku. [loyeTna
Bpeanoct ['JI[TP-a ce 30Be ceme. butoBu koju yTudy Ha cienehe crame, Tj. OUTOBH OJ KOjUX CE
nobuja cinenehu unan HU3a, 30By ce ciaBuHE. bUT HajMame TEXWHE ce 30BE CIOJbHA claBHHA. [la
OM HU3 MMAao MaKCHMaJaH nepuoj ojx m=2"-1, moj MPETIOCTaBKOM Ja CeMe HHje HyJa, Mopa
MOCTOjaTH MapaH Opoj claBUHA.

[TocTtymak ce M3BOAM TakKO INTO C€ Ha CIABUHE PEIOM, O/ OWTAa HajMame TEXKHHE Ka OUTY
HajBehe TexuHe, MpUMemYje JOrHuKa ornepaiyja, 1 Jo0ujeH! OUT ce JOoMUCyje Ha moyeTak Opoja,
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JOK ce mocieamu out Opume. [la Ou ce cienehn unman HU3a M3padyHao, MOXKE C€ KOPUCTUTH U
KapaKTePUCTHYHU TOJMHOM OOJIHKa:

XPt 4+ XP2 4 ... + XPk + 1 (mod 2) (8)

rze je k mapan O6poj, u OpojeBu pi, p2, ... Pk CY Y3ajaMHO IPOCTH, Tj. HajBehu Opoj KOju Jenu cBe
wmux je 1.
Jlakie, reHepaTop ce MOXE 3aMucaT y OOIHUKY

Xi+1 = Xipl +Xip2 + -4+ Xipk +1 (mOd 2) (9)

ca HCTHUM TIPETIIOCTaBKaMa 3a K 1 py pa. ... Pk

Hexku on Hajuemhux kapakrepuctuynux nonunoma ['JIITP-a cy:

x*+x+x+x*+1, koju mudTyje ocMoOuTHE Heo3HaueHe Gpojese i meproaa je 255=2-1.
x+x"*x+x'"+1, koju mmdryje mecHaecTOOMTHe Heo3HaueHe OpojeBe M MepHOA  je
65535=2""-1.

Axko mornemamo [JI[IP, Bunehemo ma mobpum omabupom crnaBuHa Moryhe je JO0OUTH
J0BOJbHO yHUGOPMHO pacmnopelen mceymo-cinydajan Hu3. [lo3HaTo je W da ce oBaj TeHeparop
CBOjEBPEMEHO KOPHCTHO Y BOjHE CBpXe 3a Kpunrorpadujy. 3a TO je 3aciaykHa BeoMa Jaka
MMIUIEMCHTAIIMja YaK M Ha eJICKTpoMexaHW4IKuM ypehajuma. Mana kako je oBaj TeHepaTop jeAaH
JMHEapaH CUCTEM, JaHac ra je Moryhe pelaTWBHO JIakOo Pa3OMTH KOpUIIhEmEeM KPHUITOaHAIN3E.
Jako je moromaH 3a XxapABepCKy UMILIEMEHTAIN]y TICEY10-CIy4ajHOCTH, T€ Ka0 XapIBEPCKU H3BOP,
OuTHa 0COOMHA OBOT TeHepaTopa ce u3aBaja Op3uHa.

IIpumep 7. Heka je kapakTepUCTUYHH MOJIMHOM x +x*xP+x"+1, u normuxa ¢ynkumja XOR.
Kopumthewem T'JI[IP-a nemoHcTpupatu o0pa3oBame MCEyA0-CIy4ajHOT HH3a 32 XEKCaJeKaIHO
ceme ACEL.

11 1314 16

1
’—l IENENNIERINNEREEREL
o CnaBuHe cy:
( Cl6, C14, C13, C11.

ACE] je 6unapho:
1010 1100 1110 0001

Cl6 XORC14=1XOR0=1

(C16 XOR C14) XOR C13=1XOR 0=0
((C16 XOR C14) XOR C13) XOR C11=0XOR 1=0
Jloncyjemo HyJIy Ha rnoudeTak Opoja:
010101100 1110 0001
Bpumemo nznasHy ciaBuHy (Kpajiby J€CHY jEAUHUILY):
0101 01100111 0000
JloO6uIM cMO HOBM 4JIaH HH3a, XEKCAJeKa HO
5670.
AKO HacTaBUMO Ja payyHamo, 1o0uheMo exemenre:
AB38 559C 2ACE 1567 8AB3 4559 22AC 9156 C8Ab E455 722A 3915 1C8A 8E45 4722 A391
D1C8 EQE4 7472 BA39 DDIC 6ESE 3747 ...
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3. 3axkipyuak

Ha ocHOBy mpukasaHuMX mNojaraka, YWTalal] MMa YBUJI Y BaXHOCT IICEYI0-CIy4ajHOCTH Y
Teopuju BepoBatHoha. Takolhe, mopen OuTHe KiacupuKammje Koja je OBJAE JaTa, HE CMEjy ce
3aHEeMapHUTH HU HauMHM Ofa0upa mapamerapa reHepartopa. OBjie NpHKa3aHW MPUMEPU HEKUX OJ
Haje(PMKaCHUjUX BPEIHOCTH IMapamerapa Kpo3 paslIiYuTe TeHEepaTope JOOWjCHH Cy SMITHPH]jCKHM
MyTeM, U YuTanall ce oxpadpyje Aa mpoHale joiur Heke MojeHaKo uiu 00Jbe epruKacHe BPeIHOCTH
napameTtapa. Kao cTarucTHMuka TmpoBepa HWCIPABHOCTH, MOXE C€ KOPHCTUTH TpauKOH
pacnoesbeHOCTH, Kao IITO je MPEICTaBbEHO Y OBOM pajy, Kao U HeKH Mel)yHapoaHo eTabnupaHu
CTATUCTUYKHU TakeTn TectoBa, kao HIp. DIEHARD, NIST, u apyru. OBakBo TecTupame je OUTHO,
jep camo u3 100pe yHH(POPMHOCTH MOKEMO MOJAEIOBaTH J00pe OCTaje pacrojeliie BepoBaTHOha.
Tpeba jomr HamOMEHYTH J1a HaKo Cy MpaBH CIy4ajHu OpojeBu 00JbH, TICEyA0-CIaydajHu OpojeBU Cy
MHOTO Op>XKM W MHOTO je()THHHUjU, U3 TOra IITO Ha TeHEepHCame MpPaBUX CIy4yajHUX OpojeBa He
MOJKEMO J1a yTu4eMo. BaKHOCT OBaKBHX CHMMYyJaldja BepoBaTHOhA je OMTHA M U3 pasJiora MTo HaM
Jlaje TIOTIOpY 3a TEOpHjcKa padyHama, M YBEK HaM jako Op30 MOXKe JaTH 0 3Hama Ja JIM ce
HaJIa3MMO Ha TIPAaBOM YTy Y HCTPAKUBAKY MU HE.
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Rezime rada. KoriS¢enjem alata GeoGebra realizovan je niz interaktivnih veb stranica za prikaz reSavanja
nekih problema i primera iz grani¢nih vrednosti funkcija, diferencijalnog racuna, simbolicke i numericke
integracije, kao 1 primena na obradu signala u elektrotehnici. Neki od ovih apleta se oslanjaju na Computer
Algebra System (CAS) koji GeoGebra nudi. U delu koji se bavi grani¢nim vrednostima funkcija opisani su
apleti za ispitivanje neprekidnosti funkcija, odredivanje limesa koli¢nika dva polinoma, Lopitalovo pravilo,
odredivanje Tejlorovih razvoja funkcija kao i vizuelno uporedivanje aproksimacije funkcija u okolini date
tacke Tejlorovim polinomima razlicitih stepena. Dat je aplet za detaljno ispitivanje toka funkcije kroz ,,deset
tacaka®, koji obuhvata odredivanje domena, nula i znaka, asimptota, lokalnih ekstremuma i prevojnih tacaka,
zatim ispitivanje monotonije i konveksnosti odnosno konkavnosti funkcije, kao i crtanje grafika funkcije. U
delu koji se bavi integracijom prikazani su simbolicka integracija odredenog i neodredenog integrala,
numericka integracija, Rimanove sume kao i primena integracije za nalazenje duzine luka krive, povrSine
izmedu dve krive i izraCunavanje zapremine i povrSine omotaCa rotacionog tela. U okviru primena u
elektrotehnici formiran je aplet za ispitivanje da li odredeni filtar propusta neku frekvenciju ili ne.

Kljuéne re€i: GeoGebra, grani¢ne vrednosti funkcija, tok funkcije, simbolicka i numericka integracija, filtar

1. Uvod

GeoGebra je interaktivan 1 dinamicki programski alat, Dynamic Mathematics Software (DMS),
za ilustrovanje i reSavanje problema geometrije, algebre i analize kome je primarna orijentacija ka
primenama u obrazovanju, [2]. U ovom alatu mozemo da pravimo konstrukcije sa tackama, duzima,
vektorima, pravama, konusnim presecima, kao i sa funkcijama, a zatim da ih dinamicki menjamo.
Jednacine funkcija 1 krivih, kao i koordinate taCaka mozemo unositi 1 direktno. Na taj nacin je
programski alat GeoGebra u moguénosti da radi sa promenljivim koje predstavljaju brojeve,
vektore 1 taCke, da trazi grani¢ne vrednosti, izvode i integrale funkcija, kao 1 da izvrSava neke
predefinisane naredbe. Program je uraden u Javi i najve¢im delom je “open source“. Trenutna
stabilna verzija GeoGebre je 4.0, a u izradi je beta verzija 4.2, kao 1 verzija 5.0. Verzija 4.2 u kojoj
je radena ova veb stranica ima ugraden racunarski algebarski sistem Computer algebra system
(CAS) za simbolicka izracunavanja. Ovaj alat je za korisnika ,,ispod haube* 1 nije dat na uvid.

Programski paket GeoGebra je vise okrenut ka reSavanju konkretnih matematickih problema, a
znatno manje paznje posvecuje prikazivanju dobijenih rezultata, njihovoj upadljivoj prezentaciji i
lako¢i prenosivosti na druge racunare. Nasa ideja je da u okviru ovog rada formiramo jednu veb
stranicu u koju ¢emo integrisati skup problema iz osnova analize. Tokom izrade koristili smo se
tehnologijama razvoja veb prezentacija kao Sto su HTML (Hyper Text Markup Language) i CSS
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(Cascading Style Sheets) koji su nam omoguéili da prezentacija bude kompaktna, optimalna i
veoma jednostavna za snalaZenje i svako naredno unapredivanje, [1]. Takode smo se koristili i
JavaScript-om koji smo integrisali u nasu prezentaciju kako bismo menijima sa leve i desne strane
dali vizuelno lep dojam i kako bismo ostvarili komunikaciju izmedu korisnika, prezentacije i
integrisanih matematickih problema. Pomo¢ u izradi prezentacije, pored ostalih, pronasli smo i u
programskim paketima Aptana, Notepad++, NetBeans i Eclipse, koji su nam omogu¢ili da na brz i
efikasan nacin prilagodavamo izgled stranice nasim potrebama i zahtevima, a sa druge strane su
nam omogucili jednostavno ubacivanje matematickih problema koje smo prethodno izvezli iz
programskog paketa GeoGebra.

Alati Paint.Net i Photopost su nam omogucili da uradimo sve graficke elemente koji se
pojavljuju na naSoj prezentaciji, kao Sto je pozadina, zajednicka slika na pocetnoj strani i slike na
drugim stranama, menijima i okvirima, zapravo sve ono §to je nasu prezentaciju ucinilo vizuelno
upadljivom. Prezentacija koju smo realizovali moze veoma lako da zauzme mesto kod nastavnika,
profesora i predavaca, kao i da bude jedno od pomagala da priblizi materiju dacima, studentima i
drugim sluSaocima. Pored pokaznog tipa prezentacija moze da ima mnogobrojne primene i u
samostalnoj proveri znanja predenog gradiva, poSto su u realizaciji prezentacije koriSéene
tehnologije koje omogucavaju da stranicu postavimo na internet. Posebnu paznju smo posvetili
interakciji izmedu korisnika i prezentacije tako da u realnom vremenu izvrSavamo promenu
parametara matematickog problema i gotovo trenutno dobijamo resenje.

Funkcija promenjive x koju integralimo:

- e |
Granice integracije odnosno sumiranja: a = [2.6 |b=|25 | [Postaviaib]
Broj segmenata po kojimna sumiramo: n =

zadata funkeija je:

3
r}=r —3
Poderna strana l 1)
sumiiramo na opsegu [ g.5,2.5]
Limesi
metodom opisanih pravougaonika: [ -. —(.3516
Tok funkcije l
T v metodom upisanih pravougaonika: . —& 1641 q

Integracija -J numericka vrednost odredenog integrala § — _4,5833 | -

Primene ' ' ' ' ' ' 0
-8 7 -6 -5 -4 -3 2 3

g T S

Y G

hroj segmenata na kojima sumiramaoi

=8

n=48

Slika 1. Izgled veb prezentacije
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2. Apleti za granicne vrednosti funkcija

U okviru veb stranice realizovano je pet apleta koji se bave grani¢nim vrednostima funkcija.

2.1. Granic¢na vrednost date funkcije u zadatoj tacki

Neka je realna funkcija f definisana na skupu D c R i neka je a tacka nagomilavanja skupa
D takva da se u svakoj njenoj okolini nalazi neki elementxe D sa leve (desne) strane. Ako vazi
(Ve>0)(36>0)(Vxe D)a-d<x<a 3‘f(x)—A‘<8

((V8>0)(35>0)(Vxe D)a<x<a+5:‘f(x)—A‘<8),

onda kazemo da je realan broj 4 leva (desna) grani¢na vrednost funkcije f kada x = a I
pisemo lim £ (x) = A (lim f(x):A) .

Nije tesko videti da grani¢na vrednost funkcije f kad x — a postoji ako i samo ako postoje
leva i desna grani¢na vrednost i ako su te grani¢ne vrednosti medusobno jednake, videti [4].

Realizacija u GeoGebri

Leva (desna) grani¢na vrednost funkcije f kad x — a se odreduje pomoc¢u komande
LimitBelow| f,a] (LimitAbove[ f,a]),

a pomocu formirane logi¢ke promenljive ispituje se njihova jednakost. Na osnovu dobijenih
rezultata na ekranu Ce biti ispisane leva i desna grani¢na vrednost funkcije f kad x — a. Ukoliko

su jednake bi¢e ispisana 1 grani¢na vrednost funkcije, a ukoliko nisu bi¢e ispisano:
,, Granicna vrednost kada x — a funkcije f ne postoji”.

2.2. Grani¢na vrednost koli¢nika polinoma

Nekasu P(x)=ax"+a, x""'+...+ax+a,i Q(x)=b x"+b x""'+...+bx+b, dva polinoma,
gdesu a,,a,...,a,,b),b,....b,e R, a,#0 1 b, #0.Tada je
sgn(a, /b, ), n>m,
lim £
== 0(x)

= a,lb,, n=m

0, n<m.

Realizacija u GeoGebri

Pomocu komande Stepen[ P] (Degree[ P]) odreduju se stepeni unetih polinoma, a pomocu
komande Limes[ P/ Q,e] (Limit[ P/Q,]) odreduje se grani¢na vrednost koli¢nika polinoma

kada x —co. Pored toga komandama Deli[ P,Q ] (Div[P,Q]) 1 Ostatak[ P,Q] (Mod[P,Q])
nalazimo koli¢nik 1 ostatak pri deljenju polinoma P 1 Q, §to vrlo lepo ilustruje prethodno navedenu
teoremu.
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2.3. Lopitalovo pravilo

Neka su funkcije f* 1 g definisane i diferencijabilne u nekoj okolini tacke a (osim, moZzda u samoj
tacki a), gde je ae R ilije a =1c. Neka je lim f(x)=limg(x)=0 ili lim f(x)=1im g(x)=1co

1 neka je g'(x)# 0 u nekoj okolini tacke a. Tada je lim% = lim% , ako postoji (konacna ili
xX—a g x X—a g x

beskonacna) grani¢na vrednost sa desne strane, videti [4].

Realizacija u GeoGebri

Pomoc¢u komande Limes[ f,a ] (Limit[ f,a]) odredujemo limese unetih funkcija kada X =4 a

zatim ispitujemo da 1i su dati limesi jednaki 1 da li su jednaki 0 ili . Ako jedan od ovih uslova
nije ispunjen ispisuje se poruka: ,,Za date funkcije ne mozemo da primenimo Lopitalovo
pravilo “.Ukoliko su ispunjeni odgovara-ju¢i uslovi, §to proveravamo pomocu logicke promenljive,
odreduju se izvodi polaznih funkcija komandom f' (Zzvod[ /1, Derivative[ /1) i na kraju se ispituje

da li je limes koli¢nika funkcija jednak limesu koli¢nika izvoda kada ¥ = @, Ukoliko je ispunjen i
taj uslov na ekranu se detaljno ispisuje limes koli¢nika funkcija, limes koli¢nika izvoda i vrednost
odgovarajuéih limesa kada * — @, §to zahteva elementarno poznavanje tekstualnog editora TeX .

Lopitalovo pravilo
Prva funkcija f(x)=/(1 + x)*(1/ 2) - 1 lim f(z) =0
Prvi izvod funkcije f(x) je f(x)=1/(2(x + 1)(1 /2)).
Druga funkcija g(x)=x %EI(I}C](T) =0
Prvi izvod funkcije g(x) je g'(x)=1.

Tacka u kojoj trazimo limes v=0

1
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Slika 2. Lopitalovo pravilo
2.4. Tejlorov polinom i aproksimacije

Ako funkcija f* ima u tacki a konacne izvode do reda n, tada se polinom

") (g
f7a)

” x—a)"

n

T (x)=f(a)+f'(a)(x—a)+%!a)(x—a)2+...+

naziva Tejlorovim polinomom stepena n funkcije f utacki a, videti [4].
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Realizacija u GeoGebri

Najpre se unosi funkcija f', a potom tacke a u kojoj zelimo da aproksimiramo unetu funkciju.

Nakon toga unose se dva prirodna broja, n 1 m, koji predstavljaju stepene Zeljenih Tejlorovih
polinoma. Zatim se komandom TejlorovPolinom| f,a,n] (TaylorPolynomial | f,a,n]) formiraju

dva polinoma i ispisuju na ekranu. Ovaj aplet se moze koristiti i za nalazenje tangente na unetu
funkciju u zadatoj tacki, ukoliko se za jedan od Tejlorovih polinoma izabere stepen jedan. Takode
je pogodan i1 za vizuelno prikazivanje ¢injenice da polinomske funkcije veéeg stepena bolje
aproksimiraju datu funkciju u okolini zadate tacke, budu¢i da aplet graficki prikazuje unetu funkciju
1 obe polinomske funkcije formirane na osnovu dobijenih Tejlorovih polinoma.

3. Apleti za ispitivanje toka i crtanje grafika funkcije
U ovoj glavi opisujemo aplete koji se bave tokom funkcije. Data problematika je razmatrana i u [6].
3.1. Oblast definisanosti (domen) funkcije

Oblast definisanosti funkcije f: D — R moze biti bilo koji neprazan podskup od R : interval
(a,b),segment [a,b], polusegmenti [a,b) i (a,b],unije bilo kojih od ovih skupova, ukljucujuéi,
eventualno, 1 izolovane tacke. U posebnom slucaju, kada je funkcija f zadata analiticki od interesa

je nac¢i njenu prirodnu oblast definisanosti. To je skup svih realnih brojeva xe R za koje takva
formula ima smisla. U ovom radu smo se bavili analiticCkim izrazima slede¢ih tipova:

A Exg,ln(f (X)), f(x),3/f(x),e", kao i funkcijama koje se dobijaju njihovim sabiranjem,
g(x

oduzimanjem, mnozenjem i kompozicijom.

Realizacija u GeoGebri

Programski alat GeoGebra ne poseduje moguénost da za zadatu funkciju odredi njen domen, te

funkcija koja parsira zadatu funkciju znak po znak. Kada se u funkciji naide na deljenje, koren, ili
logaritam, svaka od tih podfunkcija se izdvaja u posebnu klasu manjih funkcija. Na kraju parsiranja,
imamo viSe klasa manjih funkcija koje kao nejednakosti zadajemo GeoGebri sa logickim
operatorom konjunkcije, kako bi domen bio odreden za celu funkciju (klasa ,,deljenja” za uslov
postavlja da je imenilac razli¢it od 0, klasa ,,In” zahteva da argument bude ve¢i od 0, klasa ,,koren”
ima za uslov da je funkcija pod korenom veca ili jednaka od 0).

3.2. Nule i znak

Skup svih vrednosti x iz oblasti definisanosti funkcije f za koje je f(x)=0 su nule funkcije.

Na grafiku funkcije nule su tacke na x-osi u kojima grafik funkcije sece ili dodiruje x-osu. Znak
funkcije odreduje se tako Sto se za nejednakosti f(x)>0 1 f(x)<O0 odrede skupovi argumenta

x za koje su date nejednakosti zadovoljene.

Realizacija u GeoGebri

Nule funkcije f se racunaju komandom B={Intersection[0*x, f(x), minX, maxX]}. Ova
komanda nalazi svaki presek funkcije f sax-osom i nadene tacke vraca u listu B. KoriS¢ena je lista
tacaka zato Sto unapred nije poznat broj nula funkcije, a potrebno je sve tacke podesiti na debljinu
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5. Takode, na grafiku se ne vidi funkcija /', Sto je postignuto isklju¢ivanjem opcije Prikazi objekat
(Show object) za datu funkciju. Za racunanje znaka funkcije krece se od minimalne vrednosti za
koju je funkcija definisana i ide do maksimalne, ukoliko je funkcija u datoj trenutnoj tacki

pozitivna, ispisuje se znak “+”, ukoliko je negativna “-“. Ovo se postize komandom
Sequence[If[f(k) > 0, Text["+", (k, 0.3)], IfIf(k) < 0, Text["-", (k, 0.3)]]], k, minX, maxX, 0.4].

3.3. Asimptote

e Prava y =n je desna (leva) horizontalna asimptota funkcije f ako vazi

lim £(x)=n ( lim f(x)=n).

X—>o0

e Prava x =x, je vertikalna asimptota funkcije f ako vazi
lim f(x)=2e ili  lim f(x)=xco.

X—Xg, X—=Xo_

e Prava y=/kx+n je desna (leva) kosa asimptota funkcije f ako vazi
lim ( f (x)—(kx+n))=0.

x—>too

Parametre k i n odredujemo sa k = lim /() i n=lim(f(x)-kx).

X—>Feo X X—>too

Realizacija u GeoGebri

U programskom alatu GeoGebra asimptote se odreduju komandom B= {A4simptota([f]}.

3.4. Izvod funkcije, lokalni ekstremumi i monotonost funkcije
Neka je funkcija f definisana u nekoj okolini tacke a. Ako postoji konac¢na ili beskonacna

grani¢na vrednost /'(a) = limM

xX—a x —_ a
a. Funkcija f na skupu E ima u tacki ae E lokalni maksimum (lokalni minimum) jednak f(a)

ako postoji okolina tacke a takva da za svako x u datoj okolini vazi nejednakost f(x)< f(a)
(f(x)2 f(a)). Ako funkcija f ima izvod u svakoj tacki x€ (a,b) iako je f'(x)>0(f'(x)<0)

za svako xe (a, b) , onda je funkcija monotono rastu¢a (monotono opadajuca) na intervalu (a, b).

, onda kazemo da je f'(a) prviizvod funkcije f u tacki

Realizacija u GeoGebri

Prvi izvod funkcije f raCunamo pomocu jedne od komandi Izvod[ f ], Derivative[ f]ili f'.
Za izraCunavanje lokalnih ekstremuma funkcije prvo smo racunali prvi izvod funkcije f pomocu
komande g = f'. Zatim smo racunali 1 drugi izvod % koji nam je potreban za ispitivanje da li se

radi o lokalnom maksimumu ili lokalnom minimumu. Funkciju, prvi i drugi izvod sakrivamo sa
grafika, dok ostavljamo tacke lokalnih ekstremuma. Najzad, ekstremume raCunamo kao dve liste,

posto maksimume Zelimo da prikaZzemo plavom, a minimume crvenom bojom
Sequence[lffh(x(Element[B, kJ)) < 0, (x(Element[B, k]), f(x(Element[B, k])))], k, 1, nj,

Sequence[lffh(x(Element[B, kJ)) > 0, (x(Element[B, k]), f(x(Element[B, k])))], k, 1, nj.

Za odredivanje intervala monotonosti funkcije, slicno kao kod znaka funkcije, prolazimo kroz
celu funkciju (kroz tacke za koje je definisana od minimalne do maksimalne), i za sve vrednosti
argumenta x za koje je f'(x)<0, crtamo vektor od tacke (x,0) do tacke (x,—1), a za sve

vrednosti argumenta x za koje je f'(x) >0, crtamo vektor od tacke (x,0) do tacke (x,1). Ovo se
postize komandom
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Sequence[lffg(k) > 0, Vector[(k, 0), (k, 1)], Vector[If{g(k) < 0, Vector[(k, 0), (k, -1)]]]], k, -50, 50, 0.2].

3.4. Prevojne tacke, konveksnost i konkavnost funkcije

Neka je funkcija f dva puta diferencijabilna na intervalu (a, b). Tada je funkcija konveksna na
intervalu (a,b) ako i samo ako je f"(x)=0 za svako x€ (a,b), a konkavna na datom intervalu
ako 1 samo ako je f"(x)<0 za svako xe (a, b). Tacka (xo, f(xo)) je prevojna tacka funkcije f,
ako je funkcija f konkavna na nekom intervalu (c, xo) c (a,b) 1 konveksna na nekom intervalu
(x,,d) < (a,b), ili obrnuto, videti [4].

Realizacija u GeoGebri

Za ispitivanje konveksnosti funkcije prvo smo, slicno kao i za monotonost, odredili vrednost
drugog izvoda % funkcije f u svim tackama u kojima je definisan, i u zavisnosni od toga da li je
manji ili ve¢i od nule zakljucili da se radi o konveksnosti, odnosno konkavnosti. Ovo se postize

komandom
Sequence[lffh(k) < 0, Vector[(k, 0), (k, 1)], Vector[If[h(k) > 0, Vector[(k, 0), (k, -1)]]]], k, -50, 50, 0.2].

Za izraunavanje prevojnih ta¢aka odredujemo tacke u kojima drugi izvod sece x-osu, pomocu
komande B={Intersection[0*x,f""(x),-50,50]}. Zatim prolazimo kroz celu listu dobijenih prese¢nih
tacaka, 1 za svaku odredujemo vrednost funkcije f u datoj tacki, koriste¢i komande

n=Length[B], Sequence[(x(Element[B,k]) f(x(Element[B,k]))).k, 1,n,1].
Debljinu tacaka postavljamo na 5, a skrivamo sve ostale objekte sa grafika.
4. Apleti za simboli¢ku i numeric¢ku integraciju

Kori$¢enjem alata GeoGebra realizovan je niz interaktivnih veb stranica za prikaz i reSavanje
nekih problema 1 primera iz simboli¢ke integracije. U primerima su prikazani simbolic¢ka integracija
odredenog 1 neodredenog integrala, Rimanove sume, primena integracije u nalaZenju duzine luka
krive zadate u eksplicitnom ili parametarskom obliku, zatim primena integracije u nalazenju
povrsine izmedu dve krive kao 1 za izraCunavanje zapremine 1 povrSine omotaca rotacionog tela.
Stranice su bazirane na veb apletima izvezenim iz GeoGebre koji su povezani sa HTML kodom
stranice, koji generiSe interfejs i1 prateCi tekst, preko Javasctipt komandi. IskoriS¢eno je viSe
razli¢itih opcija GeoGebre za prikaz grafika funkcija i crtanje krivih. U apletima smo imali potrebu
da koristimo i prikazemo eksplicitno, implicitno kao i1 parametarski zadate funkcije. U primeru
racunanja zapremine i povrSine omotaca rotacionog tela bilo je potrebno u 2D grafickom prikazu
GeoGebre kreirati odgovarajucu ilustraciju. Baze rotacionog tela su nacrtane preko implicitno
zadatih elipsi dok je omotac tela nacrtan refleksijom segmenta osnovne funkcije oko x-ose.

4.1. Simbolicka integracija

Prvi primer iz integracije je simboli¢ka integracija odredenog i neodredenog integrala realne
funkcije jedne promenljive. Rezultat rada apleta je simbolicki izratunat neodreden integral i
simbolicki izraCunat odreden integral prema Njutn-Lajbnicovoj formuli. U apletu su prikazani i
grafici funkcije f'1 jedne njene primitivne funkcije /', 1 oznafena je povrSina koju predstavlja
odredeni integral. Korisnik unosi funkciju koju integralimo f* i granice odredenog integrala aib.
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4.2. Rimanove sume

Ovde prikazujemo gornju i donju Rimanovu sumu, kao i numeri¢ku vrednost odredenog
integrala kome ta suma odgovara. Korisnik unosi funkciju /', granice a i b, i broj segmenata

sumiranja n. Broj segmenata je takode moguce kontrolisati klizatem na grafickoj radnoj povrsini,
koji je napravljen pomocu alatke Slider. Za izraCunavanje suma koristili smo ugradene funckije
GeoGebre UpperSum| f'] 1 LowerSum[ f] koje u potpunosti odgovoraju gornjoj i donjoj

Rimanovoj sumi. Pri realizaciji apleta za Rimanove sume doSli smo do nekih interesantih
zapazanja. Gornja 1 donja Rimanova suma izuzetno sporo konvergiraju ka tacnoj numerickoj
vrednosti odredenog integrala. Za tacnost na tri decimale je bilo potrebno sumirati skoro 10,000
elemenata, Sto usporava aplet do neupotrebljivosti. Ovo lepo ilustruje neprakti¢nost reSavanja
problema numericke integracije grubom silom 1 potrebu za efikasnijim reSenjima poput
Simpsonovog pravila ili trapeznih suma koji dolaze do zadovoljavajuce tacnosti sa desetak iteracija.

4.3. Duzina luka eksplicitno i parametarski zadate krive

Nalazenje duzine luka krive smo realizovali kroz dva apleta. Prvi aplet prikazuje primenu
odredenog integrala za nalazenje duzine luka krive zadate funkcijom u eksplicitnom obliku

b
y=f(x). Tu duZinu nalazimo kao vrednost integrala L= I JI+(f '(x))zdx. Izvod 1 integral

potrebni u zadatoj formuli su realizovani CAS komandama Derivative[ f |1 Integral[ f ]. Da bi smo
oznacili segment krive od a do b koristili smo GeoGebra naredbu Function| f,a, b ], koja ¢e za
eksplicitno datu funkciju nacrtati njen ise€ak na zadatom segmentu. Drugi aplet nalazi duzinu luka
parametarski zadate krive na segment, gde parametar ¢ uzima vrednosti od a do b: x :x(t),

s .
y=y(t), a<t<b. Duzina te krive se nalazi kao vrednost integrala sz'\/x2 (6)+y* (¢)dt. Za

a

generisanje 1 iscrtavanje parmaterske krive koriS¢ena je GeoGebra funkcija Curvel x, y, t,a,b].

4.4. Povrsina figure odredene sa dve krive
Nalazimo povrSinu figure koju kreiraju dve krive. Ova vrednost je odredena razlikom

b
odredenih integrala gornje 1 donje funkcije na zeljenom intervalu P = H f(x)-g (x)‘ dx . Korisnik

treba da unese obe funkcije u eksplicitnom obliku, kao i zadati interval.

4.5. Povrsina i zapremina omotaca rotacionog tela

Ovde prikazujemo primenu odredenog integrala za nalaZenje povrSine i zapremine omotaca tela
generisanog rotacijom krive oko x-ose. Ako grafik krive y = f (x), a < x <b rotiramo oko x-ose,

b
on opisuje jedno rotaciono telo. Zapremina ovako nastalog tela je V=7Z'J.f *(x)dx, a

a

b
povriina omotaca je S :27rj /(x) l+( f '(x))zdx .Radi preciznosti i podrike za veéi broj klasa
funkcija sva simbolic¢ka integracija je radena u CAS-u. Bazu rotacionog tela prikazujemo dvema
elipsama.
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y=fx

Slika 3. Rotacija krive oko X -ose
4.6. Neki komentari o0 CAS-u u GeoGebri

Kako smo radili sa izvodima i integralima funkcija, neki od ovih apleta se oslanjaju na
Computer Algebra System (CAS) koji GeoGebra nudi. CAS omogucava GeoGebri da resi
probleme simbolickog diferenciranja i integracije koje inaCe ne bi mogla. U toku izrade rada
GeoGebra je bila u fazi konstantnog razvoja 1 bilo je potrebno raditi sa “daily build“ beta
verzijama. Na pocetku izrade prezentacije GeoGebra je imala dve mogucnosti za CAS. Za lokalnu
upotrebu je tu bila Maxima (http://maxima.sourceforge.net/) , dok je zbog prevelike veli¢ine ovog
paketa za aplete koris¢en MathPiper (http://www.mathpiper.org/) . Ovo je dovelo do situacija da se
mnoge kompleksnije moguc¢nosti CAS nisu mogle koristiti u GeoGebra veb apletima. ReSenje je
doslo sa vremenom kako je razvojni tim GeoGebre u novim verzijama presao na jedinstveni CAS
za sve primene MPReduce (http://dev.geogebra.org/trac/wiki/MPreduce) baziran na sistemu
REDUCE (http://reduce-algebra.sourceforge.net/) . Interesantno je primetiti da osnovni “final
build*“ GeoGebre 4.0 1 dalje ne nudi integrisani CAS koji je ostao rezervisan za beta verziju 4.2.

5. Filtri

Dokazano je da je GeoGebra odli€an alat za primenu u matematici, kako u nastavi tako 1 u
ucenju. Medutim, ljubitelji ovog softvera pokazuju da se GeoGebra moze primeniti i na neke druge
oblasti pa je tako 1 kad je elektrotehnika u pitanju. Obrada signala je oblast elektrotehnike koja se
bavi razli¢itim operacijama nad signalima, analizom signala i merenjem promena vremenskih i
prostornih karakteristika. Signali sadrze informacije o ponasSanju 1 osobinama neke pojave 1 u
zavisnosti od toga koji deo informacije zelimo da dobijemo, primenjujemo odgovarajuce obrade
signala. Termin ,,signal”, izmedu ostalog, obuhvata audio, video, muzicki, medicinski, radarski,
sonarni, komunikacioni signal, govor ili sliku. Filtriranje je jedan od procesa koji se koristi u obradi
signala. Filtar je proces kojim se uklanjaju nepozeljne komponente signala. Funkcija filtra moze u
potpunosti ili delimi¢no da potisne neke delove signala. To znaci da se filtrom mogu ukloniti neke
komponente signala dok se ostale propustaju kroz filtar 1 na takav nacin se umanjuju smetnje u
signalu 1 Sum. Filtri mogu biti analogni ili digitalni, sa diskretnim ili kontinualnim vremenom,
linearni ili nelinearni, vremenski promenljivi ili nepromenljivi, aktivni ili pasivni, sa konacnim
(FIR) ili beskona¢nim (IIR) impulsnim odzivom. U obradi signala, filtri koji se Cesto koriste su
linearni sa kontinualnim vremenom. Ovi filtri su dizajnirani tako da mogu da uklone samo odredene
frekvencije iz signala, a ostale da propuste. Frekvencijski odziv linearnih filtara se moze podeliti u
nekoliko razlic¢itih grupa, pa postoji vise tipova tih filtara. Oni definiSu za dati filtar koje frekvencije
¢e da propusti (propusni opseg) i1 koje ¢e da odbaci (nepropusni opseg):

e propusnik niskih frekvencija (NF) — propusta niske, a odbacuje visoke frekvencije u odnosu
na odredenu grani¢nu vrednost wi.

e propusnik visokih frekvencija (VF) — propusta visoke, a odbacuje niske frekvencije u
odnosu na odredenu grani¢nu vrednost w.

e propusnik opsega (PO) — propusta samo frekvencije u odredenom opsegu (w;, w») ;

e nepropusnik opsega (NO) — odbacuje samo frekvencije u odredenom opsegu (w1, w»);
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e propusnik svih frekvencija (AP — all pass) — propusta sve frekvencije ali se menja faza
signala.

U obradi signala, simbol filtra je najc¢eS¢e kvadrat sa dve linije na sredini koje predstavljaju
ulazi i izlazi signala filtra. U GeoGebri postoji alat kojim se to moze jednostavno konstruisati. Uz
pomoc¢ alata Mnogougao (Polygon Tool) moze se kreirati pet kvadrata za pet tipova filtara, u okviru
Povrsine za crtanje (Graphics View prostora GeoGebra interfejsa). Kako je potrebno da linije koje
predstavljaju ulazne 1 izlazne signale postavimo na sredinu kvadrata koristili smo alat Srediste ili
Centar (Midpoint or Center Tool) za pronalazenje tacaka na sredini u odnosu na stranice kvadrata i
alat Duz odredena dvema tackama (Segment
between Two Points Tool) za spajanje tih tacaka u
linijje. Za dobijanje odgovaraju¢ih simbola filtara
sve nepotrebne tacke cemo postaviti da budu  pgusik Niskih Frekvenciia | |
nevidljive. Cilj ovog dela rada je da pokaze da li - i "
odredeni filtar propusta neku frekvenciju ili ne. Za
pocetak je potrebno kreirati tri Tekstualna polja
(Input Box) koja Ce biti linkovana na karakteristi¢ne
frekvencije filtara i uz pomo¢ kojih ¢e mo¢i da se
menja njihova vrednost. Karakteristi¢ne frekvencije
su w; 1 wy koje predstavljaju granice propusnih
opsega filtara i kojima su pocetne vrednosti S0kHz ’—| H I—‘

i IOQkHZ, respekjtlvnf). SV.a1.<1 filtar ¢e imati iste Propusnik Opsega ||
grani¢ne vrednosti, ali razliite propusne opsege u w1 wiwy oW
zavisnosti od njegovih amplitudskih karakteristika. .
Tre¢a karakteristicna frekvencija je Freq sa ,
pocetnom vrednoS¢u OkHz. Ta frekvencija je test
frekvencija koja ¢e se pustati kroz filtre i
proveravati da li prolazi kroz njih ili ne. Menjanjem
vrednosti ovih frekvencija mozZzemo da testiramo
razliCite frekvencije za razliite propusne opsege.
Potrebno je na neki nain da vidimo rezultat rada Propusnik Svih Frekvencija :
filtara. Jedan od nacina je ispis ,,PROPUSTENO!” "
na izlazu svakog filtra koji propusta test Slika 4. Amplitudske karakteristike
frekvenciju. Za to se koriste liste i1 tekstualna polja. linearnih filtara

Najpre se kreira lista /ist/, koja sadrzi samo jedan

¢lan ,,PROPUSTENO!”. Potom se kreira pet tekstulanih polja, po jedno za izlaz svakog filtra, uz
pomoc¢ alata Ubaci tekstualno polje (Insert Text Tool). Svako ovo polje Ce ispisivati vrednosti izlaza
filtara definisanih sa EXIT; (1<i<5). Vrednost izlaza filtara dobija se reSavanjem if naredbe,
definisane za svaki izlaz pojedina¢no. Naredba ispituje da li je test frekvencija u odgovaraju¢em
opsegu, ako jeste uzima se vrednost liste [list/ . Na primer, u sluaju Propusnika Niskih
Frekvencija, odgovarajuca naredba ¢e biti oblika If/(-w [ < Freq) N (Freq <w_1), listl] i ako je
uslov ispunjen na izlazu ovog filtra bice ispisano ,,PROPUSTENO!”, u suprotnom se nece ispisati
niSta. Analogno ovome definiSu se if naredbe za ostale filtre. Samim tim, omoguceno je testiranje
neke frekvencije za zadate propusne opsege automatski za sve filtre istovremeno. Jedina dva uslova
za rad filtara su da je Freq razlicito od 0 i da je grani¢na vrednost w; manja od grani¢ne vrednosti
wy. Pogledati referencu [5].

Propusnik Visokih Frekvencija
=1 i w

Nepropusnik Opsega

w2 Wi w
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w
Input; =

Slika 5. Applet, primena GeoGebre na linearne filtre
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I CEKIIUJA: MATEMATHUKA U IPUMEHE JAHAC

npod. ap 'pagumup MunoBanoBuh, akagemuk, Martematnaku nHCTUTYT CAHY
CONSTRUCTIVE THEORY OF ORTHOGONAL POLYNOMIALS, SOFTWARE, AND

APPLICATIONS

Abstract:

In this paper we give the basic notions and results from the so-called constructive theory of
orthogonal polynomials, which was developed last thirty years. This theory has enabled many new
and unexpected applications in numerical analysis, approximation theory, other mathematical
areas, as well as in many areas of computational and applied sciences. Also, we give an overview of
the existing software and give some interesting applications.

Keywords: orthogonal polynomials, numerical analysis, approximation theory

npod. np bommko C. JoBanosuh, YauBepsurer y beorpany, Maremaruuku dakyaTeT
I'PAHNUYHU ITPOBJIEMU 3A ITAPLHINJAJIHE JTUOEPEHIINJAJIHE JEJJHAUYMHE

PA3JIOMJBEHOI' PEJA 1 BUXOBO HYMEPUYKO PEHIABAKBE

Ancmpakm:

Hapyujanne ougepenyujanne jeOnauune pasiommenoz peda npusiaye y nociedre epeme cee eeliy naxicry,
KAKO 'y MeopUujckuM UCMpajicCugarouma, maxo u y Mo0enogary Hajpa3HO8pCHUjuUX nojasa u npoyeca y
npupoou u OpyuimeeHum oornocuma. Taxee jeOnauure ce Kopucme 3a ONUCUBATbE WUPOKUX KAACA DUIUYKUX
U Xemujckux npoyeca (y amMop@HUM NOTYNPOBOOHUYUMA, GUCKOETACTHUYHUM MeOujuma, mMamepujaiuma c
dpaxmannom ceomempujom umo.), Kao u NPUIUKOM MAMEMAMUYKOS MOOEN08AILA eKOHOMCKUX, ODUOTOUKUX
U coyujarHux penomena.

Tlowmo ce y deghunuyuju uzsooda pasiommenoz peda nojasmnyjy uHmezpanu, jacHo je 0a cy makeu
U3600U HENOKAIHU ONepamopu — 3d PaziuKky 00 KIACUYHUX U3800a yenobpojroe peda. 0sa uurbeHuya ce
MOdICe UHMEPNPEMUPAMU KA0 CReyuduuan MemMopujcku egexam, 3602 ueza uU3g00U pA3IOMbEHO2 pedd
npeocmasbajy no2o0aH aiam 3a MOOeNo8arme Npoyeca y Mamepujanuma ca CIUYHUM 0cobunama
(euckoenacmuunu mamepujanu, noarumepu u ci.). C opyee cmpare, 08a 0COOUHA U3800a PA3NOMBEHO2 pedd
BHAMHO OMeNCABA KOHCMPYKYUY OP3UX U NPEYUSHUX HYMEPUYKUX Memodd 3a pewasarse 002o8apajyhux
2PaHuYHUX npodrema.

Y osom pady hemo npeocmasumu mnexe npumepe napyujarnux oupepenyujarnux jeoHawuna
PA3nommenoe peda u yKazamu Ha 2ndeHe meopujcke u Hymepuuxe npooneme Koju ce npu mome nojagmyjy.
Hlocebny nasicwy hemo obpamumu Ha HeKe mMPAHCMUCUOHe NpoblieMe nose3ane ¢ NAPYUjaTHUM
ougepenyujannum jeOHauuHama pasiommsenoe peod.

Kwyune peuu: u3600u u unmespanu paziommserHoe peod, napyujaine ougepenyujaime jeOHavune
PAasioMmenoe peod, SpaHudHU npooiem, mpaHCMUCUOHU NPOOIEM.
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npod. 1p Muoapar MaresbeBuh, YHusep3uter y beorpany, Marematnuku daxynrer

JEJHAYMHE EJIEMEHTAPHUX KPETABA

Ancmpakm:

Pazmampamo npumene mamemamuxe Ha eleMeHMAapHa Kpemared. Jeoan o0 yumesa 0602 npedasarba je
nonynapusayuja nayke. Ilnanupamo oa y npeoasarsy Koja ykmwyuyje cieoehe meme: ocyunayuje, pomayuoHo
Kpemare, Jlopenyose mpacgopmayuje, Ojrepogy meopemy o pomayuju u nPUMery c@epeHux uzomempuja
Ha OYyeHy Kanayumema, CKUYUpamo eesze usmelhy mexanuxe, uzuxe u mamemamuxe.

Kwyune peuu: npumene mamemamuxe, enemenmapHa Kpemarod, Qusuka, MexaHuxa

Hans Hartmann, Lecturer at the Vienna and Leipzig Universities of Technology

WHAT PROGRAMMERS CAN LEARN FROM MATHEMATICS

Abstract:

There exists a common misconception about the presence of software bugs in today's programs. Commonly it
is believed that software failures — in whatever way they are introduced into software - are a result of human
errors.

Some results found in the 20th century show that this assumption is not correct. The presentation
shows that the very much neglected discipline "program testing” has to be assessed using a different
viewpoint when one considers the results of Godel, Turing or Chaitin. These considerations influence a new
way to teach software testers and will show ways to improve on software test management.

The presentation is based on several very successful experiences during the past 12 years and will
also cover the pitfalls that need to be avoided.

Keywords: mathematics software-science testing

Mp 3opan Bophesuh, gou. np Anekcannap [leposuh, mpod. np Anexcannap JoBanosuh,
Yuusep3uteT y beorpany, Marematuuku ¢akynret, ['pyna 3a HHTETUT€HTHE CUCTEME

WHTEJIMI'EHTHU [IOMOPCKU CUCTEMU

Ancmpakm:

Ilompeba 0a ce Konmponuue KoMieMan NOMOPCKU caobpakhaj na cgemy ca yumsem 0a ce cnpedu uneeanna
MPeoBUHA, Kpujymuaperse opoze, opyicja, NOMOPCKA nupamepuja u mepopucmuyky Hanaou, Kao u o0a ce
noMOcHE Y oOnepayujama mpagicerba U CHAWasara pesynimogana je yeoherem Aymomamckoe
Hoenmugpuxayuonoe Cycmema AUC. Ilopeo cucmema AUC nocmoju u ocmampauka mpesica camenuma u
paoapckux cmanuya — ceHzopa eehiee u marwee domema. Padapcku cenzopu Ooemexmyjy ceée objekme Ha
mopckoj nogpuiunu. Taxohe, Hagedumo O0a ce y 080M O0OMeHY Kopucme u Opyeu pPAasHO8PCHU CEH30PCKU
cucmemu. HUnmenuecenmua ¢ysuja nooamka ca padapa, cumema AUC, Opyeux censopckux cucmema,
penayuonux 6aza nooamaxa nI0GUNA, Koja pe3yamyje npeoniosuMa aKyuja uiu aymmoamu3o8anum
akyujama, HeonxoOHa je 3a cée HaAMeHe Y HOMOpCKuUM cucmemuma. Hajsnauajnuju xopuchuyu nomenymux
pesyimama cy Pamne Mopnapuye u Obancke cmpadice. Ilpednosicene axyuje uoenmugukyjy npecneoe
CYMIBLUBUX 0Ojexama u y eKCmpemMHOM CIVYajy 0ejcmgo coguyucmupanum opyxcHum cucmemuma. Ogoe ce
npeonaxice MOOel UHMeNUSeHmHoe cucmema 3a npahere NOMOpcKe cumyayuje Koju oopelyje cxyn
3a0amaxa Koje 08aKas Cucmem peuidasda.

Kawyune peuu: aymomamcku uoenmugpuxayuonu cucmem — AUC, obpaoa padapcke ciuke, ¢ysuja
nooamaka ca ceH3opa, 00jeKmHo opujeHmucane mexHoaocuje npojekmosarsa, asu perayuone baze
nooamaka, UHMeIUeeHmHu CUCmeMmu
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np Tatjana /laBunouh, Maremarnuku uacturyr CAHY

[NPOBJIEMU PACIIOPEBMBAKBA U ITAKOBABA

Ancmpakm:

YV ceaxoonesnom orcueomy wecmo naunazumo Ha npodnem pacnopehusarba (nociosa Ha MauuHama,
PAoOHUKa no cmMeHama, 603una Ha pymama, u ci.). Ilpobnemu naxosarea cy eeoma ciudnu u maxohe
ceenpucymnu. Qbe ecpyne npobrema cnaoajy y Kamez20opujy npobiema KOMOUHAmMopHe
onmumusayuje. Ceu osu npodoremu Mo2y ce npeyusHo Mamemamuyku Gopmyaucamu u peuasamu
nosnamum mamemamuykum aramuma. Osu anamu uajepyome ce mo2y nooeiumu Ha mayxe u
xeypucmuuxke memode. Ha npumepy pacnopehusarba 3adamaxa Ha pauynapcke mpedce Ouhe
UTYCMPOBAHO KAKO ce npobieMu KOMOUHAmMOopHe Onmumuzayuje Mocy Mamemamuixy Onucamu Kao
U HEKOIUKO Memood 3a peuidasarse 0802 npoodiema.

Kwyune peuu: npoonemu pacnopehusarsa, npobiemu naokeéarsd, KOMOUHAMOPHA ONMUMU3ayUja,
pauyHapcke mpedxice

Munena Uykuh, UactutyT 3a Heyprnorujy, KLIC Beorpan; Meaununcka mkona beorpan
OPAKTAJIHA KAPAKTEPU3AIINJA ITOBPIIMHCKOI" EJIEKTPOUMHUOI' PAMA
JOBUJEHOI' TPAHCKPAHUJAJIHOM MATHETHOM CTUMVYJIALINJOM

Ancmpakm:

Hospuiuncku enexkmpomuocpam (pEMG) je cnooicen Hecmayuonapan CueHan 2eHepucan Muuhnom
akmuerowliy uuje cy kapamkmepucmuke oemepMuHucane Huzom gaxkmopa. [lpemxoona ucmpasicusarsa cy
nokasana oa ce gpaxmanna oumensuja (FD) pEMG mooce ynompedumu 0a onuwe ciodxcenocm muwiukhine
akmueHocmu u HUgo muwmufine xkonmpaxyuje. Taxohe, oopehusarvem ppaxmannux oumenzuja pEMG moey
ce aHanusupamu Kapakxmepucmuxke muwuha y cmuciy eenuduHe u cioxceHocmu nokpema. Tpanckpanujanina
maenemna cmumyrayuja (TMC) je neunsasusna memoda Kojom ce Mo2y NoOyOumu excyumamophe u
UHXUOUMOpHE CMPYKmYpe Kope Geauxoz Mo3ed. AKMusayuja excyumamopHux cmpykmypa 00800u 00
MomopHoe esoyuparnoz nomenyujara (MEII) 0ok axmusayuja uHXuOumopHux cmpykmypa 00800u 00
nacmanxa nepuooa muwune (I1T) y pEMG 3a speme onne akmusayuje muwiuha.

Y 06om paoy nac je unmepecosano oa i ce FD pEMG -a memwa naxon npumeneTMC-a. Ha epynu
00 10 30pasux ucnumanuxa nopeounu cmo FD pEMG -a npe TMC-a u naxon TMC-unoyxosanoz 002080pa
(MEI+IIT). pEMG je pecucmposan ca npsoz Oop3annoe unmepoceychoe muwmuha Oecne pyke. 00
UCIUMAHUKA e MPAXNCeHO 0a 00paiHcasajy ucmu Hueo muwiuhne konmparyuje npe u nocie TMC-a. FD pEMG
-a_je pauynama no Xueyyxu-jegom aneopummy 3a oopehusarbe hpanmxaine oumeHn3suje cuenana. Pezyimamu
nokasyjy o0a je 0ouino 00 crmamucmuyKky 3Havdajue paziuxe y cpeorem unmensumemy pEMG -a npe u nocne
TMC-a. Kao kKoHmpoaHa epyna CHUMMEHO je 5 UCRUMAHUKA (U3abpanux u3 npee epyne) Koju Hucy oooujanu
cmumynyce, éeh cy camo o0paicasanu ucme Hugoe 80/bHe KOHMpakyuje y yuwHom muwuhy. Koo mux cepuja
Huje ymepherna cmamucmuyky 3HA4AjH anpomMeHa KOMNJIEKCHOCMU CUSHAA.

U3 panujux ucmpascusarba 20e cmo nopeounu pe3yimame chHeKmMpaiHe anaiuze ca QpakmaiHum
Hanazuma, nopeouswiu 0ea mooarumema cmumynyca (TMC ca nepugheprom cmumyrayujom ucmoe yumHoe
muwuha) ymepounu cmo 0a 00 npomere 001a3u CAMO KA ce ma cmpykmypa cmumynuuie yeumpanro. 0gaj
Hanasz Ha eehoj epynu u y nopeherby ca Konmponama Koo Kojux Huje u3epuieHa CImumMyiayuja, 00Uy cmo 0o
saxwyuka 0a TMC (jeononyncna) unax y800u npomeHry KOMRJIEKCHOCMU CUSHANA KOjad je Mep/bUsd, Modicod
Ham npyacajyhiv nymoxas 3a odsme cmyouje nIacmuyHOCmU KOpe 8e1UK02 MO32d.
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npod. 1p Becna JeBpemosuh, mp Mapko Ob6panosuh, Yuusepsurer y beorpany, Martemarnduku
bakynrer
JA JIN JE BEPTPAHOB ITAPAJIOKC ITAPAJIOKC?

Ancmpakm:

Unmyumusnu npucmyn ciyyajuocmu ko0 2ceomempujckux geposamuolia moodce dogecmu 00 npobiema.
Hajnosnamuju npumep je bepmparnoe napadokc xoju euuse 00 100 eoouna uzasusa nadxcrby mamemamuyapa
Koju nokawaeajy oa 2a ,,paspewe’’. Ha npeoasarvy he 6umu peuu o nHexum nokywajuma pewiagarsa 0802
napaooxca, Kao u me20802 NPOUUpUEarsd.

Kwyune peuu: ceomempujcke seposammnohe, bepmpanoe napaooxc

mpod. ap Mwrytun O6panosuh, Yausep3utet y beorpany, ['paleBuncku dakynrer;
prof. dr Saminathan Ponnusamy, Indian Institute of Technology, Chennai, India.

UNIVALENCE AND STARLIKENESS OF SECTIONS OF UNIVALENT FUNCTIONS

Abstract:
Let D ={ze C:|z|<1} be the open unit disk in the complex plane C. Let S denote the family of all

functions fthat are analytic and univalent in D with the normalization f(0) = 0 = f(0) - 1. For
f(z)=z+ Z::zakzk in Sandn € N, we write

n
s, (f,z)= Z+Zakz"
k=2

for the n-th partial sums or sections of f.
In this lecture, we determine conditions so that each section s,(f,z) of f € S is univalent or starlike in

some disk | z |< r,. Also we discuss the same problems for certain special classes of the class S.

Keywords: univalent, starlike, section

np Karuna P. (CreBanosuh) Xenpux, Maremarnuku unctutyT CAHY, beorpan; YHuBep3urer y
Humry, Mammacku dakyaTeT

TPUI'EP CITPETHYTUX CUHI'YJIAPUTETA

Ancmpakm:

Hexkonuko meopema o mpueepy cnpecnymux cuneylapumema je OeuHucano u npuxasyjy npumeHe Ha
npumepuma xubpuoHe ¢pacyunanmue OUHAMUKE MAmMepujaine maike, 0OHOCHO KPymoe meid, Koju u3eooe
cnpeeHyme pomayuje OKO MUMOUNA3HUX 0CA Yy 2pasumayuoHom nomy. Ykaszyje ce Ha ¢henomene
pe3oHanyuje, OuHamuuKe ancopoyuje, hapamemapcke pe3oHanyuje, CUHXPOHU3AYUje, Pe3OHAHMHO2 CKOKA Y
VCA08UMA NPUHYOHe XUOpUOHe OUHAMUKe XUOPpUOHOZ cucmema uiu xubpuoHe ounamuxe ‘‘jeonocmasnoz”
cucmema. Mcmuuy ce u npumepu ¢heHOMEHONOUIKO2 NPEeCIUKABAA U MAMeMamuyKe aHaiocuje.

Kmyune peuu: nenuneapna ounamuxa, mpueep cnpecHymux CUHY1apumema, KUHeMuKa peaamuytoz
Muposarea, ¢haznu nopmpem, cmabuIHOCm, cnpecHyme pomayuje.
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np Branumup Bysbak, nonent, Yausep3urer y beorpany, Mammsacku dakynret

Giulio Maier, Gabriella Bolzon

PROPER ORTHOGONAL DECOMPOSITION IN MODEL REDUCTION FOR FAST
SIMULATIONS

Abstract:

Model reduction techniques nowadays represent quite popular research topic. The results achivied within
this research field are finding their applications in several engineering fields oriented to either real-time
simulations of complex phenomena, or to the parameter characterization based on inverse analysis. Vast
majority of developed model reduction techniques are dividing the computing work into two phases: an off-
line phase that is done once-for-all, and usually contains “heavy” computations,; and an on-line phase that
makes the use of previously generated data and performs “light” computation providing the results in a
real-time. The technique which will be presented within this communication is based on the combination of
“Proper Orthogonal Decomposition” (POD) with “Radial Basis Functions” (RBF). Within the first phase of
this method, a set of analysis with “full” numerical model (e.g. using finite element method or boundary
element method) are performed varying some of the parameters that are of further interest. Thus generated
responses, that are called “snapshots” in pertinent jargon, are collected within a single matrix — the
snapshot matrix. Each snapshot represents a response of the same system when only a few parameters are
changed, which suggests that there would be a strong correlation between the resulting data. This means
that by performing a POD analysis over snapshot matrix a new reference basis can be obtained, in which a
significant reduction of dimensionality without any practical loss of the accuracy can be achieved by
preserving only first few directions. After the truncation is performed, snapshot matrix is expressed with
matrix of “amplitudes” refereeing to the reduced space. In the subsequent phase interpolation by Radial
Basis Functions is_further employed on thus prepared data.

By combining these two mathematical techniques into a practical procedure it is possible to obtain a
robust computational tool capable of computing responses of highly non-linear systems in a time shorter by
several orders of magnitude with respect to traditionally used FEM procedures, without any practical loss of
accuracy. The developed reduced basis models can successfully be used for real time simulations of different
non linear processes providing the results in a real time. Within this communication some of recently
achieved results of the application of this technique in material characterization and in real time simulation
problems will be presented.

Keywords: proper orthogonal decomposition, radial basis functions, numerical simulations, model reduction
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IT CEKIIMJA: MATEMATHUKA U THPOPMATHKA Y OBPA3OBAY

npod. np Byphuna Takauu, Yausepsurer y HoBom Cany, Ilpupoano-matematndku pakymnrer
PEITABAKE 3AJTATAKA BU3YAJIM3ALINIOM

Ancmpakm:

Ipuxazyje ce ouoaxmuuxu npucmyn 0obujarea peuterba 3a0amarxa u npoodema, Kopuwheroem npocpamcKo2
naxkema GeoGebra, ca nocebnum ocepmom Ha e2o068e OuHamuyke ocobumne. Anarusupa ymuyaj
sU3VAIU3AYUje HA NpOYecc pewasarba npobdiema Koju ce 3aCHU8a Ha nosnamom gaznom Kouwyenmy I.
Honya. Pasmampa ce susyanuzayuja paiusumux npooiema u muxosux peuerbd, noies 00 eleMeHmapHuXx,
(0oKasu enemeHmMapHux meopema), Koje pewasajy YYeHuyu OCHOBHUX WKOAA, 00 Npumepa u3 HAuwux
HAJHOBUJUX HAYHUHUX UCPAXICUBAILA ((DPAKYUOHU U3B00U).

Kayune peuu: ouoaxmuuxu npycmyn peutasarsy npoonemd, OUHAMUYKA 2eOMempujd, GpakyuoHu uzeoou

Mp apko [Ipakynuh, Yausepsuter y Mctounom CapajeBy, @uno3odcku pakynrer [ane

PA3BOJ EJIEKTPOHCKUX YIIBEHUKA MATEMATHUKE V¥ PEITYBJIML CPIICKOJ

Ancmpakm:

Y paoy he bumu onucane axmuenocmu Ha U3paAdU eneKMPOHCKUX YUOCHUKA U3 MAMeMamuKe 3a Yemepmu u
wecmu pasped ocHoguux wkona y Penyonuyu Cpnckoj. H3pada osux yubenuka peanusyje ce y OK8Upy
ounamepaninHoz Npojekma O UHMEPAKMUBHOM €eNIeKIMPOHCKOM YYer)y MamemMamuKe Uuju cy HOCUOYU
Ipupoono-mamemamuuxy  axyimem  Yuueepsumema y Mapubopy u @uiozopcku  ¢haxyrmem
Yuuseepszumema y Ucmounom Capajesy.

Kuyune peuu: e-yuere, e-yubenuyu

npod. 1p Muoapar MartesbeBuh, YHuBep3uter y beorpany, Marematuuku ¢dakyirer,
Hugec Joszuh, ®unozodeku pakynrer y Crumury,
Mapek Cpernuk, YHuBep3uteT y beorpany, Matematuuku (hakynirer,

NCTPAXMBAKBEM J1I0 MUHUMYMA NJIN MAKCUMYMA

Ancmpakm:

Ilpobremu onmumuzayuje cy wecma nojasa y peannom scusomy. Cucmem 06pazosarba a nocedHo Hacmasa
Mamemamuke mpeba Oa ocnocobe yueHuxe 0a pewaeqjy u maxee npobieme, 00HOCHO 0d Y 0amom
KOHmMeKcmy oopede HajnogosbHuje peuwterbe. Onmumuzayuja ce 4ecmo cacmoju y mome 0a HA OCHO8Y
Quxcupanux 8peOHOCmU HeKUX 8eIUYUHA 00PEOUMO MUHUMATHY OOHOCHO MAKCUMAIHY 8PEOHOCI HeKe Opyee
senuuune. Koju cadpoacaju cy npuxiadnu 3a pasgujarbe me KOMnemeHyuje me Kako ux oopahusamu oa 6u ce
nOCMu2ao Jicembenu UCX00 yuerbd me passuie cnocobnocmu oonyuuearba? Pymuncko pewasare Opojux
3adamaxa ymephyje Hayuene npoyedype, GCWMUHY U OP3UHY PAUYHARLA, ATU 6PAO MALO0 CHOCOOHOCH
0071yHUBaILA.

Ja 6u yuenuyu pazeunu cnocobnocm oopehusarva (Haj)nogossuujee peuterba mpeba bupamu maxee
3a0amKe y KojumMa ce Y4eHUK Cmasemd y CUmyayujy 0a camocmaiHo ucmpasicyje mozyhnocmu, cnpogoou
AHATU3Y U MUMe PA38UJa UHMYUYL]Y 30 OMKPUBATbEM TPAICEHO2A, U3600U 3AK/bYUKE U NOCMABHA (PopMaTHe
mepowe me cxeama nompeby 3a nomephusarbem ucmuHumocmu youewoe. Taxo Hnp. ymecmo 0a 0amo
20M0B0 NPABUIO 0d je 00 C8UX MPOY2lo8a jeOHAK02 0OUMA jeOHaKOCMPaHUYHU mpoy2ao Hajeehe nospuiune,
MOJHCEMO NOCMABUMU VUEHUKE Y CUMyayujy 0a ucmpanice u 3aKmyye Kako Ou 00 dcuye Heke NPou3gosbHe
oyoicure obauKo8any mpoyaao Hajeehe nospuiutie.

YV o06om pady je yuw noxazamu xaxo ce yuemuyu moey 00umu Kpo3 UCMPAICUSAYKU Npoyec y
OMKPUBARY ONMUMATHOZ Peuierba U YCMepagamu HA KPUMUUKO pPA3MUULbAIbe U YUerbe C PA3yMesarbeM.
buhe pazmampanu npobdremu odpehusarba MuHUMYyMAa U MAKCUMYMA NOBPUIUHE UTU OOUMA DABAHCKUX
dueypa.

Kayune peuu: mumumym u Maxcumym noepuiure u 06uMa, U30nepumMempujcka HejeOnakocm,
UCMPAdICUBAFLE Y HACMABU MAMEMATUKE
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Haranuja Byauncku, npodecop MmareMaTHKe, OCHOBHA U Cpe/iba IMIKOJIa ca IOMOM y4eHuka ,,Ilerpo
Kysmjak*, Pycku Kpctyp

YUEBE MATEMATHUUYKUX ©YHKIINJA MOAEJIMPABEM ITPOBJIEMA 13
PEAJIHOI )KMBOTA

Ancmpakm:

Ilpumena mamemamuukoz mModeruparba ce 008Uja NO wieMu AKMUBHOCMU KOja NOYUIbe YNO3ZHABATbeM
VUEHUKA ca CUmyayujoM u3 peanHoz JHCUomad, a 3a6puiasa ce Mamemamuykum peuiervem. Mooeruparve
npuKasyje mamemamuxy y NpUMerbU8OM C6emiy, d KOO YYEHUKA pAa3suja CHnoCOOHOCH peuiasarsa
paznuyumux npobnema. 080 npedasarbe Odaje Npumep KAKO NPUMEHUMU MOOeIuUparbe Hd Yacosuma u
HaMereHo je HacmaeHuyuma mamemamuxe. Jlajy ce npumepu yueroa MamemMamuuxux @yuxyuja
MoOenuparbem npobrema u3 pearHoz KOHMeKCma U AHATU3UpAjy ce APpeOHOCmU MOOeIupara y HACmaeu
mamemamuxe. Taxohe, cmasma ce akyenam na ynompedy pauynapa u edykamuehoz cogpmeepa GeoGebra
V npoyecy MoOeauparba y HACmaey Mamemamuxe.

Kayune peuu: mooenuparve, npobiemu uz peainoz konmexcma, mamemamuuxe gynkyuje, GeoGebra

Mp Jenena Xanu [lypuh, Yuusepsurer y beorpany, Maremaruuku Qaxyiarer
Hesenka Cnanesuh, Jacmuaka Muxaspunai, Maremarnuka ruMHa3uja, beorpan

FROM TOYS TO COMPUTER PROGRAMMING

Abstract:

This paper aims to be a contribution to the integration of multimedia applications and programming into
school and preschool education system. Our "digital kids" are capable to use computers and Internet, but it
may be valuable to teach kids how to code. Our survey is based on experiences and observations of children
aged 4-8 years olds using an animated programming language, Scratch. Those courses were held in weekly
session over the several months in each year, involving approximately 220 children and 4 educators.
Hllustrative user manual and educational material on the initial use of computers, computer networks and
computer programming are included, as well as an informative survey on existing initial learning
environments for children. Also, we have made an effort on localization of software package Scratch into
Serbian language. Promoting computer literacy through programming, even at an elementary level, makes
technology seem less unfamiliar and more accessible. The results showed that in general kids (K-4) could
successfully learn basic concepts of computer science. Also, animated programming languages encourage
kids to explore basic mathematical concepts.

Keywords: introduction to programming, preschool education, initial programming in primary school

Anexcanzapa Pocuh, crien. HactaBe matematuke, Ol ,,MupocnaB Autuh®, beorpan

[TPUMEHA IPAD-A Y HACTABU MATEMATUKE

Ancmpakm:

Ceu mu Koju cmo paounu y nap wKoaa Cyouunu cmo ce ca nemoeyhnowhy uzeoherwa nacmase no akmueHuM
APUHYURUMA YenasHoMm 3002 Hedocmamka cpedcmasa. [la nu wexkajyhu nexka 60/6a epemena, namemue mabie
u iPad-ose 3abopasmamo O0a HaM YyueHuyu u3 WKOIA U31A3e €A HUCKUM HUBOOM (DYHKYUOHATHE
mMamemamuuke nucmeHocmu?

Ha nexonuko npaxmuunux npumepa oahe ce npuxas kopuuwihera iPad-a y nacmasu mamemamuxe,
anmu U aImepHaAmueHd peulerbd Kako Y3 Homol jeOHocmasHux cpedcmaga 0bozamumu  HACMAGY
Mamemamuxe.

Kwyune peuu: nacmasna cpeocmea, iPad y nacmasu mamemamuxe
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Pagomup A. Muxajnosuh, New York Institute of Technology,

Hesenka CnaneBunh, Marematudka rumHasuja, beorpan

TEACHING HIGH ACHIEVERS COMPUTER ARCHITECTURE AND OPERATING
SYSTEMS

Abstract:

The so called personal computing and Internet revolution has brought a powerful computing machine as a
basic necessity into almost all homes world wide.

Keywords: gifted student, hih achiever, computer architecture, operating system

no1l. 1p Munena bornanosuh, Yuausepsutet y Humry, Yunresbcku dakynrtet y Bpamy
PAYYHAPCKA (MHO®OPMATHUYKA) IIMCMEHOCT 1 UHTEPHET - ITPEJJHOCTU U

OITACHOCTH 3A KOPUCHUKE

Ancmpakm:

Y paoy ce objawrpasa neonxoonocm pauynapcke (ungopmamuuke) RUCMEHOCMU, NOUe8 00 NPeOUIKOICKUX
YCmanosea u OCHOBHe Wikoale, Na cée 00 BUCOKO2 00pA306area, y CaBPEMEHUM CEemCKUM MeHOoeyujama y
Hayyu u ceaxkoouegHom dcueomy. Hapasno, nuje 3aobuhen nu UHTEPHET, kao jeowa 00 Haj3HauajHujux
MoeyhHocmu caepemene mexHuKe u MexHono2uje y C8aKOOHEeBHOM U akademckom oicusomy. Ilpednocmu
genuke Mmpedce pecypca u cr0600Hoe npomoka ungopmayuja eehe cy 00 onacmocmu 310ynompebe
HUnmepnema. Anu, npomuszaxonumo kopuwiherse Unmepnema ne moowce ce monepucamu. bopba npomus
une2annoz caopicaja na 2no6arHoM HUGoy, Kao wmo je devuja nopHozpaguja, mopa bumu 3a2apanmosand.
Ceu nocmojehu 3axonu mopajy oumu, maxohe, npumerenu na Humepnemy. Pauynapcka u Hnmepuem
nUCMeHoCcm Mopa Oumu CmuUMyIUCana Kako Ou ce 0javano MmexHu4Ko pazymesarse GadCHOCMU copmeepa u
kooa. 0o je nompebno Kako 6u ce ocmasuo npocmop 3a mo2yhinocm Oeghunucara 0yoyhe ynoee
Hnmepuema u wezo60e nonodcaja y epahanckom opywmay. Mumepuem nucmeHocm mMopa oumu npumMapHu
yum obpaszosarea y wikonama. [lompebno je opeanozosamu u Kypcese 3a oopacie.

Kuwyune peuu: unmepnem, cepgucu unmepuema, éeb6 cmpanuye, chat, onoe, download, popym, eeb ecarepuja.

Mp [paran Maruh, [Ipupoano-marematndku Gpakyiarer, Y HuBep3urteT y bamanyumu,
npod. np Munan boxxuh, Yausepsurer y beorpany, Marematuuku dakyaTeT
[MPUMIJEHA TTPOBJIEMA MAKCUMAJIHE I[IOBE3AHE FAJTAHCHUPAHE
ITAPTULUIJE ¥ OBPA3OBABY

Ancmpakm:

Ilpobnemu xombunamopre onmumusayuje NPOHALA3e WUPOKY NPUMjeHy V pjeuiasary pasHux
opeanuzayuonux npoonema. losnamu HII mesicak npobrem maxcumanue nogesane dbaiancupane napmuyuje
y epaghy (Maximally Balanced Connected Partition problem - MBCP) je uckopuwmen 3a opeanuzosarbe
nodjene HACMABHUX jeOUHKU jeOHO2 Kypca HA 08a oujenda, maxko 0d ce 04y8a No8e3aHOCm JeOUHKU VHYMAap
ceaxoe oujena, a 0a medcuna epaousa y oba oujeia 6yoe npubaudicuo jeonaxa. Y paody je npeonogicena jeona
nodjena kypca uz ¥Yeooa y meopujy 6pojesa. Takode, onucane cy Heke memooe pjeulasarba 0802 npodiema.
Kayune peuu: napmuyuje epaga, pauynapu y oopazosarsy, opeanusayuja Kypca
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Bborossy6 Mapunkosuh, Marematudko apymTBo ,,Apxumenec, beorpaz
MATEMATHUYKO APYHITBO ,,APXUMEJIEC* BEOI'PA/l — AOITPUHOC
OBPA3OBABY U IIOJU3ABY MATEMATHUYKOTI ITOMIIATKA

Ancmpakm:

Csaka Hayka c60j npocpecusHu paszeoj ocmeapyje, noped OCmanoe, CUCMEMAMCKOM U KOHMU-HYUPAHOM
OpucomM 0 c60M NOOMIAMKY, KAKO Y UHCMUMYYUOHATHOM, MAKO U BAHUHCIMUMYYUOHATHOM OP2AHU308AY
noopuike maaouma. Y mom cmuciy je Mamemamuuxo opyumeo ,, Apxumedec” uz beoepaoda (0o nedasHo:
Knybo mnaoux mamemamuuapa "Apxumeoec”), y ceojoj dyeoj mpaxcu (38 eoduna), nocmueno uzeampeomne
pesynmame u 0a10 8elUKU OONPUHOC YHANPeHUsarsy Mamemamuuxoe 00pazo8ara Mia0ux eHapayuja, wimo
je 8UcoKko oyereno y Cmpyunoj jagnocmu y Hawoj 3emsmu u unocmparcmay. O mome cgedoue OpojHu nooayu
U3 apxuse 0802 cneyupuuHoe CmpyuHoz Opywmed u MHo2a npusHarsa koja cy "Apxumedecosyu" dobujanu 3a
NOKA3AHO BUCOKO ymelie y mamemamuyy U y OpeaHu308ay akmugHOCMU cd /bYOumesumMa Mamemamure
CBUX HUBOA.

,Apxumedec* je noodasnHo nocmao npasu cHeyujaruU308aHU Yewmap 3a 0aposume Miaoe
Mamemamuuape u opyee /byoumene mamemamse u pauyHapemea ceux yspacma. /lo cada je pecucmpogano
oko 28.400 wnanosa (1660 odpaciux u 26.700 yyenuxka u cmydenama). Xumaoe yueHuka u cmomuue
Hacmaguuxa capalyjy ca "Apxumedecom" u yuecmgyjy y mwezoeum axmusHocmuma. Bpojue u obumme
AKMUHOCTU YUHE OCMUULBEH CUCIEM. NONYIAPU3AYUJa MAMEeMAmuKe U HayKe yonuime, HanocpeoHu pao ca
VUEHUYUMA-/bYOUMebUMA MAMEMamuKe U PauyHapcmea (Cmaina wKoia Koja paou moxKom yeie wKoaicKe
200uHe, JNemmbe U 3UMCKe WKONe-KaMNosy, OONUCHA WIKOIA, 0e0epaocka MamemMamuuxa cexyuja,
PAUYHAPCKU KYPCesu); MameMamuyka makmuuersa: Mamemamuuku mypHup — eKunHa Mamemamudxa
ONUMNUJAda OCHOBHUX U cpedrux wkoaa Penyonuxe Cpbouje, macoeno maxmuuerve ,, Muciuwa“, donucha
MamemMamuyxa OIUMNUjadd, UuHmMepHem Mamemamuyxa onumnujaoa, Mehynapoonu mamemamuyxu mypuup
epaodosa (opeanuzamop 3a beoepad, koopounamop 3a Cpoujy); cmpyunu pad ca HACMABHUYUMA (CMpYUYHe
mpubuHe, CReyUjaIU308aHU U OpYy2U CeMUHApl), Cneyujaruzosana oubauomexa, cmeaparbe U uU30déarbe
npupyuHe 1umepamype 3a yueHuKe u HACaeHuKe.

Kwyune peuu: Apxumedec, mamemamuuxy noOMIA0aK, NONyIapusauja mamemamure

ITerap OrpusoBuh, O6pa3oBuu cucreMm ,,Pyhep bomxkosuh”, beorpazg

OBJIACT ,MEPEWE*“ Y HACTABU MATEMATUKE ¥ OCHOBHOJ LLIKOJIN

Ancmpakm:
Y o6om uznacary ananusupan je 3adamax ,, Pazeoeop npexo unmepunema” (IIHCA, 2003. 200una) kpos
pezyamame mecmuparea 176 yuenuxa Ocrnogue wikone u I'umnasuje ,, Pyhep bowrxosuh” y beoepaoy.

Lenose o6oe 3a0amka, unave HamerbeHo2 NeMHAeCmo200UUIbAYUMA, YCHEUWHO Peulasajy u y4eHuyu
mrahux paspeda ocrogue wikone. C mum y 6esu, pazmampaue cy fekyuje uz oonacmu , Mepere”, xoja
nocmoju y Obpasosnum cmanoapouma 3a kpaj obagesnoz obpaszosarsa (Hayuonannu npoceemuu casem,
2009), anu je nema y HACMABHUM NAAHOBUMA 3d cmapuje paspede ocHosHe wikone. [lumare je, dakie, Kako
VUeHuyl, HA MehyHapoOHuM mecmosuma, peuasajy 3a0amke Kojuma ce Mano uil HUMAano oage y pedosHoj
Hacmasu.

buhe 0amo u nexonuko npumepa u npedioza Kaxko ce meperse Modice 0emasbhuje 0opaoumu Kpo3
opyee nacmasie obnacmu.

Kawyune peuu: meperve, oopasosnu cmanoapou, I CA, nacmasnu nianosu

184



Mp Hatanuja JenenkoBuh, ruMHaszujcku npodecop MaTeMaTuke u nHpopmaruke, beorpas

[NPUMEHA MATEMATUKE Y KAPTOI'PA®UIN

Ancmpakm:

Caonwmerbe caopicu np8o Kpamku UCMOPUJCKU PA360] NpumeHe mamemamuxe y Kapmoepa@uju Kpos
ucmuyaree OCHOBHUX Memood U NOCMYNAKa Koje OUPeKmHO KOopucme MAameMamuxy, 3amum, GU3YelHO
npuKazuearbe CMapux Kapama u amiaca 3a UCmuyarbe MayHOCmu, wupe npesenmosarse Kopuuihersem
npumepa u mooend, OnUcC HeKUX 3aHUMBUBOCIU KOje UCIUYY Y02y U NPUMEHY MameMamuke Kao HayKke y
Kapmoepaghuju oamac, Kao U NPuKaz AcCMpoHOMCKUX MAnd, 60JHUX Kapamd, KapmozpagcKux 3aoamaxa
Kpo3 cadawireocm, npouliocm u Oyoyhnocm.

Kmyune peuu: mamemamuuxa kapmozepaghuja, kapmozpagcku sadayu, kapmoepagcke npojexyuje,
monozpaghcke kapme, Mpedxrca mpuaneyiayuje, pauyHapcka kapmozpaguja, OprcasHu KOOPOUHAMHU
cucmem, ousUmManru3ayuja kapama.

Hparan IlerpoBuh, npodecop matemaruke, [ mmuaszuja Kpymepar

I[TPUMEHA IT'PAOUKA ®YHKIMIE V PEHTABABY JEJJHAUMHA

Ancmpakm:

Behuna yuenuxa cpeowe wikone epaguk (yHKyuje xopucmu camo ako ce y 3aoamxy xagce ,,Haypmaj
epagux gynxyuje... “. Manu 6poj wux je ocnocobmen 0a epagpuk GynKyuje KOpucmu u PUIUKOM peulasarsa
jeouauuna, nocebHO aKo U3pasu HUCYy UCMOPOOHU KAO HA Npumep KoMOuHayuja noIuHoOMd U
J02apUMamMCKux, eKCROHeHYUjaIHUX i mpuconomempujckux uspasa. W oopehusarse xonuxo, na npumep,
UMa peannux peulerba jeOHauuna mpehez cmenena 3a wUX je @enuku npobdiem. Ynopehueare peuerva
Keaopamue jeOHauuHe ca 3a0aHum Opojem unu Opojesuma maxole ce moodce pewasamu y3 Kopuuiherbe
epagpuka keaopamue @yuxyuje. L{um o6oza je da ce yuenuyu ocnocode da kopucme epaux QyHKyuje u ako
ce y 3a0amKy mo eKCuIUYUmMHO He Kagice.

Kuwyune peuu: jeonauune, epagux gynxyuje

Mupocnas ['ojuh, mp ['opan Jlazouh, npod. np Crnobonan PanojeBuh, Yausepsuret y beorpany,
MarinuHcky (akyiarer

CIIELHAJAJIN3ALIA MAIIIMHCKUX MHXEBEPA V KOPULITERY
CACTABHHUIA MOJEJIMPAHNUX CTABJIOM

Ancmpakm:

Cacmasnuya je jedan 00 OCHOBHUX OOKYMeHAmMA Koju npamu npouzeoowy. CacmasHuya Kao 0OKyMeHm y
npoussoorLU  Odje OCHOBHe uHoOpMayuje O HPoU3go0y y HUMABOM HPOYeCcy HPousgoowe Ucmoeaa.
Obpasosarwe u 0CcnocobbaBarbe  MAWUHCKUX UHIICEFEpd 3d KOopuuimerse CACMAGHUYUd MOOEeTUPAHUX
cmabnom omeapa mozyhnocm yuanpeherna npou3sodmwe. Y cacmasHuye ce mo2y 000asamu U 000amue
ungopamyuje koje onaxuiasajy npakherbe came npou3e00rbe Mmaxko 0a UCMy YuHe npeosuouUsoM.

Kawyune peuu: cacmasnuya, npou3goorwa, opeanusayuja, cmadio, cmpykmypa, 6aze nooamaxa, niaHuparpe.
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III CEKIIMJA: HAYYHOUCTPAKUBAYKU U CTPYYHU PAL CTYIAEHATA

Canppa Xonwmh, capaTHUK y HACTaBH, CTYJICHT JJOKTOPCKUX CTyIUja, YHUBEp3uTeT y beorpany,
MaremaTHuku ¢akyaTeT

[TPOBJIEM COIICTBEHMX BPEJJTHOCTU CA HEJIOKAJIHMM POBUH-
JUPUXJIEOBUM ' PAHNYHUM VY CIIOBUMA

Ancmpakm:

LImypm-Jluysunoge jeonauume ce nojasmyjy y npobiemuma npumerseHe mamemamuxe. Ha npumep, one
npeocmasbajy 6UOPAYUOHA CMAFA PAIUYUINUX CUCEMA, KAO WMo Cy subpayuje dcuye, uiu eHepeemcke
concmeene  (QyHKyuje KEAHMHO-Mexanuuxkux ocyuramopa. To ¢y epanuynu npooaemu  0OUUHUX
oughepenyujannux jeonauuna, Koju ce jour HaA3ueajy u npobremuma concmeenux peonocmu. 0soe je
u3nodicen u peuter cucmem ca m3sg. Henoxannum Pobun-/fupuxneogum epaHuyHuM ycio8uma ca npumepuma
KOju uycmpyjy npemxoorHda meopujcka pasmamparsd.

Kuwyune peuu: [lImypm-Jluysunosa jeOnauuna, epanuunu npooiem

Jby6uuia Martuh, acucrent, Bucoka texnonomka mkona, [1ladar, cTyaeHT JOKTOPCKUX CTyja Ha
MarematnukoMm (akynrery, YHUBep3uTeT y beorpany

O JEJHOM TUITY TAJTACHE JEJHAUYUHE; ITPUMEP PEITIABABA MVYJITUT'PU/
METOJ0OM

Ancmpakm:

Pazmampahemo ocyunayuje 0ée mamnxe scuye roje cy yuepuiliene Ha jeOHOM c80M Kpajy, OOK um je
cynpomat kpaj cio6odan. Cneyuguunocm 3a0amka ce o2neda y 4urbeHuyu 0d ce peulerbe nocmampa y 08a
OucjyHkmua, cmpoeo pasoeojena uumepegana. Qusuuka nojasa ocyuiayuje mawuke odicuye je objauirbena,
000p0 depuHuCana u NOCMAsbA ce NUMAre Kako joj dodenumu od2o8apajyhu mamemamuuku mooen (Koju
ou mpebano 0a cadpiicu u NPoMeHbUBe Koje ORUCY]Y eIaCMUYHOCH JHCUYd, YMuyaj CRobauibux cuud...).
Haxon moza, mooden je mpancghopmucan 00 obauka no2o0noe 3a npumery myamuepud memooe. Mynmuepud
je umepamusHu memoo 6a3upan HA pewiasarsy cucmema Ha ,,2pyoasoj’t mpescu U KACHUjoM NONpAasKoM
unuyujarnoz peuterva. EQuxacnocm memoode 3agucu 00 uzbopa u HAUUHA KOMOUHOBARA e208UX OCHOGHUX
eleMeHama- umepamugHe Memooe Kojom ce CUCmeM peuiasd Ha HUBOUMA, ONepamopa pecmpuxkyuje u
npojexyuje nomolhy Kojux ce epuiu npenas ca jeoue mpesice Ha opyey.

Kawyune peuu: manacna jeOnawuna, Mmyaimuepuo memooa

Bama Hukonuh, capagauk y HacTaBu, YHUBep3uTeT y beorpany, @akynaTeT opraHM3alimOHUX
HayKa

JABOMPE’XKHA METOJIA KOHAYHUX EJIEMEHATA

Ancmpakm:

Y paoy je mpuxaszama mexmuxa Ouckpemuzayuje MemoOOM KOHAUWHUX elleMeHama 6a3upana Ha 08d
npOCMoOpa KOHAYHUX eleMeHama, jeOHOM Koju 00208apa epyo/b0j U jeOHOM Koju 00208apa (PUHUjOj Mpedicu.
Pasmampan je npobrem peuwiasara nepasdgojenoe cucmemda JUHEAPHUX NAPYUJATHUX OUPDEPEHYUJATHUX
jeOHnauuna, Kao u npodiem CONCMEeHUX 8PeOHOCMU 3d TUHeapHe napyujaine oupepenyujanie onepamope.
THpumervyjyhu 0eompedicny memody noaazuu npoodiem peuiagamo Ha 2pyomoj mpesicu, 00K HA DPUHUjoj
Mpedicu  pewasamo 3HamHO jeOHocmaenuju npobnem (Ilyaconogy jeomauumy, pazogojen cucmem
napyujarnux jeonawuna, umo.) npu uemy y3 oocoeapajyvhiu uzoop epydme mpedice peuierbe 3a0piicasa
onmumanny maunocm. Hymepuuxum excnepumenmuma 0eMOHCMPUPAHA je epuracHocm memooe.

Kuyune peuu: memooa xonaunux eiemenama, 08e mpesice, Cucmem NAPYUjarHux Oupepenyujanriux
JjeOHauuna, npobiem conCmeeHux 6peoHoCmu
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mur. papm. Tujana Pakuh, Yauepsurer y beorpany, ®@apmaneyrcku dakynret, Anekcanaap
‘Benuh, ctynenT nokropckux cryauja, 1p Mupocnas Mapuh, np 3opuna Ctanumuposuh,
MaremaTtnuku ¢akynrtet, Y HuBep3uTeT y beorpany, ap busbana Janunh CtojanoBuh,
dapmaneyTcku akynret, YHHBep3uTeT y beorpany,

PA3BOJ HOBUX MOJEJIA ITPEABUHBABA PETEHIIMOHOI [IOHAITABA YV
TEYHOJ XPOMATOT'PAOUIN XUJPOOPNJIHNX MHTEPAKIIMJA

Ancmpakm:

Y o6om ucmpasicusarsy paseujenu cy mooenu npeosuharba pemeHyuoHo2 NOHAWARA nem aHmuoenpecusd y
HILIC cucmemy. Ilpednosicenu mooenu 3acmosauu cy Ha anpokcumayujama nomohy xeadpammue gopme
Opyeoz peda, nooebeHUX pasiuKd, U KOHAYHUX pasiuka QynHkyuje suuie npomenmsusux. Lus ucmpasxcusarsa
je nopehewe eguracnocmu paziunumux Mmooenda u ONMuUMU3ayuja pazoeajarbd NPUMeHOM QYHKyuje
Xpomamozpaghckoe 002060pa.

Kmyune peuu: xpomamoepaguja, pemenyuono nonawarse, anpoxcumayuja

Mapuna Ilekuh, Camwa Pubuh, Yausepsuter y beorpany, @apmaneytcku dakynret, Kareapa 3a
AQHAIUTUKY JICKOBa, MeHTOpH: nuiil. papm. Tujana Pakuh, np bussana Janunh CtojanoBuh
OYHKIUNIE XPOMATOI'PA®CKOI' OAI'OBOPA V PEIIIABABY
OIITUMUBALNOHUX ITPOBJIEMA V TEUHOJ XPOMATOI'PAOUIN
XNAPOOUNITHUX MHTEPAKIINJA

Ancmpakm:

Dyuryuje xpomamozpagpcroz 002060pa NPedCmasbajy MamemMamuixo pewerse koje omozyhasa oojekmusHy
npoyeHy Keaiumema Xpomamozpama u OOnywma UCo8peMery ONMuMU3Ayujy euue pasiudumux
xpomamoepagrckux yumesa. Luwm je npoyena eguxacrocmu uemupu  paziuyume  QYHKYuje
xXpomamozpagpckoz  002060pa HA  CUMYIUPAHUM  XPOMAMOSPAMUMA U  EKCNEPUMEHMATHO  00OujeHuM
Xpomamozpamuma HaKoH anaauze bema a2oHucma u 610Kamopa meuHom Xpomamozspadhujom Xuopo@puiHux
uumepaxyuja (HILIC — ene. Hydrophilic Interaction Liquid Chromatography). Ilem cumynupanux
xpomamoepama kpeuparo je y Microsoft Excel npoepamy. Ocammnaecm excnepumenmanno 0obujenux
XpomMamozpama 2eHepuUcano je HAKOH aHaiuze nem Oema azomucma u OL0KAMOpa NoO PAasiuyumum
yvenosuma y HILIC cucmemy (cmayuonapna gasa: BETASIL Cunuya-100 (100 mm x 4.6 mm, 5 [m éenuuune
yecmuya), MoOunHa Gaza: ayemonumpun: 800eHU pAcmeop amonujym-ayemama, uuju je pH nooewen
enayujannom cuphemnom xuceaunom). Cacmas mobunne pase eapupan je npema niaHy YeHmpaiHoz
KoMno3uyuonoz ousajua. Yemupu @yukyuje xpomamozpagpckoz 002060pa npumerbene ¢y y NpoyeHu
CUMYTUPAHUX XPOMATNOZPAMA. AHATUZUPAHY CY PAIULUIMY CENapayuoryu napamempu YKmyyeHu y yHkyuje
U WUX08A CHOCOOHOC 0a UCMOBPEMEHO Npoyeryjy Keanumem pazoeajarbad CuUX NPUCYMHUX NUKO8A.
Hcnumanu cy npucmynu npoyenu yKynHe OViCuHe mpajara xpomamoezpagcke ananuze. Mepena je
cnocobnocm yHkyuja 0a nocmase adekeaman 6aniauc usmehy npoyene Keaiumema pasoeajara u yKynme
oyarcune mpajarea ananruze. QynKyuje cy mecmupane Ha eKCnepuMeHmaino 000UjeHuM XpomMamospamumd.
Ipumehene cy 3nauajne paziuxe y 8peOHO8ARY KEAIUMEMA XPOMAMOSPAMA 00 CMPAHe PA3IUYUTIUX
@ynxyuja. Iloxasano je 0a ¢pynxyuje xpomamoecpagckoz 002080pa nPeoCmasbajy noy30an u 00jeKmuean
npucmyn y onmumusayuju pazogajarea cyncmauyu y HILIC cucmemy. [Ipoyuene cy npeonocmu u maue
pasaunumux @Qynkyuja u OeuHucame cy mepe onpe3a npu 00abupy @yukyuje uzbopa 3a Ooamu
onmumusayuonu npooaem. Qyuxyuje xpomamoepaghckoz oocosopa, HILIC, 6ema aconucm u 610kamopu.
Kuwyune peuu: ¢pynxyuje xpomamoepagcroe oozosopa, HILIC, bema azonucm u b6ioxamopu
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Credan MuikoBuh, capaHUK y HaCTaBH, CTYACHT JOKTOPCKUX CTyAM]ja, Y HUBEP3UTET Y
Beorpany, Marematnuku gaxynTer

XUBPUJHU I'EHETCKU AJITOPUTAM 3A JEAHOCTEIIEHU JIOKAILTNIJCKHU
[TPOBJIEM OTPAHUYEHUX KAITALIUTETA

Ancmpakm:

Y paoy je npuxazan xubpuonu cememcku aneopumam 3a jeOHOCMeneHu JOKAYUjCKu npooiem 0epaHuyeHux
Kanayumema. 3a 0amu CKyn mMepMUHALA U NOMEHYUjAIHUX 10Kayuja 3a KOHyewmpamope, nompeOHo je
o00pedumu koju he Konyenmpamopu oumu ycnocmasmwel mako 0a Cyma Yena npuopyIcusarbd mepmMuraid
KOHYempamopuma u yena uxncmanayuje Kouyenmpamopa Oyoe najmarea moeyha. Ilpumom je nompe6bro
800UMU payyHa 0a Kanayumemu KOHYEHMpAmopa 00208apdjy NOMpaiCrama mepmunaia. XuOpuoHu
2EHEeMCKU AN2OPUMAM KOPUCIU eNUMUCIUYKY Cmpamezujy, (UHO 2paoupany mMYypHUPCKY CereKyujy,
jeoHnonozuyuono ykpumarse u npocmy mymayujy. 3a uspauynagarbe gpyuxyuje yusmna je kopuuihen CPLEX. YV
C8aKOj eeHepayuju ce npumeryjy u 06e nomoline Xxeypucmuke JIOKaIHe npempaze, UHEEp3Uja U
mpancnosuyuja. Ancopumam je mecmupan Ha ORLIB uncmanyama u 3a ceaxy mecm UHCMAHYY je
00CMUSHYM ONMUMALAH Pe3YImamn.

Kayune peuu: noxayujcku npobnemu, 2eHemcKu anzopumam, 10KAIHa npempaza

OmnuBepa JankoBuh, capannuk y HactaBu, Y HuBep3uret y Kparyjesuy, Exonomcku dakymnrer
CYCLE-CANCELING ALGORITHM ALGORITHM 3A PEIITABABE ITPOBJIEMA
I[MTPOTOKA CA MUHUMAJIHOM HEHOM

Ancmpakm:

Y mpaxcu, npobrem npomoxa ca munumannom yerom ce wecmo cpelie y cKopo ceum epamnama unoycmpuje,
jep 3a pewasarve Hajeehee bpoja npakmuyHux npodrema, 00ayuyjyiu 3uauaj umajy mpouwKoeu HeonxoOHU 3d
peanuzayujy nocMampasux npomoxa. Y pady je nokasamo oa je 08aj npoOnem eKeueaieHmaH
MPAHCNOPMHOM npobremy, a 3amum je onucaw ,,Cycle — canceling algorithm* xoju nanasu onmumaino
peuierse y nceyOOnoIUHOMUJarHoM epemery. Fhe2o6 paod je unycmpoean Ha Kpamxkom npumepy.

Kuwyune peuu: cycle — canceling algorithm, npobaem npomoxa ca MUHUMATHOM YEHOM, YCII08
ONMUMATHOCIU, PE3UOVATIHA MpeXHca

Munom CrankoBuh, CTyJIeHT MacTep cTyauja, Y HuBep3urteT y beorpany, Marematnuku GpakyiaTeT
XEVYPUCTUKA TABY ITPETPAKMBABA 3A PEIIIABAKBE GAP-A

Ancmpakm:

Y paoy je pasmampan GAP (Generalized Assignment Problem), nosnamu HII-mewxu npobdrem
KOMOUHamopHe onmumuzayuje, duje pewasare je 00 Geiuxoz npakmuunoe 3uauaja. GAP noodpasymesa
npuopyAcUBarbe CKyna nocioea CKyny azeHama xoju ux uzepuasajy. Ceaxu azenm uma ocpanuiene pecypce
U ceaxku nocao ce mopa 000eIumu MA4HO jeOHOM azeHmy 3ay3umajyhu oopelieHy KOMUYUHY He208UX
pecypca. 3a pewasarwe GAP -a y pady ce npumeryje xeypucmuxa mady npempaxicugarsda. Aneopumam
maby npempacicusara ce 3AacHU6Ad HA AOANMUGHO] MEMOpuju Koja y npoyecy npempaze uma yiozy y
npegasunadicery JOKATHUX ONmuMyma u npubnudicasary enodannom onmumymy. Hajsnauajnuje
Kapakmepucmuke 0802 a120pumma cy jeOHocmagHocm u rexcubunnocm. Y pady je demamHo npukazana
UMNIIEMEHMAYU]A NPEOTOAICEHO2 AN2OPUMMA U Foe208UX KOMIOHEHMU KAO U AHAIU3A O0OUJEHUX pellerba.
Kawyune peuu: mabdy npempasicugarve, 1oxanno npempascugarve, GAP, generalized assignment problem,
Memaxeypucmura, KOMOUHAMOPHA ONTRUMUAYU]A
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Jacna Pajaunh, cryneHT Mactep cryauja, YHuBep3ureT y beorpany, Matematuuku dakynrer

PEITABABE JEAHOAUMEH3NOHOI" BPP IOMORY ANT COLONY
OPTIMIZATION

Ancmpakm:

Y 06om paoy je pasmampan jeonooumensuonu Bin Packing Problem u mwe2060 peutasarbe memaxeypucmuxo
bazuparnom na mpasmum kononujama (Ant Colony Optimization-ACO). ACO je penamueno Ho8a
Memaxeypucmura Koja ce yChewHo Kopucmu 3a peuiasarbe npooniema xomounamopre onmumusayuje. Kaxo
je nosnamo Oa oseaj npucmyn BPP-y 6ome pesynmame oOaje y xombunayuju ca local search-om,
uckopuwthena je osa udeja y yumy wmo eguxachujee pewiagarba npooiema. Pazmompen je ancopumam u
ynopelienu cy pesyimamu ca Opyeum aieopummuma Koju cy 00 cada oasaiu 00bpe pesyimame npu
pewiasarsy 0802 npobiema.

Kawyune peuu: jeonooumenszuonu bin packing problem, ant colony optimization, memaxeypucmuxa

Maja DBykuh, CTyZeHT JOKTOPCKUX CTyAM]ja, YHUBep3UTET Yy beorpany, Marematnuku daxyierer
XUBPUJHU I'EHETCKU AJITOPUTAM 3A PEHHABAKE XAB JIOKAILIMJCKOI!
[TPOBJIEMA HEOI'PAHNYEHUX KAITAIIUTETA CA BUILIECTPYKM
AJIOKALIMJAMA

Ancmpakm:

Y 06om paoy je onucan eenemcku ancopumam 3a pewiagarbe xab JOKAYUJCKOZ NPOOIEMA HeOSPAHUYUEHUX
Kanayumema ca suwiecmpykum arokayujama. Osaj HII-meowcax npobaem uma 3nauajuy npumeny y npakcu.
Xab noxayujcku npobremu ce oocma Kopucme y MOOEPHUM MPAHCNOPMHUM U MENeKOMYHUKAYUJCHUM
cucmemuma. Hajuewhe ce npumeryjy 3a ousajuuparee OpyMCKUX U JHCeNe3HUUKUX cucmemda, NOUmancKux
cucmema, cucmema 6p3e Ucnopyke u ciuuHo. Y yuny nobosuiared eqoukacHoCmu npeonoA#ceno2 2eHemeKoe
aneopumma, nNpUMereHa je Xubpuouzayuja 2eHemckoZ ancopumma Cca XeypUucCmukom JOKANHO2
npempadicusarsd, na cy maxko Hacmaie memooe Koje Cy 6eoma ycneuine u npu peuasarby npooiema 6enuKux
oumensuja. ¥V pady cy dama peweroa u 3a npooieme genukux OUMeH3uja 3a Koje OnmuMaiHia peuierba Hucy
nosnama. I enemcku aneopumam je mecmupau Ha UHCMAHYAMA Yuje ONMUMAIHO Peulerse Huje RO3HAmo, au
0ao je pezynmame 3a Koje ce Modice npemnocmasumu 0a cy Keaaumemuu.

Kawyune peuu: cenemcxu anzopummu, Xxab 10Kayujcku npooiemu, KOMOUHAMOpHA onmumuzayuja,
Memaxeypcumuxe

bojan bamarn, ['opnana lumutpujeBuh, Cmuibana O6panosuh, Hukona AjmykoBuh, goir. ap
Bpanko Manemesuh - Yauep3urer y beorpany, Enextporexunuku paxynTer

Munan Yammapa, mactep cryaent, YauBepsurer ETH [upux, [1IBajmapcka

[TPUMEHA TTPEBHEPOBUX BA3A HA ITPOBJIEM MHBEP3HE KNHEMATUKE V

POBOTULIU

Ancmpakm:

Y okeupy pada je npeocmasemena npumena Ipebneposux Oaza noauHomMujarHux udeana Ha npooaem
uHgep3He KuHemamuxe y pobomuyu. Anruxayuja pazeujena y okeupy pada 8usyeano 0eMOHCmMpupa Ha Koju
HA4uH ce 08a 0O1ACM MamemamuKe Modice NPUMeHumu U Ha nocmojehie unoycmpujcke pobome.

Kawyune peuu: [ pebnepose baze nonunomujainux uoeana, pobomuka
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Munena Kpecoja, ucrpaxkuBau-capaanuk, YHusep3uter y Hosom Cany, [IpupogHo-mareMaTHuku

bakynrer
CKPMBEHU MOJEJI1 MAPKOBA KAO METOJIA 3A 'EHEPALINJY CLHEHAPUJA

Ancmpakm:

Kaoa je peu o npobremuma ¢unancujcke onmumuszayuje, OCHO8HA NUMArA KOjd ce NOCMAB/bA]Y 8€3AHA CY
3a eenepayujy cyenapuja 0yoyhux peanusayuja eépemenckux cepuja. I eomempujcko bpaynoso xpemarse u
ARCH-GARCH mooenu saszice 3a Hajnoznamuje 2enepamope cyexnapuja, aiu oba mooeia cy npuxeakena ca
oopehenum pesepsama. OcnosHe Kpmuke osux moodena cy ciedehe. I'eomempujcko bpaynoeo kpemarve
npemnocmassa 0a cy u opugm u eoaamuirnocm xoncmauwmue eeauuyurne, 0ok ARCH-GARCH mooenu
oonywmajy 0a ce 601AMUIHOCT Melbd Y 8peMeny, anu 3aopicasajy opugdm koncmanmuum. Kaxo je oanac
omumenpuxeahena uurbeHuya oa cy u Opugm u 60IAMUIHOCH CMOXACMUYKE GeNUYUHe, Y 080M paody
npeonaxce ce NPUCMYN 2eHepayuju cyeHapuja 6a3upaHom Ha mooeruma ckpusenux aaumaya Mapxosa.
Qunancujcke epemencke cepuje ce mooeaupajy nomohy ckpueenux mooena Mapkoea, ca eeomempujckum
bpaynosum kpemarem y ceéakom cmary 00360masajyhiu napamempuma 2eomempujckoe bpaynosoz
Kpemarea (Opugmy u 601aMUIHOCMU) 0d Ce Merajy Kpo3 pa3iuyuma Cmared U Cmoza oOjacHe 6ajicHe
Kapakmepucumre 6pemMeHCKUx cepuja.

Kwyune peuu: ceomempujcko bpaynoso kpemarve, ckpusenu mooenu Mapkosa, eenepayuja cyenapuja

borpan O6anuh, cryaent, YHuBepsuret y beorpany, Matematuuku ¢akynreT

[NCEY1O-CJIVHAJHOCTH ¥ TEOPUJM BEPOBATHORA

Ancmpakm:

Luw 0602 Hayunoe pada je xkiacuguxayuja eenepamopa ncey0o-cIyuajuux Opojesa padu ruxose aaxuie
npumere y cumyiayujama cayuajuux ooezalaja y meopuju éepogammuolie. Kaxo nujeoan eenepamop nceyoo-
CyyYajHux Opojesa Huje caspuieH, U3 NPOCMOZ pazioed WMo je OemepMUHUCUYKe Npupode, 08aKed
Knacuguxayuja nam oaje yeuo y npeonocmu u mane 2enepamopa. Camo 0obpum odabupom eenepamopd, y
3a6UCHOCTU 00 NPobIieMa HPeod KOJuM ce HANA3UMo, Modicemo nocmuhiu Hajowe pesyimame. Taxohe, buhe
HaM MHO20 JaKuie 0a ce 00ayYyuMo uzmehy keaiumema HeKe OoyeHe u Op3uHe oyerusarba eeposamuoha.
Mooice ce koncmamogamu 0a YCiosu y KOjuma ce HeKu CAyuajHu do2ahaju oouspaesajy jecy HenpucmynavHu
3a Meperve, npesuute CKynu, Wiy nax Henpakmuunu. 3002 moea je cumyrayuja ciayuajuux docahaja nexada
HeusDedNCcHa, a U3Bop NCeyoo-CIYUAjHOCIU HA OeMEPMUHUCIMUYKO] MAWUHY HUje y8eK no2odaH 3a pao. bps
Pa360j uHOpMAYUOHUX MexXHoIo2uja Koje ce npenaully ca Opyeum HAyYHUM OUCYURIUHAMA O0ajy cee gefiu
oonpunoc y uzbopy 606ux u eqouKACHUjuX u380pa Nceyoo-cayyajHocmu, 20e 3002 UX08UX YCKUX NPUMEHA 3d
KOHKPEMHY HAMEHY MOPAMO UMAmuU Y8uo y cee, He OUcMo au 00abpaiu Hama Hajoobu.

Kuwyune peuu: ciyuajrocm, nceyoo-ciyyajHocm, 2eHepamopu, 1uHeapHu KoHepyeHmuu 2enepamop, Mepcen,
Mepcenos meucmep, cumynayuja, sepogamuoha, excnepumenm
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‘Bophe bapanuh, ucrpaxusau-capannuk, Maremarnuku uactutyT CAHY, beorpan
Urop CrnacojeBuh, yuennk, MaTematuuka ruMHasnja, beorpan

I'1E CE CACTAJY TEOMETPUJA U ITOJIMHOMMA?

Ancmpakm:

Y o6om pady cy npumersene meopeme enemenmapHe ancebapcke eceomempuje Ha KIACUYHe Mmeopeme
npojekmusne 2eomempuje, llackanogy u Illanocosy meopemy. Objawrsena je 0yboxa eeza usmehy o08ux
meopema y 0yxy jeonocmasHe meopeme 3a Kyouxe. Ha osaj nauun cy 0obujena u Hosa mepheroa y 0yxy oeux
meopema 3a MUCIMUYHU 0cMOoyeao Ynucawn y kouuxy. Osa mephera ce mozy dobumu xao nocreduya bezyoge
meopeme, anu 080e Cy OHA OOKA3AHA MHO20 jeOHOCMABHUjUM mexHukama. Pasmampane cy u oame
2eHepanuzayuje osux meopema u eeze ca Opy2um omeopeHuM npodIemMuma y Mamemamuyu.

Kayune peuu: mucmuunu wecmoyaao u ocmoyeao, KoHuKe, Kyouke, aneedbapcka ceomempuja
Memaxeypucmuxa

Martnja bpammesuh, Anexkcangap I'pyjuh bajuh, Bnagumna Bacumesuh, Mapuja Heneszuh, MBana
JoBoBuh, Tamapa Konenun, bpanko Manemesuh — Yausep3urer y beorpany, Enekrporexnuuxu
(bakynrer

HEKU EJIEMEHTU MATEMATUYKE AHAJIU3E CA IIPUMEHAMA
PEAJIM3OBAHU VYV ITPOI'PAMCKOM ITAKETY GeoGebra

Ancmpakm:

Kopuwhewem anama GeoGebra peanuzoean je nuz unmepaxkmuenux web cmpanuya 3a npuxaz peuwiagarsa
HeKUX npoobnema u npumepa u3 cumOonuuKe u Hymepuuke uHmezpayuje, SpaHudHuUx epeoHoCcmu QyHKyuja u
oughepenyujarnoe pauwyna. Hexu 00 osux annema ce ocramajy Computer Algebra System (CAS) xoju
GeoGebra nyou. ¥V Oeny xoju ce 6asu unmezpayujom npuKazanu cy cumboauuka unmezpayuja oopehenoe u
Heoopehenoe unmeepana, Hymepuuka ummezpayuja, Pumanose cyme xao u npumena ummeepayuje 3a
Hanagicere O0yJiCuHe JIYKA Kpuee, nospuiune uzmehy 0se Kpuee u u3pauyHasaroe 3anpemutne u nogpuiune
omomaua pomayuoroe mena. /lam je aniem 3a 0emamHO UCRUMUBATbe MOKA U ypmarse epaguxa Gynxyuja,
Kao u aniem 3a oopehusaroa epanudHux epedHocmu QyHKyuja.

Kuyune peuu: GeoGebra, ougpepenyujannu pauyn, epanuyne peOHoCmu QYHKYUja, cumMooIuyKka u
HyMepuyKa unmezpayuja

Cama Tomuh, Majga CMorte, CTyIEHTH CTYAH]CKOT ITporpamMma ACTpOHOMHja, Y HUBEP3UTET y
beorpany, MaremaTtuuku dakyaTeT
OTKPURE OCHMIJIAIINIE 3BE3/JIE SIGMA CYGNI

Ancmpakm:

Memare cjaja ko0 36e30a je nosnam genomen. Mu cmo umane npuiuky 0a npoyuasamo 6pemMeHcKy cepujy
padujanrnux op3una oopehenux us cnekmapa 3eesoe sigma Cygni u omxpujemo ocyurayujy Koja uma nepuoo
00 1.59h.
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Axagemuk Huxona Xajoun, npencegunk CAHY cBeyano oTBapa cKyn

[Tpod. np Muoppar MarepeBnh, gomvicau wian CAHY u gexan Marematuukor dakynrera
II03/]paB/ba YYE€CHUKE U TOCTE

Mp Anekcanppa JIpenys, supektopka LlenTpa 3a mpoMonujy HayKe Ha CB€4aHOM OTBapamy CKyIa



Goeorpany, MaTeMaTHuER

00 Deorpaa, Cphuja

V3naramwe npo¢. np bouika Joanosuha, pegosHor npodecopa u mweda Karegpe sa Hymepnuxy
MaTeMaTMKy ¥ ONTUMM3anujy MaremaTidkor ¢akynTera
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[Tpod. np Hanexpa Ilejosuh, penoBau npodecop MarteMaTukor ¢axynTera mpefcTaBba
AUTUTAIHY jleraT o Mty TuHy MunankoBuhy

[Tpod. np Kapko Mujamnosuh, pegosuu nmpodecop MaremaTndkor ¢axyarera IpefcTaB/ba KBUTY
0 Muxanny ITerposuhy



Herasb ca usnaramwa npod. ;p Muonpara MarepeBuha



YuecHunm u npencenaBajth cexnuje
»Matemaruka 1 nHpopMaryuKa y obpasoBamy”

Panna atmocdepa Ha cekuuju ,,MaremaTnka u
uHpopMaTIKa y 00pasoBamy "

[Intama u guckycuja

YdecHUIIM U TOCTU
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