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u оуот radu ви dati rezu1tati nasih istrazivanja osobi-
/ 

па 1inearnih pres1ikavanja 1oka1no konveksnog prostora Е u 

1okalno konveksan prostor F, pri 6еmи је Ьаг jedan od оуа 

dva prostora snabdeven top010gijorn genera1isane induktivne 

granice.Topo10gija generb1isane induktivne granice predstav1ja 

prirodnu generalizaciju topologije (оЫ6пе) induktivne g~ani­

се: Neka је Е vektorski prostor, Ea(t a ) 1oka1no konveksni 

prostori, 8acEkaps01utno knnveksIli skupovi i f a : Еа ~E 1i­

пеагпа preslikavanja, onda је topologija genera1isane induk­

tivne granice g(t ,8 ,аеА) па Е пајјаса 10ka1no konveksna 
а а . 

topologija па Е za који su restrikcije falS a t a - neprekidne. 

I pored toga sto topologija genera1isane induktivne granice 

preds~avlja generalizaciju (оЫ6пе) top~logije induktivne gra-
, ~ 

пiсе, опа niti ,је nasta1a као gепега1iz·Etсiја-. pos1ednje, niti 

је bitna zbog toga.Njena vaznost зе og1ed~ u tome sto опа 

predstavlja prirodпu topo10giju nekih k1asa funkciona1nih 

prostora, koji, prakticno, петаји nikakve veze s topo1ogijom 

(оЫ6пе) induktivne granice.Da bismopreciznije rek1i о 6€ти 

је ге6, napravlcerno jedan kratak istorij~ki pregled. 

todine 1950. Or1icz је u гаји (§8) definisao Saksove 

prostore (videti (1.2.1», vodjen potrebe..ma mai!'"i6ne teorije 

8uшiгапја.Каkо baksovi prostori l1isu vektorski prostori, уес 

вато podskupovi vektorskih prostora, to је 1954. godineA1ex­

iewicz u radu (2) иуео ројат ~-konvergenc~je (videti (1.2.2" 

u prostoru за dve погmе i па taj nacin 1inearizoY80 8akf;ove 

prostore.Osnovni nedos"catak Г-kопvехgеIlсiје је Ыо taj sto 

опе nije bila topoloska.Taj nedostatak isprav1ja Wiweger go­

dine 1957., topo1ogizujuci Saksove i dvo-normirane prostore. 

S takvom topo1ogijom ви ovi prostori postali topoloski уек­

tor::ki prostori. 

Modifikujuci Wiwegerovu (mesovitu) topologiju, Ја Ы iz-

}DQUao n~lK~ п~o~o oarnni~prJ"o ('ar'l"Ila 1961 go(;~re ~~1'l"71~S~D ........ с)с.. - ..... ,~ '-'_'о ..... ~f...) \. .. ·_.;.l~ C.:..J-~ l ...... ..l -L.L: 'j-..lt. (А, ;r: -'- с::> Lf-..' .. , .. .1-_..... ~ •. г..:; _.....L ....... 
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је u sebi sadr~a1a i mа1о6ав razmatrane prostore i obi6ne 

induktivne graniceoIstine radi, primetomoa је једап speci­

ја1ап еlи6ај ovakvih topo1ogija ispitivBO Persson 1963. godi-

11е u radu (63). 

Gar1ing је u pomenutom radu, ispituju6i op~te овоЫпе 

topologije genera1isane induktivne granica, Ыо previ~e pod 

uticajem teorije obi6nih induktivnih granica (videti str.11 

ovog rada), tako da topologije genera1isane induktivne grani­

се jedno vгеше (do po6etka se6amdesetih godina) nije izazva-

1а prakti6no nikakvo interesovanje.Po6etkom sеdаПldеsеtih go­

dina situacija ве шепја. Tada је prime6eno da ее једап speci­

ја1ап tip topologije generalisane induktivne granice mo~e 

primeniti па ispitivanje ртоЫеmа kada neka familija ograni-

6enill skupova ima fundamenta1an niz i, ~to је mnogo va~nije, 

dokazano је da ви striktne topo1ogije funkciona1nih prostora 

- topologije generalisane iпФuktivпе granice Си sustini, to 

је dikazBo јо§ Wiweger 1961. godine и гади (82»). 

Striktne topologije (pod tirn nazivom) је definisao Бисk 

1958. godine u (11). па prosto";u сЬ(х) neprekid.nih i ograni-

6enih funkcija па loka1no kompaktnom prostoru Х, kao i па 

prostoru НОС>(И) ogranicenih i ho1omorfnih funkcija па otvo­

renom jedinicnom krugu kompleksne ravni (па prvom од оуа dva 
оу 

prostora su 1957. godine Le Сат i Marik takodje ispitiva1i 

ovakve t opol oi:~i ј е, s tim sto ј е Le Сат "вуо jlJ.1! topo1 ogi ј н 

definisao и su§tini kao topo1ogiju generalisane indHktivne 

granice, dok ви Buck i N'a:fik koril',tili рге"dпоrmе, tako da ае 

и to vгеше nije vide10 da аи и pitanju iste topologi~e).Raz­

loga za uvodjell.je striktnih topo1ogija је bi10 vise, а skого 

svi вн pos1edice 6injenice da u mnogo slu~ajeva внр-потта to­

polo~ija па СЬСХ) i Н~(И) nije adekvatna ge~ero1izaci~a зир­
-IlOгrnа topo1o§'~ije па о-viш prostorirna u elи~ajH kагiл је Х. kom­

pBktan prostor, а ~ zatvoren jedini~ni krug.N~ primer, ako su 
"' Ь ( Х \ . С Ь ( ',7 )" п • t·· '1 .. ( х L. '-) l 1. lZOmOrIYll pros orl эс] sнр-погmа "Соро op:lJom 

i у SH lokalno kompaktni), onda Х i У пе moraju biti homeo-
~ 

morfni- dovo1jno је uzeti да је У Stone-Cechova kompaktifi-

kacijB prostora Х. 

,-Т о iJ .ј е d. СЈ. п r [:l z 1 о f; ј е у е о ш а v а /" а п: d u" а 1 р r о [-, 1:; 01' Ei С k ( х.) , 
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snabdevenogstriktnom topologijom, је prostor svih Radonovih 

(ograni~enih) тега па Х. 

Sve ovo је utica10 Ја зе stvori interes za genera1isane 

induktivne granice i pojav1juje зе vi§e radova о genera1isa­

пiт indukti vnim granicama tipa g( t, S ,а ~A) (и vecini tih га­
а 

Јоуа је А= Ш, а и nekima od njih ае kогiяti termin rtmesovita 

topologija"), dak1e о topo1ogijema generalizovanih induktiv~ , . . 

nih granica dovo1jno specija1nog tipa. 

Ыаш interesovanje ZF1 topo1ogije gепега1isапе iпdиktivnе 

granice opstijeg tipa od тa1o~aa ротепиtоg је b~lo izazvano 

dveтa stvariтa. Ртуа оЈ njih је mogucnost f1eksibi1nijeg pri~ 

tupa ртоЫети utvrdjivanja da 1i neka fami1ija ograni~enih 

skupova ima fundamenta1an niz.Druga od njih је ~injenica da 

neki tipovi striktnih topo1ogija nisu nista drugo do topo1o­

gije genera1isane induktivne granice veoma opsteg tipa (vide­

ti str. 18), а dua1i prostora .сЬ(х), snabdeve.tog tim tim topo­

logijama аи prostori odredjenih k1asB тега па prostoru X(vide­

ti (56),(75) i (79». 
.0< 

Zbog ovoga је 06 interesa ispitivanje озоЫпа 1inearnih 

pres1ikavanja prostora s topo10gijama genera1isAne induktiv­

пе granice.Jedini radovi и vezi аа оуоm problematikoт зи (16), 

(39) i (70) (ako пе uzmemo и obzir radove о Saksov&m i Јуо­

-погтiгапјЛL ргозtогimа) i и svim ovim radovima зи роsшаtгапе 

topo10gij е tipa g( t, За' а ~A) . 

Sada~emo iz10iiti kratak preg1ed rezu1tata ovog rada.Do-

punske informncije о d 
~ . 

за rzaJu 

иуоЈпот tekstu svake glave. 

pojedinih glava зе mogu na6i u 

и glavi О је dat ргес1еЈ osnovnih definicija i rezulteta 

teorije lokalno konveksnih urostora. 

G1ava 1 зе sastoji iz dva paragrafa.U ргуоm ви dokazano 

neke овоЫпе topologija genera1isane induktivne granice koje 

зи пат potrebne ZB dalji rad, а и drugom 8и dati neki primeri 

prostora koji imaju topologiju generalisane induktivne grani~e. 

Skoro svi rezultati prvog pBragrafa ве mogu na6i и Garlingovom 
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radu (Јо), s tim ~to ih је оп dokazao uz ја5е pretpostavke, 

koje, kao sto smo vec naveli, proisticu iz teorije obicnih 

induktivnih gгапiса.Ыа~Зi dokazi аи Je(ln091~avniji od (}arling-

ovih. 

u §l. glave 2 је definisana specija1na k1asa prostora 

s topologijom generalisane induktivne granice- klasa (GLF)­

~prostora.Ova k1asa sadr~i sve 3aksove ~rostore и smiзlи 
(1.2.1), najvaznije dvo-·normirane prostore u smis1u (1.2.2), 

prostore СЬ(Х) за striktnom topo1ogijom (gde је Х lokalno ko,n­

paktan b-kompaktan prostor), kao i CLF)-ргоstоге.Оvdе је od 

posebnog znacaja teorema (2.1.5), koja opisuje vezu izmedju 

(GLF)-prostora i (L~)-prostora. 

U ~2. зи dokazane neke nas1edne озоЫпе (GLF)-prostora 

u slabijem smislu od uoticajenih, а1! и smiзlu koji је dovo­

ljan za опо sto је паэ ci1j u ovoj glavi- za dokaz teorema о 

zatvorenom grafiku i otvorenom pres1ikavanju (videti str.23). 

Paragraf 3. је centra1ni deo ove glave.U пјети su doka­

zane teoreme о zat~9renom grafiku i otvorenom pres1ikavanju 

za (GLF)-prostore, koje ргеdзtаvlјаји uopstenja poznatih Gro­

thendieckovih teorema za (LF)-ргоstоге.U dokazu ovih teorema 

glavnu ulog~ ima teorema (2.1.5), jer зе роmоси пје dokaz зvо­

di па koriscenje poznatih teorema о zatvorenom grafiku i otvo­

renom pres1ikavanju. 

u f4. зи rezultati 93. iskorisceni za dobijanje niz~ 

rezu1tata о prostorima s fundamenta1nim ~izom neke fami1ije 
, 

ogranicenih skupova.NajvAzniji rezu1tat ovog paragrafa је teo­

гета (2.4.S).U ovom paragrafu је kontraprimerom dat odgovor 

па jednu di1emu iz Mirkovicevog rada (54). 

U §l. glave 3 је dokazana Вапасh-stеiпhаuвоvа tеогеша 

za prostore з topo1dgijom generalisane induktivne granice i 

primerom је pokazano ја bolji rezu1tat пе mo~e biti јоЫјеп. 

Drugi ро va~nosti rezu1tat ovog paragrafa је teorema (3.1.11), 

јоуоlјап uslov (ја је оп i potreban, oCiB1edno је) za jaku 

оg:гаrl:i.(;епо.зt skupa liпеагпih preslikavanja. 

Kori~6enjem rezultatA §1., u ~2. 98 dokazuju potrebni 



v 

presl~kavanja, za jednakost topologije gепеГ81iзапе induktiv­

пе granice i пјепе Маскеуеуе topo1ogije, kao i nekih topolo­

gija bliskih Mackeyevoj.Ove jednakosti зи od zna5aja z~ strik­

tne topo10gije (videti (13)). 

U §Ј. dоkаzu.јеrrю da pozlleta Ка1 tопоvэ tеогеmа vazi i za 

si.ru К1ааи prostora od опе iz Ka1ton (41)" а zatim ovaj re­

zu1tat (као i rezultate З1.) koristimo za dokaz teoreme о 

zatvorenom pres1ikavanju u sluбајu kada је йотеп pres1ikava­

пја prostor s topo1ogijom genera1isane induktivne granice. 

Najzad, и ~4. dokazujemo jednu Co11insovu hipotezu iz 

1968. godine и vezi s dua10m prostora snabdevenog striktnom 

topologijom, koja d,o sada nije Ы1а dokazana i pored парога 

Co11insa i njegovih uбепikа. 

Glava 4 ае sastoji iz dva paragrafa. U РГУоm paragrafu 

su dokazana neka tvrdjenja и vezi 88 dobrom smestenoscu pot­

prostora prostora s topo10gijom genera1isane induktivne gra­

nice, а koja зи Ьо1ја ой niza rezu1tata, ranije dokazanih za 

о Ьiбпн ind ukt i vnu granicu. Ovde 8и da ta ро Ьо1 ј вапј а i ' ( i1 i ) 

prosirenja nekih tvrdjenja koja nisu u vezi ва induktivnim 

granicama.Osnovna teorema ovog paragrafa, iz koje аи izvede­

п! pomenuti rezu1tati, је teorema (4.1.2). 

u paragrafu 2. эа jedno uopstenje teoreme ~.1.2)i jedno 

tvrdjenje iz opste topo1ogije (lema (4.2.5)) iзkогisсепi za 

йоЫјепје neko1iko teorema о zatvorenorn grafiku za ~luбај ка­

da ви оЬа prostora snabdevena topo1ogijama generalisane~induk­

tivne granice.lz ovih teorema ве dobijaju pobo1jsanja, neko1i­

КО Mclntoshevih, Iyahenovih i Ruessovih teorema о zatvorenom 

grafiku (kod prvog od njih ве пе radi о pro~torima s topolo­

gijom generalisane induktivne granice!). 

u glavi О QjjPdan rezu1tat nije originalan. U ostp1im 

glavama smatramo da ви potpuno ori8ins1na опа tvrdjenja kod 

koji nije naveden autor.Kod rezu1tata koji predstav1jaju рго­

~irenja, ubp~tenja i1i ana1ogone poznatih rpzu1tHta је пауеје-

ПО 11 
џ t ., 
сеЕ1и se вае ОЈ l razlika izmedju na~ih i poznatih rezu1t~-
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u radu аmо kori~,.·tili standElTdl1e оzпэkе i tегшiпе (jedi­

по sto wnesto Bourbakijevog tcrmina IYprostor prebrojiv и Ьеа­

konacnosti" koristimo termin 11 (if -kompaktan prostor"). 

Na kraju ае zElhvaljujemo dr Branislavu Mirkovi6u па ko­

risnim sugestijama, Као i mr Draganu Jankovi6u па korisnim 

inforтacijaтa iz 6pste topologije (skrenuo пат је pa~njи па 

(4.2.5) i па cinjf~nicu da ае (3.4.4) и formalno slabijeт оЬ­

liku тo~e na6i u (32». 

\ 
' . 

... 



G L А V А О 

OSNOVNI POJMOVI 1 REZULTATI TEORIJE 

TOPOLOSKIH VEKTORSKIH PROSTORA 

Jf2~ Definicije topo10skog vektorskog prostora, 

projektivne i induktivne granice 

(o.l.l)DEFINICIJA Игеајеп par (E,t), gde је Е vektorski pros­

tor nad ро1јет Ж rea1nih 111 kompleksnih Ьгојеуа, а t topo -

log1ja па Е, је topo10sk1 vektorsk1 prost6r ako 1 saтo ako эи 
I 

pres11kavanja 
-, 

1 о (х,у) ~ х+у prostora Е 2 и Е 
2 о ( k ,х) ~ kx: pro s t o:r:~ ЖхЕ u Е, 

neprek1dna, ako је Ж snabdeven иоЫсајепот topolog1jom. 

Ako је иэ1оу 2° zamenjen цэ10уот: za svako k iz Ж је pre­

s11kavanje х ~kx, prostora Е u Е, neprekidno, onda је ~t) 

~оро1озка vektorska grup~. 

Cesto сето urnesto (E,t) p1sati E(t) i1i E t 1 govoricemo da 

је prostor Е snabdeven topo1ogijom t. 

(o.1,.·2)DEFINICIJA Neka је Е vektorsk1 prostor nad Ж i АС-Е. 

(a)Skup А је uravnotezen ako 1 эато ako iz ХЕА i (kl~ 

.$1 sled1 kXE-А. 

(Ь )Skup А guta skup Вс Е ako 1 saтo ako postoj 1 r '? о 
-

tako da. ј е kBc:.A za svako k takvo da ј е 0< l k!.s r. 
(c)Skup А је gutajuc1 u Е ako i sarno ako оп guta svako 

Х ~ Е. 

(d)Skup А је konveksan ako i эато ako iz r,s~ О,Т+Б= 1, 

Х,У'ЕА sledi rx+sy:EA. 

(e)Skup А је aps01utno konveksan ako i эато ako је оп 

konveksan i UraYllotezen. 

(f)Арsо~utпо konveksa~ 9rnotac skupa А је najrnanji арво-

11.ltno konveksan SkHP kOJ'i Qadrzi_ Л,' oznak o -ie f' СА) ~ - -- • _с< u - Ј.. • 
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(о.l.З)ТЕОRЕМА Vektorskiprostor Е nad poljem Ж, s topologi -

јот t је topoloski vektorski prostor ako i эато ako оп ima Ьа­

zu (filtra) okolina nule 2f takvu ја: 
(а) svaki element iz 1f је uravnotezen, 

(Ь) svaki element iz 7f је gutajuci u Е, 

(с) za svako UE 2/ postoj i V Е G{ takvo da ј е V+VC U. 

(o.1.4)DEFINICIJA Topo~cski vektorski prostor (E,t) је lokalno 

konveksan ako i вато ак'о оп ima bazu okolina nule ciji ви svi 

elementi apsolutno konveksni skupovi. 

Ako је data familija lokalno konveksnih prostora, 

зе mogu konstruisati novi lokalno konveksni prostori: 

od пје 

(o.1.5)DEFINICIJA Neka ви Е i Е (a€A) vektorski urostori nad 
~ а ~ 

poljem Ж, T~:E ~Ea linearnB preslikavanja i ta-lоkаlПО.Юn-

уеквпа topologija па Ea.Najslabija lokalno konveksna tороlф -

gija па Е, za koju эи neprekidna эуа preslikavanja Та ' је t~ 

pologija projektivne granice.Oznacavacemo је sa Pr(Ea,ta,Ta ) • .. 
Ako је F vektorski potprostor prostora E(t) i i:F ~E 

ldenticko utapanje, onda је Pr(E,t,i) topologija па Р, indu­

kovana topologijom t;ako su р :ПЕ ~ Е (t ) projekcije, onda 
. а. o€A а. а а 

је Рг(Е ,ta,p ) topologija proizvoda па П Е • 
а а ~A а 

(о .. l .. б)DЕ:РINIСIЈА Neka эи~.:Е i Ea(a€ А) vektorski prostori пт 

роlјет ]К, Та :Ea~ Е l;i.nearna preslikavanja i ta-lokalno kon­

veksna topologija па E~.Najjaca lokalno konveksna topologija 

па Е za. који эи вуа presl~kavanja Та neprekidna, је topologi­

ја induktivne graniceoOznacavacemo је ва Ind(E ,t ,Т ). . а а а 

АКо ,је Е' vektorski potprostor prostora дt), q:E ~ Е/Р 

faktor-presl1kavanje, onda је Ind(E,t,q) faktor-topologijana 

Е/Р; ako .је Е= (f) Еа al,gebarska зит.в i 18. :Еа-+ Е 1njekcije '" 
i\€A 

onda је Е s topologijorn Ind_CE ,t , i ) topoloska S1..una farni1i-

је ЈЕ (t}: аЕ"А1. 
l а а ~ 

( l 7) m-c.-,r· Rт,ч,< fo. S k -\ о. ~ о, l.l'J() Ј.',ШД а о zna. аmа l Z 

fami1ija sk1J.pova tipa 

Г [Li Т (И )1 
-2 <& Ј\ а а 1 ) 

а а а 

(0.1. б), uz ив1оу Е= U Т (Е ), 
дЕА а а 
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gde је иа okQ1ina nu1e и Ea(t a ), је baza oko1ina nu1e topo1o­

logije Ind(Ea,ta,Ta ). 

}f2. Linearna pres1ikavanja; dua1nost 

u ce10m radu сето, bez posebnog nag1asavanja, smatrati da 
, . 

ви vektorski prostori Е i F nad istim ~oljem ska1ara, kad god 

је rec о linearnom pres1ikavanju Е ~ F. 

Neka је L(E,F)vektorski prostor svih neprekidnih 1inear­

nih preslikavanja Е ~ F, gde аи Е i F lokalno konveksnipro­

stori i Ileka је d: faтilija apsolutno konveksI1lh skupova iz 

Е s osobinom: za svako A,Be.;i: p~stoji СЕА , AvBcC.Onda 

је familija svih skupova tipa LCA,U)={ ТЕ L(E,F): Т(А)с U Ј ' 
gde је AE~ i U apso1utno konveksna oko1ina nule u F, baza 

okolina nule topologije tA па L(E,F), s kojom је L(E,F) 10-

kalno konveksna grupa. 

- . 

(0~2.1)DEFINICIJA Topologija t~ је topologija џf-konvergen-
cije (i1i topologija uniformne konvergencije па elementimaiz 

.;k ). 

Topologij а t..,.t ј е lokalno konveksna ako i аато ako ј е skup 

Т(А) ogranicen za svako АЕЛ i -svako ТЕ L(E,}'), pri сети ве 

ogranicen skup defini~e па slede6i nacin: 
'" 

(o.2.2)DEFINICIJA Skup А iz E(t) је 2..&ranicen a~{o i sa.rno ako 

ga guta svaka t-okolina nule. 

(о.2.З)DЕЋ'I.NIСIЈА Skup Hc:L(E,F) је ekvineprekidan ako i эа­

то ako za svaku okolinu nule V iz F postoji okolina nule U 

iz Е, takva da је т(и)с V za svako ТЕ Н. 

(oQ2.4)DEFINICIJA Neka ви E,F vektorski prostori i Ь biline­

агап fl_:tnkcional па Е х F koji ima sledece овоЫпе; 

(а) ako је Ь(х,у)=о za 8vako УЕ F, onda је х=о, 

(Ь) ako је Ь(х,У)=о za svako х6 Е, onda је у=о. 

ie Ql1alni sistem ( i1i dualIlOst) .l"uпkсiопа1 Ь 
'-' ---



, 
" 

. " 

4 

сето oznacavati эа < >, а trojku CE,F, Ь)- эа <E,F>. 

(o.2.5)OZJJAKE Neka је E(t) lokalno konveksan prostor. 

Са) Е* је vektorski prostor svih linearnih funkeionalq 

па Е; 

(Ь) (E,t)+ је vektorski prostor svih sekveneijalno пе­
prekidnih linearnih funkeionala па Е; 

(е) (Е, t)' ј е vektorski ргоstог svih neprekidnih line­

arnih funkeionala па Е. 

Ako је <x,f>:= f(x), gde је fEE* (resp. f~(E,t)+ fE 

6(E,tf'), onda је <Е,Е*> (resp. <Е,Е+>, <Е,Е"» dualnost 

(ako је t HausdorffovBl topologija, sto сето uvek pretpostavlja­

ti kada је гес о poslednje dve dualnosti). 

(о.2.б)DЕFINIСIЈА Slaba topologija б(Е,F) za dualnost <E,F;> 

је najslabija lokalno konveksna topologija па Е za koju su 

sva preslikavanja х ~<x,y> neprekidna • 

(o.2.7)TEOREМA Ako је <Е,Р> dualnost, onda је CE,OCE,F»'=F. 

Iz (0.2.7) sledi da је б(Е,-F) topologija uniforrnne kon­

vergencije па apsolutno konveksnim omotacima konacnih podsku­

pova prostora F. 

(o.2.8)DEFINICIJA Neka је <E,F> dualnost. 

(а) Maekeyeva topologija ~(E,F) је toplogija uniform­

пе konvergencije па svim apsolutno konveksnim 

C)(E,F)-kompaktnim skupovima iz Р. 
(Ь) Topologij а Ge СЕ;Е) ј е topologij а uniformne kon -

vergencije па svim kompaktnim skupovima iz E(t). 

Се) Jaka .topologija (3(E,F) је topologija unif'ormne 

konvergeneij е па svim Ь( };1, Е) -ogranicenim skupo-

vima iz Р. 

(а) Topologija ~*(E,p) је topologija ~illiformne kon­

vergencij е па svim pC}t', Е) -ogranicenim skupovima 

iz Р. 

(о.2.Э)l.;.L.:!'IЫ.iСIЈ..'\. l~ek2. је zE,1i'/ dLtalnost. 
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(а) Polara skupa Ас-Е је skup AO:={fE Р: l<x,f>t~1,X€A3. 
СЬ) Bipolara skupa Ас. Е је skup лОО:={х€ Е: l<x,f>t$l, 

f€ЛО}. 

(o.2.1o)TEOREMA Neka је <E,F> dua1nost i neka зи А. ,А,В pod­
l 

skupovi iz Е. 'Ta.da: 

(а) лО?ВО , ako Ас.В 
( )

0 -1 о 
(Ь) гА = r А , ako T~ ЈК i г~o 

( е) (И Ai ): = п Af о (j(F'} Е) 
(d) СГ\ Ai ) =гс.и Ai ), ako яи Ai b(E,F)- zatvoreni i 

apsolutno konveksni 
(е) АОО=Г(А)(i'(б/F) 

( f) U
O ј е <)( F, Е) - kompaktan skup za svaku okol inu пи-

1е U iz Е. 

. . ~ ~ 

(o.2.11)TEOR~~ Neka је <E,F> dua1nost. Bazu okolina nule 

topologije t~ па F, uniformne konvergeneije па e1ementima АЕ 

'i.!C ,Ас Е, сiц~ skupovi гА о, r> о. 

(o.2.12)TEOREl!~ Neka је <E,F> dua1nost i neka је t loka1no 

konveksna topo1ogija па Е. 

(а) (E,t)'=F ako i saтo ako је OCE,F)$.t ~ -C:-CE,F). 
-! - 6'(Е &=1") 

(Ь) Ako је А konveksan skup iz Е, onda је А =А ~ 

Се) Svaki b(E,F)- ogranicen skup је ~(E,F)-ogranicen. 

(0.2.13) DEPINICIJA Neka зи Е i F vektorEki. prostori i Т :E~ F 

linearno ргеs1ikаvапје. Ргеslikаvнпје T*:F ~E*, definisano 

sa <Т(х), У? = < х,Т*(у) '> , gde је x€ Е, у6, y~ је algebarski 

konjugovano preslikavanje preslikavanju Т, њ ako је т*(р*)с E~ 
onda је т* (topoloski) kon;jugovanoj konjugovano ргеslikаvапје 

сето oznacavati за т: 

(o.2.14)DEJ?INICIJA Linearno preslikavanje 'Г:Е --->F је slabo 

neprekidno ako i SlffiO ахо је опо neprekidno kad зи prostori Е 

i F snabdeveni slabim topologijama. 

(а) Linearno Dгэнlikаvапје је slabo neprekidno ako i 
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saтo ako је nјети konjugovaIlo preslikavaIlje slabo 

neprekidno • 

. (b)Neka је linearno preslikavallje Т:Е ~ F, Ас: Е i ВС 

С F. iJ.'ada: 

1) (T(A»)o=(t,)-l(А О ) 

2) Iz Т(А)С в sledi т'(вО)с Ао 

3) u 2) va~ii obrat ако эи А i В Alabo zatvorwni 

apsolutno konvekRni skupovi. 

1'3. Neke klase lokalno konvekfmih prostora 

(o.3.1)DEFI~ICIJA Neka је (E,t) lokalno konveksan prostor 

(а) Е је bacvast (resp. kvazi-bacvast)ako i вато ако'је 

svaki O(E;'E)-ogranicen (resp. !?(E;E)-ogranicen) 
I 

skup iz Е' ekvinep~ekidan. ~ 

(Ь) Е је prebrojivo bacvast (resp. prebrojivo kvazi­

-ЬаСV8st ) ako i вато ако је sva~i b(E;E)-оgгаni­

сеп (resp. !3(E;E)-ogranicen) skup 1z Е; koji је 

prebrojiva unija ekvineprekidnih skupova, ekvine -

prekidan. 

Се) Е је O-bacvast (гезр. O-kvazi-bacvast) аКо i ва­

то ako је svaki 6(E;E)-ogranicen (гевр. f)(E;E)­

ogran1cen) niz iz Е' ekvineprekidan. 

(d) Е је sekvencijalno ba~vast ako 1 sашо ako је svaki 
ft 

E)(E;E)-nula-niz iz Е' ekvineprekidan. 

(o.].2)DEFINICIJA Ыека је (E,t) lokalno коnуекэаn prostor. 

(а) Е је (F)-prostor ако i вато ako је оп metrizabilan 

i kompletan. 

(Ь) Е ј е Ва1геоу ako i вато ако ј е svaki neprazan o·tvo­

ren skup iz Е druge kategorije и Е. 

Се) Е је (LF)-prostor ako 1 зато ако је оп induktivna 

granica niza (F)-prostora. 

(d) Е је strog (LF)-prostor ако i зато ako је ori induk­

tivna granica niza {(Еп , t n ) : nЕ .ш} (I<')-p:costora 

takvih Ја је Е с Е 1,E= LJE i t 11E =t . 
п n+. 'r'\fЉЈ п П+ \ п п 
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(е) Е је ultrabornoloski ako i эато ako је оп induk­

tivna granica faтilije Ваџасhоvih prostora. 

(f) Е је (DF)~prostor ako i эато ako је оп prebrojivo 

ba~vaBt i ima niz ograni~enih skupova, takav da 

је svaki ograni~en skup sadrian и nekom ~lanu ni­

z~. 

(o.3.3)DEFINICIJA Nek~ је (E,t) lokalno konveksan prostor. 

(а) Е је B-kompletan ako i эато ako је svaki vektorski 

potprostor QC Е' 6'(E;E)-zatvoren, ~im эи preseci 

Qn А 6'(E;E)-zatvoreni za svaki ekvineprekidan 

skup А. 

(Ь) Е је В -komp1etan ako i samo ako uslov iz (а) уа-
-у -

(е) 

zi uz dopunsku pretpostavku: Q је O(E;E)-gust и Е: 

Е је Cr-prostor ako i эато ako из1оу iz 

za potprostore Q kao u (Ь), uz dopunsku 

ku: skupovi А зи b(E;E)-оgгапi~епi. 

(а) vazi 
. , 

pretpo',stav-

. .. 
(O'l3.4)DEFINICIJA Neka је (E,t) loka1no konveksan prostor.O:q. 

је prostor s mrezom ako i зато ako розtоје skupovi е С 
п1 · • 'nk 

с Е (k, п! 6 Ш), takvi da ј е : 

(а) 

(Ь) 

(е) 
, 

toji niz Сг ) . п 

prirodnih Ьгојеуа (k.) pos 
. l 

nenegativnih realnih Ьгојеуа, оа 

lrojih вато kona~no mnogo njih moze biti jednako 
оо(;) 

nu1i, tako da геа ~ З i Х! konvergira и Е za sve 
(0.1 

s . Е С о, rl-J i sve х. Е еп п 
l l .1.10 •• k. 

l 

{4. Teoreme о zatvorenom grafiku 

(O.4.1)TEOREMA. Neka зи Е i F lokalno konveksni prostori i 

neka linearno pres1ikavanje Т:Е --~F ima zatvoren grafik. 

(а) (Запаеh) Ako ви Е i F (F)-prostori, onda је Т пе-

prekidno. 
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(Ь) (Dieudonne, Schwartz) Ako ви Е i F strogi (LF)­

-prostori, onda је Т neprekidno. 

{с) (K5the) Ако аи Е i F (LF)-prostori, onda је Т пе­

prekidnoa 

Cd) (Grothendieek) Ako је Е ultrabornoloski, а F (LF)­

-prostor, опаа је Т neprekidno. 

(е) (Ptak) Ako је Е ba~vastr а F B_-kompletan, onda 
..L 

је Т neprekidno. 

(f) (Robertson, Robertson) Ako је Е induktivna grani­

са Baireovih prostora, а F indukti~na graniea В­

-kompletnih pro8tora Ind(F ,t ,Т )takvih da Ј'е 
~ п п п о 

Р=ИТ (F), onda је Т neprekidno. 
ћ='! п п 

(o.4.2)TEOREMA (Mahowald) Ako је svako linearno preslikavanje 

s zatvorenim grafikom lokalno konveksnog prostora Е u svaki 

ВапасЬоу prostor neprekidno, onda је prostor Е ba~vast. 

(o.4.3)TEORE1~ (De Wilde) Ako је Е induktivna graniea Baireo-.. 
vih pro8tora, F proBtor s mrezom i Т:Е ~p linearno pre81ika-

уапје s zatvorenim grafikom, onda је Т neprekidno. 

(o.4.4)TEOHE1~ (Kalton) Za loka1no копуеКаan prostor Е ви 81е­

de6a tvrdjenja ekviva1entna (ako је Е ~ackeyev): 

(а) 

(Ь) 

Се) 

Dua1 Е' је 6(E;E)-sekveneija1no komp1etan. 

Zasvaki separabi1an В -kompletan prostor Р, svako 
r 

1inearno preslikavanje iz Е u F 8 zatvorenim gra-

fikom је neprekidno. 

Svako 1inearno preslikavanje iz Е u с s zatvorenim 
о 

grafikom је neprekidno. 

(о .. 4.5) 'l1EOREMA (McIn tosh) Neka ви. Е i F loka1no konveksni pr8-

~tori, Т 1inearno pres1ikavanje iz Е и F s zatvorenim grafikom. 

Tada је Т neprekidno аКо је Е Маскеуеу i аКо је ispunjen је­

dan od slede6ih uslova: 

(i) Е је bB~vaBt, а F је С -prostor. r 
(ii) Е;је O(E;E)-komp1etan. 

(iii) Е' је ~(E;E)-sekvencijalno kompletan, а р'је 
'f" (ОС-' l' ;,;)' -m<=>+:r'l' '7'-"bi 1 ~:O "- .1.',...J..... 1 ........... • ,;....Је,,- ...... __ ................. 
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(iv) Е је ultrabornoloski, а F zadovoljava jedan od 

sledecih uslova: 1) F је Cr-prostorj 2) F је Зи­

slinov prostor; 3) F је induktivna granica niza 

B-komp1etnih prostora, 1nd(.F' ,t ,Т " takvih da 
~ п п п 

ј е F= U Т (F ). ,,_.. п п 

су) Е је sekvencijalno kompletan, Е' је ,!Ъ(Е;Е)-kоm-
. pletan, а F је semirefleksivan prostor i zadovo­

, ljava jedan od uslova iz (iv). 

(vi) Е је sekvencijalno kornpletan, (E;t) је kvazi-kom­

pletan za neku lokalno konveksnu topologiju t za 

koju је Ь(Е;Е).'$' t $ ј3(Е;Е), а F је semirefleksi -

уап С -prostor. 
r 

(vii) Е је sekvencijalno kompletan, (E;t) је sekven 

cijalno kompletan u nekoj topologiji t koja је 

kao u (vi), а F је semirefleksivap prostor ciji . " 

је dual F' (3 (F;}'1)-metrizab:tlan •. 

(viii) F је 6(F,F')-kompletan. 
.0> 

Sve ove teoreme эе mogu naci u Кбthеоvој knjizi (44),11. 



G L А V А 1 

TOPOLOGIJ А GENERAIJISANE INDUКTIVNE 

GH.ANICE 

u оуој glavi ви dati: definicija, овпоупе osobine (potreb­

пе za da1ji rad) i primeri prostora s topo10gijom genera1isa­

пе induktivne graпice. 

Sv,a tvrdjenja koja ви da·ta bez dokaza ви poznata.Tvrdje­

пја koja ви data s dokazom ви i1i nov-a, i1i ви uopstenja ро­

znatih (ako ве radi о uopstenju, to је napomenuto). 

{1. Definicija i овпоупе osobine 

Topo1ogiju genera1isane induktivne granice је definisao 

i ispitivao Gar1ing и radu (Јо), imajuci (ocig1edno) kao ins­

piraciju radove Wi*egera (81),(82).Istine radi, treba reci 

da је specija1an, а1! уеоmа ya~an, tip genera1isanih induk -

tivnih granica istovremeno ргоuсауао i Persson и radu (6Ј) 

(takodje pod uticajem pomenutih Wiwegerovih radova). 

(1.1.1)DKb'INICIJA Нека ви Е i Е (а ЕА) vektorski prostori nad 
а 

ро1јет skalara Ж, neka ви S С Е apsolu{no konveksni skupo­
а а 

vi, t -lokalno konveksne topologije па Е i ј :Е ~ Е linear-
а . а а а 

па preslikavanja. Topologi~a generalisane induktivne granice 

па Е (definisana familijom {(Ea,Sa,ta,ja): a~ АЈ) је пајјаса 
lokalno konveksna topologija па Е za који su вуе restrikci-

је Ј" S пеuгеkidпе. 
а а ~ 

Iz definicije пероагејпо sledi(~arling (Jo),str. 1): 

(1.1.2) TEORE!.tiA Heka ј е ve1{torski prostor Е snabdeven topolo­

gijom generalisane induktlvne granice,definisane f"s!f1i1ijom 

{ С П s t -.:) :а"': А!. i neka "Ј"е Б' lokalno konveksan n.L.·rostor. ~ Г'а'''-'!3.' е,Ј а , ос; Ј . 
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Linearno pres1ikavan,je т iz Е и F' је l1eprekidno ako i sап1О 

ako ви restrikcije ТЈаl Sa ta-neprekidne za svako аЕА. 

(l.l.J)PRIMEDBA Top010gija gепега1isапе induktivne granice ве 

uv~k moie rea1izovati tako da је S~E, da аи t a lokalno kon­

veksne topo1ogije па врап S i da аи ј identicka utapanja 
а а ~ 

врап S -+ E.Dokaiimo ргуо da ве umesto Б moze u definiciji 
а а 

uzeti 8рап Sa: neka ј е F =эрап S , 8 =t I Ђl i ј" =ј 1 р". Kako . а а а а а а а а. 

Би ј ,ј' i sa,t a jednaki па S , to эи topologije generalisa-
а в а 

пе induktivne gГЮ1iсе,dеfiпisапе fami1ijama {(Е ,S ,t ,ј ):a€ 
а а а а 

~A1 i {(Fa,Sa,sa,j~): аЕАЈ , jednake, а to је i treba10 до-
kazati.Neka је 8вда Ga=Fa/j~ -1(0) i neka је j~=kaqa kanon -

sko razlaganje pres1ikavanja j~ : 
q k 
а а 

Ђl '" c--~~ Е • 
а а 

Ako аа а"'" oznacimo f'aktor-topo1ogiju па G ,а 8а 8" пјепи 
а а а 

sliku па ka(Ga ), опда 1z (1.,1.2) i injektivnosti pres1ikava-

пја k a sledi da ви topo1ogije genera1isane indukt1vne grani­

се, definiBane fa.rni1ijama {(Е' ,S ,8 ,ј') : a~ А$ 1 {(k (G ), 
а а а а а а. 

ja(Sa),8~ ,ia ) : a€AJ, gde је 1 а identic~o utapanje ~(~)..,.E, 
1dе:пtiСпе. 

u da1jem сето ·uvek pretpostav1jati da ви Sa~ Е, da эи 

~a lokBlno konveksne topo1ogije па Еа=врап Sa' kao i da su 

~a 1dent1cka utapanja Ба -.,. Е, а topo1ogiju genera1isane induk­

tivne granice, def1nisanu fam11i,jom {(Ea,Sa,ta,ja) : a~ А}, 
r. 

oznacavacemo 
.. .., " t Jl тОбиспов 

ва g(ta,Sa,aE А), i11 krace- ва g, ako пег posto-

konfuzije. 

Као ~to это videli, ucinjena pretpostavka пе атапјије 

opstost.Garling и pomenutom гади nije иуео ОУи pretpostavku; 

оп је, pored pretpostavke da ви ја injekcije, imao u vidu i 

sledece tri pretDos·tavke: U ј (S ) ј е gutaj ис! акир u Е; za 
~ -~A а а 

svako a,b~A postoji сЕ-А, takvo da је ja(Sa)+jb(Sb)C" jc(Sc); 

9.]\:о ,је ja(Sa)Cjb(Sb)' onda је preslikavanje 

(. [S :r1(' ! З) s ~ S Ј ь Ь Ја а а Ь 

aeprekidno.Prva od ove tri pretpostavke, kao ~to се ве vide-

I'1!rA"~, 
j\ .. \.~ ,;·;,~A) .- Ј 
. ;.,""-\.:)" "{. 

:~;,:~c;J? 
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ti, је u vecem Ьгоји tvrdjenja bitna, dok ostale dve nisu. 

Veza izmedju "obicne" induktiYIle granice i generalisane 

induktivne granice data је u teoremi koja sledi, а koja jeuz 

јасе pretpostavke (malocas navedene) dokazana и (Јо).Рге nego 

sto formu1isemo 

а ~A па Е moze 
а 

пе granice g = 
а 

teoremu, primetimo da se za svako fiksirano 

definisati topologija genera1isane induktiv­

g ( t а ' kS а' k Е JN ) • 

(1.1.4) TEORENlA Topologij а g ј ednaka ј е topologij i t "о Ыспе 11 

induktivne granice prostora (Ea,ga). 

DOКAZ Neka је i:E(t) ~E(g) identicko pres1ikavanje. 

Опо је neprekidno ako i аато ako ви restrikcije ilE g -пер-
а а 

rekidne za svako аЕА, odnosno ako i зато ako зи restrikcije 

i{kSa ta-neprekidne Еа svako kЕШ ,аЕ А, zbog (1.1.2).Ako је 

р g-okolina n~le, onda iz definicije topo10gije g sledi da 

postoje ta-a"koline пи1е Uk , takve da је Uk {\ S С k-1Р,kЕJN. 
Onda је i(kUkf\kS )=kUkrtk~CP, tj. restri~Cij: i\kS su·t-

а а а а а а 

-neprekidne Z!!1 svako kE,J:N ,аЕ A.Dak1e, i је neprekidno ргез-

1ikavanje, ра је t?-g . 

.Neka· је sada ј: Е( g) ~ Е( t) identicko pres1ikavan,j е. Zbog 

(1 .. 1.2), опо је neprekidno ako i зато ako зи геstгikсiје j<S . \ а 

t а -neprekidne za svako а ~ А. Ako ј е Q t -oko1 ina nul е, onda ро-

stoje ga-oko1ine nule V а ' takve da је V аС Q za svako аЕ А. 

Kako ви V g -okoline nule, to postoje t -okoline nule W ,za 
а а' а а 

ko ј е ј е W г\ S с v ,а € А. Onda ј е ј (\t{ Г\ S ) =\'! г\ S С. V С. Q, ра 
а а а а а а а а 

ви restrikcije j[S t -пергеkidпе.ZЬоg toga је g~ t. 
а а 

Primetimo da је паэ dokaz jednost~vniji i krBci od doka-

za u (30). 

Sada пат је cilj da opisemo g-okoline nule.Za to се пат 

trebati Lemma 1. i Lе~Ћа 2. iz (б?), koje dajemo и objedinje-

пот о bl iku: 

(1.1.5)LEM..A Neka је СА ) rastuci niz apsolutno kOn\feksnih 
п 

podskupova lokalno konveksnog prostora Х(з) ~ija је unija gu-

taj иса и Х i koj i ima 080 Ыl1и: za svako р, q E:IN postoj i T.~ JN 

takvo da је А +А. с: А .Tacia svaka od fвшiliја skuроуэ. tiPB 
Р q У' 

оо 

Г (Un,f") Ап ) 
ћ:: -1 ~J.. 
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u :t, U.n г.А., gde је (гп ) niz rea1nih 
ћа1 'С .. 1 l l l O'Q 

Ьтојеуа, 

taka v da ј е E-lr \ == СХ.:Ј 
1"\ ... 1 П оо 

U 1\ /"\(U +А ), 
о Т\:::1 П П 

С>О----

U п П CU +1:. ), 
о ~1 П П 

cini bazu oko1ina пи1е topo1ogije g(s,Ап,ПБШ) (U
n 

эи s-oko-

line nule). 

(1.1.б)ТЕОREМА Ako је 

"familija skupova tipa 

lJs gutajuci skup и Е, onda svaka od 
a~ а 

С(и~n ~(U~+ksa)1 , 

С[ U~~ ё1 (U~+~8: )Ј, а 

gde је за В oznaceno 

tvorenje skupa В, 

1 " 

rea1nih 

za а<г- А 

t -za­
а 

cini bazu g-okolina nule (U~ ви ta-okoline пи1е, k=o,l, ••• ). 

DOKAZ s obzirom па (1.1.4), Bvaka g-oko1ina пи1е је 

tipa ~Ya' gde ви Уа ga-oko1ine nule, а kako za svako fik­

sirano аЕА, niz An=nS a zadovoljava us10ve 1ете (1.1.5), to 

j€ dokaz zavrsen. 

(1.1.7)POSLEDICA ( (Зо),Ргор.4) Ako је USa gutajuca и Е,оп­
аЕ;А 

да је а 

g(ta,sa,a ~ A)=g(ta,Sa,a~ А), 

gde је за S: oznaceno ta-zatvorenje skupa Sa. 

(1.1.8)POSLEDICA Neka је LJs gutajuca и E.Apso1utno konvek­
ЭЕ:д.. а 

зап skup Р је g-okolina пи1е ako i saтo ako је za svakQ аЕ А 

i svako kEJN skup PnkS t -okolina пи1е и kS • 
а а а 

(1.1.9)PRIMEDR~ Ako se u (1.1.8) us10v da је 

skup zameni uslovom:P'je gutajuci skup, onda 

(1.1.8) ostaje tacno, sto sledi iz (1.1.4) i 

U S gutajuci 
ai:д а 

tvrdjenje iz 

(1.1.5). 

u (1.1.7) smo vide1i аа se topo1ogija g пе тепја ako зе 
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: .skupoviS
a 

zamene SVOJlffi zatvorenjima.Sada сето videti da. ае 

опа пе тепја п! kada se skupovi Sa zamene skupovima raS a : 

; (1.1.10)TEOREМA Neka'su ГаЕ.Ж , /га!џ za svako aEA.Tada је 

је Р 

.1ina 

-takve 

dat1e 

g(ta,Sa,aE A)=g(ta,raSa,aE.A). 

DOКAZ Oznacimo topo1ogiju g(t ,Т S ,аЕ А) ва g' .Neka 
а а а 

apso1utno konve~sna g-oko1ina nule.Onda је i r~lp g~ko-
nule, ра iz (1.1.9) sledi da postoje t -oko1ine пи1е Uk 

k -1 а а 
da је U nkS с r РА kS za svako аЕ А i svako kE.JN.O-

а а а а 

dobijamo: 

( -1 k k 
Р п kraSa=ra Та Р Г\ kS )::> r CU п kS )=г U г\ kr S • 

а а а а а а а а 

Iz (1.1.9) sledi da је Р g'-okolina пи1е, рв је g ~ g: 

Neka је sada Q apso1utno konveksna 
, 
-okolina nu1e.lz g 

(1.1.9) sledi da za svako аЕА i svako kEJN postoje ta-okoli-

Vk k 
'.пе nule takve da је V Г\ kr За С Q Г'I kraS a • Onda је.\ 

а а . а 

r-1 vk n kS . 
а а а 

С r -lQ 1\ 
а 

kS cQ r\ kS 
а а 

(zbog lra\~l), 
је Q g-oko1ina nule, tj • ... 

ра g"? g. .. 

Prenego sto predjemo па osobine genera1isanih induktiv­

nih graniea tipa g(t,Sa,aEA), navedimo tvrdjenje koje перо­

sredno sledi iz definicije: 

(1.1.11)TEOREMA Za svako a€:A i svako \(€-Ш је glkSa~ t a { kS a " 

Ј< 

Ako је E(t) lokalnO konveksan prostor i SaCE apsolut -

по konveksni skupovi, onda ае па Е moze definisati topologi­

ја genera1isane induktivne granice g(t)Sa,a~A), koja је in­

teresantna zbog (1.1.4).Njene najvaznije оваЫпе ви date и 

sledecoj ±eoremi, koja је za slucaj А= JN dokazana и (67): 

(1.1.12)TEORE~U Neka је E(t) lokalno konveksan prostor i gt= 

=g( t, S ,а Е А). Tada: 
а 

(а) t ~ gt 
(Ь) t!ksa=gtlkSa za svako a€.A i svako kE1N 

(е) g+ је пајјаса lokalno konveksna topologija па 
1.. 

Е koja ima osobinu (Ь). 
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DOКAZ (а) Ako је U apsolutno konveksna oko1ina пи1е и 

. topologij i t, onda ј е za svako аЕ А, kE Ili skup U Г\ kS a t-oko­

lina пи1е ukS a , ра iz (1.1.9) sledi da је U &-oko1ina пи1е. 

(Ь) Sledi iz (а) i (1.1.11). 

(c)Neka је g .... loka1no konveksna tорОlоgiја·rшЕ sa osobi­

пот (Ь) i neka је Р g'-oko1ina nule.Zbog (Ь) је skup pf\ kS 
а 

t-o.ko1ina nule u kS a , ра iz (1.1.9) sledi da је Р &;-oko1ina 

п и1 е, t ј. g , ~ Ert" 

U slucaju kada је {За :а6 А} fami1ija svih t-ogranicenih 

skupova, topo1ogiju gt Col1ins u radu (13) naziva st~±ktnom 

(mi сето оуај naziv koristiti u drugom smislu), ako је роmе­

nuta faтilija podfamilija faтilije svih ogranicenih skupova, 

onda је gt P-erssonova mesovita topologija. Ako је {з :п~Ш} . п 

fundamentalan niz fami1ije svih ogranicenih skupova, ako эи 

Sn z~tv.o.reni_ i Зп+Зп С. Sn+l ' onda ј е g Cooperova mesovi ta 

topologija. 

Bice пат potreban i jedan rezu1tat u vezi s dua10m pro­

stora snabdevenog topo1ogijom g.Uvedimo prvo ројат dopustive 

faтilije: 

(1.1.13)DEFINICIJA Familija Ј3 apso1utno konveksnih podsku-

роуа vektorskog prostora Е 

sledece оэоЫпе: 

1) И{В: B~~3 =Е 
2) za svako А,ВЕ!Ј!:Ј 

је dopustiva ako i saтo ako ima 

1" 

postoji r СЕ.:ЈЬ takvo da ј е АџЕс.с. 

Lako эе vidi da faтi1ija {За:а Е А} apso1utno konveksnih 

konveksnih skupova s озоЫпата: LJs је gutajuca, za svako 
a<f:A а 

а,ЬЕА postoji сЕ:А takvo da је SaVSbC ЗС , generise fami-

1iju {kSa:a~A,kE.љr}, koja је dopustiva.Ako је E(t) lokal­

по konveksan prostor, onda је njegov dua1 Е; snabdeven topo­

logijom uniformne konvergencije па e1ementima dopustive fami­

lije, lokalno konveksna grupa ; опа је Hausdorffova, ako је 

Е Hausdorffov prostor. 
Uopstavajuci poznatu Grothendieckovu kompletizacionu 

teoremu, Roelcke је dokazao da vaii: 
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(1.1 .. 14)TEOREMA ( (68), Thm.5) Neka је E(t) loka1no konveksan 

prostor, {Ба:аЕ А] familija apsolutno konveksnih podskupova 

iz Е, takva аа је U Ба gutajuca u Е i takva аа za svako а, ЬЕ:-
_ a~A 

t.A postoji с<;А za koje је Ба\ЈБьС Sc.Ako је gt=g(t,Sa,aE:A), 

опаа је dual (E,gt)', s topologijom uniformne konvergencije 

па elementima familije {kSa :аЕ. A,kE.JN{, kompletna lokalno 

konveksna grupa i dual (E,t)' је gust и (E,gt) '.Ako је, jo~, 

А=Ш, опаа је (E,gt)' m~trizabilan и pomenutoj topologiji. 

92 .Primeri 

оуае сето dati najvaznije primere prostora snabdevenih 

topologijom generalisane induktivne granice. 

(1.2~1)SAKSOVI PROSTORI Zbog potreba teorije matri6ne zbir -

ljivosti, Orlicz је и гааи (58) definisao Saksove prostore : 

neka је Х vektorski prostor s ауе поrше а и,П U*.Jedinicna 

kugla Xs ={ х: /1 хll ~ l}, s metrikom koju indukuj е погта 11 1(1E 

је Saksov prostor ako i вато ako је опа kompletna u ротепи -

toj metrici.Saksovi prostori ви ispitivani и nizu гааоуа:(46), 

(47),(48),(58)-(62). 

Osnovni nedostatak definicije Saksovog prostora је taj 

~to Saksov prostor nije vektorski.Taj nedostatak је ispravio 

Wiweger u radoviтa (81),(82) definisuci па Х tzv. mesovitu 

topologiju, koja је и opstem slu6aju vektorska, tako аа зи 

neprekidni operatori i konvergentni nizovi isti i u mesovitoj 

topologiji i u topologiji Saksovog prostora.Wiwegerova тево­

vita topologija (и оуот slu6aju) nije nista drugo, уес topo­

logija g(t'nXs,nt;:n:.I), gde је t lokalno konveksna topo1ogija 

indukovana поrшот !l qif.. 

rti, сето роа Saksovim prostorom podrazumevati сео prostQ~r 

Х, впаьаеуеп Wiwegerovom mesovitom topo1ogijo~. 

(1.2.2) DVO-blОРЈУIIRANI PROSTORI Dvo-norrnirane prostore ј е ае -

finisao Alexiewicz и radu (2) linearizujuci Saksove prostore 

i generalisuci Lebesgueovu teoremu о dominantnoj konvergen -

ciji :neka је Х vektorski prostor s ауе погrnе II 1l,Л п*, takve 
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~, 

da је lt х 11 *~ П x~ za svako ХЕ Хј uredjena trojka (Х,1t Н, l! нЈ{) 
је dvo-normiran prostor.U пјети se definise konvergencija ni­

zova па sledeci nacin: niz (Х ) ~-konvergira ka х ako i sa.тno 
п 

ako је sup НХпll<оо i llxn-xq* -+ o.Dvo-поrmiгапi prostori, s 

opisanom konvergencijom, зи proucavani u (2)-(6), (73), (74),(82). 

U skoro sviт navedenim radoviтa эи posтatrani kvazi-norтalni 

dvo-norтirani prostori, tj. оп! kod kojih је jedinicna kugla 

В={х: П хи ~ 11 t-zatvorena, gde је t topo10gija generisana пог­
тот !! п*.и tom slucaj~ su konvergentninizovi i neprekidna 

1inearna preslikavanja isti i u smis1u J"'-konvergencije i u 

smis1u Wiwegerove mesovite topo10gije ((82),Thт.2.6.1.), koja 

nije nista drugo do g(t,nB,nEJN)c .. ~ 

(1.2.3)STRIKTNE TOPOLOGIJE Neka је Х kompletno regularan Наиз­

dorff'ov topo10ski prostor i у saturirana faтi1ija zatvorenih 

podskupov:~ ргозtога Х (sto znaci da је U{S:SE<;t' :, =Х i da је 

faтi1ij а у za tvorena u odnos'u па konacne unij е). Oznacimo sa 
Ь . 

С (х) ргозtог svih ogranicenih neprekidnih pres1ikavanja Х u 

Ж, за В z'8.tvorenu jedinicnu kuglu u погm! ll:fU =зu~ If(x)[ i 

ва Ps prednorme па сЬ(х), definisane за : Ps(f)=;;E{f(x~.Stri­
ktna topo1ogija ~ па сЬ(х) је., ро definiciji, topo10gija 

g(t sP ,пВ,пЕШ), gde је t,5P 10kalno konveksna topo1ogija gene­

risana familijom prednormi {PS:SE 5Р} (Q6),str. 78). 

Striktnu topologiju su skoro istovremeno definisali i 

proucavali Buck и (11), Marik и (52) i Le Сат и (49) za slu­

сај kada је Х loka1no kompaktan prostor, а Ј" ='Х faтi1ija 

svih kompaktnih podskupova.Prv~ dvojica зи striktnu topologi­

ји definisali fami1ijom prednormi, dok ји је Le Сат definisao 

kao пајјаси 10kalno konveksnu topologiju n~ сЬ(х) koja зе ро­
klapa за· kошраktпо-оtvогепот topologijom па kugli В. Sam ter­

min Cstriktna topologija) је иуео Buck, dok је identicnost 

Buckove i Le Сатоуе topologij е (tj. topologij е f?>x) dokaza­

па и (15),(22),(29)· Си sustini, to је јоэ dokazano u (82)>. 

Pomenuta familija prednormi је Ph(f)=~;;~ lf(x)h(x)! , gde jeh 

neprekidna funkcija koja tezi nuli и besk6nacnosti, tj. za 

svako Т"? о је skup {x:h(x) ~ r} kompaktan. 

Jedan od najvainijih razloga za proucavanje striktnih 

topologija је ~injenica аа је prostor svih ogranicenih Rado-
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!lovih тега па Х jednak аиа1и prostora (сЬ(х), Љ:к)' sto је za 

10ka1no kompaktan prostor Х dokazao Buck u (11), а za opsti 

аlисај- }c'rem1in, Gar1ing,Hayd"on u (29) ,Hofmann-J~rgensen u 05), 

·Senti11es и (75).Оуо omogucuje da ае teoriji mere па komp1et­

по regularnim prostoriтa pridje па nacin razlicit od onog ko­

ji је dat и Bourbaki (10). 

s tacke gledista teorije mere је interesantna i genera­

"lisana striktna topo1ogija, koju је иуео Mosiman u гааи (56) 
," 

uopstem obliku, dok su ranije Senti11es u (75) i Whee1er u 

(79) posmatra1i neke specijalne, a1i vazne, аlиСајеуе. 

Neka је ~X Stone-Cechova koтpaktifikacija kompletno 

regu1arnog Hausdorffovog prostora Х i neka је ~c У«(ЬХ'-....Х) , 
gde ј е Х(Љ х'-.. х) faтi1ij а svih koтpaktnih podskupova" pros­

tora ~X'\. х. Genera1isana striktna topo1ogi,ja f3~ па сЬ(х) 
је, ро definiciji, (obicna) induktivna granica prostora 

СЬ(јЪх\. K),KfC~ , snabdevenih Buc"k~ovom striktnoт topo10gijom, 

pri сети је izvrsena identifikacij~" prostora сЬ (;'3Х'- К) ,КЕ.;;е , 

i сЬ(х) (tu identifikaciju ostvar~je pres1ikavanje definisa-

по аа Tx(f)==f]X,fE СЬ«(ЪХ""-К) ).Ako·"sa вк oznacimo zatvorenu 

ј edinicnu kug1 u prostora С Ь (f::> Х"'" К) u sup-normi, а за t K korn~ 
paktno-otvorenu topo1ogiju па cb(;;x"-. К), onda је g(tK,nBK,nEJN) 

Buckova striktna topo1ogija па cb (j3X"-.К), ра iz (1.1.4) зlе­
di da је (b~ =g(tK,BK,K G. ~ ), tj. r:.e је topo1ogija gene­

ra1isane induktivne graI1ice. 

Ыа prostorima LQO(X,~) iHOO(U) зе, takodje, тogu defi­

ftnisati striktne topo1ogije 1 (16),(11».striktna topologija 

па H~(U) ima dobre osobine u vezi эа separabi1noscu, glavnim 

i maksiтa1nirn idea1ima «11),(16». 

Literatura u vezi за striktnim topo1ogijama је уеоmа Ьо­

gata- videti ekspozitorni c1anak C611insa (13) i Соорегоуи 

knjigu (16). 

(1.2.4)TOPOLOGIJA ~(E;E) Ako је Е komp1etan 10ka1no konvek­

эап prostor, onda је пајјаса loka1no konveksna topo10gija па 

Е' koja se poklapa sa О(Е;Е) па ekvineprekidnim skupovima 
jednaka topo10giji ~(E;E) , ра iz (1.1.12) sledi da је 

Lc(E;E)=g( 6'(E;E),U~,aE:A), gde је {1Ja:E1:~_Al baza oko1ina 

Ilule u Е «( Ја) ,EXfuilple В). 
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(1.2.5) (D.F')-PROSTORI Ako јеl% (DF)-prostor i (В ) fundaтen­. п 

• ta1an niz fami1ij е оgгапiсепih skupova, onda ј е t=g( t, В ,nE::1N). 
п 

Opstije, ako је E t b-prostor (i1i b-bacvast, k-bacvast) u 

smislu (57), onda је t=g(t,В,ВЕ.ђ ), gde је 2s odgovaraju­

са fami1ija ogranicenih skupova (оуо sledi iz (1.1.12)). 

(1.2.6)GROTHENDIECKOVA KOMPLETIZACIJA Ako је E t loka1no kon­

veksan prostor'i ~ dopustiva fami1ija ogranicenih skupova 

iz Е, onda је dual (E,g(t,B,BGS)) 'komp1etizacija prostora 

Е' u topo1ogiji uniformne konvergencije па elementima iz Ј.3 . 

, .. 

• 0> 



G L А V А 2 

ТЕОНЕМЕ О ZATVORE.NOM GRA}lIKU 1 OTVORENOM 

PRESLIKAVANJU ZA (GLF)-PROSTORE 

, 

Као sto је u nas10vu гесепо, glavna tema оуе glave suteo-

гете о zatvorenoffi grafiku i otvorenom preslikavanju za (GLF)­

prostore, koji predstav1jaju specija1an tip prostora snabde -

venih topo10gijom genera1isane induktivne granice.K1asa (GLF)-

-prostora sadrzi sve (LF)-prostore (i predstav1ja prirodnuge­

neralizaciju poslednjih-otuda i naziv), a1i sadrzi i prostore 

koji nisu cak ni prebrojivo bacvasti (dok su (LF)-prostori пе 

saтo prebrojivo bacvasti, vec i bacvasti), tako da dobijene 

teoreme о zatvorenom grafiku l otvorenom pres1ikavanju imaju 

уеси mogucnost ргiшепе od odgovarajucih teorema za (LF)-pros­

tore.Jedna takva primena је data u Ј?4.ти ви dokazana neka tvr­

djenja u vezi s prostorima koji imaju fundamentalan niz neke 

farni1ije ogranicenih skupova.Pored ostalog, tu је dat primer 

metrizabi1nog prostora s fundamenta1niт nizom familije Вanа -

chovih diskova koji nije normabilan, kao i kriterijum za egzi­

stenciju fundamenta1nog niza faтilije svih ogranicenih skupova. 

91. Definicija i neke оаоЫпе (GLF)-prostora 

Као sto је уес pomenuto, (GLF)-prostorje prirodna gene­

ra1izacija (LF)-prostora: 

(2.1.1)DEFI.NICIJA Lokalno konveksan prostor E(t) је (GLF)-pros­

tor ako.i samo ako postoje apsolutno konveksni skupovi SnC Е) 

i lokalno konveksne topo10gije sn па En=span Sn,takve da ви 

ispunjeni sledeci us10vi: 
о<> 

1) skup U S је gutajuci u Е; 
""'1 П 

2) za svako п 6:IN ј е skup{pseudometrizabilan i komp1e-

tan u topologiji ъtsп; 

Ј) 
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~iz {(sп,Sп):Пf::JN} је definicioni niz topo1ogije t, а topo1o­

gija, t је (GLF)-topologija. 

Va~ni primeri (GLF)-prostora ви: 

(2.1. 2 )PRIMERI 

(а) Svaki (LF)-prostor (а saтim tim i svaki strog (LF)­

prostor i svaki (Ii1 )-prostor) је (GLF)-ргоstог.ОЬ·Г­

nuto пе mora biti tacno-videti (2.1.3). 

'(Ь) Svaki Saksov prostor је (GLF)-prostor. 

(с) Svaki t"-komp1etan kvаzi-погтаlan dvo-normiran рго­

stor је (GLF)-prostor. 

Sada сето dati primer (GLE')-prostora koji nije (LF)-pro­

stor.Primetiтo da је svaki (LF)-prostor bacvast, kao induktiv­

па granica bacvastih prostora.Primer (GLF)-prostora koji da­

јето је primer prostora koji nije cak ni prebrojivo kvazi-bac-

vast: 

(2.1.3)РНIМЕН Ako skup lli snabdemo diskretnom topo1ogijom, оп­

da ј е С Ь ON7=1CX> i JN ј е lokalno kompaktan Hausdorffov prostor, 

ра se па 1~ mo~e definisati Buckova striktna topo1ogija њ= 

=g(s,пВ,ПЕЈN), gde је s topologija konvergencije tacka ро tac­

ka(=kompaktno-otvorena topo1ogija), а В zatvorena jedinicna 

kugla u sup-normi па 100 .Prostor (100,~) је sерагаЬi1ап (vi­

deti (16),str.156-157).Ako Ь! оп bio prebrojivo kvazi-bacv~st, 

опаа bi, zbog separabilnosti, bio i kvazi-bacvast (~~,Cor.4a). 

Kug1a В је Љ -zatvorena i guta вуе p-ogranicene вкироуе ,( sto 

sledi iz (67),Thm.4), ра bi опа bila h-okolina nule, sto је 

nemoguce.Zaista, iz sIB=f.)} В (videti (1.1.12» i (б7),Тhm. 18 

bi опба sledi10 ба jetopologija s jednaka Sl1p-norma topolo­

giji. 

Јоа јебпа raz1ika izrnedju (GL}')-prostora i (LF)-prosto­

га sastoji se u slede(~em: ako ви {(Sn,sl1):nE.:n'Jf i {(З~,В~):ПЕ 
tJN} буа de:Ciniciona niza (GLF)-prostora E(t), опаа пе mora­

ју za sVRko m~]~ с1а postoj е п, р ~.љj takvi аа ј е З'С Э_С з" (kod m II р 

СТ; 1<') -ргов tora oni pos toj е) . 
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[<:(2. 1 • 4 )PRIMER Neka је {ип:п€ш} baza оkо1iпа пи1е metriza -

k;"bilnog lokalno konveksnog prostora Б i neka је јЈЈ = !S(E;E) .Оп­
r.daje E"(p)=Ind(EUo ,ип ), gde је EUo =арап u~ i ип је Вапа-
ј" п п 

chova topologija cija је jedinicna kug1a иО ; dak1e, Е'«(2....) " п ,~ 

је (GLF)-prostor s definicionim nizom {(EUO ,ип ) :ПЕШЈ .S оЬ­
, п 

'" z:1'Tom па (1.1.12) је и IuO=g(u ,kUo,kE:JN)lUo , ра је и =g(u , n t п п п п п п 
kUri,kEJN) (sto sledi iz (67) ,Lemma 8) .Iz toga i iz (1.1.4) 

s 1 е d i da ј е f.J = g ( ип ' U ~ , п Е J[i ), р а ј е i {( u~ , ип ) : П Е ЉЈ 1 d е f i п i -

cioni niz topologij е (Ь, а иуе}: ј е Euo ct uO
• 

п т 

Izmedju (GLF)-prostora i (LF)-prostora postoji sledeca 

veza: 

(2.1.5)TEORE:fv1A Ako је E(t) (GLljl)-ргоstог, onda па Е postoji 
'. 

loka1no konveksna topolog~ja s, koja је topologija (obicne) 
\ 

, • '1 

induktivne granice'niza pseudornetrizabilnih kompletnih 10ka1-

по konveksnih pr08tora, takva da је t~ 8.Ako је, јоэ, E(t) 

Hausdorffov prostox~ onda је Е(а) (LF)-pro8tor. 

DOКAZ Neka је {(Sn' Вп) :п6 JN} definicioni niz topo1ogi­

је t.Kako је topologija sn\Sn pseudometrizabi1na, to postoje 

apsolutno konvek8ne s -zatvorene sn-oko1ine nule U
k

, takve 
1 п п 

da је {UK(jS :kE:JN} baza oko1ina пи1е topo1ogije s lS . Neka 
п п п п 

је V~=U~n2-ksп.SkUРОVi v~ аи apso1utno konveksni, sn-zatvo-

reni, sn-koтpletni i gutajuci и Еп=арап Sn, ра su oni baza 

оkо1iп8. пи1е neke loka1no konveksne topologije t па Е која 
п п k 

ј е pseudorne tri za bi1na. Kako ј е 8п ~ t n i kako su skupovi V в­
пп 

-zatvoreni i s -komp1etni, to је topologija t n kompletna (C~, 
п 

Chap.2,Prop.J6).Skup Sn је t n -oko1ina пи1е, ра је t =g(t ,kS , 
п п п 

kEЋir) «67),Lепunа 8).Iz s.c.t sledi g(s ,kS ,k€JN)~ g(t , 
n~ п п п п 

kS ,kE.JIi)=tn.Stavimo s=Ind(E ,tn ).1'ada је, zbog (1.1.4) i 
п· п . 

pre tlJO dnog: 

s ? Ind (Е ,g (8 ,kS ,k Е: ЈЫ) ,п €. JN ) = g (а ,З ,п €: 1N ) = t 
п п п п п 

i dokaz prvog de1a је zavrsen. 

Ako је E(t) jo~ i Hausdorffov, onda iz tlsn~ sn!Sn 

di da је topologija snlSn takodje Hausdorffova, ра је i 

kva, sto је i trebalo dokazati. 

81е-

t tR­
П 

~~olilbinujuci (2.1.5) SC:i (2o),IV.J.l i 1'.[.4.15, Jol)i,jamo: 
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(2.1. 6·)TEOREMA Ako је E(t) Hausdorffov (GLF)-prostor, опда је 

оп pros tor s mrezorn. 

92. blas1edne osobine (GLl")-ргоstога 

Nasledne osobine (GLF)-prostora пав jedino interesuju s 

gledista teorerna о zatv6renom grafiku.i otvorenorn pres1ika -

vanju.Zbog toga пав песе interesovati da 11 је, гес1то, pot­

prostor (GLF)-prostora takodje (GIJF)-prostor, уес се паэ in­

teresovat1 da 1i па potprostoru (GLF)-prostora postoji (GLF)­

-topolog1ja koja је јаса od or1gina1ne.Veza izmedju ovakvih 

naslednih оэоЫпа i teoreme о zatvorenorn graf1ku (ana1ogno је 

za teorernu о otvorenorn pres1ikavanju) vid~ ве iz sledeceg: 

ako pres1ikavanje Т:Е'(в) -+ E(t) ima zatvoren grafik 1 ako је 

t' topo1ogija па Е, јаса od t, q~daje grafik pres11kavanja 

т zatvoren i u F(s)X E(t').Ako j~ pres1ikavanje T:F(s) ~E~) 

neprek1dno, onda је 1 Т:Р(в) ~E(t) neprekidno. 

Ovde је dokazano да па potp~ostoru, faktor-prostoru,pre­

brojivoj surni i prebrojivoj (оЫспој) i-nduktivnoj granic1 

(GLF)-prostora postoje (GLF)-topo1og1je koje ви јасе od ori­

gina1ne i dokazano је da to nije зlисај ва prebrojivim proiz­

vodom. 

(2.2.1)TVRDJENJE Neka је F vektorski potprosto~ prostora Е, 

snabdevenog topologijorn g=g(s ,S ,aEA).Tada је 
а а 

glF ~ g(ta,Sa r \ J?,a~A), 
gde је ta=sal F ~ эрап За" 

DOKAZ Na jednostavan nacin sledi iz (1.1.8). 

u (2.2.1) moze da stoji stroga nejednakost cak i kada је 

g stroga (LF)-topo1ogija (videti (33», i1i kad~ је g Wiwege~ 

гоуа mesovita topo1ogija r-=-komp1etnog kvаzi-погrnа1поg dvo­

-l1ormiranog prostora (v1deti (Ј) i1i (74»). U pomenu·tim sluca-

ј evirna ј е А= Ћi. 

(2.2.2)POSLEDICA Ako је E(t) (GLF)-prostor i F njegov sekven­

сiјC:i.1по zat-voren vek·torski potprostor, опdа на :;;.' postoji (GLF)-
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opolo'gij а s, takva da ј е . t \F ~ в. 
DOKAZ Dovo1jno је u (2.2.1) staviti s=g(tn,snnF,nEJN). 

~Doka~imo jo~ jedan zanim1jiv rezu1tat u vezi s potpros­

orima: (GLF)-prostora: 

Neka је F v~ktorski potprostor, najvi~e рге-
, 

jive kodimenzije, loka1nQ konveksnog prostora E(t).Ako је 

(t) (GLF)-prostor, onda па Е postoji (GLF)-topo1ogija s ~ t 

za:okoju је sIF=t[F. 

DOKAZ Neka је {(ЗП'Вп) :ПЕШ} definicioni niz topo1o­

gije t\F i neka је {xk :k6JN1C1N} kobaza potprostora F.Stavi­

;шо-dа је Sn,k=Sn+r{X1, •.. ,xk},n~JN i k<E:JN1.Doka~imo da је 
unija skupova Sn k gutajuca u E.lz x<€ Е sledi da postoje fE; , 
G Р, Р ~JN1 i ska1ari r. takvi da ј е x=f +r1x1 + •.• +r х .1 z f€kS 

l р Р m 
.. (za neko k,mEJN) i iz r1x1+.~.+rpxpE:( lr1 \+··.+}r p l) Г{Х1, •.. , 

х'} sledi da је хЕ max{k, [rll+ ••• +lr '} s ,sto је i treba10 
р р т,р 

dokazati. 

Ыа span{x1, •.. ,xk { postoji 

po1ogija- neka је to ekoNa врап 

то loka1no konveksnu topo1ogiju 

jedinstvena Hausdorffova to­

SnG) врап {x1 ' ••• ,xk1 рОэта tra­

Вп k=sn~k .Kako је topo1o-, 
gija sn1sn pseudometrizabi1na, а e k metrizabi1na, to је i to-

po1ogija sn,klsn,k pseudometrizabilna (јег је prostor spanSnGU 

G) span{x1 ,··· ,хkЗ· izomorfan prostoru эрап ЗПХ врап ~Xl' •.. ,~p. 

Skup Бп је sn-kompletan, skup Г {X1 ,.·. ,xk1 је ek-komp1etan, 

ра је skup S k s k-komp1et.an.prema toтe, {(S k's k):ПЕШ, 
п, п, п, п, 

kEJN11 је definicioni nizza neku (GLF)-topo1ogiju s па Е. 

Dokazimo da је s~t.Neka је V proizvo1jna apso1utno kon­

veksna t-oko1ina nu1e.Tada је V А F tlF-оkо1iпа пи1е, ра је 

UШf\ rnЗ с 2-1 V Г\ тЗ za neke s -oko1ine пи1е Uffi Ст ЕШ) i "008-
п П П _ln п -1 . 

toje qmE]~ takvi da је qт Bknm Г {х1 , ... ,xk1c2 VN тГ{х1,··,· 
X k }, gde је B

k 
zatvorena jedinicna kug1a normabi1ne topologi­

је е, .Onda је (Um+Q-1вk ) П mS kC V П mSn 1 , tj. V је f!-oko-
к п т п, ,К 

1 ina nule, ра ј е s ~ t . 

Јо§ treba dokazati da је s(F=t!F.lz Sn ~nF=S ,S 1 
i 

.1.~, !. П п, k 
Sn,knF=snlsn i (2.2.1) sledi: 

s I р= g ( s п 'к' S 1 k 1 yl Е: JIIJ , k f. lN )IF ~ g (s ,S , п Е JN ) = t ! F . 
, 1 3 . -1 п. п " 

.. 

I ,. 
" ~ 
~ 
ђ 
v 
.у 

t 
," 
1, 

~ 
:t 
;,; 
i\'1 

bl 
!: 
!! 
~. 

t:; 
,( ,. 
~; 
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1z ovoga i iz s'?t sledi da је sIF=t!F. 

Primenom KBtheove teoreme о zatvorenom grafiku za (LF)­

_prostore, iz prethodnog tvrdjenja ае тo~~ dobiti slede6e : 

akoje.F sekvencija1no zatvoren vektorski potprostor (LF)­

_urostora Е i ako је F najvise prebrojive kodimenzije, onda 
-' 

је F (LF)-prostor. 

, 

(2.2.4)fTVRDJENJE Ako је E(t) (GLF)-prostor, а F njegov vek-

torski potprostor, onda па E/F postoji (GLF)-topo1ogija ја­

са od origina1ne faktor-topologije. 

DOKAZ Topo1ogija s iz (2.1.5) је (GLF)-topo1ogija, ра 

пјепа faktor-topologija ima osobine koje аи navedene и [огmи­

laciji, sto sledi iz (2.1.5), karakterizacije faktor-topo1o~' 

gije (obicne) induktivne granice (videti (2Ј),Ехс.б.20) i ci­

Iljenice да је slika pseudometrizabi1nog i kompletnog prosto­

га prostor istog tipa, ako је preslikavanje neprekidno i ot-

уогепо. 

U prethodnom tvrdjenju mo~e da stoji stroga nejednakost 

cak i kada је Е strog (LF)-prostor (Grothendieck (33». 

Faktor-topo1ogija је induktivna topo1ogija s definicio­

nim preslikavanjem koje nije injektivno; za induktivne topo­

logije аа injektivniт def'inicioniт preslikavanjima vazi: 

(2.2.5)TVRDJENJE Neka аи En(tn ) (GLF)-pr6stori, Е vektorski 
оо 

prostor i Е= UE .Tada је Ind(E ,t ,ПЕШ) (GLF)-topo1ogija 
ћ,,1 п П П , 

па Е, tj. induktivna granica (GLF)-prostora koji pokrivaju Е 

је (GLF)-ргоstот. 

Оуо tvrdjenje је direktna posledica opstijeg: 

(2.2.6)I.rEOREMA Neka БаСа Е А) vektor8ki potprostori vektorskog 

prostora Е i neka је svaki Е а snabdeven topologijom ga=g(s~, 
s~, ь ~ Ва) • Tada ј е 

1 dC '" ,) / а са G л "Е.В ) п .LJ ,g ,8.ЕА =g\.s,\-)ob,a _~,v а' 
8. 8. О 

DOKAZ Zbog (1.1.4) је 

( 8. ,< а - \ ~ В) 1 d С С', а (а k с:: а k]T) " ь L "3 ') g s Ь ' ,:] Ь ' а t::. А, о Е. . а = п s р ап,"Ј Ь ' g \ S Ь ,~ '-.' Ь' ,6-, ,B-'..Ji., с:; Ј э: 

ј 



ri~6enjem osobine tranzitivnosti (оЫ6пе) induktivne gra­

ce((J4),str.1J7) i (1.1.4), dobijamo: 

"Ind(span S~,g(s~,kS~,kЕ-JN) ,аЕА, ЬЕВа )== 

==Ind(Ea,Ind(span S~,g(s~,ks~,kEJN), Ь Е:Ва ) ,аЕ А) 

== Тп d ( Е а ' g ( s ~ , S ~ , Ь Е В а) , а Е А ) 

= Ind (Е а' ga ' а Е А) , 
је i treba10 dokazati. 

Sada 6ето dokazati neka tvrdjenja u vezi s proizvodom 

(GLP)-ргоstога.DоkаZiшо prvo jedall negativan rezu1tat: 

(2.2.7)TVRDJENJE Ыа prebrojivoт proizvodu (GLF)-prostora пе 

m6ra da postoji (GLF)-topo1ogija koja је ја6а od topo1ogije 

proizvoda. 

, DOКAZ U (65) је dokazano da је prostor distribucija D' 

zatvoren potprostor prebrojivog proizvoda (LF)-prostora, а 

samiт tim i (GLF)-ргоstога.Аkо Ы па toт proizvodu postoja1a 

(GЬF)-tоро10giја koja је ја6а od topo1ogije proizvoda, onda 

bi, zbog (2.2.2), па D' postoja1a (GLF)-topo1ogija, ja~a od 

indukovane, ра Ы iz (2.1.5) sledi10 da ае D' moze prekriti 

prebrojivom unijoт (F)-prostora, sto nije ta~no- videti (65). 

Za dokaz nekih pozitivnih rezu1tata о proizvodu (GLF)­

-prostora potrebna пат је slede6a 1ета: 

(2.2.8)LErtiA Neka ви Е (аЕ А) vektorski prostori, Х с.. Е i Х = " а - а а а 

==Еа za а ~ f а1 ' ••• ,ар ~ . Ako о Е Ха za а Е. {а1 ' ••• ,ар 1, onda 

П Г х с (р+1) r (Г1х ). 
а6А. а ~EA а 

DOКAZ Ako је ХЕ П ГХа.' onda је Х=(Ха ), gde је ХаЕ C:~ 

~ { 1 · ".1~ 1 na~ па i с.. Х \" 1, 4. 1, ..,.;. n Bt
l '" za а .. а1 , ... , а l х =1 Х + ••• +r х ,Х '- . ,r + .•. ,.Ј. ... 

Р а аа а а а а а .а-

~ 1 z а а Е {В1 , • : • ,а 1. N е k а ј е У= (У ), gd е ј е У == х z а а i 
р; а а а 

${а1 , ... ,ар! i Уа=О za а Е {а1 , ... ,ар}; neka је zi=(u~),u~=o 
za 

d O 
џ. је 

(р+1)-l х=(р+1)-lу 
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(2.2.9)тунпЈЕЫЈЕ Копа5ап proizvod (GLF)-prostora је (GLF)­

prostor . 

Како је proizvod kona5no mПОБО kompletnih pseudometriza­

bi1nih ravnomernih prostora prostor istog tipa, to (2.2.9) 

sledi iz: 

!'\. 
(2.2.1o)TEORENLA Ыека је Е=(1Е. i neka је svaki Е. snabdeven 

•• \-1 1 1. . 

topologijom gi=g(s~,S~,aE А), pri сети је skup q~S~ guta-

juci и Ei,i=l, •.. ,n.Tada је 

"" ћ i n'r\. i -п п П g.=g( П s , k .. S ,(k.) EJN ,(а.)Е:- А ). 
. 1 . ~ a

i 
._. 1 а. 1 1 

Р'1 ~:t~ \.- I 1 
'r1-

DOКAz Ыe~a је Р apso1.utno konveksna П g. -6ko1ina пи­
.:;..., 1 

1e.Tada postoje apso1utno konveksne g.-oko1ine пи1е Р., tak-
А 1. 1 

уе da је L. I р. С. р.па1је, zbog (1.1.9), postoje Ва
}. 

-oko1ine пи-
1.""" 1 .0< • 

i k· i k· i 1 
.1е U' 1 аа osobinoЦl: U ' ln k.S с р .• Onda је 

а. а. 1 а. 1 
111 

Р ~ (lF.:)П (ui,kif\ k.s i )= П ui,ki ·П k.S i , 
~:::1 1 t:.i a i 1 8 i 1.::'1 а1 г\ ':=1 1 8 i 

ра је, zbog (1.1.9), Р okolina пи1е и topo1ogiji g (koja ае 

nalazi па desnoj strani jednakosti који dokazujeтo).Saтimtiт 
'(\.. 

ј е П g. <: g. 
t=t 1-

Neka је Q apso1utno konveksna g-oko1ina nule.Zbog (1.1.9) 
i i k· 

postoje sa.-okoline nule у;: 1, takve da је 
1 1 

Odatle sledi da је 

П l- U U (Vi,kin k.S i )~ = u 
• ""\ ... .\1.. •• а. 1 а. 
~:::1 Ч\ "''"\ Jo(,"~, 1 1 Са;-} 
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с (n+1) r[(n+1) Г (Q)J =(n+1)2 Q• 
'п. 

'prema tome, postoji П g.-oko1ina пи1е (videti i (1.1.6» 
, , ~'Z1 l П. 

kOJ"a је sadrzana и (n+1)2 Q, ра је П g" ~g.Time је dokaz ZB-
. ':::11 l 

vrsen •. 

оо "'" 'Topo1oska suma G Е ј е indukti упа 
"":с: 1 П 

granica prostora П Е. , 
\:"'1 1.. 

ра iz (2.2.5) i (2.2.9) sledi: 

C2.2.11)TVRDJENJE Prebrojiva topo1oska аита (GLJi1)-ргоstога 

је (GLF)-prostor. 

U vezi s (2.2.7) priтetimo da ве moze dokazati da парге­

brojivorn proizvodu (GLF)-prostora postoji (GLF)-topo1ogija 

~labija od origina1ne.Dokaz је sli~an dokazu tvrdjenja (Z.2.1o). 

1з. Теогеmе о zatvorenom grafiku i otvorenom 

pres1ikavanju 

.. 
Od fundaтenta1nog zna~aja za оуај paragraf је teorema 

(2.1.5), јег опа ощоguсије da ае teoreme о zatvorenom grafiku 

i otvorenom pres1ikavanju izvedu iz odgovarajucih poznatih 

teorema. 

Svuda сето ва G(T) ozna~avati grafik pres1ikavanja Т. 

ft 

(2.3.1}TEOREMA Neka је vektorski prostor Е snabdeven topo1o-

giјош g=g(sa,Sa,aE А), tаkvош da је za neko Ь Е А skup Sb 

pseudometrizabi1an i komp1etan u topo1ogiji sblSb; neka је 

:F'(s) lokalno kопvеksап prostoT i Т:Р -?Е,Н:-Е ---? F 1inearna 

pTeslikavanja, pri сети је R 8irjekcija.Tada: 

(а) Ako је g Hausdorf"fova topo1ogija, G(T) (\ (Ј!'Х3 ь ) 

zatvoren 8kup и F(s)XSt(sb) i ako za Bya~u apso1utno konveks­

пи Sh-oko1inu nule U postoji apsolutno konveksna okolina nule 

V u F takva da је VC't-I(Un Sb)' onda је preslikavanje Т: 
1"(8) -;;..E(g) neprekidno i р= гг-1(sрап Sb)' 

(Ь) Ako је s Hausdorffova topologija, G(R) П (ЗЬХ Р) 

zatvoren skup u Sb(sb)Xl"(.s) i ako za svaku арsо1utпо kon-
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~vekSnU sb-oko1inu пи1е U postoji apso1utno konveksna oko1ina 

K~nule v U F takva da jeVcR(U/\Sb)' onda је pres1ikavanje 

~~R:Е(g)---+ F(s) otvoreno i :F'=R(span Зь)' 
DOKAZ (а) Skup Uf) Sb је gutajuci u Eb=span ЗЬ' ра је 

()Q . 

E~ == LJ п (U Г\ S Ь ) .Onda ј е 
о У\::" ---~---- DO е>с:) 

:' . т -1 ( Е Ь ) = Q п т -1 ( U п S ь) :::> ~., п Т -1 ( u п S ь) :Ј ~, п V = }' 

је F=T-1 (E b ) .Ako ј,е ~ Un f1 Sb:nE ЈЫ) baza oko1ina пи1е to­

po1ogij esbl Sb' kao и,: do}cR.zU (2.1.5), fami1ij а 1 ип п 2-Пs ь : 
~п~ш} је baza oko1ina пи1е (F)-topo1ogije t b па Еь , koja је 

ja~a od Вь' а samim tim i od g)Eb.Doka~imo sada da је G(T) 

zatvoren U :F'(s)XEb(tb).Neka је (xi:iEI) genera1isan niz i 

(х.,Тх.) -7 (х,у) u topo1ogiji sxtb.lz definicije topo10-
l l 

gije t b s1adi da zn svakon~]N postoji i EI takvo da је Тх.-
п l 

-УЕ U г\ 2-Пз ь za i ~ i .Takodje, postoji рЕШ za koje је УЕ 
с п п -1 -1 

EPSb.Onda је TX i G y+U1 f'\ 2 Зь С pSb+2 SbC (р+1 )Sb za i~\i1' 
tj. (p+1)-1ТХiЕ Sb za i~i1 i.vazi .:' 

(1Ј+1)-1Тх .-(р+1)-1у Е (р+1)-1(и !\ 2-ПS ь )С (p+1)-1 U С U 
... l П П П 

za {~i .Odat1e s1edi da је ." 
п 

(P+l)-lТХi Е «P+1)-lу+Uп ) П Sb za i? i
1
,i

n
• 

Kako i (P+l)-lx;~ (р+1)-1х , to «P+l)-lХl',(Р+1)-l тх .) ~ 
-1 ~ -1 . l 

-7 ((p+l) х,(р+1) у) U prostoru :F1 (s)XS b (sb).Kako је skup 

G(T)f\ (FX Sb) zatvoren, to је (p+l )-lу=Т( (р+1 )-1х ), tj. у= 
=Т(х), sto је i treba10 dokazati. 

Da1je, iz 

T-1 (u П 2-Пs }=2-Пт-1 (2Пu П S )-=, 2-ПV 
п Ь п Ь п' 

(koriscell је us10v Vc t-.fСUf\Sь) ~ sledi da је restrikcija 

preslikavanja Т па T-1(E b ) skoro neprekid~a, ра iz poznate 

teoreme о zatvorenom grafiku (videti (23),Тhш. 6.4.2.Ь) з1е­

di da је t-1(Еь)=F i da је pres1ikavanje r.I':F(s) ----,. Eb(t b ) 

neprekidno.Kako је glEb~ t b , to је Т i s-g-neprekidno. 

(ь) Neka је Еь kao u dokazu (а) i neka је R1 =RIEb oskup 

G(R1 ) је zatvoren u EbXR1(E t ) (dQkaz је ana10gan dokazu 

da је С(Т) zatvoren- umesto TXi pisemo x i ), ра је Ri1(o) za-t­

voren potprostor prostora Еь «44), ~34.5.(7»), tj. Eb/Ri1(o) 

је (Y)-Drostor (~1 Ј'е pseudometrizabilan i kompletan).Presli-.- )-
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•.. ka.vanj е Н1 raz1azemo па sledeci nacin: 

R 
Еь L E

b
/R11 (о) 2,. R

1 
(Еь ) , 

gde је f fаktог-ргеs1ikаvапје.Gгаfik G(R2 ) је zatvoren u 

Eb/Rl1(0)XR1(Eb) «44),134.5.(7», ра i pres1ikavanje R;l 

ima zatvoren grafik u R1(Eb)X Eb/Ri1(o).Lako зе dokazuje da 

је pres1ikavanje R;l skoro перг_еkidпцdоkаz kao za Т u (а), uz 

kori§6enje cinjenice da је R2 f=R1 ).Sem toga, prosto~.R1(Eb)= 

=R(E b ) је gust u }<', zbog us10va Vc:R(UflS b ) .Iz (23~,Тhrп. 

6.4.2.Ь onda sledi da је R2
1
neprekidno i da је ~l(Eb)=F.lz 

0VOga sledi da је R2 otvoreno pres1ikavanje Eb /R1 (о) па F , 

рв је R1 otvoreno pres1ikavanje Е ь па Р.Јо§ treba dokazati 

da iz ovoga sledi da је R otvoreno pres1ikavanje.Ako је Р 

apso1utno konveksna g-oko1ina пи1е, onda iz (1.1.9) sledi da 

;postoji sb-oko1ina пи1е U, takva da је UN зьс. P.Onda је н(р):> 

~R(U() Sb)=R1 (Uf\ 8 ь ), ра је н(р) oko1ina пи1е u }' eR1 је 0-

tvoreno pres1ikavanje Eb(t b ) па F).Time је teorema и potpu -

nosti dokazana. 

Iz prethodne teoreme mozemo dobi-ti teoreme о zatvorenom 

grafiku ~ otvorenom pres1ikavanju za (GLF)-prostore (опе зи 

зе mog1e dobiti iz De Wi1dove teoreme о zatvorenom grafiku, 

uzimaju6i u obzir (2.1.6»: 

t2.3.2)TEOREMA Neka је E(g) (GLF)-prostor s definicionim ni­

zom {(St\. ,зп) :ПЕШЈ ' F(s)~nduktivna granica Baireovih (resp. 

pseudometrizabilnih i kompletnih) 1okalno konveksnih~rosto­

та i neka su Т:Р ~E , R:E -?F linearna preslikavanja, pri 

~emи је R sirjekcija.Tada vaze sledeca tvrdjenja: 

(а) Ako је g Hausdorffova topo1ogija.i С(Т) zatvoren 

(гезр. sekvencijalno zatvoren), onda је Т neprekidno. 

(Ь) Ako је s Hausdorffova topologija i G(R) zatvoren 

Стеар: sekvencijalno zatvoren), onda је R otvoreno. с,, 

J)OКAZ Dokaz сето da-ti za fJlucaj kada је F induktivna 

branica Baireovih prostora; dokaz za drugi slucaj је, prakti-
v .. +-. 
спо, lSvl. 

Са) Neka ј е Г iпdukti упа granica prostora F. (t. ) ,i Е 1, 
l l 
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neprekidno ako i зато 

svako i Е 1. 

ako аи pres1ikavanja Tf
i 

neprekidna za 

Lako зе dokazuje da Ј'е G(Tf.) zatvor~n и р.х E.lz аЈз ~ 
l l· 01 п 

<О ЈЗ опаа s1edi da је skup G(Tf.)n(F.xS) zatvoren и ..... ..,п п l l П 

~Fi(ti)XSn(sn) za svako пеШ, рв је ispunjen prvi us10v iz 

,(2.з. 1 )(а).Sаdа 6ето dokazati da је ispunjen i drugi uslov. 
. 1 

Neka је {u.rC(\s :kEJN} bBza oko1ina пи1е topologije s Is .Skup 
QO п П п\ п 

. U s ј е gu t в ј и с i и Е, Р а ј е 
Т\:= i 1'\. - С>О 1 1 

}i' =(Tf.)-J.(E)=U p(Tf.)- (u nS). 
l 10 n""t l П _ П 1 

Prostor Р. ј е Baireov, ра 'ј е skup Р1 (Tf .) 1 (u г\ S ) druge ka-
l . l т т 

tegorij е U }i'i za neke Pl ,тЕ JN. Iz 
ос 

р (Tf.)-1(U1 nS )cUp(Tf.)-1(u2 {,)s) 
1 l т m ~"'1 l т т 

sledi da је skup p?(Tf.)-1(u 2 Г\з) druge katep:,orije и В'. za 
-~ l m m - l 

neko P2~ Ш.Ыаstаv1јајиСi induktiYno ovaj proces, аоЫјаmо 

skupove Pk(Tf.)-l(ukns ) koji аи druge kategorije и Р., ра 
. l т rn l . 
postoje XkE Pk\Tfi ) l(U~nЗm)' i apso1utno konveksne oko1ine 

niй,е Vk, iz }l1, takve dB је 
------~--~-----

X
k

+ V
k 
С Pk (rl'f . ) -1 (Uk (\3 ) , k=1, 2, ... 

l m m 
Onda је 

2Vk=(xk+Vk)-(хk+Vk)С 2Pk(Tfi)-1(u~n Sm) , 

р в i z (2. 3 . 1 ) ( в ) s 1 е d i d в ј е Т f i п е р r е k i апо i d а ј е F i = ( т :fjT 1 

(врап Sr ). Time ј е dokaz ovog dela teoreme ZBvrSen. 
љ _1 

(Ь) Neka ј е H=E/R ~ (о) ,f:E ~ Н faktor-pres1ikavanj е i 

R=R1 f kвпопskо razlaganje.Kako је G(R) zatvoren u Е хР, to је 

G(R
1

) zatvoren и Н;><}', рв је i G(Ri1 ) zatvoren и Рх H.Prostor 

Н је Hausdorffov, јег је potprostor н-1 (о) zatvoren u Е ((44), 

134.5.(1», рв iz (2.2.4) sledi da postoji Hausdorffova ~Lli'­

-topo1ogija g' па И, ја6а od origina1ne, а samim tirn је ~ Ri~ 
zatvoren u }'XH(g').Iz ~a) s1edi da је Hi1::F' ---""H(g') перге­
kid.no, рв је takvo i Ri.l.:1?-'----?H, t,j. R1 је оtvогепо.Sатimtirn 

је i R оtvогепо pres1ikavanje. 

Primetimo da iz neprekidnosti pres1ikavanja Ri1:F ~H(~) 
i iz kraja dokaza tvrdjenja (В) s1edi da za svako iE 1 роз-

t .. ::п" t' d . т" f -l ( }.) ( се » ~'t v • . OJl ШЕ 'Ј, f3.KVO а Је 1.'i= i'- span ,_Ј т .11Jа ~j nacln, 1.105-

put је dokazano i s1ede6e: 



32 

)TVRDJENJ~ 
(а) ~eka аи E,~ i Т kao и (2.3.2)(8) i neka аи fi:Fi~ 

defiriieiona preslikavanja.Tada za svako iE 1 postoji т€ 

takvo da је F.=(Tf.)-l(sDап S ). 
l l ~ m 

(ьј Neka аи E,F i R kao и (2~3.2)(b) i neka је f'. kao 
l 

!:t . .' . .:., , 
~,1:>od' ( а). Tada za svako iE 1 postojj, тЕ. JN, takvo da је Ј1'1.= 

tt±--:-l( R (арап S ». (', ., l . . m 
~i-, 
ic·'.',' 
~/';- ; 
~". 
~: 
r~ , Prethodno tvrdjenje ima zanim1jivu posledieu (uporediti 

(2.1.4»: 

t(2.з.4)РОSLЕDIСА Neka ви E(t) i F(s) (GLF)-prostori s defi­

f~nicionim nizovima f(s ,8 ):nEJN} i {(S',sn"):nG1N(,., redom, i 
~', ~ п п п Ј 
lneka аи T:F --:» Е i R:E~ F 1inearna pres1ikavanja, pri сети 

:је R sirjekeija.Tada ya~e slede6a tvrdjenja: 
\ 

(а) Ako je':~ Hausdorffova topo1ogija i G(T) sekvenei-

jalno zatvoren, onda za svako p~JN postoji Ч~Ш, takvo da је 

Т(эрап s;) С. эрап SCi. 

, (Ь) Ako је s H~usdorffova topologija i G(R) sekvenei-

·jalno zatvoren, onda za svako р JN postoji q JN, takvo da је 

врап s' с R (арап S ). 
р q 
Се) Ako је t Hausdorffova topo1ogija i E(t)=F(s), оп-

da za svako п6Ћi postoje р,ч~Ћ'Ј, takvi da је врап Бпс врап Б; 

С span S • q 
DOKAZ (а) Neka је F =врап S' snabdeven topologijom t , 

п п' п 

opisanom и dokazu teoreme (2.1.5) i neka је Р(в') induktivna 

granica prostora Е' (t ) ва identickim utap8n.jima f :F -4. Р. 
п п п п 

Prostori Fn (tn ) ви pseudometrizabilni i kompletni i 8 ~ 8 ' ,ра 

iz (2.3.3)(а) sledi da za svako p~Ћ~ postoj:i- q~JN, takvo da 

је эрап Б; =(Tfp)-l(span Sq).Kako је fp(span Б;)=арап Б;, to 

iz prethodnog sledi da Ј'е Т(виап Б')- врап S . 
~ р '- ~ о 

(Ь) Analogno dokazu pod (а): . 

Се) Dobija ве primenom tvrdjenja (а) i (Ь) па identic­

ko pres1ikavanj е Е (t)---» Е (t). 

(2.3.5)РRП~ЕDВА Preslikavanje Т (тевр, R) iz (2.3.4) пе morR 

biti neprekidno (гевр. otvoreno).Zaista, ako Ы svako svako 

1 iпе 5.ГПО рге cllikCi'v tillj е s ~a tvо:геlliљ ~:rЋi'ikот i L', пе ko g (GLl<1)-

vojska
Rectangle
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,. 
Lprostora F и svaki (GLF)-prostor bilo neprekidno, onda bi, s 

fb1Jzir om па cinjenicu da је svaki Banachov prostor istovreme­

r. i (GL:F' )-prostor, iz Mahowaldove teoreme sledilo da је F 
по 

~acvast prostor, ~to пе mora biti tacno (primer (2.1.3».(Ana-

kogno za Н, prelaskom па faktor-prostor, ako ве uzme и obzir 

ida . ве u Mahowaldovoj tеогеrпi moze pretpostavi ti cla В1Ј presli-, 
~ayanja injektivna, ~to sledi iz dokaza Mahowaldove teoreme, 

. ~datog и (80).) 
f- , 

S obzirom па to да ви Saksovi i dvo-normirani prostori 

vazni primeri (GLF)-prostora, од interesa је i slede6a teore­

~a о zatvorenom grafiku i otvorenom preslikavanju: 

(2.З.6)ТЕОRЕМА Neka (GLF)-prostor E(g) ima definicioni niz 

{ (Б ,в ) :пt;Ш"l, takav da је za neko РЕ-Ш skup S guta,juci u п п Ј р 
Е, neka је Р(е) bacvast prostor i,T:F ~E,R:E~ F 1inearna 

. '. 
ureslikavanja, ... pri сети је R sirj~kcija.Tada vaze sledeca tvr-

djenja: 

(а) Ako је g Hausdorffova ~opologija i G(T) zatvoren, 

o'nda ј е Т neprekidno. 

(Ь) Ako је s Hausdorffova topologija i G(R) zatvoren, 

onda је R otvoreno. 

DOКAZ (а) Za svak1J apsolutno konveksnu okolinll nule U 

topologije s је skup 
р 

t-1(Uf'\S ) bacva, tj. 
р 

1z (2.3.1)(а), јег је 

U f\ S Р gu t а ј u с i и Е, р а ј е skup 

okolina пulе и F.Tvrdjenje onda sledi 

G(T)(\(FXS) zatvoren u p(s)XS (е ). 
. р р р 

(Ь) Dokaz је analogan dokazu pod (а). 

Kod prethodnih teorerna о otvorenom ргезlikаvапјu figuri­

~e pretpostavka да је preslikavanje R s1rjekcija.Ta pretpos­

tavka se moze donekle oslabit1: 

(2.З.7)ТЕОRЕМА Neka је E(g) (GLF)-prostor, Р(я) Hausdorffova 

induktivna granica Baireovih lokalno konveksnih prostora(resp. 

(P)-prostora) i neka је Е:Е --7 F linearno preslikavanje.Ako 

је G(R) zatvoren (resp. sekvencijalno zatvoren) i ako ЕСЕ) 

ima algeberski komplement Н па kome рояtојi CGLF)-topologija 
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јаса od sIH, onda је R otvoreno pres1ikavanje, R(E) i Н 
Вl' . 
эи zatvorenl i topo1oski komp1ementarni и F i pri tome је ~=s\H. 

Dakaz ove teoreme је isti kao dokaz opstije De Wi1deove 

teoreme (videti (44),135.5.(1», ра ga пе dajemo. 

Ako је H(sl) prostor najvise prebrojive dimenzije, snab­

deven пајјасоm loka1no konveksnom topologijom, onda је onizo­

roorfan 'topo1oskoj sumi е ]к (card I=dim Н), ра ј е оп (GLF)­
iel 

-prostor(zbog (2.2.9), odnosno (2.2.11».Uzimaju6i оуо и оЬ-

zir~ iz prethodne teoreme dobijarno: 

(2.3.8)POSLEDICA Neka эи E(g) i Р(э) kao и (2.J.7),R:E ~p 

linearno preslikavanje s zatvorenim (resp.sekvencija1no zat­

vorenim) grafikom.Ako је Н(Е) najvi~e prebrojive kodimenzije 

и F, onda је R otvoreno preslikavanje, R(E) је zatvoren, вуа-
. I 

ki algebarski komplement Н za Н(Е) је topdioski komplement i 

э/Н је пајјаса lokalno konveksna topologija па Н . 

... 
. ( 2.3.9 ) РНDЛЕDВА Ako аи Е i F kao u (2.3. б), onda tvrdj епј а 

(2.3.7) i (2.3.8) ostaju tacna (i isto ве dokazuju). 

(2.3.1o)PRIMEDBA Iz dokaza tvrdjenja (2.3.2)-(2.3.4),(2.3.7) 

i (2.3.8) эе vidi da эе umesto zatvorenosti G(T) (resp. G(R» 

moze uzeti bitno slabija pretpostavka: za svako п~Ш је skup 

G(T)(\ (РХ З) (resp. G(R)Г\ (3 х Е'» zatvoren и F(s).x 3 (э ) 
fl П П П П 

(resp. -u 3 n (sn)XF(s». 

Vratimo эе sada tvrdjenju (2.3.3)(а) i dokazimo da vazi 

јасе tvrd.jenje: 

(2.3.11)TEOREMA Neka је Е(б) Hausdorffov (GLF)-ргозtог s defi­

nicionim nizom i(s~,sn):п~ш}, F(s) Baireov loka1no konveksan 

prostor (геэр. pseudometrizabilan i kompletan) i T:I<' ~ Е 1i­

nearno pres1ikavanje s zatvoreniт grafikom (resp. sekvencijal­
по zаtvогепim grafikom).Tada postoji РЕЈЫ takav da za svak1J. 

sp-okolinu nule U postoji s-oko1ina nule V za koju је T(V)C 

с: U Г\ S О, • S р е с i ,ј а 1 п о, р о s t о ј i s - о k о 1 i п а п 111 е V z а k о ј u ј е 'I(V) с:: Е • 
• ' р 
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DOKAZ U dokazu (2.).2)(а) је dokazano да postoji p€ 

Е]'-Ј takvo da za svaku sp-okolinu nule U postoji s-okolina пи-

1 е VI z а k о ј u ј е УI с:::: Т 1 (и г\ S ), а i z d о k а z а (2. З • 1 ) ( а ) s 1 е d i 

da onda postoji s-okolina n~le V za koju је Vc:. t- 1 (1Ј Г\ S ). 
р 

Da bisrno dokazali analogon prethodne teoreme, trebace 

пат ројат c-regularnosti: 

(2.).l2)DEFINICIJA Lokalno konveksan ~rostor E(g),g=g(s ,S ,аЕА), 
а а 

је c-regularan ako i аато ako za svaki g-konvergentan niz 

(хп ) postoji Ь <:ЈА i РGШ tako да је niz (хп ) sb-konvergentan 

i {ХП :пЕ Шјсрsь" 

(2.).lЗ)ТЕОRЕМА Neka је vektorski prostor Е апаЬдеуеп topolo-

-gijom g=g(sn,Sn,nEJN), neka је рез) metrizabilan lokalno kon­

veksan prostor i Т:Р --~E neprekidno linearno preslikavanje. 

Ako ј е Е c-regularan, опда postoj i p~ Ш, takvo да za svaku 

s -okolinu nule U postoji s-okolina nule V za koju је T(V)c 
р 

С U I'\S .Specijalno, postoji s-okolina nule V za koju је 'I(V):::S . 
р р 

DOKAZ Za dokaz пат је potrebna sledeca Grothendieck-

оуа lema (O],Leтme 7): neka је ~ filter s prebrojivom bazom 

па skupu Х i neka Ј".е (.g: ) niz fil tera па Х; ako svaki niz - п 
r;-- Q:-

iz Х koji konvergira ро ~ , konvergira i ро nekom ~ , onda 
r.;-- ,-:-- п 

fil ter d- тај orira Ьат ј edan od f"il tera d- п' 
Neka је {Vk :kE:1N} baza okolina nule и F(s) .Опда је 

{Т(Vk):kЕЈп1 prebrojiva baza f"iltera-
fl 

oznacimo ga sa g-- .па-
r.--

lje, neka је ~ filter cija је baza sastavljena od sku-
т,П 

роуа tipa UnmS ,gde U prolazi bazom s -okolina nule.Ako 
п ".-;--- п 

lliz (уп) kопvегgiга ро filteru d- ,onda је оп slika nula-ni-

za iz F, рв iz neprekidnosti preslikavanja Т sledi da (уп) 

g-konvergira nuli.Prostor Е је c-regularan, ра postoje j,kE 

ЕЈН takvi С.а је ~y :Пб JN}C јЗlг i пiz Су ) sl.r-konvert~ira пи1ј_, 
\. П -,~ r;;--- п .. 

tj. (у ) kопvе:гgiга ро fil teru У-" k' Iz ci tirane Grothencli-
п Ј, ~ 

eckove leme опdа sledi da postoj е р, q Е Ћ\I, takvi da fil ter .;:r 
~ 

тajorira filter ~p o,tj. za svaku s -okolinu nule U posto-
, . п 

ј i s - о k 01 i п 8. П ul е 1/ k' t а k v а d а ј е Т ( V k) с U (\ q S п . О da t 1 е ј е 
,г(ч-1Vl_)С q-1uГ\s с lЈГ\S i dokaz, је zavrSen.' 

.ћ. Р Р 
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Prethodnu teoremu је, za slucaj obicne induktivne gra -

nice, dokazao F10ret и (26) (Satz 4.2), а dati dokaz је ро -

Ьо1ј§апје Floretovog dokaza. 

{4. Primena па prostore s fundamentalnim пizот 
ogranicenih skupova 

Ovde сето dati primene nekih rezultata prethodnog para­

grafa.Precizirajmo prvo sta сето podrazumevati pod fundamen­

talnim nizom neke familije ogranicenih skupova: 

(2.4.1)DEPIN1C1JA Neka је !б neka familija ogranicenih sku­

роуа lokalno konveksnog prostora E.Ako postoje BnE~ Сп=};?, •.. ) 

takvi da za svako BE=~ postoje P,qE]N za koje је Bc.qB ,оп-
р 

da је familija .{В :пЕ ш] fundamentalan niz familije t3 . 
п ---

Ako је В apso1utno konveksan ogranicen podskup iz E(t), 

.<' onda па Ев=арап В postoji normabi1na topologija t B ; поrша је 

funkciona1 MinkoV'lskiog skupa в. U 81 исаји kada~ ј е Ев Banachov 

prostor (и topologiji t B ), skup В zovemo Banachov dis~.Oznake 

EBi t B сето koristiti u preostalom delu paragrafa. 

(2.4.2)TVRDJENJE Neka је E(s) Baireov lokalno konveksan Наuз­

dorffov prostor па kome postoji (GLF)-topologija g(s ,Б ,n~~~)= 
п п 

=g, takva da ј е s ! Бп ~ вп l Бп (пЕ:IN) i da зи skupovi Бп s-ogra-

пiсепi (resp. s-kоmраktпi).Таdа је E(s) normiran (resp. konac­

nodimenziona1an) prostor. 

DOK ... 4.Z 1z pretpostavki sledi da је s g(s,Sл,п(;JN) ~ 

.!!;. g(sп,Sп,ПЕ.Ћn, ра identicko ргеslikаvаПје-'l':Е(а)~Е(g) 

ima zatvoren graf'ik.1z (2.3.11) sledi da za neko pE-JN postoji 

F-okolina nule V, takva da је V=T(V)C Sp.Onda је V s-ograni­

сепа (reap. s-kompaktna) okolj_na nule, ра је Е normirв.n (resp. 

konacnodimenzionalan) prostor ро teoremi Kolmogorova 

Вапасћа) . 

( 
,гезр .. 

(2.4.J)POSLEDICA Ako Baireov lokв.lno kопvеkзап Наuзdогffоv 

prostor Еез) ima fundamentalan niz fnmilije svih Banachovih 

" 

if 

" 

1:: 
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diskova, onda је оп Banachov prostor. 

DOКAZ lJeka ј е {В : ПЕ:- .Ш? fHndamentalan niz. Skuuovi 13 ~=B" 
п ј - п п 

(~zatvorenje SkUUR Вп и topologiji t
B 

) аи s-ograniceni, 
п 

s lB~ ~ t B P3~ i g(t B , B~,nE ЉЈ) је (GLF)~topologija, ра iz 
п п 

(2.4.2) sledi da је Е normiran urostor.Stavise, пеко B~ 
~ Р 

s-oko1ina nu1e, ра је s=tB ' tj. Е је Eanachov prostor. 
р 

је 

(2.4.4)POSLEDICA Beskonacnodimenziona1an Baireov lokalno kon­

уекзап Hausdorffov prostor пе тo~e imati niz komuaktnih арво-

1utno konveksnih skupova cija је unija gutajuca u Е. 

DOKAZ Analogno prethodnom. 

Pos1edica (2.4.3) је para1e1na аа Statement 2. iz (54) i 

Сог. 2 iz (55). 

Ако u (2.4.4) kornpaktnost zamenimo slabom kompaktno8cu, , 
onda dobija~o: 

(2.4.5)POSLEDICA Ako је Е(а) Baireov loka1n6 konveksan Наиа­

dorffov prostor кој! ima niz slabo kompaktnih apsolutno коп­

veksnih зкироуа cija је unija gutajuca и Е, onda је Е ref1ek­

sivan ВапасЬоу prostor. 

DOKAZ Као u (2.4.3) эе dokazuje da prostor Е irna 81a­

Ьо kompaktnu apso1utno konveksnu oko1inu nule, ра је Е ге! -

lek8ivan ВапасЬоу prostor. 

1z definicije fundamentalnog niza fami1ije "-./'15 sJedi da 

је unirja clanova f'undarnentalnog niza glltajuca u Е ako i SeJnO 

ако је unijR clanova i'amilije ~ gutajuca 11 E.Stoga је slede­

с! rezu1tat najbo1ji moguci: 

(2.4.6)ТЕОНЕМА Neka је Е(з) Hausdorffov loka1no konveksanpro­

stor.On ima fumdamentalan niz fawilije svih Banachovih disko­

Уа ако i аато ako оп irna niz Banachovih diskov9. cija је uni­

ја gutajuca u Е. 

DOKAZ > : Јввпо. 
{=:== :Ыека ,је (Вп ) niz Вапасhоvih d.iskova cije ,је uni~a gutaju­

са u Е i neka ,Ј"8 В Dlroi~volJ"an Banachov disk.Ako ~e р' t ~8 ~ -"~n ·в- и .-
21 
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tvorenje SkHpa Бп , onda је B~ BanFJ.chov disk,topo1ogija g= 

=:g(tB ,В~,ПЕШ) је Hausdorffova (јег s ~ g) (GLF)-tороlов;i"ја 
п 

i :j.denticko utapanje Т:Ев -~ E(g) ima zatvoren grafik, јег 

је s.xs!EBxE~tBXg\EBXE.Iz (2.3.11) onda s1edi da postoji 

рЕ"Ш, takvo d.a је T(V)C в' Za neku t.в-оkо1iпн пи1е V.Kako је 
."" р 
BC,qV za neko q<;:]I[, to је Bc.qV=qT(V)C: CJB~.Pгema tome, fEЗ.mi-

li.ja {B~:nG]N} је fundamentalan niz familije svih Banachovih 

diskova. 

Svaki slabo kompaktan apsolutno konveksan skup је Bana~ 

chov disk, ра iz prethodne teoreme dobijamo: 

(2.4.7)POSJ:.,EDICA Ako је "(Кп) niz slabo kompaktnih apsolutno 

konveksnih podskupova Hausdorffovog loka1no konveksnog ргов­

tora Е cija је unija gutajuca u Е, onda је оп fundamentalan 
" , 

niz familije svih Banachovih diskova (~ samim tim, svaki Ва-

nachov disk је relativno slabo kompaktan) . 

• 0< 

Garling је u (31) dokazao slabiji rezu1tat od prethodnog: 

СК ) је fundament.a1an niz fami1ije fЗ1аЬо kompaktnih skupova. 
п 

Sada сето, koristeci (2.3.13), dokazati јеd-по уеоmа орз­

t~ tvrdjenje u vezi s fundamentalnim nizom familije svih оgгз­

llicenih skupova: 

(2:4.8)TEOREMA Neka је Е(э) Hausdorffov lokalno konveksan 

prostor i (Вп ) niz ogranicenih skup6va iz Е cija је unlJB gu­

taj иса u Е .Ako postoj i k ~ ЈЫ takav da је polara B~ sekvenci­

jalno kompletna u topologiji uniformne konve~gencije па е1е­

mentima neke dopustive familije ~, ciji ,је svaki element 

progutan nekim Вп ' onda је {Вп :ПЕ Ћ'Ј] fundamenta1an niz fami-

1ije svih ogranicenih skupova. 

DOKAZ Bez этапј епј а op.stosti mozemo pretpostavi ti da 

је сзп) rastuci niz apsolutno konveksnih i zatvorenih skupo-

Уа. 

Dokazimo da је E(g) c-regu1aran, gde је g=g(s,Bn,nE]I'J). 

Neka niz (хп ) g-konvergira ka х i neka је уп=хп-х.Ргеtроstа-

v::i . .IПО clc:. za f5'Iako НЕ ]'J~)ostoji zд=хш 4: nBh.,Sku:;;::>ovi пБ SU Zf:tt-
п п 

voreni, па oostoje s-okoline nule ИП takve da z~dи +пВ .Onda 
'- н' П П 
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f ве nijed.an с1ап niza (zn) пе na1azi и skup1.1 .С\ (Un +11.Bn ), sto 

је neтogu6e , јег је оувј sk1.1p g-oko1ina n1.11e (videti (1.1.5)), 

а z .Ј:5.., о .Dak1e, postoji рЕ]N takvo da је Ју :ПЕ :ш1. с: рВ .Niz 
п \ п ј Р 

св) je'raS'tu(~i i'gutaju6i, pГ:l. postoji q6JN, q~;p, za koje је 
п 

;хЕ: qBq.Onda је Хп==Уп+Х6 pBp+qBqC. 2qB2q , za svako nEJN.S obzi-

roт da је B~ g, to је niz (хп ) s-kопvегgепtап.Ргеmа tome, 

,pros tor E(g) је c~regu1aran. . 

Dokazimo s~da da 81.1 svi 8-ograniceni skupovi istovreme­

по i g-ogranicerl{. Kako ј е neka ро1ага ~ sekvencij а1по komp-

1etna, to iz (4.1.2) sledi da је (E,s)'=(E,g)', а odavde зlе­

'di da је svaki s-оgгапiсАП skup i g-ogranicen. 

Neka је В proizvo1jan apso1utno konveksan s-ogranicen 

skup. 1 den t icko u tapanj е Т: Ев ----;> Е (g) ј е neprekidno, ј ег ј е В 

i g-ogranicen skup, ра iz (2.3.13) sledi da је п-1в=т(п-1в)С 
С Вт ' za neke m, п e-1N, sto ј е i treba10 dokazati. 

, 
. '0 

Mirkovi6 је u (54), str. 173, пауео da ти nije poznato 

da 1i metrizabi1an 10ka1no konveksan prostor s fundamenta1nim 
." 

пizот familije svih Banachovih diskova obavezno тога biti пог-

miran.U (55) је dokazano da је prethodno tvrdjenje tacno ako 

је prostor јоз i bacvast.Mi 6ето primerom pokazati da роmепи­

to tvrdjenje пе vazi u opstem sl1.1caju i da6eтo potreban i do­

vo1jan us10v za normabi1nost prostora s gornjim osobinama. 

оо 
(2.4.9)PRTMER Neka је Е= ® JR 

h~1 

nisanom prednorma~a Рп(Х)=[Хп{ 

snabdeven topo1ogijom в, defi­

za x=(xk).Prostor Е је тetriza-

bi1an, a1i nije normabi1an.Zaista,u suprotnom bi оп imao O~T~­

nicen1.1 apsolutn~ konveksnu oko1inu nu1e В, ра bi za neke 

пl, ••• ,П1,EIi i пе>::е e1, ... ,ek>o bi10 Р::: (\{Х:Рп'(Х) ~ei}C 
- .\: '\.""1 l 

СБ, sto је петОбllсе Ј јег је sku.p }) пеоgгапiсеП-ОIl sadrzi Ilео-

gгз.пiСеп skup n-1 <70 

П {ој х JR х г\ ~o) 
~:11 ~:7-"! 

i=l, ... ,k. 

Da1je, neke. је 

Вп= ,О L-l,Јј х ~oIX\o\ Х .•• 
~;k1.lpov:i Бп f11.l apso11.ltno konveksni, op:rRniceni i пј ihoVf1 lЈ.пЈ.­

ја је guiaju6a U E.Prostor Бв је n-dimenzionalan Hausdorffov 
Il 
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prostor, ра је оп Banachov, tj. Вп је Banachov disk.lz (2.4.6) 

sledi аа ј е {Вп : пЕ ]~} fundamentalan niz familij е svih Вапа­
~chovih diskova.Prema toтe, Е(а) је metrizabilan lokalno kon-
~ 

!.veksan pros·tor s fuпdашепtаlпim nizom familije svih ВапасЬо-
, 
rvih diskova, а nije погшаЬilап. 

, 

:(2.4.1o)TEOREMA NekB је Е(а) metrizabilan lokalno konveksan 

;prostor s fundame!ltalnim пizош ~Вп :пЕ ThT] familije svih Вапа­
chovih diskova.Prostor Е је ВапасЬоу ako i samo ako је za 

neko рЕ JN polara B~ sekvencijalno kompletna u nekoj topolo­

giji uniformne konvergencije па elementima dopustive farnili­

је ~, ciji је svaki clan progutan nekim Вп ' 
DOKAZ ): Prostor Е је Вапасhоv, ра је svaki ogra-

nicen skup progutan nckim В i polare E~ su ~(E;E)-sekven-~ п ~ п {.Ј. 

'cijalno komp1etne, јег је (E;f.:,(E;E» ВапасЬоу prostor. 

~ : Iz (2.4.8) sledi дА' је {вп:п€Ш} fundamenta1an niz 

iamilije svih ogranicenih skupova.Kako је Е metrizabi1an, to 

:iz (44),129.1. (2) sledi da је neko Вп okolina пи1е, ра је 
Е ВапасЬоу prostor. 

Moze se dokazati i delimicno uopstenje prethodnog rezul-

tata: 

(2.4.11)TEOEEMA lJeka је Е(в) sekvencijalno bacvast prostor 

cija koтpleti~acija ~(§) је Baireov prostor.Ako postoji niz 
ft 

ogranicenih skupova (Вп ) cija је unija r gutaju6a u Е, onda је 

Е погmаЬilап prostor. 

DOK.AZ Neka ви 
ь() 

u В' gutaJ'uci SkUD u 
~1 П -

В' 
п 

" Е. 

sv.protno; neka ј е х 6 Е i 

za tvorenj а skupova Вп u Е .1'ada ј е 

Da Ыато to dokazali, pretpostavimo 

х Ф пВ'. Iz НаЬп-ЕапасЬоуе teoreme 
п , 

sledi da postoje f Е 13,0 ·takvi da је 1f ех )( > n.lz Ј3'0=13О , п 11 П П П , 

sledi da ј е f n Е B~, ра fn~ о u topologij i unif'ormne konver-

gепсiЈ"е па SkuDovima В .ОУа topologija је ,Ј"аса 0(1 О(Б;Е), 
- f1 -

јег је (јв gutajHci SkHP u Е, ра f" -->0 u topologiji О(Е,'Е). 
ђ~ п п 

1z sekvencijalne bacvastosti sledi dq postoji s-okolina пи1е 

11 ze. kOJ"u ,Ј"е Jf :nEЉIJ С UO=UO.SkLJj) и'" -;р '" k l' 1 1 - ,1- R-О.О_lпа пи е. РБ " п . ос , 

је хб kU zэ, neko kEJICOnda је (fn(x)!..:; k za 8''[ako nEJN.Kon-
" .. 

i,' 

" 
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~~~;.: 
~tre.dikC ij а. 
~- Skupovi B~ зи kompletni, ра su oni Banachovi diskovi.1z 

1':(2.4.6) sledi da је {Б~:ПЕЉЈ i'ипdаwепtаlап niz familije svih 

~e.nachovih diskova u ft, а iz (2.4.Ј) sledi da је ~ Ba~achov 
fprostor.prema tome, Е је погmiгап. 
~. 

" .. , , .. 
~>, 
~:~ ,. 
fiz 

Priтetimo да Corol1ary 2. iz (55) sledi i iz (2.4.10) i 

(2.4.11).Posledica teoreme (2.4.8) је i ТЬт. 6. i~' (55): 
с 
~ ,; 

~ <~ 

'(2.4.12)TEOREIViA ((55),rГhIп.6.) Ako је Е(а) .A{-kvRzi-Ьасvаst 
vrostor i ako familija ~ 

,.'" 
ima fundamentalan niz, onda 

(DF) -рго s t o:t'. 

DOKAZ Dovoljno је dokazati д~ fami1ija svih ograni­

,cenih skupova ima fundamentalan niz.Mi 6ето dokazati da је 

.dual Е' sekvencija1Ilo kompletan и topologiji t..4( uniformne 

konvergencije па e1ementima familije А(, ра 6е tvrdjenje sle-

diti iz (2.4.8).Neka је (fn ) t-Лl-Саuсhујеv niz и Е: Оп је 

t..Jt. -ogranicen, ра polara .[fn :ПЕ.ЈТЈ1
0 guta sve elemente iz JZ{. 

1z Jt[,-kvazi-bacvastosti sledi да је роmепиtа polara oko1ina 

nu1e 1.1 Е, ра је skup ~fn:n€-::JN} еkviпергеkidап.Оdаtlе sledi da 

је niz (fn ) t~-konvergentan u Е: 

Ako је Е(з) Hausdorffov lokalno konveksan prostor i Ф ) 
п 

niz оgгапiсепih apsolutno konveksnih skupova iz Е cija је 

unija gutaju6a и Е, опда је za primenu teoreme (2.4.8) dovo1j­

по да Е' Ьнде 'ОСЕ ;E)-sekvencija1no kompletan, i1i д8:'" bude 
r 

s=g(s,Вп,ПЕЛЈ).Zаistа, u prvom slucaju је Е' sekvencijalno 

kompletan i u topologiji uniformne konvArgencije па elemen­

t1ша dOQustiye ±'flmili,J'e (s-to sledi 1z (44), {f18.5. (4», а u . () . 
drugom slucaju ј9 Е' sekvencijalno ko~pletan u tODolo~iji 

. f' 1 . . 5R Е l!Tt. ( . 1 t· (1 1 -, 4) \ ТЈ UЛl огrn:пе \:onvergenCl,] е па \-'-'п : п ...l'. Ј VlC е l \ _. ...L. Ј." ro;=:;-

toJ:' Е' је b(E;E)-sеkvепсiјаlпо kоrnрlеtэл za sve tipove Ьас­

yastih prostora (6-bacvaste, b-bacvaste itd.), tako da је 

teorema (2.~.8) siroko primenljiva. 



G L А V А 3 

BANACH-STEINHAUSOVA ТЕОНЕМА ZA 

GENEHALISANE INDUKTIVNE GRANICE 

1 NJENE PRIMENE 

Као sto је паа1оуот гесепо, оа fQ~damenta1nog znacaja 

za оуи glavu је teoreтa Eanach-Steinhausa, dokazana u .Р'l.Ыје­

niт koris6enjem se u 12. dokazuju neke osobine slabo перге­

kidnih pre~likavanja, а u јЈ.- neke teoreme о zatvorenom gra­

fiku za slucaj kada је domen pres1ikavanja-prostor snabdeven 

topo10gijom genera1isane induktivne granice. 

U pos1ednjem paragrafu В8 dokazuje, primenom Banach-Stein­

hausove teoreme, jedna Co11insova hipoteza iz 1968. godine, 

postav1jena и radu (12), и vezi s dua10m prostora snabdeve-

nog striktnom topo1ogijom. 
U оуој glavi 6еmо pretpostav1jati da је 

Е, kad god је гес о E(g), g=g(sa,Sa,aEA). 

11. Banach-Steinhausova teorema 

U S gutajuca u 
.aE-А а 

Razni tipovi bacvastih prostora ве definisu tako sto ве 

pretpostav1 da ви odredjen1) s1abo i11 jako ogran1ce-

п1 skupov1 1il1earnih fапkсiопа1а, еkviпергеkidп1 (videti 

(0.3.1», оапозпо, defini~u св t~ko sto ве pretpostBvi аа za 

te prostore vaii Banach-Steinhau80v8 teorema odredjenog tipa. 

Kako rrostori s topo10gijom genera11sane iпduktivпе granice 

11е mогаји. biti cak ni o-kvazi-bacvas-ti, to зе 11 tс'огешi ВР-.­

nach-Steinhausa za gепегаlisапе induktivne granice тога uze­

ti јаса pretpostavka od pretpostavke da је пеki skup funkcio­

по.1а jako ogranicen (videti primer (3.1.2). 

Бiсе пат роtгеЬпа зlес1еС8 def'inj_cijo., ko,ju је za Saksove 

prostore уео Orlicz u (58) (videti i (16),1.4.9): 
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(З.1.1)DЕFINIСIЈА Ako је S apso1utno konveksan podskup loka1-

по kОrlvеlcsпоg prostora E(t), onda раг (S,t) ima osobinu (61) 

~ko i зато ako za svako ХОЕЗ i svaku apso1utno konveksnu oko-

1inu пи1е U postoji oko1ina пи1е У, takva да јЕ 

VN S с (х +U)n S - (х +и)п S 
о о 

Prostor Е S topo1ogijom genera1isane induktivne granice g= 

=g( Ва' За' а ~ А) iша овоЫпи (L':.11 ako i аато ako za svako аЕ А 

раг (За'Ва) ima овоЫпи (2;1) 

Јазпо је da овоЫпа (~1) zavisi od geometrije skupa S, 

odnosno skupova SD.Tako, па primer, svaki vektorski potpros-
Q, 

tor ima овоЫпи (L)l).U (58) i (48) је dat niz konkretnih Sak-

sovih prostora аа оуот овоЫпот. 

Primetimo da ako par (S,t) ima овоЫпи (L)1)' onda i раг 

(rS,t) ima овоЫпи (21) za svako ГЕЈК, rfto. 

I 
" 

Зада сето pokazati da prostor уеота specija1nog tipa, s 

topo1ogijom genera1isane induktivne granice, пе mora biti <)-

-kvazi-bacvast: .О' 

(].1.2)РRПДЕR Neka је Х loka1no kompaktan o-kompaktan Наиз­

dorffov topo1o~ki pros~or, т pozitivna Radonova тега па Х,п V 

иоЫсајеI1а norma па L oo =LOG' (Х,т) i neka је t loka1no konveks­

па topo1ogij а па L оо, definisana prednorтaтa Рк (f) ==.{ \f' I dm , 

gde ви КС Х kompaktni skupovi. Da1 ј е, neka ј е В== {f: lIf!] ~ 13 i 

g=g(t,nB,nEJN) .Prostor (Loo ,g) ima sledece овоЫпе (vidr;ti 

(16), str. 161-165): В је t-metrizabi1an i t-komp1etan skup, 

( ) ( )') (1 оо )' _ 1 1. 7( -е оо '. 1) ,. 1 . 
раг B}t. iша овоЫпи Цl' , . .Ј ,g -Ј..Ј l g=,- l., ,.lJ ; Ol~l-

пеагап :f'tшkсiопа1 za dua1nost <1,00, L 1> ј е dat аа (f, f '> = 
=Jff 'dm.lJokazacemo sledece: ako је тега т ogranicena, онеЈе. 

)( оо .. ~ ., ~ . 
prostor (L ,g) nlJe u-kvazl-oacvast. 

Zbog navedenih овоыпа prostora Х, postoje оtvогепi ге1а­
OCI 

ti УПО kompaktni SkUDovi U_ , takvi Ја ј е х= U Un i U С U Ј - - п . 1\""" П П + _ 
((8),1 {9.9,Prop.15).Skupovi ПП ви integrabi1ni ((9),IУ §4.б, 
Ггор.10,Сог.1), kao i Х (jer је т(Х)<СО), ра su takvi i Skh-­

povi Х "Ип (ibid. 1\1 ~4.5,Гyop.7) .Iz 1kПl Ш(Нп )=П1(Х) slecli 

d l'1, :Ie 1 i JТ 1 m(~X:Y,\ ruT )=0 (,ibicl. Г'""'ор А) ;"ovn ":Ie ,... -m(У' U ) i 
'-" '-" - -;:~ ~.L.... '- п --~. -L ......" ... Ј. \. '-"' ':-1.. .:..... ~-' ~!... [1 - ;, ..... Ј.. '" П 

1: 

~., 



44 

f;'==r~lkn, gde је k n karakteristicna :t'unkcija skupa X"-.U .Јаа-
п d f ,. L 1 -" ( f " )' с' (- 1 ]. (х) ) • v П 

П О ј е а п Е • l\; l Z П Ј е СЈ lJ ,-' - о БГ ап l с е п : 

IJf·f~dml=l.f ff~dm( ~J Iflf'~dm~ HfH~, za svako fEI;oo, 
х X\V~ X'~ 

i1i nije g-ekvineprekidan, јег nije l-ekviintegrabilan «l~), 

[1I,1.8): ako је d'7o, опйа postoji pEJN, takvo da.je rp<d, 

)8 је 

1.1 f~dm[ =l f~dm ~ 1 f~dЛl=l za n~ р. 
Х \IJ/O X\IJ,.. 1<.\.\.Jp 1 

тета tome, prostor CL~,g) nije b-Ьасvаst.Каkо је prostor L 

3'(L1 ,I/X»-sekvencijalno kompletan ((34),5.4.1,Cor.J), to рго­
tor CL oo ,g) nije ni b-kvazi-bacvast «З7),зtг.16],Сог.l). 

1z navedenog primera зе vidi da је za Banach-Steinhauso-

1 teoremu za generalisane induktivne granice potreban јас! 
\ 

110у od uslova аа је niz neprek1dnih 11nearnih funkcion~la 

ko ogranicen.Sada сето videti аа је dovoljan uslov : роmе­

ti niz је Cauchyjev.Dokazacemo ргуо jednu "lokalnu" Ban.ach­

teinhausovu teoremu: 

.1. Ј) TEOREMA Neka ј е Е( t) lokalno konveksan prostor, S с.. Е 

301 u tno konve'ksa1'1 podskup 1 neka par С S, t) 1та озо Ыпи С ~l) • 

. је, neka је F topoloski vektorski prostor i Тп:Е -?F niz 

learn1h preslikavanja, takvih da зи restr1kcije Tn\S перге­
ле i takvih da је 1'11z СТП ех» Саисћујеу za svako х E:.S.Ako 

S druge kategorije ~ зеЫ, опаа za svaku okolinu nule V u 

ostoje okolina nule'U u Е iprirodan Ьтој ро ' tзkvi da је 

СТ -Т )(Uf\S)CV, za svako n,O~D. 
р ц " "r ... o 

DOY,.AZ N'eka је V' uravnotezena zatvorena akolina пи1е u 

1 koju је V'+V'C V i neka је 

S =fx~S: (Т -Т )ХЕу Ј ) 1J)q~n1 • 
1:10 П Р q - - ... 

ј е S = "'У1 S п' -,ј € r ј е п i z ( 'Е П ( х» С а. u с h у ј е v z а s v а k о х с; S. 

е, skupovi ЗП зи zatvoreni u S.Zaista, restrikcije Tp-тqtS 
eprekidne, skup у' је zatvoren, рв је u S zatvoren i skup 

Т ) -1 (1Т') п S . + • 1- S' t . 1 . v ; samlm ulm, U s~upu Је za voren l всир 
q оо 

г1 СТ -Т )-l(V")n s =S • 
1'>12:::." Р . q п 

S је druge kategorije u аеЫ, рв po?toje XgES, okolina 

U ... u Е i 1) Е: lN, t а kvi da .i е 
~ о -

'i 
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е х +Н') п S с: S • 
о ро 

Kako par (S,t) ima osobinu (~1)' to postoji okolina nule U 

u Е за osobinom: 

U (\ S с (х +и ... ) п S - (х +и ... ) г\ SC 3 -3 • 
о о Ро Ро 

Onda ј е, za р, q ~ р о : 

СТ -Т )(Uns)cv'-V"=V'+V"'C v. 
р q •• 

1z оуе "loka1ne" Banach-3teinhausove teoreme dobijamo 

1Ig1obalnu" Banach-3teinhausovu teoremu: 

().1.4)ТЕОНЕМА Neka loka1no konveksan prostor E(g), g=g(~~a)' 

ima osobinu (61) i neka зи skupovi 3а sa-druge kategorije и 

sebi.Dalje, lleka је F lokalno konveksan prostor i 1'п:Е -;:з.:р 

niz g-neprekidnih linearnih preslikavanja, takvih da је niz 

(Тп ех» СаисЬујеу и Ј:" za svakp х Е E.Onda је niz е1'п) ekvine­

prekidan.Ako jos Т (х) ~ 1'ех) zas'lako х Е.Е, oIlda је Т {~-дe-
п 

prekidno preslikavanje i 1'n--~T uniformno па svakom pretkom-

paktnom skupu iz Е. 

DOКAZ Neka је V proizvolJpa zatvorena okolina nule и 

F i V' apsolutno konveksna zatvorena okolina nule и Р, takva 

da је у'+у'с. V.Neka su а GA i k E:]N proizvoljni.lz g-neprekid­

nosti preslikavanja Тп sledi sa-neprekidnost re9trikcija 

т 'kS ра 
п! а' 

s -okoline 
а 

ра је 

su ispunjeni uslovi iz еЗ.l.З).ZЬоg toga postoje 

l Uk" k:n - t k "d " пи~е а 1 PB~~' а Vl а Је 

k ft k 
(~Г ._'].' ) (И п kS ) с V ... r za р, q ~ Ра ' р q а а ' 

( Т -Т k) (uk П kS ) со V " za 1:) ..", "7J:)k • 
Р Р 'а а . v а 

HestrikciJ"e Т Ik8 а ви s -neorekidne, ра oostouii s -okolina 
п l а а· . - ·8 

"\ rk k d " п1 (пk k S ) /"'" "1 r ... 1 к 1,'- " llule v ,ta.va а Je.l. p У 8 Г\ а ,-., za р== ,··.,рd·г .. опаспо, 

neka Ј"е wk presek skupova U
k 

iV
k .Оцdа је 

а а а 
, 1<-

(Т -'1' k) (YГ~ п kS ) с V ' , 
1:) р а а ... - а 

za 

гг (\'/ k Г\ kS ) су' za 
р а а ' 

Zbo{~ to{:;a је 
k- 1_ 

Т (\Ч·" () kS ) С ('11 --Т lт) ('N A П kS ) + 
р а а р p~ а а 

k 
p=l,··.,Pa" 

1,( 
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k k 
'l'p (W~ Jl кЗ а) С V с v , za р=l , ... , р а . 

1{ D<) 1 с<) k 
О d а t 1 е s 1 е di da ј е W r П kS С Г\ т - (v) . .А k о ј е Р == Г U U (\Ј[ П k 3 ), 

а а F~ 1 Р afr\ )<'..:: ~ а а 

onda је Рсnт-1 (у), ра је niz (Т ) ekvil1eprekidan, јег је 
'Р"1 D П 

Р g-oko1ina nu1~ (videti (1.1.6». 

Ako Tn(x) ~T(x) za svako ХЕ.Е, onda је '1' neprekidno, 

zbog ekvineprekidnosti niza (Тп )' а zbog istog raz10ga ~e па 

skupu {т} U{Tn:n ~]N} pok1apaju topologija konvergencije tacka 

ро tacka i topologija uniformne konvergencije па pretkompakt­

nim skupovima «44),'р 39 . 4 .(2», ра odat1e sledi pos1edn,ji 

deo tvrdjenja. 

(3.1.5)POSLEDICA Ako је Е kao и (3.1.4), а F komp1etan lоКа1-

по konveksan pro8tor, 'опда је prostor L(E,F) sekvencija1no 

komp1etan u topo1ogiji konvergencije tacka ро tacka. 

Specijalno, Е' је O(E;E)-sekvencija1no komp1etan, sta­

vise, svaki o(E;E)-СаисЬујеу niz iz Е' је ekvineprekidan. 

Prvi део teoreme (3.1.4) је za Saksove prostore (kako ih 

је definisao Or1icz) dokazan u (59),(46) i (48), а za jedan 

specija1an tip genera1isane induktivne granice- и (16),I.4.11. 

Теогета (3.1.4) пе тога biti tacna ако ве пе pretpostavi 

osobina (~1)' stavise, и tom аlисаји dua1 Е' пе тога bi ti 

б(Е;Е)-sеkvепсiја1по komp1etan.Naime, Or1icz i ptak ви и (62) 

konstruisa1i primer «б2),stг.б5-66) Saksovog prostora, koji 

је cak kompaktan, ciji диа1 nije аlаЬо komp1etan, ~to znaci 

ја аКО se iz (3.1.4) izostavi оsоЬiпа (61)' а pretpostavi да 

је s =8, S =3 za 8vako аЕ А i da је S s-metrizabi1an а-Кот-
а а 

paktan skup, опда tvrdjenje iz (3.1.4) пе тота да va~i. 

(3.1.б)ТЕОRЕllА l.\!eka su ispunjeni svi us10vi 1z (3.1.4), ов1rn 

:)sobil1e (Zl).Tada za svaku oko1inu nule "\/ и р postoje X;tC-kSа 
i s -oko1ine пи1е U

k
, takvi Ја је 

а а 

т «xk+uk ) п kЗ )с V , za svako ПЕ.- ЈН. 
п а а а 

Dokaz оуе teoreme је aaдг~an и dokazu teoreme (J.l.4),tB­

~O да ga пе6еmо navoditi.Ovu teoremu је dokazao A1exiewicz u 

(1) za slucaj kada је 

'1 

ј 
i 
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Уес это vide1i da эlаЬо or;ranicell niz iz -,-,' 
l:J пе пюга bi ti 

ekvineprekidan, ра сето sada videti и kom аlисаји аиэ1вЬо 

ograniceni skupovi iz Е' jako ograniceni.Kori~cenje osobine 

(~1) и оуот эlисаји mozemo izbeci zahva1jujuci sledecoj 1е-

mi: 

(3.1.7)LEMA Neka је S apso1utno konveksan skup, В uravnotezen 

~kup, U okolina nule i X o€: S П B.Ako postoji skalar r takav 

da је (xo+U)n Sc гВ, onda postoje еб [o,l[ i okolina пи1е 

'V, t а k v i d а ј е 

VАSсг(l-е)-lв + e(l-e)-l B • 

DOKAZ .Neka је и' uravnotezena okolina nule, и'+и'с и. 

Опа је gutajuci skup, ра postoji е6 [o,l[ za koji је (l-e)xot­

Еи', t,j. ех ЕХ +U'.Onda је ех +UC: Х +U'+U'c:x +u, ра је 
о о о о о 

(ех +U")f\ Sc rE.Odatle је 
о "\ 

'. u"'n (S-ex )сгВ-ех C.rB+eB. 
о о 

Ako stavimo da је V=(l-e)-lU' i dokazemo da је (l-е)SС::: В-ех , 
о 

lema ce'biti dokazana.Iz xE(l-е)S sledi da је, za neko YES, 

x=(l-e)y=«l-e)y+ex )-ех , ра је xES-ех , јег је S konveksan 
о о о 

SkllP i У,ХОЕ B~ 

u dokazu оуе leme kori§cena је ideja dokaza drugog dela 

teoreme 2.Ь) iz (18) (str.553-554). 

г.---

(3.1.3)1'VRDJENJE .Neka је d- fашiliја 1inearnih preslikava-

пја iz Е u F (E,F аи top010~ki vektorski prostori ), takva 

(3 а ви re strikcij е Т l s ,'1' Е у-, neprekidne, gde ј е S apsol u t-

110 konveksan skup druge kategorije u sebi.Ako аи skupovi 

(:rx: l' f:: SC'} оgгапiсепi u 11' ZCl вуако х t;. З, onda za. ауаки око­
Jinu пиlе IJ и}1' postoje okolina nule U u Е i kEJК, taKy:L da .је 

~(Un S) с kV. 

u };1, 

IJOКAL': Ыека ј е у' 

у' +'v 'CV i нека ј е 

uravnotezena i zatvorena okolina nule 

У{= П {'1,-1 CV "): Т(;. g-:} • Skup УЈ guta 

т- 1 (V')n s svaku tэ.Сku 

zatvoreni u 
p07i n'N П S 

fК) 

iz S, ра је s= U (niNn S).Skupovi 8Н 

1"\""1 

S, jer ви res"trikcije '1'( S neprekj.dne, ра в1.1 i зки-
z~tvoreni 1.1 S.Kako је S druge kategorije и sebi, 

ХоЕ S i okolina nule U' u tekvi Ci!:1 је, zз. пеко 

... 

i , 
i: 
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p~JH : (xo+U')I\SCPVlr1S.Kako skup \V guta svaku tacku iz S, 

t о ј е х о Е q У; z а п е k о q Е JI'I, q ~ р . Оп d а ј е х о <Ео q ~y п S i 

(х()+И")n ScqV/f\ScqW , 

ра iz (3.1.7) sledi ( za r=q i B=\V) da postoje еЕ [0,][ i o~ 
/ )_l (,)-1, kolina пнlе U, tako da је UN Scq\.l-e ~W + е 1-е; ~/.Onda 

је 

~to је i treba10 dokazati. 

(3.1.9)TVRDJENJE Neka је ~(g), g=g(Sa'Sa,aEA), takav da 81.1 

~ s.kupovi Sa sa-druge kategorije и sebi i neka је ±~amili-

ја neprekidnih linearnih pres1ikavanja iz Е u F, gde је F to­

poloski vektorski p:rostor.Skup {Tx:TE-сР3 је ogranicen и F 

za svako х Е Е ako i аато ako za svaku okolinи пи1е V u F pos­

toje s -oko1ine пи1е U i skalari r ~o, takvi da је 
а а а 

r-1 (U ns)c. Г\Јт\-l(V):ТЕ-g-l.., za svako a~A. а а а 1. Ј 
DOY~Z ~: Iz (3.1.8) sledi da postoje sa-okoline пи-

1е Ua i skalari r а' takvi da је ,7 (uan Sa)C r а V , tj. 

takvi da је r-1CU Г\ S )С Г\ {T-1(V) :TE-if Ј 
а а а 

<§ : Neka је хЕ Е i V oko1ina nule u F. Unija -skupova S 
а 

је gutajuca u Е, ра postoje Ь €A i r~JК, tako da је x~rSb' 

Iz pretposta vke sledi da ј е rb
1 (иьn Sb) С П { т-1 СУ) : Т t- ?}. 

Kako је хЕ rS b , to је x€ r'U b za neko г';:;ж, (г'! ~Ir( .Onda је 

х ET'''(UbnSb)CTbr'C г\ {т-1 (У):'ТЕ:- .::;-)), tj. ~Tx:T ~g:-Jcrbr'v, 
ра је skap {тх:r:ГЕ-З:} ogranicen u F. 

Sada сето uve8ti ројат regи1arne genera1iRane induktivne 

granice.Za " o bicne" induktivne granice taj ројат је uveo Ма­

karov u (51). 

(3.1.10)DEFINICIJA Prostor E(g), g=g(sa,Sa,aEA), је regu1a­

гап ako i аато ako za svaki g-ogranicen skup В postoji аЕ А, 

takvo da Sa guta skup В i Ја је skup В sa-ogranicen. 

r;----' 

( 3 . 1 • 11 ) ТЕ О НЕМА N е k а s u Е, F i 3-- k а о u (3. 1 • 9) i" п е k а ј е Е 

:геgulагап prostor.Ako је skup {Tx:rr' Е: ?} ogranicen u }<' za 

в'!.';\Ко э>:: ~ Е, опciа ј е S.kHP U 
~ ,-,-7 

, Ј 'Г ( R ).'1\ ~ --1-- '1 о [!rani с еп 11 _Р 7.а s ,[[-,-
\ \.1_:о.Ј.. ,-, ~ 1......-' ....... "" 

i 
/ 

ir 
1, 
'1 ,.' 

: ; 
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ki ograni6en skup В iz Е. 

DOK .. \Z l~,ekB је V proizv01jna okolina nu1e u Р i В ogre.­

nicen skup u E.Zbog (3.1.9) postoje s -ok01ine пи1е U i ska-
а_1 ~ в 

lari Та' takvi da је uan SaC Та ( П {Т (У) :11 ~CГ 3) .Prostor 

Е је regu1aran, ра је Bcr(UtnS b ), za neko ЬЕ.А, г~Ж:.Таdа 

је 

i dokaz 

Bcr(Ubn Sb)C 'ГГЬ ( П {T-1 (V):T Е CFj) 
је 'zavrsen. 

(3.1.12)POSLEDICA Neka је Е kao u (3.1.11).Tada је svaki 

O(E;E)-ogranicen skup i ~(E;E)-ogranicen; а samim tim је i 

svaki 6(E,E")-ogranicen skup /'3(E,E')-ogranicen. 

Ako se u (3.1.11) jo~ pretpostavi da su S vektorski pot-
а 

prostori,' tj. ako эе pretpostavi da је Е " o bicna" induktivna 

granica, onda vazi mnogo јасе tvrdjenje: fami1,~'.ja g:-- је ek­

vineprekidna, sto s1edi iz 6injenice da эи tada S bacvasti 
а 

Jrostori (videti (72),111.4.2). 
, .. 

ј2. О s1abo neprekidnim pres1ikavanjima 

U оуоm paragrafu пат је ci1j da dokazemo neke dovo1jne 

~slove za neprekidnost slabo neprekidnog preslikavanja. 

Uvedimo oznake: 

је klasa sviћ погmiгапih prostora; 

је klasa separabilnih normiranih prostora; 

је klasa 6iji је jedini e1ement polje ж. 

(З.2.1)DЕF1NIС1ЈА 

(а) Prostor E(t) ima osobinu (А,Н.) (i=1,2) ako i sa-
-'---'---l -

[Ю ako z.a svako F Е Н., svako slabo neprekidno linearno nгеэ-l ' - -

Likavanje .1z Е u F је neprekidno. 

(Ь) Prostor E(t) ima osobinu i.B,Nil (i=1,2,3) 8.ko i 

=:;вmо 8ko ZR svako Е1 Е Iii ' svaki niz (Тп ) neprekidnih linear­

lih ргеslikаV8.пја iz Е u У, takvih da је niz (тп(х» konver-

:;entan za svako х Е Е, jeete еkviпергеkidап. 

ј' 

I 
ј,; 

,! 
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Malo~as definisane osobine su za Закэоуе prostore ргои­

~avali Orlicz и (бо) i Orlicz,Ptak и (б2). 

~ л 

Ако је F kompletizacija prostora F, onda је F'=F' i ako 

је FEN 2 , опйа је F separabilan prostor «44),P14.3(3)), ра 
ви osobine (А,Н.) ekviva1entne osobinama које эе dobijaju iz 

l 
osobina (А,Н.) кайа эе k1ase N. ~amene od g ovaraju6im k1asa-l l ,q 

та Banachovih prostora.Ana1ogna primedba yazi i za osobine 

(В,ы.) .Primetimo, takodje, йа su osobine СА ,N.) (resp. (B,N.)) 
l l l 

ekviva1entne osobinama које эе dobijaju iz (A,N i ) ( resp. 

(B,Ni )) kada эе k1ase Ni zamene k1asama projektivnih granica 

prostora iz N1 .Iz ovoga sled1 da је osob1na (А,Ы1 ) ekv1valen­

tna sa t= ~(E,E') (а za str1ktne topo1ogije је ой zna~aja йа 

эе utvrd1 kada эи опе Mackeyeve- v1deti (13)). 

U prethodnom paragrafu B~O dobi11 dovo1jan us10v za уа­

~enje osob1na (B,N1).O~de 6еmо, kao РГУо,па61 potrebne 1 (111) 

dovoljne us10ve za vazenje osobina (A,N1 ).Slede6a dva tvrdje­

пја ви opst1ja nego sto пат је potrebno: 

(3.2.2)TVRDJENJE Нека 10kalno konveksan prostor E(t) 1mа ово­

Ь1пи (А,Ы2 ) 1 neka је E'=E+.Ako је svak1 6CE;E)-ogran1cen 

niz 1z Е' јЪ(Е;Е)-оgгаП1~еп, onda је svaki O(E;E)-СаисЬујеу 

n1z 1z Е' ekvineprekidan.Specijalno, Е' је б(Е;Е)-sеkvепсi­
ја1по kompletan. 

DOКAZ Леkа је (f ) slabo Cauchyjev"'niz iz Е' 1 neka 
п r 

је linearno pres1ikavanje '1':Е ~ с defin1sano sa 'l'x=(fIl(x)) 

( с је separabi1an ВапасЬоу prostor svih konvergentn1h n1zo-" 

уа 1z Ж).Каkо Е 1та оэоЬ1пи (А,Н 2 ), to је, ~a Ь1 эе dokaza-

1а neprekidnost pres1ikavanja Т, dovoljno dokazati йа је Т 

tI(E,E')- O(c,1)-пергеk1dПо.S obzirom da је Е'=Е+, za slabu 

neprek1dnost pres1ikavanj~T је dovoljno dokazat1 йа је 

svaki nu1a-Il1z (хп ) iz Е 1 SVFJ.ko f Е 1 tа.Спв. jednakost 

lim т'('Гх )=o.N1z (х ) је б(Б,Е')-оgгапiсеп, niz (:С ) је 
1"\. п П п 

ра је 

za 

'1 
,1·, 
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Dak1e, niz (Txk ) је o~rani~en u с i 

.o(c,l)-liШ Тх] =0 (videti 
к 

оп pokoordina tno tezi пи-

1i, рВ је 

Jdat1e је l~т f(Txk)=o~ а to это i 

па рг. 

hte1i 

pres1ikavanje Т је neprekidno, ра postoji 

takva da ј е R Txll ~ 1 za svako х Е U. Onda ј е 

(40),27.11 i18.10). 

da dokazemo.~naci, 

oko1ina пи1е ·И u Е 

{f : П'ё- лi'l С UO 
• п .\ 

(3.2.3)TVRDJENJE Neka је E(t) loka1no konveksan prostor ciji 

је dua1 slabo sekvencijalno komp1etan.Prostor Е ima оsЬЪiпu 

(А ,1~2) ako i аато ako ј е svaki арао1 utno konveksan slabo kom­

Jaktan i эlаЬо metrizabi1an skup iz Е' ekvineprekidan. 

DOKAZ ~: Neka је КС Е' арsо1utпо konveksan аlаЬо 

{ompaktan i slabo metrizabi1an skup i neka је 1inearno ргеа­

Likavanje Т:Е ~C(K) def'inisano аа rr(x)(k)=k(x), k~K.Pre8-

Likavanje Т ima zatvoren grafik (videti па рг.(Во», С(К) је 

зерагаЫ1ап Banachov prostor, ра 1z Ka1tonove teoreтe о zat­

{огепот grafiku (videti (41) ,Thm.4.2 i1i (0.4.4» sledi da је 

r slabo neprekidno.2bog osobine (А,Ы 2 ) је Т neprekidno ргеа­

L1kavanje, ра је T-1(B) oko1ina пи1е u Е, ako је В zatvorena 

jedinicna kugla u C(K).Kako је т-1 (в)=ко , to је К ekvinepre­

{idan skup. 

~ : Neka је 1<' Е-Н2 , Т:Е ----?]\ slabo neprekidno preslika­

ranje.Onda је i T':F'~E' slabo neprekidno.Ako је V zatvore-

18 jedinicna kug1a и F, onda је VO slabo kompaktan, аlаЬо тв­

trizabi1an (zbog separabi1nosti) skup u F; рв је Т'(УО ) аlа­

)0 kompaktan i slabo metrizabi1an apso1utno konveksan skup u 

~ , ( (41) ,Lenuna 1.2). Onda ј е оп ekvineprekidan skup u Е';"Т' (vo)c 

срО za neku okolinu nule Р iz Е, koja је apso1utrlO kоПvеksn.э. 

L zatvoreno..lz (0.4.1) sledi da је Т(Р)С V, t,j. preslikavanje 

l' ј е п е р r е k i dn. о . 

'~ 2 4) РЯ T1"~''''DBA Sl Ь 1 •• 1 1r 1 t t t 1:;' , ,./.. c,ц,c~ а а seKvenclJ a~na .. отр е nos 'Јгов ога ,LJ 

је kori~6ena аато u ргуот de1u dokaza teoreтe (3.2.3). 

:3.2.5)TVRDJENJE Neka је E(t) 10ka1no koriveksan prostor ~iji 

је dual эlаЬо sekvencija1no komp1etan.Ako је svaki apso1utno 

{onveksan аlаЬо koтpaktan i зlаЬо metrizabi1an skup iz Е' ek­

vineprekidan, onda prostor Е ima osobinu (В,Nз ) . 
.LЮКА!..Ј bleka S11 'I\.lE E'i neka Т у -:> 'llx ZR. svako ::х. Е Е. Оп-

- 1.1. 

i 
I 

1 

I 
i! 

I 

'i 
i' 
1," 

i 
i 
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da је Iliz (Тп ) sla..bo СаисЬујеу, ра је skup Г {Тп:ПЕЛI1 вlа­

Ьо metrizabi1an «41), str.402) i slabo pretkornpaktan.Zbog 

slabe sekvencijalne kompletnosti је оуај skup slabo kompaktan, 

ра је оп, ро pretpostavci, ekvineprekidan.Samim tim i skup 

{Tn:n~JN} је ekvineprekidan. 

Sada тo~emo dokazati glavni rezu1tat ovog paragrafa: 

(3.2.6)TEOREIVIA Neka је prostor Е snabdeven topo1ogijom g= 

=б (s ,S ,а Е:: А) . Tada : 
а а 

(а) Ako ви parovi (БВ'Ва) druge kategorije и веЫ i 

ako pros·tor Е ima osobinu (~1)' onda prostor Е ima овоЫпи (BJ~}. 

(Ь) Ako аи parovi (Sa,sa) metrizabi1ni i ako prostor 

Е ima О80Ыпи (В,Nз ), onda је svaki apso1utno konveksan аlа-

Ьо kompaktan i slabo metrizabi1an skup iz Е' ekvineprekidan 
\ 

(stavise, sv'a,'ki sla Ьо sekveneij а1по kompaktan skup iz Е' ј е 

ekvineprekidan) . 

Се) AkQ аи parovi (Sa,sa) druge kategorije u sebi i ako 

prostor Е ima osobinu ('Zl)' onda vazi obrat и (Ь). 

(d) Ako аи parovi (Sa,sa) metrizabi1ni i ako prostor 

Е ima osobinu (В,N з ), onda оп ima i osobinu (А,Ы2 ). 

(е) Ako аи parovi (8 ,В ) metrizabilni, druge katego-
а а ) 

rije и аеЫ, ako је Е regu1aran i ima овоЫпи (A,N 2 ), onda је 

svaki slabo СаисЬујеу niz iz Е' ekvineprekidan (ра Е ima 080-

Ыnи (в,N з », 
(e~) Ako 8и ispunjeni us10v,i iz (е), onda Е ima osobi­

Пи (В,Н2 ). 

(е") Ako 8Н ispunjeni us10vi iz (е), pri сети је 080-

Ыпа (А,Ы 2 ) zamenjena овоЫпоm (А,Ы1 ), onda Е ima 080Ыпи (В,Н1 ). 

(f) Ako аи parovi (8а ,аа) rnetrizabi1ni, druge kategori-

је u аеЫ i ako pro8tor Е irna 080Ыпи (2.:1)' onda оп irna i 

osobinu (А,Н2 ). 

(g) Ako је prostor Е separabi1an, onda оп ima osobinu 

(A'~l) ako i аато ako ima o8obinu (А,Ы2 ). 

DOKAZ (а) Суо је specija1an slucaj (3.1.4). 

(Ь) ~eka је КсЕ' ap801utno konveksan аlаЬо kornpaktan i slabo 

metrizabi1an skup iz Е' koji nije ekvineprekidan.Tioicna ~-oko-
. I ~J 
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OQ k 
lina nule је Г [ u u СИ t\ kS )1, ра iz toga sto К nije ekvi-

061\ ~1 а а 
neprekidan sledi аа postoj е Ь Е.А, kE-IN i е> о takvi da К ~ 

d:. е (Ub П kS b ) о za svaku sb -oko1inu nu1e U
b 

• .Neka ј е ~ v~ п kS
b

: 

nE::!N3 baza oko1ina Ylu1e topo1ogije sb!kSboOnda p()stoje f'l1 E 

6 К\. e(lf~n kSb)O, tj. postoje ј:"пЕ::- К i Xn~ V~tIkSb' takvi 

аа је [fl1 (xn )P "> е za svako l1ЕЉ.Skuр К је slabo sеkvепеiја1-
по kompaktan, ра postoji podniz (fn .) niza (f

n
) koji slabo 

l 
konvergira.Zbog (в,1 з ) је taj podniz ekvil1eprekidan, ра је 

{ t~ :iбlNЈС еРО za neku g-oko1inu nu1e P.S obzirom da ви х Е 
п. п 

l 

~Y~ nkS b , to је g-lim Хп=О, ра је i g-lim х =o.Onda posto­
п. 

ji јЕШ, takvo da 

{f п. : i Е. ]i[J С еРО i 
l 

prekidan. 

l . 
ј е Хп .<;; Р za i > ...... ј, а to ј е nemoguce zbog 

l 

lf (х )! > е. Ргеmа tome, skup К ј е ekvine­
п. п. 

l l 

(е) S obzirom па (3.2.5), dovoljno је dokazati da је Е' 
. ~ \ 

slabo sekveneija1no komp1etan t а оуо је sadrzano u (3.1.5). 

(а) Sledi iz (Ь), (3.2'.]) i (3.2.4). 

(е) Dokazimo da аи iSPll1'kjeni us10vi iz (].2.2).Neka је 

t'E Е+. Тге Ьа dokaza ti da ј е f ~ Е", tj. аа ви restrikeij е f} За 
sa-пергеkidпе.Ргоstогi (Sa,sa) su metrizabilni, ра је dovo1j­

ао dokazati da аи pomenute restrikeije sa-sekvencija1no пе­

prekidne • .!:lJeka хп Е Sb' 1 im Хп=Х Е;--ВЬ. Kako ј е g (Sb ~ sb l Вь, to 

је g-lim Хп=Х' ра је 1im f(xn)=f(x) zbog fE- Е+, а to је i 

'i 
,1 

treba10 dokazati.Da1je, zbog (].1.12) је svaki slabo ograni- '! 

~en niz iz Е' jako ograni6en.Prema tome, ispunjeni аи uslovi 

iz (].2.2), ра је svaki зlаЬо Cauchyjev niz iz Е' ekvinepre-

:eidan. 

(е') Neka зи Тп:Е ~ F neprekidna linearna preslikavanj8., 

[,1 ~ N 2' i пе ka ј е ni z (ТПХ) konvergen tan za svako х Е Е . .Ako ј е 

['~}<", опаа је niz (fTnx) konvergentan, fTnx ~ fTx, ра је 

) 11 е k v i п е р г е k i d ап , z Ь о g (е). О п d а ј е l' Т Е 1<; " t ј. т ј е s 1 а Ь о 

lергеkidпо preslikavanje, ра је опо neprekidno, zbog (A,N 2 ). 

Preslikavanja нn=тп-т ви neprekidna, рв ви preslikava-
,1 

1 Ј' а т Ј· 1;' -'" е ( F), d е f i Il i s а па s а -Јп, _1. Ј ~ О > 

Lп (х) = (H1 х, ... 'НпХ' о , о , ••. ) 

L ( х ) = ( ПП х) , 
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dobro definisana Covde је с СР) separabilan- jer је F sepa­
о 

bilan- Banachov prostor nula-nizova iz Р, snabdeven normom 

{l(у )l/=sup НУ 1l).Kako R х -~o, to L х--';> Lx za svako хЕЕ. 
п п п п п 

Preslikavanja Rn su ne'prekidna, ра su takva i preslikavanja 

LIl.Onda је neprekidno i preslikavanje L (dokaz isti kao za 

preslikavanje T).Zato postoji g-okolina nule Р, takva da је 

nL(p)ll~l, tj. R (р)с В za svako nt:-1N, gde је В zatvorena је-
п .' 

dinicna kugla u F.Nek~ је Q apsolutno konveksna g-okolina 

nule за osobinama: 2QCP i T(Q)CB.Skup <Тп:П~ШЈ је ekvine­

prekidan, jer је Tn(Q)C 2В za svako n~]N.Zaista, ako је У= 

=Tnq, qE:Q , onda је 

у=(Тпq-Тq) + Tq =Rnq + TqE В+В=2В. 

(е") Dokaz је isti kao za (е'), s tim sto se пе pominje 

separabilnost. 

(f) Sledi iz (а), (d) i trivijalne irnplikacije:iz (B,N
1

) 

sledi (В,Nз ). . 
(g) Neka је зkuр ~Xn :ПЕ-Jlf1 svuda gust u Е, РЕ N1 .Onda 

је F 1 =зрап {хп :п~Ш} norrniran i separabilan prostor.Kako ј .. е 
6(F1 ,F1)= 6(F,F')/F1 , to је preslikavanje Т 6'(Е,Е')-

- E)(F1,F1)-neprekidno, ра iz (A,N2 ) sledi (A,N1).Obrnuta irn­

plikacija је trivijalna. 

(Ideja za dokaz tvrdjenja (е') је uzeta iz Or1icz,Ptak 

(б2), str. бо-б1) 

Dakle, ako је prifstor E(g) regularan, ako ima osobinu 

<2:1) i ako su parovi (S ,s ) rnetrizabi1ni i druge kategori-, а а 

је u sebi, onda su tacne implikacije: 

Ako је prostor E(g) jos i separabilan, onda ве Bve irn­

plikacije u prethodnoj shemi mogu zarneniti ekvivalencijama i 

g је Mackeyeva topologija. 

Svaki SakBov prostor в Wiwegerovom mesovitom topologi­

јот (op~tije, Bvaki Hausdorffov (GLF)-prostor) zadovoljava 

i 
'" ~" 
;; 
<, 
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mа1оСа.а пауедепе uslove (izuzev (-:31) i separabilnosti), рв 

iz (3.2.6) dobijarno kao specija1ne аlисајеуе slede6e rezul­

t а t е : ( 58) , 1Ът. 1 '; (59), 1'hш. 12 ( r 1 ) , (г 2 ); (62 ), s t r . 59 i 

1.32; (60), (о()-(З), kao i (16),I.4~11-12. 1z (3.2.6) sledi 

i (48),3.2.(i), ako ае zna аlеде6е: 

(3.2.7)TVRDJENJE Ako аи parovi (3 ,В ) metrizabi1ni i F metri-
а . ,а 

zabi1an 10kalno konveksan prostor, ?nda је niz neprekidnih 

linearnih preslikavanja Тп :E(g) -> 1'1 ekvineprekidan ako i 

аато ako ј е оп sekvencij а1по ekvineprekidan ( ni z ('l'n) ,ј е 

~зеkvепсiја1по ekvineprekidan ako i аато ako iz ТпХ --',!> о za 

svako х Е:-Е sledi' da Т х --? о za svaki nu1a-niz (х ) iz Е). 
п·п п 

Dokaz ovog tvrdjenja пе dajemo.Napomenimo да эе и jed­

пот de1u dokaza koristi cinjenica да је niz konvergentan ako 

i эато ako svaki podniz tog пizа ima konvergentan podniz, а 

drugi deo dokaza је analogan dokazu (3.2.6)(Ь). 

Prethodne primedbe ае odnose па tacke (а),(д),(е),(е'), 

Cf') i (g), dok tacke (Ь),(с) i (е") nisu bi1e poznate za 3ak­

воуе prostore. 

Ost~tak ovog paragrafa је Dosve6en dokazu rezultata Ьо­

ljeg од (3.2.6)(f). 

(). 2.8) DEPljICIJA Topoloski vektorsk4 prostor Е pripac18. kla-
, 

si (Зер) ako i samo ako za svaku okolinu пи1е vc.. Е postoj е 
оо 

УП Е Е takvi da је Е= U (Уп+\.')· 
n-;::.1 

Јаапо је да svaki separabilan topoloski vektorski proetor 

pripada klasi (8ер), kao i да svaki metrizabi1an prostor iz 

klase (Зер) jeste separabi1Bn.Slede6e tvrdjenje даје karak­

tегizасiјн klase (Sep) (videti i ().3.2») .Dokaz пе da,jemo, 

zbog njegove jednostavnosti. 

().2.9)TVRDJENJE Slede6a tvrdjenja ВН ekvivalentna: 

(а) .G Е(Зер) 

I 
i 
1. 
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najvise prebrojive dimenzije, takav da је E=F+V. 

Се) Za svaku okolinu nule УсЕ postoji separabilan 

potprostor Р, takav da је Е=Р+У. 

Klasa CSep) ima mnogo bolje nasledne osobine od klase 

separabilnih prostora: 

(].2.1o)TVRDJEHJE 

(а) Ako ј е Е Е (Sep) i ako ј е F с Е vektorski potpros­

tor, onda је FE(Sep). 

(Ь) Ako је Е Е (Sep) i ako је РС Е vektorski potpros­

tor, onda је Е/Р ECSep). 

(е) Neka Е ima topologiju induktivne graniee, defini-

эапи preslikavanjima Јп:Еп --~E i 

эи Еп Е (Sep), onda ј е Е Е (Sep) • 

""о 

neka је Е= U fn(E ) .Ako 
"'-=1 п 

(d) Ako su Е. б (Sep) ,iE.I, onda је ПЕ.Е (Sep). 
l . 0-. {ЕоХ' ~ -

(е) .h.ko эи Еп €: (Sep), onda је @ ЕпЕ: (Sep) • ......... , 
(Ј) Ako su E i c(Sep), onda је projektivna graniea 

prostora E i u klasi (Sep). ~ 

. . ' .. (g) Ako је Е Е (Sep), onda је kompletizaeija E~(Sep). 

DOКAZ (а) Neka је V okolina nule и Р, W okolina nule 

и Е, takva da је WnFc.V i neka је W'uravnotezena okolina пи-

1 е u Е za k о ј u ј е Уl' + W 'с УЈ. Р о s t о ј е у Е: Е t а k о da ј е а С v +Vl " ) 
п "=-'I "I1 

=Е • .Neka ј ~M={ п6 Ћ'Ј: (уп +W ')п F 1= ~J. Skup М ј е neprazan, ј ег 
је РсЕ= U Су + .... 1,) .Neka је, za svako пЕ-М, х proizvolja.n 

ћ::" П 000 П ~ 

element i2'. (yn+\~I')nF.Tada је р= U (xn+V).Zaista, јаэnо је 
сх') '1"\:::.1 

da је U (х +V)c }i'.Neka је х ~P.Onda је х ЕУ +W' za neko рЕ 
"~1 п Р 

Е ЈЫ, 1Ј а ј е х= ( х - у ) + (У - х ) + Је G. W ' + уУ .. + х С х + УУ, t ј. х - х Е \V 
~ Р Р Р Р Р Р Р 

i х-х ~1i1.0datle s1edi da је х-х E:-V, sto је i treba10 doka:-
р р-

zati. 

(Ь) Оуо је speeija1an э1исај tvrdjenja (е). 

Се) Ako је УС:Е okolina nt:tle, onda је f,-l(V) okolinanui­
п 

le u Еп za svako п €JN, ра postoje Y~E. Еп (р=1,2, ••. ), takvi da 
(х;> п -1 

је Е = LJ(y~+f (V»).Odatle је 
п р"", r.:-o П П ао (х) оо() OQ 

Е= U f СЕ )= U U (1~пСупР)+Гпfп-1(у»)с U U (! (УР)+If)С Е. 
n"'l П П 1"\:::" p~1 '.l 'r\:f р'" I n· П 

(d) Ako је V okolina nule u proizvodu, onda postoje oko-
l' l ,т Е (l k) .L.,,1rrQ а''-' . '( --. Js:. \Т j---'t'П -lпе llи~е V.; С; П=_ .. , ••. ,~ I..c.v..v ... _ о, Је \ -Ј t\ . Х Г .... 

Ј.. ..L "1'..::>1 ln 1.Еl\}· . i!-
п п ~~~! . 

i" 
1 
! 
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, е><:> 

t · Р 14' Е' U (Р н ) Т" • ,,~ k i pos ОЈе Y-i E·.L:J-i , 1';::: Y l' +V 1· .• Ј.',ека Је 1'11 s. UD svill. zE-
-п -п п р=:' П 11 

€n~kod kojih ви prvih k koordinata r8zne kombinacije е1еmе-

nata Y~ ,а osta10 su nu1e.Skup М је najvi§e prebrojiv i 
п 

П Е. = U (z+Y). 
~J 1 ~EM ~ 

(е) S1edi iz Сс) i (d), јег ,је фЕ iпdиktivпа granicD. 
п. Т"\..:::1 П 

prostora П Е • 
~<-"'1 k 

Cf) Projektivna granica је potprostor proizvoda, рв ОУО 

tvrdjenje s1edi 1z (а) 1 (d). 

(g) Dokaz је ana10gan dokazu ovakvog tvrdjenja za зерага­

bi11le prostore. 

Vratimo зе sada оапоупој temi: 

(J.2.l1)TEOREMA Neka prostor E(g), g=g(sa,Sa,aEA) , ima ово­

binu (~1)' пека аи parovi (За'Ва) druge kategorlje и аеЬ! i 

пека j~.\lokalno konveksan prostor p(t)E- (Зер).АКо је s loka1-

по konveksna topo10gija па F," takva da је s~t, da t ima Ьа­

zu oko1ina пи1е od s-zatvorenib skupova, onda је svako а-пер­

rekidno '~inearno pres1ikavanje Т:Е ~F i t-neprekidno. 

DOKAZ Ako је V t-oko1ina пи1е, onda postoji s-zatvo­

гепа игаvпоtеzепа t-oko1ina пи1е W takva da је Vl+\'vC V.Kako је 

}'= U Су +\~) za пеке у , to је, za 8vako а .c=:A,kE-]N : 
tI= '1 П D<:) П 1 

kS ::: U [(Т- Су +iN)n КЗ ~. 
а 'ћ.-=.' П а -1 

Pres1ikavanje Т Ј'е s-neprekidno, ра 8и акироу! Т (у +W)n kS 
п а 

zatvoreni и kS .Zbog ovoga i zbog cinjenice da 8и СкЗ ,8 ) . а а а 

d ' t ' . ь ' t' k kS ". k l' 1 Uk 
ruge ка egor1Je и зе 1 роа ОЈе XaG " a 1 8 а -0 о lne пи е Е1. 

tako da је 

(хК +uk ) !\ kS С (]-1 (У +\У) Г\ kS с.. ,[,-1 (у +TN) 
а а а п а п 

1z ovoga, kori.scenjem osobin: (2J1 ), sledi da postoje sa-oko-
., . 1 ~vk t - d . ~VK() kS .,,-1(,.) . . rn t Ј.. 1 П е п u е , а kv е а ,Ј е '"- С '1 'ј, р а Ј е.!.. - П е р r е -

а а а 

Specija1an slu~aj prethodne teoreтe је 1.1 iz (46) i 

Тhrп.1 iz (58), а dokaz koj i зmо da1i ,ј е modi±~ikaci,j а dokaza 

iz (46). 

(3.2.12)POS~EDICA ~eka је E(g) kao u (3.2.11) i neka F ima 

ј е рге-

. ; 



s1ikavanje т iz Е и F s-neprekidno i ako је F(t)G (Зер), оп­

da је т t-neprek1dno. 

DOКAZ Zbog (1.1.5) topo1ogija t ima bazu oko1ina пи-

1e sastav1jenu od s-zatvorenih skupova. 

;Г3. Теогета о zatvorenom grafiku- domen је 
prostor s topo1ogijom genera1isane 

induktivne granice 

Ovde сето dokazati neke teoreme о zatvorenom grafiku za 

slucaj kada је domen pres1ikavanja snabdeven topo1ogijom ge­

nera1isane induktivne graniee.Zbog Mahowaldove teoreme (vide­

ti (0.4.2», kao i zbog cinjenice da prostor,veoma specijal­

nog t1pa, s topologijom genera1isane induktivne graniee пе 

nога biti cak п! o-kvazi-bacvast:\(videti (3.1.2», to klasa 

prostora-slika тога biti uza od ~lase svih Banachovih prosto­

га.Овпоvnu роmос пат pruza Kaltonova teoreтa о zatvorenom ... 
grafiku, koju сето sada formu1isati u obliku koji је razlicit 

Jd originalnog (uporediti ва (0.4.4»: 

(З.З.l)ТЕОRЕМА ((41),Thm.2.4.) Neka је Е lokalno konveksan 

Jrostor.Tada ви sledeca tvrdjenja ekvivalentna: 

Са) Za svaki separabilan В -komp1etan prostor Р, svako r 
Linearno preslikavanje iz Е u F s zatvorenim grafikom је s1a-

ЈО neprekidno. 

(Ь) Svako 1inearno pres1ikavanje 1z Е u с s zatvore­
о 

lim grafikom је аlаЬо neprekidno. 

Се) Пиа1 Е' је вlаЬо sekveneija1no komp1etRn. 

М! сето та10 pro§iriti Kaltonovu teoremu: dokazacemo dB 

! tacki (а) prostor F moze pripadati k1asi (Зер). 

:З.З.2)LЕМА Ako је F 1okalno konveksan prostor, onda ви sled?-

~a tvrdjenja ekvivalentna: 

( а) F' Е- ( S е р) • 

(Ь) Svaki ekv1neprekidan skup 1z 1<1' ј е' б(F;F)-rпеtг1zа-

Ы1е.п. 
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DO}~!~Z (а) / (Ь): Ыека је U proizvoljna okolj.na nule. 
QOQ r:--' 

Postoje ХпЕР takvi аа је р= U ех +U).Ako је d- fami1ij!3. 
Т\-=1 п -1 с' О 

svih kопа"зih podskllpova skllpa :Ш, onda skupovi k ~ хп :ПЕ)О] 
. kE]'J, )rPE-.э--, obrazuju bazu oko1ina l1ule za пеКи 1оkа1ло КОll­
уекапи topo1ogiju s па у', која је pseudometrizabilna.Doka­

~imo da је topo1o~ki prostor (Uo,s\U
o

) Hausdorffov.Neka nije. 

r.eada postoji o~fEUo tako da је о G(f+k-1{х~:ПЕCfJ}о)nUО za 

svako k EJN'; Y'Ed , рв је f ~ _k- 1-{ х ;1=k-1{ х 19, odnosno 
~1 п п1 

If(Xn )/':; k za svako k,nEJI'J, ра је f(xn)=o za зуаКо nEJN. 

Neka је Х Е.}' proizvoljno.Tada је Х=Х +и, za пеkо 'ое:::Ш i neko 
р 

u t-=: U. 1z ovoga i prethodnog sledi da ј е 

l t~ е х)\ 6 ! f ( х ) I + I f ( u ) 1 = \ f ( u)1 .5- 1. 

Dakle, za svako хЕ}' jePJf(x)l~ 1, tj. f'=o, sto је u kontra­

dikciji за f~o.Znaci, topo1ogija s[UO је Hausdorffova.Kako 

је б(F;F)~ s i kako је ио 6(F;F)-kompaktan skup, to iz (42), 

5.8 sledi da је b(F;J:<')1 uO=sjUO, ра је Uo б(~\;F')-mеtгizаЬi­

lan. 

(Ь) ==> (а) : Ыека је U zatvorena apsolutno konveksna 

okolina nule.Polara иО је slabo metrizabilan вкир, ра posto­

је УПЕ F, ~akvi da је familija skupova k-1{Уп:ПЕ Ч'}Оn UO 

k EJN, ~E d-, baza okolina nule topologije 61.F;F)/ UO .:Neka 

је F1=sрап{уп:п€л\[Ј.Таdа је l"=l"l+V.Zaista, neka је хЕ::Ј!'. 
Тад.В је fзkuр {ХЈОnиО okolina nule u topologiji o(p;F)iUo,pa 

postoje К~Ш i cp~т, takvi da је ~x10n 1J°:Jk-1{Уп:ПЕ:.0/5°n u<? 
Uzimajuci polare оЬеји strana, dobijamo 

'~ 6--- -~~~======~--~ 
Г ( r -{х} t.) u) с Г Ck Г {уп :ПЕ;9'ј U u) 0 __ ---

Skup Р је konacan, ра је ri уп:п Е: (Р] = Г {уп :ПЕ:Ч') 
skup је kompaktan.lz ovoga i iz 

i оуај 

r Ck Г $у ;H~ ср] V U)C k Г~y :n€ СРЈ ~=k ГЈ у :ПЕ:-<f'r +и " п 11 \ип Ј 
(zbir kompaktnog i zatvorenog skupa је zatvoren skup) sledi: 

-
г ( r {х\ v U)C k Г{ уп ; n~4'] + U , 

рв је хЕ ~ +И, ~to это i hteli da dokaiemo.Onda iz (3.2.9) 

sledi da ј е 11'(:::- (Sep) . 

3ааа moiemo dokazati pomenuto nro~irenje Kaltonove teo-

гете: 



6с 

(.3 • .3 • .3)ТЕОRЕИА Ako је Е loka1no konveksan prostor, onda је 

svako od tvrdjenja (а),(Ь),(с) iz (3.3.1) ekvivalentno еа: 

(a')Za svak1 Br-kompletan prostor F 1z k1ase (Sep), 

svako linearno pres11kavanje 1z Е u F 

је еlаЬо neprekidno. 

DOКAZ Imp11kac1ja (а') 9 (а) 

1mplikacij а (с) ===> (а ') dokazuj е па 

С 1 ј а ,( с ) ~ (а) u (41), '~Гћrn. 2 • 4 • , s 

ши (.3 • .3.2), umesto 1.1 1z (41). 

s zatvorenim grafikoт 

је trivija1na, dok ее 

ist1 na~in kao 1тplika­

tim'sto тi kor1stimo 1е-

Da Ь1ето dokaza1i da је prethodna teorema prosirenje Kal­

tonove teoreme, potrebno је јоз dokazati da postoji Br-koтple­

tan prostor iz k1ase (Зер) koji nije separab11an.B1ce пат ро­

trebna sledeca lema: 

(.3 • .3.4)LEМA Ako је F loka1no konveksan prostor, onda је pros-

tor СР, 6'(Р,Р,) u klasi (Sep). 

DOKAZ bleka је U зlаЬа oko1ina nule uF.Onda postoje 

fiE р' (i=l, .•• ,п), takvi da је 1fl'.'. ,fn~oc U.Uzimajuci ро-
lare оЬеји strana, dobijamo da је uOC{fJ., ... ,fn~oo .Skup 

{fl, ••• ,fnJoo је n-d1menz1onalan, ра је оп metr1zab11an u to­

pologiji o(F;F).Samiт tiт i skup UO је takav, ра tvrdjemje 

sledi 1z (Ј • .3.2). 

(.3.3з5)РRIМER Neka је F=жI , gde је 1 skup sa osobinoт da је 
Card(I»2c 1 neka је F snabdeven topo1ogijom pro1zvoda.Ta 

topologija nije nista drougo do slaba topologija, ра 1z pret­

hodne 1ете sledi da је F u k1asi (Sep).Prostor F riije separa­

bilan: ako bi bio, onda Ь! bi10 da је Card(F)~ 22j{'~ sto nije 

tacno, јег је п 

Card(F)=(Card(JK) )Card(I» 22'-' 

(videti (T),II,zadatak 122).Prostor F је Br-kornpletan (6akje 

B-kompletan), ~to sledi iz poznate karakter1zacije Br-komplet­

nih prostora «44),1.34.2.(2» 1 1z sledece с1пјеп1се: svako 

neurek1dno linearno pres11kavanje 1z F и lokalno konveksan 

prostor G је topoloski homomorfizam ((З4),4.1.б,Ехс. 1.Ь) 

Vratimo ве sada teorem1 о zatvorenoт grafiku.Iz ().1.5), 



61 

i С3.2.n) s1edi: 

,Ј.Э.б)ТЕОREМА Neka prostor E(g), g=g(Sa'Sa,aE:A), ima oso­

>inu (2]1)' neka su parovi (Sa,sa) druge kategorije u sebi i 

leka је lokalno konveksan prostor FE(Sep) Вг-kоmр1еtап.Аkо 
.inearno pres1ikavanje iz Е и F ima zatvoren grafik, onda је 

то neprekidno. 

{4. Dokaz jedne Co11insove hipoteze 

Godine 1968а је H.S. Co11ins u radu (12),str. 371, роэ­

~avio sledecu hipotezu (uzimarno u obzir i 5.2 iz navedenog 

~ada): ako је Е=СЬ(Т) prostor neprekidnih i ogranicenih funk­

~ija (realnih i1i kornpleksnih) nad ekstrema1no diskoneksnirn 

Loka1no kompaktnirn Hausdorffovirn topo1oskim prostororn Т i'ako 

је оп snabdeven striktnorn topo1ogijom f&, onda је svaki 

G(E',E)-Cauchyjev niz iz Е' ekvineprekidan. 

Mi сето dokazati da је оуа hipoteza tacna. 

Poznato је da vazi jednakost f3 =gct,nB,n~JN), gde је t 

kompaktno-otvorena topo1ogija па Е (precinorme зи Рк(Х)= 

=sup] хС t)1 ' к su kompaktni skupovi) i B=~x Е Е: вuр IхС t )I~ 1} 
-le 1< +-€:T 

(videti primer (1.2.3». 

S obzirorn па (3.1.5), hipoteza се biti dokazana ако do-
- r 

kazemo da prostor (Е,{6) ima озоЬiпu (Z'l) i da је skup В t-

-druge kateg?rije u зеЫ(оvо poslednje је ekvivalentno за: 

пВ је t-druge kategorije и sebi za зvаkо ПЕЈЏ). 

u daljem 6ето sa Т uvek oznacavati ekstremalno diskonek­

san lokalno kompaktan Hausdorffov рго s tor, а за Н It -unifor-

Шnu погти па Е ( 11 ху = зир r хс t) Ј ). 
-c~T 

Doka~imo ртуо tri leme koje ви, ро вуој prilici, dobro 
poznai;e: 

је .. < с::' '.1..1 ~-\.ompaktall skup, onda postoji otvore-
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no-zatvoren kompaktan skup L::>K. 

DOКAZ Svaka tacka х Е.. К ima otvorenu 

skup.Iz кс U U sledi 

okolinu Ux' takvu 

da postoje х. б К 
l 

da је Ux kompaktan 

(i=l, ••. ,П), takvi 
ћ- X~K Х _ 

da је КС U U сО Ux =L.Skup L је 
i=-1 X i 1:':'1 i 

otvor.e-

no-zatvoren i kompaktan, јег аи takvi i skupovi Ux' zbog eks-

trema1ne diskoneksnosti prostora Т. 

().4.2)POSLEDICAFaтi1ija skupova tips. {х: PK(X)~ е},е> о, 
к с т otvoreno-zatvoren kompaktan skup, cini fundаmепtаlап sis­

tem okolina nule topologije t. 

().4.3)LEМA Akosu K,LCT otvoreno-zatvoreni kompaktni вки­

povi i а:> Ь:::>о, onda iz {х: PL(x)< ЬЈС{Х: рк(х)< аЈ sledi 

da је кс L. 

DOKAZ Neka postoji t~ К'- L.Skupovi {tJ i L эи kompakt­

ni, ра post:Qji ХЕ.СЬ(Т) takvo. da је x(t)=a+l i x(L)={or.0nda 

је х E:-~X: .PL(x) < Ь! i xi ~X: РК(Х)< a1.Kontradikcija • 

... 
Dok эи prethodne dve leme trivijalne, s trecom to nlJe 

slucaj ( опа је forma1no јаса od jednog zadatka iz (32»: 

(3.4.4)LEМA Neka је GC.T otvoren skup i х neprekidna i 

ogranicena funkcija па G.1.'ada postoji ye:-сЬ(т), tako d~ је 
yIG=x, y(T,G)={o~ i sup(x(t)[ =QyH • 

~с;,.б 

DOKAZ l''unkcija х ј.е neprekidna ako i saтo ако su 

funkcije Re(x) i Im(x) neprekidne, ра эе bez атапјепја 

opstosti тoze pretpostaviti da је х realna funkcija. 

l\feka је G(r)=~tE: G: x(t)< г1.Јавпо је da Y8zi jednakost 

x(t)=inf{rEJR.: t~GCr)J .Oznacimo sa НСг) zatvorenja skupova 

G(r) u G i эа z funkciju definisanu jednakos6u z(t)= 

=inf.[r.f. Ш: t~ Н(г)] .Oblast definisan~sti funkcije z, је G: iz 

G(r)=G za г .... SHP 'x(t)l sledi Н(г)=С; za iste г. 
,/ .;. Е(;" \ 

Sada сето dokazati da је z\G=x.Iz С(г)СН(г) sledi da 

је {rE.JR.:tE G(r)}c ~rEJR:t ЕН(г)ј, а odavde- da је x(t)~ 2{t) 

za svako tE G.]'~eka postoji t €:C аа оsоЬiпоm аа је x(t ) > 
о о 

:> z(t ) i neka ви 8., ЬЕЖ takvi (1а је x(t ) > а :>'Ь;::> z(t ) 
о о о 

1'ada је toE-НСЬ)nG i to~G(a).Iz Ь<а dobijamo dя је 



G G 
-G-(-b-:-) С G(a), ра iz н(ь)n G="G(b) 

__ G 

П G=G(b) с G(a) 

Е ССа). Kontrat1.ikcija. 

, '" s..!..eal t Е­
о 

Slede6i korak dokaza је dokaz neprekidnosti funkcije z. 

Za to је dovo1jno dokazati slede6e: 10 skupovi H(r) su.otvo-

__ G 

renil.l G; 20 HCr) С n(а) za r< В; з О U H(r);;,;G; 40 П Н(г)= 
r~!'R "'G~ 

= ~(videti, па рг. (40),12.1). Skupovi G(r) аи оtvогепi и G 

(х је neprekidna funkcija), ра su oni otvoreni i и G, jer је 

G otvoren и T.Skup Gje otvoren u Т (ekstrema1na diskoneks­

nost), рв је оп ekstrema1no diskoneksan u indukovanoj topo10-

giji (24), б. ј2. C\viczenie G.(b».Zbog toga зи skupovi HCr) 

otvoreno-zatvoreni u G, ра эи isplli~jeni us10vi 10 i 20 (роз-

1ednji i zbog G(r)CG(s) za г<в).из10у з о је, kao sto зmо 
уес videli, takodje ispunjen (H(r)=G za dovo1jno ve1iko г). 

Копаспо i из1оу 40 је isp~~en, jer iz G(r)= </> Z8. г< 
< -вир pc(t)! sledi Н(г)=ф 'za' iste т. 

~Е:-<Cr 
Ргеmа tome, funkcija z је neprekidna, ogranicena i zlG=x. 

}l"Lшkсiјu У definisemo па sledeci nacin: у( t) =Z (t) za 

tE-G i y(t)=o za t ~G.Posto је skup G otvoreno-zatvoren skup, 

to funkcija у ima вуе nabrojane osobine. 

Sada тo~eтo da doka~emo опо sto smo ~e1e1i: 

(З.4.5)ТVRDЈЕNЈ~ Prostor (E,~) ima овоЫпи (2;1). 

DOКAZ Neka је х Е В i U proizvo1jna t-okolina nule. 
о 

Bez аmапјепја opstosti mozemo pretpostaviti da је xo~o.Sa ис 

си oznacimo опи apsolutno konveksnu t-okolinu nule ZB koju 

је Xo~ 2-1и: Postoji rG]o,l[, takvo da је (l-r)xo~ 2- 1 и', tj. 
, " 2-1,., Od t~" 2-1 U" - 'Ј' U . Q а Ј е гх Е х + u. a..l е Ј е rx + С х + l С Х + • 

о - От ). () 0'( , .... - 1 U" о d "о '> "Т lJal ј е, пе ka ј е \~ = \.Х: рк ]с .:::. е ) С. с:. - i , g е Ј е е '" о l ћ. 

kompaktan skup.lz (З.4.1) sledi da postoji otvoreno-zatvoren 

kompaktan skup IJ"".:."IK.Heka је V.f={X: PL(X)< dJ, gde је а= 
=ошiп ~ 2-1, г, l-:r:Ј . ГГвсiа ј е 

11'1 П 13 С (гх + v)п В - (гх + У' ) f\ В С (х + 1.Ј ) п Е -' (х + П ) Ij В. 
о - о о о 

Zbog prethodnog је dovoljno dokazati вато prvu inkluziju. 

~~;cle је 
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$р kагаktегistiспа funkcija skupa T'L.Ona је neprekidna, 

jer је L otvoreno-zatvoren экир, ра зи X 1 ,X2 €Cb (T).Jasno је 
da је x=x1 -х2 .Sаdа сешо dokazati da x1 ,X2 E (rxo+V)I\B.Slede­

се nejednakosti зи јазпе: 

Pk(x1-гхо ) ~ PL(x1-гхо)=РL(х) < d $ е 

Рк (x2-rxo ) ~ РIЈ (x2-rxo ) =0 <: е , 

рв x 1 ,x2 Е rxo+V. 

Dalje је: 

za tt;L: lx1(t){= tx(t)+rxo(t)l ~ tx(t)[ +r\xo(t)l<d+r~ 1 

{Х2 (t ) 1 =Т гхо (t )1 ~ r < 1 ; 

za t~ L: lX1 (t)\ = l(l-d)x(t)+drxo(t){~ l-d+dr~ 1 

lx2 (t)( = t-dx(t)+drxo(t)l~d+dr< 2d~ 1 , 

(koristili эmо da је \(X\\61, i{xott~l), ра је x 1 ,x2 EB, sto је 

i trebalo dokazati. 

(З.4.б)РRIМЕDВА S obzirom da ве X 1 i Х2 iz prethodnog dokaza 

mogu napisati i и obliku x~=(l-d)x+drx +(dx+(l-d)rx ).~., : 
~ о о 

x2=-dx+drxo+(dx+(1-d)rxo)'~ , gde је ~ karakteristicna funk-

cija экира L, to prethodno tvrdjenje vazi i za prostore СОСТ) 

i с СТ) funkcija koje teze nuli и beskonacnosti, odnosno 
оо 

f'~kcija s kompaktnim поаасеm, ako ви oni snabdeveni Buckovoт 

striktnom topologijom. 

Јоэ је preostaloftda ве dokaze: 

(З.4.7)ТVRDЈЕNЈЕ Skup в={х EC b
(T):Uxll.6 l} је t-druge katego­

rije и эеЫ. 

DOKAZ J:-Jeka зи Bn(n=l, ••. ) ttB-оtvоге~i i tlB-gllsti u 

в i Ас В t[B-оtvогеп skup.Treba dokazati da је А ~ lj Bnlyb. 
Skup A~Bl' .је t\B-оtvогеn i neprazan, ра postoje xl~ 

Е ААВ-1 :iU1=;{x:PKl (х)..::: e1t, takvi da је (x1 +U1 )nBC:A Г\В1, 
gde је К1 otvoreno-zatvoren kompaktan skup (zbog (3.4.2)) i 

о <e l < 1.Skup (x1+U1)nB1 је t\B-оtvогеп i neproazan, ра роз­

to.je Х2 f-(х1+U1 )nВ2 i И2=~Х:РК2(Х)< е 2 Ј' takvi da је (х2 + 
-1 

+И2) П в с eXl +LJ1 ) П В2 , gde ј е 82.( 2 Е1' 1Ј2С U1 , К2 otvoTeno-



_zatvoren kompaktan skup i K1 CK2 ( zbog leme (3.4.3».Nas­

tav1jajuci induktivno оуај розtuраk, uz koriscenje (3.4.2) i 

(3.4.3), dobijamo х ,К ,е ,U ва slede6im оsоЫпаша: Х? 
п п_ 11 п п-

Е(хп l+Un 1) n вп , (xn+Un ){\ вс:(хп l~·U l)n в ,и с. U l' е < 
-- -... ... - ll- П П п- п 

< 2-1e r:. -" ип= /х: р.г (х) < е ~. к o-tvoreno-za tvoren kompaktBl1 
1- Ј.. 1. I\.п П ). 11 

sku;:) , к :::;>К 1 (za П= 2,3, •.• ) . 
i Il Il-

Iz prethodnog, za т,,> п, dobijBmo: 

х Е (Х +и ) Г\ В С (Х 1 +U 1) П В С ( (х l+U 1) Г\ в) () .Е с: m rn rn rn-_ ш- т т- rn- . rn 

с(х 2+и 2)1\ В 11\ В с ... с 
т- т- т- rn 

с(хп+ип)n вп+1n ... Г\Вm , 

рВ је Хт-ХП Е UIl • .Ako је jos п ~ Ч, опаа iz ипс ИЧ sledi аа је 

Хтп-Хп Е Ug , tj. 

(ЈЕ) Рк (Х -хп ) < е za т> n~ q. q m . q 
~ -

Neka је G= UK i х' =Х 1 G.Ako је t EG i е >0, onda 
ђ=-1 п П П 

postoje i,j~JN .za koje је е . .:: е i tre.K., ра је e k < е i t~ 
l Ј 

~ Kk za k=max~i~jJ .1z (*) onda sledi 

1 x~ ( t ) - xr: ( t ) 1 ..6 р к k (хт - хп ) <: е k <:: е z а т > п ~ k , 

tj. пiz (x~(t» је СеисЬујеу и Ж, а samim tim i konvergen­

tan . .Dak1e, za svako t ~ G, x~ (t) -::. хс t) о Sada сето dokaza ti 

da је оуа kопvегgепсiја uniformna ПА вуахоm kompaktnom 8ku-

-ои К iz G.Skupovi К ви otvoreni u Т, па ви otvoreni i u G, -'- п с..о i 

Ј·ег је G otvoren u Т, -оа iz Kc:G= U"'K i кпс. К 1 sledi аа 
, ~ ћ::'l< П п+ 

Ј· е К С Ка z а п е k о а ~ JN . N е 1;: г ј е f:> о i Ь ~ .:п~, t 8. k v о а,ео, ,4 е е, <: 
() 

za с=тах..[ а, Ь 1, , .-' 
..::::: 1~. Cnda ~Ј е }<.С l{ 

~ с 
i ра iz (*) :-:;ledi: 

р,,(х'-х').::: Рк ех -Х,,)<е C::I~, 
, h m 11 - '"с ffi.l.1 с 

za - Пl > 11 ;.;.. С , 

а sг.mlШ 
4- • • 
ulш l гаупо-tj. niz (x~{K) је ravnomerno СаисЬујеу, 

тегпо konvergentan па K.Prema tome, niz (х') TBvnomerno kon­
п 

vergira funkciji х па svakom koтpaktu К, ра аи re~trikcije 

хЈк neprekidne.Kako је С, kao otvoren pcdsku~ lokalno кот-
'(.' С Ј т· d . - 5 '\ +. 'ћ" 1 -. [Jaktao. \ ~4),3.P .ll,~!ler Zellle о), <..0 lZ рге'tОGпоg S еnЈ. 

~r ~o Х пеггеkidп8. tunkciJ·a. lJ~ с:1. Ј ---' ~ 

1· , ( t ' 1 l' - "'" -, к а k о ј е t~ l ... Џ ХП \, .) i ~ \ X 11 ј! ~ ..L 

-i-;f:-6 ' 
с'!'р r'I(+)1 / "ј 1,<2. i/~ 1,е::1е (j_4o;Ll:1 f~~Lc!c!i г~[:... "'-"._'o~-~to .. -.ii ... :.~ ,J .. ~. \ Ј, v ~ ~ ........ , • 

C~~'-::J 

za s уа ко 11 Е Т,Ј , СО је .1. 
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па i ogranicena I~unkcija у па Ir , ~kva аа је y(G=x i Пу!l~ 1. 

Dokazimo 9ada аа је y~Al\nB .Iz (*) sledi(za m ~OO, 
y\::Z\ П 

n=q i llzimajuci u obzir Рrг (x'-х')=РI- (х -х ) ): PKn(x-x!'J~ еп "q m п \q m п 

t ј . х .,. х +U -08 
~ П п' . ј е (z ЬОЕ: У \ G=x) i у Ео хп +Lп za s'!ako п~:л.r. 

Zbo&~ illk1u~ije 

(х +ТЈ ) г\ Ј:3 С (х 1 +И 1) г'\ В 
п п n-~ п- п 

је УЕВП za п=2,3, ... ,а zbo{:; ink1uzije (Х1 +U1 )f\ВСАГ\В1 
ј е УЕ.А(\l1 i d.okaz ј е zavrSen. 

Prema tom~, Co11insova hipoteza је tacna: 

(3.4.8)ТЕОНЕМА Ako onda је svaki 

-СаисЬуј еу пiz iz ~~' ekvineprekidan. 

Za neke k1ase topo1oskih. prostora Т (raz1icite оа nasih) 

зи dokazana tvrdjenja tipa (3.4.8) (videti па рг. (14),ТЬт. 

5.1).Kod tih dokaza је sustinski koriscena cinjenica da је 

аиа1 prostora Е jednak prostoru sv±h Radonovih ogranicenih 

mera па '1'. Prerna torne, паэ d.okaz ј е potpuno raz1ici t od роте­

nutih. 

Prirnetirno da зто ovde dokaza1i vise nego sto је navede­

по u (3.4.8).Naime, iz prethodnih rezu1tata i (3.1.4) пероз­

redno sledi: 

(3.4.9)ТЕОНЕМА l-;eka 

prostor.Ako ви R :Е 
п 

је Е kao u (3.4.8) i F loka1no konveksan 

~ F neprekidna 1inearna pres1ikavanja i 

niz (Нп(х» је Cauchyjev za Bvako х Е-Е, onda . . (Н' 1 :Је nlZ ~n) ек-

vineprekidan.Ako јоз R (х) -:>Н(х), onda :је 
п ~ 

R neprekidno 

pretkompaktnom preslikavanje i uniforrnno па 8vakom 

skupu iz Е. 

Druga hipoteza u (12), str. 371, је sledeca: ако је S 

prostor Т snabdeven 
prekidna projekcija 

devena odgovarajucirn 

topolo§ki komp1ement 

diskretnom topo1ogijom, onda postoji пе-

6b (S) ~ CbCГ11 ) (оЬа prostora зи зпаЬ­
stгiktпiш tоро10giјаrпа), tj. Cbc'r) ima 

t rb(r" r и pros oru v ~).~yи hipotezu nismo иЕ-
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peli ni ав doka~emo ni da opovrgnemo, oli ато dobi11 neke 

rezu1tate u vezi s t1m: 

(J.4.1o)JEOREMA Ako је G Т otvoreno-zatyoren skup, onda је 

сЬ(т)=сЬ(с) ®cb(t'-...с) , 

pri ~еши su Bvi prostori snabdeveni odgovaraju6im striktnim 

topolo~ij amaf6, ~l ' ftг.; i vaze ј ednakosti (з 1 = f6 , с ь (С) = 

=g (t l с ь (п) ,-~1?1 ,лЕ ЈН), gde ј е В1 za tvorena ј е dini~na kug1a 
Ь 

prostora С (G); analogno za 132-
DOKAZ Karakteristi~na f'unkcija s..o skupa G ј е перге­

kidna, ра је аоЬго defin1sano 1inearno pres11kavanje Р 1z 

СЬСТ) и Cb(G), P(x)(t)=x(t)·~(t).Ono је sirjekc1ja: ako је 
УЕСЬСС), опаа је Р(х)=у za XGCb(G), definisano sa x(t)= 

=ј1-( t) za t ~ G i х ( -t ) =0 za t СЈ: G. 

Dokaz_~po prvo аа je">'\preslikavanje Р: (сь(т) ,~) -s> cc?(G),f3lг:tG») 
neprekidno • .Ako ј е и= О L.) U. ('\. iB uroizvo1jna Ј$ -oko11na пи-. 1\=" (.: \ l -"- Ь 
1е (U. аи t-okoline nule), опаа је P(U)c.. U(\C СС) (sto аlе­

l 

di 1z def1nicije pres11kavanja р), ра је Р neprekidn6.Sam1m 

tim, ta~na је jednakost 

( С Ь (Т) ,f::> ) = (с Ь ( С) ,ft> I с ь (G ) ф (С Ь (Т " G) ,{3i с ь (Т ........ С» • 

Preos-talo ј е ј 08 da зе dokazu ј ednakosti (31:: [3\с Ь (G) = 

=g(t/cb (G),nB1 ,nEJN) (1 analogIle jednakosti za !З2)~Nеkа је 
Joq '"1) • 1 

У= И 5':V·n јЕ proizvo1jna {3-0ko11na Ilule; V .::~x Е:СО('Г): 
t);;,.., ~1 Ј Ј ' 

Рк (x)<e.~, е.- о i К. ви otvoreno-zatv~en1 kОffivгktпi sku-
~. ЈЈ Ј/ Ј ' 

po~1 i z Т. Ako ј3 К. () G= ',.1.., опаа ј е ~Y. п ј Bl с: Р (v . П ј В) с v _/1 
Ј 1-"' Ј ~ Ј <Ј 

П jBnCb(G) , gde ,је \A{j={x~cb(c): PL'(x)« е,ј] i L j је pr01z­

vо1јап оtvогепо-zаtvогеп kошраktаll sk~p 1z G (ovde i (1а1;је 
. п 

smatramo da је 1zvr§ena iden-tifikacija urastora C~(C) i 

{х5Р:ХЕ.сЬ(т)}).АКо је рак, КiflG;Lф, ond~ је L;=:KJ.nG ot-
I{,J t.J t 

1. . k t 1 1'" d L"' ." 1, vогепо-zаtvогеп ~ornpa ~ап B~иp, ре a~o ~; .е~lП18еmо ~ao m~-
v 

lo~aa, dobi6emo 1ste ink1uz1je.Zbog toga је 
С;<Ј I"~ .:х> ..." Ь QO "" Ь 
U ~~'H -; П ј 131 с: U "L;v. П ј В() С (С)е ( U Z v ; п ј В) г\ С (G), 

J'I:::: t d" i u 'ћ-:.' i-::.! Ј h:: 1 ;; -::. 1 <Ј 

t ј . A_'yg ( t Ј с ь ( G ) , ј B1 ' ј е JN ) ~ (?> I с ь С G ) • 

l'~a sli~an па·:Siп ве doke.Z1.J.ju о'ћГПll-tе пејеdпаkО9ti ( za 

(~2 ј е dоk:-з.z е.пв.lоgап) . 



б8 

i1.4.11)11VRDJEblJE Neka је F rnеtгizаЬilап lokalno konveksan 

prostor s bazom (ип ) okolina пи1е, ип +Unc:. иП_1 (п::;:2, 3, ..... ) i 

Ileka је R:(Cb(T),H Н) _~Ijl neprekidno linearno pres1ikavanje. 

011:0 ј е (ј -neprekidno ако i эато ako za svako п E-JN postoj i ot­

'V'oreno-za tvогеп skup КпС Т, КПС КП+1 (n=l, 2, •.• ) sa oso bina..., 

та: Кп је kompaktan i iz l!xU~l, xIKn=~01 sledi R(X)6 Un' 

DOKAZ >: Restrikcija R\ В је t-пергеkidпа, ра posto-

J~~·t-okoline пи1е V ={Х:РК (х)< е f, tnkve da је R(V nВ)С U . п п п п п 

2,8' svako n&]'I, pri сети su Кп otvoreno-zatyoreni kompaktni 

gkupovi (zbog (3.4.2» i oni obrazuju rastuci niz.Neka је 

'реи ~ 1 i х IK = {о(. Tada је х ~Vn f"\ В, ра је R(x)E U • 
п _ п 

~ : Pres1ikavanje R је погmа-пергеkidпо, рв postoje r
n

'"> 

7,0., takvi da је R(B)C r U 1.Neka је i;V =,{Х:Рк (х) < r -11(. .Та-
п п+ п~..!.. п п- ~ 

1a је ReW п В)С U .Zaista, iz хЕ\Чпn В sledi x=x~, +x~ ( ~ .. п п ... 
је karakteristicna funkcija skupa Кп+1 ' а % -njegovog kOffiP-

_ementa), Ilx~II<5:UxH~l i xCf.,lKn l=o~'~ ра је R(х~)Е-U 1.Dз.­
.' -1 "', + '-1 ... п+ 
_је је //x~,f'=PK:ti+l(x)<rn ' ра је ~~€rn В. Копаспо је 

R(x')'=R(x~) + R(X~)ER(r~lB) + ... R(x$f)CUn+1+Un+1CUn. 

:3.4 .. 12) POSLEDICA Ako ј е R (5 -neprekidno, onda postoj i rastu­

~i niz otvoreno-zatvorenih kornpaktnih skupova кпс. т эа osobi-
, оо 

юm: i z Х е С о ( т ) i х \ u к = {. о ( s 1 е d i R ( х ) = о • 
'1\::\ П .> 

Koтbinovanjem (3.4.10) i (3.4.12) dobijamo: 

ft 

3.4.13)TEOREMA Neka је F metrizabi1an lokalno konveksan 

гоа tor i Н: (С Ь (1') ,~ ) ->}!' пергеk:id:по linAarno pre slika vanj е. 
ada postoji rastuci niz otvoreno-zatvorenih kompaktnih sku-

ova KttCT, takav da је : _ 

(а) (cb(T),(~ )=(с Ь ( QКп ),f31) + (Cb(T'\·Q'Xn)'~2) 
( ь ) R ( С ь ( т" б К_ »:::: ~ О ~ 

"'::Н П ј 
де аи (31 i //].2 odgovarajuce striktne topo1ogije. 

DOKAZTvrdjenje pod (а) j~ specijalan slucaj (3.4.10) 

za G= U К ), а (Ь) sledi iz (3.4.12), ;jer је СЬСТ ,,~ к' ) 
"''''1 П Ь' ~~1 П 

z'omorf'an Е!8 {х sP'T" ~ :x~c ст)], а ovaj (zboi!, (3.4.4») 
. {' ~a" П 

а _х9'т'-. U К :хЕС Ь СТ)l • 
'V\=.1 П 

1:, 

I 
I 
1· , 
1!.: 

, 
'. 
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G L А V А 4 

PHODUZENJE LlNEARNIH FlfNKCIONALA 1 

TEOREME О ZATVORENOM GRAFIKU 

u ~1. аи dati us10vi pri kojima је linearan funkciona1 

f neprekidan па lokalno konveksnom prostoru Е, ako ви перге­

'kidlle restrikcije fls (n=1,2, ... ), gde аи S apsolutno kon-
п . п 

veksni podskupovi prostora E.Dobijeni rezu1tati su opstiji i 

(11i) bolji od niza rezultata u vezi s neprekidnim produ~e­

пјет linearnog flli~kciona1a, neprekidnog па potprostoru ргов­

tora s topologijom (obi~ne) induktivne granice, koj'f su do­

kazani u (17),(18),(27),(28),(43),(51),(64),(66),(76).U svim 

OVL~ radovima (izuzev (18) i (27» rezultati о koji~~ је гес 

ае odnose па induktivne gran1ce ВапасћоУ1Ь prostora, dok nasi 

rezultat1 vaze i za neke prostore ~iji duali nisu cak ni sla­

Ьо sekvencijalno koтpletni.lz nasih rezultata ае dobijaju i 

Dobo1jsanja nekih rezultata (koji аи raznih tipova) 1z (19), 
~ ..,-

(25),(71) i (77). 

u 12. аи neki rezu1tati iz ~l. prosireni па linearna 

preslikavanja.Dobijeni rezultati ви iskoris6eni za dokaz пе­

kih teorema о za~vorenom grafiku, kod kojih аи оЬа prostora 

snabdevena topologijarna genera1isane indukti \.гnе granice, а iz 

ovih teorema аи dob1jena prosirenja 1 (11i) poboljsanja nekih 

~clntoshevih (53) 1 Iyahenovih (38),(39) tenrema о zatvorenorn 

grafiku 1 dobijene аи teoreme о zBtvorenom grafiku iz (70). 

r 
~l. Produ~enje linearnih f'llnkcionala neprekidnih 

па 61anovima niza apso1utno konveksnih 

skupova 

d ' k ат "'+ l' +. Ov е сето иye~. prc",po....."av_JBv]. аа ,ј е ( ~)' 1 t _ nlz anRO __ U по 
п 
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konveksnill podskupova prostora Е, cija је UnlJa gHtajuci акuр 

u Е; ako је ~ dopustiva familija па Е, ва t~ oznacavacemo 

topologiju uniformne konvergencije па elementima ~. 
Primetimo sledece: da bi linearan funkcional f, defini­

san па vektorskom potprostoru F prostora Е, ва osobinom da эи 

restrikcije flsnnF neprekidne mogao аа se produ~i ао перге­
kidпоg funkcionala па Е, potrebno је i dovoljno (ро Hahn-Ba-. 
nachovoj teoremi) da је f neprekidan па F.To zn,Bci аа је do-

voljno ispitiva'ti kada iz иэ1оуа fE; EJti f}Sn је neprekiclno 

(n=1,2, ••. ) sledi аа је fE-Е'. 

(4 .. 1.1 )LEMA Neka ј е Х kОПlutа ti упа topo1oska grupa, А с Х sek­

vencija1no kompaktan skup i В еХ sekvencijalno kompletan skup. 

Таав је А+В sekvencija1no komp1etan аКир. 

DOКAZ Neka је (хп ) Cauchyjev niz и А+В.Тааа postoje 

nizovi (ап ) i (Ьп )' апЕ А i ЬпЕВ, takv.i da је xn=an+bn.Ke.ko 

ј е А sekvencija1no kompaktan skup, to postoj i podniz (а ' ) n k 
niza (Вп ) takav da . anK~ a~. A.Podniz (ьпк ) niza (Ьп ) је ,са-

исћујеу, skup В је sekvencija1no kornpletan, ра Ь ~ ЬЕ В. 
пк 

Тааа xn -~ х=а+Ь Е:А+В, а kako је (хп ) Саисћујеу niz, to i 
k 

х п. --"" х, а to ј е itrebalo dokazati. 

Sledeca teorema је jedna od osnovnih teorema оуе glave: 

ft 

(4.1.2)TEORE:fIllA Neka је ~ dopus"tiva familija u E(t), takva 

da је svaki e1ement iz ~ progutan nekim Sni neka postoji 

р €;Ш za Ко ј е ј е роlага з~ t~ -sekvencij alno kompletna. Ako 

је f linearan :funkcional па Е i ako su restrikcije f" }зп пе­

prekidne za svako nE]\f, onda ј е f пергеkidяп funkcional. 

Specijalno, tvгdјепје vazi ako је Е' 'ё:(Е' ,E)-sekvenci­

ја1по kornpletan. 

DOKAZ Neka је g=g(t,S ,пе-]Я) i 
п 

pretpostavki i iz (1.1.2) sledi da је 

postoje fп Е (Б, t)" takvi da је t.? -lim 

t y-Cauchyjey, ра postoji јЕ]:;! takvo da 

је f -f Е sф (sФ је polara za dua1nost 
m 1:1 п 1) _ .t" 

у ={kSn :n,k Е-Ш). Iz 
fE:-(Е,g)'.ZЬоg (1.1.14) 

f =f.Niz (f ) је 
п п 

iz rn> п.::;.. ј sledi da 

.(Е,Е Э > ). Kako ви 
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fY] E.(E,t)', 1.;0 је f -f б зО za т> n~j.Odat1e је ~f : п<;шјс 
;.. rf ~ l зО '"', т ј:; р f?' t . . п . 
L..,\ 1,···,I jJ + р • .:::>кнр 1-L1'···' ј1Је '.:8 -sеkvепсЈ..Ја1по kom-

paktan~ ра iz (4 .. 1.1) sledi da је skup {f1 , •.. ,fj1+s~ tt.16-

-sekvencija1no kompletan.Kako је t.,1S 1EtsP l СЕ, t)' (јег је эуа­

ki element iz .Ј3 progutan nekim Sn)' to је niz (i'n) t..Ђ -Са­
uchyjeY.Zbog ovog i prethodnog, postoji f'G~f1, ••• ,fj)+S~C:. 

C(E,t)' takvo da је t~-lim fn=f'"Dokazimo da је f=f: Iz 

U{в:в~Ј=Е i б kSn=E sledi da је б(Е';,Е)~ tљ i б(Е',Е)5' 
~~'n=1 " g , 

~ t 5/ ' р а i z \.!!> -1 im f п = f" i t.so -1 im f п = f s 1 е d i 1 im f п (х;) == ' 

=f'(x) i lim fn(x)=f(x) za svako xt: E.Odatle је f(x)=f'(x) 

za svaIco х Е Е i dokaz ј е zavrSen. 

bleka је, sada, Е" r(E" ,E)-sekvencija1no kompletan i пе­

ka је :Ј3 fami1ija svih apsolutno konveksnih э1аЬо kompaktnih 

skupova iz E.Ako је К ~ Љ, onda је К druge kategorije u эе­
оо 

bi u topo1ogiji 6(Е,Е'), ра iz KC~~fSn sledi da postoje i, 

ј Е:-Ш i хЕ: К П iS ., kao i эlаЬа apso1utno konveksna oko1ina пи-
Ј '-

1е U, takvi da је (x+U)nK~CiSj.Kako u guta К, to iz (3.1.7) 

onda sledi da З. guta K.Tvrdjenje опаа s1edi iz prvog de1a 
Ј 

teoreme, iz (1.1.7) i з'?=:з<? 
Ј Ј 

Malo~as dokaiana teorema је uopstenje teoreтe 2.а,Ь iz 

(18).Та teorema је dokazana za slucaj kada је (зп) rastuci 

niz potprostora t ~ f~щiliја ogranicenih skupova i Е' 
tJ3-sеkvепсiјаlпо kompletan.Prva_i treca pretpostavka suod 

Bu~tinskog znacaja za dokaz u (18).Specijalan slucaj је u (18) 

dokazan uz (kao ~to эе malocas vide1o) suvisnu pretpostavku fl 

da эи Бп zatvoreni potprostori. 

(4.1.З)РRIМЕDВА Ako эе u specijalnom slucaju. teoreme (4.1.2) 

pretpostavi јО8 аа за niz (Sn) rastuci, onda је dovo1jna pret­

postavka da је Е' [1>'*(E',E)-sekyencija1no komp1etan.Za to ,је 

dovoljno dakazati da је svaki jako ogranicen skup iz Е рто -

gHtan nekim Sn.' а ауо sledi iz (21),ТЬт.1. 

Uz јасе uslove od l1э1оуа iz (4.1.2) эе dobija pot.reban 

1 lг ., -<-, . -'" ,. 1 i' ~. i dovoljan. us оу za пгрге~~lа.nоs v .Llnеагпоg 1- l.ЈЛКСlопа_в . еЈ_-

. t .. , ... f 1,.., ~_. _~.r ..... l"·_·1 dl1e 1;"'orl' ~tl· ,..=:..-....... zn r 'lr н' r'! onS Ј ~ зи ге s rlKClJ е I u llepL <:::: ):\-.~., .ћ Q ,-,<::::\[10 0,-, ,а ,,1) .Lln='::;-PC..1.~' n· 
Хl .... -
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(4.1.4)TVRDJENJE bleka је niz (Бп) rastuci, ~n dopustiva fa­

mi1ija и Е ciji је svaki с1ап progutan эа S , ~ fami1ija 
n.~ п 

svih konacnih unij а ~ ВЈ..' ,В. Е.- Ј3. i neka ј е svaki dua1 Е' 
~1 1. П1. п 

tvв -sekvencija1no komp1etan.Prostor Е' је t~-sekvencija1no 
п 

komp1etan ako i эата ako је linearan fHnkciona1 f па Е перге-

kidan cim эи neprekidne restrikcije f{Sn. 

DOКAZ 9: Zbag Ь(Е;Е) ~ tз аи ра1аге Б~ t~ -zatvore­

пе, ра эи t~ -sekvencija1no komp1etne. 'rvrdjenje onda sledi iz 

teoreme (4.1.2). 

~ : Neka је (fn ) ~ -Cauchyjev niz iz Е' i neka је 

f~=fn(Em.Niz (~) је t~m-cauchyjev и ~~.Zaista, jasno је da 

fmEE'.Ako је В Ev8 , onda postoji j€Ji'1, takvo da је f -fЕ 
п m т р q 
ЕВО za р;> q? ј, ра је Г;-~E Bomza р"> q~ ј (вот је ро1а-
га и E~ ), tj. niz (~) је t~т-Cauchyjev и E~.Zato postoje 

~E:E~ takvi аа је t.ЈЗm-1iт f~=~.Kako је niz (Бп) rastuci, 
. ~ ~ 

zo је pres1ikavanje f "iz Е и Ж, definisano sa f\En=~, 1ine-

aran funkciona1, koji је neprekidan, jer эи restrikcije flsn= 

=~I Бп neprekidne .Dokazacemo da је tJ5 -lim fn=f .Ako је В Е 03, 
onda је B6;-~k (јег је niz (Бп) rastuci) za neko k~JN.Kako" 

ј е t JSl -lim fk=gk' to postoj i i Е'Ш, takvo da ј е fk_ gk t;:- Bok 
А п п 

za n;a:.i.lz toga i iz f~=fnlEk' flEk=gk sledi: za xEBC.Ek је 
Ifп(Х)-f(х)r=1f~(х)-gk(х)f;::::1 za n~i, tj. fп-f€Во, sto је 
је i treba10 dokazati. 

Оуај rezultat је uopstenje teoreme 3.а,Ь iz (18), koje 

эе sastoji и tome sto ви и (18) Бп vektorski potprostori.Pret­

hodno tvrdjenje nije tacno ako эе umesto sekvencijalne komp1e­

tnosti аиа1а E~ pretpostavi da эи ро1ате S~n (polare su и 
оапоэи па dua1nost <Еп ,E~ ';» sekvencij а1по koтp1etne. Naiтe, 

u tom slucaju iz sekvencija1ne kompletnosti prostora Е' sle­

(li da ј е fUl~ional f neprekidan cim su restrikcije f[ Sn перге­
kidne (zbog (4.1.2»), a1i obrat пе vazi.Zaista, neka је Е 10-

kalno konveksan prostor cij i slab dua1 nij е sekvenci,jalno korn­

p1etan ( па priтer, Е=l s topo10gijorn '(:""'(l,с о » i neka j~ U 

apsolutno konveksna oko1ina nule и E.Ako је Sn=nU, onda је 

Б~=Е ' Ј S~ зи (Ј'(Е;Е) -kompaktni зkuроvi, ра 81.-1 i О(Е ;Е) -sek-
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vencija1no komp1etni.lz neprekidnosti restrikcija fls n sledi 

neprekidnost f, а Е' nije slabo sekvencija1no komp1etan. 

Теогета (4.1.2) је veoma jaka.Dokaz za to su, зет (4.1.4), 

sledeca tvrdjenja (ауа аи posledice паве teorerne), koja аи 

uopstenja i prosirenja poznatih rezu1tata (о tome се biti ге-

6i kasnije): . 

(4.1.5)TVRDJENJE Neka је F zatvoren vektorski potprostorpro­

stora Е koji је najvise prebrojive kodiтenzije i neka је skup 

{Хћ:Пь:ШЈ kobaza od F.Ako је FOCE' t.љ-sеkvепсiјаlпо kom­

pletna, gde ј е ~ dopusti va f'amilija и Е, takva da ј е ауа­
ki element iz u5 sadrzan u nekom F+span~xl,& •• ,xnr, onda 

је svako linearno produzenje funkcionala fEF' neprekidno. 

(4.1.6)TVRDJENJE Neka је (s ) rastuci:\niz apso1utno konveks-
Il . . 

nih skupova iz Е (cija unija пе тога biti gutajuca u E),F= 

=SDan (Иs ) i neka је SOCF' t'"1:l.--sekvencijalno kompletna, 
... t\:: '1 П р-..г;;;1 

gde је ~ dopustiva familija u F ciji је svaki element pro-

gutan nekim S .Ako је svaki 6(F',F)-konvergentan niz isto-
п _ 

угетепо i 6CF',F)-konvergentan, onda је zatvorenje skupa 
~ ~- . 
lJ S jednako a1gebarskom zatvorenju skupa ~lJ Sn' tj. 
'ђ". 1 П '~"'I ......"..,,--_. . оо 

О S = () (l+е) О S • 
ћ~i П e~o ђ2~ п 

(4.1.7)TVRDJENJE Neka аи ispunjeni usloviiz (4.1.6) za niz 
;< .;о _ 

(З,) i F=sDan (U s ) i neka је .Р najvise prebrojive kodimen-
п ћ::.\ П 

zije u E.Tada је F zatvoren potprostor. 

iz 

Tvrdjenje (4.i.5) 

(77), а samim -tim i 

ima зlаЫје pretpostavke nego 1.2.1. 

slabiie Dretpostavke nego Lеrшпа 2. iz 
,~ ~ 

(71) (pretpostavka u (77) је da је prostor (Е', L(E',E» 10-

ka1no komp1etan).Ovo tvrdjenje se dokazuje па isti nacin kao 

Lernma 2. iz (71), s tim sto зе пергеkidпоst f'unkciona1a doka-

zuje primenom (4.1.2). 

Tт,rrdjenje (4.1.6) је uopstenje Тћтп.2 iz (21).Dokaz п8.-

~ec tvrdjenja j~ uz neke .. .. 1 • '" " • lzmene 1 Korl~cenJe (4.1.2), kao 1). 

:поmепutоm гаО_u.Рг-;_mеtirnо дз ги u (19),r~Ъm.2.1 i (69),Cor.2.2 



dokazana navodna uopstenja T~т. 2 iz (21).Naime, iz uClnje­

nih pretpostavki и pomenutim radovim8 i iz (37),VI,Thm.1. эlе­

di da эи te pretpostavke ekviva1entne sa pretpostavkom iz 

(21): Е је 6'-bacvasi. 

Копаспо, tvrdjenje (4.1.7) је uopstenje (71), Lemтa 3. 

( tu је pretpostavka da је Е' эlаЬо sekvencija1no komp1etan), 

а dokaz је analogan dokazu iz pomenutog rada, s tim sto ве 

kori8ti (4.1.2). 

Теогета (4.1.2) ima јоэ јеапи posledicu koja је prosire­

пје niza poznatih rezultata.Za dokaz се П~Щ biti potrebne 81е­

аесе tri leтe: 

(4.1.8)LEIvlA Neka su s i t lokalno konveksne topologije па Е 

i neka је S apsolutno konveksan skup iz E.Ako је sls~tts, 

onda је 6(Е,Е~}lЗ'=:: 6(Е,Еt )IЗ. 
DOKAZ Neka је U=lx~E: та:х: lfl.(x)1~e3 proizvo1jna 

'\ 1~i~ т\.. 
б(Е,Е')~оkоliпа nu1e.Zbog nejednakosti 8\S~ t\S su restrik-s ~ 

cije fiJS t-пергеkidпе.Iz (б8),Тhт.4 sledi da postoje gi~Et 

takvi da је \f. (Х)-б' (x)l< е/2, za svako ХЕ S.Neka је у= 
1 1 

:-lХЕЕ: Ш?Х Јп-. (х)} < е/27. .. Skup V је б(Е,Еt')-оkо1iпа nule i 
-\ "~,",~n f-E>l . Ј 
vazi inkluzija V гt S с: u п З, koja se 1ako ргоуегауа. 

(4.1.9)OZNAКA За ~t сето oznacaveti topo1ogiju t)(E,Et ). 

(4.1.10)LЕ~ЛА Neka jeft(S ) rastuci niz apsolutno konveksnih 
r п 

podskupova vektorskog prostora Е, neka эи t n lokalno konveks-

пе topologije па Еп=эрan Sn' takve da эи skupovi S бt -kom-
п п 

paktni i аа је бtпЈSп .?-бtп+1 1sп i neka ~e g=g(tћ.,S\"!."пЕ-IN). 
Тааа: 

(а) Prostor (E,g) је Hausdorffov. 

(Ь) Prostor (E,g) је regu1aran. 

(с) Familij а svih g-оgгапiсепih skupova ima f'unda­

menta1an niz od e>g-kompaktnih skupova. 

DOКAZ (а) Neka је x;lo.Kako је tuli.ja с1апоуа niza (ЗП). 

gutajuca и Е i kako је taj niz rastuci, to је XE:-рЗ za пе-
р 

ko рЬЋ~.Торо10giја t је Hausdorffova, ра Dostoji ct -zat-
р . р 



'7(:; 
Ij 

:::;тепа бtр-оkоliпа nule Vp takva da х'; Vp f\ pS}=>.Skup Vpf'lPSp 

~ 6 t p -kompaktan, рв ј е оп i 6'tp +1 -kompaktan, ра postoj i 

tp+l је Hausdorffova topo1ogija) apsolutno konveksna Ot
p

+1 
~a tvorena 6t 1-oko1ina nule V 1" takva da је (х+У 1)n 

р+ р+ р+ 

~ (V г\ pS +У +1)= ф.ОПdа је x4:V f\ pS +V ln (p+l)S loZais-
1 р Р Р - . Р ~ '-}=> р+ р+ 

1., ako to пе b,i bilo, onda bi postoj ali УЕ: Ур 1\ pSp i wE 

.V ll\ (p+l)S 1takvi da је x=v+vl.Qdat1e је x-w/2""=v+w/2, ра , р+ р+ . 

~ х-"\У/2 ~ (x+V p+l) П СУ р п рЗр +V p+l)'\ sto ј е nemoguCe. Skupovi 

г1 pS i V 11\ (р+1) 8 1 аи б' t 1-kompaktni, ра вн oni i ) Р р+ р+ р+ ~ 

~tр+2-kоmраktпi.Таkаv је onda i njihov zbir «44),Р15.6.(8), 

L lz xi,v nр8 +У 111 (p+l)S , sledi da postoji apsolut-
р р р+ ~ p+~ 

) konveksna ot 2-zatvorena ~t 2-oko1ina nule V 2 takva 
р+ р+ р+ 

t ј е ( х + V 2 ) (\ (у г\ р S + V 1 П (р + 1 ) S + V 2 ) = ,/.. о Оп d а х d-р+ Р ~ Р p+~ - ~1 р+ ~ ~ 

V f\ pS +у , П (p+1)S l+V +2Г\ (р+2)З 2 (dokaz kao malocas) .. 
р р p+~ р+ р р+ 

I.-ta.vljajuci induktivno ovaj postupak, dobijamo niz (Yn)n~ р 

)solutno konveksnih 6'tn -zatvorenih -б\-оkоliпа nule, tak­

_h da х tj. V п рЗ + ••. +V П nSn za svako по? p.Neka је у= 
сх) р р п 

U (V () pS + ••• +У 1'\ пЗ ). Onda је V g-okolina nule i vazi 
""_1'::;> р Р п п 
Н.-! 

~ х+У, tj. (E,g) је Hausdorffov prostor. 

( Ь) I z g 1 s п ~ t п t s п i (4. 1 • 1 о) . s 1 е d i {)g I s п ~ 6' t п f s п • S ku Р 
ј е бt -kompaktan, Og ј е Hausdorffova topologija, ра ј е 

L п 

:g{ S = 6't IS (videti па pr. (42),~· .. 8)oZbog toga је svaki 
п п п г 

:ир S g-zatvoren i tacna је jednakost g( 6't ,8 ,пЕ-ЈN) = 
п п п 

~( бg,Sп,ПЕ.JIiJ) (=g').Ako је в g~ogranicen skup, onda је оп 

g .... -ogranicen, јег је g"'~ g.Iz (67) ,Thт.4 onda sledi da је 

:::- pS р za neko п ЕЈЫ, kao i da ј е (zbog Ggl pSp = 6'tp 1 pSp) в 
'-+: "" ~ђ "'- (-r':')" l "" D - О g:r-anl с еп .L гета v оте, ГЈ , g Ј е ге gu __ агап . 

- Се) U dokazu tvrdjenja pod (Ь) је dokazano da niz (пВп) 

la potrebne osobine. 

Prethodna lema pokazuje da poznate teoreme о regu­

.rno s-ti ind.ukti vnegranice lokalno kоnvеl':::гпih prostora kod 

'.ј j_h SlJ. povezH)uca ргеslikаvвп;ја kompaktna ili slя.Ьо kompaIct-
/. "'1'-\ '6"1) (~.,('\ ~ .~. II ,1 l \,Сеогешi3 lZ ~4j), \ C~Г ,\ (О)) vl.J.ze zз. IJ.~~()bO 3lГl..А. ';: .• г.ЗU .1-0К8._-
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nih prostora, koji пе эата da пе Пlогајu biti Ьас­

im ni dua1 пе тога biti аlаЬо sekvencija1no kom­

deti primer u (62». 

МА Neka su S i t kao и (4.1.10) i neka је С kon-- п п 

р iz E.Tada jerC g-zatvoren ako i samo ako ви pre­
,.~ 

t -zatvoreni. 
п п 

КAZ ~: Skup G је, konveksan,pa је og-zаtvогеп.Iz 

nl Sn (videti dokaz prethodne 1ете) sledi 512:} С 1") nSIf 

Sn' ра је С П nsn бtп-zаtvогеп.оп је onda tn-zatvo­

е kOТlveksan. 

Z Ь о g (4. 1 • 1 О ) ( с) ј е с' Е ~ , ;3 ( Е ~ , Е ) ) = ( Е ~, r ( Е ~ , Е » i 

or је (F)-prostor, а njegov dua1 је E.Ako је В ~g­

бg-оgгапiсеп skup iz Е, onda ј е presek В П С 6g-za t­

ta, zbog (4.1.10)(Ь) је BC:pSp za neko pE-Ш, ра је 

\vS 6t -zatvoren skup.Onda iz бg}DS = бt I p S • Р Р . Р р\" Р 
ВА С= 6tp \В() С, ра је skup В" С 6g-zаtvогеп.Dаk-

ki бg-zаtvогеп bg-ogranicen skup В је ргеsеkВћС 

еп, рв iz jedne posledice Вапасh-Чiеudоппеоvе teo­

, 921.10.(5» sledi da је С 6g-zatvoren, а samim 

tvoren skup. 

(4.1.11) vaze s1icne primedbe kao za (4.1.10). 

OREMA Neka su ~ i t n kao и (4.1.10) i neka је Ћ' pot­

ostora Е takav'da su preseci F П SП t n -zatv~reni. 

F 30i i ako su restrikcije f \1<'1\ sп tn-neprekidne, оп­
produziti do g=g(tп,Sп,ПЕJI'Ј)-пергеkidпоg fuпkсiо-

KAZ Zbog (4.1.11) је };' .g-zatvoren, ра је Г(F;,F) 
о ь 

ologija topo10gije L(E~,E) mod F .Kako је, zbog 

), f:(E~,E) Frechetova top.o1ogi,ja, to је i Z--CР~,li') 

, рв su p01are C:F'/"\Sn)o r(р~,li')-sеkvепсiја1Ilо kom-
·d ., d c1 d' . (4 1 Г) ЈеПЈе опа u~e 1 lZ •• с. 

'ethodne teoreme se dobijaju poznati rezu1tati iz 

(17), (18) ( s tim sto је u ovim TacloYima 1..L'11Cpto 

I 

I 

I 
" , 

.', I 

!: 
" 

vojska
Rectangle
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uslova -бtп!sп ~6t 11з uzct jeci us1ov: t /э .> t Is): 
~ п+ ' п п п о- n+l п 

(4.1.1З)РОSLЕDIСА Neka је E(t) stroga induktivna granica ni­

za ref1eksivnih Banachovih prostora Е (t ) i пека Ј"е F pot-
~ п п ' 

prostor pros'tora Е, takav да еи preseci li1 f\E
n 

tn-zatvoreni. 

~ko ј е i' Е- F* i ako· 811 re.strikcij е f IF,.... Е t -neprekidne, оп­
п п 

ја эе f moze produzi.ti 0,0 t-neprekidnog funkcionala па Е. 

DOKAZ Ако S11 В zatvorene jedinicne kugle u Е , onda 
п п 

9и опе бtп -kompaktne, ра 8lli бtП+1 -kompaktne. Zbog toga роз-

toje k Е:ЈЫ, takvi да је В С k В 'l.Neka је Sl=Б1 i S = 
п п п по п 

=k1 ••. lrn _ 1 Bn za n>l.Zbog (4.1.12) postoji g(tп,sп,ПЕ-JN)-пе-

Jrekidno DroduzenJ"e f' funkcionala f.S obzirom da 8и S t-, ~ п п 

-oko1ine пи1е, to је tn=g(tn,kSn,k€JN"), ра је g(tТl ,sп,ПЕ-:ll'1)= 
=IIld (Еп,g(tп,kSп,kЕ-JN»)=Iпd (En,tn)=(E,t).Odatle 81edi da ј9 

[unkciona1 f' t-neprekidan. 

, 
• '0 

'Moze 8е dobiti i precizniji i bolji rezultat od p~ethod-

2og.Za to се пат biti potrebna sledeca lema, која је pobolj­

зanј~ i prosirenje Thm.2.5.1 iz (82) (и (82) опа је dokazana 

~a jedan specijalan tip prostora 8 mesovitom topologijom). 

(4.1.14)LEMA 1Јека је F po't;prostor prostora Eti (ЭП) rastuci 

J.iz ap801utno konvek8ni~ skupova iz Е, takav da za svako пе;.]П 

1.. svaki zаt".тогеп эКир В С S takav да је В П ~=J pos'toji ОКо-- п п п JU 
Lina nule ч,. за овоЫпот: СВ +11 )()F=ф.Таdа ае па F pokla-

п п _ _ _ 

~ajи topologije g(t,sп,п€:-]оО i g(t\F,Snn F,n€-lN). 

DOKAZ Lako эе vidi da iz (Бп+11п )n F=sb sledi da је 
-.-1.. ("\..0 - -

(В + 1/ 211 ) (\ }<' = у.; • N е k а ј е Р = У r, Г\ (У п F + пЗ n]' ) 1) r ој. z v О 1 ј па 
п rl о 'i;;S1 П П -

1- - --
:sCt{F,Sr/' li"Yl~JN)-оkоliпа nule.Postoje t-оt'чqrепе t-okoline 

~lul е УI , \-'1 +Н С V • Skup В =пЗ ........ (ПЗ () }<'+у.; ) ј е t-zatvoren i 
п п п п п п п п 

8 .... ' (\ ]!'= ф. Zaista, iz х ь В nЕ' sledi х G nS П 'Рс пЗ Г\ I?+VJ ,sto 
.J..l п п п п 

" , г - " -1 D -;::; . -lв П Т.' q6 Ј е пето guce ,,)паа Ј е п 1..> С ... ) , Il 1.' = , 
п п п 

~ 

1)а postoje t-oko-

line пи1е lIП за овоЫпот (l/ПВп+Чi~)n }l=p, t ј. ( ВП + п/ 211 п ) П Ј1'= 

::: <ј>. ~'~eka ј е u~=vrn /l n/2U!l. 01lаа ~j е: 

рп (пЗ +U')r F n«(13 +и') u (nS П Р+\У +н'))С 
п П п п п п п 

С 1" Г\ ((ЗП+Пl~) \ј (nSHI\ }:'+ V
r1

»)= 



ра је 

78 

=(l<'n (Вп+П~») И (Ii1 n (пВпn :F'+Vn ») 

=Fn (пВ П F+V k: 
п п 

С :F' п пВ + V п F ,ZEJ. п:=.1 ,2, ... 
п п 

F ('\ V r\ N (U ' +пВ ) С v п rer. (v п F+nS Г\ Р) , 
о ~=-'~ п п _ о ~ '\ П П 

tj. g(t,sn,n€:1LJ)l p~g(tlF,snn }',п ЛЈ).ОЬгпиtа nejednakost је 
uvek ta~na, ра је dokaz zavr§en • . 

Navedeni dokaz је роЬ01ј§апје dokaza iz (82). 

(4.1А15)ТЕОНЕМА Neka ви sn,tn i р kao и (4.1.12) i neka је 

g=g(tn,S ,ПЕ':Ш).'I'аdа је . п 

g( бtп,Sп() F,neJN)=g( 6g,Sn,nEJN) ~F • 

DOKAZ Iz gtsn~tn{Sn i (4.1.8) s1edi бglSп~ 6tnlSn, 

а kako је 6g Hausdorffova topo1ogija (zbog (4.1,.10», to је 

бg 1 Sn= бtп I Вп' Onda ј е ђg 1 Sn 1"\ р= бtп ~ ВП П}'. Kako' ви Bkupovi 

Sn бg-kоrn.раktПi i F 6'g-zatvoren (zbog (4.1.11», to sa is­

panjeni us10vi iz (4.1.14), ра је g( ёg,Sп,пеЉНI}'= 

=g( бg,SпГ\ F,nt:1N)=g( 6'tn,Snf1l<',n€JN). 

Lako ае vidi da iz prethodne teoreme sledi (4.1.12), ako 

ве l.1Zrne и obzir da је g( 8'g,Sп,п~:Л\i)..б g(tn,Sn,n~1N). 

Navedimo jos jednu pos1edicu 1еmе (4.1.14): 

(4.1.1б)ТЕОRЕ~А bleka аи sn,tn i Е\ kao 1.l (4.1.12) i neka ви, 

ј08, s t -kompaktni skupovi.Tada је 
п п . 

g(tn,Snf) l<',п€ЛО=g(g,sп,l1Е]Т)\Ђl , 

;де је g=g(tIl,Sп,ПЕ-JN). 

Dokaz оуе teoreme је analogan dokazu teoreme (4.1.15). 

4.1.17)NAPOlfLENA Tvrrdjenja (4.1.10)-(4.1.13) озtајu tacna i 

tko se us1 ovi : ВП ви 6't -komn._ aktni , бt I s -". 6 t 11 S • zame-
П" п l П ~ п+ п' 

1 " с' 6~ k I t" +- {с: t I С' r, . t [8 us ОVlша: оп ви 1,,11+1- оmрак "ПЈ_, V. С_'п -?- 1\ '),' 6alS а, 
.i _, П __ п+ п 

.ek8 Ј"е sn=t l'K=sl'an S __ .Kak.o -је 6(Е ,Б'(в ))=6(Я; l' . п+_ \ П' Il '.' П yl П П+-'-

.0' 
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Е~+l)l~п, .to ви skupovi Бп 6sп-kоmраktПi.Zа prostor (E,g'), 

g , = g ( Вп ' S п ' п t ]'Ј), s u i в р ип ј е п i н s 1 о v i i z (4. 1 . 1 о), р а z Ь о g 

е,'.:!: e=gCtn,Sn,nElN) (4.1.10) vaz1 1 Z8. (E,g).Da oBta1a tvr­

djenja ya~e, vidi 8е iz B1e~e61b razmatranja.Ako ви preseci 

С /') пStп-zаtvогеПi Сп:> 1), опdа ва oni ов 1-zatvoreni, . п ~ п-

зП_1 ј е 6" 8П- 1 -kompaktan, ра ј е С П (п-1) БП_1= (С /1 11.Зп ) П (11.-1) Ъ-1 

6в 1-zatvoren, а samim tim.i s 1-zаtvогеп.U tom Blи~ajи 
п- 'п-" 

је С g'-zatvoren, рв iz g'<,g sledi ав је оп g-zаtvогеп.Аkо ...... 

је С g-zatvoren, onda 1z бg'\S =бs {3 =6t 1\3 = ~g\S 
п п п n+~ п п 

(uzeto је u obzir da је g Hausdorffova topo10gija) sledi da 

је skup пБп{\ С 6'g'-zatvoren, odnosno g'-zatvoren, ра iz 

(4.1.11) sledi da је оп sп-zаtvогеп.Каkо је s 18 =t 11В ~ 
п п п+ п 

~ t \ S , -to ј е skup С/) nSn t -za tvoren. 
п п - . п 

1z prethodnog sledi da је konveksan skup С g-zatvoren 

ako i вато ako је оп g'-zatvoren, ра је -бg= бg' ( јег za f 

Е ;:,* . f -1 () , t 1 - l' k" ..Ј--ё'" Ј е о g -za voren а,к.ир ако l saтo а ~o Ј е оп g-za t..-

уогеп) . 

Zbog prethodne паротепе, specija1ni slucajevi nasih ге­

zu1tata ве тogu naci и (17),(27),(51),(64),(66),(76),(43). 

Uzimaju6i и obzir (4.1.17), iz (4.1.15) i (4.1.16) аоЫ-

јато: 

"( 4 . 1 . 18 ) 'ГЕ OREM.A N е k а s u S п ' t п k а о u (4. 1 . 1 7) 1 п е k а ј е Р р о t -

prostor prostora Е, takav аа, ви preseci FfI nSn t n -zatvoren1 

:o:kupovi. ffacia : 

(а) g ( 6' t 1 ,Б ~}" , Il ~ .лО = g ( .с; g ,Б , п ~ ]:.ј )п F , п+ п п 

ako ви 

gde lP 
и -

I 
• "О 

. .. 
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j2~ Linearna preslikavanja neprekidna па clanov~ma 

familije apsolutno konveksnih экuроуа i 

teoreme о zatvorenom grafiku 

Као ргуо, uop§ti6emo teoremu C4.1.2).Radi krace&~zra~a­

vanja uvescemo sledeci ројат: 

(4.2.1)DEFII'J}CIJA Genera1isBIl niz (х;.:! EI) ,је duzine ~ 

(~ ј е kагdiпаlап Ьго ј , f ~ Card ( Ш» ако i samo ako ј е Card(I)~ 

~ f . 

(4.2.2)TEOREMA Neka эи ~={За:аЕА} i :Ј3 dopustive faтilije 
apso1utno konveksnih podskupova 10ka1no konveksnog prostora 

E(t), takve daje svaki e1ement farni1i.je t-3 progutan nekim 

Sa i neka postoj i Ь Е А takvo da ј е svaki t~ -Cauchyj еу geIlera­

lisani niz, du~ine Card(A), e1emenata polare S~C(E,t)' t~-
-kопvегgепtап.Аkо је f 1inearan funkciona1 па Е i ако эи геэ- cti1. 

trikcij е f r За neprekidne za svako а Е А, onda ј е f neprekidan 

funkciona1. 

Dokazove teoreme је uopstenje dokaza teorerne (4.1.2), 

ра ga песето navoditi. 

(4.2.3) TEOREI\1A Neka su Е (t), :;;о i ,Ј6 као u (4.2.2) ~! neka 

је т 1inearno pres1ikavanje iz Е u loka1no konveksan prostor 

F.Ako эи restrikcije т{з slabo neprekidne, onda је presli-. а 

kavanje Т slabo neprekidno. 

DCKAZ Neka је f~6Jil'.Tada зи restrikcije fT!Sa slabo 

neprekidne, а kako је Ба ap801utno konveksan Rkup, to iz (34), 

2.14.Ехс.1.Ь) sledi da su опе neprekidne, рв iz (4.2.2) 81е­

di da је fT neprekidan funkcional.Prema tome, Т је slabo пе­

prekidno pres1ikavanje. 

Pres1ikavanje 11; 

prekidno сак ni kada 

iz 

је 

prethodne teoreme пе тога biti пе-
, ~. t . k .. 11' S А= ll\Ј, а геэ rl?ClJ е . \ t- Ь8-пер-

rekidne, gde је s topologija prostora F.Da Ы эе to videlo 
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E(g), g::::g(t,s ,n~JN).Restrikcije rrls su neprekidne, а ako bi 
п п 

т bi10 neprekidno, onda Ь! bila tacna nejednakost t~ g, зtо 

sa t::;; g (ovo ј е uvek tacno) daj е t=g. Sada сето dati primer 

prostora koji zadovo1java из1оуе teoreme, а kod koga је. t~g. 

С4.2.4)РНIМЕН Neka је Е=Х' beskonacnodimenziona1an ref1eksi­

van ВапасЬоу prostor, t= б(х',Х), в zatvorena jedinicna kug-

1а U Х i Sn=nHo .Topo1ogija g nije nista drugo do topo1ogija 

z: (Х' ,Х) uniformne konvergencije па pretkompaktnim skupovi-
с 

та iz Х (ро Banach-Dieudonneovoj teoremi).Ako bi bi10 t=g, 

onda bi svaki pretkompaktan skup iz Х bio konacnodirnenziona-

1ап, а to nije slucaj: neka је х ЕВ niz 1inearno nezavisnih 
п -1 -1 

e1ernenata.Skup В је оgгапiсеп, ра п х ~ о i skuu{n х : 
п ., п 

п Е-ЈН} ј е pretkompaktan, а nij е konacne dimenzij е. S druge stra-

пе, zbog ref1eksivuosti, је S~ O(X,X')-kompaktan skup, а В8-
mim tiт i б(Е',Е)= 6(X,X')-sekvencija1no komp1etan skup, tj. 

iSPUllj eni вн us10vi teoreme za ttY6 = 6" СЕ ' ,Е) . 

Јаэпо је da се preslikavallje Т iz (4.2.3) biti neprekid­

по ako је t Mackeyeva tapologija, i1i u зlисаји da је t=g 

(роЈ иэ1ауот da 8Н restrikcije Т[За neprekidne).U da1jern се­

та pokazati Ја је u tim slucajevirna dovo1jno pretpostaviti 

Ја Т ima zatvaren grafik. 

Росесеmо s jednim tvrdjenjern iz apste topologije (vide­

ti, па рг. (45), !41.IУ.ТЬm.2.): 

(4.2.5)LEMA Neka эи Х i У tapo1aski prostori, У kornpaktan i 

Hausdarffav.Pres1ikavanje f iz Х и У је neurekidno ako i эа­

то ako опо ima zatvoren grafik. 

U dokazu svih teorema о zatvorenom grafiku (tcor~ma ko­

је зlеЈе) koristicemo ovu lemu. 

(4.2.б)'I'ЕСНЕI'il.А bleka вн E(t) i }'(s) loka1no konveksni prosto-

гi, familija slobo kompaktnih apso1utno konveks-

nih (гезр. kompaktnih apso1utno konveksnih) poJskupova ргов-

preslikavanje ва zatvorenim 

Q..v.:o :::;С 
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Е i F snabdeju topo1ogijama g( 6"t'T-\ка) ,аЕ А) i [t;( 6'а,Ка ,аЕ=А) 
redom (resp. topo1ogijama g(t,t-1 (ка ),еЕА) i g(s,Ka,aeA». 

DOKAZ Dokaz 6ето dati za alи~aj slabih topologija; ао­

kaz za drugi alи~aj је ana1ogan.Neka је V apso1utrio konveks­

па g( 6' в,К ,аЕ A)-okolina nule.Onda postoje 6"'s-okoline пи1е 
а 

V, takve da је V ПК cVnK .Ako је Ta=T!'l,-l(ка ), опаа је 
а а а а 

gra f i k Р r е s 1 i k а v ап ј а Т z а t v о re п u ('1.,-1 ( К ), 6' t ) Х (К , б' S ) , 
а а а 

jer је grafik pres1ikavanja Т zatvoren и E(t)XF(s), а samim 

tim i и Б( бt)ХF(~s).Iz (4.2.5) sledi da је Та neprekidno, 

ра postoje бt-оkо1iпе пи1е Ua , takve аа је Ta CUa nt-1 (ка »с 
С V а Г\ Ка' tj. T(Uan т-1 (Ка»С v аГ'\ Ка с: V. Prema tome, restrik­

cije tIt-1 СКа ) аи 6t-g(бs,Ка ,аЕА)-пергеkidпе, ра tvrdjenje 

slerei iz (1.1.2). 

Na isti na~in ве doka~uje i slede6a varijanta prethodne 

teoreme: 

(4.2.7)ТЕОНЕМА Neka је E(tj loka1no konveksBYl. prostor, F vek­

torski prostor, Ка (аБА) apsolutno konveksni skupovi iz F i 

sa lokalno konveksne topo1ogije па Ра=арап Ка' takve da su 

skupovi Ка БSа-kоmраktПi (resp. sa-kоmраktпi).Аkо linearno 

preslikavanje Т:Е -?Р ima zatvoren grafik и E(t)X }'(g(6"~Ka» 

onda је Т neprekidno ako su prostori Е i F апаьаеуеп! topo1o­

gijama g( бt,т-1(ка),аЕ-А) i g( б'Sа,Ка,аЕА) геаот (гевр. to-

po1ogijama g(t,'r-1 (ка ),аЕ.А) i g(sa,Ka,aE:-А». 

(4.2.8) PRIIvlEDBA (а) Teorema (4.2. б) ј е tаспа i kada ве topo­

logije g( бs,Ка,аЕ-А) i g(s,Ka,aE-il.) zamene topo1ogijarna ЬВ 

i в, геаоm (јег ~и опе slabije оа prvih). 

(Ь) Теогете (4.2.6) i (4.2.7) ви tacne i ako ве SkUDovi 

т- 1 (ка ) zaтe~~ skupoviтa T-1(Ka ), uz pretpostavku аа је uni­

ја skupova Т ~(Ka) gutaju6a u Е (оуо sledi iz (1.1.7». 

(4.2.9) POSJJEDICA Neka ви Е (t) i Ј;' (s) lokalno konveksni р:гоs­

tori, Е' r--.!(E' ,E)-sekvencija1no kompletal1 i :neka Р iша niz 
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Кп) slabo kompaktnih skupova ~ija је unija gutaju6a u F.Ako 

_inearno pres1ikavanje Т iz Е u F ima zatvoren grafik, onda 

је опо slabo neprekidno. 

-DOKAZ, r-Поzеmо pretpostavi ti da је niz (КП) rastuci (ako 
1'1., 

lije, onda је (Г(UКlО» ras!:uci niz сlаЬо kОШDаktпih skupo-<:::>: .. 
та-(44), §20.7.(5».Zbog (4.2.6) i (4.2.З)(а),(Ь) је pres1i-

~ayanj е _ Т g( 6 t ,Т=Т (Кп) ,п JN) - Q's-neprekidno, tj. restrik -

;ije r.r~~-l(Kn) БU бt- 6"'s-neprekidne, ра ви i t-6"'s-neprekid­

le.Niz (t-1СКп » је ratuci niz zatvorenih apsolutno konveks­

lih skupova cija је unija gutajuca u Е, ра iz (21),Thm.1. 816-

1i da је svaki jako ograni~en 8kup iz Е progutan nekim 51а­

lОПl tog пizа.lz ovoga sledi da ЕЈи ispunjeni uslovi iz (4.2.3), 

Ја је Tslabo neprekidno preslikavanje~ 

Primetimo da prostor F iz (4.2.9) ima fundamenta1anniz 
, ~ ~ 

~amilije svih slabo kompaktnih apsolutno konveksnih skupova 

: sledi iz (2.4.7», ра је dua1 F' ~(F';F)-metrizabi1an (уа­

~i i: ako је р' "["(F;F)-metrizabilan, onda ... F ima fundaтenta­

Lan niz fami1ije svih slabo kompaktnih apsolutno konveksnih 

зkuроvа).ZЬоg toga је Thm.l.(iii) iz (53) (videti (0.4.5» 

Josledica tvrdjenja (4.2.9) (priтetimo da је u Mclntoshevoj 

teoremi ј aci uslov: Е" ј е 1:"( Е ' ,Е) -sekvencij alno kоmрlеtап). 

I Thm.l.(vii) iz (53) (videti (0.4.5» је, takodje, posledi­

~a tvrdjenja (4.2.9).Zaista, ako је Е sekvencija1no komple­

tan i Е' t-sekvencijalno kompletan za пеku topo1ogiju t, 
1" 

6(E;E)r~t ~(3(E;E), опда iz Еапасh·-fЛасkеуеvе teoreme sledi 

(?:>O~;E)= f::>~(E;E), ра је Е' f.:>*(E;E)-sеkvепсiјаlпо kompletan. 

{\ko је Ј,1 sеmiгеf1еksivап prostor s fYF;}l)-mеtгizаbilпim ди­

alom, onda i F zadovo1java us10ve iz (4.2.9),Јаsпо је, s оЬ­

~irom па (4.2.9), аа је ovde dovoljno pretpostaviti зато da 

је ~' C(F;F)-metrizabi1an, ~to је mnogo slabije od pretpos­

tavki u Thrn.l. (Yii) iz (53)! 

3ada 6ето dokazati d~ va~i ja~e tvrdjenje od (20),Prop. 

Iv.6.12. Ct~j. од (4t1-), §35.10.(1».о роmеП1.l.tоrn rEJdu је зато 

dokazano da је preslikavanje Т iz slede~eg tvrdjenja вlаЬо 

пе;)геki,dпо. 
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(4.2.1o)T\fRDJENJE l\ieka је E(t) 10ka1no konvekean prostor ciji 

је dual Е' ts -komp1etan, gde је Ј5 familija svih J3anacho­

vih diskova; F(s) 10ka1no konveksan PTostor koji ima ref1ek­

s1vnu mrezu , 11i је semirefleksivan (GLP)-ргоЕ~tог.Аkо line­

агпо preslikavanje T:E(t) -~}\(a) ima zFttvoren grafik, onda 

је т g( ~t,В,ВЕ~)-g(6"s,Т(В),В~ сб )-пергеkid.rlO preslika~ 

vanje.Specijalno, Т је аlаЬо neprekiqblo pres1ikavanje. 

DOKAZ Iz teoreme о zatvgrenomgrafiku za prostore s 

nrezom (odnosno, za (GLF)-prostore) sledi da је skup Т(В) 

E>s-re1ativno kompaktan ZA Rvako B~~ (za to је dovoljno 

~osmatrati restrikciju pres11kavanja Т па ~i primeniti teo­

~eти о zatvorenom grafiku па tu restrikciju).Iz (4.2.6) onda 

з1еdi da је Т g( ot,t-1 (тв) ,Е Е-З)-g( 6'а,ТВ,ВЕ И3)-пергеkid-
10 preslikavanje.Iz bct-1сгв) dobijamo da је' g( бt,Е,В~)~ 
~g(Qt,т-1(ТЕ),ВЕ-~), ра је '1' g(-6t""ВЕ~ )-g(~s,тв,вЕ=tВ)­

-neprekidno. 

1 z о уо g а i i z ( 4 . 2'-~З ) ( а ), ( 4 . 2 . Ј) s 1 е di da ј е Т S 1 а Ь о п е -

)rekidno. 

Sada сето dokazati mnogo opstije tvrdjenje od prethod­

log.Iz njega ае moze dobiti niz teorema о zatvorenom grafiku, 

iokazanih и (39) 1 (70). 

: 4.2.11) TEOREMA bleka ј е {Sa: а €; А] 

lih podskupova vektorskog prostora 

familija apsolutno. konveks-

Е, t lokalno konveksne to-
;< а 

)olog1j е па арап За' F yektorski prostor i Т:Е --;:О}' linearno 

)reslikavanje, takvo da па врап Т(За) postoje lokalno kon -

rеkЕ,пе topo1ogije Ва н kojima ви skupovi Т(За) ()sa-kompakt-

11 (геар. sa-kоmраktпi).Аkо preslikavanje Т ima zatvoren gra­

'ik u topologiji g( 6t a ,Sa,aEA)Xg( 6Ва 'Т(За),аЕ.А) i ako 

ie g( ~~:5а,(.г(Ба) ,aE:-А) Hausdorffova topologija, опс1а је pres­

.ikavanje i' [!,( 6"ta ,sa,a E:.A)-g( б"Sа'Т(Sа) ,аЕ A)-neprek:1cino 

гезп. g(t ,3 ,aE:A)-g(s ,T(Sa),ai!E::A)-пергеkidпо) . . - а а а. -
ЛОКА Z Dokazacerno БarIlO prvi slllcej (sa sla Ыm topolo-

;ijama), dokaz dr!J.gog slucaja је аЕаlоgап. 

Neka је t=g( 6't а ,За ,аЕ:л).Iz (4.2.7) s1edi da ,је presli-;­

:аvаП,l."е [[' g( ot,p-1СТSа),еЕ-А)-д:( €э ,тз .aEA)-пеnг",kid.nо, 
.ј '.ј а а' 1 
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р а ј е i g ( б t , S а ' а Е.А ) - g ( 6" s а ' 11 S а ' а ~ А ) - п е р r е k i dn о ( k а о и d 0-

kazu C4.2.1o)).Kako је бtјSа ~ 6talsa (videti (4.1.8)), to 

је g( .6't,Sa,aEA)~ g( -6"t ,S ,aEA)=t i dokaz је zavrsen. 
а а 

(4.2.12)POSLEDICA 

(а) «39),(70),Ртор.3.4) Neka su E(t),F(s) loka1no 

konyeksni prostori, :;tc fami1ija apso1utno konveksl1ih skupo­

уа i z Е, takvih da ј е topo10gij а g=g( t ,S ,Sб 5р ) sag1asl1a s 

Jиa1no~6и ~E,E'> (гевр. t=g).Onda је svako 1inearn~ pres1i~ 

kavanje Т iz Е и 111, koje skupoye iz S' pres1ikaya и f$s-re-

1ativno kompaktne (resp. s-re1ativno kompaktne) skupove i ko­

је ima zatvoren grafik, slabo neprekidno (resp. neprekidno). 

(Ь) «70),Thrn.3.5) Neka је E(t) 10ka1no konveksanpro­

stor, v3 fami1ija syih ogranicenih apso1utno kопvеkзпih sku­

роуа iz Е i neka је topo1ogija g=g(t,B,BEt3) sag1asna s du­

а1пов6и <Е,Е'> (гезр. t=g).Onda је svako 1inearno pres1ika­

уапје т iz Е и F sa zatvorenim grafikom, koje pres1ikava 

ogranicene skupove u ogranicene skupove, зlаЬо neprekidno 

(resp. neprekidno), ako је F semiref1eksivan (resp. semi-Mon­

telov) prostor. 

Р' +. ~ rlme vlmo da su i tvrdjenja 3.6-3.10 iz (70) takodjepos-

1edice teoreme (4.2.11), ali ih пе6ето navoditi. 

(4.2.13)ТЕОНЕМА Neka је E(t) Hausdorffov 10ka1no konveksan 

prostor, (КП) rastu6i niz apso1utno konveksnih kornp"aktnih sku­

роуа cija је unija gutaju6a и E.Ako 1inearno preslikaysnje Т 

iz Е 1.1 Е irna zatvoren f.;rafik, ol1da је опо g(t,Kn,n~JN)­

-g(-t,К ~ПЕJI'J)-пергеkidпо. 
п 

DOKAZ Kako је t ~g=g(t,Kn,n~JN), to -је grafik pres1i-

kavanja Т zatvoren i и topo10giji tx g, ра iz (4.2.7) sledi 
- о Г!"\' - k о d d о ... (... rn -1 (т,') "'~ ) л k d ад Ј е 1. g - g - п е р г е. l п о, g е Ј е g = р; И, Ј. Н-П' П ~.Jl\ • -'''- О О -

- ~ d'" "к / bOt· ~ 7Ь ""1' \К ( о kazemo а Је g ~ g, aO .. az се l l zavrsen.~ og u\ ~m=g ~т Vl-

deti (1.1.12» зи Ekupovi К ~-kompaktni, ра ни i g.-zatvore-, . гn 'Ј -, . ~ 

п i . СПП_R f1U skupovi 1,-1 О() ~r,' - za t'10reni. ра iz р:,' /,г-о1 (К ) =: 
ill - . - - m 

= t 1'1,-1 ( К ) s 1 е d Ј da s u о п i t - z а t v о у' е п i . Л а k 1. е, п i L~ (lГ 1 (К » 
т m 

~o ~цоtuс'i nl'z zatvoren~Lh (: '.. .... ...!... '" ........ .) """- apsolutno kопvеkЕ:::пih 
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је ипiја gutajuca и Е, ра iz koтpaktnosti skupova Кт i (3.1.7) 

з1еdi da postoje Drirodni brojevi р , takvi аа је К С D т-1к . 
... -l· П . П - П Р 

) da t 1 е s 1 е d i d а ј е g ~ g ( t , Р п '11 ~ Кп ' п ~:ПО, р а i z (1 > 1 . 1 о) i п 
о.п 

s(t,t-1к ,п~ЈN)=g(t,rr-1к ,nGJN) sledi б~б" sto је i treba~ 
РП п 

Lo dokazati. 

Qva teorerna је pro~irenje Тhm.З.1. iz (З8).U (З8) је Е= 

=х', gde је Х (Jn-prostor, t= 6(х;х) i Kn=U~, gde је {Un :пЕ INJ 

~aza oko1ina пи1е u X.U tom slucaju је g= ~(x;x) ( и (З8) 

је formu1acija teoreme З.1. data bez pominjanja topo10gije~. 

Prethodna teorema зе moze uopstiti: 

(4.2 .1 tr ) 'l'EOREbliA Neka ј е Е (t) loka1no konveksan prostor, F vek­

torski prostor u kome postoje: niz (Кп) apso1utno konveksnih 
\ 

зkироvа ciJa.', ј е unij а gutajuca и F i loka1no konveksne tорф-

Logije sn па span Кп' takve аа su Кп бsп-kоmраktпi (гезр. sn­

:compaktni) skupovi i da је topo1ogija g=g(sn,K ,п.:Ш) Наиз-
.~ п 

iorffova.Neka је {Ва:аЕА] familija apsolutno konveksnih 

)granicenih skupova iz Е koji ви druge kategorije u sebi и 

topologiji ot (resp. u topologiji t).Ako linearno preslika­

уаnје т iz Е u F ima zatvoren grafik u topologiji tXg(~sn,Kn), 

)nda је оnо g( бt,Ва,аЕ::А)-g( ьвп,Кn,п JN)-neprekidno (гезр. 

~ (t ,В ,а€:- А) -g-neprekidno) . 

DOKAZ Dokazacemo зато drugi slucaj, dokaz prvog је 

3.па10gап. 

1z (4.2,7) sledi аа је Т g (t, т-1к ,ПЕ ЈП) -g-neprekidno. 
п 

l\ko dokazeтo da је g(t,Ba,a6.·A)~ g(t,T-1Кп,ПGЈП) (=g'), ciokaz 

6е biti zavrsen.Ka·o u dokazu (4.2.1З) d.obijamo da postoje р Е-

e--JI"i, takvi da је В с.р 1.r-1K za svako a~A6Qdat1e sledi а: 
< а а Ра 

;је g(t,B ,aEA)~ g(t,P т-1к ,aE..Aj.Kako;je g(t,Pa 'r- 1к ,а<;;11.)= 
а7 ·-а р . р. 

-а 'а 

:::g(t,t- 1кn ,а<Е:А) (videti (1.1.10») i g(t,t-1кр ,а6.А)= 
~a 'а 

=g(t,тг1к ,ПЕ:ЈN) (J'~eг sтo тop:li, zbog К сК l' аа pretpos-
'- П" .' П П + .-

tavimo аа ј е Card ({Рё1 : аЕ- А}) =Card (]\Ј)) , to ј е dokaz zavrSen. 

;Г 
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