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U ovom radu su dati rezultati nadih istraZivanja osobi-
ne linearnih preslikavanja lokalno konveksnogfprostora E u
lokalno konveksan prostor F, pri cCemu je bar jedan od bva
dva prostora snabdeven topologijom generalisane induktivne
granice.Topologija generaliscane induktivne granice predstavlja
prirodnu generalizaciju topologije (obicne ) induktivne grani-
ce: lNeka je E vektorski prostor, Ea(ta) lokalno konveksni
prostori, Saq;%iapsolutno konveksni skupovi 1 fa: Ea =5 1i-
nearna preslikavanja, onda Jje topologija generalisane induk-
tivne granice g(ta,S ,a& A) na E najjaca lokalno konveksna

a
topologija na E za koju su restrikcije falS t_- neprekidne.

a
I pored toga sto topologija generalisane induitivne granice
predstavlja generalizaciju (obidne) topglogije induktivne gra-
nice, ona niti je nastala kao generalizgcija-poslednje, niti
je bitna zbog toga.Njena vainost se ogleda u tome &to ona
predstavlja prirodnu topologiju nekih klasa funkcionalnih
prostora, koji, praktic¢no, nemaju nikakve veze s topologijom
(obiéne) induktivne granice.Da bismo preciznije rekli o Cemu
je red, napravidemo Jedan kratak istorijski pregled.

Godine 1950. Orlicz je u radu Q5é) definisao Saksove
prostore (videti (1.2.1)), vodjen potrebama matidne teorije
sumiranja.Kako Saksovi prostori nisu vektorski prostori, ved
camo podskupovi vextorskih prostora, to je 1954. godine Alex-—
iewicz u radu (2) uveo pojam g-konvergencije (videti (1.2.2)
u prostoru sas dve norme i1 na taj nac¢in linearizovao Saksove
prostore,.Osnovni nedostatak Jk—konvergencije je bio taj sto
ons nije bila topolosdka.Taj nedostatak ispravlija Wiweger go-
dine 1957., topologizujudéi Saksove i dvo-normirane prostore.
S takvom topologijom su ovi prostori postali topolodki vek-
tor&ki prostori.

Modifikujudi Wiwegerovu (mesovitu) topologiju, da bl iz-
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neka njena ogranidenja, Garling 1964. godine defin
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u radu (30) topologiju generalisane induktivne granice, k
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je u sebi sadrzala i malocCas razmatrane prostore 1 obicne
induktivne granice,Istine radi, primetomo - a je jedan speci-
jalan slucaj ovakvih topologija ispitivao Persson 1963. godi-
ne u radu (63).

Garling je u pomenutom radu, ispitujuli opsSte osobine
topologije generalisane induktivne granice, bio previse pod
uticajem teorije obiénih induktivnih granica (videti str.ll
ovog rada), tako da topologije generalisane induktivne grani-
ce jedno vreme (do poletka sedamdesetih godina) nije izazva-
la prakticno nikakvo interesovanje.Poletkom sedamdesetih go-
dina gituacija se menja. Tada Je primedeno da se jedan speci-
jalan tip topologije generalisane induktivne granice mozZe
primeniti na ispitivanje problema kada neka Tamilija ograni-
¢enil skupova ima fundamentalan niz i, Sto je mnogo vaznije,
dokazano Je da su striktne topologije funkcionalnih prostora
- topologije generalisane induktivne granice (u sustini, to
je dikazao jod Wiweger 1961. godine u radu (82)).

Striktne topologije (pod tim nazivom) je definisao Buck
1958. godine u (11). na prostoru cP(x) neprekidnih i ograni-

¢

enih funkcija na lokalno kompaktnom prostoru X, kao i na
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rostoru H ~(U) ogranic¢enih i holomorfnih funkcija na otvo-
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renom jedinic¢nom krugu kompleksne ravni (na prvom od ova dva
prostora su 1957. godine Le Cam 1 Marik takodje dspitivaeli
ovakve topologije, s tim Sto je Le Cam "svoju" topologiju
definisao u sugtini kao topologiju generalisane induktivne
granice, dok su Buck i Narik koristili prednorme, tako da se
w to vreme nije videlo da su u pitanju iste topologije).Raz-
loga za uvodjenje striktnih topologija je bilo vise, a skoro
svi su posledice ¢injenice da u mnogo slucajeva sup-norma to-
nologija na Cb(X) i H®(U) nije adekvatna generalizacijia sup-
-norma topologije na ovim prostorima u slucaju kada je Z kom-
paktan prostor, a U zatvoren jediniéni krug.ia primer, ako su
Cb(X) i Cb(Y) izomorfni prostori sa sup-norma topologijom (X
i Y su lokalno kompaktni), onda X i Y ne moraju dbiti homeo-
morfni- dovoljno je uzeti dea Je Y Stone-Cechova kompaktifi-

kacija prostora X.
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snabdevenog striktnom topoiogijom, Je¢ prostor svih Radonovih
(ogranidenih) mera na X.

Sve ovo je uticalo da se stvori interes za generalisane
induktivné granice i pojavljuje se vise radova o generalisa-
nim induktivnim granicama tipa g(t,Sa,aG;A)(u vedini tih ra-
dova je A= N, a u nekima od njih se koristi termin "medovita
topologij?f , dakle o topologijema generalizovanih induktiv=
nih granica dovoljno specijalnog tipa.

Nafe interesovanje za topologije generalisane induktivne
granice opstijeg tipa od maloéas pomenutog Je bilo izazvano
dvema stvarima. Prva od njih je mogudénost fleksibilnijeg pris-
tupa problemu utvrdjiivanja da 1i neka familija ogranicenih
skupova ima fundamentalan niz.Druga od njih je ¢injenica da
neki tipovi striktnih topologija nisu nista drugo do topolo-
gije generalisane induktivne granice veoma opSteg tipa (vide-
ti str. 18), a duali prostora~Cb(X), snabdeverg tim tim topo-
logijama su prbstori odredjenih klasa mera na prosctoru X(vide-
ti (56),(75) 1 (79)). .

_ Zbog ovoga Jje od interesa ispitivanjie osobina linearnih
preslikavanja prostora s topologijama generalisene induktiv-
ne granice.Jedini radovi u vezli sa ovom problematikom su (16),
(39) i (70) (ako ne uzmemo u obzir radove o Saksovim i dvo-
-normiranim prostorima) i u evim ovim radovima su posmatrane
topologije tipa g(t,Sa,aegA).

Sada “demo izloziti kratak pfegled rezultata ovog rada.Do-
punske informacije o sadrzaju pojedinih glava se mogu naci u

uvodnom tekstu svake glave.

U glavi O je dat pregled osnovnih definicija i rezultata

teorije lokalno konveksnih prostora.

Glava 1 se gsastoji iz dva paragrafa.U prvom su dokazanc
neke osobine topologija generalisane induktivne granice koje
su nam potfebne za dalji rad, a u drugom su dati neki primeri
progtora koji imaju topologiju generalisane induktivne granice.

Skoro svi rezultati pnrvog paragrafa se mogu nacdi u Garlingovom



radu (30), s tim sto ih je on dokazao uz jace pretpostavke,
kojé, kao 3to smo vel naveli, proisticéu iz teorije obidnih
4nduktivnih granica.liasi dokazi su jJjednostavniji od Garling-

ovinh.

U §1. glave 2 je definisana specijalna klasa prostora
s topologijom generalisane induktivne granice— klasa (GLF)-
~prostora.Uva klasa sadrzi sve Saksove D ostore u smislu
(1.2.1), najvaénije dvo-normirane prostore u smislu (1.2.2),
prostore Cb(X) sa striktnom topologijom (gde je X lokalno kom-
paktan 6-kompaktan prostor), kao i (LF)-prostore.Ovde je od
posebnog znacaja teorema (2.1.5), koja ovisuje vezu izmedju
(GLF)-prostora i (L¥)-prostora.

- U §_. su dokazane neke nasledne osobine (GLF)-prostora
u slabijem smislu od uobicajenih, ali u smislu koji je dovo-
ljan za ono 3to je nas cil] u ovoj glavi- za dokaz teorema o
zatvorenom grafiku i otvorenom preslikavanju (videti str.23).

Paragrafl 3. je centralni deo ove glave.U njemu su doka-
zane teoreme o zatverenom grafiku 1 otvorenom preslikavanju
za (GLF)-prostore, koje predstavljaju uopstenja poznatih Gro-
thendieckovih teorema za (L} )-prostore.U dokazu ovih teorema
glavnu ulogu ima teorema (2.1.5), jer se pomodu nje dokaz svo-
di na koriséenje poZnatih teorema o zatvorenom grafiku i otvo-
renom preslikavanju.

U §4. su rezultati $3. iskorisdeni za dobijanje niza
.rezultata o prostorlma s Tundamentaln 1m’nlzom neke familije
ogranilenih skupova.liajvazniji rezultat ovog paragrafa je teo-
rema (2.4.8).U ovom paragrafu je kontraprimerom dat odgovor

na jednu dilemu iz Mirkovidevog rada (54).

U 81. glave 3 Jje cdokazana Banach-Steinhausova teorems
za prostore s topoldgijom generalisane induktivne granice i
primerom je pokazano da bolji rezultat ne moZe biti dobijen.
Drugi po vaznosti rezultat ovog paragrafa Jje teorema (3.1.11),
doveljan uslov (da je con i potreban, oligledno je) za jaku
ogranicenost skupa linearnih preslikavanja

Forisdenjem rezultata $1., u @2. se dokazuju notrebni
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‘preslikavanja, za jednakost topologije generaslisane induktiv-
ne granice 1 njene Mackeyeve topolecgije, kao i nekxih topolo-
-gija bliskih Mackeyevoj.Ove jednakosti su od znaclaja za strik-
tne topologije (videti (13)).

U §3. dokazujemo da poznata Kaltonova teorema vazi i za
‘§iru klasu prostora od one iz Kalton (41), a zatim ovaj re-
zultat (kao 1 rezultate §1.) koristimo za dokaz teoreme o
zatvorenom preslikavanju u slucaju kada je domen preslikava-
nja prostor s topologijom generalisane induktivne granice.

lajzad, u §4. dokazujemo jednu Collinsovu hipotezu iz
1968. godine u vezi s dualom prostora snabdevenog striktnom
topologijom, koja do Sada'nije bila dokazana i1 pored napora

Collinsa i njegovih udenika.

Glava 4 se sastojil iz dva paragrafa. U prvom paragrafu
su dokazana neka tvrdjenja u vezi sa dobrom smestenosdéu pot-
prostora prostora s topologijom generalisane induktivne gra-
nice, a koja su bolja od niza rezultata, ranije dokazanih =za
obic¢nu induktivau granicu.Ovde su data poboljsanja i (ili)
proéirenja nekih tvrdjenja koja nisu u vezli sa induktivnim
granicama.Osnovna teorema ovog paragrafa, iz koje su izvede-
ni pomenuti rezultati, je teorema (4.1.2).

U paragrafu 2. sm jedno uopStenje teoreme 4.1.2)i jedno
tvrdjenje iz opS3te topologije (lema (4.2.5)) iskoriddeni za
dobijenje nekoliko teorema o zatvorenom grafiku za sludaj ka-
da su oba prostora snabdevena topologijama generalisane induk-
tivne granice.lz ovih teorema se dcbijsju poboljéanjahﬁekoli—
ko McIntoshevih, Iyahenovih 1 Ruessovih teorema o zatvorenom
grafiku (kod prvog od njinh se ne radi o prostorima s topolo-

gijom generalisane irnduktivne granice!).

U glavi O Mmjedan rezultat nije originalan., U osgtelim

glavama smatramo da su potpuno originalna ona tvrdjenja kod
0oil nije naveden autor.Kod rezultata koji predstavljaju'pro~
Sirenja, uopstenja ili analogone poznatih rezultata Jje navede-

no u cemu se sastoji razliks izmedju nesih i poznatih rezulta-
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U radu smo koriestili standardne oznake i termine (jedi-
no 8to umesto Bourbakijevog termina "prostor prebrojiv u bes-

konacnosti" koristimo termin ”<3Lkompaktan prostor™),

Na kraju se zahvaljiujemo dr Branislavu Mirkovidu na ko-
risnim sugestijama, kac i mr Draganu Jankovidu na korisnim
informacijama iz opste topologije (skrenuo mam je paZnju na
(4.2.5) 1 na Cinjenicu de se (3.4.4) u formalno slabijem ob-
1liku moZze nadi u (32)).



GLAVA O

OSNOVNI POJMOVI I REZULTATI TEORIJE
TOPOLOSKIH VEKTORSKIH PROSTORA

fflv Definicije topoloskog vektorskog prostora,
projektivne i induktivne granice

(0.1.1)DEFINICIJA Uredjen par (E,t), gde je E vektorski prosé
tor nad poljem X realnih ili kompleksnih brojeva, a t topo -
logija na E, je topoloski vektorski prostor ako i samo ako su

preslikavanja e
lo (x,y) == x+y prostora E2 u k
2% (k,x) = X prostora IKXE u E,

neprekidna, ako je X snabdeven uobidajenom topologijom.

Ako je uslov 2° zamenjen uslovom: za svako k iz IK je pre-
slikavanje Xx 2 kx, prosgstora E u E, neprekidno, onde je &t)
topolodka vekrorska grupa.

Cesto demo umesto (E,t) pisati E(t) ili E, 1 govoridemo da

je prostor E snabdeven topologijom t.

(0.142)DEFPINICIJA Neka je E vektorski prostor nad XK i ACE.
(a)Skup A je uravnoteZen ako i samo ako iz xeA i lk[g

L1l sledi kxe A.

(b)Skup A guta skup B< E ako 1 samo ako postoji r»o
tako da je kXB<C A za svako k takvo da je o<lkjg¢r.
(c)Skup A je gutajuéi u E ako 1 samo ako on guta svako
xekb.

(d)skup A je konveksan ako 1 samo ako iz r,szo,r+s= 1,

X,y A sledi rx+sy<A. ‘ .
(e)Skup A Jje apsolutno konveksan ako 1 samo ako je on

konvekgan i uravnotezen.

(f)Apsolutno konveksan omotad skupa A je najmanji apso-

lutno konveksan skup koji sadrZi A; oznaka je ['(A).
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(¢.1.3)TEOREMA Vektorski prostor E nad poljem X, s topologi -
jom t je topoloski vektorski prostor ako i samo ako on ima ba-
zu (filtra) okolina nule 2/ takvu da:

(a) svaki element iz 2¢ je uravnoteZen,

(b) svaki element iz 72/ je gutajudéi u B,

(c) za svako Ue?/ postoji Ve ?/ takvo da je V+V< U,
(0.1.4)DEFINICIJA TopoloSki vektorski prostor (E,t) je lokalno
konveksan ako i samo ako on ima bazu okolina nule ¢iji su svi

elementi apsolutno konveksni skupovi.

Ako je date familijea lokalno konveksnih prostora, od nje
se mogu konstruisati novi lokalno konveksni prostori:

(0.1.5)DEFINICIJA Neka su E i E_(ae& A) vektorski prostori nad
poljem IK, T;:E "*TEa linearna preslikavanja 1 ta—lokamnolnn—
veksna topclogija na Ea.Najslabija lokalno konveksna topols -
gija na B, za koju su neprekidna sva preslikavanja Ta y Jje to-
pologija projektivne granice.Oznadavademo je sa Pr(Ea,ta,Ta).

Ao je F vektorski potprostor prostora E(t) i i:F —» E
Identicko utapanje, onda je Pr(E,t,i) topologija na F, indu -
kovana topologijom t;ako su p 1B ~9-Ea(ta) projekcije, onda

. : 8 aea &
je Pr(E ta,pa) topologija proizvoda na {1 E

a’ 3eA &

(6.1.6)DEFINICIJA Neka suE 1 E_(a€ A) vektorski prostori ned

poljem I, Ta:Ed-% E linearna preslikavanja i ta~1okalnolan}

veksna topologija na Eé.Najjaéa lokalno konveksna topologija

S
na E za koju su sva preslikavanja Ta neprekidna, je topologi-

Ja induktivne granice,Oznacavademo je sa Ind(Ea,ta,Ta).

Ako je ¥ wvektorski potprostor prostora Ht),q:E —= E/F
faktor-preglikavenje, onda je Ind(E,t,q) faktor-topologijana
E/F ; ako je E=(E E_ algebarska suma i i_:E_—» E injekcije

. aga & e 8
onda je E s topologijom Ind(E_,t i_) topoloska suma famili-

a’
-:_.p ¢ \'0
je {E(t e agAj.

a

a

~~

0.1.7)TEOREMA Sa oznakama iz (0.1.6), uz uslov E=(~}T8<Ea)’
~ e : . g -
Tamilija skupova tipa <A

o - -

! (4T _(U_N
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gde je U, okolina nule u ma(ta), je baza okolina nule topolo-
logije Ind(E_,t_,T_ ).

JfZ. Linearna preslikavanja; dualnost

U celom radu d¢emo, bez posebnog néélaéavanja, smatrati da
su vektorski prostori E i F nad istim‘boljem skalara, kad god
je re¢ o linearnom preslikavanju E —s F.

Neka je L(E,F) vektorski prostor svih neprekidnih linear-
nih preslikavanja E — P, gde su E i F lokalno konveksni pro-
stori i neka je A& familija apsolutno konveksnih skupova iz
E s osobinom: za svako A,Besf postoji ce£ , AuB<C.Onda
je familija svih skupova tipa L(A,U)={ T€ L(E,F): T(A)C:LJ},
gde Je Ae A iU apsolutno konveksna okolina nule u ¥, baza
okolina nule topologije Eé na L(E,F), s kojom je L(E,F) lo-
kalno konveksna grupa.

'(de.l)DEFINICIJA Topologija 1, Je topologija &fikonvergen—
cije (ili topologija uniformne konvergencije na elementima iz

A

Topologija 1, Je lokalno konveksna ako 1 samo ako je skup
T(A) ograniden za svako<A€Jf' i gvako Te L(E,F), pri Cemu se

ograniden skup definife na sledeci macin:

-

(0.2.2)DEFINICIJA Skup A iz E(t) je ograniden ako i samo ako

ga guta svaka t-okolina nule.

(0.2.3)DEFINICIJA Skup H< L(E,F) je ekvineprekidan ako 1 sa-
mo ako za svaku okolinu nule V iz F postoji okolina nule U
iz B, takva da je T(U)C V za svako Te& H.

'(002.4)DEFINICIJA Neka su E,F vektorski prostori i b biline-

aran funkcional na Ex F koji ima sledece osocbine:
(a) ako je b(x,y)=o za svako ye& F, onda je x=o,

(b) ako je b{x,y)=0 za svako x& I, onda Je y=o.
rojka (E,¥,b) je dualni sistem ( 11i dualnost).Funkcional b




4
demo oznalavati sa < , >, a trojku (E,F,b)- sa {E,F>.

(0.2.5)0ZNAKE Neka je E(t) lokalno konveksan prostor.
7 (a) B* je vektorski prostor svih linearnih funkcionala
na Bj;
(b) (E,t)* je vektorski prostor svih sekvencijalno ne-
prekidnih linearnih funkcionala na E;
(c) (BE,t) je vektorski prostor svih neprekidnih line-
arnih funkcionala na E. |

Ako je <x,f):= f(x), gde je £ &€ E* (resp. fe(B,t)+ f&
(ako je t Hausdorffova: topologija, &to demo uvek pretpostavlija-—

ti kada je red o poslednje dve dualnosti).

(0.2.6)DEFINICIJA Slaba topologija O(E,F) za dualnost <E,F>
je najslabija lokalno konveksna topologija na E za koju su

. 8va presgslikavanje x +»<x,y>> neprekidna.

(0.2.7)TEOREMA Ako je <E,F> dualnost, onda je (E, & (E,F))=F.

Iz (0.2.7) sledi da je E;(E;F) topologija uniformne kon-
vergencije na apsolutno konveksnim omotadima konadnih podsku-

pova prostora I.

(0.2.8)DEFINICIJA Neka je LE,F > dualnost:

(a) Mackeyeva topologija Z(E,F) je toplogija uniform-
ne konvergenciJe na svim apsolutno konveksnim
fT(E,F)—kompaktnim skupovima iz F,

(b) Topologije jf;gE;E) je topologija uniformne kon -
vergencije na svim kompaktnim skupovima iz E(t).

(c) Jaka topologija /3(E,F) je topologije uniformne
konvergencije na svinz*SYEyE)—ograniéenim skupo -~

vima iz .
(d) Topologija /E?(E,F) je topologije uniformne kon-
vergencije na svim (%(F,E)—ograniéenim skupovima

: w
17z 0.

Le o TniCIJn Neke je <E,F» duslnost.




(a) Polara skupa AcC'E je skup Aozz{fézF- [<x,f>[%51, XGAS
(b) Bipolara skupa A< E je skup A°° '—{Xé E: |<x,f>g1,
ngo}.

(0.2.10)TEOREMA Neka je < E,F> duslnost i neka su A;,A,B pod-

qkupov1 iz E. Tada:
(a) A°SB°, ako Ac B
(b) (rA)°= “lAO, ako reX i r#fo
() (Uap®=Mad ooy
(a) (M A )O I“(LJ.A ), ako su Ai 6(E,F)- zatvoreni i
apsolutno konveksnl ’

6°CE,F
(e) A°°=[(a) "=
(£) U° je &(F7,E)- kompaktan skup za svaku okollnu nu-
le U iz E.

(0.2.11)TEOREMA Neka je < E,F > dualnost. Bazu okolina nule
topologije Qﬁ, na F, uniformne konvergencije na elementima Ae

¢#,A<E, Sing skupovi rA®°, r>o.

(0.2.12)TEOREMA Neka je < E,F> dualnost i neka je t lokalno
konveksna topologija na E.
(a) (E,t) =F ako i samo ako je O(E,F)gct g T(E,F).
(b) Ako je A konveksan skup iz E, onda je'KiJQSYﬁav
(c) svaki 6(E,F)- ograniden skup je ?:(Q,L) —~ograniden.

(0.2,13)DEFINICiJA Neka su E i1 F vektorsd prostori i T:E— F

linearno preslikavanje. Preslikavanje ¥ p% ~J3E‘ definisano
sa {T(x), y>» = <X,T~“(y)> , gde je x€E, yg F' je algebarski
konjugovano preslikavanje preslikavanju T, a ako je (P )CLE;

onda jJje T (topoloski) konjugovano; konjugovano preslikavanje

’ ~ - r
cemo oznacavati sa T.

(0.2.14)DEFINICIJA Linearno preslikavanje T:E _, F je slabo

nevrekidno a&ko 1 simo akxo je ono neprekidno kad su prostori E

i P snabdeveni slabim topologilijama.

(0.2.15)TECOREMA
(2) Linearno preslikavanje je slabo neprekidno ako 1



N

samo ako je njemu kKonjugovano preslikavanje slabo
neprekidno.

(b)leka je linearno preslikavanje T:E —» F, A< E i BC
< F. Tada:
1) (T(4))°=(17)7H(a%)
2) Iz T(A)< B sledi T7(B°)c A°
3) U 2) vazi i obrat ako su A 1 B slabo zatvoreni

apsolutno konveksni skupovi.

F3. Neke klase lokalno konvekesnih prostora

(0.3.1)DEFINICIJA NWeka je (E,t) lokalno konveksan prostor
(a) E je bacvast (resp. kvazi-balvast)ako 1 samo akoijje
avaki &6(E/E)-ograniden (resp. /5(E,E) ograniden)
skup iz E’ ekvineprekidan.

(b) E je prebrojivo bacvasgst (resp. prebrojivo kvazi-
~badvast ) ako i samo ako je svaki 6 (E[E)-ograni-
gen (resp. /3(E/E)-ograniden) skup iz E; koji je
prebrojiva unija ekvineprekidnih skupova, ekvine -

prekidan. :
(¢) E je 6 -valivast (resp. O6-kvazi-badvast) ako i sa-
mo ako je svaki 6(E;E)-ogranicen (resp. /S(E;E)n

ogranicden) niz iz E’ ekvineprekidan.

(d) E je sekvencijelno balvast ako i samo ako je svaki

- & (E/E)-nule-niz iz E’ ekvineprekidan.

(0.3.2)DEFINICIJA Neka je (E,t) lokalno konveksan prostor.

(a) E je (F)-prostor ako 1 samo ako je on metrizabilan

i kompletan.
(b) E je Baireov ako i samo ako je svakl neprazan. otvo—
ren gkup iz B druge kategorije u E. "

(c) E je (LF)-prostor ako i samo ako Jje on induktivna

granica niza (F)-prostora.

(d) B je strog (LPF)-prostor ako i samo ako je on induk-

tivna granica niza {(Fh,t ) ok neim} (F)-prostora
takvih ds e B C:P = E 43 E =t
" n+l1' = &;é n n+l§ n ‘n°



(e) E je ultrabornoloski ako i samo ako je on induk-

tivna granica familije Banachovih prostora.

(f) E je (DF)Tprostor ako i samo ako je on prebrojivo

badvast 1 ima niz ogranidenih skupova, takav da
je svaki ograniden skup sadrZan u nekom &lanu ni-
za.

(0.3.3)DERFINICIJA Neka je (E,t) lokalno konveksan prostor.
(a) E je B-kompletan ako 1 samo ako je svaki vektorski
potprostor Qe=E~ &(E/E)-zatvoren, &im su preseci

QN A 6(EJE)-zatvoreni za svaki ekvineprekidan
skup A.

(b) E je B -kompletan ako i samo ako uslov iz (a) va-

zi uz dopunsku pretpostavku: Q je O(E/E)-gustukE/
(¢) E je C_-prostor ako i samo ako uslov iz (a) vgéi

za podprostore Q kao u (b), uz dopunsku pretpostav-

ku: skupovi A su 6(E/E)-ogranideni.

=

(0,3.4)DEFINICIJA Neka je (E,t) lokalno konveksan prostor.Cn

je prostor s mrezom ako i samo ako postoje skupovi e, nC:
v 1"k
<E (k,nie]N), takvi da je:
>O
(a) E={_Je,
n121 l 00
(b) & = e
Dq.. » Dy Lv} Nqee Ty 4

N .
(c) za svaki Trastuéi niz prirodnih brojeva (k;) pos -

£
3

toji niz (rn) nenegativnih realnih brojeva, od

kojih samo konadno mnogo njih moZe biti jednako

nuli, tako da red EZEH?E konvergira u E za sve
i=d -
5, & [o,rii i sve x;€e, | 4 .
1 ky

éh. Teoreme o zatvorenom grafiku

(0.4.1)TEOREMA Neka su E i F lokalno konveksni prostori i
neka linearno preslikavanje T:E —» F ima zatvoren grafik.
(a) (Banach) Ako su E i F (¥)-prostori, onda je T ne-

prekidno.

T
Sl



(b) (Dieudonne, Schwartz) Ako su E i F strogi (LF)-
-prostori, onda je T neprekidno.
{c) (KB8the) Ako su E 1 F (LF)-prostori, onda je T ne-
prekidno.
(d) (Grothendieck) Ako je B ultrabornolodki, a F (LF)-
-prostor, onda je T neprekidno.
(e) (Ptak) Ako je E bacévast, a F B_-kompletan, onda
je T neprekidno. i
(f) (Robertson, Robertson) Ako je E induktivne grani-
ca Baireovih prostora, a F induktivna granica B-
~kompletnih prostors Ind(F o+t ,T )tekvih da  je
F= &J T, (F_ ), onda je T neprekidno,
(0.4.2)TEOREMA (Mahowald) Ako je svako linearno preslikavanje
s zatvorenim grafikom lokalno konveksnog prostora E u svaki
Banachov prostor neprekidno, onda je prostor E bacdvast.

(0.4.3)TEOREMA (De Wilde) Ako je E induktivna granica Baireo-
vih prostora, F prostor s mrezom i T:E —» P linearno preslika-

vanje s zatvorenim grafikom, onda je T neprekidno.

(0.4.4)TEOREMA (Kalton) Za lokalno konveksan prostor E su sle-

deda tvrdjenja ekvivalentna (ako je E Nackeyev):

(2) Dual E” je ©O(EJE)-sekvencijalno kompletan,

(b) Za svaki separabilan Br—kompletan prostor F, svako
linearno preslikavanje 1z B u F s zatvorenim gra-
fikom je neprekidno.

{c) Svako linearno preslikavanje iz B u c, s zetvorenim

grafikom je neprekidno.

(0.4.5)TEOREMA (McIntosh) Neka su E i F lokalno konveksni pre-
cstori, T linearno presllkavange iz E u F s zatvorenim grafikom.
Tada je T neprekidno ako je E Mackeyev 1 ako je ispunjen je-
dan od slededé¢ih uslova:

(i) B je balvast, a F je Cr—prostor.

(ii) E"je ©(E/E)-kompletan.

(i1i) B’ je TI(E/E)-sekvencijalno kompletan, a F’je

_ (¥/rF)-metrizabilan.



(iv) E je ultrabornoloski, a F zadovoljava jedan od
slededih uslova: 1) F je C_-prostor; 2) F je Su-
slinov prostor; 37 F je induktivna granica niza
B-kompletnih prostora, Ind(Fn,tn,Tn}, takvih da
je F:ﬁg T, (F ).

(v) E je sekvencijalno kompletan, E° je /5(E/E)-kom-

+» pletan, a F je semirefleksivan prostor i zadovo-
> ljava jedan od uslova iz (iv).

(vi) E je sekvencijaelno kompletan, (E;t) je kvazi-kom-
pletan za neku lokalno konveksnu topologiju t za
‘koju je 6(E/E)s t ¢ BA(EJE), a F je semirefleksi -
van Cr—prostor.

(vii) E je sekvencijalno kompletan, (E;t) je sekven -
cijalno kompletan u nekoj topologiji t koja je
kao u (vi), a F je semirefleksivap prostor c¢iji
je dusl P’ /3 (F{F)-metrizabilan.

(viii) F je 6 (FP,F’)-kompletan. '

Sve ove teoreme se mogu nadi u Kdtheovoj knjizi (44),II.



GLAVA 1

TOPOLOGIJA GENERALISANE INDUKTIVNE
GRANICE L

U ovoj glavi su dati: definicija, osnovne osobine (potreb-
ne za dalji rad) i primeri prostora s topologijom generalisa-
ne induktivne granice,

Swa tvrdjenja koja su data bez dokaza su poznata.Tvrdje-
nje koja su data s dokazom su ili nowa, ili su uopstenja po-
znatih (ako se radi o uopsStenju, to je napomenuto).

g1. Definicija i osnovne osobine

Topologiju generalisane induktivne granice je definisao
i ispitivao Garling u radu (30), imajudéi (odigledno) kao ins-
piraciju radove Wiwegera (81),(82).Istine radi, treba redi
da je specijalan, ali veoma vazZan, tip generalisanih induk - i
tivanih granica istovremeno prouéavao 1 Persson u radu (63) |
(takodje pod uticajem pomenutih Wiwegerovih radova).

(1L.1.1)DEFINICIJA Neka su E 1 Ea(aiiA) vektorski prostori nad
apsoluﬁno konveksni skupo-

poljem skalara I, neka su Sac Ea
vi, ta—lokalno konveksne topologije na Ea i ja:Eama-E linear-
preslikavanja. Topologija generalisane induktivne granice

t,dg): ac AY) je najjada

3
0

na E (definisana familijom {(Ea,Sa,
lckalno konveksna topologije na E 2za koju su sve restrikci-

o
Je J_S_ neprekidne.
a”a B
e . . y .
Tz definicije neposredno sledi(Garling (3o0),str. 1):

(1.1.2)TEOREMA Neka je vektorskl prostor E snabdeven topolo-
ijom generalisane induktivne granice,definisane femilijom

e
{ (r_,s_,t ) :aé&A} i neka je F lokalno konveksan prostor.
- 2’ e

59 d
*
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Llnearno preslikavanje T iz E u F je neprekidno ako i samo

ako su restrikcije TJa}S ta—neprekldne za svako a¢ A.

1(1,1.3)PRIMEDBA Topologija generalisane induktivne granice se
uvek moZe realizovati tako da je ScFE, da su t_ lokalno kon-
veksne topologije na span S, i da su j, identicke utapanja
span S —%'E DokaZimo prvo da gse umesto B moze u definiciji
uzeti snan Sg: neka je F a=Span S_, s_= taiFa i Ja-ga}Fa.Kako
su Ja,g i sg,t, jednaki na Sy to su topologije generalisa-
ne induktivne granice,definisane familijama {(Ea,Sa,ta,ja):aé
4;A} i {ﬁFa, a,sa,ga). a&EA} , jednake, a to je i trebalo do-

kazati.Neka je sads Ga:Fa/jé ~l(o) i neka je jé:kaqa kanon -
sko razlaganje preslikavanja
9a ka '
F§-+ G§~—§ E .
Ako sa s; oznacimo faktor-topologiju na Ga , & sa sg njenu
gliku na ka(Ga), onda iz (1.1.2) i injektivnosti preslikava-
nja ka sledi da su topoclogije generalisane induktivne grani-
ce, definisene familijema {(¥_,S5_,s_,,3]) : ae A} i {(ka(Ga)i,
3o (S.),88 ,i) ¢ a€A), gde je i, identiZko utapanje X (§)-E,

identicne.

Ja

U deljem cdemo -uvek pretposgtavljati da su S, & E, da su
Ea lokalno konveksne topologije na E g=sSpen Solrkao i da su
1& identicka utapanja ga —» E, a topologlgu generaligane induk-
artgedg) - aeA}

oznacavademo sa g(ta,sa,ae.A), 1ili krace- sa g, ako ne,nosto—

tivne greaenice, definisanu familijom {(Ea,S

ji¥mogudnost konfuzije.

Kao 8to smo videli, ucdinjena pretpostavka ne smanjuje
opstost.Garling u pomenutom radu nije uveo ovu pretpostavku;
on je, pored pretpostavke da su Ja aneYij imaoc u vidu 1
sledecde tri pretpostavke: LJ Jg (u ) je gutajudi skup u E; za
svako a,b€ A postoji c&A, tﬂkvo da je 3, (s )+1b(“ Lt JC(SC);
ako je ja(sa)c;jb(sb), onda je presllkavanJe

; syl 1 : S S
(JbleTiJaE ) o

n o

neprekidno.Prva od ove itrl pretpo

I
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[
b

ti, je u vecem broju tvrdjenja bitna, dok ostale dve nisu,

Veza izmedju "obilne” induktivne granice i generalisane
induktivne granice data je u teoremi koja sledi, a koja je uz
jade pretpostavke (maloCas navedene) dokazana u (30).Pre nego
&to formulisSemo teoremu, primetimo da se za svako fiksirano
vaaéA.na Ea moze definisati topologija generalisane induktiv-
ne granice gg= g(ta,kSé,kelN) .

(1.1.4)TEOREMA Topologija g jednaka je topologiji t "obidne™®
induktivne granice prostora (Ea,ga).

DOKAZ Neka je 1i:E(t) —» E(g) identiclko preslikavanje.
Ono je neprekidno ako i samo ako su restrikcije i[Ea g —nep-
rekidne za svako aé& A, odnosno ako 1 samo ako su restrikcije
i[ksa t,-neprekidne za svako ke N ,ae A, zbog (1.1.2).Ako je
P g-okolina nuple, onda iz definicije topologije g sledi da
postoje tafdioline nuli Ui,‘takve da je Uin Sd: k“lp,keIN.
Cnda je i(kUaﬂ kSa)kuaF\kSac P, tj. restrikcije i\kSa Suta
-neprekidne z& svako keIl ,a€ A.Dakle, i1 je neprekidno pres-
likavanje, pa Jje t2 g.

Neka je sada j:E(g) —» E(t) identidko preslikavanje.Zbog
(1.1.2), ono je neprekidno eko 1 samo ako su restrikcije j{5_
ta—neprekidne za svako a<€ A.Ako je Q t-okolina nule, onda po-
stoje ga~okoline nule Va , takve da Je Vac;Q za svako a€ A,
Kako su Va ga-okoline nule, to postoje ta—okoline nule Wa,za
koje je W NS <V _,aé A.0nda je j(Waf\Sa)zwaf\Sé: V,©Q, pa
su restrikcije j{s_ t -neprekidne.Zbog toga je gz t.

Primetimo da je mnad dokaz jednostavaniji i kradi od doka-
za u (30).

Sada nam je cilj da opiSemo g-okoline nule.Za to ée nam
trebati Lemma 1. i Lemma 2. iz (67), koje dajemo u objedinje-

nom obliku:

(1.1.5)LEMA Neka je (A ) rastudi niz apsolutno konveksnih

podskupova lokalno konveksnog prostora Z(s) ¢ija je unija gu-
tajuda u %X i koji ima osobinu: za svako p,qe N postojil réIN

tekvo da je A _+A < A .Taaa svaks od Tamilija skupova tipa
(8 A

oo
I~ (n
Fﬂ\bnn “n>

1
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&
&J ,,4Uir\riAi’ gde je (r_) niz realnih brojeva,
takav da je 22Wr =

<0 na

Uf\l (Un+An),

N4

OO0 — e
: UJWL;}(Un+Kn)’
' &ini bazu okolina nule topologije g(s,An,nejm')(Un su sg-oko-
1ine nule).

(1.1.6)TEOREMA Ako je Us gutajuéi skup u E, onda svaka od

§famlllga skupova tipa

r {F(Ugn ks ),
{m iiU anCL%él’gde su (T( )) nizovi realnih
a brojeva: 21 (l>l—-OO za ae A

=1

| [ lUon A uais, ]

r{—; ok 8 j . 8 §
36A Uan{\(U ka ) 4, gde je sa B oznaleno t,—za-
tvorenje skupa B,

2ini bazu g-okolina nule (Ui su t_-okoline nule, k=o0,l,...).
DOKAZ s obzirom na (1.1.4), svaka g-okolina nule jJe

tipa !;#Va’ gde su Va ga—okoline nule, a kako za svako fik-

girano ag€ A, niz Anana zadovoljava uslove leme (1.1.5), to

je dokaz zavrsen.

(1.1.7)POSLEDICA ( (30),Prop.4) Ako je ;ZLSa gutajudéa u E,on-

da jJe _a
~ g(t 8~,aéA) gt ,5, ,a€Ah),
gde Jje =a Sa oznaceno ta~zatvorenje skupa Sa’

(1.1.8)POSLEDICA Neka je .&%ﬁa gutajuda u E.Apsolutno konvek-
san skup P je g-okolina nule ako i samo ako je za svako ae¢ A
i svako ke&IN skup Pf\kSa ta-okolina nule u kSa.

(1.1.9)PRIMEDBA Ako se u (1.1.8) uslov da je a&JASa gutajudi

skup zameni uslovom:P  je gutajuci skup, onda tvrdjenje iz
(1.1.8) ostaje tadno, 3to sledi iz (1.1.4) (1.1.5).

s

U (1.1.7) smo videli da se topologija g ne menja ako se



g-skupoVI s zamene svojim zatvorenjima.Sada demo videti da se

ona ne menga ni kada se skupovi S zamene skupovima raSa

%i(l;l‘lo)TEOREMA Neka su Tae;m , lrd;l za. svako ac¢ A.Tada jJe

g(ty,8g,86 A)=g(t,,r Sy,a84).

DOKAZ Oznadimo topologiju g(ta,r Sa,ae_A) sa g’ .Neka
-1

;je P apsolutno konveksna g-okolina nule.Onda je i r, P goko-

gllna nule, pa iz (1.1.9) sledi da postoje ta—okollne nule Ug
-takve da je UknkS cr le\kS za svako a€ A i svako ke IN.O-
;datle dobijamo:

P N kr, S =T (r7'PN kS )D 1 (USA XS, )=r U kr_S_.
~Iz (1.1.9) sledi da je P g -okolina nule, pa je g < g7

, Neka je sada Q apsolutno konveksna g’-okolina nule.Iz
}(1,1.9) sledi da za svako acA 1 svako keIN postoje ta—okoli—

o k . k .
wpe nule V_ takve da je Var\krasac: QN kr S, . Onda je!

-1,k -1
r, V r\kS . C r, QN kSaCQ f\kSa (zbog lra\zl),

pa Je Q Z— okollna nule, tj. g5 &/ -

Pre nego sto predjemo na osobine generalisanih induktiv-
‘nih granica tipa g(t,Sa,amsA), navedimo tvrdjenje koje nepo-

sredno sledi iz definicije:
(1.1.11)TEOREMA Za svako a€ A i svako keI je g(ksag ta{ kS,

Ako je E(t) lokéano konveksan prostor i S,< E apsolut -
no konveksni skupovi, onda se na E moze definisati topologi-
ja generalisane induktivne granice g(t,Sa,afsA), koja je in-
teresantna zbog (1.1.4).Njene najvaznije osobine su date u
slededoj teoremi, koja je za slucaj A= IN dokazana u (67):

(1.1.12)TEOREMA Neka je E(t) lokalno konveksan prostor i 8=
=g(t,Sa,aéA). Tada:

(a) t £ gt
(b) t}ko gt{kS za svako a< A 1 svako keI

(c¢) g. je najjaca lokalno konveksna topologija na

E koja ima osobinu (b).
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7 DOKAZ (&) Ako je U apsolutno konveksna okolina nule u
topologiji t, onda je za svako a€ A,keIN skup UN kSa t-oko-
‘1ina nule u kS_, pa iz (1.1.9) sledi da je U g-okolina nule.

(b) Sledi iz (a) i (1.1.11).

| . (c)Weka je g’lokalno konveksna topologijana E sa osobi-
‘nom (b) 1 neka je P g’-okolina nule.Zbog (b) je skup PN kSa
‘t-okolina nule u kS, , pa iz (1.1.9) sledi da je P g-okolina
‘pule, tj. g°¢ & )
, U slucaju kada jJe -{Sa:aé.A} familija svih t-ogranidenih
skupova, topologiju &+ Collins u radu (13) naziva gtriktnom
(mi demo ovaj naziv koristiti u drugom smislu), -ako je pome-
»nuta familija podfamilija familije svih ogranicenih skupova,
onda je g Perssonova meSovita topologija. Ako je {Sn:nG]N}
fundamentalan niz femilije svih ogranidenih skupova, ako su

, onda Je g Cooperova mesovita

'S zatvoreni. i Sn+Snc:Sn+l

I
topologija.

Bide nam potreban 1 jedan rezultat u vezi s dualom pro-
‘stora snabdevenog topologijom g.Uvedimo prvo pojam dopustive

familije:

(1.1.13)DEPINICIJA Familija J%; apsolutno konveksnih podsku-
pova vektorskog prostora E je dopustiva ako i samo ako ima

sledecde osobine:

1) U{B: €] =&

2) za gsvako A,B€F postoji- c&dd  takvo da je AuBcG

Lako se vidi da familija {Sa:aASA} apsolutno konveksnih
konveksnih gkupova s osobinama:;ZASa je gutajuda, za svako
a,be& A postoji c& A takvo da Je SaL}Sb<: SC , generiSe fami-
1iju {kSa:acaA,kejN} , koja je dopustiva.Ako je E(t) lokal-
no konveksan prostor, onda je njegov dual E, snabdeven topo-
logijom uniformne konvergencilje na elementima dopustive fami-
lije, lokalno konveksna grupa ; ona je Hausdorffova, ako Je

E Hgusdorffov prostor. ,
Uopstavajudi poznatu Grothendieckovu kompletizacionu
teoremu, Roelcke je dokezac da vazi:
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. (1.1:14)TEOREMA ( (68), Thm.5) Neka je E(t) lokalno konveksan
;fprbstor"{sa:aé'A} familija apsolutno konveksnih podskupova
§;iz‘E’ takva da je ;zisa gutajucda u E i takva da za svako a,be
; €;A postoji ce A za’koje je SakJSbC SC.Ako je gtzg(t,Sa,aé:A),
_onda je dual (E,gt) s, 8 topologijom uniformne konvergencije
'}na}élementima familije {kSa:aeiA,kélNT, kompletna lokalno
konveksna grupa i dual (E,t)  je gust u (E,gt)'.Ako je, jos,

- A="IN, onda je (E,gt)’ metrizabilan u pomenutoj topologiji.

§5'2 . Primeri

Ovde cemo dati najvaznije primere prostora snabdevenih
~topologijom generalisane induktivne granice.

(1.2.1)SAKSOVI PROSTORI Zbog potreba teorije matridne zbir -
1jivosti, Orlicz je u radu (58) definisao Saksove prostore
neka je X vektorski prostor s dve norme I §,l f*.Jedinidna
“kugla st{xzjfxﬂé-l}, s metrikom koju indukuje norma H &
je Saksov prostor ako 1 samo ako Jje ona kompletna u pomenu -
toj metrici.Saksovi prostori su ispitivani u nizu radova:46),
(47),(48),(58)-(62).

Osnovni nedostatak definicije Saksovog prostora je taj
sto Saksov prostor nije vektorski.Taj nedostatak je ispravio
Wiweger u radovima (81),(82) definisuéi na X tzv. meSovitu

topologiju, koja je u opsStem slucaju vektorska, tako da su

neprekidni operatori i konvergentni nizovi isti i u mesSovito]
topologiji i u topologiji Saksovog prostora.Wiwegerova mesSo-
vita topologija (u ovom sludaju) nije nista drugo, vel topo-
logija g(t,nXS,ne]N), gde je t lokalno konveksna topologija

. =
indukovana normom I

Mi, demo pod Saksovim prostorom podrazumevati ceo prostor

X, snabdeven Wiwegerovom mesSovitom topologijom.

(1.2.2)DVO-NORMIRANI PROSTORI Dvo-normirane prostore je de -
finisao Alexiewicz u radu (2) linearizujudédi Saksove prostore
1 generalisucdi Lebesgueovu teoremu o dominantnoj konvergen -

ciji:neka je X vektorski prostor s dve norme |l I ¥, takve



=
—~d

. 3 .
da je I xll "¢} xV 2za svako xe X; uredjena trojka (X, U, 1 )
je dvo—normiran prostor.U njemu se definisde konvergencija ni-

zova na slededi nacin: niz (xn) ¥ -konvergira ka x ako i samo
ako Jje sup ]l X jl<eo 1 Hxn—XUK —> 0.Dvo-normirani prostori, s
opisanom konvergencijom, su proudavani u (2)-(6),(73),(74),(82).
U skoro svim navedenim radovima su posmatrani kvazi-nermalni
dvo-normirani prostori, tj. oni kod kojih je Jjedinicna kugla
B={x: N1xl <« 1Y t-zatvorena, gde je t topologija generisana nor-
mom Il 1¥.U tom slucaju su konvergentni nizovi i neprekidna
linearna preslikavanja isti i u smislu g”-konvergencije iu
smislu Wiwegerove mesSovite topologije ((82),Thm.2.6.1.), koja
nije nista drugo do g(t,nB,ne W)=

(1.2.3)STRIKTNE TOPOLOGIJE Neka je X kompletno regularan Haug-

dorffov topoloSki prostor i & maturirana familija zatvorenih

podskupova prostora X (sto znaci da je UJ{S:Se% Yy =X i da je

familija % zatvorena u odnosu na konadne unije).Oznacimo sa

C (X) prostor svih ogranicdenih neprekidnih preslikavanja X u
X, sa B zatvorenu aedlnlcnu kuglu u normi [If] =su If(x)] 1

sa pg prednorme na C (X) definisane sa : pS(f) sug(f(x} Stri-

ktna topologija /5? na cP (X) je ., po definiciji, topologija
(tgp,nB nelN), gde je tg lokalno konveksna topologija gene-

risana familijom prednormi {pS:Sé 9’} @6),str. 78).

Striktnu topologiju su skoro istovremeno definisali i
proudavali Buck u (11), Marik u (52) i Le Cam u (49) za slu-
¢aj kada je X lokalno kompaktan prostor, a & ="K familija
svih kompaktnih podskupova.Prva dvojica su striktnu topologi-
ju definisali familijom prednormi, dok Ju je Le Cam definisao
kao najjadu lokalno konveksnu topologiju na C (X) koja se po-
apa sa kompaktno-otvorenom topologijom na kugli B. Sam ter-
min (striktna topologija) je uveo Buck, dok je identicnost
Buckove i Le Camove topologije (tj. topologije ﬂ%m:) dokaza-

na u (15),(22),(29). (u susdtini, to je jos dokazano u (82).
gde Jjeh

.,

}-J

Pomenuta familija prednormi je ph(f)zig& I (x)n(x)l,

neprekidna funkcija koja tezi nuli u beskonacnosti, tj. za
sveko r> o je skup {x:h(x)z r} kompaktan.
Jedan od najvainijih razloga za proucavanje striktnih

topologija je Zinjenica da je prostor svih ogranilenih Rado-
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‘ nov1h mera na X jednak dualu prostora (C (x), /53() sto je za
1okalno kompaktan prostor X dokazao Buck u (11), a za opSti
sludaj—- Fremlin, Garling,Haydon u (29),Hofmann-Jdrgensen u (35),
“sentilles u (75).0vo omogucuje da se teoriji mere na komplet-
‘no regularnim prostorima pridje na nacin razlidit od onog ko-
ji je dat u Bourbaki (lo).

_ S tacke gledista teorije mere je interesantna i genera-
”lisana striktna topologija, koju je uveo Mosiman u radu (56)
u opStem obliku, dok su ranije Sentilles u (75) i Wheeler u
(79) posmatrali neke gpecijalne, ali vazne, slucajeve.

' Neka je /53X Stone-Cechova kompaktifikacija kompletno
regularnog Hausdorffovog prostora X i neka Je §f&~GKYﬁSX\\X)
gde je ‘K (/AXNX) familija svih kompaktnih podskupovae pros-
tora AX\ X.Generalisana striktna topologija.‘ﬁ%z na Cb(X)
je, po definiciji, (obicna) induktivna granica prostora
Cb(ﬂ;X\ K),K&€& , snabdevenih Buckovom striktnom topologijom,

prl cemu je izvrsena 1dent1f1kac1ga prostora Cb(/SX\\K) Ke&? ,

i ¢P (X) (tu 1dent1f1ka013u ostvaruje preslikavanje definisa-
no sa T, (f)=f]X, fecP (/5X5~K) ) .Ako”sa By oznalimo zatvorenu
jedinicénu kuglu prostora C (ﬂ)X\\K) u sup-normi, a sa t, kom-
paktno-otvorenu topologiju na C (/SX\\K), onda je g(tK,nBK,néW)

Buckova striktna topologija na Cb(/gX\\K), pa iz (1.1.4) sle-
di da je /bg =g(ty,By,K&e &), tJ. />s Je topologija gene-
ralisane induktivne granice. !

Ne prostorima L% (X, u) i H®?(U) se, takodje, mogu defi- L
snisati striktne topologije ( (16),(11)).Striktna topologija
na H™ (U) ima dobre osobine u vezi sa separabilnoséu, glavnim
i maksimalnim idealima ((11),(16)).

Literatura u vezi sa striktinim topolog@jama je veoma bo-
gata- videti ekspozitorni &lanak Céllinsa (13) i Cooperovu

knjigu (16).

(1.2.4)T0POLOGIJA ;§;( JE) Ako je E kompletan lokalno konvek-
san prostor, onda je najjacCa lokalno konveksna topologijae na
E’ kxoja se poklapa sa 6YE;E) na ekvineprekidnim skupovima |
jednaka topologiji C—( JB) , pa iz (1.1.12) sledi da Je ?
T (B/E)=g( 6(E/E), ug aésA), gée je {U_ :a€ A] baza okolina

nule u B ((30),bxampie B).




‘(1.2,5) (DF)-PROSTORI Ako je.B (DF)-prostor i (B ) fundamen-
talan niz familije ogranicenih skupova, onda je t:g(t,Bn,ndN).
opstije, ako je E. b-prostor (i1i b-badvast, k-balvast) u
ismislu (57), onda je t=g(t,B,Be B ), gde je B odgovaraju-
4a familija ogranidenih skupova (ovo sledi iz (1.1.12)).

(1.2.6)GROTHENDIECKOVA KOMPLETIZACIJA Ako je Et lokalno kon-
veksan prostor’i\ZB dopustiva familija ogranicenih skupova

iz E, onda je dual (E,g(t,B,Be )) ’kompletizacija prostora
u topologiji uniformne konvergencije na elementima iz B .

w 7

L



G L AVA 2

TEOREME O ZATVORENCM GRAFIKU I OTVORENOM
PRESLIKAVANJU ZA (GLF)-PROSTORE

‘ Kao Sto je u naslovu receno, glavna tema ove glave su teo-
reme o zatvorenom grafiku i otvorenom preslikavanju za (GLF)-
{prostore, koji predgtavljaju gpecijalan tip prostora snabde -
}yenih topologijom generalisane induktivne granice.Xlasa (GLF)-
_prostora sadrzi sve (LF)-prostore (i predstavlja prirodnu ge-
neralizaciju poslednjih-otuda i naziv), ali sadrZi i prostore
‘koji nisu &ak ni prebrojivo badvasti (dok su (LF)-prostori ne
'samo prebrojivo baclvasti, vedé i balvasti), tako da dobijene
‘teoreme o zatvorenom grafiku i otvorenom preslikavanju imaju
vedu moguénost primene od odgovarajudéih teorema za (LF)-pros-
tore.Jedna takva primena je data u.fﬁ.Tu su dokazana neka tvr-
djenja u vezi s prostorima koji imaju fundamentalan niz neke
familije ogranicenih skupova.Pored ostalog, tu je dat primer
metrizabilnog prostora s fundamentalnim nizom familije Bana -
chovih diskova koji nije normabilan, kao 1 kriterijum za egzi-
stenciju fundamentalnog niza familije svih ogranidenih skupova.

$1. Definicija i neke osobine (GLF)-prostora

,

Kao 3to je veé pomenuto, (GLF)-prostor je prirodna gene-

ralizacija (LF)-prostora:

(2.1.1)DEFINICIJA Lokalno konveksan prostor E(t) je (GLF)-pros-

tor ako i samo ako postoje apsolutno konveksni skupovi Snc.%

i lokalno konveksne topologije s, na Enzspan Sn,takve da su

ispunjeni sledeé&)uslovi:
1) skup ‘¥£Sn je gutajudéi u E;
2) za sveko n&lN je skupipseudometrizabilan i komple-

tan u topologiji %an;



21

-Niz {(Sn,sn);ne]N} je definicioni niz topologije t, a topold-
cijae t je (GLF)-topologija. |

- VaZni primeri (GLF)-prostora su:

(2.1.2)PRIMERI
‘ (a) Svaki (LF)-prostor (& samim tim i svaki strog (LF)-
prostor i svaki (F)-prostor) je (GLF)-prostor.Obr-
nuto ne mora biti tacdno-videti (2.1.3). )
"(b) Svaki Saksov prostor je (GLF)-prostor.
(c) Svaki g-kompletan kvazi-normalan dvo-normiran pro-

stor je (GLF)-prostor.

‘ Sada demo dati primer (GLF)-prostora koji nije (LF)-pro-
"stor.Primetimo da je svaki (LF)-prostor badvast, kao induktiv-
na granica balvastih prostora.Primer (GLYF)-prostora koji da-
jemo je primer prostora koji nije dak ni prebrojivo kvazi-bad-

vast:

" (2.1.3)PRIMER Ako skup 1IN snabdemo diskretnom topologijom, on-
da Jje CbGNﬁsz i IN je lokalno kompaktan Hausdorffov prostor,
pa se na 1¥ moZe definisati Buckova striktna topologija A =
=g(s,nB,neW), gde je s topologija konvergencije tacka po tal-
ka(=kompaktno-otvorena topologija), a B zatvorena jedinicna
kugla u sup-normi na 1% .Prostor (1°°, ) je separabilan (vi-
deti (16),str.156-157).Ako bi on bio prebrojivo kvazi-bacvast,
onda bi, zbog separabilnosti, bio i kvazi-balvast (@L,Cor.4a).
Kugla B je M -zatvorena i guta sve f-ogranicene skupove “(Sto
gledi iz (67),Thm.4), pa bi ona bila B-okolina nule, Sto je
nemogude.Zaista, iz s|B=/A]B (videti (1.1.12)) 1 (67),Thm. 18

bi onda sledilo da je topologija s jednaka sup-norma topolo-

e

giji.

Jod jedna razlika izmedju (GLY)-prostora i (LF)-prosto-
. « . e . 1 N\ . o 3 ( . 7 Vd .
ra sastoji se u slededem: ako su {(Sn,sn).nélﬁ} i j(Sn,sn).ne
€N} dva deiiniciona niza (GLF)-prostora E(t), onda ne mora-
(kod

Ju za svako me IV da postoje n,pel takvi da je %ﬁ:%{i%{
(Li#)-prostora oni postoje).
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' (2.1.4)PRIMER Neka je {U :ne€N} baza okolina nule metriza -
jinog lokalno konveksnog prostora E i neka ge =/%(E;E).On—

z;da_Je E° (A )=Ind(E 2 ,u ), gde je EUn =gpan U i u, je Bana-
ichava topologija ¢ija je jedinicéna kugla U ; dakle, E'(ﬁb)

je (GLF)-prostor s definicionim nizom ¥(L ,un):neim?}.s ob-
i n

?zirom na (1.1.12) je un{Un_g(un,kU ke]N)} , pa Jje un:g(un,
kU0, keW) (&to sledi iz (67),Lemma 8).1z toga i iz (1.1.4)
s]_edl da je s =g(u ,Us,neW), pa je i {(Un,u )ineW| defini-
“cioni niz topologije />, a uvek je E o(¢;U

Izmedju (GLF)-prostora i (LF)-prostora postoji slededa

- veza:

,(2 1.5)TECREMA Ako je E(t) (GLF)-prostor, onda na E postoji
élokalno konveksna topologlga s, koja je topologija (obicne)
Vlnduﬁtlvne granice ‘niza pseudometrizabilnih kompletnih lokal-
‘no konveksnih prostora, takva da je t < s.Ako je, jos, E(t)
Hausdorffov prostor, onda je E(s) (LF)-prostor.

| DOKAZ Neka je {(S_,s,):ne¢N} definicioni niz topologi-
- je t.Kako je topologija s \S pseudometrizabilna, to postoje
apsolutno konveksne sn—zatvorene sn—ok071ne nule Uk takve

da jJe {U ns -keﬁm} baza okolina nule topologije sn[ n+ Neka
je Vn-Uir12 LSn.Skup0V1 Vg su apsolutno konveksni, sn~zatvo—
reni, sn—kompletni i gutajudéi u Enzspan Sn’ pa su oni baza
okolina nule neke lokalno konveksne topologije t_ na En koja

n

je pseudometrizabilna.Xako jJe Snfstn i kako su skupovi Vi S

-zatvoreni i s -kompletni, to je topologija t  kompletna (G,
Chap.Z,Prop.36).Skup S, Je t -okolina nule, pa je t_=g(t_,k
kel) ((67),Lemma 8).1z s, &t, sledi g(sn,KSn,ke]N)s g(t, ,
kSn,keimjzth.Stavimo s=Ind(E ,tn).Tada je, zbog (1.1.4) 1i

S
n’

prethodnog: v
» ’ : i) = g -
s 2 Ind(hn,g(sn,KSn,keIN)JleEU—g(sn,un,neIN)-t

i dokaz prvog dela je zavrS8en
{ O —
nt S, sle

di da je topologija s [S  takodje Hausdorffova, pa je 1 t_

Ako je E(t) jos i Hausdorffov, onda iz tlSng 8
ta-

kva, Sto je 1 trebalo dokazati.

Hombinujudi (2.1.5) sa (20),IV.3.1 1 IV.4.6, dobijamo:
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 (2.1.6)TEOREMA Ako je E(t) Hausdorffov (GLF)-prostor, onda je

i'on prostor s mrezom.

§ﬁL Nasledne osobine (GLF)-prostora

( Nasledne oscbine (GLF)-prostora nas jedino interesuju s
;giédiéta teorema o zatvorenom grafiku i otvorenom preslika -
vanju.Zbog toga nas nece interesovati da 1li je, recimo, pot-
iprostor‘(GLF)—prostora takodje (GLF)-prostor, ved de nas in-
teresovati da 1li na potprostoru (GLF)-prostora postoji (GLF)-
-topologija koja je jaca od originalne.Veza izmedju ovakvih
‘naslednih osobina 1 teoreme o zatvorenom grafiku (analogno je
23 teoremu o otvorenom preslikavanju) vidi se iz slededleg:

- ako preslikavanje T:F(s) —» E(t) ima zatvoren grafik i ako je
t” topologija na E, jaca od t, onda je grafik preslikavanja
T gatvoren i u F(s)x E(t7).Ako jé preslikavanje T:F(s) —E{)
‘neprekidno, onda je i T:F(s) —» E(t) neprekidno.

Ovde je dokazano da na potpfostoru, faktor-prostoru,pre-
brojivo] sumi i prebrojivoj (obicnoj) induktivnoj granici
(GLF)-prostora postoje (GLF)-topologije koje su jace od ori-
ginalne i dokazano je da to nije slucaj sa prebrojivim proiz-

vodom.

(2.2.1)TVRDJENJE Neka je F vektorski potproétop prostora E,

snabdevenog topologijom g=g(sa,8a,ae-A).Tada je
glF < g(t, .S, N P,ae i),

gde Je tazsa(F/\ span Sa'
DOKAZ Na jednostavan nacin sledi iz (1.1.8).

U (2.2.1) moZe da stoji stroga nejednakost ¢ak 1 kada je
g stroga (LF)-topologija (videti (33)), 11i kada je g Wiwege-
rova meSovita topologija g-kompletnog kvazi-normalnog dvo-
~normiranog prostora (videti (3) ili (74)).U pomenutim sluda-

Jevima je A= IN.

(2.2.2)POSLEDICA Ako je E(t) (GLF)-prestor i F njegov sekven-
o

—;
oJ
cijalno zatvoren vektorski potprostor, onda na ¥ postoji (GLF)-



tbpologlga s, takva da je't‘F < s.

DOKAZ Dovoljnoc je u (2.2.1) staviti s=g(t ,Snr)F,ndN).

Dokaz1mo jos jedan zanlmlalv rezultat u vezi s potpros-

torlma (GLF)-prostora:

;(2 2. 3)TVRDJENJE Neka Je P vektor%kl potprostor, najvise pre-

broglve kodimenzije, lokalno konveksnog prostora E(t).Ako je

;F(t) (GLF)-prostor, onda na E postoji (GLF)-topologija e =t
;za koju je s|F= tlF

E DOKAZ Neka je {(Sn,s ): ne]N} definicioni niz topolo-
- gije t|F i neka je {X ké]Nc:]N} kobaza potprostora F.Stavi-
%mé‘da je S, k-S +["{x1,...,xk},n€]N i ké]Nl.Dok821mo da je
unija skupova S n,k gutajuéa u E.Iz x&€E sledi da postoje €&

. €F,pelN, 1 skalari r; takvi da je x=f+r,x 1+e.tr X .1z fekS
';:_(".Z& neko k,melN) i iz rlxl+.,.+rpxpe (|]r NREE .+)r 1) r{xl,... .
_X§} sledi da je x € max{k, |[rjb...+|r G Sy p,sto je i trebalo
dokazati.

a Na span{xl,...,x,} postoji jedinstvena Hausdorffova to-
;pologlga— neka Jje to ek.Na span SA:)span{xl,...,xk}pOSmatra—
-mo lokalno konveksnu topologiju Sn,k=8ﬂ@ﬁk .Kako je topolo-
~gija snlS pseudometrizabilna, a e, metrizabilna, to je i to-

pologija sn k!Sn X pseudometrizabilna (jer je prostor spanS(j

C) soan{xl,..,,x } izomorfan prostoru span S xspan{xl,...,ﬁd)

Skup 8 je s -kompletan, sk%? T{Al,...,xk} je ey -kompletan,
pa je skup S g ~-kompletan.Prema tome, < (S > S, Yinell,
kéIJ} je de?lﬁlciogl niz za neku (GLF)- topiloglgu ék nae E.

Dokazimo da je s» t.Neka Je V proizvoljna apsolutno kon-
veksna t-okolina nule.Tada je V/N\ F t]F-okolina nule, pa je
Uﬁ(\mSnc:2_1V N m3_ za neke sn—okollne nule Um (mfam) i pos-
toje q €N takvi da je q "B, Am{ {xy,....x }cz va mCg,..,

} gae je Bk Zatvorena Jedlnlcna xugla normabilne topolovlu

je ek.Onda je (Um+0 B, ) M mS ,kc;V/W mS
lina nule, pa Jje s:;t,

Jo$ treba dokazati da je s{F=t|[F.Iz S_ , N F=S
|5y, MF=s,]8, i (2.2.1) sledi: |

tj. V je s-oko-

A
n,k

n
s |F=g(s S ngﬁ@kéﬂ@k<gu: S ,neM)=t!|F
8 *“n, k7 n,k? ’ = ’ - b




éiiZ ofoga i iz s»t sledi da je s|[F=t|P.

: pPrimenom K&theove teoreme o zatvorenom grafiku za (LF)-
?_prostore, iz prethodnog tvrdjenja se mozZe dobiti sledece

" ako je F sekvencijalno zatvoren vektorski potprostor (LF)-
?~prostora E i1 ako je F najvise prebrojive kodimenzije, onda

je F (LF)-prostor.

(2.2.4)TVRDJENJE Ako je E(t) (GLF)-prostor, a F njegov vek-
 torski potprostor, onda na E/F postoji (GLF)-topologija ja-

" &a od originalne faktor-topologije.

DOKAZ Topologija s iz (2.1.5) je (GLF)-topologija, pa
njena faktor-topologija ima osobine koje su navedene u formu-
laciji, sSto sledi iz (2.1.5), karakterizacije faktor-topolo-"
gije (obidne) induktivne granice (videti (23),Exc.6.20) i &i-
 njenice da je slika pseudometrizabilnog i kompletnog prosto-
ra prostor istog tipa, ako jevpreslikavanje neprekidno 1 ot-

vorenoc.

U prethodnom tvrdjenju mozZe da stoji stroga nejednakost
¢ak 1 kada je E strog (LF)-prostor (Grothendieck (33)).

| Faktor-topologija je induktivna topologija s definicio-
nim preslikavanjem koje nije injektivno; ze induktivne topo-

logije sa injektivnim definicionim preslikavanjima vazi:

(2.2.5)TVRDJENJE Neka su En(tn) (GLF)-prestori, E vektorski
prostor i E:)ngn.Tada je Ind(En,tn,né]N) (GLF)-topologija
na B, tj. induktivna granica (GLF)-prostora koji pokrivaju E

je (GLF)-prostor.
Ovo tvrdjenje je direktna posledica opstijeg:

(2.2.6)TEORENA Neka Ea(aezA) vektorski potprostori vektorskog
prostora E i1 neka Je svaki Ea snabdeven topologijom ga:g(s%,
S%,bs;Ba),Tada je
Ind(Ea,ga,aésA):g(s
DOKAZ Zbog (1.1.4) je
g(si,Si,ae&A,b(&Ba)zInd(spanSi,g(si,kSi,kém),adgbéB&

a

b,S%,aeA,b €B_ ).
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Ezﬁorlgcengem osobine tranzitivinosti (obilne) induktivne gra-
~ice((34),5tr.137) i (1.1.4), dobijamo:
' Ind(span ¢ b,g(qb,ksb,kédN) agA,beB )=

:Ind(Ea,Ind(span ob,o(sb, 52 ke W), beB, ),ae A)

b’
=Ind(E_,g(s%,5%,peB ),aec i)
a’ b*~b? a’’

- zInd<Ea,ga,aEA),
to je 1 trebalo dokazati.

Sada demo dokazati neka tvrdjenja u vezi s proizvodom

B
&
o
5

(CLF)—prostora.Dokaéimo prvo Jjedan negativan rezultat:

(2 2.7)TVRDJENJE Na prebrojivom proizvodu (GLF)-prostora ne
_“mora da postoji (GLF)-topologija koja je jada od topologije

; proizvoda.

B DOKAZ U (65) je dokazano da je prostor distribucija I
 zéfvoren potprostor prebrojivog proizveda (LF)-prostora, a
}Samim tim i (GLF)-prostora.Ako bi na tom proizvodu postojala
~(GeF)-topologija koja je jaca od topologije proizvoda, onda
~bi, zbog (2.2.2), na D’ postojala (GLF)-topologija, jala od
- indukovane, pa bi iz (2.1.5) sledilo da se D’ moZe prekriti

- prebrojivom unijom (F)-prostora, Sto nije tacno- videti (65).

Za dokaz nekih pozitivnih rezultata o proizvodu (GLF)-
-prostora potrebna nam je slededa lema:

(2.2.8)LENMA Neka su By (a€ A) vektorski prostori, X, B 1Xz

_La za a g { ByseeasBy }.Ako oeX, za ag{al,...,ap\i, onda
(17X, <) (X)),

asgd aea 2
DOKAZ Ako je XefTI"X , onda je x= (X ) gde je Xaeﬁia
1 Ng Ng 1 . 1 ) g
p, £ : i Z
za ag{{al,..., D} i ya‘lafa+ CeFT X, X & lrgl+. ..+, tj

£1 za aég{a yesesBy Z Neka Jje y= (y ), gde je Yo=%Xg Z8 a«é
i

%{51 ali y =0 za a ¢ {a a }- neka je'z.:(ui) u_=0
R o)) a l*» "7 pj? - 1 a a

- . i_ i L M
za aﬁé{al,...,api iug=x, za ag;{al,...,ap},1~l,...,nap.La
da je p o Majy -

- _7 ﬁ“\“w ~1 4 -
(p+1) Lz=(p+1) "ty + 2,7 (pe1)7 it 2 €T ([1x ),



Cer je yellX,, zelMX, i (p+1)7 *%E@d) T -(~ (p+1)7hs
§?+p(p+l)_ =1 1 dokaz je zavrsen. =

i:(2_2,'9)’l‘VRDJEI\IJE Konadan proizvod (GLF)-prostora je (GLF)-

éprostor.

\ " Kako je proizvod konadno mnogo kxompletnih pseudometriza-
" bilnih ravnomernih prostora prostor istog tipa, to (2.2.9)

sledi iz:

(2.2.10)TEOREMA Ne ca Je E= f]E i neka je svaki E; snabdeven

74

tOPOWOglgom g5 g( ,8€ A), pri éemu je skup ijsl guta-~
: Q€

a
juéi u Ei,l 1,.. ,I1. Tada je

ey g(ﬂs ,ﬁki83,(k.)emn,(a.)eAn).
=4

\a't

DOKAZ Neke je P apsolutno konveksna I”lg -okolina nu-
1e Tada postoje apsolutno konveksne gl—okollne nule Pl tak-

ve da je IélPic;P,Dalge, zbog (1.1.9), postoje sg -okoline nu-
: LR K= i

o i kg . .oiy kK4 i .
:_;e Uaf sa osobinom: Uai f}kiSa.C:Pi.Onda Jje
i i i
n

P '.D(EXP :)H(Ul ‘flf\k S: )_ﬂul klnﬂk si |

=t By 23 &4 v 178y
" pa je, zbog (1.1.9), P okolina nule u topologiji g (koja se
-nalazi na desnoj strani jednakosti koju dokazujemo).Samim tim

. .
je [1 < g,
ﬂeka je Q epsolutno konveksna g-okolina nule.Zbog (1.1.9)
postoje sg ~okoline nule V;’ki, takve da je
i : i
L i
Q:)F}V rWK S :Iﬁl(V Af\k ST,
= l t=1 ai
Ocatle sledi da Je v
ALk 0wt )= 1 U Aok ws!
| (V_>"1n k.S )]z Mo, tn ks, )< Q.
nnaié*\hvﬂ %1 R A Y c%nj =1 %1 !

Iz ove inkluzije i leme (2.2.8) dobijamo da je:
rf. F{U(vl ‘*‘lmkls )P < <n+1>HI“! UFZU(Vi’ki[\ k.Si‘}
C(rwl)r{r{ iU U (’v' 0 kS H)] < (nr1)[ ¢ (n+l\‘{ﬂ\ U U(v ’”‘

! ae,cg l{‘_f 1 wEGEA Wemt
nx, st e
:.L e
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7 2
c:(n+1){~[(n+l)f—(Q)j =(n+1)°Q.
B - - Ly . . -
%Prema tome, postoji [1g;-okolina nule (videti i (1.1.6))
skoja je sadrZana u (n+l)2 Q, pa je ng;iZ,g.Time je dokaz za-

o0 ™
Topoloska suma (:)E je induktivna granica prostora r{El,
<t
‘pa iz (2.2.5) 1 (2.2. 9) sledi:

'62;2;11)TVRDJENJE Prebrojiva topolosSka suma (GLF)-prostora

je (GLF)-prostor.

U vezi s (2.2.7) primetimo da se mo%Ze dokazati da na pre-
brojivom proizvodu (GLF)-prostora postoji (GLF)-topologija
glabija od originalne.Dokaz je slidan dokazu tvrdjenja (2.2.10).

ﬁb. Teoreme o zatvorenom grafiku i1 otvorenom
preslikavanju
-
0d fundamentalnog znacaja za ova] paragraf je teorema
(2.1.5), jer ona omoguduje da se teoreme o zatvorenom grafiku
i otvorenom preslikavanju izvedu iz odgovarajuéih poznatih

teoremsa.

Svuda demo sa G(T) oznacavati grafik preslikavanja T.

(2.3. 1§TEOREMA Neka je vektorski prostor E snabdeven topolo-
gijom g= a,S ,a€ A) , takvom da je za neko be A skup Sy
pscudometrlzabllan 1 kompleten u topologiji sb[Sb; neka je
P(s) lokxalno konveksan prostor i T:F — E,R:E — F linearna
preslikavanja, pri ¢emu je R sirjekcijae,Tada:

(a) Ako je g Hausdorffova topologija, G(T) M (F)<Sb)
zatvoren skup u F(s)><Sb(sb) i a&q ze. svaku apsolutno konveks-
nu sb—okolinu nule U postoji apsolutno konveksna okolina nule
V u ¥ takva da je VC:Tal(Uf?Sb)Llonda je preslikavanje T:
P(sg) —E(g) neprekidno i F= T ~(span Sb).

(b) Ako je s Hausdorffova topologija, G(R) N (be )

zatvoren skup u b(sb)k:F(s) i ako za svaku apsolutno kon-




N
0

ekqﬂu sb-oﬂollnu nule U postoji apsolutno konveksna okolina

takva da je VC'“ZUiﬂé ),

onda Jje preslikavanje

DOKAZ (a) Skup Ur\Sb je gutaguc1 u E,=span Db’ pa je
631MUY\Sb),Onda je

=",- l 1 o l o0
T (Eb)zgn’l‘ (Unsy) DU nT (Unsy) DY nv=rF ,

pa je.F=T—1(Eb) .Ako je {Unn Sb:néim} bazea okolina nule to-
i'pologije 8y[Sy, kao w dokazu (2.1.5), familija {U n 2775, :
éné]N} je baza okolina nule (F)-topologije t, na E,, koja je
?jaéP od s, a samim tim i od g)E .DokaZimo sada da je G(T)

. zatvoren u F(s)):E (t ) .Neka je (x :ie€I) generalisen niz i
§(Xi,Txi)-—--—; (x,y) u topologlgl s><tb.Iz definicije topolo -
“gije tb sledi da za svako nelN postoji inéI takvo da je Txi—

i-yaIIF\Z-nSb za :iaijTakodje, postoji p€IN za koje je yg

: -1 -1

- &pSy.0nda je» Tx ;e y+U N 2 7S, € pSy+2 Sbc:(p+l)Sb za iz 11,
~tj. p+l) 1€ 8y za 121, 1. vazi ,

| (p+1)” Txi—<p+1>“1y & (p+1)7H(U n 2% ) e (pe1) rU U

- za ij}in.Odatle gledi da je -

-1 -1 . . .
(p+1) Ix, € ((p+1) y+U )0 Sy za ipiq,i.

Kako i (p+l) X —a»(p+l) x, to ((p-}-l)—1 (p+1)—1Ty ) —
—> ((p+1)~ X (p+1) y) u prositoru F(s)><S (sb) Aako je skup
TG(T)ﬁ»(F><Sb) zatvoren, to je (p+l) y T((p+7) X), tj. y=
=T(x), 3to je i trebalo dokazati.

Dalje, iz

T“l(Unn p~Rg ):2“%‘1(2% N s o2y

n’
(koriiden je uslov Vc 1(UF\S )) sledil da je restrikcija
preslikavanja T na (E ) skoro ﬁeprehldna pa iz poznate
- teoreme o zatvorenom graflku (videti (23), Thrm. 6.4.2.b) sle-
di da je T (Vb) =F 1 da je preslikavanje T:P(s) ~é'Eb(tb)

neprekidno.Xako je g}Ebé tb’ to je T 1 s-g-neprekidno.

(b) Neka je Eb kao u dokazu (a) i neka je RlleEb.Skup
G(Rl) je zatvoren u Eb%le(Eb) (dokaz je analogan dokazu
da je G(T) zatvoren- umesto Txg piSemo Xi), pa je R l(o) zat-~
voren potprostor prostora Eb((44),§§34.5.(7)), t3. P /R *(o)

le (I*)-prostor (E}J je pseudometrizabilan i kompletan).Presll~

B
4
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;kafanje Ry razlaZemo na sledeci nacin:

\ R

L B > E /R] T (0)—2—> Ry (E,) ,

Jgde je f faktor-preslikavanje.Grafik G(RZ) je zatvoren u
iEb/Ril(O)y:Rl(Eb) ((44), §34,5,(7)i, pa i preslikavanje Rél
ima zatvoren grafik u Rl(Ebkx Eb/RI (0).Lako se dokazuje da
jé:preslikavanje R;l skoro neprekidnddokaz kao za T u (a), uz
kgpriééenje Sinjenice da je szle).Sem toga, prostog,Rl(Eb)z
=R(Ey) Jje gust u ¥, zbog uslova V<:§TU7T§ET .Iz (23),Thm.
]6.4.2.b onda sledi da je Rglneprekidno i da je R (Eb)zF.Iz
“ovoga sledi da je R, otvoreno preslikavanje Eb/RI (o) na F ,
~pa je Rl otvoreno preslikavanje Eb na F.Jo$ treba dokazati
da iz ovoga sledi da je R otvoreno preslikavanje.Ako je P
~apsolutno konveksna g-okolina nule, onda iz (1.1.9) sledi da
~postoji sy-okolina nule U, takva da je UNS,c P.Onda je R(P)>
’j:R(Uf\Sb)le(Uf\Sb), pa je R(P) okolina nule u F (Rl je o-
tvoreno preslikavanje Eb(tb) na F).Time je teorema u potpu -

nosti dokazana.

_ Iz prethodne teoreme moZemo dobiti teoreme o zatvorenom
grafiku i otvorenom preslikavanju za (GLF)-prostore (one su
" se mogle dobiti iz De Wildove teoreme o zatvorenom grafiku,

uzimajudéi u obzir (2.1.6)):

(2.3.2)TECREMA Neka je E{(g) (GLF)~prostor s definicionim ni-
zom {(S“,sn):neim} , F(s) induktivne granica Baireovih (resp.
pseudometrizabilnih i kompletnih) lokalno konveksnih prosto-
ra i neka su T:F — E , R:E — ' linearna preslikavanja, pri
demu je R girjekcija.Tada vaZe slededa tvrdjenja:

(a) Ako je g Hausdorffova topologija i G(T) zatvoren
(resp. sekvencijalno zatvoren), onda je T neprekidno.

(b) Ako je s Hausdorffove topologija i G(R) zatvoren
(resp. sekvencijalno zatvoren), onda je R otvoreno. o

DOKA?Z Dokaz demo dati za slucaj kada je F induktivna
granica Baireovih prostora; dokaz za drugi sludéa] je, prakti-
¢no, isti.

(a) Neke je ¥ induktivna granicda prostora Fi(ti),iéil,

oy

g definicionim presglikavanjima ii:Fi~“>EkPreslikavanje T je
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1peprekidno ako 1 samo ako su preslikavanja Tfi neprekidna zsa

;Svaﬂo iel.

; _ Lako se dokazuje da je G(Tf;) zatvoren u F.x E.Iz EIS <

%-Ssnlsn onda sledi da je skup G(“f )f\(W X S, ) zatvoren u
(t );;S (s ) za gsvako ne W, pa Je lqpungen prvi uslov iz

;(2u3 1)(&); ada demo dokazati da je ispunjen i drugi uslov.

‘Néka je {UKF\S 'kéiﬂ} baza okolina nule topologije sngsn.Skup

: \JS Jje vutaguCI u £, pa Je :

%o Ca(ee ) E)= T pler ) ulas ).

Prostor Fi je Balreov, pa»?g skup pl(Lf ) 1(U ns ) druge ka-

tegorije u F za neke pl,meZN Iz

p) (T£) 7 (U5, )Cgp(’l‘f )THuSns,)

sledi da je skup p,(Tf;) l(U NnS_) druge kategorije u F, za
neko pzé:m Nastavlgaguc1 1ndukt1vno ova]j proceg, dobijamo
~skupove pk(Tfl) (UkF\S ) koji su druge kategorije u F;, pa

_postoje x . € pk(Tfi) 1(U§/\Sm)~ i apsolutno konveksne okoline
ntle Vo iz F, takve da je

n -1 k —
3 ) +V, < p (PF) (U NS ), k=1,2,... .
Onda jJje '

2V, = (x,+V, )= (3, +V, )< 2p, (T2 )T (USAS ) )
pa iz (2.3.1)(a) sledi da je Tf; neprekidno i da je Fiz(T%f
(span 5, ) Time je dokaz ovog dela teoreme zavrsen.

(b) Neka je H=E/R™ *(o) f:E —»H faktor-preslikavanje i
R:le kanonsko razlaganje.Kako Je G(R) zatvoren u ExF, to je
G(Rl) zatvoren u Hx ¥, pa je i G(R1 ) zatvoren u FxX H.Prostor
H je Hausdorffov, jer je potprostor R~ (o) zatvoren u E ((44),
&34.5.(7)), pa iz (2.2.4) sledi da postoji Hausdorffova GL¥) -
~topologija g  na H, jaca od originalne, a gamim tim je & RI}

zatvoren u PXH(g’).Iz §a) gsledi da Je R{le —» H(g’) nepre-
kidno, pa je takvo i R| :F —»H, tj. R, je otvoreno.Samim tim

Je 1 R otvoreno preslikavanje.

- - - . . . - "'l ’
Primetimo da iz neprekidnosti preslikavanja Ry7:F - H(g )
i iz kraja dokaza tvrdjenja (a) sledi da za svako i€ I pos-

toji meIV, takvo da je P, —le(R(span Sm)) -Na ta] nac¢in, us-

i
put je dokazano 1 sledede:
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3 )’TVRDFJENJE

‘ i
P definiciona preslikavanja.Tada zea svako 1€ I postoji me
;takvo da je F;=(Tf;) ~! (span SHDR
, (b) Neka su E F 1 R kao u (2,3.2)(b) i neks je f. kao
JQOdf(a).Tada za svako i€ I postoji me N, takvo da je F, =
f;l(ﬁ(spaﬂ Sm)).

% ‘Prethodno tvrdjenje ima zanimljivu posledicu (uporediti
sa (2 1.4)):

(2 3 4)POSLEDICA HWeka su E(t) i F(s) (GL¥)-prostori s defi-
nlclonlm nizovima {(S S, E néﬁN} i {(Sn,s ) néﬁm} redom, i

neka su T:F — E 1 R: E—f>F‘llnearna preslikavanja, pri cemu
5«Je.R sirjekcija.Tada vaze slededa tvrdjenja:

(a) Ako je”% Hausdorffova topologija i G(T) sekvenci-
~jalno zatvoren, onda za svako pelN postojli gq&l, takvo da je
iT(span S )c;sPan Sq
B (b) Ako je s Hausdorffova topologijea i G(R) sekvenci-
ﬁjéino zatvoren, onda za svako p N postoji g W, takvo da je
:épan Séc:R(span Sq).

(c) Ako je t Hausdorffova topologija i E(t)=F(s), on-

(a) Neka su E,¥ 1 T kao u (2.3.2)(a) 1 neka su fi:F\—b

~da za svako ne€ W postoje p,qélN, takvi da je span Snc span Sé

< span Sq.

DOKAZ (a) Neka je F =span Sﬁ snabdeven topologijom t
opisanom u dokazu teoreme (2.1.5) i neka je F(s’) induktivna
granica prostora Fn(tn) sa identickim utapaenjima fn:Fn-é-F.
Prostori Fn(tn) su pseudometrizabilni i1 kompletni i s< s’ pa
iz (2.3.3)(a) sledi da za svako pg I postocii qeIN, takvo da
je span Sé =(Tfp)“l(span Sq).Kako je fp(span Sé)zspan Sé, to
iz prethodnog sledi da je T(span S')C span Sq.

(b) Analogno dokazu pod (a)

(c) Dobija se primenom tvrdjenja (a) i (b) na identi
ko preglikavanje E(t)—> E{t).

(2.3.5)PRINE DBA Preslikavanje T (resp, R) iz (2.3.4) ne mora
Piti neprekidno (resp. otvoreno).Zaista, ako bi svako svako

linesrno preslikavanje s zatvorenim grafikom iz nekog {(GLF)-

3


vojska
Rectangle
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’prostbra F u svaki (GLF)-prostor bilo neprekidno, onda bi, s

oberom na C¢injenicu da je svaki Banachov prostor istovreme-
né i (GLF¥)-prostor, iz Mahowaldove teoreme sledilo da je F

bacvast prostor, 5to ne mora biti tadno (primer (2.1.3)).(Ana-
1ogno za R, prelaskom na faktor-prostor, ako se uzme u obzir
§6a ge u Mahowaldovoj teoremi moZe pretpostaviti da su presli-
kavaﬁaa injektivna, Sto sledi iz dokaza Mahowaldove teoreme,
;dato‘g u (80).)

i © 5 obzirom na to da su Seksovi i dvo-normirani prostori
ivaéni primeri (GLF)-prostora, od interesa je i slededa teore-

ma o zatvorenom grafiku i otvorenom preslikavanju:

(2.3.6)TEQREMA Neka (GLF)-prostor E(g) ima definicioni niz
.{(Sn’sn);nélN} takav da je za neko peIN skup Sp gutajuci u
E, neka Jje I F(s) bacvast prostor 1 T:F —»E,R:E—> F linearna
preslikavanja, pri Cemu Jje R 31r3ekc1ga Tada vaze gledela tvr-
'djenja:

(a) Ao je g Hausdorffova ®opologija i G(T) zatvoren,
Qﬁda je T neprekidno.
4 (b) Ako je s Hausdorffova topologija i G(R) zatvoren,
onda je R otvoreno.

DOKAZ (a) Za svaku apsolutno konveksnu okolinu nule U

topologije s je skup Uf\Sp gutajudéi u E, pa je skup

1(Ur\S ) badva, tj. okolina nule u F.Tvrdjenje onda sledi
iz (2.3. 1)(&) jer je G(T)f\(FD<Sp) zatvoren u F(,)><Sp( T)).

(b) Dokaz je analogan dokazu pod (a).

Kod prethodnih teorema o otvorenom nreslikavanju figuri-
Se pretpostavka da je preslikavanje R sirjek cija.Ta pretpos-

tavka se moze donekle oslabiti:

(2.3.7)TEOREMA Neka je E(g) (GLF)-prostor, ¥F(s) Hausdorffova
induktivna granica Baireovih lokalno konveksnih prostora(resp.
(F)-prostora) 1 neka Jje R:E —5 F linearno preslikavanje.Ako

je G(R) zatvoren (resp. sekvencijalno zatvoren) i ako R(E)

ima algeberski komplement H na kome postoji (GLF¥)-topologija
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g jaéa od s|H, onda je R otvoreno preslikavanje, R(E) i H
T U a0

atvoreni 1 topoloski komplementarni u F i pri tome je %fsﬁi

Dokaz ove teoreme je isti kao dokaz opstije De Wildeove
;teofeme (videti (44),5f35.5.(1)), pa ga ne dajemo.

1 ~ Ako Je H(sl) prostor najvise prebrojive dimenzije, snab-
" deven majjacom lokelno konveksnom topologijom, onda je on izo-
- morfantopoloskoj sumi (&) X (card I=dim H), pa je on (GLF)-
,prostor(zbog (2.2.9), Sgéosno (2.2.11)).Uzimajudi ovo u ob-

« zif, iz prethodne teoreme dobijamo:

(2.3.8)POSLEDICA Neka su E(g) i F(s) kao u (2.3.7),R:E —> F
linearno preslikavanje s zatvorenim (resp.sekvencijalno zat-

vorenim) grafikom.Ako je R(E) najvise prebrojive kodimenszije
Vﬁ F, onda je R otvoreno preslikavanje, R(E} je zatvoren, sva-
ki algebarski komplement H za R(E) je topdioéki komplement i
‘s H je najjada lokalno konveksna topologija ne H.
(2.3.9)PRIMEDBA Ako su E i F kao u (2.3.6), énda tvrdjenja

2 (2.3.7) i (2.3.8) ostaju tacna (i isto se dokazuju).

' (2.3.10)PRIMEDBA Iz dokaza tvrdjenja (2.3.2)-(2.3.4),(2.3.7)

i (2.3.8) se vidi da se umesto zatvorenosti G(T) (resp. G(R))
moze uzeti bitno slabija pretpostavka: za svako nelN je skup

G(T)F\€?>(Sn> (resp. G(R)f\(SanF)) zatvoren u F(s)fisn(sn)

(resp. u Sn(sn)><F(s)). '

Vratimo se sada tvrdjenju (2.3.3)(a). i dokaZimo da vaZi

jace tvrdjenje:

(2.3.11)TEOREMA Neka je E(g) Hausdorffov (GLF)-prostor s defi-
nicionim nizom {(Sm,sn):né“ﬁ}, F(s) Baireov lokalno konveksan
prostor (resp. pseudometrizabilan 1 kompletan) i T:F —_—s E 1i-
nearno preslikavanje s zatvorenim grefikom (resp. sekvencijal-
no zatvorenim grafikom).Tada postoji peI takav da za svaku
SD—okolinu nule U postoji s-okolina nule V za koju je T(V)c

c:Uf\SJ,Specijalno, postoji s-okolina nule V za koju je TVicg

D

-

.
D
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DOKAZ U dokazu (2.3.2)(a) je dokazano da postoji pe&
3re]N takvo da za gvaku sp-okolinu nule U postoji s-okolina nu-
le W za koju je W= H(UNS.), a iz dokaza (2.3.1)(a) sledi
da onda postoji s-okolina nule V za koju je V< T—l(Uf\SD).

Da bismo dokazali analogon prethodne teoreme, trebacde

nam pojam c-regularnosti:

(2 3.12)DEFINICIJA Lokalno konveksan prostor E(g),g= g(sa,b ,8€A),
je c—regularan ako 1 samo ako za svaki g-konvergentan niz
(xn) postoji bgA 1 pelN tako da je niz (Xn) sb—konvergentan

Vj_{xn:neIﬁCpr.

(2.3.13)TEOREMA Neka je vektorski prostor E snabdeven topolo-
gijom gzg(sn,Sn,néIN), neka je F(s) metrizabilan lokalno kon-
veksan prostor 1 T:FP —>» E neprekidno linearno preslikavanje.
Ako Jje E c-regularan, onda postoji peI¥, takvo da za svaku
g _~okolinu nule U postoji s—-okolina nule V za koju je T(V)<
cIJf\Sp.Specijalno, postoji s-okolina nule V za koju jefNOCSp
DOKAZ Za dokaz nam je potrebna slededa Grothendieck-

ova lema ((33),Lemme 7): neka je 3?‘filter s prebrojivom bazom
na skupu X 1 neka Je (5;') niz filtera na X; ako svaki niz
iz X koji konvergira po zf', konvergira 1 po nekom SFn, onda
filter F majorira bar Jjedan od filtera 5E;.

Neka je {V ké]N} baza okolina nule u F(s).Onda je

Py

{ T(V ): Aelﬁ} prebroglva baza filtera- oznacimo ga se 7  .Da-
lje, n@ka je (f filter ¢ija je baza sastavljena od sku-
pova tipa Uf\mun , gde U prolazi bazom s, ~oxolina nule.Ako

niz (yn) konvergira po filteru ézy,onda je on glika nula-ni-
za iz ¥, pa iz neprekidnosti preslikavanja T sledi da (yn)
g-konvergira nuli.Prostor E Je c-regularan, na postoje j,ke&
€W takvi da je l{y, -néjm}C:jS~ i niz (y_ ) s,-konvergira nuli,
ti. (y ) konvergira po filteru . -1z citirane Grothendi-
eckove leme onda sledi da pogtoje p:qélN, takvi da filter &~

majorira filter 5?; a
¥
Ji s-okolina nule V, , takva da jJe (Vk,C?Uf\qSD.Odatle je

— ]
T(q le)Cq "UNS_ < UNS_ i dokaz je zavrien.

tj. za svaku sn—okolinu nule U posto-
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~ Prethodnu teoremu je, za slucaj obicne induktivne gra -
‘nice, dokazao Floret u (26) (Satz 4.2), a dati dokaz je po -
poljdanje Floretovog dokaza.

éh. Primena na prostore s fundamentalnim nizom

ogranicenih skupova

Ovde cemo dati primene nekih rezultata prethodnog para-
grafa.Precizirajmo prvo 8ta ¢emo podrazumevati pod fundamen-

talnim nizom neke familije ogranicenih skupova:

(2.4.1)DEFINICIJA Neka je JEJ neka familija ogranidenih sku-
pova lokalno konveksnog prostora E.Ako postoje Bneu25 (n=1.2,... )

takvi da za svako IBédzé postoje p,qelN za koje je Bc:qu,on~

, da je familija {B_ :ne INj fundamentalan niz femilije B .

Ako je B apsolutno konveksan ogranicCen podskup iz E(t),
= onda na Estpan B postoji normabilna topologija tB; nnorma je
funkcional Minkowskiog skupa B.U slucdaju kada je E, Banachov

B
prostor (u topologiji tB), skup B zovemo Banachov disk.Oznake

Epl ty c¢emo koristiti u preostalom delu paragrafa.

(2.4.2)TVRDJENJE Neka je E(s) Baireov lokalno konveksan Haus-
dorffov prostor na kome postoji (GLF)-topologija g(sn,Sn,néN):

=g, takva da je s[Snggsn{Sh(nélN) i da su skupovi S_ s-ogra-
nic¢eni (resp. s-kompaktni).Tada je E(s) normiran (resp. konal-
nodimenzionalan) prostor.

DOKAZ Iz pretpostavki sledi da Je s g(s,Sn,néEN)él
< g(s,,38,

ima zatvoren grafik.Iz (2.3.11) sledi da za neko peIN postoji

,neli), pa identidko preslikavanje T:E(s)—-E(g)

s—-okolina nule V, takva da Jje V:T(V)C:Sp.Onda je V s-ograni-
Sena (resp. s-kompaktna) okolina nule, pa Je E normiran (resp.
konadnodimenzionalan) prostor po teoremi Kolmogorova (resp.

Banacha).

(2.4.3)POSLEDICA Ako Baireov lokalno konveksan Hausdorffov

prostor E(s) ima fundamentalan niz familije svih Banachovih




37

diskova, onda je on Banachov prostor.

DOKAZ lieka je {Bn:nejm} fundamentalan niz.Skupovi_ﬁgsz

- (=zatvorenje skuva B_ u topologiji ty ) su s-ogranideni,
n

SiBﬂfstBn Bﬁ i g(tBn,Bg,né]N) je (GL¥)-topologija, pa iz

(2.4.2) sledi de je E normiran prostor.Stavide, neko Bé je
g-okolina nule, pa je s=t, , tj. E je Banachov prostor.
P

(2.4.4)POSLEDICA Beskonacnodimenzionalan Baireov lokalno kon-

veksan Hausdorffov prostor ne moZe imati nisz kompaktnih avnso-
lutno konveksnih skupova ¢ija je unija gutajuda u E.
DOKAZ Analogno prethodnom.
Posledica (2.4.3) je paralelna sa Statement 2. iz (54) i
Cor. 2 iz (55). .
Ako u (?.4.4) kompaktnost zamenimo slabom kompaktnosdu,

onda dobijaﬁb:

(2.4.5)POSLEDICA Ako je I(s) Baireov lokalno konveksan Hsus-
dorffov prostor koji ima niz slabo kompaktnih apsolutno kon-

veksnih skupova ¢ija je unija gutajuda u E, onda je E reflek-
givan Banachov prostor. )

DOKAZ Kao u (2.4.3) se dokazuje da prostor E ima sla-
bo kompaktnu apsolutno konveksnu okolinu nule, pa je E ref -

leksivan Banachov prostor.

Iz definicije fundamentalnog niza familije b25 siedi da

je unija ¢lanova fundamentalnog niza gutajuéa u E sko i samo
3 - - . e o > . * / . i 3 .

ako je unija clanova Iamlllgeuf5 gutajuca u E.Stoga je slede-

¢i rezultat najbolji mogudi: -

(2.4.6)TEORENA Neka je E(s) Hausdorffov lokalnc konveksan pro-
stor.On ima fumdamentalan niz fampilije svih Banachovih disko-
va ako i samo ako on ima niz Banachovih diskova ¢ija je uni-
ja gutajudéa u E.

DOKAZ = :Jasno.
iz Banachovih diskova ¢ije je unija gutaju-

n
ca w B 1 neka je B proizvoljan Banachov disk.iko je B tp-za-
n

n
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_tvorenje skupa B , onda je Bﬁ Banachov disk, topologija g=
}:g(tB ,B/,nel) je Hausdorffova (jer s<g) (GLF)-topologija

e

i jdentilko utapanje T:E, —> E(g) ima zatvoren grafik, jer
Vjé S’<S{EB?<Ei§tB><g\EB><E.IZ (2.3.11) onda sledi da postoji
peli, takvo da je T(V)CZBé za neku tg-okolinu nule V.Kako je
Bc gV za neko g€V, to je Bc qV=qT(V)x qBé.Prema tome, fami-
1ija {Bﬁ:nsxm} je fundamentalan niz familije svih Banachovih

“diskovae.

Sveki slabo kompaktan apsolutno konveksan skup je Bana-

chov disk, pa iz prethodne teoreme dobijamo:

(2.4.7)POSLEDICA Ako je (Kn) niz slabo kompaktnih apsolutno

konveksnih podskupova Hausdorffovog lokalno konveksnog pros-

tora E ¢ija Je unija gutajudla u E, onda je on fundamentalan
niz familije svih Banachovih diskova €i samim tim, svaki Ba-

nachov disk je relativno slabo kompaktan).

&

- Garling je u (31) dokazao slabiji rezultat od prethodnog:
(Kn) je fundamentalan niz familije slabo kompaktnih skupova.

Sada ¢emo, korigtedi (2.3.13), dokazati jedno veoma opS-

te tvrdjenje u vezi s fundamentalnim nizom familije svih ogra-

nié¢enih skupova:

(2£4.8)TEOREMA Neka je E(s) Hausdorffov lokalno konveksan
prostor i (Bn) niz ogranidenih skupova iz E &ija je unija gu-
tajuda u E.Ako postoji k€N takav da Je polara Bg sekvenci-
jalno kompletna u topologiji uniformne konvergencije na ele-
mentima neke dopustive familije kZB, ¢iji je svaki element
progutan nekxim Bn’ onda jJe {Bn;ne]N} fundamentalan niz fami-
lije svih ogranidenih skupova.

DOKAZ Bez smanjenja op3tosti moZemo pretpostaviti da
je (B,) rastuéi niz apsolutno konveksnih 1 zatvorenih skupo-

va,

Dokazimo da Jje E(g) c-regularan, gde je g:g(s,Bn,néIN).
~X.Pretposta-

Neka niz (x,) g-konvergira ka x i neka je Yn=%g

¢ nB, .Skupovi nB su zat-

vimo da za svako ne Il nostoji Zy =X,
- n n

Il

[=

voreni, pva postoje s-okoline nule Up takve da 2z §§U +nB_.0Onds
, n n

Y
A 44
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O

jedan ¢lan niza (z ) ne nalazi u skupu F% (U +nB_ ), Sto

™=

.pe ni
338 nemoguce, jer Jje ovaj skup g-okolina nule (v1det1 (l.ﬁ.5)>,

éa zZ, &3 0.Dakle, postoji peIN takvo da je {yn:néim§<: po.Niz
E(B ) je rastucéi i’ gutajudéi, pa postoji qeIN, gz p, za koje je
§xequq-OnQa je Xp=y X e po+quc_2qB2q, za svaxo n€lN.S obzi-
‘yom da je s< g, to je niz (xn) s-konvergentan.Prema tome,
_prostor E(g) Je c—regularan.
7 DokazZimo sada da su svi ﬂ~ovran1 eni skupovi istovreme-
Fno i g- ogranlcenl Kako je neka polara Bk sekvencijalno komo—
letna, to iz (4.1.2) sledi da je (E,s) =(E,g)’, a odavde cle-
'di da je svaki s-ogranicfen skup i g-ogranicen.

| Neka je B proizvoljan apsolutno konveksan g-ogranicen

skup.Identicko utapanje T:Eg —> E(g) je neprekldno, jer je B
“lpor(n"tB)a

I

i g-ogranicden skup, pa iz (2.3.13) sledi da je n
‘:Bm , z&a neke m,nelN, sto je i1 trebalo dokazati.

1
Sa

Mirkovié je u (54), str. 173, naveo da mu nije poznato
da 1i metrizabilan lokalno konveksgan prostor s fundamentalnim
nizom familije svih Banachovih diskova obavezno mora biti nor-
miran.U (55) je dokazano da je prethodno tvrdjenje tadno ako
je prostor jos i baclvast.Mi demo primerom pokazati da pomenu-
to tvrdjenje ne vazi u opdtem sluaju i1 dademo potreban i do-
voljan uslov za normabilnost prostora s gornjim osobinama.
(2.4.9)PRIMER Neka je E= IR snabdeven topologijom s, defi-
niganom prednormema D (X):{ x | za X:(xk).Pfostor E je metriza-

bilan, ali nije normabllan.Zaista,u suprotnom bi on imao ogra-

*@8

nicenu ancoLuuno konveksnu okolinu nule B, pa bl za neke
K
nw,...,nkgm i neke el,...,ek>ro pilo P:(i}{X:pni<X)<‘e;}C
1 . s

< B, 3to je nemogule, jer je skup P neogranicen-on sadrzi neo-

oQ

oy xRx| ] ,

vz - {: Tt

granifen skup n-1

ke
B:@;-l,l}x{oixgoix... .
fkupovi B, su ap psolutno konveksni, ogranic¢eni i njihova uni-
ja je gutajuda u E.Prostor LB je n-dimenzionalan Hausdorffov
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gprostor, pa je on Banachov, tj. B_ je Banachov disk.Iz (2.4.6)

n
sledl da je 53 -ncim} fundamentalan niz familije svih Bana-

chov1b dis kova.Prema tome, E(s) je metrizabilan lokalno kon-

?veksan prostor s fundamentalnim nizom familije svih Banacho-

Vlh diskova, a nije normabilan.

. (2.4.10)TEOREMA Nekna we E(s) metrizabilan lokalno konveksan
?prostor s fundamentalnim nizom {B -anN% familije svih Bana-
‘chovih diskova.Prostor E je Banachov ako i samo ako Jje za
?néko pe N polara B; sekvencijalno kompletna u nekoj topolo-
,glgl uniformne konvergenclge na elementima dopustive melll—
je , ¢i1ji je svaki Clan progutan nekim B

DOKAZ = : Prostor E je Banachov, pa je svaki ogra—
niden skup progutan nekim B, 1 polare En su /B(E/E)-sekven-
fc1galno kompletne, jer je (E;/A(EJE)) Banachov prostor.
: <= : Iz (2.4.8) sledi da- je {B -néZN} fundamentalan niz
5fam11¢ge svin ogranicenih skupova.Kako je E metrizabilan, to
giz (44),§?29.1.(2) sledi da je neko Bn okolinea nule, pa jJje

B Banachov prostor.

.

.

; MoZe se dokazati i delimicno uopstenje prethodnog rezul-
tata: '

(2.4.11)TEOREMA Heka je E(s) sekvencijalno badvast prostor
dije kompletizacijae B(8) je Baireov prostor.Ako postoji niz
ogranicenih skupova (Bn) ¢ija je unija- gutajuda u E, onda je
E normabilan prostor.
DOKAZ Neka

u zatvorenja skupova B_ u [.Tada Je
I 7
B gutajudi skup u

3
©. Da bismo to dokazali, pretpostavimo
protno; neka je xg B i :x¢rﬂ3 .1z Hahn-Banachove teoreme

je f_€ ﬁno tuxv%‘da je lf (x ﬂ > n.lz B’O B
sledi da je ¥, & BY pa fn—eao u topologiji uniformne konver—

gencije na skupovima B .Ova topologija je jaca od ERE;E),

‘jer Jje ﬁjB gutajudi snup u E, pa f —>0 u topologiji C(EE).

h=g Il
Iz sekvencijalne bacvastosti sledi da postoji s-okolina nule

za koju jJe {fn-néﬂNﬁij U%=0°.skup U je &-okolina nule, pa

je xg;kU za neko ke IN.Cnda je (fh(x)fé k¥ za svakeo neN.Kon-

,4
[
L\'J

"

e
!
)
!

e
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Firadikcije. ‘
skupovi Bé su kompletni, pa su oni Banachovi diskovi.Iz

(2.4’6> sledi da je {Bﬁ:néﬂN} fundamentalan niz familije svih

5Banachovih diskova u B, a iz (2.4.3) sledi da je E Banachov

;%rostor.Prema tome, E je normiran.

= Cprimetimo da Corollary 2. iz (55) sledi 1 iz (2.4.10) i
5z (2.4.11).Posledica teoreme (2.4.8) je i Thm. 6. iz (55):

£

§k2;4.12)TEOREMA ((55),Thm.6.) Ako je E(s) M-xvazi-badvast
Eﬁrbstor i ako familija M ima fundamentelan niz, onda Jje E
é(DF)—prostor.

Lo DOKAZ Dovoljno je dokazati da familija svih ograni-
géehih skupova ima fundamentalan niz.Mi cemo dokazati da je
idual E’ sekvencijalno kompletan u topologlal'gﬁ uniformne
konvergencije na elementima familije vé(, pa e tvrdjenje sle-
diti iz (2.4.8).Neka je (f_) t_ -Cauchyjev niz u E! On je

‘t 4 —ogranifen, pa polara {f_ :nel}® guta sve elemente iz .
Iz A%—kva21 bacdvastosti sledi da je pomenuta polara okolina
nule u E, pa je skup {fn:néﬂh] ekvineprekidan.0Odatle gledi da

je niz (in) pﬁi—konvergentan u E.

Ako je E( ) Hausdorffov lokalno konveksan prostor i @ )
niz ogranicenih apsolutno konveksnih skupova iz E &ija Jje
unija gutajuda u E, onda je za primenu teoreme (2.4.8) dovolj-

no da E° bude ©O(E/E)-sekvencijalno kompletan, ili de” bude
s=g(s, B ,NED) . Zaista, u prvom slucaju je E’vsekven01galno
nompletan i u topologiji uniformne konvergencije na elemen-
tima dopustive familije (Sto sledi iz (44),5?1_.5.(4)), a u
drugom slucaju je E’ sekvencijalno kompletan u topologiji
uniformne konvergencije n,{B :ne;m§ (videti (1.1.14)).Pros-
tor B7 je O(E,E)~S€KV 2ncijalno kompletan za gve tipove bac-
vastih prostora ( & -badvaste, b-badvaste itd.), tako da je

teorema (2.4.8) Siroko primenljiva.
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BANACH-STEINHAUSOVA TEOREMA ZA ;
GENERALISANE INDUKTIVNE GRANICE . i
I NJENE PRIMENE .

Kao sto je naslovom receno, od fundamentalnog znacaja
za ovu glavu je teorema Banach-Steinhausa, dokazana u #1.Nje-
nim korisdenjem se u ng. dokazuju neke osobine alabo nepre-

kidnih preclikavanja, & u ‘f}— neke teoreme o zatvorenom gra-

fiku za sluca]j kada je domen preslikavanja-prostor snabdeven
topologijom generalisane induktivne granice.,

U poslednjem paragrafu se dokazuje, primenom Banach-Stein- %
hausove teoreme, jedna Collinsova hipoteza iz 1968. godine, i

postavljena u radu (12), u vezi s dualom prostora snabdeve-
nog striktnom topologijom. ;
U ovoj glavi demo pretpostavljati da je‘}asa gutajuda u

€

E, kad god je red o E(g), g:g(sa,sa,aesA).
fl. Banach~3teinhausova teorema

, Razni tipovi badvastih vrostora se defini3u tako Sto se
pretpostavi da su odredjeni, ‘ glabo 1li jako ogranice- .
ni skupovi linearnih funkcionala, ekvineprekidni (videti
(0.3.1)), odnosno, definisu se tako Sto ce pretpostavi da za
te prostore vaZi Banach~Steinhausova teorema odredjencg tipa. ;
Kako prostori s topologijom generalisane induktivne granice
ne moraju biti fak ni 6&-kvazi-badvasti, to se u tcoremi Ba-
nach-Steinhausa za generalisane induktivne granice mora uze-
ti jacda pretpostavka od pretpostavke da Jje neki skup funkcio-

nala jako ogranicen (videti primer (3.1.2)).

‘e ;nam potrebne s

-
(N
D

inicija, koju Jje za Saksove

1 1
prostore uveo Orlicz u (53) (videti i (16),I1.4.9):
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(3.1.1)DEFINICIJA Ako je S apsolutno konveksan podskup lokal-
no konveksnog prostora E(t), onda par (S,t) ima osobinu (231)

ako 1 samo ako za svako Xoe:S 1 svaku apsolutno konveksnu oko-
1inu nule U postoji okolina nule V, takva da je

. vn S < (KO+U>ﬂ S - (XO+U)f\S .

Prostor B s topologijom generalisane induktivne granice g=
_g(Sa,
par (Sa,sa) ima osobinu (231) . _ _ !

a,ae:A) ima osobinu (2312 ako 1 samo ako za svako a€ A

Jasno je da osobina (231) zavigl od geometrije skupa S,
odnosno skuvova Sa.Tako, na primer, svaki vektorski potpros-
tor ima osobinu (231).U (58) i (48) je dat niz konkretnih Sak-
sovih prostora sa ovom osobinom.

Primetimo da ako par (S,t) ima osobinu (= 1), onda i par
(rS,t) ima osobinu (231) za svako rel, r#fo.

Sada demo ookazati da prbstor veoma specijalnog tipa, s
topologijom generallsane induktivne granice, ne mora biti 6 -

K

~-kvazi-bacvast:

(3.1.2)PRIMER Neka je X lokalno kompaktan 6-kompaktan Heus-
dorffov topolosdki prostor m pozitivna Radonove mera na X,[f !
uobicajena norma na L% O”(X m) 1 neka Jje t lokalno konveks-
na topologija na L%, definisana prednormama D (F) _[Sf ldm
gde su K< X kompaktni skupovi.Dalje, neka je B {p. {fn<l} i
g=g(t,nB,neMN).Prostor (L% ,g) ima sledede osobine (videti
(16), str. 161-165): B je t-metrizabilan
par (B,t) ima osobinu (231), (Loo,g)':Ll i g=T(L ,L‘); pili-
nearan funkcional za dualnost <L, %> je dat sa {f,f D= .
~J/ff dm.Dokazademo sledede: ako je mera m ogranifena, onda |
rostor (L% , &) nije H -kxvazi-badvast.
Zbhog navedenih osobina prostora X, ooc*tOjO otvoreni rela-

b2

t-kompletan skup,

tivno kompaktni skupovi U takvi da je X= b}U i UnC:°n+1
((8),I §9.9,Prop.*,) Skunovw U, su 1ntegrab11n1 ((9),IV §4.6,
Prov.lo,Cor.1l), kao i X (jer je m(X)<o0 ), pa su takvi 1
povi XNV (ibid. IV f4.5,Prop.7) .1z 11‘..1 m(U_)=m(X) sledi
de. je 1lim m(X\\Un):o (ivid. Prop.8). ) i

1
S KU~

m;

T e (VN
je rn_m(n LU

4

n



fl=r "k _, gde je k_ karakteristidna funkcija skupa
S Tn n n

. 1 .. s ]
no je da fie L™ .iiz (£.) Je GXLI

!‘%:ffédﬂdz4§(;ffédﬂﬁ g_liutf}fé’

jer nije l-ekviintegrabilan ((16),

onda postoil pelv,

XINU_ .Jas-
n
)~ogranicen:

Hfun, za svako fe& L,
311 nije g—-ekvineprekidan

[11,1.8): ako je d ¥ o, takvo da je rp<d,

e Jge ,
1/” dm /%?mnsz’MPl za N> p.
AU X\Wp AJp 1
rema tome, Dros+or (L’”,g) nije 6 -badvast.Kako je prostor L
~
7 (L

°°)~sekven013alno kompletan ((34),5

.4.1,Cor.3), to pro-
tor (L*,g) nije ni

6 -kvazi-badvast ((37),str.163,Cor.1).

Iz navedenog primera se vidi da je za Banach-Steinhauso-
1 teoremu za generalisane induktivne granice potreban jaci

. "
ilov od uslova da Jje niz neprekidnih linearnih funkcionala

ko ogranicen.Sada demo videti da Jje dovoljan uslov : pome-
ti niz je Cauchyjev.Dokazademo prvo jednu "lokalnu" Bansach-
teinhausovu teoremu:

.1.3)TEOREMA Neka je E(t) lokalno konveksan prostor, ScE
sjolutno konveksan podskup i neka par (S,t) ima osobinu (Za)
.je, neka je F topoloski vektorski progtor i T _:E — F niz

learnih presglikavanja, takvih da su restrikcije 7T \S nepre-—

ne 1 takvih da je niz (Tn(x)) Cauchyjev za svako x&S.Ako
S druge kategorije n sebl, onda za svaku okolinu nule V u
ostoje okolina nule’U u E i prirodan broj p_. , takvi da je

(Tp-Tq)(UF\S)c:V, za svako p,q 2D .
DOKAZ WNeka je V' uravnoteZena zatvorena okolina nule u
1 koju je V'+V'C_V i neka je

s, ={xes: (1 -1 )xev’
je 8= L/S , jer je niz

e, sxupov1 b

, D,a>= n?

T (x)) Cauchyiev za svako x< S,
su zatvoreni u S.Zalsta,

restrikcije T _-T lS
eprekidne, skup V~

- q

je zatvoren, pa je skup

TQ)'l(V’)flS samim tim, u skupu S je zatvoren i skup
] 1 .
£y (- H O

Pig=
S Je druge kate"orlde u

u S zatvoren i

okolina
U'u E 1 pO\QB, takvi da Jje
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x +U”° S S .
(xg+U) NS S,

Kako par (5,t) ima osobinu (2Z2,), to postoji okolina nule U
u E sa osobinom:

UnSc(x +U°)NS - (x +U° )N Sc S -8 .
o,) (x ) Cpopo

Onda je, 28 DP,a7p:
(Tp—Tq)(UnS)c V=V =V +V'cC V. i

~ -

Iz ove "lokalne" Banach-Steinhausove teoreme dobijamo

"globalnu'" Banach-Steinhausovu teoremu:

(3.1.4)TEOREMA Neka lokalno konveksan prostor E(g), g:g(§a§a),
ima osobinu (231) i neka su skupovi 5_ s, -druge kategorije u
sebi.Dalje, neka je F lokalnec konveksan prosgtor i T :E—>F
niz g-neprekidnih linearnih preslikavanja, tekvih da je niz
(Tn(x)) Cauchyjev u P za svako x &€ E.Onda je niz (Tn) ekvine-
prekidan.Ako jos Tn(x)‘~+ T(x) za svako x €E, onda je T g-ne-
prekidno preslikavanje i T —>T uniformno na svakom pretkom-
paktnom skupu iz E.

| DOKAZ Neka je V proizvoljna zatvorena okolina nule u

F i V7 apsolutno konveksgsna zatvorena okolina nule u F, takva
da je V'+V '€ V.Neka su a €A 1 k<N proizvoljni.Iz g-neprekid-
nosti preslikavanja T, sledi sa-neprekidnost restrikcija
T, 1k5,, pa su ispgnjenikuslovi iz (3.1.3).%bog toga postoje
sa—okoline nule Ua i paéIN, takvi da je

(Tp~—Tq)(U§/\ kS,)<V’y za p,azopy,

pa je

e

k ',,
T - S p .
(ip T §)<Uaf\k a)c;V , 22 D3P

Restrikcije Tn}ksa su sa—neprekidne, pa postoji sqwokolina
C

nule VS, takva da je Tp(ng\KSa)C1V’ za p=1,...,ps.Konalno,

g

rneka je W; presek skupova U_ i 'V

IS
o w

.Onda je

1s)

-l
Al

w

a8

<

\ ‘L{ - .,
(TD-TDk)<W;f‘kb8>C:V , Z8 P=p
Ya

Lk , K
lp(waf\ksa)civ , 28 p=l,...,p_.

Zbhog toga je
e . . I - k :

s 5y kS m.o_.m ; 1 Lo ws m W M1 < 17

I\p(\“a“ KSE?.)C (lp Lp;;)( J?_lﬁ ks ) + LE’;’S(I(a X a)C1 v

’

~r 7
+V ' V
a

f=3

¢
za ? T
a p2p, ,



k

ip\W /)kS )C:VE:V , 24 p:l,...,pa.

odatle sledi dsa ge W Nalss ij\ T (V) Ako je P= rL]k)(V SN kS ),

onda je Pc:F\T (V), pa je niz (T ) ekv1neprek1dan, jer je
P g-okolina nule (videti (1.1.6)).

Ako in(x) —> T(x) za svako xe€ E, onda je T neprekidno,
zbog ekvineprekidnosti niza (Tn), a zbog istog razloga se na
skupu {T}U%Tn:nézm} poklapaju topologija konvergencije tacka
po tacka i topologija uniformne konvergencije na pretkompakt-
nim skupovima ((44), £39.4.(2)), pa odatle sledi poslednji
deo tvrdjenja.

(3.1.5)POSLEDICA Ako je E kaso u (3.1.4), a F kompletan lokal-
no konveksan prostor, onda je prostor L(E,F) sekvencijalno
kompletan u topologiji konvergencije tacka po tacdka.
Specijalno, E’ je 6(E;E)-sekvencijalno kompletan, Sta-
vi8e, svaki 6(E/E)-Cauchyjev niz iz E’~ je ekvineprekidan.

Prvi deo teoreme (3.1.4) je za Saksove prostore (kako ih
je definisao Orliéz) dokazan u (59),(46) i (48), a za jedan
specijalan tip generalisane induktivne granice- u (16),I.4.11.

Teorema (3.1.4) ne mora biti tadna ako se ne pretpostavi
csobina (2} ).Stavige, u tom sludaju dual E’ ne mora biti
H(EJE)- sexvonc1ga1 10 kompletan.Naime, Orlicz i Ptak su u (62)
konstruisali primer ((62),str.65-66) Saksovog prostora, koji
je ¢ak kompaktan, ¢iji dual nije slabo kompletan, 3Sto znadi
da ako se iz (3.1.4) izostavi osobina (271)’ a pretpostavi da
je Sa=8, S =S5 =za sveko a€ A 1 da Je S s-metrizabilan s-kom-

a
paktan skup, onda tvrdjenje iz (3.1.4) ne mora da vazi.

(3.1.6)THEOREMA deka su ispunjeni svi uslovi iz (3.1.4), osim
>sobine (;El).Tada za gvaku ckolinu nule V u F postoje Xaé}kba

. . k N
i sa—okollne nule Ua’ takvi da je

T ( X, +U )/\kS YV, za svako ne I.

Dokaz ove teoreme je sadrzan u dokazu teoreme (3.1.4),ta-
<o da ga nedemo navoditi.Ovu teoremu je dokazao Alexiewicz u

(1) za sludaj kada je k=1,5 =5 1 s =s.

;
i
i
‘l;
|
;
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: Ved smo videli da slabo ogranicen niz iz E ne mora biti
ekvineprekidan, pa éemo sada videti u kom sludaju su- slabo

ograniceni skupovi iz E’ jako ograniceni.KoriZdenje osobine
(jgl) u ovom slucaju mozZemo izbedi zahvaljujudi slededoj le-

mi:

(3.1.7)LEMA WNeka Jje S apsolutno konveksan skup, B uravnotezZen
ékup, U okolina nule i X & SN B.Ako postoji skalar r takav
da je (x4+U)N S< rB, onda postoje eé.&ul[ i okolina nule ¥
Vv, takvi da je
VAScr(l-e) B + e(l-e) B,

DOKAZ Neka je U’ uravnoteZena okolina nule, U +UCT U.
Ona je gutajudéi skup, pea postoji ee,[o,l[ za koji Jje (l—e)xde
elU’”, tj. exog;xo+U'.Onda je exO+U2: XO+U’+U'c:XO+U, pa je
(er+Uilﬂ S rB.0Odatle jJe i

"U’f1(S~exo)c:rB—exoc;rB+eB.

rd

Ako stavimo da je V:(l—e)—lU i dokazemo da Jje (1—e)S::S—eXO,
lema de biti dokazana.Iz x & (1l-e)S sledi da je, za neko y< S,
Xﬁ(l—e)yz((l—e)y+ex0)—exo, pa je X<§S~exo, jer je S konveksan

skup 1 y,Xoé S.

U dokazu ove leme korisdena je ideja dokaza drugog dela
teoreme 2.b) iz (18) (str.553-554).

r—\“ k] - - .
(3.1.8)TVRDJENJE Neka je I familija linearnih preslikava-

nja iz B u P (E,P su topolodki vektorski prostori ), takva
da su restrikcije TZS,&‘E,EZJ, neprekidne, gde je S apsolut-
no konveksan skup druge kategorije u sebi.Ako su skupovi
{TX:TQ?SE} ogranideni u I za svako x &3, onda za svaku oko- |
Jinu nule V u ¥ postoje okolina nule U u B 1 k&I, takvi da jJe
F(Uns)c kv,

DOKAYZ Heka je V™ uravnotezena 1 zatvorena okolina nule

LB, V'aVe V 1 neka je W= M {17H(V): TeF T Lskup W guta
Jje

70

o - 3 T y —~ . P | ~
svaku tacdku iz S, pa S= [ J (nWn S).Skupovi T7 (V)N S  su

nR1
zatvoreni u S, jer su restrikcije T{S neprekidne, pa su 1 sku-
povi nWN S =zatvoreni u S.Kako je 5 druge kategorije u seb
"

to nostoje XOQ-S i okolina nule U u E, takvi da Je, za neko
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pel : (x +U")N S pWn S.Kako skup W guta svaku talku iz §,
to je X € q¥ za neko g€ N, g = p.0Onda je Xoé.qwn S i

- (x,+U )N Sc gV A ScaW ,

pa iz (3.1.7) sledi ( za r=q i B=W) da posto;e ec [0, 1io-=
kolina nule U, tako da je UN Scq(l-e)” Ly + e(l-e) ~lw.onda

|

Jje
“ 6zKUf\S)C‘q(l—e)_lV'+e(l-e)—1V'C q(l—efd v o,

gto je 1 trebalo dokazati.

(3.,1.9)TVRDJENJE Neka je E(g), g=g(s Sg954s
skupovi Sa s —druge kategorije u sebi 1 neka je & famili-

a€h), takav da su

jé neprekidnih linearnih preslikavanja iz E u F, gde je F to- k
poloski vektorski prostor.Skup {Tx: LE?CF} je ogranicen u F

za svako x€ E ako i samo ako za svaku okolinu nule V u P pos-
toje s, ~okoline nule U, i skalari r #o, takvi da je

rgl(Uaf\Sa)Cl f\{TEl(V):Téwgrﬁ, za svako a€ A,
DOKAZ => : Iz (3.1.8) sledi da postoje s -okoline nu-
le U, i skalari r_, tekvi da je F (U NS )cr,V , tj. i

takvi da je r_ T(U_N S_)C N{rtwy:reF Yy .

¢&= : Neka je x€E 1 V okolina nule u F.Unija -skupova Sa
je gutajuda u E, pa postoje be€A i relX, tako da je X&rs,. k!
Iz pretpostavke sledi da je rp (UyN S )cN LT HV):Te &FJ.
Keko je x&€rS,, to je x€ rYJb za neko reXK, [r’lzlr|.0Onda je ;
x er* (U, NS ) ryr (N {17 (W) :re F9), t5. {Tx:7 €Fher,r'v, |
ra je skap {Ty TE}STE ogranic¢en u F. g

Sada demo uvesti pojam regularne generalisane induktivne
granice.Za Vvobicne" induktivne granice taj pojam je uveoc lMa-

karov u (51).

(3.1. O)DEFTNICIJA Prostor E(g), g= L( Sa,ac:A) je regula-
ran ako i samo ako za svakli g-ogran iien skup B postoji a€ A,
takvo da Sg guta skup B i da je skup B Sa—ogranlccn.

“ > o s ;
(3.1.11)TEOREMA Neka su E,F i  kao u (3.1.9) i"neka je E
- .
regularan prostor.Ako Jje sku {L Ecj'} ogranicen u ¥ za

\ 5 . . { P Sl . -
svako » € B, onda Jje skup \J{ (B)L & F 71 ogranicen u P

za gva-

/-
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xi ogranicen skup B iz E.

DOKAZ Neka je V proizvoljna okolina nule u F i B ogra-
niden skup u E.Zbog (3.1.9) postoje sy-okoline nule U, 1 ska-
lari r,, takvi da je U_nS_cr (N{27HV):2eFJ) .prostor
E je regularan, pa je Bc:r(UbF]Sb), za neko beA, rcX.Tada

je

. i i r"l L —~ 1
, Bcr(UyN S crr, (O {T (v):re FJ)
i dokaz je 'zavrsSen. ’

~

(3.1.12)POSLEDICA Neka je E kao u (3.1.11).Tada je svaki &
O(E/E)-ograniden skup i ﬁE(E:E)-ograniéen; a samim tim je 1 ‘
svaki &(E,E’)-ograniden skup//?%E,E')~ograniéen.

ko se u (3.1.11) jos pretpostavi da su S, vektorski pot- i
prostori, tj. ako se pretpostavi da je E "obicna" induktivna 1
granica, onda vaZi mnogo jace tvrdjenje: familija ‘9?, je ek- I
vineprekidna, sto sledi iz Eiﬁjenice da su tadalsa bacvasti :
orostori (videti (72),III.4.2).

}52. O slabo neprekidnim preslikavanjima

U ovom paragrafu nam je cilj da dokaZemo neke dovoljne
1slove za neprekidnost slabo neprekidnog preslikavanja. i
Uvedimo oznake: ' }
Nf je klasa svih ncormiranih prostora;
Né je klasa separabilnih normiranih prostora;

“NB je klasa ¢iji Jje jedini element polje XK.

(3.2.1)DEFINICIJA
{(a) Prostor E(t) ima osobinu (ALNil (i=1,2) ako i sa-

nc ako. za svako FEENi,,svako slabo neprekidno linearno pres-

likavanje .iz B u F je neprekidno.
(b) Prostor E(%t) ima osobinu (B,Nil (i=1,2,3) ako 1

samo ako za svako F&lN., | gvaki niz (Tn) neprekidnih linear-—
1ih preslikavanja iz E u ¥, takvih da Jje niz (Tn(x)) konver-—

sentan za svako x € B, Jjeste ekvineprekidan.
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Malocas definisane osoblne su z& Saksove prostore prou-

Savali Orlicz u (60) i Orlicz,Ptak u (62). ﬁ

Ako Je P Kompletlzac1ga prostora I, onda je F'= P4 ako ,
e FeN,, onda je F separabilan prostor ((44), jfl4 3(3)), pa o
su osobine (A,N ) ekvivalentne osobinama koje se dobijaju iz

osobinsa (A,Ni) kaaa gse klase Nl zamene odgovarajucéim klasa-

£t
FEasci

o

S

;‘
1

ma Banachovih preétora.Analogna primedba wvaZi i za osobine
(B, N ) .Primetimo, takodje, da su osobine (A,Ni) (resp. (B, N, ))

ekv1va1entne osobinama koje se dobijaju iz (A,Ni) ( resp.

(B,Ni)) kada se klase Ni'zamene klasama projektivnin granica
prostora iz N,.Iz ovoga sledi da je osobina (A,Nl) ekvivalen—
tna sa t= CT(E,E’) (a za striktne topologije je od znadaja da

se utvrdi kada su one Mackeyeve- videti (13)). af

U prethodnom paragrafu smo dobili dovoljan uslov za va-
zenje osobina (B,Ni).OVde ¢emo, kao prvo,nacdi potrebne i (ili)
dovoljne uslove za vaZenje osobina (A,Ni).Sledeéa dva tvrdje-

nja su opStija nego sSto naem Je potrebno:

(3.2.2)TVRDJENJE Neka lokalno konveksan prostor E(t) ima oso-
binu (A,N2) i neka je E =ET.Ako je svaki ©O(EE)-ograniden
niz iz E° /B(E/E)-ograniden, onda je svaki 6 (EE)-Cauchyjev

niz iz B~ ekvineprekidan.Specijalno, E’~ je 6(E[E)-sekvenci-

jalno kompletan.

DOKAZ WNeka Jje (fn) slabo Cauchyjev®niz iz E” i neka
je linearno preslikavanje T:E —» c definjoano sa TX (f (X))
( ¢ je separabilan Banachov prostor svih konvergentqlh nlzo—"
va iz XK).Kako E ima osobinu (A,kZ), to je, da bi se dokaza-
la neprekidnost preslikavanja T, dovoljno dokazati da je T
G(8,E°)~ 6(e,1)-neprekidno.S obzirom da je E'=Et, 2a slabu _ 'y
neprekidnost preslikavanja*T je dovoljno dokazati da je =za
svaki nula-niz (Xn/ iz E i svako £€ 1 tadna jednakost
1im f(TXn)zo.Niz (Xn> Je Eﬂu,h')—ograniéen, niz (fn) je
ﬁ%(u,u)aograniéen, jer je ©(E]E)-ograniden, pa je

l

W< oo, t3. SUp [Tx, [[<oo.

sup sup I (x
5P SR ; n< k



\Ji
-

pakle, niz (Txk) je ogranic¢en u ¢ i on ﬁokoordinatno tezl nu-

1i, pa je G(c,1l)-1im Tx, =0 (videti na pr. (40), 27.11 i 18lo). i
ddetle je 1lim f(TXk)zo; a to smo 1 hteli da dokaZemo.Znaci, :
presllkuvango T je neprekidno, pa postoji okolina nule ‘U u E

takva da jJe HTXP< 1 za svako xe U.Onda je {f néﬁNﬁC:Uo.

(3.2.3)IVRDJENJE Neka je E(t) lokalno konveksan prostor &iji

je dual slabo sekvencijalno kompletan.Prostor E ima osbbinu

(A,Ng) ako i samo ako je svaki apsolutno konveksan slabo kom- %
saktan 1 slabo metrizabilan skup iz E’ ekvineprekidan.
' DOKAZ =» : Neka je KcC E’~ apsolutno konvelksan slabo
compaktan i gslabo metrizabilan skup i neka je linearno pres-
likavanje T:E —» C(K) definisano sa T(x)(k)=k(x), k< X.Presz-
likavanje T ima zatvoren grafik (videti na pr.(80)), C(K) je {
separabilan Banachov prostor, pa iz Kalfonove teoreme o zat- ;
rorenom grafiku (videti (41),Thm.4.2 ili (0.4.4)) sledi da je §
I slabo neprekidno. Abog osobine (A, N, ) je T neprekidno pres- .
lixavanje, pa je T (B) okolina nule u E ako je B zatvorena
jedinidna kugla u C(K).Kako je T (B): , to je K ekvinepre-
¢idan skup. 3
&= : Neka Jje F‘ébﬁp T:E —» I slabo neprekidno presiika-
ranje.Onda je i T7:F"—> E” slabo neprekidno.Ako je V zatvore-
12 jedinicna kugla u ¥, onda je v° slabo kompaktan, sglabo me- ﬂ
trizabilan (zbog separabilnosti) skup u F; pa je PUVO) gla-
>o kompaktan i slabo metrizabilan apsolutno konveksan skup u
“((41),Lemme 1.2).0nda je on ekvineprekidan skup u E 37 (V°)c
CP° za neku okolinu nule P iz E, koja je apsolutno konveksna
L zatvorena.Iz (o0.4.1) sledi da je T(P)cV, tj. preslikavanje

! je neprekidno.

\,d
f\)
}—J\_/

R
-
O
=
UK *d

Os
O]

IWEDBA Slaba sekvencijalna kompletnost pnrostora B’
a

na samo u prvom delu dokaza teoreme (3.2.3).

(3.2.5)TVRDJENJE Neka je E(t) lokalno konveksan prostor &iji

je dual slabo sekvencijalno kompletan.Ako Je svaki apsolutno
conveksan slabo kompaktan i1 slabo metrizabilan skup iz E~ ek-

. P i ; - L -
DOKAZ Weka su T, & E'1 neka T ¥ —>"%x za gvako x &€ E.On-
— i LL

vineprekidan, onda progtor X ima osobinu (B,l
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da je niz (Tn) slabo Cauchyjev, pa je skup f‘{Tn:ne]Nf sla-
bo metrizabilan ((41), str.4o02) i slabo pretkompaktan.Zbog
slabe sekvencijalne kompletnosti Jje ova] skup slabo kompaktan,
pa Jje on, po pretpostavci, ekvineprekidan.Samim tim i skup
{7, :n€ILj je ekvineprekidan.

Sada mozemo dokazati giavni rezultat ovog paragrafa:

(3.2.6)TEOREMA Neka je prostor E snabdeven topologijom g=
g(s »S,,8€ A).Tada:

(a) Ako su parovi (S ) druge kategorije u sebi i

, S
ako prostor E ima osobinu (%31?, onda prostor E ima osobinu(Bﬁp.

(b) Ako su parovi (Sa’sa) metrizabilni i ako prostor
E ima osobinu <B’N3)’ onda Jje svaki apsolutno konveksan sla-
bo kompaktan i slabo metrizabilan skup iz E’ ekvineprekidan
(étaviée,.svgki slabo sekvencijalno kompaktan skup iz E’ je
ekvineprekidan).

(c) Akp su parovi (Sa,sa) druge kategorije u sebi i ako
prostor E ima osobinu (231), onda vazi obrat u (b).

(d) Ako su parovi (Sa’sa) metrizabilni i ako prostor
E ima osobinu (B’NB)’ onda on ima i osobinu (A’NZ)'

(e) Ako su parovi (Sa,sa) metrizabilni, druge katego-
rije u sebi, ako Jje E reguleran i ima osobinu (A’NZ)’ onda je
svaki slabo Cauchyjev niz iz E’ ekvineprekidan (pa E ima oso-
binu (B,N ))

(e ) Ako su ispunjeni uslovi iz (e), onda E ima osobi~
nu (B,N,).

(e") Ako su ispunjeni uslovi iz (e), pri Cemu je oso-
bina <A’N2) zamenjena osobinom (A,Nl), onda E ima osobinu (B,X )

(f) Ako su parovi (Sa,sa) metrizabilni, druge kauegOIl—
Je u sebi 1 ako prostor E ima oscobinu (f%l), onda on ima i
ogobinu (A,NQ)- , - |

(g) Ako je prostor E separabilan, onda on ima osobinu
(A,4,) ako i samo ako ima osobinu (A,N2).

DOKAZ (a) Cvo je specijalan slucaj (3.1.4).

(b) ileka je K< E” apsolutno konveksan slabo kompaktan i slabo

1

metrizabilan skup iz 7 koji nije ekvineprekidan.Tipidna g-oko-
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. =< .k . .y
1ina nule je F‘f(w}kJ(U M kS )], pa iz tcga Sto XK nije ekvi-
AaeA k=1 & a

neprekidan sledi da postoje b€A,kelN i e>» o takvi da K&
& e(U F)ka)O za svaku sy,-okolinu nule Uy,-Neka je {V /)KS
11636 baza okolina nule topologije ~b]kob,Onda Dostoge:f e

\_e(f N kS, )%, t3. postoje Iné:K i x é'be\ka,
da Je lfn(xn)P > e za gvako ne IN.Skup K je slabe sekvencijal-

takv1

no kompaktan, pa postoji podniz (f ) niza (f ) koji slabo
konve*glra Zbog (B, hB) Je taj podnvé ekvineprekidan, pa je \
{i 161N}C eP® za neku g-okolinu nule P.S obzirom da su X €
é\/l,; NkSy, to je g-lim x_=o, pa je i g-lim Xni=o.0nda posto-
ji jeIN, takvo da je x, &€ P za ixJ, a to je nemogude zbog E
{fni:iélwﬁc:ePo i lfni(xni)]>>e.Prema tome, gskuo K je ekvine- ;
prekidan. : .

(c¢c) S obzirom na (3.2.5), dovoljno je dokazati da je E~ |
gslabo sekvencijalno kompletéﬁ, a ovo jJje sadrZano u (3.1.5).

(d) Sledi iz (b), (3.2.3) i (3.2.4).

(e) Dokazimo da su ispungjeni uslovi iz (3.2.2).Neka je
£ € E'.Treba dokazati da je fE€E’", tj. da su restrikcije f|S
sa—neprekidne.Prostori (Sa’sa) su metrizabilni, pa je dovolj-
no dokazati da su pomenute restrikcije s —sekvencijalno ne-
prekidne.leka x €Sy, lim x, =x &5, .Kako je g{Sb\ bzsb, to
je  g-1lim x =%, pa Jje lim f(x y=f(x) zbog feE', a to je 1
trebalo dokazati.Dalje, zbog (3.1.12) je svaki slabo ograni- I
en niz iz E° jako ogranicen.Prema tome, ispunjeni su uslovi
iz (3.2.2), pa je svaki slabo Cauchyjev niz iz E~ ekvinepre-
<idan.

(e”) HNeka su T,:E — I neprekidna linearna preslikavanja,

sii
T.Ako je

e, ,
Fe¥’”, onda je niz (anx) konvergentan, fT x — fTx, pa je

i neka Jje nisz (Tnx) konvergentan za svako x &
sn ekvineprekidan, zbog (e).Cnda je fT€Xk’, tj. T je slabo

ieprekidno preslikavanje, pa Jje ono neprekidno, zbog (A,N2).

Presliikavanja quTn—T su neprekidna, pa su preslikava-

1ja L ,L:B —_>co(r), definisana sa

L, (x) (Rlx,...,RnX,o,o,,-.)
L
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dobro definisana (ovde je OO(F) separabilan- jer je F sepa-
bilan- Banachov prostor nula-nizova iz ', snabdeven normom
H(yn)”:sgp [y ll).Kako R x —> o0, to L x—> Lx za svako x& E.
Preslikavanja Rn su neprekidna, pa su takva 1 preslikavanja
L,-Onda je neprekidno 1 preslikavanje L (dokaz isti kao za
preslikavanje T).Zato postoji g-okolina nule P, takva da je
lwplilel, tj. Rn(P)c;B’?a_svako nell, gde je B zatvorena je-
dinicna kugla u F.Neka je Q apsolutno konveksna g-okolina
nule sa osobinama: 2Q<P i T(Q) < B.Skup {Tn:nGJNf je ekvine-
prekidan, Jjer je Tn(Q)C 2B za svako neIN.Zaista, ako je y= .
=an, qgeQ , onda jJe _
y:(an—Tq) + Tq =R q + Tq€ B+B=2B.
(e") Dokaz je isti kao za (e”), s tim Sto se ne pominje

separabilnost.

(f) Sledi iz (a), (d4) i trivijalne implikacije:iz (B’Nl)

sledi (B’NB)' _ X
(g) Weka je skup {xn:nele svuda gust u E, F& N, .Onda

Jje Flzspan {Xn:neJN} normiran i separabilan prostor.Kako ie

6 (F,,F{)= G(F,F')}Fl, to je preslikavanje T 6(E,E")-

- G(Fl,Fl’)—nep;ekidno, pa iz (A,N,) sledi (4,N;).Obrnuta im-

plikacija je trivijalna.

(Ideja za dokaz tvrdjenja (e’) je uzeta iz Orlicz,Ptak
(62), str. 6o0-61)

Dakle, ako je prostor E(g) regularen, ako ima osobinu
(291) i ako su parovi (Sa,sa) metrizabilni i druge kategori-

je u sebi, onda su taéne implikacije:

(A,57) = (Af%) ==

V) U (B,N4)
(B,5;) = (B,u,) =
Ako je prostor E(g) jos i separabilan, onda se sve im-
plikacije u prethodnoj shemi mogu zameniti ekvivalencijama 1

g je Mackeyeva topologija.

Svaki Saksov prostor s Wiwegerovom meSovitom topologi-

jom (op&tije, svaki Hausdorffov (GLF)-prostor) zadovoljava

T L 4T
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malocas navedene uslove (izuzev (251) i separabilnosti), pa
iz (3.2.6) dobijamo kao specijalne sliudajeve sledede rezul-
tate: (58),Thm.17; (59),Thm.12(ry),(r,); (62), str. 59 i

1.325 (60), ()-(d), kao i (16),I.4:11-12. Iz (3.2.6) sledi

i (48),3.2.(1), ako se zna sledede:

(3.2.7)TVRDJENJE Ako su parovi (Sa,sa) metrizabilni i P metri-
zabilan lokalno konveksan prostor, @nda je niz neprekidnih

linearnih preslikavanja Tn:E(g) — ekvineprekidan ako i
samo ako je on sekvencijalne ekvineprekidan ( niZ'(Tn) je
sekvencijalno ekvineprekidan ako i samo ako 1z TnX —3> 0 Z&
svako X &L sledi da Tnxn —> 0 z&a svaki nula-niz (xn) iz B).
Dokaz ovog tvrdjenja ne dajemo.Napomenimo da se u jed-
nom delu dokaza koristi ¢injenicea da je niz konvergentan sako
i samo ako svaki podniz tog niza ima konvergentan podniz, a

drugi deo dokaza je analogan dokazu (3.2.6)(b).

Prethodne primedbe se odnose na talke (a),(d),(e),(e”),
(f) i (g), dok tacke (b),(c) i (e"™) nisu bile poznate za Sak-

sove prostore.

Ostatak ovog paragrafa je posvedlen dokazu rezultata bo-
ljeg od (3.2.6)(f).

(3.2.8)DEFINICIJA Topoloski vektorskd proStor E pripada kla-
si (Sep) ako i samo ako za svaku okolinu nule VC E postoje

oo
y,€E takvi da je E= Lj(yn+V).
h n=4

Jasno Jje da svaki separabilan topologki vektorski prostor
pripada klasi (Sep), kao i da sveki metrizabilan prostor iz
klase (Sep) jeste separabilan.Sledede tvrdjenje daje karak-
terizaciju klase (Sep) (videti i (3.3.2)).Dokaz ne dajemo,

zbog njegove jednostavnosti.

o

(3.2.9)TVRDJENJE.Sledeéa tvrdjenja su ekvivalentina:
(a) B e(Sep)
(o)

(L) da svagu owolinu nule Va® postoji potprostor F




N
N

najvise prebrojive dimenzije, takav da je E=F+V.
(¢) Za svaku okolinu nule Vc E postoji separabilan
potprostor F, takav da je E=F+V.

B S

Klasa (Sep) ima mnogo bolje nasledne osobine od klase

geparabilnih prostora: &
(3.2.10)TVRDJEUJE o b
(a) Ako je E€(Sep) i ako je FcE vektorski potpros- é

tor, onda je F & (Sep). %
(b) Ako je E<€ (Sep) i ako je F< E vektorski potpros- §

tor, onda je E/PF &(Sep). %
(¢) Neka E ima topologiju induktivne granice, defini- ﬁ

Y B

s - . . : ) i . |

sanu preslikavanjima f :E -——>FE i neka je Ehnﬁg*n(En).Ako I

su Enéé(Sep), onda je E < (Sep). %
(d) Ako su E.& (Sep),ieI, onda Je r\L € (Sep). 4
(e) Ako su Ene(Sep), onda je @E e(Sep)
(f) Ako su Eiei(Sep), onda je progektlvna granica
prostora E. u klasi (Sep). A
- {g) Ako je E & (Sep), onda je kompletizacija Ee&(Sep).
DOKAZ (a) Neka je V okolina nule u F, W okolina nule
u E, takva da je WNF< V i neka je W uravnotezZena okolina nu-
le u E za koju je W'+W < W.Postoje yo€ E tako da je EZ(XYW’)
=F.leka je M:{neJN- (y,+W )N F £ £f.Skup M je neprazan, jer
je F<E L}(y +W 7 ).ﬂeka je, za svako n&l, x, proizvoljan
element 1 (yn +W )N F.Tada jJe F_(J (x, +V).Zaista, jasno je o

b
e
)

i

3

da je #%(¥n+V)C:F,NeAa je x ePF. Qnda je x:éjp+W’ za neko pe
€IN, pa je X:(x—yp)+(yp—xp)+kpé&W'+W’fxpcexp+w, t3. Xfxpe’w
i Xuxpé:F.Odatle sledi da Je X—XDé-V, sto je 1 trebalo doka-~
zati. , ) :
(b) Ovo je specijalan slulaj tvrdjenja {c). B

(c) Ako Je V< E okolina nule, onda je fgl(V) okolina nu*~ i

le u B, za svako n €I, pa postoje ygérEn(p:l,Z,,..), takvi da

3 b? p -1 N 'tlc: io
je En;-§$fyn+f (V)).0datle jJe

oo ) e 6o
Ek:&%f}ﬁﬁ:>—§j};gq(fn(yg)+fn ety a U (ONES (y2)+ )< E.
(d) Ako je V okolina nule u proizvodu, onda postoje oko-
line nule V., <« E. (n=1,...,k) takve da je v:g{ﬁ'v % I m.
nn e dp tel\{‘. q‘%
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o
i postoje '? L€ Es o, L)(yl +,-.).Meka je M skup svih ze&
FElkoa koglh su p§v1h k koordlnata razne kombinacije eleme-
nata yg » & ostalo su nule.Skup M je najvisSe prebrojiv i
fj E;= é)(z+V) -
(e) SlPdl iz (¢) i (d), Jer je @ E_~ induktivna granice

prostora g}u_. n

(f) Projektivna granica je potprostor proizvoda, Da ovo
tvrdjenje sledi iz (a) 1 (4).

(g) Dokaz je analogan dokazu ovakvog tvrdjenja za separa-

bilne prostore.
Vratimo se sada osnovnoj temi:

(3.2.11)TEOREMA Neka prostor E(g), g:g(sa,sa,agsA) , ima oso-
binu <:31>’ neka su parovi (Sa,sa) druge kategorlje u sebi i
neka Jje.,lokalno konveksan prostor F(t)& (Sep).Ako je s lokal-
no konvéksna topologija na F, takva da je s<£t, da t ima ba-
zu okolina nule od s-zatvorenih skupova, onda je svako s-nep-
rekidno “linearno presiikavanje T:E —>» F 1 t-neprekidno.

DOKAZ Ako je V t-okolina nule, onda postoji s-zatvo-
rena uravnotezena t-okolina nule W takva da je W+W< V.Kako je
F= Cj(y +W) za neke y *o je,\za svako a €A,keWN

" kS [(T (y,+¥)N ks _ ).
Preslikavanje 7T ge s neprekidno, pa su skupovi T"l(yn+W)ﬂ kSa
zatvorenl u k3, .Zbog ovoga i zbog ginjenice da su (kSa qa)
druge kategorije u sebil postoje Xaé-ksai Sq ~okoline nule U

jay) .>T

tako da je

] —‘] e T3
(XZ+U£)f\kS c T *(y +W)N ks < T l(yn+w) .
Iz ovoga, korisdenjem oqoblne (Eﬁl) sledi da postoje s_ -oko-
line nule Vg, takve da je V Nks <l (V), pa je T t-nepre-

kidno.

Specijalan sluda]j prethodne teoreme je 1,1 iz (46) i
Thm.1l iz (58), a dokaz koji smo dali je modifikacija dokaza

iz (46).

3.2.11) i neka F ima

{
\
) rastudi niz.Ako je pre-

’
o

topologiju t=g(s,57,neli), gde je (5
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s

“glikavanje 1 iz E u F s-neprekidno i ako Je F(t)& (Sep), on-
‘da je T t-neprekidno.
DOKAZ Zbog (1.1.5) +topologija t ima bazu okolina nu~

le sastavljenu od s-zatvorenih skupova.

jf}. Teorema o zatvorenom grafiku- domen je
prostor s topologijom generaligsane

induktivne granice

Ovde c¢emo dokazati neke teoreme o zatvorenom grafiku za
sluc¢aj kada je domen preslikavanja snabdeven topologijom ge-
nerelisane induktivne granice.Zbog Mahowaldove teoreme (vide-
ti (0.4.2)), kao i zbog ¢injenice da prostor,veoma specijael-
nog tipa, s topologijom generalisane induktivne granice ne
nora biti éak ni 6H-kvazi-balvast:!(videti (3.1.2)), to klasa
prostora-slika mora biti uze od klase svih Banachovih prosto-
ra.0Osnovnu pomo¢ nam pruza Kaltonova teorema o zatvorenom
grafiku, koju demo sada formulisati u obliku koji je razlicit

>d originalnog (uporediti sa (0.4.4)):

(3.3.1)TEORENMA ((41),Thm.2.4.) Neka je E lokalno konveksan
rostor.Tada su sledecda tvrdjenja ekvivalentna:

(a) Za svaki separabilan Br—kompletan prostor I, svako
Linearno preslikavanje iz E u F g zatvorenim grafikom je sla-
>0 neprekidno. »

(b) Svako lineerno preslikavanje iz E u c, S zatvore-
1im grafikom je slabo neprekidno.

(c) Dual E” je slabo sekvencijalno kompletan,

Wi demo malo prosiriti Kaltonovu teoremu: dokazademo da

[

1 tacki (a) prostor F moZe pripadati klasi (Sep).

‘3.3.2)LEMA Ako je F lokalno konveksan prostor, onda su sledz-
*a tvrdjenja ekvivalentina:

(a) ¥ &(Sep).

(b) Svaki ekvineprekidan skup iz ¥je O(F[F)-metriza-

ilan,

)

t




W
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DOKAZ (a) = (b): Neka je U proizvoljina okolina nule,
'Postoje X, &P takvi da je F= k)(x +U).Ako je F familijao
svih Konar ih podskupova skupa I, onda skupovi k= {y :ne Y
ke, 5péxf’, obrazuju bazu okolina nule za neku lokalno kon-
:vekqnu topologiju s na ¥*7, koja Jje pqeud0ue+rizabilne Doka-
‘%imo dea je topolodki prostor (U ,SIU ) nﬁusdorffov Neka nije.
rada postoji o#Af € U° tako da ge o € (f+k~ {X ne‘?}o)ﬂ U za
sveko kKeli, ¥eF | pa je - ‘{ 'f k—l{ ’H odnosno
If(Xn lé L ga svako kﬂléﬂ, pa je f(xn)—o za svako nelV.
Neka Jje X &l proizvoljno.Tada jJe szp+u, za neko vl 1 neko
‘uelU.Iz ovoga i prethodnog sledi da je

[T (x) & |fix ){+lf(u)l:‘f(uﬁ < 1.
Dakle, za svako xe€F je |[f(x)< 1, tj. f=o, 3to je u kontra-
‘dikciji sa ff#o.Znaci, topologija s[UO je Hausdorffova.Kako
je SYF;F)B.S i kako je u° S(F/F)-kompaktan skup, to iz. (42),
5.8 sledi da je B6(F;F)|U°=s|U°, pa je U° &(E/F)-metrizabi-
lan. ' '

(b) => (a) : Neka je U zatvorena apsolufno konveksna
okolina nule.Polara U® je slabo motrizabilan skup, pa posto-
’je Y€ P, takvi da je familija skupova k_ {yn:nAECF}OFXUO
k€W, & F , baza okolina nule topologije 6(F;F)]U°.leka
je Fl:span{_y nelNi.Tada je F=F,+U.Zaista, neka je xé:F.
Tada je skup {X}(\U okolina nule u topologiji S(r,;7)U°, pa
postoje ke N i P&F, takvi da je Ixi°N Uu°ok” {yn ne ¥ ul
Uzimajuéi polare obeju strana, dobijamo

- R e A e T
F(Figio v e Mkl {y, ne?f Y U).

Skup ¥ je konalan, pa je {T{yn.n€39§ =§‘{Yn:n€¥P§ i ovaj
P

je kompaktan.Iz ovoga i 1z

f(k{“{yn:né:¢§KJ U)o X r{yn:né=¥§ +U:kfﬂ{yﬁ:ngﬁﬂf+U

(zbir kompaktnog 1 zatvorenog skupa Jje zatvoren skup) sledi:

T ( Mixy v U kr{y -m:—CP} +U,

pa je x€ I +U, 8to smo 1 hteli da dekazemo.Cnda iz (3.2.9)

sledi da je #e (Sep).

sada mofemo dokazati pomenuto prosirenje Kaltonove teo-

reme :
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(3,3.3)TEOREMA Ako je E lokalno konveksan prostor, onda je
gvaeko od tvrdjenja (a),(b),(c) iz (3.3.1) ekvivalentno sa:

: (a’)Za svaki B,.~kompletan prostor F iz klase (Sep),
gvako linearno preslikavanje iz E u P s zatvorenim grafikom
je slabo neprekidno.

: DOKAZ Implikacija (&”) =>» (a) Jje trivijalna, dok se
implikacija (¢) => (a’) dokazuje na isti nadin kao implika- °

cija (¢) = (a) u (41),Thm.2.4. , s tim Sto mi koristimo le-

~

mu (3.3.2), umesto 1.1 iz {(41). i

Da bismo dokazali da je prethodna teorema prosSirenje Kal-
tonove teoreme, pétrebno je jos dokazati da postoji Br«komple~
tan prostor iz klase (Sep) koji nije separabilan.Bide nam po-
trebna slededa lema:

(3.3.4)LEMA Ako je F lokalno konveksan prostor, onda je pros-
tor (F, 6 (F,F)) u klasi (Sep).

DOXAZ NNeka je U slaba okolina nule u F.Onda postoje
f;€ F7 (i=1,...,n), takvi da je {fl,...,fay%:U.Uzimajuéi po-
lare obeju strana, dobijamo da Je Uocz{ﬁv...,fn}oo .Skup -
{fl,...,fn}OO je n-dimenzionalan, pa Jje on metrizabilan u to-
pologiji 6(P,F).Samim tim i skup U° je takav, pa tvrdjenje
sledi iz (3.3.2).

(3.3.5)PRIMER Neka je F:ZKI, gde je I skup sa osobinom da je
Card(I)> 2% i neka je F snabdeven topologijom proizvoda.Ta
topologija nije nista drugo do slaba topologija, pa iz pret-
hodne leme sledi da je P u klasi (Sep).Prostor F rnije separa-
bilen: ako bi bio, onda bi bilo da je Card(F)< 227° &to nije

tacéno, jer jJe c
Card(F):(CardGK))Card(1>> 22
(videti (7),II,zadatak 122).Prostor I je B -kompletan (Cak je

B-kompletan), Sto sledi 12z poznate karakterizacije Br—komplet—

nih prostora ((44), $34.2.(2)) i iz sledede &injenice: svako
neprekidno linearno preslikavanje iz F u lokalno konveksan
prostor G je topoloski homomortizam ((34),4.1.6,Exc. 1.Db)

Vratimo se sada teoremi o zatvorenom grafiku.Iz (3.1.5),



3.3.3) 1 (3.21) sledi:

;3.3.6)2§9§§M§ Neka prostor E(g), g=g(sa,8a,a<5A), ima oso-
;inu (231), neka su parovi (Sa,sa) druge kategorije u sebi i
@kavje lokalno konvgksan prostor F &(Sep) Br~kompletan.Ako
inearno preslikavanje iz E u I ima zatvoren grafik, onda je

yno neprekKidno.

ﬁf4. Dokaz jedne Collinsove hipoteze

Godine 1968. je H.S. Collins u radu (12),str. 371, pos-
tavio slededu hipotezu (uzimamo u obzir i 5.2 iz navedenog
~ada): ako Jje E:Cb(T) prostor neprekidnih i ogranidenih funk-
:ija (realnih ili kompleksnih) nad ekstremalno diskoneksnim
lokalno kompaktnim Hausdorffovim topoloskim prostorom T i ako
je on snabdeven striktnom topologijom ﬁS, onda je svaki
O (E’,E)-Cauchyjev niz iz B’ ekvineprekidan.

Mi cdemo dokazati da je ova hipoteza taclna,

Poznato je da vaZzZi jednakost 2 =g(t,nB,nelN), gde je t
kcmpaktno—otvorena ~topologija mna E ( prednorme su pK(x):
=sup|x(t)] , X su kompaktni skupovi) i B={xeE: qup Jx ()] 13
(videti primer (1.2.3)). _

S obzirom na (3.1.5), hipoteza ée biti dokazana gko do-
kazemo da prostor (E,fb ) ima osobinu (Z%l) i da je skup B t-
—-druge kategprije u sebi(ovo poslednje je ekvivalentno sa:

nB je t-druge kategorije u sebi za svako neli).

U daljem demo sa T uvek oznacavati ekstremalno diskonek-
san lokalno kompaktan Hausdorffov prostor, a sa Il - unifor-

mnu normu na E ( Hxﬂzigan(t)f ).

Dokazimo prvo tri leme xoje su, po svo] prilici, dobro

bpoznate .

(3.4.1);§MA Ako je L@ kompalktan skup, onda postoji otvore-
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no-zatvoren kompaktan skup L DK.

DOKAZ Svaka tacdka xe K ima otvorenu okolinu Ux’ takvu

?;da je E£ kompaktan skup.Iz K< L}UX sledi da postoje Xie;K

n Xek

, (1=1”n.’n), takvi da Je Kc:(% chgﬁj‘ﬁx'zL.Skup L Jje otvore-

L 4 &= i

pno-zatvoren i kompaktan, jer su takvi i skupovi Ux’ zbog ekgs-

~ tremalne diskoneksnosti prostora T.

(3.4.2)POSLEDICA Familija skupova tipa {x: pe(x)< ef,e>o,

- Kc¢ T otvoreno-zatvoren kompaktan skup, &ini fundamentalan sis-

ﬂ tem okolina nule topologije t.

(3.4.3)LEMA Ako su K,L€T otvoreno-zatvoreni kompaktni sku-—~

. povi i a>Db>o, onda iz {x: py(x)< bl x: Py (X) < a7 sledi

da je K L.

DOKAZ Neka postoji t€ K\ L.Skupovi {ti i L su kompakt-
ni, pa postbji x€CP(T) takvo da je x(t)=a+l i x(L)={ofOnda
je xedx: <pL(X)<bf i x¢gix: pg(x)< a}.Kontradikcija.

£3

Dok su4prethodne dve leme trivijelne, s tredlom to nije

Asluéaj ( ona je formalno jada od jednog zedatka iz (32)):

(3.4.4)LEMA Neka je G&T otvoren skup i x neprekidna 1
ogranicena funkcija na G.Tada postoji yeacb(T), tako da Jje
yle=x, y(TN\G)={o} 1 suplx(t) =y -

DOKAZ Funkcija x Je neprekidna ako 1 samo ako su
funkcije Re(x) i Im(x) neprekidne, pa se bez smanjenja
op3tosti moZe pretpostaviti da Jje x realna funkcija.

neka je G(r)={t€ G: x(t)< r}.Jasno je da vaZi jednakost
X(t)zini{réJR:'técﬂzﬁ}.Oznaéimo sa H(r) zatvorenja skupova
G(r) u G i sa 2z funkciju definisanu jednakoddu z(t)=
-inf{re R: t€ H(r)}.Oblast definisanosti funkcije z je G: iz
G(r)=GC za rg.%%%lx(tﬂ sledi H(r)za za iste T, A

Sada demo dokazati da je zlG=x.Iz G(r)c H(r) sledi da
je {ré]R:té G(r)}c {relR:t GH(I‘)E, a odavde- da je x(t)>At)
za svako te G.Neka postoji ta&G se. osobinom da je X(to);>
>=z(t ) i neka su a,be€R takvi da je x(t )>a>b> z(t ) -
Tade je t e H(b)NG 1 t £Gla).Iz b<a dobijamo da je



O

\’A

G G G
G(b) < G(a), pa iz H(D)N G=G(b) N G=G(b) < G{a) sledi t €
e @(a).Kontradikcija.

Slededéi kxorak dokaza je dokaz neprekidnosti funkcije z.

Za to je dovoljno dokazati sledede: 1° skupovi H(r) su otvo-

02

S reni u E; 2° H(r) < #H(s) za r< s; 3° kJ Hir)s G 4° (“\H(r)_
re® rTe R

= ¢ (videti, na pr. (40),12.1). Skupovi G(r) su otvoreni u G

(x je neprekidna funkcija), pa su oni otvoreni i u G, jer je

G otvoren u T.Skup 5 38 otvoren u T (ekstremalna diskoneks-

" nost), pa je on ekstremalno disgkoneksan u indukovano] topolo-

giji ((24), 6. §2. Cwiczenie G.(b)).Zbog toga su skupovi H(r)

otvoreno-zatvoreni u 5, pa su ispunjeni uslovi 19 1 2° (pos-

lednji i zbog G(r)< G(s) za r<s).Uslov 3° je, kao Sto smo

veé videli, takodje ispunjen (H(r)=G za dovoljno veliko r).

Konadno i uslov 4° je ispunjen, Jjer iz G(r)=§£ z8 T

-sup k()| sledd H(r)=¢% 2za' iste . |

Prema tome, funkcija z je neprekidna, ogranidena i iG:x.
Funkciju y definisemo na slededi nadin: y(t)=2(t) za

teG i y(t)=o za t&G.Podto je skup G otvoreno-zatvoren skup,

to funkcija y ima sve nabrojane osobine.

Sada mozZzemo da dokazZemo ono 3to smo zeleli:

(3.4.5)TVRDJENJE Prostor (E,5) ima osobinu (27;).

DOKAZ Neka Jje XO€EB i U proizvoljna t-okolina nule.
Bez smanjenja opStosti mozZemo pretpostaviti da Jje XO#O.Sa'U&
< U oznaclimo onu apsolutno konveksnu t-okolinu nule zsa koju

-1, - .
je x &2 ~Lu7 Postoji relo,1l, takvo di je (1-v)x & 27°U", tj.
J ("'14,-! - - e - - - " L IT " .
da je zxoeaxo+2 U .Odaﬁle je rxo+2 U;: xofdcc XO+U.

Ualje, neka je V:{X: pK(X)<186<:2"“U', gde je e>o0 i K
Xompaktan skup.Ilz (3.4.1) sledi da postojl otvoreno-zatvoren

kompaktan skup L DK.leka 3~{X° py (X)) < df gde Jje d=
=min {2—1,5, 1-r}.Tada je '
Wf\Bc:(zx +V)M B - (rXO+V)Pch:(XO+U)f\B —’(KO+U)f§B.
Zbog pretho urog Je dovoljno dokazati samo prvu inkluziju,
Neka je xeWAN B.Definisemo zq i Zo DA slededi nacin
7y =x4rx, ~(dx+(1-a ‘)wﬁ , Kp=rx -(dx+(l-d)rx_ )ﬁﬁ , ¢de dJe
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- ¢ xarekteristicna funkcija skupa T™NL.Ona je neprekldna
;lJer je L otvoreno- zatvoren skup, pa su X1 s X5 €C (T) Jasno jJe
g;da je x=xy-X,.Seda demo dokazati da Xl,“2es(rxo+v)/\B,SLede_
' de nejednakosti su jasne:

- - = ) o
pK(X1 I‘XO)SPL(Xl rxo) pL(X,<d5V

pK(xg—rxo)s.pL(x2~rxo)=0<:e ,

pa Xy,%5 eirXO+V.
Dalje je:

~

za t€L: [x; (t){= (t)+rx () 2 \x(t)] +rlxo(t)l<d+r$l
o ()] =r[x (t)grel ;
za t€L: |xy(£)]=](1-d)x(t)+drx ()£ 1-d+rdrg 1

lxz(t)[:[—dx(t)+drxo(t)35d+dr<'2d$ﬁl .
(koristili smo da je l|x\\41, on{sl), pa je x,Xx,€ B, 8to je
i trebalo dokazati. 4 A

(3.4.6)PRIMEDBA S obzirom da se Xx; 1 X, iz prethodnog dokaza
mogu napisati i u obliku x1=(l—d)x+drxo+(dx+(1—d)rxo%92 .
'xzzwdx+drxo+(dx+(l—d)rxo}y§ , gde je % karakteristicna funk-
cija skupa L, to prethodno tvrdjenje vazZi i za prostore CO(T)
i COO(T) funkcija koje teze nuli u beskonadnosti, odnosno
funkcija s kompaktnim nosacdem, ako gu oni snabdeveni Buckovom

striktnom topclogijom.

Jos je preostalo -da se dokazZe:

-

(3.4.7)TVRDJENJE Skup B={x €C®(2):]xlls 13

rije u sebi.

je t-druge katego-

DOKAZ Neka su B (n=1,...) t|B- otvoreni i t|B- gusti u
BiAc B t|B-otvoren skup.Treba dokazati da je A m B #gﬁ
Skup AN By ~je tlB-otvoren i nepreazan, pa posto e X &

€ ANB, 1.Uy {A.py (X)z’eji, takvi da je (xy+U;)NB<A NB,
gde je Ky otvoreno zatvornn kompaktan skup (zoog (3.4.2)) i
o ey < 1.S8kup (x+Uy)N By Je t|B-otvoren i neprazan, pa pos-

toje xzéi(xl+Ul)f\BZ i U2={x:pK2(X)<.eQ§, takvi da je (X2+

— : -1
+U2)le<:(X1+U1}F\B2, gde je e,4<2 ¢, U,Uy, K, otvoreno-



—-zatvoren kompaktan skup
tavljajuci induktivno ovaj
(3.4.3),
& (x

-1

<2

skup,

T AY
n~l+dn—1)len’

e
I~

Kn 9KI1 1"
Iz prethodnog,

— T (
e (Xm+bm>ﬂ Bc &Xm

<(x

r

\

dobijamo X,

za m>n,

s 1

1’Un:{X:pK (X)<:en§’

i

n’eD’Un
+U)ﬂ3C’

K
n

(za n=2,3,...).

~74i&n-l’

)f\B

Ky Ky ( zbog leme
postupnak,

1+U—_

otvoreno-zatvoren kompaktan

dobijamo:

~

}- i3 .
N %nC((k

us

korisdenje (3.4.
sa slededim osobinama:
1)Fan,

r
LnC"Un-—l

m—l+ﬁm~1)n B

(3.4.3)).%

Nas-
2) 1
Xné

» en<

) B <
m

ﬂ 2

~lr\Bm<:"'C

C(Xn+Un)f\bn+ln...f\Bm,

1

pa je x -x €U, . ko je jos »q, onda iz U < U, sledi da je

q

(%)
) j 5 i -
Neka je G:T_S:IJKIl i x

— z, .
pKQ(xIn xn}<:eq am>nsq

=Xn{G.Ako je t€G i e >0, onda
i te

n
postoje 1,j€IN za koje je

e;< e i tG.KJ., pa je e & e
€ K, za k=max{i,j§{ .Iz (%) onda sledi

[x/(t)-x(t)] <
3. (x (%))
tan.vakle,

xn)<:ek<:e zg m>»n>k,

pKk(Xm~
e Cauchyjev u I,
te G, :x;r;(t) —> x(t).

da je ova konvergencija uniformna na svakom

-3

niz Jje a samim tim i1 konvergen-

za gvako Sade demo dokazati

Kompakitnom sku-

-

I

PaY
n

su ctvoreni u 7, pa su otvoreni i
LD

KoG= UK 1 K <X
h:}}r Il

f>o0 i g]h,

za c=max{a,b}, pa iz (x) &l

pu K iz G.Skupovi u

otvoren u 1,
ac IV,

‘T'I 1, .,'I
Je ACI%} 1 o

RPF Py, (x,

J' e Da iz sled

je

i+ 1

i
Neksa takvo je
< f

G
K z&a neko je

®

, za -

v
1

o o»

ti. je reavnomerno Cauchyjev, a samim

merno

niz (X'(K)

konvergentan ne K.Prems tome, niz (Xé) ravnomerno Kon-

vergira funkciji x na svakom xompaktu K, restrikci]
prekidne.Kako
’ o, Id -
((é4),3.})3 Twierdzeni

a.

pa su
kao otvoren

e 5.

xi¥X ne je G, pccéaskup, lokalno

to 1z prethodnog sledi

da je X neprekidna fuzkc1j
1
Yn

(3.4.4) &7

V&Ko nn &

IN

Kako je za s T, ot

ng"( Dl £

» » 3
sup [x ()]
L e n

7 o
e 1 BSY

m

2Me

},J

L

roatojl

d



(o)}
(o))

na i ogranicena Tfunkcija y na 4, takva da je y[G:x iflyllg 1.
oD
Dokazimo sada da je yéjkﬂ‘QAEEfIZ (%) sledi(za m —>oo,

N

=q 1 uzimajudi u obzir p,. (%' -x V=p, (x_-x_)
n=q J P N m n) phg< m " n

_ Q
t3. Kesxn+Un, pa Jje (zbog ylG=x) i yg;xn+un za svako nell.

7
)i opg (x-xp)g e

Zbog inkluzije
(2 +U N B < (x - +U )N B,

je y€3B, za n=2,3,... , a zbog inkluzije (xl+ﬁl)F\B<: Af\Bl
je YEANE 1 dokaz Je zavrsSen.

Prema tome, Collinsova hipoteza Jje tacna:

(3.4.8)TEOREMA Ako je E=(CP(T),/>), onda je svaki S(E’,E)-

’

-Cauchyjev niz iz ¥~ ekvineprekidan.

Za neke klase topoloskih prostora T (razlicite od nadih)
su dokazana tvrdjenja tipa (3.4.8) (videti na pr. (14),Thm.
5.1).Kod tih dokaza je suStinski korisddéena &injenica da je
dual prostora E jednak prostoru svih Radonovihi ogranicenih:
mera na T.Prema tome, nad dokaz je potpuno razlic¢it od pome-

nutih.

Primetimo da smo ovde dokazali vise nego Sto je navede-

no u (3.4.8).Naime, iz prethodnih rezultata i (3.1.4) nepos-

redno sledi: - )

(3.4.9)TEOREMA Weka je E kao u (3.4.8) 1 F lokalno konveksan
prostor.Ako su Rn:E —3>» ' neprekidna linearna preslikavanja i1
niz (Rn(x)) je Cauchyjev za svako x €E, onda jJje niz (Rn) ek~
vineprekidan,Ako jos Rn(x) ~—>R(x), onda je R neprekidno

preslikavanje 1 R —>R uniformno na svakom pretkompaktnom

n
skupu iz E. - s 3

Druga hipoteza u (12), str. 371, je slededa: ako je S

prostor T snabdeven diskretnom topologijom, onda postoji ne-
Ial
A

s . . o . 4
prekidna projekcija (8) — C7(1T) (oba prostora su snab-

devena odgovarajulim striktnim topologijama), tj. Cb(T) ime

b,
(~

topoleéki komplement u prostoru C (S).Cvu hipotezu nismo us-

et o o

o BTN



N
-3

- peli ni da dokaZemo ni da opovrgnemo, ali smo dobili neke

rezultate u vezi s tim:

(3.4.10)TEOREMA Ako je G T otvoreno-zatvoren skup, onda je

| b(ry=cP(e) @ cP(r~a) ,

pri Cemu su svi prostori snabdeveni odgovarajudéim striktnim
topolovlgama/@ ﬁl,ﬁ%- i vazé jednakosti/31=/5(0b(G) =
-g(t]c®(®), an,n:ﬁ]N), gde je By zatvorena jedinidna kugla
prostora C (G), analogno za /32.

DOKAZ Karakteristicéna funkcija % skupa G je nepre-
kidna, pa Je dobro definisano linearnc preslikavanje P iz
cP(m)y uc °(@), P(X)(+)«Y(t)9§(t) Ono je sirjekcija: ako je
D(i), onda je P(x)=y za =xé&C (G), definisano sa x(t)=

aQ

e
m
Qo

H

y{t) za t€G i x(t)=o za t&£QG.

Dokaélmo prvo da je presllkavange P: (C (T),p) %»KHQ/ﬂd%ﬁ\
:nepreﬁldno .Ako je U—naqé?U'P\lB proizvoljna /3 okolina nu-
e (Ui su t-okoline nule), onda je P(U)< UNC (G) (8to sle-
- di iz definicije preslikavanja P), pa Je P neprekidnéd.Samim
tim, tacna Jje Jednekoqt

Py, [%))-JC (G) /3,!0 (6)) ® (cP(r\a) 3lC Pe~6)) .
Preostalo je jo5 da se dokaZu jednakosti ﬁl~ﬁ40b(G\=
=g( *}Cb(G) nBl,néam) (i analogne jednakogti 53,6 ) ueka Je
V= ”Q?V nJB proizvoljna ﬂ ckolina nule; VJ~3XEC Sy
PFJ(X)<:6 4, e.> o i K. su otvoreno-zatvareni kompektni sku-
povi iz T. Aka P K N G= b, onda je Win 3B e P(V.njB)C vjm

N iBNc2(a) , gde je W, s={= ccP(G): Py, (x)< ey 591 Ly Je proiz-—

voljan otvoreno- Ldtvoren kompaktan akun iz G (ovce 1 dalj

smatramo da je izvrSena identifikacija vrogtora C ‘”(G) i

{X§p:X£iCb(T)3,).AkO je pak, KﬁfiGﬁgé , onda je Lj:Kjf}G ot -

voreno-zatvoren kompaktan ekup: pa ako Wﬁ definifemo kao ma-
oJ

locas, dobidemo ist e inkluzije. Aoﬁg toga je

SO ~ b "
nggza;jn Jﬁlch :@V-ﬂ iBn CP(®)c ( V.n BN CP(6)

=
b
Vt,j_./%,g(t’,’c (G), 3By, élJ)>(51C (G).

i%'_.a

Na slic¢an nadin se dokazuju obrnute nejednakosti ( za
243



68

3. 4.11)PVRDJENJE Neka je F metrizabilan 1ohalno konveksan
pI‘OSDOI‘ s bazr“m (U,) okolina nule, U atUn 1(n=2,3,...) 1
neka Jje R: (cP (T),il ) —1 neprekldno l,mearno preslikavanje.
onro je /3 -neprekidno ako i samo ako za svako n&Ii postoji ot-

voreno-zatvoren skup Knc: T, Knc I€n+1(n:l,2,...) sa osobina-.
me: K, Je kompaktan i iz [[xl<£1, x|K ={o} sledi R(x)e U_. .
f DOKAZ ==>: Restrikcija RIB je t-neprekidna, pa posto- '
Je t-okoline nule V -{x pK (x)< e f takve da je R(VnnB)c Un

»a svako ne&l, pri Semu su K, otvoreno—zatvoreni kompaktni

skupovi (zbog (3.4.2)) i oni obrazuju rastudi niz.Neka je i
1x1]¢1 i xIK —{o{ Tada je x €V NB, pa je R(x)e U,- ‘
7 = : Prcs1 ikavanje R je norma neprekidno, pa postoje Th> |
vf;'.O., takvi da Jje R(B)c r nUpyq -Neka je W _l{x Py, (x)< T :i%.Ta—
ia je R(Wnﬂ B)CUn.Zalsta, iz x€W, OB qlpdl X= X¢+X€P ( ¥
jte karakteristic¢na funkecija skupa KT1 1> @ % -njegovog komp-
%:ementa), Ix%l<lixliiel 1 X?lKn+1 o, pa je R(Xsﬂ)eUn+1.Da-

;je je [[x gl/szﬁ+l(x)<r;l, pa je X‘ﬁ,er 1B Konadéno je
, -1 ,
R(x)=R(x®¥) + R(x¥)eR(r"B) + R(xgZ)c U ,+U < U_.

?3 4.12)POSLEDICA Ako je R 3 -neprekidno, onda postoji rastu- .
4 nisz otvoreno zat \rorenlh kompaktnih skupova K < T sa osobi~
om: iz xeCc®(T) i AlU K, ={o{ sledi R(x)=o. b

Kombinovanjem (3.4.10) i (3.4.12) dobijamo: e

3.4.13)TEORENA Neka je P metrizabilan lokalno konveksan .
rostor i R:(C (1),B ) —> P neprekidno linearno preslikavanje.
ada postoji rastudi niz otvoreno-zatvorenih kompaktnih sku-
ova K,< T, takav da je :
(a) (C (fﬂ),/?w (cP (UK {31>+(c (TN UR),@)
"‘;8"“‘ nzt Il |
(b) R(CP K, ) )= «03
de su /51 i ‘/92 odgovar Juce striktne topologije.
DOKAZ Tvrdjenje pod (a) je specijalan slucaj (3.4.10)
1w Y by "‘*’ZS"""
ZaG—UK) a (b)aledllZ(Blll) jer je C (T \N U K)

nsy 11 n
zomorfan =a LK VT \FF x& ¢’ *\j , a ova]j (zbog (3. + 4))
' n



GLAVA 4

PRODUZENJE LINEARNIH FUNKCIONALA I
TEOREME O ZATVORENOM GRAFIKU

U ﬁl. su dati uslovi pri kojima je linearan funkcionsal
f neprekidan na lokalno konveksnom prostoru E, ako su nepre-
“kidne restrikcije f[Sn(n=l,2,...), gde su S, apsolutno kon-
vekani podskupovi prostora E.Dobijeni rezultati su opdtiji i
(i1i) bolji od niza rezultata u vezi s neprekidnim produZe-
njem linearnog funkcionala, neprekidnog na potprostoru pros-
tora s topologijom (obidne) induktivne granice, koji su do-
kazani u (17),(18),(27),(28),(43),(51),(64),(66),(76).U svim
ovim radovima (izuzev (18) i (27)) rezultati o kojima je red
- se odnose na induktivne granice Banachovih prostora, dok nasi
rezultati vaZe i za neke prostore &iji duali nisu dak ni sla-
bo sekvencijalno kompletni.Iz naSih rezultata se dobijaju i
poboljsanja nekih rezultata (koji su raznih tipova) iz (19),
(25),(71) 1 (77).

U §2. su neki rezultati iz §1. prosireni na linearna

h'@

reslikavanja.Dobijeni rezultati su iskoriscéeni za dokaz ne-
ih teorema o zafvorenom grafiku, kod kojih su oba prostora

nabdevena topologijama generalisaene induktivne granice,a iz

UJ

ovih teorema su dobijena prosirenjae i (ili) poboljsSanja nekih
licIntoghevih (53) i Iyahenovih (38),(39) teorema o zatvorenom

grafiku i dobijene su teoreme o zatvorenom grafiku iz (T7o).

Oy
}._J
g
H
O
o

<

uzenje linearnih funkczon la nenrekldnlh
clanovima niza apsolutnce konveksnih

skupova

Ovde demo uvek pretvostavljati da je (S_) niz apsolutno



O

 konveksnih podskupova prostora E, ¢ije je unija gutajuéi skup
}u E; ako Je \25 dopustiva familija na E, sa tg oznalavademo
‘topologiju uniformne konvergencije na elementima \58 .

Primetimo sledecde: da bi linearan funkcional f, defini-
"san na vektorskom potprostoru F prostora E, sa osobinom da su
‘restrikcije flSnf}F neprekidne mogao da se produzi do nepre-
kidnog funkcionala na E, potrebno je 1 dovoljno.(po Hahn-Ba-
nachovo]j teoremi) da je'f neprekidan na F.To zﬁgéi da je do-
voljno ispitivati kadeae iz uslova fe E¥i f]Sn jé neprekidno
(n=1,2,...) sledi da je fT&E",

(4.1.1)LEMA Neka je X komutativna topolodka grupa, A< X sek-
vencijalno kompakten gkup i B«<X sekvencijalno kompletan skup.
Tada Je A+3 sekvencijalno kompletan skup.

DOKAZ Neka je (Xn) Cauchyjev niz u A+B.Tada postoje
nizovi (an) i (bn), a € A i bneaB, takvi da je x, =a_+b .Kako
je A sekvencijalno kompaktan skup, to postoji podniz (an:)

k
niza (a_) taekav da a_ —>» a€ A.Podniz (b_ ) niza (b_) je Ca-
n oy , Dy n Co
uchyjev, skup B je sekvencijalno kompletan, pa bn —>» b e B.
X )
Tada x, —> X=a+b e A+B, a kako Je (x,) Cauchyjev niz, to i

k
Xp—>» X, & to je 1 trebalo dokazati.

Sledeéa teorema je jedna od osnovnih teorema ove glave:

(4.1.2)TEOREMA Neka je & dopustiva familija u E(t), takva

(&,
da je svaki element iz <A progutan nekim S neka postoji
- . - 0 .
pelN za koje Jje polara SD ngwsekven01381no kompletna.Ako
Je T linearan funkcional na E i ako su restrikcije f}S ne-

n
prekidne za svakoc n€ I, onda Jje f neprekidan funkcional.

Specijalno, tvrdjenje vaZi ako je E” T(E’,E)-sekvenci-
jalno kbmpletan. &
DOKAZ lieka je g=g(t,S_ ,nelN) i $P={kS_:n,kelN}.Iz
{1.1.2) sledi da je fe&(E,g) .Zbog (1.1.14)

postoje fnqg(E,t)’ takvi da je tﬁa-lim fnzf,Niz (fn) je

9
[

pretpostavki i iz

ﬁ5ﬁ~gguchyjeva pa postoji Jedl takvo da iz m>n=]J sledi da

: o o - I )
je £ -f & Di (s je polara za dualnost ‘{E,E§;>).Kako su
. 1! iL [t - <

R
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. ) 0 .
r oe(B,1)7, to Je f,-fh€ S) ze m>nxj.0datle je f : neMjc
<:{fl,...,13f+8p.3kup {fl,...,fj§je tp —sekvencijalno kom -
paktan, pa iz (4.1.1) sledi da je skup {fl""’f‘%*sg tr-
-gekvencijalno kompletan.Kako je td&f;tggI(E,t)’ (jer je sva-
ki element iz /> progutan nekim Sn), to je niz (fn) tp -Ca-
uchyjev.Zbog oveg i prethodnog, postoji f'e{fl,...,fjﬁ+sgC1
c(E,t)” tekvo da je tp ~1lim fn=f'.Doka§imo da je f=f! Iz
U4{B:B&3}=E 1 g‘?’ksn=E' sledi da je 6(E[,B)S tgy 1 G(B;,EX
» "3 » ~ rd - . nu . . )
£tc, , pa iz tg-lim f =" 1 ty ~lim f =f sledl 1lim f ®=
=f"(x) i 1im fn(x)zf(x) za svako X€ E.0datle je f(x)=Ff"(x)

za gvako x€ E 1 dokmz Jje zavrsen.

~

Heka je, sada, E° T(E’,E)-sekvencijalno kompletan i ne-
ka je QZB familija svih apsolutno konveksnih glabo kompaktnih
skupova iz E.Ako je K& &, onda je K . druge kategorije use-
bi u topologiji 6(E,E”), pa iz KlCZ&ZfSn sledi da postoje i,
Jen i Xé&K(\iSj, kao i slaba‘ipsolutno konveksna okolina nu-
le U, takvi damje (X+U)f¥K;CiSj.{ako U gute X, to iz (3.1.7)
onda sledi da 3; guta K.Tvrdjenje onda sledi iz prvog dela
teoreme, iz (1.1.7) i §j-.~s?;

Malodas dokazane teorema je uopsStenje teoreme 2.a,b iz
(18).Ta teorema je dokazana za sliucaj kada jJe (Sn) rastuci
niz potprostora, . 1;25 familija ogranicenih skupova 1 E”
th—sekvenoijalno kompletan.Prva i treda pretpostavka su od
susStinskog znadaja za dokaz u (18).Specijelan sludaj je u (18)
dokazan uz (kao 3to se malolas wvidelo) suvisnu pretpostavku

da su Sn zatvoreni potprosiori.

(4.1.3)PRIVEDBA Ako se u specijalnom sluéaju teoreme (4.1.2)

pretpostavi jos da ga niz (Sn) rastuéi, onde je dovoljina pret-

L4 }E Id R} -~ . 3 -
postavka da je E° /A" (E’,E)-sekvencijalno kompletan.Za to jJe
up

o

dovoljno dokazati da Jje svaki jako ogranicCen sk iz B pro -

gutan nekim S,, a ovo sledi 1z (21),Thm.1.

Uz jade uslove od uslova iz (4.1.2) se dobija potreban
i dovoljan uslov za neprekidnost linearnog funkcionala f &i-

neprexidne.Korigtidemo oznaku BE_=spanS_.

iz mu restrikcije ls
je su restrikcije 15 n n

1



(4.1.4)TVRDJENJE Neka je niz (S_) rastudi, Jﬁn dopustiva fa-
milija u En ¢iji je svaki clen progutan sa S (ES familija
svih konac¢nih unija Bl,B e;JB i neka ge svaki dual Eé
rtdg -gsekvencijalno kompletan Prostor E7 je ﬁas—bekven013alno
komplptan ako 1 samo ako je linearan funkcional f na E nepre-~
kidan &im su neprekidne restrikcije f!S
DOKAZ => : Zbog 6O(E[E) =< tmg  su polare Sg ta —zatvore—
ne, pa su tm -sekvencijalno kompletne.Tvrdjenje onda sledi iz
teoreme (4.1.2).
<= : Neka je (fn) ta —Cauchyjev niz iz E” 1 neka je

m:fn(Em.Niz (fﬁ) je téam—Cauchyjev u Eé.Zaista, jasno je da
flEE .Ako je B ev?pm, onda postoji jEMW, takvo da je f -f&
€B®° za p>qgxj, pa je I"I;l—fmé B°Mza p»q=j (B°™ je pola-
ra u E& ), tj. niz (fm) je td? ~-Cauchyjev u E’.Zato postoje

gmégEé tekvi da je tg -1lim f =g .Kako je niz (S ) rastuéi,
zo je preslikavanje f‘lz Eu XK, definisano sa fi n=&n> line-
aran funkcional, koji je neprekidan, Jjer su restrikcije f]S
~gnls neprekidne.Dokazademo da je tp -lim f =f.Ako je B GEOB
onda je E&é&igk (jer je miz (S, ) rastuéi) za neko k €EWN.Kako.

k ok

. . k . .
je tggk—llm fn:gk’ to postogl ielN, takvo da Je fn—gké;B

. . k . .
za nzl Iz toga i iz f :fn}Ek’ fIEk.—_gk sledi: za xeBC.Ek Jje

if (x)- f(x)’—lf (x)- ~8y (X)! <1l =zan=1i, tj. fn-—féBO, Sto je
je 1 trebalo dokazati.

Ovaj rezultat Je uopsStenje teoreme 3.a,b iz (18), koje
se sastoji u tome Sto su u (18) Sn vektorski potprostori.Pret-
hodno tvrdjenje nije tacno ako se umesto sekvencijalne komple-

Shi (polare su u

tnosti duala Eé pretpostavi da su polare
odnosu na dualnocst <En,E£f>) sekvencijaelno kompletne.Naime,

u tom sludaju iz sekvencijalne kompletnosti prostora E” gle~
di da je fwmkeional f neprekidan &im su restrikcije f(Sn nepre-—
kidne (zbog (4.1.2)), ali obrat ne vazi.Zaista, neka je E lo-
kalno konveksan prostor &iji slab dual nije sekvencijalno kom-
pletan ( na primer, E=1 s topologijom Zﬁlqco)) i neka je U
apsclutno konveksna okolina nule u E.Ako je Snan, cnda je

Ak - 0] 7 T » 3 >
EH:E » S, su G(r/B)-kompaktni skupovi, pa su i G(E/E)-sgek-



neprekidnost £

vencijalno kompletni.Iz neprekidnosti restrikcija 318
, a B7

Tis, sledi
nije slabo sekvencijalno kompletan

g2

slededa tvrdjenja (sva su posledice nase teoreme)
wapstenja i - 31
¢i

O\

Teorema (4.1.2) je veoma jJjaka.Dokaz za to su,
kasnije)

~

sem (4.1.4)

S koja su
prosirenja poznatih rezultata

o tome de biti re-

(4.1.5)TVRDJENJE Neka je F zatvoren vektorski potprostor pro-
stora E koji je najvisSe prebrojive kodimenzije i neka je skup
{x,meN] kobaza od F.Ako je F°<E
pletna, gde je

JB dopustiva familija u E

tJ5 sekvencijalno kom-
iy takva da je sva-
ki element iz <A sadrZan u nekom F+span{xl,,..,xnf, onda
je svako linearno produZenje funkcionala fe& F” neprekidno.
(4.1.6)TVRDJENJE Neka je (Sn) rastudiiniz apsolutno konveks-
nih skupova iz B (Zija unija ne mora biti gutajuda u E),P=
. . o .
== S y
span ( J S,) 1 neka je pc:T
gde Jje dopustiva familija u
gutan nekim o

s
ta —sekvencijalno kompletna,
F &iji je svaki element pro~
.Ako je svaki S(F’,T) konvergentan niz isto-
Vﬁipeno i G(F F) -konvergentan, onda je zatvorenge skupa
&J’Sn Jjednako algebarskom zatvorengu skupa

stn Qo(u—e) U s,

A4 ti.
Nn=4

Us

(4.1.7)TVRDJENJE Neka su ispunjeni uslovi iz (4.1.6) za niz
(S.) i F=gpan (gz;g ) i neka je F najvise prebrojive kodimen-
zije u E.Tada Jje P zatvoren potprostor.

Tvrdjenje (4.1.5) ima slabije pretpostavke nego I1.2.1
iz (77), a samim ti

(71) (%

,l - \_b
tim i slabije pretpostavke nego Lemm
(pretpostavka u (779 J
kalno k

I a 2. iz
je da je prostor (E7, T(E",E)) lo-
ompletan).Ovo tvrdjenje se dokazuje na isti nadin kao
Lemma 2. iz (71), s tim $to se neprekidnogt
zuje primenom (4.1.2)
Seg

funkcionala doka-
Tvrdjenje (4.1.6) je uvopdtenje Thm.2 iz (21).Dokaz na-
tvrdjenja je, uz neke izmene i korifdenje (4.1.2), k=ao
nomenutom radu.Primetimo da su u (19),Thm.2.1

i (69),&'01‘.

u

2.2
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dokazana navodna uopstenja Thm. 2 iz (21).Naime, iz udinje-
nih pretpostavki u pomenutim radovime i iz (37),VI,Thm.l. sle-
di da su te pretpostavke ekvivalentne sa pretpostavkom iz
(21): E je 6 -badvast.

Konacno, tvrdjenje (4.1.7) je uopStenje (71), Lemma 3.
( tu je pretpostavka da je E~ slabo sekvencijalno kompletan),
a dokaz je analogan dokazu 1z pomenutog rada, s tim Sto se
koristi (4.1.2).

Teorema (4.1.2) ima jos jednu posledicu koja je proSire-
nje niza poznatih rezultata.Za dokaz de nam biti potrebne sle-
decle tri leme:

(4.1.8)LEMA Neka su s i t lokalno konveksne topologije na E
i neka Je S apsolutno konveksan skup iz E.Ako je s{Sg;t{S,
onds je 6(E,E])]S< 6(E,E{)|S. =
DOKAZ Neka je U= {XeE Zax {f (x) <e§ proizvoljna
o (E, E )-okolina nule.Zbog nejednakosti s|S£ t|S su restrik-
cije fl!S t-neprekidne.Iz (68),Thm.4 sledi da postoje g;éE
takvi da je |f ( ) - -85 (x)l<:e/2 za svako x & S.Neka je V=
—{xe;E jax lgl(x)‘< e/25 Skup V je 6YE E Y-okolina nule i
vazi 1nklu213a VNScUN S, koja se lako proverava.

(4.1.9)0ZNAKA Sa &t dJemo oznadaveti topologiju 5?E,E£).

(4.1.10)LEMA Neka je”(S ) rastudéi niz apsolutno konveksnih
podskupova vaktOTQKog prostora B, neka su t lokalno konveks-
ne topologlje na En—span Sn’ takve da su skupov1 S ﬁ%nfkom—
paktni i da je &% ]S ;eitn+1}sn_ i neka je g= g(th,Sn,néiN).
Tada:

(a) Prostor (E,g) je Hausdorffov.

(b) Prostor (E,g) je regularan.

(¢) FPamilija svih g-ogranicenih skupova ima funda-

mentalan niz od ©6g-kompakinih skupova.

DOKAZ (a) Neka je x£o.Kako je unija ¢lanova niza <Sn>.
gutajuéa u E i kako je taj niz rastudéi, to je X €pS_ za ne-
ko peI.Topologija tp je Hausdorffova, pa postoji f% o-zat-
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)

[

na ©t_-okolina nule V_ tak Se.
re o olina nu p tekve da Xg"V N pSp.Skup mepSp

\U

th—-kompaktan, pa je on i €tp+1~kompaktan, pa postoji
b e Jje Hausdorffova topologija) apsolutno konveksna ©O% oI
zatvorena 6'tp+l—okollna nule Vp+1.’ takva da je (x+V +1)ﬂ

X 3 Y = 3 7 Qo+ = -
y € Jpn pSp+Vp+1) .0nda je x:é—vpn P, Vp+1n (p«r»l)upﬂ!”1 .Zais
1, @Ko to ne bi bilo, onda bi postojali veme pSD i W

%.’Vp-*-lﬂ (p+1)S +1takvi da je x=v+w.Qdatle je X-w/2=v+w/2, pa

> x-w/2 & (X+V 1)(\ (V NpS_+ sto je nemogude.Skupovi

p*Vp+1 )

)f«,pSp i Vp 1N (p+l)s p+1 SU 5’tp 1 ~kompaktni, pa su oni i

P ~kompaktni.Takav je onda i njihov zbir ((44) jf 5.6.8),

O X¢V npSp+V 1(‘}(*) +1)S pil gsledi da postoji apsolut-

y konveksna €tp+2—zatvorena ot

.
« (¥

p+2—okollna nule Vp+2 takva

v Je (X+Vp+2)n (V N pS +V_ N (p+1)S§m—11—Vp+‘2)=;é .Onda x¢&

p+1

v {\pSp+Vp+ N (p+1)S +] A (p+2)Sp+2 (dokaz kao malodasg).

vbavljajudi 1ndu1ct1vno ovaj postupak, dobijamo niz (Vn>ne'= D

ysolutno konveksnih 5tn—zatvorenih ngl»okolinar nule, tak-
-hooda XéVpﬂpSp-ﬁ-...+Vnﬂ nS, za svako n»p.Neka Je V=
i) (V_onpS_ +...+4V_NnS_).0nda je V g-okolina nule i vaZi
£ x+V, tj. (E,g) je Hausdorffov prostor.

(b) Iz g]S, ¢ t |s, i (4.1.10).sledi 65[S < 6’tn§sn.5kup

o de at -—kompaktan 62 je Hausdorffova topologija, pa je
gl S,= th(S (videti na pr. (42),5%.8).%Zbog toga je svaki
up S, g-zatvoren i tadna je jednakost g th,Sp,néIN) =

)

(S )aSnané_IN) (=g7).A%ko Jje B g-ogranifen skup, onda je on

g —ogranilen, jer je g'< g.lz (67),Thm.4 onda sledi da je
= pS, za neko n&Il, kao i da je (zbog -'b’g}pspz 5tolpSD) B
"tD—-ogvanlcen.Prema tome, (E,g) je regularan, i

(e) U dokazu tvrdjenja pod (b) je dokazano da niz-(nSn)

t2 potrebne osobine.

A Prethodna lema nckazuje da poznate teoreme o regu-
rrnosti induktivne granice lokalno konveksnih nrostora kod
'Jinh su povezujula preslikavanja kompaktna ili slabo kompakt-

( teocreme 1z (43),(64), (”(6)} veze z2 nuogo Siru klasu lokal -



nih prostora, koji ne samo da ne moraju biti bac-
im ni dual ne mora biti glabo sekvencijalno kom-

deti primer u (62)).

MA Neke su S i %t kao u (4.1.1o) 1 neka je C kon-
p iz E.Tada je,C g-zatvoren ako 1 samo ako su pre-
n tn—zatvorenl.

KAZ => : Skup C je konveksan,pa je &g-zatvoren.Ilz
nlSY1 (videti dokaz prethodne leme) sledi 6@#017n85=
S,»
e konveksan.

Zbog (4.1.1lo)(c) je C’Eé,/aEg’,E)):(Eé, T(ES,E)) 4
or je (F)-prostor, a njegov dual je E.Ako je B &&-

pa je CnnS th—zatvoren.On je onda t -zatvo-

8g-ogranicen skup iz E, onda je presek BNC 6g=zat-
ta, zbog (4.1.10)(b) je Bc:psp za neko pe N, pa je
lpSp 6tp~zatvoren skup.Cnda iz 5g}pSp=€5tp{pSp
BnC= 6%pIBf\C, pa je skup BNC &Hg-zatvoren.Dak-
ki ©6g-zatvoren ©6g-ograniden skup B je presek BnaC
en, pa iz jedne posledice Banach-Dieudonneove teo-
,‘§21ilo.(5)) sledi da je C &Hg-zatvoren, =z samim

tvoren skup.
(4.1.11) vaZe slicCne primedbe kao za (4.1.10).

OREMA Neka su § 1 t  kao u (4.1.10) i neka je Fpot-
ostora E takav 'da su preseci Ff)Sn tn—zatvoreni.

E:3
F i ako su restrikcije f\Ff\Sn tq~neprekidne, on-

produziti do g:g(tn,s

n,ne]N)—neprekidnog funkcio-

KAZ Zbog (4.1.11) je ¥ g-zatvoren, pa je TI(P.,F)
ologija topologije ZKEé,E) mod F°.Kako je, gbog
)y Z:(Eé,E) Frechetova topologija, to je i ZTFé,F)
, pa su polare (Ff\Sn)o ZTFé,F)-sekvencijalnokom_
djenje onda sledi iz (4.1.2).

ethodne teoreme se dobijeju poznati rezultati iz

(17),(18) ( s tim 8to je u ovim radovima umesto

|
!
A
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uslova 6%n{8n > &t ISn uzet jali uslov: tn}S > t

n+1: n= n+l§ n

(4.1.13)PCSLEDICA Neka je E(t) stroga induktivna granica ni-

za refleksivnih Banachovih prostora En<tr> i neka je F pot-
4

orostor prostora E, takav da su preseci FV\En tn-zatvoreni.
. - * . . s .. .
Ako je fe¥ 1 akxo su restrikcije fiFr\En tq—neprekldne, on-

da se f moZe produZiti do t-neprekidnog funkcionals na E.
DOKAZ Ako su B, zatvorene jedinicéne kugle u E_, onda

ok 3

su one 6t -kompaktne, pa su i 6tn+1-kompaktne.2bog oga pos-
toje k EJN, takvi da Je Bnc:kan+l.Neka je SlzB1 i Sn—
kl"'}n—an za n»1l.Z2bog (4.1.12) postoji g(t _,5 ,neWN)-ne-
>rekidno produzenje f° funkcionala f.S obzirom da su Sn tn*
-okoline nule, to je tnzg(tn,ksn,ke]N), pa je g(tn,Sn,néJN)z
=Ind (E_,g(t, ,kS_,kelN))=Ind (E,t )=(E,t).0datle sledi da je

~

funkcional f° t-neprekidan.

“Moie se dobiti i precizniji i bolji rezultat od prethod-
10g.%Za to de nam biti potrebna slededa lema, koje je vobolj-
3anjg i prosirenje Thm.2.5.1 iz (82) (u (82) ona je dokazana
za jedan specijalan tip prostora s mesovitom topologijom).

(4.1.14)LEMA HNeka je F potprostor prostora Byl (Sn) rastudi
1iz apsolutno konveksnil skupova iz B, takav da za svako nely
i svaki zatvoren skup Bﬁ: S takav da je B N “*95 pos toji oko~-
lina nule U, sa osobinom: ’B FU )N F= 93 Taaa se na F pokla-
raju topologije g(t,Sn,nem) i g(t| P ,oﬂf‘! y,nelV).
DCKAZ Lako se vidi da :'L'7 (B +U )N F=g¢b sledi da je
1/9U )ﬁiF1¢ Neka je P=V_~ Q}(V f\P+n5 f\?) proizvoljina

By o
3= . .
g(t(F,D f\ ',neli)-okolina nule.Postoje t-otvorene t-okoline
Te W L, V .Skup B = g nb T4V je tzatvoren i

u_e~v1n, W+ &V .Bkup B_=nS_\ ( 0l 3 zatvore
; - ot o . = r -, - Q i < PR IFRTY b4
%1H:F:§£,éalbta, iz xé;BnF\ gledi =& SN e onfﬁr+un,oto

-1 o -1 = " .
je nemogucde,Cnda Jje n Bnc;S n Bnr\E:gé, pa postoje t-oko-
- 4 — 7 . . N ——
line nule Up sa osobinom (1/nBﬂ+gﬁ)ﬂ F=cb, tj. (Bn+n/2dn)n P=
=@ . Neka je U':W r)n/ZUT.Onda Jje:

FN(ns +U )(’F{\‘(J *U )KJ\DQ ﬂ +U£JC:

< FA(B AU n?r\ Y ) )=



=(FN (B +U ) U (FA (ns N F+V )
=Fn (n§ N F+V )<
C'§r1n§n+vnr\§ , 28 n=1,2,...
D& Je
Fav A [\(U +nS )V N /\(V N F+ns NF)
tj. g(t, Sn,néIJ)) Fy g(t}F s 0 F,n JN) Obrputa nejednakost je

uvek tacna, pa jJe do&azvzaVIJen.

~

Navedeni dokaz je poboljsanje dokaza iz (82).

(4.1.15)TEOREMA Neka su Sn’tn i F kao u (4.1.12) 1 neka je
g:g(tn,SngneEU.Tada je
g(é"tn,snn F,nem)zg(ﬁg,sn,nem)w .

DOKAZ Tz glS, 4t 1S, 1 (4.1.8) sleai &g]S, & &t ]S,
a kako je €g Hausdorffova topologija (zbog (4.1.10)), to je
Egls,= 6t,|S,.0nda je G'gls nF= 6t ]S NEF. Kako su skupovi
Sh €g~kompaktni i F Gg-batvoren (zbog (4.1.11)), to su is-
punjeni uslovi iz (4.1.14), pra je g(frb,s ,rﬁ]N}If-

=g( 68,5, N F,nel)=g( th,snn ,nell).

Lako se vidi da iz prethodne teoreme sledi (4.1.12), ako
se uzme u obzir da je g(Sg,Sn,ne]N)_s g(tn,Sn,néIN).

Navedimo jos jednu posledicu leme (4.1.14):

(4.1.16)TEOREFA Neka su S,st, 1 F kao u (4.1.12) i neka su,
os, S t —kompaktni skupov1.Tada je

gt ,S N F,nem“):g(g,sn,nem)w

zde je g=g(t P,néﬁu).

Dokaz ove teoreme je analogan dokazu tecreme (4.1.15).

4.1.17)NAPOMENA Tvrdjenja (4.1.1¢)-(4.1.13) ostaju tadna i
L Se = 7i:5 = “k D& mni 6 ‘S 5. - e —
ko se uslovi:S —esu 6t _-kompaktni, t 18, = 6%n+1(3n' zame

l RN 1 .
Le 2 Y S 6 - T aktni
it uslovima S, su Chal kompaktni,

nitr
. hal . ., 7 o - yA — NN _ .
eka je s :tn+l\mn=bpan S, .Kako je ©(ZB B (s ))= 6(F

FS

n



-
\»)

E” 3 to su sk vi S s -k ktni.Za pr - .
n+1>}Ln’- o su skupovi S 6fn ompaktni.Za prostor (E,g’),
g':g(sn,Sn,nQJN), su lspunjeni uslovi iz (4.1.1¢0), pa zbog
g% g=s(t,
djenja vaze, vidi se iz slededih razmatranja.Ako su preseci

,Sn,neiN) (4.1.10) vazi i za (E,g).Da ostala tvr-

CAans,  t -zatvoreni (n>1), onda su oni §&s_ _,-zatvoreni,

S,_1 Jde 6€n_1~kompaktan, pa je Cf\(n~1)Sn_l=(CzﬁnSn)f\(n-1)§}1

g
0 S

-zatvoren, a samim tim.i s _,-zatvoren,U tom slucaju

-

je C g’-zatvoren, pa iz g’ssg sledl da Je on g-zatvoren.Ako
. ¥ - ~ - o “la o — — o

je C g—-zatvoren, onda iz 6g l“n"é;snlsn“'stn+1‘sn_'GOlSn
(uzeto je u obzir da je g Hausdorffova topologija) sledi da
je skup ns, NcC 6g -zatvoren, odnosno g’-zatvoren, pa iz

S =t S <

(4.1.11) sledi da je on s, ~zatvoren.Kako je sn[ a n+1‘ oS
to je skup CANnnS tn-zatvoren.

<t 1S,
nt*n n

Iz prethodnog sledi da Jje konveksan skup C g-zatvoren
ako 1 samo ako je on g’-zatvoren, pa je Eg=6g’ ( jer za T
eF* e fﬂl(o) g —-zatvoren skup ako i samo ako je on g-zat-

voren).

Zbog prethodne napomene, gpecijalni sludajevi nasih re-
zultata se mogu nadi u (17),(27),(51),(64),(66),(76),(43).

Uzimajudéi u obzir (4.1.17), iz (4.1.15) i (4.1.16) dobi-

jamo :

(4.1.18)TEOREMA Neka su S_,t  kao u (4.1.17) i neka je F pot-

prostor prostora E, takav dd. su pregeci FflnSn tn—zatvoreni

ckupovi.Tada:
(a)

09

( 6tn+1,snm Fone ) =g( Sg,sn,n@. T)NF
1 o T Y — n - TN Yo o
(b) g(tn+l,8nn F,nch)_g(g,bn,nauu)\E, ako su S_

ot

~kompaktni skupovi
n+l 1p P ’

gde je g=g(t_,3

g n,“q,né]N).



8o

2. Linearna preslikavanja neprekidna na c¢lanovima
familije apsolutnc konveksnih skupova i

teoreme o zatvorenom grafiku

Kao prvo, ucopsStidemo teoremu (4.1.2).Radi kradeg dzraza-
vanja uvescemo slededil pojam: 5

(4.2,1)DEFINICIJA Generalisan niz (Xi:ieal) je duéine_}i
( ¥ Jje kardinalan broj, ‘%>/ Card( N)) ako i samo ako je Cardlg

55%-
(4.2.2)TECREMA Neka su <P={S_:aes} i J3 dopustive familije
apsolutno konveksnih podskupova lokalno konveksnog prostora

E(t), takve da je svaki element familije progutan nekim
S3 1 neka postoji b&€A takvo da je svaki 1 g -Cauchyjev genera-

lisani niz, duZine Card(A), elemenata polare S%c:(E,t)' top~
~konvergentan.Ako Jje f linearan funkciomal na ¥ 1 ako su res- i
trikcije f{Sa neprekidne za svako a&A, onda je f neprekidan

funkcional.

Dokaz ove teoreme je uopStenje dokaza teoreme (4.1.2),

pa ga nedlemo navoditi.

(4.2.3)TEOREMA Neka su EB(t), & i D kao u (4.2.2)71i neka
je T linearno preslikavanje iz ¥ u lokalno konveksan'prosfor
F.Ako su restrikcije T{Sa slabo neprekidne, onda Jje presli-
kavanje T slabo neprekidno. .

DCKAZ Neka je f&€F .Tada su restrikcije fT]Sa slabo
neprekidne, a kako Jje Sa apsolutno konveksan skup, to iz (34),
2.14.Exc.1.b) sledi da su one neprekidne, pa iz (4.2.2) sle-
di da Jje T neprekidan funkcional.Prema tome, T Jje =slabo ne-

prekidno preslikavanje.

Preslikavanje T iz prethodne teoreme ne mora biti ne-
rekidno c¢ak ni kada je A= Wi, a restrikcije TiS t—- &s-nep-
topologija prostora F,Da bl =se to videlo

(t)

bS]
o3 P A ol cley 7 M S Aant5 ke oy P L 'ﬁl wssran o s by
OL 06 j& uzZcovl da Je LU rcenticxo »Dregllidavan ;e 172 2
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E(g), g=g(%t,8 ,n€lV).Restrikcije TISn su neprekidne, a ako bi
T bilo neprekidno, onda bi bila taéna nejednakost t2z g, sSto
sa t£g (ovo je uvek tacno) daje t=g.Sada demo dati primer

prostora koji zaedovoljava uslove teoreme, a kod koga je, t£g.

(4.2.4)PRIMER Neka je E=X~ beqkonaénodimenzionalan refleksi-
van Banachov prostor, t= fi(v’ X), B zatvorena jediniéna kug-
le u X 1 S =nB°.Topologija & nije nigta drugo do topologija
Z;(X',X) uniformne konvergencije na pretkompaktnim skupovi-
ma iz X (po BRanach-Dieudonneovo]j teoremi).Ako bi bilo t=g,
onda bi svaki pretkompaktan skup iz X bio konac¢nodimenziona-
lan, a to nije slucaj: neka je xné:B niz linearno nezavisnih
elemenata.Skup B je ogranidlen, pa n—lxn — 0 i skup{n_lxn:
néﬁH} je pretkompaktan, a nije konacne dimenzije.S druge stra-
ne, zbog refleksivnosti, je Sg 6(X,X")~-kompaktan skup, e sa-
mim tim i 6(E’,E)= 6(X,X )-sekvencijalno kompletan skup, tj.

ispunjeni su uslovi teoreme =za EE):Cf(E',E)

Jasno je da de preslikavanje T iz (4.2.3) biti neprekid-
no ako je t Mackeyeva topologija, ili u sluéaju da je 1=
(pod uslovom da su regtrikcije T(Sa neprekidne).U daljem de-
mo pokazati da je u tim slulajevima dovoljno pretpostaviti
da T ima zatvoren grafik.

Polelemo s jednim tvrdjenjem iz opste topologije (vide-

ti, na pr,(45),_§41.zv.mhm.2.>:

(4.2.5)LEMA Neka su X 1 Y topolosgki prostori, Y kompaktan i
Hausdorffov.Preslikavanje f iz X u ¥ je neprekidno ako i sa-

mo ako ono ima zatvoren grafik.

U dokazu svih teoreme o zatvorenom grafiku (teorsma ko-
Je slede) koristidemo ovu lemu.

(4.2.6)TECRENMA WNeka su E(ft) 1 ¥(s) lokalno konveksni prosto-

hal

familija slabo kompaktnih apsolutno konveksg-

a
nih (resp. kompaktnih apsolutno konveksnih) podskupova pros-
tora I 1 T:i(t) > ¥(g) linearno preslikavanje sa zatvorenim
srailiom.Yada Jje preslikavanje 1 nepreuxidne ako se prostori
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E i P snabdeju topologijama g(‘3t ”—%K Y,a€ A) i g(f?s,Ka,aéA)

redom (resp. topologijama g(t,T (K ) 516 ) i g(s, K ,ae A)). '
DCOKAZ Dokaz déemo dati za slucag slabih topologija; do-

kaz za drugi sludaj je analogan.Neka je V apsolutno konveks-

na g(ﬁ‘s,Ka,ae.A)—okolina nule.Onda postoje €s-okoline nule i

V_, takve da je V_NK SV N K_.Ako je Ta=T[T"1(Ka>, onda je

grafik preslikavanja T  zatvoren u (T—l(Ka), 5%))<(Ka,ess), .
jer Jje grafik preslikavanja T zatvoren u E(t)XF(s), a samim i
tim 1 u E(Gt)XPF(&s).Iz (4.2.5) sledi da je T neprekldno,
pa postoje 6t-okoline nule Ua’ takve da je 'a(Uaf\ (K ) )

- . -1 . ‘ il
<V, NK t3. E(Uar\T (Ka))c:VaF\Kac:V.Prema tome, restrik- o

a’
cije TiTal(Ka) su 6t—g(€Ss,Ka,aé=A)-neprekidne, pa tvrdienje
sledi iz (1.1.2).

Na isti nadin se dokazuje i slededa varijanta prethodne
teoreme:

(4.2.7)TEOREMA Neka je E(t) lokalno konveksan prostor, F vek-
torski prostor, Ka (ae A) apsolutno konveksni skupovi iz F i
S, lokalno konveksne topologlge na Fazspan Ka’ takve da su
skupovi K &= —kompaktni (resp. ~komnaktni) Ako linearno
DreQ11kavan3e T E — T ima zatvoren grafik u E(1)X F(g(&; K V)
onda je T neprekidno ako su prostori E 1 I snabdeveni topolo—

gijama g(St,Tul(K Y,a€A) i g( €s ,Ka,aeA)redom (resp. to-

pologijama g(t, (K y,a€e ) i g(s ,aeA)).

(4.2.8)PRIMEDBA (a) Teorema (4.2.6) je tac¢na i kada se topo-
logije g( 6s,K,,ac4) 1 g(s,K_,a€&A) zamene topologijema 6
i &, redom (jer su one slabije od prvih).

(b) Teoreme (4.2.6) 1 (4 2.7) su tacne i ako se skupovi

l(K ) zamene skupovima (h ), uz pretpostavku da je uni-

ja skupova i kK ) gutajula u P {ovo sledi iz (1.1.7)).

(4.2.9)POSLEDICA We%a su B{t) i F(s) lokalno konvekeni prosg-

tori, “'.f%(V” BE)-sekvencijalno kompletan i neka F ima niz
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K,) slabo kompaktinih skupova c¢ija je unija gutajudéa u F.Ako
.inearno preslikavanje T iz E u I ima zatvoren grafik, onda
ie ono slabo neprekidno.

DOKAZ MoZemo pretpostaviti da Je niz (Kn) ragtuéi (@ko
1ije, onda je (IM(JK;)) rasuéi niz slabo kompaktnih skupo-
ra=-(44), §20.7.(5)).2bog (4.2.6) 1 (4.2.8)(a),(b) je presli-
cavanje T g(iSt,T_I(Kn),n W)- 6s-nevrekidno, tj. restrik -

. S ‘ . . .
:ije TLT (Kn) su 6t- 6s-neprekidne, pa su i t-6 s-neprekid-
we.Niz (T‘l(Kn)) je ratuéi niz zatvorenih apsolutno konveks-
1ih skupova d&ija je unija gutajudéa u E, pa iz (21),Thm.l. sle-
11 da je svaki jako ogranicéen skuv iz E progutan nekim dla-
1om tog miza.lz ovoga sgledl da su ispunjeni uslovi iz (4.2.3),

>a je T 'slabo neprekidno preslikavanje.

Primetimo da prostor F iz (4.2.9) ima fundementalan niz
Tamilije svih slabo kompaktnih apsolutno Konveksnih skupova
sledi iz (2.4.7)), pa je dual ¥ T(F ,F)-metrizabilan (va-
i i: ako je F° T(F]P)-metrizabilan, onda.F ima fundamenta-

NN s

lan niz familije svih slabo kompaktnih apsolutno konveksnih
skupova).Zbog toga je Thm.l.(idii) iz (53) (videti (0.4.5))
sosledica tvrdjenja (4.2.9) (primetimo da je u McIntochevo]
teoremi jacli uslov:E’ je T(E’,E)-sgsekvencijalno kompletan).
[ Thm.l.(vii) iz (53) (videti (0.4.5)) je, takodje, posledi-
ra tvrdjenja (4.2.9).Zaista, ako Jje E sekvencijalno komple-
tan i BE” t-sekvencijalno kompletén za neku topologiju t,
6(E;E;£§t < A3(E]E), onda iz Banach-lackeyeve teoreme sledi
/BCE;E):fBK(E;E), pa je B’ ﬁf(E;E)-Sekvencijalno kompletan.
iko je I semirefleksivan prostor s A(F/F)-metrizabilnim du-
nlom, onda i I zadovoljava uslove iz (4.2.9).Jasno je, s ob-
zirom na (4.2.9), da je ovde dovoljno pretpostaviti samo da
je #° T(F/F)-metrizabilan, S$to je mnogo slabije od oretpos-~

(&

tavki u Thm.l.(vii) iz (53)!

Sada dfemo dokazati ds vaZi jade tvrdjenje od (2o0),Prop.
IV.6.12. (tj. od (44),_§35.10.(1)).U pomenutom radu je samo
dokazano da je preslikavanje T iz slededeg tvrdjenja slabo

neprekiano.
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(4.2.10)TVRDJENJE heka Jje E(%t) lokalno konveksan prostor &iji
je dual E’ tg ~kompletan, gde je B familija svih Banacho-
vih diskova; F(s) lokalno konvekgan prostor koji ima reflek-
sivnu mrezu , ili je semirefleksivan (GLF)-prostor.Ako line-
arno preslikavanje T:E(t) —» F¥(s) ima zatvoren grafik, onda
je T g( &%,3,Re B)-g(&s,T(B),Be & )-neprekidno preslika-
vanje.3pecijalno, T je slabo neprekidrno preslikavanje.

DOKAZ Iz teoreme o zatvorenom grafiku za prostore =
nrezom (odnosno, za (GLF)-prostore) sledi da je skup T(B)
S's-relativno kompaktan za svako BeJ2 (za to Jje dovoljno
csosmatrati restrikciju preslikavanja T na %3i primeniti teo-
remu o zatvorenom grafiku na tu restrikciju).Iz (4.2.6) onda
sledi da je T g( 84,7 1(TB),B & B)-g(&s,T8,Be R, )-neprekid-
10 preslikavanje.lz BT 1(TB) dobijamo da je g( 6t,B,Bev=)>
2g(6t, 77" (TB),BeB), pa je T g( &t ByBE R )-g(6s,TB REB) -
-neprekidno.

Iz ovoga i iz (4.278)(a), (4.2.3) sledi da je T slabo ne-
>rekidno.

b

Sada demo dokazati mnogo opstije tvrdjenje od prethod-
10g.1z njega se moze dobiti niz teorema o zatvorenom grafiku,
lokazanih u (39) i (70).

4.2.11)TEOREMA leka je {Sa:ae AY familija apsolutno. konveks-
11h podskupova vektorskog prostora E, ta lokalno konveksne to-

e
>ologije na span Sa,F vektorski prostor i T:E —» F linearno

i
=y
1§
Lk
‘,“'
i
!
Ll
e

yreslikavanje, takvo da na span T(Sa) postoje lokalno kon -
reksne topologije s, u kojima su skupovi T(Sa) 6%8~kompakt—
1i (resp. sa—kompaktgi).Ako preglikavanje T ima zatvoren gra- i
ik u topologiji g( 6t,,5,,a€h)xg(€s,,T(5,),ae4) i ako |
e g( Gaa,T(Sa),afaA) Hausdorffova topologija, onda Jje pres-
ikavanje T g( 61t a5, ,a eA)-g( 6’q , T Sa),ae A)F—Ileprekidno
resp. g(t,,5, ,ae&A) g(qq, (oa/,aéiA) -neprekidno).
DOKAZ Dokazademo samo prvi sluéej (sa slabim topolo-

rijama), dokaz drugog sludaja je analogan ' .

Neka Je 0—7(‘3t3, So ,aeh). Iz (4.2, 7) gsledi da je presli- . o
‘avanje T og( 6t,T F(1IS g)re=h)-g( 85,75 ,a<ehr)-neprekidno,
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pa je i g(6’t,5a,aeEA)~g(ESS , I'S ,axEA)—neprekidno (kao u do-
kazu (4.2.10).Kako je 5t}S Gt [SFl (videti (4.1.8)), to
je g( Et,Sa,aéA)é g( Gta’sa aé‘;A) t 1 dokaz je zavrsen.

(4.2.12)POSLEDICA
(a) ((39),(70),Prop.3.4) Neka su E(t),7(s) lokalno
konveksni prostori, &° familija apsolutno konveksnih skupo-

3

va iz E, takvih da je topologija g=g(t,3,5e S ) sdglasna s
dualnoséu E,E"> (resp. t=g).0nda je svako linearnc presli-
kavanje T iz E u F, koje skupove iz & preslikava u Ss-re-
lativno kompektne (resp. s-relativno kompaktne) skupove i ko-
je ima zatvoren grafik, slabo neprekidno (resp. neprekidno).
(b) ((70),Thm.3.5) Neka je BE(t) lokalno konveksan pro-
stor, 72 familija svih ogranicenih apsolutno konvekenih sku-
pova iz E 1 neka je topologija g=g(t,B ,Be” ) saglasna s du-
alnoidéu <E,E > (resp. t=g).0nda je svako linearno preslika-
vanje T iz B u P sa zatvorenim grafikom, koje preslikava
ogranicene skupove u ogranidene skupove, slabo neprekidno
(resp. neprekidno), ako je F semirefleksivan (resp. semi-Mon-

telov) prostor.

mo da su i tvrdjenja 3.6-3.1o0 iz (70) takodje pos-

i
ledice teoreme (4.2.11), ali ih nedemo navoditi.

(4.2.13)TEOREMA Neka je E(t) Hausdorffov lokalno konveksan
prostor, (K n) rastuc¢i niz apsolutno konveksnih kompaktnih sku-
pova ¢ija je unijs gutajudéa u E.Ako linearno preslikavanje 7T
iz B u B ima zatvoren grafik, onda je ono g(t,Kn;né]N)—
—g(t,Kn,neﬂN)—neprekidno.

DOKAZ Kako je t:gg:g(t,Kn,néJN), to je grafik pregli-
kavanja T zatvoren 1 u topologiji tx g, a iz (4.2.7) sledi
da je T g’-g-neprekidno, gde je g’=g(t,’ (h ),neIN) . Ako do-
ke "< g, dokaz ée biti zavrgen.ébo& \Km:g\Km (vi-

su gkXupovi KW g-xompaktni, pa =u i g-zatvore—
. _

3

. . . -1 /. - . -1
ni.O0nda su skupovi T (Kﬁ) g —-zatvoreni, pa iz g lm (V )=
Li e
d

1i da su oni t-zatvoreni.Dakle, niz (17 1 ))

'B

4

sl
je rastucl niz zatvorenih apsolutno konvekerniih sekupova ¢ija
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je unija gutajudéa u E, pa iz kompaktnosti skupova K_i Q1.7

m
. -]
sledi da postoje prirodni brojevi Py takvi da je Knc:pnT “K_.
-1 P
ddatle sledi da je gy &(t,p T K ,neli), pa iz (1.1.10) i a
i .tn

-1 -1

K. ,n&li)=g(t,T

z(t,T
Il

Lo dokazati.

Kn,nelN) sledi gzg’, 8to je i treba-

Cva teorema je prosirenje Thm.3.1. iz (38).U (38) je E= |
X7, gde je X (P)-prostor, t=6(X/X) i anUg’ gde je {Un:nélﬂ} ;
saza okolina nule u X.U tom slucaju je g= ZE(X;X) ( u (38)

je formulacija teoreme 3.1. data bez pominjanja topologije g@.

Prethodna teorema se moZe uopStiti: b

(4.2.14)TEORENMA Neka je E(t) lokalno konveksan prostotr, F vek-
‘torski Drostor u kome postoje: niz (V ) apsolutno konveksnih
skupova 0133 je unija gutajuéa u F i lokalno konveksne topo-
Llogije s, na span hn, takve da su Kn 65 —kcmpaktnl (resp. s_-~

n

<ompaktni) skupovi i da je topologija g g(q nell) Haus-

lorffova.Neka Jje {Ba:aé;A§ familija apsolutnonkonveksnih
>granicenih skupova iz E koji su druge kategorije u sebi u
topologiji 6t (resp. u topologiji t).Ako linearno preslika-
vanje T iz B u F ima zatvoren grafik u topologiji txg(Gén,Kn),
onda je ono g( 6'1:,8 ,ae A)-g( Gsn,un,
z(t,B ,aé:A)-g—neprekldno). !

n I)-neprekidno (resp.

DOKAZ Dokazademo samo drugi slucaj, dokaz prvog je f
analogan.

Iz (4.2,7) sledi da je T g(t,T

8ko dokaZemo da Je g(t,Ba,aéiALZ.g(t,TelKn,néJH) (=g "), dokaz

de biti zavrsSen.Keo u dokezu (4.2.13) dobijamo da postoje p &

eIN, takvi da Je Bac;paT"lKna za svako a<e€ A.Cdatle sledi da

-1 . -
Kn,nelh)—g-nepreﬂldno.

. -1 19 . T iy
je g(t, Byra€h)z g(t,p T Kpa,ae;A7.mako je g(t,paf 1Apa,aé4)=
—g(t, T *K, ,aeA) (videti (1.1.10)) 1 g(t,T—lKD e &h)=

Pa “a
ne IN) (jer smo mogli, zbog Knc:K

c*l'

glt,T ~ K> n+1> 4@ pretpos-
t avimo da je Card({p,:ae A})=Card)), to je dokaz zavrsen.
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