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1. U V О D 

Ve~a izmedju invarijantnosti varijacionih principa pri 

jednoj grupi infinitezima1nih vektorskih i koordinatnih ~ans

formacija i egzistencije odredjene k1ase zakona konzervacije 

је jedna уеота interesantna oblast mehanike. Оnа пат daje mogu

cnost dubljeg upoznavanja strukture mehanike i s1uzi da nadjemo 

zakone konzervacije i1i konstante kretanja. ОУ! zakoni i1i kons

tante kretanja smanjuju slozenost posmatranog ргоЫеmа i omogu

сџји namna~azenje odgovarajucih гевеnја u konkretnim problemi

та mehanike kon~inuuma i mehanikematerija1nog si,stema tacaka. 

Tako па primer mogu se upotrebiti u analizi prskotina i ~areza 

[1], diskusiji prostiranj а talasa [2], kao i u ana1izi stabi1no

sti kretanj а [3]. 
Vezu izmedju invarijantnosti i egzistencije zakona kon

zervacije uocio је Jakobi [~. Оп је izveo zakon odrzanja ko1i

cine kretanja i momenta ko1icine kretanja iz Euk1idQve invari

jantnosti Lagranzove funkcije. Fundamenta~ni rezu1tati iz оуе 

oblasti mehanike pripadaju Emi Neter (~. Kasnije su se mnogi 

autori bavi1i ргоисауanјет оуе oblasti. Radovi [5, 6, 7, 8, 9, 

10, 11, 12 - 19] tretiraju prosirenje Neterove teoreme па raz

nе ob1asti fizike i pojedine ргоЫете meha~ike. U ve6inispo

menutih radova ргоисауаnа је egzistencija prvih integra1a samo 

u mehanici sistema materija1nih tacaka. Medjutim, u mehanici kon

tinuuma to је do skora proslo nezapazeno. 

Svakako da је ta cinjenica kao i rezu1tati u nekim 

oblastima, koji su pobudili interesovanje, utica1a па to da su 

Know1es i Sternberg u svo~ гa~~ ~~ ucini1i znacajan korak da-

1је u prosirenju оуе teorije i njene primene u teoriji e1astic

nosti. Oni izvode nоуе zakone konzervacije, i~vodeci ogranice

nи grupu koordinatnih i vektorskih transformacija. Nacin i ге

zu1tati do kojih su ~ni dos1i otvara put za da1je prosirenje 

primen~ Neterove teoreme i па druge oblasti mehanike imatema-
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tickefizike. Njihovo interesovanje za ovu oblast narocito је 

potstaknuto rezultatima koje је dobio Rice и radu [1]. U tom 

radu, koji је posvecen analizi koncentracije паропа blizu kra

jeva pukotine, Rice је uveo nezavisni integral od putanje koji 

nastaje iz jednacina polja elastostatike и obliku 

(1.1) 

Ovaj integral је izazvao ogromno interesovanje kod veli

kog Ьroја istrazivaca, zbog svog znacaja и primeni па spomenute 

ргоЫеmе. Knowles· i Sternberg, primenj иј uci Neterovu teoremu па 

elastostatiku, su pokazali da ovaj integral и obliku zakona ko

nzervacije па prirodan nacin sledi iz nje kao i njegov dvodimen

zioni analogon. Integral је dobijen kao posledica primene teori

је о nepromenljivosti varijacionih principa primenjen па princip 

minimalne potencijalne energije и elastostatici. Ali pored ovog 

zakona konzervacije dobili su јоs dva dodatna zakona konzervaci

је. Ovi zakoni imaju oblik 

Ј[ \X/tfij - Ui)Jt:tlCj]'njds -=-0 , (1.2) 

J[(W O-tj -Ui.~ЈСtq)ХIC-i tqUJ17.id.s =с О , (1.3) 

(1.4) 

gde! su W, t k ·, и., х., c'k 1 i n. respektivno, elasticni poten-
Ј 1. 1. m Ј . 

cijal, tenzor napona, vektor pomeranja, vektor polozaja, ~ici-

jev antisimetricni tenzor i jedinicni vektor spoljne normale па 

s. Ovako dObijeni zakoni konzervacije и slucaju linearne homo-
, 

gene izotropne elasticnosti su kompletni, tj. jedini zakoni koji 

se mogu dobiti primenom Neterove teoreme па ogranicenu grupu 

transformacija koje Se razmatraju. 

Korak dalje и istrazivanju ove oblasti ucinio је Flet

cher [20] izvodeci odredjene zakone konzervacije primenom oVe 

teoreme razmatraju6i slucaj linearne elastodinamike. Оп prime

njuje nesto siru grupu transformacija od onih koje su primenje-
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nе u radu ~~, i izvodi sest zakona konzervacije od kojih su 

tri poznati zakoni. Druga tri zakona predstavljaju ustvari di

namicku generalizaciju nezavisnih integrala izvedenih za elasto

statiku od strane Knowles i Sternberg, а koji su bili od poseb

nog interesa и poslednje vreme. Isto tako pokazuje kompletnost 

и smislu da su to i jedini zakoni konzervacije koji se mogu do

biti koristeci Neterovu teoremu. Na ovaj nacin se zaokruzuje 

primena Neterove teoreme и linearnoj elasticnosti. Ostaje i da

lje otvoreno pitanje nјеnе primen~ и konacnoj elasticnosti, gde 

su autori rada ~~ и slucaju konacne elastostatike dali delimi

саn odgovor, dok је и slucaju konacne elastodinamike ргоЫет jos 

netaknut. 

Logicno, put је sada bio utrt za dalje prosirenje ove 

teoreme и smislu njenog koriscenja i па sire polje primene od 

dosadasnjeg и okviru mehanike kontinuma. Jaric и radu ~~ ko

risti ovu teoremu za dObijanje zakona konzervacije и slucaju li

nеагnе mikropolarne elastostatike, dajuci prosirenje Neterove 

teoreme i grupe transformacija и оnот obimu koliki је potreban 

da Ь! је bilo moguce primeniti па konkretan slucaj. Izmedju се

tiri dobijena zakona konzervacije narocito је vazno istaci је

dan koji se odnosi па invarijantnost potencijalne energije pri 

koordinatnoj translaciji. Оп и sebi sadrzi Riceov nezavisni in

tegral od putanje kao specijalan slucaj, kada su naponski spre

govi jednaki nuli. 

Na osnovu svega iznetog vidi se da је ргоЫет dalje pri

теnе Neterove teoreme vrlo aktuelan, s obzirom da su se radovi 

koji tretiraju ovu oblast pojavili poslednjih gOdina. Raq Know

les i Sternberg datira iz 1972. godine i predstavlja prvi ро

k~saj primehe Neterove teoreme.u mehanici kontinuuma. Drugi rad 

iz te oblasti је rad Fletcher iz 1976. godine koji predstavlja 

uopstenje dObijenih rezultata Knowles i Sternberg-a, da bi se . 

1977. godine pojavio rad Chen i Shi~ld-a koji tretira tu oblast 

sa jednog drugog stanovista. 

Izucavanju ргоЫета loma u mehanici kontinuuma do skora 

se prilazilo па jedan poseban nacin i koristile posebne metode 

koje su vezane sa veliki~ matematickim teskocama. Medjutim, tre

tiranje istih ргоЫета koristeci rezultate integrala nezavisnih 

od putanje, koji slede kao zakoni konzervacije iz primene Nete-
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гоуе teoreme znatno иРГОБсауа analizu istih, sto је svakako је

dan od osnovnih raz!oga povecanog interesovanja и trazenju in

tegrala nezavisnih od putanje i metoda za njihovo nalazenje. Ak

tuelnost ргоblеmа kao i odredjena mogucnost eventualne primene 

u praksi su inicirali i izradu ovog rada. 

U оуоm radu se daje prosirena verzija Neterove teoreme, 

dokazuje nјеnа primenljivost па linearnu mikropolarnu elastodi

namiku, koristi se nоу metod za odredjivanje koordinatnih i уе

ktorskih transformacija koji se zasniva па fizickoj pretpostav

ci da оуе transformacije nе zavise od materijalnih svojstava te

la, nalaz~ njima odgovarajuci zakoni konzervacije, diskutuju do

bijeni rezultati, pokazuje saglasnost sa do sada poznatim rezul

tatima i daju novi integrali koji bi se mogli koristiti и dina

mickim problemima mikropolarne elastodinamike. Sa teorijskog 

stanovista rezultati su egzaktni i mogu se direktno proveriti. 

Primena dObijenih rezultata је tesno povezana sa odredjivanjem 

materijalnih konstanti mikropolarnog kontinuuma, sto је novijeg 

datuma. U гади se Ukazuje па put primene dobijenih rezultata. 

Metod dobijanja integrala ili zakona konzervacije је vrlo pogo

dan i opst i moze se koristiti i и drugim oblastima mehanike 

kontinuuma. 
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2. OSNOVI NETEROVE TEOREМE I NJEN ZNACAJ U МEHANICI 

U ovom odeljku сето se zadrzati па nekim osnovama izvo

djenja jedne ogranicene verzije Neterove teoreme о invarijant

nosti varijacionih principa potrebnim za nаБа dalja istraziva

nја. U tom cilju, da bi izlaganje bilo matematicki dosledno sp

rovedeno i da bi se rad nesmetano mogao pratiti, potrebno је 

uvesti odredjene matematicke pojmove i definicije koje се se и 

toku dalje iZlaganja koristiti. 

Neka Е oznacava trodimenzionalni Euklidski prostor, а 

V nјеmи asocirani vektorski prostor. R је regularna oblast и Е 

ako је R ogranicena zatvorena oplast и Е. Pretpostavlja se da 

vazi teorema о divergenciji za sva odgovarajuca glatka vektors

ka pOlja definisana па R. Mpze se re6i da је regularnostogra

nicene zatvorene oblasti R esigurana ako је nјеnа granica R uni

ја "ogranicenog Ьгоја nepovezanih zatvorenih regularnih povrsi

па" и smislu Kellogg-a. 

Sa masnim slovima oznacavamo tenzore pozitivnog reda i 

matrice. Komponente tenzora i elementi matrica su odredjeni u 

odnosu па fiksni sistem Dekartovih koordinata ili и odnosu па 

bilo koji drugi dopustivi sistem koordinata и Е. U daljem radu 

iskljucivo сето koristiti Dekartov sistem koordinata, bez da 

se gubi u opstosti zakljucaka. Sa Т oznacavamo prostor svih ten

zora drugoga reda, sa L otvoreni linearni interval. Лkо је F 

neka funkcija definisana па prostoru ExVxTxL vrednostima 

(2.1) 

gde је ~ vektor polozaja tacke u Е, ~ vektor u V, t tenzor dru

gog reda и Т a~ parametar па intervalu L, mogu se parcijalni 

izvodi takve funkcije ро spomenutim promenljivim napisati u оЬ

liku 

F,.,:(~J~i ;~) kF(~)J!,i.;?l) 

F;~(* ,Ј!,! ;'f)== :~ F~>!l')f;V ( 2 .2) 
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F~ .. I.x 1/ -1: ·71'= L F(x li t ."17') ) ~ l:iL )- )- )L} fJtV· t~)-)-)"i'/ 

F'(x 11' t ·п ,=L F(x V t -'Л ') 
- ) - ) - Ј '/ atz - ~ - ) - ) -(/ 

(2 .2) 

Isto oznacavanje bice dosledno primenjivano i и slucaju 

vektorskih i tenzorskih velicina viseg reda као i za njihove iz

vode viseg reda. 

U daljem radu umesto bilo какуе funkcije F, zavisne и 

opstem slисајџ od proizvoljnih elemenata prostora Е, V, Т, L, 

koristicemo nј еn konkretni oblik funkcional·ne zavisnosti od od

redjenih elemenata ovih prostora i obeleziti је sa Н, tj. 

(2.3) 

Pretpostavimo daljoe da је funkcija Н е C
tJD 

za sve (.3 ,w( )' w( ). _) 
- - р - р ~,-

E(ExVxT) gde je~ vektor polozaja tacke и Е, ~(p) vektorsko 

polj е definisano u V i "( ). __ tenzorsko polj е drugoga reda 
- р ~ ,--

definisano и Т, '! proizvoljno mali parametar па intervalu L. 

Indeks u zagradi oznacava redni broj vektora i mi pretpostav-

ljamo da ih ima п, tj. р = 1'2' ...... ' n. 

Dalje nека је Ф funkcional definisan nad Ј2.. sa 

Ф{Wcf'Ј}=ј н (~ ) W(1J)@) vW(p~»d2 (2.4) 

к 
gde ј е Jl. bil0 кој а regularna podoblast fiks irane otvorene podo-

blasti D и Е za svako vektorsko polje w( ) е C(D), а Vw{ ) oz-; -р-р 

nаСа.(,а matricu komponenata [w (р) i ,оС] . 
Тако definisani funkcional nazivacemo dopustivim fun

kcionalom nad D odredjenim (generisanim) sa Н. Za nаsа dalj~ 

razmatranja potrebno nат је да definisemo jednoparametarsku fa

miliju funkcionala. Da bismo to mogli uciniti, potrebno је pret

hodno promenljive ~ i w( )' и Н, роmоси које smo definisali 
- -р 

funkcional (2.4), svaku posebno podvrci jednoparametarskoj fa-

miliji preslikavanja. 

U tom cilju nazvacemo ! regularnom familijom koordinat-
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nih preslikavanja nad D ako је f vektorska funkcija definisana -
па DxL takva da је 

(2.5) 

za ~ = о! identicka transformacija, tj. 

Iz istih razloga h сето nazivati regularnom familijom -
vektorskih preslikavanja kada је h vektorska funkcija definisana -
па VxL takva da је 

(2.6) 

za ~ = о ~ identicka transformacija, tj. 

Uvedimo sada jednoparametarsku familiju funkcionqla ~ 

definisanu sa 

1Iz{w(p)} 1 H@~ Щ:;;(5) ~ ~ w~{.5i1~d5* 
R~ 

(2.7) 

za svako vektorsko pOlje ~(p)e C(D). Saglasno prethodnim ozna

kama odmah se moze zakljuciti da је 

(2.8) 

matrica tipa т х п, dok је .JL"l slika Jl. pod familijom koordi=

natnih preslikavanja f. -
Iz izraza 

i svojstva uvedenih koordinatnih i vektorskih 

lako se moze pokazati da је 

(2.9) 
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(2.10) 

tj. ф је clan jednoparametarske familije funkcionala Ф~ u slu

саји kada је f = о. Radi odredjenosti kazemo da је ~~ jedno

parametarska familija funkcionala nad D izvedena nad funkciona

lоmф i uvedenim familijama koordinatnih L i vektorskih h tran

sformacija. 

U tom slucaju kazemo da je~ invarijantno u ~(p) и od

nosu па f i h uvek ako је -
(2.11) 

Isto tako kazemo da јеф infinitezimalno invarijantno u 

w u odnosu па dati раг familija preslikavanja pod uslovom da 
-(р) 
је 

(2.12) 

Ocigledno,~ је infinitezimalno invarijantno ako је invarijant

по. Izlozeni stavovi daju nam dovoljno elemenata da mozemo for

mulisati ogranicenu verziju Neterove teore~e, ali dovoljno ор

stu da zadovolji zahteve koji se postavljaju pred nas u daljem 

radu. Verzija ovde iznete Neterove teoreme је sira od odgovara

ј исе verzij е date u radu [19Ј. S druge strane originalna Nete

rova teorema data и [~ је mnogo opstija od verzije koja se ov

de daje. 

Теогета 2.1. Neka је D oblast u Е i neka је Ф dopusti

vi funkcional za D obrazovan nad Н. Neka је f regularna famili--
ја koordinatnih preslikavanja nad D, а h(p) regularna familija 

vektorskih preslikavanja. 

Pretpostavimo da je1!'(p)eC(D') vektorsko polje koje za

dovoljava Ojler-Lagranzove jednacine 

(2.13) 

gde је 
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Onda je~ infinitezimalno invarijantno и~(p) u odnosu па! i h 
ако i samo ако ~(p) zadovoljava 

(2.14) 

gde је 

~(%)= ~ 1(5; ~'l=o 
дс1"-')"; (~) == ~ 6:(1"-')"; (~ > !)/f=O 

(2.15) -
&(I')i(.a) = &(f3fi~) - "1p~(~)~.c (~) . 

Dalje, (2.14) је eKvivalentno zakonu Konzervacije u integral

пот ObliKU Koji па osnovu teoreme о divergenciji iz (2.14) od-

mah neposredno < 

za svaku povr~inu s која је granica podoblasti D, gde је sa п -
obelezen jedinicni vektor spoljne normale па s. 

Uslov da је ~(p) гe~enje Ojler-Lagranzevih jednacina 

predstavlja u su~tini uslov stacionarnosti fUnKcionala (2.4). 

Zaista, nije te~Ko pOKazati da ~(p)E: с (D) zadovoljava (2.13) 

ако i samo ако za svaku fisiranu regularnu oblast ~e D vazi 

da !је 

(2.17) -

gde se prva varijacija оdф uzima iz klase svih vektorskih ро
lja dva puta neprekidno deferencijabilnih nad D кој! se pokla

раји sa ~(p) па granici а R. 

Vaznost izlozene, teoreme као metoda za dobijanje zakona 

konzervacije u bilo којој oblasti matematicke fizike vezanoje 

za postojanje odgovarajuceg varijacionog principa i egzistencije 
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familija regularnih koordinatnih L i vektorskih ~ preslikavanja 

u odnosu па koje је stacionarni funkcional infinitezimalno inva

rij antan. 

Dokaz Теогеmе 2.1. Na osnovu uvedenih pretpostavki о koo

rdinatnim i vektorskim transformacijama (2.5) i (2.6), mozemo ih 

razviti и stepeni red ро! i zadrzavajuci se па linearnom clanu 

dobijamo 

(2.18) 

gde је ~ i !3(p)i dato sa (2.15). 

Neka је Ј (~3) Jakobijeva determinanta definisana sa 

(2.19) 

Sada mozemo funkcional (2.4) napisati и obliku 

(2.20) 

odnosno па osnovu (2.19) 

(2.21) 

Da bi funkcional (2.21) bio infinitezimalno invarijantan и od

nosu па spomenute koordinatne i vektorske transformacije (2.18) 

па osnovu (2.12), тога biti 

(2.22) 

Kako је oblast integracije nezavisna od parametra~ ,operacija 

diferenciranja ро, i integracije su komutativne tako da iz 

(2.22) sledi 

(2.23) 
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, какО је oblast integracije proizvoljna (2~23), bice 

svаКо.л. onda i samo onda ако је 

(2.24) 

dstavlja potreban uslov da bi funkcional 9>, bio infi

lno invarijantan u odnosu па koordinatne i vektorske 

ije (2.18). 

Diferencirajuci (2.24) dobijamo 

(2.25) 

(2.26) 

(2.3) је 

(2.27) 

da је potrebno da nadjemo izvode promenljivih ро рага

i izvodjenju potrebnih izraza koristicemo osabinu КО

osti operacije parcijalnih izvoda ро promenljivim (~ , 

) . 
је da је 

(2.28) 

(2.18) sledi 

(2.29) 
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Kako је 

(2.30) 

i 

(2.32) 

dobijamo da је 

(2.33) 

Sad~ (2.26) koristeci (2.27), (2.30) i (2.33) postaje 

Medjutim, izraz u zagradi mozemo transformisati па sledeci na

cin: 

/'tf1ft)4 - W<pJ~~ ~ . .cC :=с [;З~i. - Ufp)i/-Ј~>се}рС +",,) .. ~,8-C~( 2 . З 5 ) 

=!t"J'; +~}i~f.JcC~ 
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smenjujuci sada ovaj izraz u (2.34) dobijamo 

Jt-c ~ + Jl.lJffp)-i. (3ер);, +~W(f-')";p /!J(fJ)i,ol" +~МfI'Jipc ~)t#~+ 
+ Н oC8-)&" -= О 

(2.36) 

i1i koristeci parcija1nu integraciju to mo~emo napisati 

JI~ с:<с +1I-Gc)сС+ JI~fђ&f3{JJ)t: +[~ ~«t.)J~ -[I-I,Кf,,)~.,сЈ-рС 4jD)i 
. (2.37) 

+ '" ~)i..et: "tP)~,bC ~ ==0 • 

Kako је 

imamo pos1e duzeg гacиnanj~ da је 

~VftfO).JP{JD)i -1Xf-fJ)ipCо<сЈ-[II,Wf~)-;;,сЈ,оС I(~)~ + (2.39) 

odnosno, 
[~Wc,,)~o(,itfђi, +Jlot;J,oe =0 Ј 

(2.40) 

Odavde neposredno sledi zak1jucak da ako је vektorsko ро1је ~(p) 

resenje Oj1er-Lagran~evih jednacina (2.13), onda iz (2.40) sle

di (2.14). Ove jednacine predstav1jaju potreban i dovo1jan us-

10\7 da bi funkciona1 Ф bio infinitezima1no invarijantan u vek

torskom РО1ји ~(p) u odnosu па fami1iju koordinatnih i vektor

skih pres1ikavanja L i д. Ekviva1entnost zakona konzervacije _ 

(2.14) i (2.16) је jasna i sledi iz neposredne primene teoreme 

о divergenciji. Ovim је dokaz Net~~ove teoreme zavrsen. 

Znacaj Nererove teoreme sa stanovista nјеnе primene u 

raznim oblastima matematicke fizike је ogroman, јег п-т sluzi 

za dobijanje zakona konzervacije па jedan veoma preg1edan i sis

tematican nacin. 

Potrebno је istaci da је Neterova teorema koriscena u 

e1ektromagnetici, teoriji re1ativnosti, kvantnoj mehanici itd. , 
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а da је posebno nasla svoju punu primenu u mehanici. Ovo samo 

ро sebi dovoljno govori о sirokim mogucnostima primene ove te

oreme i iz toga razloga se objasnjava veliko interesovanje koje 

danas vlada za njeno koriscenje. Ne treba izgubiti iz vida da 

ovako povecano interesovanje ukazuje па to da nisu iscrpene sve 

mogucnosti u pogledu njene primenljivosti па јОБ neistrazene оЬ

lasti moderne fizike. 

Iz tih razloga mi сето se u nasim daljim razmatranjima 

zadrzati па njenoj primeni u mehanici. 
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3. PRlМENA NETEROVE TEOREME U МEHANICI SISTEMA 

МATERIJALNIH ТАСАКА 

Као sto је vec гесепо, mogucnost primene Neterove teo

гете prevazilazi okvire mehanike. Medjutim, и cilju dObijanja 

potpunije slike о mogucnostima пјепе primene, mi сето ве ovde 

ograniciti vrlo kratko па пјепот :znacaju и mehanici i to prven

stveno ва istorijskog stanovista. Prvi pokusaj primene Neterove 

teoreme ви vezani za mehaniku sistema materijalnih tacaka. То је 

i potpuno razumljivo kada ве ima и vidu da је to najbolje ist

razena oblast mehanike. 

Могато istaci da ве Neterova teorema kao metod za resa

vanje i nalazenje prvih integrala и mehanici sistema materijal

nih tacaka pokazala kao vrlo pogodna и odredjenoj klasi ргоЫе

та kod kojih dotadasnje metode nisu davale zadovoljavajuce rezu

ltate. 

Zbog toga је niz autora diskutovao generalizacije Nete

rovih direktnih i inverznih teorema. Vrlo skoro Vujanovic i Dju

kic ви izucavali generalizacije ovih teorema i njihove primene 

pretpostavljajuci da fundamentalne grupe transformacija zavise i 

od brzina. Isticemo da ви ovi utori prosirili rezultate R. Sto

janovica koji ве odnose па pretpostavku о mogucnosti da ве kre

tanje krutog tela poveze ва resenjima sistema Kilingovih parci

jalnih diferencijalnih jednacina о dobijanju prvih integrala di

namickih sistema, koji slede kao posledica invarijantnosti dife

rencijalnih jednacina kretanja i odgovarajucih akcionih integra-
I 

la и Hamiltonovom smislu и odnosu па infinitezimalne grupe kre-

tanja и Li-ovom smislu. Sve generalizacije vrsene ви ва ciljem 

da ве primena Neterove teoreme prosiri па sire klase ргоЫета od 

do tada posmatranih. Navodimo neke"' od tih generalizacija koje ви 

vezane za imena spomenutih autora. 

Poznato је da ви dva Lagranzijana ekvivalentna, tj. dovo

de do istih ј ednacina kretanj а ako ве razlikuju ·јо па totalni 

diferencijal neke funkcije и odnosu па vreme. U tom cilju ве 

razmatra пе вато apsolutna invarijantnost Lagranzijana, vec (ga

uge) Lagranzijan koji је invarijantan do па totalni diferencijal 

~2]. Za takve sisteme Neterova teorema је uopstena i upotreb-
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ljena za dobijanje prvih integrala kretanja. Mnogi autori su 

razmatrali postojanje transformacija koje ostavljaju odgovara

juci Lagranzijan invarijantnim kao jedan apriori ројаm, ali ni

su pokazivali kako se dObijaju te transformacije, medjutim и 

1}2J је pokazan i nacin па koji se опе dObijaju. 

U radovima [lЩ, ~~, П-5Ј, Q:g pokazuje se da egzi

stencija prvih integrala sledi kao posledica invarijantnosti 

Hamiltonovog dejstva и odnosu па grupe infinitezimalnih trans

formacija i d~ ove grupe nisu apriori uzete kao sto su и radu 

~] , vec da se dobijaju kao rezultat integracije sistema раг

cijalnih diferencijalnih jednacina tz. Kilingovih jednacina. U 

prakticnim primenama Neterove teoreme pogodno је koristiti infi

nitezimalne transformacije koje zavise od vremena, polozaja i 

generalisanih brzina umesto transformacija kao funkcija vremena 

i polozaja. Takav prilaz upravo koriste spomenuti autori јег 

omogucava da se dobiju prvi integrali koji sadrze vise stepene 

generalisanih brzina. 

Do skora vecina autora је razmatrala mehanicke sisteme 

samo sa potencijalnim silama. U tom slucaju kretanje mehanickog 

sistema је potpuno karakterisano poznavanjem Lagranzove funkci

је, tj. integrala akcije u Hamiltonovom smislu. U novije vreme 

pokazano је da Hamiltonov varijacioni princip sa Lagranzovom 

funkcijom ne-standardnog oblika moze da opise izvesne sistem. 

sa disipativnim silama. Pored toga Vujanovic formulise varijaci

oni princip Hamiltonovog tipa za klasicnu nekonzervativnu meha

niku (2tf] cija је glavn.a ideja da varijacije generalisanih brzi

па nisu odredjene potpuno sa varijacijama generalisanih koordi

nata, nego јОБ i sa generalisanim disipativnim silama. Imajuci 

u vidu te cinjenice u radu ~~ se pretpostavlja da su infinite

zimalne transformacije vremena i generalisanih koordinata neza

visne i da te transformacije zajedno sa disipativnim silama od

redjuju infinitezimalne transformacije generalisanih brzina. Za 

tako pretpostavljene transformacije izvodi se Neterova teorema, 

inverzna Neterova teorema i Neter-Besel-Hagenove jednacine. Vaz

по ј е napomenuti da ј е Neterova inverzna teorerna [5] , (}. 5Ј (za 

svaku konstantnu velicinu odgovara jedna infinitezimalna tran

sformacija koja ostavlja integral akcije invarijantnim), bila 

тапје razrnatrana, mada је to jedna veoma znacajna teorerna teori-
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jske mehanike, moderne fizike, posebno kvantne mehanike i kao 

takva vrlo interesantna za proucavanje. Medjutim, do pojave ро

menutog rada i ova problematika је bila ogranicena па ргоиса

vanje samo mehanickih sistema sa iskljucivo potencijalnim sila-

та. 

Dobro је poznata cinjenica da је u mnogim slucajevima 

kao па РГ1тег u dinamici cvrstog tela i neholonomnoj mehanici 

jednostavnijeproucavati ргоЫеmе koristeci umesto stvarnih ko

ordinata, kvazikoordinate. Imaju~"i to u vidu u radu (1.5] se ио
pstava Neterova teorema, inverzna Neterova teorema i Neter-Be

sel-Hagenove jednacine za mehanicke sisteme u kvazikoordinata

та i nalaze odgovarajuci integrali kretanja. 

Prilaz Djukica i Vujanovica smo naveli s obzirom па 

vaznost doprinosa koji su dali, njegovu aktuelnost, kao i inte

resovanje koje su pobudili kod naucnih radnika koji se bave tim 

problemima. 

Neki od rezultata Vujanovica i Djukica su prosireni od 

strane drugih autora па osobine invarijantnosti holonomnih dina

mickih sistema sa vezama koje zavise od vremena i Lagranzijana 

koji su godz (gauge) invarijantni pod dejstvom simetricnih in

finitezimalnih transformacija. 

Neterova teorema sa teorijskog stanovista izaziva in

teresovanje i sa fundamentalnog stanovista, tj. sa stanovista 

пј enog izvodj епј а па drugi nacin kao па primer u radu [з 6]. U 

ovom radu је dat potpuno novi prilaz Neterove teoreme formalno, 

konceptualno i prakticno. Generalisana Neterova teorema ~Щ је 
razmatrana nezavisno 6d koordinatnih transformacija, oblika va

rijFcija ili cak egzistencije Lagranzijana gustine simetrije 

invarijantnosti. 
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4. DOSADASNJA PRIMENA NETEROVE TEOREME U МEHANICI 

KONTINUUMA 

Primena Neterove teoreme и mehanici kontinuuma do skora 

nije bila predmet interesovanja niti istrazivanja. Interesantno 

је napomenuti da је Neterova teorema и mehaniku kontinuuma usla 

"па mala vrata". Prva oblast mehanike kontinuuma u kojoj su se 

pojavili novi zakoni konzervacije bila је teorija defekata kri

stalne resetke i teorija loma i prskotina. 

Eshelby је и svom radu ~~ , posvetenom teoriji konti

пита defekata kristalne resetke, izveo povrsinsku integralnu ге

prezentaciju za "silu па elasticnu singularnost ili nehomogenost" 

koja и otsustvu takvih efekata daje zakon konzervacije za regula

гпо elastostaticko polje svojstveno homogenim, ali пе neophodno 

i izotropnim cvrstim telima pri infinitezimalnim deformacijama. 

Isto tako је паротепио da taj razultat, kada se pravilno inter

pretira, ostaje striktno vazeti za konacne deformacije cvrstih 

tela. 

Dvodimenzionalni analogon zakona konzervacije koji poka~ 

zuje nezavisnost putanje liniskog integrala za гаvnо elstosta

ticko polje 

Ј (Wn,; - t JCj lJ.~.,; n.v dl-O 
с 

(4.1) 

nezavisno је uveo Rice u svom radu [lЈ posvetenom analizi koncen

tracije паропа blizu krajeva naprsline i demonstrirao је njegovu 

vaznost и vezi sa asimptotskom analizom singularnih naponskih 

pOlja. Ovaj integral је inace poznat пе samo kao zakon konzerva

cije, nego i kao integral J-tipa. U ovom radu је posmatrao infi

nitezimalne deformacije, ali је dopust{o i mogutnost nelinearnih 

naponskih relacija. 

Fizicka interpretacija linijskog integrala koji је uveo 

Rice [1] zasniva se па energetskoj kvazi-statickoj ekstenziji 

pukotine. Rezultat koji је dat u radu [1] odnosi se па ranije 

istrazivanje Sandersa [3щ i Cherepanova [З<il . Pored znacajnog 
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teorijskog interesa, zakon konzervacije (4.1) је od prakticne 

koristi vezane za direktne asimptotske analize geometrijski ро

budjene pojedinacnim naponskim koncentracijama, kao па рг. опе 

koje nastaju u pukotinama i zarezima. 

Primene ove vrste mogu se na6i u [1] ,[зщ i odnose se 

u vecini slucajeva па neelasticna ропаБапја, kao i u radovima 

[31] ~2] . 
Trodimenzionalni zakon konzervacije moze se jednostavno 

iskazati па sledeci nacin: 

Neka su (Х 1 ' Х 2 ' Х 3 ) pravougle Dekartove koordinate i 

pretpostavimo da su~, t~ komponente роmегапја i паропа res

pektivno, vezani sa trodimenzionalnom infinitezimalnom defor

maciom homogenog elasticnog tela u otsustvu zapreminskih sila. 

Neka је w(x) gustina energije deformacije tacke sa vektorom ро

lozaja .2S,. 

Ako је S bilo koja zatvorena povrsina па kojoj ili ипи

tar koje vaze jednacine ravnoteze i veze izmedju паропа i gra

dijenata ротегапја infinitezimalne elasticnosti, trodimenziona~ 

lna analogija nezavisnog integrala (4.1) glasi 

(4.2) 

gde је п jedinicni vektor spoljne normale па S а ds oznacava -
element povrsine па S. Cinjenica da (4.2) sledi iz jednacina га

vnoteze i relacija пароп gradijent ротегanја i definicije W la

ko se potvrdjuje рото6и teoreme о divergenciji. U dve dimenzije 

takav dokaz (4.2) dao је Rice [1]. 
Medjutim, takva ad ћос. verifikacija пе daje nikakve in

dikacije za: 

1. njegove analiticke korene unutar teorije koja se га

zmatra kao i odgovor па pitanja 

2. zasto vazi 

3. da li postoje i drugi nezavisni integrali. 

Odgovor па ta pitanja dali su Knowles i Sternberg u га

du [19] koj i pokazuj u da zakon konzervaci ј е (4.2) i пј egov dvo

dimenzioni ~nalogon mogu konsekventno da se izvedu koriste6i 

Neterovu teoremu о invarijantnosti varijacionih principa zajed

по sa principom о stacionarnoj potencijalnoj energiji u elasto-
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statici. 

Ргета Neterovoj teoremi: 

Ako dati skup diferencijalnih jednacina moze da se identifikuje 

kao Ojler-Lagranzove jednacine koje se odnose па jedan varija

cioni princip, koji ostaje invarijantan pod n-parametarskom 

grupom infinitezimalnih transformacija, onda postoji skup za

kona konzervacije koji su zadovoljeni svim resenjima original

nih diferencijalnih jednacina. 

Na Qvaj nacin izvedeno (4.2) se dobija kao posledica 

invarijantnosti elasticnog potencijala homogenog elasticnog 

materijala pri koordinatnoj translaciji. 

Ako је elasticni materijal izotropan i homogen, elas

ticni potencijal se takodje nе теnја pri rotaciji koordinata. 

Оуа osobina zajedno sa Neterovom теогетот koriscena је za dobi

јаnје drugog novog zakona konzervacije (1.3). 

Spomenuti zakoni konzervacije koji se odnose па inva

rijantnost elasticnog potencijala pri translaciji i rotaciji os

таји и vaznosti и konacnoj elasticnosti pod uslovom da se od

govarajuce veliciBe odnose па konacnu deformaciju. 

Pokazuje se da vazi i treci zakon konzervacije (1.4), 

ali striktno za linearnu elastostatiku koji se odnosi па infi

nitezimalnu invarijantnost elasticnog potencijala pod jednom gru

рот skalnih (scale) рготеnа. 

Pomenuta tri zakona konzervacije su kompletna и smislu 

da su то i jedini netrivijalni zakoni konzervacije koji se do

bijaju и linearnoj el~stostatici koristeci Neterovu теогети i 

primenjujuci odgovarajucu grupu transformacija. 

Fletcher и svom radu ~Щ vrsi prosirenje rezultata 

dobijenih и (1~ primenom Neterove теогеmе па linearnu elasto

dinamiku. Оп и оуоm radu dobija sest zakona konzervacije od ko

jih su ргуа tri poznati zakoni: 

а) zakon kolicine kretanja 

Ь) zakon momentakolicine kretanja 

с) zakon konzervacije energije 

а druga tri, prosireni zakoni konzervacije dobijeni и ~~ za 

elastostatiku. Ovi zakoni konzervacije se izvode za nesto ОРБ

tiju grupu transformacija od onih pod kojima su izvedeni zako-
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ni konzervacije и [1i), i pokazuje se da Би ТО i jedini zakoni 

konzervacije koji Бе mogu dobiti primenom Neterove теогеmе па 

linearnu elast:odinamiku. 

Ма ovaj nacin је zaokruzena primena Neterove теогеmе za 

nepolarnu linearnu elasticnost:. Odmah Бе postavlja pitanje da 

li ји је moguce korist:it:i i и mehanici fluida ili polarnoj ela

sticnost:i? Odgovor је: da. I dat је и radu ~:!) gde Би izvede

ni zakoni konzervacije za linearnu mikropolarnu elastostat:iku 
.. 

korist:eci Neterovu Теогеmи. Zbog specificnost:i ргоЫеmа koris-

сепа је пеБТО opst:ija теогеmа Метега u modifikovanom obliku ро

godn?m za primenu u mikropolarnoj elastost:at:ici. Uvodeci ргетро

stavke koje Би fizicki opravdane izvedene su koordinatne i vek

torske transformacije kojima odgovaraju zakoni konzervacije и 

obliku int:egrala J-t:ipa. 

Ма тај nacin Бе јОБ jednom potvrdjuje siroka mogucnost: 

koriscenja Neterove Теогете. i ukazuje па eventualnu dalju mogu

СПОБТ пјепе primene и ovoj oblast:i. 

Logicno Бе sada паmесе pitanje mogucnosti primene Ne

terove теогеmе па mikropolarnu elastodinamiku i izvodjenja od

govarajucih koordinat:nih i vekt:orskih transformacija i njima 

odgovarajucih zakona konzervacije koriscenjem iste. Razmatraju

ci ideje Knowlesa i St:ernberga kao i Flechera i korist:eci met:od 

za odredjivanje koordinat:nih i vektorskih t:ransformacija prime

пјеп и radovima [2i], [36], [зi], daje se odgovor па то pitanje 

вте upravo predstavlja predmet razmatranja ovog rada. 

U svim citiranim radovima dominant:ni deo је posvecen 

linearnoj t:eoriji kont:inuuma. Izuzev rada Knowlesa i Sternberga, 

и ostalim radovima nije razmatran ргоЫеm nelinearne t:eorije mе

hanike kontinuuma i опа ОБтаје otvorena za ispit:ivanje mogucno

sti primene Net:erove Теогете. Drugi vazan тотепат је vezan za

otsust:vo zapreminskih sila u probl~mima mehanike kont:inuuma, 

kojem bi u racionalnoj mehanici odgovarao slucaj ргоЫеmа holo

nomnih sistema sa pot:encijalnim silama. 
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5. PRIMENA NETEROVE TEOREМE U MIKROPOLARNOJ 

TEORIJI 

5.1. Osnovne пароmепе 

Mehanika kontinuuma је bazirana па pretpostavci о перге

kidnosti materije. U slucaju kada se deformise telo konacne za

premine v, tada se podrazumeva da Је zapremina v tela и potpuno

sti ispunjena materijom. Drugim recima, pretpostavlja se da и 

svakoj tacki zapremine v postoji materija. Jasno da ovakve pret

postavke imaju svojih pogodnosti, јег se па taj nacin fizicke 

predstave о materiji USkladjuju sa geometrijskim predstavama о 

prostoru. Pored toga, па ovaj nacin se omogucuje primena teerije 

polja, sto је veoma bitno и teorijskim istrazivanjima. Medjutim, 

fizicka је cinjenica da materija nije neprekidna, vec poseduje 

diskretnu S.trukturu. Ovo паmесе pi tanje: Ima li smisla i и koj im 

slucajevima pretpostavka da је materija neprekidna? Odgovor па 

to pitanje se dobija ako se posmatra talasno kretanje kroz stru

kturu. U slucaju kada su talasne duzine veoma velike и odnosu па 

rastojanje izmedju dve susedne materijalne tacke strukture, tj. и 

slucaju kada је и talasnoj duzini sadrzan veliki Ьгој materijal

nih tacaka, moze se rastojanje izmedju materijalnih tacaka zane

mariti, tj. pretpostaviti аа је materija neprekidna. 

Kratko гесепо, mehanika kontinuuma proucava makroskopsko 

ропаБапје realnih materijala pod dejstvom spoljasnjih efekata i 

zbog;toga predstavlja tzv. fenomenolosku teoriju. 
I 

Mikrostruktura realnih materijala ima, medjutim, uticaja 

па njihova makroskopska ропаБапја. Korektno opisivanje ропаsапја 

realnih materijala пе moze se, ргеmа tome, uciniti bez uzimanja и 

obzir njihove mikrostrukture. Iz tog r~zloga и mehanici kontinuu

та su formirani i takvi modeli и kojima se obuhvata utiaaj mikro

strukture па makroskopsko ропаБanје. 

Klasican model kontinuuma pretpostavlja da se materijal 

sastoji iz neprekidno rasporedjenih materijalnih tacaka cija ро

тегапја и potpunosti odredjuju kretanje, odnosno deformaciju ko

ntinuuma. Takav model ргеmа tome, karakterisan је sa tri lokalna 
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stepena slobode 1 ne uzima u obzir uticaj mikrostrukture па mak

roskopsko ponasanje. 

U tom slucaju naponsko stanje, asocirano polju pomeranja, 

opisuje simetricni tenzor napona, јег se uzimaju u obzir samo рг

vi gradijenti deformacije. 

Uzimanje u obzir mikrostrukture па ponasanje materijala 

dovodi do povecanja Ьгоја lokalnih stepeni slobode. То povecanje 

se dobija па taj nacin sto se svakoj materijalnoj tacki pridoda 

izvestan Ьгој vektora orijentacije cija је deformacija nezavisna 

od pomeranja materijalnih tacaka. 

U slucaju mikropolarnog kontinuuma, koji su formulisali 

A.C.Eringen i E.S.Sunhubi [зi1, inoze se intrepretirati kao orijen

tisani kontinuum sa tri nedeformabilna vektora orijentacije, cija 

је rotacija nezavisna od pomeranja tacaka kontinuuma. Imajuci u 

vidu da se vektori orijentacije ne deformisu, vec samo kruto го

tiraju nezavisno od роmега ~ja tacaka kontinuuma, onda ovakav 

model kontinuuma ima sest lokalnih stepeni slobode. Model konti

nuuma sa mikrostrukturom formiran је iz razloga sto ве pokazalo 

da za opisivanje ponasanja nekih materijala, klasicni model nije 

dovoljan. То se prvenstveno odnosi па tzv. materijale granularne 

strukture, а potom i za fluidne suspenzije, polikristale itd. Sva

kako је znacajno napomenuti da је model kontinuuma sa mikrostruk

turom uveden proucavajuci elasticne materijale. 

5.2. Model. Kretanje i deformacija 

Ve6 је гесепо da su model kontinuuma sa mikrostrukturom 

formulisali А. С. Eringen i Е. S. Suhubi [з 3], prvenstveno proucava

juci elasticne materijale. Da bi obuhvatili uticaj mikrostruktu

ге па makroskopsko ponasanje materijala, posmatrali su mali e~e

ment tela cija zapremina ima grani;~nu vrednost ispod koje se, iz 

fizickih razloga, ne moze i6i а da se materija u njemu moze smat

rati neprekidnom. Takav element tela oni su nazvali makroelement. 

Ргеmа tome, telo konacne zapremine V, ogranicene zatvorenom pov

rsi S, sastoji se iz velikog Ьгоја makroelemenata zapremine dV, 

а svaki makroelement sastoji se opet, iz velikog Ьгоја mikroele

menata zapremine dV~ 
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Neka Бе sada teloJ6 , zapremine V ogranicene zatvorenom 

povrsi S и pocetnom trenutku vremena t nalazi и nedeformisanoj 
о 

konfiguraciji Ко' koju сето smatrati pocetnom. U deformisanoj 

konfiguraciji К, koja odgovara trenutku vremena t > t , telo се 
о 

imati zapreminu v ogranicenu zatvorenom povrsi S. 

Makroelement dV telaJ5 usled deformacije prelazi и makro

element dv а mikroelement dV' mikroelement dv'. Pretpostavimo da 

и mikroelementima пета izvora mase, tako da njihova masa ostaje 

ocuvana tokom kretanja. Na isti nacin i таБа makroelementa ostaje 

ocuvana. 

Sa fe"emenoloskog stanovista materijalna tacka m'kromor

fnog kontinuuma је ekvivalentna deformabilnom telu koje se homo

geno deformise, za razliku od materijalne tacke mikropolarnog ko

ntinuuma kcd koga Би materijalne tacke ekvivalentne krutom telu. 

Neka је C(Xk ) centar mаБе makroelementa zapremine dV, 

posmatran и odnosu па sistem materijalnih koordinata Xk . Polozaj 

proizvoljne tacke A(Xk ) makroelementa, koja reprezentuje jedan 

mikroelement, moze biti odredjen и odnosu па C(Xk ), vektorom D
k 

tako da је 

(5.1) 

и odnosu па isti sistem materijalnih koordinata, јег pretpostav

ljamo da је rastojanje izmedju tacaka C(Xk ) i A(Xk ) infinitezi

malno. 

Pri deformaciji, nakon vremena t, makroelement zapremine dV рге

dje и dv, tacka C(Xk ) и tacku C(xk ) i vektor Dk и vektor d
k 

tako 
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da је 

(5.-2 ) 

и odnosu па posmatrani sistem koordinata х, pri сети је 

(5.3) 

Razvijajuci (5.3) и stepeni red i zadrzavajuci se па prvoj aprok

simaciji dobijamo 

(5.4) 

velicine)t~nazivaju se gradijenti mikrodeformacije i karakteri

Би homogenu deformaciju makroelementa i nezavisne su od kretanja 

njegovog centra masa. 

Kretanje kontinuuma sa mikrostrukturom је tada и potpu

nosti odredjeno nezavisnim sistemom jednacina 

:r 1C = .:.c1C(x~ /:.) 
~.: ~~(хL)-I:) 

(5.2.5) 

gde prva jednacina и (5.2.5) oredjuje ротегапје tacaka kontinuu

та ргета tome i translatorno роrnегапје, dok druga odredjuje пе

zavisnu rotaciju. 

S obzirom da је tenzor ~~ ortogonalan zakljucujemo 

da ima tri medjusobno nezavisne koordinate. Uslov ortogonalnosti 
! 

mozemo napisati и obliku 

U tom slucaju (5.2.2) glasi: 

IIr: /с У Је 01< 
Х ==:х +./'--К (5.2.7) 

дko (5.2.7) diferenciramo ро vremenu dobijamo 
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( 5 • 2 • 8 ) 

sto predstavlja izraz za brzinu proizvoljne tacke makroelementa 

pri сети је 

. к 

YJCt:= Ј,к:.к'х.е (5.2.9) 

definisano и centru masa makroelementa i odredjuje trenutnu Ьг

zinu rotacijeO а naziva se giracioni ten~or. U teoriji mikropola

rnog kontinuuma giracioni tenzor је antisimetrican, 

(5.2.10) 

i ргета tome ima tri medjusobno nezavisne koordinate. 

Gradijenti mikrodeformacije JC.~ mogu se predstaviti gradije

ntima mikropomeranj а ~~ па isti nacin kao i gradijenti defor

macije sa gradijentima vektora ротегапја tj. 

Је IC ~JC 
~·K=a.K +г·к (5.2.11) 

IC 
S obzirom da је је.к ortogonalan tenzor, па osnovu (5.2.6), sle-

di 

(5.2.12) 

odnosno u linearnoj teoriji 

(5.2.13) 

Tenzoru 1:се odgovara vektor mikrorotacije УЈС definisan sa 

Poznato је [J~ dEi su pogodne теге relativne deformaci

Је za izotropne materijale tenzori 
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(5.2.14) 

gde u i predstavlja vektorsko polje ротегапја а e~~ Је trodime

nzionalni alternativni tenzor. 

Odgovarajuce jednacine kretanja mikropolaгnog kontinuu

та su [3~ 

iJCl .. 1C + У/е =Ј' йе 
'l'll.d .. 1C +ёсmn tmn +јее -yj'fl 

(5.2.15) 

gde su: -f:к:e tenzor паропа,'р gustina mase, '-е zapreminska sila, 

nZ~ tenzor naponskih spregova,e~ moment zapreminskih sila,jG~ 
tenzor mikroinercije. 

Pored toga jednac~nama polja (5.2.14) pridruzujemo kons

titutivne jednacine, pretpostavljajuci postojanje skalarne vred

nosti е lasticnog potenci ј ala TtJ (С!Ј ,1C'fj), и obliku 

BW -I:.z. = 1С 
'ОЈ ~~i.j (5.2.16) aw m,:.,--7:1 - dJCi.· 

Pretpostavljamo • W :Ј °d da Је neprek1 па i diferencijabilna funkcija 

svojih argumenata. Лkо pretpostavimo da пета inicijalnih паропа, 

и linearnoj teoriji, опа је kvadratni polinom oblika 

gde su 

А~јJtе==)}lд~д~Ј! + )}~lfiJcJje +)Јздte~~ 

B'fj1Ce == f'; $~ ~e + !2 д;;ЈС dje + G d~ ЈјЈС 

(5.2.17) 

(5.2.18) 

(5.2.19) 

materijalni izotropni tenzori а )1, , y~ , VJ ' ~ , 'z2 i ~ mate

rijalne konstante. 

Za pisanje jednacina kretanja и odsustvu zapreminskih 

sila (5.2.15) и kompaktnom obliku, koji је pogodan za паБа da

lja razmatranja, pogodno је izraziti (5.2.14) па sledeci nacin: 
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(5.2.20) 

1С&СС -= ~)CIC 
Grcki indeksi uzimaju vrednosti О, 1, 2, 3, dok Latinski indeksi 

uzimaju vrednosti 1, 2,3, а sabiranje se vrsi ро ponovljenim in

deksima. Sa R oznacavamo cetverodimenzionu oblast 

ciji је tipicni element 

{ X~ 
3 DC = 1: 

Dalje, definisemo 

oC--;ј ~~==e 

oc--.:~=o 

Lagranzijan gustine definisemo па sledeci nacin: 

(5.2.21) 

(5.2.22) 

Kori!steci (5.2.16) i (5.2.21) mozemo Lagranzijan gustine (5.2.22) 

napisati u mnogo kompaktnijem obliku: 

L=f A";DCJC/JCt:oCC~ +IIJ&oc~ ~.c~ (5.2.23) 

. 
Na osnovu (5.2.20) jasno је da se (5.2.23) moze napisati u obli

ku 

(5.2.24) 
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gde Z predstavlja isto tako Lagranzijan gustine. 

Koristeci (5.2.16), jednacine kretanja (5.2.15) u odsust

уи zapreminskih sila, mozemo napisati u obliku: 

(:fuЈ~-о 
(;~2cC +e~..,:~-o 

(5.2.25) 

5.3. Specijalni slucaj Neterove teoreme 

Videli smo da је Neterova teorema bazirana па pretpo

stavci da је osnovni integral invarijantan pri odredjenoj grupi 

transformacija i da је о velikog znacaja u primenama teorije 

pola јег ustanovljava postojanje i tacnu prirodu izvesnih zako

па konzervacije koji rezultuju iz datih zahteva invarijantnosti. 

Pretpostavimo da пат је data funkcija Н( !Јое, и., и. , 
1 1 

~ '~i~) klase С od 34 nezavisno promenljivih koje su sve 

funkcije ~ , koje је dato sa (5.2.21), tj. 

14; = И'i (!јеС) 

Ui>DC= Ut(~-C) 

у{ = ~(з.,с) 

Y'i',oC:D ~ (.3соС) 

(5.3.1) 

Pretpostavimo dalje da пат је data jednoparametarska familija 

transformacija klase С u obliku 

t1Il .-

21с =~cC(~)U) r )f) 

и; -= иј ( ~ ) у, ).:t ; ?Z) 
~.J~ 'P..~(~ U У'·n '\ ., _) _ )- )l./ 

(5.3.2) 

u slucaju ~ =0 zahtevamo da se transformacije redukuju па iden

ticnost, tj. 
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~~-~" . 
U tom slucaju moguce је (5.3.2) izraziti и obliku 

ЈЈ;= .?oC+oCoC(~ .. ~ .. l')"r + O(r~) 

u:; == иј + /5.,.(.2)'Е ,.t)-l + O(~~) 

.~;= )ј +&ј (~,J!, .,:t)"f -r O(f4) 
gde је ро definiciji 

ос - ~Л;, 
~- l-0:f J/'l==O 

Љ=(~)t-О 

'l~O 

(5.3.3) 

(5.3.4) 
к; fd'f!f) 
'j-lWЈlf-=О · 

Neka је sada funkсiоnаlФ па osnovu uvedenih funkcija za bilo 

која vektorska polja и i ~ dvostruko diferencijabilna - - па D х (о ,"'!l 
definisan sa 

т 

ф{ЈЈ,,:t)-11 JI(~ ,/!- )VJ!.,и1 .. v:t .. Y,)drdt (5.3.5) 

ОО 

i tako definisano Ф smatrajmo dopustivim funkcionalom odredje

nim sa Н podoblastiJt za svaku regularnu otvorenu oblast D и 

Е. Sada mozemo formulisati sledecu teoremu. 

Теогета 5. 3. 

Ne~a D bude oblast u Е 3 i nека Ф bude dopustivi funkci

onal и D generisan sa Н. Neka (5.3.2) bude regularna familija 

koordinatnih i vektorskih transformacija. Pretpostavimo da su 

и i ~ vektorska polja која zadovoljavaju Ojler-Lagranzove jed-- -
nacine 

gde Је 

l!.u,J2S)-~[ lI,и..,.с(х)ј-О 

1I)Y'1C (?i) -1~[ 11, 'IJc,or: (6)]=О 
(5.3.6) 
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Onda ј е Ф infini tezimalno invari ј antno и (и, '1') и odnosu па - -
(5.3.2) ako i samo ako vektorska polja (~,~) zadovoljavaju 

gde је 

p~ ~.,; - и,;ое оСое 

~t: = ~. - ~- се оСое 
:) . 

а ~ ,~.,; , i Ј.:; dati su ротоси (5.3.4). 

(5.3.7) 

(5.3.8) 

~tavise, (5.3.7) је ekvivalentno zakonu konzervacije и integra

lnom obliku 

(5.3.9) 

za svaku povrsinu S koja је granica regularne podoblasti D pod 

uslovom da је поС jedinicni vektor spoljne normale па R. 

Jednacine (5.2.20) i (5.2.24) daju veze 

az aL -=--dU-;.,cc аЕи.с 

fff -= - CtAt:IC~ 1f. 
~ d~ aL 'J1IC 

(5.3.10) 

а ~;-c = а 1Cid; 

koje su пат potrebne da bismo primenili Теоrети 5.3. 

Za dalja konkretna istrazivanja biramo Н u Teoremi 5.3. da bude 

ol! tj. 

(5.3.11) 

Restrikcija па Н data sa (5.3.11) jasno pokazuje da se (5.3.6) 

redukuje па 

(5.3.12) 
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Koriste6i (5.3.10) Ojler-Lagranfove jedna~ine (5.3.12) sada se 

redukuju па jedna~ine 

(d~~)oC=O 
:t 

( dL ) dL 
aJC-ис РС + С "iJO& ~;c := О 

zbog (5. 2.25) • 

(5.3.13) 

koje vafe 

Sada mofemo formulisati sledecu teoremu. 

Теогеmа 5.3 

Neka D. bude oblast и trodimenzionalnom prostoru Е 3 i рге
tpostavimo da и D, polje роmегanја ~ i polje mikrorotacije:t za

dovoljavaju jedna~ine kretanja (5.2.25) za linearne homogene izo

tropne elasti~ne mikropolarne materijale. Tada vafi sledeci za

kon konzervacije: 

(5.3.14) 

Korisnost Теогеmе 5.3. kao sredstva za izvodjenje zakona konzer

vacije и mikropolarnom kontinuumu zavisi od postojanja regular

nih familija koordinatnih i vektorskih preslikavanja (5.3.3). 

Nas sledeci zadatak sastoji se u tome da pokafemo da za

ista postoje familije preslikavanja (5.3.3) u odnosu па koje је 

ф infini te zialno invarij antno u (и, 'р ). --

5.4. ~nverzna Neterova teorema 

Na osnovu ovde izlofene Neterove teoreme videli smo da 

se mogu dobiti odgovarajuci zakoni konzervacije. Osnovni ргоЬ

lem pri iznalafenju tih zakona konzervacije vezan је za nalafenje 

odgovarajucih koordinatnih i vektorskih transformacija (5.3.3) 

pod kojima је funkcional Ф infinitezimalno invarijantan. Na os

поуu iste teoreme moze se zaklju~iti da postojanje vektorskih ро

lja (и,~), koja zadovoljavaju (5.3.6), i uslova infinitezimalne - -
iпvагiјапtпоstiф povla~i za sobom da (l!'l') mогајu zadovoljavati 

(5.3.7). 

Оуе relacije и tom slu~aju predstavljaju jedine podatke 

па osnovu kojih se mogu odrediti trazene transformacije. Medjutim, 
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iz (5.З.4) i (5.3.7) se vidi da se transformacije (5.З.3) mogu 

odrediti samo do па linearni сlап ро ~ . Ali velicine definisa

пе sa (5.З.4) su i jedine koje su пат potrebne za odgovarajuce 

zakone konzervacije. 

Ргета tome, пав zadatak se svodi па odredjivanje velici

па (5.3.4) и datim konkretnim slucajevima. Mi сето se u оуот ode

ljku zadrzati па razmatranju linearnih mikropolarnih elastodina

mickih .ргоЫеmа izotropnih tela .. U tom cilju рге nego sto рге

djemo па formulaciju teoreme za ovaj slucaj, dajemo diferencija

lni oblik (5.3.14) koji сето dalje koristiti 

(5.4.1) 

Теогета 5. 4. 

Pretpo~tavimo da razmatramo mikropolarni izotropni ela-

sticni materijal i neka је "funkcional Ф dat ротоси 

т 

ф.-:Ј Ј Z(VZl»U .. 'P» v'r)'P)d.xdt (5.4.2) 

ОО 

gde jeZ Lagranzijan gustine dat sa (5.2.24) а D ogranicena 

regularna podoblast и Е. Neka su (5.2.23) i (5.2.25) zadovolje

ni. U tom slucaju Ф је infinitezimalno invarijantno и (и, '1' ) - -
pod skupom transformacija (5.З.3) ako ~ i~ zadovoljavaju jed-

nacine (5.2.25) za svako D ako i samo ako su ~ ,~,,; i~ da

ti sa 

gde su D.,c, -8,; ,C~ ~ di. realne konstante. 

Dokaz Теогете 5.4. 

(5.4.3) 

Iz Теогете 5.4. videli smo da (5.4.1) vazi za izotrop

пе mikropolarna elastodinamicka tela. Koristeci jednacine 
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(5.2.24) i (5.3.10) zakon konzervacije (5.4.1) тo~e biti napi

san u obliku 

а [JL c9L ,1 
а3ос РЬiJСid; +~idJCw: +~~=-o. (5.4.4) 

Smenjujuci jednacine kretanja (5.2.25) и (5.4.4) dobijamo 

gde su ~ i SioC dati ротоси 

Г~4C = р.:.,оС - ClCicC~2JC + C,;.c),fI ~ 

= /Jt:.pC - U,; .. /.Ј oC,~»cC - С lCi~~ ~JC 

Si:oc = $ i.pC + 1Ci:D&)~~,6 

= 6"t;oC - )t'~~ ~,oC 

ili u razvijenom obliku 

(5.4.5) 

Г~ = ~.,;;pc + ;1~Un. 'иn>оС -1' ;!J~Y:,. ~>eC - Ui~ ~)JC 

- ~ ~>2tn иn.-.сС -24:~ ~>1I~ ~p: -t/C'i,оС~ ~ 
(5.4.6) 

.s~ =~.pC +~.Urt UI'L.pC +~~ ~ - ~pe ~,j3-

- ~ ~J14& Zl.п • .с - Y'~ ot;в)~ ~~ , 

gde, smo koristili (5.2".2 О) i (5.3.8). 

Zamenjujuci (5.2.20) u (5.4.5) imamo da је 

(5.4.7) 

Izraz (5.4.8) тога biti zadovoljen bez ikakvih ogranicenja па 

'lli)cCi Yi)oe da bi Lagran~ijan bio infinitezimalno invarijantan u 

odnosu па (5.3.3) tj. zahteva se da odgovarajuce koordinatne i 

vektorske transformacije (5.3.3) пе zavise od materijalnih oso

bina kontinuuma. Ovaj zahtev је sa fizicke strane potpuno орга

vdan јег zakoni konzervacije, bilo koje vrste, va~e za sve vrste 

mikropolarnih materijala i пе zavisni su od njihovih materijal-
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nih svojstava. Sa rnatematicke tacke gledista to је ekvivalentno 

zahtevu da su izrazi uz nezavisne koeficijente)1.,. 'V.!2 $ V." ,1; 
~ , -r:з ,у i ј jednaki nuli. 

U torn slucaju ocigledno је da и (5.4.8) тога biti posebno 

(5.4.9) 

(5.4.10) 

S obzirom па (5.2.21) i gore navedene zahteve ovi izrazi postaju 

]Ј: (2 Ј;;о +СioоСд/3)С.,;о-=о 
~1 : (..Р ~i +C~..: ot;J.I5)Cjj-О 

~: ('~ r;;ј+~.~,вJl~)~~=О 

~ : (!2 7"'ij +e-ijоС~,I5)E:ft, =0 

ј : ( 2S-r:o + Go oC~~) ~&O =0 

!; : ( .2 S~~ + A;;i ~.!5) lC.J1 =0 

~: (~J;;J + ~oCf3J1I5)1Cq"'O 
't; : ( 2 Sq + ~ oCj3,,~) /Сјј, -=0 

(5.4.11) 

(5.4.12) 

Ispitivanje ovih jednakosti vrsi6emo odredjenom logikorn. 

Izraz uz р 

K~isteci (5.4.6) и slucaju 0(=0 izraz (5.4.11) rnoze da 

se napise и obliku 

[ ~ ј!Ј,:;,о + Pj'!J.:lUc ll".o + .2;1z;~ ~JlO - ~U,,;~ ~'"O
- 2 Z4,J5 ~JlUп Zl."JlO -~~ oCjJ~~ ~p "1-

+Zl'ЧI~~ +~~и... Zln,/!l +oC~)".~ ~~ Z/.,;.o = О (5.4.1 З) 
Posto su oC~, /3:: i ~ nezavisni ро Zl,;,&i ~pC sledi da linearni, kva

dratni i kubni clanovi poZ4 • ...ciY:;ncu (5.4.13) тогаји pojedinac

по biti jednaki nuli tj.: 

, 
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Linearni clan ро 21..;,се 
.> 

Kvadratni с lan ро и.;рС 

(2j3,;>uJlt ZI.~.o - .Ри';,ј оСј,о - 2tiip оСо»о -
- ~U";,з" ~.)~ ~,D-2Ui.роСо>~.-а. ~~O 

+ И.,;р oC~8" +U';р ~:~ ~~. +l1.i,o ~> ~ r:...>o}1..4;o=O 
КиЬп! clan ро ?lirc 

/' . 

,--.f lLi.;j оС.!,и" ZL"'.o .j-l/.. ;odj',un Ид.ј -#-

+1.lr:,ooCo,Un. Иn.р - 2lJ.i.,ooCqu,.. ~~1.t';(J= о 

(5.4.14) 

(5.4.15) 

(5.4.16) 

1z linearnog clana s obzirom па nezavisnost od llt: ... oe i ~pC imamo 

da Је 

(5.4.17) 

Grupisuci u kvadratnom clanu (5.4.15) clanove po1Lt."DCimamo 
Ј 

[2j3i>u", 11.",0-~ oC;,»OZli,D - .РоС,Уn. ~,o и,;~o + 

+ oC.r..k-li.i,о +~)~ ~»O 1J..;,oJ7Lt:~o + 
(5.4.18) 

Jednacina (5.4.18) mo~a biti zadovoljena nezavisno ро kvadratnom 

i linearnom delu ро lJ.i...o tj. 

[2 /Ji.,~ UN.,O -2 оС,»о U-t,o-.2 oC;,)~ ~p ZL.,;)o + 

~Jj4lJ.i.Jo .j-o<,)~A ~Pzц,Jи~o=O 

[.2Щ)о - Р oCj»)I"~ "#&)JZl,;Jj и,,',о <7=0 
(5.4.19) 

gde su iskorisceni uslovi (5.4.17). 

1z (5.4.192) direktno sledi, s obzirom па linearnost jednacine 

ро clanovima Ur;a i 1J.i,J ' da ј е 

оСјЈО=О 
(5.4.10) 
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N а is ti nacin, zbog nezavisnosti izraza od liipi ~~O (5.4.192)' mо

ze se napisati nezavisno ро kvadratnom clanu od Uip i linearnom 

clanu ро Ј:-р 

[ .2A~Un. иn'70-.Р oCo~oUi:)o -оСК;.r''ll,;,Јu...р-О 

Vidimo da iz (5.4.212) neposredno sledi 

kao koeficijent uz mesoviti clan. 

Zbog toga" (5.4.211) postaje 

Diferenciranjem (5.4.23) poZ(;pdobija se 

odakle neposredno sledi da је 

1zraz uz ј 

(5.4.21) 

(5.4.22) 

(5.4.23) 

(5.4.24) 

s obzirom па (5.2.20) i (5.4.7) mozemo (5.4.121) napisati 

u obliku 

[~tf.,;p +..2 ~1Lrz 11,n.,o +.2 ~)~ +.Rdi3)tJ )P~

- р ~~,в oC~Jи" 7in~o - p~ оСј6)Уп ~~O + 

+ ~)o (oc~~.r- + ~~Un u,,)t!J + ot;s)~ ~JJ)]'Pi.)o =0 · (5.4.25) 

1z istih razloga kao i u prethodno~ Slucaju, posto su~ i ~ пе
zavisni od~i ~)&, sledi opet da linearni, kvadratni i kubni 

clanovi po1J.i.pC i ~I'" u (5.4.25) mогаји bi ti nezavisno jednaki nuli: 

Linearni clan ро ~o 

(5.4.26) 
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Kvadratni clan ро у:: о , 

L 2 K~~ ~p - .2ot;,)o 'f!ч,-Р~ЈоСј·)~Zln .. о

- 2 ~:D ot;" иn lL7I.,.o + Y{:o~~~ + 

+ ~p oCj,tJ.",.14,.J + ~,.оое;,)Иn иn,.Ј У{р == о. 
Kubni clan ро ~JO 

L -2y::'joCj·,.~ ~~O -2r:: .. o~)1'~~~+ 
+ 'Ii,o ~.) f''1 У;..Јј ~ ~o oCo,~ '1:..,.оЈ ~JO -= О • 

Zbog linearnosti PO~o iz (5.4.26) sledi , 

&::)иn= о 

(5.4.27) 

(5.4.28) 

(5.4.29 ) 

U tom slucaju, koristeci (5.4.29), kvadratni clan (5.4.27) se 

raspada па kvadratni po~i mesoviti deo 

(5.4.30) 

(5.4.31) 

Ocigledno iz (5.4.31) neposredno sledi 

оСоu =0. , ~ (5.4.32) 

Diferencireju6i (5.4.~0) po~o ~ sredjuju6i па isti nacin kao 

i (5.4.23) dobijamo 

Kubni clan (5.4.28) s obzirom па (5.4;20) i (5.4.22) је, iden

ticki zadovoljen. 

Imaju6i и vidu (5.4.32) kubni clan (5.4.16) moze se sada napi

sati u obliJ<u 

сЕ..1~lЧz (Ui.,O ~ .. j - 2ис,ј U?l..~ - О ( 5. 4 • 34) 
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odakle posle kraceg гасuпапја sledi da је 

(5.4.35) 

odnosno па, osnovu (5.4.32) i (5.4.35), 

(5.4.36) 

Izraz uz У, 

Uzimajuci и obzir (5.4.17), (5.4.20), (5.4.22) i (5.4.36), 

(5.4.6) postaje 

(5.4.37) 

Smenjujuci (5.4.37) и (5.4.112) i koristeci (5.4.20) dobijamo 

@/>,:,i +.2;З~ 1tn Zln.f.· -р ZLt.j ot.)i - 2lLip ~i -

- 2 Z4:j oC.J~71. oV,1lп ZLlt,i -оСlL.,; ~oCo ~и,., li,z,t + 

"" lli,i oC~8- +lL~,i otj>un Zlп .. i+ lLi •i ~.и...lLп.Ј1L.ir:=О. (5.4.38) 

Vodeci гасuпа da su ~ i/!> .. nezavisni od!i~,c i ~ sledi da linea

rni, kvadratni i kubni clan ро tL,;.,c i ~c:<: и (5.4.38) mогајu pojedi

паспо biti jednaki nuli tj. 

Linearni clan ро U~j 

Kvadratni clan po1i.t,j 

Kubni clan 

L .2~,; >f4t ~i - 2lL~)j ~),; - 2li,;,o ~>,: r 

+- !L,;.,;oC'&,.,.]llr>p=O. 
ро 11. •• 

"',) 

[-2Z1.i ,j ССј ,u.,..Un.i. ~ 2l4p oCa)fl.t lI.~t: + 

+1ii.i оС.Ј·,un lI.",;j]lJ.p,p=O. 
Iz lineaгnog clana (5.4.39) imamo neposredno da је 

(-ј. -=0 
l.JI. 

(5.4.39) 

(5.4.40) 

(5.4.41) 

(5.4.42) 
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zbog 1inearnosti ро Ui)j . 
Kvadratni с1ап (5.4.40) mozemo napisati па sledeci nacin: 

[..fJ /!Ji.1I.n lLп..i -.i 11 iJ oS~i + 11,,:1,-oC~~ Ј И"" = о 
2 _/ -11- 11.~ ~ =0 0\.0,1. ",0 ,., 

(5.4.43) 

(5.4.44) 

Iz (5.4.44) direktno sledi, s obzirom па 1inearnost jednacine 

ро с 1anovima l.4p i lLp,p da ј е 

(5.4.45) 

Pi§uci (5.4.43)и obliku 

(5.4.46) 

i diferencirajuci dva puta u odnosu па gradijente poтeгanja~ 

na1azimo da је 

(5.4.47) 

Ako sada u (5.4.47) izvrsimo konstrakciju indeksa, пајрге u od

nosu па k i 1, а potom u odnosu па i i ј dobijamo 

'з&;Ј,;,u,ј - ~;)) +(/JIC)U~ - .:oC~~ +j~~~)df; -=0 

2;в" U~· - ~ ot:п П =- ЗОС~ ~ 
"..,. Ј , 

Koris~eci (5.4.48) i (5.4.49) imamo 

(5.4.48) 

(5.4.49) 

(5.4.50) 

Kubni с1ап (5.4.41), imajuci u vidu (5.4.32) ~ (5.4.35), је ~n

denticki zadovoljen. 

~,.. 

Izraz uz "'t 

Koristeci rezultate (5.4.20), (5.4.22), (5.4.29), (5.4.32), 

(5.4.35) i (5.4.45) mozemo (5.4.7) za oC=i napisati 
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(5.4.51) 

u tom slucaju (5.4.122) postaje 

(5.4.52) 

kako su ~ i ~ nezavisni od tl':fCi'/;;>oC to mогаји linearni i kvad

ratni clan PO~j u (5.4.52) pojedinacno biti jednaki nuli tj. 

Linearni clan ро ~~ 

.2к;;.~.-o. (5.4.53) 
~)~ .Ј,] 

Kvadratni clan ро >Ј)ј 

(5.4.54) 

Iz linearnog clana (5.4.53) zbog proizvoljnosti ~.j odmah sledi 

(5.4.55) 

Kvadratni clan (5.4.54) razmenom indeksa postaje 

(5.4.56) 

Uporedjujuci (5.4.56) i (5.4.46) ocigledno је da su istog obli

ka/ Ргеmа tome, resenje (5.4.56) dobijamo па isti nacin kao i 

resenje (5.4.50) iz (5.4.46) tj. 

(5.4.57) 

Izraz uz t; 
Uzimajuci u obzir rezultate (5.4.20), (5.4.22), (5.4.29), 

(5.4.32), (5.4.35) i (5.4.45), mozemo (5.4.7) zaoC=j napisati 

(5.4.58) 



- 42 -

Zamenom (5.4.58) u (5.4.12з) i, koristeci (5.2.20) dobijamo 

[2 ~~)jJ'f'~ +-[2~-i,'Р". 'tt.,j -2~,7I.cLnv· + Y'i.". ак->К" Ј t:.~ = О. (5.4.59 ) 

Zbog proizvo1jnosti ~ i 1inearni i kvadratni с1ап ро Y'ziJ" тога 
svaki za sebe biti jednak nu1i: 

Linearni. с1ап ро ~,;" 

2 Ј':. . ~- . =0 ( 5.4.6 О) 
'-,) "'\] . 

Kvadratni с1ап ро ~J 

(5.4.61) 

Vidi se da iz 1inearnog с1апа (5.4.60) neposredno sledi 

(5.4.62) 

Kvadratni с1an (~,.4.61), koristeci (5.4.57), postaje 

(5.4.63) 

i1i 

sto neposredno dovodi do izraza 

Мnozeci ovaj izraz sa ~ dobijamo 

(5.4.64) 

Na osnovu (5.4.20) i (5.4.35) zak1jucujemo da jea;:funkcija 

samo od х. 

п

Izraz uz L.J 

Smenjujuci (S.4.58) u (5.4.12) l koristeci (5.2.20) moze-
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то napisati 

(5.4.65) 

Vidimo da је (5.4.65), s obzirom па (5.4.57), (5.4.62) i (5.4.63), 

identicki zadovoljeno. 

1 zraz uz ).l, 

Koristeci rezultate date sa (5.4.17), (5.4.20), (5.4.22) l 

(5.4.35) mozemo (5.4.6) pisati u obliku 

(5.4.66) 

Zamenjujuci (5.4.66) u (5.4.122) i koristeci (5.2.20) dobijamo 

[}pi,j 1-2~i)1.4r.lLn.ј-РU'L;nоСnЈ -2сJtt.jtfx: .,.cC&';~~ -e~.eYeoCк;4"-]· 

(5.4.67) 

Linearni i kvadratni clanovi uzU~, kao i linearni clan uz ~ 
jednacine (5.4.67) su dati sa 

{2p.y-С-i.JЈс(2~ +Y:c4p)]li~i-
.-; C~.J"" ~ (2 /~~ZI.,C иlC)ј - 2oCxv·U ~JC +oC~rZ4;) ==0 

(~!Jt' .Uп.1k,.~. - 2 сС",.ј ~ ~ -/- оСtt:<г ~) И1.~ = О 

[.P~ -~"9К; (2 К'...; + ~ <-<~K)Jc-'y.,.. ~ =0. 

Nije tesko pOkazati, koriteci (5.4.50) i (5.4.64), da је 

Zamenjujuci (5.4.69) u (5.4.68), dobijamo 

(5.4.68) 

(5.4.69) 

(5.4.70) 
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Posto su (3.,; i ~ nezavisni Od~, i~ (5.4.7 О) sledi 

(5.4.71) 

Diferenciranjem ovoga izraza po>t dobijamo sledecu jednacinu: 

Vodeci racuna da је ~~~~=o па osnovu (5.4.172) imamo da Је 

Odavde sledi da-je 

(5.4.72) 

Zamenjujuci jednacinu (5.4.72) u (5.4.57) dobijamo 

(5.4.73) 

U tom slucaju iz (5.4.24) i (5.4.50) sledi da је 

Imajuci u vidu (5.4.64) dobijamo 

odnosno, 

oC~~=o. (5.4.74) 
') 

Jasno је da iz (5.4.50), (5.4.57), (5.4.73) i (5.4.74) sledi 

;3,; и . -= о , ( 5 • 4 • 7 5 ) 
) ;} 

~ ~. ---о , (5.4.76 ) 
) :Ј 
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1 zrazuz )Ј.Ј 

Ако iskoristimo (5.4.66) i zamenimo i (5.4.64) dobijamo 

[~f&v +~(j.,'Uп l1.nЈ -21J.i,~~-2C~j&'ic +cCK:k-lty-~ ~cli:d' 

(1ij,i -~~WI. ~) -= о . ( 5 • 4 • 7 8 ) 

Ако se uzme u obzir (5.4.73), (5.4.74) i (5.4.77) onda (5.4.78) 

postaje identicki zadovoljeno. 

Zakljucci iz potrebnih uslova 

u pretho.dnom delu ovog poglavlja dosli smo do izvesnog Ьгоја og

ranicenja која su se odnosila па funkcijeoC~, ~ i~ које su 

пат karakterisale infinitezimalne delove transfoгmacij~. Sada 

sumirajmo dobijena ogranicenja i izvedimo odgovarajuce zakljucke 

u pogledu oblika trazenih funkcija~ ,;.3,; i ~ • 

(5.4.79) ~,,..= о 
(5.4.36) оСА"'·: о • ':Ј 

(5.4.80) oCA~·= о 

(5.4.17) 4'io = о 
~ 

(5.4.77) !3~)" = E~.1f: ~ 
(5.4.75) !5"Uj= о 

(5.4.17) t1Z;'S.= о 

(5.4.29) tr.:.o = о 
(5.4.62) 8-":Ј = о 
(5.4.29) ..r:.;~= о 

(5.4.76) di,~= о 

Analizom suщiгanih ogranicenja vrlo lako је zakljuciti da је 

oCoj=~ 

~i =CtJlC :xjc-IC +Gi 

di-c" 
gde su Q.,c ,ij.,; i С. realne konstante. 

(5.4.81) 

(5.4.82) 

(5.4.83) 

(5.4.84) 
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5.5. Zakoni konzervacije 

Na osnovu ovako dObijenih vrednosti za funkcije oC~ ,f9~ 
i ~ nlЈ е tesko napisati eksplici tni oblik razmatranih transfo

rmacija (5.3.2) pod kojima dopustvi funkcional (5.4.2) ostaje 

infinitezimalno invarijantan. Zakoni konzervacije (5.4.1) u тот 

slucaju proizilaze kao posledica primene posebnih koordinatnih i 

vektorskih transformacija koje se razmatraju. 

U nаБет slucaju odgovaraju6i zakoni konzerwacije dati su 

sa (5.4.4). Vidimo da је za dObijanje odredjenih zakona konzerva

cije ротгеЬnо u (5.4.4) odrediti funkcije р .. i~ ... Iz (5.4.4) 

imamo onoliko ne_zavisnih integrala koliko imamo nezavisnih раго

va funkcijaf''' i~ ... Iz (5.4.81), (5.4.82), (5.4.83) i (5.4.84) 

sledi da је nezavisan Ьгој parova funkcija ~ i ~. odredjen Ьго

јет nezavisnih proizvoljnih konstanti ~ ,А i ~ • LaJ<o је vi

deti u тот slucaju da imamo slede6e slucajeve: 

i) ЙО+О j·Qi-ОјG,==ОiСi=О.u тот slucaju iz (5.4.81), (5.4.82), 

(5.4.83), (5.4.84) i (5.3.8) sledi 

dD==ao 

Q{"r;= О 

А=О 
~.=O 

l. 

P'I.·_-u,: а." 
!lt.'=- - ~ ао 

а odgovaraju6e familije transformacija su obl~ka ... 
. t = t '1"~ao 

.,,; 
.x~.=..x .. 

i1f 
U";i-Ui. 

'Р""! -= \о. 
I '1. '''' • 

(5.5.1) 

(5.5.2) 

Na ovakav nacin uvedene transfoгmacije predstavljaju translaci-

ји vremena а odgovaraju6i zakon konzervacije glasi: 
I 

(5.5.3) 

Moze se izvesti zakljucak da орвтет obliku zakona konzervacije 

(5.4.4) odgovara zakon konzervacije energije (5.5.3) koji sledi 

iz osobine invarijantnosti Lagranzijana pri vremenskoj translaciji. 
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ii) ~i=#О; floc-Oj С,;==О • Tada iz (5.4.81), (5.4.82), (5.4.83), 

(5.4.84) i (5.3.8) sledi da је 

otd:=о 

~~=C,; 

Ј'..·=О "t 

Odavde odgovarajuca grupa transfo.rmacija је 

t-=t -!Xt =.,.ч 

u~ = 1.4. +tбi 
~~ 

Transformacije (5.5.5) predstavljaju krutu translaciju i 

rajuci zakon konezrvacije (?4.4) glasi 

sto predstavlja nista drugo nego zakon kolicine kretanja. 

(5.5.4) 

(5.5.5) 

odgova-

(5.5.6) 

Na taj nacin se zakon kolicine kretanja vezuje sa invarijantno

Бси Lagranzijana pri krutim translacijama. 

iii). C .. =l:O) 0.=0. Ri-o. Iz (5.4.81), (5.4.82), (5.4.83), 

(5.4.84) i (5.3.8) dobijamo da је 

,8;. -Cqc ХјСк; 

~=C,; 

fJ·-=е~z.iС~ 

~~=Ci 
(5.5.7) 

Na ovaj nacin su odredjene infinitezimalne tra~sformacije oblika 

-t--- -t + 0('1.4) . 
11* ' 

.1.С& =- Xi: +0&") 
u::- ZLZ +C&.J·1C~·CIC·'l + 0(,,4) (5.5.8) 

~= >:. +f'C~'+ Otr' 
koje predstavljaju rotaciju krutog tela. Odgovarajuci zakonkon-

zervacije onda glasi: 

(5.5.9) 
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Naravno, to nije nista drugo nego zakon konzervacije momenta ko

licine kretanja. То znaci da se konzervacija momenta kolicine 

kretanja vezuje za invarijantnost Lagranzijana pri krutim rota

cijama tela. 

iv). ~=I=Oj G.o=O;I;==C,:-О_ Iz (5.4.81), (5.4.82), (5.4.83), 

(5.4.84) i (5.3.8) imamo da је 

~=O 

oC.-= а-.. 1. ft-=-~JC й1С 
.2 7.-= - )6~~ а1С 

tj. uvodimo familiju koordinatnih translacija. 

Odgovarajuci zakon konzervacije onda dobija oblik 

(5.5.10) 

(5.5.11) 

(5.5.12) 

Vidimo da se ovaj zakon konzervacije dobija kao posledica in

varijantnosti Lagranzijana pri koordinatnim translacijama. Veru

је se da је ovaj zakon konzervacije za lineaгnu elastodinamiku 

mikropolarnog kontinuuma nov. 

Sada dajemo iцtеgгаlпе oblike zakona konzervacije (5.5.3), 

(5.5.6), (5.5.9) i (5.-5.12) uz nekoliko dodatnih primedbi. 

Ako је Do bilo koja ogranicena pravilna podoblast od D 

teorema о divergenciji primenjena па (5.5.3), (5.5.6), (5.5.9) i 

( 5. 5.12) odmah daj е za о ~ t ~ Т. 

d (Г / .. f - k1 ..lй.' ~7 
i). ёliJ L L +2.flJ.jlf:,--i-71'ј'lj'lЈ./dr~!Ј' Lty-14'-Ј.11Ly"U7l.ids=О 

011 3011 
(5.5.13) 

ii). Ј / yt4d.x:-J С~·~-Ш=о 
i, :100 

(5.5.14) 

iИ) • cif[~it::r;·zlc +УЈ 'iiJ d.x: -JI!-r",f"g -кtJrljШ-О 
оо :JiJII 

(5.5.15) 

• 
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~V).-it J[gtiJC14i+.fi~Y/c.Jdx +J[l1l.i-~;ic+У},im.;~О '. 
љ ~ ~~. . 
u (5.5.13-5.5.16) d Do је granica od D а п је jedinicni 

vektor spoljne normale па d Do • Vaznost izlozenih zakona konze

rvacije moze se odmah potvrditi роmоси (5.2.16), (5.2.20) i 

(5.2.25). Narocito zakon konzervacije (5.5.12) је analogon line

arnog elastodinamickog zakona konzervacije koji је dobijen u га

du [20]. Оп sledi direktno iz (5.5.12) ako pretpostavimo da nе 

postoje naponski spregovi nrg 
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6. SPECIJALNI SLU~AJEVI 

U ovom delu rada eksplicitno сето pokazati da su do sa

da svi poznati rezultati iz ОУе oblasti specijalni slucaj ovde 
iznete teorije. 

6.1. Nepolarna linearna elastodinamika 

Dobijeni zakon konzervacije (5.5.12) и prethodnom ode

ljku и slucaju . nepolarne elastodinamike dobijen и (2~ sledi 

direktno iz (5.5.12) ako pretpostavimo da ne postoje naponski sp

regovi 1Ilq . То znaci da se nepolaгni slucaj moze razmatrati kao 

specijalan slucaj mikropolarnog kontinuuma. 

U toku daljeg rada razmatracemo samo infinitezimalne 

deformacije elasticnih tela. Vazno је napomenuti da postupak od

redjivanja zakor.a konzervacije nepolarne teorije па osnovu rezu

ltata dobijeni za mikropolarnu teoriju nije trivijalan. Zakoni 

konzervacije nepolarne teorije se ne dobijaju trivijalnom modi

fikacijom zakona konzervacije mikropolarne teorije. 

Za nepolarni slucaj 

(6.1.1) 

oznacava infinizezimalni tenzor defoгmacije. 

Jednacine kretanja date su relacijama 

(6.1.2) 

(6.1.3) 

Sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina (6.1.2) је komple

tan kada је tenzor napona dat relacijama (5.2.161)' 

Elasticni potencijal и linearnoj teorij~ ima oblik 

(6.1.4) 
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Tenzor Cijk1 se naziva tenzor elasticiteta. U slu~aju izotrop

nog materijala tenzor Cijk1 postaje izotropni tenzor ~etv~ ~g 

reda. 

(6.1.5) 

Radi kratko6e pisanja uvedimo oznaku 

e~-{ е·· оС:) 
~ 

иј,О cC-о 
(6.1.6) 

i iskoristimo nacin oznacavanja u (5.2.21) Zq Cijk1 • 

U tom slucaju Lagranzijan gustine (5.2.23) postaje 

(6.1.7) 

Dalje prime6ujemo da slede6i rezultati vaze i da su nezavisni 

od Yi : (5.з.21,2)' (5'3'31,2)' (5.з.41,2) i (5.з.81)' 

Kako је 

(6.1.8) 

to (5.4.1) glasi: 

а [aL Ј а3,с p~ t7euc + L С<С == о (6.1.9) 

Posto (5.2.161) sada postaje 

(6.1.10) 

tada (5.2.25) postaje 

/:JL, о 
lde.),DC =- (6.1.11) 

ili koriste6i (6.1.1), (6.1.6) i (6.1.7) 

(6.1.12) 
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;ada zakon konzervacije (6.1.9) moze biti napisan и obliku 

(6.1.13) 

~de smo iskoristili (6.1.7) i (6.1.11), а za }V~ uveli 

(6.1.14) 

[zraz (6.1.13) тога b~ti zadovoljen bez ogranicenja па ~~. 

:;tavise, izrazi uz koeficijentejJ ,.1\ if' тогаји biti jednaki 

1uli и skladu sa uvedenim zahtevom: da odgovaraju6e koordinatne 

L vektorske transformacije пе zavise od materijalnih svojstava 

<ontinuuma. Izrazi uz gore spomenute koeficijente su slede6i: 

А: 

~: 

~~.,: +е.;,.;, ~~)e~j =0 

СД~»l· +~.~~,)~.=O 

Ј slucaju da је обо (6.1.14) postaje Y'io' 

Zamenjuju6i (6.1.16) и (6.1.151) dobijamo 

(6.1.15) 

(6.1.17) 

)vaj izraz је ekvivalentan (5.4.13) kada su~ i~. nezavisni od 

y~ . Dalje postupamo па isti nacin kao sto smo cinili и (5.4.13). 

lakljucujemo da (5.4.17), (5.4.20) i (5.4.24) vaze. 

U slucaju da је оС=ј (6.1.14) postaj~e 

(6.1.18) 

gde је 

(6.1.19) 
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i predstavlja komponente infinitezimalnog tenzora rotacije. 

Stavljajuci da је j=i u (6.1.18) i zamenjujuci tako dobijeni iz

raz u (6.1.152) dobijamo 

(~/J~i + 1 (3~ZIn 1i~i, - 21L~ootiJ~i, -~~n ~~ - 2ZL,;ooCo>1I.tu"lIi -

- .2~n~Цc~i"'llt.,iot;r.,+lL~;i otj~ZlnZt".i+14i,ot;,Ju".ltn.Jl1..iJ· =о (6.1.2 О) 

Ovaj izraz је ekvivalentan sa (5.4.38) kada su~·i,8. nezavisni 

od ~ . Postupimo li па isti nacin kao sto smo to cinili u 

(5.4.38)· mozemo zakljuciti da (5.4.42), (5.4.45), (5.4.49) i 

(5.4.50) vaze. Smenimo li па kraju (6.1.12) u (6.1.15з) imacemo 

Odatle sledi 

oC~un =0 

kao clan uz linearno и. i 
l,O 

kao clan uz kubno 

Tada је 

Odatle imamo 

и· .• 
l,] 

јег је 2/.1 .. е"..,' linearni clan (6.1.24) ро u
l
' ]0' 

I~l,] Ј . , 

(6.1.21) 

(6.1.22) 

(6.1.23) 

(6.1.24) 

(6.1.25) 

Zamenjujuci (6.1.25) i (5.4.50) u (6.1.22) dobijamo 

(6.1.26) 
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de smo iskoristili cinjenicu da је 

z (6.1.26), zbog nezavisnosti od u .. , dobijamo 
1.,Ј 

li 

(6.1.27) 

(6.1.28) 

(6.1.29) 

iferencirajuci (5.4.24) u odnosu па х. i koristeci (6.1.23) i 1. 
5.4.45) dobijamo 

osle integracije (6.1.30) vidi se da је 

~ 8- == const: 
) 

~risteci (5.4.24), (5.4.50) i ( 

de је korisceno 

~)'" ..... oCo~o +~)p . 
~da (6.1.29) i (5.4.50) daju 

) dobijamo 

zvodeci diferenciranje (6.1.32) ро x k imamo: 

oC';';ic=O 

(6.1.30) 

(6.1.31) 

(6.1.32) 

(6.1.33) 

Jsle integracije ovo~a izraza i koristeci (6.1.29) dobijamo 

(6.1.34) 
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gde је Ф-={Фr:j} konstantna antisimetricna matrica. 

Koriste6i (6.1.34) jednacina (6.1.33) postaje 

(6.1.35) 

Jednacine (6.1.25) i (6.1.35) formiraju odredjen sistem jednaci

па za ~i . Direktnom integracijom (6.1.35) daje 

(6.1.36) 

onda iz (6.1.36) i (6.1.25) sledi: 

Stoga је 

(6.1.37) 

gde је h i realna konstanta а Н = fH ij} konstantna antisimetric

па matrica. 

Коnасnо, posle integracije (6.1.31) i (6.1.32) i zamene 

(6.1.37) и (6.1.36) imamo 

ОСО == JCt +~ 

oC~ == ~~ + Ф~Ј:с.,· +а'i (6.1.38) 

,8 i = - JClt,; + Фq иЈ" -1- "'!Ј" ~ + ~'i 
gde Би ео, gi i h i realne konstante. 

Opsti oblik zakona konzervacije (5.4.4) i nadjene grupe trans

formacija (6.1.38) posle primene teoreme о divergenciji daju.od

govaraju6e zakone konzervacije и integralnom obliku 

i) • ~=eo 
щ=о 
;3,:=0 

. 
1'.,; -= - tLt: 110 

(6.1.39) 



- 56 -

ii). tXo=о 

iii) . 

iv) • 

i1). 

li) • 

d"i=O 
/Ji,=~i 

оСо=:О 

оС.,; = О 

/Ji = II-q .х,ј 

ОС;, =0 
.-/"'. - q . ~~ о&. 

/31.-=0 

d;,=JCt 
~=~i" 
.~ -= -1C!i. -

;"" 1. &. 

ОС;, =0 

оСi=Фq-Хј- р.,; (J;,1C~-Zl.,;~~~~ s6e 
, 131, = Ф~ lJ.j 

Ф'tj=С'filC ф~ 

~ f СqlC(УlL1С ц,- +fI.Jzlm llm.,IC'd.x:+ 
о. У 

(6.1.40) 

(6.1.41) 

(6.1.44) 
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6.2. Mikropolarna linearna elastostatika 

u ovom odelku razmotri6emo mikropolarni elastostaticki 

slucaj, kao specijalni slucaj elastodinamickog slucaja. Potreb

по је primetiti da tada ni jedna velicina koja figurise nе za

visi od vremena. Ргета tome, ogranicimo se па infinitezimalne 

deformacije elasticnih tela i da~mo neophodne velicine koje su 

nат potrebne. Vazno је primetiti i u ovom slucaju da postupak 

dobijanja rezultata nе predstavlja trivijalnu modifikaciju rezu

ltata za mikropolarnu linearnu elastodinamiku. 

U ovom slucaju теге deformacije su: 

(6.2.1) 

(6.2.2) 

Uslovi ravnoteze su dati sa 

(6.2.3) 

(6.2.4) 

i cine potpun sistem jednacina kada su tenzori nароnа t .. i nа-
1.Ј 

ponskih spregova 11l"lj dati relacij аmа (5.2.16). 

Elasticni potencijal ima oblik (5.2.17) 

(6.2.5) 

а Lagranzijan gustine је 

(6.2.6) 

Dalje prime6ujemo da slede6i rezultati vaze i da nе zavise od 

~гeтena t : (5.3.2), (5.3.3), (5.3.4) i (5.3.8) 

fJi ==А· - tlr:, IC «..: 
.1li, = ~ - ~~~ oC~ . 

rada (5.4.4) glasi: 

(6.2.7) 
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(6.2.8) 

jednacine ravnoteze (6.2.3) i (6.2.4) zЬog (6.2.6) postaju 

Ci;1- 0 

( dW) . 
а Чј ,ј + CijJC t:,°Ж == О 

(6.2.9) 

lkon konzervacije (6.2.8) sada moze Ьiti napisan u obliku 

le smo iskoristili (6.2.6) i (6.2.9). 

Vrednosti za izraze гq i Sq ргеmа (5.4.6) i (5.4.7) u 

оисаји оС=ј date su sa 

(6.2.11) 

~raz (6.2.10) тога Ьiti zadovoljen Ьez ikakvih ogranicenja па 

о ,ј i l't;;o. Tacnije, izrazi uz koeficijente ~ ,y~ , УЗ ' С, ,~ i 

тогаји biti jednaki nuli u skladu sa uvedenim zahtevom. 

Sto dovodi do sledecih jednacina: 

)1~ : (~~i +~~~)4i==O 

}1~ ( ~/rij + C-i.j oCrJO ) C-еЈ =0 

~ : (2 1';; ј +CqoCFJ~ )~i: = О 

( ~ S~,; + Jt;;~ oC"~,, ) IC.;.,; -о 
(' 2.Jij 1- Је v' се,о.Р) ~ =0 

,.0 ., ., 
~ : ( ~ S!l' + IC,;j oC~JJO../ 1C.J~i =0 

(6.2.12) 

(6.2.13) 

Ldimo da је ovaj skup jednacina ekvivalentan sa skupom (5.4.11) 

(5.4.12) u slucaju kada Grcki indeksi uzimaju vrednost Latin

cih indeksa tj. /З=i. Jednacine (5.4.111) i (5.4.121) za slu-

ij оС=о su identicki zadovoljene. 
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Паlја analiza skupa jednacina (6.2.12) i (6.2.1З), postu

pkom istim kao i ranije i koriscenjem istih zahteva, sto је uci

~jeno u radu f.2:fJ, dovodi do sledecih koordinatnih i vektorskih 

transformacija: 

04-= а. 

,4i = E~IC !kJ-СIC -1- 4-
Si==Ci 

~jima odgovarajuci zakoni balansa su 

i). 

i. i ) . 

i.ii) . 

й.i=O 

Ci=O 

d;:=O 
~i=d.;, 
К:.-==О 
" 
~=Сi=О 
с::с,.-=а,.
Ј!Ј. -о . l-

&':-=0 z. 

p~-=G.,,
,Ri=O 

ЈЈ!Ј-llј ш=о 

{Ji - - tЧ>1С аlC 

..fi=-)O~Q~ 

Ј{ W t:&.c- tglli,~1C -~- ~>~n.;dr=o 

а.:=6.,,- - о 
~=O 

А =CYIC~-c.c 
~- =,.-а. t. 2. 

6.З. Nepolarna linearna elastostatika 

(6.2.14) 

(6.2.15) 

(6.2.16) 

(6.2.17) 

Nepolarna elastostatika је specijalan slucaj teorije 

likropolarnog kontinuuma. Tada пета nikakvih zapreminskih ni 

laponskih ~pregova. Velicine koje figurisu u nероlагnој static

:ој teoriji kontinuuma nezavisne su od угетеnа, а vektor mikro

'otacije је identicki jednak nuli. 
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Dalje se ogranicimo па infinitezimalne deformacije tela 

1 dajmo neophodne velicine koje се пат biti potrebne. Naglasimo 

da postupak svodjenja ni и ovom slucaju 

kacija ni jednog prethodnog slucaja. 

U ovom slucaju iz (5.2.15) sledi 

simetrican tj. 

Sada (6.3.1)· zajedno sa (6.2.16) daje 

nije trivijalna modifi-

da је tenzor паропа t .. 
1Ј 

(6.3.1) 

(6.3.2) 

То neposredno dovodi do zakljucka da је W funkcija samo od ~(V) 
ili ргета (5.2.20) od infinitezimalnog tenzora deformacije: 

Uslovi ravnoteze su: 

i:y,j =0 

Ctj~ ~1C = О 

(6.3.3) 

(6.3.4) 

Sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina (6.3.4) је komple

tan kada је tenzor паропа t .. dat relacijama (5.2.16). 
1Ј 

Elasticni potencijal и linearnoj teoriji ima oblik 

(6.1.4). А Lagranzijan gustine 

(6.3.5) 

Primecujemo da vaze sledeci rezultati i da пе zavise od ~: 
(5.3.2), (5.3.3), (5.3.4) i (5.3.8). 

<ako је 

(6.3.6) 

to (5.4.4) za оС=ј glasi: 

(6.3.7) 

, 
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Posto (5.2.16) sada postaje 

( 6 .• 3.8 ) 

tada (6.3.4) moze da se napise u obliku 

(6.3.9) 

ili koristeci (6.3.3), (6.3.5) i (6.3.9) 

(6.3.10) 

Sada zakon konzervacije (6.3.7) moze biti napisan u obliku 

(6.3.11) 

gde smo iskoristili (6.3.5") i (6.3.10). 

Velicinu ~i uvodimo definicij от ... 

(6.3.12) 

gde је 

\t{JO =- .L (ZI,':ЈО -lL о о \ . 2 \.. '") :J~';I ~ 

i predstavlja komponente infinitezimalnog tenzora rotacije. 

Izraz (6.3.11) тога biti zadovoljen bez ikakvih ogranicenja па 

Ui,j. Tacnije, izrazi uz koeficijente А i~ тогаји biti jednaki 

n\lli u skladu sa uvedenim zahtevom, sto dovodi do sledecih jed-

nacina: 

(6.3.13) 

Uocavamo da је ovaj skup jednacina ekvivalentan sa (5.4.1123) u 

slucaju kada Grcki indeksi uzimaju vrednosti Latinskih indeksa 

tj. fJ=i Jednacine (5.4.111) i (5.4.121)' za оС=о i jednacine 

(5.4.122,з,4) su identicki zadovoljene. 

Dati skup· jednacina (6.3.13) postupkom istim kao i ranije i ko

risteci iste zahteve, sto ј е ucinj eno u radu [з iJ dovode, do 
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sledecih koordinatnih i vektorskih transformacija: 

(6.3.14) 

Ф [(~} . 11 trJ/} ... х • gde su = T~./ :1. = nljJ- konstantne ant:1.s:1.metr:1.\,.;ne matr:1.ce 

а k, е. i h. realne konstante. :1. :1. 

i ) . 

ii) . 

iii) . 

iv) . 

у) • 

Odgovarajuci zakoni konzervacije su: 

oCi=O 

/3.: = fI~:i..lj-

lI~i ==Ci.;ic fI~ 

r 
~'=e,; 

~i=J 

04= .cXi 

" Pi8&-IIC~ 

(Ј,; =A:i 

Ј ~. '1l.J- ds= о 

Ј[ w.{;-.:-li';~Jt:i-v)rIC-; I:q tlЈ~-ds2rО 

(6.3.15) 

(6.3.16) 

(6.3.17) 

(6.3.18) 
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7. INTEGRAL Ј NEZAVISAN OD PUTANJE 

Odredjivanje pOlja deformacije (koncentris.polj.defor.) 

blizu zareza i prskotina narocito kod nelinearnih materijala, 

ргате velike matematicke teskoce. Ove teskoce su uticale па тга

zenje pribliznih metoda analize ~azlicitih ргоЫета koncentracije 

deformacija koje su zaobilazile detaljno гевеnје ргоЫета grani

cnih vrednosti, utoliko рге БТО ТО nije bilo moguce uraditi do

sadasnjim metodama. 

pгoытm prskotina i lomova sa stanovista mehanike konti

nита predstavljaju pгoытm diskontinuuma i kao takvi zahtevaju 

posebne metode i matematicki aparat. Polazna tacka и analizi ni

za ргоЫета zareza i prskotina jeste poznavanje pгosecnih vred

nosti za lokalno polje konc~ntracije deformacije. Rezultati koji 

se па ovaj nacin dObijaju su ili priblizni ili tacni и ogranice

nim slucajevima. Pribliznosti imaju nedostatak и nacinu i moguc

nosti za ргосеnи greske. 

Rice [1] koristi linijsYi inte~ral, noznat'u litp-raturi 

pod imenom inte~ral nezavisan od ритаnје ili integral J-tipa, ko

ji ima iste vrednosti za sve ритаnје integracije koje obuhvataju 

klase vrhova prskotina и dvodimenzionalnim deformacionim pOljirna 

linearnih i nelinearnih materijala. Znacaj prirnene ovog integrala 

lezi и тоте БТО se izborom putanje blizu vrha direktno povezuje 

integral sa lokalnom koncentracijom polja deformacija. Medjutirn, 

al t,ernativni izbor ритаnје cesto dopusta direktno izracunavanje in

tegrala. 

U cilju poredjenja rezultata dobijenih и ovorn radu i ро

menutih rezultata Rice-a navodirno kratko dokaz nezavisnosti od 

putanje integrala J-tipa Rice-a i ovde dobijenih integrala 

(6.2.16). 

Nezavisnost od ритаnје 

Posrnatrajmo hornogeno lineaгno ili nelinearno elasticno 

telo bez zaprerninskih sila, izlozeno ravnom naprezanju tako da 
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naponi zavise od Dekartovih koordinata Х 1 = х 1 Х 2 = у. Ргет

postavimo da telo ima zarez ргета slici 1. koji ima ravne povr

sine paralelne x-osi i zaobljen vrh oznacen lukom ~ • Prava ри

kotina predstavlja specijalan slucaj opsteg ргоЫета. 

Gustina energije nароnа W definise se 
е 

w-J &:q de,;. 
о l;) 

gde Је е f}!~J infinitezimalni tenzor deformacije. 

Rice definise integral 

J-=J{W~-I~ds) . 
г 

( 7 • 1 ) 

( 7 • 2) 

;-је kriva koja okruzuje vrh zareza, а integracija se vrsi и smi

slu оЬгnитот od kazaljke па satu, polazeci od donje ravne povrsi

nе. I је vektor nароnа definisan ргета spoljnoj normali duz Г , 
sa t;,=-~.n.J ~ vektor ротегаnја, а ds element luka duz Г. Da bi 

se za ovako definisan integral dokazala nezavisnost ритanје, ио

cimo bilo koju zatvorenu krivu ~* koja zatvara oblast А* и dvo

dimenzionalnom deformacionom polju u kome nета zapreminskih sila. 

Koristeci Grinovu теогети i jednacine ravnoteze pokazuje se da 

је za svaku zatvorenu krivu 

(7.3) 

Detalj аn dokaz dat ј е ·и radu [1]. 
Naveli smo poznati Ј integral mehanike loma (7.2) 

koji је bio povezan sa lokalnom koncentracijom polja nароnа oko 

vrha zareza iliprskotine i njegovu nezavisnost od ритаnје u li

nеагnој ili nelinearnoj elasticnosti. 

Pokazimo sada da је i zakon'konzervacije izveden u ode

ljku 6 (6.2.16) а koji se odnosi па invarijantnost Lagranzijana 

pri koordinatnim translacijama u mikropolarnoj elasticnosti 

(7.4) 

nezavisan od риТаnје. 
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Dokaz koji se ovde daje је mnogo uopsteniji i и speci

jalnorn slucaju и sebi sadrzi i dokaz koji је dat od strane Rice 

[1] а koji је bio ogranicen s obzirom па postojanje samo jednog 

integrala; 

Posmatrajmo dvodimenzionalno mikropolarno deformaciono 

polje za koje vektor роmегanја и i mikrorotacije zavisi od 

koordinata Х 1 i Х 2 . Odgovarajuce теге deformacije и tom slucaju 

su 

а naponi l naponski spregovi su dati relacij-ama 

;ЈЈЈ/ 
~= dCocfJ 

aw 
~=aJCJoC 

W је gustina energije data sa (5.17). 

Jednacine ravnoteze su 

toCjj)cC=O 

1Л.4~>оС + c.A~J" t8'cf = О -
Integral (7.4) је 

~ -§ (w~-- t~4tLк-.i!J -IIlЈсС~~\nцd[=(} 
с Ј ':Ј 

.:l.J == о 

(7. 5 ) 

(7.6) 

(7.7) 

(7.8) 

gde је С zatvorena kriva и ravni Х 1 ' Х 2 ' W gustina energije а 

n~ vektor jedinicne normale па С koja lezi и istoj ravni, pri 

сети је integral (7.82) s obzirom па (5.17), (7.5) i (7.6) ide

nticki zadovoljena. 

Pokazimo sada da ј е svaka -,komponenta od Јј!Ј za sve zatvore

пе putanje koje ogranicavaju oblast и kojoj је W zavisno od kom

ponenata deformacije ~ i ~ jednaka nuli. 

U tom cilju integral (7.8) mozemo napisati и obliku 

(7.9) 

Prvi deo integrala (7.9) mozemo napisati 
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fiз.;: ef3d" l1с 

d~=!;зdl 

d ~ = e.,q!J ?f5 dt. 
Koristeci Grinovu теогети mozemo onda (7.10) pisati 

(7.10) 

(7.11) 

(7.12) 

Na isti nacin drugi deo integrala (7.9) moze da se pise 

Kako је 

(7.14) 

то је 

(7.15) 

Koristeci (7.5) i (7.6) data (7.15) postaje 

\X::/~ = tNtf ЦА'; J'~ - ts е S'J'~ Yj»~ + m.ЈЈ ~.cf,6 
Sada ~ntegra1 (7.8) то:!е da se pise 

ili preuredjujuci i grupisuci clanove imamo 

---7~ !{[ttN>D(J1L~J!. -[71I.~сС+tЈ'-Је~ЈЈ~~ + 
(7.16) 

+t&-sli6'"Ј:ј$+~~р-t~.сzч.#-~'1~~Јdo.-О 
па osnovu jednacina ravnoteze (7.7) za mikropo1arnu e1astosta

tiku. Ako se иосе bilo koje dve putanje ~ i~ koje okruzuju 

vrh zareza, kao БТО ТО cini r u S1. 1. tako dal; obi1azi vrhu 
,-

smis1u kaza1jke па satu а '2 u suprotnom smis1u tako da opisuje 
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zatvorenu konturu onda s obzirom па (7.16) s1edi da је 

t=~ 
Na de10vima putanje d~z ravnih povrsina zareza su t~ ~=o i 

т.ЈаС поС =0 i dy=o. Tada integra1 duz r; u suprotnom smislu kazalj

ke па satu i integral~ u smeru kazaljke iznosi nи1а. Naravno, 

pretpostavlja se da је oblast unutar krivih /; i Ii bez singu1ar

nosti. 
,.... 

Ocigledno, uzimajucii blizu vrha zareza mozemo uciniti 

da integral zavisi samo od 10ka1nog р01ја. Posebno putanja moze 

obuhvati ti vrh Ј; S1.1 zareza g1atkih kraj еуа (gde ј е t.с;з nЈ3 =0 

i mЗcIC поС =0) tako da ј е 

.., rl'f.' d'L' v6 :Ј "",' ~/j ~ ~ 
, [""v-

sto predstavlja srednju теги deformacije па vrhu zareza. Narav

по, ta granicna vrednost nе. vazi za ostru pukotinu. Posto gra

nica male krive~ moze biti izabrana da okruzuje vrh, moze se 

uciniti da integral zavisi samo od sinRularnosti vrha pukotine 

и deformacionom pOlju. Prednost ovoga metoda је и mogucnosti 

alternativnog izbora putanje integracije koje dozvoljavaju iz

гасиnауаnје Ј integrala. 
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