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1. UV O0OD

Veza izmedju invarijantnosti varijacionih principa pri
jednoj grupi infinitezimalnih vektorskih i koordinatnih rans-
formacija i egzistencije odredjene klase zakona konzervacije
je jedna veoma interesantna oblast mehanike. Ona nam daje mogu-
énost dubljeg upoznavanja strukture mehanike i sluZi da nadjemo
zakone konzervacije ili konstante kretanja. Ovi zakoni ili kons-
tante kretanja smanjuju sloZenost posmatranog problema i omogu-
¢uju nam nalaZenje odgovarajuéih redenja u konkretnim problemi-
ma mehanike kontinuuma i mehanike materijalnog sistema tadaka.
Tako na primer mogu se upotrebiti u analizi prskotina i zareza
Bﬂ, diskusiji prostiranja talasa Bﬂ, kao i u analizi stabilno-
sti kretanja [3].

Vezu izmedju invarijantnosti i egzistencije zakona kon-
zervacije uodio je Jakobi Dﬂ. On je izveo zakon odrZanja koli-
¢ine kretanja i momenta koli&ine kretanja iz Euklidove invari-
jantnosti LagranZove funkcije. Fundamentalni rezultati iz ove
oblasti mehanike pripadaju Emi Neter [E]. Kasnije su se mnogi
autori bavili proudavanjem ove oblasti. Radovi [5, 6, 7, 8, 9,
10, 11, 12 - 13] tretiraju pros3irenje Neterove teoreme na raz-
ne oblasti fizike i pojedine probleme mehanike. U veéini spo-
menutih radova proudavana je egzistencija prvih integrala samo
u mehanici sistema materijalnih tacaka. Medjutim, u mehanici kon-
tinuuma to je do skora pro$lo nezapazZeno.

Svakako da je ta &injenica kao i rezultati u nekim
oblastima, koji su pobudili interesovanje, uticala na to da su
Knowles i Sternberg u svom radu [}ﬂ u¢inili znadajan korak da-
lje u profirenju ove teorije i njene primehe u teoriji elastié&-
nosti. Oni izvode nove zakone konzervacije, izvodeéi ogranice-
nu grupu koordinatnih i vektorskih transformacija. Na&in i re-
zultati do kojih su .oni do3%li otvara put za dalje prosSirenje
primene Neterove teoreme i na druge oblasti mehanike i matema-



ti¢ke fizike. Njihovo interesovanje za ovu oblast narodito je
potstaknuto rezultatima koje je dobio Rice u radu [i]. U tom
radu, koji je posveéen analizi koncentracije napona blizu kra-
jeva pukotine, Rice je uveo nezavisni integral od putanje koji

nastaje iz jednadina polja elastostatike u obliku

(1.1)

[ Wy T Pods) =
Jiwdy-T o ds)=0 .

Ovaj infegral je 1zazvao ogromno interesovanje kod veli-
kog broja istrazivaca, zbog svog znadaja u primeni na spomenute
probleme. Knowles i Sternberg, primenjujuéi Neterovu teoremu na
elastostatiku, su pokazali da ovaj integral u obliku zakona ko-
nzervacije na prirodan nadin sledi iz nje kao i njegov dvodimen-
zioni analogon. Integral je dobijen kao posledica primene teori-
je o nepromenljivosti varijacionih principa primenjen na princip
minimalne potencijalne energije u elastostatici. Ali pored ovog
zakona konzervacije dobili su jo3 dva dodatna zakona konzervaci-

je. Ovi zakoni imaju oblik

f[\X/ y-llz;,:ct,c‘]]md.‘s*ﬂ, o (1.2)

Jfgwij‘ui,ct@xx-% Ly Us nids=0, (1.3)

fé;cmf[(W&j-Zl;);ctg xm+tgum]79ﬂ=0 R (1.4)

gde’ su W, tkj’ Ugs Xs ékml i ny respektivno, elasti&ni poten-
cijal, tenzor napona, vektor pomeranja, vektor poloZaja, Ric¢i-
jev antisimetri&ni tenzor i jediniéni vektor spoljne normale na
S. Ovako dobijeni zakoni konzervacije u slu&aju linearne homo-
gene izotropne elastid&nosti su kompletni, tj. jedini zakoni koji
se mogu dobiti primenom Neterove teoreme na ogranidenu grupu
transformacija koje se razmatraju. |

Korak dalje u istraZivanju ove oblasti udéinio je Flet-
cher [?@]izvodeéi odredjene zakone konzervacije primenom ove
teoreme razmatrajuéi sludaj linearne elastodinamike. On prime-
njuje nedto Ziru grupu transformacija od onih koje su primenje-



ne u radu Eé], i izvodi 3%est zakona konzervacije od kojih su
tri poznati zakoni. Druga tri zakona predstavljaju ustvari di-
nami¢ku generalizaciju nezavisnih integrala izvedenih za elasto-
statiku od strane Knowles i Sternberg, a koji su bili od poseb-
nog interesa u poslednje vreme. Isto tako pokazuje kompletnost

u smislu da su to i jedini zakoni konzervacije koji se mogu do-
biti koristeéi Neterovu teoremu. Na ovaj nadin se zaokruZuje
primena Neterove teoreme u linearnoj elastidnosti. Ostaje i da-
lje otvoreno pitanje njene primene u konadnoj elastidnosti, gde
su autori rada [?ﬂ u sludaju konadne elastostatike dali delimi-
¢an odgovor, dok je u sludaju konadne elastodinamike problem jo3
netaknut.

Logi&no, put je sada bio utrt za dalje pro3irenje ove
teoreme u smislu njenog kori3éenja i na 3ire polje primene od
dosada3njeg u okviru mehanike kontinuma. Jarié u radu [?i] ko-
risti ovu teoremu za dobijanje zakona konzervacije u sludaju 1li-
nearne mikropolarne elastostatike, dajuéi proSirenje Neterove
teoreme i grupe transformacija u onom obimu koliki je potreban
da bi je bilo moguée primeniti na konkretan sludaj. Izmedju Ce-
tiri dobijena zakona konzervacije narod¢ito je vaZno istaéi je-
dan koji se odnosi na invarijantnost potencijalne energije pri
koordinatnoj translaciji. On u sebi sadrZi Riceov nezavisni in-
tegral od putanje kao specijalan slucaj, kada su naponski spre-
govi jednaki nuli.

Na osnovu svega iznetog vidi se da je problem dalje pri-
mene Neterove teoreme vrlo aktuelan, s obzirom da su se radovi
koji tretiraju ovu oblast pojavili poslednijih godina. Rad Know-
les i Sternberg datira iz 1972. godine i predstavlja prvi po-
kﬁéaj primene Neterove teoreme u mehanici kontinuuma. Drugi rad
iz te oblasti je rad Fletcher iz 1976. godine koji predstavlija
uopStenje dobijenih rezultata Knowles 1 Sternberg-a, da bi se
1977. godine pojavio rad Chen i Shield-a koji tretira tu oblast
sa jednog drugog stanovi3ta.

Izucavanju problema loma u mehanici kontinuuma do skora
se prilazilo na jedan poseban nac¢in 1 koristile posebne metode
koje su vezane sa velikim matematidkim teskoéama. Medjutim, tre-
tiranje istih problema koristeéi rezultate integrala nezavisnih
od putanje,.koji slede kao zakoni konzervacije iz primene Nete-



rove teoreme znatno upro3éava analizu istih, 3to je svakako je-
dan od osnovnih razloga povelanog interesovanja u traZenju in-
tegrala nezavisnih od putanje i metoda za njihovo nalaZenje. Ak-
tuelnost problema kao i odredjena moguénost eventualne primene

u praksi su inicirali i izradu ovog rada.

U ovom radu se daje prodirena verzija Neterove teoreme,
dokazuje njena primenljivost na linearnu mikropolarnu elastodi-
namiku, koristi se nov metod za odredjivanje koordinatnih i ve-
ktorskih transformacija koji se zasniva na fizickoj pretpostav-
ci da ove transformacije ne zavise od materijalnih svojstava te-
la, nalaze njima odgovarajuéi zakoni konzervacije, diskutuju do-
bijeni rezultati, pokazuje saglasnost sa do sada poznatim rezul-
tatima i daju novi integrali koji bi se mogli koristiti u dina-
mi¢kim problemima mikropolarne elastodinamike. Sa teorijskog
stanovidta rezultati su egzaktni i mogu se direktno proveriti.
Primena dobijenih rezultata je tesno povezana sa odredjivanjem
materijalnih konstanti mikropolarnog kontinuuma, 3to je novijeg
datuma. U radu se ukazuje na put primene dobijenih rezultata.
Metod dobijanja integrala ili zakona konzervacije je vrlo pogo-
dan i op&t 1 moZe se koristiti i u drugim oblastima mehanike

kontinuuma.



2. OSNOVI NETEROVE TEOREME I NJEN ZNACAJ U MEHANICI

U ovom odelijku éemo se zadrZati na nekim osnovama izvo-
djenja jedne ogranidene verzije Neterove teoreme o invarijant-
nosti varijacionih principa potrebnim za nasa dalja istraZiva-
nja. U tom cilju, da bi izlaganje bilo matematidki dosledno sp-
rovedeno i da bi se rad nesmetano mogao pratiti, potrebno je
uvesti odredjene matematidke pojmove i definicije koje &e se u
toku dalje izlaganja koristiti.

, Neka E oznatava trodimenzionalni Euklidski prostor, a
V njemu asocirani vektorski prostor. R je regularna oblast u E
ako je R ograniena zatvorena oblast u E. Pretpostavlja se da
vazi teorema o divergenciji za sva odgovarajuéa glatka vektors-
ka polja definisana na R. MoZe se reéi da je regularnost ogra-
nifene zatvorene oblasti R ssigurana ako je njena granica R uni-
ja "ogranidenog broja nepovezanih zatvorenih regulabnih povrsi-
na" u smislu Kellogg-a.

Sa masnim slovima oznac¢avamo tenzore pozitivnog reda i
matrice. Komponente tenzora i elementi matrica su odredjeni u
odnosu na fiksni sistem Dekartovih koordinata ili u odnosu na
bilo koji drugi dopustivi sistem koordinata u E. U daljem radu
iskljudivo éemo koristiti Dekartov sistem koordinata, bez da
se gubi u opsStosti zakljudaka. Sa T oznadavamo prostor svih ten-
zora drugoga reda, sa L otvoreni linearni interval. Ako je F
neka funkcija definisana na prostoru ExVxTxL vrednostima

F(.g,y,é;q) , (2.1)

gde je‘5 vektor poloZaja tacke u E, v vektor u V, t tenzor dru-
gog reda u T a® parametar na intervalu L, mogu se parcijalni
izvodi takve funkcije po spomenutim promenljivim napisati u ob-
liku

Felx,V,f;9)~&.F(Z,1,£:7)

Fa(2.2,t0)dp FE L) O



E%‘[@Jf,i;?)‘g%’c(x U.t57)

F'(z, v ¢ 57)“'3"?‘ Flx.V,t:q)

Isto oznacavanje biée dosledno primenjivano i u sludaju

(2.2)

vektorskih 1 tenzorskih velic¢ina viseg reda kao i za njihove iz-
vode viseg reda.

U daljem radu umesto bilo kakve funkcije F, zavisne u
opStem slud¢ajy od proizvoljnih elemenata prostora E, V, T, L,
koristiéemo njen konkretni oblik funkcionalne zavisnosti od od-

redjenih elemenata ovih prostora i obeleZiti je sa H, tj.

”(§ > Wi (3), Mp)i,x@);?). (2.3)

Pretpostavimo dalje da je funkecija H € c® za sve (% ,y'(p), )

) N
~(p)l’¢
€ (ExVxT) gde je 3 vektor poloZaja tadke u E, ¥ip) vektorsko

polje definisanoc u V i w tenzorsko polje drugoga reda

~(p)li,eC
definisano u T, 4 proizvoljno mali parametar na intervalu L.
Indeks u zagradi oznadava redni broj vektora i mi pretpostav-

ljamo da ih ima n, tj. p = 1,2,¢c44..., N.

Dalje neka je ¢ funkcional definisan nad 2 sa

sb{w(,.)f-;f H(3 W (3).9Wp(B)43 2w

gde je L bilo koja regularna podoblast fiksirane otvorene podo-
blastl D u E za svako vektorsko polje w( )6 c(D), a Vw( y ©z-
naéava matricu komponenata [w( )i ol

Tako definisani funkc:.onal nazivaéemo dopustivim fun-
kcionalom nad D odredjenim (generisanim) sa H. Za nasa dalj-=
razmatranja potrebno nam je da defini%emo jednoparametarsku fa-
miliju funkcionala. Da bismo to mogli udiniti, potrebno je pret-
" hodno promenlijive § ( y> U H, pomoéu koje smo definisali
funkcional (2.4), svaku posebno podvréi 3ednopar'ametarsko:] fa-
miliji preslikavanja.

U tom cilju nazvaéemo f regularnom familijom koordinat-



nih preslikavanja nad D ako je f vektorska funkcija definisana
na DxL takva da je

§*=f(§>,‘5/(r)@)>7.”.‘/(ﬁ)(§)s?) (2.5)

za 9 = o f identilka transformacija, tj.

fe =)  £(3.%n(3).vWp(3):0)=3.

Iz istih razloga h €emo nazivati regularnom familijom
vektorskih preslikavanja kada je h vektorska funkcija definisana
na VxL takva da je

Wi (3™)=24)(3, Wir(3) . VWi 3) ; 7) 2o

za7 =oh identidka transformacija, tj.

e Ci(v=L); Ao(3, W (3). vWex3) ;@‘W@@) i L(7.2)

Uvedimo sada jednoparametarsku familiju funkcionala g&
definisanu sa

’?z[‘w@)}";f"”é (;»)(5) gu)éf )ds (2.7)
z

za svako vektorsko polje ‘vl(P)e C(D). Saglasno prethodnim ozna-
kama odmah se moZe zakljuditi da je

% W (5) =L Wi c3)] (2.8)

matrica tipa m x n, dok je ..Q.7 slika . pod familijom koordi-=
natnih preslikavanja f.

Iz izraza

W(P)(gi)/ -—-VM,,)C) za svako ¥ €D (2.9)

i svojstva uvedenih koordinatnih i vektorskih preslikavanj

lako se moZe pokazati da je



bof Wt~ P{ Wi} (2.10)

tj. ¢ je ¢lan Jjednoparametarske familije funkcionala ¢¢z u slu-
gaju kada je 7 = o. Radi odred]enostl kazemo da Jje ¢§ jedno-
parametarska familija funkeionala nad D izvedena nad funkciona-
1om¢ i uvedenim familijama koordinatnih f i vektorskih h tran-
sformacija.

U tom sludaju kaZemo da je¢ invarijantno u y'(p) u od-
nosu na f i‘h_uvek ako Jje

&y [ Weer} = H{ Wemf (2.11)

Isto tako kaZemo da je¢ infinitezimalno invarijantno u
H(p) u odnosu na dati par familija preslikavanja pod uslovom da
je

¢[ (P)}g ¢q{w/(ﬂ},4,= (2.12)

Oéigledno,¢ je infinitezimalno invarijantno ako je invarijant-
no. IzloZzeni stavovi daju nam dovoljno elemenata da moZemo for-
mulisati ogranienu verziju Neterove teoreme, ali dovoljno op-
5tu da zadovolji zahteve koji se postavlijaju pred nas u daljem
radu. Verzija ovde iznete Neterove teoreme je Sira od odgovara-
juée verzije date u radu [19_] . S druge strane originalna Nete-
rova teorema dc—;ta u [SJ je mnogo op3tija od verzije koja se ov-
de daje.
' Teorema 2.1. Neka je D oblast u E i neka je ¢ dopusti-

vi funkcional za D obrazovan nad H. Neka je f regularna famili-
ja koordinatnih preslikavanja nad D, a ’b‘(P) regularna familija
vektorskih preslikavanja.

Pretpostavimo da je \g(p)€C(D') vektorsko polje koje za-

dovoljava Ojler-LagranzZzove jednadine

//W‘,,,,(X) 95‘,[ ,M,,,.(CL()]‘-'-'U (2.13)

gde Jje



X=(3 . W3, vWp@) 30 L3R,

Onda je¢ infinitezimalno invarijantno u f‘d(p) u odnosu na £ i h

ako i samo ako ’vg(p) zadovoljava

T [ A s e ) frirs )+ HEX)- e X)[=0 (2210

gde Jje

oC.}Q()=3% Fx; ()
Beryi (X) ”‘,% Zore (X5 7)/?=o
Berri(X) = iy X) = Weersec (3) <oc (X) .

Dalje, (2.14) Jje ekvivalentno zakonu konzervacije u integral-

(2.15)

nom obliku koji na osnovu teoreme o divergenciji iz (2.14) od-

mah neposredno
ST Hikure,e Q) By CIHH) XK@ ds=0 216>

za svaku povr3inu S koja je granica podoblasti D, gde je sa n
obeleXen jedini&ni vektor spoljne normale na S.

Uslov da je X]—(p) reSenje Ojler-LagranZevih jednadina
predstavlja u sudtini uslov stacionarnosti funkcionala (2.4).
Zaista, nije tes$ko pokazati da E<p)€ C (D) zadovoljava (2.13)
ako i samo ako za svaku fisiranu regularnu oblast fLE& D vazi

da ‘je _
£¢[MP)}=0 (2.17)

gde se prva varijacija od¢ uzima iz klase svih vektorskih po-
lja dva puta neprekidno deferencijabilnih nad D koji se pokla-

paju sa X(p) na granici & R.
VaZnost izloZene teoreme kao metoda za dobijanje zakona

konzervacije u bilo kojoj oblasti matematidke fizike vezano je
za postojanije odgovarajuéeg varijacionog principa i egzistencije



familija regularnih koordinatnih f i vektorskih h preslikavanja
u odnosu na koje je stacionarni funkcional infinitezimalno inva-
rijantan.

Dokaz Teoreme 2.1. Na osnovu uvedenih pretpostavki o koo-

rdinatnim i vektorskim transformacijama (2.5) i (2.6), moZemo ih
razviti u stepeni red po 2 i zadrZavajuéi se na linearnom &lanu
dobijamo

74(5 > %P)(§)52)=3,¢+o{¢ é’ 2—‘/(’”)(‘3))’7"'0{7‘) (2.18)

e Wir(3)s 1) = Wis8) oms (5. Wiy (3) 2+ 02")

gde je aé} i /3(p)i dato sa (2.15).

Neka je J (‘§f55) Jakobijeva determinanta definisana sa

" f 3
J(3,5)-=alel‘ ig-él) (2.19)
93/,
Sada moZemo funkcional (2.4) napisati u obliku

¢7[}§/0,)} ‘-"_///Q.()djalr | o (2.20)

odnosno na osnovu (2.19)

b, {\A_V(F)}=_[//(‘X).7(3f5)d5‘ (2.21)

Da bi funkcional (2.21) bio infinitezimalno invarijantan u od-
nosu na spomenute koordinatne i vektorske transformacije (2.18)

na osnovu (2.12), mora biti

¢2’[MP)}=,§%/”Q()~7(3‘:‘5)615. (2.22)

Kako je oblast integracije nezavisna od parametra % , operacija
diferenciranja po#% i integracije su komutativne tako da iz
(2.22) sledi

f[gc{i[l/(g)J(555)__7}/?__ad3=0 (2.23)
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, kako je oblast integracije proizvoljna (2,23), biée

eno za svako st onda i samo onda ako je

Z%—[//(Z.()J(jf 5)—]/7=0=0 (2.24)

dstavlja potreban uslov da bi funkcional ¢'Z bio infi-
\1no invarijantan u odnosu na koordinatne i vektorske

macije (2.18).
Diferencirajuéi (2.24) dobijamo

dH 5 = dJ
[a{q M Ex 5)*”4,2 /q:ozo (2.25)

(jdr'zq— )/?-_—o ‘76:' 5)/2;0 * ///1-0 ( ﬁ{zl)/2= o a. (2.26)

;u (2.3) je

du _ Il IEF I Vi3 M i (2.27)
dy 5% 39 *J Wb 97 9 Woic 91

» da je potrebno da nadjemo izvode promenlijivih po para-

pi izvodjenju potrebnih izraza koristiéemo osobinu ko-

osti operacije parcijalnih izvoda po promenljivim ( &

(i, ,72 -
‘Poznato je da je

_gg‘ggé—_—&&- (2.28)
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Kako je *
(;"ég_c) -
/g=0 <
(JW)/’Z-O Pocer:
IH
«E’/w: e
IH I
W, py: fp=o0 IWfm) (2.30)
- Hg=o=H
Thpeo=1
(&2 virg R
i ( J WCP)i,at ER ng)z —9 (W 736
)-0 gl "I3% /2=o°’z 9515 5'5 SLOUN
~Periec * W 25(5 7(3 %f)/?.,,
i s obzirom na (2.28)
2 i%) - -
7o - Oﬁcc (2..32)
dobijamo da je
Iy it ‘
(—_—L——/f—a-ﬁ@)"c Weryi 8 %o, (2.33)

Sadad (2.26) koristeéi (2.27), (2.30) i (2.33) postaje

IH .9// _
aja(.oc MWy i B QW(,,M%”""‘ (P)'-ﬁa%f Helgegml( 2 . 31)

Medjutim, izraz u zagradi moZemo transformlsatl na sledeéi na-

&in:

iy = Werrip s "[ﬂ(f’)z %ﬁﬂog"‘]x*% ol 05( 2.35)

=Lryc +Wrs pec



smenjujuéi sada ovaj izraz u (2.34) dobijamo

Hc et Kt B0 *Hiyi e P gyspe Wipc o (230
*Helsp =0

ili koristeéi parcijalnu integraciju to moZemo napisati

Hooe o Mol s P [ Wi Py o~ Hisimicc o P

(2.37)
+ H Wy i e Wy, poc 298 =0 .

Kako je

#ﬂ&[*%{mé&)x (P)" (’P)“(% #W@)tﬂ%)wd(z .38)

imamo posle duZeg rafunanja da je
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Odavde neposredno sledi zakljucak da ako je vektorsko polje ﬁ(p)
reSenje Ojler-LagranZevih jednadina (2.13), onda iz (2.40) sle-
di (2.14). Ove jednadine predstavljaju potreban i dovoljan us-
lov da bi funkcional ¢ bio infinitezimalno invarijantan u vek-
torskom polju‘ﬂ(p) u odnosu na familiju koordinatnih i vektor-
skih preslikavanja f i h. Ekvivalentnost zakona konzervacije
(2.14) i (2.16) je jasna i sledi iz neposredne primene teoreme
o divergenciji. Ovim je dokaz Neterove teoreme zavrien.
Znacaj Nererove teoreme sa stanovisdta njene primene u
raznim oblastima matematidke fizike je ogroman, jer n'm sluZi
za dobijanje zakona konzervacije na jedan veoma pregledan 1 sis-
temati¢an nadin. _
Potrebno je istaéi da je Neterova teorema koriséena u

elektromagnetici, teoriji relativnosti, kvantnoj mehanici itd.,
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a da je posebno nas$la svoju punu primenu u mehanici. Ovo samo
po sebi dovoljno govori o Sirokim moguénostima primene ove te-
oreme i iz toga razloga se objasnjava veliko interesovanje koje
danas vlada za njeno koriZéenje. Ne treba izgubiti iz vida da
ovako poveéano interesovanje ukazuje na to da nisu iscrpene sve
moguénosti u pogledu njene'primenljivosti na jo$ neistraZene ob-
lasti moderne fizike.

Iz tih razloga mi ¢emo se u na3im daljim razmatranjima

zadrZzati na njenoj primeni u mehanici.



3. PRIMENA NETEROVE TEOREME U MEHANICI SISTEMA
MATERIJALNIH TACAKA

Kao 3to je veé redeno, moguénost primene Neterove teo-
reme prevazilazi okvire mehanike. Medjutim, u cilju dobijanija
potpunije slike o moguénostima njene primene, mi édemo se ovde
ogranic¢iti vrlo kratko na njenom .znac¢aju u mehanici i to prven-
stveno sa iétorijskog stanovis3ta. Prvi pokugaj primene Neterove
teoreme su vezani za mehaniku sistema materijalnih tadaka. To je
i potpuno razumljivo kada se ima u vidu da je to najbolje ist-
raZena oblast mehanike.

Moramo istadéi da se Neterova teorema kac metod za resa-
vanje i nalaZenje prvih integrala u mehanici sistema materijal-
nih talaka pokazala kao vrlo pogodna u odredjenoj klasi proble-
ma kod kojih dotadaZnje metode nisu davale zadovoljavajuée rezu-
ltate.

Zbog toga je niz autora diskutovao generalizacije Nete-
rovih direktnih i inverznih teorema. Vrlo skoro Vujanovié i Dju-
kié su izuéavali generalizacije ovih teorema i njihove primene
pretpostavljajuéi da fundamentalne grupe transformacija zavise i
od brzina. Istiemo da su ovi utori prosirili rezultate R. Sto-
janoviéa koji se odnose na pretpostavku o moguénosti da se kre-
tanje krutog tela poveZe sa reSenjima sistema Kilingovih parci-
jalnih diferencijalnih jedna¢ina o dobijanju prvih integrala di-
namidkih sistema, koji slede kao posledica invarijantnosti dife-
rencijalnih jednadina kretanja i odgovarajuéih akcionih integra-
la u Hamiltonovom smislu u odnosu na infinitezimalne grupe kre-
tanja u Li-ovom smislu. Sve generalizacije vrSene su sa ciljem
da se primena Neterove teoreme prodiri na Zire klase problema od
do tada posmatranih. Navodimo neke:od tih generalizacija koje su
vezane za imena spomenutih autora.

Poznato je da su dva LagranZijana ekvivalentna, tj. dovo-
de do istih jednadina kretanja ako se razlikuju 4o na totalni
diferencijal neke funkcije u odnosu na vreme. U tom cilju se
razmatra ne samo apsolutna invarijantnost LagranZijana, veé (ga-
uge) LagranZijan koji je invarijantan do na totalni diferencijal

Djﬂ. Za takve sisteme Neterova teorema je uop$tena i1 upotreb-



- 16 -

ljena za dobijanje prvih integrala kretanja. Mnogi autori su
razmatrali postojanje transformacija koje ostavljaju odgovara-
juéi LagranZijan invarijantnim kao jedan apriori pojam, ali ni-
su pokazivali kako se dobijaju te transformacije, medjutim u

D?] je pokazan i nadin na koji se one dobijaju.

U radovima [10] ’ [12] ’ [15] s [21] pokazuje se da egzi-
stencija prvih integrala sledi kao posledica invarijantnosti
Hamiltonovog dejstva u odnosu na grupe infinitezimalnih trans-
formacija i da ove grupe nisu apriori uzete kao %to su u radu
Eﬂ » veé da se dobijaju kao rezultat integracije sistema par-
cijalnih diferencijalnih jednad¢ina tz. Kilingovih Jjednadina. U
praktiénim primenama Neterove teoreme pogodno je koristiti infi-
nitezimalne transformacije koje zavise od vremena, poloZaja i
generalisanih brzina umesto transformacija kao funkcija vremena
i poloZaja. Takav prilaz upravo koriste spomenuti autori jer
omoguéava da se dobiju prvi integrali koji sadrZe viZe stepene
generalisanih brzina.

Do skora veéina autora je razmatrala mehanidke sisteme
samo sa potencijalnim silama. U tom slucaju kretanje mehanilkog
sistema je potpuno karakterisano poznavanjem LagranZove funkci-
je, tj. integrala akcije u Hamiltonovom smislu. U novije vreme
pokazano je da Hamiltonov varijacioni princip sa LagranZovom
funkcijom ne-standardnog oblika moZe da opise izvesne sistem.
sa disipativnim silama. Pored toga Vujanovié formulise varijaci-
oni princip Hamiltonovog tipa za klasié&nu nekonzervativnu meha-
niku [?i] ¢ija je glavna ideja da varijacije generalisanih brzi-
na nisu odredjene potpuno sa varijacijama generalisanih koordi-
nata, nego jo$ i sa generalisanim disipativnim silama. Imajuéi
u vidu te &injenice u radu [?il se pretpostavlja da su infinite-
zimalne transformacije vremena i generalisanih koordinata neza-
visne 1 da te transfofmacije zajedno sa disipativnim silama od-
. redjuju infinitezimalne transformacije generalisanih brzina. Za
tako pretpqstavljene transformacije izvodi se Neterova teorema,
inverzna Neterova teorema i Neter-Besel-Hagenove jednaline. VazZ-
no je napomenuti da je Neterova inverzna teorema [5] . ELEE] (za
svaku konstantnu velidinu odgovara jedna infinitezimalna tran-
sformacija koja ostavlja integral akcije invarijantnim), bila

manje razmatrana, mada je to jedna veoma znafajna teorema teori-
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jske mehanike, moderne fizike, posebno kvantne mehanike i kao
takva vrlo interesantna za prouavanje. Medjutim, do pojave po-
menutog rada 1 ova problematika je bila ogranidena na proula-
vanje samo mehani&kih sistema sa iskljudivo potencijalnim sila-
ma.

Dobro je poznata &¢injenica da je u mnogim sludajevima
kao na primer u dinamici &vrstog tela 1 neholonomnoj mehanici
jednostavnije proudavati probleme koristeéi umesto stvarnih ko-
ordinata, kvazikoordinate. Imajuéi to u vidu u radu [ii] se uo-
p3tava Neterova teorema, inverzna Neterova teorema i Neter-Be-
sel-Hagenove jednadine za mehanidke sisteme u kvaz1koord1nata-
ma i nalaze odgovarajuc1 integrali kretanja.

Prilaz Djukiéa i Vujanoviéa smo naveli s obzirom na
vaznost doprinosa koji su dali, njegovu aktuelnost, kao i inte-
resovanje koje su pobudili kod naud&nih radnika koji se bave tim
problemima. ‘

Neki od rezultata Vujanoviéa i Djukiéa su proSireni od
strane drugih autora na osobine invarijantnosti holonomnih dina-
mid¢kih sistema sa vezama koje zavise od vremena i LagranZijana
koji su godz (gauge) invarijantni pod dejstvom simetri&nih in-
finitezimalnih transformacija.

Neterova teorema sa teorijskog stanovidta izaziva in-
teresovanje i sa fundamentalnog stanovista, tj. sa stanovista
njenog izvodjenja na drugi nadin kao na primer u radu [éél.
ovom radu je dat potpuno novi prilaz Neterove teoreme formalno,
konceptualno i prakti&no. Generalisana Neterova teorema [?ﬂ je
razmatrana nezavisno od koordinatnih transformacija, oblika va-
rijacija ili &ak egzistencije LagranZijana gustine simetrije

invarijantnosti.



4. DOSADASNJA PRIMENA NETEROVE TEOREME U MEHANICI
KONTINUUMA

Primena Neterove teoreme u mehanici kontinuuma do skora
nije bila predmet interesovanja niti istraZivanja. Interesantno
je napomenutli da je Neterova teorema u mehaniku kontinuuma udla
"na mala vrata". Prva oblast mehanike kontinuuma u kojoj su se
pojavili novi zakoni konzervacije bila je teorija defekata kri-
stalne resSetke i teorija loma i prskotina.

Eshelby je u svom radu [?ﬂ » posveéenom teoriji konti-
numa defekata kristalne resSetke, izveo povr3insku integralnu re-
prezentaciju za "silu na elasti¢nu singularnost ili nehomogenost"
koja u otsustvu takvih efekata daje zakon konzervacije za regula-
rno elastostatilko polje svojstveno homogenim, ali ne neophodno
i izotropnim &¢vrstim telima pri infinitezimalnim deformacijama.
Isto tako je napomenuo da taj razultat, kada se pravilno inter-
pretira, ostaje striktno vazeéi za konac¢ne deformacije &vrstih
tela.

Dvodimenzionalni analogon zakona konzervacije koji poka-
zuje nezavisnost putanje liniskog integrala za ravno elstosta-

ti¢ko polje
f(\X/n,;—t,jer,inﬁdf-a (4.1)
c

nezavisno je uveo Rice u svom radu [{] posvelenom analizi koncen-
tracije napona blizu krajeva naprsline i demonstrirao je njegovu
vaznost u vezi sa asimptotskom analizom singularnih naponskih
polja. Ovaj integral je inade poznat ne samo kao zakon konzerva-
cije, nego i kao integral J-tipa. U ovom radu je posmatrao infi-
nitezimalne deformacije, ali je dopustio i moguénost nelinearnih
" naponskih relacija.

Fizid&ka interpretacija linijskog integrala koji je uveo
Rice lﬁ] zasniva se na energetskoj kvazi-statidkoj ekstenziji
pukotine. Rezultat koji je dat u rddu [ﬁ] odnosi se na raniije

istraZzivanje Sandersa [29] i Cherepanova EB(B . Pored znac¢ajnog
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teorijskog interesa, zakon konzervacije (4.1) je od praktiéne
koristi vezane za direktne asimptotske analize geometrijski po-
budjene pojedinadnim naponskim koncentracijama, kao na pr. one
koje nastaju u pukotinama i zarezima.

Primene ove vrste mogu se nadéi u [1] . [3(3 i odnose se
u veéini sludajeva na neelasti&na pona$anja, kao i u radovima
b B4

Trodimenzionalni zakon konzervacije moZe se jednostavno
iskazati na sledeéi nadin:

Neka su (xl, Xy x3) pravougle Dekartove koordinate i
pretpostavimo da su u, 246 komponente pomeranja i napona res-
pektivno, vezani sa trodimenzionalnom infinitezimalnom defor-
maciom homogenog elastidnog tela u otsustvu zapreminskih sila.
Neka je W(x) gustina energije deformacije tadke sa vektorom po-
lozaja x. |

Ako je S bilo koja zatvorena povrsina na kojoj ili unu-
tar koje vaZe jednadine ravnoteZe i veze izmedju napona i gra-
dijenata pomeranja infinitezimalne elastidnosti, trodimenziona-

lna analogija nezavisnog integrala (4.1) glasi

J(Wni;txialc,ing’)d5=0 (4.2)

gde je n jediniéni vektor spoljne normale na S a ds oznadava
element povr3ine na S. Cinjenica da (4.2) sledi iz jednadina ra-
vnoteZe 1 relacija napon gradijent pomeranja i definicije W la-
ko se potvrdjuje pomoéu teoreme o divergenciji. U dve dimenzije
takav dokaz (4.2) dao je Rice [1] .
, Medjutim, takva ad hoc verifikacija ne daje nikakve in-

dikacije za:

1. njegove analitidke korene unutar teorije koja se ra-
zmatra kao i odgovor na pitanja

2. zaSto vazi

3. da 1li postoje i drugi nezavisni integrali.

Odgovor na ta pitanja dali su Knowles i Sternberg u ra-
du ﬁé]koji pokazuju da zakon konzervacije (4.2) i njegov dvo-
dimenzioni analogon mogu konsekventno da se izvedu koristeéi
Neterovu teoremu o invarijantnosti varijacionih principa zZajed-

no sa principom o stacionarnoj potencijalnoj energiji u elasto-



statici.

Prema Neterovoj teoremi:

Ako dati skup diferencijalnih jednadina moZe da se identifikuije
kao Ojler-LagranZzove jednaline koje se odnose na jedan varija-
cioni princip, koji ostaje invarijantan pod n-parametarskom
grupom infinitezimalnih transformacija, onda postoji skup za-
kona konzervacije koji su zadovoljeni svim reSenjima original-
nih diferencijalnih jednadina.

Na ovaj nadin izvedeno (4.2) se dobija kao posledica
invarijantnosti elastic¢nog potencijala homogenog elastidnog
materijala pri koordinatnoj translaciji.

Ako jelelastiéni materijal izotropan i homogen, elas-
tiZni potencijal se takodje ne menja pri rotaciji koordinata.
Ova osobina zajedno sa Neterovom teoremom kori%éena je za dobi-
janje drugog novog zakona konzervaciije (1.3).

Spomenuti zakoni konzervacije koji se odnose na inva-
rijantnost elastiénog potencijala pri translaciji i rotaciji os-
taju u vazZnosti u konadénoj elastidnosti pod uslovom da se od-
govarajuée veli&ime odnose na konad¢nu deformaciju.

Pokazuje se da vazi i treéi zakon konzervacije (1.4),
ali striktno za linearnu elastostatiku koji se odnosi na infi-
nitezimalnu invarijantnost elasti&nog potencijala pod jednom gru-
pom skalnih (scale) promena.

Pomenuta tri zakona konzervacije su kompletna u smislu
da su to i jedini netrivijalni zakoni konzervacije koji se db—
bijaju u lineafnoj eléstostatici koristeéi Neterovu teoremu i
primenjujuéi odgovarajuéu grupu transformacija.

Fletcher -u svom radu @Q] vr3i proSirenje rezultata
dobijenih u [ﬁé] primenom Neterove teoreme na linearnu elasto-
dinamiku. On u ovom radu dobija Sest zakona konzervacije od ko-
jih su prva tri poznati zakoni: '

a) zakon koli¢ine kretanja

b) zakon momenta koli¢ine kretanija

c) zakon konzervacije energije

a druga tri, proSireni zakoni konzervacije dobijeni u Bé] za
elastostatiku. Ovi zakoni konzervacije se izvode za ne3to opS-

tiju grupu transformacija od onih pod kojima su izvedeni zako-
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ni konzervacije u [ﬁﬂ » 1 pokazuje se da su to i jedini zakoni
konzervacije koji se mogu dobiti primenom Neterove teoreme na
linearnu elastodinamiku. '

Na ovaj nac¢in je zaokruZena primena Neterove teoreme za
nepolarnu linearnu elastid¢nost. Odmah se postavlja pitanje da
1i ju je moguée koristiti i u mehanici fluida ili polarnoj ela-
stidnosti? Odgovor je: da. I dat je u radu @i] gde su izvede-
ni zakoni konzervacije za linearnu mikropolarnu elastostatiku
koristeéi Neterovu teoremu. Zbog\specifiénosti problema ¥oris-
éena je nesSto opstija teorema Netera u modifikovanom obliku po-
godnom za primenu u mikropolarnoj elastostatici. Uvodeéi pretpo-
stavke koje su fizidki opravdane izvedene su koordinatne i vek-
torske transformacije kojima odgovaraju zakoni konzervacije u
obliku integrala J-tipa.

Na taj nad¢in se jos jednom potvrdjuje 3iroka moguénost
kori3éenja Neterove teoreme. i ukazuje na eventualnu dalju mogu-
énost njene primene u ovoj oblasti.

Logidno se sada nameée pitanie moguénosti primene Ne-
terove teoreme na mikropolarnu elastodinamiku i izvodjenja od-
govarajuéih koordinatnih i vektorskih transformacija i njima
odgovarajuéih zakona konzervacije koriséenjem iste. Razmatraju-
¢i ideje Knowlesa i Sternberga kao i Flechera i1 koristeéi metod
za odredjivanje koordinatnih i vektorskih transformacija prime-
njen u radovima [21] . [36] 5 [37] , daje se odgovor na to pitanie
Ste upravo predstavlja predmet razmatranja ovog rada.

U svim citiranim radovima dominantni deo je posvedcen
linearnoj teoriji kontinuuma. Izuzev rada Knowlesa i Sternberga,
u ostalim radovima nije razmatran problem nelinearne teorije me-
hanike kontinuuma i ona ostaje otvorena za ispitivanje moguéno-
sti primene Neterove teoreme. Drugi vaZan momenat je vezan za-
otsustvo zapreminskih sila u problemima mehanike kontinuuma,
kojem bi u racionalnoj mehanici odgovarao slu&aj problema holo-

nomnih sistema sa potencijalnim silama.



5. PRIMENA NETEROVE TEOREME U MIKROPOLARNOJ
TEORIJI

5.1. Osnovne napomene

Mehanika kontinuuma je bazirana na pretpostavci o nepre-
kidnosti materije. U sludaju kada se deformise telo kona&ne za-
premine v, tada se podrazumeva da je zapremina v tela u potpuno-
sti ispunjena‘materijom. Drugim redima, pretpostavlja se da u
svakoj tac¢ki zapremine v postoji materija. Jasno da ovakve pret-
postavke imaju svojih pogodnosti, jer se na taj nadin fizicke
predstave o materiji uskladjuju sa geometrijskim predstavama o
prostoru. Pored toga, na ovaj nadin se omoguéuje primena teeriije
polja, Sto je veoma bitno u teorijskim istraZivanjima. Medjutim,
fizi¢ka je ¢injenica da materija nije neprekidna, veé poseduje
diskretnu strukturu. Ovo nameée pitanje: Ima 1i smisla i u kojim
sluajevima pretpostavka da je materija neprekidna? Odgovor na
to pitanje se dobija ako se posmatra talasno kretanije kroz stru-
kturu. U sludaju kada su talasne duZine veoma velike u odnosu na
rastojanje izmedju dve susedne materijalne tadke strukture, tj. u
sludaju kada je u talasnoj duZini sadrZan veliki broj materijal-
nih tadaka, moZe se rastojanje izmedju materijalnih ta&daka zane-
mariti, tj. pretpostaviti da je materija neprekidna.

Kratko re&eno, mehanika kontinuuma proudava makroskopsko
pona3anje realnih materijala pod dejstvom spoljadnjih efekata i
zbog  toga predstavlija tzv. fenomenolodku teoriju.

’ Mikrostruktura realnih materijala ima, medjutim, uticaja
na njihova makroskopska ponasanja. Korektno opisivanje pona3anja
realnih materijala ne moZe se, prema tome, udiniti bez uzimanja u
obzir njihove mikrostrukture. Iz tog razloga u mehanici kontinuu-

ma su formirani i takvi modeli u kojima se obuhvata utieaj mikro-
| strukture na makroskopsko ponasSanje. ,
Klasi&an model kontinuuma pretpostavlja da se materijal
sastoji iz neprekidno rasporedjenih materijalnih tadaka &ija po-
meranja u potpunosti odredjuju kretanje, odnosno deformaciju ko-

ntinuuma. Takav model prema tome, karakterisan je sa tri lokalna



stepena slobode i ne uzima u obzir uticaj mikrostrukture na mak-
roskopsko ponasanije.

U tom sluCaju naponsko stanje, asocirano polju pomeranija,
opisuje simetridéni tenzor napona, jer se uzimaju u obzir samo pr-
vi gradijenti deformaciie.

Uzimanje u obzir mikrostrukture na ponasSanje materijala
dovodi do poveéanja broja lokalnih stepeni slobode. To poveéanie
se dobija na taj nadin 3to se svakoj materijalnoj tadki pridoda
izvestan broj vektora orijentacije &ija je deformacija nezavisna
od pomeranja materijalnih tadaka.

U sluCaju mikropolarnog kontinuuma, koji su formulisali
AfC.Eringen i E.S.Sunhubi Bi], moZe se intrepretirati kao orijen-
tisani kontinuum sa tri nedeformabilna vektora orijentacije, &ija
je rotacija nezavisna od pomeranja tacaka kontinuuma. Imajuéi u
vidu da se vektori orijentacije ne deformisu, veé samo kruto ro-
tiraju nezavisno od pomera nja tacaka kontinuuma, onda ovakav
model kontinuuma ima $est lokalnih stepeni slobode. Model konti-
nuuma sa mikrostrukturom formiran je iz razloga $to ee pokazalo
da za opisivanje pona3anja nekih materijala, klasi&ni model nije
dovoljan. To se prvenstveno odnosi na tzv. materijale granularne
strukture, a potom i za fluidne suspenzije, polikristale itd. Sva-
kako je znadajno napomenuti da je model kontinuuma sa mikrostruk-

turom uveden proucavajuéi elastidne materijale.

5.2. Model. Kretanje i deformacija

, Veé je red&eno da su model kontinuuma sa mikrostrukturom
formulisali A.C.Eringen i E.S.Suhubi Bé], prvenstveno prouclava-
juéi elastidne materijale. Da bi obuhvatili uticaj mikrostruktu-
re na makroskopsko pona3anje materijala, posmatrali su mali ele-
ment tela &ija zapremina ima graniinu vrednost ispod koje se, iz
fizidkih razloga, ne moZe iéi a da se materija u njemu moZe smat-
rati neprekidnom. Takav element tela oni su nazvali makroelement.
Prema tome, telo kona&ne zapremine V, ogranidene zatvorenom pov-
r3i S, sastoji se iz velikog broja makroelemenata zapremine 4V,

a svaki makroelement sastoji se opet, iz velikog broja mikroele-

menata zapremine d4dV?
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Neka se sada telo S , zapremine V ograni&ene zatvorenom
povrSi S u poletnom trenutku vremena t, nalazi u nedeformisanoj
konfiguraciji Ko’ koju éemo smatrati pocletnom. U deformisanoj
konfiguraciji K, koja odgovara trenutku vremena t)>to, telo &e
imati zapreminu v ogranienu zatvorenom povr3i S.

Makroelement dV tela 9 usled deformacije prelazi u makro-
element dv a mikroelement dV?’> mikroelement dv’. Pretpostavimo da
u mikroelementima nema izvora mase, tako da njihova masa ostaje
ouvana tokom kretanja. Na isti nad¢in i masa makroelementa ostaje
oduvana.

Sa feﬁemenoloékog stanoviita materijalna tadka m’ kromor-
fnog kontinuuma je ekvivalentna deformabilnom telu koje se homo-
geno deformiSe, za razliku od materijalne tadke mikropolarnog ko-
ntinuuma kocd koga su materijalne tadke ekvivalentne krutom telu.

Neka je C(Xk) centar mase makroelementa zapremine dV,
posmatran u odnosu na sistem materijalnih koordinata Xk. PolozZaj
proizvolijne tadke A(Xk) makroelementa, koja reprezentuje jedan
mikroelement, moZe biti odredjen u odnosu na C(Xk), vektorom Dk

tako da je
1K K ' ¢ '
X%=X"+]) (5.1)

u odnosu na isti sistem materijalnih koordinata, jer pretpostav-

ljamo da je rastojanje izmedju tadaka C(Xk) i A(Xk) infinitezi-

malno.

Pri deformaciji, nakon vremena t, makroelement zapremine dV pre-
dje u dv, tadka c(x%) u tadku C(xF) i vektor DX u vektor df tako



da Je

x ="+ d (5.2)

u odnosu na posmatrani sistem koordinata x, pri Zemu je

d'c=d'°()('<,0,x£) (5.3)

Razvijajuéi (5.3) u stepeni red i zadrzavajuéi se na prvoj aprok-
simaciji dobijamo

dt=_Xf°KﬂK (5.14)

VeliéineJZ::nazivaju se gradijenti mikrodeformacije i karakteri-
Su homogenu deformaciju makroelementa i nezavisne su od kretanja
njegovog centra masa.

Kretanje kontinuuma sa mikrostrukturom je tada u potpu-

nosti odredjeno nezavisnim sistemom jednadina
! 4
x®= 2 (X" t)
x x L
‘X'k= -K(X,f)

gde prva jednadina u (5.2.5) oredjuje pomeranje tad¢aka kontinuu-

(5.2.5)

ma prema tome i translatorno pomeranje, dok druga odredjuje ne-
zavisnu rotaciju.

S obzirom da je tenzor ‘)Cfi ortogonalan zakljudujemo
da ima tri medjusobno nezavisne koordinate. Uslov ortogonalnosti

moZemo napisati u obliku

Frk=Xee  (X=X) (5.2.6Y

U tom sludaju (5.2.2) glasi:

7 4

™=+ X 0" (5.2.7)

Ako (5.2.7) diferenciramo po vremenu dobijamo



= ?)"c+)’,'°ed£ (5.2.8)

Sto predstavlja izraz za brzinu proizvoljne tadke makroelementa

pri &emu je
—_ X K
Yee=_Krx X'e (5.2.9)

definisano u centru masa makroelementa i odredjuje trenutnu br-
zinu rotacije a naziva se giracioni tenzor. U teoriji mikropola-

rnog kontinuuma giracioni tenzor je antisimetridan,

Vg =— Vo, (5.2.10)

i prema tome ima tri medjusobno nezavisne koordinate.

. .. ‘s x .. ‘s
Gradijenti mikrodeformaciije ~}1g' mogu se predstaviti gradije-
. . . x . . o . - .
ntima mikropomeranja 7QK- na istli nad¢in kao 1 gradijenti defor-

macije sa gradijentima vektora pomeranja tj.

f_f,,_-gfi.,ﬁ’i (5.2.11)

. . x
S obzirom da je j(1{ ortogonalan tenzor, na osnovu (5.2.6), sle-
di

m
P I_)ae‘c P PTe =0 (5.2.12)
odnosno u linearnoj teoriji

(5.2.13)

Tenzoru f;g odgovara vektor mikrorotacije Y definisan sa

x;==<5d%m ﬁaﬂl

Poznato je l?g dd su pogodne mere relativne deformaci--

je za i1zotropne materijale tenzori
]



(5.2.14)
xy =5

gde u, predstavlja vektorsko polje pomeranja a é%yn je trodime-
nzionalni alternativni tenzor.

Odgovarajuée jednacine kretanja mikropolarnog kontinuu-
ma su [35]

tut,x +pfe =5 Z‘e
M€ x *szmfﬁnn'tfég=ﬁ£ji%

gde su: fxe tenzor napona, @ gustina mase,ﬁ zapreminska sila,

(5.2.15)

Mef tenzor naponskih spregova,é& moment zapreminskih sila,]ﬁ;e
tenzor mikroinercije.

Pored toga jednad¢inama polja (5.2.14) pridruZujemo kons-
titutivne jednad¢ine, pretpostavlijajuéi postojanje skalarne vred-

nosti elastidnog potencijala W( fg s ’ctj ), u obliku

2, =N

IEy; (5.2.16)
1%
"‘?'*'ax;~
Pretpostavljamo da je W neprekidna i diferencijabilna funkcija

svojih argumenata. Ako pretpostavimo da nema inicijalnih napona,

u linearnoj teoriji, ona je kvadratni polinom oblika

4 1
W=7 Agixe Esj Ene + 7 B iy %ong (5.2.17)
gde su
Az:j:c£=)) 5xe+ Jw ""!3‘2(‘5:: (5.2.18)
Byjxe = T,8,; dee + 15 J; 5' GGdiedje  (5.2.19)
materijalni izotropni tenzori a )Q ,)Q ,f;, 1.Z3 mate-

rijalne konstante.
Za pisanje jednadina kretanja u odsustvu zapreminskih
sila (5.2.15) u kompaktnom obliku, koji je pogodan za nasa da-

lja razmatranja, pogodno je izraziti (5.2.14) na sledeéi nacdin:



‘£#C==a%ff'-é;£x4)%

ﬂhbc"’yapc
Gr¢ki indeksi uzimaju vrednosti 0, 1, 2, 3, dok Latinski indeksi

uzimaju vrednosti 1, 2,3, a sabiranje se vr3i po ponovljenim in-

(5.2.20)

deksima. Sa R oznadavamo &etverodimenzionu oblast
R=[0T]~D
¢iji je tipidni element .
xi OC=‘L
Sec = t =4

Dalje, definiéemo

-
Ayt L=j,p=¢
Aceng=1 PO =0
L 1/ - R
: (5.2.21)
Byre o=y, 3=t
Biucp= | ~$7% -f=0
0
Lagranzijan gustine definiZemo na sledeéi nacdin:
L=W— L ot Uy -5 07 PP (5.2.22)
| er’ 443 ‘z.ﬂ7 z/z .2,

Koristedi (5.2.16) i (5.2.21) moZemo LagranZijan gustine (5.2.22)

napisati u mnogo kompaktnijem obliku:

(5.2.23)

L=24- A,;,c,c/gf,:,cf;sd +thz'¢ck/‘5 Kioe K

Na osnovu (5.2.20) jasno je da se (5.2.23) moZe napisati u obli-

ku

L@fac,r;;,‘-):.-:x(ﬂgd,)g,)ﬂw) (5.2.24)



gdecgfnpredstavlja isto tako LagranZijan gustine.
Koristeéi (5.2.16), jednadine kretanja (5.2.15) u odsust-

vu zapreminskih sila, moZemo napisati u obliku:

JL
) =0
Q&ac)ac (5.2.25)
L
6Umaa)af vt‘agpc =0

5.3. Specijalni sluaj Neterove teoreme

Videli smo da je Neterova teorema bazirana na pretpo-
stavci da je osnovni integral invarijantan pri odredjeno] grupi
transformacija i da je o Qelikog znadaja u primenama teorije
pola jer ustanovljava postoianje i ta¢nu prirodu izvesnih zako-
na konzervacije koji rezultuju iz datih zahteva invarijantnosti.

Pretpostavimo da nam je data funkecija H( &, ujs u; o,
*% ”pipc) klase C od 34 nezavisno promenljivih koje su sve

funkcije & , koje je dato sa (5.2.21), tj.

U=U, (506_‘)
Ztgpc==2‘i<fic)
=% (3.)
¥ (3c)

Pretpostavimo dalje da nam je4data jednoparametarska familija

(5.3.1)

transformacija klase C u obliku

A =32(3.4.7;7)

?l;(:},?,t,_f,-y) (5.3.2)
=5(3,2.259)

U sludaju % =o zahtevamo da se transformacije redukuju na iden-

tidnost, t3j.



%
5& = j‘c
»
Uj=Uy
| 7=
U tom sludaju moguée je (5.3.2) izraziti u obliku

Se=3,+:(5.4,9)7+07)
Z<:==Zei+/§f<;§)zz’2:).z +¢Zﬁzz) ?uao

(5.3.3)
=% +&(3,4.2)7+97)
gde je po definiciji
e ( )
Ig=0
/= Z"')
17=9 (5.3.4)

& = (c?)a')/zgo .

Neka je sada funkc1ona1¢ na osnovu uvedenih funkcija za bilo
koja vektorska polja u i)f dvostruko diferencijabilna na D x[@,qﬂ

definisan sa

-
75{?!,2:’}-;_[0]//(5 U VUL P P P)dedt (5.3.5)

i tako definisano'¢'smatrajmo dopustivim funkcionalom odredje-
nim sa H podoblasti f za svaku regularnu otvorenu oblast D u

E. Sada moZemo formulisati sledeéu teoremu.

Teorema 5.3.

Neka D bude oblast u £33 neka¢ bude dopustivi funkei-
onal u D generisan sa H. Neka (5.3.2) bude regularna familija
koordinatnih i vektorskih transformacija. Pretpostavimo da su
u ijf vektorska polja koja zadovoljavaju Ojler-LagranZove jed-

Haue ()= 55 [ He o (X)]=0
Hope(X) = 5 [ H,hepc (X)]=0

gde je X=X{x U vu 2 ¥ vl ¥
o~ e dar ) ~ P 9 e~y

naine

(5.3.6)



Onda je P infinitezimalno invarijantno u (u,? ) u odnosu na
(5.3.2) ako i samo ako vektorska polja (2,2?) zadovoljavaju

é[ﬂ'”r“éx + 8 H 0 e + olcH [=0 (5.3.7)

gde je .
P =fhs — Ui e
L= J: - ﬂ‘,ac Oc;c

'aOCc,ﬂ,; , i 8: dati su pomodéu (5.3.4).

Stavise, (5.3.7) je ekvivalentno zakonu konzervacije u integra-

(5.3.8)

lnom obliku

f[ﬂ”,u@c +.Zi/7';ﬂ%,c +°<;cﬂ]ﬂ,,cd3=0 (5.3.9)

za svaku povrsinu S koja je granica regularne podoblasti D pod
uslovom da je nge jedinidni vektor spoljne normale na R.
Jednadine (5.2.20) 1 (5.2.24) daju veze

IX _ 3L
QZL.,x I e

dL
:97— =~ Ceetns S (5.3.10)
oz a7
3P = Inge

koje su nam potrebne da bismo primenili Teoremu 5.3.

Za dalja konkretna 1stra21vanja birame H u Teoremi 5.3. da bude

XL tj.

”@z‘,%,u;,x,ﬁ,)%,c)so’@(ﬂgﬂ’ﬂ-,)?;fc)_ (5.3.11)

Restrikcija na H data sa (5.3.11) jasno pokazuije da se (5.3.6)
redukuje na '

Foze R tne =0

' (5.3.12)
02:)",‘, &co?f’ y,cx-—O :
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Koristeéi (5.3.10) Ojler-LagranZove jednaline (5.3.12) sada se

redukuju na jednadine
81.)
JE&{ ff——o

IL IL
o) e B =0
koje vaze zbog (5.2.25).

(5.3.13)

Sada moZemo formulisati sledeéu teoremu.

Teorema 5.3

Neka D. bude oblast u trodimenzionalnom prostoru E3 i pre-
tpostavimo da u D, polje pomeranja u i polje mikrorotacije‘lf za-
dovoljavaju jedna¢ine kretanja (5.2.25) za linearne homogene izo-
tropne elastiéne'mikropolarne materijale. Tada vaZzi sledeéi za-

kon konzervacije:
d
E[Pz:oz‘:uz-# #2p C, Bne + Fex X [=0 (5.3.14)

Korisnost Teoreme 5.3. kao sredstva za izvodjenje zakona konzer-
vacije u mikropolarnom kontinuumu zavisi od postojanja regular-
nih familija koordinatnih i vektorskih preslikavanija (5.3.3).
Nas sledeéi zadatak sastoji se u tome da pokaZemo da za-
ista postoje familije preslikavanja (5.3.3) u odnosu na koje je

¢ infinitezialno invarijantno u (u, P .

5.4, Inverzna Neterova teorema

Na osnovu ovde izloZene Neterove teoreme videll smo da
se mogu dobiti odgovarajuéi zakoni konzervacije. Osnovni prob-
lem pri iznalaienju tih zakona konzervacije vezan je za nalaZenje
odgovarajuéih koordinatnih i vektorskih transformacija (5.3.3)
pod kojima je funkcional ¢ infinitezimalno invarijantan. Na os-
novu iste teoreme moZe se zakljuliti da postojanje vektorskih po-
1ja (E,Z?), koja zadovoljavaiju (5.3.6), i uslova infinitezimalne
invarijantnosti¢ povladi za sobom da (B’f) moraju zadovoljavati
(5.3.7).

Ove relacije u tom sludaju predstavljaju jedine podatke

na osnovu kojih se mogu odrediti traZene transformacije. Medjutim,



iz (5.3.4) i (5.3.7) se vidi da se transformacije (5.3.3) mogu
odrediti samo do na linearni &lan po 9 . Ali velidine definisa-
ne sa (5.3.4) su i jedine koje su nam potrebne za odgovarajuée

- zakone konzervacije.

Prema tome, na3 zadatak se svodi na odredjivanje velidi-
na (5.3.4) u datim konkretnim sluc¢ajevima. Mi éemo se u ovom ode-
1jku zadrzati na razmatranju linearnih mikropolarnih elastodina-
mi&kih problema izotropnih tela. U tom cilju pre nego $to pre-
djemo na formulaciju teoreme za ovaj sluZaj, dajemo diferencija-
lni oblik (5.3.14) koji éemo dalje koristiti

J
E[Piéz:ugx + i g+ [=0, (5.4.1)

Teorema S5.Uu. ,
Pretpostavimo da razmatramo mikropolarni izotropni ela-

sti&ni materijal i neka je funkcional ¢ dat pomodu

-
¢—=ff02:’(vu,zl,?,v7°f)d.tdt (5.4.2)
oD

gde je & LagranZijan gustine dat sa (5.2.24) a D ogranicena
regularna podoblast u E. Neka su (5.2.23) i (5.2.25) zadovolje-
ni. U tom sluéaju¢ je infinitezimalno invarijantno u (E’Z )
pod skupom transformacija (5.3.3) ako E,i)f zadovoljavaju jed-
na&ine (5.2.25) za svako D ako i samo ako su ole , By i da-

ti sa

g = A

P = Cye Zy G + s (5.14.3)

& =C

gde su Qg » 6,; » & 1 @i realne konstante.

Dokaz Teoreme 5.H4.
Iz Teoreme 5.4. videli smo da (5.4.1) va3i za izotrop-

ne mikropolarna elastodinamicka tela. Koristeéi jedna&ine



(5.2.24) 1 (5.3.10) zakon konzervacije (5.4.1) moZe biti napi-

san u obliku
d [ dL
-y / > A .u.
35«: P"Jf 2"3;\': OQcLJ=' (5 4)
Smenjujuéi jednacine kretanja (5.2.25) u (5.4.4) dobijamo

ﬁ-‘—;—crw g‘% J‘,,C+Lo(&g,=0 (5.4.5)

gde su e i.Sﬁf dati pomoéu
Tioc = Prioc — Cxicts Zn *+ Croc,p °%
=Pipc— U g Cp ot — Exciocs &
Sie= Lipc + Kict B Ca
= &g — Y4p G,

ili u razvijenom obliku

Vict =(Bipt +[Bitn Un o Bt Yr oo — Ui a0
-Zé,so%unan,c—%,eo% ﬁ,c"fma@g'

(5.4.6)
Siec =85 +85 0, Unpe #8540, Yope — et 55, 5~
_ﬁ;po%’%aa,w_ﬁﬁo%’&)g‘# (5.4.7)

gde smo koristili (5.2.20) i (5.3.8).
| Zamenijujuéi (5.2.20) u (5.4.5) imamo da je

Aa;a;g(f ’é,c.*fz;ca(,b,,s)f,?, *+Diexp (?.S',;,c Ao 8 'g)lc,.;a=-0 (5.4.8)

Izraz (5.4.8) mora biti zadovoljen bez ikakvih ograni&enja na
ﬂayci)%ff da bi LagranZijan bio infinitezimalno invarijantan u
odnosu na (5.3.3) tj. zahteva se da odgovarajuée koordinatne i
vektorske transformacije (5.3.3) ne zavise od materijalnih oso-
bina kontinuuma. Ovaj zahtev je sa fizilke strane potpuno opra-
vdan jer zakoni konzervacije, bilo koje vrste, vaZe za sve vrste

mikropolarnih materijala i ne zavisni su od njihovih materijal-
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nih svojstava. Sa matematidke tadke gledi%ta to je ekvivalentno
zahtevu da su izrazi uz nezavisne koeficijente Y, , Y, , Vs f;
Z,Ts, % i J Jjednaki nuli.

U tom sluéaju oc¢igledno je da u (5.4.8) mora biti posebno

?

wap(?’;-,cv*fwoge,/s)é; =0 (5.4.9)

5.-4,-/3(25,;‘.4-&:“ oqg,,s) zc,%=0 (5.4.10)
S obzirom na (5.2.21) i gore navedene zahteve ovi izrazi postaju

P: (2ro+Catap)lsy=0

(27 +&i Gs,) €55 =0 (5.4.11)
(2 rj+&; ap)ey;=0

(27 +EyoGam) =0
(23,-04-%095,,3)'&'0"0 (5.4.12)

(2 S+ %uc o) 75 =0
(255 + xoGs,8) % =0

(25}9- + Ky o(.;gig) Kjg =0

N }\ﬁ Qﬁ '\‘ NS N!' "?

Ispitivanje ovih jednakosti vrSiéemo odredjenom logikom.

Izraz uz @

-~

Koristedi (5.4.6) u sludaju o =0 izraz (5.4.11) moZe da
se napiSe u obliku '

[ 2P0+ 28 unlno+ 2355 Yoo ~ L2 s o0~
2 U p Kt Un o — LUz s 8,7 Yo p *
U o (o 5+ 21 Um g5+ 8 15, o )] U =0 (5.4.13)

Posto suocl_.f.,/gb- i 6‘; nezavisni po ZL,,’fl)‘,’,,ac sledi da linearni, kva-
dratni i kubni &lanovi po Zl,;,,,c i )‘;;du (5.4.13) moraju pojedinad-

no biti jednaki nuli tj.:



Linearni ¢lan po 2
£
(Z/a’s,a +Z/3i,>5. 7%,,)24-,0 =0 (5.4.114)
Kvadratni ¢lan po Zl,;,‘,c

(2B st Unio—2 s 5060 ~ DUisp Xy —
- 2U; G, , Y00— 2 Uiploy, Y o

2,

(5.4,15)
+uz}>o Océl;&-fai,ad.},&,gdﬂ/’az’od;,pn&,q]ug;,o:o
Kubni &lan po Uy ¢
/’ .
LUz jaun Unp +Us00GuUn,j +
(5.4,16)

*Z[z',a OC’.;,u,, Unp -2 az;a OQ;un Zlogo)z{»i,a‘f a
Iz linearnog ¢lana s obzirom na nezavisnost od Zli’cc i ﬂ,ﬁc imamo
feo=0

Pive=0

Grupisudéi u kvadratnom &lanu (5.4.15) &lanove po Z(,;,x imamo
[ 2 ﬁ:.‘,u,,, Un ,0 -2 047,02(1:,0 -Z °‘-, Ynﬁz,o az’,a +
+ g g0 + a0 Yo 0 Zl:,',J Uso *
[ 2eG 0~ LG Yoo JUs U=

Jednadina (5.4.18) mor}a biti zadovoljena nezavisno po kvadratnom

da je

(5.4.17)

(5.4.18)

i linearnom delu po Uip t7.

[2/5:,unln 0 = Lao Uso= 20,3, % p s 0 *
+l 5 Usp + .y, Y,olio [ Uso =0
[2eGG0— 2G5, Yo Ui ; Uig=0

gde su iskoriséeni uslovi (5.4,17).

(5.4.19)

1z (S.u.192) direktno sledi, s obzirom na linearnost jednadine
po ¢lanovima ?[g;a i Zl::J , da je
oG,0=0

_ (5.4.20)
OC}',fn‘-a
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Na isti'naéin, zbog nezavisnosti izraza odZ@pifao (5.4.192), mo-
Ze se napisati nezavisno po kvadratnom &lanu odZQpi.linearnom

¢lanu po ):',o

[ Zﬂh,un Upnyo -2 o oli:,0 "OCA‘;g"ai,o_] U, ,=0

(5.4.21)
°<%gixz“9zégozéu9=qz
Vidimo da iz (5.u.212) neposredno sledi
Loy, =0 (5.4.22)
kao koeficijent uz meSoviti &lan.
Zbog toga’(5.4.211) postaje
["[4‘,3" Us o + 25 uplno—2Aa0 Zliﬂ.] Ui 0=0. (5.4.23)

Diferenciranjem (5.4.23)'@3&&pdobija se

[~ 2t 5 (B tss=0,

odakle neposredno sledi da je

/4(5,14,- =‘j"(°%;g«~20&,)t% (5.4%.24)

Izraz uz j

S obzirom na (5.2.20) i (5.4.7) moZemo (5.4.121) napisati

u obliku

[ 285 + 28y Uno+ 280+ 230 g~
~ 21 Xty Uno— 2V s X 0 Y o +
+ﬂ,o(06‘f’&+#’unaﬂ,p+db,% z',ﬁ).]ﬂ';o-—-o’ (5.4.258)

Iz istih razloga kao i u prethodnoﬁ sludaju, podto suelpi 3: ne-
zavisni odZ@;i Z&¢y sledi opet da linearni, kvadratni i kubni
&lanovi polieci KL¢11 (5.4.25) moraju biti nezavisno jednaki nuli:

Linearni &lan po %o

[ 24, #2814 Unyo | 0= (5.4.26)



Kvadratni &lan po f;a
?

Zrz? :sza 1?7: anzéwo
"1?7ap¢i;zg¢ no” ioGQEJ‘*

(5.4,27)
zg,zén unz‘n¢1]7 Zp 0.
Kubni &lan po )a,
[ ‘Qy;ﬂ"( Yo 2)0,0"47)04 no? (5.14.28)
* R0 55,00 Y, + Yo %ot Yoo [ Fr0=0. -
Zbog linearnosti poxza iz (5.4.26) sledi
3%0"0
(5.4.29)
g;:,u,,=0

U tom slucaju, koristeéi (5.4.29), kvadratni &lan (5.4.27) se

raspada na kvadratni poX, i meSoviti deo
[28:;74 yfl’a —'Zd’o’a ﬂ’a-l-ﬂ;,o x&‘,g"]yi’a=o (5.4.30)
OCoa,,uzc,ayo)ip =J. ’ (5.4.31)
O¢igledno iz (5.4.31) neposredno sledi
oc,,,un=0. (5.4.32)

D1ferenc1re]u01 (5.4, 30) po”o i sredjujuéi na isti na&in kao
i (5.4.23) dobijamo

(,,,o)—-——@@r 20‘5)9. (5.4.33)

Kubni ¢lan (5.4.28) s obzirom na (5.4.20) i (5.4.22) je, iden-
tidki zadovoljen.
Imajuéi u vidu (5.4%.32) kubni ¢&lan (5.4.16) moZe se sdda napi-

sati u obliku

G5ty ( Usio Un,j —2Usz; Ung)=0 (5.4.34)



odakle posle kraéeg radunanja sledi da je

"C,j,un:o (5.4.35)

odnosno na, osnovu (5.4.32) i (5.4.35),
L ttn =0 - (5.4.36)

Izraz uz )’t

Uzimajuéi u obzir (5.4.17), (5.4.20), (5.4.22) i (5.4.36),
(5.4.6) postaje

’&""ﬂr-‘,i +/)7z;u,, Un g "Z(f,,s X . (5.4,37)
Smenjujuéi (5.4.37) u (5.4.11,) 1 koristeéi (5.4.20) dobijamo
[Z/gtt +£ﬂz,u,,ﬂ;u fa[] 2Z[poQ‘
2 U GuGun Z(n,;—o(ZL,;,ooCo un Ung*
+le;°[&&*llu u,,Zé,,+Zl,,,_ofu,lZlno Z( '—0 (5.4.38)

Vodeéi racuna da sucéb 1ﬁk nezavisni od&%¢~1xa£ sledi da linea-
rni, kvadratni i kubni &lan polyperifecu (5.4.38) moraju pojedi-
na&no biti jednaki nuli tj.

Linearni &lan po Z[;"j

Z/Zi,,;Z(j’j=¢7. (5.4.39)
Kvadratni &lan po?; ;
| [2/51:,11, Un; —2U; .7 O ZZ[woéa;
+ Uy lyp | Z‘f,r=0 -

(5.4.40)

Kubni &lan po Z(,,J

[QZ(,,JOC#“Z{“, 224 0(%,2(:1,1
Ui G Un s [ Up,p=Y -

Iz linearnog ¢lana (5.4.39) imamo neposredno da je

(5.4.41)

/3z;,,;=5 (5.4.42)
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zbog linearnosti po ﬂ;d-.

Kvadratni &lan (5.4.40) moZemo napisati na slededéi nad&in:

[4?,/55,%%",,;’2”,;’]-09"-* ,;l-o@’&]Zlﬁp=0 (5.4.43)
-QC’Q,I: Z(i;a Zlf,f"—"a (5.4.44)

Iz (5.4.44) direktno sledi, s obzirom na linearnost jednadine

po élanovima&kp.ia%wp da je
Ky =0 (5.4.45)
Piguéi (5.4.43) u obliku

[Z/gi,u,,_‘?“’;;n +dc3';y£n]an,,;z{ﬂp=o (5.4.46)

i diferencirajuéi dva puta u odnosu na gradijente pomeranja &5

nalazimo da je

[ﬂf,ltc“d:‘.’,lc Mg,p&‘_,-]&j +[ﬂ,%.-—a(;;]:]dé,c =d. (5.4.47)

Ako sada u (5.4.47) izvr3imo konstrakciju indeksa, najpre u od-

nosu na k i 1, a potom u odnosu na i i j dobijamo

I(Biu; — oGy )+ (Br,ue— Ky + 3 Kt 46) 35 =0 (5.4.48)
gjgn,u".".gxn,n 2—3641-,‘& - (5.'4.'49)

Koristeéi (5.4.48) i (5.4.49) imamo

[in;— 0""’“‘1“@;« PR (5.4.50)

Kubni &lan (5.4.41), imajuéi u vidu (8.4.32) i (5.4.35), je in-

"dentilki zadovoljen.

’-~
Izraz uz <4

Koristeéi rezultate (5.4,20), (5.4.22), (5.4.29), (5.4.32),
(5.4.35) i (5.4.45) moZemo (5.4.7) za <&€=i napisati
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B

= 8ot *8im Fori— i B (5.u.51)

u tom slucéaju (5.14.122) postaje

[28:1]%; +[2858 Yoz —Cns on + )%,043:7;;]. =0 (5.4.52)
kako suog¢ i 3: nezavisni od Zl.:s,c_iz;‘,c to moraju linearni i kvad-
ratni &lan pox;,j u (5.4,52) pojedinadno biti jednaki nuli tj.

Linearni &lan po )3-,]-

-0, (5.4.53)

2&:%;
Kvadratni &¢lan po ).’,"j
2850, Yos = s i # Hx gps [ 5 =00 (5:45%)

Iz linearnog ¢lana (5.4.53) zbog proizvoljnosti ).;,j odmah sledi
Sspe=0. (5.4.55)

>

Kvadratni ¢lan (5.4.54) razmenom indeksa postaje
[23:,&—_?0@)“-*0(48.5&]):“: gg:"o. (5.4.56)

Uporedjujuéi (5.4.56) i (5.4.46) oligledno je da su istog obli-
ka. Prema tome, re3enje (5.4.56) dobijamo na isti nadin kao 1
reSenje (5.4.50) iz (5.4.46) tj.

4 -
J‘%— w=—z'oga&é;,. (5.4.57)

Izraz uz Z;

Uzimajuéi u obzir rezultate (5.4.20), (5.4.22), (5.4.29),
(5.4.32), (5.4.35) i (5.4.45), moZemo (5.4.7) za o€ =j napisati

jg=3:J+g;;,n&J_o(n,£)g‘,J, (5.4.58)
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Zamenom (5.4.58) u (5.&.123) i, koristeéi (5.2.20) dobijamo

[28:5 15 285000 = 2n ol ; + Yooy Lt ] Y5 =0. (5.4.59)

Zbog pr01zvoljnost1 z& i linearni i kvadratni ¢lan po)ﬁj mora
svaki za sebe biti jednak nuli:

Linearni ¢&lan pc>ﬂu
2487 .=0. (5.4.60)

Kvadratni &lan po zﬁ

(.28 it S 2% n g + 1 ; g_]?’ (5.4.61)

Vidi se da iz linearnog ¢lana (5.4.60) neposredno sledi

. .= (5.4.62)
&5 5=0.

Kvadratni &lan (%.4.681), koristedéi (5.4.57), postaje

(a(m — ol ; sn) | (5.4.63)
i1i B
(Cop gy — o 8) 155 Ype =0
§to neposredno dovodi do izraza
ipdy— g j B =0-
MnoZedi ovaj izraz sa Jgj dobijamo

4
c4x=304'7',j e . ‘ (5.4.64)

Na osnovu (5.4.20) i (5.4.35) zakljudujemo da jeeody funkcija

samo od X.

m
Izraz uz 1,5

Smenjujuéi (5.4.58) u (5.4.12) i koristeéi (5.2.20) moZe-
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mo napisati

[23:1’]&‘{2&’&}:,1—)0%,‘06%] '/‘}q;JOCJ:!‘] )s;i=0' .(S.H.BS)

Vidimo da je (5.4.65), s obzirom na (5.4.57), (5.4.62) i (5.4.63),
identic¢ki zadovoljeno.

Izraz uz ]4

Koristeéi rezultate date sa (5.4.17), (5.4.20), (5.4.22) i
(5.4.35) moZemo (5.4.6) pisati u obliku

'?j=ﬂ";j +/§_£,un2ln,j—u¢;noc1g- —é‘tg&. (5.4.66)

Zamenjujuéi (5.4.66) u (5.4.122) i koristeéi (5.2.20) dobijamo

[2B:; 2B s, Un,j~2Usisncln 5 — Ly S + g2l 5 ~Eye G st /

(Z(gj—f.:-,-,,,)fn =4d. (5.4.67)

Linearni i kvadratni &lanovi uzZ(gj, kao i linearni ¢&¢lan uz f;

jednad¢ine (5.4.67) su dati sa

Qﬂv ~Ein (2 # e Xaey) [Us 5 —
= Coim s (213, 1 U =Tl j Ui+ alles ) =0

(5.4.68)
4 7 . o
p— - _.7 = .
i‘?%QEN:nyk(??S;?*YZC<ﬁ{Q/C€ﬁnf;f=C7°
Nije te3ko pokazati, koriteéi (5.4.50) i (5.4.6u4), da je
Z&';ﬂu Zl,,“,- - Q';C;,J- le;n +d;ff‘,£‘a‘,j =07, (5.4.69)
Zamenjujuéi (5.4.69) u (5.4,68), dobijamo
ol e Spie w o~ NTo .
L‘.“ ‘,ji)j —(:’:T.K'(‘? 6% +i‘ocaaﬂa-)j’ Z‘,"j “‘:) : (5.4 . 70)
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Pos3to suﬂi;.i&? nezavisni od&%j, iz (5.4.70) sledi

2P ~Cie (P85 + Fekgy)=0. (5.4.71)
Diferenciranjem ovoga izraza po)‘é dobijamo sledeéu jednad&inu:

Vodeéi racuna da je ﬂi%ﬂ?=o na osnovu (5.&.172) imamo da je

-52‘7"' (245, + See G )=0.

Odavde sledi da je
24",;;,,% +J;go§,:£,=0, (5.4.72)
Zamenjujuéi jedna&inu (5.4.72) u (5.4.57) dobijamo
Xyj=0 (5.4.73)

U tom sludaju iz (5.4.2u4) i (5.4.50) sledi da je

o ) = X0 Sre .

Imajuéi u vidu (5.4.64) dobijamo
L G =0l =0
539G =Ae0=0,
odnosno, .

Ay g =0 . (5.4.74)

Jasno je da iz (5.4.50), (5.4.57), (5.4.73) i (5.4.74) sledi
ﬂ,;,uj’=0 , (5.4.75)
8ip=0 , (5.4.76)

ﬂ::,j-—-'é,,j,cé";c ) (5.4.77)



Izraz uz )Q

Ako iskoristimo (5.4.66) i zamenimo i (S.M.Bu) dobijamo

[ 25 +2fiup, Un ;~2UsnKn~DE sy br +sp U ~Ce T Harn|-

(Zl.f»i ~Ejem &)=0 .

(5.4,78)

Ako se uzme u obzir (5.4,73), (5.4.74) 1 (5.4.77) onda (5.4.78)

postaje identidki zadovoljeno.

Zaklju&ci iz potrebnih uslova

U prethodnom delu ovog poglavlja do$li smo do izvesnog broja og-

rani&enja koja su se odnosila na funkcijeolye, B; i&; koje su

nam karakterisale infinitezimalne delove transformacija.

Sada

sumirajmo dobijena ogranic¢enja i izvedimo odgovarajuée zakljulke
u pogledu oblika traZenih funkcijaog s ﬂ,; i cf: .

(5.4.79) o & =
(5.4.36) oq@%’=
(5.4.80) a(ﬂ’,s

(5.4.17) Bio =
(5.4.77) By =
(5.4.75) ﬁ,-%-
(5.4.17) Biy=
(5.4.29) 8o =
(5.4.62) 85 =
(5.4.29) o
(5.4.76) J;Gé

Analizom sumiranih ogranidenja

olo=a,

oCi=ay
/5i==é%ﬁc5§jck‘*£;

&i=Cs

0O 0o 0o O

vrlo lako je zakljuditi da je

(5.4.81)

(5.4.82)
(5.4.83)

(5.4.84)

gde su Q¢ ,ﬁL i & realne konstante.



5.5. Zakoni konzervacije

Na osnovu ovako dobijenih vrednosti za funkcije Oéb ,,6&
i.Jé nije tesko napisati eksplicitni oblik razmatranih transfo-
rmacija (5.3.2) pod kojima dopustvi funkcional (5.4.2) ostaje
infinitezimalno invarijantan. Zakoni konzervacije (5.4.1) u tom
sludaju proizilaze kao posledica primene posebnih koordinatnih i
vektorskih transformacija koje se razmatraju.

U nasem sludaju odgovarajuéi zakoni konzerwvacije dati su
sa (5.4.4), Vidimo da je za dobijanje odredjenih zakona konzerva-
cije potrebno u (5.4.4) odrediti funkcije Pr i gy . Iz (5.u4.4)
imamo onoliko nezavisnih integrala koliko imamo nezavisnih paro-
va funkcija P i &y . Iz (5.4.81), (5.4.82), (5.4.83) i (5.u4.84)
sledi da je nezavisan broj parova funkcija Pz i £s odredjen bro-
jem nezavisnih proizvoljnih konstanti.OQb ,A&; i Jﬁ . Lako je vi-
deti u tom sludaju da imamo sledece sludajeve:

i) Q#0 ;Q,--035;=0i6}=t?.u tom sludaju iz (5.4.81), (5.4.82),
(5.4.83), (5.4.84) i (5.3.8) sledi

o=y .
olo=0 f"f"-léfab ,
 A.=0 2e=-Y-a, (5.5.1)
& =0

a odgovarajuée familije transformacija su oblxka
S
t =t rya
*
L=y
»* ' (5.5.2)
Usp=U;
o
r-" = YQ: .
Na ovakav na&in uvedene transformacije predstavljaju translaci-

ju vremena a odgovarajuéi zakon konzervacije glasi:

a _i - - . __-L . 0. - a - .. - - . _

E[yl-fzfﬂjuj *23’1’3’5;7*;—1,[”»*9' v my]—-o. (5.5.3)
MoZe se izvesti zakljulak da op3tem obliku zakona konzervacije

(5.4.4) odgovara zakon konzervacije energije (5.5.3) koji sledi

iz osobine invarijantnosti LagranZijana pri vremenskoj translaciji.
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ii) £ﬁ,&03a¢_—.05 (=0 . Tada iz (5.4.81), (5.4.82), (5.4,83),
(5.4.84) i (5.3.8) sledi da je :

oc=0
bi=b
£:=0
Odavde odgovarajuéa grupa transformacija je
”*
t =¢
»”°
JC}'=RZ; .
»"
U =U;+9b; (5.5.5)

=%

Transformacije (5.5.5) predstavljaju krutu translaciju i odgava-

£i=0 (5.5.4)

rajuéi zakon konezrvacije (5.4.4) glasi

fﬁﬂui]ﬁ%j[fy]*a (5.5.6)

8to predstavlja nista drugo nego zakon kolid&ine kretanja.
Na taj nadin se zakon kolid¢ine kretanja vezuje sa invarijantno-
$éu Lagranzijana pri krutim translacijama.

iii). Ci#0 ; Qu=0 ;=0 . Iz (5.4.81), (5.4.82), (5.4.83),
(5.4.84) i (5.3.8) dobijamo da Jje

e =0
= E g X5C
fi=Cjn XCy P,Z 9‘;] * (5.5.7)
J::=C£ T “2

Na ovaj nadin su odredjene infinitezimalne transformacije obl%ka
t"=¢ + 0(7")
x)=x; +0p*)
Ui=u, +E5x LiCey + 0(7%) (5.5.8)
P=% 76 07Y

koje predstavljaju rotaciju krutog tela. Odgovarajuéi zakon kon-

zervacije onda glasi:

ALy Blie 178, [ [ oty -mg=0 550
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Naravno, to nije nidta drugo nego zakon konzervacije momenta ko-
li¢ine kretanja. To znali da se konzervacija momenta koli&ine
kretanja vezuje za invarijantnost LagranZijana pri krutim rota-

cijama tela.

iv). G#0; 8o=0;4;=(;=0. 1z (5.4.81), (5.4.82), (5.4.83),
(5.4.84) i (5.3.8) imamo da je

oly=0
o= Q; Po=—; e Gy
=0 Zo=-Yix Qx (5.5.10)
4:=0
tada dobijamo da je
ti=¢
»
xi=x£+7a,-
a:,'gai (5.5.11)
”»
P

tj. uvodimo familiju koordinatnih translacija.
Odgovarajuéi zakon konzervacije onda dobija oblik

j‘l‘,‘t‘[ﬂ‘i Uie +97% %] +J%[: Uity — Yuimg+Ldy; [=0  (5.5.12)

Vidimo da se ovaj zakon konzervacije dobija kao posledica in-
varijantnosti LagranZijana pri koordinatnim translacijama. Veru-
je se da je ovaj zakon konzervacije za linearnu elastodinamiku
mikropolarnog kontinuuma nov.

Sada dajemo integralne oblike zakona konzervacije (5.5.3),
(5.5.6), (5.5.9) i (5.5.12) uz nekoliko dodatnih primedbi.

Ako je Dy bilo koja ogranilena pravilna podoblast od D
teorema o divergenciji primenjena na (5.5.3), (5.5.6), (5.5.9) i
(5.5.12) odmah daje za og t<L£ T.

| i). ﬁ'bo/[i*}.?a}lé*Zl—ng)z]dt;f[t'g%}myz-]%dg=0 (5.5.13)
- R%/'yﬁidr‘ffg@tb':o (5.5.14)
lo 90, |

iii)‘&éf[%k%'zzc *fjfjdta;f[&m%%“%nydf=o ~ (5.5.15)
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) 4 S [ lleiogy Ve louJitx + 8 [l tyetGumygnfis-o

U (5.5.13-5.5.16) J D_ je granica od D a n je jediniZni
vektor spoljne normale na gDo. VaZnost izloZenih zakona konze-
rvacije moZe se odmah potvrditi pomodéu (5.2.16), (5.2.20) i
(5.2.25). Naro&ito zakon konzervacije (5.5.12) je analogon line-
arnog elastodinamidkog zakona konzervacije koji je dobijen u ra-
du [2(2] . On sledi direktno iz (5.5.12) ako pretpostavimo da ne
postoje naponski spregovi my .



6. SPECIJALNI SLUZAJEVI

U ovom delu rada eksplicitno &emo pokazati da su do sa-

da svi poznati rezultati iz ove oblasti specijalni slu&aj ovde
iznete teorije.

6.1. Nepolarna linearna elastodinamika

Dobijeni zakon konzervacije (5.5.12) u prethodnom ode-
ljku u sluCaju . nepolarne elastodinamike dobijen u [20] siledi
direktno iz (5.5.12) ako pretpostavimo da ne postoje naponski sp-
regovi My; . To znadi da se nepolarni slu&aj moZe razmatrati kao
specijalan sluaj mikropolarnog kontinuuma.

U toku daljeg rada razmatraéemo samo infinitezimalne
deformacije elastidnih tela. Vazno je napomenuti da postupak od-
redjivanja zakora konzervacije nepolarne teorije na osnovu rezu-
ltata dobijeni za mikropolarnu teoriju nije trivijalan. Zakoni

konzervacije nepolarne teorije se ne dobijaju trivijalnom modi-
fikacijom zakona konzervacije mikropolarne teoriije.

Za nepolarni sludaj

e‘.’isa(i,j) (6.1.1)

oznacdava infinizezimalni tenzor deformacije.

Jednadine kretanja date su relacijama

by =% (6.1.2)
Cije tie=0 (6.1.3)

Sistem parcijalnih diferencijainih jednadina (6.1.2) je komple-
tan kada je tenzor napona dat relacijama (5.2.161).

Elastiéni potencijal u linearnoj teoriji ima oblik

/
W=7 Cyjnt €600 (6.1.4)
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Tenzor Cijkl se naziva tenzor elasticiteta. U sludaju izotrop-

nog materijala tenzor Cijkl postaje izotropni tenzor &etvr o>g

reda.
Cijne=Ady6ep + @ (8indie +57¢ {,,9 ) (6.1.5)
Radi kratkodée pisanja uvedimo oznaku
€y A=j
Eicc = (6.1.6)
U0 (=0

i iskoristimo na&in oznacavanja u (5.2.21) za Cijkl'

U tom sludaju LagranZzijan gustine (5.2.23) postaje

L@’zbc)"‘:zl‘ Czbc'sdewf’cp (6.1.7)

Dalje primeéujemo da sledeéi rezultati vaZe i da su nezavisni

oa F,: (5.3.24 ,), (5.3.35 ,), (5.3.4; ,) i (5.3.8,).
Kako je
2: =0 (6.1.8)
to (5.4.1) glasi:
J L
—— A aniilie o = v
g&[ﬁoqe“ lOCc] o (6.1.9)
Podto (5.2.161) sada postaje
| IV
é'ff-ge,g,- (6.1.10)
tada (5.2.25) postaje
(—JL t/ (6.1.11)
geﬂi’,d’ ol

11li koristeéi (6.1.1), (6.1.6) i (6.1.7)

Ciocxp Expoc = Grocng U a8 =9 (6.1.12)



sada zakon konzervacije (6.1.9) moZe biti napisan u obliku
[w%{gr:x +Erx d;';g‘)ex;s =0 (6.1.13)
rde smo iskoristili (6.1.7) i (6.1.11), a za ¥Yooc uveli
Foc= P +Cit 1 e

=/Bipe = W oG = Ui g oo + € g Aye (6.1.14)
[zraz (6.1.13) mora bxti zadovoljen bez ogranidenja na Z[,,;,C.
StaviZe, izrazi uz koeficijente @ A i(ﬂ moraju biti jednaki
1uli u skladu sa uvedenim zahtevom: da odgovarajuée koordinatne

i vektorske transformacije ne zavise od materijalnih svojstava

continuuma. Izrazi uz gore spomenute koeficijente su sledeéi:

p: (2 Yio + €0 ol g) €xy=0
A (2 Y5 + €y ars) €5 =0
(Q.' (.Zﬂ:)] +€906&g)&:7~=0 ' (6.1.15)

J sludaju da je ozo (6.1.14) postaje Yio
Zamenjujuéi (6.1.16) u (6.1.151) dobijamo

(2850 + 2spn Uno = 2Wips b0 =22 gt taln
+U;p Xge g + U0y, Z(,,’,‘)Z(,,;o =0 (6.1.17)

dvaj izraz je ekvivalentan (5.4.13) kada su o i/g,; nezavisni od
¥, . Dalje postupamo na isti nadin kao 3to smo &inili u (5.4.13).
Zakljudujemo da (5.4.17), (5.4.20) i (5.4.24) vaZe.

' U sludaju da je af=j (6.1.14) postaje

=30 — U, e e ; — Wagg go ey, (6.1.18)

cde je

%.=Z’_(f24;]-_ Z‘J;J ©(6.1.19)
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i predstaVlja komponente infinitezimalnog tenzora rotacije.
Stavljajuéi da je j=i u (6.1.18) i zamenjujuéi tako dobijeni iz-
raz u (6.1.152) dobijamo '

(2B +2 it Uns ~ 25,0 ooz~ 2 Ui oo =2 U o s -

~ D Ui n O 2y Ui + Uiz ot U5 06, 24, Un 550 2 Z(n,o)zé;j =0 (6.1.20)

Ovaj izraz je ekvivalentan sa (5.4.38) kada sutigilgi nezavisni
od % . Postupimo 1i na isti na&in kao 3to smo to &inili u
(5.4.38)  mofemo zakljuditi da (5.4.42), (5.4.45), (5.4.49) i
(5.4.50) vaZe. Smenimo 1li na kraju (6.1.12) u (6.1.153) ima¢emo

(Ezgij +£&55uhiahgf‘£&2§ncéﬁj*f%ﬂﬂﬁ§é)f%i+
*Cs5 XCoup Unp + € o pun UnxCi5 =0 (6.1.21)

Odatle sledi

oty = (6.1.22)
kao &lan uz linearno u. i
i,o
X 245, =9 (6.1.23)
kao ¢lan uz kubno u. ..
1,]

Tada je

(j/g*&i +!ﬂi;”n U ;~2 Ut nn 5 +€.;,~°Q¢,g)e.:, =0 . (6.1.24)
Odatle imamo
ﬂ(z;j) =0 (6.1.25)

jer je zﬂi,j e,:-]- linearni &lan (6.1.24) po Uy 5
Zamenjujuéi (6.2.25) 1 (5.4.50) u (6.1.22) dobijamo

("C’%Pd;,l:“ofgjé:;o)é’gz‘ﬁg=0, (6.1.26)



de smo iskoristili &injenicu da je

"@g“%j)eﬁ:mjé’g*‘a (6.1.27)

z (6.1.26), zbog nezavisnosti od u; 3
k]

[OQQP)J'&_OQZ,j)J;P‘]:o (6.1.28)

,» dobijamo

11

°Q€,)=3i°§°,fd;7‘ . ©(6.1.29)

iferencirajuéi (5.4.24) u odnosu na Xs i koristedéi (6.1.23) 1i
5.4.45) dobijamo

X o =0 . (6.1.30)

e
osle integracije (6.1.30) vidi se da je

djl,&z Cmt

oristeéi (5.u4.24), (5.4.50) i ( ) dobijamo

~

1 -
<oo=3 pp =", (6.1.31)

de je koriséeno

°<h}‘=f°‘ap-+c€kjn.
ada (6.1.29) i (5.4.50) daju

0‘?{,})-‘—’*?5:;,- (6.1.32)
/B uy) =—7355 . . (6.1.33)
zvodeéi diferenciranje (6.1.32) po Xy imamo:

cégj¢==0

>sle integracije ovoga izraza i koristeéi (6.1.29) dobijamo

o j = K0 +Py; (6.1.34)



gde je ¢={¢y konstantna antisimetrié&na matrica.

Koristeéi (6.1.34) jednadina (6.1.33) postaje

i, =-x 3y + . (6.1.35)

Jednadine (6.1.25) i (6.1.35) formiraju odredjen sistem jednadi-

na za /55 . Direktnom integracijom (6.1.35) daje

ﬂi=€"‘:é;j+¢g)a_7+41(x,¢) (6.1.36)
onda iz (6.1.36) i (6.1.25) sledi:

Ap.j)=0-

Stoga je
Ai=Hy Z; +4; | (6.1.37)

gde je h; realna konstanta a H = {Hij} konstantna antisimetri&-
na matrica.

Konaé¢no, posle integracije (6.1.31) i (6.1.32) i zamene
(6.1.37) u (6.1.36) imamo

d-o"'—- kt +Q
Ky = X1, +¢¢j.z:_~,- +G: (6.1.38)

A&=='“ca%‘*9%y&s~*ﬁﬁyagwfﬁ;

gde su e i h. realne konstante.

o’ Bi
Opsti oblik zakona konzervacije (5.4%.4) i nadjene grupe trans-
formacija (6.1.38) posle primene teoreme o divergenciji daju. od-

govarajuée zakone konzervacije u integralnom obliku

' id. c{;.—_-ga
oly=0 .
Bi=0 p=-U 6

d%ﬁ[[L “’Z{f”.i”;’_]dl‘;b?{fgdsﬂjdra-o (6.1.39)



ii).

iii).

iv).

V).

7i).

ﬁ—b{gzzc Zl:c,;_]dl';‘{[iﬂi"lé,& é'kac-]dgga
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Kp=0
=0 =4,
Bi=A:
& [ pl;de- @ ¢ nds=0 s.
Cigd!t? igf /Y
oly=0
<=0 12 =& oin i H,
£ vl: ) § o4
Bi=Hz x5
#,-j=c’g,c#,c
# f[ﬂd x-d]dz—ff- Ze bmynyds=0 (6.
;E;D yx Ly L a2, XM )
Xp=0
A= f%"”’aQMt?r
Be=0

Pr=-X (/Z[L +Z(,;,,c1‘,,,_. +%¢ Zl,,)

G [0 4y (U + Uy o 200+ 42 ) 44 Lol -
Dy )
’a‘bf [tjx Ny (Z(J"l'aj,u .T,,z +£Z{7)—72E‘t€£_hy=o (6.

oly=0 )

ol = ¢*J‘13 Pi=( &xz{f"aﬁ,x 1}%\:\?‘76 Zo
Bi=P5U; .

¢{j=£§ﬂc ¢&‘

'y

I0,

7 y (6.:
ﬁ%b[ffﬂ" Plxl; +P5U,, Z(m,Jde:f

;}mj ZZL I~ Ue 5 @c)-cm +bej Um nxa(.f—-éa

(6.

L40)

.41)

c42)

.43)

< 4y)



6.2. Mikropolarna linearna elastostatika

U ovom odelku razmotriéemo mikropolarni elastostatidki
slu¢aj, kao specijalni slulaj elastodinamid¢kog sludaja. Potreb-
no je primetiti da tada ni jedna velidina koja figuriZe ne za-
visi od vremena. Prema tome, ograni¢imo se na infinitezimalne
deformacije elastidnih tela i dajmo neophodne velidine koje su
nam potrebne. VaZno je primetiti i u ovom sludaju da postupak
dobijanja rezultata ne predstavlja trivijalnu modifikaciju rezu-
ltata za mikropolarnu linearnu elastodinamiku.

U ovom slucaju mere deformacije su:

%—_'Zlf,j‘é;jnrx (6.2.1)

r9~=)2-’_)-- (6.2.2)

Uslovi ravnoteZe su dati sa

£y, ;=9 (6.2.3)
mtj.’j +é~. él =o (6.2.'4)
i &ine potpun sistem jednadina kada su tenzori napona tij i na-

ponskih spregova Mi; dati relacijama (5.2.16).
Elastiéni potencijal ima oblik (5.2.17)
4 1/
W=2Ayx€é;jfxe +7£§7‘x€ r!;jxte (6.2.5)

a LagranZijan gustine je

L(Zl;;j ,W,;j)= W(fﬁ,r,b) (6.2.6)

Dalje primeéujemo da sledeéi rezultati vaZe i da ne zavise od
vremena t : (5.3.2), (5.3.3), (5.3.4) i (5.3.8)

Pe=/5 — Ui,x e
2,: =& - "ai,ﬂ O{:t .

FTada (S.4.4) glasi:

(6.2.7)



3 |
a—r;[f‘ W’eg + 45 Mc,j*WQQ =0 (6.2.8)

jednaline ravnoteZe (6.2.3) i (6.2.4) zbog (6.2.6) postaju

(#),-

(6.2.9)
<1Cg.) ffc ol =0

Lkon konzervacije (6.2.8) sada moZe biti napisan u obliku

yxf(z @J%,;)écg +51Jge( +1c!-,~c/7'of)n:,cg=o, (6.2.10)

le smo iskoristili (6.2.6) i (6.2.9).

Vrednosti za izraze €§ i~%§ prema (5.4.6) i (5.4.7) u
udaju «(=j date su sa

15 =Poi ~ Cxij 8x +Ey, pp =25 ;— Usn Ko ~Erey 4
(6.2.11)
S5 =i * Xy pp =4y~ Bntln;

raz (6.2.10) mora biti zadovoljen bez ikakvih ograni&enja na
3 i ﬂ)] . Tadnije, izrazi uz koeficijente ¥ , Y, , ){3 s T, i
moraju biti jednaki nuli u skladu sa uvedenim zahtevom.
8to dovodi do sledeéih jednad&ina:

Y (27 +Eaclpp)ee =2

Yz - (2ry +Ey Spp)&y=0
/ (6.2.12)
Y, ( _Qr' +E X p) e =0

)

(25, +xu o, p) Ky =0
22 (285 + x5 p.p) wi=0

o
7

( 28y + my Gpp) nye=

dimo da je ovaj skup jednadina ekvivalentan sa skupom (5.4%.11)

(6.2.13)

x|

(5.4.12) u sludaju kada Gréki indeksi uzimaju vrednost Latin-
ih indeksa tj. /4=i. Jednaine (5.4.11,) i (5.”.121) za slu-
13 (=0 su identi&ki zadovoljene.



Dalja analiza skupa jedna¢ina (6.2.12) i (6.2.13), postu-
pkom istim kao i ranije i kori3éenjem istih zahteva, 3to je udi-

njeno u radu [?i,, dovodi do sledeéih koordinatnih i wvektorskih
trans formacija:

oly=ay
/6;==é%ﬁc$CjCk-fzi
(6.2.14)
8=C
Njima odgovarajuéi zakoni balansa su
1). Qi=0 Pg'zﬁi
Co=0 2:=0
aly=0
B =d; ﬂ{jﬂjdf-‘-'ﬂ (6.2.15)
&0
Li). Ji=(;;=0 P = xax
oAy =ay X =-¥xQx
By =0
& =0 | (6.2.16)
f 4 W dix— fg Us,xc — My ﬂ,:c)’{;df =0
tii ). ai____.&‘. azo Fi ‘é_'ﬁ'c‘z}. C‘c
- =& .
/5" J‘c‘%c‘c (6.2.17)
&=c,

S (b5 e T + me)nyds=0

6.3. Nepolarna linearna elastostatika

Nepolarna elastostatika je specijalan slucaj teorije
1ikropolarnog kontinuuma. Tada nema nikakvih zapreminskih ni
1aponskih spregova. Veli&ine koje figuri3u u nepolarnoj stati&-
;03 teoriji kontinuuma nezavisne su od vremena, a vektor mikro-
otacije je identidki jednak nuli. |



Dalje se ograni¢imo na infinitezimalne deformacije tela
i dajmo neophodne veliline koje ¢e nam biti potrebne. Naglasimo
da postupak svodjenja ni u ovom sludaju nije trivijalna modifi-
kacija ni jednog prethodnog sludaja.

U ovom slu¢aju iz (5.2.15) sledi da je tenzor napona t, .

]
simetridan tj.

&= (6.3.1)
Sada (6.3.1). zajedno sa (6.2.16) daje
IV _ IW (6.3.2)
= S 6.3.2
96 = %y

To neposredno dovodi do zakljuléka da je W funkcija samo od é%yb s
ili prema (5.2.20) od infinitezimalnog tenzora deformacije:

de
d%gp== Zng)==f;%7, (6.3.3)

Uslovi ravnoteZe su:

é,:'j:ﬂ

I (6.3.4)
Cijx Lin=0

Sistem parcijalnih diferencijalnih jednacdina (6.3.4) je komple-

tan kada je tenzor napona tij dat relacijama (5.2.16).

Elastiéni potencijal u linearnoj teoriji ima oblik

(6.1.4). A LagranZijan gustine
Ve
L(&’i,j)=l/f/(&j) (6.3.5)

Primeéujemo da vaZe sledeéi rezultati i da ne zavise od %+
(5.3.2), (5.3.3), (5.3.4) i (5.3.8).
Kako je

2l.=0 (6.3.6)

to (5.4.4) za of=j glasi:

35 P Wiey + Wag; =0

(6.3.7)
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Posto (5.2.16) sada postaje

IJW

e (6.3.8)

ﬁy ‘g

tada (6.3.4) moZe da se napise u obliku

aW)'
gW ) =g
(Qe.,j \J (6.3.9)

ili koristeéi (6.3.3), (6.3.5) i (6.3.9)
Cg-see,cg,js@-,cgllt,fj-fﬂ (6.3.10)
Sada zakon konzervacije (6.3.7) moZe biti napisan u obliku
Ciree( | |
yre(2%5 +€5Cp p) Ext =0 (6.3.11)

gde smo iskoristili (6.3.5) i (6.3.10).

-Veliéinu fa- uvodimo definicijom

L4

ﬂy z,noclg g-'j,rzC’Gz, (6.3.12)

gde je

"{'1:')' =zi (71:;_;' - Zl;z) >

i predstavlja komponente infinitezimalnog tenzora rotacije.
Izraz (6.3.11) mora biti zadovoljen bez ikakvih ograni&enja na
ug 5 Tadnije, izrazi uz koeficijente A i[z moraju biti jednaki
nuli u skladu sa uvedenim zahtevom, $to dovodi do sledeéih jed-
nadina:

A (2% ey xf’.f’)eﬁ: =a
¢ (Zryreyopp)ey=

Uo&avamo da je ovaj skup jednadina ekvivalentan sa (5.4.1123) u

(6.3.13)

sludaju kada Greki indeksi uzimaju vrednosti Latinskih indeksa
tj. /3=i Jednadine (5.4.111) i (5.#.121), za &zo i jednadine

(5.4.12 ) su identi¢ki zadovoljene.

2,3,u4
Dati skup  jedna¢ina (6.3.13) postupkom istim kao i ranije i ko-

risteéi iste zahteve, 3to je ulinjeno u radu [?ﬂ dovode, do



- 62 -

sledeéih koordinatnih i vektorskih transformacija:

C(;==K3Q;+¢¢%yaqj,pe£
/4 A (6.3.1u)
Pi=— g xUy + Dylly +H; Ty +K;
___(,4 . ‘/‘:‘ e o . .
gde su ¢-—17’g} i 1‘/=i/1§7' konstantne antisimetridne matrice

a k, e.

i i hi realne konstante.

Odgovarajuéi zakoni konzervacije su:

C‘:}:z fi =r3-

i). . .

Ho=r f%’"j‘i""’g (6.3.15)
ii). ;=0 i =Ciin Zj Hx

- o f::_r ~ )
S JCeic Ty Xayds=0
H%;=C€ycﬁk
(6.3.16)

iii). oG=8; pi=—U x On

ﬁ§L=“7

f[w@'”i"fﬁ]@d’go (6.3.17)

iv). oy = xx; Pe=- r(Z’-ZIz- + U x,s)
ﬂi"-z""l‘c

ﬁWér-Hgttj).tx"z{ ffjll,-_]@'df=0 (6.3.18)
v ol ’Séf;i 1} P =,;3:ac U; =l J})C}ge P
Bi=ty t;
'9%5‘=C;¢c§éc

(6.3.19)

j Cﬁ}cmt’g’(ﬁ’%- — Ui x tg)x,‘ + é,ch(nerds-a



7. INTEGRAL J NEZAVISAN OD PUTANJE

Odredjivanje polja deformacije (koncentris.polj.defor.)
blizu zareza i prskotina narodito kod nelinearnih materijala,
prate velike matematidke te3kofe. Ove tedkoée su uticale na tra-
?enje pribliZnih metoda analize razli&itih problema koncentracije
deformacija koje su zaobilazile detaljno resenje problema grani-
&nih vrednosti, utoliko pre &to to nije bilo moguée uraditi do-
sadasnjim metodama.

Problem prskotina i lomova sa stanovi&ta mehanike konti-
numa predstavljaju problem diskontinuuma i kao takvi zahtevaju
posebne metode i matematid¢ki aparat. Polazna tac¢ka u analizi ni-
za problema‘zareza i prskotina jeste poznavanje prosednih vred-
nosti za lokalno polje koncentracije deformacije. Rezultati koji
se na ovaj nadin dobijaju su ili pribliZni ili tadni u ogranide-
nim sludajevima. PribliZnosti imaju nedostatak u nad&inu i mogué-

nosti za procenu greske.

Rice [1] koristi 1inijski integral, poznat'u literaturi
pod imenom integral nezavisan od putanje ili integral J-tipa, ko-
ji ima iste vrednosti za sve putanje integracije koje obuhvataju
klase vrhova prskotina u dvodimenzionalnim deformacionim poljima
linearnih i nelinearnih materijala. Zna&aj primene ovog integrala
le2i u tome Sto se izborom putanje blizu vrha direktno povezuje
integral sa lokalnom koncentracijom polja deformacija. Medjutim,
alternativni izbor putanje ¢esto dopusta direktno izradunavanje in-
tegrala.

U cilju poredjenja rezultata dobijenih u ovom radu i po-
menutih rezultata Rice-a navodimo kratko dokaz nezavisnosti od
putanje integrala J-tipa Rice-a i ovde dobijenih integrala
(6.2.16).

Nezavisnost od putanie

Posmatrajmo homogeno linearno ili nelinearno elastiéno

telo bez zapreminskih sila, izloZeno ravnom naprezanju tako da



Naponi zavise od Dekartovih koordinata Xy = X i X, = Y- Pret-

postavimo da telo ima zarez prema slici 1. koji ima ravne povr-

Zine paralelne x-osi i zaobljen vrh oznaden lukom /5 . Prava pu-
kotina predstavlja specijalan slucaj opsSteg problema.

Gustina energije napona W definie se

e
W=‘/@dey (7.1)
0

N - ‘7 » - A - - o @
gde Je 8=i?ﬁzj infinitezimalni tenzor deformacije.

Rice definisSe integral
] == —_ éﬁ
J,:/(de ngd‘g- (7.2)

/-je kriva koja okruZuje vrh zareza, a integracija se vr$i u smi-
slu obrnutom od kazaljke na satu, polazeéi od donje ravne povrSi-
ne. .Z. je vektor napona definisan prema spoljnoj normali duZ I,
sa 7:;=5gnj 4y vektor pomeranja, a ds element luka duZ /— Da bi
se za ovako definisan integral dokazala nezavisnost putanje, uo-
¢imo bilo koju zatvorenu krivu [ * koja zatvara oblast A* u dvo-
dimenzionalnom deformacionom polju u kome nema zapreminskih sila.
Koristeéi Grinovu teoremu i jednadine ravnoteZe pokazuje se da

je za svaku zatvorenu krivu

/_J; (de—]%—d&)-o (7.3)

Detaljan dokaz dat je u radu [i].

' Naveli smo poznati J integral mehanike loma (7.2)
koji je bio povezan sa lokalnom koncentracijom polja napona oko
vrha zareza ili prskotine i njegovu nezavisnost od putanje u 1li-
nearnoj ili nelinearnoj elastiénosti.

PokaZimo sada da je i zakon 'konzervacije izveden u ode-
1jku 6 (6.2.16) a koji se odnosi na invarijantnost LagranZijana

pri koordinatnim translacijama u mikropolarnoj elastidnosti

J, [ Wﬁj— Lii Un, 5~ My Y, j [y dl=0 (7.4)

nezavisan od putanie.



Dokaz koji se ovde daje je mnogo uop3teniji i u speci-
jalnom sludaju u sebi sadrzi i dokaz koji je dat od strane Rice
EJ a koji je bio ograni®en s obzirom na postojanje samo jednog
integrala:

Posmatrajmo dvodimenzionalno mikropolarno deformaciono
polje za koje vektor pomeranja u i mikrorotaciije zavisi od

koordinata X4 i Xoe Odgovarajuée mere deformacije u tom sludaju
Ep = Untys —Cougs ¥,

Kz = B

>

sSu

(7.5)

a naponi i naponski spregovi su dati relacijama
-/
togp = I
IW

I 3
W je gustina energije data sa (5.17).

(7.86)

mx":

Jednadine ravnoteZe su

=0
Cog o (7.7)

Mo, +Eguf bang =0 -
Integral (7.4) je

%=E¢(WC%5“’ f&xax,ﬁ-MH{,#)mch:J
J,=0

gde je C zatvorena kriva u ravni x

(7.8)

: 13 X9 W gustina energije a
ng vektor jedini&ne normale na C koja leZi u istoj ravni, pri
Zemu je integral (7.82) s obzirom na (5.17), (7.5) i (7.6) ide-
ntid¢ki zadovoljena.

PokaZimo sada da je svaka komponenta od %5 za sve zatvore-
ne putanje koje ogranicavaju oblast u kojoj je W zavisno od kom-
ponenata deformacije c2¢ i & jednaka nuli.

U tom cilju integral (7.8) moZemo napisati u obliku

%:j W/@,gdgf_‘?'{’fm Ug s +m s )ﬂﬁ)ﬂxdf (7.9)

C

Prvi deo integrala (7.9) moZemo napisati



fwﬂd.df-—-ﬁ if—"é‘azg,a'é,a , (7.10)
¢ o ’ _
gde ije
lo=€ap T
A by =13 df (7.11)
dts=<tosms dé.
Koristeéi Grinovu teoremu moZemo onda (7.10) pisati
e /7 rs .
j’btti.‘.alt,s-‘: ’ W g)xda==fbt (7.12)

c A

Na isti nac¢in drugi deo integrala (7.9) mo%e da se pise

dft&‘.uépé 7+ .5ﬂ)%dt --J[ »Jq.;)aff@c);,)aé]@ (7.13)

Kako je

W= W {Ees x33) (7.14)

to je

e = IV Kes W Jnss

(7.15)
o 5kkg dac <94§J éhqa

Koristeéi (7.5) i (7.6) data (7.15) postaje

W;lt’s = f&;ad‘;sf/s - t&‘:“e&d'j 73,,5 + Mg )g,J;é .

Sada integral (7.8) mo%e da se pise

A "—'A s U g~ Tas s Y g +Ms5 Y a5 fa J[¢ é&c%),«r*@“ B a)ec/dla
A

11i preuredjujuéi i grupiduéi &lanove imamo

r~
Tz =/; [[ Last, o JUse 5 =) Msctor + Lass o5 [ Foss +
A
(7.16)
FEucllc a7+ ¥ 2o - =
£ U 35 0 ’.93,,&; ta".:z{é"ﬁ m&,‘&“ da

na osnovu jednac¢ina ravnoteZe (7.7) za mikropolarnu elastosta-
tiku. Ako se uoce bilo koje dve putanie /, i{; koje okruZuiju
vrh zareza, kao 3to to &ini /7 u S1. 1. tako da/; obilazi vrh u

ot
smislu kazaljke na satu a/s u suprotnom smislu tako da opisuje
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zatvorenu konturu onda s obzirom na (7.16) sledi da je

?—;:é}; |
Na delovima putanje duZ ravnih povrsSina zareza su t@d ng=o i
My N =0 1 dy=o. Tada integral duZlg u suprotnom smislu kazalj-
ke na satu i integralé; u smeru kazaljke iznosi nula. Naravno,
pretpostavlja se da je oblast unutar krivih/; ié; bez singular-
nosti.

O¢igledno, uzimajuéizP blizu vrha zareza moZemo udiniti
da integral zavisi samo od lokalﬁog polja. Posebno putanja moZe
obuhvatiti vrh/;. S1.1 zareza glatkih krajeva (gde je tugs Ng =0
i my, n =0) tako da je

Ts=/ Wngdé
'

Sto predstavlja srednju meru deformacije na vrhu zareza. Narav-
no, ta graniéna vrednost ne vaZi za o$tru pukotinu. Po3to gra-
nica male krive/ moZe biti izabrana da okruZuje vrh, moZe se
u€initi da integral zavisi samo od singularnosti vrha pukotine
u deformacionom polju. Prednost ovoga metoda je u moguénosti
alternativnog izbora putanje integracije koje dozvoljavaju iz-

radunavanje J integrala.
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