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Teorija polugrupa je relativno mlada matematidka
disciplina. Smatra se da je nastala 1928. godine kada Jje
ruski matematidar Suikevi& objavio rad o kona&nim prostim
polugrupama. Intezivniji razvoj Teorija polugrupa doZiv-
ljava desetak godina kasnije po objavljivanju radova Reesa
o potpuno prostim polugrupama i Clifforda o polumreiZnim de-
kompozicijama nekih klasa polugrupa, U to vreme, & i nesdto
kasnije istraZivanja u Teoriji polugrupa motivisana su ide-
jama i istraZivanjima u Teoriji grupa i Teoriji prstena.
Otuda se prvi rezultati Teorije polugrupa odnose na klase
polugrupa koje su dosta bliske grupama. Takodje, pojmovi
regularan element, m-regularan element se prvo javljaju u
Teoriji prstena. Kasnije je Teorija polugrupa nastavila da
se razvija svojim putevima koristedli svoj aparat za 1izuca-
vanje struktura raznih klasa polugrupa. Klasa regularnih po-
lugrupa Sé pokazala kao veoma plodan“teréﬁ”za+istraiivaée,“.

. Ova klasa, a narodito neke njene podklase su dobro prouce-

ne,§to ne zna¢i da u ovo]j oblastli nema mesta za dalje istra-
>ivanje. Negde od 1980, godine painju istraZzivala privladi |
klasa m-regularnih polugrupa koja obuhvata i klasu regula-
rnih polugrupa, 0 intezivnom razvoju Teorije polugrupa sve-
dodi desetak monografija o polugrupama, kao i specijalizo-

vani dasopis u kome se objavliuju radovi iz Teorije polugrupa.

U ovom radu su razmatrane polugrupe koje se dobi-
jaju pro&irivanjem neke zadate, veé dobro prouéene, polugrupe
tako da zadata polugrupa bude ideal u dobijenoj polugrupi.
Takva profirenja su idealska prodirenja. Jedan od prvih

rezultata u vezi sa idealskim pro$irenjima polugrupa dao je
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Clifford 1950,god.,, u radu |19|. Kasnije se veéi bro]
matematiZara bavi problemima pro$irenja polugrupa. Tako
M,Petrich 1366,gedine uvodi pojam retraktivnog progirenja
|42|. Godine 1987, S.Milié i S.Bogdanovié su dali metod
za konstrukciju retraktivnih proZirenja [14].

U glavi I ovog rada navodimo osnovne pojmove 1
rezultate sa ciljem da se formuliZe neophodni osnovni ma-
terijal za dalje izlaganje. Materijal za ovu glavu nije
originalan. Rezultati na koje se pozivamo formulisani su
u obliku teorema sa naznakom rada odakle je rezultat
preuzet.

Druga glava ovog rada podeljena'je na ¢etiri
odeljka. U prvom odeljku razmatrana je veza izmedju n-in-
flacija koje su definisali Putcha i Weissglass |49)sa je-
dne strane i n-inflacija koju su definisali S.Bogdanovié
i §.Milié sa druge strane |14| (Teorema 1.2). Takodje,
ovde je data konstrukcija za n-inflacije definisane u 149].
Konstrukcija je data u Teoremi 1.3. Iz ove konstrukcije
dobija se konstrukcija n-inflacije iz |1h4].

U tadki 2 ove glave razmatramo polugrupe u kojima
je g™ potpuno prosta polugrupa (Teorema 2.1) kao 1 n-infla-
cija potpunc “proste polugrupe (Teorema 2.2). Teorema 2.3.

daje strukturni opis polugrupa S za koje je Sn+1 potpuno

prosta polugrupa; oo e
. U tadki 3 ove glave uvodimo pojam. Ln—polugrupe.
Ove polugrupe dine klasu polugrupa kojom su cbuhvatene po-
lugrupe u kojima je svaka podpolugrupa levi ideal, a koje
su razmatrane u radovima |33] i |52|. Iz teorema 3.3. 1
3.4. se vidi da su L _-polugrupe specijalan slucaj retrak-
tivnih ekstenzija polugrupa desnih nula. Ovde je pomocu
skupova i funkcija data konstrukcija za L,- polugrupe
(Teorema 3.5),

U Setvrtom odeljku ove glave razmaframo jednu pra-
vu podklasu Ln—polugrupa. To su polugrupe S kod kojih Je
SnA=An+1 gde je A bilo koja podpulugrupa od S i n neki pri-

rodan broj. Ove polugrupe smo nazvalil Xn-polugrupama. Za
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n=1 dobijaju se polugrupe razmatrane u radovima | 33| i
52| . Iz Teoreme 4.3, se vidi da je A ~polugrupa S jedan
specijalan sludaj n+leinflacije polugrupe desnih nula. U
Teoremi 4,4, data je konstrukcija za takve polugrupe.
Konstrukecije za X -polugrupu S dali su Petrich |39] i
nezavisno od njega Shutov | 52]|.

U tadk:t 1. trede glave razmatramo polugrupe u
kojima je Sn+1: polumre?a desnih grupa (Teorema 1.1),
polumreZa periodikih desnih grupa (Teorema 1.2).Teore-
ma 1.1 je uop8tenje sliénog rezultata S.Bogdanovica iz
| 11| . Osim toga, ona predstavlja osnovu za razmatranje
nekih polugrupa iz odeljka tri ove glave.

U tadki 2 ove glave razmatramo n-inflacije po-
lugrupa iz tadke 1 iste glave. Teorema 2.1 i njene po-
sledice od 2.1 do 2.4 predstavljaju uopStenje slicnih
rezultata $,Bogdanovida i S.Milica iz |1#| kao i S.Bog-
danovié¢a iz |11].

Razmatranja u tadki 3 ove glave su u vezl sa

Tamurinim problemima iz rada |57

. Ova razmatranja su data
u obliku primera. Ovde se daje odgovor na pitanje kakva
je struktura polugrupe S koja zadovoljava neki identitet.

U vezi sa ovim pitanjem dati su odgovori u nekim sluCaje-

vima, Op8ti sludaj nije.reden. Takodje, ovde je data ko-

nstrukecija za neke sludajeve u Teoremi 3,1 i Teoremi 3.2.
* U mnogim radovima ispitivana su strukturna svo-
jstva regularnih polugrupa ﬁomoéu kongruencija 1ili pomocu
uredjenja na tim polugrupama. Pomenudemo ovde radove
13,5,16,23,2u

r-kancelativne polugrupe koja ne mora biti regularna i

. U Betvrtoj glavi ovog rada uvodimo pojam

na njoj definiSemo prirodno parcijalno uredjenje (Teorema
1.1). U Teoremi 1.2. daju se ekvivalentne definicije ure-
djenja iz Teoreme 1,1, ¢ime se uopStavaju neki rezultati
iz |23,30,36,37], |

U tacki 2 ove glave uveodimo pojam L“—unipotentne
polugrupe i na nekim takvim polugrupama ispitujemo saglas-

nost prirednog uredjenja sa mnoZenjem. U Teoremi 2.1.
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dajemo karakterizaciju nekih Lﬁ—unipotentnih polugrupa
pomodéu uredjenja,

U taBki 3 ove glave dajemo opis najveée idempo-
tentno razdvajajude kongruencije na L*~unipotentnoj
r-polugrupi 8. U Teoremi 3.5 dajemo potrebne i dovoljne
uslove da polugrupa S bude desno regularna traka nil-
ekstenzlija grupa.

Nekl rezultati iz ove disertacfje ved¢ su publi-
kovani ili su prihvaéeni za publikovanje i to neki od
rezultata fz glave III i glave IV u radu B,Stamenkovié
i S.Bogdanovié |53|, rezultati iz tacke 1 glave IV u
B.Stamenkovié i P.,Protié |55|.1i rezultati iz tadke 2 gla-
ve IV u B,Stamenkovié i P.Protié |54{.

Literatura kori8éena u ovom radu nalazi se na
kraju i &ini je 58 bibliografskih jedinica.

Najtoplije se zahvaljujem profesoru Dr Branki
Alimpié na predusretljivosti i korisnim sugestijama
koje mi je davala pri izradi disertacije.

Veliku zahvaljonst dugujem profesoru Dr Stojanu
Bogdanovidu na nesebilnoj pomoéi koju mi je pruZzao u toku

izrade disertacije.




GLAVA 1

UVODNI POJMOVI T REZULTATI

Ova glava sadrii neke poznate pojmoye 1 rezulta-
te iz Teorije polugrupa koje koristimo u daljem radu. U
prvoj talki navodimo neke osnovne pojmove i rezultate Te-
orije polugrupa., Druga talka sadrZi neke pojmove 1 rezul-

tate o Tm-regularnim polugrupama i treda tacka sadrZi ne-

ke pojmove i rezultate o idealskim proSirenjima polugrupa.

1., OSNOYNI POJMOVI I REZULTATI

1,1. Binarna operacija £ nepoznog skupa S je
svako preslikavanje f:SxS +.S. Za a,b€S element f(a,b)
oznadava se takodje sa afb. Umesto slova f koristidemo oz~

nake +,%*,0. Za a,b €S umesto a.b, najceSée demo pisati ab.

—_—— = ————— e ——e ——

) ' Ako je f preslikavanje nepraznog pravog podskupa

od SxS u S, onda f nazivamo pareijalnom binarnom operacti-—

Jom na S,

1.2, Grupoid Jje uredjeni par (S,+) nepraznog
skupa 8 i binarne operacije : definisane na njemu. Grupoid
(H,*) je podgrupoid grupoida (S,-) ako Je H&E 5 1 * Je
restrikeija operacije - na H tj. (¥-a,bé€H)a*b=a-b. U ova-
kvim sluc¢ajevima koristidemo istu oznaku za binarne opera-

cije na H 1 na S.

Parcijalni grupoid je uredjeni par (S,-) pri ce-

mu je + parcijalna binarna operacija na S.
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1,3, Grupoid (S,+) je polugrupa ako na njoj va-

51 asoetjativni zakonm tj. ako je

(\A+a,b,c€&S) (a:b)rc=a-(b-c).

Dalje éemo u mesto redi "(S,+) je polugrupa pisati 'S Je
polugrupa'. Polugrupa S je komutativna ako na S vazi komu-

tativnt zakon tj. ako Je

(\Ma,b €S) a*b=b-a

Podpolugrupa polugrupe S je podgrupoid polugrupe S.

1.4, Monoid je polugrupa S koja ima takav element

1] da na S vazil

(A a €8) a-l=l-a=a

Element 1 €8 je jediniea u S. Ako S ima jedinicu 1, onda
piSemo S=Si, a ako nema, onda sa S1 obeleZavamo polugrupu

sU{i} , gde je 1 naknadno dodata jedinica,

1.5. Element a €S je idempotent polugrupe S ako
je a+*a=a. SKup idempotenata polugrupe S oznatavademo sa
. ——F€S), Polugrupa B, ¢1ji su svi elementi idempotentni, Je
poZugrupa idempotenata ili traka. PolumreZa Je komutativ-

na traka. B Je traka

levih nula ako je (Xa,b&€Blab=a

deanih nula ako je (¥fa,b€)ab=b

levo normalna ako je &fa,b,c €Blabc=ach

desno normalna ako Je (ﬁ-a,b,céB)cba=bca
pravougaona ako je (M-a,b &Blaba=a

levo kpazinormalna ako Je (M a,b,c €Blabc=abac

desno kvazinormalna ako Je (M-a,b,c € B)cba=caba.

1.6. Element a S je regularan ako je a=axa za

neki x €8. Sa Reg(S) cemo oznadavati skup regularnih ele-
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menata polugrupe S, Polugrupa S ¢iji su svi elementi re-
gularni je regularna polugrupa. Regularna polugrupa 5 za
koju E(S) podpolugrupa od S Je ortodoksna polugrupa.

1}7. Element a €S je potpuno regularan ako po-
stoji x €5 takav da je a=axa i ax=xa. Polugrupa Ziji su

svi elementi potpuno regularni je potpuno regularna.

1.8, Element a” polugrupe S Je Znverzan eleme-
ntu a€ S ako je a=aa“a i a“=a“aa”. Sa V(a) éemo oznacla-
vati skup svih elemenata iz S inverznih elementu a iz S.
Polugrupa S je <nverzna ako svaki element a iz S ima tad-

no jedan Inverz.
1,9. Polugrupa S je grupa ako na S vaZe uslovi
(1) ( de €5) (A, x € S)xe=x
(i1) (F x €S)(3y€8)xy=e.
Podpolugrupé od S koja je grupa Jje podgrupa polugrupe oS.

Teorema 1,1l.|12] Neka je e idempotent polugru-

pe S, Tada

 G_={a € S|azeazae, (Ja”€Sle=aa’=a’al
= {a€8|a €eS[1Se, e €aSf)sa}l
je maksimalna podgrupa od S u kojoj Je e jedinlca.

Teorema 1.2. |12| Neka je x element polugrupe S
tako da x' le?i u podgrupi G od S za neki n Z%*. Ako jJe

e jedinica podgrupe G, tada

(a) ex=xe EGe,
(b) meGe za svaki m > n, /77
Teorema 1.3. |21] Za element a polugrupe S slede-

éi uslovi su ekvivalentni:




(i) a je potpuno regularan;
(i1) a je sadrZan u (maksimalnoj) podgrupi od S;
(iid) ag€ a‘Sa.

Sada, za potpuno regularan element polugrupe S moZemo redi
da je grupni. Skup grupnih elemenata polugrupe S oznacava-

éemo sa Gp(S)

Teorema 1.4.|21| Za polugrupu S sledeéi uslovi

su ekvivalentni:

(1) S je potpuno regularna;
(ii) S je unija (maksimalnih) grupa;
(ii1) (Ma€Slaga’sa. /7

Teorema 1.5.|40| Za polugrupu S sledeéi uslovi

su ekvivalentni:

(i) E(S) je podpolugrupa od S;
(ii) Za svaki a,bES i a“éV(a), b"€V(b) je b7a’€v(abl;
(iii) Ako je za svaki a,b,x,y €3, a=axa 1 b=byb,

onda Jje ab=abyxab. /[ /

1.10. Polugrupa S je levwo kancelativna ako

(Mt a,b,x € $)xa=xb => a=b).

Analogno se definise desno kancelativna polugrupa. Polu-

erupa S je kancelativna ako je levo kancelativna i desno

kancelativna.

1.11, Polugrupa S je leve prosta ako Je

(Mx €3) Sx=8,




desno prostq ako je

(Mx €5) xS=S,

progta ako je
(WFfx €8) SxS=s,

Teorema 1,6.[31| Polugrupa S je prosta ako i

samo ako

(Ma,b€e8)(dx,y€8) b=xay /7

1,12, Polugrupa S je potpuno prosta ako Je pro-

sta 1 ako ima nenulti idempotent e takav da je

(1.1) (M fE€ E(S)(ef=f=fe => fze),

Idempotent koji ima svojstvo (1.1) je primitivan idempo-
tent.

Teorema 1.7. |{43| Za polugrupu S su sledeéi us-

livi ekvivalentni:

(i) S je potpuno prosta;
(1i1) S je potpuno regularna i prosta;
~~(iii) ~ Za svaki a,b€S, a€ abSa.

1,13, Desna grupa je polugrupa S koja Jje desno
prosta 1 levo kancelativna. Leva grupa je polugrupa S ko-

ja Je levo prosta 1 desno kagncelativna.
Lema 1.1, |12| Svaki idempotent desno proste po-
lugrupe S je leva Jedinica u 8.

Teorema 1.8. |12] Za polugrupu S sledeéi uslivi

su ekvivalentni:
(i) S je desna grupa;

(i1) S je desno prosta i sadrzi idempotent;




(ii) S je regularna i E(S) polugrupa desnih nula.

/ 7

1.14, Polugrupa S Jje polumreZa Y polugfupa Sy >
o € Y ako postoji homomorfizam ¢ polugrupe S na polumrezu

v takav da je za svaki a €Y, Sa=a¢_ gde je

a¢_1={x€£S|x¢=a}.

Teorema 1. 9.[31| Za polugrupu S sledecl uslovi

su ekvivalentni

(i) S je potpuno regularna;
(ii) S je polumreZa potpuno prostih polugrupa. /7
Teorema 1.10., |42| Polugrupa S je polumreza de-

snih grupa ako 1 samo ako za svaki e,f€ E(S) je efe=fe.

/7

1.15. Ako je a element polugrupe S, onda

<a>={a,a?,a’,...}

je ec1klidna podpolugrupa polugrupe S generirana elementom

a. Kardinalni broj polugrupe <a> je red elementa a.

Teorema 1.11.]20| Neka je a element polugrupe S
i <a> c1kllcna podpolugrupa polugrupe o generirana elemen-
tom é Ako je <a> beskona&na, onda su svi nieni elementi
razli&iti. Ako je <a> konafna, onda postoje dva pozitivna

r+m L
cela broja r i m za koje Je a = i

_ =1
{abz{a,az,aa,...am S

Red polugrupe <a> je mir-l, T je indeks a m perioda

elementa a. Skup

K ={a?,a '+ a1~ 1y

ye e s
je cikli&na podgrupa reda m polugrupe s, /7

1.16. Polugrupa S Jje periodiéka ako svaki




njen element ima konadan red.

1,17+ Polugrupa S Jje levo distributivna ako
(Mfa,x,y €3) axy = axay.

Polugrupa S je desno distributivna ako

(Ma,x,y € S) xya=xaya.

Polugrupa S je distributivna ako je levo distributivna i

desno distributivna,

1.18, Polugrupa S sa nulom 0 je nil-polugrupa
ako za svakl a €S postoji nezt (z7 je oznaka za pozitiv-

ne cele brojeve) takav da je at=0,

2 T-REGULARNE POLUGRUPE

Pojam T-regularnosti za elemente prstena uveo Je
G,Azumaya 1954, godine u radu |[1]|. M.S.Putcha 1873. go-
dine |48] uvodi pojam w-regularne polugrupe. Ove polugru-
pe se intezivno izudavaju od 1982. godine pod raznim ime-
nima: stepeno regularne, a zatim w-regularne u radovima
S.Bogdanoviéé i §.Milida, kvazi regularne u radovima
J.L.Galbiati i M.L.Veronesi, eventualno regularne u ra-
dovima D.Easdowna i R.Edwardsa 1 kvazi-periodic¢ke u ra-

dovima Sevrina.

.U ovoj talki navodimo neke osnovne pojmove 1 re-
zultate o m-regularnim polugrupama koje koristimo u da-

ljem radu.

2.1. Element a polugrupe S je m-regularan ako
postoje m€Z* i x €8 takvi da Je aP=a™xa™. Polugrupa S

je m-regularna ako je svaki a€ S m-regularan.

Element a polugrupe S je potpuno T-regularan
ako postoje meZt i x€5 takvi da Je a™=aMxa™ 1 aTx=xa"
Polugrupa S je potpuno T-regularna ako je svaki a&€ S

potpuno m-regularan.

Teorema 2.1. |13| Ako je S m-regularna polugrupa

&iji su svi idempotenti primitivni, tada je S potpuno
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m- regularna polugrupa sa maksimalnim podgrupama oblika

Ge = eSe, (e€E(3)).

2.2. Polugrupa S je m-ortodoksna ako je m-regu-

larna i idempotenti &ine podpolugrupu.

Teorema 2.2. |40| Za polugrupu S sledeéi uslovi
su ekvivalentni
(Z) S je T-ortodoksnaj;
(27) Reg(3) je ortodoksna podpolugrupa od S;
(L£7) (Ma,b€Reg(S))(Ja”é€ y(a))(3b" € V(b))b’a” € V(ab).
77
2.3. Polugrupa S je w-inverazna ako za svaki a €S
postoji m€Z% i tadno jedan x €8 da Jje a®za®xa™ i x=xa"x.

Tdempotenti m-inverzne polugrupe ne moraju da &i-
ne podpolugrupu. Polugrupa S je jako m-inverano ako je

m-regularna i idempotentil tine polumreZu.

2.4, Na m-regularnoj polugrupi definisano je

preslikavanje r:S — Reg(8) na sledeé¢i nacin

(Ma€Srla)=a"

gde Ije ﬁ najmanji prirodan broj takav da je amé;Reg(S)
polugrupa S je r-polugrupa ako je r homomorfizam polu-

grupe S na Reg(3).

2.5. Na m-regularnoj polugrupl S definisane su

.- @ . » = * * ¥ * - ¢ w
relacije ekvivalencije L ,R 1 E na sledelil nacin

aL*b <=> Sr(a)=Sr(b) ,

arp®b <=> r(al)s = r(b)Ss,
a*<=> r*[\Rr*.

Ove relacije definisale su J.L.Galbiati i M.L.Vercnesi |28}
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pa ¢éemo 1h zvatli GV-relacijama. Na regularno] polugrupi
relacije L*,R*,H* se poklapaju sa Greenovim relacijama
L,R i1 H, respektivno. Jasno je da na m-regularnoj polu-
grupi S moguée je posmatrati Greenove i GV-relacije.
GV-relacije imaju veliki znacaj za izucavanje strukturnih

svoijstava m-regularnih polugrupa.

Teorema *2.38. |28| Neka je S m-regularna polugrupa.
Tada
(2) alL*b = (ya’e Vir(a)))(3b7€ Vir(bda"r(al)=b r(b);
(27) ar b _=>(Ya”eV(r(al)))( 4b € V(r(b)r(ala=r(b)b”;
(£41) B*b => (y¢a” V(r(a)))( b € V(r(bMa’r(a)=b’r(b),
r(a)a“=r(b)b”. /7

Teorema 2.4.|9] Polugrupa S je m-inverzna ako i
samo ako S je m-regularna i svaka L*-klasa i svaka

R*-klasa sadri po tadno jedan idempotent. =7

Neka je S T-regularna polugrupa.Li(RtHHi) klasu
koja sadrZi element a €5 oznacavamo sa L: (R:, HZ). Ure-
djenje u skupu L*-klasa polugrupe S uvedeno Jje na sle-
deéi nadin

Ly 2 Ly <= Sr{a) G selb).

' 2.6. Relaciia p na m-regularno] polugrupili S Je
r-poluprosta ako (a,r(a))€p za svaki a €S. Ekvivalencije

L*,R*;H* su r-poluproste,

Lema 2.1. |47| Svaka relacija p koja sadrii

r-poluprostu relaciju je r-poluprosta. =7

2.7. Kongruencija p na polugrupi S je <dempo -
tentno razdvajajuda ako svaka m-klasa sadrii najvisSe je-

dan idempotent.

Teorema 2.5. |47} Ako je S wm-regularna polugru-

pa, tada r-poluprosta kongruencija p na S je idempotentno-
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razdvajajuéa ako i samo ako pC g,

P.M. Edwards je u radu |26| dokazao da na m-re-
gularnoj polugrupi S postoji najveéa idempotentno-razdva-

jajuéa kongruencija,

Neka je S polugrupa. Relacija ekvivalencije ¢
na S je leva kongruencija ako za svaki a,b,c€8,(a,b) €p
povladi (ca,cb)&p . Desna kongruencija se definise dua-
lno. p je kongruencija na S ako je ona istovremeno leva

i desna kongruencija.

Ako je p kongruencija na S. Sa ap ¢emo oznacavati
o-klasu elementa a €S. Skup S/p svih p-klasa u odnosu na

mnoZenje definisano sa
(ap)(bpl=(ablp

je polugrupa koju nazivamo koliénikom polugrupem.
Ako je C neka klasa polugrupa i ako S/p €C,tada je ¢

C-kongruencija na S,

Teovema 2.6. |31] Ako je p ekvivalencija na po-

lugrupi S, tada Je

o ={(a,b) €3SxS|[(3x,y esi)Cxay,xby) €pl

najveéa kongruencija na S sadrzana u Q. /—7

Teorema 2.7. |46] Kongruencija P ﬁa“ﬁ—reguléf—
noj polugrupi S Je r-kongruencija ako 1 samo ako-S/p

je regularna polugrupda.

2.8. S je GV-polugrupa akc je S m-regularna
i ako je Reg(8)=GL(S). Ove polugrupe razmatrale su J,L.

Galbiati i M.L. Veronesi u radu |28].
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5, NEKA IDEALSKA PROSIRENJA POLUGRUPA
Jedan od na&ina karakterizacija polugrupe S je

konstrukeilja polugrupe koja je izomorfna sa S, Sledeéa

‘konstrukcija kojom se daje opis potpuno.proste polugrupe

potide od Reesa |50

Kons trukeigja 3.1. Neka je G grupa, I 1 A ne-
prazni skupovi &ije elemente oznaavamo sa 1,j,K,...1
A,UsV,s... Pespektivno, Neka je P matrica tipa AxI sa ele-
mentima Py 3 iz grupe G. Na skupu S=GxIxA definifemo mnoZe-
nije sa.

(a;i,l)tb;j,u)=(apijb; 1,u)

Skup § sa ovako definisanom operacijom je polugrupa koju
nazivamo Reesova matridna polugrupa nad grupom G sa se-

ndvid matricom P i iznaavamo je sa M=M(G;I,A;P).
Jedna od metoda konstruisanja polugrupa zasni-
va se na idealskim proSirenjima neke poznate polugrupe S.
3.1, Neka je S ideal polugrupe V. Relacija P

na V definisana formulom

X py <=> x,y&S 111 x=y

e Reesovd kongruencija-inducirana sa-S.—Kolkiénilka-polu- ~—~ 7

grupa V/p je Reesova kolidnidka polugrupa. U polugrupi
V/p klasa S je nula. Polugrupu V/p éemo oznacavati sa
V/S. V je idealsko prodirenje polugrupe S pomodu Reesove
kolidnidke polugrupe V/S. U daljem tekstu ¢emo krale pi-

sati: V je prosirenje polugrupe S.

Polugrupa V je nil—ekstenzija polugrupe S ako
je V prodirenje od S i za svaki x €V postoji n €Z*¥ tako da
n
X €& S,
Navedimo sledede dve teoreme kojima se opilsuju
GV-polugrupe pomoéu prodirenja desnih grupa, Ove teoreme

¢e nam biti potrebne u daljem radu,.
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Teorema 3.1, |11] S je polumreZa nil-ekstenzija

potpuno prostih polugrupa ako i samo ako S je GV-polugrupa.

Teorema 3,2. |11]| Polugrupa S je polumreZa nil-
eksitenzija desnih 'grupa ako i samo ako S je GV-polugrupa
3 za svaki e,f € E(S) postoji neZ¥ tako da Je (ef)P=(fef)"

Problem nalaZenja proéirenja'neke polugrupe S sa-
stoji se u tome da se na skupu V= SLJQ gde Je Q polugrupa
sa (eventualno dodatom) nulom O disjunktna sa S 1 Q =Q-{0},
definige mnoZenje O tako da aecb=ab€ Q ako je ab#0 u Q 1
20b €S u ostalim sludajevima tako da je (V,0) polugrupa.
Problem konstrukcije pro$irenja sastoji se u tome da se
operacija © tako definiSe da je asocijativna 1 da je S
ideal u (V,9),

Konstrukciju jednog proSirenja potpuno proste

polugrupe dali su S$.Milié i V.Pavlovié |[35],

Kons trukeija 3.2. Neka je M(G;I,A;P) Reesova ma-
tridna polugrupa nad grupom G i Q parcijalna polugrupa
takva da je (GxIxA)[]Q=8,

Neka &:p = Ep preslikavanje polugrupe Q u si-
metridnu polugrupu T(I) 1 n'p+'np preslikavanje iz Q u

_ simetrignu polugrupu T(A). Neka za svaki p,q€Q vazi:

D Noq "p'lq

(7) - pgeqQ => ¢ q =g gps
(1) pq gQ => qu;p=const.,npnq:eonst.

Neka je @:QxI » G preslikavanje za koje vazi

(117) pq €EQ => @(pq,i)=@(p,i£q)®(q,i)

(iv) lzraz Prif @(p,i)p;i ; ne zavisi od 1 €1 za p,qéeNQ.

Ovaj izraz éemo oznaditi sa Y(p,A).

Na skupu I=(GxIxA)|JQ definiSemo proizvod sa
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(1) C;;i,k)(b;j,u)=(aphjb;i,p),
(2) pla;i,A)=(d(p,1)a; iEP,A),
(3) La;i,l)p=(a?(p,k);i,lnp),
(4) p'q=r*.€Q => pg=re€ i,
(5) pq € Q =pg=(d (.p,igq)@(.q,i)piipnqi;iEqu,Anpn .
Skup Z u odnosu na ovako definisanu operaciju je polugrupa.
/7

Teorema 3.3. |35| Polugrupa S sadrZi ideal koji
je Reesova matridna polugrupa nad grupom ako 1 samo ako S

je izomorfna sa polugrupom iz Konstrukcije 3,2.

/7

3.2. Neka je V prosSirenje polugrupe S. Tada V
je retraktivno prodirenje od S ako posto]il homomorfizam ¢ 1z
Vv na S takav da je ¢{x)=x =za svaki x€S. U tom sludaju S

je retraktivan ideal 1 ¢ retrakeija.

Jedan od prvih rezultata u vezi sa prosiriva-
njem polugrupa jesta sledeéi rezultat A.H.Clifforda |[19}.
Neka Je Q polugrupa sa nulom Q0 koja je disjunktna

sa polugrupom S 1 $:Q% —» S parcijalni homomorfizam.

Neka je na skupu v=SlJQ* definisano mnoZenije sa
a(b?®) ako a€sS,beQ=
aodb= - (ad)b ako aeqQ*,be S

(ad)(bd®) ako a,b€Q* i ab=0 u Q

i proizvod acb se poklapa sa proizvodom u 3 ako a,be&s
odnosno sa preizvodom u Q ako a,b €Q i ab#0., Tada je V pro-
zirenje od S odredjeno parcijalnim homomorfiazmom. AKO 3

ima jedinicu, onda se svako prodirenje V od S moze dobitili na

opisani nadin.
Kons trukeija 3.3, Neka je S polugrupa., Svakom a €3S

pridruZzimo skup Y, tako da Jje
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a€y_, Yaﬂ Y, =0 , ako je a#b.

Neka su
q)(c:-l,b): Xabe - Yab
funkcije za koje vaZii
(1.1) @cab’C)(Q(a’b)(x,y),z)=¢(a’b0)(x,¢(b’C)(y,z))
(1.2) Q(a’b)(x,b)=¢(a’b)(a,y)=ab

za svaki xeYa, yEYb, ZEYC- Na skupu V:aUS Xa definidimo
mnoZenje * sa

:Q(a,b)

X%y (x,v), ako xEYa,ye Yb

Tada (V,%) je polugrupa i V je retraktivno proSirenje od S.

Sledeéa teorema je osnovna za proSirenje odre-

djeno parcijalnim homomorfizmom.

Teorema 3.4. |11},|u6],|14| Za polugrupu V sle-

dedi uslovi su ekvivalentni:

(Z) V je prodirenje odredjeno parcijalnim homomorfilzmom;
- (%272)-- V Je retraktivno proSirenjej - ool T

(227) V je izomorfna sa nekom polugrupom iz Konstrukci-
je 3.3. |
3.3. Polugrupa S je n-inflaeija polugrupe T
ako jJe T ideal od S, Sn+%;;T i postoji homomorfizam ¢.
S na T takav da je ®(t)=t za svaku t€ T. n-inflacija polu-
grupe T je retraktivno prosirenje od T pomocu n+l-nilpoten -

tne polugrupe.

Konstrukciju n-inflacije dali su S.Bogdanovié 1
S.Mi1ié u radu {1t
Clifford |20) i za n=2 imamo jaku inflaciju koju Je uveo
Petrich [48].

., Za n=1 imamo inflaciju koju Je uveo
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Teorema 3.5. |1lu4| Za polugrupu S sledeéi uslovi

su ekvivalentni;

() s_je n-inflacija unije grupa;'
(27) (-\gixgyES)xSn'ly:sznYz;
(117) Sn+l je unija grupa 1
(WFX1yeresX GS)(XI.‘IHQG TPX1eseX  4T€1X1eseX €
n+l 1 e. n+l n+l nt+l

[ 7

Teorema 3.8. |14] Na polugrupi S sledeéi uslovi

su ekvivalentni:

(€} S je n-inflacija polumreZze grupa;

1

(17) (Mx,v € 5)xs Ty=y2six;

‘¢ 0 n+l . . o
(22%) S je polumreZa grupa; 7




GLAVA II

POLUPRUGE U KOJIMA JE SN POTPUNO PROSTA
POLUGRUPA

U ovoj glavi éemo konstruisatl neke polugrupe S
koje se dobijaju prodirenjem neke poznate polugrupe T po-
modéu skupova, Jedna ideja za takve konstrukcije sastoji
se u tome da se svakom a €T pridruzi skup Y_ tako da je
Yalj Yh=® za a#b, pa se na skupu S= ] Y definiSe mno-

senje tako da je S retraktivno proéf?%nje polugrupe T.Za oyak-
ve konstrukcije - videti 16,8,14,39,45|, U Lemi 1.1 dajemo
jednu konsfrukciju ovakve vrste za sludaj kada T nije ideal
od §. U Teoremi 1,3, konstruisemo polugrupu S koja je n-in-
vlacija polugrupe T u smislu definicije koju su dali M.Pu-
tcha 1 J.Weissiglass u radu |49] 1 koju zovemo n-PW-infla-
cija, Iz konstrukcije date u Teoremi 1.3, dobija se kons-
trukcija“n-inflacije'poiﬁgrupemT*U'smiélﬁ*definicije'koju

su dali'S.Bogdanovié i §.Milié u radu |14}, koju Cemo zvati
n-BM-inflacija.

U Teoremi 3.6. konstruifemo polugrupu &ija Je sva-
ka podpolugrupa levi ideal od §%, Iz Teoreme 3.5. se vidi
da je polugrupa S retraktivno prodirenje polugrupe desnih
nula pomoéu S5~nilpotentne polugrupe sa istim svojstvom,.
Ovakve polugrupe nazivamo [,-polugrupama. U ovo] glavi ra-
zmatramo L -polugrupe za bilo koji ngZ* (Teorema 3.3,
Teorema 3.4). Problem konstrukcije anpolugrupe u opStem
slu®aju nije re3en., U tadki 4, ovog poglavlja izdvajamo je-
dnu podklasu klase Ln-polugrupa. Polugrupe te podklase na-
zivamo An—polugrupama. Tz Teoreme 4,3, se vidi da Je-
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Anﬂpolugrupa S specijalan sludaj n-BM-inflacije polugru-
pe desnih nula, 5to nam omoguéuje da konstruiSemo takvu

polugrupu (Teorema 4.4,).

§, Milié i V. Pavlovié u radu [35]| dali su kons-
trukciju proSirenja potpuno proste polugrupe pomoCu par-
cijalne polugrupe Q. U Teoremi 2.3, data je konstrukecija
pro&irenja potpuno proste polugrupe u slu¢aju kada je Q

bilo koji neprazan skup.

1, obNos 1ZMEDJU N-PW-INFLACIJE I
N-BM~INFLACIJE |

U ovoj tadki navodimo pojam n-inflacije (nE,Z+)
u smislu M,Putche i J.Weissglassa |49], koju éemo zvati
n-PW-inflacija i pojam n-inflacije u smislu S.Bogdanovica

i §.Mili¢a |14|, koju éemo zvati nvBM-inflacija.
Teoremom 1,2. data je veza izmedju oyih pojmova,

a Teoremom 1.3, dajemo karakterizaciju n-PW-inflacije.

. Definicija 1.1. |48] Neka jé T podpolugrupa po-
lugrupe S, Tada S je n-PW-inflacija od T ako postoji ho-

momorfizam ¢:5 + T tako da je

(1,1) (MaeT)e(a)=a

(1. 2) (“V‘Xl g X ey ,Xn_l_le S)Xl.}{z .. 'xl’}'l‘f{b(xl)@(x:)") * e '(I’(XI]"']_)

Definieija 1.2, |14| Polugrupa S je n-BM-infla-

n+l

cija polugrupe T ako je S C_T i S je retraktivna eks-

tenzija od T,

Teorema 1,1, |1u],[49| Sledeéi uslovi su ekvivale-

ntni
(7) S je 1-PW-inflacija polugrupe T;

(14) S je 1-BM-inflacija polugrupe T
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(121) s je inflacija polugrupe T u smislu Clifford-

Prestona,

/~7

Da je klasa polugrupa koje su n-PW-inflacije 38i-
ra od klase polugrupa koje su n-BM-inflacije u slucaju za

n> 2 pokazuje sledeéi

Primer 1.1. Polugrupa S data tablicom

b ¢ a _a? a® _a'
b a2 a*® ¢ a® a* a*
c la? a* a® a* a* a°
2 le a® a? a? a* a°
52la? a* a® a* a* a°
23 at a* a* a* a* a'
24lat a* a* a* a* a*

jeste 7-PW-inflacija polugrupe T={a,a2,a3,a“=a5} jer je

preslikavanje

"homomoffizam“OdMS na T, ¢(x)=x-za sve xecT i za svaki..

x,y,2 €S Je xyz=0(x)e(y)d(z). Polugrupa s nije 2-BM-in-
flacija, jer Je ab=c<$T, pa T nije ideal od S.

Teopema 1.2. Neka je n?> 2. Tada § je n-PW-infla-
cija polugrupe T 1 T je ideal od S ako i samo ako S Je-

«te n-BM-inflacija polugrupe T.

Dokaz. Neka Jje S n-BM-inflacija polugrupe T i
»:8 ~ T retrakcija, Tada za proizvoljne x1,xz,...,xn+1€i8
je
. . n+l
X1X2..,xn+l=®(x1x2,..xn+l) (jer je S C T)

=®(X1)¢’(X2) . -@(Xn_l_l) .
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Dakle, S je n-PW-inflacija od T i T je ideal od S.
Obratno, neka je S n-PW-inflacija od T, T ideal
od S 1 neka je ¢:S » T homomorfizam za koji vazi (1.1)
i (1,2). Jasno je da ije s“*lc;'r 1 da jJe & retrakecija tj.

S jeste n-BM~inflacija od T.
7

Lema 1.1. Neka je T polugrupa.Svakom a€T pridruZi-
mo skup Ya tako da je

aEY_, Yaﬂ Y, =0, ako je a#b.

Neka su

(a,b)
¢ ’ Yabe > Yab

funkcije za koje vazi

¢(ab,c) (a,b)

(o (x,ylz)=¢(a’b0)(x,¢(b’C)(y,z))

i na 8= LJ Y defini$imo operaciju # sa:
aeT <

(a,b)

Xuy=9 (x,y), ako XGYa’ y € Yb

Tada (S,#%) Jeste polugrupa i pestoji homomorfizam ¢ od
S na T da je ¢$(a)=a =za svaki a€T.

Obratno, neka je T podpolugrupa polugrupe S 1
neka je & homomorfizam od S na T takav da je @®(a)=a za

svaki a &€ T, Tada se S mozZe konstruisati na opisani nacin.

Dokaz. Neka S zadovoljava uslove Leme. Tada za
xeY,, YEeYy, ZEYC Jje

(a,b)

(xﬁy)ﬁz =@ (x,y)*z :@cabia)(¢(a’b)(x,y)52)
=¢(a’b0)(x,¢(b’C)(y,z))=xﬁ¢(b’0)(y,z)
= X% (,y:‘:z)

Dakle, (S,%) jeste polugrupa, Definisimo preslikavanje
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$:5 » T sa @(Ya)=a. Jasno je da ¢ preslikava S na T 1
da je ¢(al)=a. Za x¢€ Y » YEY je

(a,b) (a,b)

d(xxy)=0(d (x,y)=ab (jer ¢ (x,y)EYab)

=¢ (x)9 (y).

Dakle ¢ Je homomorfizam,

Obratno, za a €T nekag Je Ya=¢'1(a). Tada je
S"‘aléffa' Neka je a,b&€T, a#b 1 neka jJe xefgaﬂYb.

Tada je a=9(x)=b, 3to je kontradikcija. Dakle, za a#b Je
Yaﬂ Yb=®. Za x,y€ S postoje a,b&e T tako da xeYa, erb,
pa ¢(x)=a, ¥(y)=b. Kako Je i

G (xy)=0(x)d(y)=ab & Yab

t3. xy @ﬁl(ab,)=Yab, onda postoje funkcije Q(a’b) koje
(a,b)

slikaju Yabe u Yab' Jasno je da ¢ (x,y)=xy, odakle

sledi da za te funkcije vaZi uslov iz konstrukciije.

17

Pogledica 1.1. |14] Neka je T polugrupa.

Svakom a €T pridruiimo skup Ya'tako da Ije
a €Y, Y. n Y.=® , ako je a#b,
a a b
Neka su
(a,b),

¢ : Xabe + Yab
funkcije za koje vefi

¢(ab’C)(Q(a’b)(xiﬂ,z)=¢(a’b0)(x,¢(b’C)(y,z)

@ca’b)Cx,b)=¢(a’b)(a,y)=ab

za svaki x€Y_, vy€Y,, z€Y_ 1 na S= U Y definisimo
a b C ag T 2
operaciju * sa

Xy =¢('a’b)(x,y), ako xeYa, y&Yb.
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Tada (S,=%) jeste retraktiyna ekstenzija polugrupe T.

Obratno, svaka retraktivng ekstenzija S polu-

grupe T se moZe ovako konstruisatp, /=7

——

Teorema 1.3, Neka je T polugrupa, Svakom ageT
pridruZimo familiju skupova X? (i=1,2,...,n) tako da
je aEXi(a) za neki r(a)>e {1,2,...,n} 1 da vaZe uslovi

(1.3) Xi-# @ za r(a)<i<n
(1.4) r(a)+r(b)>n => r(ab)=n
X3 %} =0 za i#3

(1.5) _X?lﬁ X? = @ za a#b.

J
Neka su za neprazne skupove X? 1 X?
¥ b
Q(a,b) ; X?: X X]?+ U }{3 ‘ .ako i+j<n
(i,3) 3 vzi+q -
Q(a’b) X? X X? + {ab} ako 1i+3>n
funkcije za koje vazi:
- (a,b)
(1.8 ¢ 7 (a,b)=ab
(i,3)
(1.7)  (Ms)(d e3Pl pl@bl iy oy 7=
=®(a,b0}(x,¢(b50)(y12))
(i,t) (3,k)

za svaki a,b,cecT.
n
Neka je Ya=lJ X? i neka je * operacija defi-
i=1

nisana na skupu S = |} Y sa
ae’T

x®y=9 7?2 (x,y) za XGX?, yGX]J?.
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Tada (S,%) je n-PW-inflacija polugrupe T,

Obratno, svaka n-PW-inflactja polugrupe T se
moZe na ovakav na&in konstruisati.

Dokaz. Neka x,y,z€ S, Tada postoje a D¢ €T i po-
stoje i1,j,k€{1,2,,..,n} tako da xeX . yéX ZEXE .
Takodje postoje s,t €{2,3,,..,n} tako da

( sD)
(1,3)

(b,c)

(x ,y)Exzb, V&Z= cp( k)( )Exb‘2

Xny= t

Kako je sada

. _.Ca,b) (ab,e),,.(a,b)
(x*y)nz-Q(i,j)(x,y)nz ¢( k) C@ci:j)(x,y),z)
Xﬁ(yﬁZ)=Xﬁ®Eb E;( )=¢E?’$§)Cx,¢5?’ii(y,z))

i kako vaZi uslov (1,7), onda na S vazi asocijativni za-

kon,pa (S,#) jeste polugrupa. Na osnovu uslova (1.6) T
je podpolugrupa od S.

Uo&imo preslikavanje ¢:S + T zadato sa @(Ya)=a.

,Jasnd'jé"da za preslikavanje ¢ vazi ®(al=a za
svaki aeT, Za svaki x,yeS postoje a,b €T tako da xE-Y ]
yEYb t7. XGX y('_x] za neke i,7€1{1,2,...,n} 1

b (xxy)= ¢(¢Ea bgc 7))

ab , Jer @((a I]:); ,y)EYab

)

=6(al)d(b) . jer ®(a)=a,d(b)-=

Dakle,?® Jje homomorfizam,

Neka x ES r=1,2,..,,n+l, Tadga postoje ag€T

“tako da - X EX za neki jrC{l,Z,...,n}.
I
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Ako za svaki ré€é{1,2,.,.,n+l} xreET, onda je jasno da

vazi

(1.8)

i zbog (1.

Nastavljaj]

demu je 3

X]_fi'}{z:': o s s X :al'}'-:a.Z'}': - = - ad

n+l n+l

Neka za neki r» €{1,2,...,n+l} xrfiT. Tada Jje

— (alaaZ)
231,520

n+l QX13X2)3X3*...HX

U=X1%X2 .. nX
1 in ¥ » % n+l

Ako je ji+j,>n, onda je zbog (1.3) r(a,l)+r(az)>n

4) r(ajazl=n. Zato je

(a; ,asz) c1d2
= 7 =
u) @(31:]2)(X1:X2) a1azfixn

U=adydstXagft,.,.nX .
1<2 3 n+1l

uéi ovaj postupak dobijamo da vaZi (1.8).
ﬁ (a1,az) aiaz

L) - + - { . . . - .
Ako je Ji+j2< n, onda ¢(j1,jz)(x1’x2)(lxt1 pri

1+J2<ty<n 1

(a1a2,a3)

U=y X3 e a ,.:_xn.i-l‘—'@ ('tl ’ja ) (1_11 ’X_3 )::Xq. I ..:'{Xn_'_l'
A (a1a,.33)

. 42 . _ ‘ Y

aAko je ti+js>n, onda je u; Q(tl,ja) (4y,%X3)
_ 1d24d3
=ala2a3€Xn pa zakljuCujemo da vazi (1.8),
ai1azas

Ako je tli'jail'l, onda u; EXtZ N t1+j 3itzil’1 1

U=z fXy %

. s :’:Xn+l J

Nastavljajuéi ovaj postupak zakljulujemo da va-

¥i (1.8) ili da je

a]_aZi e + Al

Usu_ g #X g gde un—léixtn_l i

tn--2+jnitn--lin
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Kako™ je
' > L L] - L] -
LY IR PG EALINEP L PR P EAREES LS LD S A
onda je (ajaz...a_,a
u=u X = n n+l(u X )=a,a a
n-1"n+l “(t ) n-1’"n+l L2 2“n+1

n~l,3n+l
pa i u ovom sluc¢aju vazi (1.8)

Koristeéi ¢injenicu da Je Q(XQ:aP za svaki
r€{1,2,...,n+l} i jednakost (1.8) dobijamo da Je

=3 (x;)8(x,)...0(x )

XyfiXo¥,, X

n+l
Dakle,polugrupa (S,%) Jje n-PW-inflacija od T.

Obratno neka je S n-PW-inflacija polugrupe T i
neka je ®:5 = T homomorfizam za koji vaZzi (1.1) i (1.2).

Za bilo koji a €T neka jJe Ya=¢"l(a) 1 neka je

a i L1i+]1 :
X5 Ya(] (S*-87"7) , i=1,2,...,n-1

N

x> = v [] s"
a
Kako a pripada nekom od disjunktnih skupova

n-l .n _n
s-82, 82-8%,,...,8 ~=8,5,

onda a(iXi(a)=Ya|j (g¥la)_grial)+ly . roki r(ad)€ {1,2,...,n-1]

111 aEiYa[j sn=xi. Na ovaj nadéin smo konstruisali skupove

L ¥ - - - - n
za koije vaZe uslovi (1,5). Takodje Je jasno da je Ya=|J X?
i=1

i s=1) Y . Neka je za neki i za koji je r(a)<i<n X5 # 0.
aeT @ - 1

Tada postoji bGEYa takav da Je b=b1b2...bi, pa je

a=8(b)=8(bybz...b,)=6(by )8 (by). . . 0(by) €8

5to je kontradikcija Jer X?(]Xi(a)=®' Dakle, za skupove X?

vazi uslov (1,3).

—— e ——




25,

- Neka je za a,b&eT r(a)+r(bl)>n, Tada aGESP(a):
r(b)

be s¥P) i ape st Pbign  kako ab€Y_,,
abEEYabI] s t4, r(ab)=n, Dakle, vaZi uslov (1l.4).

onda

Neka su x,y €S. Tada postoje i,j€{1,2,...,n}
tako da x €X§ GX? Kako je Y Y Y i kako

ab
xyeS ], onda xye Xab. Na taj nac¢in funkcije d?Ea ];g
>

definisemo kao restrikcije mnoZenja u S na skupove X.ij.

n
Pri tome je Jasno da za i+j<nj@gi’?;: Xix X+ [J Xa%
—' el

U:1+j
Ako je i+j>n, onda je xy=ab jer Jje zbog uslova (1.2)

Sn+l§;'f i Yablj T-{ab}. Dakle, ako je it+j>n, onda

(a b) a b
(1,]) Xy X Xj > {ab}
Jasno je da za .funkcije ¢Ei ?; vaze uslovi
Y
(1.6) 1 (1,7), ~ —7

e

Ako uslov (1.6)u Teoremi 1.3. zamenimo uslovom

(a,b) . (a b)
(l, )(. ,3’) (i 1,7 )(X b)=ab

onda se iz Teoreme 1.3. dobija Lema 2,1. i Teorema 2.1.
iz]14].

Univerz'tet u Beogradu
£rirodno- matemam,‘ei fakuiled

MATEMATICKI FAKULTET
BHH!OTEKA

B8roj. Datum
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+1
2 POLUGRUPE S ZA KOJE JE SN 1 boTpuNO
PROSTA POLUGRUPA

Problemom pro$irenja potpuno prostih polugrupa
bavili su se A.H, Clifford u radu |19] S.Mili¢ i V. Pav-
lovié u radu |35}, P.Protid i S.Bogdanovié u radu |u45].

U ovim radovima dati su potrebni i dovoljni uslovi kada
polugrupa S ima potpunc prosto jezgro.U ovoj tactki dajemo
potrebne i dovoljne uslove kada ce SIHl biti potpuno pro-
sta polugrupa, takodje dajemo strukturni opis takvih po-

lugrupa.

Teorema 2.1. Neka je S polugrupa. Tada s Je

potpuno prosta polugrupa ako 1 samo ako

(2.1) (Mu €5 (Yy€SuguySu

Dokaz. Neka 3Je s potpuno prosta polugrupa 1 ne-
ka je u € sh proizvoljan element. Tada postoje

xl,xZ,...,an.S tako da je uzxiXz2...X i da jJe

_u(&uyxlxz...xn_lsnu (na osnovu Teoreme I.1.7)

C;uySu

Obratno, neka vaZi (2.1)., Tada za bilc koji ele-
ment u€ g yvari ueu®*Su, pa po Teoremi I.1.3,, u€6,.(8) tJ.
SHC;GP(S). Kako va®i i obratna inkluzija, onda je
s"=G_(S). Po&to za bilo koje a,b €6 (S) vazi

azaxa ., za neki x({GP(S)
=Cax)nfla, jer axE}E(G?(S))
C Cax)n_labS(ax)nTla, jer vazi (2.1)

= ab S(ax)n_la

g;abSna
= abG,(S)a,
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onda, po Teoremi 1.1.7,, GP(S)=Srl je potpuno prosta po-
lugrupa,

Teorema 2.2. S je n-inflacija potpuno proste po-

lugrupe ako i samo ako

2 o1l 2
(2,2) CWxy :XZ:”'axn_l_l:yeS) Xlxz"'xni-léxls nyn+l

Dokaz. Neka je S n-inflacija potpuno proste polu-
. n+l
grupe. Tada je S potpuno prosta polugrupa, pa na osnovu

Teoreme 2.1,

Xlxz . & ,Xn+1e X1X2 . & n}{n_l_lysxlxz L ..Xn+l

za svakil xl,xz,...,xn+l,Y€ES. Kako je Sn+l unija grupa,

onda na osnovu Teoreme T1.3,5., je
2 01 2 .
xlxz.,.xn+16x18 X411

X1Xo s, eX KX1Xs o peX SX1Xo e o X
1"~2 ’ n+l€ 1 A2 ’ n+1}f 1A~2 I'l"'].

2

2 2 2 o1l
g;xls xn+ly8x18 X 41

2 n”._z
C-x7S nyn_l_l

Dakle, vazi (2,2),

Obfatno, neka vazi (2,2). Tada je

- 2 -
xISn lxn+l(; XISnnyIzHl (;x%Snfol C;XSD_ ly, pa na osnovu
Teoreme I.3.5, S je n-inflacija unije grupa tj. Sn+l je
L

potpuno regularna polugrupa. Neka su a,bEiSn+ proizvoljni

elementi, Tada postoje Xi,Xz2s...,X ., &3S da je

b=X1X2.,.,.X
1X2 n

Sx 2 (jer vaZi (2.2))

n-2""n+l




28,

n+la n+l n+l . ntl |

Dakle38n+lc; S S za proizvoljan a oS pa S je

prosta polugrupa (Teorema I.1.6). Po3to Je Sn+l potpuno
regularna i prosta, onda je po Teoremi I.l.7, Sn+l je
potpuno prosta polugrupa. Dakle, S je n-inflacija potpuno
proste polugrupe.
/7
Teorema 2.3. Neka je M=M(G;I,t;P) Reesova ma-
tridna polugrupa nad grupom G i neka je X. (i=1,2,...,n+1)

familija skupova takva da je X“+1=G x T %i\i

Xiﬂ Xj - @ ako ]e l;é:]

Neka je &:x - gx preslikavanje skupa Y= lexi
1=
u simetridnu polugrupu t(I), n:x = N, preslikavanie
skupa Y u simetri&nu polugrupu t(A), @:YxI » G presli-

kavanje i neka su,za neprazne skupove X., X., preslika-

. J
vanja
n+l
@ij: Xi X Xj > [J Xr*’ ako je 1+3<n

¢ij(xdy) € X ,1° ako je i+j>n

Neka su tacne formule:

(2) (x,y) €A => £y y=N. N

& =g

(11) (x,y) € B =>£y§x=const.,nxny=const.

(117) (x,y)€B => @(@ij(x,y),a)=¢(x,a£y)¢(y,a)

1

s
nxaﬁ

(Zv) Izraz D, o @(x,a)p; ne zavisi od o€ 1I.
3
X

Ovaj izraz demo oznadavati sa Y (x,a)

(v) (%%sil+j)(\ftzj+k)®sk(¢ij(x,y),z)=®it(x,®jk(y,z))

gde je
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A= [(x,y)(fxi X le(?Jt)(i+lipiﬂﬁ wij(x,y)Gth}
B= {(x,y)(&Xi X Xj|(1+]in/1¢ij(x,y)E;Xn+l)

v(1<i,j<n A i+j>n)}

+1
Na skupu S = WJ

i:lxi definigimo operaciju * sa:
(1) (a;a,A)ﬂ(b;B,u)=(apAﬁb;a,u)
(2) xﬂ(a;a,k)=(¢(x,u)a;ugx,k)
(3) (aja, A)xx=(a¥(x,A);a, knx)
(4) xﬁyZQij(x,y), ako (x,y)€ A

: e -1 _
(5) xhy-(¢(x,u6y)@(y,a)Qhkny’a,agygx ,Anxny)

za sve a,b(iG; a,B € I; A,pue i 3 xEEXi, yE&Xj (1<1i,3<n)

Tada (S,*) je polugrupa za koju je Sn+l potpuno
prosta polugrupa. |

Obratno, svaka polugrupa S za koju Je Sn+l potpu-

no prosta polugrupa moze se na ova} nadéin konstruisati: -

' Dokaz. Primetimo najpre da je AU B=y x Y i
AIWIB=@. Takodje, zbog uslova (4) i (5), (Y,%) je par-
cijalni grupoid takav da xsy ¢ Y ako i samo ako postoje
i,j,t takvi da xegxi, ngxj, @ij(x,§)éixt, i+3j<t<n,
Sada iz konstrukcije I.3,2 sledi da je operacija =

dobro definisana, pa (S,%) jeste grupoid.

Dokazimo da je (S,#) polugrupa proverom asocija-

tivnosti za operaciju =%.

Razlikujemo sledede slulajeve:

yeX,, z&X (1<i,J,k<n)

1’ k
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1.1. Neka je i+jin; j+k<n. Tada ¢ij(x,y)E§XS
za neki s za kojli je i+j<s<n+l, ¢jk(y,z)€EXt za neki t

za koji je J+k<t<n+l

1.1.1, Neka je 1+3<s<n-k;j jtk<t<n-i. Tada
(x,y)€A, (y,z)€&A. Takodje, posto]i skup Xr’ r<n+l
@sk(¢ij(x’y)2)’ @it(x,ij(y,z))Gin, jer vazi (v).

Ako je r<n, onda zbog stk<r<n, 1+t<r<n, parovi

u=(¢ij(x,y),z), v=(x,¢jk(y,z))€iA. Sada je

(X:‘:y).‘r‘.Z:(I’ij(.X,y)ﬁ:Z , zbog (4) 1 (x,y) €A

:@Sk(¢ij(x,y),z) , zbog (&) 1 ue A

x:’:(y:‘:z)'—*}(:':@jk(Y.:Z) , zbog (4) i (y,z)€A

=¢it(x,¢jk(y,z)) , zbog (4) i VvEA

Dakle, (xsy)#z=xz(yx), na osnovu (v)

Ako je r=n+l, onda u,v€B po definiciji skupa B,

Sada je
(Xﬁy)ﬁz;¢ij(xgy)ﬁZ“_““““““ -—-—;zbog (4) 1 (X,y)E A’
. -1
=(¢p(p..(x,y),0E _Jd¢p(z,a)p saf & L AT n_)
13 2 mcbij(‘x,y)nz‘u 27053(x,y)  Pijx,y)

, zbog (5) 1 u€B

-1 . .
:(¢(@ij(x,y),aEz)é(z,a)phnxn ;agzgygx,knxn nz) , zbog () 1 (X,y)EA

Sz y

_ -1 _ NP
'(Q(X’agzgy)Q(y’agz)Q(Z’a)plnxnynz,a’agzgygx7knxnyn Z),zbog (£722)1i(x,y)€ A.

Xﬁ(yﬁz)=xﬁ¢jk(y,z) , zbog (4) i (y,z)E€A

B LT —
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! {o13 )

=(¢(x,a£
n_mn o
X ¢jk('y’2)5

)@(tbjk(y,z),oc)p; 5y Eyo AN

¢jk(y}z‘) ¢]k(Y! an)jk(y:lz)

,zbog (5) 1 vEB

_ -1 , oy
"(¢(X’agz€y)@(®jk(y’2)’a)pknxn nz’a,aﬁzgygx,lnxn n,) ,zbog () 1 (y,z)EA

y Y

1

=(¢(x,uEzEy)®(y,aEZ)Q(z,a)p;n n
X

ynzja;uﬁzgyixgknxnynz), zbog (1i4)ily,z)€ A

Dakle, i u ovom sludaju je (yzyluz=xz(yz).

1,1.2. Neka je i+j<s<n-k; t>j+k 1 t>n-1. Tada

(x,y) € A; (y,z)EEA[JB. Kako je t+i>n, onda

@it(x,ij(y,z)ELXn+l. Sada zbog uslova (v)

@Sk(¢ij(x,y),z)E_Xn+l. Takodije,par uztéij(x,y),z)EEB
jer @ij(x,y)éixs, s<n, zEEXk, k<n. Par v:(x,®jk(y,z))EE3

ako (y,z)€ A t]. ako @jk(y,z)é;xt, t<n, na osnovu definicije

skupa B.
Sada, ako (x,y);(y,z) €A, dobijamo kao u 1l.l.1 da
- j o - P, ; o e : - . : ce e
‘ | S | #1 . ¥ ats :
(x“y)f?-(ch’agzgy)Q(y’agz)Q(z’a)phnxnynz,a’ugzgygx’lnxnynz)"x“(y"Z)

Ako je (x,y)E A, (y,z)€B, onda kao u slucaju 1l.1.1,

dobijamo da je

o -1 :
(Xﬂy)“z-(Q(X’agzgy)@(y’ugz)¢(Z’a)plnxnynz,u’ugzgygx’hnxnynz)'

Kako je i

xﬁ(yﬂz)=x*(¢(y,aEZ)Q(z,a)Q;in ’a;aEzEy,kﬂxhy), zbog (5),Jer (y,z)€B
Tx'z

i ¥ L _1 . oy u
.x“(ﬁ(x,agz)é(z,u)pknxn nz,a’agzgy’hnxn n_ zbog (77),jer (y,2)E B

y y
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. » .
:Gb(x,aizgygx)@(y,a52)¢(z,a)phnxnynzja;aiziyix,lnxnyﬂz),zbog (2),

onda Jje (xxzy)=mz=x%(y%z),

1.1.3. Neka je jtk<t<n-i; s»i+j, s>n-k. Tada
(v,z)EA i (x,y)E€ AUB., Kako je s+k>n, onda
¢Sk(¢ij(x,y),z)€;xn+l, Sada zbog uslova (w)

@it(x,QijCy,z))Ean+l. Takodje, par V=(x,®ik(y,z))€£8 na

osnovu definicije skupa B, jer (x, jk(ygz)ﬂﬁxix xk

(1,k<n). Ako (x,y) €A, onda par u=(®ij(x,y),z)€;5, po

definiciji skupa B.

Ako (x,v),(y,z) €A, onda na osnovu razmatrania
u l1.1.1.

Y, = - .—j‘ . : —rate .
(xny)“z-(®(x,aizgy)®(y,a52)@(z,u)pknxnynz3a,agzgygx,lnxnynz)-xn(y“z)

Ao je (x,y)€ B, (y,z)€ A, onda je

Y e -1 _ . :
(X"y)"z_(Q(X’ugy)@(y’a)pknxny,a’agygxfknxny)"z’ zbog (5),Jer (x,y)€B

Py | s S T _
-(@(Xjugzgy)¢(y;uiz)plnxnyJagz,agzgygx.,Anxny)nz

¢, -1 ,
_{Q(x,agzgy)Qty,aEZ)plnxn ,agzw(x,lnxny),agziyix,knxnynz),zbog (3)

y

n.n G;

-1
$(z,0)p
:QEZ lnx y 'z

] -1
-(@(x,u&zﬁy)‘I’(Y:@EZ)meny,agsznxny

uEzEyE,x,}\rknynz), zbog (Zv)

1

:-(cIJ(x,qugy)'®~§y,agz)¢(.z,a)plnxn nz?a;oaaziyix-,knxn n,)

y Y

= x®(y=%xz), na osnevu razmatranja u 1,1,1,
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1,1.4, Neka je s>i+j, s>n-k i t>J+k, t>n-i. Tada
(x,y)E€ Al B, (y,2)€ AUB.

Ako (x,y) € A, onda,zbog s>n-k,( @ij(x,y),z)eB,

pa je na osnovu razmatranja u 1,1.1.

- —1 . ' .
(xﬁy)“Z*(QCX’GEZEY)Q(Y’GEZ)Q(Z’a)PkﬂxnynZ,a’agzgynglnxn

ynz).

Desnu stranu poslednje jednakosti oznafavad¢emo nadalje sa w.

Ako je (x,y)€ B, onda na osnovu razmatranja u

1.1.3, (xzyl)®z=w.

Ako je (y,z) €A, onda,zbog t>n-—i,(®ij(x,y),z)€B,
pa je na osnovu razmatranja u 1.1.1. xx(y=xz)=w. Ako Je

(y,z) €B, onda je na osnovu razmatranja u 1.1.2. xx{y#%z)=w.

Dakle,i u ovom sludaju vazZi asocijativnost.

1.2. Neka je i+Jj<n; j+k>n. Tada Qij(x,y)EiXS,
pri demu je s>n-k. Zaista, ako bi bilo s<n-k, onda 1z
i+j<s sledi da je i+j+k<n 3to je u kontradikeiji sa pret-
postavkom da je j+k>n.

‘Sada je (x,y) AlJB, (y,z)€B,

- Ako (x,y)€ A, onda (fbij (x,y),2) &€B 1 na osnovu
*razmatranja u 1.1,1. je (xzy)sz=w. Ako (x,y) €B, onda Je
na osnovu razmatranija u 1.1,3. (xxy)xz=w, Kako je (y,z)€ B,

onda na osnovu razmatranja u 1.1.2. je x%(y=xz)=w.
Dakle, 1 u ovom sludaju vaZi asocijativnost.
1.3, Neka je it+j>n; J+k<n., Tada ¢jk(y,z)€ixt,

pri &emu je t>n~i. Zaista, ako bi bilo t<n~i, onda iz

j+k<t, sledi da je i+j+k<n #to je u kontradikciji sa pret-

postavkom da je i+j>n,
Sada (x,y)€ B, (y,z)€& Al|JB.

Ako (y,z)€ A, onda Lx,fbjk(y,z))EB pa na osnovu
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pazmatranja u 1,1.1., je xz(y*z)=w, AKO je (y,z) € B, onda

na osnovu razmatranja u 1,1,2. je xs(y=%z)=w. Kako je

" (x,y) €B, onda na osnovu razmatranja u 1,1,3. (xXxy)zzZ=wW,

Dakle, & u ovom sluaju vazi asocijativnost.

1.4, Neka je i+j»n; j+k>n. Tada je (x,y);(ly,z) €B,

Zbog (x,y)€ B i razmatranja u 1,1,3, zakljudujemo da Je
(x%y)#z=w. Takodje, zbog (y,z)€B i razmatranja u 1.1.2,

zakljudujemo da je xx(yxz)=w,

Dakle, i u ovom slucaju vabkt asocijativnost.

2. xEXi, yéXj, 1<1,j<n, z=(a,a,A) €M

2.1. Ako je 1i+¥n, onda u slucgju da q’ij (x,y) € X5,
s<n je
(x&y)&z:@ijéﬁ,y)ﬁz'

:(@(@ijtx,y),uﬁ;a£¢ijLx,y),1) (na osnoyu (2))

=C¢Cx,agy)¢(y,a)a;agygx,i) (na osnovu (£)i(<z7))

111 u sludaju @,.C,y)€X 4, na osnoyu (5) & (2) Je

' _ -1 : (s
(x*y)ﬁzf(é(x,a&y)@(y,a)pknxny’u,agygx,Aqkny)“(a,u,l)

_ -1 . .
,(¢Cx,a§y)¢Cy,a)pmnxnyJapknxny,q a; qugx,l)
=(d(xp ‘g’,y)@(y,on)a; aEyEZ,A) .

Kako je u oba slutaja

x# (yzz)=xx(ye(a;0,A))
:x&(¢(y,a)a,a£y,k) (na osnovu (2))

=(¢(x,u§y)¢(y,a)a;agygx,l) (na osnoyu (2))
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onda je (xaxy)sz=xu(y=zz).

2.2. Ako je i+j>n, onda se na osnovu (2) jedno-

stavno dokazuje da Je

(3ﬁy)ﬁz=(¢(x,aﬁy)¢(y5a)a;a5y€x,l)=xﬂ(yﬁz).
3, x,z €Y , y=(a,a,r)EM, Tada, poSto je

(XﬁY)ﬁZ = (Xﬁ(a,a,k))ﬁz

H

(@(x,a)a;agx,k)*z (na osnovu (2))

=(¢(x,a)aW(z,A);aEX,an) (na osnovu (3))

xﬁ(yﬁz):xﬁ((a;&,ﬁ)ﬁZ)
=x$é¥(z,l);a,knz) (na osnovu (3))

=(®(x,a)a?(z,k);a£x,lnz) (na osnovu (2)),

onda je (xay)#z=xz(yxz).

L}..__.J{:(,a;a,l); y E.Xi, Z (—'.Xj .

4,1. Ako i+j<n, onda u sluc¢aju da @ij(y,z)ﬁixs,

s<n na osnovu (4), (3), (iv), (4), (G4), Je

x&(yﬁz):(a;a,l)ﬁQij(y,z)

=(a?(¢ij(y,z),l);a,AnQij(y,Z))

g FO AT

=(a
2 jCYaZ)a |

-1
$(d,.(y,2)a)p )
’“Ecpij (v,2) 1 Mg, ;79,2

nz,a;a,lnynz)

@(y,aéz)é(z,a)p;i
y

.—..(.tsl.p.)l.Mgzgy




36 .

~1 ~1
= (ap ¢(y,at_Jp ) ®(z,a)p 50, AN N_)
Z,aizgy. e/ Anyaaz Anya&z ? Anynz,a’ y 'Z
=(aT(y,l)¢(z,Any);a,lnynz)

1li u sludgju da @ijty,z)EEXn+l a na osnovu (5), (3) 1

(Zv), Je

.x&(yﬁz);x&(@(y,a&z)Q(z,a)p;i n ;agzgy,ln n_)

y z vy @
;x&(pil £ £ Py ar €¢{y,a€z)p;1 t Pan af @(z,a)pii
5 Ot z. 'y P 27y ny:a 2 l’ly, . nyTIZ:Ot
— . L ~1 a
ﬁ(a,a,l)n(pl’agzgyw(y,l)y(z,lny),agzgy,lnynz)

-1 |
= ¥ 'Ol WA
(aphagzEy Pl,aﬁzﬁyw(y’k) (z,lny),a, nynz)

=(a¥(y,l)?(z,hny);u,lnynz)

Kako je u oba sludaja,na osnovu (3),
(xxy)®z=((a;a,l )xy) =z
=La?(y,h);h,Xﬁy)ﬁz
‘=(a?(y,1)T(z,Any);a,lnynz),
onda je (x#y)«z=x%*(ygz).

4,2, Ako je 1+j>n, onda kao u sluc¢aju 4,1. je

Cx#y)ﬁz=(aW(ygl)W(z,Any);a,lnynz)=Xﬂ(y*z);

5., xe¥Y, y=(aja,Ar),z=(bjB,p)E M. Tada je

(xz2x)®z=(xs(a;o,A}%(b;B,u)

=(¢(x,a)a;a§x,l)ﬁ(b;8,n) (na osnovu (2))

{13

Z

Eyj\nynz
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=@ (x, a)ap}‘sb;agz,u)

Kako je 1
xx(yxz) = x2((a;a,3)x(b;B,u))
= x&(apkﬂb;a,u)

=(¢(xg)ap18b;agx,p) (na osnovu (2)),
onda je (xsylzz=xn(y%z).

6. x=(aja,A), z=(b3B8,0) M, ye¥Y. Tada je

(xay)mz=((az;a,A)sxy)=(b;B,u)
=((aT(y,l);a,lny)ﬁ(b;B,ﬂ) (na osnovu (3))

=(a¥(y,2)p bjo,u)
Myog

_ -1 . .
”(apA,BEyQ(y’B)pln pkny,Bb,a,u)(zbog (Zv))

y,8

:(apxjsgy¢(y,ﬁ)b;a,p)

Kako' je 1

 xalyxz)=(aza,A)#(y%{b;B,un))
=(a;a,l)ﬁ(¢(y38)b;85y,p) (zbog (2))

=(apa:B€y¢(y,B)b;u,u),

onda Jje (xty)xz=xx{(y%z)
7. X=(aj;o,A), y=(b;B,u)EM, =z €Y. Tada Je

(Xﬁy)ﬁz=((a;a,A)ﬁ(b;B,p))ﬁz
=(apl8b;a,p)ﬁz

=(apABbW(z,u);a, un, )
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Kako 'Je i
x*(y%z)=(ajo,A)%x((b;3;B,n)*z)

=(ajo A )% (b¥(z,u) 4B ,pn_z) (zbog (3))

=(apk8bw(z,u);a,unz),
cnda je x=u(yzz)=(x2y)sz,

8, U sluéaju x,y,z €M, onda Je (x*y)%z=x%(y*z)

na osnoyu definicije operacije u M,

Kako drugih moguénosti nema, time Je dokazana
asocijativnost za operaciju =. Dakle, (S,%) je polugrupa.

n+l:M. Na osnovu definiciie

. * - - - » - +
operacije %, jasno Je da Je M ideal od S, Neka je uEiSn L

DokaZimo sada da je S

'tj. 1.1=X1=':X2=‘{.-.:’:Xn+1 i da J{PQM, r=l,2,...,n+1.

Pretpostavimo da :n:I,GXJ1 .
Ako je 2>n, tada x;#x €M, pa ue€eM,

Ako Jje 2<n, onda za u1=x1ﬁx2=¢1,1(x1,x2) razli-

kujemo slucajeve
AUy W € M. Tadd uEM R

b;) u; € X 2<t,<n. Tada je U=U)#X3#,..#X

L% n+l’

Ako je sada ti+1l>n, onda u;*x3 €M, pa utM
Ako je t,+tkkn, onda za u2=u1ﬁx3=¢t1;(ui,x3) razli-
kujemo slucajeve

a,) u;éM, Tada u€EM

by) UgEith, 3§t2in. Tada u=u2ﬁmﬁsv-ﬂxn+1.
Nastavajudi ovaj postupak dobijamo da u&€M 1ili

postoil unv2faxtnF2 pri Cemu je n-1<t _,<n 1 usuL o EX K
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Ako je tn +1>n, tada un_zﬁanEM, pa ueM

-2

Ako je tn +1=n, onda za U U %X = tn lQ%rQQ%Q

-2

razlikujemo slutajeve,

) u 4 € M, Tada u &M

) u..q €%, Tada usu _,*X &M,

n’ n+l
U slucaju da xre:Xk , ldkrin slidno se doka-
zuje da ueM, Tadkoje, ako za heki l<r<n+l x,€ M onda ue€N,

Dakle, Sn+l

, pa smo dokazali da je S"

C. M, Kako je M regularna podpolugrupa ,on-

n+l +1=M £, Sn+l

da MC.S je pot-

puno prosta polugrupa._

Obratno, neka je S polugrupa takva da je za,neki

1

nf&Z*,Sn+ potpuno prosta polugrupa. Polugrupa S je i1izomorfna
n+l-

Reesovo] matri¢noj polugrupi nad grupom G tj. S =M(G;I,A;P).
Uo¢imo particiju

n .n+l _n+1

s-82, §2-53 _,.,, s"-s""* g

polugrupe S. Na taj nadin smo odredili skupove Xi=8i—8i+l,
~1=1,2,..,,0n. Poistovetimo 1i polugrupu'8n+l“éa'Reesovom ma -
Friénom polugrupom M=M(G;I,A;P), onda skupovi Xi,(i=l,2,...,n)
iX,

¢1-(6xIxA) zadovoljavaju uslove konstrukcije.

f 1 Neka su x €X., yEXj, 1<i, j<n+l. Tada proizvod

xyelJ \va Na taj nad¢in su definisane funkcije Qij kao
r=i+]

restrikcije operacije sa S na Xiij. Jasno Jje da, ovako de-

finisane funkecije zadovoljavaju uslove (p) konstrukcije.

Kako je

@Sk(Qij(x,y),z)=(xy)z=x(yz)=¢it(x,®jk(y,z))

za svaki z €X onda vazi uslov (?) konstrukcije.

k?

I
UoClmo skup Yziglxi. Za brlo koje xEXi,yE Xj,
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gko je 1I+]J<n, onda xy=¢ij(x,y)éixt, i+j<t<n+l. Ako je
t<n, onda skup svih takvih parova (x,y) oznacimo sa A,
Ako je t=n+l1 il1li i+j>n, onda skup svih takvih parova oz-
nadimo sa B. Jasno je da je A|JB=Y x Y, Af{}B=0. Tako-

L parcijalna polugrupa i M

dje, je Jasnc da je y=5-s""
ideal od S, Sada, na osnovu Teoreme I.3.3., postoje fu-
nkecije: £:1x -+ gx, NiX + N, :Y x I - G, ¥:YxA » G 1

za funkeciju & vaZi uslov (iv) konstrukcije. Takodje, na
osnovu iste Teoreme vaZe uslovi (2) 1 (3). Dalje, na os-

novu Teoreme I.3.3,
(x,y)JEA => cbij(.x,y)my €Y

=> &

= n n .
¢ij(x,y) ?

=£ygx * néij(x,y) X'y

(x,y)EB => xy ¢Y => Eygx:’const i nxny=const.

(x,y)EA => @ijbc,y)ucye Y

=> @C@ijﬁx,y),a)=®(xy,a)=®tx,a£y)¢(y,a),

(x,y)EB =>xy¢Y

- - = 1 » .
=5 xy-(@Lx,agy)¢(y,a)pknxny,a,miygxglnxny)

Na taj na%in smo dokazali da na S vaZe uslovi (£}, (£Z),
(£22) i (5). Uslovy (4) o&igledno vaZi. 7
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3. LN“POLUGRUPE

E.G.3utov |52|, te N.Kimmura, T.Tamura i R.Merkel
|33| su razmatrali A-(p-) polugrupe tj. polugrupe u kojima
svaka podpolugrupa jeste levi (desni) ideal. U ovo] tadki
uvodimo pojam Ln-(Rn—)polugrupe i dajemo karakterizaciju
Ln—polugrupa iz koje se vidi da je re& o jednoj vrsti re-
traktivnog prosirenja polugrupe desnih nula. Takodje,ovde je

data konstrukcija za L;-polugrupe.

Definieija 3.1. Polugrupa S je L - (an) polugru-
pa ako za svaku podpolugrupu A od S je

s"aCC A (astC A).

Lema 3.1, Klasa Ln~polugrupa zatvorena je za

podpolugrupe i za homomorfne slike.

Dokaz. Neka je S Ln-polugrupa, T podpolugrupa
od § i A podpolugrupa od T. Tada A jeste podpolugrupa od S
1 TDAQ;;SHAQ; A, pa T Jeste Ln-polugrupa.

Neka je P grupoid i £:5 = P homomorfizam. Neka
je T=f(8) i x;y”,2"¢ T. Tada postoje x,y,z&€35 da je
x'=f(x);"y”=f(y);““z’=f(z):”8ada,koriééenjem-éinjenice da -
je T homomorfizam, jednostavno proveravamo da je T podpo-
‘lugrupg; DokaZzimo da je T Ln—polugrupa. Neka je K podpolu-
grupa od T i neka je H={x € S|f(x)€ K} . Skup H je podpolu-

grupa od § 1 f(H)=K 5to se jednostavno proverava. Kako Je

Tlk=f ()P F(H)=F(SMF(H)=Ff(S"H)  f(h)=K,

onda sledi da je T L[_-polugrupa.
- 77

Lema 3.2. Polugrupa S Je Ln-polugrupa ako 1 samo

ako

(3.1) (M-a €38) s"aCZ <a>




b2,
Dokaz. Neka je S Ln#polugrupa i a€S. Tada je

Tl -
A SaC <a>

e

3

. , Obratno, neka vazi (3.1) i neka je A proizvoljna

podpolugrupa od S. Tada za bilo koje a€T® je.Ana;;<a>Q§jT,
1 N .

pa ' TC. T, Dakle S Jeste Ln polugrupa. 1:7

Lema 3.3. Ako je S Ln—polugrupa, onda:

() S je periodiéka,

(27 E(S) je polugrupa desnih nula,
(£47) - E(S) je ideal od S,

(Zv) Reg(S)=E(S).

Dokaz. (i) Neka je x &€S. Tada, na osnovu pretpo-

stavke i Leme 3.2., Je
x2n+l=xn_lxnx26 s/ w2 <x?>

odakle sledi da Je S periodicka.

" (4{) Neka je e € E(S). Tada,zbog (3.1),

¥Sneg; <e>z{e} i otuda fezf'e=e, pa E(S) je polugrupa des-

nih nula.

(£277) Neka je x€3, e € E(S). Tada je,na osnovu

hipoteze 1 Leme 3.2., xe=xe e € <e> tj. xe=ze. Sledi da je

E(S) levi ideal od S. Sada je 1

(ex)?=(e(xe))x=e’x=ex € E(S),

pa je E(S) i desni ideal od S. Dakle E(S) jeste ideal od 5.

({v) Neka je a €Reg(S). Tada je a=axa za neki
x €S, Kako je ae=e za svaki a €S 1 svaki e €E(S) i kako
je ax € E(S), onda je a(ax)=ax. Sada je a®=a(axa)=(a(ax))a-

=axa =a. Dakle,Reg(S)(C E(S) Reg(38),pa vazi (Zv). 7
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Lema 3.4. Ako Je S L polugrupa, onda Je

2k-1"

m+1

za svakli X € S, <x>={x,x2,...,xm=x }gde je 1<m<2k+l i X"

je nula polugrupe <x>.

Dokaz. Na osnovu (£) Leme 3.3. S je periodicka
a na osnovu Leme 3,1. za svaki x€ S ciklidéna podpolugrupa
<x> je periodic¢ka sa 1dempotentom x™ za neki m€ z¥. Na
osnovu (iii) Leme 3.3. i Leme 3.1. x' je nula polugrupe
Bz m+l}_ Ako je m>2k+1l, onda

<x>, pa <x>={X,x%,...,X =X

X2k+1 € S2k—lx2 : X2k.+l

L 3.2, —
emom /77

d <x*> Zto je u konstradikciji sa

Lema 3.5. Ako je S L

m__m+l
X €8,<x>={x,x%,...,% =X }

2k—polugrupa, onda Je za svakil

gde je 1l<m<2k+1l 1 x™ je nula
polugrupe <x>.

Dokaz. Da je za svaki x€ S, <x}:{x,x§...,xm=xm%l}
i da je x™" nula polugrupe <x>za neki meZ+ dokazuje se kao

u Lemi 3.4. Predpostavimo da Je m>2k+3. Tada x2k+3=x2k+lx2

¢ Skaz 1 x2k+3

Dakle, 1l<m<2k+3. ' 1:7

¢_<x2> $to je u konstradikcijli sa Lemom 3.72.

. Teorema 3.1. Neka je S ciklié¢na polugrupa. Za

polugrupu S sledédi uslovi su ekvivalentni:

() - S je sz—polugrupa;
(£2) S je ,,q1"Pbolugrupa;
(£21) S je 2k+3-nilpotentna polugrupa.

Dokaz., (1) =»(7i7). Neka Je S5=<x> sz—polugrupa.

Na osnovu Leme 3.5. x2k+3 je nula polugrupe <x>. Sada

2k + 2+ 3
k 3={x k }

zakljudujemo da je S i otuda S jJe 2k+3-nilpo-

tentna polugrupa.

(£2) =>(£727) Neka je S=<x> [ 1~Polugrupa.

2k+




L1y,

Na osnovu Leme 3.,4. zakljudujemo kao u prethodnom slulaju,
da je_S 2k+3-nilpotentna polugrupa.

(257) => (i) S=<x> i s7¥*3:0. Tada ja
x2k+320. Sada se neposredno proverava da Jje za svakl a € S

SZkag:ca:» , pa na osnovu Leme 3,2, S jeste sz-’-polugrupa.

(247) => (i7). Dokaz je analogan dokazu za
(227) => (Z).
[/
Teorema 3.2, Neka je S ciklicdna polugrupa.
Tada S je Li-polugrupa ako i samo akoc je S =0,

Dokaz, Neka je S=<x> [L;-polugrupa. Tada je na

osnovu Leme 3.4, x°=0, pa $?=0. Obrat sledi neposredno,

/7
Teorema 3.3, Za polugrupu S sledec¢i uslovi su
ekvivalentni.
(1) S je sz- polugrupa,
(171 (k%xq,xa,..,xzk, v € S) xlxg,..XZky*E{yz,ya,...,ymﬁﬂ}
(£17) S je retraktivna ekstenzija polugrupe desnih nula pomoCu

LZk—nil—pdlugrupe.

Dokaz (1) => (i1). Neka vazi (7)., Tada na

osnovu Lema 3,2. 1 3.5,, za bilo koje X1X2 5 000X 5Y € S

2k+3_ 2k+l
X1X20 00X Y €<y> ={y,y°, .00,y =y }.

Ako e X1X2 00X V=Y onda je

2k +3 2k+?2

(Xlxz.,.xzk) y=(x1xz...x2k) (xlxz...XZky)
2 (X1 Kp . oxn, ) HE
12“'2]( Vi
= Xi1X2 szy

Ty € <y>




)2k+3

Kako je (X1X2.--Xm € E(S) (Lema 3.5) 1
2k+3

(X1X2.+00Xn, ) v €E(S) ((£2Z) Lema 3.3), onda je

2k

2k+3 2k+3

y=(x1xz...x2k) yE{E(S)(]{y}=y

Dakle, vazi (7).

(Z2) => (£). Neka je A bilo koja podpolugrupa
od S, Tada,na osnovu hipoteze (71),za proizvoljne

xl,xg,...,xzke S, YEA(CZ S sledi da xlxz...xzkye;<y}§;;ﬂ.

Dakle,SzkAg;;A pa S jeste L2k~polugrupa.

(£) => (44Z). Neka vazi (£). Na osnovu (£Z7)
Leme 3.3, S Jeste ldealska ekstenzija polugrupe desnih

nula E(S). Formulom

(M-x€8)0(x)=x""T3

definisano je preslikavanje polugrupe S na E(S), Sada
d(xy)] € E(S) {] <y>, jer

d(xy) = (xy)2k+3

2k+72
X

= ((xy) )y e

€ Szky
C <y> (po Lemi(3.2))

i d(x+y) €E(S), pa na osnovu Leme 3.5, @(xy)=y2k+3.
Dalje je

v 3 ey =0 () (y)

2k+3 2k+3

Dakle, & je epimorfizam, Kako je &(x ) =X jer

x2k+36 E(8), zakljudujemo da je ¢ retrakcija. Dokazalil

smo da je S retraktivna ekstenzija polugrupe desnih nula

E(S)., Kako je Reesova faktor polugrupa S/E(S) LZk_nil_

polugrupa , jer E{(S) je nula u S/E(S) 1 za svaki




N,

% € S-E(S) postoji m € z¥ tako da je x € E(S) (Lema 3.5),
onda vazi (£i7).

(222) =>» (Z). Neka vaZi (£7Z) 1 neka je A
proizveljna podpolugrupa od S. Za proizvol]ne xlxg,,..x2k€;8,
v € A x_lxz...XZkyEE(.S) 11z Xlxz-c-XZkY¢E(S)-

Ako xlxz...xgky'eEKS), onda 7je
X1X2.,.szy=¢(X1X2...X2kY)

=¢(x1)¢(x2)..,¢(xék)¢(y)

=9 (y) (jer E(S) je pol.desnih
nula).

Sada,ako y€ E(S), onda je xrxz...x2ky=¢(y)=y A. Ako
y ¢ E(S), onda postoji m€Z+, m>l da y €KS), pa je

X1X2...xzkyZQCy):¢(ym_l)¢(y)=¢(ym):ym(;<y}g; A.

Ako xlxz...XZRyeiE(S), onda X1Xz...X,, YE<Y> Jer S/E(S) je

LZk-polugPupa.
2

Dakle, polugrupa S ima svojstvo S kAQ;;A za

bilo koju podpolugrupu A od S tj. S je sz—polugrupa. L
| [/

p—

Teorema 3.4. Za polugrupu S sledeéi uslovi su

ekvivalentni:
() S je L2k+l—polugrupa;
(£1) (%, X X €S)XIX 0+ v Xy, Y {2,y 23,y
) 1 Z n e 0 09 2]<,+1,y 1 2w » 21{_”:37 jy ?tt!jy
(£21) S je retraktivna ekstenzija polugrupe desnih
nula pomoéu L2k+lvnil—polugrupe.'
/7
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Dokaz ove teoreme izostavljamo jer je gotovo istovetan dokazu

Teoreme 3, 3,
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Teorema 3.5, Polugrupa S Jje L, -polugrupa ako 1 samo
ako § je retraktivna ekstenzija polugrupe desnih nula po-

moéu S5-nilpotentne [L;-polugrupe.

Dokaz. Neka je S La-polugrupa. Dokazimo da je
broj 5 najmanji prirodan broj za kojl je S°=E(S). Doka-

zimo najpre da je S°=E(S). Za bilo koje X1,X2,...,Xs €5 je

x1x2x3x4x5x5=x1xgx3x% R ii? (po Teoremi 3.3.)
=x1xs7 1> 7 (po Teoremi 3.3.)
. 13-1
~=X1Xs8Xs
:xél]"l)k, k> 2 (po Teoremi 3.3.)
€ E(S) (po Lemi 3.5 jer (ij-1)k>6)

Sada,za bilo koje x,y,z €S za koje je xyz=z’,sledi da

je z'=xyzxyz & E(S),

Neka SU Xi,X2.%X3.Xs,V €8 proizvoljni elementi,
Tada x3xoely2,v’,v*,y°} po Teoremi 3.3. Ako x3xyy=y°, onda
2Ke E(8), jer 2i>4 i y'e€ E(S).
Ako je x3x4y=yk, 3<k<5, onda je X1X2X3qu=X1X2yk:ykiE.E(S),
jer je ki»6, Dakle S°=E(S)..

- 2 _
X1 X2X3Xy¥Y=X1 X2V =¥

Jasno je da je 5 majmanji prirodan broj za

~koji Je S5zE(8), jer S={x,x?,x’,x",x°=x®} je [L,-polugrupa

i S*#E(8). Dakle Réesova faktor polugrupa S/E(S) je
5-nilpotentna i jasno Lz-polugrupa. Kao u Teoremi 3.3.

dokazujemo da je preslikavanje #(x)=x> za svaki x €S re-

trakcija od S na E(S).

Obrat dokazujemo kao u slucaju (£2Z) => (7)) 1z

Teoreme 3.3. uzimajudéi k=1. =7

Teorema 3.6. Neka je E polugrupa desnih nula.
Svakom e € E pridruzimo familiju skupova X?,i=l,2,3,u ta-

ko da je




RS

[ eéﬁXe

(3.2)  ( xi(]x?:® , ako je 1i#j, e €E

x?(]xgzm , ako je e#f

\

Za neprazne skupove X?, X?, 1<i,j<4, neka su

I
@E?fgg. X, XX§+ !J Xi , ako Je 1+3j<H
(3,3) 7 v=i+]
(e f)

(1 )(x,y) =f, ako je i+j>H
?

Funkecije za koje vazi

(e, )
(1 ,)

(f,g)

(3.4) (s2i49) (2340 3B (@51 Gy, 207 -6$8:8) (« o¢5:8) (7))

(1,%t) (7,k)

i neka su

A={(x,y,2) |z € X‘%,x 6}(?,5;6 X§,i+ji3}:A1U Al Asl Ay
B={(x,y,2z)|z€ X%,xéX?,yéX{hBl ) B
Skupovi'tékﬁimaamfém“””

r(g"g)(z,.z)j.akc;w (x,y,2)€ A

(1,1)
E%:%;(@E% %g(z 7) ,2) ,ako (X,y,z)eAszijég
(f,g), . (e,f)
(3.5) @( )(¢( )(x, y),2)= ¢ ( - - )
g58 ( EsE (d £,8 (Z Z) Z) Z) ako (K,y,z)GAg

(3 1) (2,17 (1,1

2<1+]<s<3
£ ako (XEY3Z)€ Au
(g g)(z,,z),, ako (x,y,z)& By
(3.6) o518 (gle )y oy y- @D
3:60 05 (4, 'Y

g, ako (x,y,z)DB;
2<i+]j<s43
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Cf g)LQ(e £

(3,7) Cs ") (1’ )Cx,y),z);g u ostalim sludajevima

_ _ e ( xxs
Na ©§= lJ:EY“, gde jJe Ye— ng Xi’ definisaimo
mnoZenje % tako da je za xe€Y_, V€Y,

(e f)(.}(

XEY= <I> s V), ako xexi, yexi, 1<1i,j<h.

Tada (S,%) jeste L,~polugrupa,

Obratno, svaka L,-polugrupa se moZe ovako ko-

nstruisati,

Dokaz. Na (S,%) vaZi osacijativni zakon zbog
(3.4), pa je (S,%} polugrupa. Neka su x,y,z€3 proizvoljni
elementi. Tada postoje e,f,g €E takvi da xe}(?,ye Xij,

ZEXg, lf_i,j,ki'—l-.

Ako je i+j<3, k=1, onda na osnovu (3.5) Je

(3.8) xzyez {z%,2°%,2%,g}

Ako je 1=j=1, k=2, onda na osnovu (3,6) vaZii
(3,8),

-~ ostalim sludajevima-tj. kada je 1+]>3,
k€{1,2,3,4} ili k>3, i+j€{2,3,4} ,takodje vaZi (3.8)
"na osnovu (3.7) Kako Jje u=z*zﬁz€EX§ , V>3, onda Je zbog
(3.7)

zSzzezeuszg 1 zhszizsziuszigeg

Dakle, x#yxz € {z?,z%,2%,2°=2%} ,pa na osnoyu Teoreme 3,3.

S je L,-polugrupa,

Posto je (S,z) L,-polugrupa, onda na osnovu Te-
oreme 3.5 (S,%) je posebna vrsta U-inflacije polugrupe de-
snih nula E gde je x -+ x° retrakcija,

Obratno, neka je S L,-polugrupa. Za polugrupu S

uodimo particiju
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s-s% s?-g3, si-g*, s*

Za svaki e € E(S) neka Je Ye=¢_1(e), gde je :S - E(S)
retrakcija, Skupovi

v (s-s2), x5y 5287, Xy [ls*-sh), K=y (18"

zadovolijavaju uslov (3,2) konstrukecije, Takodje, na osnovu

Teoreme 1.3,

(®

<
il
i
L+
DS
He
+
o
I
C
=

gde Jje Yé polugrupa sa jednim idempotentom,

Neka su xGX?_, ye}{% , 1<i,j<h. Tada

xy €Y X C Y p = Ye

gde je E(S) polugrupa desnih nula I; xy€381+3, Ako Je
i+j<4, onda xy € lj Xﬁ. Ako je i+i>4,onda, zbog S°=E(S)

(Teorema 3.5), jeuz%y c Yff]sszf,

Na taj nadin smo za neprazne skupove xi,xg, 1<i,j<u4 defi-
nisali funkcije (3.3). Neposredno je Jasno da za te funkcije
o ——-Va-ii us lQV'- (3 . '4".)_...__. e T s

o Skupovi

A={(x,y,z)|x€ Xi,y{ X?,z e X%,e,f,g € E(S), 1+3j<3}

B=}(x,y,2z)|x EX?,y&Xf,zéX%,e,f,geECS)}

C={(x,y,2)|x¢€ X?_,yeXg,ze X%, e,f,g€ E(S), i+j+k>5}

su medjusobno disjunktni 1 ALJBLJC=83.

Po Teoremi 3.3. za bilo koji (x,y,2)€ 8% je

5_._6_
xyz € {z%,z%,2%,2°=2%=g}.

Ako (x,y,z)€ A, onda postoje po parovima dis-

junktni skupovi
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AL Gy, 2) € Alxyz=zRh , Kk=1,2,3,5

takvi da Je

5
A = A
kszl K

i da za njih vaZi uslov (3,5) konstrukciie,

Ako (x,y,z)€ B, onda z*,z"%,2%€E(S) (jer zeS§?
i zbog Teoreme 3,5, S$°=E(S)). Zato postoje disjunktni sku-
povi Bi={(x,y,z) € B|xyz=2z2}i B:={(x,y,z)€&B|xyz €E(S)}
takvi da je B=BjJB2 i da za njih vaZi uslov (3,86). |

Ako (x,y,z)€ C, onda xyz &€S°=E(8), pa vaZi
uslov (3.7) konstrukcije. | Yaws

A —

4, A'N-POLUGRUPE

U ovo] tacki definiSemo pojanln—polugrupe i
dokazujemo da se radi o Jedno] podklasi'Lh—polugrupa.
U sludaju za n=1 dokazujemo da su X,A;,L, jednake klase.
M.Petrich je u |38| dao jednu konstrukeciju za A-polugru-
pe. Ovde ¢emo dati karakterizaciju i konstrukciju za
An—pglugrgpgijﬂideéemomdauﬁu hn—pqlugrupe izvesne n+l-in-

flacije polugrupe desnih nula,

Definteija 4.1. S Je An—polugrupa ako za svaku

podpolugrupu A od S vail s'A = An+l.

Lema 4.4. Svaka Xn-polugrupa S je Ln—polugrupa
Dokaz. Neka je S A _-polugrupa, onda je
sPa = AT A

zg3 svaku podpolugrupu A od S tj. S Je Ln*polugrupa.
/7

el




3.3, X

52.
Lema 4.2, S Je Anvpolugrupa ako i samo ako

(4.1) (M a€8) sMa=<a>td

Dokaz. Neka je S An-polugrupa. Tada za svaki
aes,
sha CsMcar=<a>™tC st

tj. vazi (4.1),

Obratno, neka vazi (4.1) i neka je A podpolu-
grupa od S. Tada za svaki a€ A imamo da je Sna={a>n+lg An+l.
Sledi da je SPACC APl DHl— o ipamo da je S
An—polugrupa.

i kako je A

Teorema 4.1. Ako Jje S An—polugrupa, onda za sva-
ki x€5,

+
<x>={x,x2,...,xm=xm-l}

gde Je l<m<n+2,

Dokaz. Neka Je S An-polugrupa. PoSto je S L _-po-
lugrupa onda za polugrupu S vaZe leme 3.1 1 3.3. Na osnovu
tih lema cikliéna podpolugrupa <x>, X€ S je periodicka sa
idempotentom x™ za neki m&EZ+. Sada na osnovu (z27) Leme

m je.nula podpelugrupe. <x>, pa | S

m__m+l
<x>={X,%X%, ... ,X =X "}

i

Ako je m>n+2, onda <x>Px2gex2ftl jer xn+2€ axtl

= x2n+2,,..,xm=xm+l}, Sto je u kontradikecijl sa Lemom 4.2.
iy
Teorema 4.2. Za polugrupu 3 slededéi uslovi su
ekvivalentni:
(Z) S je A-polugrupa;
(22) S je Lj-polugrupa;

(277) S je Ai1- polugrupa,
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Dokaz (1)<=> (£%). VaZl na osnovu definicija

A- polugrupe i I -polugrupe,

(£2) => (£€¢). Neka je § Li-polugrupa i A pro-
izvoljna podpolugrupa od S. Tada na osnovu Teoreme 3.4. za
proizvoljne x€S i y€S je xy€ {y?,y’} , pa xye€ A* tj.
SACC A%, Kako je A*CC SA, sledi da je SA=A? tj. S Jeste
A1 -polugrupa.

(£74) => (££). Vazi na osnovu Leme 4,1,

L7
Primer 4.1. Polugrupa <x>={x,x?,x’,x*=x’}je
A,-polugrupa ali nije A,-polugrupa, jer <x®> nije levi

ideal od <x>.

Teorema 4.3. Za polugrupu S sledeéi uslovi su

ekvivalentni:

() S Je An—polugrupa;

(27) (XfEX1gesn sX_ 5 €S) X1X2.. XY - {yn+l,yn+2I ;

(227) S je (n+l)-inflacija polugrupe desnih nula E(S)
(4. 2) K1, ex Y €)X x YEE = xi.x vy

Dokaz. (1) => (i71). Neka je S An—polugrupa.

Tada zbog Teoreme 4.l., za svaki y€ S,

m+1

<y>={Y,y 5e.esy =y T},

n+l_{ n+l n+?2
=iy =y }

gde je 1l<m<n+2, Ako je m=n+2, tada

n+l={yn+2}‘

je <y> . Ako je m>n+2,ondd je<y>

Sada, na osnovu Leme 4.2. sledi (£72).

(£2) =>(£). Neka vazi (ZZ) 1 neka y €A, gde
se A podpolugrupa od S. Tada STAC {y™'1,y™?1C APt — sPa,
pa S ijeste An-pélugrupa.

(£2) => (£%Z1). Iz Teoreme 4,1, sledi da

yn+2(:_.E(S) za svaki y€S. Ako Je xlxz"'xny=yn+l,tada 2a




ol ,

bilo koji z €8
- nt+l_ N, _

+7 +2 n+?

Ako jé Xlxz...xny=yn , tada je lexz,..xny=zyn =y

Dakle, S™T4zE(S),

2

Preslikavanje ¢:5 -+ Sn+ definisano formulom

(M x €8)0(x)=x"*?

je odigledno na. Kako Je

¢ (xy) (xy)n+2

\t

xy((xy..ixyx)y)
+

n
Xy -y
xy-yn+2 , DpOSto xy...XyXE€ g™

_ xyn+2

= yn+2 (po Lemi 3.3)
= xn+2yn+2 (po Lemi 3.3)
=d(x)d(y).

1 $%2(x)=d(x), onda je & retrakcija.

Dakle, S jeste (n+l)-inflacija polugrupe desnih
nula E(S).
| Neka su x;,xz,...,xn,yes takvi da xiXz...X.V ¢E(S).

Tada na osnovu hipoteze i &injenice da Je yanEZE(S), sledi

da je xlxz...xny=yn+l. Dakle,vazi (4,2).

(£24) => (£7). Neka je S (n+l)-inflacija polu-
grupe desnih nula E(S) i neka vaZi (%.,2). Tada je
Sn+2=E(S). Neka je a€E(S) i neka je Ya=@_l(a), gde Jje
$:8 » E(S) retrakcija. Tada Ya je unipotentna podpclugrupa
od 8§ i Yar]Yb=® ako je a#b, a,b€E(S)., Jasnoc je da Je

s= |y Y,. Za svaki Xi1,X2,+.,5X_,Y€ S postoje ai,a2,,..,4a ;b€ E(S)
JeT @ n n
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takvi da XIEYal,XZEYaZ,..,,xneYa s, V&Y

Sada
n |

b.

= Y. =Y n+2 ,
Yy

b

Ako xlxz,..xnyGEECS), onda je xlxz...xny=yn+2 jer

X1X%X2+...X y€T[] Y.n+2 i Y n+2 je unipotentna polugrupa.
i y J n+l
Ako xlxz...xnyfiT, onda na osnovu (4.,2) X1X2.e X Y=Y .
Dakle, vazi (Ziz). L
/7
Teorema 4.4. Neka je T polugrupa desnih nula.
Svakom & €T pridruzimo familiju skupova X?, i=1,2,...,0n+1

take da

(a€X
.3) ¢ xINx] = 0, ako je i#3
|
a b _ .
Xir"Xj = @, ako jJe a#b

Neka su, za neprezne skupove X? i X? , 1<i,3<n+l1,

(a b) a b b. .
(l:j) Xi X XI~+ LJ -Xv -, ako 1+j<n+l

(4.4)
o @E?’?;(x,y)zb , ako i+j>n+l
?

funkcije za koje vazi:

(b,c)

o (a b)( v),2)- ¢(a C)Gc¢(b c)( v,2))

(575305 GoFE 0w

(4.5) O 5>1+5) (Y t>3+K)8

za sve a,b,c €T, gde je i+j<n+l ili j+k<n+1l ili i+t<n+l 111

s+k<n+l 1

(b,b)

(b,b) CAICROROINISRE)

(n,1)

(b,b)

(a b)(
(2,1)

(b,b) (
&11)

(ne1,1)¢ e+ (2

(4.6) ,y)=0 (®

pri cemu
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(b,b) (b,b) .
@Ci,l)(..,(Q(l,l)(yjy),y)...),y)EX2+l, 1<i<n,
ﬁjl 3
Naka Je Ya- el Xi 1 na S= LJ Ya defl?lslmo-mnozen]e % sa:

aeT

..._x(a,b) b .
xﬂy-fb(i,j)(x,y) ako xex‘;, ye}(j, 1<1,3<n+l.

Tada (S,=*) A,~polugrupa.

Obratno, svaka An-polugrupa moZze se konstrui-

sati na ovakav nadin.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 1,3. (S,:) Jje polugru-
pa. Ostaje da se dokaZe da vazi (<) Teoreme 4.3,
A Za X13X25e00,%X 5 YES pretpostavimo da
X, € Xir , gde aré T, vr=1,24...40; liirj._n*l, yEX?,
lijin+l?
Neka je'iri?'ili j>2. Tada na osnovu (4.4) je yn+2=b i

X1%X2%. . %X %y=b, Dpa vazi

(4.7) X1iXzho o X _sy=bay?
a
- r b
Neka x,€X,", y€Xr. Tada
- \ y ] - ra :a. ) \ .
W_Xl-:}e?; e ==xn=';y-¢ 1 2 (-Xl ,X-Z ):':.X‘?. :: . e {:x .f:y'

(1,1) n
. (Ell,az) n
Ako je 1.1],:@(1,1) (X]_ :X2)=a2, tada je W:b:y

(4.7). Ako je u;#a , onda

+ 7 . .
s, pa vazl

22
WIULHX3% e o 05X RY (pri Cemu u; € Xt , 2<t,<n+l)
1 — i

(az,ag)
=¢(t1,1) (ul,Xg)ﬂXMH-..ﬁXn?y.

Nastavljajuéi ovaj postupak dobijamo

w=u g%y pri Cemu u. 5 € X" » n<t j<n+l.
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a8

n+?2
Ako unviexnil’ onda W:b:}f

tj, vazr (4,7), Ako

a n+l
uh_le;xnn , onda na osnovu (4.6) w=y X

Dakle, vazi uslov (Z7) Teoreme (4,3) zbog Cega
je na osnovu iste teoreme (S,ﬁ)-lnvpolugrupa.

Obratno, neka je S A _-polugrupa, Tada na osnovu.
Teoreme 3.4, § je (n+l)-inflacija polugrupe desnih nula

Sn+2=E(S). Neka je ¢ retrakcija od 8 na E(S). Za a€&€ E(S)

defini&ime skupove:
~1
Y =¢ “(aj,

=
X1 = YaIW(S-SZ)

_ 3
Xy = Ya[](Sz-S )

: a _ n+l
x2 = v (s -s™*h
x2 = y_{]s™F

n+l a ’

Jasno je da za ovako definisane skupove vaZe uslovi

(4.3) za svaki X} i x;?, 1<i,j<n+l.

U,
Ako je a€ E(S), tada vo: Y XZ, 8= Y v, 1

takodje Je Yang;‘Y Y

ab= b°’

Neka %€ X? ’ YE X?’lil ,J<n+l. Tada xy € 48 i

- n+l

xyegslfj. Ako je i+j<n+l, tada xy € lJ X .Ako je
Vz1+]

i+j>n+1l, tada su definisarée funkcije @Ei’?; i za njih vazi

uslov (4.5), jer xye YbﬂE(s)={b}.

Neka uc¢€ Xi, V& th. Tada postoje xl,xz,...,xne S
takvi da Je u=x1xZa..xn(jer xig;:sn) i <y>={y,y%,...,y0=y
gde je m€{2,3,...,n+l,n+2}(Teorema 4.1).Ako je 2<m<n+l,onda
je na osnovu (z¢) Teoreme 4,3.

+1 m m+l=

uy=x1xz...xny=yn =b, y =y b.
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Ako je m=n+2, onda na osnovu (£7%) Teoreme 4.3. je

n+l
uy = X1X2,..X y=y ¢ ECS)

Ke Xi, 2<k<n, Time smo dokazali

da za definisane funkcije vaZi uslov (4.6).

1 pri tome jasno Je da y
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Prfrcdfw-;?:r;f{?f:mﬂff-k-i fakulieit
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GLAVA III

POLUGRUPE U KOJIMA JE SN*LpoLUMREZA
DESNIH GRUPA

Pifanje, kakva svojstva 1ma polugrupa S ako je za
neki n Z+, Sn+l 1z neke klase polugrupa, &esto se posta-
vlja u Teoriji polugrupa. Primetimo da je ovo pitanje u
vezl sa 1dealskim proSirenjima polugrupa. U tadki 1. ove
glave dajemo odgovor na postavljeno pitanje u slucajevima
kada Je Sn+l polumreZa desnih grupa (Teorema 1.1), polu-
mreZza periodidkih desnih grupa (Teorema 1.2), desna gru-
pa, periodidka desna grupa, polugrupa desnih nula. S.Bog-
danovié¢ i S.Milié u njihovom radu |14 opisali su n-infla-
cije polumreZe grupa. U Teoremi 2,l. dajemo opis n-inflaci-
je polumrezZe desnih grupa. Osim toga, u tacki 2 data je ka-
rakterizacija n-inflacija jo% nekih klasa polugrupa. U ta-
ki 3. ove glave data je klasifikacija polugrupa u kojima
vazi identitet N |

" n+l k+1 nil My

I . n I x.
1=1 x5 =1 1=1 1

Neki specijalni sluc¢ajevi dati su u radovima |11],|17},
50| |

SN+1

1. POLUGRUPE U KOJIMA JE POLUMREZA

DESNIH GRUPA

M.Petrich je 1966. god., u svom radu (43| je dao
karakterizaciju polumreZe desnih grupa a S.Bogdanovié 1987.

u radu |1l1l|polugrupa u kojima je S* polumreza desnih grupa.
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Oyde razmatramo poclugrupe u kojima jJe Sm'l polumreza des-

nih grupa, (Teorema 1.1,) kao i polugrupe u kojima Je ghti

polumreZa periodi&kih desnih grupa (Teorema 1.2.).

Lema 1.1. S je desna grupa ako 1 samo ako

(1.1 (M x,a €8) x€ aSx

Dokaz. Neka je S desna grupa. Tada S Je regula-
rna (Teorema I.1.8), pa za bilo koji a €3S, posto]i bES
tako da je a=aba pri Cemu ab € E(S).Kakazje S desno prosta
polugrupa, onda je idempotent ab leva jedinica u S (Lema
I.1.1), pa za bilo koji x&3 Je x=abx € aSx.

Obratno, neka vazi (1.1). Tada S Je regularna
3 za bilo koje e,f€ E(S) postoji ye S da je

e=fye=f,fye=Te,

Dakle, S je regularna i E(S) Je polugrupa desnih nula tj.
S jeste desna grupa (Teorema T.1.8), I~

Posledica 1.1. S je periodicka desna grupa ako

i gsamo ako

1.2) . (¢xae)(Fkezxzax .

- Dokaz. Neka Je S perioditka desna grupa. Tada
za svaki a€ S postoiil kEEZ+ tako da akG'E(S). Na osnovu

Leme 1.1., za bilo koje x& S postoji u€sS da Je x:akux.

Otuda 3Je x=akux:akakax=akx.

Obratno, neka vafi (1.2). Tada za k=l je

xzax=a+ax € aSx, za k>1 je x=akx=a-a wcaSx. Dakle, S
jeste desna grupa (Lema I.1.1). Iz (1.2) takodje sledi
da je S periodicka. /7

reorema 1.1. Sledeéi uslovi su ekvivalentnli za
polugrupu S:

n+li

(2) S je polumreZia desnih grupa;
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(£4) S je polumreZa Y polugrupa § , a €Y, pri ¢emu
je 32*1 desna grupa 1 za svaki Xiésai 0; €Y, je
X1X2 40 ,xn*le S;Hl-ﬁ]i-z-- 'an:;.]_ :
(zZ7) X1X 200X 1€ X 49 S X1X2 000X 19
za svakil xl,xz,..,,xn+16.8.
Dokaz, (1) => (7). Neka jJe st polumrezZa des-

nih grupa. Tada je bilo koji regularan element polugrupe S
u nekoj desnoj grupi, pa je po Lemi 1,l., potpuno regularan.
Dakle, RegCS);GP(.S). ako va?i i obratna inkluzija, onda
je Reg(S)=G,(S), t]. S je GV-polugrupa. Sada, na osnovu
Teoreme I.3.1, S je polumreZa ¥ nil-~ekstenzija Sa’ a&eY
desnih grupa K_. Za bilo koje y1,¥2s5¢0¢5Y 47 € S, je

ViY2e.. n+1€58 r]8n+l +§j. Sz*lg;jKa. Kako vazi 1 obrat-
na inkluzlja, onda Jje S, =Ka desna grupa. Sada za proilz-
voljne xiELSui, i=1,2,...,0%1,

6 S n SI‘H'l:K =SI1+1

XEXD o oe |
1X2e ¢ = X041 g0, L. .0

- (£) => (£2€). Na osnovu Lame 1.1. i hlpoteze imamo da je

za bilo,koje.xié %1 , 1=1,24...,0%1

1
X X & X x:cSnEL X1 X X
X1X2 s 40 n+l n+l... 2.X1 010y . e .0 FRZ o0 n+l
n+l
C:x: 1 P
(£z27) = (7). Neka je xlxz...xn+l€ixn+18x1...xn+l.

Tada postoje UpsUzyesrsU 4o vi,v2&€ S da je
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Xy XpoeweX 12X U3 X1Xy. X X
RS ot 3 i o A n n+l

=X UUXX -.QX
n+j¥n 2214142 n+1l

=X

K .. WXl
n+dln’ttE

n*l...ul(xlxz,..xn+i)”

=X1X2 e 0 X4 len+1'"Xlunil'*'uI(XIXZ"'Xn+1)
:(x‘xz'"Xnil)zvzlen+l"'Xlunil"'ultxl‘"xn+l)
€ (X1%X2.. .xni_f%ml(xlxz o 'Xn+l) '

Dakle, g1

u€sS tako da Je

je unija grupa. Za svaki e,f€ E(S) posto]l

ef=eff,..f=fueff...f,

odakle sledi fef=ef, Sada, na osnovu Teoreme I1,1.9.,
n+1l

S je polumreZa desnih grupa. 7
Posledica 1.2, Sn+l je desna grupa ako i samo
ako
(1.3) CFX1sXay e ¥y @€ S0 0 € 80X2 - - Xy -
. Dokaz. Neka Je Sn+l desna grupa. Tada, na osno-

vu Leme 1.1., za bilo koje X1,%X25.405X .95 a€s je

X1}{2 » e o8 E a}{l}':'f.z " .X Sn+l}{1}{2 rs o X CaSXIXZ- .« o X .
n+l ntl n+l’== n+l

Obratno, zbog (1.3) iImamo da za bilo koje

X1 9 X2 ,...,xn+l€ S Je Xlxz"‘Xn+l€:xn+lsxlxa"'xn+l' Sada,

na osnovu Teoreme 1,1, Sn+l je polumreza desnih grupa. Ka-

ko je, takodje na osnovu Teoreme 1l.,l.,desno prosta polu-

+1

grupa, onda ™ je desna grupa.

L7
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meorema 1,2, SIHl je polumreZa periodidkih de-

snih grupa ako i samo ako

(1.4) (XfEX1,% 5000 ,xnﬂe S)(E]mEZ*Jxl. .o X

m
: X ] p.‘x. r ¥ 1
n+1l th&l Lo n)'Xl «

n+l’

Dokaz. Neka je Sn+l polumre®a periodidkih desnih

grupa. Na osnovu Teoreme 1.1, S je polumreZa Y polugrupa

n+l

S,» o €Y, pri. Cemu je S » 0 &Y, periodicka desna grupa.

o
Zato za bilo koje xié S, ,aie Y;i=1,2,...,0%+1,
i .
XiX2 0 X X K1X2 e X E Sn*l =K
n+l’? n+l . n 'alaz...an*i

gde je K periodidka desna grupa. Sada, na osnovu Posledilce

1.1., neposredno sledi (1l.4),

Obratno, neka wvazi (1.4). Tada je za proizvol]ne

X3 9X090 » X lEiS’XIXZ"‘xn+leixn+lsxlxz"’xn+l’ pa na osnovu

n+

Teoreme 1.l., S ~je polumreza desnih grupa. Takodje, na

osnovu (1.4),8n+l je periodicka polugrupa. Dakle, Sn+l je

polumreZa periodilkih desnih grupa.

Posledica 1.3, Sn+l je periodicka desna grupa

ako i1 samo ako

(1.5) | (-quXj_ 3 X240 o '7Xn+l’a€ S)(E\kEZ )}{1}{2. » .xm_l:a K1X2 'Xn+l' )

~ Dokaz. Neka Ije Sn+l periodicka desna grupa. Tada
za svaki a €8 postoiil k €27 takay da akC-_ E(S)CD Sn+l. Sada,
na osnovu Leme TI.1.1, ak je leva jedinIca u Sn+l pa vazi
(1.5).
Obratno, neka vazi (1.5). Tada Sn*l je periodicka
polugrupa, Takodje, iz (1,5) sledi da je Sn+l desno prosta.

Kako iz (1.5) sledi usloy (1l,4), onda je ghtl
+1

polumreza
periodidkih desnih gbupa, pa " je levo kancelativna.

Dakle, gh+d je periodilka desna grupa.




64,

+
Poslediea 1.4, g! 1

ko 1 samo ako

je polugrupa desnih nula

| (1.6) (X1 ,%0 4. TS SRL €SIX1X2 e Kop] TS KiX2 e r X g

Dokaz. Neka je Sn+l polugrupa desnih nula.Tada

za bilo koje x;,xa,.ﬁ;ixn+l,aﬁis, XK1X2 00 o X4

ax;xz...xn*IEIECS)zs i

[ ] = [ L . - X!!rx L]
X1Xo2 .,Xn 1 (aXsz ,Xnil)(X1X2. ,Xn+£ aXi1X» n+1

+
Obratno, ako y S vazi (1.6), onda je za bilo -
: - 2
koje Xlﬁfi,'.'x,xn+1€ES’ xlxz...xn+l-tx1xz{..xn+l) -
Dakle S je traka. Sada za bilo koje y1,yz,...,yn+lEZS,

ponovo na osnovu (l.6),imamo

X1X2...Xn+l=(y1y2...yn*l)CX1X2...Xn+l).

Dakle, Sn+l je polugrupa desnih nula:

2, N-INFLACIJA POLUMREZE DESNIH GRUPA

| S.Bogdanovié i S.Milié su 1987. godine u radu
| 14| dali karakterizaciju n-inflacije polumreZe grupa, kao
i polumréie pertodid¢kih desnih grupa. Takodje 1987.godine
S.Bogdanovié u radu |11l| daje karakterizaciju inflacije
polumrezZe desnth grupa. U ovo] tac¢ki razmatramo polugrupe
koje su n-inflacija polumrezZe desnih grupa. (Teorema 2.1).
Takodje, kao posledice Teoreme 2,1., date su karakteriza-
clje n-inflacija; polumreze periodidkih desnih grupa, de-

snith grupa 1 periodickih desnih grupa.

Teorema 2.1, S je n-inflacija polumreZe desnih

grupa, akoc 1 amo ako
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= 2
(2,1) OFX10X 2900 09X 1 € SIXaXo 00 X X478 XaX2 .o X 95X 00

Dokaz. Neka je § n-inflacija polumreZe desnih

"1 T. Kako je T regularna polugrupa,
n+l

grupa T, Tada je S
onda je T(___:-Sn+1. Dakle, S
pa na osnovu Teoreme I.1.10, T je potpuno regularna polu-

grupa. Sada, na osnovu Teoreme 1.1, (£2727), za bilo koje

=T je polumreZa desnih grupa,

X1,X25 0+ 05%p,q €5 postodl u€s tako da Je xiXz...Xp,;”

. D+l

UX1X2000X .9 1 X je u grupi, koju <Cemo oznacavati

“%n+1 n+l
sa Ge . Dalje, na osnovu Teoreme I.3.5. Je
n+l

Ul X1X2,4 X

x U X1X2 s ¢ 0 X —-— X e
n+l 182 e 2041 "0+l n+l n+l n+l

U X1X2+e,5+X

n+l n*len+l

(jer e 41 je leva jedinica u desnoj grupi)

n+l)

U XiX2...X n+1

= Xn+1 n+l

2
€ xn+18 X1X2...Xn+ls X 41

Na taj nadin smo dokazali da vazi (2.1),

Obratno, posle konadno puta primenjene formule
(2.1) dobijame da za bilo koje xl,xz,...,xn+lEES postojl

._uizsnmtakomdamje S S e s

2

2
KIXKo o » » X =X1u X
1 A2 l 1 n+l

n+

[ ]

Sada, na osnovu Teoreme I.3.5, sledl da je S n-inflacija
potpuno regularne polugrupe T. Na osnovu Cliffordove
Teoreme I.1.2. T je polumreZa potpuno prostih polugrupa.

Kako je za bilo koje e,f E(S)=E(T), na osnovu (2.1)

efze,,.ef=fue,,,eyf=fsf
za neke u,v €S, pri ¢emu je s=ue...ev, onda je

fef=f.-fsf=fsf=ef
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Sada, na osnovu Teoreme I,3.5, T je polumreZa desnih

grupa., Dakle, S je n-inflacija polumreZe desnih grupa.

r7

Pogledica 2.1. S je n-inflacija polumreZe peri-

odi&kih desnih grupa ako 1 samo ako
* > m k+1

(2.2)  OFX1ye 5% €I IAMKETD IxRay0s X g 300 9 X000 X N XX XD

Dokaz. Neka je S n-inflacija polumreZe periodil-
kih desnih grupa. Tada Sn+l je polumreZa periodickih desnih
grupa pa za Xi,X25..+,X 4 €S posto]i m €Zjk tako da
(xﬁ+lx1...xn)mEEE(S) je leva jedinica u polumrezinoj kompo-

nenti, Zato Je

_ m
Xlxz'"xn*l'(xn+lxl"’xn) X1X2 0 e X4y
_ m
(po Teoremi I.3.5)
-— m k
'(Xn+1X1"'Xn) X1X2 0w X 7
=(X .X1...X )mx1X2.,.Xk+l
nl n n+l
. K+1 : + _ K

Obratno, ako vazi (2.2), onda za bilo koje

. _ ,
X1 9X2 4 eseaX 16 S je xlxz...xn+lesxn+18 X1X2 e 04X an+l’

n+
Sledi da je S n-inflacija (jasno, periodiékih) desnih gru-

pa (Teorema 2.1).

Posledica 2.2. S je n-inflacija polugrupe des-

nih nula ako 1 samo ako

_ n+li

(2.3) .(%fX1,x2,...,xn+lEES)X1xa,..xn+1-xn+l.

Dokaz. Neka je S n-inflacija polugrupe desnih
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nula E 1 neka Je ¢ retrakcija od S na E., Tada je st g

1 za svakl X13X25000,%X €8 imamo da je

X1X32...,X l=¢(X1X2...X )

n+ n+l

SICSPLICTO PN I

29 (¢ 1)

=G DT, Jer 8(x ;) €ES)

1

n+l
@(xn*l)

__n+l

. +1
=X 1] , jer 'XE&-J.E ECS)

Obratno, iz (2,3) sledi da ije

n+?2 5 +1

X =x2x...x=x"" "€ E(S) za svaki x €8, Dakle, Sn+l=E(S).

Za bilo koje e,f€ E(S) je ef=enf=f, pa E(S) jeste polu-

grupa desnih nula. DokaZimo da je preslikavanje $:S » E(S),

n+l

definisano sa ¢(x)=x » retrakcija. Za bilo koje x,y €S Je

¢(xy)=(xy)n+l

=yn+l , ha osnovu (2.3)
=xn+lyn+l s, Jer E(S) je polugrupa desnih nula
=0 (x)0(y).

Kako je i ¢%(x)=9¢(x) za svaki xe S, onda je & retrakcija
od § na E(5)., Na taj nadin sme dokazali da je S n-inflaci-

ja polugrupe desnih nula.

[ 7

Posledica 2.3. S je n-inflacija desne grupe ako

i samo ako

2
(2.4) (X1, X 4102€ SIxr. .. X471 € 33X1 00X 18 X 41

Dokaz. Neka Je S n-inflacija desne grupe. Tada
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.Sn+l je desng grupa, pa na OsSnovu Posledice 1.2., za bilo

koje X15X25+re3X 472 a€&sS postojl ue€

« X

S takav da Je

X1X2,..Xn+l=aUX1X2.. n+l.
ZaUX1X2. . X 1980070 gde‘ xiii(EGe o
(po Teoremi I.3,5)
=aux1xz...xn*l(xﬁi%)—lxﬁii
'S an1x2...xn+le;*l

Obratno, iz (2.4) i Teoreme 2,1. sledi da je

S n-inflacija polumreZe desnih grupa.
sledi da Je Sn+l desno prosta. Kako ]
lativna, onda Je SIH:L

zali da je 8 n~inflacija desne grupe.

Takodje iz (2.4)

e Sn+l levo kance-

/

desna grupa. Na taj nadin smo doka-

/

A ———

Posledica 2.4. S je n-inflacija periodicke

desne grupe ako 1 samo ako

(2.5)  Ofx1,..0% ,2€8)(FkmEL ).

grupe. Tada Sn+1

Posledice 1l.3.
k €727 tako da je

» 22X =d .o s X
n+l X1

k mtl

n+l

-~ . pokaz. Neka je-S n-inflacija periodiZke desne

je periodicka desna grupa, pa nha osnovu

X 410 @ £ 3 postoji

__k
X1X2.-.Xn+l-a X1X2...Xn+l

_k n+i

=a K1Xz.e. X 17€ 275 gde Xn+lEiGe
nt+l

(na osnovu Teoreme I.3.5)

'akx p X X de x . =e

N 1X2- 0o X1 %he1 0 6 n+tl "n+l

n+l

i m je neki prirodan broj (koji postojl Jer X 41

€ G
en+l

1
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G

e je periodicka grupa).

n+l
Obratno, neka u polugrupt S vazZir (2,5). Tada
vazi 1 (2.4) pa, na osnovu Posledice 2,3,, S jeste n-in-

flacija (jasno, periodidke) desne grupe,

/17

3, NEKI SPECIJALNI SLUCAJEYI

Odredjivanje strukture polugrupa koje zadovo-
ljavaju identitet |

MmNy My My Ty
XY=V X 40y X y

gde je m;#0, mh#G i h>2 je poznato kao Tamurin Problem 2.

a odredjivanje strukture polugrupa koje zadovoljavaju

identitet

m By Mg Mpy
X Y '

‘xy:x y * k@
gde je m,#0, mh_l¢0 kao Tamurin Problem 3. Ove probleme
postavio je T,Tamura 1969. u radu |57 .

U ovo] tadkili razmatramo strukturu nekih klasa

polugrupa u vezi sa Tamurinim problemima, Primer 3,1. pre-

dstavlja uop3tenje Problema 2. ReSenjem tog problema uop-

3teni su rezultati T.G.Clarka |[17| i S.Bogdanoviéa |11].

U Primeru 3.2, delimiéno je regen Problem 3. Teoremama
3.1. 1 3.2. reSeni su nekl specijalni sluajevi u vezl sa
Problemom 3. U Primeru 3.3, dobijen je rezultat koj]i pred-
stavlja uopStenje rezultata M,S.Putcha i J.Weissglassa iz
rada |[50]|

Primer 3.1. Neka ke{l,2,...,n} 1 re{l1,2,...,ntl}.

Polugrupa S zadovoljava identitet

n+l M q1s7F h+l n+l m..

_ 1]
X300 Gl g0

A +

(3.1)

1=1
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. +1 . - . .
ako 1 samo ako ' ljeste polumreZa desnrth grupa, pri cemd

podgrupe iz & zadovoljavaju isti identitet,

Dokaz. Neka S zadovoljava identitet (3,1) Tada

za m . razlikujemo sludajeve:
n+l;h+1l 1kuj Jjev

a) mn+l£h+li2 Tada dobijamo da Je

X1X2 60X +l€ xlS X 41 tj. dobijamo da je xls l i_l-xfsnx;ﬂ
za svakl XpX s1 €5 Sada, na osnovu Teoreme I.3.9, dobija-
mo da gn* +l jeste unija grupa. Kako Je u ef= fef, onda je PO

Teoreml I.l.lU,Sn *1 polumreZza desnih grupa.

-1. Tada dobijamo da Je X1Xz...X

b) m
n+l,h+l Y

1z Xn+18 X1X2 e o X Sada, na osnovu Teoreme 3.1.,5

n+l

je polumreza desnih grupa.

Jasno je da u svako) podgrupt od S veZil identi-

tet (3.1) jer taj identitet vazl u S,

Obratno, neka Je Sn+l polumreza desnlh grupa 1
neka u podgrupama od S vazi (3,1). Tada, na osSnovu Teore-
me 1,1, § je polumreza Y polugrupa Sy ,0 €Y, pa za bilo koje

X1 5X25 000Xy E S postoje polugrupe S tako da X4 € Sa N
¢ gttt i '

aiELY, i da X1X2...Xn+l G102, TKako je Sn+l ,
- n+l +1 G1G2..0. .1
desna grupa,-onda XiXxXz...X GLG . gt o Zato
D12 o« o T e
. n+l
je sada
(3.2) o X1X2 oo o X1 5X1K2 00 X 418 eX1X2 X 41
Primetimo da za svaki iz1,2,...,0+1
n+l
xe(-?_S Sucx C S Saa o
(1 | R % Il+l ai 1 2---n+l
= Ta0 o rTSn+l=S§+l o
15202+l Lee-¥m+l

Sada, na osnovu Teoreme I.2.1. i Leme I.1.l., sledi da je

(3.3) Xx.e = ex.e €G
i i e
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Oznadimo sa F(xl,xz,..,,xn+l) desnu stranu identiteta (3.,1).
Na osnovu hipoteze, te na osnovu (3.,2) i (3,3) dobijamo

da Je
X1X2 . » t.xnd_l:'(-xle) (Xze) v (Xn*le)=f‘(xle3}(2€ y 0 & ,Xn_!_lé)

n+1’ /7

=F(.X13X2,-n.,}( l)ezF(..X,l ,Xg,;..,}{

n+

Primer 3.2. Polugrupa S zadovoljava identitet

n+l

m
__n+l1.,h
=1

h n+l m.. mi
(I ! xil])xl
521 i=1

ako i samo ako S je n-inflacija polumreZe grupa, pri Cemu

podgrupe zadovoljavaju isti identitet.

Dokaz. Neka u polugrupi S vazi identitet (3.4).
Tada za bilo koje xl,xz,...,xn+l€§S je

n-1 2

_ Il

pa, na osnovu Teoreme I1.3.6., S Jeste n-inflacija polumre-
>e grupa. Jasno je da sve podgrupe polugrupe S zadovoljavaju
identitet (3.4).

"Obratno, neka je S n-inflacija polumkreze Y
grupa G, @ €Y, pri &emu sve podgrupe iz S zadovoljavaju
identitet (3.4). Tada za bilo koJe xl,xZ,...,xn+16,S,

X1X2 00X Oznad¢imo sa e jedinicu grupe

n+leGa1uz. . O

Jasno jenaé je Xi1X X =
Q102ee O 7 1522+ ns] n+l

=X1X2 0 e X .78 i da je za svaki i=1,2,...,n+l, xieEEG

SeX1X2 449 X

a l'll(1
G142 n+l

1 da je xje=ex.e, Sada zakljudujemo, kao u Primeru 3.1, da .

u S vazi identitet (3.4). /!
Ppimer 3.3. Neka k,pe€¢{1,2,..,.,ntl}. Tada polu-
grupa S zadovoljava identitet

n+l

_.D
(3.5) izlxi Xy
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ako 1 samo ako vazl jedan od uslova:

I, S je n-inflacija polugrupe levih nula
i xP€ E(8),

2. § je (n+l)-nilpotentna polugrupa 1
xP € 'E(3),

3. S Je n-inflacija polugrupe desnih hula ,
i xPe E(S), za svaki x¢€ 3.

Dokaz. Neka u polugrupi S vaZi identitet (3.5).

n+l__p_.n+l n+?2
=X" =X X

Tada za proizvoljan x€ 8 Je x =X € E(S).

Dakle, 8™ 1=£(s).

Uzmimo da je k=n+l, Tada za proizvoljne e,fe€ E(S)

je ef=ee...ef=fn+l

=f, Dakle E(S) je polugrupa desnih nula,
Dokazimo da je preslikavanje @(x)=xn+l retrakcija od S na
E(S). Zaista, za bilo koje x,ye&S je

n+l_ n+l_ _n+l n+l
=y =X Y

d(xy)=(xy) =0 (x)%(y)

i $%(x)=0(x). Prema tome, za k=n+l imamo da je S n~inflacija
polugrupe desnih nula.
Slidno se dokazuje da za k=1, S jeste n~inflacija

polugrupe levih nula.

fUimimé démjé ZEKiﬁ;_Téda zé_ﬁfgizvoljne”é,féiE(S)
je efze..,eff...f=fP=f i ef=e...eef...f=ep=e, pa Jje e=f.
Dakle, S ima tadno jedan idempotent, Kako Je 1 xe=xe...e=
=eP-eze,..exzex, onda je e nulau S.0tuda S je (n+l)-nilpotentna
polugrupa.
| Obratno, neka je S n-inflacija desnih nula E 1 ne-
ka je xP€ E. Tada je s"*t

E(8), Tada za bilo koje xl,xz,...,xn+l£58 je

=E, Neka Jje & retrakcija od S na

X1X2.-1Xn£f¢(X1X2...Xn+f=¢(xl)@(X2).,.¢(Xn+l)
- = p: p :p
o(x_,1)=C0(x_ P00, )=
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Dakle, u S wvazi (3.5).

8li¢no se dokazuje da vaZi identitet (3,5) u
sludaju kada je S n-inflacija polugrupe levih nula pri ¢emu
je xP€ K83).

Ako je 8§ (n+l)-nilpotentna polugrupa, tada je
|E(S)|=1 1 @(xk)=¢(xn+l
sludaju vazi identitet (3.5).

), k=1,2,.,.,0+1l, pa i u ovom

[/
Primer 3,4. Ako polugrupa S zadovoljava identi-
tet
n+l h n+l mij
(3.6) M x.=x, ( II I x,77)x ,
i=1 T 0 j=1i=1 * 0 ML

tada 8 jeste n-inflacija unije grupa, pri ¢emu podgrupe 1z

S zadovoljavaiju isti identitet.

Dokaz. Iz hipoteze, neposredno sledi da je

n-1 _Jten 2
X18" "X, 3X18TX_ 4

novu Teoreme  I.3.5., sledi da S Jeste n-inflacija unije

za bilo koje x;,xn+l€ S. Sada, na os-

grupa. Jasno je da sve podgrupe iz S zadovoljavaju identi-

tet (3.6)- /_f

Prethodnim primerima nisu obuhvadene polugrupe

u kojima vazZi identitet
o n+l m..

m x.tJ
1 i=1 +

n+l
Il Xi:
1i=1 I

||.‘:113‘§

za mp1=1 1l1i mo.q p=1. U opStem slucaju ovo ostaje kao pro-
2
blem. U slededim dvema teoremama dajemo konstrukcije za neke

specijalne slucdajeve,

Lema 3.,1.Neka je S polugrupa u kojo] vaZi

(3.7) (Agix,yeS)(,3m€Z+—{l})xy=xym+l.

Tada




Th,

() X € E(S) za neki mez’,
(£7) Reg2(8)=Reg(S)=Gr(S),
(247) Reg(8)-S=Reg(S).
Dokaz. (7). Iz (3.7) sledi da je x2=xm+2 za

neki m>2, Ako je m=2, onda xM€ E(S). Ako je m>2, onda

m=?2

2m=xm+2-xm_2=x2x -x'"€ E(S).

X

Na taj na&in smo dokazali (z)

(£{2). Za bilo koje e,f € E(3) Je ef=e-ef=e(ef)m+l=

=(ef)m+l za neki m>2, pa efg Reg(S). Sada za proizvolijne

a,b& ReglS) postoje x,y,z €3 tako da je

ab=axabyb=axabyzxabyb=ab(yzx)ab & abSab

Dakle, Reg?(S)=Reg(S).Uzmimo da je acReg(S). Tada je
m+1

azaxa=axa' € G_(5), za neki mé 2", pa Reg(5)=G_(s).
(717). Neka je x€ Reg(S), y&sS. Na osnovu (7)

i Teoreme I.l.l., postoljl meg Z+, e € E(S) tako da ym+l=

zey=ye € 6 Reg(8). Sada, iz hipoteze i (Z7), dobijamo

'xy=xym+leiReg(S)Reg(S)=Reg(S)

zd neki_ﬂf62+, pa vazi (£<72) /7

Teorema 3.1, Neka je E traka. Svakom e €E pri-

druzimo skup Ye tako da je

(3.8) e €Y, YeﬂYfifb za e#f,

Neka su

(e, ).
: DY xYo > Y

L ec kb

funkcije za koje vazi
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(3,9) 5¢€:8) (5 y)=e
(3.10) 2t f) (e yyzer
(3111) 2t E) ( yr=0t%T) (5 £)

Ce , )

Cf g)
(3,12) (x,£) gz 8 7T (o o LE8) (g oy,

Na s= |J Y_ defini$imo operactju % sa
ee E - -

(e, f)

Xy =9 (x,y), ako ,}ie Y‘e, yG_Yf.

Tada (8,x) jeste polugrupa u kojoj je

(3.13) XY EXEY LY

za svaki x,y € 3.

Obratno, svaka polugrupa u kojoj vazZi (3.13)

moe se ovako konstruisati.

Dokaz. Neka su ispunjeni uslovi konstrukcije.
Tada za xeYe, erf, zEYg Jje

(£,g) (e, @Cf’g)

(f,g) . 2)=

(yV,2)=x%¢ v, g)( ( )

X-;:(y:‘:Z)=X:':(D (Y5g)) —_—

®(e,f)

(e £) (

Gy yez=0 %2 (¢, yduz=0 (53,80 (0280 (y £y, 01202 (x, ) g

pa na osnoyu (3.12) u S vaZi asocijativnost. Dalje, je

(e,f)

Xﬁy&y=Xﬁ¢(f?f)(y,Y);Xﬁf=¢ (x,E)=xxy.

Obratno, neka je S polugrupa u kojo] vaii iden-
titet
(3713) Xy = Xy?Z.

Tada je x2=x*. Dakle, x?€ E(8) za svaki x&€8. Kako Je za
proizvoljne e,f € E(S)
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ef = e-ef = e(ef)?=(ef)?,

onda je E(S8) traka. Za proizvoljne eéE(.S), y&S je

(3.14) ey = ey”’.

Defini&imo skup Ye={xe Slx%=e}, e€ E(S), Jasno da je
S= eLJ; pYg i1 da je ispunjen uslov (3.,8). Neka su x,y€ Y.
Tada na osnovu Teoreme I.1.1. 1 (3.13) sledi da Je

xy=xy?=xe=ex=ex?=eeze

Dakle, vaZi (3.9). Sada, zbog (3.1, vazi (3.10). Neka
je X€Y,, yEYf, Tada je xy=xy?=xf, pa je ispunjen uslov
(3.11), Na kraju, zbog asocijativnosti u S, vazi (3.12).

| /7

Posledica 3.1. Ako umesto funkcije é(e’f) 17

Teoreme 3.1 uzmimo funkecije
@(e,f):

Ye X Yf +~ Lk,

tada (S,x) jeste polugrupa koja ispunjava uslov (3.13) 1
E je ideal od S.
Obratno,svaka polugrupa S koja ispunjava uslov
(3.13) u kojoj je E(S) ideal se moZe ovako konstruisati. -
[/
rgorema 3.2. Neka je E leve kvazinormalna traka.

Svakom e € E pridruZimo skupove X i X5 tako da je

(3.15) ceexs, x§1x5=0 , xiﬂxgm ako je e#f.
Neka su
(e, ). e £ h
(I’(l:l)' X1 x X7 +h[{;_JEX2’ erf,
28€20.x% x x§ + xS

(1,1)°
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pte-f). e £ .
(l, yi Xo X Xj > E za 1i+]3>2, e#f

(e,e) e e ..
QCl,J) Xi X Xj ~{e}, za 1+3>2

funkcije za koje vazl

(e f) (f,g) (w,g), . (e,f)

(3.16) (1 2)(x ¢( k)(y,z))~®(2 k)(®(1 )(x,y) z) =
(£,8) (e,g)
(e 0 (y,0,- 25 (x, z)) (£,8) (e,g)
228 2§ 2)~22(4 k) (X'¢C 2)( ¢(1 k)(x,z))
f

za svaki e,f,g,h,w,8 € E, xE'Xi, yGXj, zex]%. Neka je

Ye= XfL]XZ i na 8= L] Ye definisano mnozenje * sa:

e¢g E
(e, f) e f

Tada S sa ovako definisanom operacijom jeste levo dis-

tributivna polugrupa 1 E=xS=E.

Obratno, svaka leveo distributivna polugrupa u

kojoj je ES=E se moZe ovako konstruisati.

Dokaz. Neposredno se 1z uslova konstrukcije pro-
vera?a da je S levo distributivna polugrupa za koju je -
ExS=FE,.

o Obratno, neka je S levo distributivna polugrupa
u kojoj je E(S8)+S=E(S). Tada E*(S)& E(S)-S2E(S). Dakle,
E(S) je podpolugrupa od S, Iz leve distributivnosti polu-
grupe S sledi da je traka E(S) leva kvazli normalna. Za
bilo koje e€ E(S) 1 x€S Jje xe=xee=xexe, Dakle, E(S) je
levi ideal od S, pa na osnovu hipoteze Imamo da Je E(S)
ideal od S, Dalje, za svaki x,y,z €S, zbog leve distributi-

vnosti, je

XYz IxXyXz=xyx‘z=xyx‘z, x°€ E(S)

pa dobijamo da je xyz€ E(S), Prema tome S$?=E(S). Stavimo da

Jje
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Y. ={x€8|{x =e} , e€E(S)

Ako su x,y €Y_, tada je x%zy3=ze, pa je zato i zbog leve

distributivnosti,

(xy) 3 =xyxyxy=xy2xy=xy’=xx?=x"*=x"=e,

Dakle, xy €Y, t3. Y, ,Le € E(S))je podpolugrupa od S. Napo-
menimo ovde da je e nula u Y Jjer xeGLY r1E {e} 1
ex eYenE {e}., Za e€ E(S) deflnlslmo skupove

x§ = v (l(s-s , x5 =v[]s2.

Jednostavno se proverava da ovako definisani skupovl zado-
voljavaju uslov (3.15) i takodje da je Y _lesz i

s= | Y, Za X,y€&S$ razlikujemo slucajeve.

e g L

XEX?, yexf, e#f, Tada xy€ S*, pa Xy€ XIQ Z.a

neki h€ E(8), Na taj nac¢in funkcije @Ei ig su definisane.

xe}(?, y € X{. Tada xy € X5, jer xyEYz ﬂSZCY (1s2,

Dakle, definisane su i funkecije @Ei i;

x € X5, yexg, e#f, i+j>2. Tada xye S’=E(S), pa

su tako deflnlsane 1 funk01]e¢2l » £

e= f tada je @C ,e)
(1,3)

5y Specijalno, ake je
: .

(x, y) =e, jer xy- v ﬂECY ﬂE {e}

Zbog asocijativnosti i leve distributivnosti

,£)

imamo da za funkciije @ 3 ) yvazi uslov (3.16),

?

Posledica 3.2. Neka su X; i X skupovi i O fik-

san element tako da je

O€X25 leX:z:@
Neka su
Q(i,j): Xi e Xj » X,

funkcéije za koje vazi
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(3.17) ¢(2,j)(x’y)z@(i,2):¢(l,l)(x’X):O'
Na salesz definisimo mnoZenje % sa

x:*:y=t1>(_i,j)(x,y) ako xexi,ye}(i, 1<i,3<2,

Tada (S,%) jeste polugrupa sa taéno jednim idempotentom
u kejoj vaii

Xhy&hZ 6_{){:*:){ W VRV 5 Z2%2Z} .

Obratno, svaka polugrupa S sa tadno Jednim

idempotentom u kojoj vaii

(3,18) (Mx,y,2 ES)x_yze{xz,yz,zz}

mose se na ovakav nacin konstruisatl,

Dokaz. Neka vaze uslovi konstrukcije. Tada iz
(3.17) sledi da je (S,%) polugrupa u kojoj je Q jedini
idempotent i u kojo] Je xxy#%z=xix=zysy=z#:z=0,

Obratno, neka za polugrupu S vaZe uslovi Po-

‘sledice. ObeleZimo sa 0 jedinstveni idempotent u S. Tada,

iz (3.18), sledi da je x2=0 za svaki x €S i da je §°=0.

Takodje, -8-je levo distributivna i E(S)S=E(S)=0. Sada, na . ..

osnovu Teoreme 3.2, sledili da 3je S=X1LTX2, gde je X{=8-52%,
X,=8? i da postoje funkcije ¢ . 5y 2a koje vazi (3,17).

Univarzitel u Beogrady
Prirodno-male natichi fahaliz ¥
MATEMAT!IORT FAKULTET
BIBLIOTEKA

Bos oo D




G L AVA IV

NEKE KONGRUENCIJE NA jL,vUNIPOTENTNIM POLUGRUPAMA

Strukturna svojstva polugrupa Cesto se 1spituju po-
modu relaciia uredjenja i kongruencija. Tako, naprimer u
radovima |3,5,16,23| ispitivana su strukturna svojstva ne-
kih regularnih polugrupa pomoéu uredjenja. C.Edwards je
u radu | 24| dala opis L-unipotentne polugrupe S5 pomodéu

idempotentno razdvajajuée kongruencije na S.

U ovoj glavi u Teoremi 1.1. definifemo relaciju
uredjenja na r-kancelativnoj polugrupi S. Tako definisano
uredjenje na S nazivamo prirodno uredjenje. Teoremanl.?Z.
omoguéujemo neke ekvivalentne definicije prirodno parcija-
lnog uredjenja. Teoremom2,1l. dacemo opis jedne m-regularne
polugrupe pomodéu prirodnog parcijalnog uredjenja. U Teore-
mi 3.3. opisaéemo najveéu idempotentno razdvajajucu kongru-
enciju na L —unlpotentnOJ r-polugrupi. U Teoremi 3.6. da-
jemo opls desne fgéaiarne trake nll-eksten21ja grupa pomo-
éu na]veée idempotentno razdvajajule kongruencije na polu-
grupi. Na kraju ove glave, u Teoremi 3.8. dacemo vezu 1z -
medju prirodnog parcijalnog uredjenja na jedno] L’ —unlpote—
ntnoj polugrupl i najmanje grupne kongruencije na toj po-

lugrupi.

1, PRIRODNO PARCIJALNO UREDJENJE NA
R-KANCELATIVNOJ POLUGRUPI

Uredjenje definisanco na skupu E(3) formulom

(1.1) (Me,f €EE(S))(e<f <=> ef=fe=e)
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poznate je kao prirodno parcijalno uredjenje. Obelezava-
¢emo ga sa <_. K,S.Nambooripad je 1980, godine u radu |37|
definisao relaciju parcijalnog uredjenja na regularnoj

polugrupl S formulom

(1.2) Qf a,b€S)(ash <=> R_<R  (Je€E(R,))azed)

Ovo uredjenje je pros3irenje uredjenja.in sa E(S) na S.
Nambooripad ga je nazvao prirodnim parcijalnim uredjenjem.
<y U radovima |23,30,36,37|

date su ekvivalentne definicije za uredjenje o

Mi demo ga obeleZavatl sa

U ovoj tatki definifemo pojam r-kancelativne polu-
grupe. Klasa r-kancelativnih polugrupa, videcemo, obuhvata
klasu regularnih polugrupa. Na r-kancelativnoj polugrupi
definisademo relaciju uredjenja koja &uva kako,uredjenje <5
na E(S) tako 1 uredjenje <y na Reg(S), U ovoij tackili cCemo,
takodje, razmatrati maksimalne elemente u odnosu na defi-

nisano uredjenje.

Definicija 1.1. Polugrupa S je r-kancelativna ako

je T-regularna 1 ako

(1.3).__(Ma,b€S-Reg(s))(rlal=r(b)=>-azb). = .-

Primer 1.1. Polugrupa S zadata tablicom

'S IS 2 TR & = TR N TR N T b S
oIS o TR & BN N TR %o T & 0

3
1
2
3
3
S

orow o w N L F

5
2
2
5
5
5

'8 I w0 B N TR o

je r-kancelativna. Za ovu polugrupu Reg(sS)={2,3,5},
S-Reg(S)={1,4}, r(1)=2, r(4)=3,.
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Jasno Je da Kklasa r-kancelativnih polugrupa uklju-

&ije klasu regularnih polugrupa kao svoju pravu podklasu,

Teorema 1.1. Neka je S r-kancelativna polugrupa.

Za a,b 8§ definiBimo

(1.%) a<x -',--’:*R&in/‘i AfbeVx®d))) (xr@)=r@)dria) -r(a)b r(b)=r(bd)dbr(al).

Relacija < je uredjenje na S.

Dokaz. Podto je za svaki a€$ i svaki a’e Vir(a))
r(a)=r(ada’r(a), onda < je refléksivna,. Pretpostavimo da

je a<b 1 b<a, Tada je na osnovu (1,4)
(A b e V(r(b)) Yr(a)=r(a)b ra)=r(a)b’r(b)

A a’evir(a)))r(b)=r(a)a’r(b).

Zato Je
r(a) =r(a)b’r(b) = r(a)b r(a)a'r(b)=r(a)a’r(bl)=r(b).

Sada, ako a,b € Reg(S), onda Je a=r(al)=r{bl)=b, Ako

a,b € §S-Reg(s), onda Je, zbog r-kancelativnosti a=b. Ako

' a €Reg(S), bE S-Reg(s), tada iz a<b i bga sledl R =R,

pa je aD b 8to je nemoguce jer svaka D-klasa ne moze sa-
driati regularan i neregularan element, Sli¢no se dokazuje
da ne moZe biti a<b i b<a u slucaju kada a € S-Reg(S) 1

b € Reg(S). Dakle,

(M a,b & S) (a<bA b<a => a=b),

pa < Je antisimetricna relacija.

Pretpostavimo da je a<b<c. Tada, 2zbog (1.4), imamo
da R_<R_ i za svaki b7€ V(r(b)), c € Vir(c))
r(a)=r(a)b’ra)=r(a)b r(b)b’rlal) =

-r(a)b’r{b)c’r(b)b’rla)=rlalc’ria)l,
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r(a)=r(a)b’r(b)=r(a)b’r(blcricl)=r(alcr(c),

r(a)=r(b)b r(a)=r(cl)c’r(b)b r(a)=r{clc’r(c).

Dakle a<c, pa relacija < je tranzitivna, ST

Definicija 1.2. Relacija < na r-kancelativno]

polugrupi S definisana sa (1.4%) je prirodno uredjenje na S.

| Za polugrupu S iz Primera 1,1, je V@Q))=v(2)=v(5)={2,5},
Vir(4))=v(3)={3}, RCL)={1,2}, R(2)={2}, R(3)={3,5}, |
R4)={3,4,5}, R(5)={5}, pa

< ={11,1)02,2),(3,3),(4,4),(5,5),(2,1),(5,3),(3,4),(5,0)}

Hesseov dijagram ove relacije je

<

Prirodno uredjenje < Jje parcijalno. Primetimo da se iz
(1.4) uslov R_<R, ne moZe izostaviti. Jer, ako bi to bilo

a— b
moguée, onda bismo imali 3<% i 4<3, pa DI bilo 3=k,

Posledica 1.1. Prirodno parcijalno uredjenje < na
r-kancelativnoj polugrupi S je proSirenje uredjenja X<
sa E(S) na S5.

Dokaz. Neka su e,f €E(S), Tada Jje r(ed)=ze, r(f)=1f,

Ako Jje e<f, tada je e=efe=eff=ffe i zato je einf.

Obratno, neka Je einf. Tada je e=ef=fe 1 za svaki

f*€ V(f) imamo

ef“ezeff " fezefe=e,
ef "f=eff " f=zef=e,
ff e=ff"fe=fe=e,
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Poito Jje eS=feSCC fS tj. R_<KR i r(e)=e, r(fl)=f, onda Je

ej_f u S,

Lema 1.1. Ako je S m=-regularna polugrupa 1
a,besS, onda

H <Hb <=>r(a)E r(d)Sr(b).

Dokaz. Neka a,begeS. Tada

(1.5 H <Hb<:-->R {Rb L <Lb<-.>(3 x,yv €S) (r(a)=r(B)x=yr(b)).

Kako sada za svaki a’€ V(r(a)) ]e r(a) r(a)a“ra) =
r(b)xa“yr(b) € r(b)Sr(b), onda H <Hb => r{a)é& r(b)Sr(b).
Obratno sledi iz (1.5).

/7

Teorema 1.2. Na r-kancelativnoj polugrupi S sledeéi

uslovi su ekvivalentni:

(2] a<b;

(1) RSRA RSB A ( Je €E(R)Ir(a)zer(s);

(222) R_<R, A (da“e v(r(a))r(a)=r(@)arb)=rbla’ral;
(tv) R <Rb/\ ( 3e fe E(S))r(a)zer(b)=r(b)f;

(v) __E;\ <R, A (4xe S)r(a)-—r(a)}m(a)-I‘(a)m(b)-r(b)xr(a)
(i) RRA H <, A (b€ Vr(b))Ir(a)=r(a)b r(a).

Dokaz. (i) => (ii). Neka je a<b. Akc je e=r(alb” za
bilo koji b & V(r(bl)), onda je

e?=r(a)b"r(a)b’=r(a)b = €E(S).

Takodije, Jje eER , Jer iz r(a)S=r(alb r(a)SC r{a)b”’sCC r(al)s sledi
r{a)S=r{al)b’S=e S Dakle, pOStOjl eGE(R ) cla je r(al)=er(b).
r(a)=r(b)b r(b) sledi da je R, <Rb
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(£¢) => (££7). Neka Je eEEE(R:) takay da je
r(a)zer(b). Na osnovu Teoreme I.2.3, postoji a"€ V(r(a))
takav da je e=r(a)a”. Sada je r(a)=r(al)a’r(b). Iz R;iR;
sledi da postoji x€S takav da je r(a)=r(b)x. Neka je

=xa ‘r(b).

Tada je f€ E(S) i r(b)f=r(a). Ako je b“€ V(r(b), onda
fb’e V(r(al)), jer Je |

r(a)fb’r(a)=r(ala’r(b)fb’rlaj, jer r(a)=r(a)a’r(b)

=r(a)a’r(a)b’r(a) ,  Jer r(b)f=r(a)
=r{(a)b’r(a) |
=r(ala’r(b)brlal , jer r(a)=r(ala’r(b)
=r(a)a’r(b)b r(bl)f, jer r(a)=r(b)f
=r{a)a’r(b)f
=r(a)a’r(a) , jer r(bl)f=r(a)
=r(a),

fbr(a)fb” =xa"r(b)b r(al)fb” , jer f=xa“r(b)

=xa’r(b)b r(L)£b", jer r(a)=r(b)f
=xa'r(b)fb”~
CZe2pc ., der xa'n(b)fbi=f
=fb”, '

Stavimo da Je fB=a". Sada je

r(b)a"(a)=r(b)fb r(a)=r(b)ffb r(a)=r(ala"r(al=r(al.

Neka je a'r(a)a“za . Jedhostavno se proverava da

a’ € V(r(a)) 1 da je
r(a)alr(b)=r(a)ar(a)a’r(b)=r(a)a’r(b)=r(a)

r(b)a’ra)=r(b)a"r(a)a’r(a)=r(bla"r(al)=r(al,

pa vazi ({77).
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(i47) => ({9), Ako vazi (£4i), onda postojeéi ide-

mpotenti za koje vaZi (Zv) su e=r(ala”,f=d.r(a),

(Zv) => (£). Iz (Zv) sledi da je za svaki

b7€ V(r(b))

r(a)b’r(a)=er(d)b’r(b)f=er(b)f=er(al)=e.er(a)=er(b)=r(a)l,

r(a)b’r(b)=er(b)b ' r(b)=er(bl=r(a),

r(b)br(a)=r(b)b ' rb)f=r(b)f=ra).
(£) => (vi). Za bilo koji a€S Je

r{a)=r(a)b r(b)=r(b)b r(alb’r(b) £ r(b)3Sr(db),

pa po Lemi 1.1, Je HZiHJ. Kako je, na osnovu hipoteze,
r(a)=r(a)b’r(a), za svaki b“€ V(r(b)), onda baii (pz).

(pf) => (£). Na osnovu Leme 1l.l,, iz H;iH; sle-

di r(a)=r(b)xr(b) za neki x€S. Ako b "€ V(r(b)), tada je

r(a)b ' r(b)=r(bL)xr(b)b r(b)=r(bl)xrbl)=ria)

r(b)b ’r(a)=r(b)b"r(b)xr(b)=r(b)xr(bl)=r(a)

"Kako"ii"hiﬁdfézé'élédi da je i r(a)=r(a)b’r(a), onda je

a<b.
(Z) = (v). Ako vazi (£), onda vaii (v) jer po-

stojeédi x je neki b &€ V(r(b)),
(v) => (Zv). Neka vazi (p). Tada e=r{a)lXx,

f=xr(a) €E(S) i r(al)=er(bl)=r(b)f. =7

Posledica 1.1. Neka je S regularna polugrupa. Za

a,b €8 definisimo

(1.6) a<b <=> &b“e V(b))a=ab“a=ab"b=bb’a.

Relacija < je parcijalno uredjenje na S.
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Dokaz, Kako je na regularnoj polugrupi r(al)=a,r(b)=b,
onda 1z Teoreme 1,l. sledi (1l.6), Sada 1z a=bb"a sledi

Rain’ pa na osnovu Teoreme 1.1 < Jje parcijalno uredjenje

na 3. - =7

Posledieq 1,2. .Na regularnoj polugrupi sledeéi us-
lovi su ekvivalentni:

(2) a<b ;

(£2) a<. b

(£27) (da"€ v(a))a=aa“b=ba’a;

(Zv) (3 e,f € E(S))a=eb=bf;
(v) (3 x €S)a=-axa=axb=bxaj
(vz) H_<H_ A (¢Db7€V(b)la=ab’a.

X
Dokaz. Po3to je na regularnoj polugrupli R=R ,

*
L= , onda na osnovu Teoreme 1.1. 1 Posledice 1.1l.,sledi

dokaz Posledice 1.2, 1:7

Nambooripad je u |37| dokazao da je (£2) <=> (vi).
Hartwig u |30}, nezavisno od Nambootipada, definiSe pa-
rcijalno uredjenje pomoc¢u (£¢7Z). Dokaz da je (Z7) <=>

(£22) Je dala Gomes u |4]. Da Jje (£<7) <=> (v) dokazao

je Drazin u |23

]

Primedba. Ako S jeste m-regularna polugrupa, onda
relacija < definisana sa (1.6) je odigledno parcijalno

uredjenje na skupu Reg(S) i na Reg(S) je <=<..

Teorema 1.3. Neka je S r-kancelativna polugrupa.

Za a,b S definiSimo

ayb <=> r(al< r(b)ﬁuRain,

Tada je relacija ¥y parcijalno uredjenje na S i y=< ,

gde je relacija < definisana sa (1.4),.
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Dokaz., Neka su a,beS, Tada
ayb <=:>r(a)§Nr(b) AR SRy
<=>r(a)<r(b)AR <R, jer <= na Reg(S)
-<=>Q¥ﬁb’€iV(r(b)))(rta)=r(a)b’r(a)=r(a)b‘r(b)=r(b)b’r(a) R_<R_

<=>a<b, na osnovu (1.4),

Zato, ako je S r-kancelativna polugrupa, onda je prirodno
parcijalno uredjenje < na 3 profirenje prirodnog parci-

jalnog. uredjenja <, 8sa Reg(S) na S, /7

Teorema 1.4. Ako je S r-kancelativna polugrupa,onda:

() (Ma eS)rlal<a,

(£z) (e€E(S)Aa€&Reg(S)Aa<e) =>a&kE(8),

(£74) (a,b€ Reg(S)v a,be S—Reg(_S))Aa'R*b Aa<b)=> a=b,

(iv) Ako S ima nulu O, onda &fa €S)0<a,

(v) Ako S ima jedinicu 1l,onda (a€S)(asl <=> r(a)€ E(S)),
C(wg)  Ako S ima nulu O, onda (b €Reg(S))(r(a)=0AR R => a<b).

Dokaz. (i) sledi neposredno iz definicije < na 5.

'(£4). Neka su ec E(8), a€RegS takvi da Je a <e.

Tada je, na osnovu (£Z) Teoreme 1.2, Rf R;iR; za neki
féE(R;) i azfe. Sada je a%=fe.fe=f.ef-e=fe’=fe=a€E(S).

(£i%). Neka su a,b&S takvi da je aR b i a<b.

Tada Je Ra=Rb=Rf za nekil fEEE(Ra) i r(a)=fr(b).

Odavde sledi da je r(a)=r(b). Sada, iz hipoteze u (iZ7),
sledl a=b,

Jasno je da na S vazi (Zv).
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(v) Da polugrupa S ima svojstvo (v) sledi iz (£47)

Teoreme 1.2.

(vi) Ako za a,b €S vazi hipoteza iz (vi), onda je

a<b, po definicijil uredjenja <.

. L7
Definicetja 1.3, blement a m-regularne polugrupe

S je jako m-regularan ako
(M-x €3)(r(a)=r(alxrla) <= x=xr(alx),

Definicija 1.4. Element a r—-kancelativne polugru-
pe S je maksimalan ako je maksimalan u odnosu na relaciju

prirodnog uredjenja na S.

‘Neka je S r-kancelativna polugrupa i neka Je
A={x €Reg(8)| (3 v € S=Reg(8) Yx=r(y)}, B=Reg(Sl}-A.

rTeorema 1.5. Ako je S r-kancelativna polugrupa,

onda svaki jako TmT-regularan element iz S-A je maksimalan.

Dokaz. Neka je a jako m-regularan element iz S
i b €3 takav da je a<b, Tada, po Teoremi 1.1, za svaki
b’ € V(r(b)) je. .

r(a)=r(a)b’r(a)=r(a)b'r(b)=r(b)b’r(a).

Posto je a jake m-regularan element, onda je b =b“r(a)b”.

Sada Je
(1.7) r(b)=r(b)b’rﬁb)=r(b)b’r(a)b’r(b)=r(a)b’r(b)=r(a).

Neka je a € S-Reg(S). Ako jJe b€ S-Reg(8), onda iz (1.7)
sledi da je azb jer S jJe r_kancelativna. Ako je b€ Reg(S),
tada iz (1.7) sledi da je b=r(al), pa po Teoremi 1.4, imamo
da je b=r(a)<a. Dakle, imamoc da je a<b 1 b<a pa azb Sto

je nemogudle.
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Neka a € B. Ako b&€ Reg(S), onda 1z (1.7) sledi a=b.
Ako je b€ S-Reg(S), onda je zbog (1.7) a=r(b) 8to je
nemogude jer a¢€ B. Dakle, jako m-regularan element iz

S-A je maksimalan,

Jasno je da jako m-regularan element a€ A nije

17

Obrat ove teoreme ne vazi jer u Primeru 1.1, eie-

maksimalan, Jer a=r(x)<x za neki x & S-Reg(s).

ment 1 Jjeste maksimalan ali nije Jjako m-regularan.

Kada je S regularna polugrupa, skupovi A 1 S-Reg(S)
su prazni i B=S. Zato vaZzi,. |

Poslediéa 1.3. |5]|. Neka je S regularna polugrupa.
Tada svaki jako regularan element 1z S je maksimalan.

/ /

2. SAGLASNOST PRIRODNOG UREDJENJA SA MNOZENJEM
NA NEKIM R-KANCELATIVNIM POLUGRUPAMA

U prethodnoj tadki definisali smo prirodno ure-
djenje na r-kancelativnoj polugrupi. Ovo uredjenje nije
saglasno sa mnozenjem u opstem sluéaju. Ovde uvodimo po-
jam L*-(Ri) unipotentne” polugrupe i na takvoj polugrupil

i5pitujemorsaglasnost prirodnog uredjenja sa mnoZenjem.

Nambooripad u radu [38] definide skup

(2.1) S(e,f)=f.-V(ef)+ e=E(S))[|V(ef);] fSe =

= {g@E(S)| ge=g=fg,egf=ef},

gde je S regularna polugrupa i e,f€& E(S), 1 naziva ga

sendvi® skup. Primenom sendvid skupa Blyth i Gomes u |4|
ispituju saglasnost relacije <,
regularnim polugrupama. Teoreme 2.1.,2.2, 1 2.3. pred-

sa mnozZenjem na nekim

stavljaju uopd&tenje rezultata Blytha i Gomesa iz |4].
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Primetimo da je na regularnoj polugrupi S S(e,f)?#0,
jer fxe S(e,f) za svaki x € V(ef)., Medjutim, ako Je S
mT-pegularna polugrupa, onda moZe biti S(e,f)=@, jer mogu
postojati e,f €E(S), takvi da ef ¢ Reg(S), pa V(ef)=0,

Lema 2,1. Neka je S w-regularna polugrupa 1

Reg(S) podpolugrupa od S. Tada za e,f €E(S) je:

(£) S(e, £)#0,

(£7) S(e,f) je pravougaona traka,
er“f = (M g€E(S)) Sle,g)=8(f,g)

(222 eRf:f = (M g€ E(S)) S(g,e)=S(g,f)

(£v) (fa’e V(r(a))) Y b eVir(b))) Gt g€sla’rla) ,rb)b")
b ga’e V(r(a)r(b))). |

Dokaz. Neka su e,f €& E(S) i neka Jje Reg(S) podpolu-
grupa od 8. Tada ef € E?(8)Z Reg®(S)CC Reg(S). Kako je
i r(a),r(b)€ Reg(S) za svaki a,b €S, onda dokaz je potpuno
istovetan kao u radu |4| Blyhta i Gomesa. o

17

- e e e rm e o f—_— e e e = e .

Lema 2.2. Neka su a,b elementi r-kancelativne polugru-
‘pe S takvi da je a<b i b € V(r(b)). Tada postoije
a’,a"¢V(r(a)) takvi da je

(2.2) r(a)b“=r(ala” inr(b)b’ i ra)=r(a)a’r(b)

(2.3) b’r(a)=a”r(a)inb'r(b) i r(a)=r(bla"r(a)

Dokaz. Neka su a,be S takvi da je a<b. Tada je za
svaki b7€ V(r(b))

r(a)=r(a)b’r(a)=r(a)b’r(b)=r(b)b r(a)
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Sada iz
R R

\ T v/
:' % %

r(a)" r(a)b r(a)—-r(a)b’iR (a):Ra

sledi r(al)b” (ER Jasno je da r(al)b”¢€ E(S). Dakle,
. r{a)b’€ E(R ), pa na osnovu Teoreme I1.2.3., postoji -
a E:V(r(a)) tako da je

r(a)b” = r(ala”

Dalje, iz r(a)b r(b)b"=r(a)d” i r(b)b r(a)b’=r(alb”
sledi da Je

r(a)b’=r{a)a” iﬂr(b)b”

Takodje, iz a<b 1 r(al)a“=r(a)b”, sledi da je

r(a)=r(a)b”r(b)=r(ala’r(b).

Na taj na&in smo dokazali (2.2), Na sli¢an nacin se doka-

zuje (2.3). 7

Lema 2.3. Ako je S m-regularna polugrupa, onda

eSe Je m-regularan podmonoid od S za svaki e €E(S).

Dokaz. Jasno je da eSe jeste podmonoid od S za
svaki e€ E(8), Neka a € eSe, Tada je azexe za neki x&S i
-postoje;mE;Z*,tE:S takvi da je a®=a™ta™, sada je

- m, m m~1 m- m—1 m-1
am=a ta =a ata a l=a exer*ete rexea =

m
= 3 -ete*am

PoSto ete € eSe, sledi da je eSe m-regularna polugrupa.

Podmonoid eSe zvaéemo lokalni podmonoid od S.

/7

1‘.

Defintecija 2.1. Polugrupa S je L —unzpotentna
*
(R —untpotentna) ako je m-regularna i svaka I -klasa

(R ‘-klasa) sadrii ta&no jedan idempotent,
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2 |
Definicija 2.2. Polugrupa S Je lokalno L -unipo-

tentna (R —unzpotentna) ako je svaki lokalni podmonoid od
A

S L ‘~unipotentan ( R -unipotentan),

Primer 2.1. Polugrupa S zadata tablicom

vl = ow N

N W N
w NN w [
H ow w N P |w
= E w N |
N W N o

%
je lokalno L -unipotentna polugrupa, Podmonoidl ove po-

lugrupe su 383={1,2,3} i usu={1,2,3,4}, Podmonoid
383 ima jednu Lﬁ—klasu L -{1 2 3} sa jedlnstvenlm idempote-
ntom. Podmonoid 4S84 ima dve L -klase Ll—{l 2,3} 1

-{4} sa po tacdno jednim idempotentom,

Ova bolugrupa zadovoljava usloy

= R <R

(2.4) (M a,b,c €S)(R <R, ac—"be

Takodje, S je r~kancelativna r-polugrupa.

Propozieija 1.1. Ako je T ﬂ regularna pedpolugrupa
T-regularne polugrupe S, tada LT [] T x T,

Dokagz. Neka je (a b)(ELT, tada postojil x,ych[]S
tako da je r(a)=xr(b) i r(b)=yr(a). Zato, (a,bl€ L f]TxT

Obratno, neka (a,b)E_L;[]TxT i neka a“e V(r(a))[]T,
b€ V(r(b))[]T. Tada

(a”r(a),a), (a,b), (b,b-n(b)) € LS

pa (a’r(a),b’r(b) € L.

g Sada postoje x,y € S tako da Je

a’r(a)sxb"r(b), b r(bl)=ya'r(al,

odakle dobijamo




ab,

a’r(a)-b?r(b)=a’r(a), b r(b)-a’r(a)=b r(b).

Po&to a’r(a), D'r(b)€ T imamo da (a’r(a),b’r(b)GL;. Sada

iz |
(a,a”r(a)),(a”r(a),b*r(b)),(b’r(b),b)EL;.

sledi (.a,b)éLT. —7

—

Teorema 2.1. Neka je S r-kancelativna r-polugrupa.

Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

\

() 8 je lokalno LH—unipotentna i zadovoljava
uslov (2.4);

(£7) Prirodno parcijalno uredjenje < Je saglasno

u odnosu na mnoZenje u S sa desne strane;

(£47) Za svaki e,f € E(S) skup S(e,f) je polugrupa
desnih nula i S zadovoljava uslov (2.4).

Dokaz. (%) -=> (ii). Neka su a,b,c €S i neka je
a<b. Tada na osnovu (2,2) postojl a”€ V(r(a)) takav da je

(2.5) r(a)=r{a)a“r(b).

Sendvi& skup s(a’r(a), r{c)c”)#0 na osnovu (%) Leme 1.1l.

Ako je c¢”€ V(r(e)) i g€ s(a’r(a), r(c)c”), onda je

r(ac)e”ga” .r(be)=rlal)r(clc’ga’r(blr(c) ,jer S je r-polugrupa,
=r(a)ga’r(blr(c) ,jer-gG&S(a’r(a),r(c)c’)
=r(a)ga’r(a)a’r(bl)r(c) ,jer a"€ V(r(a))
=r(a)gé'r(a)r(c). , zbog (2.5)
=r(a)gr(c) ,jer g<ES(a’r(a),r(c)c’)
=r(a)a’r(algr(clcrlc)
=r{a)a‘r(alr(clc’r(c) ,jer gGES(a’r(a),r(c)c”)

=r(alr(c),

=r(ac) . ,jer S je r-polugrupa.
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Stavimo 1i sada e=r(ac)c”ga”, dobijamo da je

e?zr(ac)c”’ga’r(ac)cga”
=r(acl)c”ga’r(alr(clcga”
=r(aclc’ga” ,zbog (Zv) Leme 2,1.

=e € E(S).
Dakle, posto]ji e €E(s) da Je
(2.6) r(ac)=er(bc).

Za b” € V(r(b)), na osnovu (2.3), postoji a"& V(r(a)) da je

(2.7) a"'r(a)=a"r(a)b’r(b)=b’r(bla"r(a), r(al)zr(bla'"r(a).

Sada za c¢"€V(r(ec))i he S(a"r(a),r{cl)c") imamo da
a"r(a)h,b’r(b)h € E(S), Takodje, imamo da
a"r(aYh=b"r(bla"r(alh (na osnovu 2.7))
=b“r(bla"r(adha"r(a) (jer h €S(ar(a),r(cic"))
=b“r(b)a"r(adha"r(a)b’r(b) (zbog (2.7))

e b Jr (b ) Sb_-"r( b ) _ . T T oL T -

br(b)h=b"r{blha"r(a) (jer he S(a"r(a),r(clc™)
=b"r(b)ha"r(al)b r(b) (zbog (2.,7)
Eb"r(b)Sbr(b)

Kako je 8§ lokalno LH—unipotentna polugrupa i kako 1z

a"r(a)h:-b”r(bdh=a"r(a)ha"r(a)b“r(b)h (jer hes(a"r(a),r(clc’))
=a"r(adha'"r(alh (zbog (2.7))

=a"r{adh
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b?p(b)ha"r(a)h=b r(blhh (jer he S(a"r(a),r(clc™)

=b“r(b)h
sledi da a'"r(a)lh, b“r(b)h pripadaju isto] L”-xlasi u
L*r(b)Sb r(b), onda vaii
(2.8) a"r(a)h = b’r(b)h

Dalje Je

r(bc).c"ha"rta)rﬁc)=r(b)r(c)c”ha"r(a)r(c)
=p{b)hr(c) (jer h€ g(a"r(a),r(clc"))
=r(b)b r(b)hr(c) |
-p(bla"r(a)hr(c) (na osnovu (2.8))
=r(adhr(c) (na osnovu (2.7))
=p(a)a"r(a)hr(cle’ric)
-p(a)a"r(adr(clc"ric) (jerliéSLf%%a);ﬂc)<fU)
=r{alr(c)
=r(%F).

Stavimo 1i fze"ha"r(alr(c), dokazujemo da T € E(S). Dakle,
posto]il fe E(S) da vazi |

(2.9) 1plac) = r(bc)-f

Podto je Rain i po&to na o vazi (2.4), onda je

(2.10) R_ <R, .
ac— bc

1z (2.6), (2.9),(2.10) i Teoreme 1.2. (4v) sledi da Jje
ac<bc.
(£2) => (£i%). Posto Jje S r-polugrupa,tada
 Reg(s) je podpolugrupa od §S. Zato, ako e, f&E(S), onda
je S(e,f)#@ (Lema 2 1). Neka g,h &€S(e,f). Tada gf-gf=gf,
pa gf € E(S). Kako je gf=gf.f=f.gf, onda je gf< f. Posto
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je i'E(S):in i posto je < saglasno u odnosu na mnozenje

sa desne strane, onda iz gfinf_i h&€S(e,f), dobijamo

(2.11) gf = g-fh< fh=h

Sada na osnovu (£7) Leme 2.1. 1 (2.11) dobijamo

gh = hgh = h.

Dakle, S(e,f) je polugrupa desnih nula.

(£44) => (£). Neka e €E(S), a eSe,f,g€E(S)(]eSe
i nekaﬁf,gé&Lz u eSe, Tada, na osnovu Propozicije 1.1,
f,géELa u S,pa, na osnovu (Z2Z) Leme 1.1. je S(f,e)=S(g,e).
Kako je S(f,e)=S(g,e) polugrupa desnih nula, onda
f,g €5(f,e)=s(g,e) 1 f=fg=g. Dakle, S je lokalno I ~uni-
potentna polugrupa. /"7

t

Teorema £.2. Neka Jje S r-kancelativna r-polugrupa.

Tada su sledeédi uslovl ekvivalentni:

o

() S je lokalno R“-unipotentna;

(272) __"Prinodnompancijalno_ﬁi_jﬁ_ﬁaglaﬁno;u;QdHQSumna _m_m;:mp~

mnozenje u S sa leve strane,

(£22)  Za svaki e,f € E(S) skup S(e,f) je polugrupa

levih nula.
Dokaz. Po3to na proizvoljnoj polugrupl vazi uslov

(Ma,be S)(Raf.Rb =>Rcaf-Rcb) ,

onda je taj uslov u Teoremi izostavljen. DOkaz Teoreme je

sli¢an dokazu Teoreme 2.1., te ga izostavljamo.

L7

Definieitja 2.3. Polugrupa S Je lokalno w-inverszna
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ako je m-regularna i svaki lokalni podmonoid od S je

T~inverzna polugrupa.

Lema 2.4. Polugrupa S je lokalno m=inverzna ako 1
samo ako za svaki® e € E(S) polugrupa eSe je L“—unipotentna

i R =-unipotentna,

Dokaz. Na osnovu Teoreme I,2.4, 1:7
Teoremag 2.3. Neka je S r-kancelativna r-polugrupa.

Tada su slededi uslovi ekvivalentni:

(2) S je lokalno w-inverzna i zadovoljava uslov (2.4),

(27) Prirodno parcijalno uredjenje < je saglasno sa

mnozenjem u S,

(£4) Za svaki e,f€ E(S) skup S{e,f) je jednoZlani 1 S

zadovoljava uslov (2.4),

Dokaz. (%) => (47). Iz hipoteze 1 Leme 2.4. po-
% %
lugupra S je lokalno L[ -unipotentna i lokalno R -unipo-

tentna. Na osnovu Téoreme 2.1. i Teoreme 2.2. sledi (ZZ).

(£2) => (2£7). Neka su e,f € E(S). Na osnovu
Teoreﬁé“é:i; S(e;f) jé.péiaé;ﬁﬁaﬂdésﬁgh“hula;mémna oSNoVU
Teoreme 2,2. S(e,f) je polugrupa levih nula. Zato je za
svaki g;h€ S(e,f) h=gh=g, pa Sle,f) je jednodlani skup.
Polugrupa S zadovoljava uslov (2.4) po definiciji uredje-

nja <,

(£44) => (Z£). Na osnovu Teoreme 2.1. S je lokalno
'L“—unipotentna, a na osnovu Teoreme 2.2. S je lokalno

¥,
“

R -unipotentna. Sada, po Lemi 2.4, S je lokalno m-inverzna.

/7
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3, NAJVECA IDEMPOTENTNO RAZDYAJAJUCA 1 NAJMANJA

GRUPNA KONGRUENC]JA NA ks =UNIPOTENTNOU
R-POLUGRUPI

Kongruencije na L-unipotentnoj polugrupi prou&avali
su S.kdwards u radovima |24%|,|25| kao i Sh.Shimokawa u radu
|56|. U tacki 2. ovog poglavlja definisali Smo pojam I -uni-
potentne polugrupe, Jednu karakterizaciiju L —unlpotentne po-
lugrupe dao je S. BogdanOV1c u radu |9], Oyde, u Teoremi 3.1.
dajemo karakterizaciju I —unlpotentne polugrupe S za koju
je Red(S) podpolugrupa od S. Dalje, u ovoj tadki dajemo
oPis najvede idempotentno razdvajajuée kongruencije na
Lﬁ-unipotentnoj r-polugrupi S i pomodu nje dajemo potrebne
i dovoljne uslove da polugrupa S bude desno regularna traka
nil-ekstenzija grupa (Teorema 3.5), Takodje, u ovoj tadki
dajemo opis najmanje grupne kongruencije na Lﬁ—unipotentnoj
r-kancelativnoj r-polugrupi pomoéu prirodnog parcijalnog
uredjenia.

Lema 3,1. Ako je S L*-unipotentna polugrupa, onda

vazi

(3.1 (*%atES)(MLa:a”G:V(r(a)))a’r(a)=a”r(a)

Dokaz. Neka a €S, a™,a"e V(r(a). Tada a’r(a),
‘a"r(a) €E(S) i Sa ‘r(a)C Sr(a)=Sr(a)a’r(a) Sa “r(a) pa je
a r(a)L{r(a) Sli¢no, dokazujemo da je r(a) I ar(a). Dakle,

f
"l

a’r(al)r a'r(a),pa a’r(a)za"r(a),jer S je I —unipotentna.

/_7
Teorema 3,1, Na polugrupu S slededéi uslovi su
ekvivalentni:
() S je L -unipotentna i Reg?(S)C. Reg(s);
(£2) S je m-regularna i

(3.2)  (Me,fEE(S)) fef = ef;

(227) S je m-otodotksna I -unipotentna.
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pokaz. (7} => (i1). Neka su e, fF€¢ E(S), Tada
efegEzg;fRegZ(S)C; Reg(S), pa postoli x€ V(ef), Jednosta-

vno se dokazuje da fx,xe€V(ef), Sada, na osnovu (3.1)

imamo

x=xefxefx=xexefx=xex,

pa Xe.Xe=XeX-. e =Xe cE(S). Jasno je da xe,ef& Vixe). Kako je

ef-ef=efxeef efxeef (jer efe Vixe))
=xexeef xexeef (na osnovu (3.1))
=xerefxe-.ef (jer xe € E(S))
=xexexe.ef (na osnovu (3,1))
=xexe.ef (Jjer xe € E(S)) |
ze fxeef (na osnovu (3.1))
=ef (jer efe V(ixe))
€ E(S),

onda E(S) je podpolugrupa od S, Sada iz

Sr(ef) = Sef = SefefCZ Sfef = Sr(fef)C: Sef = Sr(ef)

’.

1L —unlpotentnostl polugrupe S sledi da je ef=fef.

L]

o (2Z) =P (111) Neka su e,fe E(S), Tada 1z (3,2) 1
hlpoteze sledi da S jeste m-ortodoksna, Ako eL f onda iz
Se=Sr(e)=Sr(f)=8f sledi da je efze i1 fe=f, Sada je
ezef=fef=ff=f, pa S Jeste [ -unipotentna.

(£4%2) => (£). Na osnovu Tecreme I1.2.2.

[ 7

Posledica 3.1. Ako je S m-ortodoksna Lu—unipoten-
tna polugrupa, onda za svaki a,be S, e ¢ E(S), b7 v(r(b),

a’,a"€ vV(r(a)) vaii:
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(2) er{a)=r(al)a“er(a),
(27) aer(a)=a“er(a),
(£44) E(S)r(a)Z r(al)E(S),
(Zv) E(8)r(a)E(S)=r(a)E(S),

(v) r(a)E(S)[ ) r(Db)E(S)#0=> (Jfe E(s)Ir(a)f=r(bIf.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 3.1, Reg(S) je podpo-
iugrupa od S, Jasno Jje da Reg(8) jeste L~unipotentna po-
lugrupa., Kako r{a),r{b) € Reg(S5) za svaki a,bEiS, onda
se dokaz svodi na dokaz Posledice 1,3, |25)¢iji se iskaz
formalno razlikuje od iskaza Posledice 3.1 &to u Posle-

dici 1,3. |25|stojl a,b umesto r(a),r(b). =7

7a realaciju p w-regularne polugrupe kaZemo da je
r-poluprosta ako Jje a orla) za svaki a€s. Pojam r-polu-
proste relacije uveli su P.Protié i S.Bogdanovic u radu |47],

V)

Teorema 3.2. Ako Jje S ﬂfortodoksna I -unipotentna

polugrupa, onda relacija

(3.3) p={(a,b)€ Sx5| (3 a"e Vr@))(dbe Vir(d))) e €E(8))a’er(a)=b er(bl}

je idempotentno razdvajajuéa r-poluprosta ekvivalencija na
S koja sadrzi svaku idempotentno razdvajajucu r-poluprostu

‘kongruenciju na 3.

Najvedéa idempotentno razdyvajajuéa kongruencija na

'pb={(a,b)Eins|(*}x,yé&sl)(xay,xby)e_p}.

Dokaz. Jasno je da p Jeste r-poluprosta refleksivna
i simetridna relacija. Neka (a,b),(b,c)e p. Tada postoje
a’c v(r(a)), b7,b"& V(r(b)), c%c V(r(c)) takvi da je za
svaki e € E(8)

a’er{a) = b7er(b) , b'er(b) = c’er(c).
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Kako je, na osnovu (77) Posledice 3.1l. b“er(b)=b"er(b),

onda je

a“er(a)=b“er(b)=b"er(bl=c er(c).

Dakle, relacija p je tranzitivna, Neka Jje za e, f€ E(S)
(e,f)en. Tada postoje e’€ V(e), f£f7€ V() da je e “he=f"hf
za svaki h€ E(S). Sada, na osnovu (Z7Z) Posledice 3.1 imamo
da je eheze”he=f hf=fhf za svaki h&E(S), odakle sledi da
je e=f. Dakle, u Jje idempotentno razdvajajula ekvivalenci-
ja na S,

Neka je p idempotentno razdvajajuta r-poluprosta
kongruencija na S i neka (a,b)p. Tada, na osnovu Teoreme
I.2.5, (a,b)EEHH. Dalje, po Teoremi I.2.3, postoje
a’€ V(rla)), b’€ V(r(b)) za koje je

r(a)a“=r(b)b” , a’r(a)=b7r(b).
Sada je
b”=b r(b)b’=b"r(a)a’pb’r(bla’=z=a’r(ala™=a” ,

pa (a“er(a),b’er(b)€ p za svaki e €E(5). Kako su a“er(al,
b”er(b) idempotenti, onda je r”“er(al)=b”er(b). Na taj

na&in smo dokazali da ekvivalencija p sadrzi svaku idem-

_potgptngrrazduajgjuéu.r—pp}uprostu_kongruenciju na S. Na-

pomenimo da na S ne postoji idempotentno razdvajajuéa
kKongruencijakoja sadrii relaciju u. Pretpostavimo 1i su-
protno, onda bi za neku idempotentno razdvajajucéu kongru-
enciju p koja nije r-poluprosta bilo w_pe , onda bi p
bilo r-poluprosta 8to je kontradikcija.

Na osnovu Teoreme 1.2.6., uP je najvedéa kongruen-

5

cija sadrzZana u np 1 zato u° Je idempotentno razdvaijajuca.

Na osnovu Leme I.2.1, kongruencija u? je r-poluprosta jer

sadrZi r-poluprostu relaciju
g ={(a,b) €SxS|r(a)=r(b)}.

Kako na bilo kojoj m-regularnoj polugrupi postoji najveca

idempotentno razdvajaju&éd kongruencija (P.M,Edwards | 261,
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onda je ona r-poluprosta 1 sadrZana jJe u u. Dakle, ub

je najvedéa ldempotentna razdvojajuéa kongruencija na S.

f /7

Teorema 3.3. Ako Je S L"-unipotentna r-polugrupa,
onda je relacija p definisana sa (3.3) najvecéa i1dempoten-

tno razdvajajuéa kongruenciija na S,

Y]

Dokaz. Neka je S L=—unipotentna r-polugrupa.
Tada, na osnovu Teoreme 3.1 i Teoreme 1.2.2, S jeste
T-ortodoksna Lﬁ-unipotentna polugrupa pri ¢emu je Reg(S)
ortodoksna polugrupa. neka su a,b€ S takvi da (a,b)ey 1
neka je ¢ €S proizvoljan element. Tada postoje a“¢ V(r(a)),
b€ V(r(b)), c“€ V(r(c)) tako da c’a"& V{r(alr(c)=V(r(ac)),

c’b € V(r(b)r(ec))=V(r(bec)). Sada je

c’a’er(ac)=c’a’er(a)r(c)=c’b er(bl)r(cl)=c"b7er(bec)

za svaki e € E(S), pa u jeste leva kongruencija. Sliéno
se dokazuje da je n i desna kongruencija. Dakle, p 3Je
kongruencija na 8. Dalje, na osnovu Teoreme 3.2., sledi da

je ¢ najveéa idempotentna razdvajajuéa kongruencija na S.

/7

 Definieiga 3.2. Podskup

‘ En={x€ 8| At x"€ V(r(x)) (e €E(S)))ex r{x)=x"er(x)}

T-regularne polugrupe S nazivamo neutralizator skupa E(S).

Pojam neutralizatora za slucaj kada je S regularna

polugrupa uvela je C.Edwards u radu |2uj,

Lema 3.2, Ako je S m-ortodoksna Lﬂ-unipotentna polu-

grupa, onda je E(S) CCEn.

Dokaz., Neka je f€E(S). Tada Jje, na osnovu Posle-

dice 3,1, Teoreme 3.1 1 Leme 3.1,

fer(f)=f ef=fef=ef=ef "fzef r(f)
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za svaki £°C V(r(f) i svaki e€ E(S). Dakle, f& En.
/7

o

Teorema 3.4. Neka Je S Ld-unipotentna r-polugrupa.

Tada za relaciju u definisanu formulom (3.3) vaZzi
(3.4) (a,bep<=>((Fa"€V(ra)))(Ib e Vir)))(ar@=brb) ,r(a)b”€ En)

Dokaz. PoSto je u idempotentno razdvajajuca r-po-
luprosta kongruencija na S, onda je ug;H% (Teorema I.2.5).
Ako (a,b)e p,onda na osnovu Teoreme I1.2.2, postoje
a"cvVirta)), b"€ V(r(b), tako da je a“r(a)=b r(b). Prime-
timo da je r(r(a)b?)=r(a)b” jer r(a)b”e Reg(S). Oznadimo
sa ¢’ bilo koji invezr elementa r(al)b”. Tada, posto
r(b)a“€ V(r(al)b”), imamo da jé za svaki e € E(S)

ec”rr(a)b”= er(bla‘r(alb” (po Lemi 3.1)
= er(b)b“r(al)b” (jer a’r(al)=b"r(b))
= er(b)b”
= r(b)b er(b)b” (po (Z) Posledice 31.1)
= r(b)a“er(al)b” (jer {(a,b)eu)
= ¢c”er(alb” I (po Lemi 3 .1)

Dakle r(a)b” € En,

Obratno, neka za neke a’& V(r(a)), b"e V(r(b))
a‘r(a)=b"r(b) i r(a)b’¢ En.

Ozna%ime sa ¢” bile koji inverz elementa r(al)b”. Posto je

r(b)a”€ V(r(a)b”), onda za svaki e € E(8) imamo da Je

a“er(a)za“r(ala“er(ala’r(a)
=b“r(b)a’er(a)b’r(b) (jer je a’r(a)=b (b))

=b"c“er(a)b r(b) (po Lemi 3.1)
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=b“ec’r(al)br(b) (jer r(a)b“¢€ En)

=b“er(bla’r(a)b“r(b) (po Lemi 3,1)
=b“r(b)b r(b)b r(b) (jer je a“r(a)=b"r(b))

=b“er(b)

Dakle, (a,b)¢€ u. o~

T-grupa je T-regularna polugrupa sa tac¢no jednim ide-
potentom. Pojam m-grupe uveli su S.Milié i S.Bogdanovié u
radu |13|. U istom radu oni su dokazall da Je polugrupa
m-grupa ako i samo ako S jeste nil~ekstenzija grupe (Teo-
rema 4.[13}|), |

Lema 3.3. 3vaka m-klasa L“~unipotentne r-polugrupe S

koja sadrZi idempotent je nil-ekspenzija grupe.

Dokaz. Neka a,b €epy. Tada ab € (ep)(ep)=e?p=ep, pa
je ep podrolngrupa od S. Kako je u ildempotentno razdvajajuca
kongruencija na S, onda je e jedinstveni idempotent polu-
grupe eu. Kako je u(;:H (po Teoremi I.2.5) 1 kako je re-
strikcija relacije H na Reg(S) relacija H na Reg(S) (po
Propoziciji 1.1), onda iz r(al)pape sledi da r(a)GLHe, gde
je H H-klasa na Reg(S). Po3to Hé[j.Héiﬁfwonda.je H  grupa.

Zato r{a) ima grupni 1lnverz xeH, za koji je

L]

- x=xr(a)x=ex=eexper(al)x=e

tj. x €epy. Dakle, ep Jje m-regularna polugrupa sa tacno
jednim idempotentom, pa na osnovu Teoreme 4,|13]|, eu je

nil-ekstenzija grupe. Yawi

’
w

Teorema 3.5, Neka je § L ~unipotentna r-polugrupa.
Tada je En= LJ el desno regularna traka nll ekstenzija grupa.
ec E(S)
Dokaz, Neka acey za nek; eGES Tada postoje
a € V(r(a)), e E_V(e) da je a “fr(a)ze fe za svaki f€E(S).
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Odavde, koristeéi (£i) Posledice 3.1. i Teoremu 3.1, dobi-

jamo da je
a“fr(a) = efe = fe

za svaki a“¢ V(r(a)). Kako Je (a,e)e:uQ;HH onda je

a"r(a)=ze za neki a"€ V(r(a)), a na osnovu Leme 2.1, Je

fa‘r(a) = fe

»a svaki a“ € V(r(a)). Dakle, a’fr(a)=fa“r(a) za svaki
3" c V(rla)) i svaki f€E(S). Na taj nadin smo dokazali
da je |J en & En.

e €EE(S)
Obratno, neka a @En, Tada, na osnovu Teoreme 3.4,

dobijamo da (a,a"r(adcu,pa je Encl) en,
ee E(S)

Neka su e, f€ E(S5) ., Tada (eu)(fu)(eu)=(efe)u=
=(fe)p=(fu)(ep), pa En je desno regularna traka un-klasa
polugrupe S koje sadrZe idempotente. Sada,na osnovu

Leme 3.3., En je desno regularna traka nil-ekstenzija

grupd. /7

als
o

Teovema 3.6. Na [ -unipotentnoj r-polugrupi 3

slededi uslovi su ekvivalentni:

(Z) En= S
(£7) S/u= E
l22¢) S je desno regularna traka nil-ekspenzije grupa:

Dokaz. (7) => (ii). Primetimo da je na polugrupi

3 tadna formula

(3.5) (a,b) € H<=> (3 a“¢c V(r(aN)(db'e virb))a'r(a)=br(b),

jer iz En=S sledi da je r{a)b” € En=8., Na osnovu (3.5) 1
Leme 3.1, imamo da je (x,x"r(x))&u za svaki x € 8 i svaki
x"€ V(r(x)). Definidimo preslikavanja ¢: S/n -+ E(S) fo-

rmulom
(M x €3)0(x J)=x"r(x),

Jednostavno se proverava da je ¢ bijekcija. Neka su
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xu,yu € §/n ., Tada jJe

o(xp) (yp)=0((xy)n)

= C(r{xy)in) (n je r-poluprosta kongruencija)
= ((r(x)r(y))p) (S8 je r-polugrupa)
= (r(xX)r(y)) rx)riy)

v 'x"r(x)r(y) (y"x"¢ Virixy))
= Xx"r(x)y“r(y) ( jer y€ En)

=@ (xu)d(ypl.

(£17) => (247). Neka je ®:S/y + E izomorfizam. Ta-
da je F= (natpled: S + E(S) epimorfizam gde je, po Teo-
remi 3.1., E(S) desna regularna traka. Zato Je 3 desno
regularna traka polugrupa Sa=aFPl, a € E(S). Jasno Je da
za svaki ‘a € E(S) je o, XH za neki x€S i F(xu)d=a.
Takedje je jasno da svaka polugrupa Su sadrZzi jedinstveni
idempotent, odakle, na osnovu Leme 3.3., sledi da je S

desno regularna traka nil-ekstenzija grupa.

(224) => (z2). Neka je 8 desna regularna traka Y
nil-eksten;ija grupa Sm’ a €Y. Neka x€ 3 1 e €E(3S). Tada
postoje a,8 €Y tako da x,r(x)esa, eC—'SB i svaki
x" € Vir(x)) Sy Sada

exr(a)€ 5,5 C S

B Ba
4 —-
X er(x)ésa Sf3 Sac—;saﬂa'sﬁa'
Kako je SBa m—~grupa i1 kako su ex“r(x), x"er(x) idempote-
nti u SB&’ onda je ex“r(x)=x"er(x). Dakle x€En, pa je

Sq;'En.'Obratna inkluzija, jasno, vaZi, Na taj nacin
smo dokazali da (£<7Z) implicira () .

/7

P,Protié % S.Bogdanovié¢ su u |47| dokazali da je
relaciia
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(3.5) p={(a,b)E58xSI(3-eeiﬂ(S)erLa)ezer(b)e]

najmanja grupna kongruencija na T-ortodoksnoj r-polugrupi.

Ovde demo definisati najmanju grupnu kongruenciju na

ot
I -unipotentnoj r~polugrupi.

Teorema 3.6, Ako je S LH—unipotentna r-polugrupa,

onda relacija

(3.6) o={(a,b)€Sxs|(4 ecE(S)rla)e=r(ble}

je najmanja grupna kongruencija na S.

Dokaz. Neka (a,b) € p, gde je p relacija defini-
sana formulom (3.5). Tada posto]i fE€ E(S) da je
fr(a)f=fr(b)f. Kako je, na osnovu(Zv) Posledice 3.1.

fr(a)f € E(S)r(a)E(S)=r(al)E(S),

fr(b)f € E(S)r(b)E(S)=r(bIE(S),

onda je r(a)E(S)Y N r(b)E(S)#®. Sada, na osnovu (v) Posle-
dice 3.1, postoji £ E(S) tako da je r(a)f=r(b)f tj.
(a,b)€ o. Dakle, p Co . Obratno, neka (a,b)eoc . Tada iz

r(a)ezr(ble. sledi .er(ale=er(ble za neki.e €E(S). ey I

) Sada demo opisati kongruenciju ¢ pomoc¢u prirodnog

uredjenja na S,

Lemag 3.4. Ako je S m~ortodoksna r-kancelativna

ola

L“—unipotentna polugrupa, onda vazi formula

(3.7) (Je,feE(@))r(a)=zer(D)=r(b)f <=> (e €E(S))r(a)=er(b)

za svaki a,b 3.

Dokaz. Neka a,b €S i neka je r(a)=zer(b) za neki
e €E(S), Tada na osnovu (£4¢¢) Posledice 3,2, postoji
f E(S) da je r(al)=c(h)f. Jasno je da 1z leve strane
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ekvivalencije (3.7) sledi desna strana. Yawi

Teorema 3.7. Neka Je § L“vunipotentna r-kancelati-

vna r-polugrupa. Relacija p na S definisana formulom

(3.8) apb <=> RainA.(3£EEEK5))fCa)=eer)
je uredjenje na S,

Dokaz. Na osnovu Teoreme 1.2. i Leme 3.4. relacija
p se poklapa sa prirodnim parcijalnim uredijenjem p de-
finisanim u Teoremi 1.1, Dakle, relacija 0 jeste prirodno
parcijalno uredjenje na S.

/7

Uredjenje p ¢emo u sledet¢oj teoremi oznacavati sa <.

Teorema 3.8. Neka Je S Ld—unipotentna r-kancelativna
r-polugrupa 1 ¢ najmanja grupna kongruencija na S defini-

sana formulom (3,6)., Tada bazZi formula

(3,.9) (Ma,b€8)((a,b)€o<=> (Ib7€ V(r(b))Ir(a)b”€ Ew)

gde je Ew= {xe€S|(Je€E(S))e<x]}.

‘ Dokaz. DokaZimo najpre da x € Ew ako i samo ako Je
E(S)f]r(x)ECS) neprazan skup za bilo koji x¢& S, Neka

x €Ew. Tada je e <x za neki e &E(S), pa na osnovu (3.7), po-
stoje f,g€E(S) tako da je e=fr(x)=r(x)gé€ Ef]r(x)E.

Dakle, £(S)[] r(x)E(S)#@. Obratno, neka je E(S)f]r(x)E(S)#@.
Tada postoji e € E(S) takav da je e=sr(x)g za neki ge E(S).
Kako je x"er(x) € E(S) za svaki x"€ V(r(x)) 1 e=r(x)g, onda
je x"er(x)=(x"r(x)glr(x), Odavde 1 na osnovu (3.7),sledi

da je x"er(x)sr(x). Kako je r(x)<x za svakli x€ 3, onda je

x“er(x)<x 1 zato x€ Ew,

DokaZimo sada da na § vazi formula (3.9). Neka
(a,b)€ ¢, Tada, na osnovu (3,6), postoji e €E(S) tako da
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je r(a)e=r(b)e, Ako su b7€ V(r(b)), a’€ v(r(a)) proizvoljni,
onda je, na osnovu Teoreme I.l,5, eb”€ ¥ (r(a)e=r(ble). Ka-
ko je r(a)ea”€ E(S) i kako je E(S) desno regularna traka,

onda ije
r(adea™=r(a)e+ebr(a)ea” (jer eb” € V(r(ale)
=r(a)eb”r(a)ea”
=r(a)eb”r(b)b r(alea”
=r(a)b"r(bleb’rib)b"rlalea”
=r(a)b"(r(bleb’r(alea”)
€ Eflr(a)b”E(S),

Dakle, E(8)() r(a)b"E(S)#8, pa r(a)b’€ Ew,

Obratno, neka je r(a)b”e Ew za neki b’e V(r(b)).
Tada je h<r(a)b” za neki h€ E(S), pa, na osnovu (3.8)
hzer(a)b” za neki e€ E(S). Iz poslednje jednakosti sledi
da je

hr(b);gr(a)b”r(b)e-E(S)r(b)[] E(S)r(alE(S).

Kako je, na osnovu (iv) Posledice 3.1, E(S)r(a)E(S)=
=r(a)E(S), onda hr(b)E;E(S)r(b)r]r(a)E(S). Sada na osnovu
(v) Posledice 3.l., postoji fe E(S) za koji je r(al)f=r(b)f,
pa po Teoremi 3.6 (a,bd€o. o
L7

[ ]

Posledica 3.2. Ako je S regularna L-unipotentna

polugrupa tada je relacija

c={(a,b) € sxS|(d fe E(S))af=bf]}

najmanja grupna kongruencija na S 1 vaZi formula

(M-a,b€8)(d b e V(B))(acg bo<=> ab” € EW)

Dokaz. Na osnovu Teoreme 3.6., Teoreme 3.8 1 Ci-

njenice da je na regularnoj polugrupi rla)=a za svaki

aé€s, /7
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