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PREDGOVOR

Veliki zna&aj koji u teoriji skupova, kao osnovi opirte
topologije, imaju kardinalni brojeﬁi, morao 8e prirodno pro-
jektovati 1 na ispitivanja u vezi sa topolodkim prostorima:
svakom prostoru X (odredene klase) pridru¥iti kardinalni
ITO j Y%X) koji'ée davati neku informaciju u vezi sa X{(na
rimer, "koliko" je skupova potrebno za potpuno opisivﬁnje
opologije prostora, kakve éu»moéi neki interesantni ji pod-
tkupovi prostora,i tako dalje). Otuda je potpuno razumijivo

to su neke kardinalne funkcije posmatrane jod od vremena

efinisanja pojma prostora.

Jako su ta rana istraZivanja dala niz interesantnih re-
ultata, ipak to nije poprimilo formu jedne sistematski izu-
avane teorije, jer su rezultati bili "rasuti" i raznorodni
2k Sezdesetih godina teorija kardinalnih funkeija 1ili, kalko
2sto govorimo, kardinalnih invarijanti dobija oblik orpga-
.zovane teorije, a reSenja dobijajn neki vrio stari prob-
'mi, gde u prvom redu treba istadi rezuitat A.V.Arhangelj»

;og iz 1969.god. o modi bikompakta 8 prvom aksiomom preb4

>



rojivosti &ime je reSen problem P.S.Aleksandrova star skoro
pola veka. Koliko je istraZivanje u ovoj oblasti bilo inten~
zivno pokazuje i to Sto se veé¢ 1971l.god. pojavlijnje i kniji- |
ga I.Juhasza gde su rezultati tih istrafivanja sistemataki
izloZeni; ta ¢e knjiga 1980, god. doZiveti i drugo izdanje

no ovaj put sa sasvim novim sadrZajem.

Ovako burnom razvoju teofijé kardinalnih funkcija nove-
1ikoj meri doprinose novi rezultati 1 metodi u matemati ko)
logici: redenje kontinuum problema, Suslinovop, problema, (u-
henov metod forsinpga. U topologl }i Be poéinju inta&givnm
izucavati neki konkretpi modell za sistem aksioma %gorije
skupova: deelov'konsffuktivni univerzum V=I, aksioma Mar-
tina, princip Jensena,_itd. Ova proudavanja, intenzivirané
narotito poletkom sedamdesetih godina, pokazala su da su
mnoge ,po formi jednostavne,hipoieze konzistentne aa simté"
mom ZFC 11i, pak, nezavisne od njega [52], [81], [116] , [130],
[133] . | | |

Ovaj rad odnosi se na izulavanje nekih pitanja u vézi
sa gore opisanom problematikom. Struktura rada ja'ﬂjmﬂnéﬁi
Prva glava je uvodnog karaktera i1 w njoj se navode,
beg dokaza, poznati rezultati iz teorije skupova i topnlo-
gije, specijalno rezultati o kardinalnim.1nvarijantamm. kﬁji
se koriste u celom radu. Pojedini poznati rezultati koji uo
ti¢u odredenih posebnih pitanja daju se u A-delovima odgo-

varajuéih odel jaka, odnosno glava, i takode se ne dokaunju,

U drugoj glavi posmatraju se kardinalne funkci je no
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nekim specijalnim klasama prostora. Posmatrajn sge pvﬁnﬂdrndii
jalni prostori i na njima se definiBe radijalna tesnota i o~
dijalni poredak i daje veza izmedu njih, Takode je.dOkﬂZﬂnO
da su.pseudoradijalni prostori prebrojivog.pgwudokarakhﬁru
sek#gncijalni;_Dalje, uvode se nove klase glabo savriienih 1
jYLpnostora i dokazuje samosvojnost tih klasa prostora., Izn-
éavajhnse osobine tih‘prostora, pri ¢emu sﬁ osnovni resultnhi:
Af-prostor je prebrojivog raspona ako i'éamo ako Jje naaledno
Lindelofov; ako Je X Hausdorffov 1 prostor expX je slaho gn-

vren, tada X ima slabu qf-dijagonalu.

U treéoj glavi posmatrano je ponaSanje kardinalnih Ty
kcija_pri prelasku na pro8irenja prostg}a, specijalno pri
prelasku na bikompaktna proéirenja. Pokgzano je da se svaki
potpuno regularan prostor ili TO—prostor ili ﬁqldimenzioni
prostor teZine <expk moZe potopiti, kao zatvoren podhknp,
u prostor istog tipa sa Kﬁrepa—Suslinovim svojstvom. ey cgem
natrano je i ponaSanje osobine "imati bikompaktifikaci jn
custine <k, odnosno 8 narastom gustine <£Xk" pri preslil-
vanjiéa i dat je jedan uslov pri kome prostor ima bikompn-
ctifikaciju s narastom prebrojive tesnote. Na kraju drfin]
je se 1 stepen pseudokompaktnosti i ispituje njepgova vo=n

«

3a nekim kardinalnim funkci jama.

Cetvrta glava posveéena je Jjednom novom prilasn iapi-
tivanja kardinalnih funkcija. Polazi se od, prirodnim nn-
!inom, zadatih osobina kardinalne funkcije 1 iaspituje njo-

12 veza sa poznatim kardinalnim fupkcijama; U -tom smiglu
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daje se niz ocena, a neke funkcije su i potpuno okarakteriw-
sane., Na primer, pokazano je da Jje kardinalna funkei ja V’ )
definisana na klasi diadskih bikompakta jednaka te%ini w

ako 1 samo ako zadovoljava data 3etiri nezdvisna mlova.

U popisu literature, koji iiboréd opSirnosti predstaﬁljﬂ
jedva delié radova koji se odnose ha teoriju kardinalnih fun-
- keija, nalaze se i neki radovi{na koje'nema»direktnog p031~
vanja, ali sah smatrao da bi njihovim izostavljanjem nplank

radova bio dosta osiromaden.

Autor se najsrdadnije zahvaljuje A.V.Arhangeljskom, pro-
fesoru Moskovskog univerziteta na velikoj pomoéi'u izhoru
problema ragmatranih u radu, i profesoru.D.Kurepi}na PO~

moéi oko konaénog oblikovanja rada,
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1. UVOD

1.1. TEORIJA SKUPOVA

‘Terminologija 1 oznake 1z teorije skupova koriste so iz

imjiga [15], [76], [79], [9].

1.1.1. Péd ordipalom se podrazumeva skup svih njegovih
prethodnika; ordinale éemo oznadavati sa cL,(B, f,... 82
indeksima. Kardinali se identifikuju sa odgovarajuéim po-
¢etnim ordinalima w), iste moéi, a oznadavamo ih sa k, m,
N,s.sj; Za pPredbrojiv beskonaéni;kardinal }{oupotrebljavaéa~
mo 1 oznaku w . Umesto Zk pisaéemo expk ; kada ne postoji
opasnbst od nejasnode, exp ¢, oznalavademo i sa c¢ (kako je
i uobiéajeno). Sa k* oznafava se kardinalni sledbenik kar-
dinala kx, a sa cf(k) kofinalnost od k, to jest, minimalna
moé podskupa Ac k,takvog da za svaki mek postoji neA tam
ko da je m<n; kardinal k je regularsn ako jé cf(k)mk..
Pod logaritmom logk kardinala k podrazumeva se najmanji
kardinal m takav da je expm3zk. ZFC Je ozhaka za siptem
aksioma (teorije skupova) Zermelo~Frenkela zajedno sa aksi-
omom izbora, a rezultati koji vaZe u okviru a#erteorije s

"naivni®. CH je kontinuum hipoteza exp M= }41.

L4



2

1.1.2. MA oznadava aksiomu Martina ( uvedenu u DA, Haxttng
RaM Solovay, Internal Cohen extensiolns, Ann, Math. Logim_é :
'(1970) 143-178 specijalno str. 149), 8134 tmpnjoﬁki Analngon
koji nas interesuje,glasi[75; str 101] [76 ﬁr.?%l] [113 Sbré
{131} [o3;58tr.52] 2 |
st Bikompakt 8 Kurepa—Suslinovim svojstvom ne mcﬁe ge pri«'

kagati kao unija manje od ¢ nigde gustih skupova.:

( Da je MA+1CH konzistentno sa ZFC pokazano je u pomenutom.»
‘radu Martina 1 Soloveja i uE’R M. Solovay,s.Téﬂﬁénbdum,ltéran‘
fted Cohen extensions and Souslin’s problem,Ann, Mnth,ﬂAs,
(1971) 201-245 ; videti o tome. [765te0r.51].)

1.1.3. V-L je Gedelova aksioma konstruktivnosti (GQQOIQV

konstruktivni univerzum): svaki skup je konstruktivan.

1.1.4. VaZna posledica Gedelove aksibme kongtruktivnosti

je princip Jensena () (v. R.B.Jensen, The fine structure of

the constructible hierarchy,Ann.Math.Logic 4:2(1972),229-308,

specijalno str.293 )[116 str.32], [76 str.226], [93,8tr.80}

o;_: Postoji familija {AoL.oucd,,} podskupova od oy stako da |
je A col 1 ako je Acc ,tada jJe skup {olt Anol=a,)
stacionaran u w, . | |

Yekoliko redi o pojmovima koji se sreéu u formulaciji (.

Skup Ccw, naziva se zatvorenim,ako za_svaki nis cio,.;a,dgfo
§<« ) duZine Y<w, je, lim‘d%tiﬂ ;C cwy je neograniéen,aku‘za
avaki oléu),‘ postoji €>><>L tako da (&ec 3 skup S, je staci-

>naran u wj sako sele svaki svaki zatvoren neograniéen Cu(d,»_

1 1 54 A,0staBevski u [109 str. 506] uvoadi prjncip <{F
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koji sledi iz ) . Neka le {)x : oL4w4} s}tup 'avih granu‘nih
ordinala u ), tako da je %i‘LAF kad yod je o( ;ﬂ'iA‘}

fﬁ: Posto ji famillga {AA, d<1a%} pods\upova od u% Ldm"

ko da je Ay Kofinalan podskup od )& 1 ako jn ACCﬁg
'"neprebrojiv, tada postoji ob<co4 tako da je C<A

1.2, DEFINICIJE KARDINALNIH FUNKCIJA

- Pod kardinalnom funkcijom podrazumeva se prbizVoljnﬁ fun«i
: @
‘kcija ‘P definisana na nekoj (odredenoj) klnat fopo]nnkth

e e e ame e e e s - b

lako nije naglaéeno suprotno), pri emu na homedmorfnim nraw 3

_gtorlma ima istu vrednost.

w— ———; o—— A Rl L s’ m

gufamilija svih.ngegovih otvore~

jﬁretpostavlja gse da gu_gl),
;ﬁihvskupova. Definidimo neke kardinalne funkéije pridr%nvé~_

;juéi5se oznaka 1 terminologije iz [18],[79],[82].'Napoméni~‘

mo da; u skladu s prethédnim dogovorom;‘treba smatrati da je

fkardinal na desnojj strani svake jednakosti u definicijama pOw
;mnozen ga .

 1.2.1. Uvode se sledede kardinaine funkei je:

e )=|T; |
J(CX)~ mo¢ skupa svih bikompaktnlh mkupova iz X'
f(x)~ moé skupa svih kanonski otvar@nih podskupovn

od X( Uc=X Je kanonski otvoren ako 38 Uv!nt(n))
‘1.2, 2, Teﬁina prostora X definiSe se sa |

: .w-(r;j‘(_).;..g,m{j--%: ff?) je baza ‘X}s
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i2.3, Familija M podskupova od X naziva ge mress 4 X ,akd
aki otvoren skup UcX i svaku taéku x ety posﬁm;ji MEM tal
je xeMc<U. MreZna teiina nw(X) pros‘bo:x_a X je kam’iin:ﬂ
nw(X)= min{\M,‘ M, je mreZa u X} | | | "
1:2:4. Familija(\[C (T\Qi naziva se ,ﬂ-ﬁ-baza za X,ako 74

lki "‘:otvoren skup UCX postoji PeJL tako da jé PC: U. Stavimm
 qw(X)= min{ | TC) ¢ 9T ge T-baza za x} "
i vaj;;ii:ardinal se naziva T—teéina proetora Xa »»“ ,
‘1'2 5e Familija VCJ naziva se pseudobaza u X,ako .}e e
{ki xeX, { } ﬂjV(‘U ! x rv} T’nmudn*o?&ﬂnm w(x) m*mmc:wv
".-‘d_efiniée se kao minimalna mo¢é pseudobaza u X. R
) 12 .6, Neka ﬂ.?)x oznadava proizvoljnu lokalnu bazu taP‘ke
x GX. Karakter prostora X u tadki x, ’X(x,X) » ﬁefiniée ae ga
 Ax,X)= mind \f}S | . 93 je - lokalna baza a x ex} i
a karakter X(X) prostora X sa o
L 'X(X) Bup{')((x X) : xEX} |
Za prostore prebrojivog karaktera kaz.e ge da zadmrol j'a,v"gu P
}_’:vu aksiomu prebrojivosti. o
HNapomenimo da se za dati ékdp AcX définiée i 'X(A,X) kao
I_{\minimalna mo¢ lokalnih baza skupa A u X,
1.2.7. Familija ﬂx {ﬂ} naziva se (1oka1na) W\mbana
f:”prc)ia"‘lf;ora X u tadki x,ako za svaku okolinu Vx tadke x postoji
U Ejtx stako da je UcVx. Kardipmal-. .
' (%, X)= min{'ﬂx, : ﬂ:x je .7[-baza ) xEX}
'__’_»_ée’ nasiva W—karakter pro‘stﬂora X u té.ék»i"“:it, a .

- v -(/T’X(X)~sup{%')((ﬂcﬁ() xe}(}

%*ﬂkarakter prostora X.
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1 2.8, Lokalna pseudobaza prostora X u taﬁki x Je familija
m:;czq“ takva da jJe { } ﬂ{v Ve&lf } o Pseudokaraktex pro~.)
%ora X u tadki x je ' I

f' | \V(x X)= min{;llfi Q) Je péeﬁdbbaﬁé ﬁ,ié3Xﬂ
doknae kardinal |

| | \P(X)— sup{\V(x X) xGX}

naziva pseudokarakter prostora X.

ffikSliéno se definisSe 1 pseudokarakter skupa AC:Xz Sppciialno,
AX)=Y(A,X x X)
jéé.pséndokarakter dijagonale A u prostoru X x Xi |
: 1. 2. 9. Famili ja 6'r{ } kanoneki zatvorenih pcdakupmvn pxum
rstora X naziva se <§ sistem u x €¢X, ako Je | |
() NiF s Ted}={x};

(11) famillja {int(U) 'Ueg} je centrlrana 3

(1i1) za Bvaku okolinu Vx taCke x postoji Ueds ga UcVx,
'6f-karaktex' cﬁX(x X) proetora X u tadki x deftniée se kao
- dx(x,%)= min{|J]: & e &-sistem u xex}[/u],
a masivnost m(X) prostora X sa |

m(X):‘Bup{ X (x,%) 1x EX} . |

1.2.10, Gustina d4(X) pfoefora X je minimumvmoéi gustih
§Odskupova od X;separabilan'je prostor prebrojive gustine.

1.2.11,., Familija fz nepraznih ,otvorenih po parovima dis~
junktnih podskupova od X naziva se celularna. Kurepé—Suslindv :
ﬁrdj ¢(X) prostora X jedefinisan sa. | |

| | c(X)= sup{ el: %3 je celularna u X}
Za prostore za koje je c(K):}Q, kaZemo da zadoﬁﬁl;aﬁ&ju Kure-
pa~Suaiin0vo.évojstvo 111 da su cecc prostori.

.
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1.2.12. Pod Lindelefovim brojemAl(X) prostora X podranume-
ﬂéé'éé najmanji kardinal k, takav da se avakil obvoren pdkriva&‘}
prostbra X mo¥e svesti na pOdekrlvaC moéi <%, | -

Otvoren pokrivacd (P prosfora X naziva gse s]ab ako Je unjjn
»njegovih ¢lanova gust podskup 0d X. , A
 $1lab Lindelefov broj wl(X) prostora X je najmanji kardinal
k takav da se svaki otvoren pokrivad za X mo¥e svesti na slab
podpokrivad kardinalnosti Lk, /

Kvazi-Lindelefov broj ql(X) prostora X 36 ﬁéjmanji kafdinal
k, takav da za proizvoljnu familtju} QIATJi proiéyol jan ggt;@
lvoren FcX sadréan u kfu, posto}i QJFZQL tako da je VUHz;k'i

UW =F [21]. |
1.2.13., Tesnota prostora X u tatki x ovako se definiéa:l
4(x,X)= min{k:AcX i xeX implicira da postoji R A
tako da je |Bl<k 1 xe'ﬁ}' |
 {(X) sup{t(x X): xGEX} Je tesnota prostora X.

1.2.14. Za datu kardinalnu funkeciju \D posmﬁtra se 1 njpn

~nasledna varijanta h'Y , definisana sa
nf(x)= sup{‘P(¥) : Y= x}.

0d posebnog su zhaéaja nagledni Kﬁfepa~5uslinov broj, nag:
1edna‘gustina i nasledni Lindelefov broj. Ove kdrdinalne fun-
keije imaju i direktno opisivanje koje demo sada dati.

1.2.15. Funkcija hc naziva se raspon,a mo¥e ase definigsati n

spf&& ‘B(X)zsup{lAl: A je diskretan potprostor od X}*
ﬁapomenimo'odmah da se posmatfa i funkei ja
p(X); sup{!F!:F je zatvoren diskretan potprostmr U K}
Rad1 opisa funkcija hd 1 hl pofrebno je najpre definisati



nekoliko po jmova.

Skup Yc:X podskup linearno uredenOg prostor& (X;-d) nﬂzivi
éé levi ili poletni (odnosno»desnx 111 ﬂvvwni) Pomad alupaaﬁw
ako iz yeY i x<y (odnosno W X>Y) ;aleﬂi xEeY. Proetor ‘( |
inaziva 1evim (odnosno, desnim) ’ ako na njemu postoji dabro o

;nreaenje £ ytako da je svaki levi (odnosna; desni) kamad.u‘ﬁ
;ZQtvorena | .
: Pbkazuje ge da je | | ‘
~ hd(X)= sup{lAl: AcX je levi potprostor} ; .
£ h1l(X)= sup{fAl: ACX je desni potproﬁkor} . e
. 1.2.16. NAPOMENA. A.V.Arhangeljski [14],[15];[16], 18] nop-
gétava po jmove levog i desnog proatora, 1 defitiide rnnbhynuth,
0L~raategnute 1 ol-leve prostore kako sledi; -
' Prostor X se naziva o( -levim, ako na njémd pbqtojl dobro
ﬁ":ﬁredenje < tako da je za svako x €X; skup {a EX¢ a«fx} zat-«
varen u,X;
= Akd‘na X postoji linearno uredenjev:é ytako da je'svaki pnw
1§etni’koqu u X (odnosno, svaki akﬁp {aGEX:afgx}, xeX ) mat-e
 voren; tada se X naziva rastegnutim (oanSno;,O(~rastammﬁtih),
B 152.17‘ Kardinal k se naziva.kalibar (bdnowno, predkalihar)
lfprostora X, ako svaka familija moé¢i k népraznih,otvorenih pod-
:Tskupova-éd X, sadrZi podfamiliju iste moéi kojm jéISa neprag-
éniﬁ presekom (odnosno, centrirana).
i Néjmanji‘kardinal k takav da je k' kalibar za X; nagziva ne

f;ééninbv broj sh(X) prostora Xj;uslov Sanina za X je ah(x)¥>%0;

”'fi£2;18; Navedimo nekoliko napomena istorijskog ka
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vézi sa definisanlm kardinalnim funkei jama, ]

Heke od pojmova i funkeija koje smo ovdé phrmatraij HreédJ'
joé od samih podetaka opste tnpo1ogljp* Tako ;p jﬁﬁ Fanitor u
nizu radova od 1879,-1884.god, (u okviru Pnk11dnk1h prnthXﬂ)
uveo 1 izuavao neke pojmove. On je uveo po]am guatag Bknpﬁg
a Freée 1906.god. Po jam serarabilnog pros+ora; te B mn e ?mn~ﬂ
trati da od njih dvojice potiﬁe pojam gustine, , |

 Kantor dokazuje,takode, da Tuklidski proatnri zadovnjjavaiu*
’kurepa¢5uslinovo svojstvq ; 1920, Suslin posmatra ovu buobinu A
Vﬁé réalnoj pravoj, a pojam funkcije @ ﬁ.punnj»bpétoéﬂi uvvgt
P, Ku.repa [94;8tr.131]. - .

Baza i lokalna baza, a time teZina 1 karaktar (m1d bn? dmilw
'nisanja tih pojmova) potidu od poznate "Teorija Bkupova”»ﬂanﬂw
dorfa (1914.), gde su posmatrani prostori prebrojive tefine i
karaktera. Znaajna uopBtenja ovih pojmova; pojmdve mreine *ém
fzine 1 T-teZine uveli su Arhangel Jski (1959 ) i Ponomariov
(111;8tr.110], redom.

Pseudokarakter je definisao Aleksandrov 1924. -g0d., Uopﬁ&aﬁnm
'Juéi jedan rezultat Lindelefa iz 1903.god.,da Je l(R B M, ,
fAleksandrov i Urison u [Zﬂ definisdu Linde]efov prnntov= Bto
Ce dovesti 1 do pojma Lindelefovog broja. |

Pojmove ﬂaiibra i predkalibra uvodi 1946.god. %aniﬁ, a8 opre-
'brojiv sludaj za funkcije s, hd, hl posmatrao ja;joﬁ 1921, Siw
 érpin8ki;na‘zna6aj 1evih i desnih‘prdsfora pkazalisn Juhag 1
?Hajnal. | .» | E
| Tesnotu je uveo Arhangeljski [27];[8}(mada sﬁ’prmebor§:pfmw
‘brbjive tesnote, ali besz isticanja'aamog,pbjMQ; pOSmatfali_H;

Mur i Mruvka 1964.god.).



Y"e‘ze medu kardinalnim funkci;]ama date BY 8l edaéim mhemamaf’;}%
»:-::.Hauadorfovi prostori '




10

I) Bikompakti

T+ -~ ( § je ardinalnost mku-
pa talaka s neposradnim

 sledbentlom)
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1.3. TOPOLOSKI PROSTORI

- Topolodka terminologija je standardna i mofe se naéi n knji-
gama [1],[2d ,R8], [51], [57], [140] . Radl toga neéemo definiei je
poznatih pojmova (neke ¢emo definieati kad me za to ukafe po~
fieba),.veé éemo paZnju obratiti na one rezultate koji su u
hajteénjoj vezi sa kardinalnim invérijantama i koji ée biti
Jkoriééeni u daljem radu. Dokaze neéemo davati i toga se dr¥i-
mo u celom radu.

Sa D i D(k) oznadavaéemo diskretan prostor od dve taﬁko i
diskretan prostor kardinnlnosti %, redom; prabrojiv Al ek rotar®
prostor oznaéavaéemo,sa N. Kanﬁorov,’Albksgndrovski i Tiﬁnnév%
ski kub‘teiine k oznaclava se, redom, 88 Dk, Fk; Iks

Dobro su poznati slededi rezzltati Aleksahdrova i Tihonova
(v.yna primer,[ﬁ;teoreme 23,24 1 14]111 [Sl;teoreme 2.3.26,
6.2.16 1 2.3.33]). |

1.3.1.TEOREMA. Aleksandroveki kub F¥, Kantorov kub D" 1

fihonbvski kub Ik, redom, univerzalnimprOStori za 8ve T

]
nuldimenzione i potpuno regularne prostore teZine k, redom.
Podéetimo da je diadski bikompakt prostor kojl je nepreki- .
na slika Kantorovog kuba p¥ za neko k. Ali, vaii
1.3.2.TEOREMA. (Sanin) Diadski bikompakt te¥ine k je nepre-
kidna slika prostora DX. (v.[51;str.292], [42;str.235])
Cesto je vaZno znati i obrnut problem: kada je dati bikomm

k

pakt X moguée preslikati na D™ ili na Ik. Prve znaéaﬂnija e

~tu se bitno koristi jezik teorije kardinalnih funkcijf
 1.3.3.TEOREMA, (Kisljakov) Ako je X ekstremalno nepd




3 ako jJe goé 1 e(X)= }{O, tada 8e X moke nnyrpkjﬂna AN L
giikati na Dw(X)‘ (v;[IB;teorema 3,).2],[l15;mhm@130j)
;(Setimo ge da je prostor ekstremalnod nepovezran, ki ja o onin
;_ﬁﬁizatvorenje svakog otvorenog skupa otvoren ékﬁp.j
T sledeéa dva rezultata su slifnog tipa. |

- 1.3.4.TEOREMA. (Jefimov) Ako je X ekstremalno nePOVeyan him
’ﬂkompakt i (3 (beskonadna) celularna familija podskupova od X

i ada se X mo¥e neprekidno preslikati na Deme|q§6 str.ZwO] fﬁﬂ[)
: 1.3.5.TEOREMA. Ako je X (beskonadan) ekatromniny n@w@vmmnnﬁv.
ifbikompakt homogen u odnosu na te¥Xinu (to znab i 04 je w(U)- w(h)
;za svaki otvoren Ut:X), tada se on moZe neprekidno prealiVb?irH
é}w(x)g ako jJje 1spunjen bilo ‘koji od uslova: (a) cdX) je dogti-
;Eiﬁ ( 8to znadi da postoji celularna famili ja moci c(X)),’(h)

E%(X) je'regularah kardinal; (c) c(X)#cfw(X) [31;%90rema 14 5],

Rezultate o moguénosti preslikavanja progtora na Kantorov
}iﬁﬁ zakl judimo sa sledede dve teoreme, od kojih je druga u ne-
“kom smislu najprirodnija. | |
e '1.3;6.TEOREﬁA.‘Proizvoljan nuldimenzioni bikomp&kh}%mm}vnns
géti m(X)>k méée se neprekidno preslikati na ﬂlogk[45;tmor,1ﬁtff
b 1.3.7. TEOREMA. (Béndlov) Ako je X ekqtfpmalno nepnvezmn hi-
lviili»ompakt i Ax,X)> k za svaki x €X, tada B¢ X moZe nmprnkm

f“o preslikati na p¥ [29 teorema 6].

Havedimo sada tri teoreme o moguénogti preslikavanja proa-

1tora na Tihonovske kubove, teorema uapirovnkog prndstnvlgﬂ i

—

jpdtpund redenje tog problema.
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1.3.8. TEOREMA. ([45 teorena 1]) Proizvol jan bikomp: it x m&w :

éiYHOSti m(X) >k moZe se neprekidno preslikati ﬂﬂ ,1”g1 S
 1-339¢ TEOREMA. ( [45; teorema 3]; v. i 4G]) *!n 8 hiknmp’“*
maée neprekidno preslikati na I} tada Je hm(k) ; whrnhhn,'
_ko Je hm(X) >k, tada se X o Ze preslikati ng 11“3(k ).

41 3410, TEOREMA. (Sapirovski) Bikompakt X mo 0 se neprekidﬁﬂ

k

prealikati na I° ako i samo ako postoji zatvoren skup Fe X +9~

1vda e ﬂPX(x,X) k za svaki xc;F (va [1?6;tborema 1];[19%{§
‘[v}btrké3])' | IR
11 praontalom dsln ovop odel jn 1mtnkﬂ1mo ﬂuhn11k6 %nnrwmﬁf 6 |
vkoje se odnose na veze medu pojedinim kardina)nim funkgiiﬁmﬂ;4

ibcenu moéi prostora, a koje ¢e nam biti nu#ne Za dalJi lwd

i 3 11.TEOREMA. (Hewitt—Marczewskinondiczery) Ako Je K pro#
ﬁzvod familige {X sias} prostora gusting 2% i-lS\é,expk;
%ada je a(X) <k ; ako je X=(1{X_:s es} 1 a(x ) 2k za Byvaki ned,
tada je c(X)<k. (v. [51jteorema 2.3.15 i posl.? .3:17]) |
i‘ 1. 3512. ‘PEOREMA . (D. Kurepa,[97]) Ako je X= I\{x iy e -u}- 3ovalhi
¢(X )¢ik za svaki s €S, tada je c(X) < expk.

?{ 1. 3413, TEOREMA.(Malihin) Ako je X=N{X ise8l  proizrod fa-
MiliJe bikompakta, tada je t(X)nlo\sup{t(X )°ﬂ€1§}[101;t@5r;4J¢
(v.takoae i[82;8tr.112]) L
1. 3,14, TEOREMA.(Ran&in) Ako je bikompakt(ili Sak k- wranov}
K unija familije {X .s<;s}zatvoxpn1h podskupova 1 l9l4te, t(wﬁ)
‘?k za svaki s €S, tada je t(X)< x @14 teorema ]] (v; 1 f]H])
1 3,15, TEORENA . (éapirovski) Ako je X bikomp\kt preYivoiive.

hesnote, tada

Za;(a) X ima taékovno~prebrojivu éﬂ;baznivﬁo‘ﬁeaﬁ;gf“bazu‘tmm“
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wi%ﬁ da je svaka talka prostora sadrZfana u najvife prebrojive .
mogo &lanova te N -baze; ako je jo¥ %%’kaliba?iﬁﬁ'X; t%ﬁﬁv}

X ima prebrojivu T ~vazu : ' | .' .
(b) (MA+71CH) Ako je c(X)= }Q), tada X ima prebrojivu 5Tmﬁmmu,

1,3.,16., TEOREMA, Za proizvoljan Hausdorfov prOSﬁor X'Vﬁﬁi:
- (1) (Hajnal-Juhdsz) iX\<-expeyp(s(x)){5?,pon] 1]1 (673 -T.Q];
i{‘povodom ove tqoreme videti i {41], [61},[72]) | |

; (11) (Jubdsz) o(X) < expexp(s(X)) [82§str.24];

Sledede dve teoreme pokazuju da he prva pornla ocenn mm&c"
fﬁ nekim sluZajevima poboljdati, |
1.3.17. TEOREMA.(Arhangeljski) Ako je X o/~aastpgnnb bikom-
iﬁakt, tada je |[X| < expexp(c(X)) [16;teorems. 15]; ako je g.cdm
glevi~bikompakt, tada je 1x| 2 8(x) [16;teorema 16]. ' 
T _ 1.3,18, TEOREMA. Ako je X linearno ureden prostor ili mokm
;Qencijalni bikompakt,redom, tada je leé;exp(c(X))o(v,wtr.lﬁ
fﬁ(jg]'i posl,1l u [8], redom ) | | -

- 1.3.19. TEOREMA. Za svaki T, prostor X ja .
(1) a(x) cexp(s(X)) 1 strofe hd(X)ééexp(S(X))(61‘T.1],[ﬂz;n“i
(11) ako je X jo3 i bikompaktan, onda je hd(X)< a(x)'Ji2osm. |
1.3,20,TEOREMA. Neka je X Hausdorfov prostor, Tada je:
(1)|X|<exp(n1(X)) [de Groot, [61;8tr.539] 1 takode
K(x) < exp(n1(X)) [32;pos1.2.7];
(11) (teoreme Arhangeljskog) |[X| £ exp(1(x) X(X)) f{{
(ova teorema o moéi bikompakta s prvom aksiomom prebroijirvoshi
'j° kasnigb dokazana nizom autora [77} [110] [ll?] [3]5] []:0)
dok je u 60} 1 [;Oj]dokazano da 1i,moé T, bikompaktnog prO"tnz
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vro jivog karaktera ne prelazi moé kontinuuma);

:111) (Hajnal-Juhdsz) le %xp(c(X)D((X)) [62;féﬁr9mﬂ 5] }

(17) (van Douwen,[}8 teorems 1. 1]) ako je X jon i hnmupmn,
dg‘je 1X| < exp(TLw(X)). (za dokaz videts i (5(]) | ¥ |
ﬁ,(ﬁd] i [21}-data su poboljéanja‘(i objédinjéﬁja) teorems
nala-Juhdsza (‘(iii)_u:prethodndj feqreﬁi)-i‘ﬂrhéngeljskdg
ii)’prethodne teoreme), ali za normalneviiréguléiné prostore,
1 3 21, TEOREMA. Ako jJe X normalan prostor tada Je ispunﬁenn
z;éxp(il(x)wl(x)) [30; teorema 2. 1] 3 ako 36 X regularnn, tnaaf
]X‘ < exp( X.(X)q1(x)) [21]. S

1 3 22,  TEOREMA. Za proizvoljnn T1~promf0r AL '

(i) (Hajnal—Juhész [62;teorema 6]) IXlégexp(e(X)\V(X)) ; -
;(11) (Ginsburg-Woods,[SB teorema 2. I]) |xi< exp(p(X)/\(X))
afHéusdorfcv prostor X vaii i JK(X)<'exp(p(X)zﬁ(X)) [58}).



2. NEKE KLASE PROSTORA |
'KARDINALNE FUNKCIJE

Klasifikaci ja topoloékih prostora mo%e se vrSiti polazeli
=:od raznih kriterijuma. Jasno da je od velikog znalaja znati:

_ ]
(a) kakvi podskupovi datog prostgpa su otvoreni, odnosno

_ zatvoreni;

(b) nadin 1 moguénost definisanja.otvorenih,odnosno zatvo-

-renih skupova. | |

Budué¢i da poznavanje &inenica (a) i (b) ﬁkazuje na osnovnmn

_strukturu nekog topolodkog prostora, to je klasifikaci jn pro-

stora na osnovu ovih kriteri juma krajnje prirodna. U ovoj gln-
- vi izufavaju se osobine, i specijalno kardinalnoznadéne karak-

teristike, nekih prostora koji su definisani prema zahtevima

(a) 1 (b). Deo resultata u vezi sa ovom glavom moZe se naéi n

[87) 1 [89].

2.1. RADIJALNI I PSEUDORADIJALNI PROSTORI
®
2.1.1.DEFINICIJA. Topolodki prostor X naziva se Frefic-lUri-
sonov ako za svaki ACX i svaki xeA postoji niz tadaka n A ko-

J1 konvergira ka x; X Je sekvencijalan ako za svaki nezatvoren
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X postoji x€A\A i niz taéaka iz A koji konvergira ka x (v.i
,28,str.57] [51;8tr.78]). o - 7*‘}-

gUlbga i znadaj ovih klasa prpatora dobro su posnatl.Tnlods
gp&znat i veliki znaéajlinearno uredenih proatora. Znalaina
séténja sve tri pomenute klasgrprostora prédst&vijaju radi -
1ﬁi i‘pseudoradijalni prostori koje je uveo H.Herlih u [69]4
,je prakti€no pokazao (kako primeéuje Arhangeljski) da su Ta-~
jalni prostori, koji su uopdtenja FreSe-Urisonovih prnntnra,
lke linearno uredenih proatora pri peeudootvorenim preslikar
',,jima. (Yreslikavanje f:X—Y naziva se pseudootvbrenc ako'jeg
"ffékidno 1 za svaki ye¥ i proizvoljnu okolinu U skupa f”l(y)"
Zi'féint(f(ﬂ)) ); pseudoradijalni prostori uopdtavaiju Skaéﬁw
3élne prostore i predstavljaju koliéniképrostoré linearno ure-
‘,ih prostofé. Napomenimo da je u [BBIVG.Izéertanov dokazao da

,kbnaéni proizvodi linearno uredenih bikompakta pneudoradijalm

Definiciju ovih prostora dajemd slededi A.V.Arhahgeljakog'

s (18], [2¢]). r | |
2.1.2.DEFINICIJA. Neka je A podskup prostora X, xeX i . fa-
ilija podskupova od X tako da je zadovoljeno: |

_(1) y)je linearno ureden skup u odnosu na reiaaijﬁ inklﬁzijec
_(ii)_(\{S:SGY§={x}; |

(111) SNA#P za svaki SeVf

'(iv) za svaku okolinu Vx tatke x postoji SGAP.sa xeSc:Vx.

}kup svih tacaka iz X za koje postojl famili ja 39 koja “adovwm

ljava (1)~-(1v) oznadimo sa r(A) i nazgovimo rndjqunim zotvore~

3€m.skupa A, Prostor X se naziva radijalnim ako jJe za proimvo-
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jéﬁiACZX, r(A)=A, i'Pseudbradijalnim,ako 78 SVaki.nezaﬁvbfdﬁ
3 postogi xer(A)\A. . a
Oénaéimo sa geq(A) skup onih taEaVa in i.kajﬁ ﬁﬁ grenied nl -
ovaitaéaka iz A, Vazi _ , -

5 1.%.LEMA. [24;8tav T]Ako je A prebroﬁiv podmknp od ﬁ, tdda
e'r(A) seq(A), u radijalnom Hausdorfovom prostoru X za avaki
«:x za koji je c(A)= M, va%i r(A)=A=seq(A),

‘2 1.4. TEOREMA, Radi jalan proabor X koji 7wdovoljavn h51o ko-
fod telova.(a) t(X)= M, , (b) B(X)z>%o, (G)XV(X)m}AO jo Prolie-
riéono# prostor{v.teoremu 6, atav 3 1 taoramu A o [?4])4 . .§
dﬁéné moé¢i Hausdorfovog prostora data u teoremi 1.3.20, molie
?Eiia slucaj radijalnih prostora poboljdati.VaZi sledodn A

| 211 5.TEOREMA, (24 ;teorema 3| Za proizvoljan Hausdorfov wnﬂiin
?ian prostor X je [Xl« exp(l(XTV(X)) |

 U sluéaju pseudoradiaalnih blkompakta ocena modéi prostora
}sta je kao ocena moéi linearno uredenih proatora data u teo-
&emi 1.3.18. _ ‘
2.1.6.TEORENA, [24 teorema 11] Ako je X (proizvoljan) prendo-
%adijalni bikompakt, tada je r

© Ixlcexp(e(x)) 1 w(X) < exp(e(X)).

uNavedimo i sledeée interesantno tvrdenje.

2 1.7.TEOREMA. Tvrdenje ])><1 je pseudoradi jalan prosghor neuae-

3isno je od ZFG (v.[24;teorema 14] 11i [18 1.3.7]).

O

Sada ¢emo prouiti nekoliko pjtanja vpzanih A pnnndnraﬂiw

3a1ne prostore.
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; po analogiji ® pojmom tesnote, definidims radijal-

;DEFINICIJA Heka je xeX 1 A<:delmljnwfimo

(i;X) min{k x er(A) implicira posto dan 8 BehA oa }Bhl
e | i x:er(B)}

(X) sup{rt(x X): xeX}

‘dinal rt(X) zvademo radijalna tesnota prostora X.

véknimo da su u radijalnim prostorima (zbog T(A)nﬁpﬂﬂ’SVﬁ”

‘,) tesnota i radijalna tesnota jednaki. U pseudorndi jot-

im prﬁatorima situacija Je drukllja; taénije, ko Jo X proto-e
’ §éeudorad1ja1n1 prostor, tada je t(X)f}ft(X)a‘Z&iﬂﬁﬁ,nﬂm
fhéE;E(X)-k i pretpostavimo, suprotno tvrdeniu, dﬁ je-*(x)\kn
; naéijpostoji nezatvoren A cX tako da je za svaki Bc:A moti <l
EB_ ﬁ;_Kako je X pseudoradijalan, sledi poatojnnje taitke IGT(A’\
| _1iz rt(X)=k i postojange skupa CcA za koji je j,kék i ﬁE§
r(C)‘,Otuda imamo xeC odnosno xeC\A, 8to je kontradikel ja, “
i {U [74] konstruisani su primerl pseudoradijalnih prostora pro -
)rojlve tesnote koji nisu sekvencijalni. No, psﬂudoradijllni pre
atori prebrojive radl jalne tesnote su sekvencijalni (v. atow 2.1,
5?@;zna§i da u pseudoradijalnim prostorima tesnota moZe hiti'
éfrﬁgd manja od radijalne tesnote. (U istom radu [74;temr@ma 1]'
5Eka2and'je da za proizvoljan Haﬁsdorfov pseudoradi jalni préstwﬁ
(vazi t(X) < 8(X) ). | -

Definléimo sada 1 pojam sliéan pojmu sekvencijalnog roiln ﬂpji
1isanog u [e8]. |
ZJ,JLIJEE.IM.GIJA.. Neka je AcX. Stavimo

| A° A ;
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= U{A(g fod,ot} ako je olgraniéni ordinal‘
-r(£Y)
i:definiéimo
ir(A):min%dJ: &L,zﬁ} ,
ir(X):sup{ir(A):Ac:X}.

ﬁ+l

‘Ordinal ir(X) zvademo indeks radijalnosti prdstora X

Jasno, za radijalan prostor X je ir(X)<1.

_Vezu izmedu uvedenih pojmova i egzistenciju indeksa rqdijq1s

nosti daje sledeéa P
2.1.10.TEORENMA,Prostor X je peeudoradjjalwn ako 1 samo nlo

postoji 1r(X). Sem toga, tada je 1r(X)-<rt(X)

Dokag. Neka ir(X) postoji i neka X nije pseudoradilewn pro-
Ebtor‘ Tada u X postoji nezatvoren skup A takav da je r(A)\ A= ﬂ.
%odnosno, r(A)c;A<:A Kako je r monoton operator, dobijamn
AgADr(A)Dr(r(A)):D... ,

;ﬁto protivredi pretpostavei.
 Obrnuto, pretpostav1mo sada da je X pseudoradi jalan prostor
}1 neka je rt(X)=k. Pretpostavimo da je ir(x) >k =m. Slodi dn je
ineprazan skup AT+, A =r(A")\ A™ i zato iz njega moZemo imabrabi
%eku taéku x. Kako je rt(X)=k, u skupn A" poétoji podskup B to-
.ko da je |Bl<k 1 x er(B). Svaki beB pripada nnkom An 70, ﬁokn-
n<<m. Poéto je m=k" regularan kardinal, to poqtoai my < m *nkvv‘
ﬂa Je BcA™ ,0vo implicira

x er(B)e r(A"1)=A my+l ,

étb protivredi pretpostavci ngAm, i teorema je time dnknﬁana#

. 2,1.11.DEFINICIJA. Ako za skup AcX va¥i r(A)=X, bada éema'A
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;ti r-gustim u X; najmanju moé r-gustih padukupova od X mvak

mo r-gustinom od X i oznaéavati ga d (X)

5 radija]an ; ;
| Oéevidno, d,(X)=a(X) za svaki prostor X i d(y /’ﬂr(}l el P

vbljan pseudoradi jalan prostor X.

‘52¢1»12.TEOREMA. Nekatje X Hausdorfov pseuddradigalan proator.

(a) za svaki A<X jJe \r(A)\Lexp(lAl), speotjn1no,lxlxnvp(d,( )
(b) Ixl2ar(0)THH),

Dokaz. (a) Za svaki x ¢r(A) pontodi skup Nx oA ma ko)l o x@

adka hiper nagomilavanja (to jest, |BxnV]=|Bx| za ovaku blo-
iﬁu V od x){?4;str.97]. Kako je X Hausdorfov prostor, toAjé éa
#yvi Bx£By. Sledi da kardinalnost skupa T(A) ﬁije rada odﬁkﬂr%
,inalhbsti ﬁartitivnog skupa skupa A, to jest,

B |r(a)l<exp(lAl),

(b) Neka je A r-gust podskup od X takav da je |[Al=dp(%). Tma-
wg na3pre

. Xér(A)=Lﬁr(B):B<%A i !Bfgrt(X)}.

0 je
C {pe s iplers(nl]< a THOO,

i;ﬁrema (a)

lx(B) <exp( B]) < exp(xt(X)),

?Bje

i ‘X]4‘Alrt(x)exp(rt(x)) IAlrt(X) =d. (X)Cb(x)

%; Buduéi; da je klasa sekvencijalnih pTOBTﬁTd podklasa Lwan

Dseudoradijalnih prostora, to je logilno pltati ae kada e puo-

Udcradijalan prostor biti sekvencijalan(uporediti 8 teoremon
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Ako je pseudoradi jalan proétor X pfebrojive fadijalne‘teanmﬁ]
1'A1:X nezatvoren, tada poétbji x er(A) NA 4 mato 4 Rah o
g?%,ii&r(B). Po lemi 2.1.3 imamo da x émeq(m)” A bime j'xwf”
5 (A), te je X sekvencijalan. Znadi aobijamo

2 1.13.STAV, Pseudoradijalan proetor prebrojive radiJa]n@ tn*

snote je sekvencijalan.
Vaﬁi i

2 1.14.TEOREMA, Pseudoradijalan prostor prebrojivog paeudo-

Earaktera Jje sekvencijalan.

‘bokaz. Reka jé AciX proiz%oijan nezatvoren skup u‘X, Zbhog

pééﬁdoradijalnosti prostora X postoji x er(A) \ A, Neka je B -
1 iE&H} prebrojiva pseudobaza préstora X u talki x, a &ﬁ

R:' lija podskupova od X koja zadovoljava uslove (1)=(iv) Ae-~
;iﬁicije 2.1.2. Za svaki U; € B postoji, po (iv), Sie\f *mko‘
d je x €5,< VU, PokaZimo da familija 501={si: 8y Uy, 18 'm}
t kbde zadovol java uslove (1)-(iv) (u odnosu na A i x). R

ﬂ ga treba, o&igledno, proveritl samo (iﬁ). Pretpostavimoe dn

ﬁeij okolina tacke x koja ne sadr#i ni jedno*SiE §P1. Ali, po-
Btoji SE:y) za koje vaZi xS cVx. PoSto jJe Sp'llnparnn ureden

{H

up, C>o 1 8\ Vx#P za svaki 5 € \301, imamo

| s'<n{s,: 1en}fc N{v, :1 en}={x}, -

?to implicira s'na= ﬂ._Ovo e, ‘medutim, nemopucp, jer iz s'e f);’
isle‘ai s'NAfP. Znasi, V)
| -Izaberlmo sada iz svakog Si(\A po jednu tadku P; i noimo

zaista zadovoljava (1)-(iv).

'ﬁgnﬁ B:{piziéiﬂ}. B je prebrojiv pod skup od A i x er(B), odno~

éﬁﬁ po lemi 2.1.3, x¢seq(B) < saq(A). Teorema je time dokaznana,
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2.2, SAVRSENI I SIABO SAVRSENI PROSTORT

'PrOQtOr X se naziva savrdenim ako je u njemu avaki zatvoraen

knp tipa GJ (ili, §to je ekvivalentno, svaki otvoren skup e Q)}
iPokazalo se da 8U gsavrseno normalni prostori, i spnﬂjixlnd-
:réeno normalni bikompakti, one klase topo]oékih prostura na
ojima se dobijaju neki neoéekivani rezultati u vezl aa kardi-
alnoznaénim funkcijama. Navedimo neke od tih rezultata. B

2 2.1. STAV. Svaki savrSeno normalan bikompakt ima probro jiv
Aurepa ~ Suslinov bro} [}16; ptr. 16]. Probro jlvo kompwk!an_:u~f
&réen prostor je prebrojivog spreda [109;,prop.2.14],

- U vezi sa prvim delom prethodnog stava V.I. PonOmarjnv je
ipostavio pitanje: je 1li svaki savréeno normalan bikompabl B -

@arabllan7 Pokazalo se da Je ovo,na iggled jednostavno pitan)

iirlo suptilno i €ak da je separabilnost takvog bikompakta ne-~
i?avisna od ZFC sistema aksioma teorije skupova. I.Juhasg 3@
fﬁdkazao sledecle

2.2.,2. TEOREMA (MA+1CH). Svaki savrSeno normaland bikompakt

Wje nasledno separabilan [78; posledind]

. (A.V. Arhangeljski je kasnije uopstio ovaj re?ultgh pnkq"1~
EfSi da je pri MA+\CH svaki bikompakt prebrqjivog-sprada uaat@w
é@no separabilan). . - | |

j  Naivan rezultat u vezi sa teoremom 2.2.2. jJje sledeci mnozmul~
;35t B.E. Sapirovskog iz [120; posledica 1](&. if127; pmslkﬁ.li}.
L? 2. 243. TEOREMA. Savrfeno narmalau bikompakt imn nas]wﬂnn
igustinu i gustinu sé}<1o, |
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Interesantno je uporediti rezultat Juhasa (teoremr 2,2.2.)

Sledeéi vrlo interesantan rezultat A.J. Ostaﬁevskog.

"2.2.4. PRIMER (b ) [109; teorema]. Postoil savrdeno nmﬁmg%
nah} iokalno prebrojiv i lokalno bikompaktan prdmtbfAkdji«nije
ﬁikpﬁpaktan, ali je nasledno separabilan. '

~Fiz interesantnih primera prostora bliskih savréeno.qOTMﬁlﬁ_

nim (bikompaktima) konstruisao je na osnovu akaiome konmtrukm

%ivnosti V=L 111 njenih (va%nih) posledica V.V, Fedorduk

2.2.5. DEFINICIJA. 2Za prostor X kazademo da je slpbo savy-

§gg ako svaki gzatvoren skup FcX sadréi svuda gust (u F)»q§wsknD;
. Posmatrajmo sada otvoren skﬁ? U datog . élabo saQréenok vrdétnwé
T3 X. Kako je X \U zatvoren u X, to postoji G ~gkup A= (\{Vt 1(”,
ff:X'\U tako da je A=X \U. Prelazeéi na komplément dobi jamo ‘

UC U{x \ v, i €N} 1 sem toga | | |
1nt(U{x \V,:1 €N})=K\ (X U{x \V 1 enNy)=X \ A=,

. i
5to zna¥i da va¥i

2.2,6, STAV, Prostor X je slabo savrfen ako 1 samo ako svaki

%gtvoren skup u njemu je unutradnjost nekog Fyg slcupa .

| Iz definicije Jje jasno da Je svaki savrénn prostor nlwho B
'?savréen. Sledeéi primer pokazuje da postoji slabo savriien pro~
istor koji nije savrSen (naZ%alost, za konstrukel jun tnp primera
ikorlstimo Jensenov princip ¢ ).

2.2.7. PRIMER (). U [73, teorema ?] (vz pretpomlavhn O)

fkonstruiean Je prlmer nemetrizabilnog savrieno norm11nop hilcom-
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aékté‘Y 81ji su svi konalni stepeni (savrSeno 3b- niopmalnil)
gledno separabilni. Bikompakt Y jJe inverzni limes hepr&kidnng}

: i
d-znaéi da u dobro ured jenom inverznom siotemn {XL pr)dz \} ) é
proizvoljan granicni ordinal ol Je }jnl Xb,.pg}ygbz _

v [129]) inverznog sistema {QL ,pﬁ ,oL<c%} kompakta prj cnmn

‘7&,' = ehpx =c, 22 8vakl ol < CQ{;
‘{er{:L : l 1(Y)l> l}‘ H za Bve D( a,, ) pdg /

jo !(éi*l)"l(y)l=c; | \
j?_' (iv) za proizvoljno y€ Aim¥, =Y pcstojiti/ru1tako dn Jo
[ e CT o) I T | o
‘ Posmatrajmo sada prostor X= YZ, kvadrat prostora Y. TFrostor
) ﬁije savrSeno normalan bikompakt, jer bi m aﬁprotnom,pa dobro
ﬁbznatom metrizacionom kriterljumu V.E Snejdera (v na pr mer,
151 54.2.8]), bikompakt Y bio metrizabilan.

- Dokafimo da je X slabo savrSen prostor, Neka je F<X pro-~
}zvolgan gatvoren skup u X. Kako je F separabilan, to pma#njl o
ﬁrebrojiv skup A={ 811855000 } svanda gust u F. %a svakl 1 el po-

ﬁtojicil<co tako da Je, prema osobini (iv),

-1
lgde Je gf*Yg—egé proizvod preslikavanja 2( 84 sobom. Stavimn
ﬁia 11HL%4'1 GN} Kako je dati inverzni sigtem neprnkldam i
EL kompakt to Je |

2(F)~ ﬂftr.i.em}
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Uoéimo skup B, < ¥, takav da je (v.(ii)) |, E&\ &(O :
svaki b GBZ je, prema (i1), I(EL ~1(b)|m1.

’Kako je Y, \ B, Fe - skup, jer je prebrojiv, zl@ﬂi 59

B QS" skup u Yz Sem toga je, na osnovu (¥ )4 ﬁa*»p?(h
BkQQ P (A) je gust podskup od gi(F)( jer se eAp1r1bilnon% oﬁuw

vé neprekidnim preslikavanjima) Imamo da je Ezfvgf(F) qsmsknp
gust je u gL(F) i dalje |
F::(p), l(B? ﬂp},(F)). | |
ESkup na desnoj strani poslednje xelacije je GJ 1 guat jein Py
r eadrﬁi A. Tvrdjanje Ja dokazano, |
'}Potpuno je prirodno postaviti sledede

: s8labo | ‘ '
2.2.8. PITANJE, Postoji 1i naivni primer savréeuog pxoqtornv-

Poéto je s8vaki slabo savr8en prostor prebrojivog pqeudoia«‘
'ktera i poSto je za proizvoljan bikompakt pseudokarak+mr
jednak karakteru, to zakljudmjemo da su svi slabo savrdeni hLm

kompakti prostori s prvom aksiomom prebrojiVOQti».PoZnati pLo-

_stor "dva kruga Aleksandrova" [2; str.31] ,[51; primer %.1.26]
Eﬁb primerﬂbikompakta»s prvom aksiomom prebrojivostl koji nijp'
glabo savrSen. Na taj nadin u klasi bikompakta siabo aayrieni

f rostori su medjuklasa, izmedju savrSenih i prvih prebrojivih'

3Prostora, 8%to ukazuje 1 na njihov znalaj.
Iz teoreme ArhangeljskogA(teofema 1.3.,20(11)) o moé¢l hikom- |

g@akta 8 prvom 8ksiomom prebrojivosti dobijamo elementaran ali

“va¥an

2.2.9. STAV. Moé slabo savréenog bikompakté ne prelasni mod
ontinuuma. |

2.2.,10, STAV. Slaba savrSenost je nasledna po obtvorenlim

;&9gatvoren1m potprogtorima.



29

bOKAZ.(a) Neka jé Y otvoren podskup slabovsavréenog pro- -
fdra X i WcXY otvoren u Y; Téda je W otvoren i u X, té je zaﬁo
=1nt(lJ{Fi:i EN}), gde je svaki Fi zatvoren un X (v,afnv 2.0.6.0,
alje je YN( U{F:1eN})= Virnr (tLEN) E - ekupu ¥ 1 W jo
édf%an u njemu. Osim toga jJe intY(Y N (L){F..J(‘N})) =inty (Y(\
\J{F ti EN}))(WY~WIWY—W te je Y slabo savrden po stavu 2.2.6.
{b) Ako je YcX zatvoren u slabo savrdenom prostoru X I T
atvoren u Y, tada je ibog gatvorenosti skupa F u X, F=A, gde
g A=N{U:1 €8} 65 - skup u X. Tada je YO A= h'{Ymri'::x_ e N}
5~ akup u Y sadr¥%an u F 1 |
Ccl (Y(\A)=01X(YrWA)(\YaOlX(A)r\YﬂF to jent,

" je slabo savrden.

Na osnovu definicije iz stava 2.2.1lo lako se dokagu]e

2.2.11. STAV. TopoloSka suma konadno mnogo slabo savriienih

rostora Jje slabo savrsen prostor.,

Metodi dokézivanja teorema navedenih u A~delu ovog odel jka

?ﬂjvezifsa savréenim‘bikompaktima ne mogu_dati glidne rerultate
éi gza Blabo savrSene bikompakte; Zak verujem da takvi reunltati
;i ne vaZe, S tim u veszi logléno je postaviti aledeéih nekoliko

%pitanja

. 2,2,12, PITANJA, 1) Da 1i je za slabo savriene bikompakte

‘nasledna gustina 4:}% ? (uporediti sa teoremom 2.2.3.)

:; 2) Da 1i slabo savrden potpuno regularen Lindelefov pro-
;ﬁtor (1li slabo savrSen bikompakt) ima prebrojiv Kurepawﬁﬁgliw
?ﬁbv broj ili spred? (uporedi sa stavom 2.2,1.)

“ 3) Je 1i slabo savrden potpuno regnlaran Lindelefov prostor

é@&sledno Lindelefov? nasledno slabo savrien? (v. zadatke 206
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’o'7 w III delu knjige [28] 1 stav 2.2.10).

|

Neka expX oznaéava prostor svih zatvorenih pndhkupgaa Anteor,
prdstora X 8 topologijom Vietorisa, tj. o tmpolwgijum.ﬁu Logm'
bazu ine skupovi oblika ~,.. | ﬂ
:(Ul,UZ,..., U > =&(F)<§expx FC‘k4D1.1n1 ?,.‘¢,k};F!\Uiﬁ ﬁ
_za sve i=1 2,..., } (v.[51;8tr, 162]) |
Vaéi sledeéa

f 2 2.13,TEOREMA, Ako je expX slabo savrien prostur j X Hmu

gorfov, tada-dtjagonala A prostora X sadr#i Bvuﬁa gust UYM CICRRRAY

o
Dokuz. Pommatrnjmo nkup

s F = {(F) e expX:|F| <1}, |
:7'Kakb jo 97 zatvoren podskup od expX,a expX po pretpostavel
slabo savréen, to postoje otvoreni (u epr) akupOVi W, ,!elﬂ

}ako da Jje

G :n{w :1eN}) i T . ﬂ{wizien}.
?Za svaki i eN stavimo . |

| Vy={(x,7) € XxxX: ({x,7}) v, }.

;JaSno je da su ovi skupovi otvoreni u XxX. DokaZimo da je

An(ﬁV‘*ieN}

| (1) Neka (x,y)e n{v -:.em} . Tada (x,y) €V, za svika i EN,
‘odnosno, po definiciji, ({x,y}) eV, za ave 1€N. Zato
f? ({x,7}) € (){wi:ieaN}c:? , y;“ ;”

ibaakie, prema nadéinu definisanja SZ ,]{x,y}] ..... Lyto jJest,x=y
;111 (x,7) € A . PoBto je zatvoren skup u XxX, to iz

{Vi.ieN}cA sledi 1 ({V tieN}c A
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) Neka je sada (x,x)élA' proizvol jna tadka 1 O(%,x)=

ﬁroizvoljna okolina te taSke. Po definied 11 BkﬂPﬂ ’q:, J
~{x,x})=({x})€iq:, ti. ({x}) é Fﬁ{ﬁ jt‘]}. Svake olkne |
aske ({x}), dakle, sede skup O{W-' N}, ,0 jn uﬂ’ﬂ,“.
vjélno, <Ux> N ({]{w if%N})f¢ Ako je (H)e /U> n - B
{“1€EN}), tada je (H)= ({p}), 5to znadi da (p,p)e {){V teﬂ}

(p,p) €(Ux xUx) N N{V i1 eN}). Zato (x,x)en{V,:ich}

ame da je A cnV,:1€N}, Teorema je dokazdrnia,

2030 ./V\"' PROSTORI\

_bdéetimo da se tadka x prostora X naziva P- taékom ﬂkbv?ﬁa
’;a prebrojivu kolekeiju {V ﬁi(&N} njenih okolina, nkup ,
:{i.iliﬂ} je okolina te tadke; prostor &ije su sve +a5k@-
;tééke naziva se P - prostor. O E~prostorima i hjihovim'oso%
1ama detaljl se mogu na¢i u [57], [106] 1 [140] |
iDokaiimo sada Jjednu Jednostavnu osobinu P-tadaka 1 Pmprnﬂtnvx
gjaiée nam omogu¢iti definisanje nove klase prostora kojn ce

adrZati sve P-prostore.

2,3,1, LEMA, Ako je x P-tadka prostora X, tada ona no mo¥e

\iti talka nagomilavanja ni jednog prebrojivcp podskupa od X;

:pecijalno, u P-prostoru svi prebrovjivi poﬂskupovi ﬂh anvmrqni

diskretni.

Dokaz; Neka je A={a1,a2;...} proizvoljan prebrojiv ?Qﬂ@kﬂp
d X i x€X\A( ako jJe x €A posmatramo prebrojiv ekup BmA\{x}).
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vaki i €N skup U,=X\{a} je okolina talke %, 1 kéko je’)c’;&
-taﬁka, to je skup (\{Ui.i GN} =U okolina zd X. No, #a tu'OkQ#
u:_vaii UﬂA-—ﬁ i zato x¢A. | |
Obrnuto tvrdjenje (ako x€X nije talka nagomjlavnnja Hl 1@% 

g prebrojivog podskupa od X, tada Je x Pmtaﬁka) ne Vahi dyékg_

zatb moiemo uvesti sledefu definici ju.

2'3 2. DEFINICIJA. Tadka x prostora X naziva se./yL aéka

:-ona nije tacka nagomilavanja ni Jednog prebrojlvbp pomnkupa‘

0 x"prostor X éije su sve talke ﬂf- talke naziva sge /Vm prDS?‘

mdklﬂ, pyakn P=tnlikn o 1‘4¢ffmﬁhn (odnonno, nenkd P&prﬁhbar
"SWQ prostor). Uz pretpodstavku kontinuum hipoteze M., D.Rudfn;

dokagala da u prostoru ﬁN\ N postoje ne~P~t&§kekoj@ nisu |
taéke nagomilavanja ni za koji prebrojiv skup Pmtaéaka, K, kum[»

 bu [92 teorema o. 2] dokazuje da pri MA u ﬁN\ N postoje
’ﬂtaéke Xoje nisu P-talke, a A.A.Grizlov u [59]_utaénjnje o
zhltat Kunena pokazavsi da u (3N‘~N postoji, uz pretpostaﬁkn
“‘ expc N = ta%aka koje nisu P~taéké. |

iﬁ‘Sledeéi primér pokarzuje da postoje JI - prostor kodi nilje
prostor (ﬁak-ni jedna talka u njemu nije P~talka).

7 2.3, 3. FRIMER. Postnji Hausdorfo® (tadnije W q) ﬂﬂmpramtnm
K koji nije P-prostor i za koji je:e(X)= S(X)ﬂﬂ)(X)~ >
t(x)“ M,‘ . |

: ’Skup X=R realnih brojeva topologiziramo tako da Je U X
Otvoren ako 1 samo ako je U=G\ C, gde je G obvornn u vobiloje-
HOj (metritko}) topologiji brojne prave R, a C prebrojiv pod-
Bkup od X, Kako je svaki prebrojiv podskup od X 79bvoren¢ TO"
Je_X JV~ prostor. S druge strane, ako je xe;X PTOiuTOl]nN




.33

ika, tada je»-{v =\x—1/i,x+1/i)'1.€N}' prebro jiva kole?cij& .
‘olina od x za koju skup (\{V ‘iésN}nije atvorﬂn, to j@at
nije P- tadka.

2+3.4., PRIMEDBA, U linearno uredjenim prontorlma x je Jré“tm%
ka ako 1 samo ako Je P-talka. Zaista, ako Je x ,W; tadke (1inv |
io uredjenog) prostora X, tada ona, specijalnb, ne mo¥e biti
:ranica nikakvog rastuleg i nikakvog opadajudeg niza i zmtn
gsvgls.o] Je P-talka, -
;Jednn ganiml jivu razliku 1zmedjﬁ P-prostora 1 .ﬂp~'pfbstprm
,59 nam primer 2.3.3%, Hauadorfovog N = proatora ém Kurepn-g

: blinovim svojstvom 1 sledeéa

fz 3.5. TEOREMA, Neprebrojiv Hausdorfov P»prostor X je ne-~

Trebrojlvog Kurepa-Suslinovog broja.

- Dokaz. Pretpostavimo, suprotno tvrdjenju teéeoreme, da‘je X
Héﬁsdoffov P-prostor za koji je c(X)a}(d. Neka je x ¢X neiznlo-
dﬂa tadka. Za svaki y#x postoji okolina Vy tako da x¢ Vys Staﬁ
o |
A ={vyye x v {x}} |
i.posmatragmo familiju (y) svih celularnih"podfamiljja od /%
uredjenu relacijom inkluzije < . Po lemi Zorna )0 inn.mwvajn
malan element,oznadimo ga sa Ef .Imamo da je YalJ{U:UG?fL} |
gust podskup od X i zato x €Y, mada x¢ U{U:ue Cl.nalje, zhop
tga §to je Y gust, zakljudujemo da je c(Y)av(x)m>4o, fto gnati
é}je (i _prebro jiva kolekei ja, to jest mo%amo ptaviti

| C ~{vg,u,,.... 0

Posmatrajmo sada familijmw {X\ T, 1ezN} otvorenih okolina

i’ :
ake x. Kako je X P—prostor, to je N {X'\Ui:;GEN}'xU okollmﬁg

>
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»;;Ali UNY=@, 8to je nemoguée (jer je Y gust§ iii'za£d §t¢~*

j2;3.63 NAPOMENA. Primer 2.3.3. omdguéavaada ﬁkaﬁmmﬂ mﬁ'jﬁ%_
'ké7razlike izmedju P-Prostora i N - prostérés iy ﬁéfiﬁiﬂi%@
di da P«<prostor prebrojivog pseudokaraktera Jje digkrntnn,uho-

‘sluéaju /VL prostora ne mora biti kako to pomoluti prlmv

{Tékodje prostor X iz primera 2, 3 3. je pove nniajdénf13ﬁ6 
preslikavanje i:X—R neprekidno ali nije konshantno, Bto jﬂ o
na P—prostora [106 prop.5. 1] |
ﬁeke kA rakteristike‘ﬁp prostora daje slededi

2.3.7,STAV. (a) ¥ jJe /- prostor ako i samo ako je svaki
ébrojiv skup u njemu zatvoren i diskrétan; specijalno,; preé
fgjiv prostor je - prbstoi ako 1 samo sko je diakretan;_ 
'(b) Neprebrojiv /V; prostor ne moZe biti meparaﬁilam L
eprebrojive je tesnote,

(c) Svaki prebro jivo kompaktan /7L proahor e keuu

(d) Lokalno bikompaktan - prostor je diﬂkretan;:

(e) ﬂﬁf prostor gadovoljava prvu aksiomm prebrojivonti ake
samo ako je diskretan; specijalno, svaki metringilan pmtm‘v
rostor _/r— prostora,jévdiskretan. | | |
bokaz;'(a)! (b)i i (c) slede neposredno iz d@finiéij@ J -
rostora. Radi toga doka%imd samo (d) i (e). |
J_(d) Neka je X proizvoljna tadka lokalno b\kompnktnor W;
rbstora X. Tada postoji okolina Vx ove tadke +nko Aa o Vx ’

ikompaktan prostor. Po (c) Vx je konadan i diskretan skup,
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jest x je igolovana tadka,

(e)»Keka je x neizolovana taZka u ﬂp«prostmru X. Prnfpo& %l"
mo da je {Ui.ie N} prebrojiva baza mkoljnﬁ u x, ﬂjquUNifié’
vakog skupa U, po Jjednu tadku xi razlidéitu od Ky dohljamv pvm»
";iv:skup A takav da x¢A ali x(EA, pofito avaka baz na aLoJi*

}U£ taéke x sede A, Oovo’ je , medutim, nemopuée zbog toya 5%0,

Vladanje Af-prostora (xlasun ovih proetora oznléimn %) 0,)

£ rihosnovnim operacijama s prostorima pokaznje sleded] o
| i“Lj 8.STAV, (a) Ako je X el 1 Y<X, tada Y ¢ JV’; Bto viﬁn-o
Vup'svih /VLtaéaka datog prostora X jJe ﬂf~prostor ; |

?

f(b) Proizvoljna topoloéka suma 1 konadan proirvad /V proe»

’ ‘ra je J -prostor ; T

s (Beskonaéan proizvod ﬂf -prostora ne mora biti dﬁp pro
svojstvu primera moZemo uzeti prostor NexPHO koji je po Yo
femi‘l.Ball separabilan i zato nije .ﬂr~prostdr.) |
L(c) Ako Je X=\J{Xs: s(is} uni ja lokalno konadne familije za-
yérenih potprostora i Xsequ za svaki 8 €85, tada'i qu/f H |
(d) Kolidnik prostor ﬂf~prostora pri odozgo poluneprokid-
m razbi janju je ‘ﬂf-prostor,

Dokaz. (c) Neka je ¢ proizvoljan pxebrojiv podshup od X. TQMA_
'a je za svaki seES C(WX - prebrojiv podskup - /Vmproshnrx X.ﬁ i

ﬁ?ato je gzatvoren u o odnosno i u X zbog pretpostavke da je
8 zatvoren u X. Koristeéi sada lokalnu konatnost famili je
{x :s €8} 1mamo
Qé\){CfﬂXB:s‘ES}§WJ{Cr]Xs:s§;S}=\J{OrﬁXS:s.gs_&6 b

to jest C je zatvoren (u X) ,5to znadi xefN .
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(a) Feka je Y koli¥nik prostor N -prostora X pri odésgo po-

uneprekidnoj dekompoziciji i B proizvoljan prebréjiv pddslmipf;}

5$€EB uolimo po jednu tadku x iz f‘l(b) i ozrialinme sa A~ﬁknp

gvih talaka dobijenih na ovaj naCin, Kako je A prebrojiv, to g
zétvoren (1 diskretan) u X. Po8to je, kao éto je dobro poZ~

to[ﬁl,str.lZG],[85,str.138], preslikavanje f,zatvoreno, to je
}db £(A)éB zatvoren 1 diskretan u Y i1 zato‘Ycéﬂhs

fﬁepfekidna 8lika (ﬂp~prostora ne mora*biti;ﬁﬂ—prOQtorh Na“‘
_rimer, realna linija R je neprekidna slika Ar~pr08£ora_x 17 ©
ifimera 2. 3 3, ali ona nije ﬂf-prostorgﬂwedutim za npke druée
flase preslikavanga situacija se menja. Ispravan je slededéi

' 2¢3.9.STAV, Kvazi-savrSena glika ,ﬂp~prostora Jje Af pvoatozr

‘Preslikavanje £:X—Y je kvazi-savrseno ako je neprekidno,zatm

Yoreno i za svaki y €Y je skup‘f’l(y) prebrbji#o kompaktani)

fDokéz. Neka je f£:X—Y kvazi-savrsena surjekéija'i? ,Wlprosa
ﬁoré X na prostor Y 1 B proizvoljan prebrojiv podskup n Y. 7Za
%vaki yEEB skup £ 1(y) je konaﬁan podskup od X buduéi prebro~
ino kompaktan (v. stav 2.3.7). Prema tome, skup t 1(B) \J{f°1
%E&B} je prebrojiv u X i zbog toga diskretan 1 zatvoren. Radi
%oga je,jexr je £ zatvoreno preslikavanje, B*P(f"](B)) natvornn

ﬁ diskretan u Y, to jest Yelk.

Sa stanoviéta problematike kardinalnih funkel ja najz‘ﬁﬂdﬁni@
ﬁi rezultatl koji se ticu Jr—prostora su s]odece dva teoremp

1 posledlca koja iz njih proizilayi.

 2.3.10.TEOREMA, Neka je X _n_e*'Lind.elefov N ~prostosmms,

d Y. Sa £ oznaCimo prirodnu projekeiju prostora X na Y. %a sva-
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arEiVneprebrojiv diskretan potprostor (to jest, BCX)>}45);
fokaz. Neka je 1} otvoren pokrivac prostora )4 knji ﬂﬁ ne mol

yeveeti na prebrojiv podpokrivaé Tranﬁfjnitiﬁm indukoiﬁmm do-

nisimo skup {poL oL<co,} tadaka prostora X i akup {U), .cl/ m,}

orenih podskupova u X tako da: | ag-5@

m) p# {7 ped){n, spect}

Heka je Py € X proizvoljna talka 1 Voc?qy pradmvo1jmﬂ ®1nn
’kav da P& Vye Btavimo U~V . Heka je nndn ol P!kulrwnrlé
;jretpostavimo da za svaki ﬁZLi imamo definisane ta&ke P, 1 mkun

‘ R
bove Uﬁ tako da su zadovoljeni uslovi (1) 1 (41). Xeko X nije

ndelefov prostor, skup X\ k){U@ Fr(o(} nije prazan, +to jﬁdt
utoji tadka ELGEX\ k){Uﬁ F<ﬂ4} .« S druge strane,za%o Ato je

| Jr;prostor; imamo ¢ -{p(3 .{3406} A Neka_je QL _takav eiem
ent iz 1} da p €V, . Stavimo . o '

U, =7, N (X\{p(; :(544} )=\0Qn()(-\{1:>(3 _:ﬁ<¢(}),- |

nstrukeija skupova {EL :cL<q%? i {Qi :Jﬂiu%}‘je time mavre-

ena. Skup A:{POL s d< u),]}' je neprebrojiv diskretan potproobor

d X 1 teorema je na taj nalin dokagana,

Vrlo vaZna posledica prethodne teoreme. ge

2 3 11.TEOREMA, ﬂﬂ-prostor je prebrojjvog rampdna}ada i ﬁnm

G tada kada Je nasledno Lindelefov,

:Dokaz. Svaki nasledno Lindelefov prostor Je pynbrnﬁJVnp vunyn

?f(v. str. 9) Neka je sada raspoin AﬂLprosfora X prabxnjlv i
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retpostavimo, suprotno tvrdenju teoreme, da je  h1(X)>’}4a;:

le;, postoji podskup YC X takav da je 1(Y¥)> }Q;.A?ovstavﬁ]'
2 3A

(Y)j-}% s Kako je spred monotona kardinalna funkei ja imemo i

8_(a)’Y je J ~prostor i zato, po teoremi 2.%.10, imamo- ‘

“)> }{ Sto je suprotno pretpostavel. Zna&i, hl(X)a ;4 i te~”

rema je dokazana.

Iz teoreme de Grota (teorema 1.3, 20(1)) i teoreme 2 3. 11

obija se

_2.3.12.,POSLEDIOA.‘Haquorfov .ﬁp~prontor prébrojivﬁﬁ T PO~

fa ima moé ne veéu od moéi kontinuuma,

 ﬁ_vezi 8a poslednjom posledicom istaknimo éinjenicu do. pog-
0ji Hausdorfov /lerostor kardinalnosti vede od éxp>45:

e primer Grizlova ﬁémenutlna podetku ovog bdeljka.

fﬁipreostalom delu ovog odeljka svi prostori Ge biti_potpuno

Epgﬁ;agn;. Posmatrademo dve klase prostora u kojima, kao i kod

~-prostora, prebrojivi podskupovi igraju znadajnu ulogu i na.
izvestan nadin karakferiéu prostor. T |
1Napomenimo najpre da se za podskup A proétdra X ka¥%e da je

§~potopljen (c* -potopljen) u X, ako svaska neprekidna (nebrnki“

ﬂna ograniena) realna funkcija definisana na. A ima neprekidnu

Kneprekidnuwograniéenu) ekstenziju na X,

“ﬁPosmatrajmo sledec¢a dva svojstva datog prostora X

| (EZ) Svaki prebrojiv podskup od X je C-potopljen m X,

j (M Svaki prebrojiv podskup od X Je C*mpotop1jen u X,
?1ase (potpuno regularnih) prostora koji zadovoljavaju udlovev

(E) i (8*) oznaéimo prosto sa 8 i E ,redom.

(TR
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Poznato je [57 4K] da proizvoljan (potpung regularan) PwprGM
or pripada klasi 8 . Iz definicije jJe takcae jasno da je{%JYW
a inkluzija je stroga, jer prostor T [57,4M](v; i [140])
ipada \6 ali nije u E | .

-Sledeci primer pokazuje da postoji prostor iz %i ko ji njje
proétor. | |

'2.3%.1%,PRIMER. Prostor X navedenih osobina dobiéemo modifi-

Haéijbm tzv, fortissimo prostora(v.[131;str.53]). Na skupd X=R

réalnih brojeva definiBimo top010giju.gvnaksledaéi nadin: alo
x@in\{o} stada je x izolovana talka; sistem f7;okblina 0 (nulg)
bide skup svih okolina nule w odnosu na uobiZajenu t0polbgijﬁ |
éfbjne‘fréve R zajedno sa svim podskupbvima od X koji saapée
ﬁuiﬁ i imaju prebrojive komplemente u X. Ofevidno, O nijh\Pwﬁam
Eia“uix, to jést X nijé P-prostor. Kako za proizvoljan prebro-
iVVAC:X imamo da je X\ A otvoren skup, to Je svaki prebrdji#
Eup u X zatvoren (dakle, X je .Aﬁ~prostor); X je i normalan.
‘StQarﬁo, ako su A 1 B disjunktni zatvoreni skﬁpovi u X, tada
isémokjedan od njih, recimo A, sadrZi nulu. Sledi, B je otvoren.
11 i X\‘B je otvoren, te su X\ B i B disjunktne okoline skupo-
a A 1 B, redom. Sada je jasno da jeksvaki.prebrojiv podskup

é X, budué¢i zatvoren u normalnom prostoru, C-potopljen u X

po Tietzovoj teoremi ekstenzije).

1z ﬂ[S?;}B] sledi da je svaki prebrojiv C-potopljen skup
LfOStora X zatvoren u X, 8to znali da je Ecrjr .

‘Na osnovu poslednje €injenice {1 UrisonOVe(veljke) WGma mo ke

1anéujemo da vaZ¥i
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2 3.,14.STAV., Normalan prostor X pripada klasi ff ‘ako i samq
ko‘je .ﬁp ~prostor. '

:Stavu 2.3.7(c) o .Afnprostorima pridru%imo nTedeéi Rbav o
rostorima klase %2

22 3.15.,STAV. Ako pseudokompaktan prostor X pripada %? ,tada
‘on konadan.

'Dakaz. Ako Je X beskOnaéan, tada iz &injenice da je on ,Wlprnmw

tor sledi da je svaki prebrojiv podskup od X ?nbvormh (i ﬂin»'

retan) ,dok 1z.XeY? ,Bledi 1 da Je 0-potopljen u X 7nnti,pr0

utor X sadrii C»potopljenu kopiju prebrojivog diskretnog pPro-
Rora N, 8to po dobro poznatom rezultatu E, Hjuita(Hewitt)[}40;
tr 97] 1mplicira da X ne moze biti pseudokompaktan. Kontradi~

ija dokazuje ispravnost tvrdenja teoreme.

2 3.16, POSLEDICA. (v.[l40,prop 1.65]) Pseudokompaktan P-wp:ro~~
sfor je konadan.

vﬂéka X e%i. Kao u dokazu prethodnog stava zakljuﬁujemo da

X sadr%i C-potopljenu kopiju prostora N. Uzimajuéi sada zab-
vorenje te kopije u Stounwcehovoj bikompaktifikaciji {lx pro-
stora X, imamo da ﬁX‘\X sadrZi kopiju prostora ﬁN‘~N[l4O 9.97]
513a je kardinalnost expc. Sliéno, ako je Xefe bjkompaktan,
tada on sadrzi kopiju prostora {3N[57 14N ]. -

' Na taj natin, za razliku od N - -prostora koii eu konadni ako

3@ bikompaktni{v. stav 2.3.7),imamo

2 3 17.STAV. Ako beskonacan prostor X pripada zz taﬁw je

N ’
\ﬁX‘\X[ > expe 3 ako beskonaéan bikompakt X prjpada (3 ,Lada
fo ‘Xl>expc. ,
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ﬂaredna teorema bliée opisuje klasu %2

2.3 18. TEOREMA. Ako su bvaka dva disjunktna prebrcjiVa po&*
pavprostora X funkcionalno razdvo jena, tada XGETZX |

Dokaz. Ako jeAbroizvoljan prebro jiv podskup od X i Al j Az

% ”cionalno razdvojeni podskupovi u A, tada su, oéevidnb,‘A1 ‘
% ,disjunktni prebrojivi skupovi u X. Zbog toga B PO pr&tpo—
? vci Al i A2 funkcionalno razdvojeni u X. Po Urisqnovoj-teoe
% 1 ekstenzije: AcX Je C%~potopljen u X ako 1’8&ﬁb}akdvég.pf0m
oljna dva funkcionalno razdvojena podskupa od A, funke ional-
razdvojena u X(v.[57;teorema 1. l?]i]i [140; teorema 1. P]) o -
da je A C*-potopljen u X, to jest X e‘e*
2.3.13.PRIMEDBA¢ Ako X & ¥2¥(7,Wp ;tada su proizvoljna dva di~

Ljuhktna prebrojiva podskupa A i B iz X funkcionalno féZdvojenm.

vaarno’ kako X € /' ,to je preslikavanje f:A\UB—R definiaann

@éfneprekidnu ekstenziju F na ceo prostor X; te su A1 B fun-
gionélno razdvojeni posredstvom funkcijé F. |

Na kraju dokaiimg sledec¢u teoremu u vezi sa prbizvodom‘prom
tdf‘a iz 8* | ‘
2.3.20,TEOREMA, Ako proizvod XxY pmpada PN, tada xe*
3111 1e®*. | |

YDokaz. Pretpostavimo nasuprot da X%B* 1 Y& ‘€¥. Po teoremi

3.18 tada postoje prebrojivi diqjunvfni podskupovi Aj i A2

okai nisu funkcionalno razdvojeni, 1 prebrojivi disjunktni

‘kupov; Bl i B, u Y koji takode nisu funkeionalno razdvojeniev

Neka su f:X—R i g:Y—R neprekidne ogranifene funkcije takve da
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e f(al) f(az) i g(bl) g(b ) za neke a, e.A i bieiBi (i 1 2)
ada su skupovi Alel i Aszz disjunktni prebrojivi podsknpovi 
d XxY koji nisu funkcionalno razdvojenl,kjpr zZa neprekidnu oy4
aniéenu funkeciju W:XxY—sR, definisanu sa Y«x;y)«f(x)wp(y),
aft ‘Play,by)=P(a,,b,). Prema 2.3.19, tada xx¥ ¢ B¥0 ' b0

féﬁpfotno pretpostavei. -

2.4. LOKALNA KONAGNOST I KARDINALNE FUNKCIJE

j Téliki znaéaj pojma lokalno konadne famili je podmkupoﬁm
1ekog topolodkog prostora narolito se istie posle definici-
je parakompaktnih prostora (Didone 1944;) i metrlzacioncp gta-
é&a Nagate-Smirnova (1951.) izraZenog ba¥ jezikom lokalne kona-
CnOStia UopStavajuéi pomenuti metrizacioni kriterijum Nagate~
@mirnova, R.E.Hodel u [71] definise stepen metrizabilnosty m(X)
%atog regularnog prostora X kao najmanji kardinal k takav da
k ima k-lokalno konaZnu bazu — bazu koja je unija <k 10ka1no
?onaén1h<kolekcija otvorenih skupova.fHodel je takode dofinim
%ao i stepen parakompaktnosti pa(X) proizvoljnog regularnog
;rostora X i stepen p-osti pe(X) potpuno regularnog proshora;
53(1) je najmanji kardinal k takav da se u svaki Otvoren'pokm
Eivaé za X moZe upisati k-lokalno konacdan otvoren POkIlVHL, a
PE(X) Je najmanji kardlnal k takav da postoii kolekcija{li &ﬁ
g&varenlh pokrivada prostora X skupovima otvorenim u BX i da
5%%1 ;ﬁQst(x,Qégczx za’svaki xeX (st je oznaka za "zvezda')
tve 7], |

Sada égmb izuditi neke osobine funkei ja m,pa,pe.

L




43

Prostim dupliranjem dokaza za sludaj parakompaktnih i1i

prostora dokazuje se

2,4,1.8TAY. (i) U regularnom prostoru ¥ osobinu pa(X)<k

nasleduju 1 zatvoreni i Fk—podskupovi.

(i1) Ako je X regularan(odnosno, potpuno régularan) 1 f;XWY
i vr3eno preslikavanje, onda je pa(X) < pa(Y) (odnosne,ps(X)g
(1)).

(111) Ako je X regularan, Y bikompakt i pa(X)‘Lk, onda je
(XxY) < k.

Supremum pseudokaraktera zatvorenih podskupova od X ozna-

mo sa c1(X). VaZi

2.,4,2.5TAV, Neka su X 1 Y regularni prostori takvi da je
pa(X) <k, Y, (X)<k i n(Y)<k. Tada je pa(Xx) <

Dokagz. PoSto je m(Y)<:k moéemo uyY zaflkslrati k-lokalno

;Tnaéimo sa S). PokaZimo najpre da je Qél(XxY)-ék 11j, to

je isto, da je svaki otvoren skup G <XxY tipa Fk“ %a gvaki

( ,Y) €G postoje otvoreni skupovi UcX i BEfB sa (x,y)eUxBcC G,
Ep Jest, postoji TCS tako da je LQUtht.tGZT}n G nLﬂy%xﬂ,.teﬂ}.

[z V,1(X) <k sledi da je svaki Uy oblika U= { 0B k).
:tavimo |

Jﬁ[ﬁ {F xBy:Bye By ,terf 1 Mg =U{AAejld(5}
'ﬂvaka kolekcija }gﬁ je lokalno konadna, sastavljena od zatvo-
@nih skupova i, odevidno, vaZi G= L{A d%%«ik}; Ovo i zhaéi
‘P l(XxY)<k.

i Uoélmo sada proizvoljan otvoren pokrivaé ijrostora XxY.

a svaki B€S neka Je E?: U, :11eT familija otvorenih Bkupo«
: 8 i 8

~
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| ;
3? iz X, takva da je {UiXBs‘iETsaBES} pokrivad upisan u 6).

F?ka je Vs=\J{Ui:iET8}. Po pretpostaveci skup V_, Je tipa Py tﬂ
je prema stavu 2.4.1, pa(V_ )<k i zato se u njegov otvoren po=

krivaé %? moZe upisati k-~lokalno konaéan otvoren pokrivacd

No=U{H g Bk} Stavijajuci S W, ={1xB s He ”%s(s seg,) 1
W - U{wf

J,§<Lk} dobicemo k-lokalno konafan otvoren pokriw,
vaé za XxY upisan u E? to jest pa(XxY)<£k

NReznatno modlfikuguciwdokaz VI.68 i VI.70 u [28] dokazuje se

2.4.3.,5TAY, Ako je X normalan lokalno povezan prostor sa

\P c1(X) £k, f:X—sY zatvoreno nuldimenziono preslikavanje na

(regularan) prostor Y sa m(Y)< k, onda je i m(X) <Xk,

Definis8imo sada novu kardinalnu funkciju.

2.4.4 . DEFINICIJA. Za pr01zv013an topolo8ki prostor X Staviw

mo 1f(X)=k, ako svaka lokalno konadna familija otvorenih, nep~

raznlh podskupova od X ima mo¢ <k,

Prema poznatoj teoremi Gliksberga (v. 3.10.22 u [51]) ima-
mo da je za potpuno regularan prostor X 1f(X) prebrojiv ako i
éamo ako je X pseudokompaktan. Zato funkciju 1f moZemo zvati

%tepen pseudokompaktnosti.

Funkcija 1f je "mala" kardinalna funkecija (v. str. 9 ). Na-

1me, vazi

2.4,5.,TEOREMA, Za proizvoljan prostor X je ]f(X)éc(K)

Dokaz. Neka je c(XJ)=k 1 &f proizvoljna lokalno konadna fo-

ﬁilijé nepraznih otvorenih podskupova od X. Stavimo
={U:U je otvoren i sele ga konadno c¢lanova izcbf}.

i‘*"k‘.u,;je baza za X. Stvarno, ako je x€X proizvoljan i G proiszvo-

>
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jan otvoren skup koji sadrfi x, tada oznaéuﬁuci BB H bR bkawf
éinu od x koja sefe konano mnogo Clanova iz é? i stavliniuéi}
iffAl:’:-‘(‘r(‘lﬁ, dobi Jamo vell 1 xeU<G. Saglasno IT,102 iz ?BJ puwm
ji celularna familija UCU takva da jn Fﬂ""ﬂi" w{_’V"VF' U }

;st u X. Tada je c(Y)=c(X)=k, pa je zato “),/V AJi, zato qbo-
e;Y gust\u X, svaki &lan iz éf sete neki element i? Lf ,éto
jrema na¥inu definisanja familije QJSDl)daje‘gflék'ili 1ftx)éku
:A, Lako se proverava sledeée avojstvo funkcije 1f¢

2.4,6.5TAV,. Ako je A otvoreno-zatvoren podskup od X (nva je

prétpostavka bitna), onda je 1f(A) £1f(X)}; ako je A guat:u K; o
da je 1£(X)<L1r(A). . o

Za specijalne klase prostora mo¥%e se dati veza izmedu 1f

broja Lindelofa, odnosno naslednog broja thdelbfa,

2.4.7.TEOREMA. (1) Ako je za regularan prostor X pa(X)-k,

tada za svaki kardinal m3»k iz 1f(X)=m sledi 1(X) £ m. |
(ii) Ako je za regularan prostor X hpa(X)=k, tada je na
bvaki m >k, lf(X)-m ako i samo ako Jje hl(X)=m.

.+ Dokaz, "Doka¥imo samo (ii) Uvek .je 1f(X) hl(x) Neka je =
?i(‘X):ﬁ.Dokaﬁimo hl(X)<m, il1 8to je isto, da iz h1(X)> w ale-
ii 1£(X) >m. Neka je AcX takav da je 1(A)>m i neka je,?j’pom
'%iivaé skupa A skupovima ot#orenim u X,koji'se ne}moﬁe redukpe-
?éti ‘na-‘p'odp'oiéfiv'aé moé¢i < m. Stavimo H= U{v: veU} =A. mads
h pa(H)<k( m), te postoji k- lokalno konalan otvoren pnkrim_
ac U= U{‘u& o(,<k} upisan u U Razume ge, ]'U,‘Nm (pwﬂ,o bi
mprotnom postojacd Ircﬂf 11”*<m koji bi bio pokrtvau a3z A)g 1
ato poatoji<¢<k tako da jeIQl‘>m, odnosno ]f(X)‘>m.




3. PROSIRENJA F‘F{OSTOHA i
KARDINALNE FUNKClJE

‘U ovo} glavilrazmafra se pénaéanje date kardinalne fuﬁﬁéi~

  *VD pri prelaéku sa prostora X na neki obuhvatni ji proétor
:§ pro§1renje prostora X. Pitanja'u vezl sa ovim mogu se ova®
'}podeliti'
1) Axo je ¥ data kardinalna funkcija, u kakvom su odnosu
kardinali VP(X) i1 Y(Y) i &ta se moZe rebi o V(Y \X)? Razn- |
e Be, ako je ‘P monotona kardinalna funkecija, onda Je u pr- -
om redu vaZno ispitati za kakve prostore X i pod kojim uslo-
ima iz \P(X)<:k sledi postojanje profirenja Y odredenog tipa,
_tako da bude V(1)< k. |

%_ 2) Ako prostor X ima p%oéirenje Y odfeaenog tipavza koje jJe
ésp(Y)égk, odnosno W(Y\X)<k, Bta se mo¥e reéi 0 pfostdru X,
ifaénije, o njegovoj unutradnjoj karakterizaciji?

. Zbog velike vaZnosti bikompaktnih pro8Sirenja, narodito su

interesantna razmatranja pitanja 1) i 2) ¥ada je Y (Hausdorfm:

va) bikompaktifikaci ja prostora4i. Zbog ovoga, iz razumljivih
?rotnom ée biti posebno naglaéen tip prostora) (3X oznatava pi-
ikompaktifikaciju Stoun~beha.
' Rezultati autora iz ovog dela rada objavljeni su u [88]
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3.1. PREGLED POZNATIH REZULTATA

Fajpre éemo posmatrati ponadanje klasinih kardinalnih fnnﬂ
%moé teZina, karakter(i pseudokarakter) pri. prn)aaku nd bhikom-
paktifikaciju.

Jednostavan primer'prebrojivog diskretnog prostora N pdka»
@nje‘da se pomenute funkcije uveéavaju prelaskom na (neko) pr-
fbéirenje. Mada je IN‘=W(N)-}%O,1mamo 'lemexpex§}<o 1 w((AN)=
exprg[za 1v.53] , [51;posl.3.6.12], [57], [140]; Dalje, (W)=,
;'preciznije VY,(N)=1, ali je ovo u skladu sa dogovorom, atr, 1),
11 ni jedna tafka u (N \ N nije gy[sv;ss], a time joj je i
arakter neprebrojiv.

 Medutim, iz teoreme Tihomova (o potapanju potpuno régular-

‘Vih prostora u Tihonovske kubove) sledi da prostor X ima bi"
Ekompaktifikaciau bX takvu da je w(bX)=w(X).

. Sa moéi i karakterom situacija je potpuno druk&ijs, kako
éemo videti iz razmatranja koja slede, )

3.1.1.DEFINICIJA, (48] Minimalna moé bikompaktifikacija pro-

%tora X naziva se hipermoé od X i oznadava sa 6(X),

Iz a(bX) <d(X) < |X| 1 w(bX) < expd(bX), sledi da jo w(bX)<
%xplxl, 5to zajedno sa .be\s;eXPW(bX)*dajg dea za hiperrmoé,,‘
@rostora X va¥t | J’ky“bt |
. |X| < 6 (X) < expexp|X| |

: Jefimov je’dokazao [47'4 41, {48'posl.5 ]O] da powfoji pre-
srojiv prostor X za koji je 6(X)= expeyp}4o. Tadnije vaii |

é 3.1.2. TEOREMA. Hiper moé G(X) proizvoljnog prebrojivor
Eustog podskupa X diadskog bikompakta tefine ¢ je expe [48;6.61 4(.

§~5..
e
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(Istalmimo da i prebrojiv prostor X konstruisan u flnTl
akode ima hiper moé expc; takav je i prostor ;?xkoji te n

arednom biti opisan).

Napomenimo da jJe veza izmedu hiper moéi i M-tetine nron.

T%éra nadena u [48;teorema 5.121.

. 3.1.3. TEOREMA(expk <exp(k')). Prostor X koji ima bar jed-
é‘u diadsku bikompaktifikaciju ima hiper moé expk ako 1 ga-
'mo ako je Tw(X)<k

Opisimo sada konstrukciju jednog interesantnog primern van
Dauena-Przimudinskog datog u [39]. Radi me o promtoru &ije v
%ﬁikompaktifikacije sadrZe kopiju prostora @N.

3.1.4., PRIMER. Neka je I;[O,ll zatvoren jediniéni interval
23 Q skup svih racionalnih brojeva iz I. Skup 'ép(N) svih pod-
Eﬁkupo%a prostora N predstavimo w obliku OD(N)x{Ax:x.eI}.'Zm
igvaki x €I 1 1 €N neka je q (1) €Q takav da je O<jxqu(i)fil/t
iStavimo_ Q.= {qx(i):iEEN} .
: Skup A= (Ix{O})\}(QxN) topologizirajmo na pleded! nalin:
?éve talke skupa QxN su igolovane; za (x;o) €1 x{O} hamn olro-
;}ina ¢ine skupovi }
. Bi(x)={(a b)e A :|x-a| <1/1 \((Q XA, )k)({x}x N)), Lem,
;ﬂeka Jje :ZS A/I kolidnik prostor prosfora A dobi jen iden-
?tiflkaci;om tadaka skupa I x{O} | : |
‘ Za prostore A i 2, imamo sledede:

/A je Lindelefov prostor s prvom akmiomom prebrojivosti 1
{Prebrojive mreZne teZine;

';Z’ je prebrojiv FreSe-Urisonov prostory

Sve bikompalrtifikaci je prostora 4 i ,24 au nepraebojlvep
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xaraktera, cak 1 neprebrojive tesnote (tadni jé, téﬁnﬂta,éyﬁ*'

e njihove bikompaktifikacije je exp S,).

Dakle, postoji prostor s prvom akaiomnm-pfébrujivnmti dje

e .bikompaktifikaéijé imaju neprebrojiv karakter, Prﬁ&,prim

mere takvih prostora dao je Uljanov u [136]: konsﬁrnimaﬁi an -

fdstOri 8 i T, prebfojivog karaktera (i niﬁom dihpih inte-

'resantnih osobina) éije sve bikompaktifikaoije jmaju P39uotu
¥, (v. 1 [139;8tr.245]).

, Pitanje kada (regularan Lindelefov) prostor =8 prvom nbﬁlnw :
i”om prebrojivosti ima bikompaktifikaojju praebrojivog VH!M(M)?
‘ra razmatrao je u nizu radova [136] {139] Uljanov, ali se i

;dalje_to pitanje moZe smatrati otvorenim. Sunirajmo sadd te re-

éﬁuitafe.

Ako je f:X—Y dato (neprekidno) preslikavanije, stawiqm
Ap= [y e£(x): W(f’-l(Y)vX)”Ro}" |
‘sz {y'Ef(X): f"l(y) je bikompaktan 1 ma svakl matvorsn
FcX iz y € £(F) sledi Fﬂf'l(y)%s?’} |

i? Ogna¢imo dalje sa t) skup svih jednotalkovnih podw)upova
%skupa Af i svih zatvorenih bikompaktnih podﬁkupnva od Bf, a
§sa éfb sledeéu osobinu:

(i'éq, = za svaki x €X u svakom od slutajeva (L)Péa gvaku ok
élinu Ox tadke x 1 (1i) za svako x'ef l(f(x))\{ }, posatojo

F eb , okolina Vf£(x) tadke f(x) 1 presljkcwnn*}ﬁ. grVe(e) N e
?[o 1]’ Iz "1(Vf(x))—~aﬁ)1] » tako da va¥i ¥le” ](Vf(y)\ P)
;gfif 1(vr(x)\ ) 1

(1) g(x)gg(f”lwf(x) \ 0x) w slusaju Ay
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(ii‘)fg(x')#g(x) “u sludaju (ii)¢
YaZi
3.1.5. TEOREMA.[139;teorema 5] Neka je X proabtor prehopil

iVOg karaktera i teZine w(X)< k, gde je k neki kardlnalgvX im&

3ﬁikompaktifikaciju bX prebrojivog karaktera i té%inofézk; 5n;
ida i samo onda kada postoge bikompakt Y prebroJivég karuhrpra 
;1 teZine <k i neprekidno preslikavanje £:X—Y sa oaobinomtjb
;tako da Je £(X)= A,UB,

7 U vezi sa istom probhlematokom navedimo i n1nﬁnée' .

(A) v.I, MuJihin Jeo pokxzao da - ne poubo]i unlvevvnlnl hlé °
?kompakt 8 prvom aksiomom prebrojivoati (v. o tomﬁ [JSQ;Sfr.ZS?])
; (B) (V.I.Ponqmarjov) Lindelefov 1oka1no pzvezan periférno
;bikompaktan(to‘znaéi da za svaku tadku prosfora pésfoji‘okolim
iﬁa s bikompaktnom granicom) prostor s prﬁomvakaiomom prebrojié‘
%osti ima bikompaktifikaciju prebrojivog karaktera, _

y (C) Ako jJe X=FlkJF2 prostor s prvom aksiomom'prebrmjivmsti_'
fredstavljen kao unija zatvorenih prostora koji (oba) imdju
bikompaktjflkacije s prvom alksiomom prebxojivosti, tada 1xX
ima bikompaktifikaci ju prebbrojivog karaktera., (v, T. Tﬂrndn,

A note on first countable compactification, Bull. Acad, Polon.
Sei. 27:5(1979), 369-371)

‘éto_se tite unutrasnje karakterizacije prosgtora o bikonpa~
Etifikacijom prebrojivog karaktera mogu se navesti n1wﬁeéi.
(parcijalni) rezultati (v. teoreme 8 i 9 u [139])s

3el 6. TEOREMA Prostor X prebrojivop karaktara 1m1 b kom-
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fpaktifikaciju prebrojivog karaktera tada i samo tada'kada‘u 3};,
Z-poe%oji,podéinjenje v (definiciju podéinjenjﬁ videti.na ﬁf%L g
}275 u [2] ) tako da svaki méksimalan oentrirmn miﬁt@m~n%%quM'
hih u X skupova ima prebrojiv kofinalni deo, \ )

3.1, 7¢TEOREMA. Ako prostor X ima bikompnktifikacijn prebrb».

vjivog karaktera, tada je.
(1) X(X)=HK, 5  (11) w(X)< Xl <exph, ;

(111) X se moZe, kao zatvoren potprostor, potopiti u R

Sada éemo navesti nekoliko rezultata o (klapidnim) fupkei-
?jama ¢c 1 4 . Kako za Kurepa+8usliﬁbv broj ¢ vaifi: v(x)mé;
c(bX) za proizvoljnu bikompaktifikaciju bX (isté vaZi 1 za §
1 Tw ) ,to za ¢ treba posmatrati samo c(bX\»X). Osnnvni rww

zultati na ovu temu pripadaju Komfortu i Gordonu s & mogu se
énaéi u [36] 1 [140]. o

3.1.8. TEOREMA. Ako je k proizvoljan kardinal, tada pna*ﬁii
élokalno b;kompaktan prostor X tako da je
(1) e(PXAX)=k ;

ra

‘1:? .

(ii) proigvoljan prostor Y za koji je ﬁY‘\Y FX‘\X jn pae-
udokompaktan. (v.[140;8tr.124])

© 3,1.9. TEOREMA. Za dati kardinal k je c(PLNK) 2 X ko i
eamo ako X sadrZi kolekcijumo¢i k sastavljann od konul syum

pova {Ql oLek} tako da

§ (1) svaki U, sadrii nebikompaktan nul slup ;

i (11) =za oé£[3 skup U F\Uﬁ ge relativno bikompaktan.

%Za funkciju 4 -~imamo sledeée. kako je X gust w proir ﬁnljn
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bikompaktifikéciji bX, to je d(bX)=<d(X), to jest gaﬁtiha_né
raste prelaskom na bikompaktna proSirenja, Prvi pfimef:prdsa
tora za koji je gustina bikompaktifikacije manjn od ﬁuh+1ﬁn
prostora dat je u [35]' taj prostor je Q‘“prulwvnd Vuni!nnnm
primeraka dvotalkevnog diskretnog prostora I -, o
_(Ako‘je {sts és}'familija prostora 1 a tacka proii;ﬁda |

X:IW{X8:8¥ES}, tada je <25-proizvod ove familije prostora s
- baznom talkom a skup svih tataka i1z X koje se od 4 ramlikuju
u najvide prebrojivo mnogo kxoordinata(Korson).)

R.Levi 1 MekDovel u [100], koristeéi ¢injenice dn fdnnliﬁo
no preslikavanje i:X—X ima (jedinstvenu) mneprekidnu nesvod-

1jivu shvrdenu ekstenziju 'I}vﬁX~abX i1 da sme gﬁﬂtina ne menjo

| nesvodljivim preslikavanjima,“quazujuJda sve bikompaktifilkow
cije datog'prostora X imaju istu gustinu (oznadimo je sn d(ﬁX))

U [37] van Dauen daje unutradnju karakterizaclju prostora
X za koje je a([X)<k. | B

(Zasad je 4 jedina funkcija za koju je data fakvw karakte-
rizacija.) | | - | S

3,1.10, TEOREMA.(van Douwen) d((3X)5;k_akd i samo alko X
ima.k-centriranu bazu (to jest,bazu koja je unija ¥ centri-

ranih familija).

Dokaz. Neka je d((3X):gk i A gust podskup od PX na lA}ék; A
svaki,otvoren skup UcX stavimo Ex(U)=pX \ le_,)x.(x \U) 1 s ova-
ki x €A definidimo

°1Lx= {U : U je otvoren w X 1 x:CJx(U)}
Kako je A gust u [X, to je U= U_{ux': xeA} baza za X, Pro-

P's
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-verimo da Je U_ centrirana familija za svaki x cA. Zaisba,
ako Ul’Uz”“'U konaEnO'mnogo elemensta iz ql) , tada xﬁf‘}
Ex(U,) za sve j<i, to jest, x en{rx(u ):: ,ﬂ,..,,i} -
Ex((W{U 2 j=1 2,...,1}), te je {W{U $§=1,2,.. “}#ﬁ |
Obrnuto,neka je W = \J{IL cL<k} k—centrirana baza U X. anp'
bikompaktnosti prostora [X je (W{OlﬁX(U).Ueqii} 9. Biraguci
po Jjedno §L iz svakog ovakvog preseka, dobija ae'ekup A mo-~
¢1 <k. Fo, A je gust u {3X. Stvarno, ako je G praizvoijhn
otvoren skup u ﬁX i Hc:ﬁx otvoren sa Clﬁx(H)c:G, tada zbog

X NHAP, postodl o.-x 1 Ue U, tako an Jo Vil Ovo 1mplicivig
x € ClﬁX(U)ch.~;

U istom radu van Dauen daje karakterizaciju nigde lokalno
bikompaktnih prostora X (to su prostori koji ni u jedno} taﬁ
ki nisu lokalno bikompaktnl ~ ekvivalentno, za koje je ﬁX“\X
gust u &X) za koje je d((SX‘\X)<<k. |

3.1.11,TEOREMA.(van Douwen) Za proizvoljan njgdn lokalno
 bikompaktan prostor X je d(PXXX)<k ako i samo ako postoji
kolekci ja {% u£<kﬁ' familija podskupova od X tako da va¥i:

(i) svaka familija QEQ je centrirana ;
(11) U{@:o{<k} je T-vaza u X ;

’

(iii)(}{ﬁE BG.@Q} =@ za svaki o<k (zatvorenie uzetd'u 5)

Pitanje odnosa gustine prostora X i njegovog profiirenja Y
koje nije bikompakt, razmatrano Je u_[AO]; Dokazanq je

3.,1.,12+ TEOREMA, (a) Proizvoljan pfostor X teZ%ine ;ﬁexpk |
koji jeszvili T3 mo%e se dodavanjem novih k tadaka pbtdyiﬁ'
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ti u prostor Y istog tipa i gustine <k. (v.teoremn 1,4 u 14?3)

(b) pri dodatnim pretpostavkama teorije Bkupova,gvaki*ﬁer

stor X teZine < k koji je Hausdorfov 11li regularan 51{ pol- -
- puno regularan ili s prvom aksiomom prebrojivosti 111 lokal—
no bikompaktan ili bikompaktan moZe se pobtopiti i eepéiﬁbil&n
prostor Y istog tipa. (v. [40;teoiema 1s3]) ‘ | |

3.2, KUREPA = SUSLINOV BROJ; GUSTINA, TESNOTA

Vaé smo napomenuli da ispitivanja u vesl nma Kurepdeumlin@m
 vim brojem treba da idu u drugom' pravcu u odnosu na razmatran_
nja u prethodnom odeljku (jer je c(X)=e(Y) za proizvoljan brqw
stor ¥ u kome je X gust). Cinjenice da je c(U)<o(X) za proiF
z#oljén otvoren skup UcX, 8to se lako proverava, i da ¢ ni-
- nije monotona kardinalna funkcija, sugeridu sledeée pitanje:

Ako je dat prostor X, koliko mu novih taaka treba do-

dati da bi se dobio prostor Y u kome je X zatvoren 1

vaZi c(Y)<ec(X) ?

3,2,1, FNeka je X proizvoljan(potpuno regularan) prostor
teZine égexpk. Na osnovu teoremse Tihonoiay.x moZ%emo potopiti
n Tihoﬁovljev kub T=-Ieka tééine expk. Posmatrajmo sada pro-
stor - |

Y = T\(X\X), |
53 gde je zatvorenje uzeto u T.-U odnosu na topologijn (pot)pro-
3'stora Y sve tadke nagomilavanja skupa X pripadajun samom K,te -

; je X zatvoren podskup od Y, S druge»strane, Y je gust potprn%



stor 0d T, te je zato ¢(Y)=c(T)= %Q)(V¢t69femu 1;%;11);R1

| Na taj nadin je gore navedeni problem o umanjéﬂju,Kﬁrmpaaj
Suslinovog broja datog prosfora X refen, all ali jJe ovde 12 - .
dostatak 8to je skup Y\ X "veliki", to jest ima mnt}gfs"!:zéiﬁmkm'j

Razmotriéemo zato isto pitanje i na drugi nadéin.

3.2.2. Potopimo ponovo X\u T i volimo skup A= M\X . Po
teoremi 1;3.11 je 4d(T)< k. Neka je B gust ?odakup od T modi
4, k. Kako Je A otvoren podskup u T, to je trag skupa ﬁ'ga Ay
‘to jest skup C=ANB, pgust u A i, jaano,'kardiﬁalnnéhi jelggk.
Stavimo Y = X\JOU , lako 66 proverava da Jje X santvoren ﬁnhprmi'

stor od Y 1 da je Y gust u T, zbog &ega je c(Y)=c(T)= fﬁy

3.2.3, NAPOMENA. Ako je X proizvoljan T _-prostor 111 nuls.
q1menzion1 prostor tefine <« expk, tada -me po tenremi*léﬁbl o
X moﬁé potopiti u FeXPk , odnosno u'Deka,redoma Poptupajuti
ponbvb Kao u 3.2.2. 1 vodedi raéuna»o tome.da Je |

C(Fexpk) - C(Dexpk):: }40

a(F**PKy 2 x 1 a(D®FPE) <x, |
(8to prbistiée 1z teoreme 1.3.11) zakljulujemo da i ovakve préw
store moiemo dodavanjém <% tacaka potopiti (kao gatvoren pot-
iprostor),u prostor s Kﬁrepa~8uslinovim svojstvom. |
Prethodna razmatranja mogu se sumirati u oblilku sledede te-

‘oreme ( uporediti s teoremom 3.1.12),

3+244, TEOREMA. Svaki potpuno reguléran»ili-mo 111 nuldi-
_menzioni prostor teZine < expk moZe se dodavanjem ik novih
talaka potopitifkaolzatvoren potprostor u prostor ighég tipn

;s-Kurepa~Sué11ﬂovim svbjstvom b

»
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3.2.5. PITANJE, Mofe 1i se za neku kldeu proatora (te%iné “

k:>exp>ﬂ) prethodni zadatak refiti dodavanjnm rrsbxojivc mnb}-?;
go talaka .? '

f&smatrajmo sada sledeCe osobine progtora ¥ &
gi:dqﬁ)<k; 9) :d@x\xkgcf =
Iepitajmo pri kojim operacijama 8 prostorima i prl kakvim -
presllkavanjima se oluvavaju osobine -60 i 5Q

5 9
Lako jJe proveriti da je osobina <g) konadno adittha i

expk-multiplikativna. U prvom slulaju bikompﬂkbifikabija.guﬁ
stiné <k za topolodku sumu konalno mnogo prostora Je fﬂpﬂlbi‘:
8ka suma bikompaktifikacija pojedinih'prostora : drugi_deb.i _
tvrdénja sledi iz teoreme 1.3.11 i %oga 8to je H{ﬁxgﬁﬁ'eg}“.‘i
,bikompaktifikacija za H{X 8 eS},pri’éemu je lS{#mka.
Neka je sada d(ﬁx)Jik 1 neka je Y neprekidna slika pros-
- tora X pri preslikavanju f. Preslikavanje f ima_neprekidnu '
(Stounovsku) ekstenziju F: PX—fY 1 zato imamo
a(pY) <d(F(PX)) <a(pX).

Zna¢i, upravo je dokazan

”~

3,2,6, STAV., Osobina Epl je konadno aditivum, axpk&muitiw
plikativna i invarijanta je neprekidnih pfeélikavanja.
Sledeéi primer pokazuje da gi'nije inverznd 1nvarij@n§§

neprekidnih preslikavanja,

3.2.7. PRIMER . Uzmimo c=expf, kopija otvorenog jedinitnor
intErvalé j_(O 1) i‘posmatrqjmo PrOiﬂvod JC;_m‘hnnoquJ Jub

je bikompaktifikacija od J¢ i, po teoremi 1,),17, a(1° ) ,w
to jest, d(FJ?)*;%O . Proizvoljno preslikavanje f1 D(uwpn)ﬁﬁA
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J® je neprekidno. Medutim, prostor @D(expc) nije separabilan,

jer je B jedne strane \FD(expc)\=expexpc{?8],[57;teorema Q.ZV,
[Sl;teorema 3.6.11];a 8 druge za svaki Hausdorfov prostor ¥

(4%

je [X|¢cexpexpd(X) [82;teorema PospiSila, str.1%].
Iz teoreme 3.1.10 van Dauena i Zinjenice da otvoreno-zat-

vorena konaéno—kratha.preslikavanja (£:¥—Y je kona&no-kratno

ako je f"l(y) konadan za svaki y €Y) ne menjaju tefinu (v.zad.
1v.127 u [28]),prorodno izlazi

342,8, PITANJE, Je 11 gi inverzna invarijanta otvoreno-

zatvorenih konadno-kratnih preslikavanja ? _ ¢

Podsetimo sada da se preslikavanje f:X—Y naziva nesvodl ji~
vim ako je f(F)#Y za svaki pravi zatvoren podskup F u X, i da
je za dato preslikavanje £:X—Y , r#(A);{yé;Y:fwl(Y)fiA}, A X,

3.,2.8, LEMA. Neka je f:X—Y (neprekidno) nesvodljivo pres-

1ikavaﬁje i U centrirana familija otvorenih podskupova od X.

Tada je f#CUJ={f#(U):UerU{} centrirana familija u Y.

Dokas. Pretpostavimo da tvrdenje nije tadno, to jest nekn
postoji konadna podfamilija {f*(Ui):i=1,2,...,n} od f#(QL )
za koju je (W{f#(Ui):ifsn} ~@#. Tada je k

= ({TVE(X VT ):ien} = YV U{(X\U )11 ¢n} =
TAE(X N NU;:ign} e

odnosno,

I(X\ n{Ui:1$n} ):: Y.
Medutim, (\{Uitissn} je neprazan otvoren skup u X 1, kako j=

f nesvodljivo preslikavanje, poslednja jednakost nije moguin.
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Neka su sada prostori X i Y nigde lokalno bikompaktni, Téﬁf
da vaZi | }

3.2.10, TEOREMA, - -Ako je f:X%~q'(n@prakidnm) nogvodliivn

zatvorena surjekcija, tada je d(ﬁX‘\X)fék ako 1 samo ako jo
d(pY VYY) <k. (Drugim re¢ima, u klasi nigde lokalno bikompak-
tnih prostora osobina {PZ je invarijanta i inverszna invarija-

nta nesvodljivih zatvorenih preslikavanja.)

Dokaz. Neka je najpre d(@x \X)aék. Po teoremi 3,1.11 pou-
toji kolekcija {ll;: L <k] rfamilija otvorenih podskupova od
X tako da va%e uslovi (1)-(ii1) te teoreme. Posmatra jmo r@mié
11 ju {f#(QL%):J~<k} 1 doka%imo da ona takode zadovoljava
uslove (i)-(iii) teoreme 3.1.11. Kako Je f nesvodljivo pres-
likavanje, to po po prethodnoj} lemi za svaki ol<k je fﬂiqiu)
centrirana familija otvorenih skupova u Y. Po stavu 1 u satr.
360 u [2](v. i [111]),\j{f#(QLL)ulx:k}je N ~baza u Y. Osta-
je da se dokaZe (iii), odnosno da je za Bve'oia<k zadovol jeno
f){f#(U);Ue TLL}=¢. Pretpostavimo da ovo nije ta%no za neko o .
Znadi, Y‘\(W{f$(63:Uerd} £Y 1 zatdo je

ey n{E*T(TI):Ue w4 YA X, 114
VN {0 ue Uyl ) A X, to jest
f\{f‘1(£§?53:053u&} # 8.

Koristeéi dalje zatvorenost i neprekidnost preslikavanja f do-

bijamo

P # n{f_"l(f**(u) ve Uy} = n{x L ee(x \u):vU e‘L\E,&..

~= n{x) f‘_'l(m%[}& Ual =n{xn £ (e(x E)):‘[Je‘\v\,;i.}
Iz XA(XNU)OXN £°3(£(XVU)) 1 XNUSX\TU  imamo zatim




ﬂ{X V(X\VTU):U € {U,OL} P oamsﬁa
| NT : UE‘U&}ﬁ g,
8to protivredi pretpostavei o Q&L ‘ | o

Obrnuto, neka je sada d(PY\Y)<£Lk & %be:dudk} k&lékai; o
ja familija podskupova od Y za koju vaZi (i)w(iii) ﬁébréﬁé ;'
3-1;11. Tvrdimo da familija {f”l(XZL):oL<-k} 'ﬁéddVGija#ﬁf.
(1)-(111). Svojstva (1) 1 (1it) proveraVaju"be.baé Vééih‘ﬁdé
tedkodéa, dok osobina (ii) je sadr¥ana u veé pomenutom éokamu,'
staval u [R]. Teorema je dokazsna. |

, ®

Za razliku od gustine, tesnote razlifitih bikompuktifiknw
cija istog prostora mogu biti razlilite. Na primer; za:pros%
tor N je tElN)= ¥, (gde oll oznadava bikompaktifikae ju ja
noﬁ tadkom = bikompakfifikacija Aleksandrové), dokvje t(ﬁH)#
exp}%o[ZB;zad.IV.64]. Ali, ako je za‘aati‘proaturvx, t(ﬁx)éjv,
tadaﬂje f(bx)ésk i za proizvoljn? bikompaktifikaci ju b¥, jér
je ekstenzija i '(5X—»bx identinog prenlikavﬂni? i s X=X
savrieno presllkavanae, a ova preslikavanja ne nvevwvajn tnﬂm
notu [18 ;str.32], [2 ] [82;str. 10].

Pdstoje prostori prebrojive tesnote dije gve bikqmpaktifim'
kacije:imaju heprebrojivu tesnotu. Prvi takav primer je rant-
je pominjani prostor koji je u [102] kOnstrdisaa’Malihin,'m .
takav je 1 prostor ,Z; iz primera 3.1l.4, Znalajna istrm%iﬁaw'

nja u istom pravcu vriena su u {11] i uiéirbj i dopunjeno]
verziji: [2o]tog rada, kao 1 u [19]. | | oy

Iz teoreme Rancina (teorema 1.3.14) o ad1+ivnoq%i taunofp

i teoreme,la3¢13;Ma11hina 0 multiplikativnoati teanctﬂ bikom-

=
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pakta sledi . d

3.2.11, STAV, Osobina"imati bikompaktifikdei ju teshots f%hﬂ

Je konaZno aditivna i k-multiplikativnn,

UkaZimo sada né neke osobine prostora loji imajn bikninpbk~
‘tifikaciju prebrojive tesnote, | | . -

(Fapomenimo da na piténje Arhangeljskog:‘kakvi'prostmri imo -~
ju bikompaktifikaciju prebrojive tesnote ?{}O},jné uvek nije

dat zadovoljavajuéi odgovof.)

3,2,12, TEOREMA. Neka prostor X ima bikompaktno prodirenje
bX prebrojive tesnote, Tada A \ o

(1) X ima tadkovno-prebrojivu J=bazu ;3 ako Jje Jof '%ﬁ prod.
kalibar za X,xtada X ima prebdbrojivu T -vazu H

(11) (MA+1CH) Ako je X sa Kurepa-Suslinovim svo yotvom, to-
da je Mw(x)= Y i a(px)=a(x).

Prvi deo teoreme sledi iz teoreme 1.3.15(a) i 8injenica da
je  Tw(x)= Tw(bx) i ako je k predkalibar za X, tada je k K-
libar za bX [lB;str.42],{82;str,11]; drugi deo je posledlca
teoreme 1.3.15(b) i sledeéih lako proverljivih nejednakosti:
d(Px) < a(x) <a(px)tdK).

Iz toga 8to za svaki diadski bikompakt 7 i svaki ekstremal-
~ no nepovezan bikompakt B va¥i: w(2)=t(32) (v gtr.10) 1 w(B)=
- t(B) (v.[18;3.3. 12]) sledl, na osnovu klaew Enop metwiznviouuﬁ

f kriteri juma Urisona,

3020 13. STAV, Ako prostor X ima bilo diadsku bile ekgtre-

" malno nepovezanu blkompaktifikaciju prebrojive tpsno+0, tada

- Je on metrigabilan.
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Ragmatranje u tépremi ko ja sledi inspirisano je resznltatoi
Malihina [102] da za PeAR\N avaka bikompaktifikacija‘prostﬁ*
ra FU {p} ima neprebrojivu tesnhotu i utadnienjem Jefimovn an

je ta tesnota jednaka exp ¥, [50 teorema 2].

2.3.14, TEOREMA. Ako je X lokalnd bikompaktan prostnr,
pEipX‘\X i postoji savrieno preslikavanje £: AD D(k),gde
je X neki kardinal,a A= PX\ (x U{p},)*, tada X U{p}=Y ims bi-
kompaktifikaciju bY za koju je t(bY\Y)= M, . |

Dokaz. Kako je X lokalno bikom’paman prostor, to je (PxAx
bikompakt, kako je dobro poznato, Zato imamo dn je AU {p} PR
BX \ X bikompaktifikacija Aleksaﬁdrdvaﬁproétora Ai Dato save-
Seno preslikavanje f: A~4D(k)7mo§e-ﬂéfpro§iri%1 do ﬁeprekidnég:
preslikavanja F: ﬁx\ix-ﬁip(k) D(k)\){cd}, takd-da'sé‘F“lGﬁth
{p} (v. [28;V1.45]). U prostoru (X posmatrajmo relacijn ek-
vivalenci je rnrdatu'éa PRSI R |

ako x,y ¢ X , onda ery akko'iﬁ# ;
ako x,ye PX VX , onda xf§j ékko F(x)aF(y)
Poéto je ﬂX'\X zatvoren u (%X, £ saVréeno, gledi da Je o odn
zgo poluneprekidno razbiganje 51]. To znati da jJe prirodna
projekcija i AX— X/~ savréeno,prealikavanje. Prema tome,
imamo da je “P|(PX\X) homeomorfizam na olD(k) 4 PX/ns  @a
koli¢nik topologijom je bikompaktifikacija zé X\J{p} AN
Dakle, X\J{p} ima bikdmpaktifikaciju prebrojive tesnote,
jer je tELD(k))=R [ld] Ovim Je dokaz teoreme znvrnnn,

.15, PITANJE, Ako je f: Xw—-aéY ﬁdvrl‘ieno p*ynsl*ﬂmvnnjn Pro-
atora X prebrojive tesnote na prostor Y koji ima bikompalcbifl-
kaciju prebrojive tesnote, ima 11 i1 x takvu bikompaktﬂf)kahiﬁnv




4. KARAKTERIZACIJA KARDINALNIH FUNKCIJA

~

Ako je na odredenoj klasi topolodkih prostora zadata neka

kardinalna funkcija Y , tada Je prirodno posmatrati kako se
oné ponafa pri osnovnim apearncijama sa prostorima (prelavak ¢
na potprostor, proizvod, proSirenje) i pri pojedinim preslika-
vanjima prostora (neprekidnim, otvorenim, savrdenim i drugim).
Razume se da je potpuno prirodno ispitivati 1 sledede: ako je
data proizvoljna kardinalna funkcija Y koja zadovoljava neki
skup (prirodno) zadatih uslova, kakva je njena veza sa pozna-
tim kardinalnim funkcijama, odnosno kakve se jo3 ésobine za P
mogu izvesti iz tog skupa uslova. Ova glava posvecena je tak-

vom ispitivanju. Deo rezultata moZe se naéi u [86] 1 [9@ .

4,1, OSOBINE EKARDINALNIH FUNKCIJA

Neka je ‘Y kardinalna funkcija. Posmatrajmo sledele osobine
funkcije Y : |

(1) Za svaki diskretan prostor X jJe ‘P(X):lxl :

(2) Y(X)<« [x] za svaki prostor X ;

(3) ¥ je monotona kardinalna funkei ja,  to jéet, ako je A
proizvol jan podskup prostora X, tada je ‘P(A)< Y(X) ;
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(3a) Ako je A zatvoren podskup od X,tada je ‘P(A) \f(X), ©
(4) Ako je A gust podskup od X, tada je VD(A) \f(X), )
(5) Ako je A gust u X, onda je ‘P(A) > P(X);
(6) Ako je Y neprekidna slika od X, tada je ‘P(Y);sff(X);
(6a) Ako je £:X—Y neprekidna otvorena surdekoija, tada je
() < P(x); |
(6b) Axo je £iX—Y neprekidna bijekcija, tada je ‘f(x)<‘f(¥),
_(7);Ako Jje Xg[W{XB'sfss} proizvod familije prostora,vtqda'je
P(x)< |s] sup{ ‘P(xg) 18 es}- |
(7a) Y(X x 1) <max { P(x), (D)} ; | .
(8) Ako Je X=(J{Xg:s €8}, tada je ‘P(X) < |5| sup { ‘P(Xs) s es};
(9) Svaki potpuno regularan prostor X ima bikompaktifikaci-
 Ju bX takvu da je P(bX) < ‘A(X).

Jasno je da vaZe sledee implikacije:
(3)—(3a) 1 (3)—(8)
(6)—(6a) 1  (7)—(Ta)
(4)+(5) — jednakost u (4) 1 u (5).

we

-wse

PosSto prostor X=]1{Xs:s GS} sadr#i kopiju prostora Xg #a svdm
ki sisS, a projekcije su neprekidna otvorena preélikavamja, to
sledi,da ako 2adovoljava bilo uslov (3) bilo uslov (6a), on-
da je | | -
| \P(X)?sup{\/’(xs) s eS}
Dalje, ako (kardinalna) funkci ja ‘f’zadovolﬁava (7, taﬂa je
osobina "X ima bikompaktifikaciju bX za koju je ‘P(hx)«:k"

k-multiplikativna, dok je za funke  Ju ¥ xoja 7adov01Java (8)

ista osobina konadéno aditivna.
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U prethodnoj tablici prikazano je ponadanje nekih pogznatih |
‘kardinalnih funkcija u odnosu na osobine (1)~-(9). Neki od tih!
podataka mogu se lako proveriti, dok se za neke pozivamo-na<lin

vteratﬁru (pozivanje nije uvek na izvorni rad).

4.2. KARAKTERIZACIJA KARDINALNIH FUNKCIJA

4.,2,1, TEOREMA. (i) Kurepa - Suslinov broj ¢ je najﬁanja
kardinalna funkeija koja zadovoljava uslove (1), (4) 1 (6);
(11) Rospon 8 Je najmaﬁja kardinalna funkel ja koja zadovo@

1ljava uslove (1) 1 (3) ; =

(iii) Gustina d je najveda kardinalna funkeija koja zado-
voljava (2) i (5). -

Dokaz. (1) Neka je ‘P(X)=k 1 neka je € proizvoljna ce-
lularna familija podskupova od X. Bexz ograniéehja opBtomsti mo-
¥emo pretpostaviti da je [, maksimalna celularna.familija.’Zé~-
to Jje skup szj{U:Uefa} gust podskup od X, te-je prema (4)

(x) = YO< Y. |

S druge strane, preslikavajﬁéi gvaki Ue'C wu po jednu taldku
diskretnog prostora Z=D(|C]) Kkardinalnosti [ C] ,'dobija ge
neprekidno preslikavénje iz Y na %. Prema (1) 1 (6) sada Ge biti
el =) € P, |
Poslednja nejednakost i (%) daju el «¥Y(x), Bto znadi da e
(po definiciji e¢) biti i

e(x) < W(x).
Kako funkcija ¢ zadovoljava data tri uslova (videti tablicu)
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:tb je tvyrdenje dokazano. w@g

(ii) Feka je ‘Y(X)=k i neka je A proizvoljan diskretan potk. -
prostor od X, Tada je, prema (1), \f(A)zlA}, a prema (3), Y(4a)
< Y(X). zZnadi, |A| <P (X). zato je i

s(X)=sup'UAl:A je diskretan potprostor od X}“Q\P(X).
Posto s iédovquava data dva uslova, to je zaista najmanja kar-—

dinalna funkeija koja zadovoljava (1) i (3).

(141) Ako je d(X)=k i A (proizvoljan) gust podskup od X sa
|A] =k, tada iz (5) sledi \P(X)~é Y(A), dok je prema (2), (1)
4 |A] =k. Zakljudujemo da je P(X)< a(X). Dokaz mavrdavamo prig-
meéujuéi da gustina zadovoljava (2) i (5). )

4,2.,2. PRIMEDBA. Na potpuno isti nadin kao 8to Je dokazano

(11) u prethodnoj teoremi, dokazuje se da je p najmanja kar-

dinalna funkcija koja zadovoljava (1) i (3a).

4,2,3, PRIMEDBA, Ako je X parakompaktan prostor i kardinal-
na funkcija ‘P zadovoljava (1) i (3), tada je 1(X) < V(X).

Zaista, neka je ‘Y(X)=k i, suprotno tvrdenju, 1(X)> k. Neka
je fP otvoren pokrivad prostora X, &iji je svakl podpokrivad |
sastavljen iz vie od k C¢lanova. UpiBimo u ovaj pokrivad loka-
lno konadan podpokrivacd ga*(éija ée kardinalnost takode biti
veéa od k). Iz svakog UG.pé6 izaberimo po jgdhu tadku x(U). Jo-
sno, ona moZe biti sadrZana u najviSe konalno mnogo Clanova iz
P*. Stoga postoji AP tako aa je [Al=/P¥ >k 1 x(V)kx(V)
za U,ve A takve da je UAV. Skup

A={x(U): Uef&}

je diskretan prema nalinu konstruisanja i kardinalnosti je > k.
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éato je, prema (3) i (1),
VY(x) »P(a)=1A] > K,

5to je suprotno pretpostavei.

Kako su u metrilkim prostorima funkcije ¢ i d jednake [28],

to se iz teoreme 4.2.1 nepdsredno dobija

4,2,4, POSLEDICA., Ako je X metridki prostor i P kardinalna

funkcija, tada je V(X)=c(X) ako 1 samd'ako P zadovoljava (1),'
(2). (4), (5) 1 (6).

4,245 PRIMEDBAS U prethodno] karakterirnei )l Kurepn ~ Sun-

)
linovog broja za metrilke prostore moZe se uslov (6) izostaviti

i istovremeno (4) zameniti sa (3).

. o

Dokag. Neka je X metritki prostor i neka je c(X)=k.

PokaZimo najpre da je c(X) < Y(X). Poznato je [36;teorema {l'
da je u metridkim prostorima Kurepa - Suslinov broj dostiZiv, to
jest postoji celularna familija (u X) moéi c(X)=k. Izaberimo iz
svakog &¢lana te familije po jedan elément i dobiéemo skup A ko-
ji je diskretan potprostor-od X i mo¢i je k. Zato, prema (%) i
(1), dobijamo o

Y(X) > Y(A)=]A] =k=c(X).

DokaZimo sada obrnutu ne jednakost c(X) » Y(X). Za svaki pri-
‘rodni broj n posmatrajmo pokrivad if; prostora X (otvorenim) =
skupovima dijametra < 1/n. Neka jJe %3n kolekcija svih celu-
larnih podfamili ja od .gl parcijalno uredena relacijom ink-
luzije {quéto svakil lanac u f?n ima gornjin granicu (to

je unija elemenata tog lanca), to po lemi Zorna . Ezn ima mak-

simalni element ‘Atn’ Jasno, zbog c¢(X)=k Je l/%n’é§k4 Iz sva~
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j“iéna familije ﬂ(n izaberimo po jedan 91emwnt 1 da ﬁn o
A=U{Aq:n en}.
sume 8¢, [A| <Xk. DokaZimo da je A guat n X. U suprotriom pos-

i':'_P¢Kv to jest, p €X tako da je r(p,A) > D, gde T énmmﬁé%m

:iku u X. Postoji i eN tako da je r(p,Ai)>'r(p,A)>>]/j» Ta-
'tvorena kugla s centrom u p i dijametra 2 1/1 ne sete ni
n 61an Iamilije /%i,éto je nemogude zbog mnksimalnnnti
_amilije. Znadi, A je gust u X, Prema (5) 1 (2) dobitn ae
P(xX) « P(A) = [A] & Kemo(X) e
dokaz je kompletiran.

apomenimo jo& da se (s8li¥no) moZe pokazatl da je kérdinﬂlun

ﬁﬁkcija'\P definisana na klasi bikompakta Eberleina jednaka ¢

tiSamo ako madovoljava (1), (2), (3) 1 (5): (v. [86])

'ﬁikompakt X se naziva bikompakt Eberleina ako u njemu pogés'
c{-taﬁkovno-kqnaéna famili ja guotvorenih % —skupova tako
féﬁi: za proizvoljne razlilite talke x 1 y 1z X postoji Uég?

0 ji sadrZi samo jednu od tih tadaka [12;stf§29].)

Iz teoreme 4,2.1 i nekih ranije navedenih teorema dohjjﬁ e

4,2.6, POSLEDICA. (a) Ako kardinalna funkelja \f)zath011av:

uélove (1), (4) 1 (6), tada je proizvol1an linearno nreden pro-
%or‘x ili proisvoljan sekvencijalan bikompakt X 114 p&nudnvddi~
jglan bikompakt X ili Hausdorfov prostor s prvom akwiﬂmqm Pro—
brojivosti | | | ;A N
‘ IX| < GXP(\P(X)) (v. teoreme 133.18; 2;1;6;11,3¢20(iii)}g

iékd je X dl=rastegnut bikompakt, onda je
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|X| < expexp( V(X)) (v. teoremu 1.3. 17), | |
(b)) Ako je X nasledno normalan prostor 1ili hikompakt i kn]t}

;se ne moZ%e potopiti ﬁN,VDkardinalna funkaed ja roje madevol jorn
(1)p (4) (6), onda je S’(X)(pxp( XO(‘{)) (w. [} {':pﬁé-}r;wnl); |

(¢) Ako kardinalna funkeci ja \P zadovol1ava (J) i ( ') 4 tada

za proizvoljan Hausdorfov prostor X jJe

X} <expexp( W(X)) 1 of(X) < expexp( P(X)) (v.teor,1,3.16)

‘ako je X ol-levi bikompakt, tada je |X| < ‘P(X) (v.teor.1,%.17):

- da za proizvol jan Hausdorfov prostbr X 8 %deijngonnlmm wvahil

(d) Neka kardinalna funkeija Y zadovoljava (1) 1 (3&); To-

| o
[X| <exp(YP(x)) 1 KH(X)<exp( (X)) (v.teorenu 1.3.22);
(e) Ako je ‘P kardinalna funkeija koja zadovoljava (1) 1 (3),

‘a HD funkei ja koja zadovoljava (2) i (5); f@da je yn ﬂV3ki

'QHausdorfov prostor )

\EJ(X) <£ exp( f(X)) (v.tédremu 1«3»19);

‘8ta viBe

‘ako je X bikompakt, tada je Sf(X)sg‘ﬁ(X)+ (v.toornl;ﬁalg);
ako je X diadski bikompakt,onda® je ‘£(X) = 7 (X) (v.etr.10),
4.,2,7. NAPOMENA. U {e) prethodne posledice vaii strofa nejod-

nakost: za svaki Hausdorfov prostor X Je kﬁﬁ(x)sgexp(ﬁg(x))@

Zaista, ako pretpostavimo da tvrdenje nije tadno, onda pog-

toji Yc X tako da je VD(Y):>exp(§D(X) Kaka je po pretpostay- -

ci“f‘ﬁmnotona (kardinalna) funkcija, to je SD(Y)f’ (V), 0l

kle se dobija

W(Y) >exp( \JO(X)) exp( W(Y)

vao, medutim, protivreéi rezultatu (e) (jer je Y Hauqﬂnr(ov ro-

stor).
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Jasno, sli®ne stroZe rezultate od rezulteta W (e) dobiJamo

i za sluéajeve bikompakta i diadskih bikompakta.

~ 4.2.8. TEOREMA. Neka je ‘P.kardinalna ﬁunﬁﬂija,kojé madovos
1java uslove (1), (3) i (7). Tada B

(1) Y@=k i osim toga P(DA(k)k*)gk"” ;

(11) P([{Xq:8 e5])z]sl ; | .

(111) U klasi nuldimenzionih prostora teﬁjna W je na jveéa

kardinalna funkecija koja zadovoljava data tri uslova.

Dokaz. (1) Proator DX andr#L Alnkretan potproator A nod! Iy

Taj potprostor definifiemo aa
.A={£"‘eDk: x,=1 1 x,=0 za (zréo_é} , ek,
Prema (3) 1 (l) tako dobijamo
Py 5 Pa)=[A] =k,
‘a prema (7) 1 (1) je
| Y0y <k P(D)= k.
Za dokag drugog dela koristimo jedan re7ﬁ1tat Myeielalcog, Io-
j1 kaZ%e da se D(k*) moZe (kao zatvoren potproabor) pn1np!11 n
D(k)k (v.,na primer, [79 str. Bj]). Zato imamo
Po(x)X ) 2 xt Y(n(k) )= x+ k=k* (prema (1) 1 (7))
-1 takode “
Pow*) » > PO0M)=k* (prema (1) 1 (3)),.
éto daje
\V(a(r)*" )=k*,

(Jasno je da smo u drugom delu (3) mogli zameniti slabijim (3&)

(11) Podto (zbog pretpostavke da su svi prostori Tq) pxus

— -

tor H{XS:B E‘S} sadrZi skup D{S‘ , to je prema (3)
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\Y( [{xa:8 es}) » P!
odnosno prema (i)

\)0( ﬂ{Xs :sC—S}) > 15| .

(11i) Neka je X proizvoljan nuldimenzioni proster te%ine
w(X)=k. Po, teoremi Aleksandrova (teorema 1.3.1), X mo¥emo po-
topiti u Kantorov kub Dk; Na osnovu uslova (3) je tada \P(X)g
AfP(Dk), odnosno prema (1) u ovo} teoremi,'\f(x)sgk. znadi, w(x)
> Y(x). |

1z tablice (str, 64 ) se vidi da w zadovol Java data tfi VW~

lova, Kto zna®i 4a je tvrdanje dokazano. )

3

4.2.9. POSLEDICA., Ako funkcija Y zadovoljava (1), (3) 1 (7),

a f:lW{XB :SEES}-er je neprekidno preslikavan]je, pri Cemm su
svi prostori Xg i Y Hausdorfovi, tada iz PI)<ex 1 d(XS)<icfk |

za svaki 8 €S, sledi da f zavisi od manje od k koordinata, to jesi]

'postoji S;cS sa |Sjl<k tako da svake dve talke x 1 y &ije su

§y~koordinate jednake vaZi f(x)=f(y). (uporediti sa posledicom
u [B2;8tr.123])

4.2.10, NAPOMENA. Ako funkcija Y zadovoljava (2), (%), (5)

i (7), tada za proizvoljan potpuno regularan prostor X vaZi

\P(X)é W(X) .
Stvarno, potopimo X uvTihonovskiwkub-Iw(X)@/Irema (3) 1 (7)
dobiéemo
Y(x) < PAYEN) < wx) Y(1).
Prema dokazanom u teoremi 4.2.1 sledi da je, zhog (2) 1 (5),

¥R1)5;a(1),}<o , te zato prethodna nejednakost poatale Y(X):
w(X). |
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4.,2.11. TEOREMA, ﬁekaAje Y xardinalna funkei ja kfb;}al?p938.(1f_vs;;'?**f’f
voljava (1),(3),(6) 1 (7). Tada je:

(1) Y( Ni{xs :ses})=(s| sup {'\P(Xg) s €5} ;

(1i1) U kxlasi bikompakté teZina w je najvedn kardinalna
funkei ja koja zadovoljava data Cetiri uslova i |

(111) Ako_\f9 sem oviz nslova zadovol java i nslov

(**) ako Je f:X-—Y neprekidna nesvodljiva sdrjekcijm,
tada jJe  Y(X) < Y(Y), |
onda je za svaki bikompakt X, Y(X) < qw(X) ;
(iv) Ako je X bikompakt i \P(X)<:k, tada je za bar jednu

©
tadku x X, Mx(x,X)<k ;

L3

(v) Ako je X ekstremalno nepovezan‘bikompakt 3 \P(X)wtk}
tada je X(x,X)<k za bar jedno x € X.

B

Dokaz., (i) Po (i1) teoreme 4.2.8 iz (1),(3) i (7) imamo

P( ﬂ{Xs 18 GS});:ISI. Prema (6), zbog neprekidnosti svih pr-
ojekcija, dobijamo \P( H{XS '8 ES})2>HD(XS) za svaki 8 €8,

(Na osnovu primedbe na 63, strani, vidi se da se ovde (6) mo-
e zameniti slabijim usXovom (6a)). Ove éinj@nice za jedno an

(7) dovode do zakljulka o jednakosti u (i).

(i1) Poznato je da je svaki bikompakt X teZine w(X)<k nep-
rekidna slika nekog zatvorenog podskupa H Kantorovog luba D',
Zato je prema‘(G),'\P(X).S\P(H),“dok'jé’pféma‘(3),?¥%}U:;YKDR):"
%'to jest \P(H):ék,prema (i) iz teoreme 4.2.8, Dakle,‘f(x) <
 w(X).

Poétb u klasi bikompakta w. zadoVoljaVa data cetirl ugiom

va [18;8tr.54]: [82;5tr.103], to je tyrdenje potpuno doknrano,
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(ii1) Neka je X proizvoijan bikompakt za koiji je [WW(X)mk;F
Po teoremi V.I.Ponomarjova (teorema 12,1 u {111]) postoji ne#
prekidno nesvodljivo preslikavanje prostora ¥ na bikompalb ¢
teiine/k. Prema upravo dokazanom u (11) ove teoreme, Lmamo
V(1)< w(T)=k (zbog (1),(3),(6) 1 (7)), a uslov (%) dnje
Y(x) <f(Y), te je konadnmo Y(X)< k=Tw(X), |

(iv) Pretpostavimo, suprotno tvrdenju teoreme, da je za svo--

ki xeX zadovoijeno | fo(::,x); k. Po teoremi 1.3.10 fﬁnpifovsm
kog, tada se X moZe neprekidno preslikéti na Tihonovaki kub
1K, Zato (6) dage \(X)3 P(1X). Prema (11) 4 ovoj teovemt @
1 &injenici da je I bikompakt imamo ¥k1)<;w(x)n><o, Sada pre-
ma (1), (3) 1 (7) dobijamo '

Y@ > P kP )=k,
Sto je kontradikeija.

(v) Reka je X(x,X)> k za svaki x€X. Tada se po tooremi
1.3.7 X moZ%e neprekidno preslikati na Kantorov kub Dk. Pro-
(6) Je zato \P(X),Z\P(Dk)’ odnoano HD(X);,k na oanovu (i)
teoreme 4.2.8. Ovo je, medutim, suprotno pretpostavei NW(X)<k@

| Teorema Jje potpuno dokazana.

Iz teoreme 1,3.8, teoreme 1.3.9 1 upravo dokazane teoreme

‘lako se dobija sledeéi

4,2,12, STAY., Ako za kardinalnu funkoiju_‘f)kmja zadovol jr-

va (1),(3),(6) 1 (7) 1 bikompakt X wva¥i
(a) Y(X)<log(x*) (8)  P(X) <Logk
tada je (a') nm(X)<x i (b ) m(X)<k; redom.

oa
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i

: Iz teoreme 2.1.6, teoreme 15 u [16]: za svaki aﬁ«rastegnut‘%d
3 bikompakt X je w(X) < exp(e(X)), zajedno sa (i) u teoremi 4;2$1)
1 (11) teoreme 4.2.11, dodija se |

4.2.13., POSLEDICA. Ako su \P. i »02 kardinalne fnnﬁﬁiﬂh fum

2 Kve da prva zadovoljava uslove (1),(3),(6) i (7) a druga (1),

- (4) 1 (6), tada za svaki aﬂ—rastegnut bikompalt X 1 evaki pae-
- udoradi jalni bikompakt X vazi

\70*1(X)\<.exp »DZ(X).

4,2,14, PRIMEDBA. Za klasu diadskih bikompakta mo¥e me un~-

‘ | °
lov (3) u osenjivanju toe¥ine prowtora ( (11) n teoreml 4.2.11)

R}
~a

izostaviti.

Zaista, prema teoremi 1. 3 2, dladski bikompakt X te#ine k
je neprekidna slika prostora Dk 7ato 39 prema (6), (7) t (1),

;redom,

P(x) < V0¥) < x (D)= K,

to jest, V(x)< w(X).

' Sta viSe, mo¥e se umesto (1) uzeti uslov (2) i te¥ina Go -
ibiti na jveéa kardinalna funkci ja definisané na klagi diadg-

%kih bikompakta koja zadovoljava uslove (2),(6) 1 (7).

Iz primedbe 4,2,14 (1 teoreme 4 2 11), (11) n teoreml 4.2.1
i éinjenice da je za svaki diadski bikompakf w=s (v. #tr,20 ),

dobija se vaZna

4,2,15, POSLEDICA. Kardinalna funkei’ja deefinisana na kla~

81 diadskih bikompakta jednaka je teZinl w ako i samo ako zado-
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"voljava uslove (1),(3)1(6) i (7).

Istaknimo da su ova Setiri uslova ( (1),(3),(6) + (7Y )

nezavisna. Zaista, kardinalne funkeije

|Zl, ako je X diskretan :
= - m e fyaki ¥
8, d, P XX), u suprotnom ! \Y(X) %% za gyakli X

zadovoljavaju, redom, svaki od datih uslova osim uslova (7),
(3), (6) 1 (1), redom.

U vegzi Ba ocenama za d 1 B8 datim u teoremi 4.2.1 dadéemo i

Bledeéeo ]
3a cp(x) oznafimo prostor svih neprekidnih realno-unainih

funkeci ja definisanih na datom prostoru X u oﬁnonu na topnlo-
gijun potprostora stepena Rx(topologija taékomne konvergenvije)
‘ga datu ksardinalnu fnnkciju V’(i dati pros+or X) stavimo
$(x)= P(Cp(X))-
Jasno je da jJe potpuno logilno slededée nalielno pitanje:
Ako funkci ja \P zadovol java odreden skup uslova, koje uslove

gadovoljava funkcija P ?

”

Evo odgovora ga dva takva skupa uslova (povezanih sa 4 i n),
Neka:\o gzadovoljava uslove (2),(3),(5) 1 (7), Tada imamo
Pepx)) D™ x| P(R) < ((111) n teorent 1,2.1)
<|xla(r)=1%/,
”odnosno, Qb(X)‘iIXl
Neka sada P zadovoljava (1),(3),(5) 1 vslov
5 W H{Xs :sG«J) I3 \smp{ﬁ%xg)’st*}
Tada je '
Piep(x)) Sl () \P(R)<']-{;(3)((j_1) teorema 4.2.1)
>|xls(R)=x]. |
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Dakle, va%i sledeéi (jednostavan) Y
4,2,16. STAT. (1) Ako funkoija Y (2),(3),(5) 1 (7); badn'
q) zadovol java (2);

(11) ko P zadoveljava (1),(3),(5) i (*ﬁﬂ; onda. i6 wa p?ﬂw
1zvoljan prostor X, P(X)» |X]|. |

Napomenimo jod da akoﬁ\P zadovol java (6b), tada cb.zédoﬁﬁ?
ljava (6). Stvarno, ako je f:X—Y neprekidna éﬂrjeknijn,‘fadm
~Je preslikavanje T:C,(Y)—0C(X) definipano oa T(g)~ pof ne=
prekidna bi jekeija, pa je prema (6b), \P(CP(Y)) \P(OP(X))*Oﬂﬁ
nosno q)(Y)<sd)(X), 8to je uslov (6). ’ : @

Na kraju dokaZimo 1 slededéu teoremu o pseudokaraktern topo-

lofkih grupa, 3 - S

4.2,17. TEOREMA. U klasi topolo3kih grupa paeudokﬁrakhar*y
'je najveéa kardinalna funkecija koja zadovoljava uslove (6b),

(7) 1 uslov

(1) =za svaki metridki prostor X Je \P(X)m}{\

o L]
Vi

Dokaz. Kako \V zadovol java data tri uslova (v. tabelu u /1.1)
to je potrebno samo dokazati da ako je'\P proizvoljna kardinal-
na funkcija definisana na klasi topoloékih-grupa kbja_zadoﬁom
ljava date uslove, tada je VDQfV. Neka je G proiwvoljna topo-
lo8ka grupa sa '\V(G)=k i czgfamilija otvorenih podskupm&a nd
¢ takva da je N{U:ve B} ={e} 1 [B] <« x (e je newtral v 4).

Za svaki ve B postoji neprekidno preslikavanjie LRSS 1”, gl e
je My Qé%rizabilan prostor, tako da za svako x € G poabojl Qkum

1ina Vx za koju je fﬁl(Vx)c:xU (v.,na primer, [23;star 1.7]).



11
Di jagonalni proizvod f preslikavanja fU,IIGGB , Je neprekid%'
na bijekcija iz G na H{MU:UQ f)%} = M. Zato je prema .(Gb),)
(7) 1 (M), redonm, . o
Yle) <P(m) < /ﬁlsup{\D(MU):Ue@}slﬂl- M = | Bl < x,

8to jJe 1 trebalo dokazati.
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