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- TRODIMENZIONALNO TELO -



1.1, UVOD

| Posle naglog razvoja i ogromnog broja zmnacajnih radova
i teorija, mehanika kontinuuma jednokomponentalnih materijala kao

 da poslednjih godina dozivljava izvesnu stagnaciju. Nove teorije

ne daju neki znadajniji doprinos u njenom razvoju. Izgleda da u
zadnje vreme, bar prema broju do sada objavljenih radova, dolazi
do naglog razvoja mehanike kontinuuma heterogenih ili videkompo-
- nentalnih materijala, takOZvanih_meéavina.fTo siroko polje istra-~
- Zivanja otvorili su bas oni najeminentniji naudnici koji su i da-
~ 1i najveci doprinos razvoju mehanike kontinuuma Jjednokomponental-
: nih materijala ( Truesdell, Eringen, Green, Naghdi, Coleman, Noll
i dr.). Glavani razlog tako intenzivnog razvoja mehanike kontimuue-
- ma heterogenih materijala je u tome 3to je velina tela u prirodi
' me$avinskog karaktera.
o Da bi se shvatilo 3ta je meSavina i kakvih meSavina u
-ﬁrirodi ima, kao i procenile teékoée koje se javljaju pri teorij-—
skom opisivanju njenog ponasanja, najbolje je obratiti se hemiji
i hemléarlma. |

_ Sa gledista hemicara ceo spoljasnji svet se sastoji od
sme se ilime 5 av ine raznih vrsta materijala. Sastavni
delovi neke smese koji u svojo] unutraénjOSti imaju iste osobiné,
zovu se f az e 1ili s as t o jc i (komponente). Pojedine
faze su razdvojene granidénim povrsinama na kojima se osobine me-
njaju skokovito.

2a faze ili sastojke kaéemo da su h o m o g e n e
(gré. homois=jednak, genos=vrsta), a smese ili meSavine su h o -
Tt erogene (gré. heter0s=razliéit). Prema tome moZemo raz-
likovati homogene i heterogene sisteme. '
Gista voda ili komad zlata su homogenl sistemi.

o Heterogeni sistemi mogu biti vrlo razliditi. Tako je,
na primer, granit smesa (meSavina) tri razliéi%e fage (sastojka):
kvarc, liskun i ortoklas; od kojih svaku mozZemo raspoznati golim -
okom. MesSavina sumpornog i gvozdenog pPraha sastoji se od dve ¢&vr-
ste faze koje se mogu raspoznati pod lupom. Suvi-pesak i vazdul

su dva sastojka Jedne mesaVLne. Mokar pesak Jje meSavina évste 1wﬁﬁ



2

5 Ako razmutimo glinu u vodi, dobijamo s us pemnszili-
j u, koja ¢e se posle 1zvesnog'vremena, éto zavisi od veliline

éestlca, razdvojiti. .
Razmuéeno ulge i voda daju emul z i j u, koja ée se

takodge vremenom razdvojiti na svoje sastojke.

Dim je meSavina &vrstih Cestica uglja i vazduha.
M a gl a Jje medavina sitnih kapljica u vazduhu.
- | | Kada su razlidite faze u ﬁekoj mesavini medjusobno pPo-
' meSane u krupnijim ili sitnijim dimenzijama, tada govorimo o
s tepenu disperzitetTa tTe mesavinee Smanjivanjemn
?-dimenzija povedava se disperzitet i obrauto.
. Ako su Sestice me$avine tako velike da ih moZemo raspo-
; znati prostim okom ili pod obic¢nim mikroskopom, onda su to k r u-
f-p ne ili £f iz i ¢ ke dlsperzlae. To su disperzije do o lf« i
tu spadaju navedene mesavine. | | o

| Ako su dimenzije éestiqa_ispod o,00l 4 , onda su to
"molekulske disperzije.Tosu pravi rastvori
~ kod kojih se nikakvim opti¢kim sredstvima na mogu razaznati poje-
dini sastojci. Na primer:"rastvorgéeéera u vodi.

OCigledno je iz igzloZenog da se pri proucavanju hetero-
genin materijala, odnosno meSavina, nailazi na mnogo vecée teskode
nego kod jednokomponentalnih materigala. Zbog slozenosti problena
" koji se namedu pri ispitivanju ponaSanja meSavina, pojavile su se
razlidite teorije. Sve one, u vedoj ili manjoj meri, koriste razna
uproddéenja ne bi 1li se, uz pomoé'analogije sa mehanikom kontinuuma
jednokomponentalnih materijala, doslo do odgovarajuéih zakljulaka
koji bi vaZili za medavinu u celini. Medjutim, iako ima dosta ra-
dove iz ove oblasti, svi se oni baziraju na jedan od slededa dva
prilaza. | ' _

Jedan od prvih prilaza teoriji heterogenih materijala
dao je C.Truesdel 1960. godine [T?] . Na osnovu njegove teorije
‘Postuliraju se posebni zakoni balanSa nmase, koliéine kretanja, mo-
menta kolicine kretanja, energije i entroplgshe nejednakosti za '
svaki sastojak meSavine. |

A E.Green 1 P.M.Naghdi su dali drugaciji prilaz teoriji
heterogenih materijala. On se sastoji u pbstuliranju zakona balan-—
sa energije 1 entropijske nejednakosti za sastojak mesavine zajed-
sa uslovom superponiranog krutog kretanja.
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L ZajedniCki za oba prilaza, koji, kao sto smo istakli,
:'predstavljaju bazu razvoja svih ostalih teorija iz ove oblasti,
 gu slededéa tri fizidka principa koje je postavio C.Truesdell:
. '~ a) Sve osobine meSavine moraju biti matematilke posle-
. dice osobina sastojaka,
f' b) Da bi se opisalo kretanje sastojka, mo¥e 5@, Zami-
E\éljenor izdvojiti sastojak od me3avine pod uslovom da na odgova-
firajuéi nadin .zamenimo dejstvo drugih sastojaka na njega,
 ' c) Kretanje me3avine je odredjeno istim jednadinama
" kao i za prosto; jednokomponentalno telo.
L U daljem razvoju teorije heterogenih materijala, odno-
j'sno meSavina, pojavili su se radovilkoji ne tretiraju mesavinu
; kao klasilan model kontinuuma, veé kao mikromorfni kontinuum.[é],
[5] . Kﬁda.se, na primer, radi o~polikristalnim mesavinama, zI~-
nastim materijalima ili fluidnim.suépenzijama, klasi¢ni model kon-
- tinuuma ne mo%e realno da opise njihove ponaSanje. Zato je mnogo
- pogodniji model Xkxontinuuma sa'miqustrukturom. Medjutim sa stano-
vidta mehanike kontinuuma krajnji'reZultat je uvek srednja vred-—
nost individualnih kretanja ove strukture. Za takav materijal
C.Eringen ﬂ}i] je izveo zakone balansa koristec¢i opste zakone
balansa. To je 1 bio glavni razlog zbog Cega smo se u nadem ra-—
du opredelili za takav prilasz. Prl tom smo, koristeéi rad [}i]
izvell zakone balansa za sastogak i celokupnu mesavinu i1 za teo=-
riju proizvoljnog stepena. Pokazalo se da su rezultati u radu
Jspecljalnl sluc¢aj nasih rezultata, sto znadi da Je nasa teoriga
opétija.-' .

| Mi smo u nadem radu izveli jednadine balansa mase, ten—
zZora mikreinercije, kolic¢ine kretanja momenata kolic¢ine kretanja
proizvoljnog stepena, energije 1 energije proizvoljnog stepena i
entropijsku nejednakost za sastojak i celokupnu mesdavinu, pretpo-
stavljajuéi da postoje hemijske'reakcije u mesavini. Cil]j nam Jje
" pbio da se izvodjenjem odgovarajuéih-jednaéina balansa viseg ste-
pena dodje do odgovarajuéih zakljucaka u pogledu opravdanosti po-
stoganaa navedenog fizilkog principa ¢) ili fizidkog smlsla jed-
naélna balansa viSeg stepena.

Koristeci izvedene zakone balansa za trodimenzionalno
telo, mi smo teoriju prodirili na dvodlmenZLOnalng (1juske)i jedno-
‘dimenzionalna (3tap) tela. Za étapove_smo izvell i konstitutivne
Jednacine. | |



1.2. ISTORIJSKI RAZVOJ

Ny Osﬁove matematitke teorije mesavina prvi su predloéili
A Pick (1855) i J.Stefan (1871). Oni su pretpostavili da je meSa-
;vina gsuperpozicija od n prostih kontinuuma, od kojlih svaki ima
; individua1no kretanje i da se u bilo kom trenutku vremena t u
fusvakoj tadki I medavine nalaze svi sastojci. Takva formulacija
- meSavina je ostala i do danas. | ' ' |

5_ Moderna faza teorije meSavina datira od 1957. godine,

. kada Jje C.Truesdell [7ﬁl predloZzio izvodjenje Jjednalina balansa

- meSavine nezavisno od njenog sastava. Kasnije, na osnovu teorije
izloZene u [B8] C.Truesdell postulira posebne zakone balansa ma-
se, koliCine kretanja, momenta kolicine kretanja, kao i entropij-
ske nejednakosti za svaki sastojak mesavine.

Generalizaciju Truesdell-ovog rada, ukljudujuéi elektro-
magnetne efekte, dao je P.D.Kelly [6] . Koristec¢i opdSti integral-
ni zakon balansa, Kelly izvodi balans mase, kolic¢ine kretanja. i
energije za svaki sastojak. On takodje izvodi uslove skoka na po—
wriini diskontinuiteta. '

| Oko 1964. godine pojavljuju se radovi nekolicine autora
sa idejom da se termodinamika prostog ( jednokomponentalnog ) kon-
tinuuma prosiri na meSavine. Prvi objavljeni rad u vezl s tim po-
tice o0d A.C.,Eringen-a i J.D.Ingram-a [24].1 to predstavlja prvi
realniji poku3aj formulacije termodinamicke teorije mesavina, gde
je dopﬁéteno da sastojci imaju razlicite temperature.

Teorija mesavina se 1 dalje razvija i neki od prilaza
predstavlijaju polaznu osnovu ¢itavom nizu autora. Tako A.E.Green
i P.M.,Naghdi [}5] prvi postuliraju_zakoné balansa energije 1 en-
tropijske nejednakosti zajedno sa principom invarijantnosti na
superponirano kruto kretanje za svaki sastojak mesavine. Medju-
fim, ilustrujuéi svoju teoriju na dvojnu medavinu ( meSavinu sa
dva sastojka ) stisljivog Njutnovskog fluida, izvode pogresan za-
kljucak 0 parcijalnom pritisku, koji se razlikuje od onog koji
daje klasicéna termodinamika. - |

ZnaCajan doprinos razvoju teorije medavina dao je I,

F-T

Mﬁller {}5] . Njegova teorija je u skladu sa klasidnom termodi-
namikom i om daje odgovarajuéim velidinama fizidka tumadenja.



Suétlna njegovog doprinosa je prvo u tome Zto predlaZe, 5to je i
;c Truesdell posebno istakao [EK], najpravilniji izbor nezavisno
fpromen131V1h koje se unose u konstitutivne jednacine. Drugo, nje-
fgov dopranS se odnosi i na pitanje korektnog oblika entropijske
*negednakostl. U svom radu " Termodinamicka teorija medavina flui-

‘ga " , Muller kritikuje zakljulak Green-a i1 Naghdi-a u vezi sa
fpar01jaln1m prltlskom, jer nije u skladu sa principom ekV1prezen-
}sa o nezavisno promenljivim, 3to je i dovelo do pogrednih konsti-
ftutlvnlh relacija. Kasnije su Green i Naghdi [i@l modifikovali
:svoae konstitutivne relacije i na taj nac¢in priznali da njihove

:konstltutlvne pretpostavke nisu bilé kompletne.
| | 1972. godine pojavio se rad koji tretira meSavinu ula-

;Zeél u njenu mikrostrukturu. To je rad R. Twiss—a i C.Erlngenwa
[4] a teorija se naziva mikromorfna teorlga meSavina. Oélgled-—
;no je da se zbog mikrostrukture pojavljuju novi efekti kogi Se
Frazllkugu od onih u klasicénoj teoriji meSavina. Tu i lezdl razlog
%to se pojedini krajnji rezultati OVlh teorlga ne poklapaju u
ipotpunostl. Medjutim, doprinos dalaem razvoju teorije mesavina
the svakako od znacCaja. Autori su u dragom delu istog rada [5]
ﬁlZVEll konstitutivne Jjednacine za mlkromorfnu i mlkr0polarnu mne-—
_éaV1nu, ali bez hemijskih reaP013a.-

1974. godine C. N.DeSilva i M.Sishansi predlau neline-
arnu termodinamic¢ku teoriju meSavina orijentisanih povriina fﬁfl
a 1975. godine M.A.Rizzi, A.B.Whitman i C.N.DeSilva nelinearnu
teoriju mesavina orlgentlsanlh kKrivin [fcﬂ Sa pomuéagem da se
u oba sludaja nadju praktidni primeri i primene. Iz ovoga se mo=
Ze zaklauéltl da se teorija medavina 1 dalje intenzivno razv13a,
sve viSe se pribliZavajuc¢i realnim materijalima i primenama.



1.3, MODEL

- Me3avina je, kao sto je veé reCeno, materijalna kompozici-
ja pojedinih odvojenih materijalnih sastojaka. U klasicnoj teoriji
1§mehanike kontinuuma meSavina,ona je ldealizovana smatrajuéi da Je
:svaka tadka u njoj istovremeno ispunjena svakim sastojkom. Usled to-
?ga meéavina izgleda kao superpozioiJa vise neprekidnih medija.
Ostajuéi u granicama izulavanja mehanike kontinuuma, kori-
 stiéemo se modelom materijala €iji su graniéni zapreminski ‘elementi
ftakvi da Je u njima'masa neprekidno rasporedjena.thog toga éemo se
 k0ristiti elementima makro i mikrostrukture materije. No makroskop-
"s8ko ponasanje materije Je uslovljeno pojavama u mikrostrukturi. Ula-
 zeéi u mikrostrukturu materije mi od”POJ&Va izdvajamo samo one koje
nam se u odgovaraju01m proucavanjima Cene bitnim.

' Neka telo sadr¥i n razliditih sastojaka meSavine of/=1,2,...
eeeone Mi pretpostavljamo da se ono sastoji od velikog broja makro-
elemenafa, koji takodje sadrze sve sastojke meSavine. PosSto je svaki
makroelement istovremeno ispunjen svim sastojcima, onda mora da je

AV dV P~ = AV
5% - A ST 2 S

(1.3.1.)

gde je dV zapremina nakroelementa, dS povrsina koja Jje obuhvata, a
Ly B 500 razliditi sastojei (sl.l.l). '

(Sl' 1.#1#)
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S Mi dalje pretpostavljamo da se svaki makroelement sastojil
‘od velikog broja mikroelemenata, od kojih svaki sadrZii sve sastojke

'meéavine (sl.1.2.).

(sl. 1.2.)

- Ovde je 4V’ zapremina mikroelementa, a dS’ povriina koja je obuhvata

1.4, KINEMATIKA

Neka telo, koje se Sastoji'od n razliditih sastojaka me3a-
vine &= 1,2,...,8, u poCetnoj, tzv. nedeformisanoj konfiguraciji
Ko, koja odgovara trenutku vremena %O, ima zapreminu V ogranicenu
zatvorenom povrsi S. U deformisano]j konfiguraciji Kt’ koja odgovara
+trenutku vremena t:>t telo'ée'imati zapreminu v ogranidenu zatvo- .
renom povrii S. Makroelemenu zapremine AV ogranidene zatvorenom po-
vrsi 45 u nedeformisanoj konfigur30131 KO,_lmaée posle deformaciie
zapreminu 4v ogranicenu zatvorenom povrsi ds. Mikroelement zapremi-
ne dAV? ogranidene zatvorenom povréi dS* u nedeformisanoj konfiguraci:
jl KO, imade posle deformacije zapvemlnu dv? ogranicdenu zatvorenon
- povrsi ds?, |

Da bismo opisali kretanje Jjednog sastogka mozZemo ga zZami-
3ljeno izdvojiti iz me3avine pod uslovom da na odgovarajuéi nadin
- zamenimo dejstvo drugih sastojaka na njega ( princip b)), mi éemo
pretpostaviti kretanje, mikro kretanje i deformaciju‘samo o —-0g sa-—
- stojka meSavine (sl.l.3.).

Centaxr mase mahroelementa C u nedeformisanoj konfiguraciji
X, odredjen je vektorom poloZaja j(%gu odnosu na pocetak nenoargtgog

ity

Dekartovog koordinatnog sistema. Vektor poclozZaja centra mase 7" .

T,
_‘} J.G., T R Ce: .:\'
1) v ~ - e
l-'_" BT .'- B J—; u
vg bl i,; N A =R
. H Loow . - " _-_ o
51'! - AT e Taatar *" T L :
T ot s T T L - %
1R 1. .'." L ¥ et




(sl.1l.3.)

mikroelementa C’ u odnosu na isti koordinatni sistem obelezZen Jje sa
/ ,
Xy » teko da je

(1.4.1.) X'K =X+ K

"""""(d) y,

e ]

gde Je ;:ﬂufvektor poloZaja centra mase mikroelementa u odnosu na
centar mase makroelementa i1 gde su

X(d) X(du (--..(A) )

o = T ' ( (ac))z(o{); é)

-(d-) —(x)

U daljoj primeni sve velicine obeleZene sa , ! odnosiée se na mikro-

/i
element tela.

U deformisanoj konfiguraciji K, poloZaj centra mase mikro-
elementa odredjen je sa | '
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gde su

Pl - » |
110 )

o Bitna za dalji razvo]j teorije Jje sledeéa aproksimacija ko=
ja je uobiéajena u mlkromorfnoj teoriji jednokomponentnih materijala:
f?Kretanje mikroelementa u makroelementu, relativanih u odnosu na njegov
icentar, moZe biti adekvatno aprok51m1rano kao homogena deformacija.
fMatematléki ovo kretanje 1 njegovaflnver21ja za oK -ti sastojak meSa-
f%ine su predstaVIjeni kao - '

g _ o b b —— ik —— K

gde je | | |

o - KL k( ): )<; CYKL
(le4ae64) ;}i;ﬁl) () 65‘, () (L) ’

a 5 Kronekerov simbol. Veli&ine X(,()CX(A) ‘é)i X (':Qo ‘é) nazivaju se
miﬁrodeformacloﬁl gradijent 1 inverzni mikrodeformacioni gradijent.
Tako su sada jednadine kretanja i deformacija odredjeni sa

kR 3
13C60- SKL@ k (k)? ) .

Ko Koo Keot)

Zamenjuguél (1.4.5. )1 u (1. e3) dobijamo za ukupno kretanje Ao g
~sastojka meéav1ne ' ' |

(led.7.)

L P é&K.ﬂ-a/K:

(1.48.)  OC,, =X T Sy —(y)

AkoG iz#réimo diferenciranje po'vremenu'(l.4.8.), dobljamo izraz za
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brzihu<x:"°g sastojka u mikroelementu

] R o 24 _
V, =Y %‘/ 3’(4) g

(3:4.92) w T e

fTi#a . |
gde je 2 (xj,%)giracioni tenzor (tenzor uvrtanja) definisan sa
o : - ¥ 'QK

(1'4’1°’) V= X'(a&) X () *

()

i U klasiénoj teoriji meSavina postulirane su ili izvedene
'neke velidine koje predstavljaju srednje vrednosti za mesavinu 1 oOne
'sé korlste u svim pristupima pri izudavanju meSavina. Mi édemo izve-

'stl sve odgovarajude velidine za sluca] mikromorfne medavine.
Ukupna masa u makroelementu, prema mikromorfnoj teoriji

jednokomponentnih tela, data Je sa

-
1

(1411 / o - pdV.

Masaa o(-—og sastojka u makroelementu jJe

('1..4..12.). o - jjﬁ_;dV/:JZ}dV»
- | Y

‘gde je §,,, sgustina o -og sastojka u mikroelementu, a dV® zapremina
‘mikroelementa. Kako zapremina mikroelementa dV? sadrZi sve sastojke
.mesavine,_imaéemo posle sabiranja (1.4.12.) po svim sastojcima

(1.4.13.) nyf-v AV jZ \5”(_‘} V' Jjo/d_'// f’dl/
. . AV . '

gde je Zf'ﬁu s srednja gustina me3avipe u mikroelementu. U daljoj
Primeni J  ¢e uvek oznadavati sabiranje po svim sastojcima medavi-
ne, Ako izvrsimo sabiranje (L.4. 12. )2 PO svim sastojcima mesavine

1 iskoristimo (l.4.13. )49 dobiéemo

/



| =
',;.J

Gaasy Z8AV=sdl
éPosto Jje zapremlna dv lsta, sledi za srednau gustinu mesavi
ine

(104.352)  Z8,-8

‘Istim izrazom je defini |

| sana srednja gu ¥

;teoriji mesavina. ja gustina mesavine i u klasicnoj
 “ Za izvodjenje sredn

. je vrednosti te

;éeg reda polazimo od definicije - nzora milkroinercije vi-

R A o
(142162 f $.,3 5 oAV =g LA

&)

=

Pos le sab 0 | -
g iranja (1.4.16.), po svim sastojcima meSavine, imademo
4

.
(1 4.17.) Zf “}3' jaaﬂ/-jzgyj jé’dl/ /595‘" #d//.-.fffi‘j“"f"a{l/,

) &
odnosno
(1.4.18) " JPCRR
| .. . o] res _ *-&...f
. | ZSJ('L} 'L-['() -.:.S:)’ll )’)

A

_gde-'é 2 1 ]
_ 3 tenzor mikroinercije meSavine p-og reda
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Na osnovu (1.4.9.) i (1.4.16.) lako se moZe pokazati da Je

ajfwwj 3V /5) 2% wa’j)ﬁ_’ 54’9{1/ =

(1.4.19.) - .ot
oo Cho
( / (A) ,.,_ + jz.z Yy T )){"‘/ l) V.

TAko'u (1.4.19. )1 izvriimo sabiranje po svim sastojcima meéavine i
‘ypkoristimo (1.4.17.), dobidemo

2‘] o vl 5%V - ].Zg; v, gt

(1.4.20.) p - ‘.. /
| -.:]f/y,j 7 3; ?0([//= f/(z_f-f-ﬂ)%jﬁj 5‘4’0{1V:
AV v
2. L )
- (it AT ) oAV
Z g);, 2{.&/ — Sj/y/ s

: _ ¥
-pri Cemu Je 22' srednja brzina mikroelementa i1 neprekidna funkcija
ipoloéaja i kao takva se mozZe izrazitli u obliku -

£
gl?lzhjg"+jkéi§ o

Sabirajuéi (1l.4.19. )3”po svim sastojcima meSavine i1 koristeéi
(1 4e20. )5, dobicemo

& Z il et SAA
(14-21) Z PU +Z.§(.¢/ «“) mw(.—f{ r?-)’+57¢ n).){'

Ovde se mofe videti da se, kada se radi o mikromorfnoj te-
oriji mesavina viseg stepena, 0 srednjoj brzini meSavine moZe govo-
'riti samo u paru sa srednjim giracionlm tenzorom (srednjim tenzoron
uvrtanja)e
| U specijalnom sludaju za p=0,l, a na osnovu (1.4.18.) i
(l 4 21 ), sledi da je



4 4
Zf{.u 4'(-*’-} - 54

. Bl 14
2§yt =57 |

(1'4’,"{'22’) _ Zf/x/ :-2-..//-4/ +2'-f()-f-/ 7'(-41 ,:.'%—4/(’ = f?—..) 4'5)4' .-3/(

4l .. Y, bt
Z‘f(—&/ f"/nf-‘/ +Z-§-4/113%0’3 :fl y+f¢ ,-3)':*% o

| - { o
SR Ako je /L(-U:O gza svako O(*-l,z,-to,n’ tada 1z (1'4‘"22')1’3,4
sledi da je |
<t-0 '
0 Zf ~ </ f :2_)—
(1.4.23.)

. 4l % 2
;L-fzu MQJZLME jlt’ ~

:}-‘:-.‘-"’_éto je u potpunoj saglasnosti sa rezultatima (4] 1+ [14] . Uslov

' » ‘{

; fq%,#o £izilki znati da se centar mase makroelementa nalazi u istojd
. ta6ki makroelementa.

,f Ullasi&noj teoriji me$avina relativna brzina A =0g SaAZ=—
‘;tojka u odnosu na brzinu medavine definisana je sa

".“":‘(1'4'24-‘) o a(.u = 7//-4/ - y o

~~ .

-1 nagvana brzinom difuzije ol -o0g sastojka meSavine.

: S obzirom da se ovde radi o meSavini sa mikrostrukituron
;posuogace 1 takozvano difuzno obrtanje, koje se definise kao razli-—
hka izmedju obrtanja odnosnog sastojka i obrtanja medavine, tj.

ﬁ;m
Q

(1.4.25.) B ff%!hﬁ M >
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o °'f-, Smenom (1.4.24.) 1 (1. 4. 25 ) @ (1.4.21.), a na osnovu
fxl 4 18.), dobijamo '

( l '4"' 26.) Z (4 A </ /-{:{( </ 7 Z S?Cy T (4 Nwd O .

Za sludaj p=o iz (1.4.26.) sledi da jJe
;(1'4’27‘) | -Zi &u nt“J =0

Isti rezultat postoji i u klasicénoj teoriji mesavina.
' ' Za sludaj p=1 iz (1 4.26,) sledi da je

- | — . RL _/
(1.4.28.) va S Crw 1.9?4/6“ % 2

()

?éto se sla%e sa rezultatima u [4£I i [141
o U teoriji meSavina se definidu sledeCa dva materijalna
]izvoda. materijalni izvod pri pradenju kretanja meSavine

(1.4.29) | - \,V:g%/ + 7, 7

i materijalni izvod sastojka kada se prati njeﬁovo 1nd1V1dualno kre—
‘tanje

(1.4.30.) ¥ = ZAR GV

_{: 3R (=

Vezalizmedjufova dva materijalna izvoda Jje data sa

- \ * ] R
(1-4-31.) [f/-"-"- V/ -+ kT;Q _/L_((.c) 0



1>

~ Akxo za meSavinu posto)l sledela srednja vrednost neke fun-

’;§X¥VEE 2Z~ﬁ;'S€;.)

da koristeéi (1.4.29.) 1 (1,4.30 ), dobijamo takozvanu fundamen-
talnu ‘identicnost

;ZT§ZU () “uFAFqLHe[TafZF(}ny%2¢{]‘+‘2:(3i0l¢;f{12i;L4é
'";Z:;azZT“Jgh+(32v 7% _7

ova.fundamentalna identidnost i njeni modifikovani obdlici ée igrati
vaénu ulogu pri izvodjenju zakona balansa medavine.

I

(1.4.33.)

'1.5. OPSTI TLOKALNI ZAKONI BATANSA MIKROMORFNE MESAVINE

Da bismo ispitali ponaéanje sastojka u me3avini, a kasnije
i same meSavine, mi demo primenjujuéi princip naveden pod b) 1 kori-
ﬁsfeéi opSti oblik lokalnih zakona balansa mikromorfne teorije- [;i]
{ne upuétajuci se un izvodjenje odgovaraguéih zakona balansa veé upu-
iéujuéi Sitaoca na rad [1] » napisatl opstl oblik lokalnih zakona

;balansa i1 glavnih uslova diskontinuiteta do p-og reda, kojli ¢le vaZi-
“ti za svakli sastojak pojedinadno, tj.

S ‘ZLq,k.1L 427 <§
(1.5.1.)

gde Je

/

(1.5.2.) S =¥ LV un
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4.
B
A
N

gle Je

() (<) (4) (4,

R | e P/ Ly.ooo 4... -(;. £ - ... '45
( 105 o4 ) é G éﬂ = k{/ 7 + \-// | U— 4 — kru _ . 3 70 =z 4

O Ovde se izvodi po vremenu odnose na ol -ti sastojak meSa-
vine, 2 ’l/;f ’ u™® ’ f}”zf, su brzina o« -0g sastojka meSavine, brzi-
na telaka singularne povriSi 1 jedinicéni vektor normale povrsi, res-
pektivno. - o -

o Odgovarajuéa tenzorska polja m gornjim jednadinama defi-
nisana su sa | . '

T =<0 > 5 W,=<M>, g =<2 >,

() “)

A4, A 2 (bhennry Cp)
\{? é I-'T-"- — ‘<L/{/.-<)3' 5 >5’

gde se pod uglastim zagradama podrazumevaju srednje vrednosti défi- _
~nisane na sledeéi nalin |

- g — A ety
r < - T+ P, . T
(1t506n) ¢>2’>'2 75:4, é' ‘é;’

3

<PW¥s =pyveZ b, , VEE
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T Dalje pretpostavljamo da Je za o =ti sastojak

o

}' (1. 5-'7'.') , 5 “’ % (‘“" (2 {)5(-9 > £ 344;( L f % 3(-4) g

gde $u Biqk giracioni vektori pomoéu kojin moZemo napisati da je

|J -
o iy
AR
;f E
""-kmi
¥ ;';
51
F

= .~
%:a--m
';.'—-.4 £ "
Tuel
'_i"__ L
z
oy

#( 1.5 ' 8 d ) | (..c/ f-f/ k f-t)

-~

1.6. POSEBNI ZAKOMI BATLANSA SASTOJKA I MESAVINE

G ~ Koristeci opSti oblik lokalnih zakona balansa ' of —0g

. sastojka, kao i glavne uslove diskontinuiteta (1.5.1.) 1 (1.5.3.),
;?mozemo izvesti odgovarajuée zalkone balansa pojedinih fizilkih veli-
;-éina..Ako izvrsimo sabiranje po svim sastojcima meSavine dobidemo
~_odgovarajuée zakone balansa me3avine.

‘az Gustina mase i tenzori mikroinercije

Zakoni balansa'ovih'veliéina‘dobijéju se kada se uzme da jo
‘- | /- / o~ 1R L / A
‘-(116011.) L,(il..) _‘= f?"—tj 2 C/-(/ = O , g“/ = f/Sﬁ()

- gde oznaka ,” odredjuje date velidine u odnosu na mikroelement
- pa je 57(':) gustina mase oL =og aastojka mesavine, a S’ﬁﬁu ZaAPT -
1minska promena mase oL -og 'sastojka mesavine usled hemijskih re-

~akeija sa drugim sastojkom ili sastojcima meSavine. S obzirom na
~(l 5.1.), sledi da je

N T W
= 2

(</ Ay

(1.6.2.) k]‘/('q = ‘<§)P_)> = S)(J-j
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bt A 4
g(") i <fﬁﬂ/§ 5 > fﬂ(g) |
gde su’ S, 1 ’L() gustina mase i temzori mikroinercije K =og
sastojka medavine. Zamenjujuci (l 6e2e )2 u (1.5.2. ), dobijamo
N\ | \

(1630 Bu = St G Yiksk

(4

pﬁjezakan balansa X -og sastojka iz (1.5.1.),

)

(1.640) S 48 Ue =$h, il 22+ (8, V5D = §fhs-

I Ako (1.6.2.), 1 (1.6.2.), zamenimo u (le5.1. )5, dobijamo
3ualav diskontinuiteta oé—og'sastojka meSavine

;(1‘*“6 «5.) I _ . U: [_( ) (.«c) - U b)l] Nt ~ Q.

S Kada 1zvr§imo sabiranje po svim sastojcima meéaV1ne n
;(1 6e4.), 1 1skoristimo (1.4.15,), (1L.4.23. )ps(Lledo24.) 1 (1.4.27.),
;dobiéemo zakon balansa gustine mefavine

1(l¢6.6f) | —gg + (‘S)/U- )D’ﬁi’, =

uz uslov |

kao posledicu pretpostavke da u meSavini nema promene mase. Jednadi-
,nal(1.6.6.) odgovara zakonu kongervacije za prosto ( jednokomponen-
tno )‘telo i to se slaze sa fiziCkim principom navedenim u Uvodu pod

c).
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s Uslov diskontinuiteta za meéavinu'dobijamd iz (le6ae5.)
?poéto 1zvr§1mo sabiranje po svim sastojcima meéav1ne i iskoristimo
111 4 240)’ tj

L.6.8) [5’ (VE-uZ)[ "=

e Za izvodjenje zakona balansa tenzora mikroinercije L ~0g
fsastojka.meéav1ne potrbno je prethodno igradunati (l1.5.4.). Koriste~
61 (1.5.8.), (1.6.2.)5 5 1 (1.6.4. ),_dobijamo

N

Ly ... -y A
e B g AL Tl T AL T,

(4)

' Kada (1.6.9.) zamenimo u (1.5430) 7, dobijamo zakon balansa tenzora
,_"mikroinercije ol —og sastojka mesSavine

o . ,(4‘ ( . ( A Y. . _ A

‘ffl(l' 6e10-) f(-t) ,L(-*) Z -4 (") R "‘“ - jj = {"" s ) o
_ Uslov diskontinuiteta ol -og sastojka meSavine dobijamo
?ako iskoristdimo (1-5.2.)2, (105-5o)2:1 (105#5-)5’ tj-

?(1.6.11.) o [ Nead (Y., k’f—‘ fma -0.

(<) ﬁU

FMundamentalna identinost (1 be33. ), £oristeci (1.6, 4.

.- ), 1
_(1.6 6. ), postage

‘(lu6o12.) Z.? ) ) §W+Z{§(’.&/ (-U Py Zfﬁ/«:} &) e

\{/ ‘& éa \71/__ ‘el- {p

Ako ovde stavimo da je )= () i
(l 4.32, ), dobiéemo

1 iskoristimo
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N\

o 7 2: |
s L e g 3 (R ) s A

'Sabirajuéi (1l.6.10.) po svim sastojcima meSavine uzima-
’Juéi u obzir (1.6.13.), kao i pretpostavku da u medavini nema pro-
Tmene mase, tj. uslov (l.6.7e. ), dobicemo zakon balansa tenzora mi-

wroinercije za me$avinu

- Zf . & £, «éz.. - 4_..-6, Ll
(1 6 14') 5)1 4’ szi‘-‘/ (“/‘2 e é:-” S)Z = ’z(f@"zﬁ/ 4’6/4‘2

Ako u (1.6.11.) izvrSimo sabiranje po svim sastojcima me-
%avine. dobiéemo uslov diskontinuiteta za meSavinu

B | ...
(1.6.15.) IZ Seey Lo

2 £ - Gomr b 2 -
’QJﬁv'szz éi/zf’"é{,%104w::cjo

b) Koli¢ina kretanja i momenti koliline kretania

U ovom sludaju su -

W ! 42 - / /
q/(-*‘} = -gm-/ ’u"‘-‘/ ?ﬁ —-'y' ' 2_/;-4/

~ (+/

L el 12€ s [ %

(636 Crr =tas Ze = L
. ) ] / ” , / )
g{-‘tf — ‘53/14 ij Az = [A/ JC’-{/

L . { /% | , |

;}gde1su 35;,,'f6%, i ;ﬂu, vektoxr brzine, vektor napona i zapreminska
f;ﬂila ol —-0g sastojka mesavine, respektivno, u odnosu na mikroalce
~ment, Odgovarajube velidine iz (1.5.1.) 1 (1.5.3.) su prema (1.5.5.)



2l

. &2
\{?A) T Iy 1}&0 * ﬁx) 1‘(.-9,-.. ()%
< o ,_
‘. * 5 “lbar M SV
< T Oy Tl <& ) T ~ &L/
A\ A2 e
éﬁo'ziéﬁu
A4, Rl G
{2e6e- A~ Redy... _z/?f? 4
L(-é/ T AV
g{,{} - ‘f#}é'l/
f"""'é‘ ' 'j[ {?--' 4
g(d./ = (<) </ (£
f%ﬁf'_f'-'_gde s 'é[_.g} ’ :é(.x; ’ Z.f/x/ ; JKM 3 ji_,/ - vektor napona, vek-

t ori naponskog momenta, vektori momenata prosednog mapona, vektor
;'zapremins;ce sile i vekxtori momenata zapreminske sile o< —og sastoj-
' ka me Savine, respektivno.

L Zamenjujuéi (1.6.17.) u (1.5 2.) 1 koristeéi (1. 6.4 ), do-

b1 jamo
(1.6.18.) § ( ﬂ s Yy /’ el &) a “ Ve +~’(.z; 2, [ bt ‘\'{"‘/ "Z)
:: " Ako (1.6;17.)396 i (1.6.18.) zamenimo u (1.5.1.),, dobi-
,.::_'.éemo |
12 \ \

;é )y & j/:/ (.22'/ ~ Y ) B jt:’;/ /L("/ (x/@ R +""- (- "f")
| (1.60190) ' A Aé |

Kada uzmemo u obzir da je
(1.6.20.) 1, =0,

)
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fto 12 (L.6.10. ), za sluéaa kada je p=l, sledi da Je

(1-'6- 21‘) 1., ~ O /5(.4., =0 .

Tada iz (1.6.19.) dobijamo zakon balansa kolicine kretanja X =08
ésastoaka.meéavine u obliku

G _ . i A
(3-6.22.) ,.....(.q, t St ( f., - V)= §Be Y -

o Uslov diskontinuiteta o« ~og sastojik a'mesaV1ne dobicdemo
jako 1skorlstimo (1.5.1. )2, (1 6.17e )193 uz (1.6.20.), tJ.

o [ - 6, (Vi -] =0

e Ako u jednadini (1.6.22.) igvrsimo sabiranje po svim sa-
;Stojcima meSavine, iskoristimo fundamentalnu identidnost (1.6.12.)
stavljajuéi da je Y U, i W=7 i sledede definicije

(1.6.24.) 25 .f(-u -S ﬂJ-[

"N

o - b - . 4
_(l.6¢25-) | —£ = 2_ (-ﬁ:(.q - SD@J.//{:((-‘/U(-‘/),

dobidemo zZakon balansa kolidine kreitanja meSavine

7~

(1.6.26.) o —éfh-pf(iﬂd})ﬁO ,

- kojl po obliku odgovara Prvom KosSijevom zakonu kretanja prostog |
" ( jednokomponentnog ) tela, a to znali da je 1spunjen leléki prln_
~¢ip naveden u Uvodu pod c).

' Kada u jednadini (1l.6.23. ) izvr3imo sabiranje po svim sa-
stojcima meSavine i iskoristimo definiciju (l1.6.25.), dobijamo us-

‘lov diskontinuiteta za me3avinu | ' '



e £ % % -

(1.6.27-) [t =gV (V=T

el Da bismo dobili zakone balansa momenata koliline kretanja
éfcc._og sastojka meSavine, najpre cemo zameniti (1 Oel7e. )2 u (1le5.4.)
;i korlsteéi (L.5.8.) i (1.6.1l0. ) dobiti

S by ' 4l '
| ‘f (ﬁ () {-‘} +ﬁ -/ ~ &S “é’) (.4 ) ('-é/ ?-‘..j}-c/ 7

(-U

‘<}f6-2 ) '+Q? ’1%? {%<K?Lué +Y )) P21 .

~)Y (<) 2

c Ako (1.6.17. )4 5.7 1 (1 6.28.) zamenimo u (1.5.3.);, dobi-
éemo zakon balansa momenata kolic¢ine kretanja ol -0g sastojka meSgw

vine

%4... (1--- -( .. '4«-) gf .»;
L | | :é [~ 2 "2 * é(“/ o~ (= (,..{ () {575 [.t/
(1.6.29.) \ ol _
R - 4o &4,... 4
o - (.‘/ {'&} . (.-.._ (:-'U"& +ﬂ_{,¢}ﬂ( (’,{)‘i",’,) j:) (ﬁ(.(_) ,U;'...{) /{,{, ))}é/)

Uslov diskontinuiteta od-og sastogka mesavine dobijamo
;12 (1.5.3. )2 korisueéi (1.6.17. )2 g0 t3-

i | - 'k‘(#-“ 4’ ‘4: ﬁ'& 45 | ’E’, =
(1.6.30.) - [-... ' = 5 (7 /.q Vi +'2{_‘) /A/é)/ 27 u)]%,.& =0.

] Da bismo izvell zakone balansa moménata kolicine kretanja
me$avine podéi demo od izraza (l.4.21.)

_ . .euniié - b Ayl
(1.6.31.) &~ 4—1/_ + O i ¢ = 2§, e ‘U;-z/‘*zf 23 Yot o

Ako potraZimo izvod leve i desne Surane, posle duZe radunice i vo-
godnog sredjivanja, dobijamo
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#‘?’L&&;J +§14'{/’€(2>( +%V(&)_§Z(/é‘£% 6 4'61

) ~ (& ["‘L} nt"‘/é

Frimi AR
(1.6.32. ) *‘Z [: §’ <) ('z‘[-y Wy + e # }.9/'.«:)( )] sk
b bl Ay b Gl
-32 S &;, («ff.c, oo+ " Bhot) 7

p -{.’ e Uts.-
,bz,si,) (..c./ (.z.} +))( 2 Z [.z.) 'L((.g -2 lg.‘)%,@{(d} o

Ako u jednadini (l.6.29.) izvriimo sabiranje PO svVim S8
fstojcima me3avine, pri femu éemo iskoristiti (1.6.32.) i odgovara-
?juée definicije, dobidemo zakon balansa momenata kolidine kretanja
meéavine u obliku

o (%) (- 4;») ""(
bt U g el
(1.6.33.) =9 T 20> ) = % Zﬁw +S%Tp

A .-é’«--ép 4 % st
+3£k2' H)’L(-{; (-‘) 6#& 25') (<) (-‘) ~{ ii} (YR (-‘-/ D

mhﬁ uslove

(1.6.34.) 24, =012 =0 ,

: (& 4;») 7€) ..ty TG £ A
(1 6#35‘#) ﬁ .é 'L’“ Z[ (,{/4 ,...._(-4.’.} \ gfg) wﬁ (<) /’_gé(/-l‘-
4*ﬁé"4%f'.
T @-4/‘%>]
b...
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Ako u (1l.6.30.) izvrsimo sabiranje po svim sastojcima mefa-

vine 1 1skoristimo definiciju (l 6350 )l’ dobidemo uslov diskontinui-
teta za mesavinu

bty ol ket ' |
(1.6 36 ) [fh * e ﬁk"fﬁ“‘- Ve )(V U )_p”% s PZ1 -

c! Energija 1 momenti energijé

Odgovarajude velidine u ovom sludaju su
- / / / 4 Ar’ /
\!/(.L) = «9(.4/ (éﬂ) 4-:.2— z);"‘" yﬂ)

7R /’é /é |
' 27.{) = :-..é[-d/ ,ZJ;-U ” ~<J

f(lf6¢373)

/

/ / ;7 oA/ /
gﬁ-} B ‘g-:}-é’;‘fﬂ) a.—%;-t.l * ‘ff-’g %/-4} 3

73 - - ' o

gde su é;y ,j§@U sy Zu, } JQQ, gustina unutrasnje energije, vektor na-
pona vektor toplotnog fluksa i1 zapreminski izvor energije ( zapre-—
minska specifidna proizvodnja toplote ) o« ~0og sastojka meSavine,
respektivno, u odnosu na mikroelement. Odgovarajuée velidine iz

“(1 5.1.), (1. 5 2.), (1.5.3.) 1 (1.5. 4.) su prema (1.5 5.) slededeg
foblika

.- ¢
ﬁ.g (6@} 2_ nf"‘/ y + % \(-t)"f 3?—1)5 /L[-() )
&.,.fp . Ety 2 -4t - vy~ 'éﬂ- | ‘2‘54 ~ 4,

PR 42 £ R 21
(1¢6-38') 'C(J_} = ) +:é{‘() ':Ef(,x,; -a"ﬁ(_‘y ”ﬁ)%u,r

kloely  flety {a‘e& 4 _éémuﬂ é: S

é(a‘—} = P +A </ 7 ,.-..,[""" + —_ ""6‘(}2

"y
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'
gg; = /d}%)i:j/i/ +‘fa/2¢)“/‘8:[‘} '7"_)‘2/44[‘/
(I""é 4"'4 | | ’Z(I---év | &-.-‘é
gﬂ/ ] f)ﬂ %} ::*-)‘{‘/ + f/)‘" ~ T _.‘._Jév -+ ;56)(.4/ %/-4/ 2

72 | .
"'gde su éw ’ -9(-‘/ i ff‘w gustina unutrasnje energije po Jjedinici

« =0g sastojka meSavine, vektor toplotnog fluksa < ~0g sa-

;mase
?tojka:meéav1ne i izvor energije po jedin1c1 zapr%?ine of =0g Sa—
& _ -
?stojka mesavine, respektivno, dok su G i . -?/.u % . ‘i Y i
?"5'4' tenzori momenata navedenlh.vellélna za ol =ti sastojak

f:-?ne'savine. | | .
Smenom (1.6.38.)1 u (1.5.2.) i koristeéi (l.6.4.), dobi-

\

2
‘f)(“)[ ["‘-/ ("U 1/;‘/ é‘};’z‘[“) (ﬂ-—aﬁ(l? ﬂ/“/’e )%-913 )J +

(1.6.39.) rs
| +\§9A_(} (6‘["/ + i (#5} L) + 2 ,-.._/JJ'Z’ ﬁé‘),ﬁ%/—g o _‘;

Ako (1.6.38. )3 c 1 (L.6.39.) zamenimo u (l.5.1l. )1, dobi-
éemo zakon balansa energije K -~0g sastojka mesavine u obliku

_ - Ry T T B
| 396'( ~ '{:(.z-/ ~ g T 1—-(.4; NI SR +({ {/4/).3)6‘/2 #—Zx{,{e_

(11- 6.40 o) A b
: . [ ) — f ﬂ(_g ) ( 2 7/(; ) (‘; Y (A}) + S:) ﬂé‘ ‘Cﬂ)) h ‘-U o .

Kadg%e (1.6.3%8. )l 3 zameni u (1.5. l.)2, dobijamo uslov
diskontinuiteta A -0g sas:tojlca mesavine u oblikm '

(l 6.41., )L (4)4,;&#/ 3_[4;'*“& ,-.(,u'z é;.y"'i 735 (-4; _%..?ﬁaz..?@; & (?j"' /u _j}%fi. Q

c-’-t)

_ Ao u jednaldini (1l.6.40.) izvr$imo sabiranje po svim sas-
tojcima meSavine i iskoristimo fundamentalnu identidnost (1.6.12.),
posle duZe raéunice i sredjivanja, dobidéemo zakon balansa energije

za:meéavxnu

L - — - |
E’})"f?"'@ * —.é “é'()}hjf—*—?:i—}--f%zoi’

L4

:*}(1.6.4-2.) | -Qé +t 3..};& +;¢

F g
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-de su po definiciji
e S \
§ € = Z j)(.L) ( T 5 1 ey E(M/ +:2{ ;-Q/“/ ¥ ’é‘”‘ T )

jé =2 (’..{'.u/ - Sw /f(i{/"/'a/‘f’)

R RY b - s
(16 43') ;é :Z (:é(,(_/ - ﬁ-“j -@-“VT ’é{{-{/ 1.(_‘)

- | ~7 ' v ox ° T . és
T
't = Z ( ‘é < ﬁ,{ é(M’ fl’{(*‘/ - 52.1/ -@4/5 .g[#é ’Zé‘/
£ = 2 @ 44 Uy €
Z = Z_KQ[A/ +,—él-4/ Hey 7‘33‘[ &/ Goe S [é}‘/ # 5 Hug Yoo # 1 Cle Gurser ) “%,

qﬁ)ﬁ ~ Z,i’&j(’g(‘/ +;2£,‘/'é((4 +j[ "' 614/2*)’

& A

Ako (1.6.41.) saberemo po svim sastojcima mefavine i isko-
jristimo definicije (1.6.43.), dobidemo uslov diskontinuiteta za me-
Bavinu ‘

h(jl_.6.44.)[££4j?y+:é@ f(€+i’7;+ gﬁ s (’U 124 )J/fm

T Da bismo izveli zakone balansa momenata energije o -og
sastojka meSavine, izradunademo prvo (1l.5.4.) pomoéu (1.6.38.),, tJ.

Ny 4. ‘&"4 & bnt.-G 7 G
Cé) = 59@9 ( 52 ke <) ) Sy s F
é \ .J"(é..-é, \ ﬁ,
'f"uéﬁ [561“-/ ) ;%‘/ 'f‘ﬁ"’ (4 (})“‘"‘*V"“”é %"‘ )j+
(1.6.45.) 2 bty Sty
a"‘j) ?_{EJ-/ ,2) WT%(A/ + f 7’}"‘/ .-?.j/_# S A

sty
+i’)')(.-{}‘f))c.l./f%[‘¢/ 9 791-?-'1 e

Ako (1.6.38. )4 5.7 i (1.6.45) zamenimo u (1.5.3. )1, dobi-
jéemo zakon balansa momenata energije «( ~-0g sastojka meéav1ne u obliku



2%: </ 5 R T )k S T e Sy
e (ﬁfjlvla fp{ g(i(& 4)+ é--g& %) ...ELZ: 26, 4)) .
(1.6.46.) fif?—- 4;& QZ-—-&{_ Q—-ZL ¢/+ . £i} é_;

o - Kada (1.6.37. )2 zamenimo u (1.5.3. )2, dobiéemo uslov
%dlskantinulteta A =0g sastoaka mesavine

tl... 22~ L¥ly--G é...t 5 /;_
[2 4 7/";'7 Zl ' 44-,-2{41",;{(-‘/ ey, (6(.4/ 1"“’2{%&/ 'Z{-d./ 47"

2l 25ty 4 =0
o ur i P4 B e g ) (V)| Mo TO5 P2

S Sabirajuéi jednadinu (l.6.46.) po svim sastojcima me3avi-
ne, korlsteél (1.6.32.), posle duZe radunice i sredjivanja dobidemo
zakan balansa momenata energije mesavine

g e ) i
”fﬂf V2 /%il Y sy n IR e I AT
(1.6.48.) ok 2 4 + 5 4)_ 54 4%_&7(?(&/7/42 *)
e 4)4_{(‘(& 4) :é(*c& 4 ) 0, pot,
uz uslove _
(1.6.49.) /:Bf, “.0 A :é”%”- €5 2“/:}& "o >
i gde su po definiciji .
(1 6 50. ) ge‘z 4’ 25;9( ) 4 fféff.a,;5_(@’5;37%N,@,ﬁmiff’"‘agé’(w%ﬂz{; 5’9
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() | (xCty) v gl RN ?
o~ T U + f#/ 1954/& (4' (<) ’{-:/{J" * (r2e :@:ﬂ/‘” )]
et r0%b 44 bt
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| Ao (l.6.47.) saberemo po svim sastojcima meSavine i isko=
ristimo definicije (1.6.50.), dobilemo uslov diskontinuiteta za me-

(%4 L d... ,
(1.6.51.) [Ek{" by 2T %f(é'( G, Ju %,
+1‘j—% 'Z-"CZI' 'é' 4_:‘%“@ ,.3)5'/2 5‘&--—4)/7/-{3_ aﬁ)]%k___o .
f ’P,Zfzo

Bntropiija i momentl entroniie

P
| 43 izvédjenje entropijske nejednakosvi koristidemo se op-
§%tim gakonima balansa i odgovarajuéim uslovima diskontinuiteta of =og
AGbLo g, a megavine, u kojima de znak jednakosti biti zamenjen znakom
‘nejednakosti, tj.

R \
S - L o, t+G, -6, <0
_. £ >
(1.6.52.) i “ /
' N A2 L & L
| C/.z:/ ) %/ - U )] /Z'/k‘,_v, <0 4
&de je
(1.6 53 ) 2 9?' S o
ST s = ) Ty sk
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24 4 (.. 4/«»(4 Y) bl el
(l 6 54’ ) ?If..{} )’é ?:",-c/ [,..:,/ '/'g"/ - é‘/d/ ‘.—{O
A2 t,..
[(Z-(-‘-/ 4 k/:‘-/ [7/{:4& "/é{éj_ﬂfwﬁ < 0 5 {0,2’1
Sbhety b bty Y7
(1.6 55.) é[#_} _ \fj_‘/ b \/:L/ 7/#}’* V;‘/ ’4}9, b2,

£
(1.6.56.) S e Y
/ / |
e g9 = Sey A
& B

gde 3617M — specifiéna entroplija KX —-0g sastojka mesSavine u odnosu

na mikroelement, a &' - apsolutna temperatura u mikroelementu, dok
su ostale veliCine ve¢ ranije definisane.

 ii Mi pretpostavlijamo da je temperatura svih sastojaka mesa-
vxne u istoj tadki ista, odnosno da je |

(1.6.57.) & (T, )= G (T, Z)

S -1 -
Takodje pretpostavljamo da se & moze izraziti u obliku polinoma
Do j{k >t

-1 10 5636
:gde su‘@@;/ momenti hladjenja, koji su funkcija od Ley 1 yall

5 Velicine koje figuridu u opStim lokalnim zakonima balansa
 ¢X;-0g sastoaka date su u obliku

(1.6-59.) o L/?-“/ - f(_,_/ ety
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%47,
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C 1y =6 -‘2 r<’ /A’// 2 Mf’}f’ Ly *

ety 1 .; w...@ ot

- : ~

| C ey © 7 4/ Q"‘/"” (4 4 ()1*‘/'“4 e Z (</ LA
'. r’":éﬁ 5 o5 £.lr. — Rtiy ty- 4G

| C[A/ Q(‘{_/ C}"/M .Q[,(/ 1L s

ot 4 ' ﬂff e, MZ
Dpir = S0y O Py + £, Coaysa, A b2 Corn B,

by ) g1pb X wqisy bty
{4/ 'f;/ 'zf“"/ "Uo (<) (Xt f’/é/ - "Lﬁ:‘/ (:a/%w& %

Za izvodjenje entropijske nejednakosti o =-0g sastojka,
potrebno Jje prethodno izralunati (1.6.53.), koristedéi (1.6.59.)1, ti.

(1'6 -60.) df-‘/ = ﬁ'—fz 02/—9 + 59 ﬁ (~/ ZA/ °

. Kada (l 6.60.) 1 (1.6.59. )3 ¢ zamenimo u (L.6.52. )l’ O
biéemo entropijsku nejednakost o —og sastojka meSavine u obliku

| \ 2 -1 r«’q
_5?49 02/4/ +j% 'l %4/ '"-«Q’-/ ( © ’gf“/ #G. % %’/ Mﬂ?w /A, - ) -

-1 % 2214, %t .
_—(9 2{4/ 7 Cﬂ/ﬂf(m./ +4‘§/{;£ - </ 1z+”' 5 £ <—>—-Oo

(ilé.ﬁl.)
i Odgovarajuéi uslov diskontinuiteta o =08 sastojka me 33—
v:.ne dat je sa

?(1.6.62.) £, » (U~ - U0 -Chy QM/ (}MN 70 ‘_._]/%,L >0,

U sludaju kada su momenti hladjenja jednaki nuli, entro-

"pljska ne jednakost ol —og sastojka meSavine (L.6.61.,) se mo¥e napi-
}sati u obliku

( - A 7 Sty [0,
11-6.65) ;5;—"/ /)2/4/ +fﬂ“‘"’ /Z—-ﬁ/ - B G /SR # 05

dok jé odgovarajué¢i uslov diskontinuiteta ol ~og sastojka medavine
(1-6.62.) pod istim uslovima oblika
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(1 '-6?' '64') I‘fﬂ / /)Z('U /,U{- a ) B 19- _Z] %“"{2' " Z 0"
L Zbog potpunijeg uporedalvanaa rezultata sa do sada pozana-
fifj.m iz ove oblasti, koristic¢emo se funkcijom slobodne energije o —~og
f-;sasto;]ka_ % , koja Jje povezana sa unutrasnjom energijom o =0g sSaw~

”i’stojlca é‘[g/ , Sledecdom :elacijom
'(l"'6 -65.) % = €y~ ey 2

Pomoéu ove relacije i zakona balansa energije ol -o0g sas—
jo;ka meSavine (l.6.42.), iz (1.6.63.) sledi

ffffé > VSIEY/
o T Loy Lo, R T Tpsy Ze9% Kk —

«

(l 6 66. ) A
_ Z
( Ly - 75/—9 Phe +8 ﬂz (F Yo =¥, +3 «%ﬂﬂ%ﬂ’ 2 20,

B Da bismo dobili entropijsku nejednakost mesavine potreb-
;no je u (1.6.63.) izvrgltl sabiranje po svim sastojcima meSavine i
3lskorlst1ti fundamentalnu identilnost (1 6.12, ), stavljajuéi da jJe

:'__.‘{’('4, ”?w i Y¥=2 , tako da je

 ._ o ) opz ze .
(a-e.610 ST 2 (S s Y e = 5 / )}é; 7>

gde jo

(1.6.68.) , §h =8 £I+Zﬁ"’ /.fi ' haloZ + M?)

N - s /2
f.-()( (""/_'L_;-}_"Z é(fi/’é‘//#-/-i@/'r )5 'z(*‘/)uf‘“/jr
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Ako u'(l 6.64.) izvrs3imo sabiranje po svim sastojcimza me-

gayine i iskoristimo (1.6. 68.)1 3 dobifemo uslov diskontinuiteta

mesavine u obliku
f*ff S & L
%:(..1.6.69.) [Z.ﬂu; /}ZU-) U 1y -/-j) ?(’Zf 24 ) — M_@h Z//Vlk 2 0

L Za izvodjenje momenata entropijske ne jednakosti L —-0g sa-
kstojka:mesav1ne izradunajmo najpre veliéinu (1.6.55.), korlsteél |

(1659 ) i (1.5.8.), tj-

£ 2 ép \ 2. é A ‘. B {,{ & 4
;(1."6' 70-) 6}4} - .ﬁ‘.&/ ,}Z/_‘/ -+ f%ﬁ/ /7{..5_/ é‘ -—-% _S:;_‘} 3()-'-'f-,n‘:': (<)

Tada iz (1.6.54.);, zamenjujuéi (1.6. 70 ) i (1 6.59. )4 5,70 dobija-
mo odgovaraguéu nejednakost ciL-og sastojka melavine '

‘4. et . Db bkt
5)[,4) ,)Z[.A/ + f%{.é/ 2y, . "'Z— ‘f;-‘(/ k_ ?[fi_} R

g Cr.- “" {r--‘@ | %, Uty Co-nrGh
£, (0%, Gt G Fors G Ky o)
-

R 4.-4) (41, /t,
(1.6 71 )+ _9 /j(‘/ g{q 'é’)_/_ C-ﬁ/'k( / {:j/ 4_ Q[_‘./M/ )_/_‘

Gl l) Gl )ty
4'6;““4ﬂ6(€26@1 2y

-7 ‘éé—‘é 7
T (9 Q/.‘/ 7+ (}.z/m, fp_/ _ 7 C}x/a{,w& fﬁ_/

o Uslov diskontinuiteta o( —-o0g sastoaka demo dobiti iz
(1.6.54. )2, koristeéi (1.6.59.), 5 Tl

. (, PR A

_(1.6 72 )[ ’ éy{’ﬂff ) o f{‘/ C;-l/w Q:.q/ ]/Vi,gz = 0
P2z o
- U otsustvu momenata hladjenja enfropijSka ne jednakost
X -og sastojka (1.6.71.) se svodi na oblik

-Gy
o : f «f} (f- {%. ty...%... 4 s
};?::;(1 6. 73 ) #/ () fﬁ#/ (<) Z-fzx.; /qt’z 02{..:., -5, - 5
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.-a ue,lov dlskontlnulteta a('.-og sastoaka (l O 72 ) pod istim uslovi-

M T I .

|'I4I_=lr-. . S - . -

.‘_‘:';“"""' ' -
gk

SHIN -~ Akxo u (1.6. 73 ) izvrsimo sabiranje po svim sastojcima me-
f"féavine 1 iskoristimo ¢undamentalnu identidnost (1.6.12.), stavlijaju-
él da je ¥, = ’2(4,"41 ‘z" ’*2 é’, dobic¢emo momente entropijske nejednakosti

za medavinu

615 T4 4+ (5Tt gTant) /gf"z""‘"é’ >0
O A & ok ’
gde je
PRTE 5o, £
2 . & é' ¥ty f;’&
SD,Z_& 4:59%: 4-/—.2 Se (Jf;, A1y +_;j€.-c/ :-Qf“/"')
2848 24,
(1.6.76.) ,.:‘? "= ZQ/—/—/ ”
| ‘ N . x.'(f 7@?4 é
Gt % o TRl G, Z[f Uy + €, -

Cr-o tr L, bl
" S (E/“/ 4‘5’,‘5{(‘/ Loy 2y ~+ Yoy Crye 'z/:,;,,f +

. ¥SG... Gy, %
+ 2 '9/-4/? TQ{-UJ' (< ) ’L(#/j o

Uslov diskontinuiteta meSavine, koristeci gornje definici-

ije, biée oblika

. )
& ff - G 272 Cahi
(l 6 T7.) Iz.f’{l}’?@/ é’ Uy, (’J‘@ ) - Y ]%ﬁ 20,




DVODIMENZIONALNO TELO - LJUSKA
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2.1L. UVOD

Prvi rad koji se pojavio iz teorlije mesavina, a koji se
dnosl na dvodimenzionalnu teorilju, datira od 1974. godine [19] U
“bm radu je razmatrana nelinearna termodinamilka teorija me$avina

3Fr13entlsanlh povriina. Tu je koncept orijentisane povrSiune prime-
ﬁiben na izvodaenae dvodimenzionalne teorije kontinuuma ljuskl. K&ao

%&B 1juske. Medjutim, zbog teskoda koje se pojavljuju pri izvodjenju
é;teo;iae ljuske iz trodimenzionalne teorije, mi Cemo koristiti ta-
ﬁ"bzvanl direktni pristup problemu ljuske kao u radu [5] Naime, sa

3 |..

ﬁy.dléta dinamike, ljuska se moZe razmatrati na dva nadina: 1) kao

;mvrhs i 2) kao oblast izmedju dve povrsi S; 1 S,. U oba slulaja u
éggﬁs¢i se pojavljuju normalne i tangencijalne sile, pa zato njena
'ﬁmorlga u trodimenzinalnom prostvoru nije samo unutrasnja geometri-
ﬁa, bez obzira da 1li se tretira kao teorija povrSine ili tela. U

drugam pristupu se iz op3te trodimenzionalne teorije izvode sile i

, ..,_.

R ™ +t:¢f§
-
A

sprngV1 koji deluju na ljuseci. Medjutim u prvom pristupu, u kome
se lJuska razmatra kKao povrs S, ne mogu . se koristiti zakoni balan-
ﬁa,za trodimenzionalno telo, veé se oni postuliraju u novom obliku
}mjl e vaziti za dvodimenzionalnu teoriju. To je pristup koji 39
i.literaturl poznat kao direktan pristup problemu ljuske. ,
__ Koristedéi rezultate rada [5] mi cemo izvesti zakone ba-
lansa mase, tengora mikroinercije, kolidine kretanja i energiije,
kao i entropijsku nejednakost, kako za ol -%i sastojak medavine,
iako i za samu me3avinu. Pritom demo se zadrZati samo na teoriji
multog reda u odnosu na teoriju viseg, odnosno p-og reda, koja je
Primenjena u trodimenzionalnom slulaju.



2.2, KINEMATIKA

Mi definisemo tamku ljusku kao dvodimenzionalni mikromor-
fhl kontlnuum koji sadr?i ol= 1,2,...,n sastojaka me$avine. Kako
agé za nas od interesa da opisemo kretanje samp Jjednog sastojka, To
*5émo; kao i kod trodimenzionalnog slucaja, primeniti princip naveden
u_Uvodu pod b) i na taj nadin uzeti u obZir kretanje, mikrokretanje

~1 deforma013u ol -0g sastojka mesavine ljuske.
%yig U poletnoj, nedeformisanoj, konfiguraciji K ljuska ima
obllk povrSi

;,..-.

(@2 X’ =X ( *), (e=t23 5 A=t2)

gde su JKj:materijalne koordinate, a (xy Gausovi parametri povrsi.

Osnovni bazni vektori na povrsi su

f;( o ) A QRL J‘A"

1gde su Q} bazni vektori sistema materijalnih koordinata u obvojnonm
trodxmen21ona1nom euklidskom prostoru.

i  Kako se kretanje mikroelemenata u maﬁroelementu, relativ—-
nih’u ocdnosu na njegov centar, moze adekvatno aproksimirati kao ho-
nmgena deformacija, to su jednaline kretanja i deformacija tanke

ljuske za ol -ti sastojak me¥avine odredjene sa

_OC (-<) ( (.x))

R, ke,
X{d}.ﬂ{ N X—(aa)'“ ufj) s —é)
R

tgde su :K%Q prostorne koordinate u trodimenzionalnom prostoru, ;x;up
igradlaentl:mlkrodeforma01je X -og sastojka meSavine i ti < Gausovi
;jmrametrl povrii u deformisanoj konfiguraciji At-

Osnovni bazni vektori povrsi (2.2. 3.)1 u deformisanoj kon-

?figura0131 su

T

:(_2-2.4'-) I | gaﬂgiixdz OC‘E = ax(__) ,.

() S A 2 (A~
¥ 4 a u
(&)



M
C

gde su 2’ bazni vektorl sistema prostornlh koordinata u trodimen-

zlonalnom prostoru.
Analogno sa sistemima materijalnih i prostornlh koordinata

trodimen21onaln03 teoriji kontinuuma, uvedcéemo sistem konvektivnih
kpordinata 1]A , koje ée predstavljati materlaalne krive na povrsi
koje se deformi3u zajedno sa ljuskom, i sistem normalnih koordinata

> nepokretnih u odnosu na povrsSi (2.2.3.)-.
e Koristedéi ovako uvedeni sistem koordinata, kretanje Ljuske

dvodimenz1onalnom prostoru Jje odredjeno neprekidnom transformaci-

jom oblika

e A A T4 | A
(2‘;’-‘2'5') . U =Uu (U) 1‘;) ’ (A,A’. - 49‘2) .
Odgdvarajuéiosnovni metriCki tengori su

e -‘ ) ) U .
(2e2¢6.) U,,\U ’ (U ) oY, )

ﬁa.. Je Am) Aﬁaa]{)metrléki tenzor izraZen u odnosu na konvektivne
koordlna‘be, R %(u t) metrilki Tenzor izraZen u odnosu na nor-

imalne koordinate ,

- Velicd¢ina kogu ¢cemo koristiti pri izvodjenju zakona balan-
'Jsa biée brzina promene elementa povrSine tifs , & 22 ostale upudu-
. Jemo na rad [5] . U naSem konkretnom slucaju radide se o brzini
promene elemenua povrsine O{-S A ~-0g sastojka mesSavine, tj.

L)
(2.207' ) | 5{0{) A - E a + 'L)f:?{)) A 2
: ) : A 5 ke '
gde jJe = A Cl -
R . Cl

o Veéina definicija izvedenih za sluCa] trodimenzionalnog
fmlkromorfnog kontinuuma koji sadrZi n raglilitih sastojaka, vaiZide
f; za dvodimenzionalni mikromorfni kontinuum, odnosno ljusku. One de-
{11n1c13e koje su specifiine samo za lausku posebno demo istadi.

“' Srednga brzlna meéaV1ne ljuske VAl definisana Jje kao

(2.2.8.) SMJ' Z.j;) vl
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| |
Brzina difuzije o -og sastojka ljuske‘dlL) , Telativna

(ot
a srednjoj brzini 'U”l, definisana Jje sa

LA

@ U, =5~V

(o)

;z (2.2.8. ) i (2.2.9. ) kao posledlca sledi
:2 lo.) jfﬁﬁ’ !A ”CD
( 2~' ¢ ¢ (<)

| Za neku velicinu klu W(U,_q,’f) koja Jje definisana u sv:Lm
taﬁkama ljuske, postoje sledeéa dva materijalna izvoda:
materlgalnl izvod sastojka |

(2.2.11.) = ST T ot @

i materijalni izvod meSavine

. f'*

éé.é.lz.)

;Sdékle Sledi
(2.2.13.)
- Ako za medavinu postoji sledeéa srednja vrednost neke fun-—
et '

ey ¥=J¢ W,

onda koristedi (2.2.9.), (2.2.11.) i (2.2.12.) dobidemo Ffundamental-
‘nu identiZnost, koja de vaZiti za ljusku, u obliku



2eDde OPSTI LOKALNI ZAKONI BALANSA MIKROMORFNE TEORIJE

TANKIH LJUSKI

Za ispitivanje ponasSsanja sastojka u megavini, a kasnije 1
‘game megavine, mi C¢emo primenjujuéi u Uvodu navedeni fizilki prin-
%Cip pod b) i korlst901 opsSti oblik 1lokalnih zakona balansa mikromor-
ifne teorije tankin ljuski [;5] , napisati odgovarajuéi opSti oblik
?1okalnlh zakona balansa i1 uslova diskontinuiteta za svaki sastojak
fmeéaV1ne pojedinalno, tj. '

s
(2.3.1.) e T

gde je

| '_ | \ | . A

(2.3.2. | = ' |

\2.3.2.) (%k)'_(%l+-qﬁ0\5%03 > 7

. 4’"\-4-..49/\.

2 (oo -l DP) X (b G) bty 2
(2.3.3.) ——> * ( ox 77 -+ g il S0
i U = D AUA a () -

__ o~ (... A & --";’a A 7. .

= . bt/ - lﬁ;J | (dég;”%k) Xﬁb¢tﬁu O J

gde e

| N bty \ bty bpelpe ;‘_ Nt

.(2'3"4') 6{.&) = k}f/-l) * \f;‘} \5(-'-}/\ - v(/.-t} 2
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o | _ A
(2 .4 oTe) 2.9 ﬂ (A
g;wjim se pretpostavlja da je masa konstantna u mesavini.

j Uslov diskontinuiteta za melavinu dobljamo iz (2.4.5.),
ékoristeéi (2.2.8.),

.é;‘

B A
?3§(2-4'8-) lg(v?-wM)=0,

S Za izvodjenje zakona balansa tenzora mikroinercije oL ~0g
égastogka mesavine potrebno jJe prethodno izralunati velidinu (2. 3 4. ),

éKnristeéi (2.3.5.), (2.4.2. )3’5 i (2 4.4.), dobijamo

N

| 44 VA A .(( A { - b... k... &4 |
(2.4.9.) Bl FLg AT 9B il 2.8 e :

S N

'Kéda (244.9.) zamenimo u (2.3.3.)1, dobljamo zakon balansa tenzora
:;__Iﬁikroinercije o -0g sastojka mesSavine

8 Fundamentalna identidnost (2.2.15.), koristedi (2.4.4.).
i (2.4.6. ), postaje oblika

(2-41-11.) ZS;.L) §\F+z A SZA_) (L (4}) zg)ﬁ(.q (<) »

U specijalnom slucaju kada Je \ff,g,-"-""—(_” g’i W= A “ 1 iskoristimo

'(2 2.14.), iz (2.4.11.) dobidemo da je

o

(2 4‘ 12 ) ZS) ’z'(.-t./ 4 g'{& -+ Za,t{)\ ) jfﬁﬂj (4 4.-

(<)

_ Ako u jedmadini (2.4.lo.) izvr3imo sabiranje po svim so-
;Stojcima meSavine i iskoristimo (2.4.12.), dobidéemo gakon bal:



4

Y X RY,... L o~ Lol A
' _ = = O
¢ (<) 2 ['/-4) o5 ¢ at |
‘ Yo = <5,>" S::'-‘)
%—(’2',4'2') | bom by 1 ... - &) -0 4 ety
B k//( ) — /‘F‘ ! < 9@) 3 3 > - ,§: L) 1 (<)

@M, = <5?ﬂ/:r-u> _2‘53/';(“}

‘1am{; 4; V. A&
g{.u | /}o} <§/&(J-) P = f (<)
’ { 0% ' i tenzori mikroinerci
;ﬁgde su §, 1 1, gustina mase enzori mikroinercije o<¢ -0g

Eastojka me$avine. Posle smene (2.4.2. ) u (2 5.2.), dobijamo

(L) A\ J

o ' N \ A
‘(?'4.3.) ) éfa&) - gf-‘-) + g:;x) S
téko da Je iz_(2;3.l.)l zakon balansa o0 -0g sastojka me3avine

@t 8,+8,55 = St

Ako (2 4.2.)4 1 (2.4.2. )2 zamenimo u (2 3ele )2, dobicéemo
uslov dlskont:.nuiteta X —-0g sastojka meéavine

F2 +4e5.) | [g(-z.) ,L{j | w’l)ﬂ -

Kada u (2.4.4.) izvrdimo sabiranje po svim sastojcima me-
$avine i iskoristimo (1.4.15.), (2.2.8.), (2.2.9.) i (2.2.10), Ow
biéemo zakon balansa gusiine mase meSavine | -

: 4 - . A
(2.4.6.) 9 4+ g 'J’I-e-g’S\ =0, ili ¢ +85x=0,

at— );\ '

32 uslov



4.4, £ 4 &... 4p

;' | A
55(2 ' 3400 ) | \—llj,: ) Z ()R i

S=9

@?*””; . Odgovarajuéa tenzorska polja u gornjim jednad¢inama defi-

;. -T2, YK, g,2<9,>

32'3'6’)’“ PN <%La

_x C(A) /?01 < (-4} 3 j

F G . L s .

igkfsu ostala veé ranije definisana sa (1.5.5.).

R

2.4. POSEBNI ZAKONI BALANSA SASTOJKA I MESAVINE

;o Koristeéi opsti oblik lokalnih zakona balansa. ol —08 S&a-
istoaka 'tankgﬁ.auske datih sa (2.3.1.) i (2.3%.3. ), mozemo izvesti od-
épvarajuée zakone balansa pojedinih fizidkih velilina. Ako izvriimo

sabiranje po svim sastojcima meSavine, dobidemo zakone balansa tih
ﬁiéiékih velidina koji ée vaziti za medavinu.

a) Gustina mase i tenzoril mikroinercgje

o

Zakoni balansa ovih velicina se doblaaau kada se pretpo-
stavi da Je

/

- . , ~ /2 . _
(2t4olo) \KN = 5::“_} 9 Z‘(,{) = 0 2 g{;‘/ - f ?/-4}

Eﬂe su ove velidine definisane u odnosu na mlkroelement. Tako Je
EZJ gustina mase ol -0g sastojka u mikroelementu, a qu%, ZaAPLe—

lingka promena mase ol —0g sastojka u mikroelementu usled hemijskih
E@akciga sa nekim drugim ili svim sa3u0301ma mesavine.

S obzirom na (2.3.6.) i (1.5.5.), imademo da je



{ﬁnzora mikroinercije za mesavinu u obliku

o

(2'4’13.) 5 ’L 22 S)(“) (-4)4?. [.() “Z (<) Zau’\ () () )

b) Kolidina kretanja

U ovom slucaju su

&)
g | - fZ*I 'é _ /R .
(2.4.14.) “r T R \
S ' / ’J(/ *
gf-o = ft‘"ﬁ[&/
S ’ _
gde su V., (.u J[ vektor brzine, vektor napona i zaprcmin-

ﬁha sila, respektlvno u odnosu na mikroelement. Odgovarajuée veli-
¢ine koje figuridu u (2.3.1.) i (2.3.3.), su prema (1l.5.5.) slede-
éeg oblika |

@
\'f/ <§au H_(A.z> 4 .-.1-4/ + (,‘)'z'(.-c/l)(.:.ﬂa

(2;'41.15,) {4 (-()
91‘"‘" - ‘?{JJ ’_‘é’.&) @

Zamenjujuéi (2.4.15.) u (2.3.2.) i s obzirom na (2.4.4.),

dobi jamo
( g,.q.. 16 ¢ ) g(p("‘} A4 +ﬁ(‘£‘) ("“/h - ) ""("‘"j * () f"“-) ( (=l )( (.()'& T ,}%ﬂl} k)

dobi-~

Kada (2.4.15,)3 5 i (2.4.16.) zamenimo u (2.3.1.)1,
| g™
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- O

/\ | N\
___c___(__) 4 .S)(JJ (f(# (_{/) 59(“} 'Z-{,.()( iyl {-942’, +X-¢)‘f'€_).::

o UM
= g(ﬁ[y%‘o +/2: »}*{"/"“ °

. -
."'E.}.\_.
L
o

iyt

TR
w.&.‘-' :
i
g
i
SR
5@;‘.4." o
l._-h i, C-
DL

z'—'.i-r'. LI
T
f:_,'-',-' i
_'.-.-;_'11!-’ - .
R T
?1‘.5%_’.‘_.‘.;} -
i
“'-5:
FE;. e
R

}I“ ..-.

Kada uzmemo u obzir da Je

- A _
%4.180) ' 1‘(‘_‘) '_O J

émo flziékl zna¥i da se centar mase makroelementa nalazi u istoj _
1mﬁk1:makroelementa onda iz (2. 4. 10 ), za sludaj kada je p=1, sle-

fi da Jje

m L | | r 2 ' = o
(24 19.) T =90 5 =Y

EE TR

&mda iz (2.4.17.) dobijamo zakon'balansa kolidine kretanja ol -og
sastoaka u obliku

1 R

2tz =R +8, (£, V) =S

- Uslov diskontinuiteta ol -0g sastojka meSavine dobléemo
ako iskoristimo (2 3.*.)2, (2.4.15. )l 3 UZ (2.4.18.), tj-
4

@Jm

Ako u jednalini (2.4.20.) izvrdimo sablranje Po svim sa-
stoacxma medavine, iskoristimo fundamentalnu identidnost (2.4.12.)
stav13a3u61 da je ‘ﬁq Yy i Y=Y i sledeée definicije

e

({?.4.22.) o ', Zg’wjﬁwﬁj’f

n N A A — A
(2'4- 23-) ’t = Z [___{%(.(/ o () ,é:.{(c-_‘/ u("‘)] 2



dobiéemo zakon balansa kolicine kretanja mesavine.
;ﬁ(2;4.24.) au" 5 (J[ )
;' Kada u (2.4. 21 ) izvr3imo sabiranje po svim sastojcima
(2.4.25.) [15 - Y (V=W =0 .
c) Energija
Odgovarajuée velidine u ovom sludaju su
4 /
M) 5&9</ w 24“'““
| 142 /
(2040260) | ‘fé(“/ "'(A/ +Q["‘}
1 o/ Ar’ d
g{,—tj - 5)(.1} :25.(/ 3}[:1/ 7 Si“ %f-‘) p)

gde su €, ’ 'f,/:; . ;?(ifz i ’ﬁw gustina unutrasSnje energije,
vektor napona, vektor toplotnog fluksa i zapreminski izvor energije
( zapreminska specificéna proizvodnaa toplote ) ol —=0g sastojka, re-
spektivno, u mikroelementu. Odgovarajude velidine iz (2.3.1.),

(2.3.2.), (2.3.3.) 1 (2.3.4.) su prema (1.5.5.), sledeéeg oblika

. ‘ » S
\-}/(f‘) = f(-"-) (é(-‘-)_}-% 1];‘)1“?-9 + ‘2,.\-))[.-4"( )J(‘qg ,LH)



| y A i L. ,
gde su &, , —,.é{-zx ; 'ﬁw y Zu, 1 ey gustina unutrasnje energi-

je po jedinici mase, vektori napona, vektor toplotnog fluksa i iz-
vor energije po jedinici zapremine of —og sastojka meXavine, respe-

tivnO-
; Smenom (2.4.27.) u (2.3.1.) i s obzirom na (2.4.4.), do-
o G% JQ@J[€;¥)+'1£9 “Fgﬂ+i%25 L) (¥¢4w ;ﬁngkﬁn:)]*h
(2.4.28.) , v RS
( . ' + /3> 4t (€peyt 3 Yer Yy )+ % § X ,3?.:;;/5 “

_ Kada (2.4.27. )2 5 1 (2.4.28.) zamenimo u (2.3.1. )l’ dobi-
éemo zakon balansa energije «=-0g sastojka u obliku

> .{:’1 a’UEz;_r_ti?/‘ S Yut ("& A 3&"'& N,

L -‘3;;é;“-+'“““;}44 t%)ga, A ,«@v %V,gwg ~IR
22 19 = L7 (€43 Yiy Yw) - 1 P, ek Mo

a’b{

L | Zamenjujuéi (2.4.27. )l 5 (2.3.1. )2, dobiéemo uslov dis-
%}mntinulteta oL ~0g sastojka u obliku

XS\ A A
;(2'4’ 30.) IB‘ 4 Ve +:¢0~1 e ’L.?w w( “)2 +3 Yy Yt n’z"“’%‘ @ (Ve & )l/ =0

k= Ako u jednadini (2.4.29.) izvr3imo sabiranje po svim sas-
jtoacima meSavine i iskoristimo fundamentalnu identilnost (2.4.12. ),
posle duZe radunice i sredjivanja, dobidemo zakon balansa.energlge
.éa.mesaV1nu

(2:4:31) -9€ * 2 ST S B

gﬁe su po definiciji



' (2.4.32.) T = D (€, ,-$, Y Y ~ S Gys Ce %) )

A =2 s (R s f‘f[#"ﬁw 'FE{; G )<

N Ako (2.4.30.) saberemo po svim sastojcima meSavine i isko-
;rlstlmo definicije (2.4.32.), dobidemo uslov diskontinuiteta za me-

- avinu

S 4 & 3 A
~~(2«»‘11-m33«m) ﬁ}é) y'f'é "32;3 +Q “f(é+2{?-y+é%ﬂ)-)f1 zgj(’uﬂ/i‘w )_[/ = 00

{

dé Entropijska nejednakost

. Za izvodjenje entropijske nejednakosti koristidemo sc, kao
.1 kod trodimenzionalnog slucaja, opstim zakonima balansa 1 odgovara-
ljuéim uslovima diskontinuiteta{mfeOg sastojka meSavine za sludaj
 13uske, ulkqjima ¢e znak jednakosti biti zamenjen znakom nejednako-
sti, t3j. | ’

3 N o / _ £ O
(21'4034- ) ' I + gf‘-/ </

gde jJe

(2.4.35.) G, = L{ZL/ T 5[—«’-//1 o
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U ovom slucaju je

(,,,, -59 “) 7/41 |

B ' | (’ “ B :Q 3
:’_21';4'36') ' f[/é ' ﬁfq
o Cbwy T Y
/ _ .ﬁ'd/{/f/
g{dfj T _6_/
gde su "Z,,_/ i 6/ specifitna entropija i apsolutna temperatura o -o0g
sastojka metavine, respektivno, u odnosu na mikroelement, dok su os-

tale veli¢ine ved¢ ranije definisane.

L L M1 pretpostavljamo da Jje temperatura svih sastogaka mesa-
}ineh‘u istoj tacki ista, odnosno da jJe

(2.4.37.) G, (X, ) = (2,2 )

i It : : 2

1 da se G moze izraziti u obliku polinoma po 5™ , tj.

gde S C}_,,qu momenti hladjenja, koji su fﬁnkci;ja od Xy i <€ .

. Velidine koje figuridu u ops$tim lokalnim zakonima balansa
oL -0g sastojka medavine date su u obliku

£e u?“f) - 5;“"/ ,}Z[ 4/
Ay A A %s, ,l
(2.4.39.) (Z(""/ =< (-’-’-) > (19 ) Z s +C /-1/( Q{é; C;-f/{f! Ly A+
| Mf Wf ’Wg

g{“-/ j:;‘,_/ 19- e fl) 'l"'ﬁ_z} C}.L/wf'ﬁ[“/ "Il'ﬁ,.g/ t.-(;/% wz_ %{.d/ I S, o

Posle smene (2.4.39.); u (2.4.35.), dobidemo

| e | . . . . |
(2’%740') | 8(-4/ = ~§)(-4) /}2(/_/ + fﬂf-‘) ,/?(-U o

| Zada ovo zamenimo u (2.4.34 )l i iskoristimo (2.4.39. ) 5 3
.debléemo entropljsku nejednakost « —-o0g sastojka meSavine u obl 1ku



N A | -t iy
5) <7 ,)2/4_/ +_§’/5M U =~ St ( 6 Ay + CL/M} w7 CLM “ip /-’-’/ 2 )"
(2 4.41. ) A P plA A Lol
é [ (6 ) Q /-‘-'/ /-’-/t‘; E (</ A (4/Cr s Q (L) + - = 09
?‘ Odgovarajuél uslov diskontinuiteta « -og sastojka meSavi-

fne doblga se iz (2 4. 34.)2, koristedi (2.4.39. )1 2 t3.

A~ A A ; 44 A ad
(2 4 42 )T(A/o?{xj( () wA)“(gj 'f-?[.éj—“(;&)t‘;gﬁf/ - ﬂ,{;éf,‘, -'*j”{)\‘)@

O U sludaju kada su momentl hladjenja Jjednaki nuli, entro-
plgsha nejednakost4xi—og sastojka medSavine (2.4.41l.), dobija oblik

( 2-4- 475 ) ’ 59[,4) /}2/4/ +§/5f‘/ ,?(45/ -7 - '9{_/ = 0) .

'a odgovarajuéi uslov diskontinuiteta o —og sastojka (2.4.42.), oblilk

e - | A
e o A )
(2.4.44.) 8.7 (Vi —07) - = ],m ~ =0,

| Da bismo dobili entropijsku negednakost mesavine, potreb-
ino je u (2.4.43.) izvr3iti sabiranje po svim sastojcima medavine i
jiskorlstltl fundamentalnu identidnost (2.4.11.), stavljajuéi da je

'L{é‘):?&c} i Y- q? y P& je

(2"4'45') S’"Z + Z #ﬁ (-ﬁx/q?(x/ ‘(»((i,)—- fﬁ_ - 25 /_:Q ) 20,

&  out

gde Je

(2.4.46.) i /7 "2 Sl .
' g’ﬁlﬂzfp—/'ﬁw 2 f’ﬁﬁf%{"zf@(ﬁ‘/?{#'f'# 79“‘/”)



j?IA .;§£2#,
Q:Q-— +l[.../z/a/‘/+‘é "9(-4/?"'

e
"fluffé?y'*;i{4@f{4%’*’JféﬁﬂfnﬁUfQVJr

Ako u (2.4.44.) izvrSimo sabiranje po svim sastojcima me—
§avmne i iskoristimo (2.4.46. )1 3 3 dobidéemo uslov diskontinuiteta
?

meéavine, tJ.

0 |

?T,(2'4'47') LZ Sty lper Yoy + 577 (V- ) B
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5.1. UVOD

U dosadaéﬁjoj teoriji mesavina postoji samo jedan rad
[ZQI koji se odnosi na ispitivanje jednodimenzionalnog kontinu-
;uma.,Rad se pojavio 1975. godine i u njemu je predlozZena opSta
%nelinearnateorlga mesavina orijentisanih krivih. Kao prakticnu
éprimenu ovih izudavanja, autori navode matematicki model Covelije
kidme. - '
; Iz ovoga se vidi da u prirodi postoji prakti¢nih prime-
?ra na koje se moZe primeniti teorija mesSavina jednodimenzionalnog
ikmntinuuma.Zbog toga smatramo,da u cilju daljeg razvoja teorije
fﬁeéavina, treba primeniti mikromorfnu teoriju mesavina i odgova—
;rajuée zakone balansa 1 uslove diskontinuiteta trodimenzionalnog
*tela na jednodimenzionalna tela, u nasem slucaju na stapove.
| Inade, 8to se tile izudavanja Stapova primenom trodimen-
‘zionalne teorije, valja rec¢i da se pritom nailazi na velike, Cak
-nepremostive tesSkoée matematilke prirode. Da bi se to izbeglo pre-
;dlaéu se razne teorije koje koriste u manjoj meri, ili nikako,
;trodimen21onalnu teoriju. Takvih prilaza ima vile. Tako, naprimer,
fpricksen i Truesdell su koristili teoriju orijentisanih tela bra-
e E. 1 F. Cosserat, xao i mnelinearnu teoriju .teoriju Stapova ko-
?ju je dao Hay. Oni su prosirili trodimenzionalnu teoriju sStapova
kao jednodimenzionalni ili trodimenzionalni Cosserat kontinuum.
:Nelinearnu teoriju étépova dalje Je razvio Kafadar-ﬂﬂﬂ i Kafadar
};}f'i Eringen [22] , Primenjujuci trodimenzionalnu teoriju polarnih
‘sredina na sludaj jednodimenzionalnih tela, odnosno Stapove.
U radu [2] vrimenjena Jje mikromorfna teorija trodimen-—~
Zionalnog kontinuuna {i] i izvedeni op3ti zakoni balansa, koji
su primenjeni u téoriji gtapova.
- Koristeéi regultate rada[fil, mi smo izveli posebne
zakone balansa mase, tenzora mikroinercije, koliline kretanja i
‘energije, kao 1 entropijsku nejednakost. ol-0g sastojka medavine
1 same mesdavine za sludaj étapa; Na kraju su izvedene i konstitu=
-Sivne jedmecine mikromorfne teorije medavina za 3tap.



3,2, KINEMATIKA

_ Mi definisemo 3tap kao jednodimenzionalni mikromorfni kon-
jﬁ"1'-;j_mz.u;rz1 koji sadri o« = 1,2,...,n sastojaka meSavine. Da bismo- opi-
?sali kretanje jednog sastojka, primenidemo, kao i kod trdimenzional-
nog sludaja, princip naveden u Uvodu pod b) i na taj naéin pretpo-
staviti kretanje, mikrokretanje i dei‘ormac:Lju samo oL =-0g sastojka

-

ZmesaV1ne Stapa (8l.3.1l.).

K 3,

T

(25

(sl.3.1.)
U nedeformisano]j konfiguraciji KO, koja odgovara trenutku
vremena t,, Stap ima oblik krive

(3.2.1.) X" X ( )

gde Jje éim) luk krive ol-~o0g sastojka mesavine. Jedinidni wvektor
tangente krive u nedeformisano konflguracljl je

(3.2.2.) ‘ /\jé ;{'i}g

'S obzirom da kretanje mikroelemenata u makroelemeniu, re-
lativaih u odnosu na njegov centar, moZe biti adekvatno aproksimi-
rano kao homogena deformacija, tada su JjednaCine kretanja i defor-
aacija za ol =-ti sastojak mesavine odredjeni sa



1
o

AR ( é)
5 :x:’al ) ':K}‘" J \-Z:j 2

(3'2'3*) - X/Z X"Q (f 'é) |

: | ) | oK - Y () 3 /

;gde su A, gradijenti mikrodeformacije « -0g sastojka medavine
;koji definisu homogenu deformaciju.

;  Luk prostorne krive o =0g sastojka medavine u deformi-
;Eanoj konfiguraciji Kt definisemo sa

_ nd —
(3.2.4. _ ¢)= 2o H S .
G T (5,5 Z/Z;?as =

o

Jediniéni vektor tangente u deformisanoj konfiguraciji K,

s

| _ ’ 'L%@ - Eaa:ﬁ:# ?9EE%Z=L;Lfé
gde za parcijalni izvod vazZi
_ 2 _ D
0206c ' | —_— = T, °
. (3. ) _ 5P 27
(o)

Veéina definicija i relacija koje su izvedene za sludaj
trodimenzijskog mikromorfnog kontinuuma koji sadrzi n razlilitih
sastojaka vaZide i za jednodimenzijski mikromorfni kontinuum, od-
nosno Stap, koji takodje sadrzi n razlicitih sastojaka. Neke su
specifiéne gsamo za dtap, pa ¢emo ih posebnq}isﬁaéi.

Srednja brzina mesavine stapa > definisana je Kkao

\

(3.2.7.) L Jof:Zi}\?i
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; Brzina difuzije <o -og sastojka Stapa “U,» Telativna
 prema srednjoj brzini O , definisana je sa '

\ o

(302.80) . | u(a{) - \Z} _-">p o

;Iz (3e2e7«) 1 (3.2.8.) sledi kao posledica

(3.249.) ZJZU Uy =0

Za neku velidinu ‘f@=77%50%7, koja Jje definisana u svim
tadkama Ztapa, postojade sledeba dva materjalna izvoda:
Materijalni izvod sasvojka

| V;:av/ 7Y \p

T ]
L

"(3.2.10.;) >t +'a'>0 L)

R

i materijalni izvod mesSavine

‘ ‘ Y A AR
- 2L + 22
(3.2.11.) V=58 T 3w
odakle sledi veza izmedjﬁ njih
| | - | \ o K}V .
(302012.) . I kf/'-'—"- HV"IL" % /a((o{} »

Ako za medavinu postoji sledeléa srednja vrednost neke
funkcije '

(3.2.13.) s¥=25 %, ,

onda koristedi (3.2.8.), (3.2.10.) i (3.2.11.) dobijamo fundamen-—
talnu identi&nost, koja vaZi za #tap, u obliku



.3. OP3STI LOKALNI ZAKONI BALANSA MIKROMORFNE TEORIJE STAPA

Primenjujué¢i u Uvodu navedeni fizidki princip b) i kori-
steéi opdti oblik lokalnih zakona balansa mikromorfne teorije sta-
pova [2] » moZemo napisati opsSti oblik lokalnih zakona balansa 1
glavnih uslova diskontinuiteta koji ¢e vaZiti za svaki sastojak

pojedinacno, tj.

_.(303010) | a\y (4

gde Je
| \

. . . ab‘g
(3#3.2-) | | é@): L{(/-() - Lf;{} 9j o

Mada se ovde nedemo iz fizidkih ragzloga zadrZavati na te-—
oriji vxéeg reda, ipak demo napisati odgovarajuéi oblik lokalnih
vahona balansa i glavnih uslova diskontinuitet=a ci.-og sastojka me-—
Savine, Jjer ¢e nam neki od zakona balansa biti poitrebni za mikropo-
larnu teoriju, tj.

o~ Cyoon bp (o . 44...Comy) — . Z
o (, . 7 (-\_(6}4.) Y. ) {,,,,{j’,#
(3.3.3.) '"'"é%f’“’k“\ L‘"’*’ "(/ *9y T Cws =0
3.3, . il 4 A T
I (‘{,4) ( ) u)__L O J

gde Jje




D'

\ A
A Loee G bty 50, -
(3.3.4.) i) = k-/:.q + Lf;..u '2—_95 kf(/«-'ij
: 84
| | A 4”'4 4° é 14... R... 4
..(30305-) \-f:‘/ = Z )i&)k \f;“) °

“Qdgovarajuéa tenzorska polja su veé ranije definisana sa (L.5.5.).

304, POSEBNI ZAKONI BALANSA SASTOJKA I MESAVINE

Koristedi op3ti oblik lokalnih zakona balansa ol -0g Sa=-

stojka 3tapa datih sa (3.3.1.) i (3.3.3.), moZemo izvesti -odgovara-

- jule zakone balansa pojedinih fizickih velilina. Ako izvrSimo sabi-

ranje po svim sastojcima meSavine dobicemo zakone balansa tih fizid-
kih velidina, koji ée vaZiti za meSavinu. )

a} Gustina mase 1 tenzori mikroinercije

Zakoni balansa ovih velicina se dobijaju kada se pretpos—
tavi da je '

/- / ! R

) , A/
.(3-4010) \f/(,y: S;; b [{;-(j =0 > 9‘“/ :fﬂ") 7

)
| ] ) - - | /
gde su ove veliline definisane u odnosu na mikroelement. K., je
_ | “N 2 '
gustina mase oL -o0g sastojka u mikroelementu, a.hﬂﬂ%q zapreminska
promena mase oL -og sastojka u mikroelementu usled hemijskih reak-
cija sa nekim drugim 1li svim sastojcima meSavine.

S obzirom na (l.5.5.) sledi da jJe

“ = > G = &, = O
(3.4.2.)
| | | Lf/(f(} = <.5D[.¢;> = z’.e)
bt S
V//..-c,v ~ ;/‘{5:/<5;“’5 3 >#~ff'dxi/‘/




= <f}f-¢;>=fﬁ4{4}
4.. {f ;l<fﬁ‘a} (*‘ 3/" ﬂ[ﬂg

(A)

i . Ly
-gde su 5;-0 i = [; K gustina mase 1 tenzori mikroeinercije oL =0g
jSaSuojka meSavine. Zamenjujuéi (3.4.2.) u (3.3.2.), dobijamo

2.(3'4'3') | é(;u - S)f-‘f + St 55

ipa 1z (3.3.1.)1 zakon balansa mase & —-0g sastojka medavine glasi

\ O, "‘

;(3-41'4") \Si") + ‘SZ&) 850 = ‘S)ﬁ{-ﬂ} o

| Ako (3.4.2.)q 1 (3.4.2.)2 zamenimo u (3.3.1.),, dobijamo
_uslov diskontinuiteta cx;-og sastojkarmeéavine

(3'4'5') [-{__,_/ 7, /L()] O .

Kada u (3.4.4.) izvrsimo sabiranje po svim sastojcima me-

3avine i iskoristimo (1.4.15.), (3.2.7.), (3.2.8.) i (3.2.9.), do=-
bi¢emo zakon balansa gustine meSavine

5edeboe . ._ | 2% 2 b‘;n
(3e4.6.) . at+830(§ ) =0
uz uslov

(304’1-7-) . Zfﬁ/‘;&; =O b

S5to znaél da masa ostaje konstantna u meSavini.
Uslov diskontinuiteta za meZavinu dobijamo iz (3.4.5.)

koristeéi (3.2074-)




j(31..4..8..‘) H:f/j” ’“):ﬂ =0.

| - 4da izvodjenje zakona balansé tenzora mikroinercije -0g
;astojka mesavine potrebno je prethodno izradunati velidinu (3.%3.4.).
Korlsteéi (3 DeDe ). (3 4.2 ) 5 i (3.4.4.), dobijamo '

| . o ' \ / d & 4’
(304',9') C’g{'g ?""ij’z’{ . ﬂ{'f/ﬂ/ (~) 4’ Z.SD Q/;

Kada (3e4e9.) zZamenimo u (3.3.3.)1, dobijamo zakon balansa tenzgora
aikroinercije o{-0g sastojka mesavine '

2l b A 'Cr 4
)8 i (B B A )

(3.4.10.) 4' ;i”f

Ao ()
| Uslov diskontinuiteta X —-0g sastojka meSavine dobijamo
iz (3.3.3.),, ako iskoristimo (1.5.5.),1 (1.5.5.), tj.
_ _ 4; g
(3-4.11-) | 1‘(‘“ f( a)]':oo

Fundamentalna identiénost‘(3.2.14.), koristedi (3.4.4.) i
(304:'6.), postaje oblika

\ e 19' | - A
(3.4.12.) ZS’W\V“} :‘SDW"L Zés_o (ﬁ.z)vfo/vz{’-‘/) FZ%/@ S,{fu °

A A,
U specijalnom slucaju kada je L/[/,U ’f- oy " i V’f-*-'a’.é' 7

(3.2.13.), iz (3.4.12.) dobidemo da je

i iskoristimo

N »

St

' B A &ynnip > /. -t
(3.4.,1%.) Zj;}/z_(ﬁ 4"’;—_5’4. _ +Z§5¢9 [JZ/’L/.‘ /-a;) Zfﬁ (<)

———— ——— — - e ————— - . o e — e 7 -r..,F.I._



. Ako u jednadini (3.4.lo.) izvriimo sabiranje po svim sas-
tojcima me3avine i iskoristimo (3.4.13.), dobidemo zakon balansa
fiénzora mikroinercije za meSavinu u obliku

;:j 25 & "
o414 0% ® 378 i LI z-%,(f’ *2,,).

| Kada u (3.4.11.) izvr3imo sabiranje po svim sastojcima_
meSavine,dobiéemo uslov diskontinuiteta za meSavinu

1

Kolic¢ina kretania 1 momenti koliline kretania

R

U ovom slucaju su

/ / 7/
\ﬁ;/z“faxziu
c'*vf&
- - | , ( 'ﬁau
(3.4.16.) - o~ glR _ /
: é@,“‘éﬁaﬁané 75 "f@u

(n,)

/ /
g () = ﬁ-{f:\éf;j

;R /
/ .
gde su %&u , jé@g i ;/ vektor brzine, vektor napona i zapremin-—

~ Yy
ska sila o -0g sastojka megavine, respektivno,-u odnosu na mikro-
elemenvy. Odgovarajuée velidine koje figuridu u (3.3.1l.) 1 (3.3.3.)

su prema (1l.5.5.) slededéeg oblika

2
| \ﬁ’q = ‘5964} y‘;‘/ +.P(_4} '2'(.9,._&01‘&

| - Gty ... - R, ... 4 |

(304‘,017") B V/(A/ = 57(-‘5/1("/ é’:.__zj(‘-(/ "f‘.{){..z; () ﬁ){-éhﬁ'




N
bt

| L e b4 7l b ) | '

gde su j_é(,,\, ; '_é,,,_, ; :é(#-/ R g;/ 1 j[z-u vektor napona,
vektori naponskog momenta, vektori momenata proselnog napona, vek-
tor zapreminske sile i vektori momenata zapreminske sile ol —o0g
sastojka mesgavine, respektivno.'

Zamenjujuéi (3.4.17.) u (3.3.2.) i s obzirom na (3.4.4.)g.

rdobijamo
| \ . e A . \
(3.4-18.) \ é('(}i: f(ﬁ(..usz-# %(Ajn ) #}ﬁ(,g (,.(/{/;«U( ;4/& n){gﬁ)‘,
Kada (3.4.17.)3 c 1 (3.4.18.) zZamenimo u (3.3.1.)19 do-—
. 4
biédemo ’
2%, \ )\)
. 2 ‘f'fa)(j %/) 7<) [.z./(/.-u(’ R (x;ﬁ)""
(3.4.19.)

A A o -
= $(B Ve + 3, Yur ).
o Kada uzmemo u obzir da je | ‘

) .,{‘? O
(3#4‘#20t) - /L{'{} - 2

gto fizicki znad¢i da se centar mase makroelementa nalazi u istoj
talki makroelementa, onda iz (3.4.lo.), za slulaj kada je p=1,
sledi da je '

il

| . 4o - A R
(3.4.21,) | | 1, o ﬁf-v =0

Tada iz (3.4.19.) dobijamo zakon balansa kolifine kretanja ol -0g




sastojka u obliku

. . St o
(3.4.22.) 3\»; + f/"‘/(j’q—%/) =53, Y -

. Uslov diskontinuiteta K -0g sastojka medSavine dobideno
ako iskoristimo (3.3.1.),, (3-4.17;)1’3 uz (3.4.20.), tj.

(3.4.23.) ﬂ}é(‘,{/ _f? .-../vé// >y, a)ﬂ-‘-‘-‘-oc

Ako jednaéinu (3.4.22.) saberemo po svim sastojcima meSa-
vine, iskoristimo fundamentalnu identi®nost (3.4.12.) stavljajuéi
da Je ‘// w i Y=Y i sledede definicije

(3.4.24.) Zf;ji‘{/:ff

Vo

(3-4;25-) Z[—é(-c/ pqn.(—s'/ [4/]

dobicemo zakon balansa koliéineﬂkretanaa meSavine

(3.4.26.) __a_g_,_f(f__q'j =0 .

Akxo u (3.4.2%.) izvrdimo sabiranje po svim sastojcina

mefavine i iskoristimo (9 4.25.), dobiéemo uslov-diskontinuiteta
Za meéaV1nu |

_ 2 ;
(3.4.27,) [[1{ - YU (- /u)l] -
Za izvodjenje zakona balansa momenata kolifine kretania

< -0og sastojka mefavine, najpre ¢emo izradunati (3.3.4.) koriste-
¢i (3.4.17.),, (3.3.5.) 1 (3.4.10.), %j.




| . A&, ARl \ .
éi} é,*-'-' f ( ﬁ(,q éb (-U +ﬁ[.q /-w’e ) ‘a, ...._/A/ *
(304‘-28-) ‘?"f 1‘:‘&’(! 4’( [‘gk +ﬁwz &(/,k)

 Ako (3 4.17. )4 5,7 i (3.4.28.) zamenimo u (3 5:30)1, do-
biéemo odgovarajudi zakon balansa momenata kalidine kretanja ol -og
sastojka meSavine

e lp Lyoo-tppmq) — (€o-o- .
9{:“} + ( P.é “ 'é L&-} (7[(.4/ 4: N /2//- )

~ (ol ) ~ (A7 (A-/
5 >

1@4 k ARYL,..
) (4/ q(""@"/"? .2 ~ T [“’é) f (/344/ ’U‘—“/ ﬁ (L) ﬁ,-...)jr-z/é)

(3.4.29.)

Uslov diskontinuiteta ol —-0g sastojka meSavine dobijamo
iz (3.303¢.)2, koristeéi(3.4.l7.)2 A? tjr
. 5 4

(3 4o 30 ) ﬂlé["/ #j (’z'(,u ‘9,1/{-.0 + 2 "{24"' ‘5:" ﬂ)fe)/‘y ﬂ)]]

Da bismo napisali zakone balansa momenata kolidine kreta—
nja me$avine, poéi demo od izraza (1l.4.21.)

. 4 bt bt P 4
(3.4.%1.) 5)4,"4 3#:,3’4394, 4 2% -—..-Zf# 1., U, +Zf#'z.w R

Axo potrazimo izvod leve i desne svrane ovog izraza, posle duZe ra-
¢unice i pogodnog sredjivanja, dobijamo

el < el £y
| ZST’A} IL(A)' ,H;-é} +Z—§i’.¢) ’Z'(-u g ('E)&’-O( +.-2"g‘1'; )éu()_

.. Gty
= f’if"ﬁ’:{_f +f’££,...4£ )) * 2% %2 ) fZ(ﬂ[ ﬁ%{} /f—w nx/f)

(3.4.32,)

2 Ao G ﬂ é./ o G
. o +2'9>p [5)@}@({.4/ (’Z(,‘, ;(:‘{[J} '/"Z_‘_/ ,\/4/() .....2_ Zjiy » [-u 'f:(t-z/ e
BT S v A S
+ /L(A) @#5 )+§§0 chil {4/ +8/ f (-t-/ d‘i’ﬁ/

_ ¢ btk
'72%‘21ixf{} =< o

LR lA)
-



Ako u jednadini (3.4.29.) izvrsimo sabiranje po svim sastojcima me-
savine, iskoristimo (3.4.32.) i odgovarajuée definicije, dobidemo
-zakon balansa momenata kolic¢ine kretanja me3avine u obliku

bl - 7 b .

3 .
. AR AT Lk AR év 2 4(
(3-4.33.)'_54’ CP (2-){ +2 ))f ):f}fiﬁw S)"}) Zﬁw
- oY Ao G oY, G 9( ¢ - 4.%%
t55 28 Mt 522840 U, 02 8,8
uz uslove
_ A Ly... Gl

(3.4.34.) Z/J,,L, i 20, =0
i gde sq po definiciji .

- 4..4) — (ﬁ ) é” Gt
’t( 4.—: 2_[-& 4’ ‘Q’A/?»{(A/ [’Z(-c/ ufa‘f/ +,L(-‘-/ ’ ("/")J >

‘_A({;'é& (}v 4) _éd" 4’) Z [.A[éa'é{’ (7'-4' — (.. 45;,)

s
' | . 2,
(3-4-350) | | E 4' 'é.’... ,'FS! 7
B TS 'S)é‘ }7’2 (IL""" /L(M +2 ~ey? _/)

l...4 lo...p
st =2s8.1 .

Ako u (3.4.30.) izvriimo sabiranje po svim sastojcima me-

Savine i iskoristimo definicije (3.4.35.), dobidemo uslov diskonti-
nuiteta za mesavinu

. ‘. .{
(3.4.36.) j[:f: ——_f’("z,é Q"ZJ—-:‘/L'Z 4' (&0—— 'M):E 0.




O
A&

_c) Energija

Odgovarajuée veli¢ine u ovom slucaju su

{
\f/w =§{.i/ (‘é;i/ + %%} y&)

/ o / 7
‘z¥q==1a%/'}£v'*;?@y

l ,,Q
/ / / / |
g{x/ (..c,j{.g ' .3./;-4/ 7 f{..:./ %'/-‘/ >
é / /£ 7728 {/ |
gde su &, ,-f&y » Loy s 2., 1~ gus»ina unutrainje energije,

vektori napona, vektor toplotnog fluksa i zapreminski izvor energi-
je ( zapreminska specifidna proizvodnja toplote ) o -og sastojka
mesavine, respektivno, u. mikroelementu. Odgovarajule veliline iz
(3.3.1.), (3.3.2.), (3.3.3.) 1 (3.3.4.) su prema (1l.5.5.), slededeg
oblika } '

\tiiMZ:ﬁg,(E:i éﬁjfkﬁzzéuigi'4;3%&32r75féiufﬁivﬁif?;fjﬂﬁ)
‘Z;)=ﬂéﬁy'l£v'*1£:r2év?7F£aq

(3.4.38.) (Z?i % féi %Pﬁm“ffz 'é"%—‘f‘f "L-?/:é
?%u :~ﬁ92ﬁ; }£V"$1222f1§92'+;ﬁ07<M/
giz“¢;~@q£ﬁjhm?3&¥'*Javéi:haﬁ?}%vr1*J5%”<Zf"fi

e . . . -
gde su €., , Ty » Ty s 2., 1 5. gustina unutrainje emergije

po jedinici mase, vektori napona, vextor toplotnog fluksa i izvor
energlje po Jedinici zapremine ol -0g sastojka meSavine, respekbive
20 » |




Oy
G

Smenom (3.4.38.) u (3.%.2.) i 8 obzirom na (3.4.4.,), dobi~

amo |
= f&}[ [,,:_/‘ +2'.j-u/ ~ (4] + /'Qf ( /<) + /A‘)é (<) )_)
_ . e
3.4439.) | _;.‘f)ﬁ(# [,E _/_1 Yy - M) + ’fj) 2 4—‘/5/5&—_2;

< ? '
0 zakon balansa energije o —og sastojka u obliku

2 Vit 3y '
i?é: t%’gab”/ .ﬁpyeasf' CGQ%/"‘Qiémv):ﬁgf ?%2#'jjﬁ£ -
Bededo.) '4r5 N

= ﬁ{.l.)( #} hw é )+.2fﬁﬁj ~A)Y n.)i‘}f i

Zamenjujuéi (3.4.38. )l 5 U (3.3.1. )2, dobidemo uslov dis-
continuiteta o -o0g sastojka u obllku | |

_ ' ' \
Bededl.) T ” ,_,_w +1 Ly .J-f/"( 'f'_?(,‘_, “ﬁ-«y @g, *f.i%'% "Lgn)go?';%/;z ‘?f)/&/z}" u)ﬂ =0,

| Ako u jednadini (3.4.40.) izvrsimo sabiranje PO svim sa-—
stojcima meSavine i iskoristimo fundamentalnu identidnost (3.4.12. )9
posle duZe ralunice i sredjivanja, dobicemo zakon balansa energije

za mesavinu
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32 Z[Q/-z-/ 7 { uf"’ * éz-c; 9#/ Y _f;c/( &) :gf(/"ﬁ’ '51,4, * 5 7 6}“/1%"‘"’ zf-f/)%-‘/]

3%_=Zﬁ.ﬁ(£(4} +fj{4/ a""" +‘j{€/ .-.p:/r)’

. Axo (3.4.41.) saberemo po svim sastojcima me3avine i isko-
. ristimo definicije (3.4.43.), dobidemo uslov diskontinuiteta meavi-

¥ Voo VY S

(3.4044.) [ £ 1 + L g - (€+ LYY+ L2 2517 (- )= 0. fl

d! Entropiiska négednakost-

7e. izvodjienje konstitutivnih Jjednadina mikromorfne teorije
medavina za slucdaj 3tapa, protrebna je entroplijska nejednakoSt. Zbog
toga ¢emo se ponovo koristiti opStim lokalnim zakonima balansa i od-

govarajuéim uslovima diskontinuiteta { -0g sastojka meSavine, medju-
tim sada u obliku nejednakosti, *j.

aé“’ L0
(3e4.45.) +9, = Gy X

EL(# - %—-‘} ( 129, ”0)140
gde je s \

N \ _abﬁ‘/ |
(3.4.46.)  Bu= Yy + T o0

U klasiénoj teoriji meSavina Jo& uvek se sukobljavaju mi -
sljijenja oko izbora konstitutivno promenljivih velidina. Posto se u
milromorfnoj teorijl me3avina broj konstitutivno promen131v1h POVe -
dava, odigledno je da se i te3kode oko njihovog izbora poveéavaju,
e posebno kada se radi o teoriji viseg stepena. Iz tih razloga demo
se zadrzati na teoriji za p=o.

U tom slucajn Je
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/ / /
tfzazzflvazﬁu
/
/Cv 7 -9 =/
<)~ 97/
(3.4.47.) i Lo
(<) = 5/
¢ /
g/ e s
</ L7

gde je ”22) ~ specifidna entropija o =0g sastojka u mikroelementu,
B - apsolutna temperatura u mikroelementu, dok su ostalelveliéi—

‘ne veé ranije definisane.
Mi pretpostavljamo da Jje temperatura svih sastojaka u is-

toj tadki ista, odnosno da Je

(3e4.48.) '9;# (g(x/,'é) = @(&fx/,f)
-1 e . s R
i da se & moZe izraziti u obliku polinoma po 3 , ti.
| __ £ A
~1 y 7 g z
(3.4.49.)  OT= 8+ (g 3T+ F Cawaq, 37 -

gdé13u C ¢ . momenti hladjenja, koji su funkcija o0d <. i < .
2924 _ L1y
VelicCine koje figurisu u opsStim lokalnim zakonima balansa

K =-0g sastojka mesavine, date su u obliku

| kﬁk,:}fﬁ/%&y.

/

- -7 & _
(3.4.50.) t{"/ =<l 2 = % 2-4/ b C;-f/t‘} Q{-a:/ * Cf#{;(:. -‘?{-c/ A

| -1/ _ ey
gf"/ _—;ﬁ(j-@ %{“’ +-§9K‘:’ Cﬁ‘/”"& fz(-‘/ +f¢§/ (;,4/%#,2_ "fc@/ Y auleii

- Ako zamenimo (3.4.50,)1 u (3.4.46.), débiéemo

N | .\

| A
(3.4.51.) | é(—d} = fi’-u OZ{-L/ A fﬁ““/‘qu—u e

Poto iskoristimo (3.4.51.) i (3.4.50.)2 3 (3.4.45.) daje entropij—
o 9 |
sku nejednakost ol —-o0g sastojka mesavine




| Uslov diskontinuiteta dobicéemo iz (3.4.45.)2, kada isko-
ristimo (3.4.50.)1 os tJe
| | ?

| - \ | _y Z, | Y
(3-4053#) [ﬁ-‘/ ’7(-4/ (&f,_/-u)" —6 Z-‘/-C:CL/(; Z‘/ - (;‘/‘eé ’2’4/ —--‘.] ;._O ;

U sludaju kada su momenti hladjenja jednaki nuli, dobide-
mo odgovarajuéu entropijsku nejednakost o =-o0g sastojka meSavine u
obliku | | -

-

(3-4-55-) ;fa/ 4?{_9 /bf_q'"’a) - ‘6“ -..i 4->--Oo

Da bismo dobili entropijsku nejednakost za mesavinu, poi-
rebno je u (3.4.54.) izvr3iti sabiranje po svim sastojcima medavine
i iskoristiti fundamentalnu identiénost (3.4.12.), stavljajuél da jco

\]UM)-'-‘-Q?(Hi LI/::’}Z » tj-

o — 3 j%ﬁl' I
ses6) 9%+ 2 (8,7, %) - 2 - 2 (2 s 0,
gde je o
5?4? 25;1$1qf?;u
( ) Shgyr:‘jzj1”1£“9.9 Jﬂ%i wa{ ;l~ﬁ;/(ap ’ﬂﬁq'Fiéj,xwwa
3.4.57. |

él = ‘2—2(-4/ ) ,? 2 ""Z[?{-_@;} /,_(:({-4/ -7""& Qy/Q —_

.fzj(é%g ) U 091Q9'+ f%ar z%d“%?i)7
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Uslov diskontinuiteta meSavine, koristeci gornje defini-
cije, biée oblika ' '

o ; _ . e '
(3.4.58.) A_ZE’}.L, V) Uy + £ (T 1) - %_—-ﬂ > 0.

U'daljoj primeni pogodnije je koristiti funkciju slobodne
energije ol —og sastojka ¥, , umesto unutrainje energije ol -og

gastojka €

«, + Te velitine su vezane sledec¢om relacijom

(3.4.59.) Yy = €u -G, .

Ako iskoristimo ovu relaciju i'(3.4.4o.), iz (3.4.54.) do-
biéemo entropijsku nejednakost o =~0g sastojka meSavine u oblilmu

h \ Uz L4 1< 7
_ﬁl)(f\/:/-{-é;of{é} )'{—‘Z'/:(-q ay‘fa/-{-'é(_{/ g:);p/?’_{_ ’Ll[:/ /\ ’é/,q) ¥

Q{-é/ 9@ +fﬁ{_{/ 44/ [gﬁ%)'f‘ fﬁ{y Y /-4/5. > 0

(3.4.60.)

koja Se moZe napisati i u razvijeném obliku

‘“f[.g(qf//;/ -/‘@q?@/)—/-'éﬁ (JZJ/;:}%: )‘2%: /1)-1'— o Pr)%qwr_y

(3.4.61.)




r-[l
3.5, MIKROMORFNA TEORIJA STAPA PRVOG STEPENA

. Za primenu opstih lokalnih zakona balansa na spuulgalne
klase materijala, tzv. mikropolarne materijale, u specijalnom slu-
gaju kod jednodimenzionalnih tela, odnosno 8tapova, i odredjivanje
odgovaraguéih konstitutivnin jednacina, potrebne su nam jednadine
pikromorfne teorije étapa prvog stepena, koje su date sledelim si-
stemom Jjednacdina: |

Konzrvacija mase ol—-0g sastojka mesavine

(3.5.1.)

Kongexrvacija tenzora mikroinercije o -0g sastojka mesSavine

N

. —— A o
- R 2 TN (/ftﬁ__ 7
§ (il -Yo e ) =8 (S -/ Fe

(3.5.2.) 1,
' l[(-o [,9( ;/"‘4/()](:0

) SR i) s B A
I(-&; T () ()Z, ﬂ)y O .

Konzervacija kolic¢ine kretanja o —-0g sastojka meSavine

a%m

* 5:u(:i;‘ szy) j?@“’“éq

(3.5.44)

| \
{}éyj“;ﬁgflgv(i>iy-'4{)ﬂ:=(9,
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Kbnzervacija momenta koliline kretanja o ~0g sastojka mesavine

'()f,(,q ¢ 'E( f{ "/
' | — + A ~ ( +j).< '/ “g.._ = (0
(3.5.5.) 9 i ! P 0wy Ry

gda Jje

A\ Vs -A é( PR | 4 ,
§(~¢/: 5:)( 29 .:x/ _,_/3( ))f#‘t’)‘f %Zé‘/ f"/”fﬁ’o “(y ‘fu;fe +)§-)¢‘(/?)¢é}k)a

Balans energije o -og sastojka mesavine

I

Uy L)Y 7 |
9,_,_"/ _é F/T (’é(_.;/ [J/) [A}T“ay - ﬁ'{/%ﬂ/:

gz‘x)é‘é&/#’é#/éf T~ ay

4%@

(3.5.6. ) _5%{#/2& (<] V.4 - 6‘ )+1f/(,‘., ,._mr,.\_)({/f

: , o
I ,;,4;,._.-1/ +"£c—v ('g?—f-..?[;g w(égrf'j%ﬁﬁ—/-iz}{#tﬁwfﬁ )/ “) U)H 0.

3.6, MIKROPOLARNA TEORIJA STAPA

Mikropolarna teorija Jje specijalni sludaj mlkromorfna tem-
orije, kao s8to su i mikxropolarni materijali speclgalna klasa mikro—
norfnih materijala, koji pokazuju mikrorotacione efekte, Sto znacli
la se mikropomeranja sastoje samo od rotacige.

U ovom sluCaju je giracioni tenzor anulslmetrléan, ti,

(3'6#10) | | . ))(Aj’fﬂe ::“—))H)efb o



Vektor
. N R4 24 Lrtav
(3.{'6“2') \%-0'4« -7 64«&% ')é(/ 9 )fz/ =-& )}{x}w

odredjuje brzinu rdtacijematerijélne talke mikropolarnog tela.
| Ako pretpostavimo da je

(3-6030) : ’iﬁj :O

5to fizidki znali da se centar mase makroelementa nalazi u isto]
- talki, onda ¢emo imati da jJe

N, & AL ' ”&(
(3-6-#4-) §(A} "'-"-"jz‘/ ’L(_‘/ (ﬁ)ﬁ"/é + )+.§) %{-y P (<) r}.J(“V?))
ili u komponentalnom obliku
\, e . 2 : .tﬁ / i <24 _
(30605.) é(,{.j "'"SL} 1";4/ )g,gé _‘j;qu'(-éj f—(}é (-4/2 +._j9 () y 7 ) )(2‘/?’(2,))

bdakle sledi da jJe
| - ‘ N
- \y b 7€ ot ”é/
(3.6.'6.) é.;_’ ,Qé(.d; - .S:) ( [...:)7,, ? {.4/12{)3'{_9 -a"f fmn ( 7 {..-t./ %-4/ (.-q*w-_/

7

Wt

zde jJe é;wé Ri&ijev tenzor alterna01je i gde smo koristili (366024) 0
Ako uvedemo oznaku '

, _ ./;b
h306070) g(a/éf -— {ﬂ/-’/fv &g 4.-@1}&{,
lmac¢emo da Je
'3,6.8. ' o€ _ '
| ) | ~ gy‘/?{" “A é(—f-/ £2,

YANosSno



rr A
[ 4

N\

, é’
— ‘P
322/ é(.{}ﬁ T W) 3;{/&5 &) = -ﬁz/ ( -t/¢b f"/’& Mé f-‘/j")

(3.6.9.)
' NS b "'a’zé’
é;“éCQQ -1§”£$¢£ /3g, 2 f/Q%z @U?*Q)
Pri daljem radu koristic¢emo slededu relaciju'
¢ | £
It ¢ ZEa
| _4;__=:1;0 (Qiz =
(3.6.10.) O R /2 ﬂz =N

UL 4R W&f d\y 94#"
"Ako u mikromorfnoj teorlgl pPrvog stepena iskoristimo
(3.6¢e3.), dobitemo sledeé¢i sistem jednadina mikropolarne teorije:

Konzervacija mase o(-0g sastojka meZavine

o a&”
5;-4/ * 'gu'/ (W - ‘SD ﬂ &/

_,,_ [ﬁg s /L():ﬂ =0 .

Konzervacija tenzora mlkr01nercije o—-0g sastojka megsmwine

Lt

L %t '\f;‘im( 'ﬁ*'(
f{,{) (/L[A )f)-‘»'?f zé’v’ - M’r 25&/ f)/ Y, 4-'-9 )

. R |
—gid ) ’Z{‘_(_ (54/ /a)j

(5.6.11.)

(3.6.12.)

Balans kolidune kretanja o{—=0g sastojka meéavine

a-éﬁ_{ N B %) _
3\\7;} f{..:/(“} .:L./;‘V) ﬂfﬁg,%@

[EQO'TﬁQ/EZV(ZZ£'"¢{{ﬁ:=C%

Balans_energije X =-0g sastojka meSavine

9’2/;4 ,ﬁ}}_‘/d( X7 B ~
‘9{’ é"’“’tu/( ﬂﬁ‘;"x\))) ’é(’ﬂ/ 3\5;9_ 'é.y{;”ﬁ.‘./ 4{‘9’"‘

Aﬁcj

(3-6.14.) . - Eﬁp(/(ézf“j%j | (—-Lj)'f- 1 %[—-4-1 (—4/’2,’ (:a;;

It L

. ‘ %C)” ) | 1{.
n(.’..e./ ) -t ‘-'(,z,/ )%4/“{ ,‘/ ""_}0 ( ,,{/"" iﬁﬂzfz’&/ ~+ gﬂ%fﬁ%j 2/,4,, )[.)i, -~}

(3.6.13.)
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e
| | A Y :e/l?:\‘)(—é} 2 "‘L-/? X-}-)["’
rde je T
> | T et ~
1;43£W?'~ 4 )ivzW C))

. obzirom na (3.6.1.), (3 6.2.) i
425 ""éf / t/ﬁ’
3e0elbe ) ’f-’ '"-6[..4 => d ,/.é/-é/ d’lf a/ o

onzervacija momenta kolidine kretan;a dobija se iz (3 5¢5.)1, ko=
isteéi (3.6.10.) u komponenualnom obliku

2% — L
s T
3.6.16.) j:y%—’- + A 'f(_,/ ""ér:é/ 27 -76..:./ (.z./ =0

to pomnoZimo ovu jednalinu sa €, 5 » Sto je ekvivalentno operaciji
iredjivanja njenog antisimetridénog dela, koristedéi oznake

- -, Gy - | tey
) e6+17 ) M_{/& = b '{(x/ ' ’Z{?—oﬁ = Clug J;.;,;

(3.6.9.), dobidemo zakon balansa momenta koliline kretanja u obli-

‘ W Y. At
6.18.) i;‘“é + EM —éz&/ f{/ &R +‘§>€'&41{3 %‘U/ 2{4/ 7%@/ JK{J’?{ p

S obzirom da élan'%L "*i?u (3.6.14.) mo%emo napisati u
igom obliknu

:  | L 3)..4/ @P)%J/ (93)/'6’
:réQMHi </ ch; ‘%ﬁivﬁicﬂyﬂ ?%ﬁiu 5

- ¢emu Je iskoriééenb (3.6.2.) 1 (3.6.17.), tadsa je novi oblik
ansa energlije ol -0g sastojka mesavine

- N | SV ' )) 69,9 / / :
oy S e (2 Ax)- 0, 2 2

’Z'.C'

B /@m(2z~ l%’— Fﬂ)+ﬁij?41’“ww o



' 3.7. KONSTITUTIVNE JEDNACINE

Da bismo imali odredjen sistémn jednaéina; mora da postoji
onoliko jednadina koliko i promenljivih. U mikromorfnim jednalinama

balansa o ~0g sastojka promenljive su | | . X

75@6 1& 4€;3,'7Z;) 11%)

=) 5

(.4/ %&OQ‘C 9

. R

. w5 £ |

t%u Af \
W) z%lj €5%y; :79 qy-f‘

</
£
-7([.4/}%/-4); _é

Pretpostavlja se da su‘promenljive u (3-7.1.)5 zadate, doi
su one u (3.7.1.)4 odredjene pomodéu preostalih promenljivih. Promen-
1jive u (3.7.1.)3 date su sa (3.4.4.) i (3.4.10.) za p=2. Za kreta-
nje i temperaturu u (3.7.1.)2, pretpostavlija se da su nezavisno pPro-
menljive, jer ne zavise od procesa. Preostale promenljive u (3.7.1.)

sSu nezavisno promenljive.

| U (3.7.1.)2 postoji (1l2n+1) promenljivih, gde je A =N2,.. T
i jod 17n promenljivih u (3@7.1.)1, $to ukupno daje (29n+l) promen-—
ljivih. Koristedi jednadinu balansa kolidine kretanja za « —=ti sa-
avojak (3.4,22.), jednac¢inu balansa momenata kolicdine kretanja za
o-ti sastojak (3.4.29.) za p=1l, kao i jednalinu-balansa energijec
za meSavinu (3.4.42.), imademo (1l2n+l) jednadina., Ako piSemo konsti-
tutivonu jednadinu za svaku zavisno promenljivu kao funkciju nezavi—
sno promenljivih, imademo jod 1Tn jednalina, 3to je ukupno (29n+1)
jednadina za (29n+1l) promenljivih, &ime je 31sthm Jednaélna odra—
djen. |

Za mikromorfnu teoriju meéavlna opsti oblik kounstitutivae

aednaélne je



1!

d Ay
(\S;J//z{) //./{ /;4/3)1’2; J\S(J) -};/{Jjﬁﬁ’a‘*f; J\g&: /«91\.7.5) /‘/}

a(‘-—“-'-";z;-”;% 5 ﬂ:’sz)”f)o{(.”)’)’l v

(3.7+2.)

Konstitutivnim jednalinama se namedéu ogranidenja princi-
pom objektivnosti, ¢ime se zahteva da konstitutivna funkcija bude
'invarijantnog oblika unutar podesne grupe ortogonalnin transiforma-
ci;a.CQ@( prostornog koordlnatnog sistema, tj. ’

.

Hy{éxufvﬂ;££%%2f7:k;ﬁé33 2E?Zf: /1“W" ‘Eiét}-:

J Xyt
k/ié) {sz( HAIR 5 z( ifg—é Q,e-( ’/K{d’/éf 2 0«‘-( *q ) /i[.z/ k0 5’“"'}
d7

gde jJje u{-zys)%z relativni vektor m-ikropremeétanja'dat sa

(3.7.3.)

(3.7-4.) U ppte = Upype = Upye
i gde je prema definiciji

- Uyt = Xpyze — Xeie s
(3.7.5.)
t%@“ = Jgﬁﬁ&‘“)gﬁlkfikéap

Uslov (3 7.3.), za skalarau vrednost funkeije vektorskih

promenljivih -Lr’//o,&) , T=1 2,...,3:'0 g k-—l,2,3 , pretpostavlja da je

[//("’/ ) - y (@Zz( 5“’ , v B (#e) .

p=152,3 ’ r=l,2,...,ro¢; 3’

(3.7.6.) ¥

{~</

()
gde ES— sadrzi Jjedan nezaV1oa%’skup svih moguéih skalarnih proi-
zvoda formiranih od velktora -/? s TJe

' | (px) #) , (%) .
(3#7.70) B | E‘é,’fl /C;,,-k' 9 p:l,2’3 9 r=l,2,.-.,ro ’B: 3 |



r{B

(, ) (pe) ;7 16p) (3) (297 ~1(3)
i kako Je ,2125 1§ 3 4%% ﬁ'é;izi> ’{i@

to su preostali'skalarni proizvodil

' / / ), (P 1 (23) 571 (7Z)

(3.78.) Z: -Eb B B 5 T,S="12,. » %
=7 |

Entropijska nejednakost takodje stavlja ogranicCenja kon-
stitutivain jednacinama. Pos5to, zbog odredjenosti sistema Jednacina,
mo%e biti korisdena samo jednalina energije za medavinu, to moramo
koristiti entropijsku nejednakost za mesSavinu u “aZV13@nom.obliku

(3.4.60.), tj.
{ F‘)( -/ +6’74 r«t/( ZF f—az& )+ 7fz.</ . J; =T+

/.g) (%) ,Qf(/ jﬁ +fﬂ//l —f #/)"ij%a/ ﬁéfz.r)@{/!zf})a

Pri izvodjenju konstitutivnih jednadina mi éemo se zadr-

(3.7.9.)
' +[~é

“)

zati na slucaju mikropolarne mesavine, kao specijalne klase mikro-
morfne mesavine, iskljulujuéi pri tom postojanje hemljsklh reakci-
ja. Tada je

S re

(5.:7.20) =0 5 Sy =0 5 [l =0

Pogto je sada tenzor };m@g ortogonalan, $to znadi da ima
tri medjusobno nezavisne koordinate, to se bro; promenljivih u
(3.7.1.)2 smanjio, tako da ih je sada (6n+l), odnosno sa 17n pro-
menljivih iz (3._7.1.)l uvkupno {(23n+1) promenljivih.:Koristeéi jed-
natine balansa koliline kretanja (%.6.1%.), monenta koliline kreta=
nja (3.6.18.) ol —o0g sastojka mikropolarne mesavine i Jjednalinu ba- |
lansa energije mesSavine, imadéemo (6n+l)_36dnaé4na, sto zajedno sa
preosvalih 17n jednacina daje ukupno (23n+l) jednacina.

Koristeéi (3.7.l1lo.), iz (3,7.9,) sledi

(3 T.1l. ) ‘Z{ f(.g( (L) +67?(-0)+ ) 75;94 +)%“‘/fﬁ ';lt)+

- Ty )j(.-f;wv ...2;4/ 9§ 0
-f"é(_q J&O (& d.y = U,
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cdnosno J?f o o
“‘Zﬁ (%"‘6"@)"'2{ /d7 W %ﬂf’@"’))”"
(3.7.12.) ’ét'fw %a’/aw 24—; 919‘}
@ JF T

Ako u (3.7.12.) unesemo (3.7.2.) 1 iskoristimo pravilo
vezanog diferenciranja, dobicdemo

"Z\S) 9% /Z-f/)'éb ’LZ { S ié/ @%7,_ 7{-4/) Z//gj

— s, R = =5/ dU
+ A /{(d‘) ;’2,._ f;/ ‘9%&’ ) (r/) éﬁé
iy B, 4¢ Olyke
”L% (.é(—c/ "2' f# Q%Héks %[d’j"{ (47) f

& e a%ﬁﬁk S 74/47
(3.7.13.) - ”Vf
— ~ 1 2 Tiy 2 Cev
_2_2 , j w, —_—— (jﬁ’{,-Sl'l‘ Xﬂ»ﬁg}{. s 4+
1 & f J Y A4 . (<=4 /82?’./4:,5 d- | 9%{5}1&.’(} (s )

gde smo koristili sledece relacije

J(;) = 850 (“"(a‘-)/ )

_ o 3 S

(3.7.14.) __ \j;; _ igf;)
- R ;T‘f s
A= 2 Srp)




Dt
| (/)
A 3%/ .D @d’;ﬂ =1
V(0 Mf)_ZZ ot Dt * Viys Y W)
. ¥ TG
- G
Q=0 + 5‘9 Uy

‘x(djﬁjs = ‘U;d'}ﬁs + Jqd'/‘k/-s J— V‘éz-d-)

~1
me = ”fn-:ee /<(a-)-;< "‘Xa-) LK, S J(d,) W4

. 2 2,
Podto su & 9 5:'_] ’ é—ﬁé’f ’ ngé{ ’ J")‘;ﬁﬁ"( /"(/mxugs

nezavisno promenljive, tada mnozitelji uz ove promenljive moraju
isCeznuti, a to daje potrebne 1 dovoljne uslove da konstitutivne
jednad¢ine oblika (3.7.2.) budu termodinamidki prihvatljive, tj. =

oY
™" 35
23, =
R’ =< o tw
’6(.;7 2— 5041) J;ﬁ
R /7]
ffﬁ _ 13?6;) /€ ;T'
= _ L
(3.7.15.) PO X yuns R T
v {( oV ¢ 2 ¥ ¢
TL'_( /X-‘-‘-wa —— J;d*))‘zsz == XS
/ A QSQ”ﬁ,S | =< ax}d"f‘ff‘s
=T ” 2 Yy . 2 ¥y,
22 8., Iy Wn Xigrk, s + 74 @i, S




O
!

' 7 2V
Z[Zf“‘)( A %(J)KS + Xfﬂ“‘\’) f(a-))‘-]

¥ =« - ‘9%@7'&%5 3 'X(r) =X : (=]
~ Ako pretpostavimb sledeéu definiciju
. T . _ _
(3#7-_164) 3’\[ = ;3)#1% 5

onda koristedéi (3.7.15;)5, (3;7.15.)7 postaje

I l '-L}fr o T | .

0 A e ¢ _
(3.7.17.) Z( Kepi,s + —o— Ky + — [J/,S) =0,
)((&)QKS | =

Integrali koji zadovoljavaju uslov objektlvnosti Z2 Mi-
kropolarnu mesSavinu su .

4.7- (.4/) S X/x/é}C

/G()K
:=- R
JZ;y5H<==;Z¥w$tk;TUﬁ“3
‘o, s =y | ’2 .
;fi,..?,fJ.B.) _ g;);c;_,. = ’X(.(_).KJS X{-U’hb |

2
g(:-;mxb B %H)*K S Mpgls

é—?(.z—jq)icb "XA’/...:-C X{Jﬂ) L o

Mnozeél (3.7.18. )5 sa 3C dObiéemo

N, ’

Y |
295X & Xﬁw).b 7(44; - {-‘.";,41) K& X/.z.; .

Xako su
| i -
(3-7-19-) - ’X(Jl{)- ("‘J"‘)KL’X@-&)

K
%(ﬁ)"hb $depr) K L X(.x.)'ﬁl



tada Je _ | .
fo. A de N
X(J“)QK (M) b = (HF“J“)M K’)((-ﬁ)’}f- )(H{A-ﬂ)ub fX{.q )

2dNosno

2N M MN |
(3.7.20.) C;;(L = H(.Z-—J—l)MK H[,z-fu)ub X(A} X/A}’ﬁz :(5 H{-&Jﬂ)MK H{..:-jw)ub

sdakle se vidi da je simetridni deo H@,_(_ﬂ)m(u funkeciji njegovog
antisimetridénog dela, tj. |

3 7-21) Hevoogoy Heeruo (H

jer Jje _ 2
Hepou €t Kopare Ao

2dnosno

(3.7.22.) H(x-ﬁ)[ﬂéb] = Curm HH'J“)”

Ya slican naéiﬂ ge pokazuje da se i (3.7.18.)2 i (3.7.18.)4 Logu

izraziti preko antisimetrilnog dela [, . ., . ti.
’?(:':/'")“ =£J")” (‘%k ) “{.4-,1'4)14) 5
(3'70230) |
‘. - | [ 11 )
ﬁuqﬂUMbﬁiﬁ;Umnﬂuk’ag¢49??@HﬁuM #

Va taj nalin ¢ée reSenje saglasno (3.7.7.) i1 (3.7.8.), biti oblika

(3.7.24.) flff r'VIfuﬂ"ﬁ)'é;‘-%’:-;ﬁ) E&)K,H(J-MK:./\M)K)@)

¥ =1,2,...,n . ‘YE=1,2,-..>oi(..,’n .
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Zahtevajuéi od funkcije slobodne energije mesavine VT
i funkcije slobodne energije o -0g sastojka Y., da zadovoljava-
ju princip objektivnosti, dobijamo dalja ogranicenja nad konstitu- :
tivnim jednadinama. Ogranidenje oblika (3.7.3.) moZe biti pretsta- |
vlijeno u obliku parcijalne diferencijalne jednacine '

T A T
Y. chd -5 d ks
1‘((,;.. Y VAnl + xd') 4,5 + y@. ) e K ’X

2 Z Aol MS)._O
(3 1% )é&“ MUyt Oyt 3 Kyt K X(d’) 7

i sa istom ovakvom jednaclinom za yﬁh . Oduzimajuéi (3.7.17.) od

(3.7;25.), dobidemo 'yfI

| > o |
'“““”"'{ﬁwvvut=<9
Siéﬁﬁg

i na slidan nadin ' (3.7626.)
L B'V{;., B _
--‘! et U — O »

= Ju)
Ao jﬂkorisg;mo (BeTTo) i-(3.7.8,)9 onda se resenja gornjih jedna-
vl ogu napisati u sledeéem obliku

Sacu %

(3.7.27.)

(3.7.28.)

gde smo koristili (3.7.21.), (3.7.23.), (3.7;24.) i definicije

(3.7_-29-) | ‘Z;azw)xﬂ e Cpapyn = Vim)K




| (dm) (A~d) (et~ pM) {; )
(3-7-30.) 45{ = ’u{ ’L{{ L = i .K o

Ovde ognaka J uzima tri vrednosti_u cikliCénom nizu o .
Kada (3.7.28.) zamenimo u (3.7.15.),_dobiéemo odgovaraju-
Ce konstitutivne jednadline

| a"/@ T Ve T ¥y x* V>
= v ., v K~ €
. L& IY5
(3-7-326) —?:(d-) = _%_ f;d-)o ’/K(o")(l( X(r)ﬂ’e G-K'RM &
_ A {im
o Yo
(3-7-33#) M{ ..-.::.5) (X — ;
- £ ()M
(5)o agzw
2 ¥




PREDGOVOR

Rezultati dobijeni u ovom radu izloZeni su na sastanci-
1a Grupe za reologiju Jugoslovenskog drustva za mehaniku, kojom
rilikom su mi diskusije saradnika Grupe bile od koristi, na .Cemu
. se zahvaljujem. Koristim priliku da se najtoplije zahval;m'do—
:entu DT Jovi Jaridu, koji mi Jje pri izradi ove teme pruZio veli-

L

1 1 nesebidénu pomoé.

wegrad, decembra 1976.g. | ~ Predrag Cvetkovidé
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_4. ZAKLJUCAK

Ovaj rad predstavlja pokudaj da se zakoni balansa mikro-
orfne mehanike jednokomponentalnog tela proizvoljnog stepena [4:] _
rimene na teoriju mesavina. Uporedjujuéi dobijene rezultate sa ra-
ovima R.J. Twiss—-a 1 A.C. Eringen-a [4] i [5] , Lako se moZe iz-
esti zakljudak da je njihova teorija specijalni sludaj naSe. Naime,
ko se u sludaju teorije viSeg stepena uzme da je p=1,2 i pretpo-
tavi da Je if‘, =0, dobija se teorija R.J. Twiss-a 1 A.C. Eringen-a.
edjutim, u obe teorije,u pojedinim jednadinama balansa za mesavinu,
ojavljuju se clanovi koji izazivaju odstupanje od u Uvodu navedenog'
izidkog principa c), koji zahteva da se kretanje meSavine dpisuje
stim jednacinama kao i sa prosto, jednokomponentalno telo, Clme je
3Znost tog fizilkog prinCipa, kada se radi o materijalima sa mikro-
trukturom, dovedena u pitanje. Isti problem Jje uoc¢io N.T. Dunwoody
24] . Dok pomenuti fizicki princip vazZi za jednacdine balansa kla-
i¢ne mesSavine, dotle ne vazi za me$avinu sa mikrostrukturom, jexr u
om sluéagu neke definisane velifine nisu invarijantne pri superpo-—
iranom krutom kretanju mesavine.

S.J. Allen i K.A. Kline [14] su takodje proudavali meSa-
inu sa mikrostrukturom. Oni su postulirali integralne oblike za
alans energije i entropijsku nejednakost, uvodeci u njih ¢élanove
2ji su posledica mikrostrkture. Usvajajuéi navecenli fizicki prine
ip i koristeéi pogodne definicije, izvode odgovarajuée jednadine
alansa za celokupnu meSavinu koje taj fizicki princip zadovoljava-
1. R.J. Twiss i A.C. Eringen komentarisu te njihove rezulitate i
poredjujué¢i ih sa svojima, tvrde da su oni izgubili Clanove koji
azadovoljavaju postavljeni fizicki princip, jer su ih u pojedinim
sdnadinama balansa za sastojak sjedinili sa drugim 8lanovima.

' Za izvodjenje zakona balansa mikromorfne medavine videg
tepena kao celine, bitna je slededa relacija

. | -4¢, Y A
t.1.) 23(-4; (-L; é'l/é-z/"_zf@) (-4) ﬂa/(".?'z' 4-2/"".591 ‘;"2)( 2
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koja nije postulirana ved xonsekventno izvedena (l.4. XKinematika,
jednalina (1.4.21.) ). Iz te relacije se jasno vidi da se o sred-
njo} brzini meSavine mozZe g0voriti samo'u'paru sg8 Brednjim tenzo-
rom uvrtanja.

- Na primer, <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>