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1.1. UVOD 
, 7 

Ров1е naglog razvoja i ogromnog broja znacajnih radova 

i teorija, mehanika kоntinипmа jednokomponenta1nih materija1a kao 
da pos1ednjih god1na dozivljava izvesnu stagnaciju. Nove teorije 

nе daju neki znacajniji doprinos u nјеnош razvoju. Izg1eda da u 
. 

zadnje vreme, bar prema broju do эааа objav1jen1h radova, do1az1 
do nag10g razvoja mehanike kоnt1nuпmа heterogenih i11 v1sekompo­
nenta1nih materija1a, takozvanih mesav1na. То siroko ро1је 1stra-

t,,>-

zivanja otvori1i ви Ьаэ oni najem1nentn1ji naucn1ci koji эи i аа-

1! nајуес! doprinoB razvoju mehanike kont1nuцma jednokomponenta1-
• 

nih materija1a ( Truesde11, Eringen, Green, Naghdi, Со1ешan, No11 
1 dr.). G1avni raz10g tako intenzivnog razvoja mehanike kоntiлuu­

ша heterogen1h mater1ja1aje u tome sto је vecina te1a u pr1rodi 
mesavinskog karaktera • 
. ~ Da Ы se shvat110 sta је mesavina i kakvih mesavina u 

• 

prirodi ima, kao i procen11e teskoce koje ве jav1jaju pri 
skom opisivanju njenog ponasanja, nајьо1је је obratiti se 

. . ... 
i hemicarima. • 

teor1j­
hemiji 

Sa gledista hemicara сео spo1jasnji svet ве sastojiod 
s m е s е i11 m е s а v 1 п е raznih vrsta mater1ja1a. Sastavni 
delovi neke smese koji u svojoj unutrasnjosti 1шаји iste osobine, 

zovu эе f а z е i1i 6 а 6 t о ј с i (komponente). Pojedine 
faze эи razdvojene granicnim povrsinama па kojima эе osobine ше­
njaju skokovito. 

Za faze i1isastojke kazemo da ви h о m о g е п е 

(grc.homois=jednak, genos=vrsta), а эшеве i1i mesavine эи . Ьо­
-с ~. r. о g е п е (grC. hGteros=raz11ci t). Prem:a. tome mozemo raz-
1ikovat1 homogene 1 heterogene s1steme. . 

C1sta voda 111 komad zlata su homogeni s1stem1. 

Heterogeni s1stem1 mogu bitivr10 raz1iciti. Tako је, 
па primer, granit вшева (mesavina) tri raz1icite faze (sastojka): 

kvarc, 1iskun i ortoklas, od kojih svaku mozemo raspoznati golim . 

okom. Mesavina sumpornog i gvozdenog praha sas·toji эе od ауе cvr­
ste f'aze koje se mogu raspoznati роа lирот. Suvi"pesak i vazdlJh· 
эи dva sastojka jedne meSavine. Mokar pesak је mesavina 9vste i~ __ . 
tecne .f'aze. 
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Ako razmutimo g1inu u vodi, dobijamo s и s р е п z i -

.ј и, koja се эе роэ1е izvesnog vremena, 8to zavis1 оа ve11cine 

··cestica, razdvoji ti. 
.... Razmuceno и1је i voda dajli..· е m и 1 z i ј u, koja се эе 

-' ' -

• 

takodje vremenom razdvoj1ti па ВУОје sastojke. 
D 1 m је шеэау1nа cvrstih cestica ug1ja 

. М а g 1 а је mesavina s1 tn1h kap1jica и 

i vazduha. 

vazduhu • 

Кada su raz1ic1te faze и nekoj mesavini шеајиэоЬnо ро­

шеэаnе, u krupn1j1m i11 sitnijim dimenz1jama, tada govor1mo о 

з t е р е п u d 1 s Р е r z 1,t е t а te me8avine. Smanj1vanjem 

dimenzija povecava ве d1sperz1tet 1 obrnuto. 
Ako зи cestice mesavine tako ve11ke аа 1ћ mozemo raspo­

znat1 рrозt1m okom i11 pod obicnim mikrоskорош, onda зu to k r и­

р п е 111 f i z 1 с k е disperz1je. То зи disperzije do o,1~ 1 

tu spadaju navedene теЗау1nе. 
Ako эи dimenzije cesti~a ispod о,ООlЈЧ ' onda эи to 

'. . ., 
m о 1 е k u 1 в k е d1sperz1je."·Po su р r а v i r а s t v о r i 
kod kojih эе nikakvim optickim sredstvima па mogu razaznati роје­

dini заstојсi. Na primer: rastvo~~secera и vodi. 
Ocigledno је 1z iz1ozenog da эе pri proucavanju hetero­

gen1h materijala, odnosno шеэау1nа, nailazi па mnogo уесе teskoce 

nego kod jednokomponentalnih mater1ja1a. Zbog slozenost1 prob1ema 
koj1 эе namecu pri ispitivanju роnаз ја шеsаvinа, pojavi1e эи эе 

raz1icite teorije. Sve оnе, u уесој 111 шаnјој meri, kor1ste razna 

uproscenja nе Ы 11 se, uz рошо6 ana10gije sa шеhаnikоm kontinUHma 
jednokomponenta1nih materijala, dos10 ао odgovarajucih zak1jucaka 
kOji Ь! vaz11i za mesavinu и .celini. Medjut1m, iako ima dosta ra­
аоуе iz оуе ob1asti, ву1 ве оn! baziraju па jedan оа s1ede6a dva 
pr11aza. 

• 

Jedan оа prv1h pri1aza teoriji heterogenih materijala 
dao је C.Truesde1 1960. godine [7] . Na osnovu njegove teorije 

.postuliraju эе роэеЬn! zakon1 ba1ansa шаsе, ko1icine k:retanja, шо­
menta ko1icine k:retanja, energije i entropijske nejednakosti za 

svaki sastojak mesavine. 
A.E.Green i P.M.Naghdi suda11 drugaciji pri1az teoriji 

heterogenih materijala. on ве sastoji u postuliranju zakona Ьа1аn­
за energije i entropijske nejednakosti za sastojak mesavine zajed­
sa ив1оуош Bupiitrponiranog krutog kretanja. 

" 
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• 

Zajednicki za оЬа prilaza, koji, kao sto smo istakli~ 

predstav1jaju bazu razvoja svih osta1ih teorija iz ove oblasti, 

su sledeca tri :fizicka principa koje је postavio C .. Truesdell: 
а) Sve osobine mesavine moraju biti matematicke posle-

• dice osobina sastojaka, 
Ь) Da Ы эе opisalo kretanje sastojka, moze ве, zami­

..... sljeno, izdvoji ti sastojak od mesavine pod uslovom da па odgova-
. . 

- '- " 

. 

rajuci nacin,zamenimo dejstvo drugih sastojaka па 

с) 'Кretanje mesavine је odredjeno istim 

njega, 

jednacinama 

....•. kao i za prosto, jednokomponentalno te10 • 
• 

u da1jem razvoju teorije heterogenih materijala, odno-
.' вnо mesavfna, . pojavili su эе radovi koji nе tretiraju mesavinu 

kao klasican тоае1 kоntinuпmа,. уео 1,сао mlkromorfni kontinuџm [4], 
[5] . Kada ве, па primer, radi opolikristalnim mesavinama, zr­

nastim materija1ima i1i :fluidnlmsuspenzijama, klasicnl model kon­

tinuuma nе moze realno da opise nјiђ.оvо ponasanje.-;Zato је mnogo 
• 

pogodniji model kontinuwna эа mikro.strukturom. Medjutim эа stano­
vista шеhаnlkе kontinuuma пајnј! rezu1tat је uvek srednja vred­

nost individualnih kretanja оуе strukture. Za takav"materijal 
C.Eringen (1] је izveo zakone balansa, koristeci opste zakone 

balansa. То је i bio glavni razlog zbog cega эшо se u nаэеш ra­
du opredelili za takav prilaz. P.l:'i tom это, koristeci rad [1Ј , 

. . . 

izve1i zakone balansa za sastojak icelokupnu mesavinu i za teo-

riju proizvoljnog stepena. Pokazalose аа su rezultati u radu 

specijalni зlисај nasih rezu1tata, sto znaci da је nаэа teorija 
opstija. 

fl . 

Мl вшо u nаэеш radu izve1i jednacine Ьа1аnэа шаэе, ten-
zora mikreinercije, kolicine kretanja, momenata ko1icine kretanja 

proizvo1jnog stepena, energije i energije proizvoljnog stepena i 

entropijsku nejednakost za sastojaki celokupnu mesavinu, pretpo­

stav1jajuoi da postoje hemijske reakcije u mesavini. Ci1j пат је 

bio da se izvodjenjem оdgоvаrајuСiћ. jednacina balansa viseg ste­

реnа аоаје do odgovarajucih zak1jucaka u pogledu opravdanosti ро­

stojanja navedenog :fizickog principa с) ili fizickog smisla jed­
nacina Ьаlаnза viseg stepena. 

Koristeci izvedene zakone Ьа1аnэа za trodimenzionalno 
te10,· т! эшо teoriju prosirili па dvodimenzionalna (ljuske )ijedno-

.. 

dimenziona1na (stap) tela .. Za stapove эшо izveli i konstitutiVnG 
jednacine. 
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1.2. ISTORIJSKI RAZVOJ 

Osnove matematicke teorije mesavina prvi ви pred10zi1i 

A.Fick (1855) i J.Stef'an (1871). Оn! su pretpostavi1i da је шеэа­

vina superpozicija od п prostih kontinuuma, od kojih svaki ima 

individua1no kretanje i da se u bi10 kom trenutku vremena t u 

svakoj tacki Х mesavinena1aze svi sasto'jci. Takva .formu1acija 

mesavina је osta1a i do danas. 
Moderna f'aza teorije mesavina datira od 1957. godine, 

kada је C.Truesde11 [7] pred10zio izvodjenje jednacina balansa 

mesavine nezavisno оа njenog sastava. Kasnije, па osnovu teorije 

iz10zene u [8] C.Truesde11 postuliraposebne zakone Ьа1аnэа ша­
se, ko1icine kretanja, momenta ko1icine kretanja, kao i entropij­

ske nejednakosti za svaki sastojak mesavine. 

Genera1izaciju Truesde11-ovog rada, ukljucujuci e1ektro­

magnetne ef'ekte, dao је P.D.Ke11y [6Ј • Koristeci opsti integra1-

n! zakon ba1ansa, Ke11y izvodi balans mase, kolicine kretanja," i 

energije za svaki sastojak. on takodje izvodi us10ve skoka па ро­

','9С i;Co i diskontinui teta. 

Oko 1964. godine ројаУ1јији se radovi neko1icine autora 

sa idejom da se termodinamika prostog ( jednokomponenta1nog ) kon­

tinuцmа prosiri па mesavine. Pr\7i оЬјаУ1јеn! rad u vezi s tim ро­

tice оа A.C.Eringen-а i J.D.lngram-а [24Ј 1 to predstavlja prvi 

rea1niji pokusaj .formulacije termodinamicke teorije mesavina, gde 

је dopusteno аа sastojci imaju raz1icite tem~erature. 

Teorija mesavina se i da1je razvija i neki od pri1aza 

predstav1jaju polaznu оэnоуи citavom nizu autora. Tako A.E.Green 
" 

i P.M.Naghdi [9] prvi postulirajuzakone Ьа1аnэа energije i еп-
tropijske nejednakosti zajedno эа principom invarijantnosti па 

superponirano kruto laetanje za svaki sastojak mesavine. Medju-

tim, ilustrujuci ЭУОји teoriju nadvojnu mesavinu ( mesavinu sa 

dva sastojka) stisljivog Njutnovskog f'luida, izvode pogresan za­

k1jucak о parcija1nom pritisku, koji se rаz1iю~је od onog koji 

daje k1asicna termodinamika. 

Znacajan doprinos razvoju teorije mesavina dao је 1. 
Mu11er [i~] . Njegova teorija је u sk1adu эа klasicnom termodi­

namikom i оп daje Qdgovarajucim ve1icina rna f'izicka tumacenja. 
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, 

, Sus-tina njegovog doprinosa је p""""rvo и tome sto pred1aze, sto је i 

.C.Truesde11 роэеЬnо istakao [8] , najpravi1niji izbor nezavisno 

promen1jiVih koje эе unose u konstitutivne jednacine. Drugo, n~e-

govdoprinos эе odnosi i па pitanje korektnog oblika entropijske 

.nejednakosti. U вуош radu 11 Termodinamicka teorija mesavina :f1ui­

'da ,. , Mul1er kritikuje zak1jucak Green-a i Naghdi-a u vezi эа 
" , 

,parcijalnim pritiskom, jer, nije u sk1adu sa principom ekviprez,e,n-

sa.6nezavisno promen1jivim, э1;о је i dovelo do pogresnih konsti­

,tutivnih re1acija. Kasnije эи Green i Naghdi [12.1 modi:fikova1i 
, ' 

вуоје konstitutivne relacije i па taj nacin priznali da njihove 
• '. fi • 

kOIls1;itutivne pretpostavke nisu bi1e komp1etne. 
1972. godine pojavio эе rad koji tretira mesavinu ula-

__ о , ••• 

ze6iU nјеnи mikrostrukturu. То jerad R.Twiss-а i C.Eringen~a: 

'[4] , ateorija эе naziva mikromorf~a teorija mesavina. Ocig1ed­

поје аа эе zbog mikrostrukture ројау1јији novi e:fekti koji se 
"-,' . 

'raz1ikuju od onih u k1asicnoj teoriji mesavina. Ти i lezi razlog 
-

sto эе pojedini krajnji rezultatiovih teorija nе poklapaju u 
-

po-tpunosti. Medjutim, doprinos аа1јеш razvoju teorije mesavina 

~Je svakako od znacaja. Autori su и, d~ugom delu istog rada [5Ј 
, ' 

, ' 

izve1i konstitutivne jednacine za mikromor:fnu i mikropo1arnu ше­

savinu, a1i bez hemijskih reakcija. 
• 

1974. godine C.N.DeSi1va i M.SiBhansi pred1azu neline-

arnu termodinamickU teoriju mesavina orijentisanih povrsina [19] , 
а 1975. godine M.A.Rizzi, A.B.~Vhitman i C.N.DeSilva nelinearnu 

teoriju mesavina orijentisanih krivih [20Ј , ва pokusajem da ве 
u оЬа slucaja nadju prakticni primeri i primene. 1z ovoga ве шо~ 

, ' 

ze zak1juciti da ве teorija mesavina i da1je intenzivno razvija~ 

зуе vise ве priblizavajuci realnim materijalima i primenama • 
• 



б 

1.3. MODEL, 
• 

Mesavina је, kao stoje уео receno, materlja1na kompozicl­

" ја poje,dlnlh odvojenih materija1nih sastojaka. U k1aslcnoj teoriji 

mehanlke kоntlnUl1ша mesavina,ona је ideallzovana smatrajuci da је 

'svaka tacka u nјој istovremeno lspunjena svakim sastojkom. Us1ed to-
, 

•• ga mesavina izg1eda kao superpozicija vise neprekidnih medija. 

Ostajuoi u granicama izucavanjamehanike kоntinипmа, kori-

sticemo ве modelom materija1a ciji su granicni zapreminski 'elementi 
takvi da је и njima masa neprekidno rasporedjena.Zbog toga сешо se 

koristiti elementima makro i mikrostrukture materije. No makroskop­
sko роnаэanје materije је us1ov1jeno ројауата и mikrostrukturi. Ula­

zeoi и mikrostrukturu materlje ш! od ројауа izdvajamo эато оnе koje 
пат ве u odgovarajuci~ proucavanjima сеnе bitnim. 

, 

Neka telo sadr~i п razllcitih sastojaka mesavine ~=1,2, ••• 

••• ,n. Мl pretpostav1jamo da se оnо sastoji od vellkog broja makro-
, 

e1emenata, koji takodj~ sadrze sve sastojke mesavine. Posto је svaki 

makroe1ement istovremeno isрцnјеn 8vim sastojcima"onda mora da је 

, 

gde је dV zapremlna makroelementa, dS povrslna koja је obuhvata, а 
~ , Ј3 , ••• raz11cltl 8a8tojcl (81.1.1). 

-

s 

(81. 1.1.) 
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М! da1je pretpostavljamo аа эе svaki makroe1ement sastoji 

od ve1ikog broja mikroe1emenata, od kojih svaki sadrzi эуе sastojke 

mesavine (эl.1.2.). 

~--....... ЈS' 
dV' 

• 

(эl. 1.2.) 
• 

OVde је dV' zapremina mikroe1ementa, а dS' povrsina koja је obuhvata 
• 

. 

. 
. . 

Neka te10, koje эе sastoji od п raz1icitih sastojaka mеэа-
• 

vine ~= 1,2, ••• ,n~ u pocetnoj, tzv. nedeformisanoj konfiguraciji 

Ко' koja odgovara trenutku vremena t o ' ima zapreminu V ogr~~icenu 
zatvorenom роухэ! S. U de~ormi8anoj konfiguraciji К., koja odgovara . ~ 

trenutku ухешеnа t > t It te10 се imati zapreminu v ogranicenu zatvo- . 
о . 

renom povrsi В. Makroe1ement zapremine dV ogranicene zatvorcnom ро-
. . 

ухэ! dS u nedeformisanoj konfiguraciji Ко' imace роэ1е deformacije 
zapreminu dv ogranicenu zatvorenom роухэ! ds. Mikroe1ement zapremi­

ne dV' ogra.nioene zatvorenom роухэ! dS' u nedeformisanoj kon.figuraci-
~ 

ј! Ко' imace ров1е de.formacije zapreminu dv' ogranicenu zatvo:renom 
. povrsi ds'. 

Da bismo opisa1i kretanje jednog sastojka, mozemo ga zami­

эlјеnо izdvoji ti iz mesavine pod us1ovom da па odgova.rajuci nacin 
. zamenimo dejstvo drugih sastojaka па njega ( princip Ь)), шi Сешо 

pretpostaviti kretanje, mikro kretanje i dе.fоrmэ.сiјu эато о( -og эа­
stojka mesavine (эl.1.3.) •. 

Centar mase mэ.krоеlеmеntа С u nedeformisanoj kon.figuraciji 

Ко odredjen је vektorom po1ozaja Х{.<) u od.nosu па pocetak nepok:e~:t-~og 
џ'''" ......... '" 

Dekartovog koordinatnog sistema. Vek"cor po1ozaja centra таэе A>;·~··::~"r,,:,~~\, 
{~ ~-, " ..... -'1 ~# _. _._,r, 

il ... _~ '.' -, ~~;-''; '1"" " ." ~ ., ". __ - '-'~ 

:;1,~ '1'-'-:":'-":>-": ;;. ;~,-; f 
,. \~~_4. ''''\,~.~,~~ ,- ~ ")._~/ 

',:', "-~ ,,~ ~y 
'~Yj.. ,,; __ .. _._ ',~ • 

~,,~: ..... .,., :~_r~~,:"'-" ,--"_-.- .. ~''''' " 
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d,V 
" 

" rJ.1 I r1лJ1 - dлJ С I d~ 
Ј ("'-) ,... 

С 
, 

х' 
• 

I 

Х(.,(Ј 
Xt:.t> ~(.>') 

....... 

о 

(81.1.3.) 

mikroe1ementa О' u 

X~.,O ' tako da· је 
оdnозu па iзti koordinatni зlзtеm obe1ezen је за 

, 

к ---/1.( 
(1.4.1.) + --

(.,(, ) ( ..<. ) , 

• I 

gde је ,_~)vektor po1ozaja centra таэе mikroe1ementa u оdnозu па 
centar таве makroe1ementa i gde ви 

u daljoj primeni Bve 

element tela. 

(d.) 

_. -/K 

--

r 

К. 

--'К 
• = _.-

--.(d.) 

• 

velicine obe1ezene ва ," оdnозi6е 
/( 

зе па mikro-

U deformisa noj"konfiguraclji K~polozaj centra шазе mikro­
e1ementa odredjen је за 



• 9 
, 

о gde su 
~ k Т _ , 

х :Х 
(.<.) (..<) 

о о 

. 

Ih, /Јг / • 

о оо (1.4.4.) 3~) t • --
-. (..<.) ~ {,,<ј, .. 

Bitna za dalji razvoj teorije је sledeca aproksimacija ko-
. 

о ја је uobicajena u mikromorfnoj teoriji jednokomponentnih materijala: 
оо Kretanje mikroelementa u makroelementu p relativn1h u odnosu па njegov 
centar, moze bit1 adekvatno aproksimirano kao homogena de:t."ormacija. 

,О Matematick1 ovo kretanje i njegova inverzija za d.., -t1 sastojak шева­
vine ви predstavljeni kao 

, 

kK --11<:. ----'к, 
--. 

(.<ој -- (~) -' (о<.) (0/) (.,,() , 

°gde је 

к{ Kk kL KL 
-

-(~) 

- . 

'--("'-) - ) ," (..<..) '("<'ј 
- , 

• 

~K кЬ. 

а д Кronekerov simbol. Velicine .'JI-r.u (!!-(-t):Ј-t) 1 X~ (~~J -1:..) nazi vaju эе 
mikrQdeformacioni grad1jent 1 inverzni mikrode~ormacioni gradijent • 

. "" 

Tako su sada jednacine kretanja i de1'ormacija odredjeni эа 
• 

k k f . 

--
(..1 .. ) 

"{ 
__ (.,,1..)' 

Zamenjujuci (1.4.5.)1 u (1.4.3.) dobijamo za ukupno kretanje c(-og 

sastojka mesavine 
• 

kK ос 
• L 

.. (,(.) • (,t.) .. 

Ako izvrsimo diferenciranje povremenu (1.4.8.), dobijamo izraz za 
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_/ -og sasto;ka u mikroe1ementu brzinu о\, ОЈ 

.. 
:. - -
-- ,- ---'. -

'(1.4.9.) 

-'. -_С,". __ _ 
'- .-

V?4J - (.,{) [--'-) (.Ј.)' 
; - ", - -. ' 

- '-'.~ , 

:,-' -, . , 

..... .•..... ..fzi 
•• g ... de је ~ (X.-(J-l1girac1oni 
'.. Џ.) .-" ~ 1 

y-kf . 
(.А.) 

tenzor (tenzor uvrtanja) 

ОР ~К к"" ,.... 

def'ln1san ва 

(,.l.) (.<) о 

U k1as1cnoj teoriji шеэау1nа postulirane BU 111 1zvedene 
neke velic1ne koje predstavljaju srednje vrednosti za mesavinu i оnе 

ве koriste u ву1ш pristupima pri izucavanju mesavina. М! 6ешо 1zve­
sti вуе odgovaraju6e ve1icine za зlисај mikroillorf'ne mesavine. 

Ukupna шаза u makroe1ementu, prema mikromorf'noj teoriji 
" .'- , 

jednokomponentn1h te1a, data је за 

\ . ., 
• 

" '--

(1.4.11.) 

- " - ,. ' 

Маза ol..-og sastojka u makroe1ementu је 

I 
. gde је ,q~) gust1na с:{ -og sastojka u mikroelementu, а dV' zapremina 

mikroe1ementa. Kako zapremina mikroe1ementa dV' sadrzi вуе sastojkG 
mesavine,ima6emo posle sabiranja (1.4.12.) ро s-vim sastojcima 

z 
~ 

dV 
I I . 

gde је L ~..{I== f srednja· gustina mesavine u mikroe1ementu. U daljoj 
primeni ~6e uvek oznacavati sabiranje ро svim sastojcima mesavi-

• 

ne. Ako izvrsimo sabiranje (1.4.12.)2 ро svim заstојсimа mesavine 

i iskoristimo (1.4.13.)4' dobi6emo 



, - -- . 
, '-. ,- -, . '-

"" 

" 

";(1~4.14. ) 

• 

.' ; -'О -

~ - - -

.J?osto је zapremina dV ista, sledi za srednju gustinu mesavine 
, 

'О' • 

" .. (1.4.15.) 

Ist1m 1zrazom је de~1nisana srednja gustina mesavine i u klasicnoj 

teorij1 mesavina. 
Zaizvodjenje srednje vrednosti tenzora mikro~nercije vi­

seg reda po1az1mo od de~inicije 

\ .. . 

.r;~}. . (...t) (~) . 

dV 

·Ј?озlе saЪiranja (1.4.16.)1 ро svim sastojcima mesavine, imacemo 

. .• / I е. е. I • ~ ... ~ 

( 1. 4 .17 • ) (А.) (.Ј.ј '. 

dV dAI· 01.11 

" 

Лkо (1.4.16.)2 saberemo ро sv1m sastojcima mesavine i iskorist1mo 

(1.4.17.)4' dobicemo 

. (~) (...l..) . 

odnosno 

• 

р 1.. - "l. 
Јџ) (.1..) - . ) 

gde је 
• -G ••• .f,. 
~ tenzor mikroinercije mesavine p-og reda. 



1.2 

Na osnovu (1.4.9.) 1(1..4.16.) 1ako эе moze pokazat1 da је 

~ 

~~ .•. (1.4.19.) 

, 

. -. - . -

,АЈсО U (1.4.19.)1 1zvrsimo sabiranje ро sviш sastojcima mesavine i 

1skoristimo (1.4.17.), dobi6emo 

z ~-ч '" (..I.) Ј 1..1.) _ (..I..J 

dV dV 

(1.4.20.) 

--

o<V, 
.~·gde је 

I 

·pri сети је 3! srednja brzina mikroe1.ementa i neprekidna .funkcija 

'polozaja i kao takva эе moze izraziti u oыku 

Sabirajuci '(1.4.19.)з'РО svim sastojcima mesavine i koriste6i 

(1.4.20.)5' dobicemo 
-

( 1. 4 • 21. ) S?LJ"1.. {.о _ {-<I (..1.) (..i) . "'" щt __. ~ 't • 

Ovde эе moze videti da se, kada se radi о mikromor.fnoj te­
oriji mesavina viseg stepena, о srednjoj brzini mesavine moze govo­
riti эатои parusa srednjim giracionim tenzorom (srednjim tenzorom 
uvrtanja). 

U specija1nom slucaju za р=о,l, а па osnovu (1..4.18.) i 

(1.4.21.), s1.edi da је 
, 



(1.4.'22.) .. 

'-' -

- -, '. -

sledi'da 

Ako 

је 

• 

. . { . t 
L S(..I.) -t, (.Ј.) == f-1, 

. k-f ' Iг! 
L {;..LJ -1- (.J.~ = f "1.. . . 

0<,: =1 , 2 , ••• , п , 

• 

, .' sto . је u potpunoj saglasnosti sa rezul tat1ma 

13 

tada 1z (1.4.22.)1,з,4 

[4] i [14] • Uslov .. ~ . 

"'L{.,J,.) =0 .f'izicki znaci da se centar mase makroelementa nalazi u istoj 
.tacki mak [·oelementa. 

Uklasicnoj teoriji mesavina relativna brzina oG-оg эаз­

•..••• tojka u odnosu па brzinu mesavine def'inisana је эа 
• 

. ,"- -

, '. , . 
. . . 

.... .... (1.4.24.) 

• 

'. 1 nazvana bxzinom difuzije o<..-og sastojka mesavine. 

S obzirom da эе ovde radi о mesavini эа mikrostrukturom 
. postojace i takozvano d1fuzno obrtanje, koje se definise kao razli­

'. ka izmedju. о b:r ta.n ј а odnosnog sastojka i obrtanja mesavine, tj • 

. ' (1.4.25.) 



Smenom (1.4.24.) 1 (1.4.25.) u (1.4.21.), а па osnovu 

:(1.4.18.), dobijamo 
"",-,-. >" • е :_' -

, -', 

-', - -

,-,' -. 
" ',о, _ - •• : _ -, -

(1.4. 26 .) 
. - . --

о ., _ _ • , _ 
, ,,, 

- . 

• 

(1.4.27.) 

• 

. Za slu~aj р=о iz(1.4.26.) sledl da је 

• 

") о 1А -о 
L .) {.t,J "" {..џ -

Isti rezu1tat postojl i u k1as1~noj teorijl mesav1na. 

Za slu~aj p=l lz (1.4.26.) sled1 da је 

• 

sto эе slaze эа rezu1 tat1ma u [4 Ј i [141 • 
u teoriji mesavina эе defin1su sledeca dva mater1ja1na 

1zvoda: materijaln1 1zvod prl pracenju kretanja mesav1ne 

, 

• 

, , 

• 

r 

i materija1ni 
_ tanj.e 

izvod sastojka kadase prati njegovo individua1no kre-
• 

, 
. . 

(1.4.30.) • 

• 

Veza 1zmedjuova dva materija1na izvoda је data. sa 

(1.4.31.) 



Ј.5 

Ako za mesav1nu postoj1 slede6a srednja vrednost neke .fпn-

, 
" , , 

__ - ,,' _ 

, , 
" i 

, 
, , , 

OVа;:fџnДаmеntаlnа ident1cnost i njen1 mod1f1kova.n1 оЪ11с1 се 19rat1 
, 

, , 

va~nu ulogu pri izvodjenju zakona Ъа1anэа mesavine. 
" ." -, 

'- ,: - -

- '. 1 

, " - - ,', -- - , , , 
.' - , , , 

\ 
"0_ . , , 

! - • 

, 
• 

• ',"·',",.'··,.' •• ,,'1.5. OPSTI LOКALNI ZAKONI BALANSA MIКROMORFNE МESAVINE 
• 11. , -' . 

- - '-' 

С"" 

, , . ,'­. . 

• 

"'., Da Ыэшо isp1tali ponasanje sastojka u mesavin1, а, kа.зn1је 

1эаше mesavine, т1 сешо pr1menjujuci pr1nc1p naveden pod Ь) 1 korl-

steci opst1 оЪ1ik lokaln1h zakona ba~anвa mikromorf'ne teorije' [ 1] , 
'ne upustajuci ве u izvodjenje odgova~ajuCih zakona balansa vec ири­
сијис! с1 taoca па rad [1] , napisati opsti obl1k lokalnih zakona. 
ba1ansa i glavnih uslova diskontinui-:t;eta do p-og reda, koji се va~i­
ti za svaki sastojak pojedinacno, tj. 

• 

-
" --6 = о 

(-<.1 

, (1.5.1.) 

• 

gde је 

(1.5.2.) 
....." k 

, 



· 
. · , , 
:~'. ' 

, · , 
• " ~', __ о 

~, --. " -

· . 

<~~ ___ -с _', 

. 

,- ' .. ' 

- - - " -

- - 11 - . 

.•.. gae је 
, , '. 

· . 
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=0, 

Ovde ве izvodi ро vremenu odnose па ol., -t1 sastojak mesa.-
,,~k -k -k 

v1ne, а L..f~} , 1.,{ , 'Yl(.J.J BU brz1na tX -og sastojka mesav1ne, brz1-

na. ta~aka s1ngu1arIle povrs1 1 jed1n1cn1 vektor norma1e povrs1, res-
\ 

• • 
pekt1vno. • 

Odgovarajuca tenzorska ро1ја u gornjim jednacinama de:f'1-
. .. 

. . 

пisэnа su'sa 
- - ~. -.;' " 

'0 

-.. - " --

• 

(1.5.5.) 

r 

• 

• 

. ф '7-~.-_./. 
_ r.- + о L "r 

. (1.5.6.) 
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~ -', -. , Da1je pretpostav1jamo da је za d.. -ti sastojak , 
... i • __ 
:' " - '" 
.-.' ; ,', -
., г·" 

· '.' -'-, ' ' , 
~ - ' . 
C~ '''',.. . 
~- -

" . - -, · , .-,. - оо - _ 

;. - -, ,-" -",-,,- " 

t <, ' 
[,',',' ,'.-

!;.::, _. " , " -_. 
~ - , 

А--'- , 

~_:.~ ; 
~X < 

~ -: - .. 

g1rac1on1 vektor1 pomo6u koj1h mozemo napisat1 da је 

. (,t..j , - .s ""'1 (~/-k (..Ј.) 
, 

1.6. POSEBNI ZАКОШI BALANSA SASTOJКA 1 МESAVINE 
• 

• 

;~ Kor1steci opsti oыkk loka1nih zakona ba1a:nsa ,) 0& -og 
, 

; sastojka, kao 1 glavlle us10ve diskontinuiteta (1.5.1.)1(1.5.3.)~ 
r,'. о-

'.mozemo izvesti odgovarajuce za1\:one balansa pojedinih f'1z1ckih veli-
.' '. - . 6 > cina. Ako izvrsimo sabiranje ро svim sastojcima mesavinedobi6emo · ' .. 

;odgovarajuce zakone Ъаlэ:nsа mesavine. 
, -. , 

, . -

- - . , 

• 

• 

'(1.6.1.) 

• , 

, " 

• 

Zakon1 Ъа1аnэа ov1h ve11cina"dobijaju эе kada seuzme da је 

ty'1 r I 
W--; = f;..I.) 

• , 

-
1 11 " 

gde oznaka /Ј odredjuje date ve1icine u odnosu па mikroe1.emen"(j, 
, I ~ 

ра је Sr.l.) gustina mase о<.. -og sastojka mesavine, а Ј j3(..l} zapre-
, 

,'minska promena шаэе о{. -og 'sastojka mesavine us1ed hemijskih re-

·akcija эа drugimsastojkom i11 sas"!;ojcima mesav1ne. S obzirom па 
,(1.5.1.), s1edida је " 

Y>--k _ 'C-k~. -. -4 _ i" 1f.г& ••• 1j. = О 
L {,(/ - О > (A~ "- ('..{Ј 

(1.6.2.) 

• 

• 
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/'\ 

=Ј 
" 

lt 4' А (~~.. .(,.,.) А .f" ... 4-

. ". . . ~ ... .ер . .. 
gdeSU'fr~) i 't.f..I..J gustina mase ~ tenzori mikro~nerc).je o{..-og 

'sastojka mesavine. Zamenjujuci (1.6.2.)2 u (1.5 .. 2.), dоЬ1јашо 

',О, 

,.,'.,'," -

',(1". 6~3.') 
,О ._ • - • - .' 

• .. j~ 
- .. '-

-. - --.,' , 

раје zakon Ьа1.аnза 
;, '"', 

, ' . . 
- - ,-', -;. . '-

(1.б.4.) 
. 
, , 

, , 

- - . - '.. 

, 

o(-og sastojka iz (1.5.1.)1 

ili Эf + 
эt 

, , 

'. ,--

с 
" 

::us1ov 
Ako (1.6.2.)1 i (1.6.2.)2 za:rnenimo u (1.5.1.)'2' 

d1skontinui teta о(, --og sastojka mesavine 
" ' ,-'. : -

.. о' 

, " . . 

'(1~6.5.) ,- --. , 
, 

, .- ' 
, 

" 

dоЫјашо 

• 

-" ,­
, _. 
, .- Kada izvrsimo sabiranje ро svim sastojcima mesavine u 

• 

-(1.6.4.) 2 i iskоrist1шо (1.4.15.) ~ (1.4.2:5.) Z' (1.4. 24. ~ 1 (1.4.27.), 
',dobicemo zakon balansa gustine mesavine 

• • 
"- ' 

'," .-
, -, - -

, , 

". . 
, . , - . 

. (1.6.6.) 

. " , 

~ •• "0 • ',,: 

"о , • 
• 

uz us10v 

'·(1.6.7.) 

kaopos1edicu pretpostavke da u mesavini nema proruene шаэе. Jednaci­

па (1.6.6.) odgovara zakonu l~onzervacije za prosto ( jednokomponen­
tno ) -;;е10 i to se s1aze ва fiziCkim. principom navedenim u Uvodu pod 
с).' 
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• 

.' " 

Us10v disKontinuiteta za mesavinu dobijamo 1z (1.6.5.) 

:'postoiZvrsimo saЪiranje ро svim sastojcima mesavine 1 1skor1stlmo 

;,(1.4.24.), tj. 
. . 
о' 

, 
, 
. 

··.·(1.6.8.) 
, , 

, .' ..... Za izvodjenje zakona Ьа1аnза tenzora mlkrolnerc1je oL-оg' 

• 

. . . 
sastojka mesavine potrbno је prethodno izracunati (1.5.4.). Koriste-

.61 (1.5.8.), (1.6.2.)з,5 1 (1.6.4.), dob1jamo 
. . 

• 

• 

(1.6.9.) 
· . · '. 

, , 

(Kada ( 1. 6 • 9 • ) zam en1mo u (1.5.3.)1' ~obijamo zakon Ъа1аnза tenzora 

.' m1kroinerc1 ј е . ol.. -og sastojka mesavine 
· 

''" -

, ,;, . .. 
· - , ''. " ' ' 

· , 

«1.6.10. ) 

." -

. ' 
; .' , 
- - ,.' 

,', , 

Us10v 
..•... ako 1sko:rist i mo 

diskontinu1teta O<-og sastojka mesavlne 

(1.5.2.)2' (1.5.5.)2 '1 (1.5.5.)5' tj • 

, 
, 

.... (1.6.11.) 

, 

(1.6.6.), 

'(1.6.12.) 

, 

q . 4, .. -t.;- (л ,.. k .Ј , -'г) /\01 .. ' - о 
-"l.. . џ(.. ~.:::""" , (. 4.i., - .. 

(...i.) (...i.) "-4" о, 

Fundamenta1na 
postaje 

identicnost (1.4.33.), korlsteci 
-

'\ .. 
2-0 ~ - o\.f+2 

:>[..1.) , [..1..) - .) 

dobijamo 

Лkо ovde stavimo da 
(1.4~32.), dobi6emo 

~ 1/ • -t,,. . .fp 
т::;. -1..1 iskoristimo 

о 

,-

о' 
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, " 

" ,- - . - " 

~·(i.б .1.3. ) 
'-'0;, __ .~"- , ". ~~ 

Sabirajuci (1.6.10.) ро svim sastojcima mesavine uzima­

;j\ici u.obzir (1.6.13.), kao i pretpostavku da 
"Пiеnе mаsе , tj. иэ1оу (1.6.7.), dobicemo zakon 

kroinercije za mesavinu 

•• 

u mesavini nеша pro-

Ьа1аnэа tenzora mi-

..... . . ~ ... 4 .у ~> . ~ ... -h... ~ ~ t .. · ~ _ i ~ ... 1- <z 
(1.6.14. ) 

• 
-', " - ~- ," 

. . 
~''7.usl0V 

Qavine. 

Ako u (1.6.11.) izvrsimo sabiranje ро svim sastojcima ше­

dobicemo us10v diskontinuiteta za mesavinu 
• 

(1 .. t>.15. ) 

• 

I 
• 

• 

Ь) Kolicina .kretanja i momen:ti ko1icine kretaI;1ja 

u оуош э1исаји su 

(1.6.16.) 

I 1.Jг 

:::. ~-ч {~ . I 

"" 

, l-k / 

:::::: О I 7..f / 
Џе.; ..... (..1.1 

.. 
.. 

gdesu Ј!;-ч , -f:. (~J i f'.tl vektor brzine, vektor nароnа. i zapreminska 
r-. 

'-. . ... 
B1~a ~-og sаэtојkа mesav1ne, respektivno, u odnosu па m1kroe1e-
ment. Odgovarajuce velicine 1z (1.5.1.) i (1.5 .. 3.) ви prema (1.5.5.) 

• 
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slede6egoЪlika 
• 

\1/ :::..(Ј 11 + о· i k у 1-
Т (..I..) .)~) ,.. f,Џ .) (.i) (~.) ,... (.i)", 

а/4 ... ч, О ./.,.,.tp-v; О' -k~ . .,-tp у 
~,(.j . = ..J(..l) ~ (~) ,. • .'{-<'Ј + J{.i) 'l. {..(.,Ј _ ~.(jk 
r>--Iг. k. 

f.. (.i) ::::. 1:: {-<..Ј 

.. ·(1.6.17)· 
/-(.,) ...... /..L./ 

;;":-k-lt· .. 4 _ l "k~ ... ? 
L (Ао) - ,... {;о) 

• 
• 

• 

• 

,,~ , 

.. tori naponskog momenta, vektori momenata prosecnog napona, vektor 

zapreminske. з11е 1 vektori momenata zapremins~e s11e ~ -og sastoj-
. . , .-

.. ka m~savine, respekt1 vno. 

; Zamenjuju6i (1.6.17.) u (1.5.2.) 1. kor1ste61 (1.6.4.)v do-
. Ыј . . . 

. 
-~ . 

·.·(1.6.18. ) 
,. -" -

I 

. 

, 
Ako (1.6.17.)з,6 i (1.6.18.) zamenimo u (1.5.1.)11 dobi-

.сешо 
• 

, 
-v 

(1.6.19.) 

Кada uzmemo u obzir da је • 
• • 

(1.6.20.) 
.Ц 

/f.. (..i..) ::.. О , 
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to iz (1.6.10.), za 81u~ajkada је р;1, sledi аа је 

" /I-k 
(.4,,) = о . Ј (l.б• 21.) '-k -:= О 

.{, (""-1 ' • 

• 

Tada iz (1.6.19.)- dobijamo zakon Ьа1аnза ko1i~ine kretanja о<. -og 

'sastojka mesavine u obliku 

(1 .. 6.22. ) 

'; , . 

. .' -' ;- ,. 

Us10v 
• • 

ako iskoris.t1mo 

, 

(1.6.23.) 

, 
• 

/\ 

[-'..) :!.{ .L) о 

diskontinuiteta d-og sastojka mesavine аоЫсешо 

(1.5.1.)2' (1.6.17.)1,з uz (1.6.20.), tj. 

-1 --k _ (;) 'lf: (Vk -,u -k.) tVL. -,_ =- о о 
L.. (.1..) .) џ) _Џ-) [-<ј . ~ ' . ...... 

Ako u jedna~ini (1.6.22.) izvrsimo sabiranje ро svim sa­

stojcima mesavine, iskoristimo fundamentalnu identi~nost (1.6.12.) 

stav1jajuci da је ~џ.)=~) i 'fI=:! i з1еаесе de:finicije 
~. '-

" , . '. 

(1.6.24.) 

(1.6.25.) 

• 

dobicemo zakon Ьа1anза ko1i~ine kretanja mesavine 

(1.6.26.) 
• 

koji ро obliku odgovara Prvom 
. ( jednokomponentnog ) tela, а 

cip nауеаеn u Uvodu роа с). 

-v)= о , ,...., 
Г"""'" 

• 

Kosijevom zakonu kretanja prostog 

to znaci аа је ispunjen ~izicki prin-
• 

Kada u jedna~ini (1.6.23.) izvrsimo sabiranje ро svim эа­
stojc1ma mesavine i iskoristimo def'iniciju (1..6.25.), аоЫјато из­
lov diskontinuiteta za mesavinu 



!i!""'- -- -

~/(1.6.27. ) 
1, ,_ , . -, . 
,~,. -
,~.' - -
';~-(' 
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, 

,.;;; ,,-

::., Da Ыэшо dobi1i zakone balansa momenata ko1icine k:retanja 
:<,:"', ' 

, 
, 

'-ј',(;/.;, -og sastojka шеsаvinе, naj1're сешо zamen1ti (1.6.17.)2 u (1.5.4.) 

'ikoriste6i (1.5.8.) i (1.6.10.) dobiti 
, , 

'-с __ " А ~f, ... ~ 

.f 
4 ~ ••• / ...... ",. ..l.. 

, 

, 

- , 

(1.6.28.) 
: . -

. _. - . 
- -, , 

.'- ' ' 

(.I.) Yt-</-k, + '1.. '''? џ. 7 
(..{) {.џ - "" {..џ 

- -, ' , 

-- -

сешо 

vine 

Ako (1.6.17.)4,5,7 i (1.6.28.) zamenimo u (1.5.3.)1' dobi­
zakon Ьа1anэа momenata ko11cifie l~etanja ~-og sastojka шеэа-

I(~"'-tp) I(&···-с,.Ј 
+ L - -L + () 

"- {.I.} -- (-Ч .) {~ 
, -

(1.6.29.) 

=-f 
А < ..... ~'}}; 
' (.I..) .... (./.) + 

, ' , 

, 

Us10v d1skont1nu1teta ~-og sastojka шеэаУ1nе dоЬiјашо 

1z (1.5.3.)2 koriste6i (1.6.17.)2,4' tj. 

• 

Da Ыэшо 1zve11 zakone balansa momenata ko1icine kretanja 
mesavine 1'061 сешо od izraza (1.4.21.) 

• 

(1.6.31.) 

Ako potrazimo 1zvod 1еуе i desne strane, роэ1е duze racun1ce i ро­

godnog sredjivanja, dobijamo 

, 

--,-------- ----
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• 

"') .~~ .• ,,,, ' ~ (:Ј .-4 ... -tr t () ~ ) 
.L. fw ~џ) '}j;..q + .Јџ} "1..{;I.} ..... щt' + »..q~ ~..Q~ = 

- -t. ,...... + _ ~ ,...п .t џ) ~ {..l.,I {-<Ј , •• :(-(}!' 

2 f(..(.) {-<.Ik (..L) . ,... ~ (-9 '"" ~/t' 

+ Jj;l22~..(.)'L(..L) ~{..Lj + 2ik f~) "1.("9 ~(..y -~ 25;.,f.) ?<Jk, ('<) Q 

Лkо U jednacini (1.6.29.) 1zvr~imo sab1ranje ро svim эа­

stojc1ma mesav~ne, pri cemu сешо iskoristiti (1.6.32.) 1 odgovara­
ju6e def1n1cije, dobicemo zakon ba1ansa momenata ko1icine kretanja 

me~avine u obliku 
.. 
( .-

-, ! 

'. , - - - + 
--- ' 

!? ,..l .... *< .,( -- (-<.) ,.. ( {-""'-} + (1.6.33.) 
.. 

-' - - , 

-- - -" - - ' . . . . . . . 

.' .. ' .-
.' 

':' uz uslove 

.. (1.6. 34.) 
/'\ ~ ... """ . 
/,А.) == о .I. 

..-'\~ ... ~< 
(""-) = О 

i gde su ро de~iniciji 

• 

.. ( 1. 6 • 35-. ) 
.. , 

. • ~ .•. !Z ••. tp~ 
+ -1..,-,-.) rz~.Jk 

g -+- = .Ј; .. џ (.Ј.) -- ,..... 
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Ako u (1.6.30.) izvrsimo sabiranje ро svim sastojcima шева­

fine i iskoristimo de~iniciju (1.6.35')1' dobicemo иэ10у diskontinui­

.teta zamesavinu • 

- " ,'-• • :. -: ',' " 

'(1.6.36. ) 
" " ' 

. ,-: . 
- _'о ' > - , 

с Ener ј 

Odgovarajuce ve1i~ineu оуош эlисаји su 

\ 1/ I _ о' (~I -1-:1. 1/1 7J~) 
'-{' (~J - J(,.I.J P.)..z -,..ц::::/-

/R. t /-k ., Г~'. /k . '7'- _ • Џ,' + о 
(.. {~J - ..... (~I '" (-41 ,,<:. /'<Ј 

/ / / / 0/ ~ I 
В /.Ј.Ј :: Јј-ч f"I.) D J/lJJ + ј (..9 (.<) , ..... 

• 

I . -t /1<. /k ~' 
gde зи ~~.1 , ro.(-Џ , fl('9 + 'f..ч gustina unutrasnje energije, vektor l'la-

роnа, vektor top1otnog ~luksa i zapreminski lzvor energije ( zapre-
minзkа speci~icna proizvodnja top10te) о<. -og sastojka mesavine, 

respektivno, u odnosu па mikroe1ement. Odgovarajuce ve1iclne lz 
(1.5.1.), (1.5.2.), (1.5.3.) i (1.5.4.) эи prema (1.5.5.) sledeceg 
oыkaa 

п--12 -k t ~ v; 
l (.LJ = 2. (.L,) + "" (..(Ј • _ (-Ч 

• > •• 
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'i!"" r· а k i оо. gust';na l1nu+rax n;e energiJ'e 1'0 J'edin';c'; ~gde эи t {.ЈоЈ ' .z {""-,1 ћ( ... / ....--,,;;;ј ОЈ .... .... 

'inase о(, -og sastojka mesavine, vektor toplotnog f1uksa OL -og эа-

~Eitojka:: mesavine i izvor energije 1'0 jedinici. zapremine OL -og эа­
~~'tOjkamesaVine, respektiVn,~, dok su €;~ ... ~ , 2~4 ... "", , л:;··~ i 

' . .J..t." . .,.ty tenzori momenata navedenih ve1icina za «-ti sastojak 
.. {..l • 

',' .- ,. 
;;:.~ - . 
mesavine. 

Smenom (1.6.38.)1 u (1.5.2.) i koristeci (1.6.4.), doЪi-

·.··јашо 
•• 

+ 

\ 
• • 

сешо 

Ako (1.6.38.)з,6 i (1.6.39.) zamenimo u (1.5.1.)1' doЪi; 
zakon ba1ansa energije 01.. -og sastojka mesavine u obliku 

, 

"- k 
g -Е{Ј.Ј - 1: ЏI" '1!tоЏ-, k 

• 

(1.6.40.) 

'. Кad~ee (1.6.38.)1,з zameniu (1.5.1.)2' doЪijamo 
сх, -og sastojlta mesavine u obliku diskontinuiteta 

us10v 

• 

Ako u jednacini (1.6.40.) izvrsimo saЪiranje 1'0 svim эаэ­
tojcima mesavine i iskoristimo fundamentalnu i<lenticnost (1.6.12.), 

РОЭ1е duze racunice i srеdјiVЭоЈ."'lја, dobicemo zakon Ьа1anэа energije 
za mesavinu 

' .. (1.6.42. ) 



, 
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ude ви ро definiciji 

g~ = 2 fc.J.) 
• 

'" .- tL) - Џ,.) """ /..fJ '~J 

(1.6.43.) 
-tlг~ == 1 
,... 

{'У=2 
'"'" 

2k=~ 

. .J\,ko (1.6.41.) saberemo ро svim sastojcima mesavine 1 1sko­

'ristimo def1nic1je (1.6.43.), dobicemo uslov diskont1nu1teta za ше-, 

savinu 
• 

~ ,-{.'-.-

Гn'k =0 .. (1.6 .44.) 

'. .. 

Da bismo izveli zakone Ьа1аnэа momenata energ1je ~ -og 
• ,'о - , -

sastojka mesavine, 1zrасцnасеmо P~'vo (1.5.4.) рошоси (1.6.38.)2' tj. 
,,' -

ј' .. -

. . ,. . 

(1.6.45.) 

. Ako (1.6.38.)4,5,7 i (1.6.45) zamenimo u (1.5.3.)lP dobi-
сешо zakon Ьа1аnэа momenata energ1je cX-оg sastojka mesavine u оЫikц 

• 
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~..L) 
'~ ... ty - yf's ~--~ .. _C). kl, ... tf ~1:"~ ... ч.. 

~ f.(~/~/.(2"'.(p) t-'t.{~· .. ч) [(-,:4 ... 4-) t{~1:tz.- .. 4) +-
-+ ,..."'-1'"( ""' ЏЈ - ,-. {4 + ...... {-Ч - ...... (4 

,- - -

i ~---4 _ 
.f:.-4I (-4) -

'о Kada (1.6.37.)2,4 zamenimo u (1.5.3.)2' dobicemo us10v 
diskontinuiteta OG -og sastojka mesavine 

...... k~ ... 4 f.z~-if; ~1""4···4 -t.···4 ;f?J; г i t:r ..• (.. 

(1.6.47.) .е. 

; Sabirajuci jednacinu (1.6.46.) ро svim sastojcima mesavi-
• 

n'e, koristeci (1.6.32.), роэ1е duze rac1.1nice i sredjivanja dobicemo 
zakon Ьа1anэа momenata energije mesavine 

- .-' - 5' t:;. -.s . . + ....... Ј k ""'- . -1- ..... "'{, -k "'"'" -1-

," .. " - + :1 Р"";-.1Ј 2 А + pt.Г. V-y '""-) - .2- ..... l' ..... .s (-4 + 2.) '"'-,... I , .... Ј·. ОЈ ~ "'" С' 
, --- . 

:(1.6.48. ) (~/~/-t2 '" ) 
, ,-

+.f +2 ,-k. -1-2. - +-_'У ..... -'. -, , ' 

i, С_ -__ ' 

'о 

',- --

~" -,' 

-'. . - '(.(~···4) J{"(~-··4) (~Lr ... ц,) 
- -t -1- -с. - -t == о , ,-, -' -

UZ us10ve 
• 

") /1 ~ ••• 4 
L {.ч :::: О , 

-2. 
, о 

i gde ви ро definiciji 



k4 .. ·~ 2-
1:. = 

· ",... 

"" .. . 

. .-" 

• 
• 

• • • 
• 

- 't:(, .. -4) . 'z 
-1:. = 
'" 

S - Џ!.·/ .... Ј + 

!l. . == 

29 
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-(I., ... ~) ") 
fi =- L 

• 

• 
A~o (1.6.47.) saberemo ро svim sastojcima mesavine i isko-

ristimo de:finicije (i.6.5o.), dob1cemo uslov diskont1nu1teta za те­

savinu 

\ 
• • 

(1.6.51.) 

. 
,,< -

.' -' . , 

',:-,', -

.у 

i momenti еn о. 

r 

Za izvodjenje entropijske nejednakost1 kor1sticemo ве ор-
stim zakon1ma balansa 1 odgovarajucim uslovima d1skontinuiteta d-og 

.. ,,";С;.;:(">.; :(:\ шеsаv1nе, u kojima се zna.k jednakosti Ь1 ti zamenjen znakom 

nejednakosti. tj. 

. (1.6.52.) 

\. 

-I-Cl - ~ ~O 
о' (..<) (-"ј . 

. gde је 

, 
(1.6.53.) 

. . 



, , 

i 

(1.6.54.) 

gde 'је 

(1.6.55. ) 
~. '. 

, 

(1.6.56. ) 
- '. Ј-

u ovom slucaju је , , 

-, 
[у I t:> / / 
7/-Ч -= ..)/-ij "'2{...L/ 

, 

~/ _ 2~/ ?:/~ _ 
(..1./ - -е /) (""-ј-

I I 

р/ -В 1 
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• 

gde је -;Z{~ - specif'icna entropija о{ -og sastojka mesavine u odnosu 
па mikroelement, а -()' - арзоlиtnа temperatura u mikroelementu, dok:" 

ви ostale velicine vec ranije def'inisane. 
, ", М! pretpostavljamo da је temperatura svih sastojaka шеiЗа-

vineu istoj tacki ista, odnosno da је 

(1 .. 6.57.) ~,i.j ( :f"("9 / -t-).::;. ~ ( :7(~ Ј t: ) 

Ta1codje pretpostav1jamo da ве el- 1 
moze izraziti u obliku po1inoma 

, 

ро .3 -k , tj. 
, 

• 

(1.6.58.) " 8-1 С ':rt; -(С - -3";;'J~ -& - = -1- јЏ/<; 3.- +.2 (...yt;~.J + ... 

'gde su (~J41z ... momenti hladjenja, koji зи f'unkcija od *(~/ i 1- • 
Velicine koje figurisu u opstim lokaln'im zakonima bala...J.sa 

о<. -og sastojka date зи u obliku 

• 
, 

, 
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• 

-1 . 1ц, щ;,Щz 

, 
• 

\ .f,.,. ~ -1/Ј 1.,._ ~ С р "UI1 ~-··4 /i р -UЧ~ .t, ... I;. ' 
g'.L1 = f;.LJ () ~ /.L/ + 1;./ "{-LJ'UI., J.v(4/. + fr..ч c...f'9~ Щ~ -п.../.L./ + _ .... 

~potrebno 
; '- " ,. " 
,; - -

" , 
\:'~--' - . 
i ,; --' . 
"Ч. _ 

~(l.б. 60.) 
t'j _. . 
'-".- -
;". 
~',,: --, - , " 
.о. _' , -. 
С· 
"Ј' _ 

: -, - ,--- '-
~- -- - . 

Za izvodjenje entropijske nejednakosti ~ -og sastojka, 

је prethodno izracunati (1.6.53.), koristeci (1.6.59.)1' 

r 

',- . 
џ:', \-, -~-
,i~,-" """"'/- _ . - ~, ' -
" . .. 

bi6emo 

Kada (1.6.60.) i (1.6.59.)з,6 zэrnеnimо u (1.6.52.)1' do­
еntrорiјзkunејеdnаkоst OG -og sastojka mesavineu obliku 

, - - , 

- ~-' )'-, . 
-.. .,' 

.. - - ._'- -':- - . 
- ,-
. '< -' .- - -

-/ " 

- , "-

(1.6.'61. ) 
, - " -

!, -

, - .', , , 
" ... ', . 

.. . 

vine dat . . 

'-.-

,". " 

(1.6.62.) 

'-"1 -1 '1И.., U~ -tq 

/,,-1 4:: С ~e, С о k~tz 
- { tт 'Я {..I-/ + ~/4 f1 (··ч + {~4~;z «/ . + ~. -)., -k. ;;:. О" 

Odgovarajuci us10v diskontinuiteta ~ -og sastojka шеэа­

је за 

• 

u slucaju kada 

pijska nejednakost о<. -og 
sa.ti u obliku 

эи momenti h1adjenja jednaki 

заstојkаmеsаvinе (1.6.61.) 
nu1i, entro-

, 

ве moze napi-

• 

. . 

(1.6.63.) 

dok је odgovarajuci uslov diskontinuiteta ~-og sastojka mesavine 

(1.6.62.) pod istim us10vima oblika 

tj. 

r 



(1. б• 64 • ) 
, <, , 

': "- ' 

-;:-~-:"-__ ,О, < __ '_ 
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- -, --'-
Zbog potpunijeg uporedjivanja rezu1tata эа do sada pozna-

-
tiшiz ove oblasti, koristicemo эе f"пnkсiјоm эlоЬоdnе energije о( -og 

sastojka. "t(;; , koja је povezana эа 1ЈDutrаsnјош energijom d. -og эа-
stojka 6{~, ' sledecom re1acijom ' 

" 
- -' . /' - -

'(1.6.65. ) 

Pomocu ove re1acije i zakona Ьа1аnва energije o&-og эаэ­
tojka mesavine (1.6.42.), iz (1.6.63.) sledi 

, . ..' 

, - - -'-

(1.6.66.) 'r -Т 
: " - 1: Р.ј - -1:. ( .. ') ; - . 

Da bismo dobi1i entropijsku nejednakostmesavine potreb­
по је u (,1.6.63.) izvrsiti sabiranje ро svim sastojcima mesavine i 

, 

iskoristiti :t:ПDdamеntа1nu identicnost (1.6.12.), stav1jajuci da је 

Ч(Ј..Ј=?(~ i 'f-= "2.. ' tako da је ' 

о 

(1.6.67.) j~+ 
, 

gde је 

-

, , , 

',.,',(1.6.68. ) 

, 

, 
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Ako u (1.6.64.) izvrsimo sabiranje ро svim sastojcima ше­

'~avine i iskoristimo (1.6.68.)1,з' dobicemo uslov diskontinuiteta 

i'~~savine u obliku 

. . 

, ~.L.. '-: ___ ~' .A.~ 

У,:. <-;;-
~':'~ ,~ 

i'(1.б.69.) јџ) '1.џ) Ц{~ .f -. - -f)-
,,- - ,-
~~~. -
,~.,.: ' 

,"'--~. --
;6<. " _ 
'.. --' - ,- ( 

( Za izvodjenje momenata entropijske nejednakosti о<. -og эа-
:"/ - --

" 
istojka mesavine izracunajmonajpre ve1icinu (1.6.55.), koristeci 

~1.6.59.) i (1.5.8.), tj. 
{~-" -... 

.. S· 
. , . 

Tada iz (1.6.54·)1' zamenjujuci (1 .. 6.70.) 1 (1.6.59·)4 5 7' dobija­
шо odgovarajucu nejednakost OL -og sastojka mesavine " 

S{,.L.) ~{.J..j +.f (.Lj ~{.4J -.> Ј; .... ј f..Чk Џј 
_ _4 e,---~ Ц(.,~ .. -4- щ,щOt 4---4 

- ' _.: -, 

.. . + 2 {-"ј {4 (~щ, {~.1 {.4 Ј -1-

-' - . 

/.4IЩf 2- 1. (Ј.ј 2 р.ј + .. -, 

!l ('9 + ~јЩf Р-/ f- {~.1 Щ, ~J- ~ Iч ~ 1< -- с 

Uslov diskontinuiteta oC-оg sastojka сето dobiti iz 

(1.6.54·)2' koristeci (1.6.59.)2,5' tj • 

. (1. 6 • 72 • ) Ј:../.I "1 (.LJ . rи;'9 џ ") е 2(-'Ј (~.Iч, fi'r..::.1 1/L 4<. ~ О 
рг:.1.. 0 

U otsustvu momenata hladjenja entropijska nejednakost 
>0<. -og sastojka (1.6.71.) ве svodi па oblik 

\ ~ ј L ./. ~ 1.,··,4 
.t.,~ .. ~ .-'\ 4-.. ~ 2.. у <Ј 7.1--- -е ... vfr 4i. (~.1 . 

(1.6.73.) 
. I? 'О k.t~- .. .ep 

..J...:L ;; .{,···4 2. -(-( ... ~ :z [..L/ ? О :Ј 
т -е- :z. ЏЈ - ~/ - -&-. ,:JR 
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• 

• 

,aus1oV diskontinui teta о<.. -og sastojka (1.6.72.) pod istim us1ovi­

~~a па oыkk 
~',' Ј 0-;' ' , 

~c_' . 
~, , 

~:~J," , -

, 
, 

;:-'~'- - -

;'( i . б. 74 • ) 
i'-". , ' 
',.; i;: 
, ,''', 

,( . -' 
'! •.. , 
-" -
:':' - -' 

:", Ak:o"u (1.6.73.) 1zvrsimo sabiranje ро svim sastojcima ше-
"' 

sav1ne i iskoristimo fundamenta1nu identicnost (1.6.12.), stavljaju-
6i da је ~/=7t~-~i ifr:=.~4.-~, dobicemo momente entropijske nejednakosti 

za,mesavinu 

(1.6.75.) 

gde је 

- - '-. 

• , 

, , 

(1.6.76.) 

--" . 
• 

' •. је, bice 

.. ··(~.6.77.) 

, ~ ~ - ,е, ... ч, f! )"- V ' .> t.; ... Iz." 4-
g ~ ... + 2 f;..t.j ~..(I' и I~I yfг. - .L 2 Y~9 f.ч ~ ~ {~/ -

.s 
, I4 ... t" I-kL, ... 4-

- -е- -(f 'р. 
>"0 ~ , 

- (-Ч (-9 
". 

() .I -l, •.. ~ "') I!..-(-t ... ~ 
f f-... :: L ~(-Ч (--Ч 

f) G ... ~ /JI-4 ••• ~ 2- о 
f'h == .fA -1- ЈЏј 

Ci:tk4 ... ~p == Z2 k/" ... -t.; 
r.;L /-,/. 

r 

2 ::::: 2.. -/- ..... {# !!t-v -1- .-.. {-ч ........ р/',. 
/6t1"'~;f и. ·4 ... ~ {3; .~~._y, . - јЏј <.. l {-4 -1- .2 f!r-4 ---.f--sl ~ t'Ч -f 11/-4", (41" 'l Н + 

() 

Us10v 

oblika 

diskontinuiteta mesav1ne,kor1steci gornje definici-
, . 



• 

• 

• 

• 

• 

DVODIМENZIONALNO TELO - LJUSКA 

• 

• , 

-

• 



,- -: -,:- -';' . ,-
,,' B~ па 

2.1. UVOD , 

• 

P"L'vi rad koj1 se pojavio iz teorije mesavina, а koji 

dvodimenzionalnu teor1ju, datira od 1974. godine [19] 
ве 

• u 
':;'radu је razmatrana nelinearna termodinamicka teorija mesavina 

o';ijentisanih povrsina. Tu је koncept orijentisanepovrsine p;r,ime­

«jen na izvodjenje dvodimenzionalne teorije kontinut1ma ljuski. Ка.о 

, '" ime~u оуе teorije, autori su predlozili za model roznjacu oka. 
Ројауа ОУе teorije је i dala ideju da primenimo mikromor­

;>'teoriju шеэаУ1nа 1 odgovarajuce zakoneba1ansa 1 uBlove diskon­

tinuiteta, koje вшо izve1i za trodimenzionalno te10, па sluca.j tan-
, 

,;', ljuske. Medjutim, zbog teskoca koje se pojavljuju pri izvodjenju 

teorije 1juske iz trodimenzionalne teorije, ш! сешо koristiti ta­

"zvani direktni pristup problemu ljuske kao u radu [.3] . Na.ime g ва 

:,0-
edista dinamike, ljuskase moze razmatrati па dva nacina: 1) kao 

" ,vr, S i 2) kao oblast izmedju dve povrsi Sl i S2. U оЬа slucaja u 
ljusci эе pojav1juju normalne i tangencija1ne в11е, ра zato nјеnа 

orija u trodimenzina1nom prostoru nije вато unutrasnja geo:metri-
,,' a,bez obzira da 1i se tretira kao teor1ja povrsine 111 te1a. U 

, ' 

gom pristupu ве iz opste trodimenziona1ne teorije izvode в11е 1 
, 

,spregovi koji de1uju па 1јивс1оО 1'.1edjut1m u prvom pr1stupu, u kome 
, . 
~зе ljuska rаzшаtrа kao povrs S, nе mogu, ве korist1ti zakoni Ьаlаn-
, 
, 

,ва za trodimenziona1no telo, vec ве оn! postuliraju u nоуот oblih.'"U 
, " 

;koji се vazi ti za dvod1menziona1nu teoriju. То је pristup Јсој!' је 
о' '~ 

.и, 1! teraturi poznat kao direktan pristup problemu 1juske. ~ 

, Koristeci rezu1tate rada [5], ш! сеша izvesti zakone Ьа-
la.nsa mase, tenzora m1kroinercije, kalicine kretanja i energijc, 
ka.o i entropijsku nejednakost, kako za OL, -ti sas'tojak mesavino '1 

tako i za sашu mesavinu. Pritom сето эе zadrzati эато па teoriji 

nultog reda u odnosu па teoriju viseg, odnosno p-og reda, koja је 
Р~iшеnјеnа u trodlmenzionalnom slucaju. . 
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2.2. KINEMATIКA 

М! de~inisemo tamku 1jusku kao dvodimenziona1ni mikromor­

f1iiikоntinUl1Ш koji sadrzi 0(.;= 1,2, ••• ,n sastojaka mesavine. Kako 

rЛе zа nаэ od interesa da opisemo kretanje sаШD jednog sastoj1ca, to 

'~ешо, kao i kod trodimenziona1nog slucaja, primeni ti princip naveden 
rJ.пvоdU pod Ь) i па taj nacin uzeti u ob~ir'kretanje, mikrokretanje 

~;i' de~ormaciju of., -og sastojka mesavine 1juske. 
''''.-
~' U pocetnoj, nede~ormisanoj, kon~iguraciji Ко 1јuзkа ima 

~~b1ik povrsi 
,', 
',~ , 
>;', 

(, 
t_~'J _С 
'-,~ 

--~I2.2 .1.) 
( «..> 

XI{ materija1ne koordinate, 

~_. 

',.".-' 

~/ -, 
\~_j: 

Gausovi parametri povrsi. 

" -
Овnоvn! bazni vektori па povrsi su 

:;>- - -· . , , . . 

• 
\.' 
, . 

. ( 2. 2. 2.) 
" -

\ 
• • 
• 

"'--- .~ 

· 

-- .,л , 
~d~' зu Ск bazni vektori sistema materija1nih koordinata u obvojnom 
~, . .-. "" 
.trоdimеnziоnа1поm euk1idskom prostoru. 

Kako $е kretanje mikroe1emenata u makr oe1ementu, relativ­
nih u оdnови па njegov centar, moze adekvatno aproksimirati kao ho­

mogena de~ormacija, to su jednacine kretanja i de~ormacija tanke 

ljuske za ot., -ti sastojak mesavine odredjene эа 
• 

. -k k 
X(QI.) = Х<-<) 

: (2.2.3.) -k. 
-- , 

k 
.' gde su Х'о<.) prostorne koordinate u trodimenziona1nom 

.', gradijenti mikrode.formacije сх.. -og sastojl-ca mesavine 

. 

. pararnetri povrsi u deformisanoj kon~iguraciji Xt • 

k. 
prostoru, А(oI.).к. 
. иЛ 
.l {-<'} Gausovi 

Овnоуn! bazni vektori 

1'iguraci ј i su 
povrsi (2.2.3.)1 u de.formisanoj kon-

, (2.2.4.) , , 



gde ви tj..: bazni vektori sistema prostornih koordinata u trodimen­

zionalnom prostoru. 
Analogno sa siзtеmimа materijalnih i prostornih koordinata 

u trodimenzionalno:j. teoriji kоntinuчmа, uvescemo зiзtеm konvektivnih 
}{oordinata VЛ 

, koje се predstavljati materijalne krive па povrsi 

koje зе de.formisu zajedno за lјuзkоm, i sistem norma1nih koordinata 
•.. и: nepokretnih u odnosu па povrsi (2.2.3.)1- . 

, . ... Коriзtесi ovako uvedeni sistem koordinata, kretanje ljuske . . . 

'u:dvodimenziona1nom prostoru је odredjeno neprekidnom trans.fОl:шасi-
. . 

још oblika 

(2.2.5.) , 

Odgovarajuci.osnovni metricki tenzori зu 

(2.2.6.) , 
А эU

А 

-
'-";л - а иЛ , 

• 

, --:., 
, .. ~-

~E;д.e ј·з Аi\5:::ЛАе.(u,~mеtriСki tenzor izrazen u оdnозu па konvektivne 
-koordinate, а..i\.jЧ=~(U~1:) metricki ';;enzor izrazen u оdnозu па nor-
'. malne koordinate • 

Ve1icina koju сето koristiti pri izvodjenju zakona Ьа1an­

.' sa Ъice brzina promene e1ementa povrsine cl5 1 а za озtа1е ириси-
, 

.јешо па rad [~] • U nаэеш konkretnom slucaju padice эе о brzini 

promene elementa povrsine d.~o() oL-оg sазtојkа mesaVine, tj • 

• 
. 

rc . (2.2.7.) 
1 а. - . 
2а 

lI
A 

+ (~),л , 

. gde је • 

Vecina de.finicija izvedenih za slucaj trodimenzionalnog 
mikromor.fnog kontinuurna koji sadrzi п razlicitih заstојаkа, vazice 
i za dvodimenzionalni mikromor.fni kontinul1m, оdnозnо ljusku. Оnе de­

finicije koje зu зресi.fiСnе зато za ljusku posebno СеЩОistа6i. 
Srednja brzina mesavine lјuзkе . \7~ ~etinisana је kao 

(2.2.8.) • 

• , 



',_,.0, __ 

Brzina difuzije о(.. -og sastojka 

srednjoj brzini 17"'\, de.finisana је 

~(2.2. 9. ) 
'- ," 

- " 

" , ' 

'. - --

"Iz (2.2.8.) i (2.2.9.) kao pos1edica эlеа1 
, 
, 

, 

(2.2.10.) 

1juske 

эа 

, 

, 
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, re1ativna 

, , , 

koja је definisana u svim 

tackama 1juske, postoje эlеаеса ауа materija1na izvoda: 

materija1ni izvod sastojka 

" , 

:'(2.2.11. ) 
, . . 

1 mater.oaJ.ni izvod mesavine 

, 
- ,.:, 

(2.2.12. ) 

.'~dak1e sledi 

- . -. -

(2.2.13.) 

,- , 

, , 

• 

, 
I 

" 

\ 
• . ' 

.. 

.Ako za mеэаvinu postoji эlеаеса srednja vrednost neke'fun-
kCije 

, .. (2. 2 .14 • ) 

оnаа koristeci (2.2.9.), (2.2.11.) i (2.2.12.) аоЫсешо f'undamental-
, 

nu identicnost, koja се vaziti za 1jusk~, u obliku 
, 



I 
I 

, - _.' , 

_,_о . 

(2.2.15. ) 
- ',-." 

2 • OPS 

-

, , 

• 

AKONI BALANSA MIКROMORFNE TEORIJE 

TANKIH LJUSKI 
s • 

Za ispitivanje роnаваnја sastojka u roesavini, а kasnije i 

вате mesavine, т! сето primenjujuci u Uvodu navedeni :fizicki prin-
~ - - -

I с :1.Р pod ъ) i koristeci opsti oblik loka1nih zakona ba1ansa mila:omor-

;fne teorije tankih 1juski [3] , napisati odgovarajuci opsti oblik 
." . 
,'. . 

loka1nih zakona Ьа1аnэа i us10va diskontinuiteta za svaki sastojak 
. " 

, .~ 

mesavine pojedinacno, tj. 
- - . " .- - . 

,,- -

" ' 

, ' 

(2.3.1.) 
". , 

,- --

'-' 

gde је 

(2.3.2.) 

• 

(2.3.3.) 

• 
• 

d LI. .. ·~A 

, ft 

&t) + 
э-'U л, t..<} 2> 1..,(.11. (.-1..) {...(ј {"9-

,- - -

иЈ 11'4 О '1 {"tJ (~1 (...1..) , . .А .. .. ОЈ , 

gde је .0 

• 

Эа, 
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У{2.4.7. ) 
• 

А 

L g (;.);; о , , 

se pretpostav1ja da је шава konstantna u mesavlnl. 

f~oriste61 
It, -,- . 
:'_". -, .. 
~-," " 

r.:' -',' .-
" о,,' , __ ' 

1'(2.4.8. ) 
1 - • 
:.' -" -
,,~ 

:.;. , . ' 

Us10v diskontinulteta za mesavinu dobijamo iz (2.4.5.), 

(2 .. 2.8.), 

{( 
. Za izvodjenje zakona Ьа1anва tenzora mlkrolnercije cX,-оg 
~--; 

'sastojka mesavine potrebno је prethodno izracunati ve1iclnu (2.3.4.), 

:Koriste6i (2 .. 3.5.), (2.4.2.)з,5 i (2.4.4.), dobijarno 

" ' -. - . 
• 

,., ' -

\ 
-" '1 

• 

':.:> .(" .•• ~ • .f~ ... -'1- "' • .(4' ••• ~ L L· ~ ... -Ь ••• ~ 
<::> - о "'z- + О 1.- f y:S "t ' 

( .... ) - "'>(..4.) (;.) Ј, {.-I.) /...l.) -.:. (..4.Ј w-д. [.-1..1 о 

Kada (2.4.9.) zamenimo u (2.3.3.)1' dobijamo zakon Ьа1аnза tenzora 
mikroinercije о(, -og sastojka mesavine 
- - ',' _" ;~ 

'\ 

(2.4.10.) 

• 

. ~ ... ~ ~ f . ') '" . 1., ••. -Ь ••. ~ 
0"1. -L Y'l. -О 
Ј ЏЈ .s џ) [~-k. f.4 - Ј 
{;.Ј 

/1 • ,(" ••• ~ 
_ , > -t. 

1.-1..1 {.Ао) 

Fundamenta1na 1denticnost (2.2.15.),koristeci (2.4.4.) 
i' (2.4.6.), postaje oblika 

• 

(2.4.11.) 
\ .. & ,л /\ 

u speclja1nom 

(2.2.14.), iz 

\ 11 • -l,. •.• ~ 
slucaju kada је T,..l/= 't. (~) i iskoristimo 
(2.4.11.) dobicemo da је 

, 

, , 

Ako п, ,jedflacini (2.4.10.) izvrsimo sabiranje ро 
stojcima mesavine i iskoristimo (2.4.12.), dobicemo zakQn 

• 

• 
эуЈ..Ы 8(1-

, 

• 
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• 

f":'Jл. 
L (.(.) = о , 

'i- ~L, ... .tp (,.- -о 
('<') -, 

. 

. ~~) = < fr,(.) '> ~ fc,.() 
'у, l,.- '" = 1 . < ~ (~ ---.3 ~) = . ~ ~~ ... ~ 

{-'ј 1> ! (.,1.) :3 > fЏј (-9 
• 

'" '-1 

СЈ''<'ј -= < g (.1.) > -= g fџ) 

gde SU ~-'} i -1.{~_.'" gustina шаэе i tenzori mikroinercije о<, -og 

~sastojka mesavine. Pos1e smene (2.4.2.) u (2.3.2.), dobijamo 

• 

, О, _ _ 

'(2.4.3.) G -" 
, . ~ /..Ј.) - g (..I..) , 

• 

tako da је iz (2.3.1.)1 zakon Ьа1э.nsа сх, -og sastojka mesavine 

" . ' 

-1 
, . 

(2.4.4.) ==. S l*"-) • 

Ako (2.4.2.)1 i (2.4.2.)2 zamenimo u (2.3.1.)2' dobi6emo 
us10V' diskontinui teta ос -og sastojka mesavine 

v • 

sav~ne 

Ъiсешо 

Kada u (2.4.4.) izvrsimo sabiranje ро svim 

i iskoristimo (1.4.15.), (2.2.8.), (2.2.9.) i 

sastojcima ше­

(2.2.10), do-
. 

zakon Ьа1аnэа gustinemase :mesavine 

. 

ili • с: Л S + S ~л =-0 , 

tl.Z us10v 
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Lf!4 ... k ... -tp • 
(.l.) 

. Odgovarajuca tenzorska ро1ја u gornjim jednacinama defi-

, " ' -
~~"- ' , 
::-;' , 
'f:'" , 
:i':- : ' 

/.'- /\. < 7: л. > 
. (. (.А.}:::: . (А) :2.' ~~) = < '+;.<} > , ~(~)= < CJ{.l.J > 

f(~2 • :;. 6 .) , ' 
• i'; , ' 
<l:. - - "-
k' , 
,";' -, 
" , , ~ 

{~ .. 
(i-' _. -
'.. " , 
15~ 

"dok зu osta1a vec ra.nije de:finisana эа (1.5.5.). 
" 
, --
· , , 

~' 

· ,,-, 
'-с _ 
.-, -" 

· 
• .:' -

. , ' 
" 

, 

'-, ' 

2.4. POSEBNI ZAKONI BALANSA SASTOJКA 1 MESAVlNE 
I • 

, Koristeci opsti oblik loka1nih zakona Ьа1аnэа OL -og эа-

1stojka tank~juSke datih эа (2.3.1.) i (2.3.3.): mozemo izvesti od­
;govarajuce zakone Ьа1anэа pojedinih .fizickih veJ,.icina. Ako izvrsimo 
" ' ' 

sabiranje ро svim sastojcima mesavine, dobicemo izakone Ъа1аnэа tih 
fizickih ve1icina koji се vaziti za mesav1nu. 

, . --

а) Gustina таэе 1 tenzori m.:!-kro1nerc;tje 

, , 'Zakoni ba1ansa ovih ve1icina эе dobij~ju kada эе pretpo-
stavi da је ' • 

. -
41 

, 

gde эи оуе ve1icine defin1sane u odnosu па mikroe1ement. Tako је 
I '" , 

5'/..() gustina шаэе o<.-og sastojka u mikroe1ementu, а Ј/3{-<Ј zap:re-
• Illnska prQmena mase о<., -og sastojka и mikroe1ementu usled hemijskih 

, 

~eakcija эа nekimdrugim i11 svim sastojcima mеЗ~vinе. 

S oDzirom па (2.3.6.) i (1.5.5.), imacemo da је 
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tenzora mikroinercije za mesavinu u obliku 
.. . 
· . 

~~( -
,--- -. '.' 
'~, ' 

.. 
о' " -

>~;': ,-
-, " - " .. 

• 

, 
• 
, 

Ь) Ko1icina.kretanja 
• 

u ovom э1исаји su 

• 

I 

fj{.(.) - I (1 
- fџ/Јt.џ --

\ 
• • 
• 

:c~de su 1!r~ , -f{~~ i fr~ vektor brzine, vektor napona i zapremin­

ska si1a, respektivno, u odnosu па mikroe1ement. Odgovaraju6e ve1i­

cine koje :figurisu u (2.3.1.) i (2.3.3.), ви prema(1.5.5.) s1ede-

6eg oblika 

, -, 

• 

· . ,.- - , 

. . 

(2.4.15. ) , 

Zamenjuju6i (2.4.15.) u (2.3.2.) i s obzirom па (2.4.4.), 
dObijamo 

• 

Kada (2.4.15.)з б i (2.4 .. 16.) zamenimo u (2.3.1.)Ј..' dobi-, . 

• 



, . '. ~1;- - -

,'. О· 
~вIll . 

r!j;" -: -

'sastojka 
~: --', ~ 
~i, ':' _ -, ' 
~'< ' 
",-.--

, "0 

, 

," --

(2.4.20.) 
., -. 
.'; 
,- о 

, 

',-- -, 

• 

Кada uzmemo u obzir da је 

u obliku 

-

• 

==0 , 
• 

se centar шаэе makroe1ementa 

onda iz (2.4.10.), za slu~aj 

" 
,k 

"L (..ч =0 

+J~) 

"'k 
{,I.} :::: О о 

• 

, , 
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nalazi u istoj 

kada је p=l, 516-

Us10v diskontinuiteta ~-og sastojka mesavine dobicemo 

ako iskoristimo (2.3.1.)2' (2.4.15.)1 3 uz (2.4.18.), tj~ . , 
" 

(2.4.21. ) 

• 

Ako u jedn~cini (2.4.20.) izvrsimo sabiranje ро 5vim за~ 

stojcima mesavine, iskoristimo fundamenta1nu identicnost (2.4.12.) 

stavljajuci da је ~)::= ~.,l) i \fI= 1[ i sledece de.finicije . 

• 

• 

• 

,- , -



, 
,. 
t". 
,~ - - - . , - " 

, 

, 

-, - -' 
;] , 

"'-,"., . 

(2.4.25.) 

-, -

" 

, 
, , 

:,. -',-

, . ' 

• , 
• 

(2.4.26.) 

, ~ 
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zakon Ьа1аnза ko1icine kretanja mesavine . 

• 

эt/t. .. 
~ +0 f-v) ==0 

д1Л)I\ .) - ..... 

Kada u (2.4.21.) izvrsimo sabiranje ро svim sаэtојсimа 

1, /\..:. Ј:! ( V/' - иЈ'" Ј= о о 
...... 

• 

с) Energija 

Odgovarajuce ve1icine u оуош slucaju su 

I {Ik 11< ~I 
gde su (;џ) , ~ (..L/ , !l{..t) i {..ц gustina unutrasnje energije ј/ 
vektor nароnа, vektor toplotnog f'luksa i zapreminski izvor energije 

( zapreminska specif'icna proizvodnja toplote ) ~ -og sastojkaj/ re­
spektivno, u mikroe1ementu. Odgovarajuce velicine iz (2.3.1.),. 
(2.3.2.), (2.3 .. 3.) i (2.3 .. 4.) BU prema (1.5 .. 5.), sledeceg oblika 

(2.4.27. ) 

• 
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,с ј А 1 1:i!л. Q • ~ ... .. t х ј . 
·.gde эи С(.Ј.}' ~ (.,(.1 ' ~ (--<1 ' -«.џ ~ (.1./ gus ~~na l,.1nU ral;;in е energ~-

~je ро jedinici шаэе, vektori napona, vektor toplotnog ~luksa i iz­
;vor energije ро jedinici zaprem1ne ос -og sastojka mesavine, :respe-
' . . '- -

;ktivno. 
!' -· .0 ,. 
"- " '- '- -
'-', -

: .. 1-
;:,. · __ , , 

~Ыjaтo 
· . 
{, . 
;',' --
~'; .­, 

· '-, ' 

"" -i:' -' 

~(2.4.28. ) . . ,," , . ,:" .; -
t'. -
~:--' 
< 
, 
• 
с ._ ,_ 
• 

Smenom (2.4.27.) u (2.3.1.) i s obzirom па (2.4.4.), do-

· . 
, 

'сешО , . 

Kada (2.4.27.)2,з i (2.4.28.) zamenimo u (2.3.1.)+, dobi­
zakon balansa energije o(-og sastojka u obliku 

. '- t Л д~) kл d ~~)k -'k .л ох+< _ 1 
~..,()k + 

, 
" " , . 

+ + f l1.џ) = g '€G-tЈ -f :2 ...... i-'-) ~Џj) - 2 g {,.ч "- щ1г"...(Ј;1:" I? 
Э1.А.Л (ОЦ ~) . 

;'(2.4.29. ) 
, 

'- .-

. - -'- ~ 

ј. Zamenjujuc1 (2.4.27.)i,з u (2.3.1.)2' dobicemo us10v dis-
:kontinui teta OL -og sastojka u oыku 

- . - - , 

· . 

(2.4.30.) 

• 

. 
-- -1 

Ako u jednacini (2.4.29.-) izvrsimo sabiranje ро svim sas-
- '. -

tojcima mesavine i iskoristimo ~undamentalnu identicnost (2.4.12.), 
роs1е duze racun1ce i sredjivanja, dobicemo zakon Ьа1аnэа energije 

v • za mesav~nu 
.. 

gde эи ро de~iniciji 

• 



, 
-,- < , 

[(2.4.32. ) 
; ~ , . 

- -" 

А А -А 
-t =.1. (!:t-ч - Јџ/Ј!(.L! и~/) 
""'-

. 

~ -Уј 

'~ 1. O~ .. ..... 

',' 2. = 2. q ,~/ -1- --. 1:/(4+ "- (-'-Ј ft~/~ - f;..i-/ .fEj-4 + 1 '!!{-4М4 + 
1- f)., L) • "tS) - А. Ј 

.f- 2. ;:: 6'1"'С 5Cf.LJ S 1.-џ/ .-{А t "'Ј 

Ako (2.4.30.) saberemo ро svim sastojcima mesavine i isko-

.. ristimo de~inicije (2.4.32.), dobicemo uslov diskontinuiteta za ше-
.' - . 

• 

.• savinu 
, 

,(2.4.33. ) 

., -

· · 

- . --

. 
· 

- 0_' 

. " -

, 

. 

. d) EntroEijska nej,ednakost 
• 

,. , 

,,'81"'·' i_ 'l' 
, . -. 

Zaizvodjenje entropijske nejednakosti koristicemo so, kao 
"! kod trodimenzionalnog slucaja, opstim zakonima balansa i odgovara.­
',jucim uslovima diskontinui teta d. -og sastojka :m.esavine za slucaj 
',ljuske, u kojima се znak jednakosti Ы ti zamenjen znakom nejednako-

• 
sti, tj • 

• 
• 

• 

gde је 

, 
Ge-J 



i2.4.~6.) 
\, . 

• 

· " . 

u ovom slucaju је 

\у I _ ()I I'J?I 
Т (~J -.) f.tJ Ч-'I 

1;1 _ 2~1 
~I - ..{) / 

Ik. 
?;II! ~ 2r.q 

I-Ч 81 

(-'Ј . ""8..1 

• 

, 
• 

49 

• 

~gde ви ~:-'.J i .f} I specificna entropija i apsolutna temperatl1 r a d. -og 
,. 

~sastojka Пi(,:;;;~vi l1e, respektivno, u odnosu namikroelement, dok зи 08-
'.~ -

l'tale ve1icine уес ranije definisane. 
.,' - -

• 

"" О"~ 

[' .'.' Мl pretpostavljamo da је temperatura svih sastojaka mesa-
,'; _. . ~ 

~' ., .. 
:Vine·U istoj tacki ista, odnosno da је , , 
О. , 

:(2. 4. ~7.) 
Т<, 
" . 
~'-- ' 

" - ' 

ida se 81-1 v moze izrazi ti u obliku polinoma ро 3 k , tj. 
• 

. ' 
,'о -

; , 

,-- . . - - -

(2.4.38. ) 
'- -, -

- < • ' 

· 

gde su G.iJ44... momenti hladjenja, 
Velicine koje figurisu 

~ -og sastojka mesavine date зи 

. , 

. . 

) 

koji su funkcija od ~..q i 
""' u opstim lokalnim zakonima 

u oblik:u 

Posle зшеnе (2.4.39.)1 u (2.4.35.), dobicemo 

• 

• 

, 
~{~J :::: 

• 

-1::. 
balansa 

.doticemo 
Zada оуо zamenimo u (2.4.3.::1'.)1 i iskoristimo (2 .. 4.39.)293' 

entropijsku nejednakost ~ -og sastQjka mesavine и obliku 
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, \ /1 -f (.ц, ~f4',.! 
.. . 

':~-­
, ,'­
! -'. ' 
- ј I 

~! . диА lL.j. Р·Ј/( (.с..Ј + 14'(,4 Џј ;;- о 
:-~,-~. " 
.,'. - -' 

~. Odgovarajuci us10v diskontinui teta d.. -og sastojka mesavi-
\- --' . ' 

~edobija ве iz (2.4.34.)2' koristeci (2.4.39.)1 2' tj. .. . . , 
, ' 

~ .: -: -, " 
~-'- , . . , :. ,,~, - -.,_t _ l' 

, ' , - ' . 
( -' , .. , . , 
о", ,'~ _ _о' 

~ - ,. 
'-'. ' , 

, 

, .... 

:pijska 

Us1ucaju kada ви momenti h1adjenja jednaki nu1i~ entro­

nejednakost еХ -og sastojka mesavine (2.4.41.)" dobija oblik 
,-'-

, , - -, , , 

~- . 

::(2.4.43. ) 
, 

.. . '-, . - _. 

, --

aodgovarajuci us10v diskontinuiteta d.-og sastojka (2.4.42.), oblik 

'-. - ---

,-- ' 

Da Ыэшо dobi1i entropijsku nejednakost m~savine, potreb­

.,. по је u (2.4.43.) izvrsi ti sabiranje ро svim sastojcima mesavine i 
, 

'iskoristiti f'undamenta1nu identicnost (2.4.11.), stav1jajuci аа је 
; Lf;.L)::?'{ЏoJ i '-у= ~ , ра ј е .-

• 

, , 

gde је 

'(2.(4.46.) 
) 
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g .:t). = 2. cl ~ 
;L[":"J 

2 = 2.х).. -г.2 !:~ f!/~ + i ':ч"С ~{.z./1' -

Ako u (2.4.44.) izvrsimo 

'~avine i iskorist1mo (2.4.46·)1, 3' 
kesaV1ne, tj. 

< 
, 

, , 

, 
i;:-~; , ' , , 

о 

sabiranje ро svim sastojcima ше­
dobicemo uslov diskontinuiteta 

... -, 
• 



, 
• • 
• 

JEDNODIМENZIONALNO TELO - STAP 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

-

-
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3.1. UVOD. 

о 

U dosadasnjoj teoriji mesavina розtојi зашо jedan rad 

[2.0] , koji ве оdпозi па iзрi tivanje jednodimenziona1nog kontinu­

iwna • Rad зе pojavio 1975. godine i u njemu је pred10zena opsta 
;:nelinea:rna teorija m~savinaorijentisanih krivih. Као prakticnu 
, . 
, ' 

;primenu ovih izucavanja, autori navode matematicki mode1 covecije 
"--

: klCme. · , 

, , 
, Iz ovoga зе vidi da u prirodi postoji prakticnih prime-
· 
• 

• ' ra па ko ј е зе moze primeni ti teori ја mesavina ј ednodimenziona1nog 
, 

•• kontinuuma.Zbog toga smatramo, da u c:ilju da1jeg razvoja teorije 

.mesavina, treba primeniti mikromor.fnu teoriju mesavina i odgova­
rajuce zakone ba1ansa i uз1оvеdiзkопtiпuitеtа trodimenziona1nog 

'te1a najednodimenziona1na te1a, u паэеш slucaju па stapove. 
, \ 

Inace, sto зе tice izucavanja stapova primenom trodimen-
'ziona1ne teorije, va1ja reci da зе pritom nai1azi па ve1ike, cak 
-nерrеmозtivе teskoce matematicke prirode. Da Ь! зе to izbej?;10 pre-
" --

;d1azu ве razne teorije koje kоr1:зtе u шапјој meri, i1i nikako, 
itrodimenziona1nu teoriju. Takvih pri1aza ima vise. Tako,naprimer, 
, , 

ErickBen i Truesde11 зи kоriзti1i teoriju orijentisanih te1a bra-
се Е. i F. Cosserat, kao i ne1inearnu teoriju .teoriju stapova ko-

• 

:ju је dao Нау. Oni зu prosiri1i trodimenziona1nu teoriju stapova 

,kao jednodimenziona1ni i1i trodimenziona1ni Cosserat kontinu't1.m. 
Иеliпеаl'nU teoriju stapova da1je је razvio Ka.fadar [23] i Кaf'adar 
i Eringen [22] , prfmenjujuci trodimenzionalnu teoriju polar'nih 

о' 

sredina па slucaj jednodimenzionalnih tela, odnosno stapove. 
U radu [2] primenjena је mikromorfno. teorija tr-odimen-' 

zionalnog kontinuuma [1] i izvedeni opsti zakon1 balansa, koji 
эи primenjeni u teoriji stapova. 

Koristeci rezultate rada [21 , mismo izveli розеЬпе 
zakone balansa шаэе, tenzora mikroinercije, kolicine kretanja i 

о 

energije, kao i entxopijsku nejednakost. ~-og sastojka mesavine 

i sаше mesavine za slucaj stapa. Na kraju 8и izvedene i konstitu~ 

·~i~ ine mikromorfne teorije mesavina za stap. 

• 

• 
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3.20 KINEMATIКA 

М! definisemo stap kao jednodimenzionalni mikromorfni kon­

tinuпm koji sadrzi о<., = 1,2, ••• ,n sastojaka mesavine. Da Ызшо· opi-

6а1! kretanje jednog sastojka., primenicemo, kao i kod trdimenziona1-

nog зlисаја, princip naveden u Uvodu pod Ь) i па taj nacin pretpo-

6taviti kretanje, mikrokretanje i 

ш.еSаvinе stapa (81.3.1.). 
" -, 

deformaciju вашо OL -og sastojka 
., , 

.;;... 

(81.3.1.) 

U nedeformisanoj konfiguraciji Ко' koja odgovara trenutku 

vremena t o ' stap ima oblik krive 

(3.2.1.) --
~) 

gde је ~~) 1uk krive ~-og sastojka mesavine. Jedinicni vektor 

tangente krive u nedeformi8anoj konfiguracij.i је 

s obzirom da kretanje mikroelemenata u makroe1ementu 1 re­

lativnih u Odn08U па njegov centar, moze biti adekvatno aproksimi­

rano kao homogena deformacija, tada ви jednacine kretanja i defor­

macija za о/... -ti sastojak mesavine odredjeni эа 
-

• , 



-- -t 
" 

(.к) , , 
.... h 

'gde su X
WK 

gradijenti mikrodeformacije d. -og sastojka mesavine 

koji definisu homogenu de:formaciju. 
• Luk prostorne krive ~-og sastojka mesavine u deformi-
. 
;, ' 

;'зanој konfiguraciji Kt de:f1n1semo эа 
,- - . 
.. 

, , 

--- -
(.к.) 

о 

эх-l. 

дБ 

Jed1nicni vektor tangente u de:formisanoj konfiguraciji К. 
" 

"је 

(3.2.5.) , 

gde za parcijalni izvod vazi 

d 
-:::::. --~ о 

эУ 

Vecina definicija i relacija koje эи izvedene za slucaj 

trodimenzijskog mikromor.fnog kоni;;inuцmа koji sadrzi п rаzliсitiћ 
sastoja1ca vazice i za jednodimenzijski mikromorfni kоntinuпm, od­

nosno stap, koji takodje sadrzi п razlicitih sastojaka.Neke ви 
specif'icne зато za stap, ра сешо ih posebno 1staci • .. 

Srednja brzina mesavine stapa ~ definisana је kao 

.. 
(,<) 

• 

, , 
, 



Brzina difuzije 
о 

'prema s:rednjoj brzini У 

о( -og sastojka stapa 

, de~inisana је за 

.••. (3.2.8.) ги = 
(OV 

\. о 

у-у 
(и<) • 

Iz (3.2.7.) i (3.2.8.) s1edi kao posledica 

• 

55 

"ГИМ)' relativna 
• 

Za neku velicinu у== Y(~.J -1:), koja је de.finisana u ву1ш 
tасkэmа stapa, postojace sledeoa ауа mate:rjalna izvoda: 

Mater1ja1ni 1zvod sastojka 

(3.2.10.) 
, 

\ . , 
• 

• .. 
i materija1ni izvod mesavine 

(3.2.11.) -at дУ.? 

odak1e эlеа! veza izmedju njih 

(3.2.12.) 

• 

Ako za mesavinu postoji эlеаеса srednja vrednost neke 

fџnkсiје 

, 

оnаа koristeci (3.2.8.), (3.2.10.) i (3.2.11.) аоЫјато fundamen-
. 

talnuidenticnost, koja vazi za s·tap,u obliku 
• 



56 

-
• 

,. (:;.2.14.) 

, 

о 

• 

, , 

3.3. 

• 

OPSTI LOKALNI ZAKONI BALANSA MIКROMORFNE TEORIJE STAPA 
, Ј 

о 

P.rimenjujuci u Uvodu navedeni fizicki princip Ь) i kori-
steci opsti oblik lokalnih zakona Ьа1аnва mikromorfne teorije sta­

pova [2], mozemo napisatiopsti oblik lokalnih zakona balansa i 
glavnih uslova diskontinuiteta koji се vazlti za svaki sastojak 

pojedinacno, tj. 
\ 

о • 

• 

" 
+CI -6 =0 

d"{.,I.) с ~ ) 

• 

gde је 

• 

о 

• 

• 

f.' 
Mada se ovde nесешо iz ~izickih razloga zadrzavatl па te-

oriji viseg reda, lраЈс сещо napisati odgovara;jucl oыkk lolcalnih 
, 

zakona balansa i glavnih uslova diskontinuiteta ol-og sastojka ше-
savine, jer се пат neki od zakona bala.nsa biti potrebni za mikropo­
larX1U teoriju, tj. 

~(~ ... ~) ~ ... ~ L --{-I'J,_ 
(..t.) д(,() 

- t?-- -t, .,. Rp 
[(~) - (,.l.) ~) о U Ј1 ' 

gde је 

• 

-----тr- --~-- - --- , ", г оо, 



... ва 

(3.3.5.) 

~ ~oo.4- = 
("") 

~ ~O.o.f'p + 
. (,LJ 

• 

/\ ~o .. ~ 
~) = 
, 

• 
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\ 

ч: -4 О'. <р _?Э_::f!..f.::(~ _ 
(.А.) аУ 

• 

\.f/.~ ... R. .. ~ • 
(,() 

Odgovarajuca tenzors~a ро1јаэи уео ran1jedef1n1sana эа (1.5.5.). 

stojka 

2,,4 •. PO,SEBNI ,ZAKONI BAL,ANSA, SASTOJКA 1 MESAVINE , 

Koristeoi opsti oblik lokalnih zakona Ьа1аnэа o(-og эа­

stapa datih эа (3.3.1.) ~ (3.3.3.), шо!ешо 1zvesti:~dgovara-
• • 

јисе zakone ba1ansa pojedinih fizickih velioina. Ako izvrsimo sabi­

хanје ро svim sastojcima mesavine аоЫсешо zakone ba1ansa tih 1'1z10-
.~ 

kih ve1ioina, koj1 се va!iti za mesavinu. 
• 

-

,а) G;us,t1na таэе i tenzori mi!troinerci је 

Zakon1 balansa ovih velioina эе do.bijaju kada ве pretpos­
tavi аа је 

r.--/~ 
t. - () (...<.) - :> 

-
gde su оуе ve1iclne definisane u OdnOBU па mikroe1ement. 

. -"\ I 

gustina шаве ~ -og sastojka u mikroelementu 11 а jJj3,~) zapreminska 
promena тазе о<. -og sastojka U шikrое1еmепtu usled hemijskih reak­
cija ва nekim druglm 111 sv1m sазtојсimа теЭаУ1пе. 

S obz1rom па (1.5.5.) sledi аа је 

п-h. 
L (..<.) :::. О 

• 

. ... _. -
т -- ------
, , 

• 
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, 

-1 '" 

9rJ.J = < j?r~J > = Yj3'~J 
l, ... .f,.._ -1 ,"" (~ •.• 3' ',.) = р /\~ ... ip 

fj{J.J - 101 <f?/~1 Ј Ј > ЈI М) 
• 

gde ви .5;",,) 1 -i :.: ... -tp gustina шаве i tenzori r.:likroinercije о( -og 

sastojka mesavine. Zamenjujuc1 (3.4.2.) u (3.3.2.), dobijamo 

, 
'(3.4.3.) ~' 

(~) 

, 
== ~~J 

, , 

ра iz (3.3.1.)1 zakon balansa шаве ~-og sastojka шезаУ1nе glas1 

, 
',. (3.4.4.) о +.f: 

J/J., IЈ.Ј =-.f 

Ako (3.4.2.)1 
uslov diskontinuiteta 

i (3.4.2.)2zamenimo u (3.3.1.)1' 
~ -og sastojka mesavine 

dobijarno , 

Kada u (3.4.4.) izvrsimo sab1ranje ро svim sastojcima ше­
sav1ne i 1skoristimo (1.4.15.), (3.2.7.), (3.2.8.) i (3.2.9.), do­
Ь1сешо zakon Ьа1anза gust1ne шеэаУ1nе 

r 

(3.4.6.) 

• 

uz uslov 

'"" ' - -. - , 

/\ . 

>=) (Ј -о L .) (.,l.1 - , 

sto znaci da шава ostaje konstantna u mesavini. 

Uslov diskontinuiteta za mesav1nu dobijamo 1z (3.4.5.) 
koristeci (3.2.7.) • 

, 

, 

,'<' 

- . _._-
'~,~" ,,-
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(3.4.8. ) 

. Za izvodjenje zakona Ьа1аnаа tenzora mikroinercije -og 
заstојkа mesavine potrebno је prethodno izracunati ve1icinu (3.3.4.) • 

• 

[oristeci (3.3.5.), (3.4.2.)з,5 i (3.4.4.), dobijamo 
. . " , 

" . 

{-4 . - ~J "1.. (""-Ј -1- S ~) r,t./ .s {..l.J ~J-k (..l) 

Кada (3.4.9.) zamenimo u (3.3.3.)1' dobijamo zakon Ьа1anва tenzora 
w.ikroinercije ot. -og sastojka mesavine 

, 

(3.4.10.) 

Us10v diskontinu1teta ~ -og sastojka mesavine dobijamo 

iz {3.3.3.)2' ako 1skoristimo (1.5.5.)21 (1.5.5.), tj. 

(3.4.11.) г ~ 4···-lЈ-(У _~) _ 
S;..l) (,(Ј (..I.) - о • 

Fundamenta1na 1denticnost' (3.2.14.), kor1steci (3.4.4.) i 
(3.4.6.), postaje oblika 

u specija1nom 

(3.2.13.), iz 

• • 

, 

" о Э /\ .. 
{,Lj Ј . . 

! 1/ • (~ ••• ~" 
вlисаји kada је I{~:= ~{'''Ј i iskoristimo 
(3.4.12.) dobicemo da је 

'\ . 
• ~ ... -tp .-lt ... 4 э' .~ ... -?- . л ·4 ••. L,1I 

• • 

.' 

. . 
• • 

" , 

, 
: . , 



60 

Ako u jednacini (3.4.10.) izvrsimo sabiranje ро svim sas­

:tojcima mesavine i iskoristimo (3.4.13.), dobicemo zakon Ъа1anэа 

.tenzora mikroinercije za mesavinu u obliku 

Кada и (3.4.11.) izvrsimo sabiranje ро svim sastojcima 

шеsаvinе,dоЫсеmо us10v diskontinuiteta za mesavinu 

• 

• 

Ь) Ko1icin,a 
\ 

k~etanjai momenti ko1icine !ct'etanja 

u ovom slucaju ви 
... 

"-!/. I _ О I 1/. I 
l,l,.J - ОЈ {.l.) _(~) 

п-111:г. t I -k 
L (,I,.J = .... /.<.) 

I l-k ЈI 
gde эи З!/,I,.I' -kl-<J i ;!щ vektor brzine, vektor nароnа i zарrешin-
ska sila о< -og sastojka mesavine, respektivno., - u odnosu па mikro­

e1ement. OdgovarajuGe velicine koje ~igurisu u (3.3.1.) i (3.3.3.) 
зu prema (1.5.5.) sledeceg oыkaa 

. . 

w ~ ... -tp о . -4 ... .tp-v: с>. I:г~ ... ~ у . 
1 (.l..J =.) (..1.) 't {.,l..1 ...... џ,! . -+ Ј (..1..1 -z. (..I.) ..-..{,I,.,Ik 

~..I.J == f: {-Ц 
?~ ... 4= t <, ... .tl' 

{.l..J ........ {,I,./ 

• 
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" 
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" 

" 

i -k4 ... ~:: I -k~ ... -?-
('<) __ (~J 

fJ (,Ј.) ::= f~.I./ iJ 

(..i.) {.џ (~) ,.... 
" 

, k .J. l ., ... ~ 
gde эи - 1: {лl , ~ (,I..) ' ....... (,i.) g,... (~/ i ~ ''''Ј vektor napona, 
vektorinaponskog momenta, vektor1 momenata prosecnog nароnа" vek-

tor zapreminske э11е i vektor1 momenata zapreminske э11е ~-og 
" 

sastojka"mesavine, respektivno. 

Zamenjujuci (3.4.17.) u (3'.3.2.) i s obzirom па (3.4.4.)" 
dоЬiјашо 

(3.4.18.) 

Ысешо 

Кada (3.4.17.)з 6 i (3.4.18.) zаmеniшо u (3.3.1.)1~ ао-
, , , 

=1 
r 

, Кааа uzmemo u obzir аа је 
" 

(3.4.20.) -

sto ~izick1 znaci da Бе centar шаэе makroe1ementa na1azi u istoj 

tacki makroe1ementa, onda iz (3.4.10.), zas1ucaj kada је р=1 9 
эlеа! аа је 

, 

(3.4.21. ) -о - ) 

• 

Tada 1z (3.4.19.) аоЬ1јаmо zakon balansa kolicl:;'1.e kr:etanja еХ -og 

• 

- -- --- ------ - ---- -----.---



62 

sastojka u obliku 

(3.4.22.) 

Uslov 

ako iskoristimo 

эt ,Л 
..... {..<Ј + V· - ru; 

diakontinu1teta ~-og sastojka mesav1ne аоЬ1сешо 

(3.3.1.)2' (3.4.17~)1,з uz (3.4.20.), tj. 

Ako jednacinu (3.4.22.) saberemo ро svim sastojcima шеэа­

vine, iskorist1mo :f"Onda.mentalnu identicnost (3.4.12.) stavljajuci 

аа је Ч:"/,,, ')ft~J i \.('= 1! i sledece de.finicije 

dobicemo'zakon Ъа1anва ko1icine.kretanja mesavine 

э-t 
"- ..Ј,...р f - iJ 

эу' ј,... '-
:=. о " 

r 

Ako u (3.4.23.) izvrsimo sabiranje ро svim sastojcima 

mesavine i iskoristimo (3.4.25.), аоЫсешо us1ov-diskontinuiteta 
za mesavinu 

/, . 
{-;2._ ЈЈ!(У--Џ) == о. 
"-

Za izvodjenje zakona balansa momenata ko1icine kretanja 

о<. -og sastojka mesavine, najpre сето izracuna-i;i (3.3.4.) koris"ce­

с! (3.4.17.)2' (3.3.5.) i (3.4.10.), tj. 

• 

• -...,.,-- ,-~ ._-- --_. . .. --- . --~ 

'1 '1 I ' , , 

I ., 
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• 

(3.4.28.) 

Ako (3.4.1.7.)4,5,7 i (3.4.28.) zamenimo ~> (3.3~3.)1' do­
bicemo odgovarajuCi. zakon Ьа1.аnэа momenata kalicine, lcretanja ~ -og 

sastojka mesavine 

Us1.ov diskontinuiteta ol-og sastojka mesavine dobijamo 

iz (3.3.3.)2' koristeci (3.4.17.)2,4' tj. 

~ ~ ... lp о ( о ~~ ••• lfr у; 
!: (.Ј.Ј - Ј џЈ '1,. (..t.) _ (.,1.) =- о . 

Da bismo naplsali zakone Ьа1.anэа momenata kolicine kreta­
nja mesavine, poci сеша od izraza (1.4.21.} 

• 

Ako potrazimo izvodleve i desne strane ovog iz=aza, роэ1е duze ra­

cunice i pogodnog sredjivanja, dоЪiјamо 
. 

Z D 0.1., ••• '-Ј' ",',' 1 р i " ... -(,,1(;;' У" у k ) = 
ј {.,Ј.Ј ~ (.Ј.) !:. {~J + Ј џЈ {..I.J ..... ЏJt + _ (...tJf<. щ ~ 

:=,9';' ." i! +.f--i. о.' {~-f УА! ~J- .f (~) f!t..l.j ?(.Ј.) :"~/(-f-
, I 

(3.4.32.) d .-Ч ... ~ .~ ... ~( \ - ~ .t, ... iг ... tj" 

+ {-'.} ,... {..ц t аУ (..I.) {--у f""l Э У '(.l,I [""-.1 (-</ 

,,) "') () --& <- .o4 ... -t,k . 
- Ј:! L .) [..1,1 ~k-;l.. { ..... ј {) 

• I ........ . . _- . ····Т 
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Ako u jednacini (3.4.29.) izvrsimo sabiranje ро svim sastojcima ше­
savine, iskoristimo(3.4.32.) i odgovarajuce definicije, dobicemo 
zakon balansa momenata kolicine kretanja mesavine u obliku 

• 

• 

uz uslove 

..... . .f.,/". .' - _. . +у. - '2 .--
аУ ~ 

. -е" ... ~,( • . k л ft ... fp у. . '" ~ ... ~ t. 

-
~ =0 

(-"-) 

• 

i gde B~ ро definiciji 
• 

о 

Ako u (3.4.30.) izvrsimo sabiranjepo svim sastojcima шс­

savine i iskoristimo definicije (3.4.35.), dobicemo uslov diskonti-
nuiteta za mesavinu -

;:: о со 

• 

• 

• 

"Т ------

• '1 "1 ' . 
• 

. 
• 

I 

• 



с) Energija. 

Odgovarajuce vе1iбinе u ОУОШ эlиСаји. эи 
• 

d r I ЈЈ -t Ik D Ik .;:.' .... 1 t v • • • 
g е эи c{..I.J ' :::t..t,! , __ t-<J , ..z("9 ~ {..I./ gus 1. • па иnи rasnJe energ~Je, 
vektori nароnа, vektor top1otnog ~luksa i:zaprem1nski izvor energi­

је ( zaprem1nslca speci:f1cn'a pro1zvod.пja tQP10te ) о(, -og sasto jka 
• 

mesavine, respektivno, u.mikroe1ementu. 
(3.3.1.), (3.3.2.), (3.3.3.) i (3~3.4.) 

Odgovarajuce ve1icine 1z 
ви prema (1.5.5.), sledeceg 

.~ 

obllka • 

• 

• 

f}(~J 
~ -

t, .. ~ .. 4_ <.; ... ~ 1'4 .... ~ - <~ ... 1-

gde su €V<J , :!џЈ , i::~/, .2/",/ i --1...(,,(,1 gu.st1na unutrasnje energ1je 
ро jedinici mase,vektor1 nароnа, vektor toplQtnog flu.ksa 1 1zvor , . .. 
energ~Je jed1nici zарrеш1nе ~ -og sastojka mesavine, respektiv-
ао. 

I 
-.---- -'- "Т 



aroо 

• 

LO zakon 

Smenom (3.4.38.) u (3.3.2.) i s obzirom па (3.4.4.), dobi-

о 

Ako (3.4.38.·~·з,6i (3.4.39.) zamen1mo u (3.3.1. )1' dobice­
Ьа1a.nэа energ1je OG -og sastojka u obliku 

• 

. i , 
, ј. , , 
. 
i 

;', ' 
,,' , 

i • .. , 
,I'~,:: ' 
"О, '. 

'. О, , 

\., ... ' 

" " ,.-': ' 

-:" :, 

" " 

, , 

'lJo Џ.Ј ..... {..LJ --1 '-д ..... (.,1../ а >ЈЈ - ,"9 - {..i./ [.(. 'r - r::'J _ Р = .ј., . 
...." ст V Ј -- -..... fI аУ .J~/ /-ч '.' 

Zamenjujuci (3.4.38.)1 3 u (3.3.1·)2' dobicemo из10У d1s-
. ,. 

~ont1nuiteta d -og sastojka u obliku 
\ 
• • 

: 3 .4.41.) ј:.р.Ј· ~J ~ :!-l: .1iJ'Y -t 1r..LJ - 5'r.y ~ЏI 1-1 ~/'!:fч -f f.!k"l: ~/S i "t's) ( :il -и) =0 
-

. 

Ako u jednacini (3.4.40.) izvrsimo sabiranje ро svim эа-

stojcima mesavine i iskoristimo f'undamenta1nu identicnost (3.4.12.), 
рое1е duze rac11nice i sredjivanja, dopicemo zakon balansa energije 
;::а mesavinu 

• 

• d "()} "';t r 

""" аУ ~ еУ "'".-

• 

gde ви iskоriэсеnе s1edece de~inicije 

-t. k А[ - -t 1z. "( & 'lJ . "с S . __ ~ 2 (..lJ - St..L) ..... (..L)'r {.L.J 'l-(-ч ..... 

i"( ::::= 2 -Е. (..t.) - .f~/1f{..t.JV{..LJ - .f..l/_t.4.( -tt:k, ~~I 
---

• 

~I _.-

"1 "11 

о 



, , 

Ako (3.4.41.) saberemo ро svlm sastojcima mesavine i isko-
• 

rlstimo definicije (3.4.43.), doЪicemo uslov diskontinulteta mesavi-

nе 

• 

d) Entro]?1j,ska neje,dnak,ost 

• 

Za izvodjenje konstitutivnih jednac1na mikromor~e teor1je 
mesav1na za slucaj stapa, potrebna је entropijska nejednakost. Zbog 
toga сешо se ponovo korist1ti opstim lokalnim zakon1ma balansa 1 od­

govarajucim uslovima diskontinuiteta ol-og sastojka mesavine,medju­
timsada u оЫ1ю~ nejednakost1, tj. 

• 
• 

gde је 

• 

u klas1cnoj teorijl mesav1na јоз uvek se sukoыavajuu ш1-
sljenja oko izbora konstitutivno promenlj1vih ve11cina. Posto se u 
mikromorfnoj teoriji mesavina broj konstitutivno promenljivih povc­

сауа, ocigledno је da se i teskoce oko njihovog izbora povecavaju, 

а posebno kada ае radi о teoriji viseg stepena. Iz tih razloga cemo 
зс zadrzati па teoriji za р=о. 

U tom slucaju је 

, , 



б8 

-

'о" ' 

, 
, 

,. 

, 

, 

gde је ~~ - speci.ficna entropija 01. -og sastojka u mikroelementu~ 
I ') 

е - apsolutna temperatura u mikroelementu, dok эи ostale velici-
ne vec ranije de.finisane. 

М! pretpostavljamo da је temperatura svih sastojaka u is­
toj tacki ista, odnosno da је 

(3.4.48.) 

I 1 
i da эе f) - moze 

, ~ 

izraziti u obliku polinoma ро J~, tj. 

(3.4.49.) 
1-1 -1 /t ~ ~ -1 С J-tf ::; /i' 

-е = f) + L{~J~f ;:) -1- ,.21 (.ц~t: .) +. --, 

gde ви C~J4~ .. _ momenti hladjenja, koji BU .fHnkcija od ~.{/ i -t • 
Velicine koje .figurisu u opstim lokalnim zakonima Ъаlаnsа 

~ -og sastojka. mesavine, date эи u obliku 

-
, Ako zamenimo 

Posto iskoristimo (3.4.51.) i (3.4.50·)2 3' 
, , (3.4 •. 45.) 'daje entropij-

эlш nejednakost 'cX-оg sastojka mesavine 

оо _~O 

. , 

, , 



Us10v {ij,skontinuiteta dobicemo iz (3.4.45.)2' kada isko­

ristimo (3.4.50.)1 2' tj. 
~ 

u эlисаји kada ви momenti hladjenja jednaki nuli, dobice­

шо odgovarajucu entropijsku nejednakost ~ -og sastojka mesavine u 

obliku 

, 
, , . 

• 

а иэ1оу diskontinuiteta u obliku 

!l/Л/ 
• 

е-
~O, 

Da Ывшо dobi1i entropijsku nejednakost za mesavinu, pot­

rebno је u (3.4.54.) izvrsiti sabiranje ро svim sastojcima mesavino 
i iskoristiti fundamenta1nu identicnost (3.4.12.), stavljajuci da је 

I.f (,.L) =- IY({Jj i LY::: ~ , t ј • 
, . 

(3.4.56.) 

gde је 

, . 

/.' 

tЏЈ !:!1-4 + if: ?~)-h.. -

.. 

]-----
, 
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• 

Uslov diskontinuiteta 

bi6e oblika 

mesavine, koristeci gornje definl-
-

cije, 

,. 
• 

y-~ -

U daljoj primeni pogodn.ije је koristi ti fnnkciju slobod.... .. ,1E; 

energij'e' ос -og sastojka ~) , umesto unutrasnje energije OL -og 
sastojka €ЏJ • Те velicine эи vezane slede60m relacijom 

(3.4.59.) - ~ v;;..) = Е (~I - е 7{~.1 о 

Ako iskoristimo ovu relaciju i (3.4.40.), iz (3.4.54.) do­
ы6ешо entropijsku nejednakost о( -og sastojka mesavine u obliku 

" CJY;.q у Э 2!..<; ~ - '( "t 

(3.4.60.) - _ ~j' 
q СЭ8 '" 1 1 '"\ 

ko~ эе moze napisati i u razvijenom obliku 

, \ - 'k r 'r 'r:.-щ' Ј' Ј 
- O~k, ~~~ 

(3.4.61.) . 

+ -/; (А) -...2 /l (~) {.,()(kt:) + --8- эУ + (*"-1 2 (..(.) /~) +-

• оо 

• 

• 

, 

• 

--- ---- --- '1 '111 

• 
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3.5. MIКROMORFN1\. TEORIJA STAPA PRYOG STEPENA 

". 

. . 

k1ase 

Za primenu opstih lokalnih zakona balansa па specija1ne 
materijala, tzv. mikropo1arne materija1e, u specijalnom slu-

caju kod jednodimenziona1nih tela, odnosno stapova, i odredjivanje 
odgovarajuc1h konstitutivnih jednac1na, potrebne su пат jednacine 

, 
Ш.1krоmоrf'nе teorije stapa.' prvog stepena, koje su date sledecim э1-

, 

s ·temom ј е dnac ina : 

Konzrvacija шаэе ~-og sastojka mesavine 
\. 

o~) 

(3.5.1.) 

Konzervacija tenzora m1kro1nercije ~-og sastojka mesavine 

, 

=Ј 
(3.5.2.) 

, 
У;.) 

=Ј 

.. 

Konzervacija ko1ic1ne kretanja oi-og sastojka me~avine 

-

\ 

-ј. (~J - Ј;Ј.) ~/ У:.Ј - 1..1 ==0 g 

• 

\ , , 
• 

.<> 

• 
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Konzervacija momenta kolicine kretanja d-og sastojka mesavine 

(3.5.5.) 

gde је • 

• 

=0 • 

:::.0 Ј 

, , 

Balans energije ~-og sastojka mesavine 

- . \ -
. f(:J-)]!с.ч +-Ј;.Ј.Ј}t-ij"( + 2{А.1 -1;.) (t{J,J+l ~Љ+J 21A,1't-~#s i;:j( ~ - {-'Ј =00 

3.6. MIКROPOLARNA TEORIJA БТАРА 
S • I 

Mikropo1arna teorija је specijalni slucaj mikromor~ne te-· 
,<: 

orije, kao stosu i mikropolarni materijali specijalna klasa mikro-

norfnih materijala, koji pokazuju mikrorotacione efekte, sto znaci 

ia эе mikropomeranja sastoje samo od rotacije. 
• 

U ovom slucaju је giracioni tenzor·antisimetrican? tj, 

• 
• 

(3.6.1.) о 
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Vektor 

{3. 6 • 2 .) 

• 
odredjuje brzinu rotacije materijalne tacke щikrороlаrnоg tela. 

Ako pretpostavimo da је 

sto fizicki znaci da эе centar шаэе makroelementa nalazi u istoj 

tacki, onda сешо imati da је 

(3.6.4.) 

ili u komponentalnom obliku 

'-

(3.6.5.) 

• 

)dakle sledi da је 
• , 

• 

., , 

f' 

?;de је C~ Ricijev tenzor alternacije 1 gde эшо koristili (3 .. 6820) .. " 

Ako uvedemo oznaku 

lma6 ешо da ј е 

)d.nosno 
.' • 

• 

. -? 
(}P.rlzl ::= "'Z..i-'/1- ~ke -

• 



, 

(3.6.9.) 

Pri da1jem radu koristicemo sledecu re1aciju 

(3.6.10.) 

tt· ~ k 
.д "ЏЈ _ -t t 8.x;.~ _ t 4и aX;-4/ _ 

~ . э'"V'iz \'/~ . t щ ci v<..c'</ СЈ -c.{~) 
:= . Џј ~ 1tl..;t'>Ч дУ =СГ' у ~- " 

(3.6.3.), 

Ako u mikromorfnoj teoriji prvog stepena iskoristimo 

dobicemo sledeci sistem jednacina mikropo1arne teorije: 

Konzervacija шазе о( -og sas-tojka mesavine , 

("5 .. 6.11.) 
(.,џ + _,f;~1 дУ;:: (~ 

\ 

, fџ)(~J-.ц) =0 о 

Konzervacija tenzora mikroinercije ~-og sastojka ше~inе , 
• 12..1 12· "" ( .t. ~'t '" -;<21' ..., " -k '\' 

(3.6.12.) 
. " 

Ва1anз ko1icune kretanja ~-og sastojka mesavine 

t " ~ 'д "" (~) + _ 1f: - . v . 

\ 

!(4 -.fн ~4 (~ -~) ==- ОО 
(3.6.13.) 

, 

Ба1аnsеnеrgiје ~-og sastojka mesavine 

, Э?!i..џ '( 

(3.6.14.) 
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~de је 

: obzirom па (3.6.1.), (3.6.2.) i 

- IJze ILk - -Јге 1-Iг.f_Ј / -.t.Ј? 
ох 6 15) Ј. := -t. :::5> -t d'1/ :::: -t./-'J. Ј cl.. '1Ј" ::= i I'.Ј , (7 
.1 •• • -L {-4 {..I..J (Ју . .., - ""'?' 

dv 

• 

onzervacija momenta ko1icine kretanja аоЫја se iz (3.5.5.)1,ko­
isteCi (3.6.10.) u komponenta1nom obliku 

J-I. ~ е fЦ - ~ .t.v \ I!щ 
) • 6 .16 • ) (~/ +...л -f. - i +Ј: i.. -

ro pomnozimo oVu jednacinu ва 6~R., , sto је ekvivalentno operaciji 
iredjivanja njenog antisimetricnogdela, koristeci oznake 

• 

(3.6.9.), dobicemo zakon ba1ansa momenta kolicine kretanja u obli-

• 6.18.) 

19om 

s obz1rom аа 
obliku 
"" 

,6.19.) 

• 

'r ':"IJ../ xl _Ј (7.,.(-'411" 
1.,; аn -Cw '-р u 

,.... Эv-
(3.6.14.) mozemo napisati u 

. сеши је iskorisceno (3.6.2.) i (3.6.17.), tada је novi oblik 

.ansa energ1je 01.. -og sastojka mesavine 

6.20.) 

• 

• 

. , . 

• 



• 

ono1iko 

Ьа1anэа 

76 

v 

KONSTITUTIVNE JEDNAClNE • • 

Da bismo ima1i odredjen sistem 

jednacina ko1iko ipromen1jivih. 

о{, -og sastojka pro_menljive зu 

jednacina, mora da postoji 

U mikromorfnim jednacinama 

-kt ~ . k r,.~ 
-t ИЈ.Ј -t,'(') , !Z Џ) ~ 1-<) ~ L (~) 

X(~)1l ~ )LWkJ<. ~ f} 

.kt 
-1., (А. Ј , .f; .... џ 

• 
• • 

• • 

• 

Pretpostav1ja зе da su promen1jive u (3.7 .. 1.)5 zadate, dolc 

ви оnе и (3.7.1.)4 odredjene рото6и preosta1ih promen1jivih. Promon­

ljive и (3.7.1.)з date su эа (3.4.4.) i (3.4.10.) za р=2. Za kreta­

nје i temperaturu и (3.7.1.)2' pretpostav1ja se da su_nezavisno pro­

men1jive, jer nе zavise od procesa. Preosta1e promen1jive U (3.7.I.i 

эи nezavisno promen1jive. 

U (3.7.1.)2 postoji (12n+1) рrоmеtйјivih, gde је 0(.=1.,2,:1'''?1. 

i јов 17n promenljivih u (3.7.1.)1' st~ ukupno daje (29n+l) promen­

ljivih. Koriste6i jednacinu balansa kolicine krotanja za d-ti эа­

stojak (3.4.22.), jednacinu balansa momenata kolicine kretanja za 

cl-ti sastojak (3.4.29.) za p=l, kao i jednacinu-ba1ansa energijo 

za mesavinu (3.4.42.), ima6emo (12n+l) jednacina. Ako pisemo konsti­

tutivnu jednacinu za svaku zavisno promen1jivu kao Iunkciju 11ezavi­

эnо promen1jivih, ima6emo јов 17n jednacina, sto је ukupno (29n+l) 

jednacina za (29n+l) promen1jivih, cime је sistem jednacina odre­

djen. 

Za mikrоmоrfпи teoriju mesavina opsti oblik konstitutivne 

jednaCine. је 
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'-12 rrz., !3=1.J2 .... }oL{ ...• ?Z" 0\..- " ~ ••• ~ /-.. .. 

, 

Konstitutivnim jednacinama эе nаше6и ogranicenja princi­

рот objektivnosti, сiше se zahteva da konstitutivna funkcija bude 

invarijantnog oblika 

cija CV-kt prostornog 

unutar podesne grupe ortogonalnih transforma-
koordinatnog sistema, tj. 

, , 

d ОУЈ Iг. JXa1kk. ..-е S 
fO) . '[ОЈ 

--

Јх, JX-UilZК 5 
. 'fJ/ . '{(ј) 

gde је ilџ-(3)*< relativni vektor mikropremestanja·dat эа 

i gde је, prema definiciji 

~'<J1г. :::: X(..<j-k - Xf-()K с4:-1<, 

Uslov (3.7.3.), za skalarnu vrednost funkcije vektorskih 

promenljivih ~(tf:) , r=1,2, ••• ,ro ' k=1,2,3 , pretpostavlja da је 
) . 
• 

p=1,2,3 , r=1,2, ••• ,ro ~ 3' 

а (p-r) 
gde LJ sadrzi jedan nezavisan skup svih mogucih skalarnih proi-

zvoda :formir~nih od· vektora ~~'1, tj. 

, p=1,2,3 r=1,2, ••• ,ro ;;;:; 3 
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i kako је 

to ви preosta1i ska1arni proizvodi 

( 3 • 7 .8. ) -Lл./А ) '[., S <= "'., .2Ј ••• ~ 'о _ 
."" 'If< 1'12= 1 

Entropijska nejednakost takodje stavlja ogranicenjakon­

stitutivni;m jednacinama. Posto, zbog odredjenosti sistema jednacina, 

moze biti koriscena sашо jednacina energije za. mesavinu, to moramo 

koristiti entropijsku nej.ednakost za mesavinuu razvijenom obliku 

(3.4.60.), tj. 

'" i ~ J'?4LJfl ~ ") 'z i '(~ Ј~)ш'r 

- ~Јг 't 1< -&Ј Э (). .,., 1. 2 У Ј --11'"5 У. УЈ >-. 
(,i.J t-ч (..<ј . 

\ 
, . 
• 

Priizvodjenju konstitutivnih jednacina ш! сешо эе zadr-

zati па slucaju mikropo1arne mesavine, kao specija1ne klase mikro­

mor~ne mesavin€, isk1jucujuci pri tom postojanje hemijskih roakci­

ја. Tada је 

...... "с S 

(3.7.10.) yJ~)(~ 1:) :::: О , :::: О ) '1""'.1::: о 

Posto је эааа tenzor )(~/e~ ortogona1an, sto znaci da ima 

tri medjusobno nezavisne koordinate, to эе broj promen1jivih и 

(3.7.1.)2 smanjio, tako аа ihje sada (6n+1), odnosno ва 17n pro­

men1jivih iz (3.7.1.)1 ukupno (23n+1) promenljivih. Koristeci јеа­

nacine Ъа1аnэа ko1icine kretanja (3.6.13.), mOblenta ko1icine kreta­

nја (3.6.18.) t>L-оg sastojka mikropo1arne mesavip.e i jednacinu Ьа-

1ansaenergije mesavine, imacemo (6n+1) jednacina, sto zajedno за 

preosta1ih 17n jednacinadaje ukupno (23n+l) jednacina. 

Koristeci (3.7.10.), iz (3е7.9е) sledi 

- .5'(-<) 

-r 1.4.1 ЈУ + 
• 

, 

• 

. . 
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odnosno 

(3.7.12.) 

Ako u (3.7.12.) unesemo (3.7.2.) i iskoristimo pravi10 

vezanog di~erenciranja, dobicemo 
• 

• 
~+2 с)-(} (~J ~ -f) {:.I.} 

:k . - d 1f/;J Ј СЈџ&)!< 
Гv + 

~ -);/ ОЈ 

е J~d')'kf -
~ д r-J-k~S ЈУ 

-z 
d"" 

о 1f{J / t' Э 1;{;у t 

d /jkK,S '. а lо)пl< 

'э~/ Х .1 o~ Z 
." tr)#~ .5 + +-

oX(ГJIyS . . /j)1:l..1YS 

t 
~tj.K,S -f- lQ). Ј< 

Э }:..(J-)-1z. К 

gde smo koristili sledece relacije 

. - дУ S -с 
э {(/ј 

Ј:-1 
_ aS(q-) 

(,т) - дУ 

1< -1 эх'k. 
.л = - Ј;аЈ "8.5" 

(rr) 

" D(.A.) . 
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о 

- -t . 

aoJkK,S :;;~) \IV{"..L-J-) 

.( -t -1 

Р х L; ;эfЭ d V(rtJfz. _ , Ј' ~ гЈ1?<' ~ 'L 
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nezavisno promenljive, tada mnozitelji UZ ove promenljive moraju 

isceznuti, а to daje potrebne i dovoljne uslove da konstitutivne 

jednacine oblika (3.7.2.) budu termodinamicki prihvatljive, tj. ~ 

ё/Ч~) 
rrz{..l.J == - -э 8-

L2{~) ;: о 
с;о(, . 

-t (П = џ) о {t:) 
.."Ј.. CJXfj-)'kЈS 

ОО 

эУ;) '! t 

Ч~k~S . 

( / - {,I.} , {(]"Ј - (~ (QJ~ 
Ij) ~ d ::x{("fk.t S . ~ d ;х; tJ-)1t:Ј S 

""\ "") -F1 г '1(';;) ;,. . a~) .. z 
L- L- .fЏј v{d") ~~-а):ЈС.(гуkЈS+ ,,)k~S + 
0<. IГ oX;cr)-k~..s г ;t{J:)k.K,s 

а 1.f;.) а lf/;) + --;;-
э lt)1zK Э/U(.I_гуk 



• 

Ako pretpostavimo sledecu definiciju 
• 

onda koristeci (3.7.15.)5' (3.7.15.)7 postaje 
, , 
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t k ( 
+ (а-) /\. =0 .. 

Integra1i koji zadovo1javaju us10v objektivnosti za mi­
kropo1arnu mesavinu зи . 

• 

Kako зu 

.{Ј( 

Mnozeci (3.7.18.)5 за lL,~ 

• 

, doЪicemo 

• 

• 

, 

• 

• 
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tada је 

;)dnosno 

;)dak1e se vidi da је simetricni deo Н~<Jf).цк u .funkcij;i. njegovog 
antisimetricnog de1a, tj. 

jer је 

;)dnosno 

(3.7.22.) 
, 

" .. 

, == Е.· , 

~a slican nacin зе pokazuje da ве i 

izraziti preko antisimetricnog de1a 
(3.7.18.)2 i (3.7.18.)4 mogu 

!-!Џ'l") KL ' t ј • 

--(.i-.f9 1J , 

• 

N"a taj nacin се resenje sag1asno (3.7.7.) i (3.7.8.), biti oblika 

"l5 =1,2, .... ,n , .fi =1,2, ••• ) OL ( ••• ,п .. 

, 



• ~IГX 
Zahtevajuci od funkcije slobodne energije mesavine r 

i f'unkcije slobodne energije ot -og sastojka 'Y;,I.) da zadovo1java­

ји princip objektivnosti, dobijamo dalja ogranicenja nad konstitu-

tivnim jednacinama. Ogranicenje oblika (3.7.3.) moze biti pretsta- ! 

У1јеnо u oыku parcijalne dif'erencija1ne jednacine 
• 

( 3 • 7 • 25 • ) ~(,щ t 
• 

i sa istom ovakvomjednacinom za . . 
~) • Oduzimajuci (3.7.17.) od 

(3.7.25.), dobicemo 

i па slican nacin (3.7.26.) • 

. \ 
, . 
• 

< .<> 
(3.7.7.) i (3.7.8.), onda se resenja gornjih jedna-ј rikoristimo 

-
~';;';;'i;,\ liJOgll napisati u sledecem obliku 

) 

(=1,2, ••• ,n , Ј1 =1,2, ••• ) ( .... ,n., ol.=1,2' ••• 1n 

(3.7.28.) 

• 

gde эшо koristi1i (3.7.21.), (3.7.23.), (3.7.24.) i def'inicije 



8[; . 

• 

Ovde oznaka d uzima tri vrednosti u cik1icnom nizu OG • 

Kada (3.7.28.) zamenimo u (3.7.15.), dobicemo odgovaraju­
се konstitutivne jednacine 

, , 

(3.7.31.) 

ОО 

• 

\ . , 
• 

=0 

, 

, 
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Ovај rad predstavlja pokusaj аа ве zakoni balansa mikro­

orfne mehanike jednokomponentalnog tela proizvoljnog stepena (1] 
rimene па teoriju mesavina. Uporedjujuci dobijene rezultate sa та­

ovima R.J. Twiss-a i А.С. Eringen-a [4] i [ 5] , lako se moze iz­

esti zakljucak da је njihova teorija specijalni slucaj паЭе. Naime, 

ko ве и slucaju teorije viseg stepena uzme da је p=1,2 i pretpo­

tavi da је ~Z) =0, dobija ае teorija R.J. Twiss-a i А.С. Eringen-a. 

эdјиtim, и оЬе teorije,u pojedinim jednacinama balansa za mesavinu, 

ojavljuju ве clanovi koji izazivaju odstupanje od и Uvodu navedenog 

izickog principa с), koji zahteva аа эе kretanje mesavine opisuje 

stim jednacinama kao i иа prosto, jednokomponentalno telo, cime је 

aznost tog fizickog principa, kada ве radi о materijalima sa mikro­

trukturom, dovedena и pitanje. Isti problem је uocio N.T. Dunwoody 

24] . Dok pomenuti fizicki princip vazi za jednacine balansa kla­

icne mesavine, dotle nе vazi za mesavinu 

)Ш slucaju neke definisane velicine nisu 

iranom krutom kretanju mesavine. 

ва mikrostrukturom, јет и 
• 

invarijantne рт! эиретро~ 

S.J. Allen i К.А. Kline [14] su takodje proucavali шеэа-

inu ва mikrostrukturom. Оп! su postulirali integralne oblike za 

~lan.s energije i entropijsku nejednakost, иуоаес! и njih clanove , 

)ј! аи posledica mikrostrkture. Usvajaju6i navedeni fizicki prin­

ip i koristeci pogodne definicije, izvode ,odgova.rajuce jednacine 

a.lansa za celokupnu mesavinu koje taj fizicki princip zadovoljava-

1. R.J. Twiss i А.С. Eringen komentarisu te njihove rezultate i 

ротеајијис! ih sa svojima, tvrde аа suoniizgubili clanove koji 

зzаdоvоlјаvајu postavljeni fizicki princip,jer ~и ih u pojedinim 

9dnacinama balansaza sastojak sjedinili эа drugim clanovima. 

Za izvodjenje zakona balansa mikromorfne mesavine viseg 

tepena kao celine, bitna је slede6a relacija 
, 

• 
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koja nije postu1irana vec konsekventno izvedena (1.4. Kinematlka, 

jednacina (1.4.21.) ). Iz te re1ac1je ае јаапо vldl da ве о sred­

njoj brzini mesavine moze govoritl еато u paru Ба srednjim tenzo-

rom uvrtanja. 

Na primer, В.Ј. 

1еси jenakost (2.11.)2 

(4.2.) 

. 

А11еп 1 К.А. K11ne [14] poetu11raju еlе-

, 

~de је W-!?"jj srednjl tenzor uvrtanja, а to је speclja1n1 alи~aj па­

зе re1acije kada је podvrgnemo us10vima da је р=l i ~~J =0. 

Sto ее tice sam.og mode1a, nas је prostljl od mode1a R.J •.. 

~iss-a i А.С. Eringen-a uto1iko, sto ви oni, zbog naclna usrednje­

'tja. odgovarajuclh ve11clna 1811 па mlkromikrostrukturu me~avlne, а 

l1 па mikrostrukturu. Medjut1m to пе predstav1ja suzenje samog pro-
. \ 

,1ета jer ашо т1, primenjujucl:' zakone ba1ansa mikromor:fne mehanike 

ednokomponenta1nog tela [1.]. па teoriju mesav1na аа mlkrostrukturom." 

:orlstl11 zak1jucak da је пајцј! rez\.11 tat tak:ve strukture uvek 

rednja vrednost lndividua1nlh kreta.nja. Smatramo da jezbog toga. 

аэ prl1az konsekventan i da аи odgovarajuce veliclne da1eko jedno­

tavnlje za tumacenje. 

Postoji јоэ jedna raz1ika izmedju nase teorije i teorije 

.Ј. Twiss-a i А.С. Eringen-a [4 Ј • Naime, u njlhovoj teorljl је 
zeta u obzir 1nterakcija lzmedju raz1icitih sastojaka mesavine. 

~! uvodejednu :funkciju definisanu па povrslni mikroe1ementa kao 

bir dva clana, od kojih је prv1 saЪirak raz11~it od nule па svim 

~lovima povrsine mikroclementa koje ее dOdiruju аа mikroelementl-

3. sastojka iste vrste, dok је drugi sabirak razl-icitod nu1e па 
• 

lim de10vima povrsine koje ее dodiruju еа m1kroe1ementlma sastoj-

а. druge vrste. 

; -ti sastojak 

·.3. ) 

• 
Na taj nacin ее tenzor napona kojl ее оdпозi па ..... . 

~-og mikroelementa deli па dva dela (6.1.) 

. kojih ni jeda...~ пе mo.ze Ы ti iзtоv±еmепо Ь! ti raz1ici t od nu1e 

, 
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u istoj tacki. Otuda ве ројаУ1јије ve1icina dei'inisa,na kao, (6.15.)1 

, 

(4.4.) 

, 

koja ае naziva si10m interakc1je 3 -og sastojka. Posto ш! nismo vr­

э11! takvo raz1aganje, nismo ni mog1i dobit1 э11и interakc1je. Ме­

djut1m to се biti predmet naseg daljeg istrazivanja • 

. ' Kako ве problem oko vaznost1 ~izickog principa с) јау1ја 

i kod dvodimenziona1nog ( ljuska ) i jednodimenziona1nog ( stap ) 

в1исаја, to Ы vazili isti zak1jucc1 kao iza trodimenziona1no te-

10. То је i Ыо razlog zbog cega вшо ае u tim slucajevima zadrza1i 

эато па teoriji za stepene p=1,2. Izuzetno вто izvodi1i zakone Ьа-

1аnэа momenata kol1cine kretanja viseg' stepena, da Ывшо dosli do . 

mikromorfne teorije stapa prvog stepena i mikropolarne teorije sta­

рв, koju это kasnije koristi1i pri izvodjenju konstitutivn1h jedna-

cina. 
\ . . , 

s obzirom da konstitutivna teorija 'za klasicnu mезаvlnu 

nije јоз dovo1jno razradjena, jer osnovnu teskocu predstavlja izbor 

promenljlvlh koje figur1su u konstitutivnim p~etpostavkarna, т! ато 

se opredelill za postupak koji su za trod1menzionalno telo prlmeni-

11 R.J. Tw1ss 1 А.С. Erigen [5Ј, pri1agodjavajuc1 ga za slucaj 

stapa. Pr1 tom это, kao u [5] , izveli konsti tutivlle je-dnacine u ,.'. 

odsustvu hemij8kih reakcija. Iako эшо уес zanemar111 interakoiju 

1zmedju sas~ojaka,,,ipak smatramo da njihovo izostavljanje moze biti 

opravdano u 81исаји kada 8е rad1 о specija1nom mode1u, odnosno о 

jednodimenzlona1nom telu, gde эе to zanemarivanje moze izvrsit1 • 
• 

Zbog to(a ато pr1 izvodjenju konst1tutivnih jednacina, clan koji 

је vezan za interakciju izjednac11i ва nulom. 

U nasem radu nije rаzmаtrэn nijedan konkretan problem 1z 

prakse, kao sto је to Ыо аlисај u radov1ma [19]' i [20] , jer nam 

је OSnOVIli oi1j Ыо da ispi tamo primenu .fizickih principa koje је 

postavio С. Truesdell za mesavinu. Medjutim u toku daljeg rada i 

to се biti predmet naseg 1straziva nja. . 

Da Ыато izbegli оЬimnфst rada zbog duz1ne вате racun1ce, 

narocito kada эи u pitanju jednacine balansa viseg stepena za те­

savinu, u radu эи izneti saтo konacni rezultati. 
~ .. ' 



88 

На kraju, uporedjujuci mikromorfnu teoriju mesavina vi­

eg stepena sa klasicnim teorijama mesavina, prva se lako moze 

~esti па klasicnu ukoliko se eliminisu clanovi koji ви posledica 

ikropomeranja, odakle se, s obzirom па prethodnu diskusiju, 

akljuciti da su sve dosadasnje teor1je specijalni slucaj te 

" moze 

teo~ 
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ot -og sastojka 
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-mesavine > • 
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Tenzor momenatagustine unutrasnje energije ро 
jedinici ша8е 01. -og sastojka 

Tenzor momenata gustine Hnutrasnje energije ро 
jedinici шазе mesavine 

Vektor zapreminske si1e ~-og sastojka 

Vektor zapreminske si1e mesavine 

Vektor _ momenata zapreminske 8i1e о( -og 8astojka 

Vektor momenata zapreminske si1e mesavine 

Specificna proizvodnjatoplote ро jedinici za­
premine о<. -og sastQjka 

Specificna proizvodnja top~ote ро jedinici za­

premine mesavine 
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Tenzor mikroinercije ~-og sastojka 
• 

Tenzor mikroinercije mesavine • 
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Tenzor mikroinercije mesavine p-og reda 

Jakobijan ~ -og sastojka 
. 

Vektor toplotnog f1uksa ~-og sastojka 

Vektor toplotnog fluksa mesavine 
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Tenzor momenata toplotnog fluksa ~-og sastojka 

Tenzor momenata toplotnog fluksa mesavine 
. 

Luk krive OL -og sas·tojka 

Vektor паропа 01.. -og sastojka. 

Vektor паропа mesavine 

, 

Vektor naponskog momenta o<.-og sastojka 

Yektor momenata prosecnog napona o<.-og sastojka 

'{ektor naponskog momenta mesavine 

Yektor momenata prosecnog паропа mesavine 
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Jedinicni vektor tang;ente krive о/. -og sastojka 

u deformisanoj konfiguraciji 

Giracioni tenzor (tenzor uvrtanja) ~-og sastojka 

Giracioni tcnzor (tonzor uvrtanja) mesavine 
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. . . 

Gus"tina mesavine 
. . 

Zapreminska promena mased-og sas"tojkausled 

hemijskih reakcija 

Zapreminska promena mase o(.-og sastojka J?-og 

reda usled hemijskih reakcija 

Funkcija slobodne energije o(-og sastojka ' '. '.'. 

Gradijenti mikrodeformacije" о<. -ogsastojka 

Specificnaentropija d -ogsastojka 

Specificna entropija mesavine 

. Momenti specificneentropijeci-og sastojka 
• 

. , Moment1. specifiCne· entropije mesavine 

, 
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